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PRÉFACE
La marche suivie dans la première partie de cet ouvrage est fort différente de celle qu'ont adoptée les divers auteurs qui ont écrit sur le même sujet. Elle ne se rapporte précisément à aucun enseignement existant, mais à Tienseignement tel que je crois qu*il doit être.
L'ordre suivant lequel les diverses parties d'une science doivent être présentées, du moins quant à ce qu elles ont de général et de caractéristique, est presque toujours Tordre même suivant lequel elles ont été découvertes. I^s conceptions importantes ne sont point dues au hasard ; elles se présentent aux hommes éminents de chaque époque lorsqu'elles sont naturellement amenées par les besoins et Tétat de la science; et il est convenable de leur donner dans l'enseignement de cette science la place qu'elles ont occupée dans son développement ixatureL
La notion des infiniment petits remonte a Archimède; elle s'est présentée d'elle-même dans la mesure des grandeurs géométriques, aussitôt qu'on a voulu considérer les aires de courbes différentes du cercle, ou les volumes de corps terminés par des surfaces courbes autres que celles du cylindre, du cône et de la sphère. Déjà pour la comparaison des volumes de ces derniers corps, ainsi que pour la mesure du cercle, on avait été amené à la conception
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fondamentale des limites. Ainsi les deux idées générales les plus fécondes des sciences mathématiques, remontent presque jusqu'à leur berceau, et doivent, par conséquent, se présenter presque au début de leur enseignement.
L'objet principal de cet ouvrage est le développement de ces deux conception^, qui sont intiqiement liées l'une à l'autre. Les questions que nous y traitons font partie de diverses branches des mathématiques pures ou appliquées, et se trouveraient autrement disposées dans un enseignement complet de toutes ces branches. Ce sont des extraits que nous en faisons, pour faire comprendre l'esprit des méthodes que nous voulons exposer; mais nous croyons que ces méthodes doivent être introduites dans chaque branche particulière, à mesure que le besoin s'en fait sentir. Nous espérons même le faire un jour si le temps nous permet de réaUser le projet, conçu depuis bien des années, d'esquisser des éléments de mathématiques pures et appliquées. En attendant, nous avons constamment cherché à répandre par notre enseignement, toutes les améliorations que nous avons cru pouvoir apporter aux idées générales et aux méthodes scientifiques ; et nous avons eu souvent la satisfaction de voir, soit par les ouvrages, soit par l'enseignement oral de nos élèves, que nos efforts n'avaient pas été tout à fait sans résultat. Mais il est nécessaire qu'un cours complet d'éléments soit conçu et exécuté par un seul; et nous espérons qu'un jour nous pourrons en présenter au moins un programme développé. Voici maintenant
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la marche que nous avons cru devoir suivre dans louvrage que nous faisons paraître aujourd'hui, et dont Tobjét est renseignement des méthodes infinitésimales.
T7ous avons commencé par donner une idée générale de la méthode des limites ; et nous avons fait remarquer en quoi elle était plus simple que celle qu'employaient les ancienà géomètres, en partant de la même notion des limites, qui leur était très-fami- Hère. Nous avons distingué ensuite les différentes manières dont les grandeurs à mesurer, ou celles auxquelles on les ramène, pouvaient être considérées comme limites de variables d'une espèce plus simple; et nous avons dit qu'elles pouvaient en général se réduire à trois. La première, employée dans quelques cas par Euclide et Archimède, consiste à regarder les grandeurs comme limites de séries; la seconde comme limites de sommes de quantités in-t fioiment petites ; la troisième comme limites de rapports d'infiniment petits. Les deux premières se sont présentées à propos de la mesure de la pyramide, de la parabole, de la spirale, de la sphère, des volumes des corps engendrés par la révolution de sections coniques, etc. La troisième s'est présentée à l'occasion du problème des tangentes, et s'applique à beaucoup d'autres questions. La théorie des séries étant en dehors de l'objet de cet ouvrage, nous avons dû nous borner à considérer les quantités comme limites de sommes ou de rapports d'infiniment petits, ou comme dépendant d'une manière quelconque de ces limites.
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Nous avons cru devoir, contrairement aux. précédents, commencer l'étude du calcul infinitésimal par la considération des limites de sommes; nonseulement parce que c'est Tordre que la science a suivi dans sa formation, mais parce quç la mesure des grandeurs doit naturellement précéder la recherche des tangentes aux courbes, et qu'en cela l'esprit humain a procédé comme la nature des choses le demandait. Il nous a semblé que renverser cet ordre n'était pas un moyen de rendre la science plus claire et plus accessible.
En conséquence, nous nous sommes occupé d'abord de la mesure des aires des figures planes ternainées par des courbes, ainsi que des volumes et des surfaces des corps qui ne sont pas terminés de toute part par des plans. Nous ne nous sommes pas borné à montrer comment ces questions se rame- • naient à des recherches de limites de sommes d'infiniment petits; mais nous avons fait voir, par un grand nombre d'exemples, comment ces calculs pouvaient être exécutés par des procédés variés, qui ont même quelquefois une assez grande généralité.
Nous avons ainsi fait connaître quelques-unes des méthodes employées par les géomètres qui ont traité les premiers ces sortes de questions. Les procédés que donnera plus tard le calcul intégral n'en seront que mieux appréciés; mais, dans tous les cas, il nous a paru qu'il n'était pas convenable de former toute la science du calcul, avant d'avoir résolu les premières questions à l'occasion desquelles elle a été faite.
PRÉFACE. XVII
Nous n'avons pas choisi tous nos exemples dans la géométrie; la statique nous en a ofiert quelques-uns. Nous avons fait voir généralement comment la détermination des centres de gravité se ramène à celle de limites die sommes; et nous avons effectué les calculs dans un certain nombre de cas simples.
Dans toutes ces recherches, on fait un fréquent usage d'un principe général très-simple, qui consiste en ce que la limite d'une somme d'infiniment petits n'est pas changée, quand on altère ses éléments de quantités infiniment petites par rapport à euxmêmes; ou, en d'autres termes, quand on remplace ces éléments par d'autres dont les rapports avec les premiers ont respectivement pour limite Turtité. Le principe fondamental que nous établissons en commençant est la sourcedes plus grands avantages que présente l'introduction des infiniment petits. Il permet d'en retrancher la partie qui rend le calcul difficile, en donnant un moyen sûr de reconnaître si cette simplification ne conduit à aucune erreur. Par ce moyen, on a toutes les simplifications qu'on trouverait dans une approximation, et en même temps l'exactitude qucj l'on n'obtiendrait que par de longs et pénibles calculs ..
Nous sommes passé ensuite à la considération dçs limites de rapports d'infiniment petits; le principe précédent s'y applique encore, et les limites ne sont pas changées quand on altère les termes variables des rapports, de quantités infiniment petites pax rapport à ces termes. D'où résulte encore l'avantage de I. ^ b
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se débarrasser des parties qui font souvent la plus grande difficulté de la question.
Nous avons commencé par faire voir que dans les divers systèmes de détermination des points d'un lieu, le problème des tangentes se ramène immédiatement à celui de la limite du rapport de deux quantités infiniment petites. Ces quantités senties' accroissements correspondants des deux variables dont les valeurs déterminent les divers points de la courbe. De sorte que le problème général des tangentes revient à ce problème d'analyse : Étant don-née une équation entre deux variables y trouver là limite du rapport des accmissements infiniment petits correspondants de ces variables.
On voit ainsi l'intérêt géométrique qu'offre ce problème de calcul; et l'on est naturellement conduit à en chercher la solution générale* Mais nous montrons qu'il s'appliquera encore à beaucoup d'autres questions intéressantes dans la géométrie et la mécanique. La nature de ces questions peut varier à l'infini. Nous en avons choisi particulièrement quelques-unes, à cause de leur importance dans la science. En géométrie, nous avons considéré la courbure des lignes planes, le cercle osculateur, les développées, etc.; en mécanique, la vitesse, l'accélération, le poids spécifique en un point d'une substance non homogène, etc. Nous avons étudié aussi la question générale du déplacement d'une figure sur un plan, et nous avons vu comment se résolvent les problèmes de tangentes auxquels elle donne lieu.
PREFACE. XIX
Toutes les théories dont nous avons parlé jusqu'ici, se ramenant à des limites de sommes ou de rapports, nous avons cru convenable de les exposer et d'en faire des applications particulières avant d*é* tablir les règles du calcul différentiel et du calcul intégral, qui donnent plus de simplicité et de généralité à l'exécution de tous les calculs auxquels elles ramènent. Comme elles sont en elles-mêmes indépendantes des moyens d'exécution des opérations qu'elles indiquent, nous avons cru devoir les présenter avant les longues et pénibles théories d'ana* lyse, qui donnent les meilleures règles pour cette exécution. En suivant la marche inverse, on rebute l'esprit par des recherches abstraites dont il ne voit pas l'objet ; et il est même à craindre que les théories géométriques que l'on expose ensuite ne soient prises pour des dépendances des théories analytiques avec lesquelles elles n'ont en elles-mêmes rien de commun, et qui ne leur servent qu'à l'exécution du calcul des limites de sommes ou de rapports, auxquelles ces théories ramènent l'objet de 'leur recherche.
Telle est la marche que nous avons suivie dans le premier livre de cet ouvrage.
Dans les livres suivants, nous donnons les règles pour trouver les limites des rapports des accroissements infiniment petits de variables liées par des équations données, ainsi que les limites des sommes d'infiniment petits, représentés par une formule générale.
Nous donnons à ces deux problèmes d'analyse,
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dont Tun est Tinverse de l'autre, toute l'extension dont ils sont susceptibles, en restant dans le cadre qui convient à de simples éléments; et nous formons ainsi ce que Ton appelle le calcul différentiel et intégral.
Ainsi, dans. cet essai, que nous espérons rendre un jour moins imparfait, notre objet a été Tétude de la méthode infinitésimale considérée en elle-même; et les procédés si importants du calcul différentiel et du calcul inverse, ont été les moyens d'exécution des opérations auxquelles cette méthode a ramené la solution des questions qu elle s'est proposées. Cette subordination, que nous avons tenu à rendre bien explicite et bien sensible, donne la raison de l'ordre que nous avons suivi dans cet ouvrage, et du titre que nous lui avons donné.
ÉLÉMENTS
DE
CALCUL INFINITÉSIMAL
DES NOMBRES EN GÉNÉRAL
i . La pluralité nous donne, la première idée du nombre; elle constitue cet que Ton appelle le nombre entier, Eilese trouve, soit dans la considération simultanée d'objets distincts et séparés, soit dans la décomposition d'une grandeur en parties égales. Un de ces objets ou une de ces parties se nomme unité. Le nombre s'appelle aussi le rapport de la grandeur décomposée à une grandeur égale à Tune de ses parties.
Cette notion suppose donc d'abord celle de l'égalité pour les grandeurs de l'espèce que l'on considère. Elle suppose ensuite que l'on définisse avec précision ce que i*on entend par aji oi/fer ces grandeurs entre elles, et, par suite^ ce que c'est que plus grand et plus petit.
On appelle somme de plusieurs nombres le nombre correspondant à la réunion de tous les objets distincts qui avaient donné lieu aux nombres partiels, ou, généralement, à V addition de quantités quelconques qui renfermaient ces nombres d'unités identiques entre elles. L I
a LIVRE I.
Mais si Ton avait à comparer deux grandeurs dont la plus petite ne fût pas contenue exactement dans T autre , elles ne présenteraient plus Tidée du rapport tel qu'il vient d'être défini ; et comme il est utile dans les sciences de généraliser le plus possible, eVst-à-dire de renfermer le plus grand nombre possible d'idées particulières sous une même dénomination, on a donné de l'extension à la signification des mots nombre et rapport.
On a d'abord considéré le cas où les deux grandeurs ont une mesure commune. Pour iîxer les idées, supposons que cette mesure soit contenue m fois dans l'une et n fois dans l'autre : alors la première est égale à m fois la jr^iime partie de la seconde , et celle-ci à tx fois la m*'"** partie de la première*, on est convenu de dire que le rapport de la première à la seconde est m «"'"*'% et on l'écrit
ainsi, — Le rapport de la seconde à la première est dît
réciproque ou im^erse du premier, et s'écrira — •
Ces nouveaux rapports ont encore été appelés des nombres , et pour les distinguer des nombres entiers on les a désignés sous le nom de nombres fractionnaires. Sous (juelque forme qu'ils se présentent, on dit que deux nombres sont égaux lorsqu'en prenant une même unité ils représentent des grandeurs égales. Si Tune des grandeurs représentées est égale à l'autre augmentée ou diminuée d'une certaine quantité, on dit que le nombre correspondant est plus grand ou plus petit que T autre. Enfin on dit qu*on ajoute plusieurs nombres quelconques , quand on considère celui qui correspondrait à la somme des quantités qui comparées à une même unité ont donné lieu aux premiers.
Enfin, si l'on considère deux grandeurs qui n'aient pas de mesure commune, et que l'on appelle à cause de cela
incommensurables y elles ne présentent aucune des deux idées précédentes, et il faudra , ou dire qu elles n'ont pas de rapport , ou donner à la signiidcation des mots rapport et nombre une nouvelle extension. Mais il ne suffira pas que l'on convienne de dire que deux grandeurs incommensurables ont entre elles un rapport et que ce rapport sera désigné sous le nom de nombre incommensurable, il faudra définir rigoureusement l'égalité des rapports ou nombres incommensurables. Notre manière de voir à cet ^ard , différente de celle de quelques géomètres , est entièrement conforme au fond à celle d'Euclide.
Observons d'aJ>ord qu'en partageant Fune des grandeurs en parties égales suffisamment petites, et les portant dans l'autre aiutant de fois que possible , le reste sera moindre que l'une des parties , et par conséquent pourra toujours être rendu moindre que toute grandeur donnée -, de sorte qu'il existera un rapport commensurable entre l'une quelconque des deux grandeurs et une autre qui différera aussi peu qu'on voudra de la seconde,
Cela posé, considérons deux grandeurs incommensurables^ divisons l'une d'elles, par exemple la plus petite», en parties égales dont le nombre croisse indéfiniment'; portons-les dans la plus grande et négligeons le reste : il en résultera une suite de rapports ou de nombres commensurables correspondants à la plus petite des grandeurs et à d'autres grandeurs commensurables avec elle el qui diffèrent de la seconde de quantités qui peuvent devenir moindres que toute grandeur désignée. Concevons, en second lieu, deux autres grandeurs incommensurables de même nature l'une que l'autre, mais d'une espèce quelconque, et partageons successivement la plus petite dans le même nombre de parties égales que la plus petite de la première espèce -, on aura de même une nouvelle suite de rapports commensurables 5 ej^ si ceux qui correspon-
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dent de part et d'autre au même mode de division de la plus petite sont toujours égaux , quelque loin qu'oa pousse cette division , on dit que les deux premières grandeurs incommensurables ont même rapport ou même raison que les deux autres.
2. Mais pour qu'il y ait lieu de définir ainsi l'égalité des rapports incommensurables , il est nécessaire de démontrer que l'égalité des rapports commensurables respectifs est indépendante de la loi suivant laquelle les subdivisions décroissent indéfiniment ; c'est-à-dire que si cette égalité a lieu pour une certaine loi , elle aura lieu pour toute autre. Cette proposition peut être démontrée comme il suit :
Soient A et 6 deux grandeurs incommensurables d'une espèce quelconque, et A', B' deux autres grandeurs incommensurables, soit de la même espèce que les premières 5 soit de toute autre \ admettons que si l'on subdivise A et A' en un même nombre de parties égales , qui croisse indéfiniment suivant une certaine loi déterminée, on trouve constamment le même nombre de ces parties contenues respectivement dans B et B' : il s'agit de démontrer que si l'on partage A et A' en un même nombre quelconque m de parties égales , non renfermé dans la loi donnée, il se trouvera toujours un nombre égal de ces subdivisions respectives dans B et B'.
En effet, supposons qu'il y ait un nombre k de parties dans B et un nombre différent, par exemple plus grand, dans B'. Alors /r -f- i parties de la première espèce surpasseront B d'une certaine quantité que je désignerai j^r E-, tandis que k + i parties de la seconde seront encore inférieures à B'. Cela posé, décomposons A en parties égales moindres que E, et comprises dans la loi donnée j décomposons A' eu un nombre égal de parties :
DES QUANTITES CONSIDEREES COMME LIMITES. J
d'après l'hypothèse, il devra s'en trouver respcclivemeut le même nombre dans 6 et dans B^ Mais il est évident qu'il y aura moins de parties plus petites que E dans B que dans B -f- E ou dans k -h i des subdivisions en question ; et il y en aura autant dans ces Ar -h i subdivisions qu'il y aura de parties correspondantes dans les i -h i subdivisions correspondantes de B', qui sont cependant inférieures à B'. Donc il y aurait dans B un nombre moindre de parties , comprises dans la loi donnée , qu'il n'y aurait de leurs correspondantes dans B' -, ce qui est contre l'hypothèse. Il est donc impossible qu'en partageant A et A^ en un même nombre quelconque de parties égales., ces parties ne soient pas respectivement comprises dans B et B' le même nombre entier de fois.
La définition de l'inégalité des rapports incommensurables sera la même que pour les rapports commensurables. On dira toujours qu'un rapport est plus grand ou plus petit qu'un autre lorsqu'il est celui d'une quantité plus grande ou plus petite que la première, à la même seconde quantité. Et l'on appellera toujours somme des rapports de plusieurs quantités à une même unité, le rapport de la somme de ces quantités à la même unité.
3. C'est au moyen de cette extension qu'Euclide a pu établir des théorèmes généraux dans la comparaison des surfaces entre elles et des solides entre eux. Il n'aurait pas pu dire que deux rectangles de même hauteur sont toujours dans le même rapport que leurs bases , ni que deux parallélipjpèdes de même base sont dans le même rapport que leurs hauteurs ; et tant d'autres propositions analogues n'auraient pu être énoncées généralement, s'il n'avait défini préalablement, non les rapports, mais l'egalàé des rapports, dans tous les cas qui peuvent se présenter.
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Ce n'est pas que pour les besoins de la pratique il y ait beaucoup d'intérêt à donner ce degré de généralité aux théorèmes relatifs à la comparaison , et , pai^ conséquent , à la mesure des grandeurs ; car on peut toujours les rendre commensurables entre elles en les augmentant ou les diminuant de quantités moindres que toute grandeur désignée. Mais au point de vue de la théorie pure, il faudrait dire que les propositions ne sont pas générales et n'ont de sens que quand toutes les grandeurs ont une mesure commune.
DES • QUANTITES CONSlUKREES COMME LIMITES.
PREMIERS PRINCIPES DE LA THÉORIE DES LIMITES
4. Les anciens géomètres, partant de la dëtinition de Tégali telles quantités géométriques fondée sur la superposition, et de la notion de l'addition et de la soustraction de ces quantités , sont parvenus facilement «î la comparaison et à la mesure des polygones plans, des parallélipipèdes et des prismes quelconques. Mais quand ils voulurent comparer des figures planes terminées par des courbes, ou des solides terminés par des surfaces courbes , les mêmes procédés ne pouvaient plus réussir.
Ils eurent alors Tidéc assez naturelle, mais fondamentale, de considérer, au lieu des grandeurs elles-mêmes , d'autres grandeurs de Fespèce de celles c[u'ils savaient mesurer, et telles, qu'elles pussent différer des premières de quantités moindres que toute quantité désignée. Ils cherchaient ensuite la relation entre ces grandeurs voisines des proposées , etdont ils rendaient la comparaison aussi facile que la question le permeltail. Cette relation leur faisait aisément juger celle qui devait avoir lieu entre les grandeurs proposées 5 et ils démontraient celle dernière en prouvant, par la méthode pénible de la réduction à V absurde, que la véritable relation ne pouvait en différer.
Ainsi , pour trouver la relation entre les aires de deux cercles quelconques , Pluclide commence par démontrer (ju en inscrivant dans un cercle un polygone régulier, et
en doublant successivement le nombre des côtés , la dilTérence de Faire fixe du cercle et de Faire variable du polygone peut devenir moindre que toute surface donnée- Cela posé, il inscrit dans les deux cercles des polygones réguliers, et pour que la comparaison soit plus facile , il leur donne le même nombre de côtés : les aires sont alors dans le rapport des carrés des rayons des cercles. En doublant le nombre des côtés de ces polygones, et répétant cette opération indéfiniment, le rapport des aires restera le même, et les polygones pourront différer aussi peu que l'on voudra des cercles proposés 5 d'après quoi il est facile de prévoir que l'on trouvera ce même rapport pour les cercles eux-mêmes. Mais il se garde bien de tirer aussi promptement la conclusion •, elle aurait été l'objet de trop d'attaques, surtout de la part des sophistes qui niaient des choses beaucoup plus évidentes. Il prend le détour que nous avons signalé tout à Fheure, et emploie la méthode de réduction à Fabsurde. Il suppose que les deux cercles ne. soient pas comme les carrés de leurs rayons, et remarque qu'alors le carré du premier sera au carré du second, comme le premier cercle est à ju.n cercle plus grand ou plus petit que le se^ cond. Il examine successivement chacune de ces hypothèses, et démontre, en se fondant sur le lemme cité, qu'elles conduisent à des contradictions : d'où il conclut que ces hypothèses sont fausses, et que, par conséquent, le rapport des carrés des rayons est bien égal à celui des deux cerdeà. C'est en suivant une marche analogue qu'il ramène la comparaison des pyramides à celle des prismes, le volume du cône à celui du cylindre, etc. , etc.
Les modernes, en conservant tout ce qu'il y a de fondamental dans cette méthode. Font simplifiée sans diminuer sa rigueur. Nous allons faire connaître la méthode généralement employée aujourd'Bui , et nous conxmence-
rons par poser .quelques définitions et quelques principes généraux très -simples.
5. Limite d'une variable. — Lorsqu'une grandeur prend 'successivement des valeurs qui se rapprochent de plus en plus de celle d'une grandeur constante, de telle sorte que la différence avec cette dernière puisse devenir el rester moindre que toute grandeur désignée, soit que la variable soit toujours au-dessous, ou toujours au-dessus, ou tantôt au-dessous et tantôt au-dessus de la constante, on dit que la première approche indéfiniment de la seconde, et que celle-ci en est la limite.
Ainsi nous appelons limite d'une variable , une quantité constante dont la variable approche indéfiniment sans jamais V atteindre.
6. Infiniment petits. — On appelle quantité infiniment petite y ou simplement infiniment petit, toute grandeur variable dont là limite est zéro.
Par exemple, la diflërence d'une variable quelconque à sa limite sera dite infiniment petite, puisqu'elle tend vers zéro. Ainsi la différence de l'aire d'un cercle à celle du polygone régulier inscrit, dont on multiplie indéfiniment le nombre des côtés, est infiniment petite. Il en est de même de la différence d'un cylindre à un prisme inscrit, d'un cône à la pyramide inscj'ite, etc. , etc.
Nous citons ces cas particuliers pour indiquer quelques exemples-, mais les infiniment petits peuvent se présenter dans une foule de circonstances où ils ne sont pas la différence d'une variable à sa limite finie.
Principe fondamental des limites.
7. Si deux quantités variables sont constamment égales et tendent chacune vers une limite, des deux li-
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mites sont nécessairement égales. — En cÛbt, deux grandeurs toujours égales ne préseutcnt qu'une seule valeur, et il semble inutile de démontrer qu'une valeur variable ne peut pas tendre à la fois vers deux limites inégales, c'est-à-dire vers deux grandeurs constantes, différentes l'une de Tautre.
Il est, au reste, bien facile d'ajouter quelques développements qui rendent plus claire encore, s'il est possible, cette importante proposition. Supposons, en effet, que deux variables toujours égales aient des limites différentes A et B, A étant, par exemple, la plus grande, et surpassant B d'une quantité déterminée A. La première variable ayant A pour limite, finira par rester constamment comprise entre deux valeurs , l'une plus grande, l'autre plus petite que A , et ayant avec A une différence aussi petite qu'on voudra -, bornons-nous à supposer cette
différence moindre que -A. Semblablement la seconde variable finira par rester indéfiniment à une distance de B moindre que - A. Or il est évident qu'alors les deux variables ne pourraient plus être égales-, ce qui doit être cependant, d'après les données de la question. Ces données sont donc incompatibles avec l'existence d'une différence quelconque entre les limites des variables. Donc ces limites sont ésales.
8. Limites des sommes^ produits ^ quotients ou puis^ sances quelconques de variables. — i**. La limite de la somme de variables a:, j, r,..., li en nombre fini quelconque, qui ont respectivement pour limites des quantités a, i, c,..., / positives ou négatives, est la somme algébrique de ces limites. En effet, les variables x, j ,..., m peuvent être représentées respectivenieni par a H- a ,
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i-f-o,..., /-f-i, les diflfércnces a, 6,.--î ^ ayant toutes pour limite zéro. Oii aura donc
Or « + 6-+- ... -h X tend vers la limite zéro, puisqu'il en est ainsi de chacun des termes, en nombre fini , qui composent cette quantité. Donc la limite du second membre, et par conséquent du premier qui lui est toujours égal , est fl -h i -h c . . . -t- / ; ce qu'il fallait démontrer.
2®. La limite du produit de plusieurs variables est le produit de leurs limites. En effet, en employant les mêmes dénominations que dans le cas précédent, on aura
x)'z,..u= (a -f. a) (^ 4- 6) (c 4- y )...(/ 4- X) z= abc, , .1 -^ o^,
Cl) désignant la somme d'un nombre fini de ternies ayant chacun zéro pour limite, puisqu'ils renferment comme fadeurs au moins une des quantités a,D, y,...,^, qui ont toutes zéro pour limite. On voit donc que le second membre, ou le premier xyz ... m , a pour limite abc . . . / j «omme il fallait le démontrer.
Dans le cas particulier où le produit -^yz» . ;W serait invariable, sa valeur ne pourrait différer de abc,.,l^ carw devrait être constante; et comme on a prouvé qu'il pouvait être moindre que toute grandeur donnée, il ne peut être autre que zéro.
Si, par exemple, on a x^= i, il en résultera ab=zi^ Ainsi deux variables dont les valeurs sont toujours réciproques Tune de l'autre, ont des limites réciproques. Celte remarque est d'une application fréquente.
3**. La limite du quotient de deux variables est le quotient de leurs limites, quand la limite du diviseur n'est pas zéro,
En effet ,
x a -h oc. a ha. — <î6
Or le dénominateur de la dernière fraction finit par être aussi près qu'on voudra de fc', qui est un nombre déterminé différent de zéro 5 son numérateur tend vers zéro :
donc cette fraction a zéro pour limite. La limite de - est
donc -79 comme nous l'avions annoncé.
On voit que le seul cas à excepter est celui où l'on a
Si - était constant, il ne pourrait être que t5 car
il faudrait que la fraction -r-jr — ii fût aussi constante: et
comme nous avons prouvé qu'elle pouvait différer de zéro aussi peu qu'on voudra , il faut qu'elle soit zéro même.
4^. La limite d'une puissance déterminée d'une variable est égale à la limite de cette variable, élevée à cette même puissance. Si le degré m de la puissance est entier, .r"* est le produit de m facteur^ égaux k x^ et, d'après le premier cas, la limite de x"" sera «'".
Soit maintenant m =: - 9 n et a étant deux entiers q ' '
quelconques; r^ est la puissance p de ,r^ : donc, d'après
le cas précédent, la limite de x^ est la puissance p de la
limite de x^ ou de y/x \ reste donc h trouver cette dernière. Mais X, étant le produit de q facteurs égaux à y^x, doit avoir pour limite la puissance q de la limite de y'.r, et comme x a pour limite a, il en résulte que a est la puissance q de la limite de sjx^ ou que Vx a pour limite
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l'a. Donc x^ a pour limite a^ , comme nous l'avions annonce.
Ces principes suffisent pour presque toutes les questions que les éléments peuvent présenter. Nous leur donnerons plus tard une plus grande généralité; mais nous commencerons par faire connaître en quoi consiste la méthode dont ils sont la base , et que nous éclaircirons par des applications variées , propres à en faire bien comprendre l'esprit.
Méthode des limites.
9. Quand on veut trouver une relation en tre des grandeurs qui ne se prêtent pas facilement aux comparaisons , on les considère comme limites de grandeurs d'une espèce plus simple, et Ton profite de T indétermination que cette condition laisse subsister, pour choisir ces variables de manière à faciliter la recherche d'une relation entre elles. Si l'on y peut parvenir, le problème est résolu. En effet, cette relation est réductible à une équation dont les deux membres sont en général des variables constamment égales, dont les limites sont par conséquent égales. Mais chacun de ces membres est composé de termes dans lesquels il n'y a , en général , que des multiplications , des divisions des puissances quelconques des variables introduites. Or, d'après les principes précédents , on aura la limite de chaque terme en y remplaçant les variables par leurs limites , et la limite de chaque membre sera la somme des limites de ses différents termes. D'où l'on voit que, quand on a trouvé la relation entre les variables, on a immédiatement la relation entre les quantités proposées qui en sont les limites, en remplaçant toutes les variables par leurs limites respectives.
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10. Cest en cela que consiste la mélliode des limites. Elle simpliGe la question en ce qu elle ramène à la recherche d'une relation entre des quantités plus simples, dont le choix est très- indéterminé, et qui ne sont assujetties qu'à tendre indéfiniment \ers les quantités proposées, sans jamais se confondre avec elles. Cette relation étant trouvée, il suffit de remplacer toutes les variables par leurs limites pour avoir la relation cherchée.
11 peut arriver que la substitution pure et simple des limites aux variables conduise à des formes indéterminées, comme , par exemple , dans le cas où l'on aura des fractions dont les deux termes auront zéro pour limite^ La
substitution donnerait alors -9 expression qui n'est l'indication d'aucune véritable opération. On pourrait encore obtenir d'autres expressions sans signification 5 dans tous ces cas il faudrait recourir à des règles qui seront exposées plus tard.
Il est inutile de dire que, pour la commodité des calculs, il peut être utile d'introduire de nouvelles variables dépendantes des premières. Ainsi , déjà nous avons représenté les variables ol\j^ z, etc., par a-h«, i-f-S, c -f- 7, etc. 5 a, ê, y étaient alors de nouvelles variables tendant vers zéro, en même temps quex, y, z tendaient vers a, J, c. Si, dans le courant du calcul, on voulait tout réduire aux variables a:, j^, z, etc., il suffirait de remplacer a , 6 , y, etc. , par x — a^ y — i, z — c, etc.
Il peut arriver que les deux membres de l'égalité, quoique composés de quantités variables, restent constants 5 on aura toujours la relation entre les quantités proposées, en remplaçant les variables par leurs limites. On remarquera seulement que cette substitution , au lieu de donner les limites des deux membres, donne leur valeur constante. Au reste, on aurait facilement deux membres va-
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riables, en faisant passer l'un des termes variables d'un membre dans Tautre, ou encore en multipliant par un dénominateur variable; mais ce serait une transformalion inutile, et que, par conséquent, il ne faut jamais
faire.
Application aux cas simples que présente la géométrie élémentaire,
H. i*'. Trousser le rapport des surfaces de deux cercles, — Soient R, R' les rayons de ces cercles; S, S' leurs surfaces. On -démontrera d'abord, comme Eu ^ clide, que ces surfaces peuvent être considérées comme les limites de celles de polygones réguliers inscrits , dont on doublerait indéfiniment le nombre des côtés. On pourrait bien prendre des polygones non reguliers, mais il y aurait plus de difficulté, sans aucun avantage; ou bien encore ne pas s'assujettir à donner le même nombre de côtés aux polygones inscrits dans les deux cercles, mais leur comparaison serait beaucoup plus difficile, et il n'y aurait encore aucun avantage.
Ainsi d'abord nous regarderons les surfaces des deux cercles comme limites de deux polygones réguliers semblables, dont le nombre des côtés augmente i^idéfiniment.
Or on sait que deux polygones réguliers semblables sont entre eux comme les carrés des rayons des cercles circonscrits. Si donc on désigne par P, Pies aires des polygones variables inscrits dans les deux cercles, on aura constamment la proportion
Ayant ainsi une relation entre les variables, il suflSra
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(le les remplacer par leurs limîles, pour obtenir celle qui a lieu entre ces dernières -, d'où résulte
et , par conséquent , les surfaces de deux cercles quelconques sont comme les carrés de leurs rayons.
Le cas que nous venons de traiter est celui où les deux membres de Fégalité sont constants. On les aurait eu variables, si l'on avait chassé les dénominateurs, et la relation aurait été
CR
el,
par
suite ,
Mais, comme il n'y a aucun avantage à avoir des membres variables plutôt que constants, il ne faut jamais faire la moindre transformation pour les avoir tels.
2**. Deux pyramides triangulaires de bases équii^alentes et de même hauteur sont éqtnvalentes, — En effet, on peut démontrer, comme Euclîde, que toute pyramide triangulaire est la limite d'une somme de prismes triangulaires. Ces prismes, étant construits simultanément dans deux pyramides qui ont base équivalente et même hauteur, sont respectivement équivalents; et, par suite, leurs sommes le sont.
Cela posé, les deux pyramides proposées sont les limites de quantités variables toujours égales en valeur, donc elles le sont elles-mêmes; comme il fallait le démontrer.
3**. Un cône a pour mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur. — En effet, Euclide a démontré qa'uu cône est la limite d'une pyramide ayant même sommet , et pour base un polygone inscrit dans la base du cône, et dont le nombre des côtés croît indéfiniment. Cela posé , désignons par V le volume du cône , par B sa base et par H sa hauteur. Soient V, B' le volume et ]a base de la pyramide inscrite, dont la hauteur aura même valeur H.
Toute pyramide ayant pour mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur, on aura
Remplaçant les variables \', B' par leurs limites Vet B, on aura
ce qui prouve la proposition énoncée.
Les applications aux autres propositions de la géométrie élémentaire seraient aussi simples, et nous ne nous y arrêterons pas.
RÉFLKXIONS AU SUJET DE QUELQUES DÉFINITIONS
De V infini.
12. Le mot infini est employé pour exprimer F absence de limite , de borne quelconque : c'est ainsi que l'espace et le temps sont dits infinis. Cette idée exclut évidemment celle de toute comparaison sous le rapport de la grandeur. Néanmoins , pour abréger le discours , on parle souvent de quantités infinies, on les soumet aux mêmes opérations que les quantités finies , et il est très-important de ne pas se méprendre sur la manière dont ce langage doit être entendu.
Ces quantités dites infinies ne peuvent se présenter que de deux manières : ou comme solutions , ou comme données d'une question.
L'infini peut se présenter comme solution lorsque, pour déterminer certaines quantités, on les regarde com^le dépendantes d'une autre-, et que dans le cas particulier que l'on a en vue, cette dernière n'existe plus, tandis que pour des cas très-voisins elle aurait des valeurs qui pourraient dépasser toute grandeur assignée. Ainsi , par exemple, pour déterminer un angle, on peut, en général , prendre pour inconnue sa tangente trigonométrique^ mais il faut excepter le cas particulier de l'angle droit. Les équations qui donneront la valeur de cette tangente devront conduire à une expression qui croîtra
indéfiniment, à mesure que les données se rapprocUeront \ de celles qui conduiraient pour solution à Fangle droit. Dans ce dernier cas , l'expression ne doit plus rien représenter, et apprendra par cela même que la question se rapporte à ce cas parliculfer. La forme qu'elle prendra le plus ordinairement sera celle d'un nombre fini, dl- ' visé par zéro. On dit alors que la valeur de l'inconnue est infinie, et que l'angle correspondant est droit; de sorte que la question proposée est possible, et sa solution est déterminée. Mais si la quantité dont la valeur générale se présente dans un cas particulier sous la forme illusoire d'un nombre divisé par zéro, n'est pas une inconnue auxiliaire, mais bien celle que Ton voulait déterminer, il est clair que la question proposée était absurde.
I 13. L'infini peut encore se présenter autrement que
I comme solution d'équations dans des cas particuliers-, il
peut se trouver dans les données mêmes de la question. On peut se proposer de trouver la limite du rapport, de la différence, ou de toute autre fonction de quantités dépendantes les unes des autres , et croissant sans limites. Dans ces divers cas, on dit quelquefois que cette limite est le rapport, ou la différence, ou la fonction quelconque de ces quantités infinies; mais il n'y aurait aucun sens à attribuer à la comparaison des deux infinis, puisque, comme je l'ai déjà dit, l'infini ne signifie pas une grandeur, mais l'absence de limites : ainsi , si l'on mène dans un plan des parallèles équidistantes, il est absurde de dire que les espaces infinis renfermés entre les parallèles consécutives sont égaux. Mais si l'on cherche les rapports de ces espaces croissant indéfiniment, on peut bien se demander quelles sont leurs limites, et l'on
trouve alors un résullat complètement indéterminé; car on peut faire croître îndéGniment les longueurs de deux: de ces 'bandes en établissant entre elles une relation arbitraire; et Ton ne trouverait le rapport de ces bandes infinies égal à Tunité que d-ans des cas très - particuliers.
Ce même langage vicieux est souvent employé quand on veut désigner les limites vers lesquelles tendent des grandeurs variables , lorsque certaines autres grandeurs , dont elles dépendent, croissent sans limite. Ainsi, par exemple, le cercle est la limite vers laquelle tend un polygone régulier inscrit , dont le nombre de côtés croit indéfiniment ; et, pour exprimer cette propriété , on dit quelquefois que le cercle est un polygone régidier d'une infinité de côtés. On dit encore qu'une droite eu rencontre une autre à l'infini, au lieu de dire qu'elle est la limite d'une droite qui rencontre l'autre à une distance qui augmente sans limite.
Toutes ces manières de s'exprimer ont des inconvénients pour ceux dont les idées ne sont pas encore bien faites, et nous ne les emploierons jamais.
Des nombres incommensurables,
14. Lorsque nous avons donne la définition, non pas des rapports incommensurables, mais de l'égalité de rapports de quantités incommensurables entre elles, nous avons fait remarquer que ce n'était que par une extension donnée au mot nombre que l'on pouvait dire que ces quantités ont un rapport qui est un nombre. Il u'y avait donc pas lieu de dire qu^on pouvait approcher indéfiniment du rapport de deux quantités incommensurables , au moyen de rapports commensurables, ni,
par suite, de regarder les nombres incommensurables eomme limites des nombres commensurables et d'y appliquer les principes relatifs aux limites.
Mais , après avoir fait l'extension du sens du mot nombre, et avoir défini avec précision l'égalité et l'inégalité des nombres incommensurables, il est bon de remarquer que le rapport de deux quantités incommensurables est la limite de nombres commensurables variables. En effet, nous avons vu qu'on pouvait approcher indéfiniment de la première quantité, au moyen de quantités commensurables avec la seconde, plus grandes ou plus petites que la première, et différant entre elles d'une subdivision de la seconde. I^es rapports de ces variables à cette seconde sont commensurables et croissent avec les variables. De plus , pour avoir le rapport incommensurable lui-même, il faudrait, d'après la définition de la somme des nombres, ajouter au rapport variable celui du reste, moindre qu'une subdivision de la seconde quantité, à cette quantité constante tendant vers zéro. Ce dernier rapport, inférieur à celui d'une subdivision qui peut devenir moindre que toute quantité donnée, tend donc indéfiniment vers zéro. Donc, d'après le sens étendu donné à toutes les expressions, les nombres incommensurables sont limites de nombres commensurables, et tous les principes des limites y sont applicables.
15. On peut arriver à l'idée des nombres incommensurables, autrement qu'en comparant deux grandeurs qui n'ont pas de commune mesure , et par des considérations purement arithmétiques, comme, par exemple, relies des racines, des logarithmes, etc. Dans ces cas on trouve des nombres commensurables qui satisfont k des conditions
de plus en plus voisines des proposées , et qui , en prenant une unité de nature quelconque, représenteraient des quantités concrète^ tendant vers des limites déterminées. On convient alors de dire que ces limites incommensurables avec l'unité , ont avec elle des rapports que l'on appellera nombres incommensurables et qui seront dits satisfaire aux conditions ou équations proposées.
Arrivant ainsi à la considération du rapport de deux grandeurs qui n'ont pas de commune mesure, 'on ajouterait les différents développements que nous avons donnés précédemment.
De Véquii^alence,
16. La notion de l'équivalence parait si naturelle et si simple, que les géomètres ont rarement senti la nécessité de la définir. Euclide ne fait aucune différence entre l'équivalence et l'égalité, il se sert du même mot pour désigner l'une et l'autre 5 il dit égaux deux triangles de même base et de même hauteur. Mais aujourd'hui que l'égalité en géométrie se définit exclusivement par la coïncidence, il n'est plus permis de dire égales des figures qui ne peuvent coïncider 5 et lorsqu'on les appelle équivalentes, il faut dire sans équivoque ce qu'on entend par là , et qu'il n'y ait pas plijs d'obscurité dans l'équivalence d'un cercle avec un carré que dans l'égalité de deux triangles.
Quelques auteurs, voulant fs^îre la distinction des deux égalités, ont appelé la seconde égalité en surface, mais ils n'ont donné aucun caractère précis pour la rc connaître. Ils l'ont admise pour les figures résultant de la réunion ou de la soustraction de figures égales, pu pour
les mêmes parties alîquotes d'une même 6gure conduisant à des figures non super posables. Ainsi , par exemple, on peut partager un parallélogramme en deux parties égales d'une infinité de manières, puisqu'il suffit de le couper par une ligne passant par le point de rencontre de ses diagonales. Toutes ces moitiés , de formes si diverses, sont dites équivalentes. Mais tous ces cas simples seraient insuffisants , et d'ailleurs auraient besoin d'êlrc ramenés à un caractère commun qui servirait alors- de défînilion à l'équivalence. Autrement, on pécherait contre le principe général que nous avons énoncé au commencement de cet ouvrage, et qui consiste en ce que l'application des nombres à l'étude des grandeurs de toute espèce exige préalablement une définition précise de l'égalité, c'est-à-dire des conditions sous lesquelles le rapport de deux grandeurs sera dit égal à l'unité.
Cela posé, nous dirons que deux quantités géométriques sont équivalentes , lorsqu'elles seront composées de parties égales ou seront limites de quantités va- Viables composées de parties respecli\^ement égales,
17. On peut remarquer que si l'on conçoit les parties correspondantes de ces quantités évaluées par rapport à une même unité, on trouvera de part et d'autre les mêmes nombres et les mêmes sommes de nombres, de sorte que les quantités équivalentes seront exprimées par les mêmes nombres ou par les limites de nombres égaux. Mais cette propriété ne doit pas être choisie pour servir de définition 5 elle est immédiatement fondée sur la précédente, d'après le sens que nous avons attaché à l'égalité et à l'addition des nombres.
Les quantités équivalentes étant exprimées par des
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nombres égaux , toutes les opérations de soustraction , de division, etc., faites sur des quantités équivalentes donneront les quantités exprimées par des nombres égaux, et , par conséquent , équivalentes. Par exemple, de quelque manière qu'on partage un parallélogramme en deux parties égales , toutes ces figures non superposables seront équivalentes.
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CHAPITRE IV
DES DIFFÉRENTES MANIÈRES DONT LES QUANTITÉS PEUVENT ÊTRE CONSIDÉRÉES COMME LIMITES DE VARIABLES. •
18. Les grandeurs peuvent être considérées comme dépendant de limites de variables, de bien des manières différentes. Les formes de leurs expressions peuvent être aussi diverses que celles des questions mêmes dont elles sont les solutions.
Mais lorsqu'il s'agit seulement de ramener une quantité à d'autres plus faciles à traiter, et qu'on n'aperçoit pas immédiatement une quantité variable d'une espèce plus simple dont elle soit la limite, on emploie le plus ordinairement l'un des deux procédés suivants , qui ont été imaginés par les géomètres anciens et considérablement développés par les modernes.
Ces deux procédés ont cela de commun qu'ils consistent Tun et l'autre à enlever successivement de la quantité proposée des quantités d^une espèce plus simple, en laissant un reste qui présente bien les mêmes difficultés que la quantité en question , mais qui diminue de plus en plus et a pour limite zéro. Par là on tend de plus en. plus à épuiser la quantité , ce qui a fait donner à la méthode fondée sur ces procédés le nom de méthode d'exhaustion. M^is il y a deux manières très-différentes de procéder à
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répuisement de la quantité. Dans Tune ou enlève d'abord une certaine quantité déterminée, et Ton ne s'occupe plus que de ce qui reste; puis on enlève de ce reste une nouvelle quantité déterminée , et l'on obtient un nouveau, reste sur lequel on agit de même 5 et ainsi de suite indéfiniment, de telle sorte que les restes puissent devenir moindres que toute quantité donnée : de cette manière, la quantité est la limite d'une somme de quantités fixes dont le nombre augmente indéfiniment.
On appelle sérié une suite de grandeurs déterminées dont le nombre est indéfini. En employant celte expression 5 ce premier procédé revient donc à considérer une grandeur comme limite de la somme des termes d^une série. Le second procédé, dû à Archimède, consiste à considérer dans la grandeur des parties d'eispèce plus simple, non pas fixes comme dans le premier, mais décroissant chacune indéfiniment; ces parties variables ayant zéro pour limite sont ce que nous avons appelé des infiniment petits. Leur nombre augmente indéfiniment , et elles doivent être choisies de telle sorte que leur somme diffère de la grandeur en question d'une quantité qui puisse devenir moindre que toute quantité donnée. De celte manière , les grandeurs sont considérées comme limites de sommes de quantités infiniment petites dont le nombre augmente indéfiniment.
Les anciens ont connu ces deux procédés comme nous l'avons dit : nous en donnerons tout à l'heure quelques exemples.
19. Les modernes ont fait entrer d'une autre manière encore les infiniment petits dans l'expression des variables dont les limites font connaître les quantités cherchées : ils ont considéré les rapports des infiniment petits entre eux. Lorsque deux quantités tendent vers
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zéro en dépendant Tune de F autre, leur rapport est une quantité déterminée qui tend en général vers une limite finie. Cette considération, inconnue aux anciens, est un des plus grands progrès que la science doive aux modernes.
L'objet principal deeet ouvrage est de traiter des infiniment petits sous ces deux points de vue. Nous aurons cependant l'occasion d'employer les séries dans l'évaluation des grandeurs, et d'ailleurs pous ne pouvons nous dispenser de dire quelques mots sur la manière dont elles ont été introduites par les anciens géomètres.
CHAPITRE V
20. Pyramides triangulaires. — Nous avons dit précédemment qu'Euclide avait démontré qu'une pyramide triangulaire était limite d'une somme de prismes^ nous allons faire connaître le mode de décomposition qu'il emploie, et qui conduit à une série.
Soit la pyramide SABC (fig- i) 5 désignons sa base par fe et sa hauteur par A. En joignant les milieux des arêtes, on forme deux prismes triangulaires équivalents DEF A HG, HEICFG, et deux pyramides triangulaires EHBI, SDEF, égales entre elles, semblables à la première- et ayant leurs arêtes deux fois moindres que les siennes. L'ftn des deux prismes a pour base le quart de ABC ou de i, et pour hauteur la moitié de h. Il est plus grand que Tune des deux pyramides: car en joignant DH, DG , la pyramide DAHG serait égale à Tune d'elles et serait renfermée dans le prisme 5 d'où il suit que la somme des deux prismes, étant plus grande que les deux pyramides restantes , est supérieure à la moitié de la pyramide proposée. En décomposant les deux pyramides de la même manière que la première, les prismes que Ton formera seront supérieurs à la moitié de ces pyramides, et il restera un nombre double de pyramides ayant leurs arêtes moitié moindres.
En continuant ainsi indéfiniment, on obtient une somme de prismes en nombre indéfiniment croissant et
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dont la somme peut différer aussi peu qu'on le voudra du volume de la pyramide. En effet, après avoir enlevé les prismes de premier ordre, il reste moins de la moitié de la pyramide^ après avoir enlevé de ce reste les prismes de second ordre , le reste est moindre que la moitié du premier et, par conséquent, que le quart de la pyramide. Le troisième reste , moindre que la moitié du second , sera moindre que le huitième de la pyramide , et ainsi de suite. Donc on peut arriver à un reste moindre que tout volume désigné, puisque, en partageant une quantité fixe en un nombre de parties qu'on double indéfiniment , on peut arriver à des parties moindres que toute grandeur donnée. La pyramide est donc la limite de la somme des prismes d'ordres successifs , obtenus comme nous l'avons indiqué. C'est ainsi qu'Euclide a démontré cette proposition, et 011 en conclut, comme nous l'avons vu précédemment , que deux pyramides triangulaires de base équivalente et de même hauteur sont équivalentes.
21 . Mais nous allons en faire un autre usage et en déduire immédiatement le volume même de la pyramide. Nous remarquerons pour cela que la somme des prismes
de premier ordre a pour mesure -^5 puisque chacun des
deux a pour mesure -ô-» Or les prismes d'un ordre quelconque sont en nombre double de ceux de l'ordre précédent-, mais leurs dimensions étant moitié moindres, leurs volumes seraient huit fois moindres ; leur somme sera donc le quart de la précédente.
Les ternies de là série dont la limite est le volume de la pyramide seront donc
bh bh bh
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et si Ton désigne par V„ le volume de la somme des prismes jusqu'à un ordre quelconque n , on aura
'■=»(hf-^?)-
Les limites des deux nombres devant être égales, et la première étant le volume de la pyramide , ce dernier sera égal au produit de bh par la limite de la somme des termes de la progression géométrique
Cette série est la première qui ait été sommée , et elle l'a été par Archimède à l'occasion de Taire de la parabole. Sa limite est x*, d'où il suit que la mesure du volume
de la pyramide est -^•
22. Aire du segment parabolique, — Chercbon s maintenant l'aire d'un segment parabolique quelconque ASB.
Soit se [fig- 2) le diamètre des cordes parallèles à AB5 C sera le milieu de AB, et la tangente en S sera parallèle à AB. Le triangle ASB, moitié du parallélogramme AB A'B' dont les côtés A A', BB' sont parallèles à SC , et qui , par conséquent, renferme le segment ASB , sera plus grand que la moitié de ce segment.
Faisons pour les deux segments dont les bases sont SA , SB , ce que nous venons de faire pour le premier ; les triangles SDB , AD 'S seront supérieurs aux moitiés de ces segments. Agissons de même pour les quatre segments restants dont les bases sont BD, DS, SD', D'A , et continuons ainsi indéfiniment. Il est facile de voir que le premier triangle ASB, plus les deux triangles de second
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ordre, plus les quatre de troisième ordre, plus les huit de quatrième, etc. , forment une somme dont la limite est le segment ASB. Car on prend d'abord plus de sa moitié, ensuite plus de la moitié du premier reste, plus de la moitié du second, et ainsi de suite indéfiniment. D*où Ton conclut, par les mêmes raisons que dans l'exemple précédent, que le segment est la limite de la somme des triangles.
Cette démonstration est due à Archimède ; il a prouvé ensuite que la somme des triitnglcs d'un ordre quelconque est le quart de la somme de ceux de l'ordre précédent. Soit, par exemple, le segment ASB^ menons DI, EH parallèles à 6C , E étant le milieu de SB. On aura
BC = 2EH=2DI
d'où résulte, d'après la propriété des ordonnées de la parabole ,
SI = ^ se , et, par suite, . IK = 7 CB ,
ou
DK =: 4 CB.
Mais les triangles SCB, SDB, ayant même base SB, sont comme; leurs hauteurs , ou comme les parallèles CB , DK ; donc
De même on aura
SDB = icSB.
SD'AzirySAC.
Donc les deux triangles auxquels donne naissance un triangle ASB, d'un ordre précédent, forment une somme égale au quart de celui-ci 5 car ce que nous venons de dire de ASB peut se dire d'un triangle d'un ordre quelconque.
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11 résulte de là que les sommes^ des triangles des différents ordres forment la progression géométrique suivante :
ASB ASB ASB
AoB y — >— 9
C'est précisément à cette occasion qu'Archîmède a trouvé la formule de la somme des termes d'une progression. Nous n'aclièverons pas la solution comme Archimède; mais, d'après le principe des limites, nous nous bornerons à prendre la limite de la somme des termes de cette progression, et nous aurons ainsi la valeur exacte de la limite de la somme des triangles, c'est-à-dire la valeur du segment parabolique. Cette limite est
|asb ou ^AA'BB'.
On peut remarquer que les deux parties ASC , CSB du segment sont équivalentes 5 car elles sont les limites de sommes de triangles respectivement équivalents. Ainsi la
surface SDBC est égale à - SCBB'-
23. Cercle considéré comme limite d'une série, — Euclide inscrit d'abord un carré dans le cercle, puis il joint les milieux des quatre arcs aux extrémités des côtés, et ajoute ainsi quatre triangles au carré, d'où résulte un octogone régulier inscrit. 11 joint ensuite les milieux des nouveaux arcs aux extrémités des côtés de cet octogone, ce qui ajoute buit nouveaux triangles et donne le polygone régulier de seize côtés ; et il continue ainsi indéfiniment. Or il est facile de voir que la série dont les termes seraient les sommes successives des triangles de même ordre a pour limite l'aire du cercle. En effet, soient AB [fie' ^) ^^* ^^^^ à! MU polygone régulier quelconque , OM le milieu de l'arc sous-tendu et I le milieu du côté. Le
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triangle AMB est plus grand que la moitié du segment AMB 5 car il est moitié du rectangle ayant pour base AB et pour hauteur MI, e% dont le segment n'est qu'une partie. Donc les triangles que l'on ajoute à un polygone régulier inscrit, en doublant le nombre de ses côtés, forment plus de la moitié de la différence de ce polygone au cercle. Si donc on part du carré inscrit, qui est plus grand que la moitié du cercle même, puisqu'il est la moitié du carré circonscrit, il s'ensuit qu^en enlevant du cercle le carré et les divers ordres de triangles successifs, on prend d'abord plus.de la moitié du cercle, ensuite plus de là moitié du reste, et ainsi de suite indéfiniment. C'est ainsi qu'Euclide arrive à la conséquence que la somme des segments qui constituent la différence des polygones au cercle peut devenir moindre que toute quantité donnée ; et que, par conséquent, en employant notre langage, le cercle est la limite de polygones réguliers inscrits dont le nombre des côtés augmente indéfiniment.
24. On pourrait bien arriver à cette même conséquence en considérant immédiatement les polygones inscrits sans s'occuper des triangles qui s'y ajoutent pour former le polygone suivant. On remarquera même que le premier procédé suppose que le nombre des côtés va toujours en se doublant; ce qui n'est pas nécessaire à l'exactitude de la proposition. Mais il faudrait alors considérer en même temps des polygones circonscrits semblables, et prouver que la différence des aire» de deux polygones semblables, l'uii inscrit, l'autre circonscrit au cercle, peut devenir moindre que toute quantité donnée ; et la différence du cercle à l'un ou l'autre de ces deux polygones étant moindre que cette même quantité , il s'ensuivrait que lé cercle serait la limite des aires des polygones réguliers inscrits ou circonscrits dont le nombre des côtés I. 3
augmenie indéfiniment. Nous n'entrerons pas davantage dans ces détails qui n'offrent aucune difficulté.
25. On voit que c'est aux anciens géomètres qu'on doit ridée de considérer les grandeurs comme limites de séries \ soit pour calculer la grandeur cherchée, en déterminant la limite de la série, comme Archimède l'a fait, par exemple, pour Taire de la parabole ^ soit simplement pour employer les termes plus simples de la série dans la comparaison de la grandeur avec une autre, comme Kuclide Ta fait pour deux pyramides triangulaires. Les modernes sont allés beaucoup plus loin sans doute dans cette voie; mais il ne faut pas oublier que le premier pas était fait et, de plus, que c'est à Archimède qu'on doit les formules pour la sommation, d'autres séries importantes que les progressions géométriques, savoir la suite des carrés des nombres naturels et celle des sinus d'arcs en progression par différence.
CHAPITRE VI
DES GRANDEURS CONSIDÉRÉES COMME LIMITES DE SOMMES d'infiniment PETITS.
26. Une des conceptions les plus importantes dans la mesure des grandeurs , est celle par laquelle on les considère comme limites de sommes de quantités d'espèce plus simple , qui tendent indéfiniment vers zéro , en même temps que leur nombre augmente indéfiniment. Ces infiniment petits sont susceptibles d'une grande indétermination^ ils ne sont assujettis qu'à la condition que la différence de leur somme à la quantité proposée ait pour limite zéro. Il reste donc beaucoup de latitude dans le thoix de ces éléments, et l'on peut en profiter pour simplifier considérablement les calculs.
Le principe fondamental sur lequel se fondent ces simplifications est le suivant :
Théorème, — La limite de la somme de quantités positii^es infiniment petites n* est pas changée , lorsqu'on remplace ces quantités par d^ autres dont les rapports a\^ec elles ont respectivement pour limite V unité. Soient , en effet , les infiniment petits
dont la somme tend vers une limite à mesure que leur nombre augmente indéfiniment. Soient d'autres infinîinent petits
tels , que les rapports
aient tous pour lîmîte ruiiîté.
Or on sait que si Ton a une suite de fractions dont les dénominateurs soient positifs et les numérateurs de signes quelconques, la somme algébrique des numérateurs divisée par la somme des dénominateurs est intermédiaire entre les deux qui sont algébriquement la plus petite et la plus grande.
La fraction
p,4-PaH H-p«'
sera donc comprise entre la plus grande et la plu5 petite des précédentes, et tendra nécessairement aussi vers l'unité: d'où il résulte que les limites de son numérateur et de son dénominateur sont égales •, la somme Pi+jSt-f-Ps-f-- • •+l3« a donc la même limite que «i 4- «s + ... 4- ««• Ce qu'il fallait démontrer.
Si Tune de ces deux sommes était invariable, la limite de l'autre serait égale à la valeur constante de la première, puisque la limite de leur rapport est l'unité.
Remarque. — Si le rapport de deux éléments correspondants quelconques des deux sommes , au lieu de tendre vers l'unité , tendait vers une même limite quelconque l , le rapport des deux sommes serait compris entre deux rapports ayant / pour limite, et aurait^ par conséquent, cette même limite. Donc les limites des deux sonmoies ont précisément / pour rapport.
On voit donc que la recherche des limites de sommes d'infiniment petits peut conduire à celle des limites des rapports , que nous aurons bientôt à considérer directement. Cette dernière recherche est facilitée par un théorème analogue au précédent, et qu'il est J)on d'établir dès à présent.
27. Deuxième théorème. — La limite du rapport de deux quantités infiniment petites n^est pas changée quand on remplace ces quantités par d^ autres , qui ne leur sont pas égales , mais dont les rapports avec elles ont respectivement pour limites l'unité.
Soient, en effet, a et 6 deux quantités infiniment petites ^ a' et & d'autres quantités telles, que les limites de -^
et de ^soient égales à l'unité, et que, par suite, les limites
des rapports inverses — > ^ soient aussi égales à l'imité 5 on aura identiq)ULement
? — ?1 êl î.
Les limites de quantités égales étant égales, et la limite d'un produit étant le produit des limites, on tirera de cette identité , en désignant les limites par Fabrévia-
lion iVw., et observant que lîm. — = i et lim. — = i ,
lim.- = lim. ^.
Ce qu'il fallait démontrer.
28. On peut énoncer ces deux mêmes théorèmes d'une autre manière , au moyen de la proposition suivante :
Lorsque la limite du rapport' de deux quantités est funité, leur différence est infiniment petite par rapport à tune quelconque des deux; c'est-à-dire que le rapport ^e cette différence à Vune quelconque de ces quantités a pour limite zéro.
Et réciproquement : Si la différence de deux quantités est infiniment petite par rapport à Vune d'elles, la limite àe leur rapport est V unité.
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Soient, eu effet, a el a' deux quantités quelconques et |
d leur différence ; on aura '
a'= a -+- ^, d où i = ~ -*- -. |
j Donc , si la limite de —, est l'unité, celle de - est zéro , '
PL CL
et réciproquement.
Si Ton avait divisé par a au lieu de a'^ on aurait prouvé
que - a pour limite zéro*, et d'ailleurs il est évident que cf ,
étant la différence de a et a', est j:;on tenue dans le plus grand une fois de plus que dans l'autre, et que, par conséquent , les rapports - ? -7 sont en même temps infiniment
petits.
On pourra donc énoncer le premier théorème de cette autre manière :
La limite du rapport de deux infiniment petits nest pas changée 9 quand on les remplace respectivement par d'autres qui en diffèrent respectivement de quantités infiniment petites par rapport à eux.
Le grand avantage que l'on retire de ces théorèmes consiste en ce qu'ils permettent souvent de négliger, dans les quantités infiniment petites , la partie qui en rend la comparaison et le calcul difficiles. Il suffit toujours que cette partie soit infiniment petite relativement à la quantité elle-même , et il n'en résulte aucune erreur dans les résultats où l'on n'a en vue que les limites des rapports ou des sommes de ces quantités infiniment petites.
Divers ordres (t infiniment petits .
29. Si Ton considère plusieurs infiniment petits dépendant les uns des autres, de telle sorte que, l'un étant déter-
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mille, tous les autres le soient, et que Ton en prenne un en particulier pour y rapporter tous les autres , on appellera infiniment petits du premier ordre ceux dont les rapports avec celui-là auront des limites finies -, infiniment petits du second ordre, ceux dont les rapports avec le même infiniment petit principal seront des infiniment petits du premier ordre ; et en général infiniment petits de Tordre w, ceux dont les rapports avec l'infiniment petit principal seront des infiniment petits de l'ordre n — i .
Lorsque l'on veut exprimer seulement que le rapport d'un infiniment petit à un autre a pour limite zéro , on dit que le premier est infiniment petit par rapport au second.
Cela posé, il est tràs-facile d'exprimer au moyen de Tinfiniment petit principal , ceux de tous les ordres différents. En effet, désignons le premier par a, et par |3 un infiniment petit du premier ordre dont la limite du rapport avec a soit K.j on aura
^ = K4-«, d'où p = a(K-f-w),
Cl) tendant vers zéro en même temps que a.
L'expression de tout infiniment petit du premier ordre sera donc de la forme
o) étant infiniment petit, et K fini.
Soit maintenant y un infiniment petit du second ordre ,
le rapport - devant être du premier ordre ; on aura
et, par conséquent, la forme de tout infiniment petit du
4o iiTmc I.
second ordre sera i
En continuant ainsi , il est facile de voir que la forme i
générale des infiniment peths de Tordre n est
K étant fini , et cd infiniment petit.
Mais il y a souvent lieu de considérer des infiniment petits dont le rapport avec une puissance fractionnaire de ûc a une limite finie; et Ton est convenu d'appeler
infiniment petit de l'ordre - celui dont le rapport avec
ot'f a une limite finie : la formule qui représentera les quantités de cet ordre sera donc
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CHAPITRE VII
comment les aires des courbes planes peuvent
être considérées comme limites de sommes
d'infiniment petits.
30. Sommes de parallélogrammes infiniment petits. — Considérons une surface plane limitée par des arcs de courbes quelconques^ divisons-la par un système de parallèles dont les distances soient dans des rapports arbitraires, mais tendent toutes vers zéro. La somme des aires comprises entre ces parallèles successives est toujours identique avec l'aire cherchée , et chacune de ces aires élémentaires offre la même difficulté que la proposée, puisqu'elle renferme des courbes dans son périmètre.
Mais si à chacune de ces aires élémentaires on supprime ou l'on ajoute des parties infiniment petites par rapport à ces aires respectives , et qui fassent disparaître la partie courbe de leur périmètre , la limite de la somme de ces nouvelles aires plus simples sera Faire cherchée, d'après le principe général. Le moyen le plus commode d'obtenir ce résultat consiste à mener par les extrémités de chacune des cordes des parallèles à une même direction arbitraire, terminées à la corde suivante. Soient, en effet, MN, M'N' deux parallèles consécutives quelcoi^ques : en menant par les extrémités M', N' {fig» 4) des parallèles M' H', NT à une direction choisie à volonté, on retranche les parties N'I'N, M'H'M: en menant les parallèles MH, NI par les extrémités M, N, on ajouterait, au conti^aire , les parties MHM', NN'L Or deux de ces
quatre parties sont moindres que le parallélogramme NI NT, et les deux autres moindres que le parallélogramme MHM'H', ces deux parallélogrammes sont înfîniment petits par rapport au parallélogramme M'H'N'1% qui est moindre que le segment de la courbe, car leurs rapports à M' H' NT sont les mêmes que ceux de leurs bases MH', NI' à la base HT, et ces derniers tendent vers zéro, puisque les parallèles MN, M'N' se rapprochant indéfiniment, MH' et NI' tendent vers zéro, tandis que H'I' reste fini. Il suit de là que les rapports des parallélbgrammes HH', II' au segment de la courbe ont pour limite zéro; il en est de même, à plus forte raison^ des triangles formés par les arcs MM', NN', et, par conséquent, Vaire de la courbe est la limite de la somme des parallélogrammes ayant pour bases les cordes parallèles , pour hauteurs leurs distances, et pouv^ant être entièrement in teneurs y ou en partie extérieurs à cette aire.
On peut même remarquer qu'il n'est pas nécessaire que les sommets des parallélogrammes soient aux extrémités mêmes des cordes : il suffit qu'ils soient en des points infiniment voisins de ces extrémités; il n'est même pas nécessaire que ces parallélogrammes soient . contigus , pourvu que Fîntervalle entre deux consécutifs soit infiniment-petit par rapport aux hauteurs infiniment petites de ces parallélogrammes , car cela revient à retrancher de chaque élément une partie infiniment petite par rapport à lui-même. Cette considération générale , dont l'exactitude résulte du principe fondamental, s'applique à tout ce qui suit.
Pour abréger, nous représenterons une somme de termes ayant une même expression générale par le
signe y^ suivi de celte expression. Ainsi, u désignant
une corde quelconque et a la dislance de deux cordes
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consécutives, y^ uct représentera la somme des aires des
parallélogrammes variables, et lim. ^tia représentera la limite de leur somme , ou l'aire de la courbe.
31 . Sommes de trapèzes infiniment petits. — Au lieu de supposer les lignes MH, M'H', NI, NI' parallèles à une direction fixe, on pourrait les mener dans des directions différentes les unes des autres, et variables d'une manière arbitraire d'une trancbe à Tautre : il suflSt qu'elles fassent toujours un angle fini avec les cordes. En effet, la fi§[ure NINT deviendra un trapèze dont les bases N'I, NI' seront infiniment petites , puisque les lignes NT, NI font avec MN des angles finis , et que la hauteur du trapèze est infiniment petite \ la mesure de ce trapèze a donc UQ rapport infiniment petit avec celle du trapèze intérieur M'H'NT et, par conséquent , avec le segment même de la courbe. Il en serait de même du trapèze MHM'H', Si donc, au lieu de ce segment, on prend un des trapèzes ayant pour base MN , M'N', MI' ou NH', on ne fait qu'ajouter ou retrancher à l'élément exact de l'aire cherchée, une quantité infiniment petite par rapport à cet élément, et la limite de la somme de ces trapèzes sera précisément égale à la somme des éléments exacts de cette aire ou à cette aire elle-même.
Le cas le plus simple est celui des trapèzes inscrits dans le segment : les côtés non parallèles sont alors les cordes MM', NN'. Il peut aussi être quelquefois utile de faire concourir toutes les lignes MH, M' H', NI, NT vers un même point; et c'est ce qu'a fait Archimède dans une (le ses méthodes pour la quadrature de la parabole.
Sommes de secteurs infiniment petits, — Il n'est
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pas nécessaire de supposer parallèles les cordes qui divisent l'aire en éléments infiniment petits. On peut assujettir leurs directions à une loi quelconque, suivant les circonstances; la seule condition nécessaire est de n'ajouter ou retrancher à chaque élément exact qu'une quantité infiniment petite par rapport à lui.
Une des lois les plus simples est celle qui fait passer toutes les cordes par un même point. Soient O ce point {fig. 5 ) et OM, OM'deux sécantes faisant entre elles un angle infiniment petit-, la somme des éléments OM'M est identique avec Faire cherchée, si le point O est dans son intérieur, et cette aire sera la limite de la somme des aires que Ton obtiendra en ajoutant ou retranchant à chacun de ces éléments une quantité infiniment petite par rap-> port à lui.
Cette modification des éléments exacts, et qui a toujours pour objet de les simplifier, peut être faite de bien des manières différentes. On pourrait mener par M, M', des droites dans des directions déterminées, et substituer les triangles rectilignes à Télément exact; on pourrait aussi , au lieu de lignes droites, mener des courbes arbitraires ; mais ce qui est ordinairement le plus simple, c'est de décrire des arcs de cercle ayant O pour centre , et c'est ce qu*a fait Archimède dans sa quadrature de la spirale.
Il est faqile de voir, en effet , que le rapport des deux secteurs circulaires semblables ayant pour rayons OM , OM', étant celui des carrés de ces lignes , a pour limite Tunité, et que, par conséquent, leur différence est infiniment petite par rapport à ces secteurs. Or l'un de ces secteurs est compris entièrement dans l'élément OM'M, et celui-ci est compris entièrement dans l'autre secteur; car on peut supposer l'angle O assez petit pour que les rayons vecteurs de la courbe croissent ou décroissent constamment de M en M'. Donc le rapport de chacun des deux
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secteurs à rélément exact de l'aîre a aussi pour limite l'unité, et l'aire chercliée est la limite de la somme des secteurs circulaires infiniment petits, intérieurs ou extérieurs.
Si le point O n'était pas dans l'intérieur de l'aire proposée , celle-ci serait la différence de deux aires auxquelles ce point appartiendrait, et que l'on* considérerait séparément, comme on vient de le dire. On pourrait aussi prendre la différence de deux secteurs compris entre les mêmes rayons , et chercher la limite de la somme de ces différences.
Au lieu de supposer que les cordes passent par un même point, on pourrait les mener tangentes à une courbe donnée ; on pourrait les assujettir à d'autres lois encore : toutes ces généralisations n'offrent aucune difficulté quand on a bien saisi les principes précédents, et nous ne nous y arrêterons pas.
APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS A QUELQUES EXEMPLES
33. Aire du segment parabolique, — Cette question nous oflfrira des exemples de procédés très-dîvers qu'on peut employer dans la recherche des quadratures, et donnera une idée de la variété des ressources que présente la méthode infinitésimale.
Première solution. — En rapportant la parabole au diamètre AB [fig. 6) de la base CD du segment oblique donné, et à la tangente AY parallèle à cette base, les carrés des ordonnées sont proportionnels aux abscisses , et l'équation de la courbe est de la forme
Coupons la surface par des parallèles à A Y \ l'aire ADC pourra être considérée comme limite de la somme de parallélogrammes intérieurs qui seront divisés en deux parlies égales par le diamètre AB \ de sorte que les deux aires ABC, ABD, étant limites de sommes égales, sont équivalentes. Il suffit donc de calculer la moitié ABC.
On connaîtra l'aire ABC si l'on connaît son rapport au complément AEC de cette aire au parallélogramme ABCE \ et pour cela , nous comparerons deux parallélogrammes correspondants PMHP, QMKQ'des sommes qui ont pour limites ces deux aires. En désignant par a:, y les coordonnées du point quelconque M , et par ^ et ^ les accroissements qu'elles subissent quand on passe de Ma
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M'y on aura
PMHP^ Xà QMKQ'~"x>fr'
et l'on a , par l' équation de la courbe,
jr^ = 2px, {f + Ay=iip(x'{'h)y d'où
On tire de là A , au moyen de ft, et le rapport cherché
-- devient xA
•'^l—ii 1 ou 2 H :^«
^pX 2px
Ce rapport tend donc vers la limite 2 lorsque h tend vers zéro. Les deux aires ACB, AEC sont donc les limites de sommes d'infiniment petits tels, que le rapport de deux correspondants quelconques tend vers la même limite 2 : donc, d'après les principes .démontrés (n** 26), le rapport des aires ACB, AEC est précisément 2,
Ainsi Faire ACB est les deux tiers du parallélogramme
AECB-, et l'aire proposée ACD est les ^ de ce même parallélogramme, où du triangle rectiligne ACD, conmie Archimède Ta démontré le premier.
Deuxième solution. — Il est facile de calculer directement Taire AEC, qui est la limite de la somme des parallélogrammes QMKQ' ou QHM'Q', dont l'expression générale est xk sin A , A désignant l'angle YAX. k désignant l'accroissement successif de y^ il est nécessaire d'exprimer x au moyen de y; ce qui donnera pour expression d'un quelconque des parallélogrammes
~ ^ — Or si l'on suppose dans ce cas-ci que les hauteurs des parallélogrammes soient toutes égales, ce qui
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éult inutile dans la solution précédente, les yaleurs successives de y seront
et Ton aura
nJt=:AE, GO (/i4-i)ifr = AE,
suivant qu'on prendra les parallélogrammes QM' ou QK, ce qui est indifférent.
U s'agit donc de trouver la limite de la somme
/-*sinA. . ^, ,.
lorsque n croît indéfiniment, et que h. décroît en même temps de telle sorte que l'on ait toujours nk = AE.
Or Archimède a donné pour la sommation des carrés des nombres naturels une formule qui, écrite avec les signes employés par les modernes , donne
Il faut donc trouver la limite de l'expression suivante Â^sinA /i(/H- i)(2/i -h i)
ou
AE(AE + i)(2AE -h A-)sinA
lorsque k tend vers zéro. Cette limite est évidemment
AE . sinA AB.AEsinA
^ o ou
en observant que = AB.
L'aire AEC est donc le tiers du parallélogramme ABCE ;
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Cl l'aire ABC en eist les deux tiers, comme nous l'avions trouvé par le premier procède.
Troisième solution. — Celte solution aura l'avantage de donner un exemple d'un mode de décomposition trèsdiflerent des précédents. Nous y considérerons une aire comme limite d'une somme d'aires infiniment petites déterminées par des droites tangentes à une fnéme courbe.
Soient A ce [fig- 7) le segment parabolique; AB le diamètre, CD la tangente en C, d'où résulte AD= AB-, nous allons comparer les deux aires ACB,' DAC.
Nous considérerons ACB comme limite d'une soinme de trapèzes inscrits PMM'P', dont les côtés PP' situés sur AB tendent tous d'une manière quelconque vers zéro.
Quant à l'aire DAC , nous mènerons en M et M' les deux tangentes MT, M'T', d'où résultera AT = AP, AT' = AP', TT' = PP'. Si par le point de rencontre R de ces tangentes on mène une parallèle à AB , on aura le diamètre des cordes MM' qui passera par conséquent par le milieu de MM'; de sorte que l'aire du triangle TRT' sera la moitié de celle du trapèze PP'MM'. Or il est facile de reconnaître que Taire DAC est la limite de la somme des triangles T'TR. En effet , cette aire est exactement la somme des aires comprises entre chacun des arcs MM', la tangente M'T', la base T'T et la tangente TM, terminée en M. Mais chacune de ces aires diilère du triangle correspondant T'TR d'une quantité infiniment petite par rapport à lui , lorsque PP' tend vers zéro ; car cette différence est moindre que le triangle rectiligne MRM' dont le rapport au triangle T'RT est celui des rectangles des côtés qui comprennent leurs angles en R , qui sont supplémentaires ; rapport qui est évidemment infiniment petit. Donc l'aîre DAC est la limite de la somme des triangles T'RT.
Cela posé, les deux aires ACB, DAC étant limites Ae.
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sommes d'infiniment petits qui sont dans le rapport de 2:1, seront elles-mêmes dansée rapport. Donc ACB est les deux tiers du triangle DBC , ou du parallélogramme construit sur AB et BC5 ce qui rainène aux résultats pré-cédemment obtenus.
34. Généralisation du problème. — Au Heu de Péquation particulière y^ = ^px^ prenons Téquation plus générale y^ = px", n et m étant des nombres entiers quelconques 9 positifs ou de signes contraires. Les courbes qu'elle représente seront paraboliques dans^ le premier cas; dans le second, elles seront des hyperboles ayant les axes de coordonnées pour asymptotes.
i^. La courbe représentée par Téquation j" = pjt:"% m et 71 étant positifs, passe par l'origine, ^l nous nous proposons de mesurer l'aire comprise entre un arc AM {fie- ^) ^^ '^* coordonnées MB, AB de son extrémité M.
Pour cela, nous chercberons le rapport des deux aires AMB, AMC5 et, à cet effets nous comparerons deux parallélogrammes correspondants KP', NQ', éléments infiniment petits des sommes dont les limites sont AMB, AMC. En désignant par x, ^^ les coordonnées de N, par A , k leurs accroissements en passant de N en N', le rapport des deux parallélogrammes sera
•^^ et sa limite sera - lim. -r* Pçur obtenir la limite de œk X . k
j> il faut exprimer que les deux points sont sur la
courbe , ce qui donne
Développant les puissances, «et supprimant les premiers termes des deux membres qui se détruisent, il vient
k {nj"-' + P) = h{mpx'^-' -h a),
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(3 représentant une somme de termes qui renferment A depuis la première puissance jusqu'à la (n — i)'''^ , et a une somme 3e termes renfermant h depuis la première puissance jusqu'à la (m — i)'*"»». On tire de cette équation
et , par conséquent,
lira. -
k mpx^
La limité du rapport des deux parallélogrammes est donc
nr^ n
-^ ou —
mpjif'^ m
Donc aussi le rapport des deux aires AMB, AMC est — ;
l'aire cherchée AMB est donc au parallélogramme ABMC
,1 n . hah sin A. . ,,
dans le rapport : et Sa valeur est j si 1 on
désigne par a , & les coordonnées de M et par A F angle des axes. Si Taire , au lieu d'être prise à partir de l'origine, l'était entre deux ordonnées correspondantes aux abscisses a^a'^ elle aurait évidemment pour expression
_^(«'^'_fli5»)sinA.
2^. Si les deux exposants sont de signes contraires , on peut mettre l'équation sous la forme -
^n jjm -— ^ ^
en supposant m et,/» positifs.
Les deux parallélogrammes MP', MQ' [fig. 9) , éléments correspondants des sommes qui ont pour limites
Y h les aires NN'BB', NN'CC, ont pour rapport — ^^ /* ^^
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A étant de signes coutraires et satisfaisant à ] équation
ou
/3 représentant an ensemble de termes renfermant k à la première puissance ou à des puissances supérieures ; et a un ensemble de termes renfermant A à un degré égal ou supérieur à Tunité.
Effectuant le produit et supprimant les termes y'*'jc"* et p qui se détruisent , il vient
( «r"~' -4- p) kjc^-h ( w^-* -h a)hy
-f- (wj»-' -h p) (mx^-' -t- a)XA = o.
Divisant par k et prenant les* limites, on trouve
d'où
h nx
hm. - = — — .
k my
Le rapport des deux rectangles MP', MQ' a donc pour limite — , et , par conséquent , le rapport des aires NN'BB',
NN'CC est -.
Il est facile d'avoir une seconde relation entre ces deux aires.
En clFct, la première, ajoutée au parallélogramme AN, forme la mènie figure que la seconde ajoutée au parallélogramme A^'\ donc la différence de ces aires est égale à la dillerence de ces deux parallélogrammes, ou à { a*V — ah) sîn A , si Ton désigne par a, ft et a\ V les
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coordonnées des extrémités N, N'. On trouvera ainsi NN'BB' = — ^ ia'b' ~ ab) sin A.
3S. Exemple d'une loi particulière pour les bases des parallélogrammes élémentaires, — Comme les bases infiniment petites des parallélogrammes ne sont assujetties à aucune loi nécessaire ,* on choisit celle qui semble devoir donner les calcuU les plus simples.
Dans un des exemples précédents , nous avons supposé ces bases égales; dans d'autres, nous n'avons eu besoin de supposer aucune dépendance entre elles. Nous allons donner des exemples où la sommation devient très-facile quand on suppose que les abscisses dès points de division sont en progression géométrique et que, par suite, leurs différences , ou les bases des parallélogrammes , forment une progression ayant la même raison. Ce procédé est du à Fermât.
Soit l'équation
dans laquelle nous supposerons m quelconque, positif ou négatif^ ce qui renferme les paraboles et hyperboles que nous venons de considérer. Cherchons l'aire comprise entre un arc quelconque MM' (fig- lo) de la courbe, les deux ordonnées extrêmes MP , M'P' et l'axe des x-^ et , pour plus de simplicité , supposons les axes rectangulaires. Soient a, £ les coordonnées de M; a', ft' celles de M'. Partageons PP' en n parties tendant vers zéro , et telles, que les abscisses de tous les points de division forment une progression géométrique
a, aq, aq^ ,..., açf», on aura
a' = fl^";
de sorte que n étant déterminé , q s'ensuivra , et q tendra vers Tunitc lorsque n croîtra indéfiniment j de sort©
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que la distance de deux points consécutifs tendra vei:*s zéro. L'expression générale de cette distance sera
«7 '■■*■' -r «ç** ou a {q — i) y'^*
Elles formeront donc une progression géométrique ayant; pour premier terme a (ç — i) et pour raison g.
Or ces distances doivent être multipliées par les or-*données successives qui seront aussi en progression géorinétrique, puisqu'elles ojxt pour expression générale px^y et que Içs valeurs de x que l'on considère sont en progression géométrique. Les rectangles élémentaires auront donc pour mesure le produit des termes correspondants de deux progressions, et formeront , par conséquent, une nouvelle progression. On pourra donc avoir l'expression de la somme de ces rectangles , et il ne s'agira plus que de calculer la limite de cette expression.
La base du rectangle dont la première abscisse est aq'' §era a [q — i)^'*? sa hauteur paTq'^'^ et sa surface pa'^'^^ (q — i) ^t"*+'^'*. La somme de ces rectangles sera
Qu, en sommant cette progression géométrique dont la^ raison est q""^\
ou, à cause de aq*^ = a\
il ne reste donc plus qu'à trouver la limite du rapport
J^, t lorsque q tend vers l'unité; ce qui n'offre *
aucune difficulté. Nous distinguerons deux cas , suivant que w -f- 1 sera positif ou négatif.
1°. Soit d'abord în -|- i positif et représenté par le
rapport de deux entiers quelconques — ? il s'agit de
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trouver la limite de y quand q tend vers i, ou,
en posant y* =^, celle de _^ > quand t tend luimême vers Tunité. Remplaçant t par i -f- a , « tendra vers zéro , et le rapport précédent devient
Divisant par a les deux termes , et faisant a = o , on aura la limite de la fraction, qui sera
Donc l'aire cherchée sera
î_-L-_ 1 ou ■
2®. Soit maintenant m -j-li = , il faudra trouver
la limite de — ou de — q* ^ --
Or q' a pour limite i, et, d'après le calcul précédent, le second facteur a pour limite - ou
La limite de la fraction en question est donc ; —
et Taire aura encore pour expression
f_^ L ou «
m 4- i OT -f- 1
Remarque. — L'aire dont nous venons de trouver l'expression étant la limite de la somme des rectangles ayant pour mesure j^A ou poc^h^ h désignant la diflerenée infiniment petite de deux valeurs successives de x , suivant une loi arbitraire, il s'ensuit que la limite de la somme Sa:'" A, lorsque x passe de la valeur a à la va-r leur a' par degrés infiniment petits quelconques h , a pour valeur, quel que soit m,
m -l-i Si Ton fait a = o et que m + 1 soit positif, cett^e expression se réduit à
/w -f- 1 36. Cette formule s'applique à toutes les valeurs positives ou négatives de m , excepté la valeur particulière
— I , qui lui donnerait la forme — Mais il est facile de
trouver la formule qui correspond à ce cas , en cherchant
la limite vers laquelle tend l'expression '■ — 9
lorsque l'on fait tendre m vers — i .
Divisant par a"*+% dont la limite est l'unité , et remplaçant m -t- 1 par u , il s'agit de trouver la limite dje l'expression
u quand u tend vers zéro.
Posons 1^1 = I rh a , a tendra vers zéro , et l'expression précédente devient -? dont on éliminera u au moyen
de l'équation, qu'on vient de poser, en introduisant la nouvelle variable a. On en tire, en prenant les loga-
rithmes ,
«log^ = log(n-«), d'où u = Ml+lï,
logîa
alog-
et il reste à trouver la limite de ; — ; : ou celle de
log(i-4-a)
i — ; — : — r qui peut se mettre sous la forme
ou
♦,i Vlog(i-f-a) , , -
« ^^ ^ log(i-f-a)«
Mais on a vu dans V Algèbre (voir Note P®) que lorsque a
tend vers zéro, suivant une loi quelconque, ( 1 4- a)* tend vers une limite déterminée , que l'on désigne ordinairement par la lettre e , et qui n'est autre chose que la base du système de Néper, dont la valeur incommensurable est e=z 2,71828182. . . .
La limite de -^ — est donc -t — -y et l'expression
u loge *
a pour limite
/^log-
loge
Telle est l'expression de l'aire comprise entre deux ordonnées de la courbe dont l'équation est
^X = Py et qui n'est autre que l'hyperbole du second degré rapportée à ses asymptotes.
Elle est équllatère, puisque nous avons supposé les axes rectangulaires ; mais il aurait suffi d'introduire le facteur sin A pour avoir le cas général.
Aire de la cycloïde. — On appelle cycloïdc I
courbe engendrée par un point d'un cercle qui roule sur une droite donnt§e. Soient TMU [fig» n) une position quelconque du cercle qui roule sur la droite AB 5 M le point qui décrit la courbe; A la position où le point M est sur la droite fixe •, l'arc MT sera égal à AT , d'après le sens qu'on attache au roulement. Si B est la position où M revient sur la droite fixe , on aura AB = aira , a étant le rayon du cercle décrivant , et quand le point de contact T vient au milieu C de AB, le point M se trouve à l'extrémité D du diamètre CD perpendiculaire à AB. Ce point D est le sommet de la cycloïde, et CD en est l'axe.
Cela posé, on demande la mesure de l'aire ABD comprise entre la courbe entière et sa base.
Cette question sera résolue si l'on détermine le complément de celte aire au rectangle ABA'B' qui est égal k^Tzà^^ ou à quatre fois l'aire du cercle générateur. C'est ce complément que nous allons chercher, et nous le regarderons comme limite de la somme des rectangles compris entre les perpendiculaires successives abaissées des points de la courbe sur A'B'.
Soient M, M' deux points infiniment voisins pris sur la cycloïde; MK, M'K' perpendiculaires à AB5 MR, M'R' des parallèles à AB qui .rencontrent en N, N' le cercle décrit sur CD comme diamètre. Comparons les deux rectangles MK', INR'; leur rapport est
MK.MH QU jŒ
NR.M'H ^" MQM'h'
et sa limite est égale au produitde — - par la limite du
MH rapport rr;—* Or nous allons montrer que cette dernière
est précisément — ~? d'où résultera que la limite du rapport des deux rectangles MR', NR' est l'unité; ce qui ramènera l'aire cherchée à celle du cercle CD.
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En elTet, le cercle mobile viendra dans la position qui amène le point M dans une position quelconque, en le faisant d'abord tourner autour de son centre immobile, ce qui amènera d'abord M en une position I; puis transportant le système parallèlement à ÂB, d'une quantité égale à l'arc MI y ce qui amènera le point de contact T en T', et le .point décrivant en M', en prenant TT' = MI = IM', et Ton sait que cet arc MI difière de sa corde d'une quantité infiniment petite par rapport à lui-même, puisqu'on a démontré dans la Trigonométrie que le rapport d'un arc infiniment petit à sa corde, ou à son sinus, ou à sa tangente, a pour limite l'unité.
En nommant a l'angle de la corde MI avec MH, on aura
MH = corde MI . cos a. -f- MI ,
M^H= corde Ml.sina ; donc
MH _ cos g MI
M' H sin a corde MI . sin a
Passant aux limites, et observant que — , a pour li-
mite I , et que l'angle a a pour limite l'angle M que fait MH avec la tangente au cercle en M , on aura ,. MH cosM I i-f-cosM i„
lim. — — = -r--- + -r-rz = r-rr = COt - M .
M' H smM sin M smM 2
= taDgQUM=^,
comme nous l'avions annoncé.
Ainsi l'aire A A'Dsera égale à celle du demi-cercle CND, puisqu'elles sont les limites de sommes de rectangles tels, que la limite du rapport de deux correspondants quelconques est l'unité. La somme des deux aires AA'D , DBB' est donc égale à celle du cercle générateur, et, par conséquent, l'aire ADB est égale à trois fois celle de ce même cercle.
Si Ton ;ie voulait mesurer qu'une portion de l'aire
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AA'D, on voit qu elle serait équivalente à la portion correspondante du demi-cercle CD.
38. Descartes a donné plusieurs démonstrations trèsélégantes dé cette proposition. Nous nous bornerons à en rapporter une.
Soient G {fig» 12) le milieu de la base de la cycloïde, A une de ses extrémités , CD le diamètre du cercle générateur, O son centre 5 le triangle ADC sera équivalent au cercle générateur. Pour évaluer le segment ASD, soient deux points quelconques T, T' équidistants de A et C ; M, M' les points de la courbe correspondants aux points de contact T, T' du cercle générateur avec la base , on aura, d'après l'égalité des arcs de cercle MT, M'Tj ,
HT=H'T, = DP', IH = rH'; donc
MI -f- M'I' = MH + M'H' = NN'.
La somme des deux cordes MI, MT du segment ASD, équidistantes de la parallèle hOU à la base, étant égale à la corde NN', il s'ensuit que, si l'on partage AC en parties infiniment petites par des couples de points dans les mêmes conditions que T, T', le segment ASD pourra être considéré comme limite de la somme de rectangles ayant pour bases les différentes cordes telles (Jue MI, MT, et pour hauteur les distances de deux consécutives, et la somme de deux rectangles quelconques équidistants de la droite LL' sera égale au rectangle du cercle O, compris entre NN' et la corde infiniment voisine correspondante à celle qui suit MI. Or la somme de ces derniers rectangles a pour limite le demi-cercle LCL' \ donc le segment ASD est équivalent aii demi-cercle générateur, et l'aire de la demi-cycloïde vaut une fois et demie celle de ce cercle. Donc l'aire de la cycloïde est triple de celle du cercle générateur.
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CHAPITRE IX
comment les volumes des corps peuvent être
considérés comme limites de sommes
d'infiniment petits.
39. Solides de révolution, -^ Supposons une surface plane quelconque tournant autour d'un axe AX {fig* i3) situé dans son plan , et proposons-nous de calculer la portion du volume engendré, qui sera comprise entre deux plans quelconques perpendiculaires à AX. Ces plans peuvent être considérés comme engendrés par des ordonnées MP , NQ •, les deux surfaces courbes qui terminent le volume à mesurer sont engendrées par des arcs de courbes données MN, M'N', et ce volume est la différence de deux autres engendrés respectivement par les quadrilatères MNPQ, M'N'PQ. Bornons-nous donc au calcul d'un quelconque de ces derniers, par exemple celui qu'engendre MNPQ.
Décomposons ce volume au moyen d'une suite de plans perpendiculaires à l'axe, infiniment voisins les uns des autres; et substituons à ces éléments, dont la somme est constamment égale à ce volume même , d'autres éléments d'une espèce plus simple et tels , que le rapport de cbacun d'eux à son correspondant ait pour limite l'unité. La limite de4a somme de ces nouveaux éléments indéfiniment décroissants sera , d'après le principe fondamental , la valeur exacte du volume à mesurer. Soient R, R' deux points quelconques de MN, correspondants à deux plans sécants consécutifs, S , S' leurs projections sur AX \ on peut sup-
poser SS' assez petit pour que les ordonnées varient dans un même sens, en passant de R à R' ; d'où il soit que les deux rectangles RSS'I et R'S'SI' engendreront autour de AX des cylindres dont Tan sera plus petit et l'autre plus grand que la partie du solide proposé, comprise entre les deux plans sécants. Or le rapport de ces deux cylindres de même hauteur est égal à celui de leurs bases ou des carrés de leurs rayons RS , R'S' 5 et à mesure que S' se rapproche de S, le rapport des ordonnées RS, R'S' se rapproche de l'unité, ainsi que celui de leurs carrés. Donc la limite du rapport des deux cylindres .est Funlté; et il en est de même à plus forte raison pour le rapport d'un quelconque de ces cylindres au volume intermédiaire qui est l'élément exact du volume cherché.
Donc le volume engendré par MNPQ est la limite d'tme somme de cylindres ayant pour hauteurs les parties infiniment petites dans lesquelles on décompose PQ, et pour rayons de leurs bases, les ordonnées de MN correspondantes aux points de division de PQ.
Ces cylindres pourront être pris tantôt intérieurs, tantôt en partie extérieurs , sans que la limite de la somme soit changée, puisqu'ils satisfont toujours à la condition unique qu'ils doivent remplir.
Si l'aire génératrice n'est pas terininée à l'axe AX , mais i une seconde courbe M'N', le volume engendré sera la différence de deux autres qui rentrent dans le premier cas. On pourra aussi le considérer comme la limite de la différence des deux sommes de cylindres , ou de la somme des différences des cylindres élémentaires correspondants. Cette proposition générale s'exprime par la formule suivante dans laquelle V désigne le volume, et Y, y les ordonnées des deux courbes pour une même abscisse x,
40. Solides terminés par des surfaces quelconçues» — * On concevra encore un système de plans parallèles, à des distances infiniment petites les unes des autres, et tels, que le solide entier que Ton veut mesurer -soit compris entre le premier et le dernier; puis on cherchera à substituer à la partie comprise entre deux plans consécutifs quelconques un solide d'espèce plus simple et qui n'en diffère que d'une quantité infiniment petite par rapport a elle. Or, s'il arrive qu'en menant par tous les points du contour d'une des deux sections, des parallèles à une même direction jusqu'au plan de Tautre, la projection ainsi effectuée de la première courbe soit tout entière comprise dans la seconde, le cylindre ainsi formé sera tout entier compris dans la tranche du solide située entre les deux plans. Au contraire, le cylindre formé par des parallèles à la même direction menée du contour de la seconde section au premier plan, renfermera entièrement cette même tranche. Mais le rapport des deux cylindres de même hauteur est égal à celui de leurs bases, lequel tend indéfiniment vers l'unité à mesure que la distance des deux plans tend vers zéro. Donc le rapport des deux cylindres ; et, par suite, de la tranche du solide à l'un quelconque d'entre eux, a pour limite l'unité, ou, en d^ autres termes, chacun de ces cylindres diffère de 1 élément exact du solide , d'une quantité infiniment petite par rapport à cet élément. Donc enfin le volume proposé est limite d'une somme de cylindres ayant pour bases les sections du solide par des plans parallèles infiniment voisins, et pour hauteurs les distances de ces plans.
Ce premier cas est celui de tous les corps auxquels Àrchimède a appliqué ce procédé dont on lui est redevable.
Mais il peut arriver que les parallèles menées par
tes points d'une des sections ne soient pas toutes intérieures ou toutes extérieures à la tranche du solide y et alors le raisonnement précédent ne suffirait pas. Dans ce cas , on concevra un second système de plans parallèles à une seconde direction , qui décomposeront une quelconque des premières tranches en solides infiniment petits dans deux sens , comprises entre quatre plans parallèles deux à deux et infiniment voisins. Jusqu'ici on n'a pas altéré les éléments du solide ; mais ces filets infiniment étroits sont encore terminés à la surface du solide et ne seraient pas plus faciles à évaluer que ce solide entier. Or, en en retranchant ou en y ajoutant des parties infiniment petites par rapport à eux-m^èmes , on peut les réduire à des parallélipipèdes. Il suffit pour cela de mener des plans parallèles à une troisième direction, et passant par les extrémités d'une des cordes ou par des points qui en soient infiniment voisins. On aura ainsi des parallélipipèdes, l'un plus petit, l'autre plus grand que le filet du solide, et dont le rapport tendra indéfiniment vers l'unité. On pourra donc substituer à ce filet l'un ou l'autre, ou tout autre parallélipipède dont l'arête finie différerait infiniment peu des leurs 5 par exemple, et c'est ce qui sera le plus simple, on pourra prendre pour arêtes les cordes mêmes de la section du solide par les premiers plans. Ainsi le rapport de chacun de ces parallélipipèdes au filet correspondant, étant aussi près de l'unité qu'on le voudra , il en sera de même du rapport de leur somme à la tranche du solide. Or ces parallélipipèdes sont dans les mêmes conditions, relativement à la tranche du cylindre qui aurait pour base la même section du solide , et ses arêtes dans une direction arbitraire 5 et, par conséquent, le rapport de cette tranche à celle du solide a pour limite l'unité. On peut donc énoncer dans tous les cas cette proposition -
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Tout solide peut être considéré comme la limite de la somme de cylindres ayant pour bases les sections par des plans parallèles infiniment ^voisins, et pour hauteurs les distances successives de ces plans.
Ce mode de décomposition est surtout employé lorsque Téquation de la surface est donnée en coordonnées rectilignes^ alors les directions que Ton choisit pour les plans sécants sont celles des plans coordonnés.
Lorsque Toil a trouvé l'expression de Taire de la section du corps par un plan quelconque , parallèle par exemple au plan des j^ et z^ le produit de cette aire par la distance au plan infiniment voisin est la mesure du parallélogramme dont un côté serait exprimé par le même nonoibre que Faire , et serait à une distance du côté . parallèle égale à celle des deux plans \ d'où Ton voit que la mesure du volume est ramenée à celle de Taire d'une courbe dont Tordonnée serait exprimée par la fonction de .r qiil représente Taire de la section du corps.
Si la surface était donnée par une équation entre des coordonnées polaires, le mode de décomposition serait différent. Nous aurons occasion de nous en occuper plus tard, et nous nous bornons ici à cette simple indication. Les éléments que nous avoDS considérés ne sont infiniment petits que dans un seul sens, ou deux au plus. Dans un grand nombre de questions qui ne sont pas purement géométriques , il est nécessaire de décomposer les volumes en éléments infiniment petits dans tous les sens. Dans ce ca%, on décomposera les filets infiniment petits dont il a été question ci-dessus , par une série de plans infiniment voisins et parallèles au troisième plan coordonné.
APPLICATION A LA* MESURE DE QUELQUES VOLUMES
Solides de révolution.
42. Paraboloide de révolution. — Une parabole tournant autour de son axe AX {fig» i4) ? ^^ demande le volume engendré par Paire comprise entre un arc quelconque AB, Tordonnée BC et Taxe AC.
Soient a, i les coordonnées de B, et j^*= ^px l'équation de la parabole ; partageons AC en un nombre n indéfiniment croissant de parties égales a. JLe volume cherché sera la limite d'une somme de cylindres ayant pour hauteur a , et pour bases les cercles ayant pour rayons les différentes ordonnées MP de la parabole menées par tous les points de division de AC. L'expression générale du volume d'un de ces cylindres est Try'a ou aTrpxa;
leur somme a^Sxa a pour limite npi: — ou pna^. (Voir
On peut donc dire que ce volume est égal à celui d'un cylindre qui aurait pour base le cercle dont le rayon est AC , et pour hauteur le demi-paramètre. On peut encore donner une autre forme à l'expression précédente, en y
remplaçant pa par son égal — ? elle devient > et est
égale à la moitié de la mesure du cylindre qui aurait BC pour base et AC pour hauteur, ou à trois Ibis la moitié du cène qui aurait même base et même hauteur. C'est sous cette dernière forme qu'Archîmède a présenté cette proposition.
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43. Segment d'ellipse tournant autour de sa corde. — Soient une ellipse ayant pour équation
D'D {fig' i5) une corde parallèle à Taxe B'B, 2/ sa lon-^ gueur, d sa distance AE au centre, et Â Taire du segment DGD' qui tourne autour de sa corde fixe DD' \ proposonsnous jde mesurer le volume engendré V. Nous le considérerons comme limite de la somme des cylindres qui auraient pour hauteurs les subdivisions infiniment petites égales de D'D, et pour bases les cercles ayant pour bauteurs les perpendiculaires MQ abaissées sur DD' par les différents points de Tare D D', qui correspondent aux points de division de DD'. Soient n le nombre des points de division de DE et a leur distance^ la mesure d'un cpielconque des cylindres infiniment petits sera
ir(/— rf)*a OU 7r(Jr»-.24r-^«^)a>
et leur somme peut se décomposer .comme il suit , OU, remplaçant y^ par 6* ,
«r (^»4-<^)2a 5- Ix^cl — ititdlyK).
Or
2a = 2/, lim.2ja = A; et , d'après la r^narque du n° 35,
On aura donc
On aurait le volume de rellipsoïde tout entier en faisant J = o, / = a, et l'on trouverait ainsi
et si & = a, on a ^Tia' pour la mesure du volume de la sphère dont le rayon est a,
44. Volume du tore, — On appelle tore le solide engendré par un cercle qui tourne autour d'une droite extérieure, située dans son plan.
Soient O [fig' i6) le centre du cercle générateur, R son rayon , AO = a \ l'équation du cercle sera
et le volume est la limite de la somme des volumes engendrés par les rectangles MINIK, qui sont les différences des cylindres infiniment petits engendrés par les rectangles QI , QK. L'expression générale de cette différence est
V (qn' — QM* ) MI = w(QN -h QM) ( QN — QM}MI = 27r«.MN.MI = 27rfl.MIKN.
Or la limite de la somme des rectangles MIKN est l'aire du cercle. Donc le volume du tore est égal à la surface du cercle générateur multipliée par la circonfé-rence décrite par son centre.
45. Ellipsoïde de rèi^olution. — Supposons qu*une ellipse tourne autour de son axe AB =.ia (fig. 17) , et proposons-nous de calculer le volume du segment détaché par un plan* perpendiculaire à cet axe, mené à une distance AD = d du sommet A.
Soit l'équation de Tellipse rapportée au sommet A
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le Tolume sera la limite de
Soit n le nombre des points de divisio de AD, oq aura
Nar=rf;
on retombe ainsi daps des calculs qui se sont déji plusieurs fois présentés, et l'on trouvera (n® 35 )
d'où
, lini. 2xa = — 5 lim. 2x'a = -5- > 2 3
lira. 2(2/ix — x') a = flrf'— ^ = flf ^ — -.
On aura donc pour expression du volume cherché V,
Ce résultat coïncide avec celui d'Archimède. En effet, il énonce la proposition de la manière suivante :
Le segment de l'ellipsoïde est au cône de même base el même hauteur, comme le demi- axe de l'ellipsoïde ajouté à la hauteur du segment complémentaire à l'ellipsoïde est à la hauteur de ce dernier.
Or on aperçoit facilement que les deux formules sont identiques.
Hyperholoide de révolution, — Soit Téquation
d'une hyperbole j' = — (a:* -|- 2 ax) rapportée à son
sommet A [fig» 18). Supposons quelle tourne autour de son axe transverse, et proposons-nous de calculer le volume Y détaché par un plan perpendiculaire a Taxe
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mené à une distance AD = d. Il est la limite de £ izy^ ol
ou de — p 2 (x* H- 2 ax) «.
Or on a, d'après le n^ 35 déjà cité plusieurs fois,
Donc
Arc)]iimède, dans la solution qu'il a donnée de ce problème, cherche le rapport du segment de Thyperboloïde au cône de même base et même hauteur, et parvient à la formule suivante , qui donne le même résultat :
Le volume du segment est à celui du cône de même base et même hauteur, comme la hauteur du segment , plus trois fois le demi-axe transverse, (est à cette même hauteur aifgmentée de Taxe transverse.
47. Remarque. — Si une surface dont l'aire est A tourne successivement autour de deux axes fixes parallèles U, V [fig* 19), situés dans son plan , les volumes engendrés auront pour différence le produit de l'aire A par la circonférence dont le rayon est la distance d des . deux axes.
En eflfet, soit une perpendiculaire quelconque QPMM' aux axes, qui coupe ceux-ci en Q, P, et la courbe en M , M'. Soient MP=a:,M'P = a:',MQ'=X,M'Q = X'; « la distance de QM' à là parallèle infiniment voisine.
Les volumes engendrés autour des deux axes sont les limites des deux sommés suivantes :
et comme on a
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il s'ensuit
X'« — X» = :c'»— JC»H-2c/(x'— *);
donc la dîflférence des deux sonunes est 2 tt d^ (a/ — x) ex. oa2»7r£/SMM'. a.
Mais ZMM'. a a pour limite Paire A; donc la limite de la différence des deux sommes, ou la différence de leurs limites, et, par conséquent, des volumes engendrés, est 2 ff J A , comme nous l'avions annoncé.
48. Folumes engendrés par des paraboles ou hjperhohs d'ordres quelconques. — Considérons le volume engendré par la révolution autour de Taxe des x, d'une courbe représentée par l'équation^ = poc^^ dans laquelle on suppose m quelconque en valeur et en signe, et qui peut, par conséquent, représenter des paraboles ou hyperboles de tous les ordrg|k
Le volume compris entre deux plans perpendiculaires à Taxe x et correspondants aux abscisses a, a' sera la . limite de STr^'ât, a représentant une quelconque des subdivisions infiniment petites de l'intervalle a' -«- a. En substituant à / sa valeur en or, il faudra trouver îT/?* lim. 2x^a.
Or, d'après la remarque générale du n° 35 , on a, entre les limites a, a\
lim, 2a?*" a =
2/lî -+- I
Le volume cherché a donc pour mesure
TT
'^ am 4- I 2/w -h I
On l'obtient donc en divisant par 2 m H- 1 la différence des deux cylindres ayant pour bases les deux bases mêmes du solide à évaluer, et pour hauteurs les abscisses correspondantes.
Solides non de résolution, 49. Segment d^ellipsoide, — Rapportons la surface à des axes parallèles à un système de diamètres conjugues dont l'un passe par le centre de la base du segment. Px'e— nous ce dernier pour axe des a:, et pour origine l'extrémité qui appartient au segment. L'équation de l'elKpsoïde sera
z^ y"^ lax — x^
Soit AD = d [fig, 20) l'abscisse du plan de la base du segment qui est parallèle au plan YZ. Nous considérerons le volume du segment comme limite de la somme de cylindres ayant pour bases des sections parallèles à YZ et pour hauteurs les distances infiniment petites de ces plans successifs. Une quelconque de ces hauteurs s'obtiendra en multipliant la parugLa correspondante de l'axe AX par le sinus de Fangl^^ que ce diamètre AX de l'ellipsoïde fait avec le plan COB des deux autres conjugués. .L'aire de la section MPN correspondante à un X quelconque AP sera tt . MP . PN sin ç , (p étant l'angle des diamètres OB, OC. En remplaçant MP, NP par leurs valeurs en or, on trouvera pour expression d'un quelconque des cylindres élémentaires ,
sm0 s\n9 Aiax — x^) jz.
Le volume cherché V peut donc être représenté comme il suit :
TT bc ... ,. ^ITI , .
V = —^ smO sinQ).lini. > [2.ax — x^) a,
lorsque x passe àe o k d par degrés , égaux ou inégaux , rnais infiniment petits, représentés par a.
On aura encore, comme précédemment, d'après le n«35,
y[2ax-^x^)7.= — ^^ — ^
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et , par conséquent ,
(i) V = ^-- ^'sinGsm®.
Si Ton suppose dz^ ia^ on aura pour expression du Yolumé entier de l'ellipsoïde ,
% rcabc sinO sin^,
ce qui peut être traduit de différentes manières, en observant que abc sind sinf mesure le volume du parallélipipède construit sur les trois demi-diamètres conjugués, et queTrfcc sino.^a sin 6 mesure le cylindre circonscrit à l'ellipsoïde, ayant les arêtes parallèles à AX, et ses bases parallèles à YZ. Une des conséquences de l'expression précédente est que ce parallélipîpède et ce cylindre ont leurs volumes constants, quel que soit le système des diamètres conjugués.
L'expression (i) comparée à celle du volume du cône ayant même base que le segment , et son sommet en A , donne un énoncé semblable à celui qu'Archimède a fait connaître dans le cas de l'ellipsoïde de révolution.
On trouverait des résultats analogues aux précédents pom* les byperbojioïdes et paraboloïdes quelconques ; nous ne croyons pas utile de nous y arrêter.
50. Onglet cylindrique. — Considérons un cylindre droit dont la base soit le cercle ABC (/ig. 21) -, par un de ses diamètres AB, menons un plan quelconque qui- coupe la surface du cylindre suivant l'ellipse ABD , et proposons^nous de calculer le volume de l'onglet compris entre ABDetACB.
Supposons le rayon OC perpendiculaire à AB5 D le point de rencontre du plan sécant et de l'arête menée en G; soient OC = R , CD = A.
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Suivant la méthode générale, nous regarderons le volume comme limite d'une somme de cylindres ayant pour bases un système de sections parallèles, et nous prendrons ces plans perpendiculaires à Â6.
Soit MPQ un quelconque de ces plans; faisons AP = jc, PQ = jf , on aura
r'=2Ra? — X» et MQ:/::CD:OC, d'où •
La section MQP a donc pour mesure
Si donc nous désignons par a la distance infiniment petite du plan de celte section au suivant, le volume cherché V aura pour mesure
V= -— hro.2(aRar-~arMa= — =—»
et comme aR* est le rectangle circonscrit à la base-ÂBC
de l'onglet , le volume de de dernier est égal à celui de la
pyramide qui aurait ce rectangle pour base et son sommât r»-»^ j
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APPUGATIONS MÉGANIQUES. DÉTERMINATION DES CENTRES DE GRAVITÉ
• SI . Nous admettons comme connue la théorie des centres de gravité enseignée dans les cours les plus élémentaires de Staticpie, et nous nous proposons de la prendre comme un nouvel exemple de l'avantage des méthodes précédentes.
La proposition dont l'application est la plus générale dans la théorie des forces pairallèles et qui découle naturellement du principe du levier, est ce qu^on nomme le théorème des moments. On appelle moment d'une force par rapport à un plan, le produit de cette force par la distance de son point d'application à ce plan. Cela posé, si l'on conçoit un système quelconque de forces parallèles , ^ l'on considère comme positives celles dont les directions sont dans l'un des sens, et comme négatives celles qui sont dans l'autre, et qu'il en soit de même pour les perpendiculaires abaissée^ sur un plan choisi arbitrairement, et dont le signe dépendra du côté où elles se trouveront par rapport au plan , le théorème des moments consiste , comme on le sait , en ce que le moment de la résultante des forces parallèles par rapport au plan est ^al à la somme algébrique des moments des composantes. Il résulte de là que les coordonnées rectilignes du point d'application de la résultante s'obtiendront en divisant par la résidtante la somme des moments des forces par rapport aux trois plans coordonnés. Ce point d'applica
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tion de la résultante, que l'on nomme le centre des forces parallèles, devient le centre de gravité quand ces forces sont des poids ; et l'on voit aussi comment le théorème des moments peut être employé à la détermination des centres de gravité.
Nous allons faire voir comment les considérations infinitésimales s'appliquent aux surfaces planes et aux solides continus , et nous en donnerons quelques exemples pour bien faire comprendre les généralités.
Centres de grai^ité des aires planes.
52. Considérons une figure plane terminée par des droites ou des courbes quelconques, et supposons que des portions quelconques de cette figure aient des poids proportionnels à leurs aireà respectives. Admettons ce principe établi dans là statique, que toute partie terminée par un contour convexe , c'est-à-dire qui n'a pas trois points en ligne droite, a son centre de gravité dans son intérieur. Admettons encore que le centre de gravité d'un parallélogramme est le point de rencontre de ses diagonales. Avec ces données , la recherche du centre de gravité d'une surface plane quelconque se ramène aux méthodes exposées précédemment
En effet , prenons deux axes tte coordonnées x , y dans le plan de la surface. Le centre de gravité étant le point d'application de la résultante de toutes. les forces appliquées à tous. les points de la surface proportionnellement aux aires, si l'on décompose la surface en un nombre quelconque de parties , et que l'on considère en tous les centres de gravité de ces parties , des forces parallèles , représentées par leurs aires respectives , et dont la résultante sera représentée par l'aire totale et appliquée au centre de gravité cherché; cette aire totale multipliée par
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r abscisse de son centre de gravité, sera égale à la sonmie des aires partielles multipliées par les abscisses de leurs centres de gravité. Si les axes ne sont pas rectangulaires, ces produits ne sont pas les moments eux-mêmes, mais proportionnels aux moments, ce qui suffit pour l'exactitude de l'équation. Mais comme il ne serait pas plus facile de trouver les centres de gravité de toutes les parties que de la surface entière, on supposera ces parties infiniment petites*, leurs moments le seront, par suite, et par conséquent on pourra leur substituer d^autres infiniment petits, plus simples, assujettis à la seule condition que leurs rapports aient respectivement pour limite l'unité. Mais alors ce sera seulement la limite de leur somme qui sera égale au moment de la résultante et qui , par conséquent, divisée par l'aire de la figure donnée, fera connaître l'abscisse du centre de gravité.
Le mode de décomposition qui se présente de lui-même pour déterminer cette abscisse consiste dans un système de parallèles à l'axe des j^, infiniment voisines les unes des autres. Le segment compris entre deux parallèles consécutives peut toujours être considéré comme ayant son contour convexe, puisque ses deux bases sont aussi voisines qu'on voudra 5 son centre de gravité sera donc entre ces deux droites , et son abscisse différera d'une quantité infiniment petite des abscisses de chacune d'elles 5 on peut donc substituer au moment de ce segment le produit de son aire par l'abscisse de l'une ou de l'autre de ces deux parallèles à l'axe des jt] car le rapport de ce produit au moment véritable a pour limite l'unité, quand la di*ance de ces parallèles tend vers zéro. Et, par la même raison, on pourra, dans ce produit^ substituer à l'aire du segment celle du parallélogramme ayant l'une des cordes parallèles pour base et sa distance • à l'autre pour hauteur.
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Donc, si Ton désigne par Y et j<^ les ordonnées des deux points extrêmes de la corde qui correspond à Fabscisse quelconque x\ par a la partie de Taxe des jc interceptée entre deux cordes consécutives ; par A FaiiTe de la figure , et par Xt , /i les coordonnées inconnixes du centre de gravité, on aura, en supposant, pour plus de simplicité, les axes rectangulaires,
d'où l'on tirera Xi , si l'on peut déterminer la limite de cette somme, ainsi que^ A.
On aurait yi par un procédé analogue, en décomposant la figure au moyen d'un système de parallèles à l'axe des x. Mais on peut aussi conserver le premier mode, en remarquant que le centre de gravité d'un des éléments ne peut être qu'à une distance infiniment petite de celui du rectangle inscrit ou circonscrit , et que, par conséquent, on peut substituer au moment exact de cet
élément le produit de l'aire du rectangle par ^ ZJ^
qui est l'ordonnée du centre de ce rectangle. On aura ainsi
et «i l'on peut trouver cette limite, j^j sera déterminé.
53. Cette formule donne lieu à une remarque curieuse. Si l'on multiplie ses deux membres par 2 7r, il vient
. 2ïr/, A = lilïl. TT 2"(^' ~"^') «•
Or le second membre représent#le volume engendré par l'aire en question , tournant autour de l'axe des x. 'Le volume engendré est donc égal à Vaire de la figure génératrice, multipliée par la circonférence que décrit son centre de gravité.
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Ce théorème porte le nom de Guldin, quoiqu'il se trouve clairement énoncé dans les ouvrages de Pappus , géomètre de Pécole d^Alexandrie.
Nous allons donner quelques exemples de ces formules.
54. Parabole ijtu second ordre. — Soit Téquation jr*= ^px et cherchons le centre de gravité du segment CAC [fig' aa) terminé à la perpendiculaire à Taxe, correspoudante à l'abscisse AP = a. Les rectangles formés par les cordes parallèles à CC ayant tous leurs centres de gravité sur l'axe, leurs moments, par rapport à cet axe, seront nuls ; la limite de leur sonmie le sera donc, et, par suite, on aura
Le centre de gravité étant sur l'axe, il suffit de connaître son abscisse x^, La formule précédente devient, dans le cas actuel,
Kxx = lim. Tijrxot. = 2 ^2^1im. 2x' a.
Mais, d'après ime formule trouvée précédemment (n^ 35) , on a, entre les limites o et a.
lin.
r.K=la^;
donc
...^^fA
Or,
en faisant BC
, on a
d'oi
t Ton déduit
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C*est Archimède qui a découvert cette propriété, et même pour un segment de parabole déterminé par une sécante quelconque. Le calcul en serait tout à fait le même que celui que nous venons de faire pour une secante perpendiculaire à l'axe de la courbe.
55. Paraboles et hyperboles d'ordre quelconque. — Soit maintenant Téquationy = px'", dans laquelle m désigne un nombre de grandeur et de signe quelconque^ on demande le centre de gravité de la surface terminée à cette courbe, à Taxe dq^ j:, et à deux perpendiculaires à Taxe des 0?, correspondantes aux abscisses a, a'.
L'application des formules générales donnera
Aa:, =/?lim. 2x"+' a, A^, = — hm. 2ar"'a, OU
AjCi=p 5 A7=— • 1^ •
Or nous avons trouvé (n° 35)
d'où résulte
Si ni est positif, la courbe est parabolique, et si l'on fait commencer l'aire en question à l'origine, on a a = 0-5 et, en désignant par b' l'ordonnée correspondante à a',
/lî 4- 2 2(2/» 4-1) 2(a/w-+-i)
Dans, la parabole du second degré , m = - > et l'on trouve
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Si m est négatif, là courbe est hyperbolique et donne liea à une discussion intéressante à laquelle nous ne nous arrêterons pas. On reconnaîtra sans peine que , quand Tabscisse extrême a' croît sans limite, il est possible, suivant la valeur de m, que le centre de gravité s'éloigne indéfiniment de Taxe des j^, en tendant vers l'axe des x^ ou tende vers une limite déterminée.
56. Centre de gra\^ité des solides de révolution. — Le centre de gravité sera évidemment sur l'axe de révolution*, il suffira donc de connaître son abscisse. Pour la trouver, on coupera le solide par des plans infiniment voisins, perpendiculaires à Taxe de révolution que Ton prendra pour axe des x\ et en supposant les poids proportionnels aux volumes, le produit du volume total par l'abscisse Xx du centre de gravité sera égal à la somme des produits des segments compris entre deux plans consécutifs par l'a: du centre de gravité de ce segment. Pour simplifier ces produits , on substituera à ce dernier x celui d'une quelconque des bases du segment, ou même tout autre qui en différerait d'une quantité infiniment petite \ on remplacera encore le volume du segment par celui du cylindre intérieur ou extérieur. Par là on n'aura altéré le moment du segment infiniment petit du solide que d'une quantité infiniment petite par rapport à lui-même. La limite de la somme de ces nouveaux produits sera donc égale à la somme des moments eux-mêmes, ou au prodtiit du volume total par Xx , et si Ton connaît cette limite de somme et le volume , on en déduira immédiatement Xi . Cette proposition est exprimée par la formule sui-
I vante
îim. 2 j:j'a= a:, lim. Z j'a.
57. Paraboloïde. — Si la courbe génératrice est une I parabole ayant pour équation ^' = T.px et tournant
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autour de Taxe des x, on aura, en remplaçant y par sa
valeur en x ^
lim. Z jr'a = x, liin. Zxa,
et, d'après la valeur générale de lim. Sx"&, cette é<piation se réduira à la suivante , en désignant toujours par a et a! les abscisses extrêmes,
d'où
2 a'» -+- aa' -h a}
VT
si a = o , ou a
résultat connu d'Archimède.
Le cas où Ton ferait tourner la parabole autour de sa tangente au sommet est renfermé dans le suivant.
58. (Généralisons ce résultat en prenant pour courbe génératrice celle dont l'équation est
m désignant un nombre quelconque. L'équation générale devient
lim. 2 x"""*"' et =z Xx lim. 2x*"a, ou
2IW -H 2 2/n -f- I
d'où Ton tirera Xj.
On retombe sur le cas précédent en supposant m = - > n r= o, et on retrouve
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On aurait le cas où la parabole tourne autour de sa tangente au sommet , en supposant m = a , ce qui donne, en prenant encore a = o ,
59. Ellipsoïde, — En prenant pour équation de la courbe génératrice
Féquation qui doit donner Xx sera
[7,b^ b' \ ,. fib' b' \
lim.^x ( * -X* a = x, hm.2 l — x ^Ma.
ou
= Xi ( hm.^jra -lim.Ix'a )•
Supposons que nous considérions le volume commençaBl au sommet et terminé à Tabscissc a', nous trouverons, en substituant aux limites de sommes leurs valeurs données par la formule connue ,
Si Ton prend le demi- ellipsoïde, on a
a =z Oj et, par suite, a?, = ttA.
Le calcul se ferait d'une manière semblable pour l'Iiyperboloïde.
60. S'il s'agissait d'un solide terminé par une surface quelconque , on le décomposerait comme il a été fait pré-
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rédemment pour la mesure des volumes; on considérerait les éléments déterminés par deux séries de plans infiniment voisins , parallèles à deux des plans coordonnés , et on égalerait la somme de leurs moments par rapport à chacun des trois plans coordonnés , au moment de la résultante par rapport à ces mêmes plans. On négligerait dans chaque moment élémentaire une quantité infiniment petite par rapport à lui-même; ce qui permettrait de prendre, au lieu du volume de ce filet infiniment étroit, celui du parallélipipède intérieur ou extérieur, et le centre de gravité de ce parallélipipède au lieu de celui du filet même. Si Ton peut trouver les limites de ces trois sommes de moments prises dans toute Tétendue du corps, on obtiendra les trois coordonnées du centre de gravité de ce corps en les divisant par son volume.
On voit donc que la détermination du centre de gravité des corps terminés par des surfaces quelconques se ramène à celle délimites de sommes dMnfiniment petits.
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CHAPITRE XII
DES QUANTITÉS CONSIDÉRÉES COMME LIMITES DE RAPPORTS d'infiniment PETITS. *
61. Le poiut de vue auc^uel les modernes ont considéré les» tangentes aux courbes, les a conduits naturellement aux rapports de quantités décroissant indéfiniment. Les anciens regardaient les tangentes comme des lignes telles, qu'à partir du point commun avec la courbe les deux branches de celle-ci se trouvaient d'un même côté delà droite 5 tandis que les modernes les ont regardées comme limites de sécantes passant par le point donné de la courbe et par un second point de la mêmie courbe, qui se rapproche indéfiniment du premier, 11 est résulté de là , coinme nous allons le montrer, que les modernes ont été conduits à la recherche de limi tes de rapports d'infiniment petits, problème dont les anciens n ont pas eu l'occasion de s'occuper.
Les points d'une courbe peuvent être rapportés à des systèmes de coordonnées très-divers, c'est-à-dire déterminés de bien des manières diflferentes par les valeurs de quantités variables. Nous allons examiner plusieurs de ces systèmes , et montrer que dans tous les cas la détermination de la tangente revient à celle de la limite du rapport de deux quantités infiniment petites, dépendant l'une de l'autre d'après les données de la question.
62. Coordonnées rectîfignes, — Soient M (Jîg- 2,3) un point donné sur une courbe rapportée à deux axes AX ,
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AY^ AP, MP ses coordonnées or^ j -^ M^ un point de la même courbe, qui se rapproche indéâniment de M, et^ dont les coordonnées soient x-hA, j^-hA; la sécante MM' coupe Taxe des x en un point S , et la limite R de la. position de ce point déterminera la limite de la sécante, ou. la tangente. La limite de S sera connue si l'on trouve la
j ne 1 • r M'H
limite de ro : or on a la proportion -- = — — - = -r' ^ '^ PS MH n
Donc , en prenant les limites des deux membres,
d'où
PR
Donc la détermination de la tangente à la courbe se ramène à celle de la limite du rapport de deux quantités infiniment petites qui sont les différences des coordonnées du point donné et d'un point infiniment voisin pris sur la courbe , et qui sont liées l'une à l'autre au moyen de Féquation de la courbe donnée.
Au lieu de déterminer PR ou la sous-tangente, on peut chercher l'angle de la tangente avec Taxe des .x*.
Soient 0 l'angle des axes, w l'angle cherché, m = \im. jj
: lim
PK
jlim
lim.
on aura , par le triangle MRP ,
smo)
sin(Ô —
OÙ
m sir
lÔCOSW -
- m sin&> cosO =
sin»,
et
, par suite ,
tange*) :
m sinô
-h 7/1 ces Ô
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et , si les axes sont rectangulaires ,
tang w = /w = lim. y
II est inutile de faire remarquer qu'il faut avoir soigneusement égard aux signes des accroissements MH, M'H, sans quoi la sécante MM' et sa limite ne seraient pas du côté où elles doivent être par rapport à MH.
63. Coordonnées polaires, — Soient O le pôle [fig» 24), OXTaxe, M un point donné sur une courbe dont on a Féquation, et dont les coordonnées sont B et r\ M' un point infiniment voisin^ h et k les accroissements de 0 et r en passant de M à M' : la tangente en M sera la limite de la sécante SMM', et peut être déterminée par la limite de l'angle OMS, qui est la même que celle de MOM', puisque la différence de ces deux angles est MOM' qui tend vers zéro. Soit w cette limite ou l'angle que fait la tangente avec OM. Décrivons de O avec OM pour rayon l'arc MH, et joignons MH^ le triangle MH M' donnera
sinHM^M_MH
sinHMM'~HM''
Observons maintenant que l'angle HM'M a pour limite w^ que l'angle H a pour limite un angle droit, puisque l'angle en O du triangle isocèle HOM a pour limite zéro-, que, par conséquent, la somme des deux angles en M, M' dans le triangle MHM' a pour limite un angle droit , d'où il résulte que les limites de ces deux angles sont complémentaires. D'après cela, en égalant les limites des deux membres de l'équation précédente, on aura
sin w HM
cosw * HM'
Or on peut, d'après le principe fondamental des infini-
ment petits, remplacer HM par toute autre quantité dont le rapport avec HM ait pour limite Tunité; et on a vu, dans la Trigonométrie, que le rapport d'un arc infiniment petit à sa corde a pour limite Tunité. On peut donc remplacer la corde HM par Tare dont la valeur est rA, et Téquation précédente devient
tangw = lim. — = r Iim. - = -•
lim. T n
Le problème des tangentes, dans un système de coordonnées polaires , est donc encore ramené à la rechierche de la limite du rapport de deux infiniment petits, dépende nls l'un de l'autre, au moyen de l'équation de la courbe, et qui sont les différences des coordonnées de deux points infiniment voisins de la courbe.
64-, Troisième système de coordonnées» — Supposons maintenant les points déterminés par leurs distances à deux points fixes A, B [fig* 25) ; soient M le point où Ton veut mener la tangente, et dont les deux coordonnées seront AM = ^, BM = r'j M' un point infiniment voisin ayant pour coordonnées /' -f- A , r' -h â: 5 la tangente sera la limite de la sécante MM', et peut être déterminée , par exemple, par les angles co, w' qu'elle forme respectivement avec MA , MB.
Ayant pris MH = A, MK = k dans le sens qui convient au signe, et décrivant de A et B comme centres avec les rayons AH, MR des arcs de cercle, ils se rencontrent en M'. Si l'on joint M'H, M'K, les angles K et H auront chacun pour limites un angle droit, puisque les arcs KM', HM' tendront vers zéro-, les angles formés par MM' en M' et en M auront, par suite, des limites complémentaires^ ces limites pour les angles en M ont été désignées par o), w'.
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Cela posé, on aura
KM _sinMM^K HM _ sinMM^H MM'"" sinK ' MM' "" sinH ' d'où
sinMM'H sinK _ A sinMM'K'sïïÏH'^ï' ^
en prenant les limites des deux membres,
/ > cosw -. h
coscj' k
Les angles o), &>' de la tangente avec MA , MB sont donc
déterminés dès qu'on connaîtra Hm. - ? puisque leur somme
est connue.
Le problème des tangentes est donc encore ramené, dans ce nouveau système, à chercher la limite du rapport des différences infiniment petites des coordonnées de deux points de la courbe.
65. Au lieu de déterminer par le calcul les angles w, w', entre lesquels on a deux équations, on peut facilement construire la tangente d'après l'équation (i). En effet, si l'on prend sur MA et MB, ou sur leurs prolongements,
deux longueurs MS, MK ayant un rapport égal à lîm. j)
qu'on élève en S et R des perpendiculaires sur AM, MB, et qu'on joigne leur point de rencontre I à M, la droite IM sera la tangente, car les cosinus des angles IMS, IMR auront pour rapport
MS ,. h
-r- OU lim. ■;-
MR k
On aurait pu arriver directement à cette construction sans passer par le calcul des angles co, w', et par des con-
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sidérations qui se retrouvent souvent dans l'emploi des infiniment petits en géométrie.
Sur le rayon AM prolongé (fig- 26), prenons une quantité constante MP; menons PS parallèle à M' H jusqu'à la rencontre de MM' en S; menons ensuite SQ parallèle à,M'K; le quadrilatère MPSQ sera semblable â MHM'K,etronaura
MP:MQ ::MH :MK:: h :k,
A mesure que h et h tendent vers zéro, MQ tend donc vers la valeur finie dont le rapport à MP est la limite
de -• La sécante MM' étant toujours dans la direction de
la diagonale MS, la tangente sera la limite de cette direction, c'est-à-dire celle de la diagonale du quadrilatère limite de PMQS. Or les angles P et Q de ce quadrilatère, étant égaux respectivement à H et K, ont pour limites des angles droits. On construira donc facilement le quadrîla-
tère limite quand on connaîtra la limite de - ou de j ;
car on en déduit immédiatement la limite MR de MQ. Il suffit ensuite d'élever en P et en R des perptodiculaîres à AM, MB, et de joindre leur point de rencontre I au point M : cette dernière ligne sera la tangente. Cette construction , obtenue par des considérations différentes, ne diffère pas de la précédente.
66. Autre sjslème de coordonnées, — Supposons actuellement que les points soient déterminés par leur distance à un point fixe O (fig* 27), et une abscisse ou une ordonnée par rapport à une ligne fixe quelconque passant parO. Soient A l'origine des abscisses, AP=a7, PM=j^, OM = r^ le point quelconque M sera déterminé par x et r, ou f et r.
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Cela posé, M étant un point quelconque d'un lieu, déterminé par une relation entre ces coordonnées , on demande de trouver la direction de la tangente en ce point.
Soient MK = ft, PP'= A les accroissements correspondants de r et a: pour passer à un point voisin M' du lieu, et qu'on portera dans un sens ou dans l'autre, suivant qu'ils seront positifs ou négatifs. Dans le quadrilatère MHM'K, l'angle K tendra vers un angle droit en même temps que h et h vers zéro , et la diagonale MM' vers la tangente.
Nous nous bornerons ici à l'un des procédés employés dans le cas précédent. Nous prendrons PR constant; par le point S de la sécante correspondant à l'abscisse AR , menons les droites SQ, ST parallèles à M'K, M' H : le quadrilatère MQST sera semblable à MKM'H, et la limite de la direction de sa diagonale MS sera la tangente cherchée. Or on pourra construire le quadrilatère limite si Ton connaît la limite de MQ , PR ou son égal TS étant constant; et comme on a
h_ TS X- "" MQ '
il s'ensuit que la limite de MQ sera connue si l'on connaît
celle du rapport -r? Soit MI la limite de MQ; comme
l'angle Q a pour limite un angle droit, le quadrilatère limite sera MIUV, et la diagonale MU la tangente. On voit qu'il suffit, pour la construire, d'élever en I une perpendiculaire à OI, et de chercher son point de rencontre U avec la perpendiculaire à OR. Si les deux coordonnées étaient /' et y^ au lieu de r et x, le même quadrilatère donnerait des résultats analogues, et la question serait toujours ramenée à trouver la limite du rapport
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des différences des coordonnées de deux points infiniment voisins du lieu.
67. Coordonnées angulaires, — Considérons encore un système où les points seraient déterminés par deux angles formés par les droites menées de ces points à deux points fixes. Soient A, B {fig- 28) ces points fixes , MA13 = a, MBA= 6 les deux angles qui déterminent la position d'un point quelconque M -, on demande de mener la tangente en M à un lieu déterminé par une relation entre a et 6. Soient A et A les accroissements positifs ou négatifs de a et 6 , quand on passe de M en M' , MP égal à* une constante arbitraire, PS parallèle à M'U, SQ parallèle à IVrKj les quadrilatères MPSQ, MUM'V seront semblables , et la tangente cherchée sera la limite de la direction de la diagonale MS. Pour la connaître, il suffit de déterminer les limites de MQ et des directions PS et QS. Quant à ces dernières, il est évident qu'elles ne sont autres que les directions de DM et AM qui sont les limites de celles de BM', AM'. Pour avoir la limite MI
de MQ , il suffit de connaître la limite du rapport -j^ qui
est égal au rapport rrrr- Or
donc
Or les angles V et U ayant pour limite Taugle AMB, on a
sinV smU
MV
MV sin/* MU sinX MA sinV' MB sinU'
MU
MB sinAr sinV sina sinX- ""MA sin^ sinU sine un h
sinV sinU
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de plus
,. sink ,. k lim.-r— r = lim. -r»
puisque le rapport d'un angle infiniment petit à son sinus â pour limite l'unité. On a donc
,. MU sina ,. ^ MP
donc enfin le problème est encore ramené h la recherche de la limite du rapport des difierences des coordonnées de deux points infiniment voisins du lieu. Quand on l'aura trouvée, on connaîtra MI, et par les points P et I on mènera des parallèles à MA, MB, qui par leur rencontre détermineront un point de la tangente.
On pourrait procéder d'une autre manière , et calculer les angles de la tangente avec les rayons vecteurs ou les limites des angles VM'M, MM'U. On a, en effet,
sinVM^M_ MV sinMM^U_ MU sinV ~"MM'' sinU ~"MM'' d'où
sinVM^M_sinV MV sinMM'U~sinUMU'
or -î— =^ a pour limite 1 5 donc, en appelant x^j les angles de la tangente MT avec MA , MB , on aura sindf ,. MV sine ,. h
= Um. rrrr_ = lim. y,
smj^ MU sma k
et , comme la somme x -h y est connue , le problème est
résolu dès que Ton connaît la limite du rapport -•
Dé r existence des tangentes en général. 68. Nous venons de passer en revue un assez grand
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nombre de systèmes de coordomiées, dont quelques-uns ne sont presque jamais employés , et nous avons reconnu, que, dans tous les cas, le problème des tangentes était ramené à la recherche de la limite du rapport de deux quantités infiniment petites. Le nombre des systèmes que Ton pourrait employer pour la détermination des points sur un plan est illimité , et, par les cas variés que nous avons considérés, nous avons voulu faciliter les recherches auxquelles d'autres cas peuvent donner lieu. On cherchera toujours à ramener la direction de la sécante à dépendre d'infiniment petits quelconques , dont il soit possible de calculer la limite du rapport, soit que les points du lieu soient déterminés par une équation, soit qu'on connaisse la loi de leur génération sans en avoir déduit l'équation entre les coordonnées.
Mais, avant d'aller plus loin, il est à propos de s'assurer que le problème dont nous nous occupons a généralement une solution^ c'est-à-dire qu'en tout point d'une courbe déterminée par une équation , ou par une loi de construction qui pourrait conduire à une équation entre des coordonnées de nature quelconque, il existe une tangente. En d'autres termes , il faut démontrer que lorsque deux variables dépendent Tune de l'autre , le rapport des accroissements infiniment petits correspondants de ces variables a en général une limite ^ car c'est à ce problème de calcul que nous avons ramené le problème géométrique.
Cette proposition importante peut être établie simplement, de la manière suivante.
Théorème général,
69. Soit y une fonction quelconque d'une variable x, assujettie seulement aux conditions suivantes : i*' que, lorsqu'à partir d'une valeur quelconque on donne un
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accroissement A à x, il en résulte un accroissement unique k de y, qui tende vers zéro , si l'on fait tendre h vers zéro ; a^qu'à partir de toute valeur de x on en puisse prendre une autre qui en diffère d'une quantité finie déterminée, telle que si jr varie dans le même sens dans tout r intervalle compris entre elles ^ y varie constamment dans un même sens , c'est-à-dire toujours en augmentant ou toujours en diminuant.
Cela posé , il est facile de démontrer que, sous ces conditions, pour toute valeur de x il existe une limite finie pour le rapport des accroissements infiniment petits correspondants h et kl c'est-à-dire qu'il ne peut y avoir que des valeurs exceptionnelles de x pour lesquelles ce rapport croisse ou décroisse indéfiniment.
En efiet , soient Xo , X deux valeurs de x satisfaisant aux conditions ci-dessus indiquées; yo? Y les valeurs correspondantes de y \ partageons l'intervalle X — Xo en n parties égales, que nous désignerons par /i, et soient Ai , /tj , /tj 5 • • • ? ^n les valeurs correspondantes des accroissements positifs de j, on aura
X — x^=z nhj Y — /« = X-i 4- ^2, . . . , X„ ;
d'où résulte
X — Xo
c'est-à-dire que le rapport invariable des accroissements finis de x et de j^ quand on passe de ar© à X, est la
moyenne arithmétique des rapports y ? T ' * * * ' T '
quel que soit le nombre entier n.
Si maintenant on fait croître n indéfiniment, les termes de ces rapports tendront vers zéro, et leur moyenne arithmétique étant toujours égale à la quan-
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titë finie — ^ ^ il est impossible qu'ils tendent Cous
vers zéro, ou qu'ils croissent tous indéfiniment.
Cette conclusion , relative à l'intervalle X — x^^ pouvant être appliquée à toute partie de cet intervalle, îl s'ensuit qu'il est impossible que, dans aucun intervalle
k fini , la valeur de -r tende vers zéro ou croisse indéfinih •
ment pour toutes les valeurs àe x. Ce n'est donc que
pour des valeurs exceptionnelles et en nombre limité
que "7 peut ne pas avoir une valeur finie : ce que nous
voulions établir.
Nous avons supposé dans ce raisonnement que
=^ avait une valeur finie. En ne s'assujettissant pas
à cette condition , voyons s'il est possible que toutes les
k valeurs de -r tendent vers zéro ou croissent indéfinih
ment.
Si tous les rapports tendent vers zéro , leur moyenne y tendra nécessairement, et comme elle est constante, elle jie peut être que zéro •, donc Y — yo = o ou Y = j^o- Et comme il en sera de même si l'on considère l'intervalle entre x^ et toute autre valeur choisie entre a:^ et X , il en résulte que toutes les valeurs de jr correspondantes aux valeurs de x comprises entre x^^ et X sont égales à yo. La fonction désignée par y ne serait donc autre chose qu une constante , et l'on voit alors que non-seu-
k lement - tendra vers zéro, mais qu'il sera toujours
rigoureusement nul. Le lieu en question serait donc une droite parallèle à l'axe des a:, si a: et / sont des coordonnées rectilignes.
Si maintenant tous les rapports t croissaient Sans limites , les rapports réciproques - tendraient tous vers zéro , et le lieu représenterait une droite parallèle k Taxe des y ] auquel cas tous les rapports - seraient rigou-
k reusement nuls, et l'on dirait que les rapports ^ sont
tous infinis.
Si donc le lieu ne renferme aucune portion de ligne droite parallèle à Tùn des axes, il y aura une limite finie pour le rapport des accroissements infiniment petits correspondants hy kj à Texception peut-être de certaines valeurs particulières de a: ; et par conséquent en tous les points d'une courbe il existe en général une tangente.
Les cas exceptionnels où la limite de j serait nulle
ou infinie correspondraient, dans un système de coordonnées rectilignes, aux points où les tangentes seraient parallèles à l'un ou à Tautre des axes^ cela résulte de la
signification géométrique de la limite de j dans un
pareil système.
Dérii^ées des fondions ,
Cette limite du rapport t se nomme la dérivée de la
fonction j^ par rapport à x. Si cette fonction j^ est représentée par F [x) , on représente la dérivée par F' (x). Ainsi dorénavant la signification de cet accent sera définie, pour toute fonction F, par Téquation suivante :
lim. ^ ^ ^—^ = F' (a:).
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En employant cette nouvelle dénomination, nous pouvons donc dire que le problème des tangentes est ramené à la détermination de la dérivée d'une des coordonnées, par rapport à l'autre ; et -que le coefficient d'inclinaison de la tangente sur Taxe des abscisses est la dérivée de l'ordonnée par rapport à l'abscisse.
Les dérivées ont beaucoup d'autres usages que la détei^ mination des tangentes ; nous nous bornerons en ce nu)ment à quelques remarques très-simples. Si nous représentons, pour abréger, par k l'accroissement de F (x), correspondant à l^croissement h donné à j:, on aura
lim. | = F'(a:),
k et par conséquent j diffère de F' (x) d'une quantité qui
tend vers zéro en même temps que h ; la désignant par o), on aura
d'où
k=ih [F {x) -^ «] := h F' [x) -h A w.
Ainsi h F' (x) ne diffère de h que d'une quantité infiniment petite par rapport k ho\x kk\ donc on pourra subsuituer h F' (x) à k toutes les fois que k sera un des termes d'un rapport ou d'une somme d'infiniment pe^ liisj dont on cherchera la limite. Remarquons que h P (x) est l'accroissement de l'oriïonnée de la tangente pour l'accroissement h de l'abscisse. Donc h co est la différence des ordonnées de la courbe et de la tangente; elle est, comme on le voit, infiniment petite par rapport à Tac*croissement même de l'ordonnée 5 et il faut remarquer que l'ordonnée peut avoir une direction arbitraire pourvu
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que ce ne soit pas celle de la tangente elle-même, sans quoi F (x) ne serait pas une quantité finie et les formules^ précédentes ne subsisteraient plus. Il résulte de là une grande simplification, parce que la quantité w serait en général très-compliquée ; et en n^ligeant la quantité A w , il n'en résulte aucune erreur dans les limites des sommes ou des rapports.
72. La dérivée d'une fonction peut servir à reconnaître dans quel sens 'varie cette fonction à partir d une valeur quelconque de la variable dont elle dépend; ce qui est souvent utile. En effet, en désignant toujours par A et * les accroissements correspondants de ^ et F (x,) nous avons trouvé
(à étant infiniment petit en même temps que A.
Or si F' {x) n'est pas nul pour la valeur x que Ton considère , w ayant pour limite zéro , finira par être con* stamment au-dessous de F'(j:) et le facteur V{x) -h &) sera de même signe que F (x). Donc k sera de même signe que A, si r (x) est positif, et désigne contraire s'îl est négatif. Ainsi une fonction croît dans le même sens que la variable pour toutes les valeurs de x qui rendent sa dérivée positive, et en sens contraire pour celles qui la rendent n^ative.
On reconnaît encore facilement que de deux fonctions, celle-là croit le plus rapidement dont la dérivée est la plus grande.
En effet , soient les deux fonctions F (x)^ /{x)- k et l leurs accroissements correspondants à laccroissemcnt A de JC] on aura
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Cl) et 0)' élant infiniment petits avec h. On tire de là
A-/=:A[F'(x)-/'(ar)-f w — «'],
et puisque Ton suppose F'( x) ety*' (x) inégales , le second membre finira par être de même signe que
Ainsi en supposant, par exemple, h positif, on aura
/•>/ si F'(a:)>/'(j:).
Donc la fonction qui augmente le plus rapidement avec
a:. est c^le dont la dérivée^ par rapport à x, a la plus
grande valeur.
Y— Y 73. Nous avons vu que le rapport fixe = — =^ était tou-
A —~ Xq
jours compris entre le plus petit et le plus grand des rap-
ports -j quelque près qu'ils soient de leurs limites, et,
par conséquent , que ce rapport fixe était conipris entre la plus petite et la plus grande de ces limites, qui sont les différentes valeurs que prend la dérivée F'(x) quand x passe de Xq à X. Si donc la fonction F' (x) est continue, c'est-4-dire si elle ne peut passer d'une valeur à une autre qu'en passant par toutes les intermédiaires, il y aura entre Xo et X une certaine valeur dex qui rendra F' (x) égal
à la quantité intermédiaire _ * Désignant cette valeur de X par jTi, on aura ainsi
X — Xg
F(x.)> ou Y-J^,=:(X-Xo)F'.(x.),
ce qui revient à dire qu'entre les points de la courbe dont les coordonnées sont Xe, jtq et X , Y, il en existe un où la
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taDgente est parallèle à la corde qui joint les points extrêmes.
Remarque. — Cette fonnule présente évidemment cette proposition importante démontrée tout à Theure, et que nous énoncerons spécialement :
Une expression dont la dénuée par rapport, à x est nulle, quel que soit x, est nécessairement constante, c'est-à-dire indépendante de x.
74. L'équation t = F' [x) ■+- w démontrée, quelle que soit la fonction F, peut se mettre sous la forme
M désignant une fonction finie de x et de h qui tend vers F' (a:) quand h tend vers zéro.
Si , dans cette fonction M , on changeait x en x-^hi^ elle subirait un accroissement qui, diaprés la proposition générale, serait de la forme Mi Ai , M| désignant une fonction de x, A et Al qui reste finie, quelque petits que soient h et &!• Si Ton désigne par ki Taccroissement que subit alors k^ on aura *
A*! ^ Ml hhi»
Si de même on change x enx-h ht dans M^ , il croîtra d^une quantité de la forme Mt A| , Mt étant une quantité finie dépendante de a: , A , Ai , A, ; désignant par kt Faccroissement de âT] , on aura ainsi
^2 =: Ms hhi A,.
Et Ton pourrait continuer de même indéfiniment.
Si l'on suppose que les accroissements successifs donnés
à X soi en l égaux, on aura
et ainsi de suite indéfiniment.
On arriverait ainsi à cette proposition générale :
Un accroissement d'an ordre quelconque d'une fonction, correspondant à un accroissement constant à chaque opération,^ et infiniment petit du premier ordre, de la i;ariable dont elle dépend^ est un infiniment petit d^un ordre égal au nombre de ces opérations,
75. Ces accroissements de différents ordres peuvent facilement être représentés géométriquement par la considération de la courbe dont x ^\. y seraient les coordonnées.
Soient M {fig- 29) yn quelconque de ses points,
M'H = >?, IH'=M'H
Mais M'' H' n'est autre chose que l'accroissement de j^ en partant de x-j- A; donc il est ce que devient h quand on y change j: en x-h A , et , par conséquent, M'' H' — M' H ou — IM" sera l'accroissement [de A^, que nous avops désigné par /il .
Si l'on pf plongeait maintenant M'M'' jusqu'à l'ordonnée suivante, on aurait une ligne correspondante à IM'% qui serait la valeur de h^ , dans laquelle on changerait x en a: -h A , puisqu'on ferait les mêmes opérations en partant de M', que l'on avait faites en partant de M. On aurait donc l'accroissement de Ati ou At,, en retranchant ces
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deux lignes en les affectant du signe convenable, et l'on formerait ainsi les accroissements des divers ordres successifs.
On pourrait prendre une autre représentation géométrique d'une fonction et de ses diffîrences successives A-, Ati, ktj'*. : par exemple, supposer que x représente la longueui^ de l'arc d'une courbe et y le rayon vecteur coi^ respondant, ou l'inclinaison de la tangente, ou toute autre grandeur dépendante de la longueur x de l'arc; on ferait croître l'arc par degrés égaux entre eux , et Ton considérerait les valeurs correspondantes dey sur lesquelles on ferait les opérations que nous venons d'indiquer dans le système de coordonnées rectilignes ; mais les représentations géométriques seraient beaucoup moins simples.
Du problème réciproque,
76. Dans ce qui précède , nous avons supposé que tous les points d'une courbe étaient donnés, soit par une équation, soit par un mode quelconque de génération , et nous nous proposions de trouver la tangente en un quelconque de ces points. On pourrait réciproquement se donner l'équation générale ou un mode de génération de toutes les tangentes à une courbe inconnue, et se proposer de déterminer le point de la courbe qui se trouve sur une quelconque de ces tangentes. Ce problème inverse se résoudra au moyen de la remarque suivante.
Le point de contact d'une tangente à une courbe quelconque est la limite de son point de rencontre avec une tangente infiniment voisine.
Soient, en effet, TMT' (fig. 3o) une tangente fixe, M son point de contact, M' un point de la courbe, infiniment voisin de M , UM'la tangente en M' et I son point de rencontre
avec TT. La corde MM' tend vers zéro lorsque M' tend ▼ers sa limite M, et c'est le plos grand côté du tri^ angle MIM' ; car, d'après la définition de la tangente , la sécante MM' tendant vers zéro fait avec la tangente en M ou M' un angle dont la limite est zéro^ F angle 1 opposé à MM^ tend donc vers deux droits , et le côlé MM', opposé au pltis grand angle, est le plus grand du triangle. La distante IM , plus petite que MM', tend donc vers zéro ; et, par conséquent, le point fixe M est la limite du point de rencontre I de la tangente en M avec une tangente infini-^ment voisine.
De là résulte la solution du problème, qui consiste à déduire tous les points d'une courbe de la connaissance de toutes ses tangentes. Pour cela , on considérera l'une quelconque de ces dernières , et Ton cherchera sa rencontre avec une tangente voisine diaprés les équations connues de ces lignes, ou d'après la loi donnée de leur construction ^ Qu déterminera la limite de ce point lorsque la seconde tangente s'approche indéfiniment de la première^ on connaîtra ainsi le point de la courbe qui se trouve sur une tangente quelconque : le problème revient donc alors à une rechercl^e ordinaire dp lieu géométrique.
Il est bien certain que, si Ton admet qu'il y ait une courbe tangente au système des lignes données, on la trouvera par le procédé que nous venons d'indiquer. Mais, si Texistence de cette courbe n'était pas admise, il est facile de reconnaître que celle que l'on obtient sera effectivement tangente à toutes les droites du système qui auront des points communs avec elle. En effet, considérons deux de ces droites telles, que dans le passage continu de l'une à l'autre chacune rencontre toujours celle qui suit, quelque voisine qu'elle en soit; faisons passer une courbç par tous les points de rencontre successifs de chacune
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d'elles et de celle qui la suit \ cela peut se faire d'une infinité de manières : il suffira que la forme d'équation choisie renferme assez de constantes indéterminées. Or chaque droite est coupée par celle qui la précède et par celle qui la suit en deux points qui sont d'autant plus près du point du lieu limite , que les droites sont plus voisines ^ la distance de ces deux points ou la corde interceptée par la . droite dans la courbe variable peut donc devenir moindre que toute grandeur donnée , et , par conséquent , les droites du système sont aussi voisines qu'on voudra d'être tangentes à la courbe variable. Donc enfin la limite de cette dernière , ou le lieu des points limites est tangent à toutes les droites.
Cette proposition est un cas particulier d'une plus générale que nous traiterons avec plus de détail par la suite.
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APPLICATION DES MÉTHODES PRÉCÉDENTES A QUELQUES EXEMPLES
77. Parabole, — En la rapportant à son axe et à la tangente au sommet, son équation est
la valeur de la sous-tangente TP {fig» 3i) a pour expression, diaprés la formule générale,
TP=yliin.-.
Pour trouver lim. j» il faut exprimer que l'équation de
la courbe est satisfaite par x + A , y -H Ar, ainsi que par X , ^ 5 ce qui donne
et , en retranchant les termes égaux ,
Divisant par Ar, il vient
en prenant les limites des deux membres
2r = 2/?Iim. -, d'où lim. -tst'— '^ ^ K p
Donc
TP = ^= 2X
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La sous-tangente est donc double de Tabçcisse du point
de contact ; ce qui donne une construction très-simple de
la tangente.
Si au lieu de la sous-tangente on cherche Tangle MTX ,
on aura
k p UngMTX = lim. -r = -•
De sorte que si l'on prend PN == p , l'angle cherché sera %al à PMN; la tangente sera donc perpendiculaire à MN. Cette dernière ligne est donc la normale, et la sous-normale est constante et égale k p] ce qui donne une construction simple de la normale et , par suite , de la tangente.
78. Supposons maintenant la parabole rapportée à sa directrice et son foyer F» Les coordonnées seront un rayon vecteur et une abscisse , et l'équation sera
rz=x -h -•
On aura alors k=ih. et en prenant deux quantités ^ales quelconques PH, MQ , et élevant en H et Q des perpendiculaires à AX , FQ , on aura un point S de la tangente. On voit que la ligne MS partage en deux parties égales Tangle de FQ avec une parallèle MI à Taxe, vu Tégalité des deux triangles SMQ, SMI. Cette propriété donne une autre construction fort simple de la tangente.
79. Ellipse et hyperbole. — L'ellipse rapportée à ses axes a pour équation
k Pour avoir la limite du rapport t? on remplacera x
et j par x H- ^ , J "t~ ^ j ^^ ? ^^ retranchant les deux
équations , on aura
7.0" yk -H «U'-f- 2 6»xA + 6' A' = o, et , en divisant par h ,
iia^y -4- a» ^) T -f- 2 ** J? -H ^' A = o.
Prenant les limites de tous les termes y on aura , d'aprèa le principe fondamental des limites ,
d'où
la^y lim.-T + 2è'x = o;
liin.^ = ~ — = tang«,
o> désignant l'angle de la tangente avec l'axe des x.
Le même calcul, fait en partant de l'équation de l'hyperbole a' y — i* a:' = — c^h^ ^ donnerait évidemment
tangfij = -r-*
80. Considérons maintenant l'ellipse rapportée à sea deux foyers \ son équation sera
r-t-r' = 2«, et l'on aura
Si donc on prend sur FM prolongé [fig* Sa) une quantité arbitraire MH \ que de M vers F' on prenne une quantité égale MK-, qu'en H" et K on élève des perpendiculaires à FM, F'M, et qu'on joigne leur point de rencontre S au point M, on aura la tangente à l'ellipse. Il est évident qu'elle partage l'angle HMF' des rayonsî vecteurs en deux parties égales.
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SMl s'agissait d'une hyperbole , on aurait
on devrait donc alors porter au delà de M une longueur MK' = MH et élever en H et K' des perpendiculaires aux rayons vecteurs, puis joindre leur point de rencontre S' au point donné M, et Ton aurait la tangente. On voit qu'elle divise l'angle HMK' en deux parties égales.
Si. Exemple de coordonnées anguleUres. — Considérons maintenant le système de coordonnées où un point M [fig» 33) est déterminé par les angles a, €, que les droites menées de ce point à deux points fixes A, B forment avec AB, et prenons l'équation simple
qui représente un segment capable du supplément de a, et décrit sur la corde AB. On aura alors
et l'on devra prendre (n^^GT) deux longueurs MP, MI,
,, MP sina MB , . ..
telles* que rrrz- = -r-^ = 377 î et de construire sur elles ' ^ MI sm6 MA
un parallélogramme MPSI ; la diagonale MS sera la tangente. Or les deux triangles AMB, MIS, ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels, sont semblables; d'où il suit que l'angle IMS est égal à a , et que MSI ou TMA est égal à 6.
La tangente fait donc avec chacun des côtés MA, MB un angle égal à celui que l'autre fait avec la base AB, comme cela est évident par la mesure des angles.
82. Spirale d'Jrchimède. — Soient OX {fig. 34) la direction à partir de laquelle on compte les angles 6 ; O le
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pôle, M un point quelconque de la courbe, OM = r, et a une ligne donnée 5 l'équation de cette courbe est
l'angle OMT de la tangente avec OM est donné par la formule générale
,. h tang&> = rlim. -•
Or, d'après l'équation delà spirale, on a
donc, Or) étant OMT, .
tangOMT= - = 0.
Si l'on mené la normale MN et la perpendiculaire NOT à OM, les lignes OT, ON sont, dans le système des coordonnées polaires , la sous-tangente et la sous-normale : dans le cas actuel , on aura
OT = rtangOMT = r0, ON = -^=^^
La sous-normale est donc constante , ce qui donne une construction bien simple de la normale et, par suite, de la tangente.
Le rayon vecteur OM augmentant indéfiniment avec 0, et ON restant constant, l'angle OMN tend vers zéro; le ' rayon vecteur tend donc indéfiniment à être perpendiculaire à la tangente, sans le devenir jamais.
Archimède, au lieu de la sous-normale, avait cherché la sous-tangente; il avait démontré que sa longueur était égale à l'arc de cercle MR décrit de O comme centre avec OM pour rayon, et terminé à l'axe OX, ce qui n'est autre chose que rô , comme nous l'avons trouvé.
DES QUANTITÉS COUSIDiaiES COMME OMITES. 1 I I
83. Spirale logarithmique. — L'ëquation de cette spirale est, en désignant par m une ligne donnée, et par a un nombre que nous supposerons plus grand que Tunité,
e r = nia .
£n considérant les valeurs négatives de 6 comme devant être portées en sens contraire des positives, on a une infinité de spires convergeant vers le pQint Â (Jig. 35) , qu'on nomme pour cela asymptotique. Les valeurs positives de 6 donnent une infinité de spires qui s'agrandissent indéfiniment. Pour avoir Tangle AMT de la tangente avec le rayon vecteur AM, il faut chercher la limite du rapport des accroissements k et h de r et 6, et diviser r par cette limite.
*Or on a
et nous avons fait voir (n*^ 36) que la limite d'une expression de la forme ? lorsque u tend vers zéro, est r-^ •
U en résulte que lim . — 7 — = r-^ = /a, en désignant par la caractéristique / les logarithmes pris dans la base de Néper^ et, par conséquent , lim.- = ma la* On aura donc
tangAMT = r^i
ainsi tous les rayons partant de A sont également inclinés sur la spirale.
Exemple oà Von n^ emploie pas P équation de la courbe
84. Cycloïde. — D'après la génération de cette courbe, nous avons vu (n** 37) qu'il fallait, pour en avoir un
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point quelconque M (Jig* 1 1) , prendre à partir de son origine Â une longueur arbitraire AT, tracer le cercle générateur tangent en T à l'axe AB-et prendre Tare TM égal à AT. Ces deux lignes AT et TM constituent bien un système de coordonnées, dans le sens le plus général du mot, et ré€[uation de la courbe serait TM = AT ; mais les équations seraient si compliquées en l'employant pour d'autres courbes, que nous n'avons pas dû le considérer dans les méthodes générales exposées précédemment.
Nous avons vu encore que, pour passer du point M à un autre point M', il suffisait de prendre sur le cercle-TM un arc MI, mener par I une parallèle à AB et prendre IM'= MI.
Cela posé, menons les cordes MI , MM'^ la tangente en
M à la cycloïde sera la limite de la direction MM'; et*la
limite de la direction MI sera la tangente au cercle TM.
Mais dans le triangle MIM', le rapport des sinus des
M'I angles en M, M' est celui des côtés MI, IM' ou ^ ; et la
limite de ce dernier ne sera pas changée si l'on remplace la corde MI par l'arc de cercle sous-tendu, dont le rap-
port à la corde a pour limite l'unité. Mais — = i :
donc la limite du rapport des sinus de M et M' est i , et par conséquent les limites des sinus sont égales*, et comme l'angle I de ce triangle a pour limite celui de la tangente en M au cercle avec MB, il en résulte que les limites des deux angles M, M' sont égales à la moitié du supplément de ce dernier, ou à l'angle UMQ. Donc MU est la tangente, et MT la normale.
85, Conchoïde, — Supposons que d'un point donné A [fis- 36) on mène à un point quelconque M d'une courbe donnée une droite sur laquelle on porte une longueur
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constante MN, on formera une nouyelle courbe; on propose de lui mener la tangente NU en un point quelconque N, connaissant la tangente MT au point correspondant M de la première.
Soient M', N' deux points correspondants des deux courbes, infiniment voisins de M et N ; il s'agit d'avoir la limite de la direction de la droite NN'; décrivons de A conune centre les arcs MH, NK^ comme M'K' = MN, on aura HM'= KN'. Dans les triangles rectiligiies MM' H, NN' K , les angles H, K ont pour limites des angles droits ; Tangle M' a pour limite TMA , N' a pour limite UNA , et c'est ce dernier qu'il faut déterminer.
Or on a
sinN' NK sinM' MH
d'où
sinN KN'' sinM
bi\l'
^•"^':''"Ï'::nk:mh:
sm N sin M
AM
et passant aux limites,
langUNA : tangTMA :: AN : AM.
Connaissant tangUNA, on construira facilement la tangente NU.
Lorsque la courbe donnée se réduit à une ligne droite XY, la seconde devient celle qu'on appelle conchoïde, imaginée par Nicomède pour la construction du problème des deux mojennes proportionnelles. Dans ce cas, l'angle TMA [fig. Z'j) est XMA, et sa tangente est
AB
— 7> AB étant perpendiculaire sur XY. La proportion précédente devient alors
AB
tangUNA : —z :\ AN : AM :: AQ : AB;
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d'où
.angUNA=^.
Si donc on prend BE = AQ , BME sera l'angle cherché UN A.
86. Cyssoïde. — Soient AB [fig» 38) le diamètre d^un cercle donné*, BU sa tangente en B, AV une sécante quelconque partant de A 5 M son point de rencontre avec le cercle. Si Ton prend VN = AM , le Heu des points N est la cyssoïde de Diodes, que ce géomètre d'Alexandrie imagina encore pour le problème des deux moyennes.
Soit la sécante infiniment voisine AM'N'V'5 NN'" sera la sécante à la cyssoïde, et sa limite sera la tangente cherchée.
Décrivons de A comme centre les arcs de cercle M'H ^ NI, VK^ le point en passant en N' se sera éloigné de A de la qujantité KV + MH 5 puis, qu'on porte, à partir de l'extrémité V qui s'est éloignée de la quantité KV'^ une longueur moindre que AM de MH.
Dans le triangle rectiligne NIN', l'angle I tend vers un angle droit, et par conséquent les deux autres N, N'^ vers des limites complémentaires ; il en sera de même dans les triangles MM'H, NN'I, en H et K. Or on a
sinN IN^_HM-HKV^ HM _ HM ISf H _ HM kW
sin N' ~ IN "" IN ' IN "" M' H* IN ~" M'h' AN ' Rr_KV[ KV_KV' AV IN "" KV * IN ""KV ' AN^
Considérons maintenant les triangles rectilignes M'HM^ KVV, et représentant leurs angles par la seule lettre du sommet, on aura
HiM sin M' KV sin V
M' H sin M KV sin V
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Cela posé, désignons par a> la limite de Tangle N\ ou Tangle de la tangente k la cyssoïde avec son rayon vecteur AN, et par 9 l'angle MAB^ nous trouverons immé* diatement, en passant aux limites,
AM ^ û^^V^ ^ (AM-f-AV) MB cot«= — tangô-H -tango =^-—^^._,
ce qui se construira facilement.
87. Quadratrice. — Soient A (fig* Sg) le centre d'un cercle, CB un quadrant. Supposons un rayon qui se meuve uniformément de AB en AC , et une ligne qui se meuve parallèlement à AB d'un mouvement uniforme, en partanjL de cette première position en même temps que le rayon mobile et arrivant en même temps que lui en C; les intersections successives de ces deux lignes mobiles forment un lieu qu on nomme la quadratrice : elle porte le nom de Dinostrate , soit que ce géomètre Tait imaginée, soit seulement qu'il Tait appliquée à la quadrature du cercle.
Cela posé, proposons-nous de mener la tangente en un point quelconque M de cette courbe. Soit M' un point infiniment voisin, de la même courbe 5 il s'agit de trouver la limite de la direction MM', ou la limite de Fanglc M'MP. Abaissons M'I perpendiculaire sur MP. D*après la loi du mouvement angulaire de AN, et du mouvement de translation de PM, on aura la proportion
Oi
M'AM : - :: P'P : AC :: M'I : AC
M'I = M'MsinM'MI,
„sinM'AM M'M =r AM -r-
sinAM'M
ii6
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donc
M'I AMsîdM'MI
sinM'AM ~~ sioAM'H
Prenons les limites des deux membres. On pourra, sans changer celle du premier, remplacer le sinus par Fangle, et, d*après la première proportion, on trouye poui- 2AC
résultat
Désignons par a> la limite de Tangle M' MI, celle de AM'M sera PMN — w, et Ton aura
sin A» 2 AC
sin(PMN — a>) ttAM
Cette équation donne immédiatement la valeur de tang Gt>. Mais elle fournit aussi une construction simple de la tangente, puisque cette ligne divise Tangle connu PMN en deux parties dont le rapport des sinus est* connu et égal à celui du cercle au quart de sa circonférence. II suffit de déterminer un point dans cet angle tel , que le rapport des perpendiculaires abaissées de ce point sur les deux côtés de Tangle soit celui de deux lignes données, ce qui n'offre aucune difficulté.
La solution de ce problème dépend , comme on le voit , du rapport de la circonférence au diamètre, ou de la quadrature du cercle.
Lorsque le rayon AN a décrit un angle droit, il est évident que le point M se trouve en C ; l'angle PMN devient droit et l'équation ci-dessus devient
tang w = - >
ce qui donne la direction de la tangente en C.
Si Ton voulait connaître la position de M au moment
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du départ^ où les deux droites mobiles se confondent avec AB, il faudrait chercher la limite de ÂM quand l'angle NAB tendrait vers zéro. Or .on a, pour un point quelconque du lieu, en désignant Tangle NAB par 9 et AM par r,
TT sin 9
La limite de r est donc \ et, portant cette valeur
de A en S, le point S appartiendra à la cyssoïde. *
Exemples de la détermination des points d'une courbe^ par ses tangentes.
88. l^^ Exemple. — On donne deux points fixes B, C {fig. 4o) sur deux droites indéfinies AX, AY. Une droite MN se meut de manière que l'on ait constamment la proportion BM :.MA :: AN : NC. Trouver la courbe à laquelle elle est constamment tangente.
Pour cela on cherchera :
1°. La limite du point de rencontre d'une quelconque de ces droites avec les droites infiniment voisines;
2°. Le lieu de ces points limites, pour toutes les positions de MN.
1**. Soient
AC = a, AB = b, AN = u, AM = p, on aura, pour toutes les positions de MN,
à — ç ', if y, u l a — u, d*où ap -i- bu = abj et pour la position M'N', on aura
« (p ~ M' M) + ^ (« + NN') ç= «^ V
ii8 d'oàrësulie
Klf a
et le point O', limite de O, sera déterminé par la li-
. j MO
mite an rapport -— •
Si par M' on mène nne droite M'I paraUèle à AX^ la
limite de rr^ sera précisément la même qne celle de ;---
on *■ * ON
MO'* ou zrr=t : et l'on aura cette suite d*égalités
ro_M'I_M'I WU_ub ON ~ NW ~" M'M" NN' "" p 'a Donc
MO' _ bu NO'^flp'
2,^. Les coordonnées x^y du point O' ainsi déterminé, satisferont aux proportions suivantes :
X i u — X y, bu : ap et
f ^- j^ : / : : jr : tt — j?, ou ly^ -f- j^x = «p.
Éliminant m et t^ entre ces deux équations et la première as^ -^ bu = ab^ on trouve pour équation du lieu
{ay — bx — aby=i ^ab^x ou
(ax — bxy — la^bxT—^ ab^x -\- a^b^ = o,
ce qui détermine une parabole tangente en B et C aux deux droites AY, AX.
Exemple. — Une droite mobile MN coupe
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deux droites fixes AX, A Y de telle sorte, que AM + AM soit ëgale à une constante a. Trouver la courbe à laquelle elle est constamment tangente.
Si l'on pose AN = m, AM = i', la condition donnée sera exprimée par l'équation
La droite MN est donc déterminée par une équation qui n'est qu'un cas particulier de la précédente , et correspond k b =z a,
La solution dç la question proposée s'obtiendra donc en faisant b = a dans celle de la précédente , ce qui donnera
90. 3* Exemple. — La droite MN (fig. 4i) se meut d** telle sorte, que le triangle AMN qu'elle détermine par ses intersections avec les lignes données AX , AY ait une aire constante^ on demande la courbe à laquelle elle est constamment tangente.
Pour cela , il faudra d'abord déterminer la limite I du point où cette droite, dans une quelconque de ses positions , est rencontrée par une droite qui s'en approche indéfiniment, en satisfaisant constamment à la condition de l'aire invariable; et ce point I étant connu, pour une position quelconque de MN , on cherchera le lieu de ses points, pour toutes les positions de cette droite.
1°. Soit O l'intersection de la droite MN par une autre infiniment voisine M'N'.
Les deux triangles MOM', NON' seront équivalents, cl comme ils ont l'angle égal O, on aura
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et passant à la limite,
WV = m\
Le point I est donc le milieu de IVIN.
2^. Pour avoir le lieu des points I relatifs à toutes les positions que prend MN^ en supposant (jue le triangle AMN soit constant , ou que l'on ait AM . AN == m' 5 soient X, y les coordonnées de I , on aura
AM = 27, AN = 2x , et par suite
^xy = m* ou xy = -y
Le lieu est donc une hyperbole ayant pour asymptotes AX, A Y. •
91. 4* Exemple. — Une droite MN (Jig.^^)^ qui a une longueur constante m , se meut de manière que ses extrémités restent sur les côtés d'un angle droit YAX^ on demande la courbe à laquelle elle est toujours tangente.
Soit M'N' une position infiniment voisine de MN, ces
lignes se coupent en O, et il s'agit de trouver la limite I
de ce point. On la connaîtra si l'on détermine la limite
MO \ MI
du rapport -^ qui ne sera autre que jz^ •
Si de O , comme centre , on décrit les arcs de cercle M'H, NK, on aura MH = KN', puisque M'N'=: MN 5
et comme le rapport -— a évidemment la même limite
que --^> il suffit de connaître cette dernière qui est la
même, d'après les triangles semblables, que celle du rapport des cordes M'H, NK. Or ce dernier est facile à obtenir au moyen des triangles rectilignes infiniment petits
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MM^fl, NN^K. Si Ton désigne leurs angles par la lettre du sommet , on aura
M^H _ sinM NK _ sinN ' MH ~"sinM'' KN'^smS''
d'où
smM smN
Maïs les angles H et K ayant pour limite des angles droits, les limites de leurs angles aigus sont complémentaires. Ainsi la limite de M ' est le complément de M ^ d'ailleurs la limite de N' est MNA 5 donc la limite de N sera complément de MNA . De sorte qu en égalant les limites des rapports de la dernière proportion , on aura
-. M'H tangM
lim. r- —- = —^ST = tanc' M ;
NK tangMNA ^ '
donc
MI_AJN
Ceci donne une construction facile du point I5 car si on abaisse de A une perpendiculaire AP sur MN , le rap-
port des deux segments NP, PM étant ^=-, sera égal à
AM
MI
— et, par conséquent, NI = MP 5 le point P détermine
donc immédiatement le point I du lieu cherché. L'équation précédente donne, en remarquant que
an' -h Âm' = m* et MI 4- IN = m,
X MI
y AH
As'
donc
et Ton aura Féquation entre x, j^ en éliminant AM^ A^
enire ces deux équations et la suivante AM + AX =^ m* . On trouve immédiatement
qui est Téquation du lieu demandé.
92* Il peut se faire que les considérations géométriqnc^s. soient moins commodes que le calcul algébrique , et Yoici la marche qu^il faut suivre alors.
L^équation générale des droites données renferme un paramètre qui change de Tune à Tautre. Soit ti ce paramètre; cette équation sera donc de la forme
F ety* désignant des fonctions connues.
Changeant a en a + A, on aura Téquation d'une droite voisine , qui sera
jr = xF (« H- A) -»-/(fl -f- A) ;
l'abscisse du point de rencontre sera donc donnée par l'équation suivante :
X [F {« 4- //) - F [a)\ -^/{a 4- h) -/(n) = o. Il faut maintenant faire tendre h vers zéro et chercher
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la limite de X] ce sera rabscisse du point cherché , et réquation de la droite fera connaître par suite Fordonnée. Mais si on laissait l'équation sous cette forme, elle n'apprendrait rien en prenant les limites de ces deux membres , puisqu'on ne trouverait autre chose que 0=0. Le plus ordinairement il est facile de voir les réductions qui s'opèrent par les soustractions indiquées , et on reconnaît un facteur commun h à* tous les termes; en le supprimant et passant aux limites des deux membres, on obtient alors la valeur limite de x. Mais rien n'est plus facile que de formuler le résultat en général. En effet, si l'on divise par h tous les termes de la dernière équation , et qu'on prenne ensuite les limites , on trouvera , d'après la définition de la notation des dérivées des fonctions,
^F'(«)-h/'(fl) = o.
Cette équation jointe à la première^ = xF (a) -H F (a), détermine les deux coordonnées du point du lieu, et l'équation du lieu lui-même résultera de l'élimination de a entre ces deux équations. Si , pour la facilité des calculs, on ne réduisait pas à l'unité le coefficient de j^, on aurait trois fonctions, de a au lieu de deux , et l'on procéderait d'une manière tout à fait semblable.
Prenons , par exemple, le cas traité précédemment, où les droites mobiles jouissent de la propriété de déterminer sur les côtés d'un angle YAX des segments dont la somme soit égale à une constante a.
Si Ton désigne par a le segment de l'axe des x, l'autre sera a — a , et l'équation générale des droites
ay -h {a — a) X — d (a — a);
changeant a en a -f- A , il vient, en retranchant les deux équations membre à membre ,
jr/t — .r/i = ah — 2 ah — h^ ,
OU , en divisant par h ,
Cette équation, conjointement avec la première , détermine le point de rencontre qui varie avec h. On aura sa limite en supposant A = o*^ ce qui réduit la seconde équation à
/ -- xz=a — 2a,
ei l'on voit que c'est comme si Ton avait pris les dérivées par rapport à ex de tous les termes de la première.
L'éliminatiçn du paramètre a entre ces deux équations donne l'équation suivante :
qui est celle du lieu et coïncide avec celle qui a été trouvée dans le second exemple. Nous généraliserons ces théories parla suite; nous nous écarterions de notre objet en nous y arrêtant plus longtemps.
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CHAPITRE XIV
DE LA LONGUEUR DES LIGNES COURBES, ET DE L'aIRE DES SURFACES COURBES.
I eux.
93. Longueur des courbes. — La notion de longueur est une de celles qui ne sont pas susceptibles de définition \ mais , comme nous avons déjà eu plusieurs fois occasion de le dire, ce qu'il est toujours indispensable de définir, c'est Tégalité et Faddition des quantités que Ton considère, sans quoi elles ne pourraient donner lieu à aucune comparaison ni raisonnement précis.
L'égalité en géométrie se définit par la possibilité de la coïncidence. U n'y a donc aucune difficulté à se faire idée de droites égales ou d*arcs égaux dans des cercle^ de même rayon. L'addition se faisant en por|:ant les lignes à la suite les unes des autres dans des directions arbitraires, on conçoit ce que c'est qu'une ligne brisée double, triple d'une autre, et en général dans un rapport quelconque avec une autre ligne droite ou brisée. Il en est de même pour les arcs de cercles de même rayon , comparés entre
Mais quand il s'agit de lignes courbes quelconques, réalité ne peut plus exister^ la superposition étant impossible , il peut tout au plus y avoir équiy^alence* Mais qu'est-ce que deux arcs équivalents; et en particulier qu'est-ce que la longueur d'un arc de courbe rapportée à une ligne droite? La définition générale au moyen de laquelle la notion de longueur est ramenée au cas de la ligne droite, est la suivante :
La longueur d'un arc de courbe est la limite vers
laquelle tend le périmètre {Tun polygone inscrit dans cet arc, et dont les côtés tendent indéfiniment vers zéro.
Mais il faut démontrer que cette limite existe et est unique, quelle que soit la loi suivant laquelle les côtés de ce polygone tendent vers zéro. Nous pouvons supposer que l'arc soit convexe dans toute son étendue, c'est-à-dire ne puisse être coupé par une droite en plus de deux points. S'il en était autrement, on le partagerait en plusieurs parties séparément convexes : il en sera de même des polygones inscrits. Cette condition n'est nullement indispensable, mais elle facilite les raisonnements.
Cela posé, concevons d'abord qu'il n'y ait que deux cordes inscrites dans l'arc convexe que l'on considère \ puis inscrivons-en deux dans chacune des deux subdivisions de cet arc , et de même deux dans chacune des nouvelles stibdi visions , et ainsi de suite indéfiniment, de sorte que le nombre des côtés soit exprimé par la formule 2", n croissant indéfiniment. Le périmètre croîtra constamment; et comme on peut facilement assigner une quantité finie au-dessous de laquelle il reste toujours , il tendra évidemment vers une certaine limite. Il reste à dé^ montrer que tout autre mode de division de l'arc conduirait à la même limite.
Considérons, en effet, deux polygones inscrits ayant les côtés extrêmement petits , l'un appartenant à la série que nous venons de désigner, et le second correspondant à toute autre loi d'inscription ; menons des ordonnées par tous les sommets de l'un et de l'autre : les deux périmètres seront partagés par ces ordonnées en un même nombre de parties , et celles qui sont comprises entre deux ordonnées consécutives ont un rapport d'autant plus près de l'unité, que les côtés seront plus petits \ car leurs directions dii¥éreront infiniment peu de celle de la tangente voisine. D'où
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il suit que le rapport des deux périmètres tend indéfiniment vers Tunité à mesure que les côtés tendent vers zéro. La limite obtenue par le premier mode de subdivision est donc la même que pour tout autre.
11 est bon d'observer qu'on trouverait encore la même limite si les sommets du polygone n'étaient pas sur la courbe même, mais en étaient infiniment voisins, et que les côtés eussent toujours pour limites de leurs directions celles des tangentes aux points infiniment voisins. On pourrait encore considérer des polygones circonscrits à la courbe ; on pourrait même prendre une suite de lignes se* parées les unes des autres. Imaginons, par exemple, des parallèles qui coupent Tare de courbe et soient infiniment voisines les unes des autres ; si par chaque point de division on mène une tangente, la suite discontinue des portions de ces tangentes comprises entre le point de conuct et la parallèle voisine aura, d'après les raisonnements précédents , la même limite que le périmètre inscrit. Ce procédé a été employé par Fermât. On trouverait encore bien d'autres manières de parvenir à la même limite par des sommes de lignes droites; la seule condition nécessaire est que ces sommes -et les périmètres inscrits se composent d'éléments correspondants dont le rapport ait Funité pour limite.
Remàrqtje. — Tout polygone circonscrit à un arc de courbe convexe est plus grand que cet arc. Car si entre deux points de contact consécutifs quelconques on mène j une ungente , il en résultera un polygone circonscrit d'un
I périmètre moindre que le précédent. En agissant de même pour ce nouveau polygone, et ainsi de suite indéfiniment, le périmètre de ces polygones va toujours en diminuant et a pour limite la longueur de l'arc. Donc cette longueur est moindre que celle dû polygone circonscrit quelconque d'où l'on était parti. Un raisonnement analogue prouve
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que la longues de l'arc est plus grande que celle de tout polygone inscrit.
Il résulte de là que tout arc convexe est moindre qu'une ligne quelconque qui Tenveloppe, en partant des mêmes extrémités. Il suffit en effet de concevoir un polygone circonscrit au premier arc et ayant les côtés assez petits pour n'avoir aucun point commun avec le second et un polygone inscrit à celui-ci et qui enveloppe le premier. Ce dernier sera moindre que celui qui Tenveloppe, comme on le prouve dans la géométrie élémentaire; donc, à plus forte raison, l'arc inscrit sera moindre que l'arc circonscrit au plus grand polygone.
On verrait de la même manière qu'une courbe convexe fermée est moindre que toute ligne qui l'enveloppe.
Voici encore une remarque qui n'est pas sans utilité. Soient ÂB (fig- 43) un arc convexe quelconque, AC une droite menée de l'extrémité A et ayant même projection AP sur une ligne AU. Si toutes les tangentes de A en 13 forment avec AU des angles aigus plus petits que CAU , la longueur AC sera plus grande que celle de l'arc AB. En effet, si l'on conçoit un polygone circonscrit à AB et dont les points de contact extrêmes soient A et B , il sera plus grand que l'arc; mais il sera plus petit que AC , car si par tous les sommets on mène des parallèles à PBC , les parties de AC comprises entre ces parallèles seront plus grandes que les côtés correspondants du polygone qui font avec AU des angles aigus plus petits-, la ligne AC est donc plus grande que l'arc AB.
On verrait semblablement que si les tangentes en tous les points de A en B, font avec AU des angles aigus plus grands que CAU, la droite AC sera plus petite que l'arc AB. Car on pourrait inscrire dans l'arc un polygone dont les côtés auraient des directions assez voisines de celles des tangentes pour que leurs angles avec AU fussent
plas grands que C'ÂU. Ce polygone serait alors pins grand que AC, et, à plus forte raison, l'arc AB le serait aussi.
94. Aire des surfaces courbes, — Nous appellerons aire d^une portion de surface courbe, la limite vers la^quelle tend celle d'un polyèdre inscrit dont les faces sont infiniment petites élans tous les sens.
n est encore nécessaire de démontrer que cette limite existe, et est unique quelle que soit la figure des faces du polyèdre et la loi de leur décroissement.
Pour cela , il faut admettre la notion du plan tangent à une surface. On démontre dans la géométrie élémeotaire que toutes les tangentes à une surface, menées par un quelconque de ses points, sont dans un même plan , et , par suite, que si par ce point et deux autres infiniment voisins pris sur la surface et non en ligne droite avçc lui, on fait passer un plan, ce plan tend vers une. limite dé* terminée à mesure que les deux points variables se rapprochent du premier 5 ce plan limite qui contient deux tangentes, et qui , par conséquent, ne diffère pas de celui qui est le lieu de toutes les tangentes, est ce qu'on nomme le plan tangent. Au reste, nous reviendrons plus tard sur ce point.
Cela «posé, concevons deux polyèdres inscrits dont les faces aient des dimensions infiniment petites , Tuu faisant partie de la première série de faces triangulaires, Tautre d'uiie série arbitraire. Si par tpns les côtés de ces deux polyèdres on abaisse des plans perpendiculaires sur un même plan fixe, 'les faces se trouveront décomposées en parties planes ayant des projections égales sur le plan fixe et qui seront, par conséquent, entre elles en raison inverse des cosinus des angles que leurs plans forment avec le plan de. projection. Mais ces plans font un très-
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petit angle entre eux, puisqu'ils ont des directions trèsvoisines de celle d'un même plan tangent , et la limite de leur angle est zéro 5 donc la limite du rapport de deux parties correspondantes quelconques des deux surfaces polyédriques est l'unité 5 donc si l'une des surfaces tend vers une limite , l'autre tendra vers la même.
95. Les mêmes raisonnements prouveraient que l'aîrc d'un polyèdre circonscrit dont les faces ont des dimensions tendant vers zéro a la même limite que les polyèdres inscrits. Et il n'est pas même nécessaire qu'il y ait continuité dans sa surface; on pourrait, par exemple, concevoir deux séries de plans parallèles infiniment voisins partageant la surface en parties infiniment petites dans tous les sens , puis par un point pris dans chacune de ces parties mener un plan tangent terminé aux quatre plans entre lesquels se trouve le point de contact. La surface discontinue formée par l'ensemble de ces parallélogrammes tangents aurait encore la même limite que toutes les précédentes, et l'on pourrait encore varier beaucoup la loi de ces surfaces sans cesser de trouver pour limite Taire de la surface.
Il suffit donc de démontrer qu'au moyen de l'un de ces procédés, et en suivant une loi particulière , choisie à volonté, on tendrait vers une limite déterminée , pour qu'il soit établi que tout autre procédé et toute autre loi donneraient la même limite. Or c'est ce qu'il est facile de faire voir.
En effet, concevons un plan tel, qu'en y projetant la surface donnée il ne se trouve pas deux de ses points ayant même projection , ce qui est toujours possible en partageant, s'il le faut, celte surface en plusieurs portions. Supposons ensuite une série de plans parallèles entre eux , perpendiculaires au premier et distants les uns des autres
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d'une quantité infiniment petite a , puis une seconde série de plans parallèles , distants les uns des autres d'une quantité infiniment petite ë, perpendiculaires au premier plan de projection ainsi qu'à ceux de la première série. La surface se trouvera décomposée en parties dont la projection sera égale à aë-, et si en un point d*une de ces parties on mène le plan tangent et qu'on désigne par &> Tangle qu'il fait avec le plan de projection , la partie de ce plan comprise entre les quatre plans infiniment voi-
sins qui partent de la base aê aura pour mesure
Elle sera donc égale au volume d'un parallélipipède qui
aurait même base «6 et pour hauteur • Si donc A
* cosw
chaque point de la surface ou fait correspondre sur la
même ligne projetante un point ayant pour ordonnée
2= -9 on engendrera ainsi une seconde surface dont
cos w °
la projection sera terminée au même contour. Le volume compris entre cette surface et le cylindre qui a pour base sa projection est, comme nous l'avons vu , la limite de la somme des parallélipîpèdes zaS , dont les bases ao sont prises dans toute l'étendue de la base du cylindre 5 ce volume peut donc être représenté par lim . Z , cette
somme n'étant autre que celle qui se rapporte aux aires des parallélogrammes situés dans les* plans tangents à la surface. Donc enfin celle-ci a une limite, comme nous nous proposions de le démontrer.
La définition que nous avons donnée de Faire des surfaces courbes est donc indépendante de toute loi d'inscription ou de circonscription des faces planes , et conduit à une valeur unique et déterminée, exprimable en unités de surfaces comme les surfaces planes elles-mêmes.
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Il est bon de remarquer qu'où trouverait encore la même limite si , au lieu de s'assujettir à prendre des faces planes, on prenait des surfaces courbes variables telles, que, pour les points situés sur une même ligne perpendiculaire au plan fixe de projection, les plans tangents à ces surfaces et à la proposée fissent entre eux des angles infiniment petits. Car les faces planes qu'on circonscrirait à ces surfaces , auraient un rapport aussi près de Tunitë qu'on voudrait avec les parties de ces surfaces et de la proposée , correspondantes à la même projection sur le plan fixe : on trouverait donc encore la même limite pour leur somme.
Enfin on reconnaîtrait d'une manière analogue à ce qui a été fait pour les courbes , que toute surface convexe est plus petite qu'une surface qui l'enveloppe de toutes parts, ou qui l'enveloppe et est terminée au même contour.
Et de même une surface courbe est moindre qu'une surface plane ayant même projection orthogonale sur un plan, et faisant avec ce plan un angle aigu plus grand que tous ceux que font avec lui les plans tangents à la surface en tous ses points. L'inverse aurait lieu si tous ces derniers angles étaient au contraire plus grands que le premier.
96. Arcs infiniment petits, — Un arc qui tend vers zéro finit généralertient par être constamment convexe; il est donc plus petit que la somme des tangentes , menées à ses extrémités, et terminées à leur point de rencontre : d'ailleurs, il est plus grand que sa corde. Si donc on prouve que le rapport de cette corde à la somme des tangentes a pour limite l'unité, il en sera de même à plus forte raisoh du rapport de l'une ou l'autre de ces deux dernières quantités à la longueur de l'arc. Or, si du point de
DES QUANTITES COHSIDÉEKSS COMME LIMITES. l33
rencontre on abaisse une perpendiculaire sur la corde , le rapport de chacun de ses segments à la tangente correspondante étant le cosinus dVn angle infiniment petit, a pour limite T uni té- Il en est donc de même de la corde entière à la somme des tangentes. Donc,
On peut substituer à un arc infiniment petit d'une courbe quelconque, sa corde ou la somme des tangentes à ses extrémités , toutes les jois que cet arc est un terme d'un rapport ou d^une somme dont on cherche la limite.
On peut encore substituer à Tare une seule tangente à une de ses extrémités , pourvu qu'elle soit terminée à une droite passant par Fautre extrémité, et fais^ant avec la tangente un angle fini quelcouque : car celte tangente et la corde étant les deux côtés d'un triangle, et comprenant un angle qui tend vers zéro, sont dans le rapport des sinus de deux angles finis qui tendent à être supplémentaires ^ la limite de leur rapport est donc celui de deux sinus finis égaux, c'est-à-dire l'unité.
97. jÊ.rcs de cycloïde. — Donnons un exemple simple de Tapplication de ces principes^ et proposons-nous de mesurer un arc de cycloïde. Nous avons vu que la tangente au point M (fig* 1 1) est MU; soient a l'angle qu'elle fait avec DA' et MK =j^. La partie de tangente comprise entre les deux ordonnées infiniment voisines MK, M'K'
sera esale a
^ cosa
Or on a
V 2 « — Y Jjr
cosa=r — = — 9 tangflt =: "" -
\ ia y 2 a — y
Pour rentrer dans les procédés employés précédemment
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il fauljalroduire, au lieu de 3IH, la différence M'H de deuxy consécutifs. Le triangle MM'H donne
MH = M'HiangMM'H;
et comme la corde MM' fait un angle infiniment petit
avec la tangente, l'angle MM'H diflere infiniment peix
du complément de a, et tang MM'H de cota. Si donc
on remplace MH par M' H cota, on ne Taura altéré
que d'une quantité infiniment petite par rapport à lui-
MH
même; il en sera donc de même pour -^^ » et la limite
' '^ cosa
de la somme ne sera pas changée.
D'après les équations ci-dessus , on aura
M'Hcola= ^-— -j
qui 5 divisée par cosa , donne
el l'arc, pris, par exemple, depuis le sommet D, sera la limite de la somme des expressions de cette forme dans lesquelles j^ passera par degrés infiniment petits M' H, de zéro à l'ordonnée de l'extrémité de l'arc à mesurer. Supposons que M soit cette extrémité \ on aura donc
DiM==lim. v^2iï2M'H
et y d'après une formule déjà plusieurs fois appliquée, on aura , en désignant par b l'ordonnée de l'extrémité M,
DM = isl lab = 2MU.
Lors(jue le point M sera en A, on aura MU = 2«, et par
conséqueut AD =^4^^ ^^ 1^ longueur de la cycloïde eutière ÂDBsera 8a.
98. Surfaces infiniment petites, — Si roii considère une surface courbe infiniment petite dans tous les sens et que, par tous les points de son contour, on mène des lignes perpendiculaires à un même plan , il vient d'être démontré que Taire de cette portion de surface est moindre que celle de la portion du plan tangent faisant le plus grand angle aigu avec le plan de projection , et plus grande que celle du plan tangent faisant le plus petit angle, ces portions de plan étant déterminées par le cylindre projetant. Or ces deux aires planes, étant dans le rapport inverse des cosinus des angles que les deux plans tangents forment avec le plan de projection, ont pour limite de leur rapport l'unité ; donc on peut prendre Tune ou l'autre , ou toute intermédiaire au lieu de Taire de la surface infiniment petite, pourvu qu'elle soit un terme d'un rapport ou d'une somme dont on cherche la limite.
99. jipplication à une surface de réi^olution. — On coupera cette surface par des plans infiniment voisins perpendiculaires à l'axe, et à chacune des parties comprises entre deux plans consécutifs, on substituera la surface du tronc de cône engendré par la portion de tangente à la courbe génératrice, comprise entre les mêmes plans : cette substitution est permise d'après les principes précédents, parce que les plans tangents à ces deux surfaces, aux points ayant même projection, font toujours entre eux des angles infiniment petits. La surface du tronc de cône est le produit du côté par la circonférence décrite par son milieu; mais la limite de la somme ne sera pas altérée en prenant, au lieu du milieu, le point de contact lui-même qui en est infiniment voisin.
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Si donc on désigne par A Taire cherchée , par y l'ordonnée de la courbe génératrice , par t la partie de la tangente comprise entre deux ordonnées' infiniment voisines, on aura
A = 2ir lim. S/T.
Prenons pour exemple la cycloïde tournant autour de la tangente DA\ Nous avons trouvé tout à l'heure que la valeur de r pouvait être considérée comme égale à
-p a une quantité près inuniment petite par rap-
vr
port à T \ donc on aura dans ce cas , en partant du sommet D,
I— j— %v\*iaY^ Il i
A = 27rhm. 2V2a^^.M'H= -^^^— ^=^\'k y S lay y
y désignant l'ordonnée de l'extrémité de l'arc générateur.
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APPLICATIONS MÉCANIQUES
iOO. Vitesse. — Dans un mouvement uniforme on appelle vitesse l'espace parcouru dans l'unité de temps , ou le rapport d'un espace quelconque au temps employé à le parcourir.
Dans im mouvement varié continu, c'est-à-dire tel , que dans aucun intervalle de temps , si petit qu'il soit , il ne soit uniforme, on aperçoit facilement qu'il n'y a pas lieu à considérer utilement ce rapport ; mais y a-t-il cependant dans un pareil mouvement quelque chose qui ait une telle analogie avec la vitesse dans le mouvement uniforme, et une telle similitude dans la manière de l'employer, qu'il soit convenable de lui appliquer la même dénomination et de généraliser ainsi le sens du mot vitesse?
Considérons un point qui se meuve d'une manière quelconque sur une courbe donnée, et supposons que la loi de son mouvement soit détefininée par la fonction F [t) qui, pour une valeur quelconque du temps / , représente la longueur de l'arc AM [fig* 44) qi^i sépare le point M où le mobile se trouve à cette époque, d'une origine fixe A.
Après un certain temps h , il sera parvenu en un autre point N, et le rapport de l'espace parcouru au temps
MN
ment, la vitesse moyenne —j- ou
variera en même temps et tendra vers une certaine limite qui ne sera autre chose que la dérivée de F (f ) par rapport à f 5 et que nous appellerons la vitesse du mobile an point M .
Ainsi, dans tout mouvement d'un point, on appelle vitesse à un instant quelconque la limite de la vitesse moyenne du point dans un intervalle infiniment petit à partir de cet instant.
Si Ton désigne par v^ la vitesse, on aura
d'où il suit que -y diffère de u d'une quantité qui tend
vers zéro en même temps que h, La désignant par w, on aura donc
MN = vh^ usli.
Donc, toutes les fois que MN devra être employé comme terme d'un rapport ou d'une somme dont on n'ait à considérer que la limite, on pourra supprimer le terme wA, qui est infiniment petit par rapport à l'A, et prendre \fh comme mesure de l'espace MN parcouru dans le temps h \ c'est-à-dire que dans tout mouvement varié l'espace parcouru est le produit de la vitesse par le temps, pourvu que ce temps soit infiniment petit. Ce que nous avons nommé vitesse joue donc le même rôle dans le mouvement varié que ce que l'on avait d'abord appelé
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vitesse dans le mouvement uniforme, mais à la condition de ne considérer que des espaces infiniment petits.
Si dont; on avait à calculer l'espace parcouru pendant un temps fini par un point mobile dont ou connaîtrait la vitesse en fonction du temps , il suffirait de chercher la limite de la somme des produits des intervalles infiniment petits dans lesquels on décomposerait ce temps, par la vitesse positive ou négative au commencement de ces intervalles respectifs. Car ces produits ne dilTéreraient des espaces réellement parcourus dans les intervalles correspondants, que de quantités infiniment petites par rapport à ces espaces mêmes.
Cest cette identité dans l'emploi de la vitesse, pourvu qae les temps soient infiniment petits ^ qui justifie Textension donnée au sens de ce mot , et non pas seulement le droit que Ton a en général de fixer arbitrairement le sens des mots que Ton introduit.
402. accélération. — Pour ne pas entrer dans des détails trop spéciaux de mécanique, nous nous bornerons ici à considérer le mouvement varié rectiligne.
Le plus simple de tous les mouvements variés est celui où la vitesse augmente toujours de quantités égales dans des intervalles de temps égaux , quels qu'ils soient. Un pareil mouvement est dit uniformément accéléré^ et Ton y donne le nom spécial d'accélération, à Taccroissement positif ou négatif de la vitesse dans l'unité de temps , ou au rapport d'un accroissement quelconque de la vitesse au temps employé à le produire.
Considérons maintenant un mouvement rectiligne varié, où la vitesse i^ est représentée par une fonction quelconque <f [t) du temps. Soient h un accroissement infiniment petit donné kt^k l'accroissement correspondant de ^'. Concevons un inouvement uniformément
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accéléré tel, que dans le même intenralle de temps A, il y aorait le même accroissement de vitesse A-; -- sera Tac-
célération dans ce mouvement, ou raccélération moyenne dans le mouvement réel considéré pendant Tintervalle h.
La limite de cette accélération moyenne ^9 qui est la
dérivée de v par rapport à £, est ce que l'on nommé V accélération dans le mouvement donné, à Tinstantquc Ton considère.
Je 103. Cela posé, j ayant pour limite f'(£) , on a, eu
désignant par o» uife quantité infiniment petite,
d'où
Donc on peut remplacer A* par Af'(f) lorsque k est uu terme d'un rapport ou d^une somme dont on considère la limite; et par conséquent raccroissement k de la vitesse s'obtiendra comme dans le mouvement uniformément accéléré, en multipliant l'accélération par Taccroissèment du temps, mais à la condition que cet accroissement sera infiniment petit.
On voit par là que Faccroissemcnt de la vitesse dans un temps fini peut être considéré comme la limite de la somme des produits des parties infiniment petites de cet intervalle par les accélérations correspondantes. C'est ce que Ton exprime quelquefois en disant qu'un mouvement varié quelconque peut être considéré comme composé d'une infinité de mouvements uniformément variés.
Lorsque nous avons calculé au contraire raccroissement de Fespace parcouru, le mouvement était considéré comme composé d'une infinité de mouvements uniformes.
11 eut été inutile, dans ce cas, de pousser rapproximation plus loin dans les élémenls infiniment petits; la limite de la ^omme aurait été absolument la même.
iOé.Poids spécifique et tlensàé dans les substances non homogènes, — On appelle poids spécifique d'une substance homogène son poids sous Tunité de volume, ou le rapport du poids d'un volume quelconque à ce volume. Supposons maintenant une substance non homogène, mais dont la nature varie d'une manière continue; et nous ferons consister cette continuité en ce que si l'on considère dans le corps deux volumes infiniment petits, égaux et infiniment voisins, le rapport du poids au volume variera infiniment peu de l'un à l'autre. Cela posé, nous appellerons poids spé^ cifique en un point donné d'un corps non homogène, la limite du rapport du poids au volume d'une partie du corps renfermant ce point, et dont toutes les dimensions tendent indéfiniment vers zéro. Cette limite sera une fonction des trois coordonnées du point. On reconnaîtra facilement, parles mêmes considérations que dans les questions précédentes, qu'un volume infiniment petit du corps aura un poids qui ne différera que d'une quantité infiniment petite ^ par rapport à lui-même, du produit de ce volume par le poids spécifique relatif à l'un quelconque de ses points. Cette quantité pouvant être négligée sans erreur dans les résultats des questions qui ne dépendent que des limites des sommes ou des rapports, il s'ensuit que le poids spécifique, tel que nous l'avons défini, joue le même rôle dans le cas des corps non homogènes que le poids spécifique défini d'abord dans les corps homogènes ; seulement, il ne faut l'appliquer qu'à des volumes iufiniment petits dans tous les sens.
Ainsi, par exemple, pour avoir le poids total du corps, il suffira de chercher la limite de la somme des produits
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des volumes inGtiîment pclîts dans tous les sens dans lesquels on décomposera le volume du corps, par le poids spécifique de la substance, en un point quelconque de la pai-tie correspondant respectivement à cbacun de ces éléments de volume. En substituant dans ce qui précède les masses au poids , il faudra substituer au poids spécifique la densité y el toutes les conséquences précédentes se reproduiront si identiquement , qu'il est inutile de s'y arrêter.
lOo. Application aux centres de grax^ilé des corps non homogènes. — On suppose donnée la fonction des coordonnées qui exprime le poids spécifique en un point quelconque. Il suffira donc de décomposer le corps en éléments infiniment petits dans tous les sens, de prendre pour poids de chacun d'eux le produit de son volume par le poids spécifique rapporté à l'un quelconque de ses points ou à tout autre point infiniment voisin, lequel pourra aussi être pris comme s'il était le centre de gravité de l'élément luîmème. Il résultera de là, soit dans les poids, soit dans les moments de ces éléments, des erreurs infiniment petites par rapport aux poids et aux moments exacts, et par conséquent la limite de la somme des poids sera le poids même du corps, et la limite de la^omme des moments, par rapport à un plan quelconque, sera exactement égale au moment de la résultante. Les trois coordonnées du centre de gravité du corps seront donc encore déterminées par des limites dt; sommes d'infiniment petits. Seulement il faut remarquer que dans le cas des corps homogènes, nous avons pu les décomposer en éléments infiniment petits dans deux sens seulement, tandis que les corps non homogènes doivent être décomposés en éléments infiniment petits dans tous les sens.
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CHAPITRE XVI
REMARQUES ET THÉORÈMES PROPRES A FACILITER l'emploi des INFINIMENT PETITS.
106. Des termes que Von peut négliger dans les équations. — Lorsque les deux membres d'une équation ont des limites finies et que ce sont ces limites que Ton a à considérer, on peut évidemment se dispenser de tenir compte des termes dont la limite est zéro, quoiqu'en les supprimant l'équation devienne inexacte. Comme on ne cherche que Féquation aux limites et qu'elle n'est pas altérée par là, les résultats sont exactement les mêmes, et Ton s'est débarrassé quelquefois d'une multitude de termes très-compliqués. Ainsi toute suppression ou altération quelconque qui n'a d^ autre effet que de faire négliger des termes infiniment petits dans une équation finale dont les deux membres ont des limites finies y peut être faite sans aucune erreur dans les résultats,
107. Si les membres d'une équation avaient des limites ^ales à zéro, et se composaient d'infiniment petits de différents ordres , par exemple du premier et d'ordres supérieurs , on peut , par la même raison , se borner à écrire les termes du premier ordre. En effet, une équation dont les deux membres ont pour limite zéro n'est pas destinée à rester sous cette fornae, puisqu'elle conduirait à l'égalité insignifiante 0 = 0. On conserve souvent cette forme pour la commodité de l'écriture, mais on doit toujours en revenir aux quantités finies. Si c'est en divisant les
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deux membres par un infiniment petit du premier ordre, les termes d'ordre supérieur au premier conduiront à la limite zéro, ceux du premier à des limites finies, et ron se retrouve dans le cas précédent. Si cette équation est employée pour donner l'expression d'un infiniment petit au moyen des autres, et que cet infiniment petit doive être un terme d'un rapport ou d'une somme dont on cherche la limite, on sait qu'où peut l'altérer, sans erreur dans les résultats, de quantités infiniment petites par rapport à lui-même. On a donc le droit de négliger, dans l'équation d'où l'on tire sa valeur, tous les termes d'un ordre supérieur au sien.
11 est évident que dans cette même équation on peut, au lieu des facteurs infiniment petits du premier ordre , substituer d'autres quantités dont le rapport avec eux ait pour limite l'unité, ou en diffèrent de quantités infiniment petites par rapport à eux^ car ce n'est qu'ajouter ou supprimer dans les membres de l'équation des termes d'ordre supérieur au premier.
Ces raisonnements s'appliquent également aux équations dont l'ordre le moins élevé est supérieur au premier. On peut généralement se dispenser d'écrire ceux d'un ordre plus élevé que le moindre.
Remarque. -^ Il y a cependant une attention à avoir : il peut arriver que dans une équation non simplifiée il y ait des termes du premier ordre et d'ordres supérieurs , et qu'après avoir exécuté les opérations indiquées ceux du premier ordre se détruisent entre eux. Dans ce cas , si Ton a négligé des termes du second ordre, et que pour employer l'équation résultante on divise ses Jeux termes par un infiniment petit du second ordre, afin de ne pas arriver à o = 05 ou que Ton tire de cette équation la valeur d'un infiniment petit du second ordre, qui doit entrer comme terme d'un rapport ayant une limite finie, il est évident
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que les résultats sont inexacts, puisque les termes supprimés y auraient introduit des quantités finies.
Si, par exemple, on avait l'équation suivante, dans laquelle h et k désignent des quantités infiniment petites du premier ordre ,
sin{r -\- h) — sin x -h ces (jç -h X j — cos r
-h X sin^— hcosx-h AX'4- B^* -hCA' = o,
et que dans les calculs précédents on eût négligé des termes .qui feraient disparaître A/r*, il y aurait erreur dans les résultats si Ton se servait de cette équation pour en tirer la valeur de A ou de fc et la substituer dans une autre. Cela tient à ce que, non-seulement les quantités finies disparaissent de Téquatioii , mais en groupant convenablement les termes on reconnaît que tous les termes sont du second ordre et que, par conséquent, on n^avait pas le droit de négliger A A*.
En effet,
sin (x -\- h) —
- sin x =
2 sin
COS ix
cos(^4-^-) —
- cos X =
— 2 sin
- Sin
donc
sin (x -hà) — sinx —
h cos.r =
:^2 sin
COS Ix
■ h COS j:.
Mais , puisque sin - et - ont pour limite de leur
rapport l'unité, leur différence est infiniment petite par rapport à l'un quelconque des deux ; donc , en désignant par M une cpiantité infiniment petite, on a
sin - = — h w /? ^
et, d'après ce qu'on a vu dans la trigonométrie élémen- I. * lO
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taire, w est du second ordre; de plus, cos ( a -f - \
diffère de cos x d'une quantité infinimeut petite du pre— mier- ordre, d'après Je théorème général (n** 71) ; en la désignant par a , on peut poser
cos donc
. h 2 sin - cos
\x A j == cos X H- a ;
( j: -h - ) = 2 ( --h w/* ] (cos j: -h a)
h cos .r -h 2wA cos a: -h Aa -f- 2w/ia.
En en retranchant h cos x, il reste donc des produits de deux ou de trois infiniment petits , dont le plus grand est du second ordre. Il en serait de même de Tensemble des trois termes
cos [y '\- k) — cos ^ -h ^ sin ^- .
Le premier membre de Téquation pouvant ainsi être considéré comme composé de termes du second ordre et d'ordres supérieurs , si Ton néglige des termes du second ordre, qu'on divise ensuite par A*, ou par tout autre infiniment petit du second ordre , et qu'on passe aux limites , on aura une équation fausse, puisqu^il manquera des termes finis. Et , par la même raison , on n'aurait pu l'employer à donner la valeur d'une des quantités qui y entrent.
Triangles infiniment petits,
108. 1°. Supposons un triangle ABC dont les trois angles tendent vers les limites a, S, y et les trois côtés a, i, c vers zéro. Les rapports des côtés auront pour limites les rapports des sinus des angles a, 6, y.
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Ainsi , par exemple, oii a les équations exactes
a sin A . a sin a
b sin B ' t ~ sin 6
Mais il n'y a aucun inconvénient à écrire
<7 sin a . sin a
b sm ç Rin 6
si a est un ternie d'un rapport ou d'une somme doiii
on cherche la limite: car -7 ayant pour limite -: — r en
b *' ^ sm (5
diffère d'une quantité infiniment petite w et l'on a
n sin a b sin a ,
7 = -r-^ + «w ou tf = . - -+- ^w. c) sm 6 sin €
... T j 1 . *sina
^Ainsi en prenant, au lieu de a* la partie — ; — —^ on '^ ^ sin6
néglige une quantité infiniment petite par rapport à a,
ce qui, dans la question supposée, ne donnera aucune
erreur dans les résultats.
Or il y a souvent beaucoup d'avantage à introduire ainsi les angles limites aux angles variables^ comme nous le verrons par quelques exemples.
2°. Dans un triangle ABC dont Tangle A tend vers un angle droit et les côtés vers zéro , on peut calculer le côté c par la formule
au lieu de la formule exacte
<ï' = 6^ H- c' — 2 fcr cos A .
Car cos A tend vers zéro ^ donc 2 bc cos A est infiniment petit par rapport à aèc, et, à plus forte raison, par rapport à ft' + c*, qui est toujours plus grand que ^bc,
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Ainsi a' difiei-e de b* + c' d'une quantité infinîmcDC
petite par rapport à lui-même^ ou encore t; ; a pour
limite Ttinité.
D'où il suit que . a aussi pour limite 1 unité,
ainsi que toutes les puissances de ce rapport.
On pourra donc substituer v6* -\- c^ k a toutes les fois que cette quantité sera un terme d'un rapport ou d'une somme dont on n'a à considérer que la limite.
109, Ordre infinitésimal de dii^erses lignes qu'on n soutient à considérer dans un triangle rectangle inji^ niment petit.
Soient Â [fig- 45) l'angle droit du trianglejABC, dont le côté AB ou c est infiniment petit du premier ordre, ainsi que l'angle B ; AI la perpendiculaire abaissée de A sur l'hypotéuuse. On aura
AC == r tang B , AI = c sin B , Cl = c sin B tang B ,
et comme sin B et tang B sont du même ordre que B , puisque leur rapport à B a une limite non-seulement finie, mais encore égale à Tunité, il en résulte que AC et AI sont infiniment petits du second ordre, et IC du troisième.
Calculons maintenant la différence de Thypoténuse au côté adjacent à l'angle infiniment petit,
BC — BA
CCS B cos B
et comme sin - est du premier ordre, ainsi que c, il s'ensuit que BC — BA est du troisième.
Le segment CI étant aussi du troisième, on peut se proposer de trouver la limite de son rapport à BC — BA .
uKs «Nantîtes comsidérkës commk limites. i4o D'après les formules précédentes, ce rapport a pour valeur -• Mais la limite ne sera pas changée en sub-
2 sin' -
sliluaut à chacun de ces sinus l'arc correspondant dont le rapport à ce sinus est Tunité -, on trouve ainsi 2 pour
limite de — -— ; de sorte que si l'on décrit de B comme
CH I
centre Tare AH, — tend indéfiniment vers -; et le point
H peut être regardé comme le milieu de CI , à une quantité près infiniment petite par rapport à CI.
110. Triangle infiniment petit ayant un côté infiniment petit par rapport à un autre. — Soit BC (fig, 46) infiniment petit par rapport à AB-, en abaissant BI perpendiculaire sur AC , — ou sin A sera plus petit que —
qui, par hypothèse, est infiniment petit ^ il en sera donc de même de sin A, et par suiie de Tangle A.
Quant au rapport —7 il a nécessairement pour limite
Tunité, puisque la difTérence. de ses deux termes est moindre que le troisième côté BC , et que, par hypothèse, ce dernier est infiniment petit par rapport à l'un des deux.
Corollaire. — L'angle CAB ayant pour limite zéro, il s'ensuit que si l'un de ses côtés tend vers une direction limite^ soit que A reste fixe , soit qu'il se déplace, l'autre aura pour limite la même direction.
Et plus généralement, si par un mouvement quelconque, deux points A et B {fig' 4j) se rapprochent indéfiniment l'un de l'autre, de manière que la direction AB tende à être parallèle à une certaine droite fixe 5 que Ton con sidère deux points A', B' dont les distances respectives à
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petiie par rapport à lui-même-, ou encr ^^.^^ ^^^^ p^.^_ limite l'unité. ^ ^j^g^ ^ a pour li-
D'où il suit que Jr=^ * '
^ . ^ iî^ est infiniment peti t ,
ainsi que toutes les pmssar .^«-"aB'
On pourra donc sub' /i ]'esf, donc l'angle A' B' A
fois que ««"«7;""X^^"fi„, les droites A'B', ABfont
d'une somme dont '.^V^^^. J,, ,,, ,,^0, et par consé-
Ordre '..^^V^j^nt la même limite. Cette propo
souvent à '•/^^vf^.(,ns assez fréquentes.
mment P' /^%"^'^ ^eux angles infiniment petits dit
, r <V^ Soient A et B {fie- 48) les deux anle cô- „l,^ ^ . ^^^^.^^^^^ Cl perpendiculaire sur
"" /V'^lns d'abord quelle serait la Umite de la "' C^'^ r^mi C , qui est la même évidemment que
>■'"' ^]Xh si o« 1»'«««'» ^^ invariable pendant que
i'"''? rendraient vers zéro.
Or^^ AI _ ung B
Ib "" tang A '
dor^^
AI . tangB ,. B
C donc on connait la limite du rapport des deux angles Îfiniment petits du même ordre , on aura la limite du ;ammet C, en partageant AB en raison inverse des angles
en A et B. . , . a
Supposons maintenant que le côté AB soit lui-même infiniment petit du premier ordre, et proposons - nous d'évaluer la différence entre sa longueur et la somme des deux autres côtés.
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^Ism'— ?. Blsin'-
—-^ et BC — BI= ""'
cos B
''fférciices esl la différence clier-
ciles est un infiniment petit du
a. moins, puisque AI et BI sont moin-
*j qui est du premier ordre, et que sin* ~ et
.lU* - sont du second ordre. On peut même dire qu'elles
sont précisément du troisième ordre toutes deux, dans le cas supposé où A et B sont du même ordre ^ car alors les deux segments AI et IB sont dans un rapport fini avec AB, et sont par conséquent du premier ordre. // résulte de là qiie la différence entre AB et AC -h CB est un infiniment petit du troisième ordre au moins.
Ou, eu d'autres termes, cette différence est du même ordre que le cube de l'arc.
L'ordre de cette différence s'élèverait si les angles i'iaient d'un ordre plus élevé que le côté.
112. Triangle ayant un angle infiniment petit du premier ordre , compris entre deux côtés infiniment petits du premier ordre. — Soit A {fig* 49) l'angle donné; la somme des deux autres a pour limite deux droits. On peut maintenant faire plusieurs suppositions sur les deux f ôlés donnés.
Si la limite de leur rapport est finie et différente de l'unité, l'un des angles opposés tendra nécessairement vers zéro, l'autre vers deux droits. Car, sans cela, le rapport limite de leurs sinus serait nécessairement l'unité, contrairement à la supposition.
Supposons maintenant que la limite de leur ra})port soit l'unité. 11 peut alors se présonlcr trois cas.
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1°. Si leur différence est du second ordre, prenons
AB' = AB; B'C sera du second ordre. Mais BB' est du
second ordre à cause du triangle isocèle ABB' qui donne
A BB'= 2 AB sin -; ainsi BC sera du second ordre, et le
rapport -~ a une limite finie quelconque. Or Tangle B^
tend vers un angle droit-, donc l'angle B'BC, et par suite C 5 a une limite finie qui peut être quelconque et dépend du rapport de CB' à BB'.
2*^. Supposons que leur différence soit d'un ordre compris entre i et 2. Alors BB' étant du second ordre, B'C d'un ordre moindre, et BC le plus grand cèté du triangle BB'C , comme opposé à l'angle obtus B' 5 il s'ensuit que BC est du même ordre que B^C, et même que leur rapport a pour limite l'unité, puisque leur différence, étant moindre que BB', qui est du second ordre, est infiniment
BB
petite par rapport à ces lignes mêmes. Le rapport
ayant zéro pour limite , l'angle C tendra vers zéro, et, par suite, l'angle ABC vers deux droits.
3°. Soit la différence d'un ordre supérieur à 2. Alors
r—p a pour limite zéro 5 donc l'angle B' BC a zéro pour limite et l'angle ABC a la même limite que ABB', ou un droit: il en est de même par suite de l'angle C.
Si l'angle A était d'un ordre quelconque m au lieu d'être du premier comme les côtés, il faudrait, dans ce qui précède, substituer 1 -h m à 2.
Remarque. — II est bon de remarquer que dans ces trois cas, c'est-à-dire toutes les fois que le rapport des deux côtés donnés a pour limite l'unité, le troisième est infiniment petit par rapport aux deux autres.
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CHAPITRE XVII
COURBURE DES ARCS DE COURBES PLANES QUELCONQUES, ET DIVERSES PROPOSITIONS
QUI s'y rapportent.
113. La courbure d'un arc convexe est l'angle que forment entre elles les directions du premier et du dernier élément de cet arc^ c'est l'angle des tangentes extrêmes : il exprime la quantit.é dont la courbe a successivement dévié de la ligne droite dans l'étendue de cet arc. Si cet angle variait proportionnellement à l'arc , on aurait la courbure, pour une unité de longueur, en divisant ceUe d'un arc quelconque par la longueur de cet arc.
Mais dans une courbe quelconque, si Ton divise cet angle par la longueur de l'arc, on aura seulement la courbure moyenne de cet arc , rapportée à l'unité de longueur, c'est-à-dire celle que l'on trouverait pour un arc égal à l'unité , si la courbure variait proportionnellement à l'arc 9 comme dans le cercle , et de manière à obtenir la courbure donnée pour une longueur égale à celle de Tare dont il s'agit.
Cela posé, si, à partir d'un point quelconque d'une ligne courbe , on prend un arc de grandeur arbitraire , sa courbure moyenne variera à mesure que cet arc diminuera indéfiniment-, et elle tendra vers une limite déterminée , qu'on appelle courbure de la ligne au point que l'on considère. Cette limite est, pour employer le langage reçu dans le calcul infinitésimal, la courbure d'un arc infiniment petit, rapportée à l'unité de longueur, cet .arc commençant au point que l'on considère. C'est une no-
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lion importante dans Tétudc approfondie de la constitution d'une courbe.
114. Si Ton considère Tinclinaison cp de la tangente sur un axe fixe, comme une fonction de Tare s pris à partir d'un point fixe quelconque de la courbe, la courbure 0) d'un arc h n'est autre chose que l'accroissement de la fonction ç correspondant à l'accroissement h de
l'arc 5^ on a donc
M étant une quantité finie dépendant de la valeur de s relative à la première extrémité de Tare et de sa longueur h. Et de même pour une fonction quelconque, si l'on changeait s en 5 -h /*i , et qu'on désignât par w, l'accroissement correspondant de w, on aurait
Si A, = A, on a
et il en serait de même pour les accroissements d'ordre plus élevé, comme nous Tavons vu en général pour toutes les fonctions (n° 74).
115. Dans un cercle, la courbure d'un arc quelconque s'obtiendrait en multipliant celle d'un arc égal à l'unité par la longueur de l'arc donné. Dans une courbe quelconque, il n'en sera plus ainsi évidemment ] mais si l'on ne considère qu'un arc infiniment petit, le produit de la courbure, en une de ses extrémités, par sa longueur, en donnera la courbure à une quantité près, infiniment pe-^ tite par rapport à elle, puisque le rapport de la courbure exacte de cet arc à l'arc même ne diffère que d'une quantité infiniment petite de la limite que nous appelons courbure en un point. De sorte que si cette courbure d'un arc infiniment petit ne doit être considérée que comme élément d'une somme dont on cherche la limite, il n'y
DES QUA?ITITÉS CONSIDÉBÉES COMME LIMITES. l55
aura aucune erreur dans le résultat^ et par conséquent, dans la recherche de la courbure d'un arc fini , d'une courbe quelconque, on peut agir de la même manière que si c'était un cercle, pourvu qu'on partage cet arc en parties infiniment petites , et que pour chacune d'elles on prenne pour courbure de T uni té de longueur la couii?ure en un quelconque de ses points.
116. Le cercle ayant jine courbure constante, il est naturel de le prendre pour terme de comparaison, et de faire connaître la courbure d'une ligne en un de ses points, en donnant le rayon du cercle dont la courbure rtt la même. Ce cercle se nomme cercle de courbure y et son rayon, rayon de courbure. Si on le place tangentiellement à la courbe au point que l'on considère, en tournant sa concavité du même côté qu elle, son centre, considéré relativement à ce point de la courbe, prend le nom de centre de courbure.
La courbure d'un cercle en un de ses points , ou la courbure d'un arc de ce cercle égal à l'unité étant le rapport de r angle de ses tangen les extrêmes ou de ses normales extrêmes à la longueur même de cet arc , sera égal Funilé divisée par le rayon du cercle, puisque nous appelons angle le rapport de Tare au rayon. Il s'ensuit donc que la courbure d^ une ligne quelconque, en un de ses points^ est égale à V unité dis^isée par le rayon de courbure en ce point,
117. Le centre de courbure est la limite du point de rencontre de deux normales infiniment voisines, — Soient , en effet, M [pg^ 5o) un point quelconque d'une courbe, MT la tangente, M'iN la tangente au point infiniment voisin M', O le point de rencontre des nonnales en M, M'. Les quatre points M, N, M', O seront sur un cercle ayant pour diamètre NO, dont la limite est la même que celle de MO ou M'O. L'arc de ce cercle compris entre M et M'
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diilëre de sa corde, et, par suite, de Tare MM' de la courbe, d^une quantité infiniment petite par rapport à lui-même \ on pourra donc le remplacer par ce dernier, sans qu'il en résulte aucune erreur dans les limites des rapports.
Mais Tangle inscrit MOM' est égal à Tare de cercle intercepté divisé par le diamètre : il est d'ailleurs égal à
TNM'. Donc -^^^, = ^, lare MNM' étant celui du arc MNM' NO
cercle. Le remplaçant par l'arc MM' de la courbe, on
aura , en passant aux limites,
,. ÏNM' i 1
lira
MM' lini.JNO lim.MO
TNM' Mais' lim. -rrrr étant la courbure en M est égale à l'unité MM
divisée par le rayon de courbure.
On voit donc que la limite de MO est égale au rayon de
courbure 5 et le centre de courbure en un point quel-
conque est la limite du point de rencontre de la normale
en ce point a^ec la normale infiniment voisine.
H8. Les courbures des deux moitiés d'un arc infiniment petit de premier ordre j ne peuvent différer que d^un infiniment petit du second, — Car si h désigne la longueur de cet arc et w', «'' les courbures des deux moitiés , on aura
a>'=rM^,
M étant une quantité finie. Mais tù" n^étant autre chose
que la valeur que prend o)' quand on change dans M, s
en 5 H — 5 on aura , par ce qui précède ,
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M' étant une quantité finie. On voit donc que les courbures des deux moitiés d^un arc infiniment petit du premier ordre ne peuvent dîfierer que d'un infiniment petit du deuxième ordre.
H9. La différence entre un arc infiniment petit et sa corde est du même ordre que le cube de Varc. — En effet, Tare étant compris entre la corde et la somme des tangentes extrêmes, diflGère de l'une ou de l'autre de ces deux quantités, moins qu'elles ne diflTèrenl l'une de l'autre.
Or les angles de la corde avec chacune des tangentes étant moindres que celui des tangentes entre elles, lequel est du même ordre que l'arc, sont au moins de cet ordre infinitésimal. On a donc un triangle dont un côté est infiniment petit ,*et les angles adjacents sont du même ordre au moins que ce côté; d'où il suit (n° lH ) que la différence de ce côté à la somme des deux autres est au moins du même ordre que le cube du côté , ou de l'arc qui est du même ordre que le côté. Il en est donc ainsi , à plus forte raison , de la différence de Tare à la corde ou à la somme des tangentes. Ces différences seront du troisième ordre, si l'arc est du premier.
120. La différence d'un arc infiniment petit à la tangente menée à Vune des extrémités de Varc et terminée à V ordonnée menée par Vautre, est de V ordre du carré de Varc.
Soit l'arc MM' [fig* 5i), MT sa tangente terminée à l'ordonnée P'M'; il s'agit d'évaluer Tordre infinitésimal de la différence entre MT et cet arc.
Remarquons d'abord en général que la portion M'T de V ordonnée est du second ordre. Car on a la proportion M'T sinM j, ^ „,^ MM'sinM MM' sm T ' sm T
Mais nous avons vu que l'angle M est au moins du même
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ordre que l'are ou la corde MM' et sin T est fini 5 donc la partie M'T d'une sécante quelconque faisant un angle fini auec la tangente est de l* ordre du carré de MM' ou de l'arc proposé.
Si maintenant on abaisse M'I perpendiculaire sur MT, MI différera de l'hypoténuse MM' d'un infiniment petit de Tordre du cube de MM' au moins (n° 109), de plus IT est de l'ordre du carré de MM', puisqu'on a
IT= M'TcosT,
et IT, étant la différence de MT à MI, est la différence de MT à l'arc MM' en négligeant un infiniment petit dé l'ordre du cube de MM'^ d'où il suit, comme nous l'avons annoncé, que cette dernière différence est de l'ordre du carré de l'arc. Elle sera donc du second ordre si l'on prend l'arc du premier.
Il en serait de même pour la tangente menée au point M' et terminée à l'ordonnée MP. L'une de ces tangentes est plus grande que l'arc , l'autre plus petite.
121. Remarque. — On peut conclure de ce qui précède que les longueurs des deux normales en M, M' terminées à leur point de rencontre O diffèrent d'une quantité qui est au moins du second ordre. Car cette différence est la partie d'une de ces normales, comprise entre le point M' et le cercle décrit de O comme centre avec OM pour rayon. Or ce cercle étant tangent à la courbe en M, il suffit d'appliquer la proposition qui vient d'être démontrée sur M' T. La différence des normales est donc au moins du second ordre. Nous pourrions pousser l'appréciation plus loin.
On peut tirer de là une conclusion qui a quelquefois de l'utilité dans les problèmes de géométrie : c'est qu'une courbe dont les normales passent toutes par un même point, est nécessairement un cercle. En effet, en parta-
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géant un arc iioi de la courbe en parties infiniment petites du premier ordre, les accroissements successifs des normales , comptées à partir du point constant de leur rencontre , seront du second ordre, et la limite du rapport de la somme de ces accroissements à la somme des arcs sera zéro. Donc l'accroissement total de la normale est Dul, et tous les points du lieu sont également distants du point fixe. Ce lieu est donc un cercle, dont le point fixe est le centre.
122. Considérons un arc infiniment petit a, appartenant à une courbe quelconque, dont les arcs pris à partir d'une origine fixe sont désignés par s ; partageons-le en parties ^ales a , infiniment petites du second ordre, si a est
regardé comme du premier*, ce qui veut dire que — tend
vers une limite, finie, lorsque a tend vers zéro. Désignons par ft> la courbure d'un quelconque de ces arcs a, on aura (tt« 114)
b) = Ma ,
M désignant une quantité finie.
Comparons maintenant les valeurs extrêmes o)', &)'' dew. Pour avoir &>' il faudra , dans M, mettre pour s la valeur correspondante à la première extrémité; pour avoir co'' il faudra changer s en 54- A, A n'étant autre chose que a — a, et par conséquent du premier ordre. M croîtra donc d'une quantité du premier ordre , que l'on pourra désigner par Mia, Mi restant fini; d'outil suit «" — w' = Mfaa.
Ainsi la différence des courbures des arcs extrêmes a est du troisième ordre.
123. Expression de la perpendiculaire abaissée d'une extrémité d'un arc infiniment petit sur la tangente menée à Vautre extrémité.
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Soit OB (fig. Sa) la tangente à rextrémité O de l'arc OA =/i infiniment petit du premier ordre, et AB la perpendiculaire , dont nous allons chercher l'expression en fonction de la longueur a de l'arc et de sa courbure £1 , en nous assujettissant à ne n^liger que les infiniment petits du troisième ordre. Pour cela nous décomposerons a en parties égales a infiniment petites du second ordre , dont le nombre m croîtra indéfiniment à mesure que a tendra vers zéro.
La relation
donne
— = ~ ? ou w = - ; ma a
de sorte que — est infiniment peut du premier ordre, et
fl^ . ^ /> .
am ou — est une quantité Imie.
Cela posé, soit MN un quelconque des arcs a qui composent OA, et correspondant à OM= mx-^ formons le triangle MNI au mojen de la corde MN, de la parallèle MI à OB et de la perpendiculaire NI 5 AB sera la somme des m valeurs que prendra NI quand n prendra les nt valeurs o, i, 2,..., (m — 1).
C'est-à-dire que l'on aura
AB = 2 MNsinNMI,
cette somme se rapportant aux m arcs égaux qui composent OA. Remarquons d'abord que, si dans l'expression générale de l'élément MN sin NMI, on considère un terme infiniment petit de l'ordre ;;, il fournira dans la somme un terme de l'ordre p — i . En effet, on peut le représenter par ViaP^ K étant une quantité finie variable. La somme des m valeurs qu'il prend est égale à la somme des facteurs aP multipliée par une moyenne Ri entre les premiers fac-
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leurs A", c'est-à-dire à mKi a^. Ce qui est évidemment de Tordre p — i , puisque ma est une quantité finie. Procédons maintenant au calcul de la somme en question, en négligeant dans sa valeur totale les quantités infiniment petites du troisième ordre.
Nous voyons d'abord qu'à ce degré d'approximation nous pouvons substituer Tare a à sa corde MN, car leur différence est de l'ordre de a'-, c'est-à-dire du sixième, puisque a est du second : et comme l'angle NMI est moindre que l'angle a que la tangente en M fait avec OB, augmenté de la courbure w de MN, et à plus forte raison moindre que Î2 qui est du premier ordre, on voit cpi'en prenant a. au lieu de la corde MN, on néglige dans l'expression générale de NI une quantité du septième ordre, au moins. Or, d'après la remarque précédente, elle ne pourra donner dans la somme qu'une quantité du sixième ordre : on peut donc la négliger au degré d'approximation que nous nous sommes proposé, et prendre pour valeur de AB l'expression
îasinNMI.
On peut encore la simplifier en remplaçant si n NMI par l'angle NMI-, car leur différence étant du troisième ordre, son produit para sera du cinquième, ce qui ne produirait sur AB qu'une erreur du quatrième. Donc nous pouvons prendre pour NI l'expression plus simple
a. NMI.
El même nous pouvons remplacer NMI par (p dont il diffère d'un angle moindre que la courbure de MN qui est du second ordre ^ car nous négligeons ainsi dans a. NMI une quantité du quatrième ordre qui ne pourrait affecter AB que d'une erreur du troisième ordre, que nous devons I. II
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négliger. Ainsi, au degré d'approximation demandé, nous pouvons prendre
AB =r 2 ça.
Il faut maintenant exprimer (p au moyen de Tare OM= na^ afin de pouvoir effectuer cette sommation.
Cet angle f n'est autre chose que la somme des courbures w des n premiers arcs a 5 et si elles étaient toutes égales à la courbure cd' du premier, ^ serait égale à ntù' . Or il est facile de voir qu'on peut les considérer ainsi, au degré d'approximation demandé.
En effet, d'après le n° 122, une quelconque des différences c«) — w' est un infiniment petit du troisième ordre. Ainsi la différence àe(f knisJ est égale à n quantités du troisième ordre, et peut se mettre sous la forme Ana', A étant fini 5 or celte quantité est moindre que Arna^ qui est du second ordre , puisque ma est fini j donc Ana^ est au moins du second ordre. En prenant donc (f = ntà\ l'erreur est du second ordre, et (foc est en erreur d'une quantité du quatrième, qui ne produira sur la somme 2 ça qu'une erreur du troisième, que nous devons négliger. Nous pouvons donc nous borner à la valeur beaucoup plus simple
AB = Z «aw' = aw' 2 /^.
Mais n passant par toutes les valeurs de o à m — i , on a
Donc
AB = — ^ = (m — I ) w' . - .
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Mais on peut substituer mk m — i , vu qu'il n'en résulte pour A6 qu'une erreur du troisième ordre : et par les mêmes raisons que précédemment, ma/ ne difi%re de la somme des courbures o) des m arcstx que d'une quantité du second ordre. Substituant cette somme Ai /nca', il n'en résultera donc sur AB qu une erreur du troisième ordre; et au degré d'approximation demandé, on aura enfin
aSX AB= — .
Ce qui donne le théorème suivant :
La perpendiculaire abaissée d*une extrémité d'un arc mfinim en t petit du premier ordre y sur la tangente menée à Vautre eoctrémité, est égale à la moitié du produit de ïarc par sa courbure y à un infiniment petit près du troi^ sième ordre.
124. L'angle formé par la corde d'un arc infiniment petit du premier ordre^ av^ec la tangente au milieu de cet arc, est un infiniment petit du second ordre.
Soit A A' cet arc, O son milieu , et B'OB la tangente 5 la corde AA' fait avec BB' un angle dont le sinus est égal à la différence des perpendiculaires AB , A'B', divisée par la corde. Soient îî,îî' les courbures des deux moitiésOA, O A', on aura, d'après le numéro précédent, en désignant par 2a la longueur de l'arc AA',
et, par suite,
AB= , A'B'rr: ;
AB — A'B' = (a — a').-.
Or nous avons vu (n° 114) que la diflférence des courbures de deux arcs égaux consécutifs , infiniment petits
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du premier ordre, est du second ; donc il — SI' est du second ordre 5 et , par suite , la différence AB — A'B' est du troisième, son rapport à A A' est donc du second. Ainsi le sinus de l'angle de AB avec la tangente au milieu O de Tare sous-tendu est «du second ordre ; et par conséquent aussi cet angle lui-même est infiniment petit du second ordre , comme nous T avions annoncé.
125. Remarques diverses. — Les perpendiculaires AB, A'B' étant du second o^dre, celle qu'on abaisserait du milieu I de A A' serait aussi du second 5 il en serait de même évidemment de la perpendiculaire élevée de I sur AA' et terminée à BB', ou à la courbe : et encore de la perpendiculaire abaissée de O sur A A'.
Remarquons encore que dans le triangle rectangle OAB le côté OB et Tangle O étant du premier ordre, la différence de l'hypoténuse OA à OB sera du troisième ordre. Donc aussi la différence de rare OA à OB sera du troisième ordre,
— Si Ton avait en O [fig- 53) une seconde courbe tangente à la première et ayant môme courbure en ce point , et que Von prît un arc OAi =0A, la perpendiculaire
A,Bi serait, au troisième ordre près, égale à -^,12,
étant la courbure de Tare OAi dont le rapport à f2 a Pu-
nité pour limite par hypothèse. Donc la limite du rap-
A B port -j—^ est l'unité, et, par conséquent, la différence
(le Al Bi à AB est infiniment petite par rapport à AB, et , par conséquent, d'un ordre supérieur au second.
De plus, on voit que BF^j sera au moins du troisième ordre, puisque c'est la dilïéi^nce de OB et OB, qui di(fèrcnt des arcs égaux OA , OA, de quantités du troisième ordre. 11 en résulte que A A, est l'hypoténuse d'un triangle dont un côté est d'un ordre supérieur au second, et Taulre
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au moins du troisième, et, par conséquent, AAi est d^ un ordre supérieur au second.
II est encore important de remarquer que la longueur d'une corde AS comprise entre deux courbes ayant même courbure en O , et dont la direction limite fait un angle fini avec la tangente commune en O, est d'un ordre supérieur au second. Car on a
smS et comme sin S reste fini , AS est au moins du même ordre que AA,.
Ainsi , par exemple, si Ton considère le cercle de courbure d^une courbe quelconque, qu'à partir du point de contact on prenne un arc infiniment petit du premier ordre, et que de son extrémité ou mène une sécante faisant un angle fini avec la tangente, la partie comprise entre les deux courbes sera d'un Ordre supérieur au second.
126. Si Ton mène une tangente parallèle à la corde AA', l'arc MT [fig* 53) compris entre son point de contact T et le milieu M de l'arc , ayant pour courbure l'angle de ses tangentes extrêmes, qui est le même que celui de la corde et de la tangente au milieu , sera infiniment petit du second ordre, comme ce dernier ^ d'où résulte cette proposition :
UoJ^c compris entre le milieu diin arc infiniment petit du premier ordre et le point de contact de la tangente parallèle à la corde de cet arc est infiniment petit du second ordre.
Si sur le milieu I de la corde AA' {/%. 54) on élève une perpendiculaire, elle rencontre l'arc en un point P, également distant de A et A'. Or chacune des cordes égales AP, A' P ne différant de l'arc quelle sous-tend
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que d'un infiniment petit du troisième ordre, les deux arcs AP, A'P ne peuvent avoir entre eux qu'une dîflerence du même ordre. Mais cette différence est le double de PM , puisque M est le milieu de l'arc entier : donc MP est infiniment petit du troisième ordre.
Ainsi :
MT est infiniment petit du second ordre 5
MP est du troisième ;
et, par suite^ TP est du second.
127. Si l'on joint le point I aux points M , T, et qu'oa mène les cordes PM , TP, la première sera du troisième ordre et la seconde du second, comme leurs arcs respectifs.
Or nous avons vu que IP est du second : donc V angle PIM est infiniment petit (n** HO). Mais dans le triangle TIP les côtés TP, PI étant du même ordre, le rapport des sinus des angles opposés a une limite fiuie, et, par conséquent, ces deux sinus ont des limites finies ou tendent tous deux vers zéro. Or ce dernier cas ne peut arriver : car il faudrait pour cela que le troisième angle en P tendit vers deux droits ou vers zéro, ce qui n'est pas, puisque la direction TP est infiniment voisine de celle de la tangente en M, et, par conséquent, de celle de ÀA', à laquelle IP est perpendiculaire 5 donc V angle TIP a une limite finie
Ainsi , en joignant le milieu de la corde au milieu de l'arc et au point oii la tangente est parallèle à la corde, on a deux directions, dont la première a une limite perpendiculaire à la corde ^ et la seconde, oblique.
128. Les angles formés parles tangentes attx extrémi-r tés d^un arc infiniment petit awec sa corde, p eussent être regardés comme égaux, et les tangentes comme égales, en négligeant les infiniment petits du second ordre.
Soient AA^ [fiS' ^^) ^^ ^^^ infiniment petit dii premier ordre 5 AV, A'V ses tangentes extrêmes, dont Tanglc
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extérieur V mesure la courbure de Tare ÂA'. La tangente menée au milieu M de cet arc fait avec AV, A' V des angles MTV, MT' V égaux, au second ordre près, comme mesurant les courbures des arcs ^aux AM , A'M (n** 118). Or ces deux angles di fièrent des angles respectifs A , A' de Tangle même des deux droites TT', A A', lequel est du second ordre. Donc, comme nous Tavions annoncé, les angles des tangentes extrêmes ai^ec la corde sont égaux à un infiniment petit près du second ordre ^ et donnent la mesure de la demi-courbure de Farc, à ce même degré d'approximation.
Cela posé, il est facile de prouver qu'il en est de même des côtés AV, A'V du triangle AVA'. En eflet, on a A^V _ sin A AV ""sinA'^
et comme la limite de -: — --, est la même que celle de —j
smA' ^ A'
qui est égale à Tunité, il en résulte
Il est facile d'ailleurs d'apprécier Tordre de la difleronce A'V — AV. En effet, l'équation précédente donne
(j^ j^'\ A 4- A' — ^jcos-^—
AV sin A' sin A' *
te qui est une quantité infiniment petite du premier ordre, puisque ( ) est du second et sin A' du premier. Le
rapport ~ étant du premier ordre , A'V — AV est
du second.
Donc les longueurs des tangentes extrêmes sont légales, nu second ordre près.
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129. Les angles inscrits dans un segment dont Para est infiniment petit du premier ordre, sont égaux, au se-cond ordre près.
Soient Tare A A' [fig- 56) et un angle inscrit quelconque AMA'. Si Ton mène la tangente TMT', l'angle UMA' sera partagé en deux angles , dont Tun mesure la demi-courbure de A' M et l'autre celle de AM. Donc V angle UMA' peut être regardé comme constant et égal à la demi' courbure de A A', au second ordre près.
L'angle inscrit AMA' est donc aussi constant, au se^ cond ordre près.
130. Si sur deux courbes tangentes on prend, à par-^ tir du point de contact, des arcs infiniment petits égaux, la droite qui joint leurs extrémités a pour direction limite celle de la normale commune.
Soient M [fig, Sy) le point de contact, MM'=MM, , et supposons d'abord que les deux courbes soient de côtéç différents de la tangente commune. Dans le triangle rectiligne MM'Mi, la différence des côtés MM', MMj, que nous considérerons comme infiniment petits du premier ordre, est du troisième ordre, puisque les arcs sont égaux ; de plus, l'angle compris M étant la somme de ceux que chaque corde fait avec la tangente, est aussi du premier ordre (n^ 128). Donc les limites des angles M', Mj sont des angles droits (ri*' 1 12), et comme les directions des côtés MM', MMi ont pour limite celle de la tangente en M, il en résulte que la limite de la direction de M'Mi est celle de la normale au point M.
Mais si les courbures étaient dans le même sens , les deux arcs MM', MMi seraient du même côté de la tangente, et l'angle M serait la différence des deux angles du premier ordre que les cordes font avec la tangente commune. Cet angle pourrait donc être d'un ordre supérieuir
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au premier, et nous ne serions plus dans les conditions du n° H 2. Or nous avons démontré que ces angles ne diffèrent des moitiés des courbures des arcs , que de quantités du second ordre. Si donc les courbures des deux courbes en M sont diâférenies, ce qui est le cas général , les deux angles qui mesurent les courbures des arcs MM', MMi difierent d'une quantité du même ordre que ces arcs, puisque les limites des rapports de ces angles à la longueur de Tare sont inégales. Ainsi, en laissant de côté les points particuliers où la courbure est la même, l'angle M sera toujours du premier ordre, et, par suite, les angles M', Mi ont pour limites des angles droits. Donc généralement la limite de la direction M' M, est celle de la normale cornmiine.
Exemples de la détermination des centres de courbure,
131. Cycloïde. — Soit T (Jig» 58) le point de contact du cercle générateur correspondant au point quelconque M de la cycloïde. Nous savons qu'en prenant sur le cercle un arc infiniment petit MI, menant IM' parallèle à AB et égal à MI 5 puis prenant TT'=MI = IM', le point M' appartient à la cycloïde , et T' est le point de contact correspondant du cercle générateur avec la base.
Cela posé, MT, M' T' sont deux normales infiniment voisines, et la limite de leur point de rencontre N est, d'après ce qui précède , le centre de courbure de la cycloïde, correspondant au point M.
Or, si l'on joint IT et qu'on mène MK parallèle à AB , on aura HR== TT', et on reconnaît facilement que le rapport de MH à MI et, par suite, à TT' tend vers l'unité 5 car, dans le triangle rectiligne MIH , les deux angles I et H ont une même limite finie. En effet, la corde MI a pour direction liinite celle de la tangente MU au cercle, et la
direction IHT a pour limite celle de MT 5 donc Fangle I du triangle a pour limite TMU. L'angle H du même triangle, ou son égal THK, a évidemment pour limite TMK. Or cet angle est égal à TMU , puisque , d'après les propriétés connues du cercle, MT est la bissectrice de UMK ^ donc la limite du rapport des côtés MH , MI est Tunité. Il en est donc de même de la limite du rapport de MH à l'arc MI, ou à son égal TT'. Donc la limite du
MK A;r . 1 MK
rapport =— est 2. Mais Je rapport — -^ est constamment
égal à 7^' Donc la limite de MN est 2MT, et on aura le
MN
centre de courbure O en prenant TO = TM.
Ainsi dans la cycloïde le rayon de courbure est double de la normale,
132. Ellipse rapportée à ses foyers, — Soient F, F' {fig* 59) les deux foyers, a, i les deux demi-axes, cî, â' les rayons vecteurs d'un point quelconque M de l'ellipse, M' un second point infiniment voisin de M, MO', M'a les bissectrices des angles F MF, FM'F, qui seront les normales en M , M'. Le rayon de courbure en M
MM' sera la limite du rapport -7^? puisque l'angle O' des normales est égal à celui des tangentes aux extrémités de l'arc MM'.
Comme nous n'avons en vue qu'une limite de rapports , nous pourrons , d'après les remarques faites précédemment (n° 107) , remplacer les quantités infiniment petites par d'autres, dont le rapport avec elles aura l'unité pour limite, et écrire, comme si elles étaient exactes, les équations où elles entreront. Nous avons démontré
1 1 i_ 1..1. MM' ,
que le résultai cherche lim. -— - n en sera aucunement
altéré. Nous donnons ainsi un premier exemple de ce
moyen si commode de simplification. Rien ne sera plus facile , au reste , que de faire les mêmes calculs en conservant, comme nous l'avons fait jusqu'ici, l'exactitude absolue des équations.
Les deux triangles F'MI, ClIVr ayant un angle égal, la somme des deux autres est la même de part et d'autre; d'où, en désignant par F' l'angle infiniment petit MF' M', par tt> l'angle donné F'Mw', et de même par F et tàf les angles MFM', FM'Cy,
O' — F' = « — w', et de même
O' — F =r «' — w ; d'où, en ajoutant,
Ainsi , en désignant par R le rayon de courbure cherché , on aura
MM
R = Iim. — — =;•
jNous allons calculer les angles F , F' dans les triangles FMM', F'MIM', en les substituant à leurs sinus ^ nous substituerons de même l'arc MM' à sa corde, npus substituerons à la direction de la corde MM' celle de la tangente en M, et aux angles des rayons vecteurs avec MM' les limites de ces angles , c'est-à-dire le complément de co. Les valeurs de F, F' ainsi calculées ne différeront des véritables que de quantités infiniment petites par rapport à elles-mêmes, et, par conséquent, la limite du rapport
SS
acosoi
Or on sait que cosw = -7== 9 et que la longueur ri de la normale MK a pour expression
D'où résulte
ou, en désignant par /? le demi-paramètre,
Cette formule s* applique également à l'hyperbole et à la parabole.
133. Cette formule donne pour la valeur de R une construction facile ; mais on en obtient encore une plus simple en remarquant que la première valeur de R donne pour projection du rayon de courbure sur le rayon vecteur F 'M, la valeur suivante :
R cos w =
Qr, en divisant les valeurs de //. et cosfo, on obtient a cos w
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et n'est autre chose que la loneueur MH obtenue en
cos« ^
élevant NH perpendiculaire sur la normale. Le point H est donc la projection derextrémité du rayon de courbure ou du centre de courbure. Elevant donc en H une perpendiculaire sur le rayon vecteur F' M, sa rencontre C avec la normale sera le centre de courbure.
134. Spirale logarithmique. — Soient M, M' {Jig» 60) deux points infiniment voisins, A le pôle, MO, M'O les deux normales en M , M'; il s'agit de trouver la limite du point O. Les rayons vecteurs AM,AM' étant, comme nous l'avons vu , également inclinés sur les normales correspondantes, les angles A et O sont égaux, et les quatre points A, M, M', O sont sur un niême cercle. Mais lorsque M' tend vers M, ce cercle tend à devenir ! langent à la spirale en M, puisque la sécante commune
MM' tend vers la tangente à la spirale; donc ce cercle à la limite a pour normale MO : son centre est donc sur MO 5 la limite C de O ou le centre de courbure est donc I l'extrémité du diamètre de ce cercle dont M est l'autre
I extrémité. L^angle MAC est donc djroit, et on a le centre
j de courbure en élevant en A une perpendiculaire au
, rayon vecteur, en cherchant sa rencontre avec la nor-
male.
DÉVELOPPÉES DES COURBES PLANES
13S. Si , sur chacune des normales à une courbe plane quelconque, on considère le centre de courbure correspondant, qui est la limite de la rencontre de cette normale avec une normale infiniment voisine , on obtiendra pour lieu de ces centres une courbe tangente à toutes les normales (n^ 76). Cette courbe se nomme la déi^eloppée de la première, et celle-ci s'appelle la développante de l'autre. Les développées jouissent d'une propriété remarquable, à laquelle elles doivent leur nom, et que nous allons faire connaître.
Soient M (fig- 6i ) un point quelconque d'une courbe , MO sa normale, O le centre de courbure. M' un point de la courbe distant de M d'une quantité infiniment petite du premier ordre, O' le centre de courbure correspondant; les deux droites MO, M'O seront tangentes à la développée aux points O et O'. Or, comme la longueur MO du rayon de courbure dépend de la position de M, ou de la longueur de l'arc de la courbe donnée, compté à partir d'une origine quelconque sur la courbe , on peut regarder MO comme une fonction de l'arc ; ainsi, d'après un principe posé précédemment, l'accroissement infiniment petit de MO, ou la différence M'O' — MO sera généralement de même ordre que MM '5 et de même l'accroissement OO' de l'arc de la développée sera de l'ordre MM', puisque l'arc de la développée est aussi une fonction de celui de la proposée.
Maintenant il est facile de reconnaître que la longueur de l'arc 00', et la différence des deux rayons de courbure
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MO 5 M'O' ne peuvent différer que d'une quantité infiniment petite par rapport à elles-mêmes.
En effet, élevons en M et O des perpendiculaires à MO, qui rencontrent la normale M'O' en T et H. La partie TM' est d'un ordre supérieur au premier, puisque MT est tangente et que la direction HT n'a pas pour limite celle de la tangente (n^ 120). De plus la longueur HT ayant MO pour projection sur la normale avec laquelle sa direction fait an angle infiniment petit du premier ordre, la différence entre OM et HT sera infiniment petite du second ordre. Donc la différence entre M' H et MO sera infiniment petite d'un ordre supérieur au premier, puisqu'il en est ainsi de la partie TM', dont nous n'avons pas cherché à préciser exactement l'ordre.
n suit de là que la différence entre M'O' et MO sera HO', à une quantité près d'un ordre supérieur au pre* mier. Or l'arc 00' et la tangente O'H à la développée ont une différence du second ordre (n° 120) : donc enfin 00' et M'O' — MO ne peuvent avoir qu'une différence infiniment petite par rapport à elles-mêmes 5 et , par conséquent, si l'on considère la somme d'arcs infiniment petits 00' formant un arc fini déterminé de la développée, cet arc sera égal à la limite de la somme des accroissements successifs des rayons de courbure. Et , comme cette somme d'accroissements n'est auti:e chose que l'accroissement total, ou la différence des rayons de courbure extrêmes , on arrive à cette conclusion : Un arc fini de ht développée d'une courbe quelconque est égal à la difference des deux rayons de courbure de cette courbe^ correspondants aux deux extrémités de cet arc. Et cette proposition s' appliquant à toutes les grandeurs des arcs de la développée , s'applique évidemment aux arcs infiniment petits 5 d'où l'on voit que la différence entre OO' et ^l'O' — MO, que nous avions démontrée être d*UH ordre
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supérieur au premier, était rigoureusement égale à zéro.
136. Il suit de ce qui précède que, si ron suppose un fil flexible et inextensible appliqué sur la développée jusqu'à un certain point quelconque, à partir duquel il s'en sépare tangenliellement et se prolonge jusqu'au point où. il coupera la courbe proposée^ qu'ensuite on développe la partie enroulée, en tenant toujours le fil tendu, son extrémité sera toujours sur la courbe donnée. Car l'accroissement de la partie rectiligne du 61 tangent sera toujours égal à l'arc de la développée compris entre deux points de contact^ ou à la difierence des rayons de courbure correspondants^ donc la partie rectiligne sera toujours la longueur même du rayon de courbure, et, par suite , l'extrémité sera toujours sur la courbe donnée. Le lieu des centres de courbure d'une courbe peut donc servir à décrire cette courbe par son développement en ligne droite, et c'est de là que lui vient le nom de rféyeloppée.
137. Dév^eloppée de la cycloïde. — Soient M un point quelconque de la cycloïde (/?g^. 62), MN la normale, NMD le cercle générateur, R le rayon de courbure, on a
R=:2MN; on aura donc le centre de courbure O, relatif au point M, en prenant IN O = MN. Mais si au milieu I de la base on élève la perpendiculaire IB égale au diamètre 2a du cercle générateur, et qu'on mène en B une parallèle BV à la base, le cercle décrit sur la perpendiculaire NC comme diamètre passera par O : l'îirc NO sera donc égal à l'arc MN du cercle NMD, et, par suite, à la ligne AN. Donc OC = NI = BC. Donc le point O appartient à la cycloïde décrite par un point d'un cercle ayant 2« pour rayon , le point B pour origine, et BV pour base.
La développée de la cycloïde AEA' se compose donc de deux dcmi-cycloïdes AB, A'B, identiques avec la
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première, et dont le prolongement se rapporterait aux brancbcs sui vanter dé celle-ci.
138. La différence de deux rayons de courbure étant ^ale à Tare de la développée y «ompris enlro les d^ux points de co*ntac^ et le rayon^de courbure de AEA' étant nul au point A , la ligne MO est égale à Tare AO. Donc dans toute cycloïde AOB^^ l'arc compris entre le sommet A et un point quel^^nque O est double de la corde KO du cercle générateur KOQ qui passe en ce point; proposition d^à démontrée précédemment par d'autres considérations.
Ainsi, ip revenant à la eyeloïde primitive, on aurait M£= 2MD, et^par conséquent,
AE=.4£i et AEA'z=8a.
Si l'on fait na — y = y\ c'est-à-^îre si Ton compte les y' à partir de E, dans le sens El, et que Toft pose EM = 5 , on aura
Telle est l'équation de la cycloïde entre l'ordonnée et l'arc , comptéa à partir de son sommet.
*139. Développée de la parabole. — Soient l'équation j* = ^px [fig* 63), M un point quelconque de la parabole, MN la normale, O le centre de courbure \ on aura, d'après une formule donnée précédemment,
Soient X ^ j les coordonnées de M 5 a , 6 celles de O ,
et (p langle de MQ^vec la parallèle MI a Taxe des y \ on
aura
MN = (^'^4-/'')^, r — € = ^10cos(p, a — x=:=MOsin(p,
tang ^ = - j ces ^ = . > sm (p ^— = •
On lire de là
/'^ = — /^' 6 , a =r 3 X xf- /? .
Enire ces deux 'équations et celle de la parabole y* ^^= 2/^Jt, si Ton élimine x gI jr^ on aura l'équation du lieu des points O ou la développée. On trouve ainsi
On peut remarquer que l'équation ^précédente a = 3j:H- p indique une construction fort simple du centre de courbure O. Car l'abscisse OP de ce point étant égale à 3a: H- p , on a NP = 2.r. 11 sufik donc de mener la normale indéfinie MN,*de prendre NP double de l'abscisse du point donné M et d'élever en P une perpendiculaire à l'axe. Sa renctmtre a^ec la normale donnera le centre de courbure.
1 40.* Déi^eloppée de la spirale logarithmique. — Nous avons trouvé que le centre de courbure C de cette courbe est le point de rencontre de la normale et de la perpendiculaire menée par le pôle au rayon \ecteur [Jig. 60). L^ rapport de AC à AM étant constant, puisque les angles du triangle AMC sont constants , il s'ensuit qtu; deux rayons vecteurs quelconques de la développée seront dans le même rapport que deux «ayons vecteuiïs quelconques de la spirale, faisant entre eux le même angle que les deux autres. Si donc on fait tourner la développée autour de A , jusqu'à ce qu'un de ses points soit sur la spirale, toutes les autres y seront de même et les deux courbes coïncideront. La déisidloppée de la 'spirale logarithmique n'est donc autre chose que cette, spirale même qui a tourné d'un certain angle autour du pôle.
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CHAPITRE XIX
DÉPLACEMENT D'uNE FIGURE SUR UN PLAN. PRORLÈME DE LA ROULETTE : MÉTHODE DE DESCARTES POUR MENEB LES TANGENTES AUX COURRES QU'ELLE DÉCRIT. GÉNÉRALISATION DE .CETTE QUESTION. CENTRE INSTANTANÉ DE ROTATION.
141 . Lorsque l'on eensidère sur un plan fixe une Ggure invariable qui se élëplace d'yne manière continue, suivant une loi quelconque, un point quelconque appartenant à cette figure ou lié invariablement à elle, décrit une courbe dépendante de cette loi , et dont les géomètres du xvii^ siècle ont étudié un cas particulier. Leurs (kherclies ont fait faire des pagres à la géométrie, et le ]jroblèra€ qui en a été l'occasion a conservé beaucoup de célébrité. ïïs supposaient une courbe roulant sans glisser sur une autre supposée fixe, et ils se sont d'abord proposé démener la tangente à la courbe décrite par un point lié à celle qui se déplace. Le premier cas qu'ils ont étudié est celui du roulement d'un cercle sur une droite ; un point du cercle même décrit la courbe que nous avons nommée cycloîde^ et qu'on a d'abord appelée roulette.
Nous ne nous pfo posons pas de faire connaître les diiïérents procédés employés dans cette recherche-, nous nous bornerons à la méthode donnée par Descartes, comme la plus simple et la plus générale.
Concevons d'abord, au lieu de deux courbes, deux polygones ayant leurs côtés respectivement égaux , dont l'un soit fixe et l'autre se mruve de manière que les côtés égaux
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s^appliê^uoil suaessivement les un« sur les autres. Uti poîut ^' au polygone mobile décrira une suite d'arcs de cercles dont les centres seront les sommets successifs du polygone fixe, et , par conséquent , la normale à l'un quelconque de ces arcs passera par le sommet commun aux deux polygones. Si maintenant on suppose que les côtés des polygones diminuent indéfiniment, de manière que ces polygones tendent à se confondre avec les courbes données, cette propriété de la normale en un point quelconque subsistant toujours, quelle que soît la petitesse des côtés, elle aura encore lieu pour la courbe limite de l'ensemble des arcs de cercle, ç'est-à-dire pour celle que décrit le point lié à la courbe mobile. Donc on aura la normale en un point qudlconque^e ce lieti, en le joignant au point de contact correspondant des dteux courbes. La tangente sera la perpendiculaire à cette ligne.
Telle est la méthode de Descaries. Elle s'applique à des courbes quelconques.
Mais on risquerait de se tromper si on la suivait trop loin , par exemple pour la détermiiîàtion de la courbure ; et il faut y regarder de très-près pour reconnaître que ce qui suffit pour la tangente, est insuffisant pour la courbure. C'est pourquoi nous allons reprendre la solution en mettant plus de rigueur dans les raisonnements.
142. Soient LL' ( fîg. 64) la courbe fixe 5 SS' la courbe mobile 5 M le point de contact pour une position quelconque de SS' ; A la position correspondante du point lié h SS', et qui décrit la courbe en question.
Prenons sur les deux courbes données tl eux arcs infiniment petits égaux MM', MMj 5 les points M', M, seront coïncidents quand le point de contact de.s deux courbes sera M,, puisque, d'après la définition du roulement sans glissement, les arcs qui séparent des points de contact corres-
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jKind^ls, pris sur les deuxcouibes, doivent èlre égaux. Pour ameuer le système mobile dans la posilion qu'il aura alors, on peut le faire mouvoir d'abord de manière que lous les points dccriveut des (ilk)ites égales el parallèles à M' M, , cje qui amèner2i*Rf en Mi 5 j^uîs, laissant le p(Ral M ' fixe eh Mi, faire tourner le système autour de ce point, de manière que la tangente en M' coïncide avec celle en M, . Dans ce dernier mouvement toutes les di^oites s'inclinerool, sur leur première direction , d^uu an§le égaPà celui des tangentes en M' el Mj , c'est-à-dire de la somme Ou de la diflerence des courbures des deux arcs MM', MM,, suivant que ces courbures seront de sens contraire ou de même sç(is. Si donc nous menoq^ f^' é^al et parallèle â M'M,, et que de^I, comfiie centre, avec un rayon égal à A'M,, qui^'est autre cbose que AM', nous décrivions un arc de cercle A'Aiilel que l'angle A'M| Ai soit égal à <eltii des tangentes en M' et Mi ; Ai sera la position exacte de A , correspondante au contact en M, : AA] sera donc la sécante au lieu décrit par A et la limite de sa direction sera la tangente cherchée.
Or les deS côtés MM', MMi da triangle rectiligoe MM' M| ayant pour limite de leur rapport Tunité, et comprenant uvj^gle infiniment petit, le troisième (TÔlé M'M, est infiniment petit par rapport aux deux autres. De ptus, Tangle des tangentes en M', Mj est généralement df prçmîer o|^re, mêftie lorsque les courbures sont dfe même sens. Son égal A' M, A, sera donc du premier ordre, et il en sera de même fie la droite A' A ,, .puisque A' M, a une longueur finie. Donc dans le triangle AA'A,, le côté AA' est infiniment petit par rapport à A' A, ; par conséquent, l'angle A» a pour limile*zéro, et la direction delii sécante AAi a la même limite que celle de A' A,. Mais relte dernière tend à faire un angle droit en A' avec la droite A' Mi iont la position limite est AM, donc enfin
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la limite de la direction AAj, ou la tangente chercUéc, est pefpendiculaire » AM.
l^xpr^sion du rayon de courbure de la courbe décrite par im point Tté à la courbe roulante,
143. Une courbe donnée U'V (fig'65) roulant sans glisser sur une courbe'fixe UV, un point IVi lie à U'V décrit une courjle dont on demande le rayon de courbure en un quelconque de ses points. « ,
Soient A le point de contact des deux courbes corres- • pondanf à une position quelconque M du point décrivant ^ O, O' les centres de courbufe ée ces courbes, qui se rgfhpoHent au point A. On sait que AM sera la notmale^ la courbe décrite par M ; nous désîgpe^îpns par n sa longueur AM, élpar (f l'angle qu'elle fait avec la normale commune OO' aux deux courbes données.*"
Prenons sur ces courbes deux ^ arcs infiniment petits égaux AN, AN'. Soit M' la position qu'aura prise M loi^sque N' sera venu s'appliquer sur N-, MN' viendra dans la position M'N; elle sera la normale en M'; le point de rencontre X de M'N et MA sera, à. la limite, le centre de courbure de la courbe en question-, et MX $era, à la limite, le rayon de courbure, que nous désignerons
V^ fi-
Danfce mouvement, qui amène N' enT^, et, pi»* suite, la tangente en N' sur la tangente en N, toutes les lignes du système se sont iBcliné^ d'un angle égal à celui de ces deux tangentes, ou de leurs perpendiculaires N'O', NO. Cet angle est 0-f-O', et peut être regardé comme ayant pour mesure
AM AX
^a somme de ces deux angles sera , en employant les notations précédentes,
Af^cosf |-H V;
galant ces deux expressions de la rotation du système, il vient
COSq
d'où l'on tire
^^ '^ "" 71 (R -f- R') — RR' cosy'
1 1 ^ RR^ ces y
Les formules (i) et (a) résolvent la question et donnent le rayon de courbure Ai lieu de M , au moyen des rayons de courbure des deux courbes données , en leur "point de contaci»A corres|>ondant à M, et, en outre, de la posi-
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lion du point M i par t-apport à A et à la normale à ces courbesl
Il n^est 4pn€ bcijbln àe connaître aucune atttre chose relativement ajjx courbes données, que leurs rayons de courbure a^'point que Ton consido^e. Ainsi Ton pourrait, en ce point, leur substituer deux autres courbes ayant mente courbure qu'elles, et, par conséquent, leurs cercles de courbure eux-mêmes. 'Le lieu décrit par le point M ne serait plus le même, mais au point en question il aurait toujours même courbure. " .
Si la ligne UV est droijte, on a
R=QC, et, par sm te, p = >y, ■ »
^ n — R' ces »
ce qui est iounédiatement applicable à la cycloïde et ramène au résultat déjà trouvé.
Si U' V est4ine Kgne droite, UV étant un«gpourbe qué!I«conque, on a
R' = OD
et }a formule (i) devient
n — R co% f '
si de plus le point M était situé sur la droite mobMte, on aurait
^ = -î et, par smte, p = n.
Le centre de courbur^ç serait donc au point de contact A , et, en effet, dans ce cas la courbe décrite ne serait autre chose qu'une développante de la courbe fixe.
Observation. — Si la courbcf'UV tournait sa convexité en sens contraire , ilfaudrait changer R en — R dans les formules (i) et (?.), pourvu \outefois*que le
DES QUANTITÉS CONSIDK&KKS COMME LIMITES. l85
centre de courbure X se irouvât toujours, comme ou Ta supposé, sur le prolongement de MA,.
Si au contraire le point X se trouvait du même côié que M, il faudrait changer p en —^ p dans ces mômes formules.
application aux épicjcloïdes .
144. Si l'on suppose que les courbes UV, U' V [fig. 66) soient des cercles, et que le poifit M appartienne ku cercle mobile lui-même, la courbe décrite sera ce qu'on appelle une épicjrcloïde plane.
Voyons ce çjue donne alors la formule ( i ).
Le triangle AMB doiinant
on aura
'^^ ^= R+2R' =''-^rTTR'-
Ainsi , pour avoir le centre de courbure , il suffit de prolonger la normale AM d'une quantité AX dont la valeur est
/ïR
AX : 72 :: R : R 4- 2R
ce qui démonlre la proposition.
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Si R est infini, la courbe devient une cycloïde, et Ton trouve p :=:^n, comme on Ta vu précédemment.
Si R = — 2R', o» trouve p = 00 en chaque point, et l'épicycloïde se réduit à une ligne droite.
Si le point M , au lieu d'être sur la circonférence C, était à l'intérieur ou à T extérieur, il décrirait ce que l'on appelle une épicycloïde allongée ou raccourcie, à laquelle on pourrait semblablexnent appliquer la formule (i).
Développées des épicycloïdes ,
143. La développée de l'épicycloïde décrite par M est le lieu ^es points X^ et nous allons démontrer que c'est enoore une épicycloïde.
Soit C la position primitive de M; on a alors AM = o, et le point X coïncide aussi avec C. Prenant ensuite l'arc CD égal à la demi-circonférence R', le point M est en m à sa distance maximun R -4- 2R' du centre O; et le point X est à sa distance minimum Ox de ce mênje point.
Pour connaître cette dernière, il faut faire /i;= aR' dans la valeur de AX ; ce qui donne
R' , RR
d'où.
Cela posé', décrivons du centre o- un cercle avec le rayon r, qui coupera OB en I ^ et sur AI comme diamètre, décrivons un cercle dont le rayon sera z-^. Il est facile de
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voir que ce cercle passera par le poiul X ^ car MA , prolongé jusqu'à ce cercle tangent en A au cercle CV, donnera une corde dont le rapport à MA sera celui des rayons
r îT, ou
Cette corde sera donc ésale à -7 ou à AX.
IX : AD :: r: R :: Ox : od
Donc
IX = Ij:,
d'où il résulte que le point X est constamment sur Tépicy clititie décrite par un point du cercle de rayon /'' roulant sur le cercle de rayon r, ce point partant de x. Le point de rebroussement de cette épicycloïde correspondra don^ au sommet m de la première, et le point de rebroussement C de la priimière au sommet c de la seconde.
On reconnaît facilement que les deux nouveaux cercles 7', r' forment «n système semblable à celui des cercles R,R', et qu'ainsi les deux épicycloïdes sont semblables. Ainsi, la développée d'une épicycloïde est une
épicycloïde semblable, et le rapport de rfmilîtude est —
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De la double génération des épicycloïdes planes,
146. Toute épicycloïde peut être engendrée par deux cercles de rayons diilérents, roulant sur un même. cercle.
1**. Supposons le cercle roulant intérieur au cercle fixe O (fig> 67). Soient AB son rayon, B le point de contact dans une position quelconque, M le point décrivant dont la position primitive était I •, on aura BM = BI. Par le point M, faisons passer up cercle de rayon OA langent au cercle O. Il suffira pour cela de mener le rayon OB' parallèle à AM et de prendre O A' = Alt = A M. Il en' résultera
A'B'i=OA = AM.
Le cercle décrit du centre A' avec un rayon égal à OA passera donc par M et sera tangent en B' au cercle O.
Cela posé, il est facile de voir que les arcs B'M, B'I sont égaux.
En eilet, puisque la figure OAMA' est un parallélogramme, les angles B'A'M, MAB, BOB' sont égaux. Donc
B'M_BM_BB^ àTi"~ AB ""Ob'
Ajoutant les termes des deux premiers rapports égaux*, on aura encore un rapport égal -
B'MH-BM *
d'où résulte et, par suite,
OB ' BB'=:B'M-f^BM, B'M = B'I.
Doiac le point M appartient à 1-épîcycloïde décrite par le cerclé A' roulant intérieurcmenî sur le cercle O en sens coatraire du cercle A.
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Si donc M est un point lié invariablement aux deux ren les,le cercle A' tournant dans O sans glisser fera rcni- 1er le cercle A de manière que les arcs IB, IB', égaux respectivement à MB, MB', soient entre eux comme les rayons AB, OA 5 et, par conséquent, les vitesses angulaires des centres A, A' autour de O seront proportionnelles aux rayons de ces cercles.
2°. Supposons maintenant que le cercle roulant A [fiS' ^^) ^^'^ extérieur au cercle fixe O.
Soit M le point du cercle A qui décrit répicycloïde , . I sa position primitive sur le cercle O, B le point de contact des cercles A , O 5 les arcs MB, IB seront égaux.
Menons par O un rayon OB' parallèle à AM \ prenons OA' = AM, et décrivons un cercle de A' comme centre avec un rayon égal à A'^B', c'est-à-dire égal à la somme des rayons des deux cercles donnés. Ce cercle sera tangent en B' au cercle O; de plus, il passera par M, puisque la figure MA OA' est un parallélogramme el que, par conséquent, A'M = OA = A'B'.
Cela posé, les angles égaux A, A! y O, ayant des mesures égales, on aura
AB~"OB ~"a'B''
et comme le dénominateur du dernier rapport est la somme de ceux des deux premiers, il s'ensuivra
MB' = MB -f- BB' = IB -f- BB'.
Donc le point M appartient à répicycloïde décrite par un point du cercle A' qui roulerait sur le cercle O, du même côté que le cercle A.
On reconnaît facilement que les vitesses angulaires des centres A , A' sont encore proportionnelles aux rayons.
Réciproquement, si A' élait le cercle roulant sur le cer-
igO I.IVBE I.
clefixe O renfermé Jans son intérieur, l'épicvcloïde engendrée par un point de ce cercle, pourrait être engendrée par un point du cercle extérieur A, ayant un rajoii ^al à la différence des deux autres et roulant sur O du même côté que le cercle A'.
On peut tirer de là la conséquence générale que toute épicycloïde peut être engendrée par le i-oulement de deux cercles de rayons différents sur un même cercle. Les rayons de ces deux cercles ont une somme ou une différence égale au rayon du cercle fixe, et le point de contact de ces cercles générateurs avec le cercle fixe se déplace en sens contraire si ces deux cercles sont intérieurs l'un à l'autre, et dans le même sens dans le cas contraire.
Comment lout.dcplacement continu se ramène au roulement (Tune courbe sur une autre,
147. Euler a démontré qu'une figure tracée sur la surface d'une sphère pouvait être amenée d'une position quelconque à une autre, sur cette même surface, par un seul mouvement de rotation autour d'un point de la sphère comme pôle.
Cette proposition , indépendante de la grandeur du rayon, s'applique évidemment au plan, et d'ailleurs les mêmes raisonnements peuvent être faits directement dans ce cas particulier. On peut l'établir très-simplement de la manière suivante :
Soient A, Al (fig- 69) les deux positions successives d'*un même point du système mobile; on amènerait A en Al en donnant à l'ensemble un mouvement de translation par lequel chaque point décrirait une droite égale et parallèle à AAi. 11 suffira donc, après cela, de laisser le point A fixe en Ai et de faire tourner le système autour de ce point jusqu'à ce qu'un second point arrive à la position qu'il doit occuper. Or ces deux mouvements
successifs peuvent être exécutés au moyen d'une simple rotation autour d'un point fixe. En effet, menons VA|U perpendiculaire à AAi, et par Ai, deux droites faisant' avec VU des angles égaux à la moitié de T angle dont le système a dû tourner ; inscrivons entre ces deux droites les lignes MM', NN' égales et parallèles à AAf. Il est facile de voir qu'après les deux mouvements de translation et de rotation, l'un des deux points M ouN, considéré comme lié au système, est revenu à sa première position. Car si la rotation porte de la direction A, N vers Ai K', et, par conséquent, Ai M' vers A,N, il est évident que le point M, parvenu en M' après la translation, reviendra en M après une rotation représentée par l'angle M' A, M. Et si la rotation était en sens inverse, le point N, amené par la translation en N', sera ramené en N par la rotation.
Il existe donc un point du système qui se trouve à la même place quand le système passe d'une position à Vautre, et par conséquent ce passage peut être effectué, en faisant tourner le système autour de ce point. Il est facile de reconnaître que T angle de cette rotation unique est le même que celui de la première. En effet, supposons que M sôit le centre de la rotation finale ^ le point A venant en Al, l'angle de rotation sera précisément AMAi , qui est égal à MAiM', puisque AAi étant égal et parallèle à MM', il en résulte que AM est parallèle à Ai M'.
148. Revenons maintenant au mouvement continu d une figure sur un plan.
Considérons un nombre indéfiniment croissant de positions infiniment voisines du système entre deux quelconques de ses positions ^ on pourrait l'amener de chacune d'elles à la suivante par une simple rotation autour d'un point fixe. Les centres successifs sont distants les uns des autres de quantités d'autant plus petites que les
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positions sont plus voisines, et en les joignant par des droites on forme un polygone déterminé* Oij peut maki- ^enant cqpsidérer les points liés au système mobile, qui viennent successivement coïncider avec les sommets de ce polygone 5 ils formeront un autre polygone déterminé, mobile avec le système , et ayant ses côtés successifs respectivement égaux à ceux du polygone fixe sur lesquels ils viendront successivement s'appliquer* On peut donc faire passer le système par toutes les positions intermédiaires que l'on a choisies^ en faisant rouler un polygone lié avec lui sur un autre polygone fixe* Concevons maintenant que ces positions se multiplient indéfiniment, on se rapproche de plus en plus du mouvement continu en question; ces deux polygones tendent vers des courbes déterminées, et par conséquent le mouvement donné, quel qu'il soit, peut être opéré en liant une certaine courbe au système mobile , en en construisant une autre qui reste fixe, et faisant rouler la première sur la seconde sans glisser, puisque les parties de polygone qui s'enroulent Tune sur Tautre soirt constamment égales. Telle est la manière la plus simple de se représenter le mouvement continu d'un système sur un plan \ elle rentre dans le mouvement de roulette que les géomètres avaient d'abord considérée.
149. Les centres des rotations très-petites, ou les différents sommets du polygone fixe, tendent vers des points limites qui sont ceux de la courbe fixe, et que Ton nomme centres instantanés de rotation^ et l'on dit, en employant le langage infinitésimal^ que tout mouvement peut être considéré comme composé d'une infinité de mouvements de rotation autour de ces centres instantanés. Mais il faut toujours entendre par ce langage, que nous avons tant de fois expliqué, que ce mouvement est
la limite d'une suite de mouvements de rotation dont le nombre cix)ît indéfiniment, et qui s'exécutent successivement autour de points qui se rapprochent indéfiniment des centres instantanés .
Moyen de mener ta tangente à la trajectoire d*iin point quelconque du système, quand on connaît les tangentes aux trajectoires de deux points ,
ISO. M. Chasles a déduit de ces considérations un moyen de mener la tangente à la trajectoire d'un quelconque des points du système, c'est-à-dire à la courbe qu'il décrit , quand on sait mener les tangentes aux trajectoires de deux de ses points. Il Fa même étendue à d'autres cas , comme nous le verrons tout à l'heure. En effet, nous avons yuque, pour avoir la normale en un point quelconque dnne de*ces courbes, il suffisait de joindre ce point au point de contact de la courbe roulante avec la courbe fixe, c'est-à-dire au centre instantané de mtation. Si donc on peut mener les tangentes aux trajectoires de deux points du système, aux points correspondants à une position quelconque de ce système, la rencontre des normales en ces points fera connaître le centre instantané; et en le joignant à un point quelconque du système dans cette même position, on aura la normale à la trajectoire de ce point : la tangente s'ensuit.
Exemple. — Supposons qu'une droite de longueur constante se meuve de manière que ses extrémités restent* sur deux droites données -, un quelconque de ses points décrira une ellipse dont la normale s'obtiendra en joignant ce point au point de rencontre des perpendiculaires aux deux droites menées par les extrémités de la droite mobile dans laposition correspondante au point quel'on considère. I. i3
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Sî^ au lieu des deux droites 6xes, on avait deux courbe» auxquelles on saurait mener les tangentes, il n'y aurait pas plus de difficulté. Dans le cas où ces courbes sont des cercles, la courbe décrite par un point de la droite inscrite est d'un grand usage dans les applications aux machines.
1 51 . Extension de cette règle au cas ou une droite du système est tangente à une courbe Jixe^ ou passe par un point fixe.
Cette règle peut être étendue au cas où une droite du système se mouvrait tangentiellement à une courbe fixe donnée; cette condition peut remplacer la connaissance de la trajectoire d'un point.
Il est inutile de parler du cas où la droite roulerait sans glisser »ur la courbe , parce que le centre instantané ne serait autre chose que som point de contact avec cette courbe 5 il serait donc connu et le problème serait résolu. Il suffit donc de considérer le cas où les longueurs qui s'enroulent l'une sur l'autre sont inégales, et où, par conséquent , leurs parties infiniment petites correspondantes n'ont pas pour limite de leur rapport l'unité; de sorte que ces parties étant du premier ordre, leur différence en est aussi. Soient UV, U'V (fig. 70) deux positions infiniment voisines de la droile du système qui reste tangente à la courbe fixe SS'; M, M' les points de contact correspondants à ces deux positions. Lorsque UV se déplace , celui de ses points qui était en M décrit une trajectoire tangente en M à la courbe SS'. En effet, soit Ml sa position sur U'V; la différence entre M'Mj et l'arc MM' est par hypothèse du même ordre que MM' ; mais, puisque l'angle des tangentes, ainsi que M' M, sont des infiniment petits du même ordre que MM' ou du premier ordre, la distance MMi est aussi du premier
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et la perpendiculaire abaissée de M, sur MV est du second-, donc l'angle MiMV a pour limite zéro; c'est-à-dire que la tangente en M à la courbe que décrit ce point lié à la droite UV, coïncide avec UV.
Il suit de là que dans une quelconque des positions de UV, son point de contact M peut être considéré comme se mouvant sur une courbe fixe tangente en M à UV. Donc on aura le centre instantané de rotation , en élevant en M une perpendiculaire à UV et cherchant son point de rencontre avec la normale à la trajectoire connue d'un autre point du système.
Mais sîj au lieu de cette trajectoire d'un autre point, ou connaissait une seconde courbe à laquelle une seconde droite du système serait tangente, on se retrouverait dans le même cas que tout à l'heure -, et en élevant une perpendiculaire à celte seconde droite en son point de contact, on aurait une nouvelle droite renfermant le centre instantané de rotation qui se trouverait ainsi déterminé. D'où résulteraient, comme nous l'avons vu , les tangentes aux trajectoires des autres points.
152. Si la courbe à laquelle la droite du système est tangente se réduisait à un point, c'est-à-dire si elle était assujettfe à passer par un point fixe, il suit de ce qui précède qu'en élevant en ce point une perpendiculaire à la droite, on aurait une ligne passant par le centre instantané. D'ailleurs la démonstration directe en est encore plus facile.
Car soient A [fig^ 71) le point fixe, UV, U'V'deux positions infiniment voisines de la droite^ M' la position où est venu le point M de UV, MM' sera une sécante du lieu décrit par ce point ; à mesure que U' V s'approcherait de reprendre la position UV, le point M' tendrait vers M et la sécante MM' vers UV^ cette dernière direc-
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tion est donc celle de la tangente au lien décrit par Te point M de UV. Donc on aura encore une ligne contenant le centre instantané de rotation , en menant par M une perpendiculaire à UV.
Applications de ces différents procédés.
153. 1^. Conchoïde, — La droite AN (fig- 36) passant par le point fixe A , et son point M décrivant la droite XY , on aura la normale à la courbe décrite par un de ses points N, en élevant en A une perpendiculaire à AN^ et en M une perpendiculaire à XY, puis joignant N à leur point de concours O.
On reconnaîtrait facilement que celte solution plus simple rentre dans celle que nous avions trouvée par une autre voie.
2°. Cyssoïde. — Nous considérerons le mode suivant de génération de cette courbe.
On donne deuxdroites rectangulaires AC,CZ (fig* 72) 5 on prend deux longueurs égales CB , BA , et on fait mouvoir un angle droit A VU , de manière que VU = AC , que le point U se meuve sur CZ, et que le côté VA passe toujours par le point fixe A : le milieu M de UV décrira une cyssoïde commençant en B et ayant pour asymptote la parallèle à CZ à une dislance CB' = CB.
Cela posé, pour mener la tangente en M, il suffira d'élever en U une pei^endiculaire à la droite CZ, sur laquelle se meut le point U de la figure mobile, et en A une perpendiculaire à AV 5 le point de rencontre de ces droites sera le centre instantané, et, en le joignant à M, on aura la normale à la cyssoïde.
3*^. Angle droit dont les côtés sont tangents à une ellipse. — Il suffira de mener des perpendiculaires aux côtés de l'angle, en chacun des points de contact, et de joindre
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kcui point de rencontre au sommet de l'angle mobile; ou aura ainsi la normale au lieu décrit par ce sommet. Cette normale sera la seconde diagonale d'un rectangle dont l'autre sera la corde de contact; elle passera donc par le milieu de cette corde et, par suite , par le centre. On voit donc que toutes les normales au lieu en question passent par le centre de Fellipse; donc ce lieu est un cercle concentrique à Fellipse. On aura son rayon en prenant les cotés de l'angle parallèles aux axes ; on trouvera ainsi V^a' 4- A', en désignant les demi-axes paf a, b.
Les mêmes raisonnements s'appliquent immédiatement à rhyperbole; mais le problème n'est pas toujours possible. Dans le cas de la parabole , toutes les normales au lieu -seront parallèles à Taxe; par conséquent, ce lieu sera une droite perpendiculaire Taxe : et Ton reconnaît facilement que c'est la directrice.
DES COURBES ENVELOPPES
154. Considérons une courbe dont réquation renferme une constante, 4)u paramètre, à laquelle on donne une série de valeurs, variant d'une manière continue. Pour chacune de ces valeurs, on aura une courbe déterminée. .Ces courbes changeront de forme et de position; et, si leurs points laissaient une trace sur le plan , il arriverait généralement qu'il y aurait une partie du plan sur laquelle cette trace serait imprimée et une autre partie où il n'en existerait pas. La séparation de ces deux parties sera une ligne avec laquelle les courbes variables auront un point commun , mais qu'elles ne pourront couper, puisqu' alors elles pénétreraient dans la région où cependant elles n'ont aucun point , par l'hypothèse même. Cette ligne de séparation est donc tangente à toutes ces courbes , et on la nomme leur enveloppe.
Nous avons déjà traité un cas particulier de celte question générale , celui où la ligne mobile est droite ; et nous avons démontré que si, pour chacune des positions de cette droite, on cherchait la limite de sa rencontre avec la droite infiniment voisine, on obtenait un point d'une courbe à laquelle ces droites sont constamment tangentes.
Il s'agit maintenant de généraliser ces considérations. Pour cela , considérons une quelconque des courbes en question et deux autres infiniment voisines. Tune précédant , l'autre suivant la première ; et supposons que celle-ci soit coupée par chacune des deux autres, ce qui
peut irès-bîeii ne pas arriver. Juigfious ces deux points de rencontre infiniment voisins par une droite : ce sera une sécante à la courbe, d'autant plus voisine de la tangente que les courbes seront plus rapprochées.
En agissant de la même manière pour toutes les courbes infiniment voisines, dans toute l'étendue des valeurs du paramètre pour lesquelles les courbes infiniment voisines se coupent, on construira un polygone à côtés infiniment petits et auquel les courbes variables tendront de plus en plus à être tangentes, à mesure que Ton considérera un plus grand nombre de courbes intermédiaires. De sorte que la limite vers laquelle tend le lieu de ces points de rencontre est une courbe tangente à toutes les proposées 5 et, sur chacune de celles-ci, on aura le point appartenant à l'enveloppe, en cherchant la limite de syoïi point de rencontre avec une autre qui s'en rapproche indéfiniment. Le problème est donc ramené à la recherche de la limite d'un point, après quoi il rentrera dans les questions ordinaires de lieux géométriques. Le calcul de cette limite peut être indiqué d'une manière générale.
Soit
Téquation d'un^ quelconque des courbes , ^t désignant le paramètre variable. Une courbe infiniment voisine cori^pondra à un accroissement infiniment petit A de a, et aura pour équation
Les valeurs de x et y^ tirées de ces doux équations, tendront vers les coordonnées du point limite à mesure que Ton y fera tendre h vers zéro. C'est ce que l'ofi pourra effectuer dans chaque cas particulier^ mais il est I)ossible de ramener ce calcul à une considération générale.
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Remarquons d'abord que, puisque nous désignons par le même signe F les fondions qui expriment les deux membres de ces équations, nous supposons que ces fonctions ont une forme unique, que, par exemple, il ne s'y trouve pas de radicaux affectés de double signe; car il faudrait alors s'assurer si, pour le point de rencontre, les signes doivent être pris de la même manière , sans quoi la fonction ne serait pas la même dans les deux équations. Pour éviter ces difficultés, nous admettrons que la forme de l'équation donnée a été modifiée, s'il l'a fallu, de manière à devenir unique.
Retranchant les équations (i ), (a), on aura une équation qu'on pourra substituer à (^) sans changer les solutions communes; on peut encore diviser par A, et les coordonnées du point de rencontre des deux courbes infiniment voisines seront données par l'équation ( i ) et la suivante :
,ov F (jr,7, a 4- // ) ^ F (x,r, tf ) _ ^
On aura donc les coordonnées du point limite eu cherchant les solutions communes à Téquation ( i ) et à celle dontle premier membre serait la limite vers laquelle tend celui de l'équation { 3) lorsque h tend vers zéro, c'est-à-dire la dérivée de F (a:, y^ a) par rapport à a.
Ainsi , pour chaque position de U courbe mobile, le point de la courbe enveloppe sera déterminé par les équations
^t si Ton veut le lieu de ces points, il suffit d'éliminer m entre ces deux équations.
Remarquons que si dans une de ces positions la courbe n'est pas coupée par les voisines, cela annoncera qu'elle n'aura aucun point commun avec l'enveloppe. Dans ce
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cas, cette dernière courbe ne sera tangente qu'aux courbes correspondantes aux valeurs de a comprises entre certaines limites, comme nous en citerons des exemples.
155. Applications, — i*^. Soient deux droites parallèles BU, B1J' [fig* 73) coupées par une troisième BB', et une droite MM' qui se meut de manière que l'on ait toujours
BlVI.B'M' = iw';
trouver l'enveloppe de ces droites. Prenons pour origine le milieu A de BB', pour axes la droite ABX et une parallèle à BM, et faisons BB' = 2 a.
En prenant pour équation de M' M
on devra avoir, entre a , 6 , la condition d'où
et 1 équation de la droite sera
Pour faire disparaître la double forme, on l'écrira I ainsi :
ou
I Egalant à zéro la dérivée par rapport à a , il vient
en éliminant a entre cette équation et la précédente, on aura pour équation de l'enveloppe
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On peut remarquer (pie si réquaiion de la droite avait été résolue par rapport à a , ce qui aurait donné un double signe, le calcul devenait illusoire, et Ton se trouvait dans le cas dont il a été parlé en général.
2®. Supposons maintenant un cercle variable ayant pour équation
(0 X* -h {jc — ay=may
a étant le paramètre. variable.
Faisant passerions les termes dans le premier membre, et prenant la dérivée par rapport à a : ou encore prenant les dérivées des deux membres par rapport à a , on trouve
(2) — 2.Z ^ :ia — w = o.
Eliminant a entre (i) et (2), on a pour équation de IVii-
veloppe
jr^ = mx -h -j- 5
parabole qui a pour axe la droite sur laquelle se meut le centre du cercle. Son sommet C (fig- 74) est à une dislance AC =. yy et les points B, IV, où elle coupe Taxe
des j", ont pour ordonnées dz — •
Celte question offre un exemple du cas où toutes les courbes mobiles ne sont pas touchées par l'enveloppe. En effet, les équations (i), (2) donnent pour coordonnées du point limite de T intersection de deux cercles
Ainsi, pour toutes les valeurs de a moindres que y^ les
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cercles successifs ne se cou[)ent pas; ils sont itiléricurs
l'un à l'autre. Pour « = -7- , on a
ce qui donne le point C. Les valeurs plus grandes de a , jusqu'à l'infini, donneront tous les points de la parabole.
Caustiques.
156. Lorsque des rayons de lumière ou de chaleur, émanés d'un même point dans toutes les directions situées dans un même plan, sont réfléchis à leur point de rencontre avec une courbe située dans ce plan , de manière que les angles des rayons incidents et réfléchis avec la normale à cette courbe soient égaux, l'enveloppe des rayons réfléchis se nomme caustique par réflexion , relativement à cette courbe et au foyer de chaleur ou de lu^ mière.
Si les rayons étaient réfractés au point où ils rencoii-; trent la courbe , l'enveloppe se nommerait caustique par réfraction. Ces courbes ont dans la physique une utilité dont nous ne parlerons pas ici. Pour les obtenir, on cherchera, sur un rayon réfléchi ou réfracté quelconque, la limite de son point de rencontre avec un rayon infiniment voisin, puis le lieu des points ainsi trouvés. Ce point limite peut être trouvé par le calcul, en cherchant l'équation générale des rayons réfléchis ou réfractés 5 on peut aussi le trouver souvent plus simplement par des considérations géométriques : nous allons en donner quelques exemples, en nous bornant aux caustiques par réflexion.
Considérons d'abord généralement la question pour une courbe quelconque.
Supposons qu^un rayon de lumière parte d'un point donné A (fig- 75 ) et se réfléchisse en B sur une courbe donnée , en faisant avec la normale BV un angle VBX = ABV .
Considérons un autre rayon infiniment voisin , partant de A et se réfléchissant en M sur la courbe. Ce rayon réfléchi rencontre le premier en X.
Cela posé , on demande la limite du point X , lorsque M se rapproche indéfiniment de B.
On suppose connue, d'après la nature de la courbe, la limite m du rapport de Tangle O des deux normales à Tangle A correspondant.
Les deux triangles MHX, BHO, ayant un angle égal H, donneront, en désignant par a, o! les deux angles d^incidence successifs,
X — 0= OBH — HMX = a — a' ;
les deux triangles BAK, MOK donnent de même
O — A = a — a', d'où
X — 0=0~A ou X-hA = 20.
On aura maintenant les deux proportions suivantes :
MX : MI :: sini : sinX, BA : BI :: sini : sinA,
d'où
MX . MI . sinX
BA ' BI " * sinA*
Or on reconnaît facilement que la limite du rapport
Ml
jTj^ est Tunité, parce que, dans le triangle BIM, les deux.
angles B et M ont une même limite finie. Donc
,. MX ,. sinA ,. A ,. ^ '
hin. — -- = liin. -7—77 = hm. — = hm.
BA sinX X 2O — A 2//î— i
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Donc enfîn, en observant que MX et BX ont même limite, on aura
lim.BX= — ^--.
La limite m peut s'exprimer au moyen du rayon de courbure R et de Tangle d'incidence a. En effet ,
O = lina. -— - > R
et Ton peut prendre
_ BH, __ BMcosa ^~ÂB~ AB '
donc
,. O AB ,. ^^ AB.Rcosa
lim. -• = w = et lim. BX =
T -^ "• — " -ï^ *-^ 11111. u/v ■— T-zr zr «
A Rcosa 2AB — Rcosa'
si AB = 00 ,
hm. BX =
^applications,
1S7. 1°. Cercle. — Un faisceau de rayons parallèles situés dans le plan d'un cercle O (fig* 76) est réfléchi par la circonférence de ce cercle ; on demande la limite du point X où le rayon PM , après s'être réfléchi suivant MV, est rencontré par les rayons réfléchis infiniment voisins NX.
Cette question rentre dans la précédente, en supposant
On aura donc d'abord
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le triangle MNX donnera ensuite
NX MN
sin NMX sin X
Passant à la limite, et observant que NX a même limite que MO, et que Tangle NMX a pour limite le compté^ ment de a , le premier membre deviendra
lim.MX cosœ
Quant au second membre, on pourra , sans changer sa limite , remplacer la corde MN par l'arc qui est le produit du rayon du cercle par l'angle O; remplaçant ensuite X par 2O, et substituant Fangle infiniment petit à son
sinus, on trouvera — pour limite du second membre.
On conclut de là
,. *,^ MOcf.sa MP lin]. MX = = — •
Cherchons maintenant le lieu des points X, ou la caustique.
Soient ce '[fig* 77) le diamètre parallèle aux rayons , et H'PH un rayon incident quelconque ; on aura le rayon réfléchi en faisant Fangle OHH, = OHH'.
On a vu précédemment que le point M de la caustique s'obtenait en prenant
HP HM=HI
Soit N le milieu de HO , la ligne NI sera parallèle à PO^ donc l'angle I et, par suite, Fangle M sera droit-, et, par conséquent, le cercle décrit sur HN comme diamètre passera par I et M. Les deux angles MHN, AON seront égaux entre eux , comme étant Tun et l'autre égaux à IHN.
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Or, si Ton décrit du centre O avec un rayon OA = — un cercle qui sera tangent au cercle HMN, Tangle au centre AON aura pour mesure —^ , et l'angle MHN inscrit
dans le cercle dont le diamètre est égal à AO aura pour
MN mesure -^jr-
On aura donc égalité entre les arcs MN, AN, puisque les deux angles sont égaux.
D'où îl résulte que le point M de la caustique appartient à Tépicycloïde décri te à partir de l'origine A par un cercle dont le rayon est le quart de celui du cercle donné, roulant sur un cercle concentrique au cercle donné et d'un rayon moitié moindre.
2°. Caustique par réflexion eTune spirale logarith^ miquey en supposant le point lumineux au pôle.
Soient M, M' [fig- 78) deux points infiniment voisins pris sur la spirale; MO, M'O les normales; AM, AM' deux rayons incidents, et MX, M'X ces mêmes rayons après la réflexion.
Il faut d'abord trouver la limite du point X quand M' tend vers M.
Les angles des rayons vecteurs avec la normale étant constants, d'après la nature de la courbe, et l'angle de réflexion étant égal à celui d'incidence, on reconnaît immédiatement que les trois angles A , O, X sont égaux.
Donc les cinq points M', M , A , O, X sont sur un même cercle. La limite de ce cercle est celui qui passerait par les deux points Â , M et aurait en M la même tangente que la courbe. Traçant donc ce cercle, le point I, où il coupera le rayon réfléchi , sera un point de la caustique.
Si l'on veut connaître le lieiïdes points I, il suffira de remarquer que le triangle AMI est isocèle, puisque les
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cordes MA, MI, symétriques par rapport au diamètre MO', sont égales, et que Tangle AMI est constant ^ donc le rapport de AI à AM est constant, ainsi que Tanglc lAM.
Donc les points I appartiennent à une spirale identique à la proposée, et que l'on fera coïncider avec elle en la faisant tourner autour du pôle, jusqu'à ce qu'un quelconque de ses points vienne s'appliqufer sur la spirale donnée.
De Vens^eloppe d'une courbe de foi me ins^ariable lice à une courbe qui roule sur une autre,
158. Soient HMK (fig» 79) la courbe enveloppée, M le point où elle toucte l'enveloppe UV \ H'M'K' la première courbe dans une position infiniment voisine, M' le point où elle touche l'enveloppe. Les points de contact de la courbe mobile et de UV se déplacent d'une manière continue sur cette courbe mobile; de sorte que le point M de HR est situé sur H'K' à une distance infiniment petite de M'. Ce point est donc à une distance infiniment petite du second ordre de UV, puisque la courbe H'K' est tangente à UV en M'.
D'où il résulte que le lieu décrit par le point M de la courbe mobile est tangent en Ma UV, et par conséquent à HK.
Ce qui donne le théorème suivant :
Les points oii une courbe mobile invariable touche son envefoppe, dans une quelconque de ses positions, sont ceux qui décrispent des trajectoires tangentes à la combe mobile dans la position que ton considère.
Or la trajectoire d'un point lié à la courbe roulante a sa tangente perpendiculaire à la droite qui joint le point c[ue l'on considère au centre instantané de rotation , et ce
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centre est le point de contact de la courbe roulante avec la courbe fixe.
Donc, enfin , pour une position quelconque de la courbe mobile , on aura les points où elle touche l'enveloppe, en abaissant du point de contact de la courbe roulante toutes les normales possibles sur la courbe mobile.
Exemple. — Un cercle dont le centre est O' (yig. 80) roule sur un cercle fixe dont le centre est O 5 trouver Ten- Teloppe d'un diamètre déterminé du premier.
Soient ce une position quelconque du diamètre en question , et B le point du cercle O, avec lequel le point C a coïncidé ; les arcs AB et AC seront égaux.
Pour avoir le point de CC qui appartient à son enveloppe, il faut abaisser du point de contact A des deux cercles une perpendiculaire AI sur ÇC : I sera le point cherché.
Or, si l'on décrit un cercle. sur AO' comme diamètre, il passera par I, et l'angle AOI considéré successivement comme inscrit dans ce cercle, et comme ayant son sommet au centre du cercle roulant, aura pour mesure
arc AI arc AC
Donc Tare AI est égal a AC et par suite à AB. Le point I appartient donc à l'épi cycloïde décrite par le cercle de diamètre AO' roulant sur le cercle fixe. Cette épicycloïde est donc l'enveloppe cherchée.
Autre exemple. — Considérons maintenant l'enveloppe d'une droite de longueur constante dont les extrémités sont assujetties à rester sur deux courbes données^ on aura le point appartenant à l'enveloppe en menant d* abord les normales aux deux courbes aux extrémités de la droite*, leur point de rencontre sera le centre instantané, et il suffira d^ abaisser de ce point une perpendicu-
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laire sur la droite inscrite pour avoir le point de la courbe enveloppe.
En appliquant cette construction au cas où les deux courbes se réduisent a des droites perpendiculaires , ou retombe sur un résultat précédemment obtenu.
Rayon de courbure de Fenueloppe d'une courbe de forme invariable liée à une courbe qui roule sur une autre,
159. Soient la courbe U'V {Jig, 8i) roulant sur UV, HK la courbe liée à U'V, et H^R' son enveloppe. Soient A le point de contact de UV, U' V dans une position quelconque ,0,0' les centres de courbure de ces deux lignes , R ,R' leurs rayons de courbure, n la longueur de la normale AM abaissée de A sur HK, o T angle qu'elle fait avec la normale commune OA'O.
D'après ce qui précède , le point M appartient à l'enveloppe de HK. Pour avoir un point de cette même courbe , iniiniment voisin de M, prenons sur UV, U'V'deux arcs égaux infiniment petits AN, AN', que nous désignerons par 0), et abaissons de N' une normale N'B' sur HK. Lorsque, dans le roulement de U'V, N' sera venu coïncider avec N, le point B' de HK sera devenu le point de Tenveloppe, puisque N'B' sera alors la normale abaissée sur HK du point de contact N des deux courbes UV, U'V. Soit B la position que B' aura prise ainsi, BN sera la normale commune à l'enveloppée et à H'K'5 le point X ou elle rencontre la normale infiniment voisine a pour limite \c centre de courbure de l'enveloppe, et nous le considérerons dans nos calculs comme étant ce point même.
De même nous considérerons le point de rencontre I dos deux normales à HK aux points infiniment voisins M , B' comme étapt le rentre de courbure de HK , et nous fc-
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rons
MI = p', MX = p.
Cela posé, lorsque le point N sera devenu le point de contact, le système mobile aura tourne d'une quantité angulaire égale à Tangle que faisaient les deux tangentes en N, N' lorsque A était le point de contact. Cet angle, qui est le même que celui des normales NO, N'O', est égal à la
somme des angles O, O' ou à - -f- --,•
Mais, d'une autre part, la ligne N'B'I étant venue coïncider avec BNX , la quantité dont le système a tourné doit être égale à la somme des angles 1 , X •, d'où résulte
Pour évaluer les angles I , X on abaissera de A des perpendiculaires sur IN' et BX; elles auront pour valeur cocos (}>, et l'on aura, par conséquent,
W COS<p W COStf
d'où résultera l'équation
fo Oi> b> COS (f Cl) COSf
(4) i + s^=««"f(jT7 + p-ii)' ■
ce qui détermine p au moyen de R, R', p', n, (p.
On voit donc que le rayon de courbure en un point quelconque de l'enveloppe ne dépend que des rayons de courbure des trois courbes UV, U'V, HR et non de ces courbes mêmes-, de sorte que , pour cette détermina^on, on pourrait les remplacer par leurs cercles osculateurs,
correspondants à la position quelconque que Ion considère.
160. On retomberait dans le cas primitivement examiné, si Ton supposait que le rayon de courbure p' fût constamment nul , parce que la courbe HK se réduirait .alors à un point. On voit, en effet, que Téquation (4) coïncide avec l'équation (i) lorsque l'on fait p' = o. La première question n'est donc qu'un cas particulier de la seconde, et l'équation générale (4) renferme la solution de l'une et de l'autre; on pourra donc se borner à conserver cette dernière formule.
Exemple. — Appliquons la formule (4) au cas déjà examiné, où les courbes UV, U' V sont des cercles , et HK un diamètre de ce dernier.
Il faut alors supposer R, R' constants et p'= oo , ce qui réduit d'abord la formule (3) à la suivante :
d'où
Exprimant cosç au moyen de n , d'après la relation évidente /i=R'cosç, il vient
P zzz — ^ .
En comparant cette valeur à la formule générale (3) relative aux épîcycloïdes , on reconnaît, comme cela devait être, que p est le rayon de courbure d'une épicycloïde dé-
R' crâte par un point d'un cercle de rayon — roulant sur un
cercle de rayon R*
COStp
ces 7
Mesure du glissement de la courbe mobde sur son enveloppe.
161. Si l'arc MB pouvait être égal à MB', la rourbe HK roulerait sans glisser sur l'enveloppe H'K'. Cela n'est pas possible , parce que le système mobile devrait alors tourner autour du point de contact M supposé immobile, ce qui ne peut être, puisque le point A l'est lui-même. Car les vitesses de tous les points seraient nulles , si celles de deux points l'étaient -, et si toutes les vitesses étaient nulles à chaque instant, le système serait constaounent dans la même position.
Nous allons d'ailleurs reconnaître que le cakul donne des valeurs essentiellement différentes pour MB et MB'. En effet , on a
donc
MB— MB'=«cos«./^-^?^ -^ l=/i&>cosy, ^ t/r — ï
et, en vertu de l'équation (4) ,
MB— MB'=/?w (4 ~i-^/)=''(0-^■^')• C'est ainsi que M. Savary, après avoir établi la formule (4) dans ses feuilles sur les engrenages, a donné le calcul de l'arc de glissement dont la considération est indispensable dans là théorie des machines.
162. Mais nous allons montrer comment il est possible de calculer cet arc de glissement sans introduire les rayons de courbure des deux courbes qui glissent l'une sur
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Tautre, et, par conséquent , sans avoir besoin de connaître la formule (4).
En effet, avant de calculer cette formule, nous avons fait voir que si l'on prenait deux arcs infiniment petits égaux AN, AN' sur UV, U'V; que de N' on abaissât une normale N 'B' sur HK , et de N une normale NB sur H'K% le point B' de la courbe mobile venait prendre la position B, lorsque N' coïncidait avec N.
Or les arcs MB', MB étant tangents, le point B' peut être considéré comme appartenant à Tare MB , en négligeant les infiniment petits du second ordre. Donc on peut prendre M' B pour la différence MB — MB', ou l'arc de glissement. Mais B'B peut aussi être regardé comme un arc de cercle décrit du centre A avec le rayon n , pendant que le système tourne de l'angle 0-f- O' pour arriver à sa seconde position.
Donc
MB — MB'= « (O -4- 0')= /2w (^ + ^y
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CHAPITRE XXL
CERCLE OSCULATEUR.
163. De même qu'il a été intéressant de chercher la limite de la direction suivant laquelle on passe d^un point d'une courbe à un autre infiniment voisin , et que nous avons appelé la direction même de la courbe en ce point y de même il est naturel de chercher le cercle, c'est-à-dire la ligne la plus simple après la droite , qui serait la limite de ceux qui , ayant un point donné commun avec une courbe, ont encore dans le voisinage autant de points communs avec elle que le comporte la nature du cercle. De là ce problème :
Trousser la limite des cercles qui passent par un point donné d'une courbe, et par deux autres points de la même courbe, infiniment ^voisins du premier.
Ce cercle limite se nomme cercle osculateur, SoientWi (fig. 82) un point d'une courbe quelconque, N, P deux autres de ses points infiniment voisins du premier 5 faisons passer un cercle par ses trois points. On sait que dans tout cercle un arc est égal au produit du diamètre par l'angle inscrit opposé : d'après cela, en désignant par /■ le rayon du cercle qui passe par les points M, N, P, on aura, en désignant l'arc de cercle par MP, etobservant que Tangle inscrit est égal à l'angle extérieur N,
MP
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el Ton pourrait encore prendre le rapport de la corde au sînus deN.
Maïs nous avons vu que Fangle extérieur N est égal à la moitié de la courbure 03 de l'arc MP delà courbe, en négligeant une quantité infiniment petite par rapport à cet angle; et d'ailleurs le rapport de l'arc de cercle MP à Tare de la courbe a pour limite l'unité, puisque leur
MP corde est la même. La limite de -— est donc la même que
ai*c filP celle de , arc MP désignant l'arc de la courbe
donnée.
Si donc on représente par R la limite de r, ou le rayon du cercle oscillateur, on aura
,. arcMP R = hni. ,
ce qui n'est autre chose que le rayon du cercle de courbure. 11 est d'ailleurs évident que ce cercle est tangent a la courbe en M, puisque la limite delà direction MN sera une tangente commune.
Le cercle asculateur se confond donc as^ec le cercle de courbure.
Remarque. — Nous devons faire ici une observation importante. Les raisonnements précédents n'imposent aucune condition à la position du point N entre M et P; elle peut diviser l'arc MP en deux parties du même ordre ou d^un ordre différent; l'angle extérieur pouvant toujours être remplacé par la moitié de la courbure de l'arc MP, on arrivera toujours au même résultat. On pourrait, par conséquent, faire coïncider M et N, c'est-à-dire mener im cercle tangent en M à la courbe, et passant pai^
le point infiniment voisin P , et l'on trouverait le même cercle limite.
C'est d'ailleurs ce que l'on peut reconnaître directement 5 il suffira de remplacer l'angle N par celui de la tangente en M avec la corde MP : le diamètre du cercle variable sera le rapport de l'arc de cercle MP à cet angle , qui peut être remplacé par la moitié de la courbure de l'arc MP de la courbe. On trouvée donc encore niéme limite pour le cercle tangent en ^ à la courbe et passant par un autre point de la courbe infiniment voisin du premier,
164. On peut donner pour le rayon du cercle osculateur une formule dépendante des accroissements de l'ordonnée et de l'arc de la courbe , correspondants à ceux de l'abscisse.
Les deux points infiniment voisins du premier pouvant être pris d'une manière quelconque sans changer le résultat, nous supposerons qu'ils correspondent à deux accroissements successifs égaux de Tabscisse. Soit h la valeur d'un de ces accroissements^ / l'accroissement correspondant de l'arc 5 k l'accroissement correspondant àey\ Il l'accroissement de cet accroissement quand on y change xen X -hh'^ soient M, M% M'' (fig. 83) les trois points de la courbe , O le centre du cercle qu'ils déterminent , R son rayon, MH, M' H' les accroissements correspondants h , k des coordonnées rectangulaires de M 5 M' H, M'^H' les accroissements de ces mêmes coordonnées à partir de M', de sorte que d'après ce qui précède on ait M'H' = A, SM" = k^. L'accroissement / de l'arc y à partir de M, pourra être remplacé par la corde MM', ou son égale M' S dans les rapports dont on cherchera les limites.
Dans les deux triangles OIW, MM'H dont le» angles
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tendenl vers les mêmes limites, les rapports des côtés ont les mêmes limites; et copime nous le savons , nous pourrons sans inconvénient les regarder comme égaux : les calculs seront plus simples et les résultats ne seront pas altérés ; nous écrirons donc la relation
M^_MH M" I _ h
RESUME DU LIVRE PREMIER
Nous avons établi dans ce livre les principes fondamentaux de la méthode des limites. Nous avons montré comment les anciens avaient introduit la notion des limites, et Fusage qu^ils en faisaient pour ramener la mesure de certaines grandeurs à celle d'autres grandeurs plus simples 5 comment les modernes avaient rendu plus facile le
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passage de la relation des variables à celle de leurs limites, ou des quantités proposées. Nous avons fait voir comment Ârchimède avait considéré les grandeurs comme limites, soit de séries, soit de sommes de quantités infiniment petites , et nous avons donné des exemples variés de ces procédés. Nous avons considéré ensuite F emploi que les modernes seuls ont fait des infiniment petits comme termes de rapports , et nous avons montré comment ils y ont été conduits naturellement par le problème des tangentes , qu'ils ont envisagé sous un autre point de vue que les anciens. Mais nous avons fait voir par divers exemples que les limites des rapports d'infiniment petits se présentaient dans bien d'autres recherches que celles des tangentes.
Nous avons fait ressortir l'avantage que présente l'emploi des infiniment petits dans les limites de sommes ou de rapports, et qui consiste en ce qu'on peut leur substituer des quantités infiniment petites inégales, mais qui n'en diflèrent que d'une quantité infiniment petite par rapport à elles-mêmes. Ce principe facilite beaucoup les calculs en ce qu'il permet de négliger des quantités dont Pexpression serait quelquefois très-compliquée* et entièrement inutile pour la détermination du résultat que l'on a en vue.
Dans les applications que nous avons faites des infiniment petits à Fétude des théories géométriques et mécaniques, ces quantités se sont souvent présentées comme les accroissements correspondants de variables liées entre elles par des relations connues. Nous sommes parvenus à la détermination des limites des sommes ou des rapports de ces quantités par des procédés indiqués par la nature de la question , mais qui ne se rattachaient pas à des méthodes générales . Nous allons actuellement nous occuper spécialement de ces méthodes générales dont l'utilité
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doit être beaucoup mieux sentie, d'après toutes les applications que nous savons qu'elles auront.
En conséquence , Tobjet principal du second livre sera la détermination des limites des rapports des accroissements des variables liées entre elles par des équations données, ou les limites des sommes d^nfiniment petits dont Texpression générale est donnée. Cet objet est purement algébrique. Les applications que nous en ferons auront pour but d'abord d'éclaircir Fusage des formules et des notations particulières et quelquefois compliquées , quenous y ferons connaître, et ensuite d'étendre et généraliser des théories exposées dans ce premier livre.
CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS. CALCUL INVERSE OU INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES.
CHAPITRE PREMIER
DES FONCTIONS EN GÉNÉRAL ET DE LA CONTINUITÉ. GÉNÉRALISATION DE LA MÉTHODE DES LIMITES.
165. On désigne sous le nom de variable toute quantité qui , dans la question où on la considère, est susceptible de recevoir successivement différentes valeurs.
On nomme variables indépendantes celles dont les valeurs sont entièrement arbitraires 5 et variables rfépendantes ou fonctions y celles dont les valeurs sont déterminées par celles de certaines autres quantités, quelle que Suit la nature de cette dépendance, et soit qu'il s'a- ^sse de quantités concrètes ou de quantités évaluées en nombres. Dans le premier cas, on a des fonctions concrètes^ et dans le second , des fonctions analytiques.
Les fonctions analytiques se distinguent en fonctions. explicites et fonctix)ns implicites. Les premières sont celles dont les valeurs peuvent s'obtenir au moyen d'opérations indiquées et que l'on sait effectuer -, les autres sont celles qui sont liées aux variables indépendantes par des équations non résolues : dans ce cas , les opérations à effectuer pour former les valeurs des fonctions ne sont pas indiquées. On les connaîtrait par la résolution des équations données, et les fonctions deviendraient alors explicites.
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Les fonctions explicites se subdivisent ordinairement en algébriques et transcendantes. Les premières sont celles où les seules opérations indiquées sont des additions , sous tractions , multiplications, divisions, élévations à des puissances et extractions de racines de degrés connus \ les autres sont celles qui renferment d'autres opérations indiquées sur les variables : comme, par exemple, les quantités exponentielles, les logarithmes, les lignes trigonométriques , etc.
Lorsqu'une seule de ces diverses opérations est indiquée sur une variable, on a une fonction simple de cette variable. Lorsque plusieurs d'entre elles sont accumulées les unes sur les autres, on a ce que l'on appelle une fonction de fonctions. Toutes les fonctions qui ne rentrent pas dans ces deux cas se nomment yb/ic/i*o/i5 composées.
Lorsque deux variables sont liées par une équation quelconque, elles sont fonctions l'une de l'autre. La forme de ces deux fonctions est diflerenle si les deux variables n'entrent pas dans l'équation d'une manière symétrique. On leur donne, l'une par rapport à l'autre, le nom de fonctions inverses. Si, par exemple, on résout par rapport à x les équations suivantes , qui sont résolues par rapport à y,
X=jf", X=a*, j=sinx,...,
on obtient
x=\jrt a7 = logj, X =z arc sïn jr .
Ainsi , d'après notre définition , la racine m'*"' est la fonction inverse de la puissance m 5 le logarithme est la fonction inverse de l'exponentielle, etc.
166. Continuité. — Une variable est continue lorsqu'elle ne peut passer d'une valeur quelconque à une autre, sans passer par toutes les valeurs intermédiaires.
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Une fonction est dite continue lorsqu'en faisant varier d'une manière continue les quantités dont elle dépend, elle est constamment réelle et varie elle-même d^une manière continue , c'est-à-dire qu'elle ne peut passer d'une valeur à une autre sans passer par toutes les intermédiaires. Une fonction peut être continue tant que les variables dont elle dépend restent renfermées entre certaines limites, et cesser de Fêtre, ou devenir discontinue, en dehors de ces limites.
Pour démontrer qu'une fonction qui est réelle entre certaines limites de la variable est continue, il suffit de faire voir que l'on peut faire croître la variable par degrés assez petits pour que les accroissements correspondants de la fonction soient moindres qu'une grandeur quelconque : car , si cette fonction n'était pas continue , il faudrait qu'elle passât brusquement d'une certaine valeur à une autre qui en différerait d'une quantité finie; ce qui est absurde, puisque l'accroissement de la fonction peut être rendu moindre que toute grandeur donnée. C'est ainsi que, dans les éléments, on a démontré que toutes les fonctions simples sont continues , et que , par conséquent, il en est de même des fonctions composées. Réciproquement, toute fonction continue d'une variable jouit de la propriété, que ses accroissements peuvent devenir moindres que toute quantité donnée, pourvu que l'on donne des valeurs suffisamment petites aux accroissements delà variable : car, si l'accroissement donné à la variable, à partir d'une de ses valeurs, tendait vers zéro, sans qu'il en fût ainsi de l'accroissement de la fonction , il en résulterait que la fonction passerait brusquement d'une valeur à une autre qui en différerait d'une quantité finie , et que , par conséquent, elle ne serait pas continue.
Si l'on considère les valeurs d'une fonction continue comme des ordonnées, et les valeurs correspondantes de
la variable indépendante comme des abscisses, les points ainsi obtenus se suivront sans interruption et formerout une ligne continue, qui sera la représentation géométrique de la fonction analytique.
Généralisation de la méthode des limites.
167. Nous avons dit, dans le premier livre, qu'on appelle limite d'une quantité variable une quantité fixe dont elle approche indéfiniment , c'est-à-dire de telle sorte que leur différence puisse devenir moindre que toute grandeur assignée, sans cependant se réduire jamais rigoureusement à zéro; et nous avons d'abord fait cette remarque bien simple , qu'une même quantité ne peut tendre en même temps vers deux limites inégales.
Nous en avons conclu que si deux quantités variables dépendent de certaines autres, de telle sorte qu'elles restent constamment égales entre elles dans tous les états par lesquels elles passent, et que l'on sache que l'une d'elles tend vers une limite, on peut affirmer que l'autre a la même limite : car, puisqu'elle est toujours égale à la première, elle s'approchera indéfiniment de la quantité fixe dont celle-ci est supposée s'approcher indéfiniment.
Cela posé, considérons une équation dont les deux membres soient des fonctions continues quelconques de variables X, j^, z, etc., dépendantes ou indépendantes les unes des autres , et représentons-la par
Supposons que les variables x^y ^z^ etc. , tendent simultanément, d'une manière continue ou discontinue, vers les li^nites respectives a, i, c, etc., dont quelquesunes pourraient être zéro ; et proposons-nous de découvrir la relation qui lie entre elles ces limites, en admettant
que les fonctions restent continues dans le voisinage de ces valeurs des variables. Pour cela , observons que , F et/" désignant des fonctions continues de a;, j", z, etc., elles subissent des accroissements très-petits lorsque ces variables changent elles-mêmes de quantités très-petites, et que ces accroissements correspondants tendraient en même temps vers la limite zéro: donc, si Ion conçoit que x, /, z , etc., tendent simultanément, et suivant des lois quelconques, vers les limites a, 6, c, les fonctions F (x^y^ z,. . ')yf(Xjj,,Zj. . .) tendront indéfiniment vers F (a, J, c,. . .),/(a, i, c, . . .). Mais les limites de quantités égales sont égales : donc on aura nécessairement
c'est-à-dire que la relation entre les limites sera identiquement la même que celle qui avait lieu constamment entre les variables^ et qu'il suffit de changer dans celle-ci les variables dans leurs limites, pour avoir la relation qui existe entre ces dernières.
Si cette substitution introduisait des indéterminations apparentes, on les ferait disparaître par des procédés que nous aurons occasion de faire connaître par la suite.
C'est ainsi que se trouve généralisée la proposition qui sert de base à la méthode des limites ^ et la méthode ellemême consiste h considérer les quantités dont on veut découvrir la relation, comme limites de quantités plus simples , et à chercher la relation de ces dernières. Lorsqu elle est établie , il ne reste plus , d'après le théorème précédent, qu'à substituer à toutes les variables leurs limites respectives.
Les quantités variables qui ont pour limites les quantités proposées peuvent être choisies de bien des manières différentes, comme nous avons déjà eu l'occasion de le I. ' i5
dire, et ce choix est très-important. Les calculs peuvent être très-simples ou très-compliqués , suivant la nature de ces variables ^ et dans chaque cas particulier il faudra s'attacher d'abord à reconnaître quelles sont celles qui donneront le plus de facilite au calcul. Ainsi , par exemple , quand on cherche la relation entre les surfaces de deux cercles et leurs rayons , on considère ces cercles comme limites de polygones réguliers semblables, parce que la relation entre ces polygones et les rayons des cercles est très-facile à obtenir-, tandis qu'elle aurait été très-difficile à découvrir si Ton avait supposé différents les nombres des côtés des deux polygones , et que de plus on ne les eût pas supposés réguliers. Au reste, si cette dernière était découverte, elle conduirait nécessairement à la même relation entre les cercles et leurs rayons , et le choix des variables n'a d'autre effet que de conduire plus ou moins simplement au résultat. Mais il n'y a aucune règle précise à donner à ce sujet.
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CHAPITRE II
DES DÉRIVÉES, DES DIFFÉRENCES ET DES DIFFÉREN- TIELLES DES FONCTIONS D'uNE SEULE VARIABLE. NOTATIONS.
168. Nous avons démon iré (n° 69) que le rapport des accroissements infiniment petits correspondants d'une fonction et de la variable dont elle dépend, tend en général vers une limite déterminée, et nous avons nommé cette limite dérîuée de la fonction par rapport à la vaviable indépendante.
L'accroissement positif ou négatif d'une variable quelconque , dépendante ou indépendante , se nomme la différence de cette variable, et se désigne par la caractéristique A suivie de la lettre qui représente la variable.
Ainsi Ao:, Ay, A^, etc., représentent les différences ou accroissements des variables j:, y, z, etc.
La dérivée d'une fonction se désigne, comnie nous l'avons déjà dit, par la lettre même qui désigne cette fonction, affectée d'un accent : de sorte que les dérivées par rapport à X des fonctions F [x) , / [x) , (f [x) , etc., s'écriront ainsi :
Ainsi, d'après la notation des différences, si Ton désigne une fonction quelconque F [x) par^, on aura, en supposant que A.r et ^y tendent vers zéro,
et, par conséquent, en représentant par « une certaine
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quantité tendant vers zéro en même temps que ^x.,
-^ =F'(a:)4-a, et ^yz=lY' {x)Lx-\-aiikx. Lx ^ \ /
169. Celte dernière expression nous fait voir que l'accroissement infiniment petit d'une fonction quelconque peut être considéré comme composé de deux parties , dont l'une a A a: est infiniment petite par rapport à l'autre qui est F' (x) Ax. Or nous savons que les limites des sommes ou des rapports d'infiniment petits, ne sont pas altérées lorsqu'on remplace ces infiniment petits par d'autres qui en diffèrent de quantités infiniment petites par rapport à eux. Donc , toutes les fois que Aj- entrera dans un calcul comme terme d'un rapport ou d'une somme dont on cherchera la limite, on pourra le remplacer par P (.r) A j:, c'est-à-dire par le produit de la dérivée de y par l'accroissement infiniment petit de la variable indépendante X,
On donnqle nom de différentielles à ces quantités que l'on peut substituer aux différences infiniment petites des fonctions. Elles sont plus simples, puisqu'on néglige dans celles-ci le terme a A a: qui est presque toujours excessivement compliqué. Ce sont même les plus simples quantités que l'on puisse considérer au lieu de l'accroissement de la fonction correspondant à l'accroissement arbitraire A a:, puisque c'est le simple produit de ce A a: par une fonction où A x n'entre pas.
Les différentielles^ ces quantités infiniment petites, plus simples, que l'on peut substituer aux différences elles-mêmes, se désignent par la caractéristique rf, au lieu de A, et comme elles ne sont autre chose que le produit de la dérivée de la fonction par l'accroissemetit de la variable , on aura
dy^r[x]b.x ou ^==F'(j:);
la diiTérentielle est donc une quantité dont le rapport h Faccroissement de la variable est égal à la limite du rapport de la différence de la fonction à ce même accroissement. On voit que la recherche de la dérivée ou celle de la différentielle d'une fonction sont une seule et même question.
170. Si Ton suppose que la fonction y soit x lui-même, CD aura
AX = ^^7 F'(-r) = i et dx = Ax,
Ainsi la différentielle de la fonction y, qui dans ce cas est x^ est identique k Ax^ c'est-à-dire que l'on a
dx= Ax ;
et, comme il est plus naturel d'employer une seul» caractéristique quand cela est possible, toutes les fois quil s'agira de différentielle de fonctions de x nous représenterons l'accroissement de x par dx ; et , lorsqu'il s'agira des accroissements exacts désignés par la caractéristique A , nous représenterons l'accroissement de x par A x.
Remarque. — Si, dans une même question, on a a* considérer une variable indépendante x et plusieurs fonctions j^, z, M, i^, etc.*, de cette variable ^ que ïoA représente par A^, A 2, Au, Aw^ etc., les accroissements de ces fonctions , correspondants à un même accroissement Ax deo:; et par dy^ dz^ du^ dy^ etc., leurs différentielles correspondantes à dx = A a: : toutes ces différentielles seront dans des rapports constants avec dx et , par conséquent, les unes avec les autres , à mesure que dx tendra vers zéro. Ces rapports constants seront évidemment les limites des rapports des différences correspondantes, qui ne diffèrent des différentielles que de quantités infiniment petites par rapport à elles-mêmes.
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Ainsi , par exemple , (wi aura
-— =:hm. -— ,
de sorte que — est la dérivée de P'par rapport ày^ quelle
que soit la variable commune par rapport à laquelle on ait pris les différentielles d^^ et dy. Ce qu'on peut encore
exprimer d'une autre manière en observant que -7- est le
\ du ^ dr , .
rapport de— a -j- 5 et on obtient cette proposition que
la dériv^ée d'une variable ^ par rapport à une autre variable y j est égale au rapport des dérii^ées de v^ et y par rapport à une même variable quelconque x, dont elles peuvent être considérées comme dépendantes.
Des fonctions simples, des fonctions de fonctions et des fonctions composées,
171. La manière dont une quantité peut dépendre d'une autre est susceptible d'une variété indéfinie. Parmi • toutes les formes possibles de fonctions , on en a choisi un certain nombre très-limité, auxquelles on est convenu de chercher à ramener toutes les autres. Elles sont telles , que, soit par les premières opérations de l'arithmétique, soit au moyen des Tables construites d'avance, on peut , avec un degré suffisant d'approximation, obtenir leurs valeurs correspondantes à des valeurs numériques quelconques de la variable dont elles dépendent.
Ces fonctions , que l'on désigne sous le nom de fonctions simples , sont les suivantes, dans lesquelles a désigne une quantité indépendante de la variable x : aH-x ,
a — X, «X, -1 X'" [m étant un nombre réel quelcon-
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que), a', sinx, cosx, tango:, coter, sécor, cosécx; et les fonctions inverses logx, arc sin.r, arc cosx, arc tango:, arc coto', arc sécx, arc cosécx.
Une fonction quelconque de x peut être soumise aux opérations qui constituent une nouvelle fonction; on a alors'une fonction d^une fonction de x. En la considérant elle-même comme une variable , on peut encore la soumettre aux opérations qui constituent une nouvelle fonction, et ainsi de suite. Les fonctions obtenues de cette manière se nomment, en général, des fonctions de fonctions.
Lorsqu'une fonction dépend (Je plusieurs fonctions de X, on la nomme une fonction composée de x, et c'est le cas le plus général des fonctions explicites j c'est-à-dire de celles qui sont l'indication d'opérations qu'on sait effectuer.
Dans tous les cas, lorsque deux fonctions, renfermant un nombre quelconque de variables dépendantes d'une seule , sont toujours égales , quelque valeur qu'on donne à cette variable, il est clair que leurs accroissements correspondants sont toujours égaux, et que, par conséquent ,Jeurs dérivées par rapport à cette variable le sont aussi , ainsi que leurs différentielles.
D'où il résulte que , quand une équation a lieu pour toute valeur de la variable indépendante , les dérii^ées ou les différentielles de ses deux membres par rapport à cette variable sont égales, quelque valeur qu'on lui donne.
Nous allons faire connaître les principes au moyen desquels la détermination des différentielles ou des dérivées de toutes ces fonctions se ramène à celles des différentielles ou des dérivées des fonctions simples.
Différentialion des fonctions de fonctions,
172. Considérons une fonction u de x, déterminée par la suite d'équations
« = F(z), zz=zf{y), r=?W,
et cherchons sa dérivée par rapport à x, ou la limite du rapport — t dont les deux termes tendent vers zéro , opération qu'on appelle différentialion. Soient Au, A z, ù^y les accroissements de m, z^ jr correspondants à l'accroissement dx àe x\ on aura identiquement
A a Aa Aa Aj
A jc As A^" A X
d'où, en observant que la limite d'un produit est le produit des limites ,
Donc la dérivée de u par rapport à x est le produit des dérii^ées de u par rapport à z, de z par rapport ày^ et de y par rapport à x.
Si l'on représente la dérivée de u par rapport à x par le rapport des différentielles , on aura
OU
da=z¥'[z)f'{x)^'[x)dx.
C'est en cela que consiste le principe de la différentiatiou. des fonctions de fonctions. Il a lieu évidemment, quel que soit le nombre des fonctions accumulées 5 et il
ramène à la simple difierentiation de chacune de ces fonctions, considérée isolément.
Differentiation des fonctions ins^erses.
173. Si l'on désigne une fonction F (a:) par y, c'est-àdire si l'on pose
et qu'en résolvant par rapport à x, on en tire
on dit que les fonctions F et ^ sont inverses l'une de l'autre.
Cela posé, ces deux équations étant les mêmes sous une forme différente, elles donneront les mêmes accroissements correspondants pour x eiy. Soient Ax^ ù^y ces accroissements , on aura
F'(x) = lim. -^ =r lim.-;^ r- = -7-; — : =: ,r-, ,-;
d'où il résulte que, pour avoir la dérivée d'une fonction F(x) inverse de la fonction <f(x)y dont on sait trouver la dérivée , il suffira de prendre la réciproque de la fonction dérivée (p', et de placer sous ce signe la fonction proposée F (x).
Expression de V accroissement infiniment petit d'une fonction de plusieurs variables dépendantes ou indépendantes .
174. Considérons une fonction j^ qui dépende de deux variables i/, i^, et soit
Si Ton donne ku elv des accroissements infiniment petits
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Au y Af^dépeudants ou indépendants l'un de Pautre , suivant que M et (^ le seront eux-mêmes , F accroissement correspondant dey sera
A/ ==F(« -f- AM,P-f- Ap) — F(/«,(>)
et pourra se mettre sous la forme
-h F(w + Attjf' -4- At') — F(tt -f- A«,p). Les deux premiers termes peuvent s'écrire ainsi :
au
Le coefficient de Aune diffère que d'une quantité infiniment petite de la dérivée de F (//, i^) par rapport à i/, u étant considéré comme constant. Soit Fi (t«, i^) celte dérivée, que l'on appelle détwée pat^ielle de F(w, ^^) , ou de ^, par rapport à u ] l'expression précédente pourra se mettre sous la forme
a désignant une quantité qui devient nulle avec Au, La seconde partie peut se mettre sous la forme
F(tf'~h Af<,(> ~h Af^) — F(rt -^- Att,p)
et le coefficient de Av» ne différera de la dérivée de F(m + Am, s^) par rapport à ^» considéré comme seule variable , que d'une quantité ë qui deviendra nulle avec Ai^. Soit Fi{u^ i^) la dérivée partielle de F (m, u) par rapport à (^; on pourra donc mettre la seconde partie de A y sous la forme
j3 devenant nul avec At^*
Mais F,(w -h A«, f^) ne diffère de Fi(«, y) que d'une quantité qui deviendra nulle avec Au; Tajoutant avec (3, et en désignant leur somme par a', la seconde partie de Ar aura pour valeur
[F,(£*,(')-f-a']Air;
et par conséquent , en réunissant les deux parties de Aj,
Ar = [F,(w,p)-ha]Aa-f-[F,(tt,p) -4-a']Av.
Or a Au, étant infiniment petit par rapport à la première partie , Test par rapport à Ay lui-même ; et il eu est de même de a'Ai^, soit que Au et Ap» soient dépendants ou indépendants Tun de Tautre. Donc, en désignant par û) une quantité infiniment petite par rapport à Aj^, on aura
. A/ = F, (a, o)Att -h Fa(a, (')Ap -h w.
On représente les dérivées partielles F, (m, u)^ F, (u, v')
flF(u,v) dY[u,v) dy dy . ., r i_-
par — -, -S ; — ■> ou -r-'> -T-s mais il faut bien se
'' du ' dv du dif
rappeler que ces deux dy sont différents et représentent les différentielles de j^ relatives à la variation d'une seule des quantités u, j^ : on les nomme les différentielles partielles de y par rapport à u ou à i^. Euler avait proposé
d'écrire ainsi ces. dérivées partielles • 1;^)» \zr)' ^'* ^
supprimé, depuis, ces parenthèses, parce qu'avec un peu d'attention, toute méprise est impossible. L'équation précédente s'écrira alors de cette manière :
ày = -f ^u -h -y- ^v -\- M ; du dv
et il est bon de se rappeler que w se compose d'abord (Vuiie partie qui, divisée par Az£, devient encore nulle quand on y fait Au = o, et d'une autre partie qui, après
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avoir été divisée par Au^ contient des termes qui deviennent nuls, les uns quand on y fait Au = o, et les autres quand on y fait Ai^ = o.
On aurait des résultats analogues pour un nombre quelconque de variables m, v^ etc., soit entièrement indépendantes, soit dépendantes les unes des autres, ou d'autres variables quelconques.
Différentiation des fonctions composées.
Soient
et
y sera alors une fonction composée, relativement à x.
Pour avoir sa dérivée , on remarquera que , d'après ce qui précède, on a , en supposant les accroissements infiniment petits ,
dr dy dy
du dv dw
\ <ù étant infiniment petit par rapport à Ay.
Divisant par Ao: et passant aux limites, on obtient
djr dy du dy dv dy dw
dx du dx dv dx dw dx ' '
dr expression dans laquelle il ne faut pas oublier que -^ ?
■j-^ — sont les dérivées partielles de la fonction y. Si a:
entrait explicitement dans F (m, ^^, w, . . .) , par exemple
SI M n était autre chose que x, -r- deviendrait — - et se- '^ du dx
rait la dérivée partielle de la fonction par rapport à .r^
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tandis que le -j- du premîer^membrc est la dérivée totale de la fonction dans laquelle on fait varier toutes les I quantités dépendantes de :r. On ne se méprendra jamais ! sur le sens de ces notations : c'était pour éviter toute crainte à ce sujet, qu'Euler avait proposé, comme nous l'avons dît, de mettre en deux parenthèses les dérivées partielles \ mais on a renoncé à cette précaution.
L'équation ci-dessus donne, en multipliant les deux membres par rfx,
du du dw
^r = ~:rf« -h ~rf^ + ~:y^4-. . . ,
que Ton écrit quelquefois ainsi :
djr z=dujr -{-d^y -^d^y -^
On peut donc énoncer ainsi le principe de la différentiation des fonctions composées :
La d^érentielle d* une fonction composée est égale à la somme de ses différentielles partielles, relatii^es à chacune des variables qui y entrent explicitement.
Quant aux différentielles du^ di^^ etc., de ces dernières, elles se rapportent toutes à la différentielle dx de la variable unique dont elles dépendent.
476. Théorème des fonctions homogènes, — La différentiation des fonctions composées donne la démonstration d'un théorème remarquable sur les fonctions homogènes. On dit qu'une fonction de plusieurs variables est homogène et du degré m, lorsqu'en multipliant chaque variable par une indéterminée £, la fonction se trouve multipliée par T".
Cela posé , soient u = F {:r , j, ^, . . .) une fonction homogène du degré m , et ç(j:,j^, z,...),^j;(a:,/, -5,...), etc., ses dérivées partielles par rapport à x,y, etc. ; on aura,
d'après la définition précédente ,
(i) F(to,(r,fz,...) = '"F(^,r, 2).
Différcntiant les deux membres par rapport à la variable / seulement, il vient
if(tx, tjr, tz,...)x + + (/*•, r/, ft, ...) J -+-...= mr-' F (x,jr, z) ;
faisant t = i dans cette identité, on aura la suivante :
. , du du du
^ ^ dx dy dz
C^ est en cela que consiste le théorème des fonctions homogènes.
On peut remarquer que si , dans l'identité (i) , on suppose t = -'i on obtient
Ainsi une fonction homogène de degré m , divisée par la puissance m d'une des variables, ne dépend plus que des rapports des autres variables à la première.
Différentielle d'une somme, d^un produit ou d'un quotient.
m. La règle précédente, appliquée à une somme de termes , montre que la différentielle d'une pareille fonction est la somme des différentielles de cliacun de se» termes, ce qui était d'ailleurs évident de soi-même.
Si l'on suppose maintenant y = uv^w, . . , la même règle donnera, en observant qu'en général d^AF[x)^=AdF[x) , si A est un coefficient constant,
dy =z ('«^ . . . du "{■' Uiv . . . fl^p -H w(> . . . dw H- . . . ,
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_ (du dv dw \ dy=z u(Hv, ..( 1 1 h-. )
Soît encore j^ = -j d'où \*r = u. En prenant les différentielles des deux membres , on aura
ydv -h vdy •=. du ,
d'où
du ydv du udv
ce que' l'on peut écrire ainsi :
vdu — udif dr =
Ces trois règles sont d'un usage très-fréquent.
Comment la différentiation de toute fonction explicite se ramène à celle des fonctions simples ,
178. Considérons maintenant une fonction explicite quelconque de x : elle indique une suite d'opérations à effectuer, dès que Ton aura choisi arbitrairement une valeur numérique pour x. Celle de ces opérations qui doit se faire la dernière , et dont le résultat est la valeur de la fonction, porte soit sur une seule, soit sur deux quantités variables avec x \ dans ce dernier cas la différentielle de cette fonction se ramène , par le théorème des fonctions composées , au cas où une seule des deux quantités serait variable , et alors on n'a plus à considérer qu'une fonction simple. Si donc on savait trouver les différentielles de toutes les fonctions simples , on saurait trouver celle de la fonction proposée, au moyen des différentielles des quantités sur lesquelles doit s'exécuter la dernière opération. La question est donc ramenée à déterminer ces différentielles, qui sont celles de fonctions moins compliquées
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que la proposée, et qui se ramèneront semblablement à d'autres fonctions encore moins compliquées, jusqu'à ce que l'on parvienne à des fonctions simples.
Tout se réduit donc à la différentîation de ces dernières , et c'est de quoi nous allons nous occuper présentement.
Differentiation des fonctions simples.
179. Différentielle de logx, — Soit y = \os,x\ ce logarithme étant pris dans une base quelconque a , on aura
A^ = log(x4- ^x) — logj:= log( iH Y
et , par suite ,
Ax àx
Posons — ^ = a , et substituons dans le second membre ,
il vient
Or on sait que (iH- a)" tend vers la base e du système de Néper, lorsque a tend vers zéro (roir la note I à la fin).
Donc la limite de — est — ^•
ÙlX X
On peut donc écrire
-7- = —S- , ou dy =: ~-^~ dx. dx X X
Si l'on observe que loge==r-» 1 désignant les loga-
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rithmes népériens, ou pourra écrire
$\a=:e^ on auray =:la:,
dx dr i dy=~, :r-=a —
X dx X
Dans le cas où a = lo, le module loge a pour valeur loge = o,434^94S« - ••
180. Différentielle de à'. — Soit maintenant la fonc* tion inverse y^za'. D'après la règle doniiée en général pour les fonctions inverses , et dont on pourrait refaire la démonstration sur chaque cas particulier, on aura
dx loger loge
et, par suite,
dy^=:a*\adx.
On pourrait aussi trouver directement la différentielle de a', et en déduire celle de la fonction inverse \ogx. En eflfet , si Ton a j = a', on aura
d'où
Ax Ax
rï^' — I
Tout se réduit donc à trouver la limite de , ou*
Ax
pour plus de commodité, de ? a tendant vers zéro.
Posons
fl^— 1=6, doit â«=i4-6, L i6
a^S LIVAE II.
et, par suite,
alû=:l(H-6); d'où il résulte
Or, 6 tendant vers zéro, (iH-S) a pour limitée^ doue
lim. =\a,
et, par conséquent,
dr
-f- z=:a*\a^ et ify=:a*\adj:,
dx
181 . Différentielle de x^. — Soit )^ = x^ ^'on aura , en prenant les logarithmes des deux membres dans la base e ,
]jr=:m la?;
prenant maintenant les diSerentielles des deux membres ^ il vient
— = iw — , dou dy=^ —^ dx, y X X
Remplaçante^ par x"*, on aura, quel que soit m ,
•^ ' dx
Si j^ et x n'étaient pas positifs, les logarithmes seraient imaginaires; on évitera cette difficulté en élevant au carré les deux membres de Téquation ^ == j:*", ce qui donne
cl , prenant les logarithmes ,
Difierentiant les deux membres , il viem
et, comme on reconnaît facilement que l'on a celte équation deviendra
et, par suite,
\ dx^maf^-^dx, et ±==n,^^.
dx '
comme dans le premier cas.
Dans le cas particulier de m = _i , on trouve.
Si /w = —, on a
d.sj^=~, 'i.SJx
On peut parvenir directement à la différentielle dexî>i 1 on suppose d'abord m entier et positif, on aura, en 'mant x^parj^
divisant par l^x et passant à la limite, on obtient dy dx
Soit maintenant TO= ^, p et 9 éum entiers el positifs, on aura
y=ix*i^ d'où y9:=:xP.
i44 tivEt fï.
Différentiaat les deuic membres, il vient '
yjrf-> dy zzipx^^^ dx ; d'où
dYzrz- dx=^^ x^ dxz=: mx"^^ dx.
Cette formule étant vraie, quelque valeur commensu^ rable qu'ait m, est encore vraie lorsqu'il est incommensurable.
Soit enBn m= — «, n étant un nombre quelconque positif, on aura
y =^-« tm — • d'où ^a;«= i .
xr
DifTéreuttant les deux membres, il vient, en appliquant au premier membre la règle des fonctions composées ,
^dy ^ nxf^^ ydx = o ;
d'où
dyz=z — /îx""'*""' dx = maf^^ dx.
Ainsi , quelque valeur qu'ait m, la différentielle de oc^' est, comme nous Tavions déjà trouvée, ma:"*"* dx.
482é Différentielles de sinx, tangXy sécx. — Les lignes trigonométriques étant des fonctions de l'arc correspondant (voir, dans les applications géométriques, l'article sur la longueur des lignes courbes), nous pouvons chercher l'expression de leurs diifér&tielles correspondantes à celle de l'arc. Dans tous, ces calculs nous supposerons que le rayon soit pris pour unité.
1". Soit d'abord
,. yz=:smx^ il en résultera
X . . àx f A»V ày =: sin(x -\- à^) z= sinx =z 2 sin — cos ( x-\ > 5
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d'où
an
cos
Or, lorsqu'un arc tend vers zéro , le rapport du sinus a Tare tend vers Tunitë, ainsi que le rapport de la tangente à I arc, ou du sinus à la tangente; donc
. Ax sin —
Hm. :
Ax
la limite du second membre est donc cosjt*. On a donc
— -=:cos;f; ax
ou en déduit
djr:=zcosxdx ,
ou
d ,sinxz=z cosxdx.
2**. Soit maintenant j^= tangx; on aura
tangx + tangAjT tangAjt:(i + UDg'x)
I — tang:rtangA:r ^ i — taugxtangAa;
d'où
Aj taugAj; n-lang^«
àx Ax I — UDgxtangAjr^
et passant aux limites ,
dr
~= i-Htang'x = séc'x=
dx ^ cos*j:
el , par suite ,
rfj = rf.tangj:= — - — ^ cos' X
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On arriverait au même résultat en considérant que tang x
égale ♦ et appliquant la règle pour différentier les
fractions.
Soit enfin j^ = séca:= ; on aura^ par la règle des
fractions ,
d . cosx sinxdx
ar = ; — = — = iansxsecxdx :
ces* a: cos'j?
ainsi J.sécj7 = tangx sécxdx.
On y parviendra encore en observant que
cos(a:-f-Ax) cosx
et développant les calculs comme dans les cas précédents. 3**. Différentielles de cosx, cotx, cosécx. — Considérons maintenant les mêmes fonctions du complément
-— -arde Farcx.
Observons pour cela que l'on aura en général , en regardant X comme une fonction de j? , et appliquant
la règle des fonctions de fonctions ,
Ainsi , pour les trois fonctions cosj:, cotj:, coséc j:, qui ne
sont autres que sin f - — x\ » tang ( x\'i sec ( x\t
il faudra prendre les dérivées des fonctioi^s respectives sina;, tangx, sécx, y changer a: en x, puis multiplier par — dx. On trouvera ainsi :
dx
d. cosx = — ûnxdx. d. cotx = r-r- >
sin'x
d. cosécx = — cotx cosécxc/x .
€:ai.cul des dérivées et des différentielles, etc. 247 183. Différentielles des fonctions trigonométriques inverses. — Nous avons vu que , pour obtenir la dérivée d'une fonction y àex^ il suffisait de diviser F unité par la dérivée de la fonction inverse^ dans laquelle on mettrait y pour Variable.
D'après cela , si Ton considère les fonctions arc sinx , arc tango: , arc séc x , arc cos x , arc cot x , arc coséc x qai ont respectivement pour inverses
sinor, taagx, sécx, cosx, cotx, cosécx,
on trouvera :
dx dx
pour y = aresmx, djr = =
dx
pour y = arc tang j;, djr = cos^ydx =
dx dx
pour Y = aixîsecx, dr = ; — = — , — ?
lang^sec^ x^x^-^i
pour y =: arc cos J7, dy = : = , ^
dx pour y :=: arc cota:, r/y = — %\ïi*xdy = — ,
dx dx
pour Y '.=: arc cosecj:, dy =: ; — = . .
^ cotj^cosecj xy/x^—i
11 faut bien remarquer que les radicaux qui se sont introduits dans ces formules doivent être pris , tantôt avec le signe -4- , tantôt avec le signe —5 on reconnaîtra celui que l'on doit prendre , en considérant la ligne trigonomé- Irique qui l'a introduit.
Les trois dernières différentielles sont égales aux trois premières, en faisant abstraction des signes, qui peuvent être semblables ou dissemblables ; et cela tient à et» que la somme ou la différence des deux arcs correspondants est une constante.
Les signes que nous avons donnés aux radicaux dans ces formules se rapportent au cas où Tare est conipris
entre o et —
Les différentielles des fonctions trigonométriques , ou fonctions circulaires^ pourraient encore s'obtenir par des considérations géométriques fort simples , auxquelles nous ne nous arrêterons pas.
184. Le tableau suivant renferme les différentielles de toutes les fonctions simples. Nous y représentons par la lettre caractéristique L les logarithmes dans une base quelconque , et par 1 ceux qui se rapportent à la base de Néper. Dans les fonctions trigonométriques inverses , les
signes des radicaux supposent Tare compris entre o et - :
dx
T ^^ -Le —
dAxz=
dx
d .a' = a'\adx d.e'=e'dx
d . sinx=:cosxdj:
dx d. tangx= T — ,— cos' X
d . sécx=tangx sécxdx
d, co8jr = — s'inxdx
d . cotx= :——-
sin*x
. co8éex= — . cotx co»écxdx
d. aresiBx =
dx
d. arctangx =
d . arcsécx= •
dx
iH-x' dx
<2.arc cosx= —
v/x--— I djç
d. arc cotx= — <i. arccosécx = — -
dx
I-HX
dx
Il est bon d'observer que ces différentielles des fonctions simples de x ne supposent nullement que x soit la variable indépendante. Elles correspondent bien à la différentielle dx] mais celle-ci peut dépendre de celle d'une variable quelconque dont x dépendrait, comme aussi elle peut être entièrement indépendante. Ainsi l'on
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aurait
rf.[F(ar)]» = /ï[F («)]«-' i/.F(«), d.siu[¥(x)]=zcos[¥(x)]d.F{x),..,.
C'est cette même considération qui nous a conduits à la différentiation des fonctions de fonctions/
Différentielles des fonctions implicites.
485. Si par fonction implicite on entendait toute fonction dont la forme n'est point donnée explicitement, mais cpii est déterminée complètement par les données de la question , on se jetterait dans une trop grande généralité , et il ne serait pas possible de donner des règles générales pour leur difTérentiation. Nous renfermerons seulement sous celte dénomination les fonctions qui sont liées aux variables dont elles dépendent , par des équations dont les deux membres sont des fonctions explicites de toutes ceh quantités.
Nous considérerons d'abord le cas où Ton a une seule équation^ ce cas se subdivise en deux autres , suivant que la fonction dépend d'une seule ou de plusieurs variables indépendantes.
Soit d'abord la fonction j^ déterminée par l'équation
Les dérivées par rapport à x, des deux membres de cette équation, devant être identiques, et ^ étant une fonction déterminée , quoique inconnue de x, nous aurons, d'après la règle des fonctions composées,
dF d¥ dy rfF , d¥ ,
d^'^d^di^''^ ^" ;ii^^+;^^^' = ^'
équation qui détermine la dérivée ou la différentielle de >,
dV
dr .
dx
dx~
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puisque Ton peut former les dérivées partielles -7—, -de la foQCtion explicite F(x, y). On aura ainsi :
d¥ d'où £(r = — — ito.
Ces valeurs de la différentielle et de la dérivée de y sont exprimées au moyen de a; et y à la fois; elles ne peuvent l'être au moyen de x seul, que quand on peut résoudre l'équation F{Xy y) =0 par rapport à j^; mais néanmoins ces formules ne laissent pas que d'être d'une grande utilité dans le cas même où cette résolution est impossible.
186. Considérons maintenant m — i équations entre m variables ; ce qui détermine m — i d'entre elles en fonction de la m'''^'^ qui sera la seule variable indépendante. Soient
¥{x,jr, «,...) = G,
on trouvera, en différentiant toutes ces équations,
dF ^ dF ^ dF ^
_^, ^^dr -i-^dz -H... = o,
r/F. . _^ ^F, . ^dF. ^
dFa^j , dFm^j , dFm^i ,
— - — dx H — dr H ; — dz -+-. . . = o.
dx dx, dx
De ces m — i équations du prenûer degré par rapport à
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d)rj dz , etc. , on tirera la valeur de ces m — i inconnues en fonction àeXjjj z,... et dx\ ce qui était l'objet de la question.
Expression remarquable du rapport des accroissements finis de deux fonctions d'aune même variable,
187. Soient F [pc) , f{x) deux fonctions quelconques, etXo, X deux valeurs arbitraires de x; X surpassant x^ d'une quantité finie positive A. Il s'agit de trouver, au moyen des dérivées de ces fonctions , une expression du rapport
F(a:,4-A)-^F(xo) F(X)^F(xo)
en supposant que la fonction y*(x) soit toujours croissante ou toujours décroissante 5 ou , en d'autres termes , que sa dérivée soit constamment de même signe, pour toutes les valeurs de x comprises entre Xo et X. Admettons, pour fixer les idées, {çxe f [pc) soit constamment positive entre ces limites ; et soient A , B la plus grande et la plus petite valeur que prend entre ces mêmes limites le
F'(^) rapport ^, \ :• : on aura constamment
Multipliant par/' (x) qui est positif , on aura les deux inégalités suivantes, qu'il faudrait changer de sens si f (x) était négatif :
Le premier membre de la première inégalité est la dérivée de F (x), et le second de Èif.{x) , et par conséquent
a5a LivftE II.
(n° 72) F (x) croît moins rapidement que A/(a:). On
a donc
et divisant par f(x) — /(j?o)> qui est positif, par hypothèse ,
/(X)-/(xJ^^- La seconde^in^alité conduit de même à
F' ix] Si donc le rapport -^r-rr- est continu entre 0*0 et X , ce
^^ / W qui arrivera évidemment, par exemple, si F' (x) eif^(x) le sont séparément , il existera une certaine valeur de x intermédiaire entre Xo et X , telle que ce rapport devien-
, , , , F(X)-F(xo) . ^ -.Il
dra égal a ) \ 77—75 qui est compris entre la plus
grande et la plus petite valeur que prend -rrri' Si l'on désigne cette valeur de x intermédiaire par Xo-hOh^O ayant une valeur comprise entre o et + i , on parviendra à la formule suivante, dont nous ferons de nombreuses applications :
F (:Co+ h) ~ F(x,)_r{x,^Bh)
Si Ton avait supposé y(j:) constamment négatif, les inégalités n'auraient fait que changer de sens, et n'en auraient pas moins conduit à cette même formule. Il faudra bien se rappeler, dans les applications de cette formule , qu'elle suppose que f'{x) soit constamment de même
signe entre Xq et a'o -h A, et que le rapport 777— r passe par
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toutes les valeurs comprises entre sa plus grande et sa plus petite, quand x passe par toutes les valeurs comprises entre JTo etXo-+-A.
188. Nous allons déduire de Téquation (i) quelques propositions qui nous seront fort utiles par la suite.
Si Ton avait pour une valeur particulière Xo de la variable , F (xo) = o , /(xo) = o , la formule (i) deviendrait, en posant d/i = A| , h^ étant moindre que h ,
Si Ton avait, en outre, F' (xo) = o ,/' (xo) = o, on aurait semblablement , en représentant par F'' (x), /" (x) les dérivées de F' (x) , /' (x) ou les secondes dérivées de
A, étant moindre que Ai , et en supposant que -^tt \ passe
par toutes les valeurs entre sa plus grande et sa plus petite; et, par suite,
Si Ton avait F'' (x©) = o elf" (x©) = o, on obtiendrait une formule semblable où entreraient les dérivées de F''(x) et/''{x) ou les troisièmes dérivées de F(x), /(x). En continuât ainsi, et désignant, en général, par 9'"(x) la fonction qu'on obtient en différentiant successivement m fois la fonction quelconque (p (x) , on verra que si Ton a les conditions
r(jr.) = o, F'(x.)=:o,..., F«-'(xo)=o, .. /(-^.J^^o, /'(.r,) = o,..., /«-'(.r,):=o,
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et que les rapports des dérivées de même ordre, jusqu'à Tordre n inclusivement, passent par toutes les valeurs entre leur plus grande et leur plus petite, ce qui aura lieu s'ils sont continus , on aura
0 désignant une quantité positive moindre que Tunité.
Si toutes les conditiolis précédentes étaient satisfaites , excepté F (x^) = o, on aurait
.^. F {x.+ h)^F jx,) _ T-{xo+ Bh)
189. Comme application de cette dernière formule, supposons que Ton ait
et que la fonction F (x) ait toutes ses dérivées continues jusqu'à F"(a:) inclusivement, entre x^ et Xa-^h : les conditions f(xo) = o, /' (xq) = o,. . . , /"~* (x^) = o seront évidemment satisfaites; et, en supposant toujours que Ton ait
l'équation (3) devient
F(j:o4-A)-F(a:,)^F"(xo+eyfe)^
d'où
On voit que si l'accroissement h de x tendait vers zéro, et que F" (Tq) fût fini, l'accroissement de F (a:), pour la valeur particulière x^ , serait infiniment petit de l'ordre n 5 celui de x étant du premier. • •
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Si Ton a , en outre, F (Xo) = o, la formule précédente devient
(5) F(*.4-A) = ^F-(x,4-eA).
Si Xo est zéro , cette équation se cliange en la suivante :
et, changeant Tindéterminée A en x ,
en admettant les conditions
F(o) = o, F'(o) = o,..., F"-'(o) = o. On peut remarquer qu'on aurait semblablement
et que par conséquent, dans ce cas, F (x) est infiniment petit par rapport à F' {x) .
Si l'on n'avait pas F (xo) = o , on obtiendrait , au lieu de l'équation (6),
(7) FW-F(o)±= --^F-(Ox).
190. Nous déduirons de ce qui précède un corollaire très-simple , et qui nous servira par la suite. Il consiste
en ce que si — ^ tend vers zéro en même temps que x ,
et que F (x) , F' (x) , . . . , F" (x) soient continues entre o et X, la fraction —^ pourra se mettre sous la forme
— ^ — ^. Fji effet , 41 résulte d'abord de l'hypothèse, que
a56 LiVRT. 11.
Ton doit avoir
car sans cela — ^ serait infini, pour j:=: o. On peut donc appliquer ici la formule (6) , et l'on voit, par conséquent, que si — ~-, devient nul pour d: = o , on aura
191 . L'équation (4) , dans laquelle on suppose n = i , devient, en remplaçant par x la quantité arbitraire Xq ,
(8) F (a? -f- A ) — F {^) = ^F'(a; -h Bh).
Elle conduit immédiatement à une conséquence déjà obtenue précédemment, savoir : qu^ïlnjr a quune expression indépendante dex^ dont la dérivée par rapport à ac soit nulle quel que soit x.
En effet , soit F (x) une fonction telle , que pour toute valeur de x on ait F' (x) = o 5 l'équation désignée montre que , quels que soient x eix -h h^ on aura
F(x) — F(ar-+-/i) = o,
puisque F'(x-f-6//) est nul par hypothèse. Donc F (x) = F (x -f- A) , et par conséquent la fonction F (x) a toujours la même valeur, quelle que soit la valeur de la variable ; elle est donc constante relativement à x , ou , en d'autres termes , elle ne dépend pas de x.
D'où résulte, comme nous l'avons déjà dît, que deux: fonctions qui ont la même dèriv^ée par rapport à une même variable, ne peuv^ent différer que par une constante, c'est-à-dire par un quantité indépendante de cette variable. En effet, la dérivée de la différence de ces deux fonctions, étant la différence de leurs dérivées, est nulle
(1 elle-même , d'après l'hypothèse 5 donc cette différence est une constante , comme il fallait le démontrer.
192. Nous terminerons par cette proposition très-importante , que si F (a:, j) est égal à zéro quel que soit x, quand on donne à y une certaine "valeur particulière a, toutes les dérii^ées deF (Xjjr) par rapport à x dev^iendront aussi nulles^ quand on y fera y = a.
En effet, pour toute valeur de a: et de A, on aura> en vertu de l'équation (8) ,
(9) F(^ + h,y) - F {x,y) = AF(a:-h©A, j),
la dérivée étant prise par rapport à x.
Or les deux termes du premier membre deviennent nuls poury = a \ donc F' (a: -f- 6 A , a) = o.
Et comme a: et A sont arbitraires , on peut affirmer que .r-f-ÔA peut prendre toutes les yaleurs possibles, bien qu'on ne connaisse pas la valeur de 0; carx-f-ôA est toujours compris entre a: et x -f- A , et Ton peut faire en sorte que X et a: H- A comprennent toujours entre eux une valeur arbitraire x* et s'en rapprochent indéfiniment ; d'où il suit que a: -f- 0 A peut s'approcher indéfiniment de x', et que, par conséquent, F' (:r,a) est nul, quel que soitx.
De là on déduira semblablement que W [x^a) est nul quel que soit j:,et qu'il en est de même, en général, de F"{a:,a).
193. Il est encore utile de remarquer que si A tend vers zéro, ely vers a, le second membre de l'équation (9) sera infiniment petit par rapport à A , puisque F' (x -f- 6 A, y ) tendra vers zéro^ donc la différence infiniment petite relative à X, d'une fonction F (a:, y) qui est infiniment petite , quel que soit x, est infiniment petite par rapport à l'accroissement correspondant de x,
Différentielles et différences dun ordre quelconque de fonctions d*uuc seule "variable.
194. La différentielle dj d'une {onction y de x, élant elle-même une fonction de a:, aura aussi sa différentielle, et ce sera une quantité dont le rapport à la différentielle de X sera égal à la limite du rapport de T accroissement infiniment petit de dy à raccroissement correspondant de X. Pour plus de simplicité, on prendra pour la différentielle de x^ dans celte nouvelle différentiation, la même valeur que dans la première ; et , en général , on lui conservera toujours la même valeur pour toutes les dîfférentiations que l'on aura à effectuer; c'est ce que l'on appelle prendre ^/.r constant. Nous représenterons la différentielle de dy par ddy ou d^y^ et nous l'appellerons la différentielle seconde iey par rapport à x. De même d^y^ aura une différentielle que l'on désignera par d^y^ et qui s'appellera la différentielle troisième de y\ et ainsi de suite.
11 faut bien se garder de confondre ces indices de différentiation avec des exposants de puissance. Les puissaiw^es successives d'une différentielle dy s'écriraient de la manière suivante :
Rien n'est plus facile que d'exprimer les différentielles successives de la fonction F(j:) désignée parj^, au moyen de ses dérivées.
En effet , on a d'abord
dx — r[x)dx.
Or la différentielle de F' (^) dx sera le produit de dx par sa dérivée par rapport à x ^ laquelle est F'' (r) dx^ puis-
que dx est indépendant de x. On aura donc
cPyr=::¥"{x)dx\ On aura de même
et généralement ou
fin y
de sorte que les dérivées successives d'une fonction de x peuvent être considérées comme les rapports des différentielles de même ordre de cette fonction aux puissances du même degré de dx.
On voit par là qu'une différentielle d'un ordre n quelconque est en général un infiniment petit de Tordre n , dx étant pris pour le premier ordre; et que la détermination des dérivées successives d'une fonction ne diffère pas de celle de ses différentielles.
195. Les différentielles successives d'une fonction ont avec les différences de cette fonction des rapports qu'il est essentiel de connaître.
La différence Aj de la fonction j^ étant elle-même une fonction de a:, a aussi une différence 5 il en est de même de celle-ci, et ainsi de suite indéfiniment. Pour former ces différences successives de la fonction y^ on suppose que l'on donne constamment à x le même accroissement A a:, et on les désigne de la manière suivante :
Les puissances de Aj seraient désignées comme il suit :
Ajr, AjS Aj%. ., Ar».
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Or la proposition que nous allons démontrer consiste en
ce que Ton a généralement, lim. — ^ = -~^- En effet, on a d'abord
Ax
(ù devenant nul quel que soit .r , quand on fait A j: = o. Prenons maintenant les accroissements que subiront ces deux membres lorsque l'on augmentera encore x de Ax,
et divisons-les par Ao: ; le premier donnera — -> Quant
au second, il suffira de prendre sa dérivée par rapport à X et d'y ajouter une quantité qui soit infiniment petite en même temps que A jr. Mais w devenant nul avec A x, quel que soit x^ sa dérivée deviendra nulle en même temps, et par conséquent le second membre difière de F'^{x) d'une quantité qui devient nulle avec Ax. En la désignant par &)i , nous aurons
en prenant encore les accroissements des deux membres de cette identité, relatifs à un nouvel accroissement A a:, et les divisant par A.r, on obtiendrait semblablement
et généralement
6)„_i devenant nul avec Ax.
On a donc , en passant aux limites ,
comme nous F avions annoncé.
Il suit de là que si l'on fait tendre Aj: vers zéro, en
A** t* prenant dx = Ax, le rapport -rf^ aura pour limite l'unité, et la différentielle de V ordre n d'une fonction quelconque de x pourra être prise pour la différence du même ordre de cette fonction^ en négligeant une quantité infiniment petite par rapport à cette différence.
Cette proposition est très-importante, en ce quelle permet de substituer les différentielles d'ordre quelconque aux différences infiniment petites de même ordre, dont l'expression serait beaucoup plus compliquée , et il n'en peut résulter aucune erreur dans les calculs où l'on ne considère que les limites des rapports ou des sommes.
Remarque. — Lorsque plusieurs fonctions, que l'on a à considérer dans une même question ,* dépendent toutes d'une seule variable a:, les différences premières infiniment petites sont toutes déterminées par Aa:, ou par une quelconque d'entre elles 5 ainsi Ajy" désignera partout le même accroissement, soit qu'on le détermine d'après Az ou d'après la valeur correspondante de Aa:, en supposant toujours que la valeur de x soit la même. Mais le ùk^y n'aura pas la même valeur quand il exprimera la différence de Y P^r rapport à x ou par rapport à z. En effet , dans le premier cas il faut considérer les trois valeurs de y correspondantes k x^ x-\- Aj:, x -h 2 Aa:^ prendre la différence de la deuxième à la première , et de la troisième à la deuxième , puis la différence de ces deux différences. Dans le second cas, il faudra considérer les trois
valeurs dej qui correspondent k z , z-f- Az, z -h i^z ^ et agir de la même manière sur elles. Or les deux premières sont les mêmes dans les deux cas 5 mais la troisième est différente parce qu'à x -h 2 A or ne correspond pas 2 -4^ âAz : il s'en faut d'une quantité infiniment petite par rapport à Az , et que l'on n'a pas le droit de négliger par rapport aux différences du second ordre.
Il est donc nécessaire de distinguer avec soin les différences désignées par A*j^, dans, les questions où l'on ne prendrait pas toujours la même variable indépendante. Il en serait de même des ordres supérieurs.
196. Si l'on considère en particulier les fonctions jt", logx, «', sinj:, cosjc, on trouvera
d'^af' =z m(m — i). . .{m — /? -H i)^'"~"r/x",
da:'^ d^loQX =dbi.2.3...(/2 — l)log6f — ^,
d"a' =z a' l'» adaf" ,
rf"sin ^ = sin ( ^ -h /i - j daf" , d" cosx = ces 1 j: H- /? - J r/jc" ;
et il est bon de se rappeler que le second membre donne la valeur de la différence infiniment petite de l'ordre' n , à une quantité près infiniment petite par rapport à celte diflérence.
CHAPITRE III
DIFFÉRENTIELLES, DÉRIVÉES, ET DIFFÉRENCES PAR- TIELLES DES DIVERS ORDRES, DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. DIFFÉRENCES ET DIFFÉRENTIELLES TOTALES.
197. Une fonction de delix variables indépendantes , x et y, peut être diflerentiée successivement par rapport à chacune d'elles partiellement, et l'on peut supposer que ces diûerentiations soient en nombre quelconque et se succèdent d'une manière quelconque. Le nombre de ces diflerentîations constitue V ordre de la différentielle, de la différence ou de la dérivée. Il n'y a rien de nouveau à dire sur leur formation, puisque l'on "n'a à considérer à chaque opération qu'une seule variable indépendante. Les dérivées partielles d'ordre quelconque s'exprimeront au moyen des différentielles correspondantes d'une manière entièrement semblable à celle que nous avons trouvée pour les fonctions d'une seule variable. Elles ont aussi les mêmes rapports avec les différences partielles correspondantes 5 et la reproduction identique des raisonnements déjà faits dans le cas où l'on considère toujours la même variable, conduit immédiatement à ces conséquences. Nous ne croyons cependant pas inutile de donner quelques développements à ce sujet.
Désignons généralement par F"]^"^f... (^9 /) 1® résultat de m dérivations partielles effectuées par rapport à x «urla fonction u = F(a:, j ), suivies de n dérivations par-
tielles du ri^sultat par rapport ky ; lesquelles seront ellesmêmes suivies de p dérivations par rapport à x, et ainsi de suite.
Désignons de même par ^J^"^^.. w le résultat obtenu
en prenant d'abord la différentielle partielle de l'ordre m de u par rapport à x, puis la différentielle partielle de Tordre n par rapport hy de l'expression obtenue, et ainsi
de suite. Et enfin représentons par A""^""^''"' m le résultat
obtenu en prenant d'une manière analogue les différences au lieu des différentielles. Cela posé, on aura d'abord, d'après ce que l'on a vu en traitant les fonctions d'une seule variable, et faisant usage des notations que nous venons d'indiquer,
Considérant maintenante^ comme la seule variable, et prenant la différentielle /i'^'"* des deux membres , on aura, de la même manière ,
prenant maintenant la différentielle partielle d'ordre p par rapport à a:, et continuant ainsi indéfiniment, on obtiendra
OU
dx"" dy" dxP . . . w^*.- ^''•^^'
Les dérivées partielles s'expriment donc au moyen des
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différentielles partielles correspondantes d'une manière analogue à celle qui se rapporte aux fonctions d'une seule variable.
Il y a encore évidemment le même rapport entre ces dérivées et les différences partielles correspondantes. En effet, on aura d'abord, d'après ce qui a été démontré pour les fonctions d'une seule variable,
w devenant nul en même temps que Ax. Prenons maintenant la différence /i'*'"* des deux membres par rapport kj^ et divisons-la par Aj" ^ il faudra , par les mêmes raisons, prendre la dérivée partielle /***'"* du second membre par rapport à y et y ajouter une quantité qui devienne nulle avec Ay. Si, de plus, on observe que w devenant nul avec Ax, il en est de même de sa dérivée /«'*'"*' par rapport à y^ on en conclura l'égalité suivante :
0)1 devenant nul quand on suppose que Ax et Aj^ le deviennent tous les deux.
Prenant actuellement la différence d'ordre p des deux membres par rapport à x, la divisant par ùkX^ , et continuant ainsi indéfiniment , on obtiendra la formule générale
£ devenant nul quand Ax et A j^ le deviennent lous les deux.
D'où Ton conclut enfin , comme pour les fonctions d'une seule variable,
jn-f-n-f-D • • • m-hn+p • • •
A tt d "^
àjT ^x''àxP . . . *>/.«••• ^ ' -^ ^ dx^ rf/" dxl* . .
et il en serait de même pour un nombre quelconque de variables indépendantes.
Les notations que nous venons d'employer peuvent être simplifiées au moyen d'une proposition fondamentale que nous allons démontrer.
198. De l'ordre dans lequel se succèdent les differentiations, — Si l'on prend les différences successives d'une fonction par rapport aux diverses variables indépendantes qu'elle renferme, on arrivera toujours au même résultat, dans quelque ordre qu'on effectue ces opérations , pourvu qu'on ne change pas le nombre de celles qui doivent être faites respectivement par rapport à chaque variable.
Soient, en effet, x et j- deux des variables dont dépend une fonction u.
Si l'on change d'abord x en x -\- âiX ^ u devient
si dans cette expression on change y en j^ 4- A j^, elle devient
et l'on a ainsi ce que devient u quand x elj sont changés en a: + Aa: , j H- Ay .
Or, en faisant les substitutions en sens inverse, on aura
IL -4- A^ w -h A,M 4- a' m
el ce résultat doit être identique au précédent puisqu'il exprime toujours la fonction u dans laquelle xcij sont changés en x + Aj:,y -f- A y. Donc on a identiquement
Si maintenant on divise les deux membres par Ax Ay et qu'on passe aux limites, en faisant tendre A a* et Ay vers zéro , on en conclura , par ce qui précède,
et, par conséquent ,
Si l'on prend successivement un nombre quelconque de différences, de différentielles ou de dérivées partielles, il est facile de voir que Tordre dans lequel on les prendra est complètement indifférent. En effet, deux de ces opérations successives pouvant être changées d'ordre, on pourra faire arriver au premier rang celle que l'on voudra , en la faisant avancer successivement d'un rang vers le commencement 5 on amènera ensuite au second rang celle que l'on voudra des autres , et enfin on les placera toutes dans un ordre quelconque , sans que le résultat cesse d'être identiquement le même.
D'après cela , on pourra supposer que toutes les différentiations par rapport à la même variable soient faîtes consécutivement , et les notations précédentes seront simplifiées en ce qu'elles ne renfermeront qu'une seule indication pour chaque variable : et c'est ce que nous ferons dorénavant.
On simplifie encore l'expression des dérivées partielles
en écrivant -; r— au lieu de- — ? parce que les expo-
dx^dy dxi^df ^ ^ ^
sants de dx et de dy suffisent pour indiquer le nombre des différentiatîons effectuées par rapport à chacune des variables x et j^.
Mais si , pour avoir la différentielle partielle correspondante, on faisait la multiplication par dx^ dy"" en supprimant le dénominateur, on obtiendrait d"*'^"u , expression qui ne renfermerait plus aucune trace des dîfférenliations effectuées. On est donc obligé, pour que la notation ait un sens déterminé , de conserver le dénominateur, et d'écrire ainsi cette différentielle,
-—djc"'dr".
dx'" df'^
Elle serait représentée beaucoup plus simplement par la
notation déjà employée , d"^^'^ u.
Le système de notation de Lagrange s'applique aux fonctions de plusieurs variables 5 mais nous n'en parlerons pas 5 vu que les géomètres n'en font pas usage. La notation de Leibnitz a prévalu, parce qu elle a surtout le grand avantage de mettre en évidence les différences infiniment petites, dont la considération est si utile dans toutes les recherches qui dépendent des mathématiques.
Différentielles totales des fonctions de ^variables
indépendantes.
Soit
X elj étant indépendantes ; nous avons vu précédemment que l'on avait
du du
au =1 —- A a; H — — A r + w , dx dy
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fj> étant infiniment petit par rapport à Ax, Aj*, A m, quand A a: et Aj tendent vers zéro.
La somme des deux premiers termes jouit donc, par rapport à Faccroissemeut total A u , de cette propriété remarquable, d'être égale à la différence elle-même, à une quantité près infiniment petite par rapport à cette différence. D'après cela , Taualogie nous conduit à donner le nom de diflerentielle totale de ii à l'expression suivante :
du , du , .
dx et dy étant des quantités indéterminées et indépendantes que nous nommerons les différentielles àexely. Elle jouit de la propriété que, lorsque dx et dy seront considérés comme les accroissements infiniment petits donnés k x et j^, elle pourra être prise pour l'accroissement total de u en négligeant une quantité infiniment petite par rapport à cet accroissement.
Nous désignerons cette différentielle totale par du , et il faudra bien la distinguer des rfz/ partiels qui se trouvent dans le second membre et sont différents l'un de l'autre. Pour éviter toute confusion , on devra se garder de supprimer les facteurs communs dx et dy^ et écrire
du du
On peut encore écrire
du =1 djgU -}- dyU,
Ces considérations s'appliquent à un nombre quelconque de variables indépendantes, et la différentielle totale dune fonction de plusieurs variables indépendantes sera toujours la somme de ses différentielles partielles relatives à chacune de ces variables.
Cherchons maintenant Texpression des différentielles successives de i/. Et pour cela remarquons d'abord que la
différentielle de ^ — sera, par la règle qui vient d'être
démontrée ,
elle se formerait donc en multipliant par — dx H dy
d"'^P u l'expression proposée ■ ^ ? pourvu qu'on y considérât
l'indice du numérateur comme un exposant, et qu'après la multiplication on changeât l'exposant des numérateurs en indices de différentialion. D'après cela , si Ton part de la formule (i), la différentielle du second membre s'obtiendra en la multipliant par ~r ^^ '^~r: ^> ^* faisant
le changement des exposants en indices. Il en sera de même pour la différentielle de ce résultat 5 et, par conséquent, en désignant par d'^u la différentielle totale de l'ordre m de m , on aura la formule symbolique
fdii , du , \" d'"u=: -— dx-\- -— dy \ \dx dy -" )
en entendant toujours que les exposants des du dans le second membre seront «changés en indices de différentiations.
Comparons maintenant cl"" u à la différence totale A"* u.
Reprenons pour cela la formule
du du
dans laquelle nous supposons Ax et Ajr infiniment petits-, et donnons k x et y les mêmes accroissements
Ao:, Ar. L'accroissement de -— calculé semblablement
^ dx
s'obtiendrait en multipliant — par — Aj:-h — Ay, et ajoutant une quantité infiniment petite par rapport à A x et ^y \ il en serait de même pour T accroissement de — •
De sorte que 1 accroissement de — A j:-t- — Ay sera représenté symboliquement par le carré de cette expression , dans lequel on changera les exposants de du en indices, plus une quantité infiniment petite par rapport aux quantités Ax*, AjtAj^, ^y^' Or nous savons que o) se compose de termes qui ont en facteurs, les uns A or, les autres Aj^ , et en outre d'autres facteurs qui deviennent nuls avec Ax et A j' ainsi que leurs dérivées; d'où il suit que l'accroissement de co sera infiniment petit par rapport aux mêmes quantités Ax*, Aj: Ay, Aj^'. On a donc la formule symbolique
(du du y
o)' étant infiniment petit par rapport aux quantités Aa*^ Ax Ay, Aj*. En continuant ainsi on parviendrait, sans difficulté, quelque fût le nombre des variables , à la formule symbolique générale
/du du Y
0) étant infiniment petit par rapport au produit de m facteurs A j: ou Aj,
On a donc aussi cette autre proposition générale : La différentielle totale de l'ordre m d'une Jonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes dans laquelle on prend dx ^ d/y ^ etc. y égaux aux accrois-
senienis infiniment petits de ces variables , ne diffère de la différence m'^'"' correspondante , que d'une quantité infiniment petite par rapport à elle-même.
Rem AKQUE GÉNÉRALE. — Lorsquc l'on cherchera Une équation entre les différentielles d'ordre quelconque de fonctions quelconques, et que, pour y parvenir, il sera avantageux de considérer d'abord des différences infiniment petites, on pourra substituée les différentielles aux différences correspondantes, et négliger toute quantité infiniment petite par rapport à celles entre lesquelles on cherche la relation. Car si l'on divisait l'équation exacte par une des différences, élevée à une puissance convenable, et qu'on passât à la limite, les rapports des différences seraient remplacés par ceux des différentielles, et l'on aurait Téquation même à laquelle on serait parvenu en négligeant des quantités nécessaires pour l'exactitude de l'équation entre les différences, mais qui disparaissent de l'équation exacte entre les différentielles , considérées comme des quantités infiniment petites ou finies.
Différentielles totales des dix^ers ordres des fonctions de plusieurs ^variables dépendantes.
200. Si les variables xel y^ qui entrent dans la fonction M, étaient elles-mêmes des fonctions de variables indépendantes, les différentielles totales de u changeraient toutes de forme , excepté celle du premier ordre , parce que les facteurs dx ^ dj ne seraient plus constants.
Ainsi la différentielle première de u aurait toujours
pour expression
du , du .
du=z -r dx-^—T-dy.
dx dy
Mais, en différentiant cette expression, il s'introduirait
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les termes
dx dy
et l'on formeraît d^x^ d^y en fonction des variables indépendantes 6t de leurs difTërentielles d'après les formules précédentes. On aurait ainsi
d^ u à}u iPu du du
et /i* M jouira, par rapport à A* m, de la propriété qui a été démontrée indépendamment de la forme qui pourrait résulter de variables intermédiaires entre u et les variables indépendantes.
On trouverait de même les différentielles totales des ordres suivants, et pour un nombre quelconque de variables, supposées dépendantes d'autres quelconques. Si parmi ces variables, les unes étaient dépendantes et les autres indépendantes, il suffirait de supposer nulles les différentielles de ces dernières qui passeraient le premier ordre.
Cas particulier oii x et y sont des fonctions linéaires, — Si j: et j^ étaient des fonctions linéaires des variables indépendantes, dx et dy seraient constants, quelles que fussent les valeurs des variables; on aurait donc
€Px=:0, d}y:=zO^ ^JC = 0,...,
et, par conséquent, on retrouverait la formule symbolique
^ du du
ydx dy
i au , au ^ \" <lru=2 [-r-€lx-\- — dy j
qui s'étendrait à un nombre quelconque de variables.
Différentielles des dis^ers ordres des fonctions implicites.
Supposons d'abord la fonction implicite u dépen- I
dante des variables x et y^ et déterminée par une équation unique
nous aurons d'abord
dY ^ f/F^ dY , dx dr du
d'où Ton tirerait du , comme nous l'avons déjà vu.
Dîfférentîant encore cette équation par rapport à toutes les variables, et observant que du n'est pas constant, il vient
H- 2 ■ , dxdu + 2 — — - rfr"« 4- -r- ^'« = o ; dxdu dydu- ' «w
d'où l'on tirerait d^u^ et ainsi de suite. On agirait de la même manière pour un nombre quelconque de variables indépendantes. Si u ne dépendait que d'une variable x ^ cette équation se réduirait à
rf'F , , ^F ^ ^ ^^F ^ , d¥ ^
—— dx' -f- 2 -,— r "J^«" H — TT "" H — — rf' f/ = o .
rtx' aa:aw ««' du
202. Si l'on avait deux équations, il y aurait deux variables, fonctions de toutes les autres^ et, dans ce cas, on différenlierait successivement chacune des équations , en distinguant bien les variables dépendantes des indépendantes : on déterminerait ainsi les différentielles secondes^ troisièmes, etc., des deux fonctions^ et Ton agirait de la même manière dans le cas d'un nombre quelconque d'équations.
Soient , par exemple , les deux équations
j et M sont des fonctions de la variable indépendante x. On aura d'abord les deux équations
ûfF , rfF , r/F ,
dx +- --- rf/4- —— du = o, flx ,dj . da
-^dx-^-fily-^ -f-rfa=o; dx djr du
d'où l'on tirera dy et du. En difTérentiant ces deux équations, on obtiendra
^F^ d'¥ ^ ^ d'Y ^ ^ (PY ^ ^ d'¥ ^ ^
d'Y dY dY
-h 2 -y-y dfdu -+■]—- d^jr -^ --— d' u=: o , dydu ' dy du
-f^ dx^ -h -y^dy^ -{- -j^^ du'-^2~-^dxdr'{'^-j-y'dxdu
d'à: dy' du' dxdy dxdu
d^f df df
-h2 — -;;- dyda-^y- d'y-h y- cPii = o, dydu dy du
d'où l'on tirerait d* u et d*y^ puisque dj et du sont connus. On obtiendrait ainsi les différentielles de tous les ordres de j^ et //.
CHANGEMENT DE VARIABLES
203. Cas d'une seule variable indépendante, — Nous considérerons d'abord les fonctions d'une seule variable indépendante j et l'objet que nous allons nous proposer est d'exprimer toutes les dérivées d'une fonction y par rapport à une variable x dont elle dépend , au moyen des dérivées successives d'une autre fonction u par rapport à une variable f, regardée comme indépendante.
Toutes les quantités dépendent d'une seule variable : ainsi l'on a trois équations entre x, j^, m, f 5 ou deux seulement, en laissant de côté celle qui exprimera la relation entre x et j. On voit- qu'en vertu de ces trois équations, on peut considérer u comme une fonction de f , et ce sont les dérivées de u par rapport à t que Ton .veut faire entrer dans des calculs où se trouvent les dérivées de y par rapport à x.
Pour cela nous allons d'abord exprimer les dérivées de j par rapport à x, en fonction des dérivées de j: et y par rapport à la même variable indépendante t dont elles seraient regardées comme fonctions. Ces formules seront les mêmes, quelle que soit la forme particulière, tant de r équation entre x et y, que de celle qui doit lier x et j avec t. Nous montrerons ensuite comment les dérivées de .r et j^ par rapport à t peuvent s'exprimer au moyen de celles que Von veut introduire, qui sont celles de u par rapport à t. Ce dernier calcul dépend des équations qui lient x et j avec t et w, et peut-être encore avec
d'autres variables; elle nombre des équations doit toujours être tel, quil n'y ait qu'une seule variable indépendante, comme nous l'avons supposé.
204. Pour exprimer les dérivées de / par rapport à x au moyen de celles de a: et j^ par rapport à f, nous observerons que , d'après le principe des fonctions de fonctions, on a
dr dy dt tx'^Ti'dx' ««'P"'«^l^^^
dt _ I dx dx
dt
dy dt dx dx
dt
Passons maintenant à Texpressiou de y-r/ Nous dilFéren-
tierons pour cela les deux membres de cette équation par rapport à x; mais, afin de n'introduire dans le second membre que des dérivées par rapport à t , nous le différentieroiis d'abord par rapport à £, puis nous multiplierons par — » o^ nous diviserons par — • Nous obtiendrons ainsi
d^jr dx d*x dy d'y _^~d? dt ~ 'dï' dt_
d^Y De même, pour obtenir -—^ nous ditlérentierons le second membre par rapport à t^ puis nous diviserons par — •
Et en continuant ainsi, il est clair que Ton aura l'expression de toutes les dérivées de y par rapport à a: , au
moyen de celles de x ety par rapport à une variable quelconque <, dont Jjelj^ seraient dépendants.
On peut , au lieu des dérivées de x et y par rapport à /, introduire leurs différentielles; il suffira de supprimer le diviseur df^ et il viendra
Ces premières formules se rapportent au changement de la "variable indépendante seulement.
Si l'on suppose que la variable t soit la fonction j , elle-même, on aura les dérivées de y par rapport à x, exprimées au moyen de celles de x par rapport à j^, quelle que soit d'ailleurs la relation entre x et y. Ces formules seront
dy 1 rf' j dy"^
dx dx dx'^ fdx\^
205. Considérons maintenant le cas général où Ton aurait entre m variables x, j^, . . . , w , ï , les m — 2 équations
F(x,j^,. ., «,r) = o, f{x,y,.. .,tf, t) = o,
sans compter F équation qui donne y en fonction de x. Si l'on différentie ces m — 2 équations par rapport à f, on
dx dy (, . ^ du , ,
pourra exprimer -r-9 — en fonction de — ? par la resolution d'équations du premier degré.
Différentiant de nouveau ces équations, on introduira les dérivées secondes par rapport à f, et il y restera des dérivées premières que l'on pourra remplacer par leurs valeurs tirées des premières équations. On pourra donc
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encore, par la résolution d'équations du premier degré,
, , ^ (Px d}y , ePu du
tirer les valeurs de -7—» -tt au moyen de -7-- et -7— cit^ dt^ •' do dt
En continuant ainsi , toutes les dérivées de j: et de j-
par rapport à t seront exprimées au moyen de celles de u
par rapport à t\ et comme nous avons donné les formules
générales qui expriment — ? -7— ^ï etc. , au moyen de
(Ix d^x dy d^r «i ? • n *
-r-> -r-j etc., -r-» -TTJ clc. , 11 S cnsuiC que 1 on connaidt di* dt dt* ^
dr d'y . du d^u , , .1,1
tra~ï ~J~V"' ^^ moyen de— 5 -77 v> ce qui était 1 objet de la question.
Si, au lieu d'équations Giiies, on avait des équations difFérentielles, il faudrait toujours chercher a en dé-
, . dx fPx df (Pr , du
duire -j-t —r-f etc., -—9 -~r» etc., au moyen de -7-» dt dO dt dt^ ' ^ dt
(Pu ,, . . . , ,
—1 etc., et 1 on agirait ensuite comme dans le cas précédent.
Supposons, par exemple, Téquation
(sy- (!)■=■.
el proposons -nous d exprimer — » -— > etc., au moyen de
-7-î -—7 etc. La question se réduit ici à exprimer
dr d'y , dx d^x
rfT' rf,T' «t^- ^^ ™«y«n de -, —, eu-.
Or on aura d'abord
dy _ / _^ Wr - V ' ^^' '
Pour avoir —^5 on difféicnliera l'cquation donnée, et il dt^ *
28o viendra
d'où
ir.
dx d^x dy dt dt' "^ dt
d\r dt^
dx d}x
d^y dO
dt dt' dy dt
dx d^x 7ït~dF
Une nouvelle difTérenliatîon ferait connaître —, et ainsi
de suite.
Ce cas est celui où Ton déterminera une courbe par une équation entre l'arc et l'abscisse.
206. Cas de plusieurs variables infiépendaiites. — Considérons maintenant une fonction z de deux variables indépendantes a?, /. Sa forme n'est pas connue, et Ton ne doit pas avoir besoin d'en faire usage; mais on doit toujours raisonner dans l'hypothèse qu'elle existe.
La question que nous nous proposons est de détermiDer les dérivées partielles de tous les ordres , de z par rapport à a: et y^ au moyen de celles d'une autre fonction r par rapport à deux autres variables indépendantes y et 6, en supposant qu'il existe trois écjuations entre .r, y, z, r, 9, 9, savoir
(l) I ^(•^'•^' ^'^' '?''') =^» F|(-^,r,«,Ô» ?>'•) = Or
de sorte que quatre quelconques de ces six variables peuvent être regardées comme fonctions des deux autres qui seront entièrement arbitraires.
Cela posé , différentions successivement r par rapport à chacune des variables x et y, la seconde étant supposée constante; et considérons /• comme dépendant de 6 et ç,
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qui eux-mêmes dépendent de x et j^. Nous aurons ainsi
dr drd^ drdo dr drd9 drd^ '^^ dx^dldx'^d^dx' Tfy'^dldx'^ d^d^'
Il faut maintenant éliminer de ces équations les déri-
, d^ dfû dr dB dta dr , ^,t^,
vees-r-^ -r-' -;-» -;-» -r-» -7-» et pour cela nous dilledx dx dx dy elf dy *
rentierons d'abord les équations (i) par rapporta X5
d'où
' ^ çTô dY_d^ d¥_^dr^ dF fl^dz _ dO dx d(f dx dr dx dx dz dx '
dY^dQ dF\d(f d?,dr r/F, dF^dz^^ d 9 dx d(f dx dr dx dx dz dx *
dF.dB d F, rfy dF^dr dF^ dF.dz _ dO dx d(f dx dr dx dx dz dx
j, , . d9 do dr f • y dz
d ou nous tirerons -7- > -rt -7- ? en tonction de -p- : et dx dx dx dx
les reportant dans la première équation ( 2) nous en tire-
,j. dz „ . ^ dr dr
rons immédiatement -;- en fonction de -— » -y dx dQ d<f
Différent! au t de même les équations (i) par rapport h y
efc faisant usage de la seconde équation {2) , on obliendra
dz ^ dr dr . ». . n 1 • lî j ^
— . au moyen de — ? — ; ce qui était 1 objet que 1 on s e-
tait proposé .
On conclurait facilement de là -7-9 -7- au moyen de
dB d<f *'
— ) —5 par la résolution de deux équations du premier
degré ^ mais on pourrait d'ailleurs les obtenir directement en suivant une marche inverse.
On passera aux dérivées partielles du second ordre en
j./v, . dr dr
dinerentiant — > -7- par rapport a x et y : on sera ramène
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à diffère 11 lier — » — par rapport à x ely , et on les traitera comnie on a traité /*, ce qui introduira les dérivées du second ordre de r par rapport à 0 et y.
^ , j.^^, . d^ dib dQ do
On aura en oulre a diiterentier -7-9 -7^9 -r? --•? ce
dx dx dy dy
qui introduira les dérivées partielles du second ordre de z par rapport à x et y, dont on aura ainsi les valeurs.
Il est facile de voir que cette méthode s'applique à un nombre quelconque de variables indépendantes , et s'étend aux dérivées de toutes les autres.
207. Nous examinerons, en particulier, le cas d'une fonction u de trois variables indépendantes j:, j", 5, qui doivent être remplacées par trois autres variables indépendantes r, (f , 0, liées à j: , y, z par trois équations connues^ dans ce cas , il s'agira d'exprimer toujours les dérivées partielles de // par rapport kx ^y^ z, au moyen de ses dérivées partielles par rapport à r, (p, 0. Ce problème renferme celui de la transformation des coordonnées dans des équations aux différentielles partielles où la variable principale est une fonction de trois coordonnées.
Considérons u comme fonction de 0,9, r, et ces dernières comme fonction de j:, j^, z\ et différeniions u partiellement par rapport à x,/, z, nous aurons
Or, au moyen des trois équations entre x, r, r, 0, (p, /•,
du dx'
du dQ du dfû du dr — __.__ _| 1 ^
dO dx dtf dx dr dx
du
du dB du d^ du dr " d9 dy d^ dy dr dy
du
dz ''
du dO du d<f du dr ~^ dQdz d9 dz dr dz
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on peut déterminer les dérivées partielles
dS
rfô
rfç
dr
dr
dr
,te'
dP'
rû'
di'
dz'
di'
dr'
et, par conséquent, les équations (3) donnent les valeurs
des dérivées partielles de la fonction u par rapport à
x,j^, z, au moyen de celles de la même fonction par
rapport à 0 , (f^r.
La résolution de ces trois équations ferait connaître
du du du , du du du
— » — ? — au moyen de — » — 9 — -, mais on pourrait
les trouver directement par une marche inverse de la précédente.
En différentiant les équations { 3 ) successivement par rapport à jr , y, -2 , on exprimerait les dérivées du second ordre par rapport aux variables indépendantes d'un des systèmes, au moyen des dérivées du second ordre par rapport aux variables de l'autre; et l'on continuerait ainsi indéfiniment.
Ainsi, par exemple, en différentiant — par rapport
à j:, on serait ramené à former les dérivées partielles de
du du du > , 1-, o >
-—) — î — par rapport a .r, et c est ce que Ion ferait
du du du • jî 1. 1
en traitant -—9 -r-^ -7-1 comme on avaitd abord traite w, d9 d(f dr
ce qui introduirait les dérivées du second ordre de u par
rapport à 0, ©, r, tout le reste étant connu.
208. Appliquons ce procédé à une transformation qui se présente souvent dans les questions de mécanique et de physique mathématique.
Soient x,j, z les coordonnées rectangles d'un point, et 7', 0, v|/ ses coordonnées polaires, de sorte qu'on ait
entre ces six variables les trois équations
z = r cos 6 , / ;= r sin 9 sin ij^ , jr r= r sin 0 cos ^ ,
on trouvera, au moyen de la méthode que nous venons d'exposer,
du du , ^ , du cos9cos\l du ûu-^ - = — sinôcos+ -f-—
dx dr ^ d9 r d^ r sïnB
du du . ^ . . fif// cos 9 sin >l du cos 4/
— = — sin9sin^;-h — --^tI " ^'
dy dr ^ dB r d-^ rsinB
du du ^ du sin 9
— =-j-cos9 — — ,
dz dr dB r
d'^u d'^u . ^^ . , . ^/'«cos'9sin\I> cos>t' d^usxn^ cos^ = sin'9 sin\L cosw -\ : —.
d^u sin9cos9 sin^pcos^|^ d^u /cos'^p — sin'^];
/cos'^p — sin'^];\
dBdr r d^dr
d^u (cos'\|/ — sin'^p) cos 9 du sin' 9 sin\[; cos\J»
d-^^dB r'sin9 dr r
du cos9 sin\pcosT|^ /« ^ir^û i * \ _j_ ^" /'sin'ij^ — cos'^/ dB r^ --■ - -^
/ . ^ I \ du /sin'ib — cosN
dUi d^ u ^ ^ , ^' f^ sin9 cos9cos4^
-- — - = -7— - srn 9 cos9 cosiS — -— ;
dxdz dr^ ' dB^ /•'
d^u (cos'9 — sin'9)cos^ d^u sin ^|/ cos 9 dBdr r . d-^dr r%\nB
d^u sin\|; '^ dBd^ r'
du (sin' 9 — cos' 9 ) cos -j/ du sin 9 cos 9 cos ^ '^ dB /' dr r
d^ u dUc . ^ ^ . , rf'« sin9 cos9 sin\|/
dydz dr"^ ' r/9' /'
d^u (cos' 9 — sin'9)sin\p ^ rf'« cosa|;cos9 r/9rfr r ' d^dr rsin9
du (sin' 9 — cos' 9) sin ip </« sin 9 cos 9 sin ^
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d^ii d^u . ^^ ,, rf'acos'OcosH d^ u sinH
d^u sinOcosO cos'^ d^ u sin^pcos^p
dQdr r ^^dr r
d ' « sin 4» co > ^p ^« cos' © cos' -^ H- sin' \^
é/9rf\p r'tangQ rfr r
/sin'\|i — 2 sin' 9 cos*i(*\ \ résine /
r/a ^ /sin'\Ii — 2 sin' 9 cos'i|*\ e/a sin>L cos 4»
+ rfô'^"*' \ P^iïë ) ^ " rf+ TTilHîT'
rf»« d^u . .^ . .. rf'tt cos'9sin'J> ^'a cos'4>
«f'tf sin 0 cos 9 sin' \L ^/'m sin-tLcos^l/
^ dBdr r d^dr r
d^u sîn\pcos4»
dBd-^ r'tang9
du / cos' 9 sin' 4» H- cos' >]/ \
du / cos' 4* — 2 sin' 9 sin' 4* \ rf« sin 4* cos4'
^^Tb'^'^^K 'i^^^B l^'^d^ r'sin'9 '
d^u^d^u ^ i/'asin'9 r/'w $in9cos9 ^ ^j'^il?
du sin 9 cos 9
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Détermination des valeurs particulières desfonc
lions qui se présentent sous les formes -5 ^9 00 x o
1°^ , 00 °,o°. — Lorsqu'une fonction est le quotient de deux autres fonctions de a: , et qu'une valeur particulière de x rend ces deux dernières nulles ou infinies, la valeur de
la première se présente sous la forme - ou ^9 et, dans ce
cas , on peut se proposer de déterminer la valeur vers laquelle converge la fraction donnée, lorsque x tend vers cette valeur particulière \ c'est cette valeur limite que l'on désigne souvent sous le nom de vraie valeur de la fraction qui se présente sous la forme indéterminée - ou ^•
¥ (x) . Cherchons d'abord la limite de •—— / lorsque x tend
vers une valeur Xq telle que l'on ait
F(xo)=o, /(Xo) = 0.
Soit h une quantité tendant vers zéro , on aura , d'après len«45,
donc
lorsque x tend vers Xq\ et, par conséquent, si ¥' (x^) (tif (jTo) nesont pas nuls ni infinis, la limite cherchée
Si l'on avait encore
la limite de -zT^—v serait la même que celle de —tVK ? et
ainsi de suite
Si donc toutes les dérivées jusqu'à l'ordre n exclusivement deviennent nulles pour o; = Xq, la limite cherchée
F" ix) sera celle de y;^-[\ et si F" [x^] et /" [x^) ne sont ni
nulles ni infinies, on aura, pour valeur de cette limite,
F"(:ro)
Si l'une de ces dernières dérivées est encore nulle, la limite sera o si c'est F" (x^) qui est nulle, et la fonction croîtra sans limite si c'est/*" (-^o)-
Supposons maintenant d'où
FK)-''
on aura identiquement
+ ^hf
+ (ihy
d ou , en représentant ~ -p^ par 9 («) ,
F (x) Or, si 77— T» ou y (A), a une limite finie, 9 (Oh) aura la
même limite, et , , J tendra vers l'unité: on aura
donc
bi, au contraire, 1 expression jj^ tend vers o ou oc ,
elle finira , eu général , par varier constamment dans le même sens , à mesure que x tendra vers x© \ et le facteur
,,} sera , dans le premier cas, plus petit, et, dans le
F' {x\ second, plus grand que l'unité. Donc -pT-T—Mevientnulou
infini en même temps que -71^^ et par conséquent, dans
tous les cas , la recherche de la vraie valeur de tt-t se ra-
mène à celle de
Si donc F' (jTo) et/' (.Tq) ne sont ni nuls ni infinis , la limite cherchée sera
Si les dérivées de F (j:) , f{oc) devenaient infinies jusqu'à un certain ordre, on agirait comme dans le cas précédent. Mais si elles deviennent toutes infinies, cette méthode ne sera plus applicable ; et ce qu'il y a souvent de
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mieux h faire dans ce cas, c*esl de remplacer x par Xo+A et d'effectuer les réductions.
Ainsi soit, par exemple, la fraction
SCS deux termes deviennent nuls pour a: = Xo, et toutes les dérivées deviennent infinies. MaissiTon po&e jr=.ro-f-A, elle devient
supprimant le facteur commun h* ^ il reste
dont la limite est zéro quand h tend vers zéro.
2H. La valeur j:*o étant arbitraire peut être supposée aussi grande que l'on voudra, et, par ctmséquent, les régies précédentes s'appliquent au cas où l'on a :Co = oo . Mais la démonstration directe ne pourrait plus se faire de la même manière dans ce cas, et il est bon de l'examiner à part.
Si l'on pose jr = -? on aura
y tendant vers zéro, il n'y aura aucune diffieullé, et l'on aura, parla démonstration précédente,
-}^. ^ lim. —^^ = lini. —Y4-
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On aura donc aussi
X croissant iudéiinîment.
Considérons maintenant le produit
F(^)/(^), et supposons
F(x„) = ao, /(Xo) = o; nous aurons identiquement
F(^) ce qui ramène au premier cas \ et l'on trouve alors
lim.F(x)/(x)=-lira.^i^.
Si la seconde expression rentre dans un des cas examinés , on la traitera par les procédés déjà indiqués.
213. On peut encore donner une autre règle pour trouver la limite de la fraction
dans laquelle on suppose x infini.
En effet, h étant une quantité finie quelconque, on a , quel que soi t x ,
faisant croître x indéfiniment , le second membre tend vers F' (oc ) , qui est la limite de la fi action — ^-î d'après
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uue des règles précédentes. Donc
et si , pour plus de simplicité, on fait A = i,
lim. LW =3 lim. [F (jc H- i) — F (x)].
Ce ihoérème a été démontré d'une autre manière par M. Cauchy, dans son Cours d* Analyse algébrique,
Considérons maintenant une expression de la forme
F (x)/:*); son logarithme est
/(x)logF(jr),
et rentre dans une expression que nous avons examinée. Sî donc on peut déterminer par les règles précédentes la vraie valeur de ce logarithme, dans le cas singulier où les fonctions logF [x] elf[x) seraient Tune infinie et l'autre nulle, on en conclura immédiatement celle de Texpression proposée.
Examinons en particulier l'expression
dans le cas de ar = oo , et supposant F (oo ) r= oo . Le logarithme de cette expression est
logF(x)
F' ix) et sa limite est celle de ^) \^ que Ton peut traiter pat* les
règles précédentes.
Mais si Ton applique à ^— la règle particulière
du n*^212, on trouvera que sa limite est la même que
celle de
logF(x + i)-logF(x), ou l"g^F(^'^-
Donc la limite de F (x)' est la même que celle de
^ ■ quand x devient infini. Celle règle avait encore
été démontrée par M. Cauchy.
Si Ton a F (oo ) = o, on posera
Mais (p ( 00 ) = oc , donc
lim.a)(.r)^=:lim. ?lfJ±Li) et
lim.F(.r;'=:Hm. -J^ = lim . L(^) .
215. L'application de ces diverses règles conduit à quelques résultats particuliers qui méritent d'être remarqués :
QO pour x = X si l'on a « ^ i .
logx
=ro pour jr=:oo ,
X logx =r o pour .r = o ,
a:e^ = oo pour J7 = o ,
x^ = 1 pour jc == oc ,
(Aji'"-hBA'"-'H-. . .-+-U)'=i pour 07=; 00, .r'rrr i pour .r = o ,
[cosntxf = I |)our j:=o, r
( I -f- .r )' == e pour x=: o.
CALCUL DES UËRIVÉES ET DBS DlFFÉllENTlELLES , ETC. 2C)3
Série de Tajlor pour les fonctions tl'unc seule variable,
216. La série que nous allons faire connaître a pour objet de développer une fonction quelconque de la somme x-\-h suivant les puissances entières et positives de l'une (les parties, par exemple de A; elle a été découverte par Taylor, et a conservé le nom de son inventeur. Maclaurin en a déduit une autre qui donne le développement d'une fonction suivant les puissances de la variable, et qui a été employée avant lui par Slirling. Il suilit, en effet, de faire x= o dans la première pour obtenir le développement d'une fonction de la variable h suivant les puissances de II, Cette série de Maclaurin n'est donc qu'un cas particulier de celle de Taylor, et c'est pour cela qu'on la désigne ordinairement sous le même nom.
Soit F (wC-h/i) la fonction qu'il s'agit de développer suivant les puissances entières et positives de h.
Commençons par écrire un nombre quelconque n des termes déduits suivant la même loi que si la fonction était entière et rationnelle, et désignons par y (A) la fonction de x et de h , qui , ajoutée à ces termes , reproduit F (.r-f-Zi) : nous aurons
Les dérivées des deux membres par rapport à h étant nécessairement identiques, on reconnaît sans peine que J [h) et SCS (/i — i) premières dérivées deviennent nulles pour ft = o , et que
Donc, d'après une formule démontrée précédemment , on
aura
et, par suite,
Cette formule donne la solution de la question , et montre dans quel cas elle est possible. En effet, si l'expression
¥"Cx-hQh)
tend vers zéro à mesure que n augmente, F {x-h/t) est la limite de là série
et Ton peut poser la formule suivante, qui est celle de Taylor :
Mais il faut bien faire attention que , d'après la formule sur
laquelle est fondée cette série, elle ne peut être substituée
à F [x-hh) que lorsque F [x) et toutes ses dérivées sont
h" continues entre x et x -h h. et que F" {x-]-6 h)
tend vers zéro quand n croît indéfiniment.
La fonction F (x-hh) ne peut être développée suivant les puissances de h autrement que par la formule (2) -, car deux séries convergentes ordonnées suivant les puissances
entières et positives d'une même variable, et dont les sommes sont égales , quelle que soit la valeur de cette variable, sont les mêmes, terme pour terme.
217. Il est facile de reconnaître que le lerme — ^F-(x + 9A),
qui donne la valeur exacte du reste de la série , après les
n premiers termes, tend vers zéro toutes les fois que
F" (j:) reste fini, lorsque n augmente indéfiniment : et
pour cela il sufiit de faire voir que tend vers
zéro quel que soit h. En elfct, quand n aura dépassé la valeur de //, et qu'on l'augmentera indéfiniment, l'expression sera multipliée par les fractions
• 9 qui diminuent de plus en plus. Mais quaud
même elles resteraient égales à la première, qui est plus petite que l'unité, on sait que le produit aurait pour li-
mile zéro. Donc il en est de même de -= quand /*
croîtra indéfiniment^ et la série de Taylor peut être employée lorsque F (x) et toutes ses dérivées sont continues et finies entre x et x-\-h.
Limites île r erreur. — La formule (i) a l'avantage
! de donner des limites de l'erreur commise en s'arrê-
lant à un lerme quelconque de la série de Taylor. En
effet, si l'on prend les n premiers termes, la quanlilé
exacte qu il faudrait y ajouter pour obtenir ¥[x-\-h) est
F" (j: -1-6 A). Si donc on désigne par A et B la
plus petite et la plus grande valeur que prend F" (a:), quand x passe par toutes les valeurs, de x à x-i-fi, J'er-
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rear commise en prenant les n premiers termes delà série
A h" . B /i" sera plus grande que ^ et plus petite que
La formule
F''(ar-hô/i)
n'exige aucune condition relative aux dérivées d'un ordre supérieur au n*'"". Ces dernières pourraient être discontinues dans Fi ntervalle de x à x-4-A, sans que la formule cessât d'être -exacte. Ainsi ce développement peut être exact quand on l'arrête à un certain terme, et devenir inexact si Ton voulait le pousser au delà. Supposons, par exemple, que l'on ait
F {.x)=/{x) -x-[x—x,) ^if (x) ,
m étant un nombre entier positif, et- compris entre o
et I. Si l'on considère pour x la valeur particulière Xq^ les dérivées seront finies jusqu'à F"* (.ro) inclusivement, en supposant que celles de f[x) et ^ (x) le soient; mais au delà elles deviendront infinies. Le développement ne devra donc être poussé que jusqu'au terme
flin — t
F'"""* (Xo) tout au plus; et il pourra être
complété au moyen d'un terme renfermant la dérivée suivante.
219. Dév^eloppement de Y [x). — S^, dans la formule (i) , on fait.r=o, et qu'on remplace ensuite la
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lettre /* par la lettre x, on obtient
On peut ainsi développer une fonction de x suivant les puissances de x, pourvu que celle fonction et ses dérivées jusqu'à Tordre n soient continues entre o et jr. Si, à mesure
/in
({ue n augmente indéfiniment, l'expression F" (9x)
tend vers zéro, la fonction F (x) pourra être exprimée par la formule
c'est-à-dire que la limite de la somme des termes du second membre est F (x). Cette dernière formule est celle deMaclaurin.
Si on l'avait obtenue avant celle de Taylor, on en déduirait celle-ci en considérant F {x+Ji) comme une fonction de h et la développant par la formule de Maclaurin.
Formule plus générale. — On peut encore développer F (.r) d'après la formule de Taylor, en remplaçant X par Xo-h(x — To) ; on trouve ainsi
et Ton peut toujours choisir Xq de telle sorte que F (xq) , F'(jro), etc., ne soient pas infinies. Mais cela ne suffira pas, et il faudra toujours s'assurer que le reste de la série, dont nous connaissons l'expression, a pour limite o. Autre formule. — Enfin la série de Taylor a conduit
Bernoulli à une autre forme de développement peu employée. Si l'on y suppose h = — x^ elle devient
F(o)=:F(:r)-xF'(.r)H- — F"{x)--p^^F'"(x)-f-.-. .,
d'où
(5)F(^) = F(o)+xF(.:)-^F''(x)--^F'''(.r)-...,
Les coefficients des différentes puissances de x sont eux-mêmes des fonctions de 0:5 de sorte que l'on ne trouve pas dans ce développement le principal avantage que Ton cherche, qui est de remplacer la fonction par un polynôme entier et rationnel. On s'assurerait de son exactitude, comme dans les formules précédemes^
220. Il faut bien se garder de croire que les séries de Taylor et de Maclaurin puissent être employées toutes les fois qu'elles sont convergentes 5 car elles pourraient converger vers d'autres limites que les fonctions qu'elles devraient représenter.
Ainsi, par 'exemple, la fonction e * devient nulle, ainsi que toutes ses dérivées, pour jr: = o, et cependant elle n'est pas identiquement nulle. 11 suit de là que si F (x) est une fonction développable par la série de Ma-
claurin , F (x) -h e ^ , développée par la même formule, donnera lieu à une série convergente, msfis qui représentera F (x) , et sera, par conséquent, inexacte.
L'exactitude du développement ne peut jamais être établie que par la considération de l'expression qui en complète la valeur après un nombre quelconque de termes .
filtre forme pour le reste, — Il est quelquefois
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uiile de donner au reste de la série de Taylor une autre forme que nous allons faire connaître.
Considérons d'abord le développement de F (x) ; nous pouvons poser, en remplaçant x par z -H (x — z) ,
Si Ton représente le dernier ternie pary^(z), et qu'on différenlic les deux membres de l'équation par rapport à 2, on obtient, toute réduction faite,
Celte équation détermine la dérivée/' (z) de la fonction
/(z), ou L:^_i^F«[s-he(j:-z)],
et donne
f{z) = ^^ y- :F-fs)
Or on peut exprimer/ (2) au moyen de/' (s) par la for-., roule
et l'on peut- observer que/(a:) = o, puiscju'en faisant « = a:dans la fonction représentée par/(z), on trouve identiquement zéro. La dernière équation donne donc
^(') = 7:"ifT(7^) («■)"-' F°[-^ -h 6, (, - X)],
et l'on a ainsi une nouvelle expression du reste de la série qui donne le développement de F (x).
Si l'on suppose z = o, on a le développement de iMa-
claurin, sous la forme suivante, eu faisant i — Qyz=Q \ l F(a:)=F(o)-+-xK'(o) -h-^F''(o) + ...
l I.2...(« — ij ^^ I.2...(/î — 0
0 étant compris entre o et* i .
Dans le développement semblable «donné précédemment 5 le reste est exprimé par
0 désignant une fraction différente. La nouvelle forme donnée à ce reste est quelquefois plus propre à manifester la convergence de la série vers F [x).
Si dans la formule (6) on suppose F [x] =f{fi' -H ^), on aura
/(A + x) =f{h) H- xf (h) + — /"(A) +. .
ou, en changeant les lettres h et x Tune dans l'autre,
f{x^h) =/(.r) + 'if [x) + ^Z' (x) + . . . • /j/j— 1 /z"fi 9'"—'
c'est la série de Taylor, le reste étant présenté sous une nouvelle forme.
Appliquons les formules précédenies à quelques exemples .
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Applications. — i°. Soîl F (x) = «', on aura
¥'(x) = a'\a,. ., F«(j:)=«'l»fl, F(o) = i, F'(o)=rU. ., F«(o)=l-fl,
et, par suite,
jc' l' a J7"~' 1"""' a or" 1" û ^
a»r= i-h xl fl H h... H 1 rt^^,
Le reste a tendant vers zéro, à mesure que w
augmente, la série indéfinie a pour somme «•^.
2^. Soient
F (x) = 1 (i -f- or) , F' W = (i + ^)-,
F» = — (1-4- ^)-% F''(a:) =zt: i .2. . . (« — i)(i -h .r)-%
d'où résulle
F(o) = o, F'(o)=i, F"(o)=~i,..., F''(o)=±:i.2...(/i-i), et, par conséquent ,
La série serait composée de termes indéfi ni ment croissants si Ton supposait x^i, parce que la limite du rapport d'un terme au précédent est x, lorsque leurs exposants augmentent indéfiniment (^voir à la fin la Note sur les séries). Il sufiit donc de s'assurer si le reste tend vers zéro quand on a x < i ; et pour cela il faut distinguer deux
cas. Si X est positif, on a — <^ i si x <^ 1 5 et par
conséquent le reste tend vers zéro, et la série converge vers 1 (1 + .r).
Si X est négatif et qu'on le représente par — .c, le reste
ne se présente pas sous une forme propre à
i— Ôz)"
faire reconnaître s'il tend vers zéro, parce que l'on n'aperçoit pas lequel est le plus grand des deux termes de la
fraction r-« Mais si l'on prend la seconde forme que
nous avons indiquée pour le reste , on trouvera pour le
cas actuel — ^^ ^> ? ou, abstraction faite du signe,
Or la fraction -^ est moindre que l'unité si z <r i ;
I — Qz ^ ^- '
donc le reste tend vers zéro, et la série représente 1 ( i -hx) . Cette série peut donc être employée pour toutes les valeurs de X comprises entre ■+• i et — i .
On peut obtenir des séries plus convergentes que la précédente et plus applicables au calcul des logarithmes.
Si dans la formule
l(i-f-jr) = x— .— H-. ^,...,
on change x en — x^ on obtient
et, en retranchant la seconde de la première.
Posant
=r I H — j d'où X=z
I - .r jr 2 j + I
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il vient
i(^) = i(r-4-i)-ir
Cette série très-convergente donne la difierence des logarithmes de deux nombres entiers consécutifs, et fait connaître, par conséquent, les logarithmes de tous les nombres entiers depuis l'unité. .
Connaissant les logarithmes dans la base e, on les obtiendrait dans toute autre base , en les divisant par le logarithme de la nouvelle base pris dans la base e.
Kous ferons connaître plus tard des procédés plus commodes pour la construction des Tables de logarithmes.
3°. Soit maintenant
F(x) = (i-+- j-)", on aura
et , par suite ,
(i-4-j:)'"= I 4- mx H ^ ^x'-h. . .
Pour que la série indéfinie représente (i -f- o")"*, il est d'abord nécessaire qu'elle soit convergente. Or le rapport du
terme de rang p au précédent est — "—^ a?, et tend
vers — X à mesure que p augmente; donc la série n'est pas convergente si x est*en dehors des limites + i et — i . Il suffit donc de reconnaître si le reste tend vers zéro pour toutes les valeurs de x comprises entre ces limites.
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Ce reste peut se décomposer dans les deux fadeurs
— ^ -^— ^ x" et f I -f- Ôo: )"•-".
Le premier tend vers zéro, parce que si n augmente d une unité, il se trouve multiplie par x qui s approche de plus en plus de — x dont la valeur absolue est moindre que l'unité ; et quant au second facteur^ — r-^?
si Ton suppose d'abord x positif, il tend aussi vers zéro, à moins que 0 ne s'approche indéfiniment de zéro, mais dans tous les cas ce facteur reste plus petit que Tunité, et, par conséquent, le reste de la série tend vers zéro. Donc elle représente (i-hx)™ pour toutes les valeurs de X comprises entre o et -f- i .
Mais si X est négatif, rien ne prouve que le second facteur ne croîtra pas indéfiniment avec w, et cela arrivera même certainement , à moins que 0 ne tende vers zéro \ car l'expression (H-Ox)" tendrait vers zéro si la fraction i-\-Qx ne s'approchait pas indéfiniment de lunité. Il faut alors avoir recours à la seconde forme du reste, qui est
^ ^ ^ ^ ^ ^— (i -f- Ôx )'"-«.
Le facteur — ^^ ^^ — tend encore vers
m [m — 1 ) . . . ( m — « 4- i ) jc" 1 . 2. . ./ï — 1 zéro 5 l'autre facteur devient ^ en remplaçant x par — <z,
Or on a — <^ i , puisque z <^i : donc ( j
tendra vers zéro, à moins que 0 ne lend*e vers zéro ^ et
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dans ce cas même cette expression est toujours moindre que l'unité. Donc le reste de la série tend vers zéro, et, par conséquent, celle-ci peut être employée pour toutes les valeurs de x comprises entre + 1 et — i . 4^. En prenant successivement
F(j:)=sinx, F(a:)=:cosx,
on est conduit aux séries suivantes qui sont exactes, quel que soi t X :
sin X = jc —
jp3 X* X^
Elles supposent le rayon égal à Tunité, c'est-à-dire que x désigne le rapport de Tare au rayon du cercle; et sinx, cosx désignent les rapports des lignes auxquelles elles correspondent, à ce même rayon : dans le cas où il serait désigné par R, on remplacerait dans les seconds
membres x par - 9 R étant le rayon 5 et dans les premiers
sin.r cosx ^^ , ,
sinxet coso: par—-, — — (Quelque grand que soit x,
les termes fiuissent par aller constamment en diminuant, et comme ils sont alternativement positifs et négatifs, l'erreur commise en arrêtan!; la série à un terme quelconque est moindre que le suivant.
5^. Considérons maintenant des fonctions dex -H A, et soit d'abord F [x) = x" ; on trouvera , quel que soit m,
(.r -\-hY=z x^-\- /// r"-' h H î i x"-' //» 4- ■ . •
mi m — \) . , . m — « -h 2
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Le rapport du terme de rang p au précédent est — - -->
et tend vers quand p augmente indéfiniment*, la série ne sera donc convergente que si l'on a /t <[ a:, abstraction faite des signes. Quant au reste, on reconnaîtra, comme dans le cas de (i H- a:)'", que si h est compris entre -f- .r et — x, il tend vers zéro 5 et la série représente par conséquent [x 4- h )'".
6°. Soit encore
d'où
on trouvera
log(a: •+-/*) = log:F-f-lrg<? , -^ . ^,.
La convergence de la série exige encore li<^x\ dans ce cas, on reconnaîtra, comme dans le cas de log (i 4- jc) , que le reste tend vers zéro, à mesure que n augmente , et que, par conséquent, log (a? -h A) peut se développer par la formule de Taylor, lorsque h est compris entre -f- X et — X,
Ou déduirait le développement de log (x -f- ^ ) de celui de log (i -f- J?) , en observant que
log(.r -+- h) — logx = log ( I4-- V,
et de même on aurait déduit le développement de (x-f-/i)'" de celui de (i -f- a:)'", en observant que
On développerait aussi a'"*"'*, en remarquant que
«'■+■* — «* =r fl* (û* — 1)/
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et il resterait à développer a^ par la formule donnée cidessus.
223 . Extension de la formule de Taylor aux fonctions de plusieurs variables. — Proposons-nous maintenant de développer P(j:-f-A, J'-h*) suivant les puissances de A et A:, Y (x^ y) étant une fonction donnée. Pour cela nous considérerons d'abord la fonction F [x+ht^y-k-ht)^ et nous la développerons suivant les puissances de t par la formule de Maclaurin : il suffira ensuite de faire f r= i pour avoir le développement cherché. Or, pour avoir les coeffi-^ cients des différentes puissances de £, il faut prendre les dérivées successives de F [x+ht^y-k-kt) par rapport à f , puis y faire ^=o. On trouvera par la règle des fonctions composées de fonctions linéaires , en entendant que dans toutes les dérivées partielles de F (x, j^) on remplace x ei y par x -h A/, y ^ht,
(l¥ rfF , ^F , dt dx dy
dr daf" dj^-' dy dy"
Si l'on fait t = o dans toutes ces dérivées partielles , elles deviennent celles de la fonction même F (x^y)^ On aura donc
T., . . X ^/ V /^F , dr A
î \^/j;« dy** Jx^Oht, y-^Bkt
X ex y étant remplacés par x -^ Qht ex. y + 6ht dans le coefficient de 2". Faisant maintenant f= j, on aura le développement cherché :
3oB
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pourvu que toutes les dérivées partielles , jusqu'à l'ordre n iDcIusivement , soient continues entre x -h /i et j- -f- A.
On aurait une formule analogue si au lieu de F (x, y) ou avait une fonction d'un nombre quelconque de variables.
Pour que cette série, poussée indéfiniment, représente F (x -+- A , ^ -h A^), il faut que l'ensemble des termes qui expriment le reste tende vers zéro \ et l'on pourra s'en assurer en prenant la valeur de 6 qui rendrait ce reste le plus grand possible , et cherchant si cette valeur maximum tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment. Quand il arrivera que chaque terme du reste tende vers zéro , quelque valeur qu'ait 9 entre o et i, il sera prouvé que le reste lui-même diminue indéfiniment^ et la fonction F(x-f-A,jr-|-A) sera développable en série suivant les puissances entières et positives de h et A",
Si dans la formule précédente on fait x =.o, j^ = o , on a le développement de F ( A , i) ^ et si l'on change h et k en X et j, on obtient
de" I x..,n
fi)" 1.2.
Dans toutes les dérivées partielles de F (x, y) on doit lemplacer x etj par o, excepté dans les termes du reste, où ils doivent être remplacés par ôx , Oy. Si ce reste tend vers zéro quand n augmente, F (x, y) peut se développer ^n série indéfinie suivant les puissances de x etj. On a ainsi la formule de Maclaurin étendue aux fonctions de deux variables 5 et on l'étendrait semblablement aux fonctions d'un nombre quelconque de variables.
Les deux formules (i) et ( 2) peuvent être écrites comme " suit , a , a, , . . . , a„ tendant vers zéro avec h clk:
3io
as* ^
fis ^is
>rA ^
tj
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Des maxima et minima des fonctions d'une seule variable.
224. On dit qu une fonction F (x) prend une valeur maximum pour la valeur x^de x^ lorsque x croissant ou décroissant à partir de Xo dans un intervalle dëterminë, quelque petit qu il soit, la fonction F (x) est toujours moindre que F (.ro ) . La valeur de la fonction est minimum lorsque, dans les mêmes circonstances , F {x) est toujours plus grand que F (Xo).
U résulte de là que , pour que x^ donne un maximum ou un minimum pour F (x) , il est nécessaire et suffisant que F (xo -h h) — F (xo) soit constamment négatif ou constamment positif, quel que soit le signe de A , pourvu que sa valeur soit suffisamment petite. Il n'y a de règles générales, pour s'en assurer, que quand F' (x) est continu dans le voisinage de Xq , et c'est le seul cas que nous examinerons.
On aura alors
F (-r. -h //) - F (x„) = // F' (xo -h 0// ).
Lorsque /i tend vers zéro, F' (xo-f-SA) tend vers F'(xo) ^ et si cette dernière valeur n'étai t pas nulle, le second membre changerait de signe avec h : la différence F (xo-f- A ) — F (x© ) ne serai t donc pas de signe constant , quel que fût le signe (le h , et par conséquent F (x) ne serait ni maximum ni minimum, pour X = Xq. Une condition commune au maximum et au minimum est donc F' (x©) = o, et c'est seulement parmi les racines réelles de l'équation F' (x) = o qu'il faut chercher les valeurs de x propres à rendre F (x) maximum ou minimum. La valeur Xo étant ainsi choisie,
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on aura
La limite de F'' (tq + Ô/i) est F'^(jro) lorsque h tend vers zéro, et si F'' [x^) n'est pas nul, il est évident que pour toutes les valeurs de h positives ou négatives , comprises dans des limites suffisamment petites, le second membre et, par suite, la différence F (xq -F- ft) — F(.ro) conservent toujours le même signe. La valeur F (xo) est donc maximum ouminimum.EUeest maximum lorsque l'on a F'" (jToXo, et minimum si F''{.roy>o. Mais si par hasard on a F''(xo) = o, on ne peut plus rien conclure, et il faut mettre la différence sous une autre forme. On pourra écrire dans ce cas
et comme A' change de signe avec h , on voit que si F"' [x^ ) n'est pas nul , la différence changerait de signe avec h 5 il n'y aurait donc ni maximum ni minimum.
Mais si F''' (oTo) = o 5 on a
F(.r..4- /*) - F{.ra) = ^-^^F«M^o + 0A),
et il est clair que si l'on a F'^ [x^) •<] o, la différence est constamment négative, et F [xq) sera maximum; tandis que si l'on a F'^ (xo) > o, elle sera constamment positive, et F [xq) sera minimum.
Les mêmes raisonnements étant continués jusqu'à ce que l'on obtienne une dérivée qui ne devienne pas nulle pour x = Xç^^ on arrive à cette conclusion générale, que, pour que Xo rende maximum ou minimum une Jonction dont les dératées sont continues^ il faut que celle l'a-
leur de x annule un nombre impair de dén\^ces consécufii^es, à partir de la première j et lorsque cette condition est remplie y on a un maximum si la dérwée suivante est rendue négativ^e par cette ^valeur de x^ et un minimum si elle est positivée,
La recherche des maxima et iniiiima est ainsi ramenée à la détermination des dérivées d'une fonction d'une seule variable, et des racines réelles d'une équation à une inconnue.
Si cette fonction n'est pas donnée d'une manière explicite, on formera ses dérivées par les règles connues, puis on appliquera la théorie qui vient d'être exposée, et qui est indépendante des moyens h employer pour former ces dérivées. Nouis allons montrer quelle est, dans ce cas, la marche du calcul.
225. Cas des fonctions implicites, — Considérons une fonction liée km — i variables par m — i équations données : soient, pour fixer les idées , les trois équations
P(-^sr, z, tt) = o, F,(^,jr, 3, u)^ o, F,(.r, r, z, u) = o,
M étant la fonction dont il faut trouver le maximum ou le minimum.
En les différentiant , on trouve
(/F (l¥ fly_ ^/F^ d¥_(lu^__
(Le dy <ix dz dx du dx
\d\\ d¥,dy r/F, '/z d}c\dft (i {—7- -f- -7- -p-H -,- — -4--,- -7-— "'
^ dx dy dx dz dx du dx
r/F, ilF^dy dV,dz dF, du __
dx dy dx dz dx du dx '
1 , . /!• . dy dz I
au moyen de ces équations, ou éliminera -j-i -> et la va-
leur de -^ qu'on eu tirera, devra ensuite élre égalée à zéro; ou, plus simplement, on remplacera — par zéro dans ces équations, puis on éliminera ^? — entre les équations
résultantes, qui sont
dx dy dx dz dx *
}dY, dFt dy r/F, dz _
^ ' * dx dy dx dz dx *
d?, d¥, rly dF, dz _
dx dy dx dz dx
Eliminant — et — » on obtiendra une équation qui , jointe
aux trois autres F = o, Fi = o, Fj = o, déterminera
x,y, z", li.
On difTérentiera de nouveau les équations (i) et l'on
d^ ti obtiendra la valeur de — -; on y substituera les valeurs
trouvées de a:, j^, z, ii, et l'on reconnaîtra au signe de
cette expression , s'il y a maximum ou minimum. Si Ton
d^u avait -,— = o, on chercherait les dérivées suivantes de u
par rapport à a:, et l'on y appliquerait la théorie précédente.
Pour éliminer -~9 -r- des équations (2), on peut
se servir de la méthode des muhiplicateurs . Pour cela on multipliera les deux dernières par des facteurs indéterminés A, ^j et on les ajoutera à la première 5 puis on égalera à zéro les coefficients de -^9 -— . et le terme indépen-
d.v dx *
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dant : ce qui conduit aux trois équations
rfF ,
rfF.
rfx
^ rfF,
rfF ,
rfF,
rfF , rf?
rfF, dz
d'où l'on éliminera X et fx; ce qui conduira, comme on le sait par les théories de T algèbre, à la même équation que
si Ton avait éliminé autrement -=^i —• Ce procédé de calcul a souvent des avantages sur l'autre.
227. Considérons maintenant une fonction de m variables, liées par m — i équations : ce cas renferme le précédent, qui s'en déduit en supposant que la fonction se réduise à l'une des variables. Soient, par exemple, les trois équations
et soit proposé de trouver le maximum de la fonction f(oc^y^ z^ u). Dans ce cas aux équations (i), dans les-
quelles y- ne serait plus zéro , on joindrait la suivante :
^ dfdy tjfdz dfdu_ dx dy djc dz dx du dx
» j / • I /T • , dy dz du ,.
et de ces quatre équations on éliminerait -3--) -7-, — -• 11 * * ' fix dx dx
en résulterait une équation entre x, j^, z, z/, qui , jointe
AUX équation s don nées, déterminerait ces quatre quantités.
On chercherait ensuite la dérivée seconde dey*(jr, y^, z, u)
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par rapport à x\ elle renfermerait -t~ i -.--, — ^, qui se-
€LJC Ci*Mé cc.iC
ront faciles à trouver au moyen des trois équations (i) ;
et l'on reconnaîtrait, au signe de cette seconde dérivée ,
si la fonction y* (a:,_y, r, u) est minimum ou maximum.
On peut remarquer que les équations entre lesquelles
on a à éliminer -7-9-7-^-7- seraient les mêmes si l'on avait dx dx dx
à chercher le maximum de l'une des fonctions F, Fi, F,,
les deux autres étant égales à zéro, ainsi que y.
Des niaxima et minima des fonctions de plusieurs ^variables,
228. On dit qu'une fonction F (j:, y) des deux variables indépendantes x^y acquiert une valeur maximum , pour certaines valeurs, jTo? X05 de x et y, lorsqu'en changeant ces variables en Xo 4- A, Xo -h ^5 ^ et /r étant des quantités arbitraires comprises entre o et des limites positives ou négatives aussi petites que Ton voudra , la fonction est constamment moindre que pour les valeurs Xq^Jq . Si , au contraire, elle était constamment plus grande, on dirait qu'elle est minimum pour ces mêmes valeurs.
D'après cela, la différence
doit être constamment négative, quels que soient les valeurs et les signes des quantités infiniment petites li et A% si F [oc^y) est maximum; et elle doit être constamment positive dans le cas du minimum. De sorte que ce sera un caractère commun au maximum et au minimum, qu'elle soit invariable de signe.
Nous ne considérerons que le cas où la fonction et ses dérivées, jusqu'à Tordre dont on aura besoin, sont continues. Les cas de discontinuité ne donnent pas lieu à des règles générales, et se discuteront suivant la question.
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D'après une formule précédente , nous aurons , en désignant par a, oc^ des quantités infiniment petites,
Si -r- et -— - sont différents de zéro , le signe du second dx dy
membre , lorsque A et A tendront vers zéro , finira par être
constamment le même que celui de
dx dy
Or cette expression change de signe si Ton change hexli de signes, sans changer leur grandeur; donc F (j:, ^) ne serait ni maximum ni minimum, et, par conséquent, pour qu'elle puisse être Tun ou l'autre , il est indispensable que l'expression précédente soit nulle; comme A et % sont indépendants l'un de l'autre, on devra avoir
//F dY
dx dy
Si ces conditions sont remplies^ on aura
et si les trois dérivées du second ordre ne sont pas toutes rendues nulles par les valeurs x^y^ le signe du second membre, et par suite de l'accroissement, finira par être le même que celui du trinôme
TT ^ -7-7- ^'^ + -T
ax^ 2 dxdy dy 2
D faut que cette expression soit constamment négative ,
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quels que soient h et A, pour que F (x^y) soit maximum, et constamment positive pour qu'elle soit minimum. Si
on la divise par — ? ce qui n'en change pas le sjgne, on
obtient
et pour que ce trinôme ne change pas de signe, quel que k
soit Tî et ne soit jamais nul, il faut que l'on ait
\dxd}) ^ dy^ * dx" '
^'F d^Y conditioç qui entraine qlie —z-^ et —r-^ soient de même
signe.
Si elle est satisfaite par les valeurs de a: et y tirées des deux équations
dY dY
^d^Y d'^Y la fonction Y (x.y\ sera maximum si —r-z et -7—- sont né^ ^ "^ ' dx^ dy^
gatîfs, et minimum s*ils sont positifs.
Si les trois dérivées du second ordre étaient nulles, il
faudrait que toutes celles du troisième le fussent, et que
le signe d'un polynôme du quatrième degré par rapport
à j fût constant : ce qui conduirait à des conditions plus
compliquées 4 On continuerait semblablement si les déri-* vées du quatrième ordre étaient encore toutes nulles «
229. Ces raisonnements s'étendent facilement à une fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes^ seulement les conditions se compliquent de plus
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en plus. Dans le cas de trois variables par exemple, on aura les trois équations
ei il faudra que le polynôme
rf*F., rf'F,, r/»F„
dxdy iùcdz dydz
soit constamment de même signe, quels que soient A, A, /. Pour exprimer cette condition , on divisera d'abord par
A* 5 et si Ton pose - = /:?, ^ = y , on aura un polynôme
de la forme
A^^-f- B/>»H- ^Cpq H-2D7 -h2E/? -f-F.
En le considérant relativement à la variable q seulement, il faudra , pour qu'il ne cbange pas de signe , que Ton ait, quel que soit /?,
(C— AB)/?'-^ 2 (CD — AE)/7 -i-D»— AF<o.
On posera sans difficulté la condition pour que ce polynôme soit de même signe quelque soit p^ et l'on y ajoutera, pour qu'il soit négatif,
C— AB<o.
De même que le cas de deux indéterminées /?, q se ramène à une seule , on ramènerait celui de trois à deux, gt ainsi de suite.
230. Cas d'une fonction inipUcite. — Proposons-nou» de trouver le maximum d'une fonction /(x, y^ z) en sup-
posant les variables x^y^ z liées par une équation
en vertu de laquelle z est une fonction implicite des deux variables indépendantes a:, y.
La théorie précédente exige que les dérivées partielles dey ( j:, /, ^) par rapport à x et j^ soient nulles séparément ; ce qui donne
dx dz dx ' dy dz dy '
équations dans lesquelles on mettra pour -7- 1 —leurs valeurs urées des deux suivantes :
(iy_ dY^dz^_ f{F dV dz _
dx dz dx ' dy dz dy
On aura ainsi deux équations entre x^y^ z^ qui, jointes à F (j:, y, ^) = o, détermineront x^y^ z. On formera ensuite les dérivées partielles du second ordre àef^x^y^ z) : elles dépendront de celles de z , qui seront déterminées par les règles de la diiïérentiation des fonctions implicites à deux variables.
En général, quel que soit le nombre des variables qui entrent dans la fonction , et le nombre des équations qui les lient, il suflSra de reconnaître les variables indépendantes , et d'égaler à zéro les dérivées partielles de la fonction par rapport à ces variables. Les équations qui en résulteront, jointes aux équations données , seront toujours en même nombre que les variables , et les détermineront. On formera ensuite facilement les dérivées partielles successives de la fonction par rapport âux variables indépendantes , et on les soumettra aux épreuves établies dans la théorie précédente.
On peut donner une autre forme au calcul du maximum ou du minimum d^une fonction de m-\- n variables , liées par n équations , ce qui est le cas le plus général.
Il y a alors m variables indépendantes , et Ton devra égaler à zéro les dérivées partielles de la fonction par rapport à cbacuue d'elles -, ce qui revient à dire qu'on égalera à zéro la différentielle totale de cette fonction, quelles que soient les valeurs des différentielles indépendantes. Et, pour cela , on tirera des équation» données les valeurs des différentielles des variables dépendantes en fonction de celles des variables indépendantes; on les substituera dans la différentielle totale de la fonction proposée, puis on égalera à zéro les coefficients de toutes les différentielles qui y seront restées.
Soit^la fonction des m -+- » variables j:, y, z^ m, etc., qui sont liées par les n équations
L = o, M = o, Nrrro,...,
on aura les /i -h i équations suivantes :
^ dx -h -y- (ly -\- -~- dt-{- . , ,— o , dx dy dz
dL ^ dL ^ dh ,
— - fl^jc 4- -^ ^/ H- -7- ^z H- . . . = o ,
dx dy dz
dx dy dz
— - rfx -j- --T- r// -j- -— r/3 -4- . . . == o, dx dy dz
^t Ton doit tirer des n dernières les valeurs des différentielles des n variables dépendantes , les reporter dans la première , et égaler à zéro les coefficients des m différen- I. 21
tielles arbitraires qui y resteront. En cVaulres termes, il faut éliminer n difléren tielles de ces /i -}- i équations , et égaler à zéro les coefficients de celles qui subsisteront dans l'équation finale.
Pour faire cette élimination , on multipliera les n dernières équations par des facteurs indéterminés, 1, fx, v,etc. , on les ajoutera à la première, et Ton égalera à zéro les coefficients des n diffi^ren tielles des variables dépendantes, ce qui déterminera 1, fx, v, etc. , puis on égalera à zéro les coefficients des //i autres variables , ce qui revient évidemment à annuler les coefficients des m 4- /ï différentielles, après l'addition des équations, et à éliminer X, jtx, V, etc., de ses m-h n équations ; ce qui conduira à m équations entre x, y^ Zy etc., qui, jointes aux n équations données , déterminent les valeurs de ces variables qui peuvent donner les maxima et minima de la fonction proposée. On les distinguera ensuite au moyen des secondes dérivées partielles de la fonction, comme nous Pavons fait connaître ci-dessus.
On peut remarquer que le calcul serait le même si l'on s'était proposé de trouver le maximum ou le minimum absolu dey-h XL-j- fA]M + . . ., en ayant égard ensuite aux équations L = o , M = o.
231 . Remarque. — Quelquefois les variables qui entrent dans l'expression dont on cherche le maximum ou le minimum , au lieu d'être liées par des équations, sont assujetties à des inégalités. On ne peut en tenir compte de la même manière que des équations , et Ton agit suivant les cas.
Quelquefois un changement de variables dispense de tenir compte des inégalités ^ nous en citerons un exemple.
Supposons qu'on demande le maximum ou le mi^iimum de la distance d'un point donné B (^g:. 84), aux différents points d'un cercle dont le centre est A et le rayon
R; et que Ton exprime la distance BM au moyen de l'abscisse MP du point M du cercle; on aura, en faisant
BM» = a' -4- R» — 2 a x.
Si Ton ne remarquait pas que x est assujetti à la condition d'être compris entre — R et -f- R, et qu'on appliquât la règle ordinaire, on écrirait 2 a = o -, ce qui ferait penser que le problème est impossible. Une discussion bien simple montre qu'en faisant passer a: de — R à -+- R , le maximum a lieu pour xz=z — R et le minimum pour JCrz-hR. Mais dans d'autres cas ce pourrait être trèsdifficile.
Si Ton posait or = R cosç, (f serait l'angle MAB, et il ny aurait plus aucune condition d'inégalité à exprimer. On aurait alors
BM' = a» -h R» — 2 « R costp,
et la règle ordinaire donnerait sinç = Oj d'où Ton tirerait y = o, y =r: TT, qui donnent le minimum et le maximum de BM,
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL
Tangentes et normales aux courbes planes , Expression générale de la longueur de la tangente y de la soustangente y de la normale et de la sous-normale.
232. Plusieurs desquestionsquenous allons considérer n'auront pour objet que l'application des notations du calcul différentiel à des questions étudiées dans le premier livre , ou l'extension et la généralisation de ces mêmes questions. Nous commencerons par les tangentes et les normales.
Nous avons appelé , en général , tangente à une courbe la limite vers laquelle tend la direction d'une sécante qui passe par un point constant de cette courbe , et dont uii second point d'intersection se rapproche indéfiniment du premier.
Soit F (jT, j*) == o l'équation d'une courbe quelconque y et x\ y les coordonnées du point de cette courbe, auquel ou veut mener une tangente 5 l'équation de la sécante menée par ce point et par celui dont les coordonnées sont x'-H Ax', ^'-f- A', et qui appartient aussi à la courbe ^ sera, dans un système quelconque d'axes ,
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A mesure que le second point d'intersection se rapproche du premier, — ; tend vers la dérivée de y par rapport à x, correspondante à la valeur particulière x' \ il existe donc une direction limite pour la sécantt;, comme nous l'avons déjà établi; et, d'après les notations convenues, l'équation de cette droite que nous appelons tangente est *
dy' Le coefficient -7-y sera déterminé en fonction de x\ y\
d'après les règles du calcul différeniiel , au moyen de l'c-
rfF
quation F ( j: , j^) = o , qui donne ^ = — -r^-
^' L'équation de la tangente devient ainsi
, ,.dY . ,.dF
On appelle normale la perpendiculaire à la tangente, menée par le point de contact. Si les axes sont rectangulaires, son équation sera
J~/ = -^(ar-y), ou /~j'=:-^,(a;-^),
d^ ou encore
Si les axes des coordonnées font entre eux un angle quelconque 0 , l'équation de la normale aura la forme sui*
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vante :
Si les cooixionnées x', j^' n'étaient pas données et que la tangente , ou la normale , fut assujettie à passer par un point donné , ou bien à être parallèle à une droite donnée , on obtiendrait immédiatement, d'après les équations précédentes , une équation entre x\y' . qui , jointe à celle de la courbe, déterminerait ces deux inconnues. Si, au lieu de chercher les solutions réelles de ces deux équations , on construisait les lieux géométriques qu'elles représentent, en y regardant x\ y comme variables , les points d'intersection de ces lieux, dont l'un est la courbe proposée^ seraient les points de contact cherchés,
233. On appelle sous-tangente et sous-normale les parties de l'axe des x comprises respectivement entre le pied de l'ordonnée du point de contact et les points où cet axe est rencontré par la tangente et la normale. Elles ont pour expression la valeur de a: — x' relative à j* = o dans les équations respectives de la tangente et delà normale. Elles seront dirigées vers les x positifs ou négatifs , à partir du pied de l'ordonnée , suivant que x — x' sera positif ou négatif.
Nous appellerons longueurs de la tangente et de la normale les parties de ces lignes comprises entre le point de contact et les points où elles coupent respectivement l'axe des x.
Il est facile d'obtenir l'expression de ces différentes lignes. Nous supposerons, pour plus de simplicité, les axes rectangulaires , et nous représenterons par T la tangente ^ par N la normale , par S^ la sous-tangente , et par S„ la sous-normale. Cela posé, on trouvera facilement les for-
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mules siiivanlcs :
dx'
EXEMPLES
Ellipse et hyperbole, — Si Ton applique loulcs ces l'ormules à Tellipse et à l'hyperbole, renfermées dans l'équation
on irouvera les résultats suivants :
ou I , équation de la tangente ;
a'ry± b^xx' z=±:u^b^ )
èV( j — y)qpa^ y {x — a?') = o, équation de la normale;
T = ^ s/a^y^^b^x"' , N = ^ v'rt « /' ^^ô^'^
Parabole» — Si l'on considère la parabole ayant pour équation jr* = ^px^ on trouvera
OU 1 , équation de la tangente j
xy=p{x+x') j
y — /' = — — (x — jc'), équation de la normale , P
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Logarithmique. — Considérons maintenant la logarithmique ayant pour équation y=ia\~\aelm sont des lignes données, et les logarithmes sont relatifs à la base de Neper, ce qui ne diminue en rien la généralité de l'équation. On aura , dans ce cas,
dx x^' y — X* z=z — (x — a') , équation de la tangente;
x' y — j' = {x — x') , équation de la normale ;
Si Ton prend la sous-tangente et la sous-normale sur Taxe des j^ au lieu de l'axe des x , elles auront pour expression la valeur de j^ — y relative à j? = o.
On trouvera ainsi
Cycloïde. — Considérons encore la cycloïde^ qui jouit de plusieurs propriétés très-remarquables.
Elle est engendrée, comme nous l'avons vu , par un point de la circonférence d'un cercle qui roule , sans glisser, sur une droite indéfinie à laquelle il est tangent. Elle se compose d'une infinité de branches superposables , ayant chacune pour base une partie de la droite égalera la circonférence du cercle mobile.
Prenons la droite donnée pour axe des x , et l'origine en un quelconque des points où elle est rencontrée par la courbe. Soient B [fig* 85) le point de contact du cercle générateur avec l'axe des x , et l'arc MB égal à AB 5 le
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point M appartiendra à la cycloïde. Désignons par tù l'angle MOB qui pourra prendre toutes les valeurs depuis o jusqu'à dz 00 5 il est facile d'établir les équations suivantes, dans lesquelles a désigne le rayon du cercle :
X=:a{tiii — siDo>>), jr=:a(l — COSu).
Ces équations ont lieu dans toute Tétendue de la courbe. L'équation entre x et y sera
x^=z a arc ces s^ay — x \
mais il faudra avoir soin de changer alternativement le signe du radical dans les deux moitiés de chacune des branches successives. Différentiant ces équations , on aura
dlr = «(l — C0Sw)^w =^</ft>, 1/7- rr a sinwrfw,
j — ^'=i/ -j-^^—i^x — x')^ équation de la tangente;
y— y' :=i^ I / — — ; (x — a:'), équation de la normale j
MB.
La valeur de S« ou de N prouve que la ligne MB est la normale, et, par suite, que la tangente est MC.
Formules analogues en coordonnées polaires, 234. SoitTéqualion F (0, r) = o entre les coordonnées
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polaires 6 et r d'une courbe à laquelle on veut mener la tangente au point M (fig- 86). Nous avons déjà vu comment on détermine Pangle fx que fait cette tangente avec le rayon vecteur OM 5 le triangle KMN donne
KM _ sin N KN ^sinKMN'
d'où, en passant aux limites,
rrfô r
— = tang^ =
La sous-tangente et la sous-normale se rapportent à la perpendiculaire au rayon vecteur, menée par le pôle. On trouvera immédiatement les formules suivantes :
Exemples. — i*^. Soit d'abord la spirale d'Archimède :
r = fl9, taDgfA = 9, S„=«.
On voit que la sous-normale est constante et que la courbe, tangente à l'axe, au pôle, tend de plus en plus à être perpendiculaire au rayon vecteur.
Soit maintenant l'équation 7' = - de la spirale hyperbolique
dr a /v o
;^ = --, tangp = -9, S,= -«.
Ainsi, dans cette courbe, c'est la sous-tangente qui est constante.
2°, Considérons encore la spirale logarithmique dont Féquatioii est
r=sac > ^~'"^^ '
r,e dr "'^
tangfx = - » Si = — 9 S«= mr^
T = rll±^, N = rv/TT
La valeur de tang/ji montre que le rayon vecteur est toujours également incliné sur la tangente.
Les valeurs de Sx et S„ prouvent que les extrémités de la normale et de la tangente décrivent des spirales identiques avec la première, et semblablement situées par rapport à des axes différents passant par le même pôle.
Les mêmes formules s'appliquent très-simplement aux sections coniques.
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THÉORIE DES ASYMPTOTES
235. On appelle asymptote dune branche de courbe infinie une droite telle, que les points de cette courbe s'en approchent indéfiniment sans jamais la rencontrer, à mesure qu'ils s'éloignent indéfiniment sur la branche que Ton considère.
Toute asymptote non parallèle à l'axe des y aura une équation de la forme
yzrzhx -h l,
ket l ayant des valeurs finies.
La branche de courbe aura pour équation
V étant une fonction connue ou inconnue de x^ mais qui tend vers zéro à mesure que x augmente. On en déduit
Â= lim.-) l = lim. (y — kx). Réciproquement, des valeurs de A et / ainsi déterminées pour une branche réelle de courbe correspondront nécessairement à une asymptote de cette branche, puisque^ — hx — /a pour limite zéro , pour les points de cette branche dont 1'^ croît indéfiniment.
Les asymptotes parallèles à l'axe des x correspondront aux valeurs de k égales à zéro. Pour trouver les asymptotes parallèles à l'axe des y, on considérerait T équation
X = k'y -+- /' et l'on ne s'occuperait que des valeurs de h' égales à zéro.
236. Appliquons ces considérations à une courbe dont l'équation peut se partager en plusieurs parties homogènes par rapport à x^ y, et peut être mise , par conséquent, sous la forme suivante, où nous supposerons les exposants de x décroissants :
■'iS)--^i$)
Soit - = />, d'oùy = px; il faudra d'abord trouver la
limite de p pour x = oo .
La substitution donne
JT-F (;>)+*«/(/>)-+-...= G,
d'où
et à mesure que x augmente , F [p) s'approche de zéro ; donc les valeurs limites de p^ c'est-à-dire les valeurs de Ar. sont des racines réelles de l'équation
Il reste à trouver la valeur de / correspondante à une valeur de h 5 pour cela on posera y — Ao: = f , et l'on cherchera la limite de t.
L'équation de la courbe devient, par cette substitution,
mais puisque F (/c) = o , on a
6 élanl compris entre o et -f- 15 on a donc
a^-urU-^Blj^x^/U-h^j -f- ... =0, ou
Si w = 71 H- I , a: = Qo donnera pour limite de f , c'està-dire pour valeur de /,
F' (A)' Si m> 7î H- I, on a
Si /n<^w-|- I, t n'a pas de limite, et il n'y a pas d'asymptote pour cette valeur de k. Ainsi , en général , Té-
quation de l'asymptote sera y = kx — yrrk^ f (^) se
rapportant aux termes de degré m — i, et devenant nulle si 7i<^ m — I : il n'y a pas d'asymptote si n^m — i .
Si n<^m — I, l'équation de l'asymptote est de la formey — hx = o.
Si , dans le cas de w = m — i , la valeur de A: tirée de F (ft) = o satisfaisait aux équations F* (k) = o^f(k) = o, l'équation de l'asymptote deviendrait indéterminée ; et Tonne pourrait en tirer l'équation cherchée, parce que le terme en a:'"~* devient du même ordre que les deux premiers, et ne peut plus être négligé.
Dans ce cas, Téquation qui détermine la limite de t se mettrait sous cette forme :
xj
-hx^'o U + -) + ,.. =0,
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j:'"-*^ /-J étant le troisième terme de l'équation proposée.
Divisant par x"*"* et passant à la limite , / sera déterminé par l'équation
On agirait semblablement si ces trois nouvelles fonctions devenaient nulles, pour cette valeur particulière de k.
Si n<^m — I, et F' (/r) = o, on n'a plus nécessairement l = o.
237. Si la courbe est rapportée à des coordonnées polaires, on connaîtra toutes les directions qui peuvent donner des asymptotes , en cherchant toutes les valeurs de 9 qui donnent à r une valeur infinie.
Soit a une de ces valeurs de 0, on cherchera la limite de r sin (9 — a) qui est l'expression de la perpendiculaire abaissée d'un point quelconque de la courbe sur la droite menée par le pôle sous l'angle a avec l'axe. Cette limite sera la distance de cette droite à l'asymptote, et le signe dont elle sera affectée fera connaître de quel côté elle se trouve. Si le produit r sin [0 -. — a) croît indéfiniment , il n'y a pas d'asymptote dans cette direction.
On trouvera le même résultat en cherchant la limite
de r (0 — a) ou celle de r sin (0 — a), puisque la limite de
sin (0 — a) ,, . ,
— ^ i est 1 unité.
Soit pour exemple l'équation générale
Aï, As, ..., A,rt étafit des fonctions quelconques de 9.
L'équation F (ô) = o fera connaître toutes les directions possibles des asymptotes. Soit a une des racines réelles de cette équation et 0 = a + 5^ puisque F (a) = o, on aura F (a -H (î) == cîF' (a + 6cî), et l'équation de la courbe devient alors, en divisant par r^*"%
Lorsque r devient infini , il ne reste plus que les deux premiers termes , et l'on trouve
lim.r(0— a) = Iim. /•(? = — I^,\ ■- ^ ' F' (a)
Si l'on avait/" (a) = o, F' (a) = o, on agirait comme dans le cas précédent.
Exemples, — i^. Soit proposé de trouver les asymplotes de la courbe ayant pour équation
aj2 ^ ijpy ^ cx^-\~ dy H- ex -\-f-=i o ;
on a , dans ce cas ,
F {k) = ah'''\-hk'^c,
f[k)=dk +6'.
K = — 5 ce qui exclut 1 ellipse.
L'équation de ces asymptotes devient
dk -i-e
X=z kx-
ak
Le dernier terme devient infini dans le cas de la parabole, et, par conséquent, l'hyperbole est la seule courbe du second degré qui ait des asymptotes.
2^. Soit maintenant j" := ae"', équation de la logarithmique , qui ne rentre pas dans la classe générale considérée ci-dessus , parce que e'"^ n'est pas d'un degré fini par rapport k x.
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On cherchera toujours la limite de -i et ensuite celle de
y — kx.
On trouve immédiatement ft = o; ensuite la limite dey est zéro, et correspond aux x négatifs. L'asymptote est donc Taxe des x, et dans la direction seule des x négatifs.
3^. Dans le cas de la courbe, appelée folium de Descartes, et dont Téquation est
% /•+ X* — Z^axy = o, on trouvera une asymptote ayant pour équation
4*^. L'équation j^'= cos - conduit àÂ=o,/ = ±:i.La courbe a donc pour asymptotes les deux droites
5**. L'équation j^ == a représente une courbe qui
a l'axe des x pour asymptote, et qui a cela de remarquable, qu'elle passe alternativement d'un côté et de l'autre de son asymptote^ jusqu^à l'infini.
6^. L'équation j^= a sin - donnera encore y =i o pour
l'équation d'une asymptote.
Elle oflfre en outre une particularité remarquable : elle s'approche indéfiniment de l'axe des j^ dans la partie comprise entre j- = — a, j^ = -h a. C'est donc là un véritable asymptotisme, puisque la longueur de la courbe augmente sans limite, en se rapprochant indéfiniment d'une droite fixe.
Cette courbe ne diffère pas de celle qu'on obtiendrait en enveloppant sur un cylindre une hyperbole équilatère
dont une asympiole serait parallèle au plan de la base, et projetant la courbe résultante sur un certain plan passant par l'axe du cylindre.
7°. Soit maintenant Téquation polaire d'une hyperbole, par rapport à un de ses foyers,
{a — ccosO) r = è', r= v^rt^ -h b'^-y on trouvera
Les deux asymptotes se trouveront ainsi déterminées. Soit encore la spirale hyperbolique
(Ô — w) r=r rt;
ou trouvera
a = 6), lim. r^ = flr.
Des asymptotes considérées comme limites des tangentes.
En partant de Téquation ci-dessus
qui renferuie non-seulement toutes les courbes algébriques, mais encore toutes celles dont les termes ont des degrés déterminés par rapport kx et y^ on arrive à une propriété remarquable des asymptotes , qui consiste en ce qu'elles peuvent être considérées comme limites des tangentes à la branche de courbe à laquelle elles se rapportent.
Nous pouvons supposer à Taxe des y une direction arbitraire, et alors - tendra vers une limite finie Ar qui sera
racine de l'équation
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Cela posé, soit f {x,y) le premier membre de Féquation (i), on aura
V« = -j[^F'(j)+x./'g)-H...] + mx'«- F f - W w^"-'/ (M -h . . . • ,'W=i[^F'(j)+x-/'(j)-f-...],
d OÙ l'on tire
Or, si l'on fait croître x indéfiniment, F ( -| tendra vers zéro, et Téquation {2) donnera
(3) liiîi.^=lim.$^-
X tlx
Ainsi d'abord , lorsqu'une branche -de courbe a une asymptote, sa direction est la limite de celles des tangentes à cette même branche.
Cherchons maintenant la limite du point où la tangente rencontre l'axe des j., et dont l'ordonnée esx
^ dx
L'équation (2) donne
dy \x) a:™-«~' \x)
34o LIVRE II.
Supposons d'abord n = m — i ou n<^m — i, auquel cas la branche de courbe aura une asymptote-, on aura alors
lim
Or cette expression peut être simplifiée au moyen de l'équation (i). En effet, en divisant cette dernière par x*"""* et supposant d'abord n =z m — i , on obtient , en faisant croître x indéfiniment,
K.n.[xF(^)-H/(j)]=o.
L'équation (5) donne ainsi
et, par suite,
donc la tangente coupe Taxe des y en un point dont la limite coïncide avec celui où ce même axe est coupé par l'asymptote.
Si l'on avait n<C^m — i , la fonction^n'existerait pas, et l'on trouverait
L'asy/nptote et la limite des tangentes passeraient alors par l'origine.
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Supposons enfin n^m — i , alors la branche de courbe infinie n'a pas d'asymptote. Faisons n = m — i -I- J', l'équation (i), divisée parjc", donnera
et, en introduisant cette condition dans Tëquation (4)9
on trouvera que y — x— deviendra infini avec x, et,
par conséquent, qu'il n'y a pas de limite pour le point de rencontre de la tangente avec l'axe des y.
On arrivera donc, dans tous les cas, au même résultat, soit en cherchant l'asymptote d'une branche infinie, soit en cherchant la limite des tangentes.
Mais il faut bien remarquer que nous entendons ici , par limite des tangentes , la droite qui , menée sous Tinclinai son limite, coupe l'un des axes, celui des j* par exemple, au point limite où cet axe est coupé par la tangente variable. Ce ne serait pas déterminer une droite, que de dire simplement qu'elle est la limite d'une droite mobile qui ne reste pas toujours parallèle à elle-même. En effet, cette droite est située de la même manière par rapport à des droites parallèles entre elles , quoiqu'elle les coupe en des points qui peuvent être fort éloignés les uns des autres; et si elle s'approche indéfiniment de l'une de ces parallèles, elle s'approche également des autres, à partir des points respectifs où elle les coupe.
La démonstration que nous venons de donner se déduit si simplement de la forme de l'équation (i) pour laquelle nous avions calculé l'équation générale des asymptotes, que nous avons cru ne pas devoir Tomettre. Mais précisément parce qu'elle est fondée sur cette forme, elle n'a .pas toute la généralité qu'on pourrait désirer, et nous
aillons traiter la question, iiidépeudamment de toute forme particulière d'équation.
239. Une asymptote est y en général , la limite des tangentes. Considérons une branclie infinie de courbe quelconque ayant une asymptote AX {y^g*. 85)-, cette courbe n'étant pas donnée par une équation , il est nécessaire d'en connaître certaines conditions géométriques bien déterminées , sur lesquelles le raisonnement puisse se fonder. Nous admettrons , comme seule définition de celte courbe, qu'elle est telle, que depuis un certain point B jusqu'à l'infini, ses points aillent constamment en s'approchant de AX, et que l'inclinaison de sa tangente sur AX varie toujours dans le même sens. Il est d'abord évident que depuis le point B la courbe est convexe vers AX: car la tangente en un point quelconque rencontrera AX au delà de son point de contact, puisque les distances à AX vont en diminuant de ce côté^ si donc la courbe était concave vers AX, et , par suite , comprise entre AX et sa tangente , elle couperait AX , ce qui est contre l'hypothèse.
Cela posé , menons une droite fixe quelconque A Y ; prenons sur cette droite un point P plus rapproché de AX que ne Test le point B, et menons la droite indéfinie PU parallèle à AX. Elle coupera nécessairement la courbe en un seul point M, qui sera d'autant plus éloigné de A Y que AP sera plus petit.
Si maintenant on joint le point P successivement aux différents points de la courbe situés au delà de M, cette droite coupera nécessairement AX, et, par conséquent, rencontrera auparavant la courbe en un second point. Celte sécante, tournant continuellement autour de P, deviendra tangente dans une position unique PQ, et le point de contact N sera au delà de M. Or les tangentes aux
points situés au delà de N couperont nécessaiiemem PQ entre N et Q , et AX au delà de Q -, elles couperont donc Aï entré A et P 5 et comme PA peut être supposé aussi petit qu'on voudra, il s'ensuit (|uc les tangentes à la courbe couperont A Y en des points qui iront constamment en s' approchant de A, et ([ue leur dislance à ce point a pour limite zéro. Comme d'ailleurs l'angle qu'elles font avec AX a zéro pour limite ^ on peut énoncer la proposition suivante, qu'il faut entendre avec les restrictions indiquées ci- dessus :
Lorsçuune branche in finie a une asymptote , les tangentes à cette branche coupent une droite fixe non parallèle à r asymptote y en des points qui ont une limite à mesure que le point de contact s^ éloigne indéfiniment^ leur direction a de même une limite , et si Ton mène par le point limite une droite dans cette dcrnii're direction , elle coïncidera (wec V asymptote,
240. Si les conditions géoniétrifjucs que nous avons admises n'existaient pas , il serait possible que la branche de courbe eût une asymptote, et que les tangentes n'eussent pas de limite.
En effet, si Tinclinaison de la courbe ne variait pas toujours dans le même sens, les tangentes aux points situés au delà de N pourraient ne pas couper PQ entre P et Q, et, par suite, AY entre .P et A^ rien ne prouverait alors (jue leur point de rencontre avec AY aurait une limite ^^ et il est même facile de trouver des cas où cela n'a pas lieu.
Soit, par exemple, l'équation
a -\- sin X m étant positif cl a ^ i. La tourbe est tout enlièie au*
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dessus de Taxe des x ; de plus , elle s^en approche indéfiniment, et, par conséquent, cet axe en est une asymptote. Cherchons maintenant le point où la tangente cdnpe Taxe
desj^. Sonordoiméej — a> ~- a la même limite que — ^^^
puisque l'ordonnée jr du point de contact tend vers zéro. Mais on a
^ . . in(tf -hsinx)
JT —- = x'-" cosx ^^ : ,
dx x"
expression dont le dernier terme tend vers zéro. 11 reste donc à trouver la limite de x*~"* cos x. Or cette Ifanite est zéro lorsque Ton a /n^i , et alors la tangente a une limite, qui se confond avec l'asymptote. Mais si Ton a
/w = i, ou m <^ij
X— sera indéterminé^ il pourra avoir toutes les valeurs
comprises entre deux limites finies dans le premier cas,
et infinies dans le second. D'où Ton voit qu'a/ie branche
de courbe peut ai^oir une asyniptolCj sans qu il existe une
limite pour ses tangentes.
Il est bon de remarquer que la tangente, considérée à
partir de son point de contact, tendrait indéfiniment vers
dy l'axe des x , parce que y et — tendent vers zéro \ mais si on
la prolonge jusqu'à l'axe des j^, elle s'écarte de Taxe des x, de quantités finies, ou même croissant indéfiniment, comme nous venons de le démontrer. Or, dans ce cas , on dit qu'une droite n'a pas de limite, parce que c'est toujours a l'origine et aux axes fixes qu'on la rapporte.
241. Toute limite des tangentes est asymptote. — Celte réciproque de la proposition précédente peut être démontrée comme il suit.
Soit X'X (fig- 86) une droite vers laquelle conveiçent les tangentes à une branche de courbe iuGnie \ et par là nous entendons que ces tangentes font avec X' X un angle I qui tend vers zéro à mesure que les points de contact s'éloi-
gnent indéfiniment ; et que si par un point Â pris sur X'X, on mène un axe fixe A Y, il est coupé par la tangente variable en un point dont la limite est A. ' Considérons maintenant une tangente quelconque PQ : il est admis qu'à partir d'une certaine position du point de contact jusqu'à l'infini, le point P va en se rapprochant indéfiniment de A , et que Vangle AQP tend vers zéro , ces deux quantités conservant leurs signes , ou en changeant d'une manière quelconque. Or il est évident que si le point de contact M est toujours situé dans la partie PQ de la tangente, quel que soit l'angle des axes dans lequel elle se trouve, sa distance MT à X'X est moindre que PA, et, par conséquent, il s'approche indéfiniment de X'X, puisque Ja limite de PA est zéro par hypothèse. Donc, dans ce cas, la ligne X'X est une asymptote.
Ce cas est celui qui aura lieu, par exemple, lorsqu'à partir d'une certaine position de la langente, le point Q ira toujours en s'éloignant, et le point P en se rapprochant de A ; car les intersections successives des tangentes se feront toujours dans l'angle YAX, et, par suite, les limites de ces points , ou les points même de la courbe, y seront renfermés.
11 reste donc à considérer le cas où le point de contact serait en dehors de la partie PQ. Or nous allons démontrer que la tangente ne pourrait alors avoir pour limite X'X, à moins que les points de cette branche de courbe ne s'approchent indéfiniment de celte même ligne X'X, qui sera par conséquent encore une asymptote.
Concevons, en effet , une branche de courbe i nfinie dont . l'ordonnée ne tende pas vers zéto, et dont la tangente
fasse avec l'axe W{/ig. 87) un angle ayant zéro pour limite.
L'ordonnée pourra croître indéfiniment ou rester limitée : dans ce dernier cas, elle pourra tendre vers une valeur déterminée-, elle pourra même osciller entre des limites déterminées, de telle sorte que, quel([ue grand que soit x^ la courbe reste, ou du moins revienne, à cortains inlcr\ ailes, au-dessus d'une parallèle située à une distance finie de AX. Or nous allons démontrer que, dans ces différentes hypothèses, AX ne peut elre la limite des tangentes.
En eflct, supposons d'abord que l'ordonnée croisse in-, définimcnt , et menons à AX une parallèle CV, à une dislance AC aussi grande que l'on voudra de AX5 cette parallèle rencontrera nécessairement la courbe en un certain point M, et la distance CM pourra dépasser toute grandeur donnée. Si maintenant par le point C et un point M' de la courbe, situé au-dessus de CV à une distance aussi petite qu'on voudra de M , on fait passer une ligne droite , on sait que, quelque petit que soit l'angle qu'elle fera avec AX , elle finira par rencontrer la courbe en un second point au delà de MM', puisque l'angle de la tangente à la courbe avec AX tend vers zéro. Donc, en faisant tourner cette droite dans le même sens, elle finira par devenir tangente en un point situé au delà de MT Donc, en prenant des points assez éloignés sur la courbe, la tangente coupera A Y en des points C situés à des dis tan ces aussi grandes qu'on voudra de A. Donc enfin les tangentes n'ont pas pour limite AX.
Supposons maintenant que l'ordonnée ne croisse pas indéfiniment, et que les points de la courbe restent constamment au-dessus d'une droite BU menée parallèlement à AX à une distance déterminée différente de zéro, ou bien passent au-dessus et au-dessous de HU à des intervalles
quelconques. Considérons un point M de la courbe situé au-dessus de BU à une distance de AY plus grande qu une quantité donnée quelconque, et menons, par ce point, MD parallèle a AX [fig* 88). En raisonnant comme dans le cas précédent, nous démontrerions qu'il existe une tangente en un point situé sur la courbe , au delà de M , et rencontrant A Y en D , et , par conséquent , au-dessus de B \ d'où il suit que AX n'est pas la limite des tangentes.
Donc enfin AX ne serait pas la limite des tangentes si les points de la courbe étaient situés en dehors de la partie de la tangente comprise entre les deux axes , et qu'en même temps leur distance à AX ne tendit pas vers zéro. Mais si cette distance tend vers zéro , AX est asymptole. D'où il résulte enfin que , quelque part que soit situé le point d« contact sur la tangente variable, si cette droite tend vers une limite , dans le sens précédemment défini , cette limite est une asymptote.
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CHAPITRE VIIL
DIFFÉRENTIELLES ET DÉRIVÉES DE L*ARC, DE L'aIRE, ET DE L'INCLIINAISON D'UNE CDURBE PLANE. USAGE DES DÉRIVÉES POUR RECONNAITRE LA CONCAVITÉ OU LA CONVEXITÉ.
242. Désignons par s la longueur de l'arc, prise à partir d'un certain point de la courbe : nous avons vu que son accroissement infiniment petit A 5 ne pouvait diflérer que d'un infiniment petit du second ordre, de la partie de la tangente lerniinée à l'ordonnée extrême , c'est-à-dire
/ dy^ , . As I cLy '
de Ax 1/ I -h -7^' Donc la limite de - — est i / i -+• -f- : y dx^ Ajt y dx"^
et l'on a
dy-"
Dans un système de coordonnées polaires on aura
dr^ ,
r' + — -5 ou ds=i )/ r^dB"^ -h dr^.
243. L'aire comprise entre deux ordonnées, l'axe des x et l'arc dHine courbe, croît d'une quantité comprise entre deux parallélogrammes dont la limite du rapport est l'unité, à mesure que A.r tend vers zéro : on peut donc , comme nous l'avons déjà dît, prendre l'un quelconque des deux au lieu de l'accroissement même de l'aire, sans altérer la limite du rapport à Ao:. Si- donc on désigne
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l'aire par A , on aura
— - = y sin ô, ou dk = ydx sin 0,
dx ■
9 dësîgûant l'angle des axes.
Dans un système de coordonnées polaires, les deux parallélogrammes seront remplacés par des secteurs semblables, et l'on trouvera
-— = — , ou ûfA. = |r»£/0.
244. L'inclinaison (j) de la tangente sur l'axe de x est déterminée par l'équation
dy laDgip =
d'où
ungT = ^;
OU
di^y do d^jr dx*
^ "*" dx*
^dx dx*
dff = -
Cette valeur de d(f est ce que nous nommerons angle de contingence; il peut être pris pour Aç, qui est celui des deux tangentes aux points dont les abscisses diffèrent de dx^ sans que les limites des rapports soient altérées.
Dans un système de coordonnées polaires , Tangle de deux tangentes consécutives, ou la diiTérence inûniment petite de l'inclinaison (f de la tangente sur l'axe fixe , est égal à l'angle des deux rayons vecteurs correspondants , plus l'accroissement de l'inclinaison de la tangente sur le
rayon qui passe au point de contact. On trouvera ainsi a,^ âp. '"'.
Concai^ité et con^exùé.
245. On dit qu'une courbe est concave en un de ses points par rapport à une droite donnée , lorsque , à partir de ce point, ses deux branches commencent par être comprises dans l'angle aigu formé par la droite donnée et la tangente à la courbe au point que l'on considère. Lorsque , au contraire , les deux branches conunencent par être en dehors de cet angle , on dit que la courbe est convexe en ce point par rapport à la droite.
Nous allons faire connaître les caractères analytiques qui correspondent à ces deux circonstances , en supposant qu'on ait pris la droite donnée pour axe des x. Dans le cas de la concavité, l'ordonnée orthogonale de la courbe doit être moindre en grandeur absolue que celle de la tangente au point que l'on considère , pour les valeurs de x infiniment voisines de celle qui correspond à ce point. Ainsi l'ordonnée de la courbe sera plus petite que celle de la tangente lorsqu'elle sera positive, et plus grande lorsqu'elle sera négative. L'inverse aura lieu pour la convexité.
Or, en désignant par x', y' les coordonnées du point donné, et par h une quantité positive ou négative, qui peut devenir moindre que toute quantité donnée, on a pour les points de la courbe.
et pour la tangente au point (j^,^ ) ,
donc, si j' est positive, la courbe sera concave si le terme — ( -y^ I ^ îest négatif, et convexe s i! est positif. Or,
si l'on n'a pas --7-7; = o , le signe du terme en question
sera le même que celui de -^-7^ quel que soit le signe de h.
Les deux branches de la courbe commencent donc par être d'un même côté de la tangente 5 ce qui montre que notre définition des tangentes renferme celle des anciens; et l'étude des points singuliers nous fera voir
qu'elle est plus générale. Supposant donc que -^^^ ne
soit pas nnl , on voit que pour les points de la courbe
qui sont du côté desj^ positifs, la condition de concavité
est , , <* o, et la condition de convexité est . , ^ o.
C'est l'inverse pour les points situés du côté des y négatifs.
Si -T-=^ = o, il faudra que l'on ait-— ^ = o pour que
les deux branches de la courbe soient d'un même côté de la tangente dans le voisinage du point que l'on considère,
et c'est au signe de -^—^j- qu'on reconnaîtra la concavité ou
la convexité. De même, si — — = o, il faudra qu'on ait
-— ^ = o, et ainsi de suite.
Lorsque la concavité se change en convexité
doit changer de signe et, par conséquent, passer par zéro ou l'infini 5 les points où s'opère ce changement se nomment poin ts (Tinjlexion .
Mais il ne suffit pas que -—-^ soit nul pour qu'il y ait inflexion ; car il faut, pour qu'il change de signe, que —-^
ne soit pas nul, ou que -3-^ le soit en même temps, et
d'^Y ainsi de suite. De même , si -7^ est infini , il faudra s'assurer s'il change de signe.
Points multiples, — On appelle ainsi ceux où passent plusieurs branches de courbe, et où l'on peut mener, par conséquent , plusieurs tangentes. On peut les déterminer par des règles très-simples pour toutes les courbes algébriques. Soit F (x, y) z=: o une équation algébrique et rationnelle ; on en tirera
dx dy dx
Or, cette équation devant être satisfaite par plusieurs
, j ^r j. rfF rfF , . ,
valeurs de -7-5 tandis que -p» -7- n en auraient au une dx ^ dx dy ^
, , , dY dY
seule , on devra avoir — = o, — = o, conjointement avec
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F (x, j) = o. Si Ton trouve des solutions réelles com-
munes à ces écjualions, les valeurs de -^ seront données
par Péquation
d'¥ d'F dy d'Y /dyX' _
dx^ dxdy dx dy"^ \dxj '
que l'on obtient en diflerentiant l'équation (i), et rem-
1 ^ . r/F rfF
plaçant ensuite -r- et --- par zéro.
'^ * dx dy^
Si trois branches passaient au même point, les coefficients de cette équation seraient encore nuls, et Ton aurait recours à la troisième dérivée de l'équation 5 et ainsi . de suite.
Les deux branches seraient tangentes si deux valeurs
de -- étaient égales.
Si l'équation était résolue par rapport ky et renfermait des radicaux à double signe, on reconnaîtrait les points multiples en cherchant les valeurs de x qui font disparaître un de ces radicaux de y^ sans le faire disparaître
de -f-; car en ces points deux branches de courbe se cou-
dx '
peront, et leurs tangentes seront différentes.
Points de vebroussement, — Si en un point mul
dy liple deux valeurs de ~- sont égales , et que les deux
branches s'arrêtent en ce point, on a un point de rebroussement. Il est du premier genre lorsque les deux bran- .ches sont de côtés différents de la tangente commune, et du second genre lorsqu'elles sont du même côté. On reconnaîtra que les branches s'arrêtent en ce point , lorsqu'en faisant varier x d'un côté seulement , leurs ordonnées deviendront imaginaires. Il faut cependant excepter
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le cas où y- serait infini en ce point j on considérerait
alors l'abscisse au lieu de l'ordonnée.
Le rebroussement sera du premier genre lorsque --—
sera de signe différent pour les deux branches y il sera du .second quand ce signe sera le même.
Points conjugués, — On appelle ainsi des points
isolés dont les coordonnées satisfont à Féquation d^une
courbe, sans qu'on en puisse supprimer ces solutions.
Pour ces points, le Ay doit être imaginaire, et, par suite,
dY dY
le plus souvent le -r— Dans ce cas, comme le -4-^ tiré ^ dx ^ dx
d'une équation du premier degré, ne saurait être imagi-*
naire, les coordonnées des points conjugués satisferont
aux équations — = o , — = o.
On les trouvera ainsi en même temps que les points multiples. Mais Ay peut .être imaginaire sans que la
j Ar
limite de — le soit , parce que sa partie imagmaire pourrait avoir pour limite zéro.
249, Points d* arrêt. — On donne ce nom à tout point où s'arrête brusquement un branche unique de courbure. ••
On les déterminera en cherchant les valeurs de x à partir desquelles y commence à devenir imaginaire, s'il était réel auparavant; ou à devenir réel, s'il était imagi-^ naire. Il faudra, de plus, s'assurer qu'il n'y a qu'une seule branche de la courbe à passer en ce point , et que , par conséquent, les valeurs voisines de x ne donnent pas plip^ sieurs valeurs voisines pour y.
250. Points saillants ou anguleux, — On appelle ainsi les points où s'arrêtent deux branches de courbe,
sass y avoir la même tangente. Ils rentrent dans la classe des points multiples* On les distingaera des points multiples ordinaires, à ce que, comme dans le cas des points de rebroussement , les deux branches ne se prolongent pas au delà de leur point de rencontre.
Lorsque l'équation d'une courbe ne donne qu'une seule valeur de j" pour chaque valeur de x, toute valeur de x
qui donnera deux valeurs pour ~- déterminera évidemment un point saillant.
Exemples de points singuliers* point multiple , inflexion.
2°. x=:$mxjx=i co8.r, ^=: tango:, y = — 2_ , j = r tangj:,
tangj?
inflexions.
3». r = ?(*) + (*-«) ■■''"fW,
rebroussement du premier genre, si Ton a
^\±^<^ et >.;
rebroussement du second genre, si l'on a
en supposant qu'on n'ait pas
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Cas particuliers de cette formule, point d'arrèl à l'origîne^
point saillant ou anguleux, à Torigine;
point conjugué, ayant pour abscisse a, si a<C^b'^ point multiple , ayant pour abscisse a , si a >> 6.
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CONTACTS DE DIVERS ORDRES
251 . La courbure en un point d'une courbe étant la limite du rapport de V angle des tangentes extrêmes à l'arc correspondant , aura pour valeur
lim. —î ou -~> • àiS as
f désignant l'angle de la tangente avec Taxe des x ; et si l'on appelle R le rayon de courbure qui est aussi le rayon
du cercle osculateur, nous avons vu que - est la mesure
de la courbure^ on aura donc
et, d'après les formules des n^' 242 , 243, on aura dans un système de coordonnées rectangles
dx^J
dy dx'
et dans un système de coordonnées polaires ,
dr- d'r
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Les réciproques des valeurs de R seraient celles de la courbure.
Si l'on prenait pour variable indépendante une quantité quelconque t différente de l'abscisse, on déduirait l'équation suivante des formules générales par lesquelles on opère cette transformation :
d^ ou R =-
dx d}y df d^x dxd^y — dyd^x
didF'^dtdF
On aurait pu passer aussi à la valeur de R exprimée en coordonnées polaires , en partant des coordonnées rectangulaires. On aurait trouvé la formule obtentie ci -dessus d'une manière directe.
Appliquons cette transformation au cas où la courbe serait donnée par une équation entre l'ordonnée et l'arc , et prenons l'arc pour variable indépendante^ on a
dx €pjr ds ds^
dx d'x' \dsj ds ds^
dx d^x dx d^X
ds ds' • di ds' ""^^
d'où l'on tire
ds'
Il serait, du reste, très-facile de trouver directement cette dernière formule. On déterminerait l'angle de con-
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tingence <7ç, en partant jie la formule sîiKp = y-> d'où
doue
^ ' ds V ds^ R = -7- = 9
ds*
formule qui coïncide avec celle que Ton avait obtenue par le cbangement de la variable indépendante.
Courbes osculatrices .
2S2. Si Ton considère, au lieu d'un cercle, une courbe représentée par une équation donnée de forme, et contenant un certain nombre de coefficients indéterminés, on pourra lui donner autant de points communs avec la courbe proposée, qu'il y a de ces coefficients. Si Ton fait ensuite tendre tous ces points vers le premier, la limite vers laquelle tend la courbe variable se nomme la courbe osculatrice de la proposée, relativement à celles qui sont renfermées dans l'équation indéterminée.
Ces conditions géométriques peuvent être exprimées par des relations très-simples entre les coefficients différentiels successifs des ordonnées des deux courbes : soient a^i, 078, 0:5,..., a:«i les abscisses de m points communs à deux courbes, croissant par degrés inégaux suivant une loi quelconque; on supposera, pour mettre le plus de généralité possible dans la question , que l'on prenne pour variable indépendante une quantité quelconque if, dont a:, et par suite j^, seront des fonctions connues.
Soient y i,7*j,j^8,...,^;„ les valeurs* de j^ relatives aux points communs; les différences successives de/i jusqu'à l'ordre m — i peuvent s'exprimer, comme on le sait, au
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moyen des valeurs y i,yt,...,y„, elîlest évident qu'elles seront les mêmes pour les deux courbes, puisque les ordonnées j^,, j^, 5..., j^,„ sont les mêmes. Les rapports
3^seront donc identiquement les mêmes
Ar Ar» Ar-
de part et d'autre, et, par suite, leurs limites seront
aussi les mêmes.
Les m — I premières dérivées àey par rapport à t auront donc les mêmes valeurs au point commun , dans les deux courbes , et il en sera de même de
dx (Px d""-^x
Or on sait, d'après les formules relatives au changement de la variable indépendante , que les valeurs de
df d^y rf'"-'j
dx dx^ ' dx*^^
ne dépendent que des dérivées de x et de j^ par rapport à f , depuis le premier ordre jusqu'à celui que Ton considère , inclusivement.
Donc, quelle que soit la loi continue suivant laquelle les points communs se rapproclient du premier, la courbe limite sera telle j'que pour x = Xi les quantités
dy\ d% d'^-'Xi
^" dx' dx'' ' "' dx»*-'
auront la même valeur, si on les tire de son équation ou
de l'équation de la courbe donnée.
Donc, pour déterminer les m coefficients de l'équation
de la courbe osculatrice, il suffira d'égaler les valeurs des
dv d'"~^y
m quanti tés j^i, — '5 • • • 9 — — ^J? que Ton tirera des équa-
CIX ClXi
lions des deux courbes , et dans lesquelles on donnera à x
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et y les valeurs a^i, jKi du point que Fou a choisi sur la première courbe.
Mais on formera plus simplement ces m équations en difTérentiant 171 — i fois l'équation qu'il faut déterminer, et remplaçant dans celle-ci et dans ses m — i dérivées , X ex y par J^i, /i, et les dérivées de y par celles qu'on tirera de l'équation connue.
Telle est la méthode générale au moyen de laquelle on trouve l'équation de la courbe osculatrice d'une espèce •donnée.
Contacts de divers ordres.
253. Lorsque deux courbes ont un point commun, et que l'on augmente l'abscisse de ce point d'une quantité infiniment petite , la différence des ordonnées est généralement du premier ordre.
Si cette différence est- du deuxième ordre, on dît que les courbes ont un contact du premier ordre; si elle est du troisième ordre, on dit que le contact est du second; et, en général , il y a un contact du «'*'"* ordre entre deux courbes , lorsque la différence de leurs ordonnées, à partir du point commun, est un infiniment petit de l'ordre « -hi : d'où il suit qu'entre deux courbes qui ont un contact d'un certain ordre , il est impossible qu'il en passe une autre dans le voisinage du point commun, si son contact avec l'une quelconque des deux est d'un ordre inférieur.
Pour qu'il n'y ait rien d'incertain dans cette définition des contacts de différents ordres , il est nécessaire de démontrer que l'ordre du contact est indépendant de la direction des axes -, or c'est ce que l'on établit facilement en prouvant que, pour un point quelconque de l'une des courbes, les différences des ordonnées des deux courbes considérées relativement à des axes différents sont dans un rapport fini. Cette différence est la plus petite possible
36a LIVRE II.
quand les ordonnées sont perpendiculaires à la tangente
au point commun.
La seule direction qu'on doive excepter pour les ordonnées est celle de la tangente au point commun.
Maintenant, si Ton développe en séries les ordonnées des deux courbes suivant les puissances de l'accroissement de l'abscisse du point commun, on reconnaît immédiatement que le contact entre ses courbes sera de Tordre n , si les n premières dérivées de l'ordonnée par rapport à Tabscisse sont respectivement égales pour chacune des courbes, quand on y substitue l'abscisse du point com-. mun : car, dans ce cas , la diflérénce des ordonnées exprimée au moyen des. deux termes qui complètent respectivement les deux séries , est un infiniment petit de Tordre n -f- 1 .
C'est là le caractère analytique auquel on reconnaît l'ordre du contact de deux lignes qui ont un point commun.
Autre manière d'envisager les courbes osculatnees.
254. Il résulte de ce qui vient d'être dit sur le contact des courbes , que pour avoir la courbe d'une espèce donnée, qui a le contact de Tordre le plus élevé avec une courbe dont l'équation est connue, il suffit de déterminer les coefficients arbitraires de l'équation généi:ale des courbes dont l'espèce est donnée , en exprimant que , pour l'abscisse que Ton considère, les ordonnées sont respectivement égales, ainsi que leurs dérivées successives jusqu'à Tordre le plus élevé possible. On établira ainsi autant d'équations qu'il y a de coefficients indéterminés. L'ordre du contact sera le nombre de ces équations , moins une.
On voit par là que la courbe osculatrice et la "courbe qui a le contact de Tordre le plus élevé sont identiques.
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Pour la ligne droite, dont Téquation n^a que deux coefficients arbitraires, le contact ne sera , en général, que du premier ordre; il sera du deuxième pour le cercle. Maïs il pourra arriver qu'en certains points particuliers le contact soit d'un ordre plus élevé.
Lorsque l'équation de la courbe osculatrice cherchée n'est pas résolue par rapport à y^ on forme ses équations
différentielles successives et Ton y substitue à y\ -j-, , etc. ,
les valeurs tirées de l'équation de la courbe donnée. Les seules inconnues sont alors les coefficients ; et s'ils entrent tous au premier degré , on trouvera un seul système de valeurs , et , par conséquent , une seule courbe osculatrice.
Lorsque le nombre des dérivées communes est pair, la différence est d'un ordre impair, et , par conséquent , change de signe avec l'accroissement de x' : donc alors les courbes se coupent. C'est ce qui arrive, en général, pour le cercle osculateur.
Si , au contraire, le nombre des dérivées communes est impair, la différence est d'ordre pair et ne change pas de signe avec l'accroissement de x' : les lignes ne se coupent donc pas. C'est ce qui a lieu dans le cas de la ligne droite , excepté aux points d'inflexion;
255. Les courbes les plus simples que l'on puisse meure en contact avec une courbe donnée sont celles qui sont renfermées dans Téquation
j'=AH-Bar-HCx'H-. . .-hKx".
On peut établir un contact de l'ordre m — i entre les deux courbes, et Ton aura immédiatement Téquation de la courbe osculatrice en développant son ordonnée parla formule deTaylor, après avoir remplacé x par x'-f- [x — x'). Celte équation est la suivante, dans laquelle les dérivées de j' sont remplacées par celles (jue donne l'équation de
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la courbe connue ,
si m = I , on a la droite osculatrice dont Féquation est
Cercle osculateur. — L'équation générale du cercle est
a, £ étant les coordonnées du centre, et R le rayon. D'après les théories précédentes, on déterminera les constantes a , 6 , R, relatives au cercle osculateur au point a:', j^' d'une courbe donnée, au moyen des trois équations
-v-i et ~-~ étant tirés de l'équation de la courbe donnée.
La seconde de ces équations montre que le centre du cercle osculateur est situé sur la normale.
On tirera de là.
d/^ f dy^\
dx"" dx'^
et, substituant dans la première ,
Cette équation donne pour le rayon la valeur déjà trouvée par une autre voie \ et les deux précédentes font connaître les coordonnées a , S du centre de courbure , en fonction de x', y.
Si entre ces deux équations et celle de la courbe donnée on élimine a:', y', l'équation résultante entre a et 6 représentera le lieu des centres de courbure , ou la dév^eloppée de la première.
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COURBES ENVELOPPES
287. Les équations qui déterminent les coordonnées a , 6 du centre de courbure, ou du point de la déi^eloppéey correspondant au point (a:', j^) de la courbe donnée, sont , d'ajîtès le numéro précédent,
rfr" rf' r'
Ces équations ayant lieu quel que soit le point que l'on considère, si Ton donne à x' un accroissement infiniment petit , j^', a 5 6 , qui sont des fonctions de x', en recevront de correspondants, et les équations (i) et (a) seront encore satisfaites ; les accroissements de leurs premiers membres seront donc nuls, et, par suite, leurs dérivées par rapport kx\
Or Téquation (i), différentiée en considérant a, ë^jr^ comme fonctions de x\ et ayant égard à Téquation (2), donne
__rfa_rf^ç^__ ^__ i_
d'où il résulte, comme nous l'avions déjà démontré, que la normale à la courbe donnée est tangente à sa développée, au centre de courbure»
CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DI FfÉRENTI ELLES , ETC. 867
258. Le calcul peut encore conduire à la seconde propriété, qui consiste en ce que la différence de deux rayons de courbure d'une courbe est égal à l'arc correspondant de sa développée : il suffit , pour cela , de parvenir à une équationi qui ne renferme que û?R, dcn^ dS,
Or, si l'on différentie l'équation
(3) (y_a). + (y_6)' = RV.
on trouvera, en ayant égard à Téquation (i),
et si l'on remet pour x*- — a sa valeur tirée de (i), il vient
, dy da .
et, remplaçant -— par — — 5
dK dsf^
Pour éliminer y' — 6 , on remarquera que les équations (i) et (3) donnent
d'où
Reportant cette valeur de j^' — 6 dans Téquatiou cidessus, il vient, abstraction faîte du signe du radical,
te qui démontre que la différentielle du rayon de cour-
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bure est égale à celle de Tare de la développée. D'on Ton conclut qu'un arc (juclronquc de la dévelopjjéc est égal à la différence des rayons de courbure langents à ses extrémités. La description de la première courbe d*un mouvement continu, par le développement de la seconde, en résulte, comme nous Tavions fait voir précédemment.
259. Si Ton donnait Téquation F (a, 6) = o de la développée, et qu'on demandât celle de la développante, il faudrait éliminer a et S entre rétjuatîon donnée et les deux suivantes :
dy , doL doL
dans lesquelles — serait donnée en fonction de a et 6 au
moyen de l'équation F (a, £) = o. Il en résulterait une
dy équation entre j:,j^, — 5 et, au moyen du calcul intégral,
on trouverait Téqua lion finie entre x et y.
Les coordonnées x, y d'un point quelconque de la développante peuvent facilement s'exprimer au moyeu des coordonnées a, S et de l'arc s de la développée.
Une construction très-simple conduit immédiatement aux équations
dcf. ^ d(i ., V SA — j; da
a — X z=z s -—> fj^jrz=s---^ d'où = -— .
ds "" ds 6 — y d^
Si l'on en fait application au cas du cercle, dont l'équation est a* -H 6' = a*, on trouve d'abord
ax-»-6j=r«% ou -x-^- jr=:a, a a
é({uation qui donnerait immédiatement la projection de
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xel jr sur le rayon a mené au point de contact. Mais
- = COS-» -=sin- et j=v^'-+-r' — «'. a a il a
L'équation de la développante du cercle sera donc
X CCS- ^x^ -H ^' — «' -I- ^ sin - i/ a?' -h r' — «' = ^ a a
et en coordonnées polaii^s
ô = - V r* — n} — arc ces- »
comme la figure le donnerait immédiatement.
Courbes enveloppes.
260, Nous avons vu (n^ 154) que si l'on considère la courbe représentée par une équation F (jr, j^, a) = o, qu'on cherche la limite des points de rencontre de cette courbe avec celles qui résulteraient d'un accroissement infiniment petit donné à a; et que Ton cherche le lieu de ces points limites sur toutes les courl^es représentées par l'équation proposée , dans laquelle a varierait d'une manière continue , il suffit , pour obtenir ce lieu , d!* éliminer la constante a entre Véquation de la courbe variable et sa dérivée partielle par rapport à cette constante.
Nous avons fait remarquer que les raisonnements qui ont conduit à cette règle supposent que la fonction F [x^y^ a) n'ait qu'une seule valeur, pour un même système de valeurs de x^ y^ a -, car, sans cela , il serait possible qu'on dut prendre deux des formes diâerentes de cette fonction dans les équations des deux courbes voisines. Dans ce cas, on ne pourrait supprimer F (x,y, a) dans la seconde, et les valeurs limites de x, y seraient I, 24
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celles qui rendraient égales les deux valeurs de celte fonction.
La propriéUî remarquable qu'a cette courbe d'être tangente à toutes les positions successives de la courbe variable, et que nous avons démontrée géométriquement, peut être établie comme il suit par le calcul.
d¥ En effet, si deTéquation — = o on tire « = ç ( j:, jr) ,
et qu'on substitue cette valeur dans F (x, y, a) = o , on aura, pour l'équation du lieu cherché,
Soit l'équation d'une quelconque des courbes variables
Ces deux courbes (i) et (2) ont généralement des points
communs, d'après la génération de la première; or il est
cly facile de démontrer qu'en ces points la valeur de —- est la
fiX
même d'après les deux équations.
En effet, l'équatjpn (i) différentiée donne
dv djr (ix d<f \dx dydxj
Mais — ne diffère de — qu'en ce que ç (x^j) y remplacir
a, et y (a:, j) est précisément la valeur de a qui rend nul
dF j dF ,, . 1 .1
— i donc — est identiquement nul; et il reste pour do-
dr , ^ terminer — -? d'après Féquation (1),
flF dFa(x __ dx dy dx
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Maintenant Téquation (a) différentiée donne
dx dy dx '
équation qui ne diflere de la précédenlo qu'en ce que a y remplace ? (^> J")- Mais pour le point commun aux deux courbes, on a a = ç (x,j^), puisque cette équation n'est
autre que--7-= o : donc, en ce point, la valeur de -j- est la
même pour les courbes; donc enfin la courbe variable est constamment tangente à la courbe fixe qui est le lieu de ses intersections successives, et c'est pour cela qu on a donné à cette dernière le nom de courbe eiweloppe.
Néanmoins il ne faut pas croire que la courbe enveloppe soit nécessairement tangente à toutes les courbes variables-, cela n'a lieu que pour celles qui sont coupées par les courbes infiniment voisines , et les raisonnements précédents ne s'appliquent qu'à cellesr-là . Or il peut arriver que ce ne soit qu'entre certaines limites de la constante que cette intersection ait lieu. Il est donc plus exact de définir la courbe enveloppe par la propriété d'être le lieu des intersections successives des courbes variables , que par celle d'être tangente à ces courbes dans toutes leurs positions*
261. Si l'on prend pour la ligne variable la normale à une courbe donnée, l'enveloppe sera le lieu des centres de courbure, puisqu'on a démontré qu'ils sont les limites des rencontres des normales infiniment voisines. En appliquant à cette question la théorie qui vient d'être exposée , il est facile de voir que le calcul conduit à la développée- En effet, l'équation d'ime normale quelconque est
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y' est une fonction connue de x\ et x' remplace ici la constante a, Différentîant cette équation par rapport à x', il vient
dx'^ dx'
d'où
dx
d'y' dx'^ el, par suite,
dy''
Ces valeurs de x ely sont précisément celles de « et 6 du ai** 256. Pour obtenir l'équation de la courbe enveloppe, il faudrait éliminer x' entre ces deux équations , après avoir préalablement remplacé j^' en fonction de x' : ce qui revient à éliminer x^ -^y' entre ces deux équations et celle de la courbe donnée. Ce calcul n'est autre que celui qui est indiqué n** 256 pour obtenir l'équation de la développée.
Applications des théories précédentes,
Parabole. — Soito:* = 'ipy \ on en tire
x' dy X d'y i
%p dx p dx' p
La valeur du rayon de courbure sera
Les coordonnées du centre de courbure seront données
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par les équations
et
ou a = ;•
Eliminant xety^ entre ces deux équations et relie de la parabole , on trouve , pour équation de la développée ,
Cette courbe a un rebroussement du premier genre au point pour lequel a = o. Ellipse, — L'équation a*y* + b^x^ = a*i' donne
dx à* y dx ' a'^y^
Or, en désignant toujours par N la longueur de la normale , on a
donc
p désignant le demi-paramètre.
On trouverait la même formule pour l'hyperbole et la parabole. Les coordonnées du centre de courbure seront données par les équations
Si , au moyen de l'équation de l'ellipse, on élimine x de la première, et j^ de la seconde, on trouve, en posant
LtVBB
ou
et, substituant dans Téquation de Fellipse, on a^ pour Téquation de la développée ,
l'équalion de la développée de Thyperbole serait
Elle se déduirait de celle de l'ellipse en y changeant 6*
en — i»
Cycloïde. — L'équation différentielle de la cycloïde est
(if /2fl ., (l^j a
dx y y * dx^ j^
et, par suite,
N désignant la normale; d'où Ton conclurait, comme précédemment , que la développée d'une cycloïde se compose de deux demi-cycloïdes identiques à la première.
On peut déterminer l'aire de la cycloïde en la considérant comme la somme des parties comprises entre les rayons de courbure consécutifs-
Soient QH, PK (^g* 62) deux rayons infiniment voisins, S leur point de concours , et PR parallèle à A A' ; le
rapport des triangles semblables SLF, SRP est ^—7 dont
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la limite est ^ -, do plus, QRP est infiniinent petit par rapport à ces triangles, ainsi que Taire HSK. Donc la li> mile de la somme des aires LFPR, depuis A' jusqu'à A, est Taire comprise entre la cycloïde AEA' et sa base; et la limite de la somme des triangles SLF est Taire comprise entre AA' et les arcs AB, A'B : cette aire ajoutée à la première forme le rectangle construit sur A A' et 2 a. D'ailleurs le rapport de LFPR à SLF a pour limite 3, puisque le rapport de SPR à SFL a }K)ur limite 4- Donc Taire de la cycloïde AEA' est les trois quarts du rectangle qui a pour base 27: a et pour hauteur 2a, et dont Taire est , par conséquent , 4 ^ ^' •
L'aire de la cycloïde est donc 3 tt a', ou trois fois celle du cercle générateur.
Spirale logarithmique, — Son équation r= «e^'^donne, t'ouune on Ta vu ci -dessus ,
dr me fi^r , wo
N = ae'"^ v^r+^= MO, 0?^. 91 ) S» = mae'''^ =1 AO.
Ou trouvera, pour le rayon de courbure ,
R = ae"'^ s/i-^m\ ou R = MO.
Le centre de courbure est donc à. la rencontre de la normale avec la perpendiculaire menée par le pôle au rayon vecteur.
Si Ton pose
OAX=Ô', AO^r',
Téquation polaire de la développée sera , d'après cfe qui précède ,
m r = mae
On peut lui dooner la même forme qu'à la proposée, en comptant les angles à partir d'une droite faisant avec AX un angle a tel , que l'on ait
me l'équation précédente devient alors
La développée d'une spirale logarithmique est donc une spirale identique, et qui coïnciderait avec elle^ si on la faisait tourner autour du pôle, d'une quantité angulaire a égale à
La différence des deux rayons de courbure MO, M'O' étant égale à l'arc 00' de la développée, il s'ensuit que si le point M' tend indéfiniment vers le pôle , ainsi que O', l'arc 00' se rapprochera indéfiniment d'être égal a MO.
Ainsi la longueur totale de l'arc d'une spirale logarithmique compris entre un point quelconque O et le pôle asymptote, est égale à la tangente OM terminée à la perpendiculaire au rayon vecteur AO , menée par le pôle
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NORMALES AUX SURFACES COURBES
263. Une courbe dont tous les points ne sont pas dans un même plan est dite à double courbure, La tangente en un quelconque de ses points , est la limite vers laquelle tend une sécante qui passe par ce point et par un autre appartenant aussi à la courbe , et qui se rapproche indéfiniment du premier.
On appelle longueur (Tun arc la limite vers laquelle tend le périmètre d'un polygone inscrit, lorsque ses côtés tendent tous vers zéro. Cette limite est indépendante du mode de division de l'arc, parce que les rapports des éléments correspondants de ces polygones,' compris entre des plans parallèles infiniment voisins , ont pour limite l'uni lé.
On pourra donc encore prendre la corde ou la tangente au lieu de l'arc infiniment petit, et la différentielle ds de l'arc d'une courbe à double courbure aura pour expression
ds = ^dx^ -+- <r* ■+- ^*%
les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires.
264. Une sécante passant par les points de la courbe ayant pour coordonnées
a:,y,z, et .r-^Ax, y-^^y, z-h^z.
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fait, avec les axes , dv^ angles dont les cOdinus sout
Ax Ay Ax j
en regardant Û5 comme égal à sa corde, ce qui ne change pas les limites. Leurs signes apprennent si la droite dirigée da premier point vers le second, fait avec les axes des angles aigns ou obtus.
• 1. . , . dx dy dz ,
Les limites de ces expressions, ou — j —»—» sont les
cosinus des angles que fait la tangente avec les axes.
S65. Les équations de la sécante passant par le point x', y^ z' de la courbe et un autre point infiniment voisin, sont
Donc les équations de la tangente seront, en prenant ce^ rapports diiTércntiels à leurs limites,
Si la courbé est déterminée par les équations de se»
projections sur les plans XZ, YZ, on tirera -r-; et -^ de
chacune d'elles.
Si elle est donnée par deux équations à trois variables
ou en déduira
(lYdj^ dF((/ dV_ d/da/ ^dy df _
da/ dz' ^dy dz''^ dzf^^' d^ dz''^dylÛ'^d^''^'^'
et il faudra tirer de ces deux équations les valeurs de
-77? T~'' V^^^^ '^ reporter dans les précédentes, ouéli-
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miner de toute autre manière -j-ft -ji'i entre les quatre
équations ; on obtient ainsi , pour les équations de la tan* gente,
Nous verrons plus tard que ces équations ne sont autre chose que celles des plans tangents aux surfaces représentées par les deux équations données, et dont la courbe donnée est l'intersection.
266. On appelle plan normal celui qui est perpendiculaire à la tangente , au point de contact. Son équation sera, d'après celles que nous avons données d'abord pour la tangente,
(^ — x') €ir' -h (r — r') ^7' H- (2 -2') ''^' = o- On pourrait parvenir à celte même équation en cherchant le lieu des droites menées par le point a:', j\ z\ perpendiculairement à la tangente. Soient, en effet, x,/, z les coordonnées d'un point quelconque d'une de ces droites , les cosinus des angles qu'elle fait avec les axes sont proportionnels aux quantités x — x'^j — j'^z — «'; ceux qui se rapportent à la tangente sont proportionnels à dx^ dy^ dz' : or, pour que ces deux directions soient perpendiculaires, il faut que le cosinus de leur angle soit nul ; d'oix résulte , pour tous les points du lieu , (^ — ^') ^' + (y — /) dyJt-[z - z')dz=z o.
267. On peut encore obtenir l'équation du plan normal en le considérant fomme la limite du plan qui ren-
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ferme les points communs à deux sphères égales ayant leurs centres en deux points de la courbe, infiniment voisins.
Soient x\y\ -z' les coordonnées du premier point, x'-h Aj:'; j'+ Aj', z'+ Az' celles du second, et R lé rayon des sphères \ l'équation de la première est
celle de la seconde est
(x — x'— ^xj H- {y — / — A/)'+ (« — 2'— Az')'= R\
Elles ont lieu en même temps pour les points communs , et si on les soustrait l'une de l'autre , on trouve , en négligeant les infiniment petits du second ordre et substituant les différentielles aux différences ,
{x— x')da/-h (r — /) dy-i^{z - /) dz'= G.
Cette équation étant du premier degré est celle du plan qui contient le cercle d'intersection des sphères , pris à sa limite , ou du plan normal.
Toute ligne située dans le plan normal est dite normaie à la courbe.
Tout plan passant par la tangente est nommé plan tangent à la courbe.
Plans tangents, plans normaux, et normales aux surfaces courbes, .
268. Plan tangent, — Une tangente à une surface est la limite vers laquelle tend une sécante menée par un point de cette surface, lorsqu'un second point d'intersection tend vers le premier.
Ce second point pouvant tendre d'une infinité de manières vers le premier, il y a une infinité de tangentes à la surface en ce point. Nous allons démontrer que le lieu
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de toutes ces tangentes est un plan, et nous lui donnerons le nom de plan tangent.
Pour déterminer, en général , le lieu de ces tangentes,
soit
F(jr,7, z)=o, ou z=/(.r,^)
l'équation de la surface.
Les équations d'une tangente quelconque au point x\ j\ z' seront
, . , dx' df . ,, . , . ,. ,
les quantités -7-7 , -—-, sont indeierminees, mais liées entre
elles par l'équation **
dx' dr'
dans laquelle p et q représentent Jes dérivées partielles fcv ' (^7 ' ^^^^^^ ^ Téqualion z =f{x,y).
Si l'on élimine — ? ^ entre les trois équations précédentes, on aura l'équation du lieu de toutes les tangentes. On trouve ainsi
ou
ou
, dz' , , . dz! , . .
'Tji^^-^ désignant les dérivées partielles de la fonction de X etj^ qui exprime la valeur de z. Cette équation étant
du premier degré par rapport kx^y, ^ , il s'ensuit que le lieu des tangentes est un plan .
L'équation du plan langent prend une autre forme quand l'équation de la surface est de la forme
F(x,jr, z) = o,
et non résolue par rapport à z.
On déterminera —, et —, par les équations
dx''^ dz' dx*^^' d/'^dz' dy^^'
et l'équation du plan tangent sera
, ,.dF . ,. dF , ,. dF
269. Normale. — La normale est la perpendiculaire au plan tangent, menée au point de contact^ ses équations seront donc
, dz , - . , dz . ,.
..dF d¥ . ,.dF . ,.rfF
Plan normal. — Si, au point de contact d'une tangente à une surface , on mène un plan perpendiculaire à cette ligne, on aura un plan normal à la surface. On trouvera son équation, soit en partant des équations d'une . tangente , soit par l'intersection de deux sphères égales dont les centres se rapprochent indéflnimeut. De cette manière on aura pour l'équation d'un plan normal quelconque au point x\y\ z\
{x^a/)dx'^i^y—y')df^[z — ^)d^z^o.
Elle est indéterminée parce que les diflerentielles dx\
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dy-'y dz' ne sont assujcuics qu'à la condition
dz'=zpdj/^qdyz=i-^dx' + ^dx'', et si l'on substitue cette valeur àedz\ on obtient
H- dy [r-y H-^.c^ - ^')] = o-
Cette équation changera avec le rapport que Ton établira entre dx' ^ dj\ et représentera tous les plans normaux au point donné.
De cette équation du plan normal on peut déduire celle de la normale, et, par suite, du plan tangent. En effet, on voit quelle est satisfaite, quel que soit le rapport de £^' à dx^ ^ si Ton pose les deux équations .
Donc tous les plans normaux se coupent suivant une même droite, représentée par ces deux équations. Cette droite étant perpendiculaire à toutes les tangentes, ces dernières sont toutes dans un même plan, ayant pour équation
On trouve ainsi, indépendamment de la première méthode, les équations du plan tangent et de la normale.
Sur la distance des droites successives d'un système continu.
Si Ton considère une série de droites dont les
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équations générales dépendent d'une constante dont la valeur puisse varier arbitrairement et d'une manière continue, la plus courte distance de deux de ces droites, correspondantes à des différences infiniment petites entre les constantes , peut être du même ordre que ces différences, ou d'un ordre différent.
L'objet que nous nous proposons ici est de déterminer î
avec plus de précision qu'on ne l'a fait jusqu'ici l'or- i
dre infinitésimal de cette distance, et c'est ce que nous !
ferons au moyen d'une remarque curieuse due à M. Bou- i
quet. Elle consiste en ce que, si dans une série continue quelconque de droites, la distance de deux consécuti\^es est généralement d*un ordre supérieur au premier, elle est au moins du troisième >
Soient , en effet ,
les équations d'une droite quelconque de la série, a^ b, a , 6 dépendant d'une certaine constante unique ^ Aa, AJ, Aa, AS les accroissements des constantes, en passant à une droite infiniment voisine , faisant partie de la même série : la plus courte distance d de ces deux droites sera, d'après une formule élémentaire connue ,
AaA6 — A^ Aa
Or, on a
\/Aû'-hA6'-h(flA^— bàay
Aa zn da -^ -(fa H i=d^a -t- .
Ab = db-^^d^b -^-^dH^
Aa= fi?aH--//2a H ^d^0L+,
îl en résulte
Atf A(? — A^Aa = {dad^ — dbdx) -f- |(rffl r/' 6 + r/6 d^a — dbd^oL — doid^b) -\-
Or, si le premier terme dado — dbdct n'est pas nul, le dénominateur de à étant un infiniment petit du premier ordre, et son numérateur du second, d sera du premier ordre. Si, au contraire, on a constamment
dad^ — dbda. =. o,
le numérateur devient d'un ordre plus élevé de deux unités, parce que l'ensemble des termes du troisième ordre n'est autre chose que la moitié de la différentielle de dadë — dbda^ et cette dernière quantité étant constamment.nulle, ^a différentielle Test aussi.
D'où résulte cette conséquence remarquable , que, si la dislance de deux droites consécutives , prises dans une série quelconque ^ est généralement d'un ordre infinitésimal supérieur au premier, elle est au moins du troisième.
Le théorème que nous venons de démontrer est soumis, comme presque tous les autres, à des exceptions très-particulières 5 il est fondé sur des développements généralement possibles, mais qui, pour certains points singuliers, pourraient devenir illusoires.
Application aux tangentes à une courbe,
Les équations d'une tangente quelconque sont
dx' dy'
On a donc, dans ce cas,
dx'
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]\ou8 prendrons z pour la constante qui détermine la position de la droite, et dont j/, y' sont des fonctions d'après les équations de la courbe.
Cela posé, on aura
doL _ , d-'x' d^ _ ,^'/
et, par toiiséquenl,
da d^ — db da = o.
Donc^ en général^ dans toute courbe à double courhure^ la plus courte distance de deua\tangentes infiniment voisines est un infiniment petit du troisième ordre, si la distance des deux points de contact est du premier.
application aux normales à une surface,
Les équations générales d'une normale sont
petq désignant les dérivées partielles — ,» — ,•
Si maintenant on conçoit une courbe quelconque sur la surface en établissant entre x'j y\ z' une seconde équation au moyen de laquelle ces trois coordonnées dépendront d'une seule d'entre elles , ou de toute autre variable indépendante, on peut se proposer de déterminer cette courbe de manière à ce que la plus courte distance de deux normales, correspondantes à des valeurs infiniment voisines de la constante, c'est-à-dire à deux points infiniment voisins de la rourbe , soit un infiniment
petit du troisième ordre, la distance des deux points étant du premier.
Dans le cas actuel , on aura
et Téquation dadë — db da devient
• {dy 4- qdz')dp = [dx''hpdi')dq.
En remplaçant dz par sa valeur pdoif -+- qdy •, et formant les différentielles dp^ dq d'après les dérivées par-
tielles -^^^ S^ï^'' X7T q^^ ^^"s désignerons par r, s, r, cette équation devient
-^ pqr ^ s{\-\- p^) = O.
Cette condition, jointe à celle de la surface, détermine les courbes jouissant de la propriété demandée , et que 1 on nomme lignes de courbure de la surface. Nous reviendrons sur ce point quand nous aurons étudié les équations différentielles. Nous nous bornerons à remai^
dr' quer que l'équation donnant deux valeurs pour -^j il y
a en chaque point de la surface deux directions jouissant de la propriété en question .
CHAPITRE XIIL
PLAN OSCULATEUU D'uNE COURBE. CERCLE OSCULA- TEUR. ANGLE DE CONTINGENCE. ANGLE DE TORSJON. SURFACE POLAIRE. CENTRE DE LA SPriÈRE OSCU- LATRICE. CONTACTS DES COURRES A DOURLE COUR- BURE. DÉVELOPPÉES DE CES COURRES. CONTACTS DES SURFACES.
273. Plan osculateur. — On appelle ainsi la limite vers laquelle tend le plan qui passe par trois points d'une courbe , qui teadent indéfiniment à se réduire à un seul. Soient od ^y\ z' les coordonnées d'un point quelconque de la courbe, x'+ Ax', j^-^Aj'^ z'-^t-Az' celles d'un point infiniment voisin, et a:'-t- 2 Aj^'-f- A'y, y+^Aj'-h A'j', z'-i- ^Az'-ifA^z^ celles d'un troisième point de la courbe, les ditFérentielles étant déterminées d'après les accroissements égaux d'une variable quelconque, dont x' ^ y\ z' sont des fonctions déterminées.
Tout plan qui passe par le premier point a pour équation
« — 8' = fl (.r — y; H- ^ (/ — j') ;
pour qu'il passe par les deux autres, on aura les conditions
A2'=r/lAx'4-*A/, A'z'=«A'^'.4- b^'y'-y
et pour le plan limite ces équations auront lieu entre les différentielles
ilx\ dy\ dz', d'x', d^f, d}z'.
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Les valeurs de a et 6 tirées de ces deux équations, et reportées dans celle du plan , donnent Téquation du plan osculateur, qui est
{x — a:') [dy d'z' -^dz' tt' y) -^ {y —y) {dz'd}x''--dx'd'7f) 4- (z — z'){dj^d'y — dyd'a/) = o.
274. Si Ton cherchait la limite des plans passant par la tangente en un point d'une courbe , et par un autre de ses points tendant vers le premier, il est facile de voir qu^on retrouverait le plan osculateur.
En effet , les équations de la tangente sont
el le plan dont Téqualion est
contiendra cette tangente, si Ion a
I = a -;— , -f- b -—, > 011 dz' = adx' -h ^^r', dz dz
ou , prenant t pour variable indépendante ,
dz' dx , dy dt dt ^ dt
Pour que ce même plan passe par un point ayant pour coordonnées x'-h-Ax', y'-f-Aj', z'-hA^', il faudra que l'on ait
A 2'= «Ajc'-f- h tkdy ,
Mais on ne pourra ,. dans celte équation , négliger les termes dit second ordre, parce que tous ceux du premier disparaissent, en vertu de Téquation précédente. En effet, si l'on développe les différences, et qu'on se
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borne au second ordre , on aura
dz' d^z' At'
dt dO a '
dx' d^x'àt'
Ax' = -— ài-i- —- h....
dt dt^ 2
Substituant dans l'équation ci-dessus, les termes qui
renferment At au premier degré disparaissent , et il reste,
en négligeant les infiniment petits du troisième ordre , et
j. . • Ar'
divisant par — »
i/'z' d^j/ dW
-j^ = a — — - H- b — -=~ , ou f/' z' = ad'^x' 4- hd'^y' , €Ur . ar dt*
Les coefficients aelb sont donc déterminés par les mêmes équations que précédemment, et Ton trouve réquation du plan osculateur.
On trouverait encore le même plan en cherchant la limite de celui qui passerait par une tangente et une parallèle à la tangente infiniment voisine.
276. Angle de contingence. — On appelle ainsi l'angle de deux tangentes infiniment voisines , ou, pour parler rigoureusement, la différentielle qui correspond à cet angle infiniment petit 5 c'est-à-dire une quantité dont le rapport à Taccroissement de la variable indépendante soit égal à la limite du rapport de Vangle des tangentes à ce même accroissement. Ces tangentes n'étant pas dans un même plan, leur angle est celui de deux droites qui passeraient par un même point et leur seraient parallèles. Soient a, i, c les cosinus des angles formés avec les axes par la première tangente ,eta-hArt, J-hAft, c-hAc
ceux qui se rapportent à la seconde ; le cosinus de Fangle a> (le ces deux directions sera
cos w = a' •+- 6' -H c' -H fl A a -h ^ A 6 -I- c Ac = i -haàa -\- bàb -h càc.
De l'équation
a' -+- à» -4- r» = I on tire
2flArt-4-26A^-+-2cAc-h A<ï' -(- A^'-h Ac' = o;
donc
. ,» Aû= -h A^'4- Ac»
1 — COS w = 2 sm* - =r .
Si Ton remplace sin co par &), et les différences par les diflercHtielles, w sera ce que nous avons appelé Tangle de contingence, et Ton aura
»» = da- 4- db^ -{- dc\ ou ta = ^ da^ -^ db^ -+- dcK
On pourrait encore établir cette formule par des considérations géométriques.
Menant MB (fig- 92) parallèle à la seconde tangente, et prenant MA = MB = i , on a
arc AB = w.
Projetant le triangle rectiligne MAB sur les trois axes, et appelant i, fz, v les angles de la direction AB avec les directions positives de ces axes , on pourra écrire
£/a==6)Cos>, db = (ù COS II f de =z (ùcosv,
da
^ = ^ da^-h db^ -h dc\ cos X =
sj dà" '\' db^ -^ dc^
db de
cos fA = . — t cos V =
si dà" -h db^ -Jf dc^ \J da^-^db^ -+- dc^
Cela fait connaître T angle de contingence et les cosinus
des angles de la direction prise du point M vers le centre de courbure.
Or on a
dx dy dz
ds ds ds
d*où l'on tire
dsd'^ X — djcd * j „ dsd^Y — dyd ' s
da=: — , db=^ -^ ^, ,
ds^ ds^
dsdH^dzd^x
dc=:
ds^
substituant ces valeurs dans celle de w, et observant qu'on a
ds* = fir» -f- r/j» -+- dz^y
dsd^s = dxd\x H- dyd'^y -f- dzd'z, on obtiendra
« = ^ yj d'^x-' H- d^y^ -h d^z"" — d's\
On peut faire disparaître d^s de cette expression , en tirant sa valeur de l'équation précédente : on trouve ainsi , toute réduction faite,
276. Si, au lieu de chercher l'angle de deux tangentes en des points M, M' infiniment voisins [fig^ gS), on cherchait l'angle de la corde MM' avec la corde M'M'^, en supposant les deux points M' M'' correspondants aux accroissements égaux d'une variable quelconque t^ on trouverait la même expression pour l'angle TM'M'^ En eflfet, les cosinus des angles de MT avec les axes sont les
rapports -j^^,. -^ijjjp, ^jjjjjp, et différent de quantités mfini-
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ment petites, de leurs limites respectives — > —--i -t-- Le
changement Aete.\xt--\-dL donnera donc les mêmes accroissements dans les uns et les autres, en négligeant les quantités d'un ordre supérieur à celui des accroissements. Il est donc inutile de recommencer ici les calculs précédents^ et la valeur de TM'M" aura la même expression que celle de l'angle de contingence «.
277. Cercle osculateur. — Dans les courbes à double courbure , comme dans les courbes planes , nous appellerons cercle osculateur la limite du cercle qui passe par trois points infiniment voisins \ ce cercle limite se trouvera évidemment dans le plan osculateur.
Soient M [fig- 94) un point quelconque de la courbe; M', M'' des points qui s'en approchent indéfiniment; 0 le point de rencontre des perpendiculaires menées par M, M" à ces deux cordes, dans le plan qui les contient : M'O sera le diamètre du cercle passant par M , M', M''. L'angle O a pour mesure l'arc de cercle MM'M'' divisé parle diamètre M'O. Or on peut substituer à cet arc celui de la courbe, ou 2i2^5 H- A* 5.
On aura donc M'O = -^ en négligeant A*^.
Mais l'angle O est égal à TM'M'' qui peut être remplace par l'angle de contingence w relatif à l'arc Aj». On aura ainsi, en désignant par R le rayon du cercle osculateur,
R = — ; d'où, en remettant pour o) Tune ou l'autre des
deux expressions données précédemment , on tire les formules rigoureusement exactes
ds^
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et
yl{4yd^r ~ dzd*ry-h{d£d*x-^drd*e)*'{-{dxd*j'-drd*xy
278. Angle de torsion, — On appelle ainsi Tangle de deux plans osculateurs consécutifs, ou, pour parler plus exactement, la différentielle correspondante.
Soient a, 6, y les angles que fait avec les a'xes la normale à un plan osculateur^ on aura, d'après réqualion de ce plan, oc^ y^ z étant les coordonnées du point de la courbe,
dyd^z — dzd^r ces a = — — 9
dziPx — dxd} z
ces 6 = —
dxd} y — dyd^x
en posant
\^=zs^{dyd^z — àtd^y)^ -h {dzd^x ^ dxd^ z)^ ^{éb^d^r -dyd^xy.
La normale au plan osculateur infiniment voisin fera avec la précédente un angle égal à celui des deux plans ; si on le désigne parU, on aura, par un calcul semblable à celui qui a donné l'angle de contingence,
U = ^(r/.cosa)'-f-(r/.cos6)'-h(r/.cos7)^
Mais il faut l'obtenir en fonction des différentielles de x, y, z 5 pour cela, posant
dytPz — dzd^y = X, dzd'x — dxd^z = Y, dxd^y — dyd^x = Z, d'où
dyd'z — dzd'y = rfX, dzd'x — dxd'z == dY, dxd^y — dyd^x =zdZ,
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on trouvera
•-hrfZ*)-
-(XdX^.
YdY-hZrfZ)«
X«-hY»-HZ«
-ZdY)*-h(ZdX —
XrfZ)'-f-
(Xi/Y-
Mais
on a
YdZ
ZrfX
— XrfZ
Xe/Y
— Yf/X
=: fLc{dyei^z — rf^zrf-^j) -f- dx[<Pz^x — d' xd^z) ■+ dz(d^xd^X — iPyd^x).
Donc
dx{d*fd's — d'z^j^)-{-dr{d*sd*x^d'xd*s)-i-dg{d*xJ'x-d*xd*x) (^dyd* z — dzd*ry '^-(.dzd^x -^ dxd* zY -^{dxd^r — dxd^xf
Il n'y a pas lieu de représenter cette seconde courbure par celle d'un cercle qui se présenterait aussi naturellement que le cercle osculaleur qui mesure la première.
On trouverait la même expression, en négligeant une quantité infiniment petite par rapport à elle-même, en considérant trois côtés consécutifs d'un polygone infinitésimal inscrit , et chercliant l'angle que le plan des deux premiers fait avec le plan du deuxième et du troisième.
279. Si le rayon de la première courbure est infini pour tous les points d'une ligne, tous les côtés du polygone infinitésimal inscrit dans cette ligne sont dans le prolongement les uns des autres, et, par conséquent ^ cette ligne est droite. La condition pour qu'une ligne soit droite pourrait donc s'exprimer par Téquation différentielle
(dyd^z — dzd^xf -h [dzd^x — dxd}zf -4- [dxd^y-— dxd^xY= o,
d'où l'on tire les trois équations
djrd^ z — dzd^y = o , dzd} x — dxd^ z = o , dxd^y — dyd^ ^ = o
ou encore
dz dx dy
d.—-=:o, d. — = o, d.-' = o; dy dz dx
d'où Ton conclu l
dx dy
a eib étant des constantes arbitraires. Et comme a et b sont les dérivées de az et iz, il suit d'une proposition démontrée précédemment , que les fonctions x et y ne peuvent être que de la forÈDie
X =^ «z -h a, y =: bz "h ^,
a et S désignant des constantes arbitraires. On retombe ainsi sur les équations générales de la ligne droite.
Si la seconde courbure est nulle, tous les plans osculateurs se confondront , et la courbe sera plane. La condition pour qu'une courbe soit plane est donc exprimée par l'équation différentielle
dx { d^yd^ z — d* zd^y ) -\- dy{ d^ zd? x — d'^xd^ z ) -h dz[d'xd^ y — d}yd?x) = o,
équation qui se réduit à
d^ycPz — d}zd^ / = O,
si Ton prend x pour variable indépendante.
On vérifie bien facilement que celte relation existe pour tous les points d'une ligne située tout entière dans un plan .
280. Surface polaire. — Si Ton conçoit un polygone infinitésimal inscrit dans une courbe à double courbure, et qu'on élève des plans perpendiculaires au milieu de ses côtés successifs, la ligne d'intersection de deux de ces plans consécutifs sera le lieu des pôles du cercle passant
par les trois sommets correspondants du polygone ; et sa limite sera le lieu des pôles du cercle osculalcur, vers lequel tend le cercle variable.
Il est facile de reconnaître d'ailleurs que Ton trouverait la mênie ligne en cherchant la limite de rinlerseclion de deux plans normaux consécutifs.
Si l'on agit de la même manière en tous les points de la courbe donnée, on obtiendra une suite de lignes polaires qui formeront une surface qu'on nomme surface polaire. Elle n'est autre chose que le lieu des centres des sphères limites de celles qui ont trois points infiniment voisins, communs avecja courbe. Cette surface est développable -, car elle est la limite d'une surface qui se compose d'éléments plans indéfinis compris entre les deux intersections successives de trois plans consécutifs. De plus, ces éléments plans ont pour limite de leurs directions, celle des plans tangents : donc tous les plans normaux à la courbe sont tangents à sa surface polaire, et cette dernière peut être considérée comme la surface enveloppe de ces plans.
281. Sphère osculairicc. — On désigne sous ce nom la limite des sphères qui ont avec la courbe quatre points communs qui se rapprochent indéfiniment. Le centre de la sphère passant par quatre sommets consécutifs du polygone inscrit, est à la rencontre des deux droites suivant lesquelles se coupent les trois plans perpendiculaires aux trois côtés consécutifs du polygone \ c'est le point commun à deux droites polaires consécutives.
Les centres de ces sphères successives déterminent un polygone qui tend vers une courbe dont les droites polaires sont les tangentes; cette courbe est donc l'enveloppe des polaires. Elle est aussi l'arête de rebroussement de la surface développable, lieu de ces polaires, c'est-à-dire de la surface polaire.
282. Équation de la surface polaire, — Cette surface est le lieu des intersections successives des plans normaux, ou encore des normales à la courbe dpnnée. Or Téquation d'un plan normal quelconque est
Si l'on donne à la variable indépendante f , dont on regarde x\ y', z! comme des fonctions connues, un accroissement infiniment petit A/, et que Ton considère le plan normal, au point voisin qui en résulte, son équation se composera des mêmes termes que la précédente, plus les termes résultant du changement des quantités a/, 7^, z'y doJ ^ dy\ dz'. Les premiers termes s'annulent pour les points communs aux deux plans, et il reste, en négligeant ceux du troisième ordre et passant aux diflerentielles,
(2) (a:~x')rf^a/-+.(j— y)^r'-f-(2 — z')rf>s'— ^/»=:o.
Les équations (i) et (2) ont donc lieu entre les coordonnées X, j^, 2 de tous les points d'une des génératrices de la surface polaire.
Donc on aura 1 équation de la surface polaire, en éliminant x', y^ z' entre les équations (i), (2) et celles de la courbe donnée.
283. Centre de la sphère osculatrice, — Ce centre est la limite du point de rencontre de trois plans normaux consécutifs , ou de deux droites suivant lesquelles se coupent les deux premiers et les deux derniers de ces plans. L'une est représentée à la limite par les deux équations (i), (2)5 l'autre par ces équations augmentées de leurs diflerentielles. Pour la limite du point commun aux deux droites, les différentielles des équations (i), (2) par rapport à x'^y'^ z\ dx\ . . . , seront donc nulles, et il en
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résultera cette nouvelle équation
(3)(ar — x')£i-'x'4-(j— j')^y+(z — 8')^»^'— 3rf*'^f' = 0.
Les équations (i), (2), (3 ) donnent le centre de la sphère osculatrice correspondante au point [a/^j^z^)] et l'on aura les équations du lieu de ces centres , ou de Taréte de rebroussement de la surface polaire, en éliminant x',j^, z' entre ces trois équations et celles de la courbe donnée ^ d'où il résulte deux équations entre x^y^ z.
284. Il est facile de reconnaître , au moyen des équations (i), (2) , que tout plan normal à la courbe est tangent à la surface polaire. En effet , considérons sur cette dernière un point quelconque infiniment voisin de celui qui a pour coordonnées x^ y^ z et qui se trouve dans le plan normal déterminé par Féquatîon (i). Soient considérés dx^ dj^ dz comme les différences de leurs coordonnées : les équations (i), (2) sont satisfaites par les coordonnées du premier point; et elles le seront par celles du deuxième , si l'on considère le plan normal infiniment voisin qui passe par ce deuxième point.
Or, si l'on donne k x ^ y^ z^ x\ y\ z' les accroissements correspondants dx ^ djr, dz^ dx\ dy\ dz' dans Téquation (i), il restera, en vertu de l'équation (2),
dxdj/ -H dydy 4- dzdz' = 0.
Mais la droite qui joint les deux points pris sur la surface polaire, et finit par lui être tangente, fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont proportionnels à dx^ dy^ dz\ l'équation précédente prouve donc que cette droite est perpendiculaire à la tangente à la courbe au point (ar',j^', ^'), et que, par conséquent, elle est située dans le plan normal, au même point de celte courbe,
4oO LIVRE II.
puisqu'elle a déjà le point (x,/, z) commun avec ce plan ,
285. Centre de courbure. — Le centre du cercle osculateur, ou le centre de la première courbure, se trouve dans le plan osculateur, et sur la droite polaire du point que Ton considère sur la courbe. On aura donc ses coordonnées en cherchant les valeurs de x^j^ z qui satisfont aux équations
[x — x') iPx* -+- (j— j') d}y' -+- (z — z') d}z' = ds'\
(j: _ a:'){(iyd'z''- clz'd'f) 4- {y—y')[dz'd''j^'~-da/d'z')
-H {z — z'){dx'd^y — r// d'x') = o.
Ces valeurs de x^j^ z sont données par les formules suivantes :
z ~ z' = ^ [r// (ûfr' d^ ^ — dz' d^y)^ dx' [dz' d' x' — dx' tl^ a')],
y—y = ^ [dx'{dx' d^y — dy d^x') — dz' (dy d^ z'--dz' d^y)],
^ — y .-= ^ [^z' (dz d^ x' — dx' d'z') — dy [dx' d*y — dy d^ x' )], R désignant le rayon de courbure, dont la valeur est
as'*
V^ (4r'<i' «' — rf«'d V )* -t- [dz'd^ x' — dx'd} «')*-!-( dx'd^y' — dj'd}x'y
Si , au lieu de déterminer les coordonnées du centre de courbure, on voulait les équations du lieu de ces centres, il suffirait d'éliminer jc', j' ^ z' entre les trois premières équations et celles de la courbe donnée ; les deux équations résultantes entre x,j^, z seraient celles du lieu demandé.
Contact des courbes à double courbure, — Cette
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théorie est semblable à celle que nous avons donnée poulies courbes planes; seulement, au lieu de couper les courbes par des droites parallèles à uu axe, il faudra les couper*par des plans parallèles à l'un des plans coordonnés , par «xemple au planx, y. Ainsi, lorsque deux courbes, auront un point commun x' ^ /', z\ et qu'en les coupant par un plan parallèle au plan x ^y et situé à une distance infiniment petite dz' du point commun , la distance .des deux points ainsi obtenus sur ccfi courbes sera infiniment petite, de l'ordre /i -f- 1 , on dira que les courbes ont lui contact de Tordre w. On reconnaît facilement qu(î Tordre de celte distance 'infiniment petite est le même pour des plans coordonnés quelconques , pourvu que les tangentes à ces courbes au point commun ne soient pas parallèles au plan sécant. La projection d'une droite sur un plan étant égale au produit de cette droite par le cosinus de son inclinaison sur ce- plan , te rapport des longueurs de la droite et de sa projection a une limite finie , si lalimite de cette droite ne fait pas un angle droit avec le plan. Donc les trois projections orthogonales d'une droite variable de grandeur et de direction sont, en général, des grandeurs du même ordre que cette droite; et il en est toiijours ainsi pour deux do ses projections au fnoins : il ne peut y avoir qu'une d'entre elles, au plus , qui soit infiniment petite par rapport à cette droite. D'où il suit que, pour que deux courbes à double courbure aient un contact de Tordre n , il est nécessaire et suffisant que deux de leurs projections aient un contact de cet ordre; ce qui ramène à la théorie du contact des courbes planes. Ainsi les conditions pour que ce contact, ait lieu au point dont les coordonnées sont x',/', z' y consistent en ce que pour la valeur z^ de 2, les quantités
(Vy d"x d'y
dx
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aient les mêmes valeurs d'après les étjuatious de ces deux courbes. Ou obtiendra doue encore la courbe osculatrice d'une espèce donnée, en déterminant les coeflîcienls de ses équations de manière qu'il en résulte le plus de dérivées communes avec la courbe donnée, à paqtir des premières. Si les projections sur un plan avaient un contact plus élevé que les projections sur un autre , il suit de ce qui précède que le moins élevé des deux exprimerait Tordre du contact des deux courbes proposées.
287. Droite osculatrice» — Les équations générales d'une droite étant
JT =' ûZ -f- a , ^ = Z>z -4- 6 ,
les équations qui détermineront a^ a/h ^ S seront
les dérivées -j-f t --- étant tirées des équations de la courbe donnée. La droite osculatrice a donc pour équations
ce sont celles que nous avons déjà trouvées pour la tangente.
Î288. Cercle osculateur, — Les équations les plus commodes pour la détermination d'un cercle dans l'espace sont celles d'une sphère et d'un plan. Soient donc les équations générales du cercle
(2) z -\- ax -\- by -k- c =1 o \
différentiant deux fois ces équations , en considérant j: et;
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comme fonctions de ^ , et les autres quantités comme constantes, on aura les équations suivantes :
/t\ dx dy
^ ' r/i- dz'
dz' ~
On remettra dans ces six équations , au lieu de x ,y , ^ , les coordonnées du poînf donné de la courbe, et l'on remplacera toutes les dérivées par celles que donneront les équations de cette même courbe. On en déduira les valeurs de six des constantes a , fe, c , a , S , y, R , et il en restera une indéterminée, parce qu'on peut faire passer une infinité de sphères par un même cercle.
Les coefficients a , 6, c sont entièrement déterminés , et l'équation du plan devient, en désignant par x\y\ z' les coordonnées du point donné ,
(z — z'] [dx' d'y' — df d'x') — dz'd'x' {x—x') -f- dz' d^x' [y —y) = o.»
Cette équation n'est autre chose que celle du plan osculaleur, dans laquelle z est pris pour variable indépendante. Les équations (3 ), (4)? dans lesquelles on regardera a , 6, y comme variables , représjsntent deux plans qui sont perpendiculaires au plan (2), en vertu des équations (5), (6). Les centres des sphères sont donc sur une perpendiculaire au plan du cercle, et elles couperont toutes ce plan suivant un même cercle, puisqu'elles passeront d'ailleurs par un même point (x'^ y^»^ z').
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Il est facile de reconnaître dans les équHtions (3), (4) celles qui déterminent la droite- polaire relative au point (x\ y\ z') quand on prend z pour variable indépendante ; et comme le centre du cercle s'obtiendra en cherchant rintersection de cette droite avec le plan du cercle, on retrouve , d'après ce nouveau point de vue , tout ce qui avait été déterminé relativement au cercle osculateur, par des considérations différentes .
Contact des surfaces,
289. Lorsque deux surfaces ont un point commun (x', y', z')^ et qu'en faisant varier x\j' de quantités infiniment petites quelconques dx\ dy\ la différence des valeurs de z correspondantes est un infiniment petit de Tordre n-^i, on dit que ces surfaces ont un contact de Tordre n. L'ordre de cette différence est le même pour toutes les directions qui ne sont pas parallèles aux plans tangents à ces surfaces , au point que Ton considère : il r.ésulte de là que deux surfaces auront un contact du premier ordre , lorsque pour une même valeur de x'j y ou tirera des équations de Tune et de Tautre les mêmes va-
leurs pour z,^, — .
Elles auront un contact du second ordre lorsqu'elles donneront, en outre, «les mêmes valeurs pour les coeflBcients différentiels partiels du second ordre
d-'z' dy_ d'z'
dx'-" ' dx'dy* ' d~y^ '
Enfin le contact sera de Tordre n lorsque tous les coefficients différentiels seront les mêmes jusqu'à cet ordre inclusivement.
La surface osculatrice d'une espèce donnée se déterminera comme les courbes osculatrices , en établissant le plus
grand nombre possible de dérivées communes entre les fonctions qui expriment la valeur de z dans son écpiation et celle de l'autre surface que Ton considère.
290. Plan oscidateur à une surface, — Soit l'équation générale d'un plan
z z=z ax -\- bjr -^ c \
on aura , pour déterminer a, J, c, les équations
/ L ' ^^ dz' ,
z = ajc -h bjr -{- c , -— , = a, -—. = 6,
— , — étant tirées de l'équation de la surface donnée. L'équation du plan osculateur sera donc
Ce plan n'est donc autre chose que le plan tangent.
291. Sphère osciilatrice à une surface. — L'équation la plus générale d'une sphère ne renfermant que quatre constantes arbitraires , on ne peut, en général , établir un contact du second ordre entre une sphère et une surface donnée, puisqu'il en résulterait six équations de condition. On ne pourra donc établir, entre ces surfaces , qu'un contact du premier ordre. Il restera une constante indéterminée dans l'équation de la sphère, et l'on pourra en profiter de manière à déterminer un contact du second ordre avec Tune des courbes que l'on peut tracer sur la surface 5 mais ces recherches nous écarteraient de noire objet.
Contact des courbes et des surfaces, — Si, à
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partir d'un point commun à une courbe et à une surface , on mène des parallèles à l'axe des z , on dira qu'il y a ua contact de l'ordre n , lorsque la différence des valeurs correspondantes de z pour la courbe et la surface sera infiniment petite de l'ordre n-\-i. On arrivera à des conditions du même genre que dans les cas précédents , et dans le détail desquelles nous n'entrerons pas.
293 . Déifeloppées . — Si Ton considère une quelconque des normales en un point d'une courbe à double courbure, elle sera tangente à la surface polaire. Le plan normal mené par un point de la courbe , infiniment voisin du premier, coupera cette normale en un point qui sera commun à deux normales infiniment voisines. En faisant pour la seconde normale ce qui a été fait pour la première, et continuant ainsi , on aura une suite indéfinie de normales à la courbe donnée , dont chacune rencontrera la suivante, et dont les points de contact avec la surface polaire seront infiniment rapprochés les uns des autres. Le point de concours des deux normales consécutives , se trouvant sur Tinterseclion des deux plans normaux , se rapproche indéfiniment de la surface polaire, qui est le lieu des limites des intersections des plans normaux consécutifs.
Cette suite de normales détei^mine donc un polygone dont les cotés sont infiniment petits, et dont la limite est une courbe tangente à toutes ces normales, et située sur la surface polaire : on l'appelle développée de la courbe donnée.
Comme on peut choisir une quelconque des normales à la courbe au point de départ, on obtiendra une infinité de développées aussi rapprochées que Ton voudra, et toutes seront sur la surface polaire, qui peut être considérée comme en étant le lieu géométrique. Belativemenl
à ces courbes que nous avons nommées développées , la première prend le nom de déi^eloppante ^ à cause d'une propriété analogue à celle que nous avons reconnue dans les courbes planes , et dont nous allons donner la démonstration.
Soient MN, M'N' [fig. gS) deux droites normales en M et M' à la courbe en question , N et N' leurs points de contact avec la développée -, nous allons prouver que la diflerencedes longueurs M'JN' et MN est égale à Tare NN', à un infiniment petit près, du second ordre au moins. En effet, si aux points M et N on conçoit deux plans perpendiculaires à MN , la longueur M'P sera du second ordre puisque la courbe M'M est tangente au plan ; de plus, QP surpasse MN d'une quantité infiniment petite du second ordre. Oh peut donc prendre N'Q comme égale à la différence M'N' — MN, à une quantité près du second ordre. Mais la limite du rapport deN'Q à la corde NN' est l'unité, puisque les angles Q et N du triangle reciiligne QNN' tendent vers des angles droits. Donc jN'Q diffère de Tare N'N, tout au plus d'un infiniment petit du second ordre*, donc, enfin, la différence de deux normales consécutives MN, M'N' est égale à l'arc NN', compris entre leurs points de contact avec la développée, plus ou moins une quantité infiniment petite par rapport à cet arc, et qui , par conséquent, peut être négligée sans qu'il en résulte aucune erreur dans les limites des rapports ou des sommes.
Il résulte de là que si en deux points quelconques de la développée on mène des tangentes terminées à la développante, la différence de leurs longueurs est rigouïeusemenl égale à l'arc compris entre les points de contact.
Et l'on voit par là que la différence entre M'N' — MJN
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et l'arc NN', qui devait être au moins du second ordre , était réellement égale à zéro.
Maintenant supposons un fil qui coïncide avec la développée à partir d'un point quelconque, où il s'en sépare tangentiellement et se prolonge jusqu'à la développante. Si on le déroule en le laissant toujours tangent à la développée , il prendra successivement la position des diverses normales qui sont tangentes à cette courbe-, et ces normales croissant précisément de la même longueur que le fil qui se déroule, ce sera toujours le même point de ce fil qui se trouvera sur la développante. Cette courbe sera donc décrite par l'extrémité du fil pris dans la première position. C'est cette propriété qui a fait donner aux deux courbes, Tune par rapport à l'autre, les noms de déi^eloppée et déi^eloppante.
294. Le lieu des centres des cercles osculateurs d'une courbe à double courbure n'est pas une développée de cette courbe. En effet, deux plans osculateurs consécutifs se coupent suivant une droite qui a pour limite la tangente, et ils forment entre eux un angle infiniment petit du premier ordre. La distance du centre de courbure contenu dans le premier, au second plan, est donc un infiniment petit du premier ordre*, or sa distance à la normale contenue dans ce second plan est plus grande que sa dislance au plan : donc cette normale n'est pas tangente à la courbe qui passe par ces deux centres, puisqu'il faudrait pour cela que celte distance fui un infiniment petit d'un ordre supérieur au premier. Le lieu des centres de courbure n'est donc pas une des développées, lorsque la courbe que Ton considère n'est pas plane.
295. Les développées d'une courbe à double courbure jouissent de la propriété remarquable de se réduire à des.
CALCUL DES DÉaiVÉES £T DES DIFFERENTIELLES, ETC. 4^
lignes droites quand on développe la surface polaire sur un plan.
Pour le démontrer, nous considérerons un polygone infinitésimal inscrit «dans la courbe donnée, et ayant ses côtés égaux-, ce qui revient à prendre l'arc pour variahle indépendante. Sur les milieux de ces côtés nous concevrons des plans perpendiculaires, dont les intersections formeront les arêtes de la surface développable qui , à la limite, devient la surface polaire.
Or, si du point milieu d'un côté quelconque on trace une droite dans le plan normal, elle coupera l'arête commune à ce plan et au suivant, en un point qui, joint au milieu du côté suivant, donnera une normale à ce côté •, et il est facile de voir que ces deux normales font des angles égaux avec Tarête que nous avons considérée.
Cette seconde normale prolongée coupera l'arête commune au second plan normal et au troisième, en un point qui, joint au milieu du troisième côté, formera une normale à ce côté, faisant avec la seconde arête le même angle que la normale précédente *, et ainsi de suite indéfiniment.
Maintenant, si l'on développe sur un plan la surface qui renferme toutes ces arêtes, deux normales consécutives se rabattront Tune sur l'autre, puisqu'elles font le même angle avec l'arête sur laquelle elles se coupent*, et le polygone infinitésimal , formé par les intersections 4e ces normales successives , aura tous ses côtés sur une même droite. Ce résultat ayant lieu quelle que soit la petitesse des côtés de ce polygone, aura lieu pour la courbe limite, qui est une quelconque des développées de la courbe proposée.
Donc , dans le rahallement de la surface polaire sur un
4lO LIVRE II.
plan , toutes les développées de la courbe devieunent des lignes droites.
296. Dans le développement de la» surface polaire , les côtés infiniment petits qui composent la développée ne changeant pas de longueur, un arc quelconque de cette courbe a la même longueur avant ou après le développement*, et il en serait de même de toute autre ligne tracée sur cette surface. Donc le plus court chemin d*tin point à un autre sur la surface polaire est Tare de la développée qui passe par ces deux points, puisque, devenant une ligne droite, il est plus court que tout autre après une transformation qui n a pas changé les longueurs.
On peut encore remarquer que si Ton suppose un fil appliqué sur le polygone formé par les normales successives que nous venons de considérer, et prolongé suivant un quelconque des côtés jusqu'au milieu du côté correspondant du premier polygone, inscrit dans la courbe donnée, et qu'ensuite on développe ce fil de manière à ce qu'il soit successivement dans le prolongement de chacun des côtés du polygone sur lequel il est appliqué, son extrémité passera par tous les milieux des côtés de Tautre polygone. Donc,* si l'on passe aux limites des polygones, on retrouvera la propriété démontrée précédemment par des considérations différentes.
297. Equations des déi^eloppées, — Si l'on désigne par a/, y'* z' les coordonnées d'un point quelconque de la courbe proposée, l'équation de la surface polaire s'obtient en éliminant a/, j^, z' entre les deux équations de la courbe et les deux suivantes :
(.r — x') fW -f- (j — r')df H- (z — z') dz' =0,
[x — y) d'x' -h ( r — v'j <ry' -^ (z — z') rl'z' =r ^/v''.
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Si maintenanl on considère un quelconque des points dont les coordonnées x ^ j^ z satisfont à ces équations , on passera de ce point au point voisin de la développée si la droite qui joint ces deux points est dans le prolongement de celle qui joint les points {x\ y\ z'), (-^'^ JKi ^) î ce qui aura lieu si les difYérenti elles rfr, dy^ dz sont proportionnelles aux différences x — x' ^y — y'^ z — z' , On tirerait de là les deux équations
tf.t X — jr' dy y — y'
ilz z — z' (iz z — z'
Mais une seule sera nécessaire, parce que les précédentes expriment que les points (a:, y, z) ne cessent pas d'êlro sur la surface polaire. Une quelconque de ces deux équations étant jointe aux deux précédentes, et à celles de la courbe donnée , on aura cinq équations entre lesquelles on éliminera x'.y\ z\ et l'on obtiendra deux équations diirérentielles qui conviendront à Tune quelconque des développées.
application des théones précédentes à Vhélice.
298. Si Ton désigne par a le rayon de la base du cviiiidrp , et par m la tangente de l'inclinaison de l'héHce sur le plan de celte base, les équations des trois projections de cette courbe seront
JT r=:z a ros , y s:^ ff sin — , .1;^ -\- y^ = n '. ma ma • 0
L'axe des x passe par le point où l'hélice perce le plan de la base; et cette courbe , en s'élevant , tourne de Taxe des ^' positifs vers Taxe des j positifs.
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Ces équations différentiées donnent
(tx=z sin — az, dy =z — cos — az, as = rfz
m ma m ma m
fPx = cos — f/2% dW = sin — r/z% d*s= o.
m^a ma rn^a ma
L'équation du plan osculateur devient alors, en prenant z pour variable indépendante ,
z — z= — mx sin h f^r cos
ma ' ma
Ce plan fait avec Iç plan de la base un angle dont le cosinus pst — et la tangente m. Il est le même que celui
de l'hélice avec le même plan.
L'équation du plan normal sera
m (z — z') = X sin r cos — •
^ ' ma " ma
L'angle de contingence , dont l'expression générale est
y = -- ^d^x^ + rfy -4- d^z^ — d^s\
devient, dans le cas actuel,
dz am ^ i -h m^
L'angle de dmx plans osculateurs consécutifs est dz
« v/ I H- /w^ Le rayon du cercle osculateur, dont la valeur générale
est R = — 9 sera égal à a (i -h 'w^ ) ; sa grandeur est donc
constante et surpasse de am' le rayon de la base. Pour , connaître sa direction, il faut chercher l'intersection du plan normal et du plan osculateur. Les équations combinées donnent
z = z , y z=z X tang — • ma
Donc le rayon de courbure est constamment parallèle au plan de la base, et rencontre Taxe du cylindre. Le* centre de courbure se meut donc sur un cylindre ayant même axe que le premier, et pour base un cercle dont le rayon estam*. Il décrit donc sur ce cylindre une hélice dont le pas est le même que celui de l'hélice proposée.
On trouvera le même résultat en calculant les coordonnées du centre de courbure. Leurs valeurs sont
z=.z\ r = — am} sin — , a: = — ani^ ces — ? ma ma
et Ton en déduit immédiatement les conséquences précédentes.
Déterminons maintenant les équations d'une arête quelconque de la surface polaire , c'est-à-dire de Tintersection des deux plans normaux infiniment voisins. Ces équations sont les suivantes :
,m(z — z') =: X sin r cos — 9
^ ma ma
X cos h r sm — = — am^,
ma ma
Cette droite est nécessairement perpendiculaire au plan osculateur, et on le vérifiera facilement au moyen de ses
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équations. Comme d'ailleurs elle passe par le centre de courbure et qu'elle est perpendiculaire au rayon de cour- ♦ bure , elle est tangente au cylindre sur lequel se meut l'extrémité de ce rayon, et dont la base a pour rayon /z#7z'. De plus , il est facile de reconnaître qu'elle est tangente à l'hélice décrite par cette extrémité. En effet, puisqu'elle est perpendiculaire au plan osculateur, elle fait avec le
plan de la base un angle dont la tangente est — : or l'hélice qui est le lieu des centres Je courbure , et dont nous venons de donner les équations , est tracée sur le cylindre dont le rayon est am', et fait avec sa base un angle dont
la tangente est — • Donc l'arête de la surface polaire est
tangente à cette hélice, et la surface polaire est l'hélîçoïde développable dont cette hélice est l'arête de rebroussement.
Mais on sait que la sous-tangente d'une hélice sur le plan de sa base est égale à l'arc de cette base, depuis l'origine de l'hélice jusqu'à la projection du point de contact. Donc la trace de la surface polaire sur le plan {xy) est la développante de la base du cylindre dont le rayon est «m*.
299. Si l'on veut avoir l'équation de la surface polaire, il faut éliminer z' entre les deux équations
tn [z — 3') = .r sin y cos — 9
ma ^ ma
.r cos h Y sin — =r — nm"^.
ma ma
Ajoutant les carrés des membres de ces deux équations, on obtient
substituant dans la s^^onde, on trouve l'équation cherchée, qui est
\ma y m^n' ]
. / z Ix" -+- r' \
. 4-jsin( — qzi/ -^j I \= — am\
\/f/a ^^ \ m^fi* j
La trace de cette surface sur le plan (xy) a pour équation
■ï^cosi/ -— 1 ±jrsini/ — I = ^am^.
Cette courbe est la développante du cercle dont le rayon est û/^', et elle prend naissance au point de ce cercle situé sur l'axe des a:, et du côté des x négatifs; ce qtii s'accorde avec une des propositions précédemment démontrées.
Une hélice pouvant avoir ses deux courbures égales à celle d'une courbe quelconque en un de ses points , son osculation sera d'un ordre plus élevé que celle du cercle -, elle donnerait donc une idée plus exacte de la courbe à laquelle on la conïparerait. Les deux constantes m et a se détermineraient en égalant ses deux courbures à celles de la courbe donnée , au point considéré.
DU CALCUL DIFFÉRENTIEL
300. Nous avons résolu d'une manière générale le problème d'analyse quia pour objet la recherche de la limite du rapport de quantités infiniment petites , lorsque ces quantités sont les accroissements simultanés de variables liées par des équations données. Ce dernier cas est le plus ordinaire, et on y ramène en général les autres; cependant il peut en être autrement, et l'on en voit des exemples dans quelques-unes des questions géométriques que nous avons traitées: on se dirige alors suivant les circonstances.
Nous allons maintenant nous occuper du problème infinitésimal qui a pour objet la détermination des limites de sommes, et chercher si Ton peut le ramener comme le précédent à des méthodes générales de calcul.
Remarquons d'abord que dans toutes les questions de ce genre que nous avons étudiées précédemment, les quantités infiniment petites que nous avons substituées aux éléments exacts de la grandeur à évaluer présentent ce caractère commun , que leur expression analytique est le produit d'une fonction d'qne variable par Tatcroisse-
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menl iufinîmenl petit que prend celle variable quaud on passe d'un élément au suivant. Commençons par reconnaitrc ce point importanl.
301. Quand nous skvons voulu déterminefr Taire d'une courbe plane, nous avons employé un premier mode de décomposition par des parallèles infiniment voisines; et au lieu des segments eux-mêmes compris entre deux parallèles consécutives , nous avons considéré les parallélogrammes intérieurs ou extérieurs, qui en diffèrent d'une quantité infiniment petite par rapport à ces segments. Pour avoir l'expression générale de ces parallélogrammes , prenons un axe des x perpendiculaire aux sécantes et un axe des y parallèle ^ l'expression de la cordejqui est le côté fini du parallélogramme rectangle est une fonction de x donnée par la nature du contour. Si on la |représeï>te par F(a"), et qu'on désigne par Ax la différence des x correspondants à deux parallèles consécutives , Taire cherchée sera la limite de la somme des valeurs que prendra F (x) Ax lorsque a: prendra successivement toutes les valeurs , à partir d'une première qui est donnée, croissant par intervalles Aor, égaux ou inégaux, mais indéfiniment décroissants, jusqu'à ce que Ton parvienne à la valeur de a?, qui termine la surface a évaluer.
Cette surface a donc pour expression analytique
lim. ^F{x)^x
dans le sens qui vient d'être développé.
Passons à un autre mode de décomposition des aires, et considérons-les comme décomposées par des droites partant d'un même point et faisant entre elles des angles infiniment petits. La question revient alors à trouver la limite d'une somme de secteurs circulaires ayant pour rayons les rayons vecteurs de la courbe, et pour angle
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au centre les dîflerences des valeurs successives de l'angle du rayon vecteur avec Taxe lixe.
Désignant cet angle parô, et par r le rayon vecteur qui est une fonction donnée de 0 , il s'agira de calculer la valeur de
lîm. y^- A9,ou,en représentant — par F (0) , la valeur de
on en revient donc encore au même problème d'analyse.
On reconnaîtra facilement qu'on est ramené à ce môme problème pour la cubaturc des solides, la rectification des courbes, la quadrature des surfaces courbes, et les autres limites de sommes que nous avons considérées.
Occupons-nous donc de ce problème unique d'analyse auquel nous conduisent toutes ces recherches de limites de sommes.
Soit F (x) une fonction quelconque de x contenue entre deux limites x© et X; et démontrons d'abord qu'il
existe une limite déterminée pour la somme V F {x) Ax
lorsque Ton prend successivement pour x les valeurs depuis Xo jusqu'à X, croissant par intervalles égaux ou inégaux , désignés par A x.
Il suffit pour cela de concevoir une courbe ayant pour
équation 7 = F (x) 5 ^^F [x) Ax sera la somme de rectangles intérieurs ou extérieurs que nous avons démontré avoir pour limite l'aire de la courbe entre les ordonnées correspondantes aux abscisses Xo , X. Il est donc certain
que, quel que soit F (x) , l'expression ^^ F(j:) Ax a une
limite déterminée , indépendante des grandeurs relatives des accroissements infiniment petits.
Nous représenterons cette limite de la manière suivante :
rx
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et nous lui donnerons le nom Ainiêgrate de F (x) djc entre les limites Xt , X.
Identité du problème des limites de sommes ai^ec le problème inverse du calcul différentiel.
302. Remarquons maintenant que si , laissant x« constant, nous regardons X comme variable, Tint^rale , ou Faire qui la représente , sera une fonction de cette valeur extrême X , que nous remplacerons par la lettre x. Or il est facilede voir que la dérivée de cette fonction sera F (x) . Car si Ton augmente x de Ax, Taire augmentera d'une quantité dont le rapportavec le rectangle F (x) Ax a pour limite Tunité, quand Ax tend vers zéro; la limite du rapport de F accroissement de Faire ou de Fint^rale à l'accroissement de la variable. x ne sera donc pas altérée en substituant F (x) Ax à F accroissement exact de cette intégrale, et par conséquent sa dérivée sera F (x).
D'où. résulte cette proposition importante :
V intégrale j F (x) dx prise depuis une valeur con-
stante x© jusqnà une valeur indéterminée x est une fonction dont la dérii^ée, par rapport à x, est F (x)^ ou dont la différentielle est F (x) dx.
Le problème qui a pour objet la détermination des limites de sommes d'infiniment petits dont on donne la forme générale F (x) rfx, est donc renfermé dans celui qui a pour objet de remonter de la dérivée, ou de la différentielle d'une fonction , à cette fonction. Ce dernier problème est Finverse de celui du calcul dés dérivées , ou des différentielles des fonctions*, et il est prouvé par ce qui précède quil a toujours une solution^ puisqu'il renferme celle du problème des limites de sommes, dont nous avons démontré Fcxistence.
Il nous reste donc à chercher des règles générales pour remonter des dérivées aux fonctions.
303. Mais nous ferons d'abord une observation importante. Si Ton connaît une solution de cette question, c'est-à-dire une fonction ayant pour dérivée la fonction donnée, on en aura une plus générale en lui ajoutant une constante arbitraire, c'est-à-dire une quantité indépendante de la variable dont il s'agit^ car la dérivée ne sera pas changée par cette addition , puisque la dérivée d'une constante est nulle. Et il y a plus : il n'elciste pas d*autres solutions que celles que l'on obtient ainsi ^ car on ne peut ajouter à la première fonction qu'une quantité qui ne change pas la dérivée , et , par conséquent , dont la dérivée soit nulle d'elle-même. Or nous avons vu (n^ 191 ) qu'il n'y avait qu'une quantité itidépendante de la variable qui pût avoir sa dérivée nulle pour toute valeur de la variable. D*ou résulte cette importante proportion :
Lorsque Von aura trouvé une fonction particulière de X dont la dérii^ée par rapport à X sera la fonction donnée f on aura la fonction la plus générale qui satisfasse à cette même condition , en ajoutant à la première une constante arbitraire.
Cette intégrale générale s'écrit de l'une des deux manières suivantes :
I F(x)dx-hC, ou lF(x)dx,
304. Détermination de la constante. — Nous avons dit que la limite de la somme ^ F ( a:) Ax , ou l'intégrale
F {x) ctr, était une fonction de x ayant pour dérivée
F{x). Soit (f (x) une fonction pailîeulière trouvée par
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un moyen quelconque, et satisfaisant à cette condition : la fonction la plus générale qui y satisfera sera , par ce qui précède ,
^(.r)-hr,
^ désignant une constante arbiiraire. Donc / F (x) dx
est compris dans l'expression générale o [x) -h c . et il ne s'agit plus que de fixer la valeur qu'il faut donner à Findéterminée c pour obtenir l'intégrale cherchée, qui est complètement déterminée. Posons donc
F(ar)f/j' = (p(jr)-hr,
et donnons à x une valeur particulière quelconque ; les deux membres devant être toujours égaux, on en déduira la valeur de c, si celle du premier membre est connue. La plus simple de toutes les valeurs Aq x k choisir est Xq qui annule évidemment le premier membre, d'après sa signification même; et il en résultera
^(d:,) -H c=r o, d'on f = — y(j?o), rt par silîte
F [x) dxz=: çf (x) — ç i^o''
Celle formule exprime que Tintégralè est l'accroissemeni que prend une fonction ^{x^ ayant pour différentielle V[x)dx^ lorsque Ton passe de la valeur x^ à la valeur x de la variable. Et c'est ce qu il est facile de reconnaître directement : en eflet, l'accroissement fini d'une fonction est égal à la somme des accroissements infiniment petits qu'elle prend successivement, quand on fait passer la variable de la première valeur à la dernière par degrés indéfiniment décroissants. Or cette somme est égale à la limite dr celle des différenli elles de la fonction, qui ne diffèrent des accroissiMnents mêmes que de quan-
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tités infiniment petites par rapport k eux : elle est donc égale à la limite de ^ f' (■^) ^' D'où il >uit que pour connaître cette dernière , il suffit de chercher une fonction ayant pour différentielle F (x) dx^ ou pour dérivée F(j:), et de prendre raccroissement qu'elle subit lorsqu'on fait passer la variable de Xo à x. Ce qui conduit à la formule précédente.
305. Remarque. — Toutes les fois que l'on a à calcu-» 1er une grandeur, on peut ramener le -problème h la recherche d'une fonction, lors même que la grandeur serait bien déterminée, comme par exemple le volume d'une sphère dont le rayon serait un nombre particulier. Et nonseulement parce qu'on pourrait chercher l'expression générale d'une sphère dont le rayon est indéterminé , expression qui sera une fonction du rayon , dans laquelle on pourra ensuite donner à ce rayon la valeur particulière en question; mais en conservant toujours cette valeur particulièpe, on peut chercher l'expression générale d'une partie de la sphère, déterminée par un plan perpendiculaire à un certain diamètre et qui réponde à un segment arbitraire de ce diamètre : on a ainsi une fonction de ce segment variable, et on aura le volume de la sphère en supposant ce segment égal au diamètre même. Ayant ainsi ramené les problèmes à la recherche d'une fonction, si l'on ne voit pas de moyen facile de la déterminer ellemême , on peut chercher si sa dérivée serait plus facile à, connaître. S'il en est ainsi , le problème est ramené à celui dont nous nous occupons , et qui a pour objet de remonter d'une dérivée à la fonction. C'est ainsi que l'on aurait pu prendre tous les problèmes des limites de sommes que nous avons étudiés sous un autre point de vue f{ni était plus naturel, et devait se présenter le premier.
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CHAPITRE IL
DIVEHSES MÉTHODES D'iNTÉGRATïON.
J306. Intégration immédiate, — Lorsqu'on reconnaît dans l'expression à intégrer la différentielle d'une fonction connue, il suffit d'ajouter à cette fonction une constante arbitraire pour avoir l'intégrale générale demandée, et il est bon d'observer que si l'on multiplie une différentielle par une constante quelconque, l'intégrale 'fee trouve multipliée par le même nombre. Ainsi d'abord, en considérant les différentielles de toutes les fonctions simples, comme nous l'avons déjà remarqué vers le commencement du calcul différentiel, on formera un premier recueil d'intégrales Indéfinies, renfermées dans le tableau suivant :
d.a' z=za'\adxj , / fl*rfjc = ^ -+- C, / c'^ar = e* -H C,
^ X xla' J ^ loge
d.h\nxz=.eo^_xdx, , / cosxdjc== sinx-t- C,
</.cosx = — sinxdfj:, , / sinxrfx = — cosxh- Ç,
-^ cos*x* ^ J C08*X ■
dx C àx ^ „
<l.cotx=— -v-î— r I -r-T- = —cotx-+-C,
wn ' o( J sm ' X
, . dx C dx >
tf.arc»inx= :, I -7= = arcginx -h C>
— dr C —àx a.arccosx = --=^, , I , , = arc cosjh-C,
rf.aiTtangx=--j— i, J j-^^ = arc tang x h- C ,
—<ir C—dx a.arc cot x = ; , , I = arc cotx -+- C.
Nous désignons ici par x une variable quelconque, qui pourrait être une fonction d'une autre variable.
En d'autres termes, on peut remplacer x par une fonction quelconque y [x) dans toutes les formules précédentes. Ainsi, par exemple, la première donnera
[?(x)^rf.,(x) = M^y^^-c.
Il y a une remarque à faire sur la formule
afdx=-^ hC.
Elle devient illusoire lorsque l'on suppose m = — i . Dans
dx ce cars, la différentielle est — ; et son intégrale Ix-h C
n'étant plus algébrique ne saurait, en effet, être fournie
par l'expression algébrique h C.
Néanmoins, comme la formule est exacte, quelque prè^ que m soit de — i, on peut en déduire l'expression qui doit la remplacer dans ce cas particulier, len faisant converger m vers la limite — i, et choisissant la constante arbitraire de manière à ce que le résultat tende vers une limite finie. Il suffira, pour cela, de mettre le second
membre sous la forme h C, , et la première
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partie se présentera sous la forme - pour /w = — i
C| étant une coustante arbitraire-, on aura ainsi constamment
af^tlx = h C,.
La première partie qui devient - quand on fait m = — i,
a une limite déterminée, égale à Ix — la; et si Ton fait ■Cl — l,a = C', Cy restant arbitraire , on aura
/x-'r/,r = la: -\- C\
ce qui s'accorde avec la troisième formule du tableau préréden t.
308. Intégration par décomposition. — La différentielle d'une somme de fonctions étant la somme des différentielles de ces fonctions , il s'ensuit qu'on aura Fiotégiale générale d'une somme de différentielles, en faisant )a somme de leurs intégrales, et y ajoutant une constante arbitraire, si Ton n'en a déjà ajouté dans les intégrations partielles.
On pourra donc intégrer une expression différentielle, si l'on peut la décomposer en plusieurs autres dont on connaisse les intégrales. Quelquefois la décomposition n'est employée que pour ramener à des expressions plus simples, que l'op cherche ensuite à intégrer par d'autres procédés.
Le nombre des parties dans lesquelles on décompose la fonction donnée peut être infini ; c'est ce qui arrive quand on la développe en série: dans ce cas il faudra toujours faire la somme des intégrales des différents termes; mais il y a quelques précautions à prendre relativement à la convergence des séries, et nous reviendrons plus tard sur ce point.
309. Intégration par substitution. — Si Ton a a intégrer F [x) Jx, et que l'on posea: = y (2), d'où dx^=tf* (z)dz^ l'expression donnée devient Y[<f[z)'\^'[z)dz\ et la limite de la somme des valeurs de celle-ci sera la même que la limite de la somme des valeurs de F [x) dx , pourvu que les valeurs extrêmes se correspondent dans ces deux sommes. Donc on aura
pourvu que z^^ et ^i soient déterminés par les équations
On conclut de là que l'intégrale définie / F (x) r/.r -f- C peut être remplacée par
F[(p(z)]tp'(3)r/2 4-C.
On peut encore s'en assurer en observant que la fonction , dont la dérivée par rapport à x est F (a:) , doit avoir pour dérivée par rapporta z,
F(x),'(«), ou F[ç(z)],'(2).
La question est donc ramenée à trouver une fonction dont la dérivée par rapport à z soit la fonction
La relation a: = a>(z) étant arbitraire, on parvient souvent à la déterminer de manière à rendre la seconde intégration plus simple que la première.
Ainsi, par exemple ,1 F(j:-|- a) dx devient, en po-
saut x -\- a =^y,
OU, en changeant la lettre j^ en x, on a donc
/dx — ;9 on pose x=iay^ d'où
dx = ady^ on a
-= î = - I 5 = - arc taDgr -h C = - arc tang - -h L.
Soit maintenant
on aura ' ^
Voici encore quelques exemples :
fe'F{e')dr, e^ =zy, e'dx=zdj^, Çe'¥ {e') dx = Cf {y)dr, j C08x¥ [sinx)dXf sinr=r=^', / cosa:F(8inx)<ir= 1 F(y)<^ Jf(1x)Ç, lx=.r, îj = 4r, jF(lx)Ç=jFU)^r.
Intégration par parties . — La formule
donne
J'fuiv =: ïfp — fvdu ,
(et ramène la recherche de rintégralc/wr/f^ à celle Aef\^du.
Or OD peut souvent décomposer la fonction F (jt) , qui se trouve sous le signe d'intégration , en deux facteurs tels , que Tun soit une différentielle connue, et que Tintégrale à laquelle on est conduit par ce procédé soit plus simple que la première. Cette méthode s aiç^^^e intégration par parties. Soit, par exemple , /a: cos jcc^x , on prendra cosx^xpour la différentielle d\f^ et x remplacera ii^ on aura donc
fx cosxdx =r X sinj? — Jûnxdxz=. xsinx 4- cosx-+- C.
De même
Jaf^ CCS xdx = x^ sin or — mjaf*~^ sin xdx.
Cette dernière se ramènera à une autre où l'exposant de x sera m — a, et ainsi de suite ^ on Cuira donc par arriver h f sin xdx on f. cosxdx^ suivant que m sera impair ou pair. Nous allons appliquer ces ^différentes méthodes au petit nombre de' fonctions qui peuvent être intégrées généralement.
43o LIVRK III.
INTÉGRATION DES FONCTIONS BATIONNELLES
li\ \ . Toute fonction rationnelle de x peut être consi dérée comme composée d'une partie entière par rapport à j: et d'une fraction dont le numérateur est d'un degré moindre que le dénominateur : il y aura des cas où l'une de ces deux parties seulement existera. La partie entière s'intégrant toujours immédiatement, il nepeuty avoirde difficulté que pour la partie fractionnaire; et c'est la méthode de décomposition qu'on y appliquera.
Soit donc -yr\ dx la dîflérentielle qu'il s'agit d'intégrer, F [x) étant d'un degré moindre i{uef[x). On cherchera à décomposer -tt— / en fractions plus simples ^ ayant
pour dénominateurs les facteurs premiers de y(a:) ; ce qui exige d'abord que Ton cherche les racines de ce polynôme. Supposons-les déterminées, et considérons d'abord le cas, où elles seraient toutes inégales; désignons-les par a,i,c,...,/. Soient A,B, C,...,L, des constantes indéterminées, et proposons- nous de satisfaire à l'ide ntité
F(x) ABC L
/(xj X — a X — 0 X — c X — /
ou, en multipliant par/(a:) ,
Toutes ces divisions indiquées dans le second membre donnent des quotients entiers , et les indéterminées sont en même nombre que les didérents ordres de termes , relativement à X i on pourrait donc trouver leurs valeurs en égalant, suivant la méthode ordinaire, les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres. Mai^ il existe dans le cas actuel un moyen beaucoup plus simple. En effet, si Ton fait a: = ii, Tidentité subsistera toujours , et tous les termes du second membre disparai-
tront, excepté A « Pour savoir ce qu'il devient, on
pourrait faire d'abord la division par x — û , puis faircî x= a dans le quotient entier. Mais il vaut mieux traiter
la fraction d'après la règle relative aux fractions
qui se réduisent à -; et Ton voit alors qu'elle se réduit
Ainsi rhyjwlhèsc jf = « réduit l'identité à la formule suivante :
F(«) = A/'(^), d'où A=^;
et comme f (a) n'est pas nul, puisque a n'est pas une racine multiple, il est toujours possible de déterminer A de manière à ce que l'équation (i) ait lieu pour x = a. On voit de même qu'en prenant
l'équation (i) sera satisfaite par x = h^ x = c^,,,^ x= l. Il reste à en déduire la preuve de l'identité (i) ; car il est très-important d'observer, en général, qu'il ne suffit pas d'avoir trouvé des valeurs pour les coefficients indéterminés, lorsque l'on n'a pas prouvé d'avance la possibilité
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du développement. Or on sait que quand deux fonctions entières de x sont égales pour un nombre de valeurs particulières de x^ supérieur au degré du terme le plus élevé, elles sont ^égales , terme pour terme. Donc les deux membres de Féquation (i) sont rendus identiques par les valeurs trouvées pour A, B, C,..., L, puisquHls sont égaux pour les diverses valeurs a, i, c,..., /, dont le nombre surpasse d'une unité le degré du terme le plus élevé.
312. S'il y avait des racines imaginaires, rien ne serait changé dans les raisonnements précédents. Les constantes qui se rapporteraient à deux racines conjuguées , ne différeraient l'une de l'autre que par le signe de si — i, et les deux frac lions seraient de la forme
Si l'on veut faire disparaître les imaginaires , on effectuera la somme de ces deux fractions, qui se réduira k
On agirait de même pour toutes les autres racines imaginaires. ^
Supposons maintenant que l'équation
ait à la fois des racines inégales et des racines égales 5 soit a l'une quelconque de ces dernières , et
le polynôme <f [x) n'admettant plus le facteur [X'-o)\
posons
^ V(') (x — «)» (x--«)«-' ^ (x— «)— ^ ^x^ii ^ p(r)'
OU y en multipliant par^ (x) ,
('>^ * F(') = Açp(.r)-f.A,(T-^û)ç,(x)-f.A,(x-a)«ç,(x)-H... ^ ^ ( -H:A„..(x^«)'-.y(x)-hP(T~«)-..
Le nombre des coefficients du polygone P, ajouté au nombre des constantes A, Ai,..., A„_i, est égal au nombre des termes de cette équation , et il s'agit de les déterminer de manière à la rendre identique. Si Ton y fait X = a, on obtient
d'où l'on tirera la valeur de A . Dîfférentîant Téquation (2) et faisant ensuite a:=:a, il vient
r{a) = Aff' (a) -h A,<f (a).
Diflférentiant successivement la même équation et faisant ensuite .r = a , on introduira à chaque fois un nouveau coefficient, etlon pourra ainsi , au moyen de m — 1 diffierentiations, déterminer A, Ai,..., A„_i. Les termes provenant de P (.r — a)"* disparaîtront tous par Thypothèse x = a.
Cherchons la formulé générale qui représente toutes ces équations successives, et, pour cela, différentions /? fois l'équation (2).
Pour savoir ce qui reste de chacun des termes quand on fera x=^a après la diflerentialion , considérons le terme géliéral A„ {x— a)" y (x). On trouvera' sa dérivée'de l'ordre p au moyen de la formule connue
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dans bquelle les exposants de Q et R sont des indices de diflerentiation. On aura ainsi
Si p est pins grand que n , les premiers termes auront des exposants négatifs, et on devra les omettre parce que leurs coefficients seront zéro ; cela tient à ce que quand (x — a) sera affecté de l'exposant zéro, il donnera zéro pour dérivée.
Voyons maintenant ce que devient le second membre de l'équation (3) quand on y fait x = a. Si Fou a p <^ n, il se réduit à zéro. Si l'on a ^ = /i, il se réduit à son premiei* terme n(n — i). . . 2. i f (a). Enfin, si l'on a ^ ]> n , il faudra se borner à prendre le terme qui en a p — n avant lui , parce qu'il aura zéro pour exposant; les précédents auraient donc un exposant négatif et doivent être omis , comme nous l'avons dit; et les suivants deviendront nuls quand on fera x = a.he second membre de l'équation (3) se réduit donc alors à
Donc l'équation (2), différentiée ;? fois en supposant p<Cm^ donnera, pour a; = a, en observant qu'il faut s*arrêter à /*=/?,.
Telle est Téquation générale qui , eu donnant à p toutes les valeurs entières depuis o jusqu'à m — i inclusivement,
fournira /w équations, d'où l'on déduira successivement chacune des quantités A, A,,..., A„_t. Ces équations sont les suivantes :
F(«)=Aç,(a),
F'(«)=Ap'(a)-+-A,pC«),
F-'(a) = Aç>''(a)-+-2A,/(i,)-H2.iA.f(a),
r"{a) = K^'^{a) -+-3A.f''(flj-+-3.aA,9'(«)-u3.!i.iA,ç)(a)
La première équation donne la valeur de A, et ce sera la seule inconnue si m = 1 5 la seconde fait ensuite connaître immédiatement Ai, la troisième A,, et ainsi de suite jusqu'à A,„_i : et il n'y aura jamais impossibilité, parce cpie le coeflScient du dernier terme n'étant jamais zéro, on trouver^ toujours une valeur finie pour chaque inconnue.
D: reste à prouver que réciproquement, si Ton prend pour A, A,,..., A„_i, les valeurs ainsi déterminées , on aura satisfait à l'identité (a). En effet, ces valeurs sont tirées des équations (5), qui expriment que l'hypothèse x = a annule le polynôme suivant et ses m — i premières dérivées,
¥{x) — A<p (x) — A, (as —o)^{x)— A, (j: — a)' y (or) . . .
Donc, d'après un théorème connu, ce polynôme est divisible par (x — a)"* et peut être mis sous la forme P (or — û)"*, P étant un polynôme entier qu'il sera facile de connaître. Donc les identités (2) et (1) seront satisfaites.
Cela posé, on pourra traiter d'une manière semblable
la fraction —7 — r relativement à une autre racine multiple,
(p(jr)
si elle en renferme^ et continuer ainsi jusqu^i la dernière.
F(x) La fraction ^ ; , sera donc décomposée en fractions dont
les numérateurs seront indépendants de.r, et dont les dénominateurs ne renfermeront respectivement qu'un seul facteur premier de f(x)^ élevé à une puissance égale ou inférieure au degré de multiplicité de ce facteur.
De plus , il est facile de reconnaître que cette décomposition ne peut se faire que d'une seule manière; car si les constantes relatives à la racine a, par exemple, étaient susceptibles de plusieurs valeurs, on devrait les trouver toutes , soit que le calcul fût fait d'abord pour cette racine, ou pour toute autre. Or nous avons reconnu que les constantes A, Ai,..., A^_i ne pouvaient avoir chacune plus d'une valeur. Donc il n'est possible de décomposer la fraction que d'une seule manière en fractions simples delà forme proposée.
On conclut de là que pour les racines autres que la première a, il ne sera pas nécessaire de recommencer les calculs sur le polynôme P et les suivants. D suffira de changer dans les équations (5) les quantités m, a et 9 (x), en celles qui se rapporteront à toute autre racine de l'équation/*( a:) = o; car c'est ce que Ton obtiendra t en commençant successivement par chacune d'elles.
314. Les calculs précédents exigent que l'on forme le polynôme ç (x) qui est le quotient de la division dej'(x) par (x — a)"*. On peut se dispenser de faire celte opération, et exprimer 9 (a), 9' («),..., y"*"* (û), au moyen des dérivées de la fonction y' (j:) elle-même : on les substituera ensuite dans l'équation générale (4) ) de laquelle se tirent toutes les équations (5). Or, si l'on différenlie les deux membres de l'équation
ils se réduiroiità zëroparThypolbèsej: ^a, si le nombre des difTérentialions est inférieur à m. Supposons4e donc égal am-^p^ p étant un nombre entier et positif quelconque.
II est inutile de répéter ici ce qui a été dit au sujet de TéquatioD (3 ) , et l'on aura, en faisant x = a dans les dérivées de l'ordre ni^p,
f'^P (0)-= {m -h p) {m + p-^i). . .(p ^i) ffP (a); d'où
foP (a) = ~ ^— ^ •
^ ^ {m-hp){m-{-p-^j).,.(p-+-i)
L'équation (4) devient, par là ,
•(m-h;;— 2)...(/^-+- i) f'mim— i)...(^-hi)'
Si l'on donne à p toutes les valeurs depuis o jusqu'à m — I , ou aura , pour déterminer A, A , , . . . , A,„_t , les m équations suivantes :
F(«) = A ^LA'Li
^ (m-)-i)...2 ' ni(in — i) ... i
^ ^ (2m— i).. .m • (2WI — 2;...m ^ ">-• jï^
315. Les calculs précédents peuvent s'appliquer aux racines imaginaires égales, aussi bien qu'aux racines réelles. Mais les réductions entre les termes homologues relatifs aux racines conjuguées ne donnent pas immédia-
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tement des résultats aussi simples que le mode de décomposition que nous allons faire connaître.
Soient a±ê^ — i deux racines multiples de Tordre m de réquationy(j:) = o, de sorte que l'on ait
/(x)=[(a:-«)' + 6']-^(x^ On posera
■•■^li'
ou
= (Ar+.B)p(x)
. -^(A«_,x-+:B„^,)[(T-a)«-h6«]'»-ç,(x)-hP[(*-a)« + 6'r-
Le nombre des coefficients indéterminés est égal au nombre des termes qu'il faut égaler départ et d'autre, en ayant égard à ceux du polynôme P. Maïs nous nous proposons ici de déterminer seulement A, B, Ai, Bi,..., A;„«i, B„,_i. Or, si l'on fait j: = a±:j3v/ — i dans la dernière équation et dans ses dérivées successives , chacune des équations ainsi obtenues se partagera en deux autres , à cause delà quantité imaginaire \/ — i ; et, de plus, il s'introduira dans chaque nouvelle équation deux nouveaux coefficients inconnus. Ainsi, la première déterminera A et B, la seconde Ai et Bi, et la /71**'"*, A,„»i et B«_i .
Ces mêmes formules s'appliqueraient aux autres racines imaginaires égales, en changeant convenablement
On pourrait encore, comme dans le cas des racines réelles égales, se dispenser de former le quotient (p (.r), et faire dépendre sa valeur et celle de ses dérivées, pour X = a±Sy — I, des valeurs que prennent, dans la même hypothèse, les dérivées de f{x) 5 mais les formules sont moins simples que dans le ras précédent.
Cela posé, revenons à Tintégration de la fonction
La décomposition de la fraction -jr, — rv d'après les procédés qui viennent d'ôtre exposés , conduira à Tintégration d'expressions ayant respectivement Tune des formes suivantes :
Aiix Kdx (Ax-hB)dx (Aj:-+-B)cte
Examinons-les successivement.
i^, La première donne immédiatement
Adx
= Al{jt — fl)-|-C.
2°. On trouvera, pour la seconde, Adx A
3®. Pour la troisième, on la décomposera comme il
suit :
{Ax-^B)dx _ A(j: — a)d!g (Aa4-B)rfx
La première de ces deux nouvelles fractions ayant pour numérateur le produit de A par la moitié de la différentielle du dénominateur, est la différentielle de
Pour intégrer la seconde, on posera
X — a = 6 z , d'où dx zzz^dzy
et elle devient
Aa-f-B dz
ce qui est la difTéreutielle de
Aa^-B
— arc tang z.
4°. Quant à la dernière expression
(Ajr + B)rfjr [(x-a)'-h6']'»'
on la décomposera ainsi :
La première partie est la différentielle de
T> • / 1 j *• (Aa4-B)^j:
Pour intégrer la seconde partie ~ , > on posera
X — a = 6z , et elle deviendra ;i _, • t-^ r \ tout
sera donc réduit à intégrer j—^ r ; or on a identiquement
donc
/^z _ r dz r z'dz
Mais l'intégration par parties donnera
substituant dans la précédente , îl vient
/' ds __ « 2n — 3 Ç j^ rf« (r» -h i)» "" ( a n — 2 ) ( «• H- i)—' ~^Qn--a J («*-»-i)'— ''
L'intégration étant ramenée à une autre semblable , mais dfiHîs laquelle Pexposant de 2'--!- i est diminué d*une unité , on parviendra , par une suite de réductions
analogues, à Tintégrale de ^ " 1 qui est arc tang z,
On obtiendra ainsi la formule suivante :
[ an--3. (2i.-3)(2ii~5) -1 .
(2n-3)(2n — 5)...3.i -h ; fy t{ 7— arc tang z-ht.
Si Ton multiplie cette expression par ^^_^ » et qu'on remplace z par — ^ — > on aura l'intégrale indéfinie de
on connaîtra 5 par conséquent, celle de la fonction proposée
(Ax-hK)^/^.
[(a: — aj'-hê^]"
Ainsi , au moyen des méthodes qui viennent d'être exposées, on pourra intégrer toute expression algébrique rationnelle.
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INTÉGHATION DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES IRRATIONNELLES
317. Radicaux du second degré, — II u'y a quun Irès-petit nombre de fonctions irralionnelles que Fou sache intégrer sous forme finie. Nous allons examiner celles dont l'intégration peut s'effectuer avec une certaine généralité.
Nous commencerons par les fonctions où la seule quantité irrationnelle est un radical du second degré, sous lequel se trouve un polynôme du second degré : du reste, ce radical peut être combiné algébriquement avec x, d'une manière quelconque.
Comme on peut faire passer hors du radical- le coefficient du terme qui renferme x', nous pouvons représenter la différentielle proposée, par
F ( X, ^a-\- bxàzx^) dx.
Pour intégrer cette expression , il suffira de remplacer x par une fonction d'une autr^ variable telle , que les quantités X, dx et ^a -h bx ± x* soient rationnelles ] car on retombera dans la théorie précédente, qui donnera toujours le moyen d'effectuer l'intégration.
1°. Supposons que x' ait le signe -h sous le radical. On pourra poser
^a -^ bx -^ x^ =: z -^ X',
d'où
a -\- ^x = 2 30? -f- z% bdx = 'i.zdx 4- ^xdz -f- 2 zdz,
z* ^ a 2(3* — ^z -h « ) X = -j » ax = 7T T":; — '
La différentielle proposée devient donc rationnelle par cette transformation. On aurait encore pu poser
sja -\- bx -h x^ = ^ a '\^ xz\ il en résulterait
è 4- or = 2z ^rt -f- xz% dx =z zdz \fâ 4- z^dx -f- ^xzdz, ^zJa — b z^Ja — bz -h Ja ,
r — «' La différentielle proposée devient donc encore rationnelle^ mais cette transformation aurait l'inconvénient d'introduire des imaginaires si a était négatif.
On peut encore employer une troisième transformation quand les racines du trinôme a^-hbx-hx^ sont réelles; ce qui aura toujours lieu dans le cas où la transformation précédente ne peut se faire en quanti tés réelles ►
Soit
rtt -h bx ■+- x'^ ==[x — a ) (a: — 6 ) ,
a et 6 étant réels \ posons
y û -^ bx -^- x^ = (x — a ) z , on en tirera
X — 6 = ( j: — a ) z% dx = z^ dx -•\- 2, {x — a ) zdz y
6 — az* , 2z(S — a) , X ==. -» ax z= -—-^ r-"Z,
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a^. Dans le cas où x* serait afieeté du signe — sous le radical, on ne pourrait employer la première de ces trois transformations. On pourrait employer la seconde si a était positif. Enfin , si a était négatif, les racines du trinôme a-k-bx — x* seraient réelles , sans quoi le radical sja + hx — x* serait toujours imaginaire; alors on emploierait la troisième transformation qui n^ exige que la réalité des racines du trinôme.
318, On pourrait encore rendre rationnelle une fonction algébrique qui renfermerait deux radicaux de la forme
pour cela on poserait ,
y a -f- X = 2 , d'où
j?=î' — «, -rU=2zdZy yjb-^- X =. ^z^ -^ b —a.
Substituant ces valeurs dans la fonction différentielle donnée , elle ne renfermera qu'un seul radical du second degré qui affectera une expression du second degré en z. On retombe ainsi dans le cas précédent.
Considérons maintenant
ya^bx — or' et posons
^a -{- bx — x' ::=: \/« 4- xz , d'où
, /— cix '2clz
^a -^ xz ' + «
donc
dx ,_ ^ ^ \/ a -h ix — x' — J~â =:Ci— 2apctang«=C— 2apctang ï— •
^a-i-bx — X*
Si les racines du trinôme a -{- bx — x* sont réelles, on peut employer la troisième transformation , et poser
ya-^bx — x* = (a: — a) 3, en supposant j
or' — bx — rt = {x — ol)(x — 6). i
On aura d'abord
6 — j?=(j:— a)z', — dx [i -h z'*):=z 2(x — a) zffz-j
dx ndz
dcnic
= C— -aarclangf / — -^-^^ — ^^
/_2^^\ =^ - sfS^r^
= C — arc tang-^ -p — \ ▼-- ■ ^-/ = C — arccos -^^
Dans le cas particulier où A= o, a=± i, cette dernière formule donne
/dx . . =r C — arc cosa: = C + arc sin x,
VI — X
L'autre transformation donnerait, dans ce cas,
/' dx „ y^i _ X* — I ^ — -g
_==:=C-2arctang-? = C - «rc tang ^^==; = c -+- arc si
résultat identique au précédent.
321 . On a souvent à intégrer^ des expressions de la forme suivante :
(ax-jh^)dx s/a-^ bx — a^
On introduit alors au numérateur la différentielle de la quantité soumise au radical , et Ton décompose cette différentielle dans les deux suivantes :
^a^bx-— x^ s/a-^bx^ x*
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La première a pour intégrale — a \Ja-\-bx — x', et la seconde rentre dans le cas précédent.
dx ,
j 322. La différentielle , =^=l peut être intésrée
d'une manière plus simple que par les transformations que nous venons d^effectuer, en la ramenant à la forme
I , expression qui a pour intégrale arc sin z. En
I Vl - 3' '
î effet 5 on a •
dr
dr 4»
vMvri)''.
dx 2
=r arc sin r= + C.
yja -^-bx — x'
323. Fonctions de monômes irrationnels. — Si Ton a une fonction algébrique rationnelle des quantités
x",x^,..., X*, il est facile de la rendre rationnelle, en même temps que dx\ il suffira de poser x= z^f'"'^ on aura alors dx=^nq,., 52"'7-"'~* dz^ et tous les monômes .
X ",.,., x^ seront rationnels en z.
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On désigne sous ce nom les expressions de la forme
On p6ut toujours supposer m et n entiers; car s'ils étaient fractionnaires, la transformation indiquée dans le numéro précédent ramènerait à une expression semblable où les exposants de la variable seraient entiers. L'exposant^ est fractionnaire; car s'il était entier, on développerait la puissance de a -+- Aj:", et Ton aurait à intégrer un ftombre fini de monômes. Les signes de ces trois exposants sont arbitraires; mais on peut toujours supposer n positif: en effet, s'il était négatif, on pourrait multiplier le binôme a -\- bx" par x"" et ajouter np à l'exposant de jc"*, qui pourrait alors devenir fractionnaire, mais que Ton rendrait entier par la transformation déjà indiquée. On peut donc toujours supposer m et n entiers et n positif.
Nous emploierons d'abord la méthode de substitution, et nous poserons a -+- bx" = z , d'où
et, par suite,
ari
I t z — a \ • " '(ûf -h Ax«)/'ûte = -T2'' ( — 7 — ) ^ àz.
Donc SI est un nombre entier ppsitif ou négatif,
rèicpïsession en ^-n'aura plus d'irratioiinel- qtre hr-nrcf^
nôme z^, et on la rendra rationnelle par le procédé indiqué dans le numéro précédent. Si , par exemple , on a
p =: -» on posera z = f^, ce qui revient à faire d'abord
L'intégrabililé de la différentielle proposée est donc
assurée quand est un nombre entier, quelles que
soient d'ailleurs les deux quantités mein.
325. On peut arriver à un autre cas d'intégrabilité en mettant la différentielle donnée sous la forme
En effet, si Ton applique la condition qui vient d'être
trouvée en général , on trouve qu^on pourra l'intégrer si
m-h/ïP-l-i T . , m -\' i
est un nombre entier, ou si h p est
entier 5 condition qui pourra quelquefois être remplie quand la première ne le sera pas.
326. On peut appliquer l'intégration par parties à la même différentielle a:™ (a + ix")'' «te, en considérant ^ç""* (a -+- bx") P dx comme une différentielle exacte, dont l'intégrale est
nb{p^iy ^
On obtiendra ainsi
I or* ( a -H bx» ) Fdx = 1 ««-«+» x"-« ( a -+- ^ar» ) P dx
= J-) r-^ TT r ;x'»-«(a-f-&x")F+'<ir.
nb{p-i-î) nb{p-^i)J ^ *
Mais
«*^"(a 4- ba^)P-^' = ax"»-" {a H- ba^)P -4- ba^ [a H- ba^Y \ I. 29
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donc, en substituant, on aura
x"» (a -h ôx") P rfx = ,\ -^
^ nb{p^i)
m—n-\-\)ar , . .. m — n-f-i P , . x . — — (— I x"»-' •(aH-fcx»)P<ir r- I x« (a-h fcx")rdx.
Si Ton réduit le dernier terme de celle équation avec l'expression semblable qui se trouve dans le premier membre , on obtiendra la formule
On est ainsi ramené à intégrer une différentielle du même genre que la première , et qui n'en diffère qu*en ce que Texposant m est changé en m — n.
i^. Supposons que m soit positif et plus grand que n. En traitant cette nouvelle différentielle de la même manière que la précédente, on diminuera encore de n l'exposant de j: 5 et en continuant ainsi, Ton sera ramené , après un nombre k d'intégrations , à la différentielle jc«-*« (a -h bx'*)P dx^ et l'on effectuerait immédiatement Vinlégration si l'on avait
m — kn = n — 1, ou = ^ h- i .
Ce procédé conduira donc à l'intégrale cherchée toute$ les fois que m -h i sera divisible par n. C'est le premier cas d'intégrabilité que nous avions reconnu.
2^. Si m était négatif, la formule (i) ramènerait la différentielle proposée à une autre moins simple, puisque l'exposant du facteur monôme y aurait une valeur numériquement plus grande. Mais si l'on tire de cette même équation la valeur de la seconde intégrale en fonction de
la première , on aura une formule qui , dans le cas de Texposant négatif, ramènera rintégration proposée à une plus simple. Si en même temps on change m — n en — m, on aura la formule suivante :
Au moyen de cette formule ou abaissera l'exposant — m, puisqu'on le ramène à — m -\- n^ et que wpeut toujours être supposé positif. En continuant ainsi, l'on arrivera à l'exposant — m + kn -, et Ton pourra intégrer si Ton a
— m "h An ziz n — i , ou = 1 — X-.
Cette condition ramène encore au premier cas d'intégrabilité.
Lorsque la différentielle ne rentre pas dans ce cas , les formules (i) et (2) ramènent toujours l'exposant m à une valeur positive plus petite que n.
Les formules (i) et (2) ne peuvent être employées, la première lorsque l'on a w + w^ + i = o, la seconde lorsque /7i = I, parce qu'alors l'intégrale cherchée disparaît, et l'équation qui subsiste ne peut plus, par conséquent, en donner la valeur. Mais dans chacun de ces cas, l'une des conditions d'intégrabilité est satisfaite , et la différentielle devient rationnelle par la substitution que nous avons faîte en premier lieu.
327. La manière dont nous avons fait usage de l'intégration par parties avait pour objet de réduire l'exposant de X en dehors de la parenthèse. Mais on pourrait
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la diriger de manière à réduire Pexposant du binôme
En effet, si Ton considère x^dx comme différentielle, on trouvera
m -h I npb
— I x"'-^"(a -^ ba:")P-^dx,
Dans celle dernière intégrale on peut abaisser Texposant ni -h n sans changer l'exposant ;; — i , par le procédé employé dans le n° 326, et Ton obtiendra ainsi
/, , , x^-^'ia-^ bjc^)P m-^np-iri
—^ ^ '^f^-k'bx^)P-'dx,
■ np '
Cette formule deviendrait illusoire dans le cas déjà examiné, où. Ton aurait
m -\- np -^ \ = o .
En appliquant le même calcul à la différentielle
a:"((7 -h bji^)P'^ dx^
on abaissera d'autant d'unités que Ton voudra l'exposant de (a-+- hx""^^ dans le cas où p sera positif, et l'on parviendra à un exposant compris entre o et i. Celui du facteur x"* est resté le même; mais on pourra le réduire ensuite comme on Ta indiqué précédemment : et si la différentielle ne devient pas intégrable , elle sera du moins i
simplifiée le plus possible. î
Si p est négatif, on tirera de l'équation (3) la valeur de '
la dernière intégrale, qui se trouvera ramenée à une plus ;
simple. Changeant p en — p ^ pour expliciter son signe,
puis mettant p au lieu de ^ -f- 1, on obtient
[ I x^ (a -h bx")''P dx z^ ^-î^ (
(i) )J an(p^i)
Cette formule ne deviendra illusoire que dans le cas où p = i. Mais alors la différentielle proposée est rationnelle, à moins que m ne soit fractionnaire; et, dans ce cas , on emploierait une transformation déjà indiquée.
Au lùoyen de la formule (4), l'exposant négatif — p peut être successivement augmenté d'autant d'unités que l'on voudra , et sera ramené à être compris entre o et -h i . On pourra ensuite réduire Texposant de x"* sans changer celui qui affectera le binôme (a -h £x").
328. Prenons d'abord pour exemple la différentielle , dans laquelle m désigne un nombre entier po-
silif. Elle est toujours intégrable; car on a
Donc SI n est pas entier, 1- P le sera, Si on
lui applique la formule (i), ou si on l'intègre directement
par parties , on trouvera
L'exposant m étant ainsi abaissé de deux unités , on
arrivera, en continuant d'appliquer le même procédé, à
T, j j . r xdx C (^^
1 une des deux expressions J - j ,i
, suivant
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que m sera impair ou pair; la première a pour intégrale — V^i — x' ^ et la seconde, arc sin x.
On parvient ainsi à la formule suivante , dans le cas de m impair,
(m-i)(m-3)...a "^(m-aJCm — 4)...i
On trouverait, dans le cas de m pair,
,=.-^^ÎEf!^^-.■^;!Ln^-.■^...■^("-■Km-3)■■î^.
« m [_ m — a (ot— a) (m — 4)" ^J
+- ; rr rr arC Sin X -f- L.
Si Ton supposait Texposan t négatif et représenté par — m , la formule de réduction serait la suivante :
/x"^dx _ x-"+' v/î— ar» m — 2 Z'^r-»*-' rfx
Le seul cas où elle ne puisse être appliquée est celui où
771= i; il s'agît alors d'intégrer — . On pourra
employer pour cela la transformation relative aux radicaux du second degré , et poser
d'où
— a?» = I -f- ara ;
— j; = az 4- xz^,
— dx= 7.dz H- %xzdz -f- z^dx^
dx dx
2 dz dx dz
i-hxz ^l-^x^
i-f-z' xsji-^x^ ^
Donc
si
nous
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On serait arrivé plus simplement au même résultat, en
posant x= -<i ce qui aurait donné -^ j que
avons intégré précédemment.
La différentielle — ■ ■ s'intégrera de même en po-
ou r/.arccosz;
= arc cos - -I- C.
dx On traitera de la même manière la différentielle — ■ 5
et Ton y ramènerait la suivante — sl±a^±x^ en mul-
tipliant et divisant par le radical.
On trouvera ainsi :
/dxJa^—x^ /— , âr-hi/«* — x' 1 = V«'— «' — «1. hC.
Considérons encore la différentielle binôme
X* dx • .— , qui se rencontre dans le calcul des oscillations
sjax — X*
du pendule. On a identiquement
/xrdx I
^(iX — X' J
x*~' [ X \dx
\ a/ a /* x*"-' dx
\ax — x' '^ J sjax — x'
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Mais, en intégrant par parties, on trouve
— ../ r / X /^x^-'C^ix — x*)<ir
J yjax-- X*
/x*""*' dx /• X* dx
substituant dans la première équation , et réduisant , il
vient
v/aJT — X» wi 2/11 J slax~-x^
L'exposant m étant abaissé d'une unité, si Ton applique le même procédé à la nouvelle différentielle et aux sui-
/dx ' . On obtiendra yax — x^
cette dernière en observant que
dx dx a
Jax — x^ ^ la^ [a \* . / la — 2j:\' '
dx a — IX
= arecos
sjax — x' ^
Si /w était négatif, la formule ci-dessus, résolue par rapport à Tintégrale qui est dans le second membre, servirai t de même à l'abaissement de l'exposant jusqu'à zéro.
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CHAPITRE VL
INTÉGRATION DES FONCTIONS EXPONENTIELLES, LOGARITHMIQUES y ET CIRCULAIRES.
I 330. Si l'on sait intégrer la différentielle F {x) /ir , on
saura aussi intégrer les suivantes , par une simple substitution :
\ F {€*)€* dxj ¥{\x)—, ¥(s\nx)cosxdXy
dx Y {co^ x) un xdx y F{arcsina?) ■ %
VI— X' F(arccosj:) Y (arc tangj:)
On voit de même que si F désigne une fonction algébrique , on rendra algébriques les différentielles
F {é*) dxy F (sinx, ces x) dx^ F ( sin J?, sin 2 J?, . . . , ces x, cos 2ar, . . . ) dx^
en posant respectivement
e* zizzy sin j; = Zy ou cosx = z.
331. Soit maintenant la différentielle Vz'^dx^ dans laquelle z désigne une fonction transcendante. Si Ton pose
e( que Ton puisse obtenir les fonctions désignées par
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Q, R, S, etc., rimégration par parties fera connaître fPz^dx, En effet, on aura
/qz'— ^ ^-^ = R^--*' - (/i — i) Alz»-* -^rfx,
et ainsi de suite. Donc
/Pz-rfx = Qz" — AiR«''-'H-/i(/ï — 1)82"-*
332. Si Ton suppose P = i et que l'on fasse successivement -z = Ix, z z=z arc sinx, ou trouvera
arcsinx (arcsinx)* I
(arcsinx)' ' '-J
/l"xdx = x[l»x— ni»-» x-t-n(n — i)b-»x— ...:±:a(rt— i)...a. l]4-C,
l(arc8lnx)»-HC.
Si l'on suppose P = o:^"* et « = Ix, on aura
*—• l»X<tc= 11"! ,\n-r x-+--^ ; -M»-» X — . . . dl -> -fC
m \_ m nr m* J
Si, dans la première et la dernière de ces trois formules, on pose la: = z, elles deviennent
si, dans la seconde, ou pose arc sinj: = z, d'où
X =: sin s, dx = ces zdz, elle devient
y«»cosW«=z=sinz[«'' — «(/i — 1) z^-'-f-. . .]
cosz[«z'»-' — . /i (/i — i) (tï — 2) z"-* -h
On peut d'ailleurs obtenir directement ces trois dernières
formules , et en déduire réciproqaemeut les trois premières.
333. Les deux intégrales ye"' cos bxdx elfe"*' sinbxdx peuvent se déterminer à la fois , au moyen de l'intégration par parties. En elfet, on trouve immédiatement
/, . e"cosbx h C . , . e" cos bxitc = \ — f c*' sm bxdx.
a aj
/. , , ^sin^o: b T if* sm bxdx = le"' cos bxdx.
a aJ
De ces deux équations on tire, pour ces intégrales, les valeurs suivantes :
, , a cosbx — b sin bx ^
<f cos bxdx = j- d^ 4- C,
. , , asinbx — b cos bx ^
e« sm bxdx = ; r- ^' -h C.
On pourra encore déterminer les intégrales
fa^ &" cos bxdx y Jaf c" sin bxdx^
en abaissant successivement l'exposant de x. Mais le calcul sera simplifié au moyen de la formule ci-dessus, qui donne la valeur de fz''e'^*dz^ dans laquelle on remplacera a parja + b y — i . Elle devient alors , en subslî-* tuant X h z^
I X» c«« (cos hx -i- ^ — I sin bx)dx=z e^* Çcos bx -i- ^ — lBinfcx)r^ nx"-» n(« — i). . .2.1"]
Sî l'on égale les parties réelles des deux membres , ainsi que les parties imaginaires , on aura les valeurs des deux intégrales cherchées.
46o LIVRE III.
Considérons maintenant les diiréientielles de la forme
Si l'on pose sin x = z^ d'où cosxdx = dz^ on obtient
2~(i — z') ^ eiz.
Elle rentre ainsi dans les différentielles Trinômes , et sera
intégrable lorsque sera entier, c'est-à-dire lorsque
m sera un nombre entier impair, ou lorsque n sera un nombre entier impair, ou lorsque ni-h n sera un nombre entier pair. On aurait pu poser cosx =^ -s, et la différentielle serait devenue
d'où Ton aurait tiré les mêmes conséquences.
336. Au lieu d'employer ces transformations , on peut traiter directement la différentielle proposée, au moyen de l'intégration par parties. On trouvera ainsi
.^r, , sin^+i rcos^-'x • n— i /•.
(il I sm^xcos^arilr — 1 I sin'"+» cos*-» xtfx.
Or
ysin '"■^' X ces ""•■' xdx = y (sin™ x ces ""' x)(i — cos * x) dx
z=fsin "• X cos "~* xdx — fsia " dx cos " xdx ;
substituant et réduisant, il vient
, . C' . sin"»+' j:cos«-'x n — \ C . .
(a) I sin"» X COS" xdx = 1 I sm*» jc cos"»— » xdx .
Donc, si n est positif, cette formule l'abaisse de deux unités , sans changer m \ excepté toutefois le cas où m -I- « = o, que nous examinerons plus lard.
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En supposant que ce cas ne se présente pas jusqu'à la fin du calcul , et en continuant de diminuer Fcxposant de cos x, on le ramènera à o ou i s'il est entier.
337. En dirigeant autrement l'intégration par{parties, on abaissera successivement Tei^posantde sinx. En effet, on a
„. /*. . co»«+' a:8in"»-«x m — i /* . ^ ,
Or
fsln """* X cps""^' xdx =y (sin*-* x cos" x) ( i — sin ' ;r) cte
= ysin'^'arcos"jcrfx — J'sin'"xcos''x^j:.
Substituant dans la précédente, et réduisant, il vient
, , r . • sin"»-» X co9"+' X m — I /* ,
(4) I sin^x cos«xtfr= — 1 I sin^-^xcos'xdx.
^^' J m-hn m-hn J
Si donc on excepte encore le cas de m -f- n = o, on abaissera l'exposant de sin a: d'un nombre pair quelconque , et, s'il est entier, on parviendra à le réduire à zéro ou à l'unité sans que l'exposant de cos j; ait changé. S'ils sont tous deux entiers, on les réduira successivement Fun et l'autre, autant que possible, sans les rendre négatifs, et il restera à intégrer une des expressions suivantes :
ftlxy fcosxdXf fsinxdXf fsinx cosxfix,
que nous considérerons tout à l'heure.
338. Supposons maintenant que m étant positif, n soit négatif et remplacé par — /i ; la formule (a) donnera
/'sin"x sin'"'^'x ' /i H- i Tsin^o:
€OS"x (m — /?)cos"'^'x m — n J co%^-^^x
L'exposant des cosx se trouvant élevé de deux unités, on tirera la valeur de l'intégrale qui est dans le second mem-
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bre, et Ton trouvera , en cliangeant n^ 2 en w,
— _cfj: = 7 ^ rr--^ / dJ^'
vo%''x [n — 1) cos""''^ n — 1 J cos"~'a:
Celle formule ne peut être appliquée dans le cas àen = i. Si en même temps m est entier, on l'abaissera au moyen de la formule (4)? ^^ l'^^^ parviendra à
/'sin X , r t/x ax, ou I 5 cosor J cosx
expressions que nous intégrerons tout à l'heure.
339, Si , au contraire , n est positif et m négatif, remplaçons-le par — m dans la formule (4), elle devient
/cos^j? , cos^+'x m -j- i /•cos"x , -; ax = — — }~ • I -. ■ ax.
sin*" X [m — n) sin *""•"' x m — nj sm "*"•"' x
L'exposant de sin x étant augmenté de deux unités, on tirera la valeur de l'inlégralc du second membre, et l'on aura, en remplaçant m -f- 2 par /w,
.n. Tcos^x . cos"'*"*x m — n — 2 /'cos"x ,
(6) \- dx=Z, r— ; 1 f . —dX.
^ ' J sm^x [m — i)sin'"^'x m — 1 J sm'"~'x
Cette formule ne peut être appliquée si m = 1 ; mais alors, en abaissant l'exposant de cosa:, on arrivera, s'il est en-
/COS'X C* dx
-r — dx^ on j -
smx
340. Supposons enfin que m et n soient négatifs tous les deux , et remplaçons-les par — m et — n. La formule (2) deviendra
/dx --J n -4- I r àx
sin"'x cos"* (/ii-hrt)sin'*'-' xcos""*"' x ni -h n J sin"»xcos"+*jr
OU, en tirant la valeur de la seconde intégrale, el chan-
géant « -H 2 en k,
. , /* <ir I lyiH-n-^a /* dx
■ J sin^xcos"* (n— i)8in'*-*xcos''-'x m — i J sin'"xcos''-»x*
On tirera semblablement de la formule (4)
/* dx 1 m -h I /• dx
sîn^x cos" X {m 4-n) sin*+' x cos"-' x m-i-n J sin**-*-" xcos" x
Tirant de là la valeur de la dernière intégrale , et remplaçant m -+- 2 par //i, il vient
/• dx --i m-hn — a r dx sin«xcos"x (m— i)sin'»-*xcos"'-«x m — i J sin"»-*xc
Au moyen des formules (7) et (8) on diminuera du plus grand nombre pair possible les exposants de sin x et coso:. Il n'y aura d'exception que pour le cas de m = i ou 71 = I, et alors on parvient, en supposant m et n entiers, à l'une des expressions suivantes :
J smx J cosx J SI
sm X cos X
341 . En réunissant les cas particuliers auxquels on est conduit par l'application de ces procédés, on voit que l'on est toujours ramené, quand les exposants sont entiers, à effectuer l'une des intégrations suivantes :
/dx, Icosdx. isinxdx, I sinxcosxdx, 1 dx, I — dx, ' J ' J J ' J cosx J 8inx
/' dx r dx r dx /*sin"'x T^^^'^j
sin X cos X ' J sitix J cos x ' J cos" x ' J sin*» x
Les six premières s'obtiennent immédiatement , et ont pour valeurs respectives
J'dx z=x ■+■ C, fcosdx = sin x -f- C,
/r , sin'^ sïnxdx = — cos a: + C, I sin x cos ay/j? = h C.
Dans les deux suivantes le numérateur est la différentielle du dénominateur, abstraction faite du signe. Donc
/sïnxdx , ^ rcosxdx , . ^ -= — Icosx-hC, 1 — : = lsmar + C.
cosx J sm X
On intésTera la suivante -, en divisant ses deux ^
termes par cos*j:^ elle devient alors
/^ dx
I —. = I ^=lrangjr4-C.
f smx J tango:
^ coso:
La suivante -T-*- s'intécrera en divisant ses deux termes smor ^
If* , X X
par cos*{a:, après avoir remplacé %\jix par 2 sm - cos-; elle devient alors
rf. tang-
2 = ltangf-f-C.
tang-
cos-
à cette dernière , en ob-
Il ne reste plus à intégrer que les deux exprès
sin"x , cos".r , . i> i
sions — -" (Ix et . „ ■ dx , qui rentrent 1 une dans cos"x sin'or ^
l'autre par le changement de x en x.
Or la formule (i) devient, en supposant n négatif et ^al à — /n,
/tang'^'x C rang" jr//a? = — -2 f tang'"^' j-rfr,
et Ton en tirera , en remplaçant iw -f- 2 par m,
/^ , lang'«-'jr C tang* jrdlr = — 2 1 tang'^-'xrfx.
En continuant à abaisser l'exposant de deux unités , on parviendra à fdx^ ou/ tangx^fe, qui a été déterminée précédemment , puisqu'elle n'est autre chose que I dx.
On aurait trouvé de même
/cot^-'x r , ^ cet"* j:ax = f cof^-'xao?.
Cette formule ramènera, soit à /^x, soit à y cotxrfr, qui a été déjà déterminée, quand on a cherché l -: — dx,
343. En appliquant les principes précédents à la détermination des intégrales
I sin" xdxy j CCS ** xrixy j tang " xdx ,
/coi^xdxy l -^4~» f — T-'
J sm"jc J CCS/» a?
on trouve, i° en supposant n pair,
/'. , cosjff. n— ! . . 3.5...(n--3)(n— i) . ~l
/* , sinxT n— I , 3.5..,(n — 3)(n— i) "1
/' , tang"-'x tanff"-*x ' , ^ ^
tang" jcdx = — 2 !î — ^-. .t±3tangx=px-4-C, n — I n— J
cot" xrfx = 1 ^ . . .rt cotx =}= X -f- C,
/'. , sinxf . n — 2 . , 2.4 •.(« — 4) («-* 2) . 1 ^ sec'xilx = 1 sec»-' xH ^ 8ec"-'x-h. . .h ^ — \ Yr? ôt *ecx I -hC , n_i [ n~3 i.3...(/i--5)(« — 3) J
/' . _ co&ixf , «—2 . ' 2. 4... («—2) .1 cosec«xdx = i-lcosec»-«xH =cosec"-*x ■+-... n ^ — } r^cosecxl -+-C: n — IL n — 3 i.3...(rt— 3) J '
a^. En supposant n impair,
/cosxf. n— I . , 2.4...(n — 3)(n— 01
/. sinxl" n— I , 2.4...(.n — 3)(n— 01
n L n^-î i.3...(n-4)(rt— i2)J
/l - J tanff"-»x tang«-»x . tang*x , .
/' ^ . cat*-»x cot^-'x cot*x , , ^ .
cot"xd>= ^ -♦- -« -♦-...:*= qclsfnx-^C, n^i n — 3 ^^2^
/'.^ , sinxf. n— a , 3.5...(ii — 2) ,.1 sec»xrfx= - — - Iséc-'xH sée»-»xH -^ 7 7 r^sccVj «—« L »— 3 2.4.. .(n— .3} J
Itang
/,. , cosxf II— 2 3.5...rn— 2^ 1
coscc»x<tx = I cosec»-» x h cosec»-» x-i- ... h . ) ~ coséc' x \ n — IL n — 3 2. 4. ••(»« — 3) J
^ ^ ^ .' 1 tang - -+- C.
Observons qu'il est quelquefois plus simple de
(Ix
réduire les différentielles de la forme -. » en les
sin'"xcos"x
multipliant une ou plusieurs fois de suite par sin*ar-+-cos*x, ce qui n'en change pas la valeur. Par exemple -r-^ —
Slll iC COS 3C
se changera en — -— -h -: dont rintéfirak est
tango: — cot j: -I- C.
Remarquons encore que Ton pourra quelquefois, avec avantage , remplacer les puissances du sinus et du cosinus de X par leurs développements en fonctions linéaires des sinus et cosinus des multiples de x.
Nous terminerons par l'intégration de deux expressions qui se rencontrent souvent.
dx
La première est -. ; ^— — On Fintèere en
* a ^ b cos*x H- csm*jr ^
posant tangx = ;?, et Ton obtient
, arc tang.z 1/ r -|- C.
Si a -I- c et a + i ne sont pas de même signe, cette expression se change en logarithme.
dx
La seconde est y : elle se ramène à la première
a -h b cosx ^
en remplaçant coso: par cos* sin' ~> et Ton posera
alors tang- = z.
INTÉGRATION PAR SÉRIES
345. Lorsqu'on ne peut intégrer exactement une difrentielle F{x)cJx^ on peut se- proposer de développer son intégrale en séries; et pour cela on développera d'abord la fonction F (x). Soit donc
(i) F(x) = MoH- a,-f-Ma-h . . . 4-«„-h.. .,
et admettons que cette série soit convergente , sans quoi elle ne pourrait remplacer aucune fonction.
Soient 5„ la somme des termes jusqu'à tt„ inclusivement , et r„ le reste de la série, qui tend vers zéro à mesure que n augmente. On aura
Intégrons les deux membres de cette équation entre deux valeurs quelconques Xq et X , nous aurons
J/» X /» X pX
I ¥{x)dx= j Sndx-^-j rndx;
f Vndx tend aussi vers zéro -, donc
fX /tX /»X /»X
FXx)dx = Um j s^drzzz j u, dx -h f m, dlr -+-...,
ou , en remplaçant X par x , i
i ¥ [x)dxz=z l M« r/j: -h . . . ,
L'équation subsistera évidemment en prenant les intégrales indéfinies
fF{x)dx=futdx-^
346. Si la série (i) n était pas convergente, pour la limite X, on pourrait craindre que la formule (2) ne fût inexacte; mais nous allons voir qu'elle subsiste encore, pourvu qu'elle soit convergente. En effet, elle est démontrée pour toute valeur de x comprise entre x© et X ^ c'està-dire que l'on a pour ces valeurs
f Y{x)dxz=il Uoda:-^..-^! Undx -^
Or la limite de la somme des termes du second membre est une fonction déterminée de x, puisque la série des int^rales est supposée convergente, même pour la valeur X. Si donc on fait tendre x vers X, les deux membres de Téquâtion tendront cbacun vers une limite, et ces limites ne peuvent être inégales. Donc
I F{x)dxz= j a^rfx -H I a, rfx-f-....
La même démonstration se ferait pour la limite ^Xo^ et même pour toute valeur intermédiaire, pour laquelle la série (i) cesserait d'être convergente , sans que la série des intégrales cessât de l'être.
347. La fonction F (x) peut quelquefois être développée de bien des manières différentes en séries convergentes : on choisira celle qui conviendra le mieux à la question. Si on la développe suivant la formule de Ma^claurin , on aura
F(:t) = F(o)-HF'(o)x + F"(o) — -h...4-F'"(o)— f^^:^....
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et , par suite,
(3) /V(x)rfx==C-+-F{o)x-f.F'(o)^-hF''(o)^-^-+-...-hF-,^o)j
jpm+i
l.2...(nH-i)
Il est facile de reconnaître que ce second membre n'est autre chose que le développement de y F {x) dx^ d'après la formule de Maclaurin : C représente la valeur arbitraire de cette fonction pour a? = o.
Sî l'on veut connaître l'erreur commise en s'arrêtant
à un terme quelconque F"~' (o) j dans la sc-
rie (3), il suffira de multiplier -. 1 par la dérivée de Tordre (w-t-i) de la fonction /F (x) rfo:, en donnant k x dans cette dérivée une valeur Bx intermédiaire entre o et jr. C'est la règle connue dans le cas de la formule de Maclaurin, dont Téquation (3) est Tapplication à la fonction /F [x) dx. Si donc on désigne par A la plus grande valeur de F' (x) quand x passe de o à j:, l'erreur commise en s'arrètant au terme qui renferme x"
sera moindre que -, r-
348. On pourrait développer la fonction JY [x) dx par la formule de Bernoulli, qui donne pour unefouclion quelconque y^
j=rj,+ x— — — — + -j-^ ——...,
j^o étant la valeur de y correspondant à x = o. Si Ton
suppose
yz=zf¥{x)dx, et ro==C, on aura
(4) |fwjx=C4-xF(x)--^f'(x)-^^^f''W-....
On obtiendrait cette môme formule en intégrant par partics la ditîércntielle F [x) dx. En ellet, on aura succcssi-
vement :
/f (x)dx = «F (j?) — ixr (x)dx,
fxr(x)daf——r{fj^ Ç—Y"[x)dx,
Si, en continuant indéfiniment ces intégrations , la dei^ nière intégrale tend vers zéro , on aura , en faisant les substitutions et ajoutant la constante arbitraire,
F(x)rfx= C-+-xF(*) — — r (x) -f- -^ F"(x)-.. ^ ' ^ 1.2 ' I .a. 3 ^ ^
ce qui n'est autre chose que la formule (4).
349. Lorsque la fonction F (x) est le produit de plusieurs facteurs , on peut se borner à développer l'un d'eux en série, pourvu que les autres facteurs multipliés par les divers termes de cette série donnent des produits inlégrables.
Soit, par exemple, la différentielle
dx
slax — x^ sji — bx qui se rencontre dans le calcul du mouvement du pen-
dule. On peut développer (i — bx) ' si l'on suppose bx <! I , abstraction faîte des signes , et l'on aura
(1— bx)"^ = I -f--^x + i-^^'j:'-f- ^* \.^^xM
Substituant -ce développement dans la difieFentielle proposée , on aura à intégrer des termes de la forme • x^dx
^ax — .r'
expression que nous avons intégrée dans la théorie des dîffcrenli elles binômes.
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350. L'intégration par séries peut servir à faire connaître les développements des fonctions dont on sait développer les dérivées.
Ainsi , par exemple , la dérivée de arc sinx est . dont le développement est
donc
^ I or* 1 .3 jr* 1 .3.5-c'
arc sin X = C -h X -f- - -=■ H 7 -^ H 7-rz h
Mais il faut remarquer que leradical ayant été pris positivement , on suppose que Tare et le sinus varient dans le même sens. La formule ne s'applique donc pas aux arcs
compris entre- et ir, mais elle convient aux arcs com-
pris entre o et -h -> elle conviendrait de même aux arcs entre o et Elle doit, par conséquent 9 être satis&ite
ir — ï
quand on y fait x=: Oj et y par suite, C doit être nul*, on a donc
IX» 1.3 X* 1.3.5 X
arc smx = X -i- - -5- H- — ^ ^ 4- ^ — -+-
Le développement de . . nVst plus convergent pour
.r = i; mais, comme la série des intégrales ne cesse pas de l'être , la formule précédente représente arc sin x , même lorsque x = i . On a , pour cette valeur parlicu-lière ,
TT __ Il 1 .3 I 1 .3.5 I
Mais celle série serait trop peu convergente pour servir à calculer n.
I -4- or
L'arc étant nul avec sa tangente, on aura C = o , et
jj3 jyS jftl
arc lanff x = x — Tr-h-y h-...
Si ) au contraire , on a x ^ i , on aura , en ordonnant par rapport aux puissances décroissantes dex,
j:' -h I X* X* x^ x" donc
La constante est -» puisque x infini rend le premier
membre égal à — Ainsi, pour les valeurs de x numériquement plus grandes que l'unité , on a
TT I I I
arc tang x = h t? = — •
^ 2 X ^x' Sx"
U faut remarquer que la première formule donne les arcs
positifs depuis o jusqu'à j seulement. La seconde ne con-
vient qu aux arcs compris entre cette limite e< - qui est la plus grande valeur du second membre.
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Ces formules sont exactes pour jc = i , parce qu'elles restent convergentes, quoique les séries qui expriment la dérivée ne le soient plus ; eHes donnent alors
t: III
352. Cherchons encore de cette manière le développement de 1 (i 4- j:^) , dont la dérivée est • Si Ton
suppose j: <^ I , on a
=1 — j: -h x' — jr^ 4- . . . ;
donc
dx ^ x^ a^ x^
—— = C -hx 1_ — 4-....
Le logarithme de l'unité étant zéro, il faut supposer C=o pour que la formule représente 1 (1 -f- x) , et Ton aura
Celte formule étant convergente pour j: = i , quoique la série qui exprime la dérivée ne le soit plus, elle ne cesse pas d'être exacte pour cette valeur particulière.
Si Ton supposait .t > i, et qu'on ordonnât le développement de par rapport aux puissances décroissantes
de X afin qu'il fût convergent, on ne trouverait plus 1 (i -h x), mais seulement 1 ( i -f- x) — la:, oui (i 4--) •
DKS LIMITES DK SOMMES. /\']5
PASSAGE DES INTÉGRALES INDÉFINIES AUX INTÉGRALES DÉFINIES
353. Nous avons démontré, dans le n° 304, que si la dérivée d^uije fonction quelconque F(x} est continue pour toutes les valeurs de la variable depuis x© jusqu'à x, la différence F (x) — F (x© ) est la limite de la somme des valeurs que prend F' (x) rfr, lorsque Ton fait passer la variable de Xq k x^ par degrés infiniment petits représentés par rfx ; d'où résulte la formule
(i) r'F'(:r)rfx = F(j:}~F(xo).
Ainsi, pour connaître l'intégrale définie de F* {x) dx entre des limites données , lorsque l'on connaît l'intégrale indéfinie, ou une fonction quelconque F (x) ayant pour dérivée F' (x), il suffit de substituer les limites de l'intégrale dans F (x) , et de retrancher le résultat relatif à la plus petite limite, de celui qui se rapporte à la plus grande.
Exemples :
r' ^ , f°^ _, r"^ ^ X r"^ ' dx Tz
/» dx __» r' dx jT /•°° dx
I t— «* cos bxJx = — , / e-« '' siii h rdx = -
47^ LIVKE III..
îr
" (31 -+- i) (2 i ■+- 3 ). . .(a I H- 2ft -h i) '
^ ' co8^/x sini*x^ = «.3.5...(2/--i),.3.5...(2A>-0 ^ ^
rix'^''-*-'dx_ 2.4.6. ..>2A-
Ces dernières intégrales rentrent dans deux des précédenles en posant x = sîn ^ ^ d'où > — = dz.
L'intégrale indéfinie de -^ peut être déterminée
en décomposant en fractions simples l'expression -—;-jî dans laquelle on peut toujours supposer m<^n. D'après cela , si Ton fait = a, on obtiendra
= - IsinaTT ■+■ 8in3<z;r -h sin5fl7r -h. . .-+-sin (2/1 — i)ait\ — ^jjna- — 00*' " *-
On aura encore, 'en supposant que m et n soient des nombres entiers positifs , tels que nK^n^
^~' dx Tt
j -i- x" . miz
n $in — • /?
)y\ maintenant on pose j:" = ^ , — == a , cette équation devient I = -: , a ayant une valeur commen-
J 1 -f- « Sin ATT «^
surable quelconque comprise entre o et i, et pouvant avoir aussi , par conséquent , toute valeur incommensurable comprise entre les mêmes limites.
On trouvera encore , d'après une- formule précédemment démontrée , en supposant n > i ,
dx 1.3.5. ..(2« 3) TT
Il faut bien remarquer que la formule (i) ne subsisterait plus si la fonction F [x) devenait infinie entre les limites de l'intégration. Dans ce cas , la somme des éléments Y' [x) dx peut être infinie, ou indéterminée. Il faudra donc toujours s'assurer si F (x) ne devient pas infini dans cet intervalle , et c'est seulement lorsque cette circonstance ne se présentera pas , que l'on pourra dire que F (a:) — F (oTo) est la limite de la somme des éléments tels que F' [x) dx. Dans le cas contraire, on partage l'intégrale en deux autres ayant pour limite commune la valeur particulière de x ^ et l'on examine séparément cliacime d'elles.
X-^^ dx —, Ja formule (i
donnera — ^-j- — ^— ^> expression qui est négative, tandis
que tous les éléments sont positifs. Mais— devenant infini pour a: = o , il faut s'assurer si l'intégrale ne le devient pas aussi. C'est ce qui arrive, en effet, et la formule (i) suppose que cette circonstance n'arrive pas. Dans le cas actuel, les deux intégrales partielle» sont
infinies de même signe ; par conséquent il n\ a pas indétermination, et Tinlégrale demandée est infinie.
— Si lesdeuxlimites
sont négatives , on a une somme d'éléments négatifs, qui seraient les mêmes, au signe près, que si l'on prenait ces limites positives. Ainsi Ton aura
— rz.\b — la = 1 — , X a
II n'y aurait de même aucune difficulté pour deux limites positives; mais si elles sont de; signes différents, l'intégrale Ix passant par Tinfini, la formule (i) n'est plus démontrée; et il y a cela de remarquable, que la somme des éléments est réellement indéterminée.
En effet, soit l'intégrale définie 1 — ; partageons-
la en deux autres, dont les limites soient — a — e^ pour la première et + çv + è pour la seconde; e étant une quantité qui tend vers zéro , et fx , v deux nombres constants arbitraires. La première intégrale aura pour valeur
1 — ? et la seconde 1 -r ; leur somme sera 1 - + 1 — Elle ne a à va
renfermera plus e, et, par conséquent, si l'on fait tendre
cette quantité vers zéro , on aura pour la somme des deux
/* dx — 5 la quantité indé-
terminée 1 — h 1 -? qui dépend du rapport arbitraire des intervalles infiniment décroissants ejjt, ev. Si on les suppose égaux , 1 - devient 1 1 ou zéro , et il reste 1 — C'est ce
que M. Cauchy appelle la valeur principale de l'intégrale indé^rminée.
354. Lorsque Ton applique l'intégration par parties à la transformation des intégrales définies, et qu'on donne les mêmes limites aux intégrales, il est facile de voir, en général , comment doit être déterminée la constante.
En effet , on a
ff{x)d^{x)=zf[œ)^[x)--f^{x)df{œ).
Si l'on veut que les intégrales soient prises entre le^ mêmes limita x^ el^^ on commencera par les prendre à partir de x^'^ mais alors il est nécessaire d^ajouter une constante arbitraire a l'un des membres, ce qui donné
■rf[x)d^{x)=.C^f[x)^[x)^(\[x)d:f[x).
Pour que cette équation ait lieu en faisante: = j:©, il faut que l'on ait C = — / (xo) <p { jTo) 9 et, par conséquent.
I 365. Si Ton renverse les limites d'une intégrale défi-
I nie, on ne fait que changer son signe-, car les accroisse-
ments de X changent de signe, et les valeurs absolues des éléments différentiels ne changent pas. On a donc
j F(.r) rfar=:— • I F{x)dx,
ce qui s'accorde avec l'expression de l'intégrale définie au moyen de la fonction o [x) dont la dérivée est F (.r). En effet, on a
J ¥(x)dx = ^(X)^^(x,), Ç" = 7(^,)-^(X),
expressions égales et de signes contraires.
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On peut changer Tint^grale i F [x) dx dans la
suivante :
/ F(X-f-jc, — a?)flte,
dont les limites sont les mêmes. En eflèt, les éléments qui les composent l'une et Tautre sont les mêmes en ordre inverse. En partant de cette remarque, qui est quelquefois utile, on peut, par une suite d'intégrations par parties, obtenir très- simplement la série de Taylor, comme on va le voir.
357. Série de Taylor. — Soit F (j:) une fonction quelconque qui reste continue , ainsi que ses n premières dérivées, entre les limites x ex, x + h. On a évidemment
cl, diaprés ce qui vient d'être dit,
X est constant dans cette intégration, z seul varie.
Intégrant par parties cette dernière expression et celles qui s'en déduisent, il vient
= -F(x-+-A~r)H-— F" (x-hA -«)-+-... H ^ .F— «(jr-hfc-«)
I ^ ^ i.Q ^ ' i.a...(ii — i) ^
Si Ton prend les intégrales entre les limites o et /i, il
faudra faire successivement z z=i h^ z = o dans les termes en dehors du signe / , puis* retrancher le dernier résultat du premier, ce qui donnera
F''(a:-hA— «)d«.
Mais
donc
F(x-+-/0~F(a:)= r F' (x -+- A — z)rf»;
F«(x-^fc — «)<fc.
Lorsque le terme qui renferme l'intégrale définie tend vers zéro à mesure que n augmente, la série converge vers F (x -{- h)^ et devient celle que Taylor a fait connaître.
On peut donner une autre forme au terme qui exprime Terreur commise , en s' arrêtant au terme de rang n. En effet 5 l'intégrale définie est égale à la somme des facteurs z""^ dz^ multipliée par une valeur moyenne entre la plus petite et la plus grande de celles que prend F" (x -f- A — z) quand z passe de o à A ; et comme cette fonction est supposée continue dans cet intervalle, cette moyenne est l'une des valeurs que prend F" (x -f- A — z), pour une certaine valeur de z comprise entre o et A : d'où résulte aussi pour A — z une valeur comprise entre o et A , que nous représenterons par Oh, Le terme qui complète le développement devient donc
F^(^+^)_ r\„_.^,, ou -i:-F"(x4-ô/o.
C'est sous cette forme que nous Favons préscutéedans le Calcul différentiel : 6 est une fonction inconnue de jr, et Ton sait seulement qu'elle a une valeur positive plus petite cjue l'unité.
En prenant la plus petite et la plus grande des valeurs de F" (x) dans l'intervalle de x kx -^ h, on aura deux limites entre lesquelles sera comprise Terreur commise en s'arrètant après le w'*'"* terme. L'intégrale définie donne la valeur exacte de cette erreur; mais elle présente la diflSculté de l'intégration , et l'on ne peut généralement se proposer que de la renfermer entre deux limites connues.
Differentiation et intégrationsous le signe J.
358. Nous avons fait connaître, au commencement de ce Cours, les règles pour différentier les fonctions explicites, ainsi que celles qui sont liées entre elles et avec la variable principale par des équations dont les deux membres sont des fonctions explicites. Nous allons considérer une autre espèce de fonction et donner le moyen de la différentier.
Soit la fonction i/ = I V [z^ x) dz que l'on se pro-
pose de différentier par rapport h x\ les limites z^^Tj'^ pouvant être des fonctions quelconques de x.
On aura, en considérant cette intégrale comme une fonction composée de ^o ? Z , x , qui sont toutes des fonctions de X ,
du /du\dzQ /^"\ ( du\
S~ \d^)d^'^\7m) "^ \di)'
Or on a d'abord
Quant au troisième terme -^, qui est relatif à la supposition de Zo et Z constants, il est la limite de
F(z,x^^à)dz-^ j F[z,x)dz ou de
et a pour valeur
Donc
^jf F(z,x)rf. = F(Z,x)g-F(..,x)g
On parviendrait très-simplement à la même formule, en considérant l'intégrale définie comme représentant l'aire d'une courbe.
Si les limites sont constantes, c'est-à-dire indépendantes de X, on a
dx
on voit qu'alors les deux opérations de différentiation et d'intégration peuvent se faire dans un ordre quelconque.
359. Si la fonction de x était une intégrale indéfinie par rapport à z, on la mettrait sous la forme
C étant une fonction quelconque de x : d'où
du_ r^dF{z,x) dC
dx J^ dx dx
On peut donc faire, dans. un ordre quelconque, les deux opérations sur F (2, a;), pourvu que les constantes relatives aux deux intégrations soient liées par la condition , que la seconde soit la dérivée de la première par rapport à x.
Si au lieu de différentier 1 F (2:, a:) rfz
on avait
à l'intégrer par rapport à x entre les limites o'o, X-, z^ et Z étant supposées indépendantes de x, on observerait, d'après ce qui précède, que, quel que soit z^
\ dx LF{z^x)dz ç\. f dz I F(z,x)dx
ont la même dérivée par rapport à X] et comme elles deviennent nulles toutes deux pour x= Xo, elles sont aussi égales quel que soit x» L'ordre des deux opérations est donc encore indifférent. Tout cela suppose que la fonction F [z^ x) ne devient ni infinie ni indéterminée, pour aucune valeur de j: et z comprise entre les limites : si cela arrivait, il faudrait un examen particulier dont nous nous occuperons tout à l'heure.
361 . Si les deux intégrales étaient indéfinies , la première serait
) dz-i-<f (x) ;
en l'intégrant, on trouverait
f dx j F(z, jr)f/z-i-/'(z)4- / <f{a:)dx,
ce qu'on peut mettre sous la forme
x)dz+f[z)-^f,[x).
et Ton trouverait un résultat identique en intégrant en ordre inverse 5 les fonctions / et/i pouvant toujours être regardées comme les mêmes dans les deux cas, puisqu'elles sont entièrement arbitraires.
362. Intégrales définies singulières, — M. Cauchy a désigné sous ce nom , des intégrales prises entre des limites qui se rapprochent indéfiniment d'une valeur particulière de la variable , qui rend la fonction infinie.
Par exemple, si l'on suppose F [a] infinie, l'intégrale
F [x) dx sera une intégrale définie singulière, si
£ tend vers zéro, /x étant, un nombre fiid quelconque.
On peut mettre la fonction dittërentielle sous la forme
Ax [x — a) F (x) ', et si Ton désigne par ^ une valeur
moyenne entre a — e et a — jute , l'intégrale sera égale à
' — -, OU (^--«)F(?)lfx^
Si (I — a) F (g) a une limite différente cle zéro quand ^ tend vers a , l'intégrale définie singulière aura une valeur déterminée en même temps que fz. Nous allons voir à quoi cette considération peut être utile dans la détermination des intégrales définies.
363. Cas oii la fonction sous le signe f passe par r infini. — Si une valeur a: = a rend F [x) infinie , et se
trouve comprise dans les limites de Tinti'grale 1 F (x) dxy
on formera d'abord / F (x) dx^ puis / F [x)dx\
on les ajoutera , puis on fera tendre e vers zéro : la limite est ce que M. Cauchy nomme la valeur principale de l'intégrale. On pourra avoir une valeur différente si l'on cherche la limite de la somme des deux intégrales suivantes :
' V{x)dx, j F{x)dxy
6 tendant toujours vers zéro ^ et les nombres [i , v étant différents; car il y aurait, de plus, les deux intégrales
¥{x)dxj et I F{x)dx.
Et si leur somme ne tend pas vers zéro avec e , on aura une valeur différente de la première , que nous avons nommée valeur principale ; mais il est évident que cela
n'arriver^ jamais lorsque les intégrales / F [x) dz ^ F [x) dx seront finies. Or les deux dernières intégrales
définies singulières ont pour limite de leur somme Kl - ?
K étant la limite de (a: — a) F (j:) quand x tend vers a, et supposée de même signe quand x est <[ a, ou > a (le cas contraire n'offre, au reste, rien d'embarrassant).
Si donc K n'est pas nul , l'intégrale / F (j:) dx est indé-
JcK.
terminée; mais sa valeur principale est déterminée, soit Cinie^ soit infinie.
Si K est nul , on ne peut pas dire que Kl - soit néces sairement nul , puisque 1 - peut être infini.
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Par exemple, si v = 6, 1~ est infini, et la seconde in-
F [x) dx.
Ainsi, I — - = 1 ( I -+- p)i et si V = 6, on a la.
Si Ton suppose une des limites infinie^ on aura
F {x)dx'^ et pour que Tinté-
grale proposée soit finie, il faudra que celle-ci tende vers zéro avec s , quelque petit que soit [i : il faudra donc que
— F { =z — ) Ip tende vers zéro quel que soit |ùi, K étant > I
Soit F {x)= —- — -'-^ *, F ( - — J pourra être remplacé
par - (Kjixs) '*"'", et il faudra que juie"""*"^ 1 fx tende vers
zéro, ce qui exige « > m -h i; et cela est suffisant.
On pourra ainsi ^ au moyen des intégrales défînîesjsingulières , reconnaître si les intégrales cherchées deviennent infinies ou indéterminées quand une valeur de x rend la fonclion donnée infinie, ou quand^une des limites est infinie.
365. On peut encore reconnaître si une intégrale est finie, lorsque sa dérivée devient infinie pour une valeur particulière de x^ en la comparant à une autre plas simple, pour laquelle il n'y ait pas d'incertitude , et telle que les deux dérivées aient un rapport fini pour cette valeur particulière : les deux intégrales seront en même
/* dx 1— — —j^r^ et
— seront dans ce cas. Le rapport des dérivées,
e'-ha:'*, devient i pour a: = o : or la seconde est finie si m <^ I , et infinie si m = i , ou m > 1 5 il en est donc de même de la première.
366. Application des principes précédents à la recherche d^ intégrales définies. — En partant d'intégrales définies connues , et les différentiant ou intégrant par rapporta une constante, on obtient la valeur de nouvelles intégrales.
Ainsi
(Le ÎF "~ o
diiFérentiant n fois par rapport à a, on obtient 1.2.3. ..«, ï.3.5...(2/ï — 1)%
a'où
dx l.3.5...(2«<
Jo (^'-f-«)'=^' 2.4.6... 2/1 1
Si l'on part de l'intégrale j x"" dx = ' et
qu'on intègre ses deux membres par rapport à m entre deux valeurs fji et v, on obtient
-j dx = 1 "^ j
lor V 4-1
et l'on ne saurait donner l'expression de l'intégrale indéfinie.
Si l'on intègre par rapport à a, entre deux limites quelconques J et c, les deux membres de Féqua-
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tîon
Jo «
on obtient Si Ton part de
on obtient de même
e~*" ces oxrir = ,
ces oLxdr = - I
CHAPITRE IX
autres procédés pour la détermination d'intégrales définies.
371. On ramène quelquefois une intégrale définie simple à une intégrale définie double , parce que l'indépendance des deux variables peut conduire à des simplifia
cations. Soit par exemple / e~'' dx. Elle est identique
avec I e"^^ dj. Si on les multiplie, on aura le carré de
Texpression cherchée. Or on peut considérer le produit
e"^ dx j e""-^' dj y comme obtenu en multipliant
chaque élément e"*' dx de la première par la seconde ; et 5 dans cette dernière , on peut poser y = xt^ x res-r tant constamment le même que dans l'élément e""' dx. Rien ne sera changé par là , quoique x s'introduise dans
Xao :re~'**' dt. Si l'on
pouvait former cette dernière expression en x^ en la multipliant par cî"'' dx^ on aurait un élément qui , intégré entre o et oo , donnerait identiquement le produit des deux intégrales. Mais dans cette intégration, par rapport à f , le facteur constant e""' c&p peut être introduit sous le signe /, et l'on voit qu'on aura à intégrer l'expression
c~' x€~**^ dxdty ou jce-'^^^' ^ (/xfù,
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d'abord par rapport à «, puis par rapport à x, ces deux variables étant indépendantes.
Or on sait que ces deux intégrations peuvent se faire dans un ordre inverse , sans que le résultat soit changé ^ et, de cette manière, l'opération pourra s'effectuer.
En effiet,
r^e-''i^^^'^da:=^ ] ' ^,, et f" -^'^"l.
Donc
f e-' dx -=. -^—5 ou 1 e"' dx-=^iz\ d'où, changeant x en mx^
- oo
372. Cette intégrale importante peut encore s'obtenir par le procédé suivant qui se trouve dans la Mécanique de Poisson.
I I e—^^-^y^dydx
0 Jo
re-
présente le quartdu volume du solide compris entre le plan XY et la surface dont l'équation est z z= e— ^'— •?'', qui est engendrée par la révolution de la courbe dont l'équation est ^ = e — '* autour de l'axe des z. Or, si l'on décompose ce volume au moyen de surfaces cylindriques infiniment voisines , et de révolution autour de l'axé des ^, l'expression^du volume compris entre les deux surfaces dont les rayons sont x, et x + dx, sera o^TCXe—'^dx-^ son intégrale est — Tre— **, et l'on aura le volume entier du solide, en la prenant entre les limites o et oo , ce qui donne n. Si l'on en prend le quart, puis la racine carrée.
on aura
et, par suite,
/•oo J — oo
373. Le passage des quantités réelles aux quantités imaginaires , fait avec la rigueur convenable, peut encore conduire à la détermination de nouvelles intégrales. En effet, on tire de la formule précédente, en changeant x en
! d'où
J — oo */— où
Posons a =^ a sj — i ; il vient , en observant que
/OO ff""''cos2flx/ir,
doù
ou , en changeant x en mx et am en n ,
Xoo
La substitution de a V — i à a n'a pas altéré l'équation ,
cos 2 nxdx = — c 2m
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parce que les deux membres pouvaient être développés en séries convergentes par rapport à a , et que , par conséquent, les coeflScienls des mêmes puissances de a étaient nécessairement les mêmes de part et d'autre. Or, comme ils ne changent pas, quelque expression que l'on substitue à a , l'idenlilé a toujours lieu ; et c'est pour cela qu'en lui substituant a ^ — i elle existe encore.
374. En partant des valeurs de deux intégrales définies que nous avons données précédemment, on peut parvenir à l'expression donnée par Wallîs , du rapport de la circonférence au diamètre.
Ces deux formules sont
sli — x'"' 3.5.7.. .(2^+1)'
X'^^'dx I . 3 . . . (2 it I ) TT
Lorsque k croît indéfiniment, elles tendent toutes les deux vers zéro , comme on peut s'en assurer en renversant les fractions, qui deviennent évidemment infinies avec A ; car la première devient ainsi
et ce produit surpasse — l-v-4-^-4-...H t' q^î croit
indéfiniment avec /:. 11 en serait de même pour la seconde. Mais le rapport de ces intégrales a pour limite l'unité.
En effet, si l'on considère deux valeurs consécutives de ft, les valeurs correspondantes de Tune quelconque des deux intégrales ont un rapport qui tend indéfiniment vers l'unité, à mesure que A augmente. Or, si Ton prend l'exposant de x dans l'autre intégrale, compris entre les
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deux valeurs de l'exposant de la première, il est clair que la valeur de la seconde intégrale sera comprise entre les deux consécutives de la première, et que son rapport avec chacune d'elles tendra vers Tunité, comme le rapport qu'elles ont Tune avec l'autre.
On peut encore s'en assurer par la considération suivante, dont on trouve de fréquentes applications.
Lorsque h est très-grand , le numérateur est sensiblement nul, tant que x n'est pas très-voisin de l'unîté, le dénominateur restant alors fini , la partie de l'intégrale prise depuis zéro jusqu'à une valeur i — a , a étant une quantité fixe aussi petite que l'on voudra , est très-petite par rapport aji reste de l'intégrale; et le rapport de ces deux parties tend vers zéro en même temps que A augmente, a restant constant (*). Pour comparer les deux intégrales en question, lorsque k augmente indéfiniment, il suffit donc de prendre le rapport des parties de ces intégrales relatives aux limites i — a et i, puis de supposer que a diminue de plus en plus. Or le rapport des diffé-
(») On a, en effet,
»i — « x*dx (1 ~ a)*^-' i
Jr^ x*dx _ 1 — (i — «)«+' I
Il éUnt compris entre o et i — « , et y entre i — a et i j d'oii il résulte
Le rapport de Ja seconde intégrale à la pren)iêre est donc plus grand que
Il crott donc îniiniment avec n, quelque petit ^e soit ee.
renli elles est or, et, par conséquent, le rapport des parties que nous considérons des intégrales est une moyenne entre les valeurs extrêmes de x, qui sont i — a et i . Ce rapport a donc pour limite i ; et il en est de même du rapport des intégrales entières, puisqu'on n'en a négligé qu'une partie infiniment petite par rapport à ellesmêmes.
On a donc
j.^ TT 3.3.5.5... (2^— i)(2X~i) (2^-4-1} _
*2 2.2^4 4-6*6 ^ 2it.2X '
d'où
Il est facile de voir que l'on aura un résultat trop faible ou trop fort, suivant que Ton prendra un nombre impair ou un nombre pair de facteurs aux deux termes de cette fraction.
Nous parlerons plus tard d'une méthode générale, qui consiste à ramener la détermination des intégrales définies à l'intégration d'équations différentielles relatives aux constantes qui se trouvent sous le signe de l'intégration.
CHAPITRE X
IISTÉGRATIOIS DES DIFFÉRENTIELLES QUI RENFERMENT PLUSIEURS VARIARLES INDÉPENDANTES.
lil^. Nous n'avons considéré jusqu'ici que Jes différentielles qui ne renferment qu'une seule variable et qui sont, par conséquent, de là forme F (x) flx\ nous allons examiner maintenant celles qui renferment plusieurs variables indépendantes , et nous proposer de déterminer, s'il est possible, la fonction de ces variables qui a pour différentielle totale l'expression donnée.
Considérons d'abord deux variables or, >% et soit proposé d'intégrer l'expression
Mr/x-hNflTr, dans laquelle on a
On observera d'abord qu'il n'existe pas toujours une fonction de x ety dont elle soit la (différentielle : car, si l'on désigne par u une pareille fonction, on devra avoir
__ du ^y du d^u d*u .1 r j
M= -r-' N = -r--, et comme :j— r- = 3— r' " faudra dx dy dxdy dydx
qu'on ait -r- = -j-* Si donc les fonctions M, N ne satisfont pas à cette identité, il n'existera aucune fonction de X eXy qui ait pour différentielle l'expression donnée. Mais nous allons vof-que, si cette condition est remplie, la fonction cherchée existe nécessairement, et que sa détermination se ramène toujoiirs à des quadratures. L 32
une
498 LivBc m.
On remarquera d*abord que cette fonction, devant avoir M pour dérivée partielle par rapport à x , doit être renfermée dans Tintégrale indéfinie de Mcte par rapport à x, y étant considérée comme une constante. Elle est donc
comprise dans l'expression I Mrfx -h V, V étant
fonction arbitraire de /.
Il reste à déterminer cette fonction de manière que la dérivée partielle par rapport h y soit N. Or cette dérivée; est
r'e/M , dy c d^ ^ d\
ou enfin
+ (^>r) — + (•»•,r)-t-;^• ll est donc nécessaire et suffisant que Ton ait
ds r^
Il existe donc nécessairement une fonction de x et j^, dont Texpression donnée est la différentielle y et la valeur la plus générale de cette fonction u est
C étant une constante arbitraire.
376. Il n'y a pas plus de difficulté dans le cas où le nombre des variables indépendantes est plus grand. Soit, par exemple,
Udx-^î^d^-^Vdz et
Mrr:(j»(*,y,'2), N =:>Kar, J, a), V = x(^,fs «)•
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Il faudra d'abord que M , N , P satisfassent aux conditions indispensables
dx dx^ dz'^dx^ ISî"^'
Cela étant, la fonction cherchée seja nécessairement corn-
prise dans la formule f Udx + V, V étant une fonc-
tion arbitraire de y et z^ qu'il faut déterminer par la condition, que les dérivées partielles de l'expression précédente, par rapport k y et z^ soient respectivement NetP.
On aura donc
Il est donc nécessaire et suffisant que la fonction V satisfasse aux deux conditions
dY dY ,
ce qui rentre dans la question précédente. On aura donc
fonction dont la différentielle est l'expression donnée, existe donc lorsque les trois conditions ci-dessus ont lieu 5 et , si on la désigne par u , on aura
C étant une constante arbitraire.
La
C étant une constante arbitraire.
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U est facile de voir que le cas de m variables se ramène de la même manière au cas de m — i , pourvu que les coefficients satisfassent aux conditions qui expriment que les coefficients différentiels du second ordre de la fonction cherchée , pris de toutes les manières possibles par rapport à deux variçibles différentes , sont indépendants de Tordre des différentiations. Donc le problème est toujours possible lorsque ces conditions sont remplies, et il est toujours ramené à de simples quadratures.
DES LIMITKS DK SOMMKS. 5oi
SÉPARATION DES VARIABLES
377. Lorsque nous avons cherché à déterminer une fonction inconnue /, d'une variable x^ connaissant sa dérivée par rapport à x , nous avons supposé que cette dérivée était exprimée au moyeu de x seulement. Il est facile de ramener à ce cas celui où la dérivée serait le produit d'une fonction de x par une fonction de y. En effet, en divisant par le facteur fonction de y^ on obtient une équation de la forme suivante , dans laquelle F (j) et f{x) sont des fonctions connues :
(«) pw|=/('^
ou
(2) ¥{y)dy^f(x)dx.
On dit alors que Igs variables a: , / sont séparées.
Si maintenant on trouve une fonction Fi (y) dont la dérivée par rapport ky soit F (j^), et une fonctionyi [x) dont la dérivée par rapport à x so\xf[x) , l'équation (i) nous montre que F^ {y) et /i [x) auront même dérivée par rapport à x , quelle que soit la valeur de x, et que , par conséquent, elles ne peuvent différer que par une constante; on aura donc
C désignant une constante arbitraire. On aura donc ainsi Véquation cherchée entre x et y^ et le problème est ra-
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mené, coiâme on le voit, à celui qui a été traité précédemment et qui consiste à reiûonter de la dérivée d^une fonction à cette fonction.
En prenant l'équation sous la forme (2), les deux membres sont les différentielles des deux fonctions Fi {y) 5 fi {x ) , relatives à des valeurs correspondantes dedx, djr. Les accroissements finis quelconques de ces deux fonctions , en passant d'un système de valeurs de x^y knn autre quelconque, sont donc égaux, et ces fonctions ne peuvent différer que par une constante 5 ce qui ramène à Téquation ( 3 ) .
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RECTIFICATION DES COURBES
378, D'après ce que nous avons dit dans le premier chapitre du livre III, l'aire comprise en treles deux ordonnées relatives aux abscisses Xo et j:, peut être représentée en coordonnées rectangulaires par i ydx , et , en coordonnées
obliques par sin 0 j ydx^ 9 désignant l'angle des axes. L'é-
quation de la courbe donne j en fonction de Jc, et la quadrature de la surface en question est ramenée à une intégration. C'est pour cela que Ton désigne souvent par le mot quadrature l'opération du calcul intégral par laquelle on remonte de la différentielle d'une fopction à une seule variable, à cette fonction même.
Si Taire à calculer était comprise entre deux ordonnées et deux arcs de courbe, l'expression de sa différentielle serait (Y — y) dx^ en désignant par Y et y les fonctions de x qui représentent l'ordonnée de chacune des deux courbes. Si la nature de l'une ou de l'autre de. ces courbes changeait dans l'intervalle compris entre les limites, il faudrait partager cet intervalle en plusieurs autres , dont les limites seraient les diverses valeurs de x où s'opéraient ces changements.
Si la courbe est donnée par une équation entre des coordonnées polaires 6 et r, l'aire que l'on cherche' à évaluer est celle de la figure comprise entre deux rayona
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vecteurs et l'arc de la courbe. Sadiilérentielle est, comme nous ravous déjà vu, r* — • Donc Taire comprise entre les deux rayons correspondants aux angles 0o y ^ aura pour
expression 7 / /•* dd^ r désignant la fonction de 6 tirée
de l'équation de la courbe.
Si la surface à évaluer était comprise entre deux rayons vecteurs et deux courbes , sa différentielle serait
rf0, r et /' désignant les rayons vecteurs des
deux courbes, relatifs à une même valeur de Q ; Taire cherchée serait donc exprimée par f I (r* — /•'*) rfô,
étant des fonctions connues de 6 , déduites des équations des deux courbes.
exeAiples.
Paraboles, — Proposons-nous d'abord de calculer Taire des paraboles renfermées dans Té([uation générale •
m tin étant positifs \ on aura
retr
n I --ri - ^m
r^cVx=/î'" fx'"(ix=/J^^ h G
Si Ton prend Taire à partir de x = o, on aura C = o, et Taire terminée à Tordonnéc relative à une valeur quelconque de Xy aura pour expression
mp"^x"* mxy ^ , ou
La partie du rectangle xy qui reste , après avoir retrau-
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ché celle-ci , et que Ton trouverait directement en prenant / xdy est ~\ donc l'arc de la courbe divise le
rectangle xy dans le rapport constant de min.
Si l'on considère au lieu de l'origine un point {« 5 6) de la courbe, les aires comprises entre les ordonnées ou les abscisses de ce point et du premier, seront les différences
de quantités ayant même rapport — ; elles auront donc
aussi ce même rapport entre elles. D'où l'on voit que si Ton projette un arc quelconque de la courbe sur Taxe des X et sur Taxe des y, les aires comprises entre cet arc , les lignes projetantes, et Taxe perpendiculaire, sont entre elles comme les exposants m ci n.
Hyperboles. — Considérons maintenant l'équation générale j^"* x" = a des hyperboles qui ont pour asymptotes les axes des coordonnées ; on aura
Çydxzrza"" Çx
ci —^ ^
Soit d'abord n<^r?i^ et supposons que l'aire commence au point dont les coordonnées sont a, 65 Faire aura pour expression
ma'"\x '""^'— a '""^'j //i(xr — a6) '
On voit que sa valeur est finie pour a = o, quoiqu'elle s'étende alors indéfiniment dans le sens des j^ puisque l'axe des y est asymptote de la courbe : mais elle devient infinie en môme temps que x*
Ainsi l'aire comptée à partir d'une ordonnée arbitraire, et prolongée indéfiniment vers Tune des deux
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asymptotes, est finie ou infinie, suivant que la coordonnée comptée sur cette asymptote a le plus grand ou le plus
petit exposant dans l'équation. En cherchant — I xdj^^
on aurait Taire comprise entre Tare et les abscisses menées par ses extrémités \ son expression serait — -—-Ces
deux aires sont donc encore dans le rapport des exposants m et n.
Si l'on avait n^m^ on arriverait à la même conclusion.
Si Ton avait m=n^ l'éqUatîon serait de la forme xy=^p^^ et représenterait une hyperbole équilatèrc , puisque les axes sont rectangulaires. On aurait alors
XV=.ff-"r
Si l'on voulait que Taire commençât à Taxe des j, on aurait a = o ; ce qui fait voir que Taire comprise entre une ordonnée quelconque et Taxe desy est infinie.
Si Ton suppose oi^=:p^ Taire commencera a Tordonnée pienée par le sommet de Thyperbole; et, si Ton prend p pour unité, son expression sera Ix. C'est cette propriété qui a fait donner aux logarithmes népériens le nom de logarithmes hyperboliques.
Réciproques, — Les paraboles et les hyperboles que nous venons de considérer jouissent de cette propriété commune que, si Ton projette un arc quelconque de ces courbes sur les deux axes, les aires comprises entre cet arc et les coordonnées parallèles sont dans un rapport constant. Or il est facile de démontrer qu'elles sont les seules courbes qui en jouissent. En eflTet , cette condition générale est exprimée par l'équation
n j ydx=z±m j xdy.
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Le signe — du second membre se rapportant au cas où dy et dx sont de signes contraires.
Différentiant les deux membres en considérant le point a , S comme immobile, et a:, jr comme seules variables, il
vient
dx _, dy nydxz=:± mx dy^ ou n — = ± /» — ?
et intégrant
n\x^=^±m\y -\'\cy
en désignant par le une constante arbitraire. Cette équation peut se mettre sous la forme
0?" = cy^=^y
et représente des paraboles, ou des hyperboles, suivant qu'on suppose que les coordonnées varient dans le même sens ou en sens contraire.
Ellipse, — Soit l'équation de rellipse
a^y^-h b^x*=:a^b', ou y= -^a^ — x';
on aura
I ydx = - j dx y fl^ — x^.
Or, en intégrant par parties, on trouve
f* x^ dx
Mais
= I i _-____: — = — I drya — Jc -Ha'arc>sm-;
en substituant, il vient I dx^a^ — jc» = X si à* — x* -h û' arcsin \ dx ^a' — a?'.
Réunissant les deux intégrales, que Ton supposera prises à partir de la même limite, et ajoutant une constante arbitraire, il vient, en divisant par 2, puis multipliant
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par-,
b ,r , /- r hxsla^'^x^ ah . x ^
- I dxx/a^ — x^ = — ^ 1 arcsm--4-C.
a J la 2 a
Si Ton veut que Taire commence à l'axe des y, on aura
C = o. Si Ton fait ensuite jc = a, on aura -y- pour la
valeur du quart de l'ellipse. L'aire de l'ellipse entière est donc i^ab : elle devient wa', si J = a.
bx {/a* — x^ , , . 1 y ^y I
Le terme — étant équivalent a — mesure le
triangle dont les côtés sont x e\. y\ par conséquent, le
terme —arc sin - mesure le reste de Faire, c'est-à-dire le
secteur formé par l'axe des j, l'arc de l'ellipse et le rayon mené du centre à l'extrémité de cet arc.
Hyperbole. — Soit maintenant l'équation de l'hyperbole
a^f — ^'x- = — û' ^% ou r = - yx» — fl» ;
on aura
\ ydxizs.- j dxyjx^ — û'.
Et, si Ton suit la même marché que pour l'ellipse, on trouvera
Vrfx = ^l^^^.=^--l (x+s/r:ï^rP)-HC;
si l'on veut faire commencer Taire au sommet j son ex-
pression devra être nulle pour a: = a, d ou G = — !«? c'
Taire aura pour valeur.
bx ^x* — a^ ab^ . x -4- ^x^-^a'' ^a 9. a
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Le premier terme étant égal à -^ ? on en conclui que
ah .x-^- Jx^ — «' . V • j
— 1 L.^ est 1 expression du secteur compris
entre Taxe transverse , Tare de l'hyperbole et. le rayon mené du centre à Textrémité de cet arc.
Çycloïde. — Considérons maintenant la cycloïde rapportée à son sonmiet A (fig» 96) ; son équation différentielle sera
dx y 2
2 a étant le diamètre AB du cercle générateur. L'aire AMP a pour expression
J[ jrdx, ou I dy\jQ.ay—y''y 0 Jo
elle est donc identique avec Taire AQN relativement au cercle générateur. .
L'aire totale ADK est donc égale à la moitié de celle du cercle , ainsi que Taire symétrique CHA \ et', comme le rectangle CHKDC est égal à ^1:0^^ Taire CADC sera égale à ÎTTa', ou au triple du cercle générateur.
Quaut à l'expression de Tintégrale
dx\j7.ay-^y\ on observera qu'elle est identique avec
dysla^—ir — aY',
elle rentre donc dans celle que nous avons calculée dans le cas de Tellîpse , en y changeant x en y — a. Ainsi Ton
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aura
/ . (y~-a)sJiay — r' a} . r — a ^ drslT.ax'^y^^^-^ ^-^ — ^- ^+ — arcsin^^^ hC. 2 7. a
Si Ton prend l'intégrale à partir dej^ = o, on aura
et si Ton prend pour seconde limite j^= 2 a, la valeur de l'aire sera
comme nous l'avions déjà reconnu.
Spirale loganthmique, — L'équation de cette courbe est, en coordonnées polaires, r= Ae'^^ \ Taire comprise entre deux rayons vecteurs correspondants aux angles 9^ et 6 aura donc pour expression
e^^d% ou |!(^^«^-^^«e.),
ou
en désignant par r^ et r les valeurs extrêmes du rayon vecteur.
Si l'on part de ro = o , c'est-à-dire si l'on cherche la limite de l'aire comprise entre le rayon fixe r et un autre rayon dont l'extrémité tend vers le pôle , tandis que sa direction tourne indéfiniment autour de ce point asymp-
tote, on trouvera simplement 7—» Cette aire croît don
comme le carré du rayon vçcteûr.
ne
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Rectification des courbes.
379. Nous avons démontré que la différentielle d'un arc de courbe plan est \J dx^ -f- dj^ , en supposant les axes rectangulaires : elle sera pour une courbe à double courbure, ^ dx^ + rf^' + dz^. Lorsque les axes font entre eux des angles quelconques , on sait quels termes il faut ajouter sous le radical^ mais on suppose ordinairement ces angles droits. L'arc dont les extrémités correspondent aux abscisses Xo et x aura donc pour expression, dans le premier cas,
et , dans le second ,
sJdx^-^-dy^-^dz^.
Si la courbe plane était rapportée à des coordonnées polaires, nous avons vu que la différentielle de sa longueur aurait pour expression
et sa longueur serait, par conséquent, exprimée par
I 00 et d étant des valeurs extrêmes de l'angle 0.
I EXEMPLES
Parabole, — Soit d'abord la parabole ayant pour
I équation
, Ydy ' j- ^ = 2 px, d'où ydjr = pdx, dx = ?
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on aura
La longueur de Tare dont les extrémités correspondent à /o et y aura donc pour expression
Si Ton veut faire commencer Tare au sommet , on aura et Texprcssion de cet arc sera
Ellipse. — L'équation de l'ellipse
donne
dy _ l'x dx /i' V
ds:
en désignant si à^ — &' par ae.
L'abscisse j: étant toujours moindre que a, on peut poser
X •=:= a sin 7, d'où
dx =za cosff dfff ds = ar/ç y i — c* sin'^ •
Pour intégrer cette expression, on développera le radical en série , ce qui est permis , puisque le second terme est plus petit que le premier. On aura ainsi
(I - «' sin« »;' == 1 - i e« sin' ? - ^ e* sin* 9 - ... ~ LilJ^Cl^Lni) ^j-sio-f
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et, par suite,
Cette série sera d'autant plus convergente que l'excentrîcîté e sera plus petite. Si l'on intègre à partir de 9 = 0, on aura
/cosoT . am— 1 . , iim — i)(am — 3)... 3 . 1 siii'""cJc = î-lsin'w-'aH sin«'»-'ç?-4-...-f-): B 7^ sinol ^ ^ 2TO L ^ im ^ (îm— 2)(am— 4)...2 J
(2TO — l)...3.l
et , si Ton prend pour seconde limite ^ = -) on aura pour l'expression du quart du périmètre de Tellipse,
7ca\ /i \» I/I.3A» I/I.3.5A* /i .3...(2m- 1) \« l
Si e = o, l'ellipse devient le cercle dont le rayon est a ,
et Texpression précédente se réduit à — > qui est, 'en
effet, le quart de la circonférence.
Hyperbole, — L'équation de l'hyperbole
donne
da: a}y V ^ — ^
en posant
Les valeurs de x étant toujours plus grandes que a, on
posera x = ? et l'on aura
^ cos^
ds = ae-^d X
COS'f
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Si l'on dëveloppe en série le radical, et qu'on intègre i pytir de f = o qui correspond kx = a^ on aura
X9^df r icoft'9 1 . 1 C08* y i.i.3...(3m — 3)co8*'f "I Ï^L' «"«^ M e* *"••• 0:4.6. ..am «» ' '|
dott
^9 ^ C^ a r* • ' ^^\ i.i.3co»*y i.i.3...(afn~3)coi'*"'f 1
Lorsque a; croit indéfiniment, f tend vers -9 et 5 croit
sans limite. Mais si Ton cherche la différence entre Tare • et la partie de l'asymptote comprise entre le centre et le point correspondant de l'abscisse de l'e:Ktrémité de Tare, cette différence tend vers une limite dont il est facile d'obtenir l'expression. En effet, cette partie de l'asymp-
tote est éeale à ; et , si Ton en retranche s , il reste
ag(i ^ stny) aç cosy
Si l'on passe a la limite ç = -» il vient
380. Cycloïde. — L'équation de la cycloïde rapportée à son sommet est
dx V aar-j'
d'où
ds — dyUi
donc
jL
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et si Ton fait commencer Tare au sommet, on aura C = o et s= n ^2flj.
Si l'on fait jr = a a, on aura la moitié du périmètre de la cycloïde, qui sera égale à 4«. Pour une valeur quelconque de y, s est double de la longueur de la tangente.
C'est à quoi Ton était déjà parvenu par la théorie des développées.'
Spirale logarithmique. — L'équation polaire de cette courbe est
^ = Ac^^ d'où drz^Aae^^dQi
ds = s/dr^-hr^d^' = A ^ i -h a\ c^^d^. Donc
Si l'arc commence au pôle, qui est asymptote de la courbe , on aura
C = o et sz=: r ^
Cette expression est celle de la longueur de la tangente menée à l'extrémité de l'arc, et terminée à la perpendiculaire au rayon vecteur mené par le pôle. Ce résultat avait déjà été obtenu par la théorie des développées.
381. Supposons maintenant les points déterminés par trois coordonnés polaires. Soient 0 l'angle formé par le rayon vecteur r avec l'axe des z , et ij/ l'angle formé par sa projection sur le plan XY avec l'axe des x. Toute courbe sera déterminée par deux équations entre r, ^p, ô. Les équations qui déterminent généralement jr, ^, z en fonctions de r, ô, tf», feront connaître dx, dy dz^ au moyen de r, 6, ^^ dr^ dO^ d^ -, et en les substituant dans ^dx* -H dy^ + dz*y on aura l'expression de la différen-
5l6 LIVRE III.
lielle de Tare en coordonnées polaires. Mais on peut y arriver directement de la manière suivante :
Si l'on conçoit une sphère décrite du pôle comme centre avec le rayon r, elle coupe le rayon r-h dr en un point qui, joint à l'extrémité de /• par un arc de grand cercle, détermine un triangle rectangle infiniment petit, dont ds est l'hypoténuse et dr un des côtés de l'angle droit. Pour déterminer le troisième côté, on mènera par l'axe des z deux plans contenant respectivement les deux rayons , et qui comprendront entre eux l'angle d^ ; puis , par Tune des extrémités de ce troisième côté, on mènera un plan parallèle à XY : le côté cherché sera l'hypoténuse d'un triangle rectangle tracé sur la sphère, et dont les deux côtés de l'angle droit seront respectivement r sin 6d^ et rdO, On aura donc
ds= ^jdr^ H- rWe» -+- r* sîn»Ôûf^p2;
et pour avoir s , il suffira d'exprimer deux des variables en fonction de la troisième d'après les équations de la courbe, et d'intégrer entre les limites demandées. î
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CUBATURE DES SOLIDES ET QUADRATURE DES SURFACES COURBES
Ciibature des solides de rév^olution.
382. Considérons maintenant le solide formé par la révolution d'une surface plane autour d'un axe situé dans son plan, et que nous prendrons pour axe des x. L'équation de la courbe qui termine cette surface est donnée entre deux coordonnées a:, y^ situées dans le plan YAX , j où se trouve primitivement cette courbe. Cela posé, nous
j nous proposons d'évaluer le volume compris entre deux
I plans perpendiculaires à l'axe de rotation, et qui est en-
i gendre par k partie MNM'N' de la surface {Jig*Q'j)
comprise entre les deux ordonnées arbitraires MP, NQ. Pour cela , nous chercherons l'expression de la différentielle de ce volume, que l'on peut considérer comme laccroissement infiniment petit que prend le volume V lorsque la variable x dont il est fonction prend Taccroissement dx. Soit QR = dx^ d\ sera considéré comme le volume engendré par la surface NKN'K'. Mais, si par les I points N ,N' on mène des parallèles à AX, on remplacera
NKN'K' par un rectangle qui engendrera un volume, dont le rapport avec l'accroissement exact du volume aiira pour limite l'unité; ce que l'on démontre comme I pour les aires. Mais le voltime qu'engendre ce rectangle a
I pour mesure t: (j' — y'^) dxj y et j' étant les ordon-
I nécsNQ,N'Q; donc le volume V, compris entre deux
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plans correspondants aux abscisses Xo^ x, a pour expres-
sion
V=7r f (^»-j'«)rfx.
Si l'on veut aroîr le volume total, il faudra prendre pour limites de cette intégrale la plus petite et la plus grande des valeurs des x auxquelles correspondent des points de la surface donnée.
EXEMPLES
Ellipsoïde. — Supposons que. la surface génératrice soit celle d'une ellipse tournant autour d'un de ses axes, son équation sera
et Ton aura
^"^ ^*/^'"'* - X») rfx = ^ («X' - j) + C. Si le volume doit commencer au sommet , on a C = o et Y^—(a.^^jy
On aura le volume entier de l'ellipsoïde en faisant 0:= 2a, ce qui donne
il devient ^-7r a* si ft =^ a, ce qui réduit l'ellipsoïde à la
splière dont le rayon est a,
ÏL est à remarquer que la différentielle rfV, ne renfermant pas de radicaux, ne devient pas imaginaire en dehors des limites o et 4- 2a; elle ne fait que changer de $i^«^ et est égale, au signe près, à celle du volume en-
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gendre par Thyperbole, dontrëquation serait
Il résulte de là que, si dans l'expression de V on donne à la seconde limite x une valeur négative , on obtiendra le volume de rhyperboloïde, depi;is cette valeur de icjus-"" qu'à X = O'^ que, si l'on donne à x une valeur positive , plus petite que 2a, on aura le volume de l'ellipsoïde de-
puis .r = 0 jusqu'à cette seconde limite; et qu'enfin, si Ton donne à X une valeur positive plus grande que a/i, I on obtiendra le volume entier de l'ellipsoïde, diminuée
j du volume de Thyperboloïde compris entre x = 2a et la
seconde limite.
Donc, si Ton veut trouver la valeur qu'il convient de donner à x pour que V soit égal à un volume donné , ou que r ellipsoïde soit partagé dans un rapport donné, on trouvera trois valeurs réelles : l'une négative, l'autre positive fet plus petite que 2û, et la troisième positive et plus grande que 2 a. Mais la seconde seule satisfait à la condition de partager l'ellipsoïde dans le rapport demandé, ou de manière à ce que V ait une valeur donnée, pourvu
qu'elle soit moindre que ^Tra* J.
Tore» — Ce solide est engendré par la révolution d'un cercle autour d'une droite située dans son plan. Soit Téquation de ce cercle
(j-6)'+(x-«)'=R% ou .
j = 6±v/R* — (jc — a)'.
La diflërenliellc du volume est {Jig, 98 )
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OU encore
2ir€.MM'#Zr.
Or MyV #ir est la difierendelle de Faire du cercle générateur* Donc le Tolnme engendré par la partie du cercle comprise entre deux ordonnées quelconques est ^alà cette aire multipliée par 2^0 , c'est-à-dire par la circonférence décrite par le centre du cercle.
Si l'on veut avoir le Yolume entier du solide, il faut multiplier Taire du cercle par la circonférence décrite par son centre, ce qui donne air'gR*..
On trouverait le même résulut en int^rant la différentielle dx ^R* — (x — a)' que nous avons déjà trouvée dans la quadrature de Fellipse et du cercle.
Quadrature des surfaces de révolution .
383. Nous avons appelé aire dune surface courbe la limite de l'aire d'un polyèdre inscrit ou circonscrit à cette surface, et dont les faces infiniment petites ont pour limites de leurs directions les plans tangents aux différents points de cette siu^face.
Nous en avons conclu qu'on peut, au lieu des éléments plans qui composent la surface du polyèdre , considérer des surfaces courbes dont les plans tangents aient pour limites ceux de la surface proposée. On pourra donc regarder la surface engendrée par la révolution d'un arc de courbe plane, tournant autour d'un axe situé dans son plan, comme la limite de la somme des troncs de cônes infiniment petits , engendrés par les côtés d'un polygone inscrit dans cette courbe. Si l'on désigne par y cl y + dj les ordonnées des deux points extrêmes d'un quelconque de ces côtés ayant pour longueur ds ^ la surface du tronc
de cône qu'il engendre aura pour mesure
^1^ [ y -h — \ ds y ou ^nyds,
en négligeant rinfininxent petit du second ordre.
L'aire engendrée par l'arc dont les points extrêmes ont pour abscisses x^ et x aura donc pour expression
27r / ydsy on T.'K j y ^ dx^ -^ djr^ .
EXEMPLES
Ellipsoïde. — Supposons que Tellipse dont l'équation est
tourne autour de l'axe des or; elle engendrera une surface dont la différentielle sera
Supposons d'abord a > i et posons
Taire, commençant à j: = o, aura pour expression
2nbc r"" , ^ /fl» I Kbe\~ ^ /^ ^ a' . cxl
f ilx K / —- — x^ :=. xi/ x'-4---arcsm — .
« Jx. y '' « L V ^' ^' «J
Il ne faut pas ajouter de constante , puisque l'aire est nulle pour a: = o. On aura la moitié de la surface de l'ellipsoïde en faisant x = a , ce qui donne , pour la surface entière 5
2i:ba .
b'^ H arc smr
Si e=:<>, a=ih^ el rellipsoïde deviiuit une sphère^
532 ilvmB m.
que
comme d'ailleurs tend vers Fimité i mesnrs
e- tend rers zéro, on aura i^iia^ pour la surface de la sphère dont le rayon est a.
Supposons , en second lieu, a <C & et posons
Texpression de Paire , à partir de x = o, sera
Si Ton fait x = a, on aura la moitié de la surface de l'ellipsoïde , et la surface entière aura pour expression
HvbJa^-h b^é* A 1
On retrouve encore la surface de la sphère , quand on suppose e= o. En effet, la première partie devient 2 tt a*; pour obtenir la seconde , on développera sjà* -+■ b' é^ en série, ce qui est permis, puisque t'e' tendant vers zéro est plus petit que a' , et Ton trouvera encore 27ra* ; ce qui donnera é^ita} pour Taire totale de la sphère.
Surface du tore» — Supposons qu'on fasse tourner autour de l'axe des x le cercle dont Téqualion est
la partie supérieure engendrera une surface dont la différentielle sera
27r [g + V^R*— (^— a)»] ds.
La différentielle de Taire engendrée par la partie inférieure sera
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Si on les suppose comprises entre les deux mêmes plans perpendiculaires à Taxe , x et ds seront les mêmes , et la somme des deux différentielles Sera 4 ^€^9 dont l'intégrale est 4 îtS 5 4- C .
On aura la surface entière en prenant s égal à la demicirconférence ttR, et C = o 5 ce qui donnera 4ïr'6R, ou 27rR27r6.
La surface du solide entier est donc égale au produit de la circonférence génératrice par la circonférence décrite par son centre.
On peut calculer séparément la surface engendrée par la partie supérieure , et par la partie inférieure de la circonférence. En effet, la première est
2ir [g j -hfds ^K'-^ix—uy] = 27r (6* -4-/R dx)
=:27r{gf-HRj?H-e).
Pour avoir la partie supérieure tout entière, il faut prendre pour X les limites a — R , a -h R , et donner à ^ la valeur ttR; ce qui donne
2ff»6R4-4wR'.
Dans le calcul de la partie inférieure, il n'y aura que le second terme à changer de signe , et Ton trouvera
2ir»6R — 4irR'.
Leur somme est 47î'6R, comme nous l'avions déjà trouvé^ Leur différence est SttR*, ou le double de la surface de la, sphère dont le rayon est R.
Il est remarquable que cette différence soit indépen-*^ dan te de la distance du cercle à l'axe de rotation ; et cela tient à la symétrie de la courbe par rapport à une parallèleà l'axe. Dans le cas général où cette condition sera remplie , la différence des surfaces engendrées par les deux parties de la courbe sera encore indépendante de la dis-* tance à l'axe de rotation.
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Volume des corps terminés par des surfaces quelconques.
384. Si l'on partage un corps en éléments infiniment petits par des plans perpendiculaires à Tun des axes des coordonnées rectangulaires, nous avons vu qu'on pourra substituer à ces éléments , des cylindres ayant pour bases les sections/aites par ces plans, et pour hauteurs les distances de ces mêmes plans 5 parce que la limite du rapport de ces cylindres aux éléments du corps est l'unité.
. Donc, si Ton peut obtenir en fonction de a: l'expression de l'aire de la section faite dans le corps par un plan quelconque perpendiculaire à l'axe des jr, la différentielle du volume sera F [x) dx , en désignant par F [x) l'aire de la section ; et le volume du corps compris entre deux plans perpendiculaires à l'axe des ar, et correspondants^ aux abscisses x^^ x^ aura pour expression
I F (x) dx. Le problème sera donc ramené à Tîntégra-
tion d'une fonction connue d'.une seule variable. Si Ton ne peut exprimer immédiatement Taire delà section , on en obtiendra la valeur au moyen d'une première intégration. Représentons par z et z' les ordonnées de la partie supérieure et de la partie inférieure de la surface. Ce sont des fonctions données de x et y, qui pourront être de nature différente. L'aire de la section correspondante à une valeur quelconque de x aura pour expression J(z — z') dy^ y variant seul et x restant constant dans les fonctions, z et z i Les limites de cette intégrale seront les valeurs dej correspondantes aux points extrêmes de la section \ ces points seront , en général , ceux où la tangente à la courbe i est parallèle »^ l'axe des z *, et si Ton conhidère rensemblc
de toutes les sections , ces points se projettent sur le*
plan XY suivant la trace du cylindre circonscrit au corps, et ayant ses arêtes parallèles à l'axe des 2. Ces valeurs dejr qui sont les limites de cette première intégrale sont donc des fonctions connues de a?, et, par conséquent, y ( a — ^^) ^J sera une fonction de x^ que nous supposerons que l'on puisse former, et que nous représenterons par F {x). La question est alors ramenée au premier cas, I et il suffira de calculer /F {x) dx^ entre les deux limites
données pour x. Ces deux intégrations successives s'expriment de la manière suivante :
jo ely désignent les deux fonctions de x qui expriment les ordonnées de la trace sur XY, du cylindre circonscrit au solide, et ayant ses arêtes parallèles à Taxe des 2.
Ce calcul n'exige donc que deux intégrations de fonctions d'une seule variable.
On peut remarquer que ce procédé revient à calculer la somme des expressions de la forme [z — z')dydx^ quand on donne à x et j^ toutes les valeurs comprises dans la projection du solide sur XY et variant par intervalles infiniment petits dx^ dy\ Cette expression est la mesure du parallélipipède ayant pour base dxdy et pour hauteur z — 2' ; et ce volume peut être substitué à l'élément du solide qui est compris entre les quatre faces latérales .de ce parallélipipède , parce que la limite de leur rapport est l'unité. La somme de ces éléments compris entre les deux plans dont la distance est dx^ sera exprimée par
dx r{z^z')dx.
et la somme de ces dernières expressions, relatives à toutes les valeurs de dx^ sera la somme de tous les éléments [z — 2î'f) dxdy du solide.
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385. Déterminons maintenant Téquation delà trace du cylindre circonscrit au corps et parallèle à Taxe des z.
Soit F {x^y ^ z)=zo l'équation de la surface du corps^ le plan tangent au point {sf^y^ z!) aura pour équation
En un point quelconque de la courbe de contact du cylindre et de la surface donnée, le plan tangent est parallèle à
iiF Taxe des z , et, par conséquent, — , = o ; les équations de
cette courbe seront donc
Si on élimine z entre ces équations, on aura sa projection sur XY, qui est la courbe demandée. Supposons que son équation soit ç (a:, j-) = o, les valeurs de^ qu'on en tirera seront les limites deTintégrale prise par rapport àj. Quant aux limites Xoy x^ ce sont deux valeurs arbitraires. Si Ton veut avoir le volume entier du corps, ces limites correspondront aux points extrêmes de la trace du cylindre, et s'obtiendront en cherchant les points de cette courbe où la tangente est parallèle à l'axe des j^ , ou encore les points de la surface où le plan tangent est perpendiculaire a Taxe des x\ ils seront déterminés par les trois équations
Si l'on avait pour objet de trouver le volume du corps, qui se trouve renfermé dans l'intérieur du cylindre, ayant ses arêtes parallèles à Taxe des z et une base donnée par son équation sur le plan XY , les limites de l'intégration par rapport à y seraient les fonctions de rr que
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l'on trouTerait en résolvant cette équation par rapport
EXEMPLE
Ellipsoïde, — L*équationde rellipsoïde rapporté à ses axes est
La section par un plan perpendiculaire à Taxe des x est une ellipse ayant pour équation
a: désignant la distance de ce plan à l'origine , constante pour une même section, et variable d'une section à une autre. On peut calculer l'aire de la section au moyen de la formule que nous avons donnée pour la quadrature de l'ellipse.
Les demi-axes étant, dans ce cas,
l'aire de la section sera
Tf
ce sera la valeur de l'intégrale
Reste donc à intégrer ce qui donne
Si Ton fait Xo = — a , x = a , on aura le volume entier de Tellipsoïde, et son expression sera {Traie.
On voit que le volume de t ellipsoïde est les deux tien du cylindre droit circonscrit^ ayant ses arêtes parallèles à r un quelconque des axes.
Si les axes ne sont pas rectangulaires , les calculs ne différeront que par des facteurs constants. Soient X l'angle de l'axe des z avec Taxe dés j^, et (z l'angle de Taxe des X avec le plan YZ. La section faite par un plan parallèle à YZ aura pour expression
(z — z')r//sin>.,
et le volume compris entre ce plan et le plan infiniment voisin sera '
sinpd^ 1 [z — s')^/sin)..
Le volume cherché sera donc exprimé par sin ^ sin >i 1 dr j (z — z')tlx.
Dans le cas de l'ellipsoïde rapporté à des diamètres conjugués '2a\ ih\ id ^ on trouvera ^izalV d sin \l sin ^.
Cette expression devant être égale à ^Tiabc^ il en résulte a' b^d sin p. sin X = abc , ce qui montre que le parallélipipède construit sur les diamètres conjugués est constant. On voit encore que le volume de l'ellipsoïde est les deux tiers de celui du cylindre circonscrit, ayant ses arêtes parallèles à un diamètre quelconque, et ses bases parallèles au plan conjugué de ce diamètre. Ce q[ui prouve que tous les cylindres circonscrits de cette manière à T ellipsoïde sont équivalents.
Si l'équation de la surface qui termine le corps
est donnée en coordonnées polaires r, 6, ^L? il est convenable d'exprimer la difTérentielle du volume dans le même système. Pour cela on concevra une sphère décrite du pôle comme centre avec Tunité pour rayon 5 et Ton par^ tagera sa surface par des grands cercles infiniment rapprochés dont les plans passent par l'axe AZ, et par des petits cercles dont les plans soient parallèles à XY, et à des distances infiniment petites les uns des autres. L'expression générale des quadrilatères qui composeront la surface de la sphère sera sinOdOdi^, On concevra ensuite un cône ayant son sommet au pôle et ce quadrilatère pour base , et Ton cherchera le volume du corps , qui se trouve compris dans ce cône indéfini. La partie de ce volume comprise entre deux sphères ayant pour rayon r et r-f- r/r, aura pour mesure
Si donc on intègre cette expression par rapport à r entre les deux valeurs Tq et r, relatives aux deux surfaces qui terminent le corps , on aura le volume du corps compris dans le cône que l'on a considéré. Sa valeur est
l(r» — rî)sin0€/ôû?rL;
r et To sont des fonctions connues de 9 et ^. Si maintenant on intègre par rapport à 9 entre les deux valeurs relatives aux limites du corps , eit qui sont des fonctions connues de ^ , on aura
^ f (r»-rJ)sinÔ^Ô.
Le résultât de cette intégration sera une fonction de ^^ que l'on intégrera entre les deux valeurs relatives aux plans entre lesquels le corps est renfermé.
Si le pôle est dans Fin térîeur du corps, les limites de 0 sont o et TT ^ celles de«j/ sont ô et 27: ; et la première limite 1. 34
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de p est stéro. Le volume est alors exprimé par
Vo ^o
/^ sinBd^d^^
Quadrature des surfaces courbes quelconques.
387. D'après ce que nous avons dit sur le sens qu'il fallait attacher à l'aire des surfaces courbes , si nous divisons une surface quelconque par des plans infiniment voisins, perpendiculaires, les uns à l'axe des x, les autres à l'axe des y, chacun des quadrilatères qui composeront la surface , et dont la projection sur XY sera dxdy^ pourra être remplacé par la partie du plan tangent en un quelconque des points de la surface de ce quadrilatère , qui aura la même projection dxdy.
Nous supposerons que ce plan tangent soit mené au point de la surface qui se projette en un des sommets du quadrilatère dxd/y^ et nous choisirons celui dont Vx est le plujs petit, ainsi que Vj\ de sorte que ces coordonnées étant X , /, celles du sommet opposé soient x -{- dx^y -\- dy. Cela posé, l'aire d'une surface plane étant égale a sa projection orthogonale, divisée par le cosinus de l'angle de son plan avec le plan de projection , on aura , en désignaut par s l'aire de la surface courbe,
ds = dxdy \Jx + (£)'-^ (;J)'=,^-^^(rN/i4-/>' H- 7%
— , — > • ou p , 7 étant les dérivées partielles de la fonction
de X et 7* qui représente l'ordonnée de la surface. ^
Ainsi , pour obtenir la surface qui se projettera sur le plan XY dans l'intérieur d'une courbe, donnée par l'équation (p ( j:, j^) = o, on cherchera d'abord la partie comprise entre deux plans perpendiculaires à l'axe des x, et
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distants l'un de Fautre de la quantité infiniment petite dx. Pour cela on intégrera par rapport à y, en considérant x comme constant , l'expression dxdj ^i -h />'-+- 7* , les limites de cette intégrale seront les valeurs de^ données parTéquation y [x^j) = o. Désignons ces deux fonctions de X parj^o , jr^. L'aire comprise entre les deux plans sera donc une fonction de x exprimée par
Si maintenant on intègre cette expression par rapport à X, entre les deux valeurs relatives aux limites de la courbe (J< (x^y) == o et qui satisferont à l'équation
on aura un résultat qui ne renfermera plus ni o: ni ^, et sera la mesure de l'aire demandée.
Si l'on veut avoir la surface entière d'un corps fini , il suffira de prendre pour l'équation ^ ( x, y) = o, celle de la courbe dans l'intérieur de laquelle se projette le corps, et de considérer, successivement ou en même temps, la partie inférieure et la partie supérieure de la surface. Cette courbe se déterminera, conmie nous Ta vous indiqué, dans la mesure des volumes.
application à la sphère. — L'équation de la sphère
donne
dz X dz y
dx « dy z
, . / X» j» Kdxdy .Rdxdr
ds = dxdf 4 / i-f- - H- ~ = = , — -_ ,
= arcsin --_
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Dans ce cas, les limites dejr sont
— VR' — j:' et -f-/RnrP;
Jj, v^Rrz"ïnrp
Il reste donc à intégrer n'R.dx entre ;r = — » R, a: = + H^ ce qui donne aTtR* pour Fexpression de la surface supérieure \ on trouverait le même résultat pour la surface inférieure, et la surface totale sera égaler à 4^ R'-
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CHAPITRE XIV
EXEMPLES DE LA DÉTEÂmINATION DES COURBES d'après une propriété de LEURS TANGENTES.
389. PEEMiEa EXEMPLE. — Troui^cr la courbe dont la souS'tangente est constante.
D'après Texpression géoérale de la sous-tangente, on
aura , en désignant par a sa valeur constante , par x el y
les coordonnées du point de contact, et par dy la dilTé-
rentielle de }a fonction qui représente l'ordonnée de la
courbe,
dx
séparant Ic^ variables, il vient
dx dy
et d'après la règle du n° 367, d'où
équation de la logarithmique.
Deuxième exemple. — Trouver la courbe dont la sonsnormale est constante.
Désignant par a cette valeur constante, on aura
d'où
parabole qui a pour a!fce la ligne des abscisses, a a pour paramètre, et son sommet en un point quelconque de Taxe des x.
Troisième exemple. — Troux^erla courbe dont la normale a une longueur constante a.
On aura dans ce cas l'équalion
d'où
dx^^a^-r\ ^^ + . ydy
Les variables étant séparées , on aura , par la règle connue,
x = ±sja^ — j' -h C, (j; — €)'-+->■» = a\
cercle dont le rayon est a, et qui a son centre en un point quelconque de l'axe des x.
Quatrième exemple.. — Troux^er la courbe dont la tangente a une longueur constante a.
L'équation sera dans ce cas
/ dit'
d'où
dx^ fl' — V' • ^t_ 4jr /-T :
-- = :—, tlx = ± — Ja» — r».
dr' r y^ ^
Le second membre est une des différentielleis binômes dont nous avons calculé l'intégrale , et en prenant le signe in-
férieur nous en déduirons l'équation suivante,
ar-hC = — v^«» — r'-f-«l. ' 5
cette courbe est celle qu'on nomme la tractn'ce.
Cinquième exemple. — Trouver la courbe telle que le carré de F arc soit proportionnel à F ordonnée.
11 est évident que Tare et Fordonnée doivent être nuls ensemble, et que par conséquent Taxe des x doit passer pai le point de la 'courbe qui est l'origine des arcs.
En désignant par 5 la longueur de Tare, la condition , donnée conduit à l'équation
s^ = ajr ou 5 = a' 7* ; pour éliminer 5, diflerentions les deux membres, il vient
d'où
'ds z=z^a^x'^ df = sidx' -h dy\
^dy' =dx'-hdx\ et, par suite, ^_____
Celte relation est identique à celle que donnerait une cycloïde dont le cercle générateur aurait pour diamètre j-i
et dont la tangente au sommet serait Taxe des x.
On retrouverait, au reste, F équation finie de la cycloïde en intégrant les deux membres de l'équation précédente.
Sixième exemple. — Trouver V équation d'une courbe dont toutes les normales soient tangentes à une courbe donnée.
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La courbe à laquelle les normales d*ane courbe quelconque sont tangentes étant la développée de cette dernière, on voit que le problème consiste à trouver la développante de la courbe donnée.
Soient dd^y' les coordonnées d'un point quelconque de la courbe donnée, dod^ d/ leurs différentielles, a, 6 les coordonnées du poiut correspondant de la courbe doDuée dont Téquat^on est (i) F(«,6) = o.
La normale aura pour équation
puisqu'elle passe au point (a, 6) on aura
et comme elle est tangente à la courbe (i), il s'ensuit
ce qui change Féquation précédente en celle-ci
Entre les équations (i), (2), (3), si on élimine a, ^ après avoir remplacé — par sa valeur en «, 6 que donnera la différentiation de l'équation (i), on aura une équation entre xf^y et ^, appartenant à la développante. Ce calcul est le même que celui auquel nous avions été conduits dans la théorie des développées. Nous allons Tefiectuer dans le cas particulier du cercle.
Véyeloppante du cercle. — r- L'équation (1) devient, dans ce cas,
d'où
da S
ae€/a+ 6<i6=: O, -77= 't
réquation (3) devient, en supprimant les accents,
ax -4- 6/ = a\ et réquation (2} sera
l'élimination de a et S conduit à l'équation suivante .
(4) {xdt -^ fdf )> = a' ( dlr» -h <(r' ).
Soient B (fig. 99) le point du cercle à partir duquel on fait le développement, M un point quelconque de la développante, et T le point correspondant du cercle, on aura
TM = arcBT;
si l'on désigne l'arc BM par s et AM par r, on aura
^=j?>-|-^% rdr z= X£ix -h X^X9 dx* -^^ dy =z ds^ ;
l'équation (4) devient alors
rdr = ads.
Les variables ret j étant séparées, si l'on intègre les deux membres, après les avoir doublés, on obtient
La constante C se déterminera par la condition que pour 5 = oon ait r=: a-j ce quidonneC = a', et, par suite,
Cette propriété remarquable en fait connaître une
autre, en observant que/'* = a* -h TM =a'-|-BT; eu efict, on déduit de là, entre les arcs BT el BM ou 5, la re-
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lation très-simple
BT = 2a*.
L'équation (4) peut être transformée en coordonnées polaires. En désignant Fangle MAX par 0, on aura
d'où .
' ar
en intégrant les deux membres, on obtient
e = - V r* — a' -f- arc sm - -♦- C,
et comme on doit avoir en même temps 0 = o, r=a,
il en résultera
et Téquation de la développante deviendra
(5) 0 = - Jr» — fl' — arccos--
C'est ce qu'on déduirait immédiatement de la figure , en observant qu'on a fl = TAX — TAM, ce qui n'est autre chose que l'équation (5).
L'équation précédente «x H- 6j^ = a* nous redonnerait, comme nous l'avons vu dans la théorie des développées, l'équation de la développante en coordonnées rectangles. Mais on peut la déduire de l'équation (5) que Ton mettra d'abord sous la forme
arc ces - = - v /"' — à^ — 0 , r a^
- = cosO C08 - i/'^ — a' H- sin 0 sin - v^r* — a^ ; r a a
remplaçant cosfl par-» sin 9 par - et r" par x* -hj', on
obtient enfin Téquation déjà trouvée de la développante du cercle
* co$ - v^«* -f-^' — a' -h jrsin- v'^'-h/* — a* = a, a a
que Ton obtiendrait directement en projetant Tabscisse et l'ordonnée du point M sur le rayon AT.
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On appelle série une suite de termes positifs ou ni^gatifs, dont le nombre est infini.
On dit qu'une série est coni^ergente, lorsque la somme algébrique des n premiers termes tend vers une limite déterminée, à mesure que n augmente indéfiniment. Elle est divergente dans le cas contraire.
1 . Le développement en séries peut être très-utile pour la détermination approchée des grandeurs, soit constantes, soit variables. Mais on ne peut évidemment, dans des calculs soit numériques , soit algébriques , remplacer une quantité quelconque par une série , que lorsque celle-ci a pour limite cette quantité même. Il est donc nécessaire de connaître quelques caractères d'après lesquels on puisse juger si une 5érie donnée est ou n'est pas convergente. Nous allons exposer les règles les plus simples qui ont été données à cet effet, et dont quelquesunes sont tirées du Cours d'Analyse de M. Cauchy.
Nous remarquerons d'abord que la somme des termes d'une série ne peut tendre vers une limite déterminée, si la grandeur des termes ne tend pas vers zéro. Cela est tout à fait évident, lorsque les termes sont tous de même signe, parce qu'alors leur somme croîtrait indéfiniment avec leur nombre. Mais, lors même qu'ils seraient de signes différents , les sommes successives ne pourraient avoir une différence moindre que toute quantité donnée avec une grandeur déterminée, puisque deux sommes
coûsécutives auraient toujours entre elles une différence finie, qui serait le terme auquel s'arrête la dernière. Il est donc indispensable , pour qu'une série soit con-
.vergente, que ses termes aient pour limite zéro 5 mais cela n'est pas suffisant, comme nous aurons occasion de le reconnaître. Il faut toujours s'assurer qu'après avoir dépassé un assez grand nombre de termes , à partir du commencement, et s' arrêtant à un terme quelconque au delà , la somme des suivants , quelque nombre que Ton eu prenne , est au-dessous d'une quantité , qui peut être supposée aussi petite que Ton voudra.
Il est encore bon. de remarquer que si une série est convergente quand on prend tous ses termes avec le même signe , elle le sera encore quand on multipliera tous ses termes par un même nombre quelconque, ou même par des
' nombres différents, positifs ou négatifs, pourvu qu'ils restent finis. En effet, puisque la somme arithmétique des termes de la première série, qui sontjau delà d'un certain rang, peut être supposée moindre que toute grandeur donnée, il en sera dcf même dans la seconde 5 car la somme de ses termes au delà du même rang, lors même qu'on les pren-
. drait tous avec le même signe, sera moindre que la somme des correspondants delà première , multipliée par le plus grand des facteurs introduits, qui est supposé fini.
III I
oifre un exemple d'une suite indéfinie de termes décroissant indéfiniment, et dont la somme n'a pas de limite.
En effet, faisons la somme des n termes qui suivent -> ou
/iH- I /ï -f- 2 2 «
elle est évidemment plus grande cpie
II I n - I 1 h... H ou — 5 OU enfin —
Donc , à quelque lerme que l'on s'arrête dans la série en question , on peut toujours en prendre un assez grand nombre à la suite , pour obtenir un nombre plus grand
que -; et, par conséquent,^ la somme des termes de cette
série ne tend pas vers une limite, et peut croître indéfiniment.
Séries dont tous les termes sont positifs.
3. Premier théorème. — Une série est com^ergente , lorsque le rapport d^un ternie au précédent tend vers une limite plus petite que Vunité^ à mesure qne le nombre . qui exprime son rang déifient de plus en plus grand. Elle est divergente lorsque cette limite est plus grande que Punité.
Soit la série
w. -h w, -+- "i. . . -h Mb+.H- . . . ,
et supposons que -^ ait une limite k plus petite que l'u-
ni té. Soit a un nombre déterminé quelconque , compris
entre i etfc-, -^ finira par être constamment inférieur
à a, quand n aura dépassé une certaine valeur. En considérant la série à partir d'un terme quelconque, au delà de cette valeur, on aura cette suite indéfinie d'inégalités.
"n '•ii-f-i '•n-f-5
d'où résulte
Tous les termes, à partir de i^n+i^ sont donc inférieurs à
ceux de la suite
qui est une progression géométrique décroissante, et qui a, par conséquent» une limite. Donc aussi la série proposée a une limite , puisque la somme de ces termes , tous positifs, ya constamment en augmentant, et reste néanmoins au-dessous d'une certaine quantité finie.
Il est même facile d'apprécier l'erreur commise eh s'arrêtant à un terme quelconque. En effet, on a
w«-+-«i.+tH-...<"n(i -f-a-h a«-f-.. .); donc
liin.(a« -h ««+•-»-... )<-^^^^ —
L'erreur commise en s'arrêtant au terme tt„_j inclusivement est donc moindre que — ^- Or u^ est une quantité
connue, qui peut être aussi petite que l'on voudra, puisque les termes de la série , étant au-dessous de ceux d'une progression géométrique décroissante, peuvent devenir moindres que toute quantité donnée : quant à a, il sera en général assez facile d'en avoir une valeur suffisamment approchée.
Il est évident que notre raisonnement ne suppose pas
que "^ ait réellement une limite , mais seulement qu'il
finisse par être toujours au-dessous d'un nombre déteiminé , plus petit que l'unité* Nous nous sommes exprimé
I ainsi , parce que ce Vest que dans des cas très- exception-
nels que cette fonction de n a une valeur indéterminée
I lorsque n augmente indéfiniment. Cette remarque s'ap-
pliquera à tout ce qui suit.
' 4. Si, au contraire, on avait A\> i , on finirait par avoir
'^^ ^oL^a étant compris «ntre i et A, et, par conséquent, plus grand que Tunité. On aurait alors
Les termes dé la série proposée croîtraient donc indéfiniment, et, par conséquent, à plus forte raison la série n'aurait pas de limite. Elle serait donc divei^ente.
Si Ton avait A = i, on ne pourrait rien affirmer; et, dans ce cas, il peut arriver qu^une série soit convergente, ou qu^elle soit divergente.
Toutefois il est bon de remarquer que si le rapport
^^ finit par être toujours au-dessus de sa limite i, la
série est divergente ; car alors les termes finissent par aller toujours en croissant, et, comme ils sont tous positifs, leur somme peut devenir plus grande que toute quantité donnée, puisqu'il en serait ainsi lors même qu'ils conserveraient Une valeur constante, quelque petite qu'elle fût.
• 6. Si la série est ordonnée par rapport aux puissances d'une variable x, et que' Ton ait généralemeot
i/„ = A„ j:r" , le rapport — ^ deviendra — ^ x\ et , en désî-
gnant par h la limite du rapport -f^» la condition de
convergence sera d'où Ton tire
Ainsi la série sera convergente tant que x sera plus petit que T». et divergente quand il sera .plus grand que^- H
pourra y avoir incertitude quand x sera égal à -.
Des remarques analogues pourront être faites au sujet des règles suivantes.
II I I
on trouve
Un n-hi et , par conséquent ,
lim.^' = o;
Un
la série est donc convergente. Sa limite est fraction* naire et comprise entre 2 et 3 ^ car la suite des termes
— I ^ + . . . est inférieure à celle de la progression qui
commencerait par les deux premiers termes, -et la limite de cette dernière est moindre que l'unité. Pour avoir une limite de Terreur commise en s'arrêtant au terme
-) on remarquera que le rapport -^ allant tou-
jours en diminuant, les termes suivants sont au-dessous de
ceux de la progression géométrique ^dont les deux premiers
termes seraient ceux qui suivent immédiatement ^ ?
c'est-à-dire
et
hi
Donc la somme des termes qu'on néglige dans la proposée est inférieure à la limite de la somme des termes de cette progression , qui est
C'est done là une limite de Terreur commise en s'arrêr
tant a
On pourrait prendre, à pins forte raison, comme limite , Tcxpression plus simple
dont la valeur est plus grande que la première.
Cette série est d'un grand usage dans l'analyse, et l'on désigne ordinairement sa limite par la lettre e.
Il est facile de démontrer que sa valeur est incommensurable.
Eu effet, supposons qu elle soit commensurable; comme elle n'est pas entière, elle sera représentée par une expression fractionnaire irréductible-» q étant "^i: on aurait ainsi Tégalité
p II t
En multipliant les deux membres par i . 2 .3 ...</, on aurait
Or la limite de la somme des termes fractionnaires du second membre est plus petite que Tunité , puisque ces termes sont inférieurs à ceux de la progression géométrique
dont la limite est -5 et , par conséquent, plus petite que
r unité. Donc la limite du second membre de la deraière équation ne serait pas égale au premier \ ce qui est absurde. Il résulte de là que la limite de la série proposée ne pouvait être égalée à un nombre commensurable. Cette
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limite est donc incommensurable , comme nous voulions le démontrer.
8. La quantité que nous avons désignée par e peut être considérée comme la limite, d'une autre expression remarquable que nous allons faire connaître.
Désirons par m un nombre entier positif croissant indéfiniment , et considérons l'expression
qui se présente sous la forme indéterminée i ^ , quand on y fait m infini. Pour déterminer la limite vers laquelle elle tend, quand m croit indéfiniment, développons-la suivant la formule ordinaire du binôme; nous aurons
m [m — i),,.(m — /i-hi) i i
Tous les termes du second membre sont positifs, et leur nombre est fini et égal à m + 1. On peut mettre cette équation sous la forme
.i.v..^i^H).H)i:il).....
On voit d'abord qu'un terme quelconque, de rang déterminé et invariable, augmente en même temps que m; et comme le nombre total des termes augmente aussi, leur somme augmente constamment. D'où il suit que
( I H J augmente en même temps que m .
Ou reroiluaîl encore que les tiuméraleurs des termes qui forment le second membre de réqaation.(i), étant moindres que Tunité, ces termes sont au-dessous des correspondants de la série
(2) iH \ h 5-f-. . .H h...
dont la limite est e. D'où l'on conclut déjà que ( H — |
est toujours moindre que e; mais nous allons démontrer qu'il s'en approche indéGnîment.
En effet, le terme qui en a n avant lui dans le développement (i) tend indéfiniment vers — à mesure
que m croit. Donc la somme des /i -f- 1 premiers termes de ce développement peut différer aussi peu qu'on voudra de la somme 5„ des correspondants de la série (2), quelque grand que soit le nombre déterminé n. Mais la différence entre s^ et e peut devenir moindre que toute quantité donnée ; donc il en est de même de celle qui existe entre e et la somme des n -+- i premiers termes du développement (1), et, à plus forte raison, de la différence qui existe entre e et le développement (i) tout entier, ou
(iH 1 • Donc enfin (iH — | tend vers la limite e
lorsque m croît indéfiniment, en restant toujours entier. Considérons maintenant des valeurs positives, non entières pour m. Faisons w = fz H- e, e étant une quantité positive moindre que l'unité, et p un nombre entier. L'expression lu I devient ( i H V : or on la ren-
dra plus grande si Ton diminue le dénominateur « -|- e et qu'on augmente l'exposant « -rh e ; et on la rendra plus petite en augmentant le dénominateur et diminuant l'exposant. I/expression proposée sera donc comprise enlre
BÈCLES SUA LA (.0»VEROE?(CK DES SEUIES. 549
les deux suivantes :
que Ton peut mettre respectivement sous la forme
Or il est évident qu elles tendent l'une et l'autre vers la limite e, puisque /x est entier, et que d'ailleurs le facteur
I H — et le diviseur i -+ tendent vers Tunité à me-
ft fA + i
sure que |x augmente. Donc enfin la quantité intermédiaire ( I H I tend vers e , de quelque manière que
varie la quantité positive, indéfiniment croissante, désignée par m.
Si l'on pose — == a , oîl énoncera le même résultat de
celte autre manière : ,
L'expression (iH-a)" tend vers la limite e lorsque a est une quantité positive qui tend vers zéro, suivant une loi quelconque.
Il reste à considérer le cas de — » ou de (y, négatif et tendant vers zéro. On posera , dans ce cas, i 4- a = --^
6 sera une quantité positive tendant vers zéro. On tirera de cette relation
et, par suite,
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Or 6 étant positif, (i -H 6)^ leud vers e, lorsque 6 tend
vers zéro; de plus, i -h 6 tend vers Tunité; donc (i -h a)« tend encore vers a, lorsque a est négatif.
Ainsi , de quelque manière que la quantité a tende
vers zéro , r expression (i -H a)* tend vers la limite e.
Si au lieu de ( i H — ) on avait développé ( i -f- ~ ) i
on aurait trouvé pour limite, au lieu de la série (2), la suivante :
qui est convei^ente , quel que soit or, en vertu de la r^le précédente. Or
{-.^)-=[(-«^fI=['-4-
en posant —zsza'^etot tend vers zéro, quel que soit r,
iH 1 a pour limite e* quel que soit a:, et Ton a, par conséquent, l'idcndite suivante :
Ce développement important conduit immédiatement à celui de a'^ a étant un nombre quelconque. En effet, a = e^", la caractéristique 1 désignant les logarithmes d^ns la base r, qui est celle de Néper. On aura, par suite,
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a^ = e*^'*,et, par conséquent , «'=14-- i 1 5 -h . . . -f-
Considérons encore la série
elle sera convergente si Ton a
Hm. x<l* ou x<it.
Elle sera divergente si l'on a x"^!^ et les termes croîtront indéfiniment. Lorsque l'on a x = iv la limite de
-^ devient Tunité, et nous avons dit quon ne peut,
dans ce cas , prononcer, en général , sur la convergence et la divergence d'une série. Mais il n'y a pas ici d'incertitude ^ car la série devient
et nous avons reconnu précédemment que la somme des termes de cette série est infinie.
Deuxième théorème. — Une série dont le terme
général est m„ est conv^ergente lorsque u^ tend vers une limite kplus petite que l'unité^ quand n augmente indé^ finiment. Elle est divergente lorsque la limite k est plus grande que l 'unité.
Supposons d'abord A <^ i , et soit a un nombre quel-
conque compris entre /î et i ^ d'après l'hypothèse, u^ finira par être constamment moindre que en , depuis une
çeruine valeur de n jusqu'à l'infini. On aura alors les inégalités suivantes :
d'où
Donc , & partir d^une valeur convenable de n , tous les termes de la série sont au-dessous de ceux de la progression géométrique décroissante
donc la série proposée a une limite; et Ton aura une quantité plus grande que Terreur commise en s'arrêtant à Wn-i) en prenant la limite de cette progression géomé-
tnque, qui est •
Supposons maintenant A^^i, et soit encore a un nombre quelconque compris entre A et i ; on finira par
avoir m" > a , au delà d'une certaine valeur de 71 , et l'on aura alors les inégalités
d'où il suit qu à partir de !/„, les termes de la série sont au-dessus de ceux de la progression géométrique croissante
Us croissent donc eux-mêmes indéfiniment, et la série proposée est divergente.
Enfin , si l'on avait A =r i , on ne pourrait affirmer, en général, si la sérip est convergente ou divergente.
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il. Troisième théorème. -^ Si les termes d'iute série
(i) WoH- «,-4- «,-»-.. .-M<„H-. ..
vont constamment en décroissant à partir du premier ^ cette série sera corH^ergente ou dii^ergente en même temps que ta suii^ante :
(2) tt^H-2ai-f-4«3 4- 8w, + i6«i&H-. . . .
En effet, supposons d'àhotà la première série convergente. Ses termes allant constamment eu décroissant^ on aura les relations suivantes :
2tt, = 2«, ,
8W7<; 2^4 -+- 2^4 -H 2.Uq -h 2.U',, i6a,5<;2W8-f- .-h 2 «,5 5
Ajoutant membre à membre ces égalités et inégalités en nombre infini , on voit que la somme des premiers membres, qui sont les termes de la série (2), sera au-dessous delà somme de ceux de la suivante, terminés au même indice de w,
«0 -f- 2 tt, -H 2 «2 4- 2 tfj -f- 2 1/4 4- • . • .
Or cette série n'est autre chose que la série (i) dont on aurait doublé les termes, excepté le premier. Elle a donc une limite, et, par conséquent, la série (2) en a une à plus forte raison. Ainsi , d'abord la convergence de la première série entraîne celle de la seconde. Supposons, eh second lieu, la série (i) divergente, ses termes allant toujours en décroissant 5 on aura évidemment les rela-
554 HOTB- I.
tioD5 suivantes :
attirai 4- «a,
4«3>«,H- «4 •+- «5 4- «6, 8tf7>l«, 4-«. + «14-
Ajoutant les premiers membres entre eux , ainsi que les seconds, on reconnaît que la somme des termes de la série (a) est plut^ grande que la somme de ceux de la série (i) , terminés à celui d'indice double; et comme cette dernière croit indéfiniment par hypothèse, il en est de même de Tautre. D'où il suit encore, comme on voulait le démontrer, que la divergence de la série (i) entraîne celle de la série (2). Donc, enfin, les deux séries proposées sont toujours en même temps convergentes ou divergentes.
Prenons par exemple, pour la série (i), la suivante
2^ 3^ 4^ la série (2) deviendra
Or cette dernière est une progression géométrique dont la raison est 2'""^. Elle est décroissante si l'on a (jl>i* et croissante si /x <] i ou /x = i. Donc aussi la série (3) est convergente si jx ]> i , et divergente sijx<^i,oufjt = i. La conséquence relative h (i = i montre que la série
I 1 I fsi infinie, comme nous l'avions déjà reconnu.
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i3. Quatrième TQÉoaÈMS. -^ La séria est cont^ergente , lorsque, n croissant indéfiniment ,
y-^ a une limite plus grande que Viinité. Elle est diver^
gente si cette limite est plus petite que l'unité.
En effet, soit h cette limite, et supposons d'abord A}> 1. On aura donc, depuis une certaine valeur de n jusqu'à l'infini, a désignant un nombre compris entre I et A ,
Les termes de là série proposée, à partir de tt„ , sont donc inférieurs à ceux de la suivante :
Or celle-ci est convergente d'après le théorème précédent , puisque l'on a a ]> i ; donc aussi la proposée est convergente.
Supposons en second lieu A < i, et soit a un nombre compris entre i et A. On finira par avoir, au delà d'une certaine valeur de n ^
-j^<«, ou «.>-.
Les termes de la série proposée seront donc alors audessus de ceux de la suivante :
Mais cette dernière est divergente, puisque Ton a a < i : donc la proposée l'est aussi. Ce 4ju il fallait démontrer.
ê 14. Lorsque la limite h est l'unité, on ne peut, en
général, prononcer sur la convergence ou la divergence
il ■
de la série. Cependant, lorsque le rapport t—^ est toujours
inférieur à sa limite i, il est facile de démontrer que la série est divergente.
En effet, Tinégalité y^ <^i donne
donc les termes de la série proposée sont au-dessus de ceux de la suivante :
que nous avons démontrée divergente. La proposée Test donc elle-même.
Si le rapport y-^ était, au contraire, toujours supérieui
h sa limite i, on prouverait bien que les termes de la série proposée sont au-dessous de ceux de la suivante :
mais celle-ci étant divergente , on ne saurait en < oucIuit que la proposée est convergente.
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Autre règle pour la conv^ergeiice des séries,
Remarquons d'abord que si Ton a luie série convergente
et qu'une autre série
n -H ï'i -4- . . . 4- J^n -^ Pi,+i -h . . .
soit telle, que, depuis un certain terme jusqu'à rinfînî , on ait
«'b Un
cette seconde série sera convergente -, car, si Ion multiplie la première par—» n ayant une valeur déterminée
lelle^ que la condition supposée soit remplie , la série ainsi obtenue sera encore convergente. Or tous les termes de la seconde, depuis ^'„, se trouveront inférieurs aux termes correspondants de cette dernière*, donc la seconde série sera elle-même convergente.
Cela posé, considérons une série
telle, (Jnelonait
Un
♦le rapport -^ étant toujours plus petit que l'unité, depuis
une certaine valeur de n jusqu'à l'infini. On pourra mettre ce rapport sous la forme
a étant positif et tendant vers zéro.
558 TOfB 1.
Or nous allons démontrer que si Ion a
lini. j»a>i,
la série sera con\er§enle; et qu^elle sera divei^enle si l'on a
lira. Jtx<^ I.
I**. Soit
lim. ir2=it et Jt^i.
Désignons par m une quantité déterminée quelconque , comprise entre i et A , et , par conséquent , plus grande que Tunité. D est facile de Toir que , depuis une certaine valeurde/» jusqu'à l'infini, on aura
En effet,
(-ir='
et pour que l'inégalité précédente ait lieu, il suffira que Ton ait
^ m mim — i)
OU
Or le second membre tend vers m et le premier vers *, à mesure que n augmente : donc, depuis une valeur déterminée de n jusqu'à Tinfini , Tinégalité aura lieu , puisque la limite de son premier membre est plus grande que la limite du second -, donc depuis celte valeur de n jusqu'à l'infini , on aura
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et , par suite,
ou
Mais si l'on considère la série
le rapport du terme général au précédent sera
et , par conséquent , plus grand que dans la série proposée. Déplus, la série (i) est convergente, puisque l'on a w ]> I : donc aussi la série proposée est convergente ] ce que nous nous proposions de démontrer.
2^« Soit maintenant
lim. /i«= X^ et ^<[i.
Prenons une quantité quelconque m comprise entre i et A, et , par suite, plus petite que l'unité; je dis que l'on finira par avoir constamment
OU encore
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En cHet^ lorsque n croit indéfini ment, le premier membre tend vers A, et le second vers m , qui est plus grand que fs. Donc , depuis une ceruine Taleur de n jusqa a Tinfini, les inégalités précédentes auront lieu; d'oà il résultera
et , par conséquent , -^' finit par être constamment supérieur au rapport des termes correspondants de la série dont le terme général est — . Mais m étant plus petit que
Tunité , cette dernière série est infinie ; donc la proposée Test aussi.
Donc enfin, comme nous Pavions annoncé, la série proposée sera convergente si Ton a lim. /la }> i , et divergente si Ton a lim. na<C,i.
16. On ne peut, en général, prononcer sur la nature de la série , lorsque Ton a
lim. /i a = I .
Néanmoins , si na est toujours plus petit que la limite i, on peut affirmer que la série est divergente j car alors on a
et le rapport -^ est supérieur au rapport relatif
à la série divergente
iH hô-H- • H ^—. ^
I d'où il résulte que la série proposée est infinie.
Le seul cas qui reste douteux est donc celui où Ton a lira. /la = I, noL n'étant pas constamment plus petit que i ,
NOTE
On aura donc
n nr —
et
d'où il résulte que la série est divergente , et que la somme est infinie.
Autre règle déduite de la considération des intégrales définies.
18. Nous allons faire connaître encore une règle qui a été déduite de la considération des intégrales définies. Soit la série
dont tous les termes , depuis une certaine valeur de n jusqu^à l'infini , sont positifs et décroissent constamment en tendant vers la limite zéro. Elle sera convergente ou divergente suivant que la somme des termes , à partir de cette valeur de n , tendra ou non vers une limite finie.
Supposons que l'expression du terme général soit une fonction de forme finie de n, et désignons par u^^ une fonction de la variable Xy obtenue en changeant n en a:, dans i/„. Celte fonction u^, reproduirait tous les termes de la série proposée, en y donnant à x toutes les valeurs entières et positives. Sa valeur allant constamment en décroissant quand on fait croître x par degrés égaux à Tunité, à partir d'une certaine valeur entière, il arrivera généralement que la fonction u^ ira constamment en décroissant lorsque x croîtra d'une manière continue depuis une certaine valeur jusqu'à Tinfini.
Admettant qu'il en soit ainsi depuis la valeur entière m^
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on aura
J/^ W -f- 1 /» wî H- 2
m Jm-\-\
J/»mH-3 f Uxdx^ ,
»mH-3
et
d'où il résulte, en ajoutant respectivement ces deux séries d'inégalités, membre à membre,
I tt, (f j: <; «« -I- M„^.l 4- a;„^j + . .'. m
et
II, dx > «„+, -4- «„^t -4-
f Mjp dx est finie, il s'ensuivra que
la série à partir de 1/^4.1 fe sera de même 5 et si elle est infinie, la série commençant à u^le sera aussi. D'où il résulte que la série proposée sera convergente ou diver^ gente, suivant que l'intégrale
J/» co [ Ugdx m
sera finie ou infinie.
19, Appliquons cette règle à la série , déjà examinée ,
III I
La fonction u, est, dans ce cas , -- , et va constamment en
décroissant quand x augmente , a étant supposé positif.
Or I — = ——-}- C 5 cl, par suite, / —est infinie
si l'on a a <;] I , et finie si a > i , Si a = I , on a
quantité infinie en même temps que x.
Donc la série proposée est convergente si a ^ 1 5 et divergente si a <;[ I, ou a = I .
20. Appliquons cette même règle à la série log2 logS j^log'* .
On a alors u^ = -^ 5 expression qui décroit constamment depuis la valeur de x pour laquelle log a: = 1 . Or ^dlrlog* log'o?
Donc f Ugdx est infinie, et la série en question est dit/m
vergente; ce qui montre que le produit V^2V^3 V^... v^/i... est infini. Notre première règle conduirait au même résultat, parce que Ton aurait
log« — /îlogf I +ij
log/i-4-logf i-h^j
ce qui donne lim. na = i . Mais comme on a évidemment /la <!, la série est divergente, diaprés une remarque faite précédemment.
RÈGLES SUE LA GOHVERCBNCB DBS SÉEIES. 565
L^une et l'autre règle feraient voir que la^ série dont le terme général est ( -^— ) est convergente.
Séries dont tous les termes ne sont pas de même signe.
2i . Lorsqu'une série n'a pas tous ses termes de même signe, il est évident qu'elle sera convergente, si elle Test quand on donne le même signe à tous ses termes, par exemple quand on les prend tous positifs. En effet, la somme des termes qui suivent l'un quelconque de ceux de la série proposée, est moindre que la somme des correspondants de la seconde , quel que soit le nombre que l'on en considère , puisque tous ces termes s'ajoutent entre eux dans la seconde, tandis que les uns s'ajoutent et les autres se retranchent dans la première. Donc, puisqu'à partir d'un certain terme de la seconde , la somme des suivants a une limite qui peut devenir moindre que toute quantité donnée , il en est de même à plus forte raison dans la première j et, par conséquent ^ elle est convergente.
On peut donc d'abord appliquer à ces nouvelles séries les règles données pour celles dont tous les termes sont de même signe, tant pour reconnaître la convergence que pour calculer une limite de l'erreur commise en s'arrê-^ tant à un terme quelconque. Mais ces règles ne dispensent pas d'en chercher de nouvelles, spécialement applicables aux séries dent tous les t^mes ne sont pas de même signes parce qu'une pareille série peut être convergente^ et devenir divergente quand on donne le même signe à tous ses termes. Nous nous bornerons à celle qui résulte du théorème suivant :
Théouème. •— Lorsque dans une série les termes finissent par être constamment décroissants^ et alterna^
NOTE
tiuement positifs et négatifs , . cette séri^ est toujours coni'ergente^ et l'erreur commise, en s^ arrêtant à un terme quelconque , est moindre que le suis^ant. Soit la série
Désignons , en général , par 5^ la somme des termes depuis le premier jusqu'à u^ inclusivement.
Nous remarquerons d'abord que la somme 5; de termes dont le dernier est positif ne peut être que diminuée par l'addition d'un nombre quelconque des termes suivants. En effet ^ pour passer de la somme 5„ à ^„+i , il faut retrancher u^j^x ; donc on a ^^j <^Sn» Pour obtenir la somme suivante 5„4.j, il faut ajouter u^^t^ qui est moindre que le terme Mu+i qui a été retranché de 5„ 5 donc on a encore 5„4.t <^ ^„. Le même raisonnement se reproduisant indéfiniment, on voit que la somme 5„ est plus jgrande que toutes celles dont l'indice est plus élevé.
On voit, au contraire, que si l'on s'arrête à un terme négatif, la somme sera toujours moindre que toutes celles dont l'indice est plus élevé.
Ainsi les sommes dont le dernier terme est positif vont toujours en diminuant \ et celles dont le dernier terme est négatif augmentent constamment , en restant toujours au-dessous des premières. Ces deux suites de sommes se rapprochent donc de plus en plus à mesure qu'on avance dans la série, et leur différence tend vers zéro , puisqu'elle n'est autre chose que le dernier terme de la dernière, lequel tend vers zéro, par hypothèse, à mesure que sou indice augmente indéfiniment.
Donc enfin la somme des termes tend ^ers une limite déterminée, et V erreur positii^e ou négati\^e est toujours moindre que le ternie qui suit celui auquel on s'est arrêté.
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Soil, par exemple, la série
2 3 *' « TZ-hl
Le rapport d'un terme au précédent est exprimé généralement par X. et sa limite est x. Ainsi, d'abord la
série sera convergente si l'on â a: <^ i en valeur absolue \ divergente si a: ^ i . Lorsque a: = i , la série est convergente en vertu de la dernière règle , puisque les termes sont alternativement positifs et négatifs , et décroissent indéfiniment. Mais si l'on prenait x -=• — i , la série aurait une somme infinie.
Lorsque la série est convergente, Terreur que l'on commet, c'est-à-dire la quantité que l'on omet^ en s'arrêfknt
à — î est moindre que ? et de même signe que ce
terme.
Des séries imaginaires, ^
Lorsque les termes d'une série sont de la forme
1/ -H «^ V — ij on eutend que cette série est convergente lorsque la somme des termes réels a une limite s y et que la somme des coefËcients de y' *- i tend de même vers une limite t : on dit alors que la limite de la série . est 5 -+• t \l — I.
On est ainsi ramené aux conditions de convergence de deux séries réelles. Mais il suffit souvent d*en considérer une seule, celle qui se rapporte aux modules des termes de la proposée.
En effet, on peut toujours poser
w -+- ï' y/ — i = p (cosO -f- v' "" ' sin 0),
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et la série proposée prend la forme
/ \ {?• (cosÔoH- \/-— I sinO,) ■+■ p, (cosô, -f- ^— -i sinô.) -f- • • .
( -K p« (gosO„ 4- v/^sinO„) 4-
Or, si la série
(a) ^ p« H- fi ■+• p» 4- . . . -4- pu -h . . ^
est convergente, en prenant tous les termes positifs, il s'ensuit^ à plus forte raison, que les deux suivantes :
tZ) ( ^* ^^^* "*" ^' ^^*^' 4- . . . -+- p« cosôn 4- . . . , ^ ' j po sîn 00 4- pi sin ^ 4- . . . 4- p« sin 0„ 4- . . .
le seront elles-mêmes 5 car, à partir d'un terme quelconque, la somme des suivants jusquà Finfini est évidemment moindre que dans la première. On peut donc énoncer la proposition suivante :
t/ne série imaginaire est com^ergente lorsque la série des valeurs absolues des modules de tous ses termes est convergente.
Lorsque la série (2) n'est pas convergente, il est possible que ses termes tendent ou ne tendent pas vers zéro. S'ils p'y teQdent pas , les séries (3) ne peuvent être tourtes deux convergentes', car, quelque valeur qu'on puisse supposer à Tangle 9, il est impossible que p cos ô et p sin 0 tendent tous deux vers zéro, si p n'y tend pas. Les termes des deux séries (3) ne peuvent donc tendre vers zéro , ce qui est cependant une des conditions indispensables de la convergence. La série (i) est donc, dans ce cas, dii^ergente.
En second lieu , si la série (2) étant divergente ses termes décroissent indéfiniment, il n'est pas impossible quç les séries (3) soient convergentes, parce que tous, ^eurs termes ne sont pas de même signe *, on ne peut donc alors rien affirmer, en général ,• sur la convergence de la. série proposée.
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SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. GOMMENT ON LES INTRODUIT DANS LES DONNÉES DU CALGUL.
23. La résolution des équations du deuxième degré conduit quelquefois à extraire des racmes carrées de quantités négatives. Ces sortes d'expressions ne représentent pas des nombres , soit positifs , soit négatifs *, on les désigne sons le nom de quantités imaginaires. Nous n'avons pas pour objet d'examiner ici à quelles circonstances correspondent ces fourmes dans les questions proposées; nous nous bornerons à dire qu'en substituant ces expressions à l'inconnue, Téquation que l'on avait à résoudre devient identique, pourvu que les racines carrées des quantités négatives soient traitées diaprés les règles- ordinaires de ^algèbre, et que l'on considère leur carré comme s'oblenant par la suppression du radical.
Si Ton a, par exemple, l'équation
a:^ — 2 flj? -h û' H- ^' = o, on en tire Içs deux valeurs imaginaires
et Ton peut vérifier que la substitution de celle valeur dans l'équation la réduit à o == o.
Il en serait de même si, au lieu de sl — 5', on mettait b ^ T-iy et c'est ce que l'on fait ordinairement, afin que la seule quantité imaginaire à considérer soit toujours \/ — I. Les valeurs de x se trouvent ^iiïsi mises sous la
forme
x=za-i:b sj — I,
II semble d'abord que toutes les considérations auxquelles ces sortes d'expressions peuvent donner lieu , soient relatives aux circonstances qui leur donnent naissance dans les questions dont elles présentent la solution \ mais on a trouvé de très-grands avantages à les introduire dans les données mêmes de certains calculs 9 et c'est sous ce point de vue que nous allons les considérer.
Sans attacher aucuae idée de quantité à l'expression V^ — 1 , nous convenons de la traiter de_ la même manière que si c'était un nombre dont les puissances successives seraient
V^— I, — f, —sf^y 4-1, v/^,...,
les quatre premières se reproduisant indéfiniment dans le même ordre.
Rien ne s'oppose à ce que Ton fasse des calculs algébriques dans lesquels y — ^ soit traité de cette manière*, il ne s'agit que de savoir s'il y a quelque intérêt à le faire, et si de pareilles opérations peuvent offrir de nouvelles ressources à l'analyse. Il pourra quelquefois être plus commode de remplacer V^ — t par une lettre dont les puissances se distinguent toutes les unes des autres , tandis que celles de y — 1 se reproduisent périodiquement. En désignant y — 1 par X, nous entendrons que X soit traité comme un facteur ordinaire , d'après toutes les règles démontrées dans le cas des quantités réelles •, seulement, après tous les calculs effectués, on remplacera les puissances
par
24. Lorsque nous poserons une équation entre des quantités réelles et imaginaires, comme
nous entendrons toujours que Ton savait d'avance que A =.A' et B = B'. Ces dernières équations ne seront jamais des conséquences de la première*, c'est, au contraire , la première qui en est la conséquence , et nous n'attacherions aucun sens à cette équation si nous ne savions , indépendamment d'elle , que les parties réelles sont égales de part et d'autre, ainsi que les coefficients
respectifs de y — i> Nous insistons sur ce point, parce que la plupart des auteurs l'eutendeut de la manière inverse.
25. Ayant bien établi de quelle manière nous traiterons l'expression v — i? nous allons montrer, par un premier exemple, l'avantage que Ton peut avoir à Tintroduire dans le calcul.
Considérons les deux expressions
ces
X -^r ^ — I sin.r, cos^- -4- V^— -i sin
et multiplions-les entre elles, dans le sens que nous attachons ici à cette opération; nous trouverons
cosa?cos/ — sinj?sinj ^-v'^ — i (sinxcosj^ + sin^*cos.r),
ces (x-4-/) 4- \/ — !sin(a:4-/).
Nous pouvons donc poser
(cosjr-4- y/— 1 sinar) (cos ;' -f- v"^ sinr) = cos(x-4-/)-f-V^^siiJ (x4-r),
puisque nous avons prouvé d'avance que les parties réelles
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étaient respectivement égales, ainsi que les coefficients de sf^i.
Et Ton conclut de là que pour diviser deux expressions de cette fornoie Tune par Fautre (en entendant par quotient une expression qui , multipliée par le diviseur suivant les règles convenues, reproduirait le dividende^ il suffit de retrancher l'arc qui se trouve au diviseur de celui qui entre dans le dividende.
En multipliant le produit de ces premières expressions par une troisième cosr -h ^ — i sin^, il suffira encore d'ajouter les arcs x-^y elz^ce qui donnera la nouvelle équation
(cosx-f- ^— I sinx) (cos/-h^ — i sin j) (cosz-f- ^ — i sinz) = cos(4? -h j -+- 2) 4- v^^ sin (x H- 7 -h «) ;
et il est facile de voir que , quel que soit le nombre des facteurs de cette forme , leur produit effectué donnera toujours pour partie réelle le cosinus de la somme de tous les arcs, et pour coefficient de \/— i le sinus de cette même somme. On pourra donc poser une équation semblable à la dernière , en supposant un nombre m quelconque de facteurs, puisque les parties réelles sont démontrées égales, ainsi que les parties imaginaires.
* En supposant le cas particulier où a: = / = z = . . . , on aurait la formule suivante , qui est due à M oivre :
(i) (cosx -f- sj — I sinj?)** = cos mx -f-y — i sin mx\
il est donc prouvé que , si Fou forme la puissance m du binôme cos j? 4- ^ — i sin x d'après les règles ordinaires, la partie réelle sera égale à cos mjr, et le coefficient de V— « à sinmo:. Or le développement -de la puissance /7i d'un binôme s'effectue au moyen d'une formule trèssimple; on aura donc ainsi le développement général dç
cos mx et sinnix, m étant un nombre entier quelconque. Ces formules sont
m(m — i) cos 171 j: = cos" X ^ ' cos""' x sm» x
cos'^xsin
. . m(m — i)(m — 2) sm ma: = m cos"*"' jrsm x ^ ^-^^r cos*'^'j: sin*-c 4* . . . •
On peut observer que le développement de.
(cosx — ■ ^— I sin *}"
ne différerait de celui 3e
(cosx-f- ^ — I sinx)*
que par le signe des termes où se trouvent les puissances impaires de V^ — i, et que, par conséquent,
(cosx — ^ — I sitLx)r = cos mx — y — i sin mx.
26. En entendant par racine n*''"* d'une expression imaginaire une autre expression qui , élevée à la puissance n^ suivant le sens convenu, reproduirait la première, on voit que cos- ± ^ — I sin- est une racine n'**"*
de cosxdz v' — i sinx, puisque nous avons prouvé que pour élever une semblable expression à la puissance 7i**'"', il suffit de multiplier Tare par n. On a donc
(cosx±i/— 1 sinx)" == cos - ± v^— i sin - :
et si Ton élève les deux membres à la puissance p , il vient
(cosxdzv^— 'I sinx)" = cos-x± v^—i sin-x,
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ce qui montre que iVqualion (i) est vraie qaand m est uq uombrc fractionnaire quelconque -9 en entendant seulement parla fjuecos^.rd= V — 1 sîn^x, élevé à la puissance n , donnerait la puissance p de cosx ± \l — i sin x, et que, par conséquent, il est une des racines /i'''""de cette puissance p.
L'équation (1) est encore vraie si m est égal à un nombre négatif — n. En effet,
(cos X H- v^~ sin r)-" =. ^-=^ :- = ^—^
(cosx-H y— isinxj vcosnx+y^i sinnzj*
or diviser par cosnx-\- sj — i sin nx, c'est trouver une expression qui , multipliée par ce diviseur d'après les règles convenues, donne pour produit le diyidcnde-, ce quotient est donc oos nx — v' — -i sin nx. Donc
(cosj? -h ^^sinx)-» = cos(— /2X4- \/^sin (— /ïj:).
La formule (i) est donc vraie, quelque valeur réelle qu'ait m, en observant toutefois que si la puissance m est susceptible de plusieurs valeurs, nous avons seulement prouvé ici que le second membre en est une.
27. Nous allons résoudre maintenant la question inverse, qui consiste à développer cos'" x et sin"* x au moyen des cosinus et sinus des arcs multiples dex, m étant un nombre entier.
Pour cela , nous poserons
d'où
ou
cos X 4- \/ — 1 sin X = « ^ cosx — ^— I sin X = i' ;
- 2 cos JC = tt -4- (f
çt, par suite,
Observant maintenant que mp» = i , et que tt*-f- P'*= 2 cosAx, on aura
mm f \ Wl(»l— IJ .
2 C08 x=ico8mx-H2.mcos(m — 2)xH-2. — i cos (m— 4 ) '-+- • • • •
Si m est pair, le terme qui se trouve au milieu du dévelop-
^ m(/»— 1).. Y^ + ij
pement de (u -f- i')"' se réduit à ^^ et
forme le dernier terme du développement de 2'" cos'"ar.
Si m est impair, les deux termes du milieu sont en u et (^
de la forme
m-hi m— 1 nf — I m-hi
expressions qui se réduisent respectivement à 1/ et f', puisque ui^=i.Iue dernier terme dudéveloppemeDtde2'"co8'"j: est alors
2 \ L cos X.
On développera maintenant sin'^o:, en observant que
2 y/ — i sinx =z u — p, d'où
2« ^ y — 1 J" sin^ x =r tt"* — mu^"^ v H ^ «"•-' p» . . , ;
ce qui signifie toujours que les parties réelles sont les mêmes de part et d'autre, ainsi que les coefficients de \l — I, s'il y reste, ce qui n'arrivera que si m est impair.
avantage, c'est que les deux binômes dont la somme remplace 2 cos X $ont tels, que les puissances de chacun d'Oux s'eflfectuent immédiatement par la multiplication de Tare, * et que le produit des puissances semblables de l'un et Fautre est l'unité. Il résulte de là que la puissance w'*'"' de cos x se trouve immédiatement exprimée au moyen des cosinus des arcs multiples de x ; et il en est de même pour sin'^jc.
Usage des lignes tn'gonométn'gues pour l'extraction des racines des quantités réelles ou imaginaires.
29. Les racines de degré m d'un nombre réel positif ou négatif dt A , sont les racines de l'équation 7-qpA = o;
ces racines peuvent se ramener à celles de l'unité, en posant/ = ax, a désignant la racine n'''"^ arithmétique du nombre A 5 l'équation proposée se trouve ainsi ramenée à la suivante :
X^ZfLl = 0,
dont nous allons déterminer les m racines, qui sont toutes inégales, puisqu'il n'y a pas de commun diviseur entre le premier membre et sa dérivée. Soit d'abord
x" — i = Oy ou x^=i.
Nous pouvons représenter i par une expression de la forme cosz -h ^ — 1 sini: , dont nous savons qu'il est facile d'extraire la racine. Il suffit de poser r = 2W7r, n étant un nombre entier quelconque positif ou négatif; et l'on aura identiquement
I=C0S2«W-t-^ — I sin2«7r.
Donc r expression
. , 2nn I . 7.njz
(i) cos hv — ï sin
28. Examinons maintenant en quoi consiste l'avantage que l'emploi de \/ — i a procuré dans la recherche des développements de cos"*a: et sin^x.
Nous avons remplacé 2 cos a: par
cosx -f- V — T sinx -h cosa: — ^ — i sînx,
qui lui est identique , puisque les deux termes
V^— I sin X et — ^ — i sin a: ,
traités comme sHls représentaient des nombres , se détruisent. Et même si, au lieu de V — i? on met une quan- .tité X indéterminée, on pourra remplacer a cosx par
(cosj: -h ^sinor) H- (cosjT — Xsino?); ^
et quelque calcul que l'on effectue sur cette expression , le résultat sera nécessairement indépendant de X , et les puissances d*un même degré quelconque de cette lettre auront zéro pour coefficient. Or prendre seulement les termes réels du résultat, c'est négliger les puissances impaires de X et ne conserver que les puissances paires , ce qui est permis puisque les coefficients de chaque puissance de X sont nuls. Mais quand on remplacera X' par — I , il pourra y avoir des réductions entre les termes cpirespondants à des puissances différentes de X , et notamment avec ceux qui ne renfermaient pas X, et qui sont précisément ceux que Ton trouverait en ne transformant pas d'abord 2.cosa\ Il peut donc résulter de là de nouvelles combinaisons qui, sans altérer la valeur du résultat, lui donnent une forme plus commode. Cela revient à ajouter au résultat des quantités qui se détruisent : mais à chaque instant, dans Falgèbre, on voit de pareils artifices faciliter les transformations; et ce qui fait que, dans le cas actuel , on en relire réellement un très -grand
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Soit maintenant
a:* 4-1 = 0 ou x^= — I, d'où X = V — I .
On peut encore donner à — i la forme cos-z + sj — i sin z, en posant 2 = (2 /i + 1) 77* On aura donc des valeurs de j: par la formule
(2/l-|-l)7r / . (2/I-hl)Tr
âT =: cos ^ ' h V — I sin ^— ;
il suffira encore de prendre m valeurs consécutives de n , parce qu'elles correspondront toutes à des sinus ou cosinus différents, et toutes les autres valeurs de n fourniraient les mêmes valeurs pour x. Toutes les racines de l'équation
sont donc données par la formule
j: r= COS -^ '-— ± V — I sm ^^ i— >
en donnant à n des valeurs positives depuis zéro jusqu'à ce qu'il en résulte m valeurs pour le second membre. Si m = 2A, les valeurs de n seront 0,1,2,...,% — 1, les valeurs de x seront toutes imaginaires , conjuguées et réciproques. Si /M = 2% 4- I, les valeurs de n seront o, i, 2 , . . . , /r , la dernière donnera a: = — i •, toutes les autres valeurs de x seront conjuguées et réciproques.
Les racines de ii= i étant connues , on aura celles de ± A en les multipliant par la racine arithmétique de A.
Les facteurs réels du premier et du second degré, dans lesquels peuvent se décomposer les binômes x^ — i et j:^-f-T, peuvent être représentés par une construction fort simple, qui dépend de la division du cercle en parties égales, et qui a été donnée par le géomètre anglais Cotes.
Cherchons maintenant à extraire Içi racine m
d'une expression de la forme
Nous pouvons la mettre sous la forme
p(cos3± v^— 1 sinf),
en déterminant p et z par les deux équations
pcosz=:a, psinz = ^;
d'où
p=±Vfl'4-^% cosz = -5 sinz = -'
Pour plus de commodité, nous ne prendrons que la valeur
positive de p. Désignons par (f le plus petit arc positif
ayant pour cosinus - et pour sinus -; on pourra, sans
que ces lignes changent, l'augmenter d'un nombre quelconque de circonférences, et l'on aura
a±b V^^^ =p[cos(^ 4- !init)±^ — i sin (^ -h 2/?7r)].
On aura des racines ni*^"*" de celte expression en prenant la racine ni^""" arithmétique de p , et la multipliant par la racine du second facteur, que l'on obtiendra par la divi sion de l'arc -, on a ainsi
cos-i^ drv — 1 sm î )•
Il suffit évidemment de donner à n^ m valeurs consécutives, positives ou négatives -, toutes les autres donneraient les mêmes résultats. De plus , ces m valeurs de n donnent des valeurs différentes pour les sinus ou cosinus de
; donc, en donnant à n les valeurs o, i, 2,
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m — I, toutes les valeurs de la racine cherchée seront données par la formule
\ci±b V — 1 rrpwicos î ±\ — I siii h
les signes supérieurs de v/ — i se correspondant , ainsi que les inférieurs.
La transformation de
aàzbsj — I en p(cosz±v' — i sinz)
ramène toutes les opérations sur les quantités imaginairci aux opérations sur des expressions de la forme
cos a ± v' — I sÎDz,
et nous avons vu que celles-ci se ramenaient toutes aux opérations immédiatement inférieures sur les arcs, propriétés tout à fait analogues à celles des exponentielles.
Cette analogie sera encore augmentée par les considérations suivantes.
Représentation des sinus et cosinus par des exponentielles imaginaires ,
33. Si dans le développement de e^ on change x en X s/ — 1 , et qu'on représente la série résultante par e' ~\ on aura
Si l'on convient de même de désigner par c""^ *^~* le résultat de la substitution de — ^x y/ — \k x dans le développement de e^, on aura
Ces équaiîoiis peuvent être écrites comme il suit :
ic' ^-^ = cosx -h v' — I sia X, c' ^^ = cos j: — ^ — i sin x ; d'où ron lire
I cos X =
sinx = -
et dans toutes ces formules il ne faut pas oublier que gjrvcn ^j g-x -1 n'ont aucun sens comme exponentielles : elles ne représentent autre chose que les séries qu'on obtient en substituant -f- a: v/ — i et — x^ — i dans le développement de e', et traitant y — i de la manière convenue.
34. Il est facile de démontrer que ces exponentielles imaginaires doivent être traitées d'après les mêmes règles que si les exposant» étaient réels.
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de multiplier gxvCî p^j, e^*^-*, en entendant toujours par là les séries qui représentent ces expressions, et qui peuvent être remplacées par cos X -H V^ — i sin x et cosj)^ -h y — i sin j, dont le produit est cos (x -{- y) -\- >J — i sin(xH-y). Celte dernière expression est représentée , dans le même sens, par e^""-^^^ *^* ; donc on peut poser
La règle des exposants réels s'observe donc dans la multiplication des exponentielles imaginaires, et, par suite, dans leur division, dans leur élévation à des puissances, et dans l'extraction de leurs racines.
On pourrait encore déduire cette proposition de ce que e^^ étant égal ke* e^ pour toutes les valeurs réelles de x et j", on a identiquement
L'identité ne sera pas troublée en changeant dans les deux membres x en orV — ïi ouj^ ^jïj^ — i -, et l'on trouvera toujours les mêmes termes réels ou imaginaires avec les mêmes signes : d'où l'on conclut
ou encore, en supposant qu'on change seulement y en
^(*-^*^) = tf'£/*^ = e»(cos/-4-^^ smy).
35. On est convenu de donner le nom de logarithmes aux exposants imaginaires, comme aux exposants réels. Ainsi x + y ^ — i est le logarithme de e'(cosj^ -f- ^ — ^^i sinj^); et pour avoir le logarithme d'une expression de la forme adtb^^^i^ on posera d'abord
rt±^V^=l=p(cosx±v^:::7sinar)=:ef'P=*='v'=^
f étant la plus petite valeur positive de j:, et l'on aura
Si & = o, on a pour toutes les valeurs du logarithme de a,
\a±\l — I (y±2 wtt).
L'arc (f est égal à o si a est positif, et égal à tt si ^ est négatif. On a donc, en entendant par \a le logarithme
arithmétique du nombre a ,
1 ( -f- rt) = 1 fl it 2« w V'— I ,
1(— a) = la±:(a/ï-h \)7K\f^.
Cette dernière expression ne donne aucune valeur réelle*, la première en donne une seule.
En faisant a = i , on trouve
36. On peut exprimer, au moyen des formules précédentes , les racines des équations de la forme
En effet , on en tire d*abord
Si Ton dij 9 !> o, ou = o, les valeurs de x seront
les racines de quantités réelles , et nous avons vu comment on pouvait les exprimer au moyen des lignes trigonométriques.
Si Ton a ^ — <7 <! ^ » l^s valeurs de af^ seront de la
forme a±:b \J — i, et l'on en extraira les racines m'*"^', comme nous Favons indiqué en dernier lieu.
Si Ton forme, d'après les valeurs de ces racines , les facteurs réels de x^'^-^px^ + 17, on reconnaît immédiatement une construction simple qui les représente géo* métriquement, et qui repose sur la division du cercle en parties égales. Nous nous dispenserons d'entrer dans ces détails.
VIN DU TOME PABMIBB
ERRATJ.
Page 8, ligne 23; au lieu de un cercle , Zii^5.une quantité.
Page a52, ligne 6 en remontant; au lieu def {x), lisez h ou/' (jt).
Page 343, ligne 5; au lieu de {ûq, 85), lisez (fig. 87).
Page 345, ligne i ; au lieu de (fig. 86), lises (fig. 88).
Page 346, ligne i ; au lieu <fc (fig. 87), lises (^fig. 89).
Page 347, ligne 4 ; «« Heu de (fig. 88), liiez ( fig. 90).
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