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DE LA NOUVELLE ÉDITION
Le texte de cette nouvelle édition a été soigneusement revu et amélioré par une comparaison attentive avec les manuscrits de l'auteur et les divers tirages des feuilles autographiées. L'ordre des matières est resté le même. Chaque Leçon est suivie d'un certain nombre d'exercices tirés des papiers de Sturm ou empruntés à l'excellent Ouvrage de M. Frenet (*).
Le programme du Cours professé autrefois par Sturm à l'École Polytechnique ne comprenait pas l'étude des fonctions elliptiques. M. H. Laurent a bien voulu compléter cette lacune en rédigeant une théorie élémentaire des fonctions elliptiques ^ qui est placée à la fin du second Volume.
{*) Recueil d* Exercices sur le Cidcul infinitésimal, par M. Frenet, professeur à la Faculté desSciencea de Lyon; 4* édition, in-8, i83i ; librairie Gauthier-Villars.
XII AVERTISSEMENT
Nous espérons que sous sa forme actuelle l'Ouvrage de Sturm continuera d'être, comme l'a dit M. Brassinne, « un guide excellent pour tous ceux qui voudront être initiés le mieux et le plus vite possible à la connaissance de l'Analyse infinitésimale {*). »
('*') Bulletin mathématique de Terquem^ t. III, (1837 j. p. 61.
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DE LA PREMIÈRE ÉDITION
Vers la fin de sa trop courte carrière, Sturm, cédant aux instances de ses nombreux amis, s'était décide à publier ses Cours d'Analyse et de Mécanique. Mais comme Tétat de sa santé ne lui permettait pas de se livrer aux soins multipliés qu'exige l'impression d'un livre de science, surtout dans une première édition, il avait bien voulu accepter mes bons offices pour la révision du texte et la correction des épreuves. Élève de Sturm, honoré en toutes circonstances de ses précieux conseils et de son bienveillant appui, j'avais saisi avec empressement cette occasion de lui témoigner ma reconnaissance, lorsque sa mort vint interrompre Tentreprise à peine commencée, et me laissa seul chargé d'un travail que j'aurais été si heureux d'accomplir sous sa direction.
Je dois maintenant à la mémoire de Sturm d'entrer dans quelques détails sur la manière dont j'ai compris l'exécution de ses dernières volontés.
Le Cours d'Analyse, pour ne parler que de l'ouvrage dont je publie aujourd'hui le premier volume, est la reproduction des Leçons Faites par l'auteur à l'École Polytechnique, et rédigées en premier lieu
XIV AVERTISSEMENT DE LA. PREMIÈRE ÉDITION
par quelques élèves de celte École. Ces rédactions rendaient assez fidèlement, dans leur ensemble, la pensée de Sturm, et je les ai reproduites en grande partie; mais, par suite de la rapidité avec laquelle elles avaient été composées, il s'y était glissé de nombreuses fautes de calcul ou de langage, qu'il m'a fallu faire disparaître. A cet effet, je me suis servi des cahiers de Sturm, dans lesquels j'ai trouvé un programme très-détaillé de son Cours, et quelquefois des théories entièrement rédigées par lui; j'ai profité en outre des corrections ou additions qu'il avait indiquées en marge de quelques exemplaires des feuilles lithographiées. Enfin, conformément à l'intention clairement manifestée par Sturm, j'ai supprimé de nombreuses répétitions, indispensables dans un cours oral, mais inutiles dans un livre où elles peuvent être suppléées par des renvois. J'aurai atteint le but de ce modeste travail, si l'on retrouve dans le texte que je publie les qualités qui avaient fait une place si remarquable à Sturm parmi les professeurs.
E. Prouhet.
LA YBE ET LES TRAVAUX
DE Ch. SICRM.
Charles Stuiim naquît à Genève, alors chef-lieu du département du Léman, le 6 vendémiaire an XII (22 septembre i8o3). Sa famille, qui appartenait à la religion protestante, était originaire de Strasbourg et avait quitté cette ville vers 1760. Elle comptait probablement parmi ses ancêtres deux hommes célèbres au xvi® siècle, Jacques Sturm, président (stadt-meisler) de la république de Strasbourg, qui se distingua dans la lutte de cette ville cojtre Charles-Quint, et Jean Sturm, humaniste, diplomate, théologien, dont le nom se trouve mêlé à toutes les querelles littéraires, politiques et religieuses de son époque.
Le jeune Sturm montra de bonne heure des dispositions extraordinaires, et il obtint au collège de nombreux succès dans toutes les parties de ses études. Il apprit avec une égale facilité les langues anciennes et modernes, la littérature, l'histoire. On nous a même rapporte qu'à douze ans il composait des vers qui décelaient beaucoup d'imagination et de sensibilité. Mais, à niesuie qu'il avançait en âge, il donnait une préférence de plus en plus marquée aux études scienlifiques.
Stuam. — An.f I. if
XVI NOTICE
Siurm quitta le collège en 1818 pour suivre les cours plus savants de l'Académie de Genève. Il y eut pour professeurs MM. J.-J. Schaub, le colonel (depuis général) Dufour et Simon Lhuilîer. Ce dernier, géomètre éminent, avait pour son élève une vive affection et se plaisait à lui prédire un brillant avenir. Il eut le bonheur de vivre assez longtemps pour voir ses prédictions se réaliser.
En 1819, un grand malheur vint frapper Sturm et le mettre aux prises avec les nécessités de la vie. Sun père mourut dans la force de Tâge, ne laissant aucune fortune à sa veuve et à quatre enfants, dont Charles était Tainé. Pour venir au secours de sa mère, qu'il aimait tendrement, Sturm, quoique bien jeune, se livra à l'enseignement et commença par donner des leçons particulières. En 1823, il entra comme précepteur dans la famille de Broglie, où il fut chargé de l'éducation du frère de madame de Broglie, fils de la célèbre madame de Staël. Il demeura quinze mois dans cette respectable famille, dont il eut beaucoup à se louer.
Sturm accompagna son élève à Paris, vers la fin de 1823. Eu route, il lia connaissance avec un bibliothécaire de Dijon qui conduisait son fils à l'Ecole Polytechnique. Ces messieurs étaient des lecteurs assidus du Journal de Gergonne, où Sturm avait déjà inséré quelques bons articles. Quand ils apprirent le nom de leur compagnon de voyage, ils lui firent beaucoup de compliments et de politesses. A vingt ans, de pareilles rencontres, premières joies d'une célébrité naissante, ont un charme tout particulier qui les fait compter parmi les plus grands bonheurs de la vie..
Sturm aimait à se rappeler cette époque. Il était alors pauvre et presque inconnu. Mais il avait la conscience de sa force, et son existence modeste était embellie par Tespérance, ce bien souvent préférable au but le plus ardemment poursuivi. « Je suis actuellement, écrivait-il à sa mère, en relation avec des hommes très-savants et
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très-distingués. Il faut lâcher de m' élever à peu près à leur niveau. »
Ce premier séjour à Paris fut de courte durée. Sturm y revint un an après avec son ami d'enfance, M. Daniel CoUadon, aujourd'hui professeur à TAcadémie de Genève et physicien distingué. De iSaS à 1829, les deux amis vécurent ensemble, mettant en commun leurs travaux, leurs espérances, leurs joies et leurs peines. Le II juin 1827, une haute distinction venait récompenser leurs efforts : ils remportaient le grand prix de Mathématiques proposé par l'Académie pour le meilleur Mémoire sur la compression des liquides.
Sturm était venu à Paris avec une lettre de recommandation de M. Lhuilier pour M. Gerono. L'éminent professeur accueillit le jeune mathématicien avec une cordialité dont celui-ci lui a toujours gardé une profonde reconnaissance, et lui procura des relations utiles. MM. Arago, Ampère et Fourier suivaient avec intérêt les travaux de Sturm et de son ami. Je n'ai pas besoin de dire que les jeunes savants étaient obligés d'abandonner parfois' la haute théorie pour des occupations moins relevées, mais plus lucratives. M. Arago, dont la prévoyante amitié embrassait tous les détails, ne laissait échapper aucune occasion de leur envoyer des élèves.
A cette époque, M. Fourier réunissait autour de lui quelques jeunes géomètres, dont la réputation commençait à se faire jour, et qui ont tenu depuis ce qu'ils promettaient alors. L'illustre savant les initiait à ses travaux de prédilection et les entraînait dans la route où il avait fait de si importantes découvertes. Sturm subit l'heureuse influence de ce maître vénéré, dont il ne parlait jamais qu'avec émotion. Il dirigea ses recherches vers la théorie de la chaleur et l'analyse algébrique. C'est en étudiant les propriétés de certaines équations différentielles qui se présentent dans un grand nombre de questions de physique mathématique^ qu'il trouva son célèbre théo^
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rème. Celte découverte, publiée en 1829, fit sensation et plaça son auteur au rang des premiers géomètres.
Sturm accueillit avec joie la révolution de Juillet, dans laquelle il crut voir l'avènement définitif d'une sage liberté. Cette révolution lui fut du moins favorable en lui permettant d'entrer dans l'Instruction publique^ dont sa qualité de protestant l'avait éloigné pendant la Restauration. La haute protection de M. Ara go le fit nommer, à la fin de i83o, professeur de Mathématiques spéciales au collège Rollin.
C'est de cette époque que date son amitié avec M. Liouville, amitié qui a duré jusqu'à sa mort.
Le 4 décembre i834) l'Académie des Sciences Thonora <lu grand prix de Mathématiques, qui devait, aux termes du programme, être décerné k l'auteur de la découverte la plus importante publiée dans les trois dernières années. Le Mémoire couronné, déposé au Secrétariat le 3o septembre 1 833, était relatif à la théorie des équations.
En i836, Sturm fut nommé Membre de l'Académie des Sciences, en remplacement de M. Ampère, par 46 voix sur 52 volants.
Entré à l'Ecole Polytechnique en i838, comme répétiteur d'Analyse, Sturm devenait deux ans plus lard professeur à cette Ecole. Dans la ftiême année (1840), présenté en première ligne par le Conseil académique ex par la Faculté des Sciences, il occupait à la Sorbonne la chaire de Mécanique, laissée vacante par la mort de Poisson.
Slurm était, en outre, officier de la Légion d'honneur (1847), Membre de la Société Philomathique, des Académiesde Berlin (i835)etde Saint-Pétersbourg (i836), de la Société Royale de Londres (1840). Cette dernière lui avait décerné la médaille de Copley pour ses travaux sur les équations.
Slurm se montrait digne de tous ces honneurs par son zèle à remplir ses diverses fonctions. Doué d'une con-
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stitution nalnrellemenl forte, il pouvait compter sur une longue carrière et de nouveaux succès. Malheureusement, vers i85i, sa santé subit une altération profonde par suite d'une trop forte application à des recherches difficiles, et il fut obligé de se faire remplacer à la Sorbonne et à TEcole Polytechnique. Il reprit ses cours à la fin de i852, mais il ne se rétablit jamais complètement. Malgré les soins de sa famille, qui relardèrent mais ne purent arrêter les progrès du mal, il succomba le 18 décembre i855, à Tâge de cinquante et un ans.
Sturm n'était pas seulement un homme de talent, c'était aussi un homme de cœur, bon pour sa famille, bon pour ses amis, dont le nombre était grand, a J'ai beaucoup d'amis, » disait-il avec un naïf orgueil, et cette parole, qui chez tout autre aurait passé pour une exagération, était rigoureusement vraie. A ceux que j'ai déjà cités, j'ajouterai, sans prétendre à une énuméralion complète, MM. Lejeune-Dirichlet, Ostrogradsky, Brassinne, Cassanac. Catalan. M. Faurie, d'abord élève, devenu ensuite l'ami intime de Sturm, mérite une mention spéciale pour le dévouement dont il a fait preuve dans les circonslajnces les plus pénibles.
Dans sa prospérité, Sturm n'oubliait pas les jours difficiles et le généreux appui qu'il avait reçu de MM. Ampère, Fourier, Arago. Il se plaisait à venir en aide aux jeunes gens qui débutaient dans la carrière des sciences, et il savait les obliger avec une délicatesse admirable.
Sturm se taisait volontiers avec les personnes qu'il ne connaissait pas; mais quand sa timidité naturelle était vaincue, il révélait tout le charme d'un esprit fin et original. Il était passionné pour la musique des grands maîtres, et nous tenons* de lui qu'à une époque où ses ressources étaient bien faibles, il s'imposait des privations afin de pouvoir entendre les chefs-d'œuvre de Rossini et de Meyerbeer.
Comme professeur, Stùrm se distinguait par la clarté
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et la rigueur. On lui doil beaucoup de démonstrations ingénieuses qui, répandues par ses élèves, ont ensuite passé (^ns les livres dont les auteurs ont presque toujours oublié de le citer. Mais il èlait riche, point avare, et ne réclamait jamais. « En ai-je assez perdu, disait il en riant, de ces petits objets! et combien peu m'ont été rapportés par d'honnêtes ouvriers! A la longue, cependant, le total peut faire, comme on dit, une perte consé" quente, »
Les qualités de Sturm étaient bien appréciées par la jeunesse intelligente qui suivait ses leçons. « On admirait, dit l'un de ses élèves (*) (et j'ajouterai : l'on aimait), cet homme supérieur s'éludîant à s'effacer, pénétrant dans ramphilhéâlre avec une timidité excessive, osant h peine regarder son auditoire. Aussi le plus religieux silence régnait-il pendant ses leçons, et on pouvait dire de lui comme d*Andrieux, qu'il se faisait entendre à force de se faire écouter, tant est grande Tinfluencedu génie! »
Enfin, pour achever de faire connaître l'homme éminent que nous venons'de perdre, nous citerons encore les paroles louchâmes prononcées sur sa tombe par M. Liouville, le jeudi 20 décembre i855.
(( Messieurs,
» Le géomètre supérieur, l'homme excellent dont nous accompagnons les restes mortels, a été pour moi, pendant vingt-cinq ans, un ami dévoué 5 et par la bonté même de cette amitié, comme par les traits d'un caractère naïf uni à tant de profondeur, il me rappelait le maître vénéré qui a guidé mes premiers pas dans la carrière des maihématiques, Tilluslre Ampère.
)) Sturm était à mes yeux un second Ampère : candide comme lui, insouciant comme lui de la fortune et des
(*) M. Regray-Belmy, ancien élève de TÉcole Polytechnique. Voir le Siècle Am 3o décembre i855.
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vanités du monde; tous deux joignant à l'esprit d'invention une instruction encyclopédique 5 négligés ou même dédaignés par les habiles qui cherchent le pouvoir, mais exerçant une haute influence sur la jeunesse des écoles, que le génie frappe; possédant enfin sans l'avoir désiré, sans le savoir peut-être, une immense popularité.
)) Prenez au hasard un des candidats à notre Ecole Polytechnique, et demandez-lui ce que c'est que le ihéorème de Sturm : vous verrez s'il répondra ! La question pourtant n'a jamais été exigée par aucun programme : elle est entrée d'elle-même dans l'enseignement, elle s'est imposée, comme autrefois la théorie des couples.
)) Par cette découverte capitale, Sturm a tout à la fois simplifié et perfectionné, en les enrichissant de résultats nouveaux, les éléments d'Algèbre.
)) Ce magnifique travail a surgi comme un corollaire d'importantes recherches sur la Mécanique analytique et sur la Mécanique céleste, que notre confrère a données, par extraits seulement, dans le Bulletin des Sciences de M. Férussac.
» Deux beaux Mémoires sur la discussion des équations différentielles et à différences partielles, propres aux grands problèmes de la Physique mathématique, ont été du moins publiés en entier, grâce à mon insistance. « La » postérité impartiale les placera à côté des plus beaux » Mémoires de Lagrange » {*). Voilà ce que j'ai dît et imprimé il y a Vingt ans, et ce que je répète sans craindre qu'aujourd'hui personne vienne me reprocher d'être trop hardi.
» Sturm a été le collaborateur de M. Colladon dans des expériences sur la compressibilité des liquides^que l'Académie a honorées d'un de ses grands prix.
C*) M. Liouville s'exprimait ainsi dans un Mémoire lu à rAcadémie des Sciences le it\ décembre i836, et cependant Sturm était son concurrent pour la place vacante par le décès d'Ampère. Un pareil fait, assez rare dans l'histoire des luttes académiques, porte avec lui son éloge.
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» Nous lui devons un travail curieux sur la vision, un Mémoire sur l'Optique, d'intéressantes recherches sur la Mécanique, et en particulier un théorème remarquable sur la variation que la force vive éprouve lors d'un changement brusque dans les liaisons d'un système en mouvement. Quelques articles sur des points de détail ornent nos recueils scientifiques.
)) Mais, bien qu'il y ait de quoi suffire à plus d'une réputation dans cet ensemble de découvertes solidement fondées et que le temps respectera, les amis de notre confrère savent que Sturm est loin d'être là tout entier, même comme géomètre. Puissent les manuscrits si précieux que quelques-uns de nous ont entrevus se retrouver intacts entre les mains de sa famille! En les publiant, elle ne déparera pas les chefs-d'œuvre que nous avons tant admirés.
» L'originalité dans les idées, et, je le répète, la solidité dans Texécuiion, assurent à Sturm une place à part. Il a eu de plus le bonheur de rencontrer une de ces vérités destinées à traverser les siècles sans changer de forme, et en gardant le nom de l'inventeur, comme le cylindre et la sphère d'Archimède.
» Et la mort est venue nous l'enlever dans la fleur de Tàge! Il est allé rejoindre Abel et Gallois, Gôpel, Eisenstein, Jacobi.
w Ah! cher ami, ce n'est pas toi qu'il faut plaindre. Echappée aux angoisses de cette vie terrestre, ton âme immortelle et pure habite en paix dans le sein de Dieu, et ton nom vivra autant que la science.
» Adieu, Sturm, adieu. »
ANNALES DE MATHÉMATIQUES DE GERGONNE
i. Tome XIII (1822-23), page 289. — Extension du problème des courbes de poursuite.
Solution d'une question proposée par le rédacteur.
2. Ibid,y p. 3 14. — Déterminer en Jonction des côtés d'un quadrilatère inscrit au cercle ; 1° V angle de deux côtés opposés ; a** l'angle des diagonales.
3. Tome XIV (1823-24), p. i3. — Étant donnés trois points et un plan^ trouver dans ce plan un point tel, que la somme de ses distances aux trois points donnés soit un minimum,
Sturm, sans résoudre le problème par des formules explicites, démontre, à Faide de considérations empruntées à la Mécanique, plusieurs propriétés du point cherché. Il généralise ensuite le problème.
4. Ibid,^ p. 17. — Démonstration analytique de deux théorèmes sur la lemniscate.
Démonstration de deux théorèmes énoncés par M. Talbot, concernant l'excès fini de l'asymptote d'une hyperbole équilatère sur le quart de cette courbe.
5. Ibid,y p. 108. — Recherches analytiques sur une classe de problèmes de Géométrie dépendant de la théorie des maxima et des minima.
Maximum et minimum d'une fonction des distances d'un point variable à d'autres points dont les uns sont fixes, les autres assujettis à se trouver sur des courbes ou sur des surfaces données.
6. Ibid,y p. 225. — Démonstration de deux théorèmes sur les transversales,
7. Ibid.y p, 286. — Lieu des points desquels abaissant des perpendiculaires sur les côtés d'un triangle et joignant les pieds de ces perpendiculaires^ on obtienne un triangle d'aire constante. .
8. Ibid.y p. 3o2. — Recherches de la surface courbe de chacun des points de laquelle menant des droites à trois points fixes, ces
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droites déterminent sur un plan fixe les sommets cVun triangle dont Vaire est constante*
9. ïhid.y p. 38 1. — Courbure (Vun fil flexible et inextensible dont les extrémités sont fixes et dont tous les points sont attirés et repoussés par un centre fixe, suivant une fonction déterminée de la distance*
10. Ibid.y p. 390. — La distance entre les centres des cercles inscrits et circonscrits à un triangle est moyenne proportionnelle entre le rayon du circonscrit et P excès de ce rayon sur le diamètre de V inscrit,
W, Tome XV (i824-a5), p. 100. — Démonstration de quatre théorèmes sur ^hyperbole,
lbid,f p. 2o5. — Recherches sur les caustiques
Cas où la ligne réfléchissante ou séparatrice de deux milieux est une circonférence. Propriétés des ovales de Descartes.
Ce Mémoire est le seul morceau de Géométrie que nous ait laissé Slurm et montre ce qu'il aurait pu faire dans ce genre s'il l'avait cultivé.
13. Ibid.y p. aSo. — Théorèmes sur les polygones réguliers. Démonstration et généralisation d'un théorème de Lhuilier.
14. Ibid,^ p. 309. — Recherches analytiques sur les polygones rectilignes plans ou gauches,
15. Ibid,, p. 238. — Recherches d'analyse sur les caustiques planes.
Relations entre les longueurs des rayons incidents et réfractés correspondants, prises, Tune et l'autre, depuis le point d'incidence jusqu'à ceux où ces rayons touchent leurs caustiques planes. Rectification des caustiques planes.
16. Tome XVI (i8a5-26), p. 265. -— Mémoire sur les lignes du second ordre. (Première partie.)
Propriété des coniques qui ont quatre points communs. Pôles et polaires. Théorèmes de Pascal et de Brianchon.
17. Tome XVII (1826-27), p. 173. — Mémoire sur les lignes du second ordre, (Deuxième partie.)
On y trouve les deux théorèmes suivants, qui sont une généralisation de celui de Desargues :
Quand deux coniques sont circonscrites à un quadrilatère, si l'on tire une transversale quelconque qui rencontre cette courbe en quatre points et deux côtés opposés du quadrilatère en deux autres points^ ces six points sont en involution.
BULLETIN DES SCIENCES DE FÉRUSSAC
Sturm a rédigé, en 1829 et i83o, la partie mathématique de ce Bulletin,
18. Tome XI (1829), p. 4i9- — analyse d^un Mémoire sur la résolution des équations numériques» (Lu à l'Académie des Sciences le i3 mai 1829.)
Ce Mémoire contient le célèbre théorème de Sturm. La démonstration en a paru pour la première fois dans V Algèbre de MM. Choquet et Mayer (i""" édition, i832). Sturm a donné dans le même ouvrage une démonstration, plus simple que celle de Cauchy, du théorème que toute équation algébrique a une racine.
Voici comment Sturm parle de ses obligations envers Fourier : « L'ouvrage qui doit renfermer l'ensemble de ses travaux sur Panalyse algébrique n'a pas encore été publié. Une partie du manuscrit qui contient ces précieuses recherches a été communiquée à quelques personnes. M. Fourier a bien voulu m'en accorder la lecture, et j'ai pu l'étudier à loisir. Je déclare donc que j'ai eu pleine connaissance de ceux des travaux inédits de M. Fourier qui se rapportent à la résolution des équations, et je saisis cette occasion de lui témoigner la reconnaissance dont ses bontés m'ont pénétré. C'est en m'appuyant sur les principes qu'il a posés et en imitant ses démonstrations que j'ai trouvé les nouveaux théorèmes que je vais énoncer. »
19. Ibid.^ p. 422. — Extrait d'un Mémoire présenté à P Académie des Sciences (i**^ juin 1829).
Extension du théorème de Fourier et de celui de Descartes aux équations de la forme
AjT^ + Bjc^-h... r o,
dans lesquelles a, p, 7, . . . sont des nombres réels quelconques.
A la fin de cet extrait, Sturm énonce quelques théorèmes relatifs au mouvement de la chaleur dans une ephère ou dans une barre. Ils devaient faire partie d'un Mémoire qui paraît n'avoir jamais été rédigé. 'M. Liouville les a démontrés très-simplement dans son Cours du Collège de France (2" semestre i856). Ce Cours, consacré à l'analyse des travaux de Sturm, nous a été très -utile pour la composition de cette Notice.
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20. Ibid,, p. 273. — Note présentée à VJcaflémie (8 juin 1829). Réalité des racines de certaines équations transcendantes. Sur leâ
coefficients des séries qui représentent une fonction arbitraire entre des limites données.
Cetle Note a été refondue dans d'autres travaux de l'Auteur.
21. Tome XII (1829), p. 3 14. — Extrait d'un Mémoire sur V intégration d^un système d'équations différentielles linéaires (Présenté à l'Académie des Sciences le 27 juillet 1829.)
Étude des racines des équations qui se présentent dans l'intégration d'un système d'équations linéaires. Nombre de ces racines comprises entre deux limiies données.
Cet extrait, fort étendu, peut tenir lieu du Mémoire lui-même, Dans une note, l'Auteur avertit que les conclusions d'un Mémoire précédent [voir plus haut, n° 19) s'étendent à un grand nombre d'équations transcendantes.
JOURNAL DE H. LIOUVILLE
22. Tome I (i836), p. 106. — Mémoire sur les équations différentielles linéaires du second ordre, (Lu à l'Académie des Sciences le 3o septembre i833.)
Très-beau Mémoire, dans lequel les propriétés des fonctions qui satisfont à une équation différentielle sont étudiées sur cette équation même.
Une analyse de ce Mémoire a paru dans le journal r Institut du 9 novembre i833. Le même journal, dans le numéro du 3o novembre, contient une Note de Slurm, qui complète sa théorie.
23. Jbid.y p. 278. — Démonstrtttion d^un théorème de Cauchy, (En commun avec M. Liouville.)
Théorème sur le nombre de points-racines renfermés dans un contour donné.
Jbid.y p. 290. — Autre démonstration du même théorème
25. Tbid.^ p. 373. — Sur une classe d'équations à différentielles partielles.
Équations de la forme
$ = lvi^_&.
^ dt dx
Complément du Mémoire n° 22.
( P^oir aussi Comptes rendus, t. IV, p. 35.)
26. Tome II, p. 220. — Extrait d'un Mémoire sur le développe-
lîOTICE. XXVIl
ment des fonctions en séries, etc» — En commun avec M. Liouville ) (Foir aussi Comptes rendus, t. IV, p. 675.)
Tome III, p. 357. — Mémoire sur Poptique
Surfaces caustiques formées par des rayons lumineux émanés d'un point et qui éprouvent une suite de réfractions ou de réflexions.
28. Tome VI, p. 3i5. — Note à ^occasion d^un article de M, Delaunay sur la surface de révolution dont la courbure moyenne est constante,
29. Tome VII, p. 182. — Note à l'occasion cVun article de M, Gascheau sur l'application du tliéorème de Sturm aux transjormées des équations binômes,
30. Ibid,y p 345. — Note sur un théorème de M. Chasles. Démonstration nouvelle de ce théorème : Un canal infiniment petit,
dont les ai êtes curvilignes sont des trajectoires orthogonales aux surfaces de niveau relatives à un corps quelconque, intercepte sur les surfaces de niveau des éléments pour lesquels l'attraction exercée par le corps a la même valeur.
31 . Ibid,, p. 356. — Démonstration d'un tliéorème d"* Algèbre de M, Sylvester,
Ce beau théorème complète relui de Sturm en faisant connaître la manière dont les différents restes se composent avec les facteurs simples de Téquation proposée.
COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE DES SCIENCES
32. Tome IV, p. 720. — Note sur un théorème de Cauchy relatif aux racines des équations simultanées, (En commun avec M. Liou-
ville.)
33. Tome V, p. 867, — Rapport sur un Mémoire de M. Braisais concernant les lignes formées dans un plan par des points dont les coordonnées sont des nombres entiers,
34. Tome VII, p. u43. — Rapport sur deux Mémoires de M, Blanchet relatifs à la propagation et à la polarisation du mou^ vement dans un milieu élastique,
35. Tome VIII, p. 788. — Note relative à des remarques critiques sur les travaux de M, Liouville contenues dans un Mémoire de M, JUbri,
36. Tome XIII, p. 1046. — Mémoire sur quelques propositions de Mécanique rationnelle.
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« Si les liaisons d'un système de points matériels en mouvement sont changées dans un intervalle de temps très-court, la somme des forces vives acquises avant cet intervalle surpassera celle qui aura lieu immédiatement après d'une quantité égale à la somme des forces vives correspondantes aux vitesses perdues dans le passage du premier état du système au second. » ( Foir le N. B. ci-contre.)
37. Tome XX, p. a54, 761 et 1228. — Mémoire sur la théorie de la vision.
L'auteur explique comment la vision peut être distincte à diverses distances. Les rayons émonés d*un point, après avoir traversé les milieux inégalement réfringents qui constituent l'œil, forment une surface caustique. Pour que la vision soit distincte, il suffît qu'une partie de cette caustique, qui se réduit presque à une ligne mathématique et dans laquelle les rayons sont plus condensés que partout ailleurs, vienne rencontrer la rétine.
38. Tome XXVI, p. 658. — Note sur l'intégration des équations générales de la Dynamique,
Théorèmes d'Hamilton et de Jacobi.
39. Tome XXVIII, p. 66. — Rapport sur un Mémoire de M, L, Wantzel ayant pour titre : Théorie des diamètres rectilignes des courbes quelconques.
MÉMOIRES DES SAVANTS ÉTRANGERS
40. Tome V (i834), p. 267. — Mémoire sur la compression des liquides. (En commun avec M. Colladon.)
Ce Mémoire a remporté le grand prix de Mathématiques en 1827. Il a aussi été publié dans les Annales de Chimie et de Physique, t. XXII, p. II 3.
41. Tome VI (i835), p. 271. — Mémoire sur la résolution des équations numériques, [Voir plus haut n° 48.)
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mîers paragraphes seulement ont paru dans les Annales de Gergonne, [Voir plus haut, n"" 16 et 17.)
Ces deux Mémoires sont en état d'être imprimés, et M. Liouville a bien voulu se charger de leur publication.
Les autres papiers de Sturm contiennent des calculs relatifs à des Mémoires déjà publiés, à des extraits de ses lectures, et enfui à des recherches particulières sur les équations. La plupart de ces calculs n'étant accompagnés d'aucun discours, il est très-difficile de suivre la pensée (Je l'Auteur. On donnera des extraits de ce qu'une patiente investigation y fera découvrir d'intéressant.
COURS DE l'École polytechnique.
45. Cours d'Analyse de l'École Polftechnique, i^ éd\L (1857-59), 21 vol. in-8.
46. Cours de Mécanique de l'École Polytechnique, Paris, 1861, a vol. in-8.
(Extrait du Bulletin de Bibliographie ^d* Histoire et de Biographie mathématiques, mai et juin i856.)
N. B. — C'est par erreur que l'Auteur de cette Notice a attribue à M. Sturm la découverte du théorème sur la perte de force vive résultant de liaisons subitement établies. Ce théorème avait été démontré, plusieurs années avant la publication de M. Sturm, dans un Mémoire de M. Duhamel, présenté à l'Académie de3 Sciences eu i832, et imprime dans le XXIV* cahier du Journal de V Ecole Poljr technique ^ en i835.
Le Mémoire de M. Sturm a été présenté à l'Académie seulement en 1841 {Comptes rendus de l'Académie des Sciences ^ tome XI il, n<* du fi décembre 1841).
COURS
VARIABLES
1 . Avant d'exposer le but et les principes du calcul diflerentiel, il est nécessaire d'établir quelques notions préliminaires.
On appelle variable une quantité qui prend successivement différentes valeurs, et constante celle qui conserve une valeur fixe dans le cours d'un même calcul. La nature de la question dont on s'occupe indique quelles sont les quantités variables et les constantes.
2. Quand les valeurs successives d'une quantité variable dépendent, suivant une certaine loi, de celles que prend une autre variable, la première est dite une Jonction de la seconde. On peut affirmer que deux quantités qui varient ensemble sont fonctions l'une de l'autre, lorsqu'on sait qu'à cbaque valeur de l'une d'elles correspond une valeur déterminée de l'autre, quand même la reia-
Sturm. — wrf/i., I. '
2 GOuns d'awalyse.
tion qnî existe entre elles ne serait pas connue ni même
susceptible d'être exprimée analyliquement.
3. On nomme variable indépendante celle à laquelle on donne des valeurs arbitraires^ et fQnction la variable qui prend des valeurs correspondantes. Ainsi l'aire d'un cercle, d'une sphère, est fonction de son rayon; le temps de l'oscillation d'un pendule est fonction de sa longueur.
Une quantité peut être fonction de plusieurs variables indépendantes; par exemple, le volume d'un cylindre droit à base circulaire est fonction de sa hauteur et du rayon de sa base.
Les quantités variables sont ordinairement représentées par les dernières lettres de l'alphabet x, ^, z^ etc.; les constantes le sont par les premières a, ft, c, etc.
Quand on veut indiquer différentes fonctions d'une variable x^ sans en spécifier la nature, on emploie les symboles/ (a:), ^(x)^ F (a:), .... Si l'on donne à x une valeur particulière «, le résultat de la substitution de a à la place de a: dans/ (a:) est indiqué par /(a).
On représente les fonctions de plusieurs variables par
les notations /(x, j, 5j), çf (a:, j, z)^ F (x, j, z),
On indique par/(âr, i, c), (f (a, b. c), F (a, é, c),... les résultats que l'on obtient lorsqu'on met «, i, c à la place de Xj y, ^ dans ces fonctions.
4. Une fonction d'une seule variable peut être représentée géométriquement.
Il suffit pour cela de considérer la variable indépendante X comme une abscisse et la fonction j^ comme l'ordonnée correspondante de la courbe plane définie par l'équation
Ordinairement cette courbe est continue, c'est-à-dire que, pour des valeurs de x qui varient par degrés insensibles, l'ordonnée varie aussi par degrés insensibles^ Y est alors une fonction continue de x.
pkemièhe leçon. 3
On peut de même représenter par une surface une fonction de deux variables indépendantes ; maïs une fonction de trois, de quatre, ou d'un plus grand nombre de variables indépendantes, n'est pas susceptible d'une représentation géométrique.
5. On dit qu'une fonction est explicite quand elle est exprimée immédiatement au moyen de la variable ou des variables dont elle dépend, de sorte qu'on peut obtenir sa valeur en effectuant sur ces variables certaines opérations indiquées avec précision. Ainsi
= x-h^x^ — a^y jrz=ia'
sont des fonctions explicites de .r.
On nomme fonctions implicites celles qui sont liées aux variables dont elles dépendent par des équations non résolues^ ou par des conditions quelconques qui ne sont pas exprimées analytîquement; telle est jr dans l'équation
^^ — njcjr -h 2J?' — à* z=. o.
La fonction deviendra explicite si l'on tire sa valeur de Féquation, et Ton aura
MÉTHODE DES LIMITES
6. Quand les valeurs successives d'une quantité variable approchent indéfiniment d'une quantité fixe et déterminée, de manière à rien différer qu'aussi peu quon voudra^ cette quantité fixe est appelée la limite des valeurs de la variable. Citons quelques exemples.
La surface d'un cercle est la limite vers laquelle ten* dent les aires d'une suite de polygones réguliers inscrits, quand le nombre de leurs côtés devient de plus en plus grand. En effet, ou démontre en Géométrie que l'aire d'un polygone régulier inscrit dans un cercle peut différer
de l'aîre de ce cercle d'une quantité aussi petite que Ton voudra, pourvu que le nombre des côtés soit suffisamment grand. I! faut bien remarquer qu'il n'est pas nécessaire pour cela de démontrer que l'aire du polygone régulier inscrit va coiistamment en augmentant avec le nombre de ses côtés.
De même, si Ton considère un arc et son sinus, le rap-
port 9 toujours moindre que T uni té, peut en différer
d'aussi peu qu'on le voudra, pourvu que Ton donne à Tare des valeurs suffisamment petites. Donc la limite de
est l'unité, quand x décroit indéfiniment.
On remarquera bieli encore qu'il n'est pas nécessaire de démontrer, et même on né le démontre pas ordinaire-
, sinar . ,,
ment, que le rapport va en augmentant continuelle-
ment quand a:, plus petit qu'un quadrant, diminue indéfiniment.
Les fonctions qui se présentent sous la forme -5 pour
une certaine valeur de la variable, ont souvent des limites.
sin «37 Nous en avons un exemple dans le rapport ? qui de-
vient - pour a:= o, et qui a pour limite l'unité. De même Texpression
jc^ — a'
prend, pour a: = a, la forme -• Toutefois, si Ton donne
à X des valeurs différentes de a, mais qui s'en approchent successivement, les valeurs de^' sont déterminées et égales d'ailleurs aux valeurs de l'expression
Or, à mesure quex s^approche de plus en plus de a, cette dernière expression diffère de moins en moins de
na ou — •
La limite des valeurs de^ est donc -*
8. Une quantité variable peut s'approcher indéfiniment d'une limite en restant toujours plus petite ou toujours plus grande que cette limite; mais il peut se faire qu'une quantité variable devienne alternativement plus grande et plus petite que la limite vers laquelle elle tend, en oscillant, pour ainsi dire, de part et d'autre.
Ainsi le rapport tend vers zéro quand x croit in-
définîment. En même temps, toutes les fois que x devient
égal à un multiple de la demi-circonférence, de-
vient o, et change de signe.
9. Si deux quantités qui varient simultanément res-tent constamment égales entre elles, dans tous les états de grandeur par lesquels elles passent^ et si Von saitque Vune d^elles tend vers une limite, il est éi^ident que Vautre tend aussi vers la mêrtte limite ou vers une limite égale à celle-là. C'est là le principe de la méthode des limites dont on fait un si grand usage dans toutes les parties des mathématiques.
Ainsi, veut-on prouver que le cercle a pour mesure le produit de sa circonférence par la moitié de son rayon; en désignant respectivement par a, p, r l'aire, le périmètre et Tapothème d'un polygone régulier inscrit dans
le cercle, on a
or a et p X - r sont des quantités qui varient avec le nombre des côtés, mais qui restent toujours égales entre elles;
leur^ limites sont donc égales. Si A, C, R désignent respectivement Faire, la circonférence et le rayon du cercle, A est la limite de a, C celle de p et R celle de r : donc
Ar=:Cx-R.
MÉTHODE INFINITÉSIMALE
10. Lorsqu'une quantité variable prend des valeurs de plus en plus petites, de manière qu'elle puisse devenir moindre que toute quantité donnée, on dit qu'elle devient irifiniment petite. Ainsi la différence entre l'aire d'un cercle et celle d'un polygone inscrit peut être rendue infiniment petite en augmentant le nombre des côtés. La
fraction -^ devient infiniment petite quand x
prend des valeurs de plus en plus grandes.
Une quantité infiniment petite ou un infiniment petit n'est donc pas une quantité déterminée, qui ait une valeur actuelle assignable : c'est au contraire une quantité essentiellement variable qui a pour limite zéro.
H. Quand une variable prend dès valeurs de plus en plus grandes, de manière qu'elle puisse surpasser toute grandeur donnée, on dit qu'elle devient infinie ou infini" nient grande^ et on la représente alors par le signe oo
OU - • Ainsi la fonction
devient infinie pour x = a.
Pour des valeurs de x très-peu différentes de a, mais plus grandes que a, les valeurs correspondantes dey sont positives, tandis que, pour des valeurs de x plus petites que ûf, les valeurs de y sont négatives. L'infini est donc positif ou négatif, suivant les cas.
12. Les infiniment petits sont des auxiliaires qui servent à rendre plus aisé le calcul des quantités finies. Leur
emploi donne lieu à la résolulion fréquente de ces deux problèmes : i** deux infiniment petits dépendant Viin de r autre ^ troui^er la limite de leur rapport ', 2° trouver la limite d*une somme d^ infiniment petits dont le nombre augmente indéfiniment.
La solution de ces problèmes est simpliGée dans un grand nombre de cas parles deux théorèmes suivants :
13. Théorème I. — La limite du rapport de deux quantités infiniment petites nest pas changée quand on remplace ces quantités par d^ autres qui ne leur sont pas égales^ mais qui ont avec elles des rapports tendant vers V unité.
Soient a et |3 deux quantités infiniment petites ; a' et j3^ d'autres quantités telles, que les limites des rapports -7»
^soient égales à Tunité. On aura identiquement
d'où Ton tire
a oc ce CL
Iim - ^ lim -;• Iim — = hm —
On aura de même
d^où
donc
lmi-:=hm^.hin~=:limp^-,
hmp=lim- = hm-.
14. On peut encore présenter la démonstration de ce théorème comme il suit :
Puisque — a pour limite l'unité, si l'on pose
on aura
et - devra tendre vers zéro, ce que Ton exprime en disant
que d est infiniment petit par rapport à a. On aura de même
par suite,
Donc, puisque- et — ont pour limite zéro, on aura
d'où
a' . fi lim ~ • lim - = i ,
ace lim -rr = Iim T •
Ce nouveau point de vue donne lieu à cet autre énoncé :
La limite du rapport de deux infiniment petits ne change pas quand on les remplace par d^ autres qui en diffèrent dhine quantité infiniment petite par rapport à eux.
Exemples. On aura, pour a: = o,
I® lim = lim = lim cosx = i,
tango: tanga:
-. sin2:r ,. nx 1 2» lim . ^ = lim T^ = ^) smox ôx 6
sin X jc
3® lim . , , - = lim — - = oo .
sm'3^ 9x*
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15. Théorème II. — La limite (Tune somme d^infini' ment petits ne change pas quand on les remplace par d*autres dont les rapports aux premiers ont respectif vement pour limite V unité ou qui diffèrent des premiers de quantités infiniment petites par rapport à eux.
Soient a, a', a"^ . . . des infiniment petits qui se succèdent d*après une loi déterminée et dont le nombre augmente de plus en plus. Désignons par S leur somme, et supposons que cette somme ait une limite finie. Soient /3, P', |3", ...je, e', e", . . . des infiniment petits tels, que l'on ait
P := a + ae, f' = a' -h a'e', f z= a"-l- ol\% . . . ,
on aura
p -4- p'-h p'' -h. . .= S -4- as -I- a'e' -+- a"g"-f-
Or, si yj est la plus grande des q^iantités e, e', e", . . . , on aura, en valeur absolue,
as -f- a's' -f- aTz" -f- . . . < Su, et comme ri a pour limite zéro, il en résulte
lim (as -i- a'g' -I- «"s"' -f- . . . ) = o> et par conséquent
. lim(p-f-p'H-p"H-...)=:S,
ce qu'il fallait démontrer.
L'égalité
lim (as -¥- a'e' -h a^s" -h. . .) = o
donne lieu à ce théorème : Si une somme d'infiniment petits^ dont le nombre augmente indéfiniment^ a une limite finie, la somme des produits obtenus en les multipliant respectivement par d'autres infiniment petits aura pour limite zéro.
Par exemple^ considérons Taire comprise entre la courbe plane CD, l'axe des x et les deux ordonnées CÀ et DB. Imaginons que Ton partage AB en parties de plus
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en plus petites, telles que PP', suivant une loi quelconque, mais de manière toutefois que chacune de ces parties tende vers zéro. Je dis que la somme des rectangles tels que MIM'K, construits avec la différence de deux ordonnées consécutives et l'intervalle PP', a pour limite zéro. On a, en eilet,
et
et comme KM est une quantité infiniment petite, on aura, en appliquant le théorème précédent,
yiVIIM'K — o.
DIFFÉRENTS ORDRES d'iWFINIMENT PETITS.
17. Quand on considère des infiniment petits qui dépendent les uns des autres, on en prend un en particulier qu'on nomme infiniment petit principal^ et auquel on rapporte les autres comme à un terme de comparaison. On appelle alors infiniment petits du premier ordre tous ceux dont les rapports à Tinfiniment petit principal ont des limites finies; infiniment petits du second ordre ceux dont les rapports aux infiniment petits du premier ordre sont des infiniment petits du premier ordre, et aiiisi de suite.
D'après cela, si a est un infiniment petit du premier ordre, tout autre infiniment petit de cet ordre sera de la forme a (p -h (3), p étant fini et ]3 infiniment petit. En générai a"(/7->i-|3) représentera un infiniment petit de l'ordre de n.
Exemples. Si l'arc x est du premier ordre, sino: sera
du premier ordre, puisque a pour limite i ; i — cos a:
sera du second ordre, puisque i — cosj: = 2 sin^yX.
Les théorèmes I et II (n**" 13 et IS) peuvent s'énoncer ainsi :
Quand on cherche la limite du rapport de deux quantités composées d'infiniment petits de divers ordres, on peut ne consen^er, dans chacune de ces quantités^ que les infiniment petits de V ordre le moins éles^é.
Quand on cherche la limite de la somme de plusieurs quantités infiniment petites^ on peut ne conserver que les infiniment petits de V ordre le moins élevé (*).
Comme application du premier théorème, on a
,. sina: -f- 3sin*a: _. sinx
11m = lim = I .
Dans cet exemple, on néglige au numérateur 3 sin'x, infiniment petit du second ordre, et au dénominateur Tinfiniment petit du troisième ordre 2 x'.
EXERCICES
\ . Deux points étant placés sur une courbe à une distance infiniment petite du premier ordre Tun de l'autre, la distance du premier de ces points à la tangente menée à la courbe par Tautre point est infiniment petite du second ordre.
2. Deux courbes ayant une tangente commune, la diflérence de leurs ordonnées, situées à une distance infiniment petite du premier ordre du point de contact, est du second ordre au moins.
Théorèmes analogues pour les surfaces
C^) « Le grand ayantage que Ton retire de ces théorèmes consiste en ce quUls permettent souvent de négliger, dans les quantités infiniment petites, la partie qui en rend la comparaison et le calcul difficiles. Il suffit toujours que cette partie soit infiniment petite par rapport à la quantité elle-même, et il n*en résulte aucune erreur dans les résultats où l'on n'a en vue que les limites des rapports ou des sommes de ces quantités infiniment petites. • Duhamel, Éléments de Calcul infinitésimaL
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ORIGINE DU CÀLG13L DIFFÉRENTIEL
18. On a été conduit à la découverte du calcul difTérentiel en cherchant une méthode générale pour mener des tangentes aux courbes planes représentées par des équations.
Concevons deux variables xel y liées entre elles par une relation quelconque, de manière que Tune soit fonction de l'autre, yz:=f{^x). Considérons ces variables comme les coordonnées d'un point rapporté à des axes rectangulaires tracés dans un plan, et construisons la courbe AMB dont l'équation est j- =y*(j:). Supposons
Fis- 2- cette courbe réelle et
continue dans une certaine étendue, et proposons-nous de mener la tangente au point M dont les coordonnées sont x et ^. On définit ordinairement la tangente comme la limite vers laquelle tend une sécante, lorsque,, cette sécante tournant autour d'un de ses points d'intersection, un second point d'intersection s'approche indéfiniment du premier. Soit donc M' un second point de la courbe ayant pour coordonnées x -f- /i, j^4- /:•, considérons la sécante M'MS, et la tangente MT qui en est
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la limite. On a, dans le triangle M'MN,
Donc
tangM'MN^ — :^-
tangIMR = lim langM'lVIN = lim j>
quand h diminue indéGni ment jusqu'à zéro.
Donc, si Ton cherche la limite du rapport des accroissements simultanés Al et h des variables y et x^ accroissements liés entre eux par Téquation
quand h diminue indéfiniment, cette limite sera la tangente trigonométrique de Tangle que fait avec Taxe des x la droite qui touche la courbe au point M.
BUT DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. FONCTION DÉRIVÉE
19. Le calcul différentiel a pour but de déterminer, pour chaque fonction y la limite du rapport de Vaccroissèment de la fonction à celui de la variable^ quand celui" ci diminue jusqu'à zéro. Cette limite, qui dépend de la valeur attribuée à la variable a:, mais nullement de son accroissement A, est appelée la fonction rfenVee de la fonction proposée. On la représente par j^' ou pary [x).
Nous allons chercher la dérivée de quelques fonctions simples.
m étant entier et positif. Si nous changeons a: en a: -f- A 9 Y devient j^-h-A, et l'on a j^ -+- A: == (x -h A)"*, d'où Ar = (a: -f- A)** — x^, ou
k — moT-'h H x'^-^h^ 4- . . . -h A%
d OÙ
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Le rapport y se compose de deux parties, Tune indépendante de A, et l'autre dans laquelle le facteur h est commun à tous les termes^ si A décroit indéfiniment jusqu'à zéro, cette seconde partie pourra devenir aussi petite que Ton voudra \ donc
lim \ =: maf^\ n
Ainsi, dans ce cas,
On peut encore obtenir cette dérivée sans faire usage de la formule du binôme. Posons
on a alors
k = X" — af ;
et si Ton remarque que A = X — x^ on en déduit
h IL — x
X*"- ' ■+ X^-'x -f- . . . -f- Xa:^-^ -f- af^-K
Quand h diminue jusqu'à zéro, X s'approche indéfiniment de j:, et, comme le dernier membre a m termes qui
deviennent égaux à a:'"~S quand on passe à la limite, on
h a bien encore lim -r = moc"*"^ .
2^ Soit une fonction entière
Changeons xen x -^h^ y devient j^ -h- /r, et l'on a
y -{'hz=:za{x -hhy^ ô (x + /<)» -h c(x-4-/i)/' -f- . ..•
/t = a [(x -f. // )*" — a:" j -4- 6 r ( jr -f- ^)» -• X"]
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et, par suite,
. r , fi ('i — î) . n
Divisant par h et faisant ensuite h = o^ on a lim — z=y =: maaf*-^ -h nbaf*"^ -h pcxP~^ 4- . . . .
On pourrait aussi obtenir cette dérivée comme la précédente, sans recourir à la formule du binôme.
m étant entier et positif. On a
•^ [x-^lif
et
, I i .r'" — fjr-hA)"»
(x-f-//)'" x*» a:'"(.r-f-Ay»
d'où, en développant et divisant par A,
et enfin, passant à la limite, on a
hm - = —
donc
d'où l'on voit que la règle pour obtenir la dérivée de x^^
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quand m est enlier, esi toujours la même, quel que soit le signe de m.
4« yz=slx^—a^'.
on a
et, par conséquent.
^- __ \/(x -t- /i ,2— fj^ — \]x^ — n^ ^
OF) si Ton fait A = o, cette expression prend la forme - •
Pour faire disparaître IMndélerminalion, on emploie un procédé bien connu : on multiplie les deux termes de la fraction par la somme des radicaux dont le numérateur est la différence, et Ton a
^__ [\/{x-h hf—a^-- \Jx^ — a»] [v/(x -h //)'— fl'-h sjx^ — a»J
___ [x-^hY — x^
~~ h [^[x^hy—a^ -h v^x» — a^] '
ou
enûn
donc
lim 7 =: — ■ = , y
Nous avons trouvé d une manière assez prompte et assez facile les dérivées des fonctions précédentes^ mais les procédés que nous venons d'employer seraient insuffisants pour des fonctions d'une forme moins simple. Le calcul différentiel va nous donner des méthodes plus générales.
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Soit
doiiTîons à X un accroissement quelconque A, positif ou négatif. Soit A raccroissement correspondant de y 5 on a
y -\- kz=zf[x-^ h]\
puisque la limite de j est j*', on doit avoir, quand // n.Vst pas nul,
a étant une quantité, fonction de x et de //, qui doit tendre vers zéro en même temps que h. De là résuhc
kr=i y' h H- a//.
Ainsi raccroissement h de* la fonction se compose de deux parties distinctes j la première y' h est le produit de l'accroissement de la variable indépendante x par la dérivée de la fonction. On l'appelle la différentielle de la variable j^, et on la désigne par dyi^ de sorte que
dy^=zy'h ou f'{.v)h,
La seconde partie est le produit de h par une quantité a qui s'annule avec A : on ne s'en occupe pas.
La différentielle de la variable indépendante n'est autre chose que l'accroissement A. En effet, considérons la fonction
on a
par suite, et en tin
kr-rh,
Sturm. — -<^«.. 1.
s 8 couKs- d'awalyse.
Ainsi, pour celte fonction de x qui est la plus simple de toutes^ la dérivée est i ; par suite, ladifTérentielle
d) ou djc =z 1 '^ fi =iz II, Par conséquent, la formule
dy~y'h
peut s écrire
d'où l'on déduit
, dr
*^ dx
Ainsi la dérwée d'aune fonction d^une variable est le quotient de la différentielle de la fonction par la différentielle de la variable. C'est pourquoi on appelle aussi la dérivée rappon différentiel ou quotient différentiel.
On dit encore que le quotient différentiel est la dernière raison (ou le dernier, rapport) des accroissements simultanés des variables. Mais les accroissements, élant nuls à la limite, n'ont pas à proprement parler de rapport, et ce que Ton appelle ainsi n'est que la limite dont le rapport de ces quantités approche îndéûnînient.
21. La différentielle est susceptible d'une représentation géométrique. En effet, soit AMB la courbe repré-
Fig. 3. scnlée par l'équation
On a
tangIMN = lim ■- r=r j'.
Or
IN =z MN tangIMN.
m = hy = dy :
ainsi IN représente la différentielle de^, si d'ailleurs
MN z=h = dx.
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On Yoîl par là que dx et dy sont les accroissements correspondants de X et de fy quand on passe do point de contact M situé sur la courbe à un point quelconque I de la tangente, tandis que k ou M'N est T accroissement de Tordonnée de la courbe correspondant au même accroissement h = dx de r abscisse.
22. Toutefois, quoique IN et M'N soient en gênerai différents, leur rapport tend vers Tunité; en effet,
Je j = j^'-f- a, on tire
d'ailleurs, donc
djr—fhj
et, si y n'est pas zéro,
zéro,
djr
ainsi le rapport de V accroissement de la fonction à la différentielle de cette fonction tend vers Vunùéy pourvu que la dérivée ne soit pas nulle.
C'est pourquoi la différentielle est appelée Taccroissement iniiniment petit de la fonction 5 mais cette dénomination n'est pas rigoureuse, puisque a n'étant pas nul (si ce n'est pour y = ax 4- i)? k n'est pas précisément
c'galàrfr(*)-
FAOPB.IÈTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS DÉIVIYÉES.
23. La relation (n«22) conduit à plusieurs conséquences remarquables»
C^) On peut dire que la différence entre la différentielle d^une looction el raccroissement de cette fonction est un iniiniment petit di^ second ordre an moins, raccroissement de la variable étant du premier ordre.
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Attribuons à x une valeur déterminée, y' aura aussi une valeur déterminée; si Ton donne ensuite à x un accroissement suffisamment petit, le signe de ^'4- a sera le même que celui dej^', puisque a peut devenir aussi petit que Ton voudra 5 le signe de k sera donc celui de r'/z, et comme nous supposons h positif, k aura le signe dejr\ Donc, s\ y est positive, k est positif, c'est-à-dire que la fonction augmente, et sij^' est négative, la fonction diminue. Ainsi une Jonction croît ou décroît à partir d'une valeur déterminée de x, suii^ant que sa dérii^ée est^ pour cette valeur^ positivée ou négativ^e.
Il résulte de là que, si la dérivée d'une fonction reste constamment positive lorsque x varie depuis la valeur a jusqu'à la valeur è, la fonction croîtra continuellement dans le même intervalle*, ce sera le contraire si la dérivée est négative.
Prenons pour exemple la fonction
- J7^ — ix^ -f- 3^7+ I.
Construisons la courbe représentée par celte équation
Fig. 4.
Pour j:=:ioonaj-=i,
xr=--i.
En construisant ces différents points, on reconnaît que la courbe présente à peu près la forme MM'M'^M'''.
Mais si Ton veut savoir pour quelles valeurs de x l'ordonnée va en croissant ou t^u décroissant, on prendra la
dérivée dey. On aura
On voit alors que si l'on fait croître a: de o à i , la dérîvéey' est positive; l'ordonnée ira donc en augmentant depuis le point M'jusqu'au point M". Pour le point M'', dont l'abscisse est j: = i, on 9,y' = o, c'est-à-dire que la tangente en ce point est parallèle à l'axe des x. Si Ton fait croître ensuite x depuis i jusqu'à 3, la dérivée y devient négative; l'ordonnée va donc en diminuant depuis le point M'' jusqu'au point M"'; et comme J^ •= o pour X = 3, la tangente en ce dernier point est encore parallèle à l'axe des x,
EnQn, si l'on donne à x des valeurs croissantes à partir de 3, la dérivée j^' est constamment positive; l'ordonuée de la courbe va donc toujours en augmentant à partir du point M"'. Si l'on donne à x une valeur nt'galive quelconque, j' est positive, et par conséquent pour des valeurs négatives de X et croissantes, les valeurs correspondantes de l'ordonnée vont encore en augmentant. 11 faut bien remarquer qu'une quantité négative augmente quand sa valeur absolue diminue.
On déduit de la formule
que si la dérivée d^une fonction est nulle pour toutes les valeurs de x comprises entre aet by cette Jonction a une valeur constante dans cet intervalle.
Nous supposerons a <^b. Puisque Km j = o par hypothèse, on aura, pour une valeur quelconque de x comprise entre a et 6, y <^ e en valeur absolue, pourvu que h
soit suffisamment petit; e étant d'ailleurs une quantité déterminée qu'on peut prendre aussi petite que l'on vour dra. Ou déduit de là k <[ e/i.
Considérons actuellement deux valeurs quelconques de x, Xi et^Tj, comprises entre aei b ; je dis que les valeurs rorrespondantesj^i ety^ seront égales. En effet, donnons à X une suite de valeurs comprises entre Xi et Xt, croissant d'ailleurs par degrés égaux ou inégaux, mais assez petits pour que l'on ait, pour une quelconque de ces valeurs, k <^eh^ k étant pris en valeur absolue. Nous aurons ainsi une suite d'inégalités delà même forme: et si nous les ajoutons, il en résultera que la somme des accroissements successifs de la fonction y pris tous positivement sera plus petite que la somme des produits ê/i, c'est-à-dire plus petite que le produit de la quantité e par la somme des accroissements de la variable x, savoir JTj — Xi, Donc, à foitiori^ la somme des accroissements successifs de la fonction pris avec leurs signes, ouym — ;j^i, est plus petite que e [x^ — Xj ) -, donc
et comme e peut être rendu aussi petit que Ton voudra, il s'ensuit que la différence y^ — y^ est plus petite que toute quantité donnée, c'est-à-dire nulle : on a donc
r»— r» = o> ou jj=r,.
La fonction j^ conserve donc la même valeur pour toutes les valeurs de x comprises dans l'intervalle considéré : ce qu'il fallait démontrer «
2o. Le rapprochement des deux propositions précédentes conduit encore à cette conclusion^ que si une fonction est croissante dans un certain inters^alle^ sa dérivée ne peut det^enir négativ^e dans cet inten^alle; mais elle peut passer une ou plusieurs fois par zéro. De même, si une fonction est décroissante ^ sa dérii^ée sera négatii^e^ mais elle pourra s'annuler pour une ou plusieurs valeurs pan iculi ères*
Si la dérivée d'une fonction était constamment
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infinie, j? serait une consUnle; car si
lim - = GO , on a liiii -7 = 0, h k
et par les mêmes raisonnements (24), ou déduirait de là que deux valeurs quelconques de x sont égales (*).
27. Nous avons désigné jusqu'ici les accroissements simultanés des variables x eij par les lettres h et h\ mais comme on aura bientôt à considérer un plus grand nombre de variables, il devient nécessaire d'employer nnc notation qui rappelle toujours à quelle variable se rapporte chaque accroissement. On se sert à cet eflet de la caractéristique A. Ainsi, quand on considère plusieurs variables x,/, z^ u liées entre elles par des équations, de manière qu'une seule soit indépendante, on représente les accroissements simultanés de ces variables par Ax, ^j^ A^, ù^u. Si l'on prend x pour variable indépendante, les rapports
Ar ^z au ^JS àx ^x
auront pour limites respectives
fiy dz dn dx dx dx
quand Ao: décroîtra indéfiniment.
28. Lorsque deux fonctions sont égales pour toutes les valeurs de la variable indépendante^ leurs différentielles ou leurs délivrées sont égales.
En effet, soient u et s^ deux fonctions égales de x. Donnons à a: un accroissement Ar; soient A^^ et Ai^
C*) La dérivée d'une fonction continue ne pouvant ôtre nulle ou inHaie que pour des valeurs particulières de la variable, il en résulte qu'en général raccroissement infiniment petit d^une fonction est du même ordre que raccroissement de la variable.
les accroissements correspondants de u et de \^\ on aur.»
« -t- A« =: P -f- Acj et, comme a = J',
d'où
A // àv
Cette équation, ayant lieu quelque petit que soît Ajr,
aura lieu encore à la limite: or la limite de — est la dé-
Ax
rivee de u ou - : de même la limite de — est -y-', donc
€IX A X (Ix
du do
-— •=! —- OU du == rti».
La même conclusion subsiste quand les deux fonctions proposées ont une différence constante*, car, soit
uz=L\}-r-c\ en changeant x en a: -4- Ajr, on a
tt -H A a = p -h ûf p -t- c,
et comme a =^ p» -H c, on a encore
A // A p A tt = A p, — = — \ A.r Awt'
par suite.
ou enfin
du dx
du " dx'
du -
= dç,
c'cst-n-dire que deux Jonctions qui ont une (lijfcrencc constante ont la même différentielle,
29, Réciproquement, si les différentielles de deux fonctions sont égales entre elles^ dans un certain intcr-
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ualle^ ces fonctions auront^ dans cet infen^alle^ une ffifférence constante.
En efTet, soit y la ditïerence u — j^, et supposons que
1 on aiL
(lu dv
iix dx
De réquatlon on tire
Ly au ai' Ajc Ax Ax
OU enfin, en passant à la limite
ffr du dv dx dx dx
(ly
Ainsi — est nulle, et par suite y est une constante : ce qu'il fallait démontrer.
DES FOJNCTIOJSS DE FOKCTIOÎÏS.
Quand on a
y étant oUe-même une fonction de x,f{x)^ on dit que u est une Jonction de Jonction de x.
Pour obtenir la dérivée de u par rapport à x, on pourrait remplacer y par J{x) dans tp (y), ce qui donnerait
mais il est possible d'éviter cette substiluliou. En clkt, ou a Téquation- identique
A a A// àjr
àx ^y Ix
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dans laquelle A jr étant l'accroissemenl de la variable indépendante, ^y et ûu sont les accroissements correspondants de y et de m. Si l'on suppose que A a: diminue indéfiniment, Fégalité ayant toujours lieu subsistera encore
à la limite. Or lim — ? c'est la dérivée de u par rapporta
_ du ^, ^y rt I \ ,,!.. ^ ^11 ,
o: ou — , lim-^ =/ \^) 5 quant a la limite de — ? c est
?' ij) 0^^ Ja dérivée de (f (j) dans laquelle y serait considérée comme variable indépendante, car cette limite ne dépend pas de la relation qui existe entre y et .r, et il .suffit, pour qu'on l'obtienne, que Ay décroisse jusqu'à zéro. Donc
Ainsi /a déiwée d* une fonction de fonction est égale au produit des dé/wées de ces fonctions.
Si dans l'équation (i) on remplace /^(x) pary-i
on aura
du dy
et, par suite,
La différentielle de la fonction cp (y)^^ lorsque j^ est égale à f(x)y a donc la même forme que s\y était la variable indépendante; mais, dans l'application, il faudra remplacer dy par sa valeur/' [x ) dx,
32. Enfin, on peut mettre encore l'équation (i) sous une autre forme : en observant que
♦ / V du ^/ , > dr
,'{r) = - et /'(x) = -,
on a
^_ du du dy
dx df dx
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11 ne faut pas croire que celte équation soit une iden^ lîté; car dy n'a pas la même signification dans — et dans
— : dans la première expression, dy désigne Taccroîsse-
ment infiniment petit de^ regardée comme variable indépendante; tandis quedans Tautie, ^^ est la différentielle de^ considérée comme fonction de x.
Soit comme exemple
u = ^'", y = sjx^ — a* :
ou
On aura (n° 19, i^et 4°)
a. y'" := /wj*-' djr, dy = ■ dx ;
sjx^ — a*
donc
du z=, m [y^x^—a^y"'' -y^— = m [sjx' — a^Y~^ xdx.
33. Si l'on a on aura, d'après ce qui a été démontré précédemment,
r^=f(tf)^«, du:=>:f' [x)dx, dy=f'{x)dx,
donc
OU, eu divisant par dx^
de sorte que la dérivée de la fonction v est égale au produit des dérivées des trois fonctions dont elle est formée. Cette règle s''applique évidemment à un nombre quelconque de fonctions.
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RÈGLES DE DIFFÉRENTIATION.
Difierentielle d'une somme, — d'un produit, — d'un quotient de fonctions. — DifTérentielle d'une puissance, — d'une expression imaginaire. — Uè{;1e des fondions composées.
DIFFÉRENTIELLE D*UWE SOMME.
Soit
M, i^j z étant des fondions de x. Changeons a: en a: -f- Ao:,
nous aurons
jr -t- Ay z= a -f- Aa -^ v -\- Av — z — Az^
et comme
on a
A/ Aa-f-Ac-
d'oi
-Az,
\x Ax Ajt
As
passant à la limite,
dy da du.
dx dx ' dx
dz du.'
ou enfin
df ou d[u -^ s^ — z)=z du -{- du — dz.
Ainsi la différentielle cl* une somme rie fonctions est égale à la somme des différentielles de ces fonctions ,
Si Tune des quantités u^ v^ z est constante, elle disparaît dans la diffèrenliellej c'est d'ailleurs ce qui résulte de la proposition démontrée plus haut (28), que les différcnlîclles de deux fonctions sont égales, quand ces fonctions ont une différence constante.
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DIFFÉRENTIELLE o'tJN PnODUTT.
3eO. Soît à différeinier
u étant une fonction de xeta une constante : cliangeons X en x-4- Ax-, il vient
et comme
J=:ail,
on a
et, à la limite,
dr du
OU enfin
df =^ d[au)=adu.
Ainsi /a différentielle d" une fonction multipliée par une constante s'obtient en multipliant par cette constante la différentielle de la fonction.
Soit encore on en tire
y -u Ajr r=(M + Aw) (p -f- Ap),
ou, effectuant le produit,
y 4- Ay z=z uv -\- t'àu H- iiAc 4- AaAc;
et comme y = m^'j on a
Aj =: (^Aw 4- «Ap -h Atf Af',
d'où
Ar A« A^ ^" *
Ax Ax Ax Aj:
A la limite, — Ai^ devient nul, puisque -— a une li-
3a COURS d'ànalysk.
mite en général finie, et que Ai^ devient nul: donc
rfy du dv^
OU enfin
d,T. dx dx
df z= d [uif) = p du -4- à dv,
C'esl-à -dire que la différentielle du prorluit de deux fonctions s'obtient en multipliant chaque fonction par la différentielle de Vautre^ et ajoutant les résultats,
Soit maintenant
on a
d[uuz) nzz vz du H- ud (fz), d {uz ) = z do -+- vdz ;
donc
d [uvz) z= vzdu -T- uzdv -f- uvdz.
Ainsi la différentielle du produit de trois fonctions s'obtient en multipliant la différentielle de chaque fonction par le produit des autres fonctions, et ajoutant les résultats.
Cette règle est générale. Ainsi Ton aura
d [uuz. . .t) z= t'z. , .tdu -h az. ..tdi> -f- uv . . rdz-\-. . . -f- itv. .,dt
ou, en divisant par uk>z . . . f,
diuvz. . . t\- du dv dz dt
upz. . .t u i> z t
On démontrera cette formule, soit directement, soit en faisant voir que si elle est vraie pour un certain nombre de facteurs, elle aura encore lieu quand on prendra un facteur de plus.
DIFFÊUEIfTIELLE d'uW QUOTIENT.
38. La différentielle du quotient de deux fonctions se déduit facilement de la différentielle d'un produit. Soit
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on en lire
yv=zu, el, par suite,
f>djr -{-jrdi^ =: du.
On remplace y par sa valeur - et l'on obliciit
d'où l'on tire
u vdy H dpzzndel;
, , « vdu — u du dy ou d — •=:
Ainsi la différentielle d^un quotient est égale an dénominateur multiplié par la différentielle du numérateur, moins le numérateur multiplié par la différentielle du dénominateur^ le tout divisé par le carré du dénominateur.
CXi arrive encore à ce résultat par une méthode plus
directe. On a
ou
et, par conséquent,
Au A ('
Ay 'Ax Ax
Ax c{p H- Av) '
passant à la limite^
ou enfin
du dç
dy d.r dx
dy
_ u vdu — ndi^
OU a —
Si le numérateur u claît constant, la différentielle d se réduirait a —•
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DIFFÉRENTIELLE d'uNE PUISSA^'CE•
39. Soit y z=. u'", m étant un nombre entier et positif: nous avons vu (37) que
Supposons que les facteurs m, i^, 2, . . . , t au nombre de m deviennent tous égaux*, on aura
d.u"'z=mu'"-^ du.
Ce résultat est aussi une conséquence immédiate de la rèele des fonctions de fonctions. On sait que si l'on a
fz=t^(u) et u~f[x),
on aura
dy = y' [u)du\
donc, puisque •
d,af"=^ mx"'-^dx,
on aura aussi
d,u"'=:z m 11"*^^ du.
\'oici enfin une troisième méthode. Donnons à a: un accroissement quelconque Ax et soit U ce que devient u 5 nous aurons
et, à cause de^ ==. w'",
Sx = U"' — «"•=: (U —- «) (U'"-* -h V"-^ a -f- , . . -"I- «'"-» ), d'où
Ax Ax ^
Si Ton passe à la limite, U se confondant alors avec 21,
on a
dy du
— = -— X /»«"*"* ou dy = muT*^^ du.
(tx dx
Supposons actuellement quefexposant m devienne
dgal â une fractîorr positive -•, on aura
yz=m^ y d'où yi=^uP.
Comme p et q sont des nombres entiers et positifs, nous pouvons, en prenant la diilérentielle des deux membres, appliquer la règle précédente, xe qui nous donne
ou Mais
donc
ou eniin
rjjr^-^ i
zpuP'^
du
qjldy
uP-' rdu.
y'i = uP
et
tiy
— du^
d,u'f=^u'f du.
En remplaçant - par m, nous retrouvons la formule
d,u"*=:^ nur-^du.
41. Enfin, supposons que ni=. — w, n étant d'ailleurs un nombre entier ou fractionnaire, mais positif; on a
jr~„-« ou jr=—\
par suite,
ou enlin
d.u-''* z= — nu^"—^ du y
ce qui donne encore, en remplaçant — n par itz,
d.u'^ ==. mu'^"^ du, SiCR>i. — An,, I. 3
Celle formule esl donc vraie, que Texposant m soit posîiîf
ou négaiif, enlîer ou fraclionuaire.
42* La même formule sert à diflercntier les radicaux.
Aillai,
d"Jlt=d.û"^l<?~' du= — "
Dans le cas particulier où n = î2, on a
DIFFÉRENTIELLE D^UNE EXPRESSION IMAGINAIRE
43. On sait que les expressions imaginaires résultant du calcul algébrique peuvent toujours se réduire à la forme
Si, comme en Algèbre, y/ — i est assimilée à une constante, on aura, par le changement de x en x •+- Ax,
j-+-Aj = tt-l-Att-|-(t'4-Ap)y/ — I,
et comme
X u-\-Psl — I,
on aura
Ly A« -\~ ^vs| — I ;
d'où
Ax Ajc à.r
et, n la limite,
dy du du y dx dx dx OU enfin
dy ou d[u -^ V si — \) z=z da -\- dv ^ — i . Ainsi la différentielle d'une expression imaginaire s^ob-
tîenl comme celle d'une somme, pourvu toutefois que l'on traite sj — i comme un facteur constant.
APPLICATIONS
44. Les règles précédentes suffisent pour différentier toutes les fonctions algébriques explicites. 1** Soit d'abord
Pour différentier celte fonction, on la met sous la forme
et Ton obtient
dy z=L —bx ^ dx '\- cx^^dx =: = H :
2 i)Jx ^^ '
d'où l'on tire
dy h c
bec
yjX' X yJX ^■
ou
y = a -\~ hx * — ex * -f- ex^'.
Différentiantj on a
dy
= 1 — -^bx *H-^cj7 *— 2ea:-3 j ^j^ ( nb Ac ie\ ,
d'où enfin
dy dx
y {a-f- bx")'".
Posons
a -t- bji" 1= f/ ;
ou a
par suite,
doue
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dy = mu'^~'^ du, du ^=: nbjo^^ dx\
dy z= mnb [a -f- ^^)"" ' x""' dx.
43. Nous allous moutrer raaiuienanl comment le cal* cul différenLÎel s^applique à la détermination de courbes jouissant de propriétés données.
1° Tromper une courbe telle, que la sous-normale NP ait. pour chaque point^ une longueur constante a.
On aura, en supposant les coordonnées rectangulaîies-
NP=:MPXtangPMN.
Mais
MF ::=^, lang PMN =: lang MTN = ^ :
itJC
FiR. 5.
De là on tire
ou
Or
et
Il faudra donc poser
rdy
dx
ydy = adxy
:^ydy =^ nadx.
2ydy=:zd{y^]
adx z=^ d [2,00:^ ; d{y^) =zd(2,ax
Maïs deux fondions qui ont la même différentielle ne peuvent différer que par une constante (29) : donc, en appelant c une constante arbitraire, on a pour léqnation du Heu
Celle équation représente toules les paraboles qui ont le même paramètre 2/7, et pour axe commun Taxe des x.
2° Troiwerune courbe dont la sous^normale soit une puissance donnée de Vabscisse,
dx 2 /;i H- I
3^ Trottiner une courbe dont la sous-tangente PT soit en raison ins^erse de F ordonnée.
Puisque l'on a PT= MP colMTP =:-^, la courbe * djr
clic reliée a pour équation différentielle
ydx a^ dx ~" r'
On lire de celte iqualion
Or
dx =
donc
Cy
xy — cyz=^à^.
Le lieu est une hyperbole ♦équilatère qui a pour asymptotes l'axe des x et une parallèle à Taxe des j^.
4° Si l'on cherche la courbe dont la normale MN est constante^ il faudra poser [fig- 5, p. 36)
y1 flyl
OU
MP +1NP —y^ -\-^^-^^à ^
ydr
= >Ja^ —y^
et
dx
dx-=z
d'oij
et enfin
J7 = — sja' — /^ H- Cj (x — c)2 + J» = fl*.
La courbe cherchée est un cercle dont le rayon est A et dont le centre est sur l'axe des x,
DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS COMPOSÉES
46. Après avoir différentié une fonction d'une variahle indépendante, nous allons apprendre à différentîer une fonction composée de plusieurs fonctions de cette variable, et d'abord de deux. Ainsi, soit
Il et p» étant deux fonctions de la variable indépendante; lorsque x devient x ■+- Aj:?, les quantités ii^ i^, y deviennent respectivement u-h Aa, t^-{- Ap», j'--\- Ay. Mais, au lieu de changer à la fois u en ii H- A«, et i^ en p» H- Ap» dans /[uj^), il revient au même d'effectuer ces deux changements l'un après l'autre. Ainsi, l'on remplacera d'abord li 4- Aw, en conservant à ^» sa valeur actuelle, d'où résultera pour ^ l'accroissement
Divisons cette différence par Au, et passons à la limite,
en regardant u comme invariable. On aura
On aurait, de même
ùiif dv ^ ^ ^
donc, en représentant par a une fonction qui s'évanouît avec A M, quel que soit f^, et par 6 tine fonction qui s'évanouit avec A^, quel que soit i/, on a
(1) /(/4-f-Att, P)— /(«,p)=r:[<p(rt, t^)-ha]Aa,
(2) f[tt, o -4- Ap) -/(«, P) = [>!;(«, P) -+- 6] Ap.
Changeant u en « -h Au dans Téquation ('2), il vient
j /(« -4- Aw, ('-f- A(/) — /(w-f. A«, j')
( =[>!;(w-t- AajC^JH-ê'jAt',
6^ désignant ce que devient S quand on y change u en « -f- Aw, et s'annulant comme S en même temps que Ai'. Ajoutant maintenant les équations (1) et (3) membre à membre et divisant par Aj:, on a
f{u -+- Att, V + tkv) — /(«, v)
== [(j, ( «, i») -+- a] ^ 4- [,[/(« 4- Att, P) 4- 6'] ^5
ce qui devient, à la limite,
dy , .du . . .dp
OU
OU enfin
df = <f (//, p)du -h^{u, p) dPf
(4) clx = ^du-h^dP.
du dp
Il faut observer que, dans les dérivées partielles ~- et ^5
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les variables u eii^ doivent être considérées comme indépendantes, tandis que, dans les facteurs du et di^ qui multiplient ces dérivées, on doit regarder ii et J' comme des fonctions de x.
47. Une formule analogue à la formule précédente a lieu pour une fonction composée d'un plus grand nombre de fonctions de la variable indépendante. Ainsi, soit
On a
àjr z=if{n-\-^U,P-^ Ap, 2 -f- As) —/(«,«», z).
Si Ton pose
on aura, d'après les considérations qui précèdent, ' ( I ) /(« -f- A£/, P, z)—/{u, Py z) — [fp(//, «s z) -f- a] Att,
■(2) /(/£, u -4- Ap, z) —/{li, I', z) =z [^^ (tt, P, z) -h 6] Acs
(3) /(//, p, ZH- Az) — /(w,P, z)— [x(u,v,z) 4-7]Az.. Faisant varier /^ dans Téquation (2), on a
Faisant varierii et i^ dans l'équation (3), on a
( /("' + A//, c-^ A«», z -\- Az) — /(// -h A«, P-f- A»', z)
I — [;j(w -f- Aw, p-f- Ap, z) + 7']Az.
Ajoutant les équations (i), (4) et (5) membre à membre, et divisant par Ax, il vient
^ =: [(p (W, P, 2) + «] ^ -i- [rKlH- A«, P, 2) -f- 6'] ^
Az
et, à la limite, on a
cfr . .dii^, .dv , , dz
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OU enfin
(6) dr=^du + ^J:d.+ ^-fcb.
au di' clz
De là on peut conclure en général que la différentielle d'aune fonction y ^ composée d'un nombre quelconque de fonctions de la variable indépendante, s^ obtient en prenant successii^ement la différentielle de la fonction y ^ par rapport à chaque fonction de la "variable indépendante, dans laquelle cette ^yariable seule serait suppo^ sée varier, et ajoutant toutes ces différentielles.
Cette règle comprend comme cas particuliers toutes les précédentes sur une somme, une différence, un produit,. . . de fonctions.
EXERCICES
NOTIONS SUR LES SÉRIES
Défîpitions. — Théorèmes sur la convergence des séries. — Application h
des exemples. — Limite de ( i 4 J
DÉFINITIOKS.
48. Avant de passer à la différen dation des fonctions transcendantes, il est nécessaire d'établir quelques notions sur les séries.
Une série est une suite composée d'un nombre infini de termes formés tous d'après une loi déterminée. On représente ordinairement par S„ la somme des n premiers termes d'une série. Ainsi, Mi, i/j, i/3,. . . , «„ désignant les termes successifs de la série, à partir du premier, on pose
S„ = tt| -4- «2 -4- «3 H- . . . -f- tt».
Si, à partir d'une valeur de n suffisamment grande, S„ approche indéfiniment d'une limite finie et déterminée, quand on prend n de plus en plus grand, on dit que la série est convergente, et la limite S vers laquelle elle tend est appelée la somme de la série. La différence S — S„5 que Ton désigne par R„, se nomme le reste de la série. On a donc, par définition,
R„ = S — S„, ou S = S„-f-R».
Si la somme des n premiers termes n'approche pas in définiment d'une limite fixe, quand n augmente indéfiniment, la série est /iiVcrg'e/ife.
Une des séries les plus simples est la progression géométrique
Cette série est convergente, lorsque la raison k est plus petite que l'unité. En effet, on a, quel que soit A^,
ou
a ak^
ak^ Or, si la raison h est moindre que l'unité, 7 peut
devenir aussi petit que l'on veut, et dès lors -. est la
limite vers laquelle tend S„. Si, au contraire, on a ft ^ i,
ak^ la quantité j peut surpasser toute grandeur donnée,
et la série est divergente. Il en est de même si A: = i.
THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES
49. La somme d'une série convergente est une quantité déterminée qui souvent n'est pas susceptible d'une autre expression : elle peut être employée dans le calcul comme une fonction des lettres qu'elle renferme. Il est donc important de savoir si une série est convergente. Voyons donc comment on pourra reconnaître ce caractère.
Pour qu'une série soit convergente, la condition né^ cessaire et suffisante consiste en ce que ta somme d^un nombre quelconque de termes au delà du «'*'"*, m„, soit aussipetlte que Von voudra, sin est suffisamment grand. Cette condition est nécessaire puisque, les deux sommes S„ et S„^; devant converger vers la même limite lorsque n eest de plus en plus grand, leur différence doit tendre vers zéro. Elle est suffisante, car si la somme
est comprise entre — e et -h e, S^+z sera comprise entre Si, — e et S„ -+- e, quantités qui se rapprocheront de plus
on plus à mesure que n augmentera, i restant le môme,
mais pouvant d'ailleurs être supposé aussi grand qu'on
voudra.
50. De cette proposition résulte la suivante : quà par^ tir d'un terme m„, n étant assez grand ^ les termes doivent finir par deyenir plus petits que tonte quantité donnée. Mais cette condition, qui est nécessaire, n'est pas suffisante. Ainsi l'exemple ci -dessous,
I T I II I I
offre une série dans laquelle cette condition est évidemment remplie, mais qui néanmoins n'est pas convergente, car, en groupant les termes comme il suit,
on voit que chacune des sommes renfermées entre parentlièses est plus grande que -» et, comme il y en a une înfîni lé, la série a nécessairement une somme infinie.
51. En général^ pour ^econnaître^sî une série est convergente, on compare ses termes, à partir d'un certain rang, à ceux d'une autre série qu'on sait être convergente, et s'il arrive que les termes de la première soient inférieurs ou au plus égaux à ceux de la seconde, alors celte première série est com^ergente. On peut se dispenser de comparer les premiers termes.
En comparant une série à une progression géométrique, on est conduit aux théorèmes suivants «
52. Théorème I. — Une sèiie dont tous les termes, ou du moins les termes très-éloignés, sont positifs, est roni^ergente si^ à partir d\in certain terme ^ le rapport d^un terme quelconque au précédent est plus petit quun
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nombre déterminé A, qui est lui-même plus petit que V unité.
Ainsi, supposons qu'à partir de u^ cette condition soit 1 emplie. On aura, m étant plus grand que /?,
et à fortiori de même,
on aura donc
Donc Or
est une quantité finie, quelque grand que soit i, puisqu'on suppose k moindre que i^ d'ailleurs ^m-<C ^'""" "» P^^^ devenir plus petit que toute quantité donnée» en prenant m assez grand 5 par suite, le reste Wm+i-H «m+s -h ... H- w,„^, peut devenir inférieur à tout ce que l'on voudra, en prenant m suffisamment grand. Donc la série est convergente.
Au contraire, la série est divergente si Ton a k plus grand que 1 .
Effectivement, si à partir de //» cette condition est remplie, les termes deviennent de plus en plus grands.
53. Théorème II. — Une série à termes positifs est convergente^ siyà partir d*un certain terme, on a cou-' stanunetit
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En effet, on aura, d'après celle condition^
ou bien
itn+t -h u^i -h . . . + it„+i < A" — ;
d'où Ton conclut, comme précédemment, que la série est convergente.
Au contraire, la série est divergente, si l'on a toujours,
à partir d'un certain terme,
Et, en effet, comme de là on déduit z/„>A", il s'ensuit qu'en prenant n suffisamment grand, i/„, et à foriion le reste de la suite, sera plus grand que toute quantité donnée (50).
54. Ou a supposé jusqu'à présent que tous les termes de la série, ou du moins les termes très-éloignés, étaient positifs. Soit maintenant une série dont les termes aient des signes quelconques.
Si la nouvelle série qu'on obtient en prenant positivement tous les termes au delà d'un certain rang est convergente, la série proposée le sera aussi. Effectivement, le reste de la série donnée a une valeur absolue moindre que le reste delà série transfo^:mée; par conséquent, il peut devenir moindre que toute quantité donnée.
Celle condition de convergence est suffisante, mais non pas nécessaire.
55. Théouème m. — Utie série est convergente quand Ici termes éloignés sont alternativement positifs et né" gatifs^ et vont en décroissant indéfiniment.
En effet, admettons que cette loi se vérifie, dans la série
à partir du terme m„+i que nous supposerons positif.
Appelons U„+i, U„^i, U„^_8, etc., la valeur absolue des lemies ï/„+i, "„+tî m„^8, etc. On aura, p étant > «,
et, par suite,
hp ^ Ofl .
On a aussi
Sous cette forme, on voit que
Syi <C^ S;, -H U/l+l j
donc on a
Donc Sp est toujours compris entre S„ et S„ -f- U„+i, et comme U„+i peut devenir aussi petit que Ton voudra, la série est convergente.
56. On considère quelquefois, dans le calcul, des séries imaginaires de la forme
(tt, -hf>, v'— j)-f-(i/2-f-«'j V— 1)-4-. ..-+-(«„ H-f„^— i)-f-.... Une pareille suite sera convergente, si les deux sommes
«, -f- ttj -f- M3 -I- . . . -h tt„ H- . . . , <>i -t- «'2 H- «'a -^ • • • -4- t'a -4- • • j
sont elles-mêmes des séries convergentes.
ÉTUDE DE QUELQUES SÉRIES
57. Nous allons appliquer les règles précédentes à quelques exemples,
Celte série est convergente, quel que soit x. En effet, on a
Wyi+l
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et aussi
d'où.
On voit par là que le rapport d'un terme au précédent finira toujours par devenir plus petit que tout ce que Ton voudra, et, par conséquent, plus petit qu'une fraction quelconque k. Donc la série est convergente, et cela que jc soit positif ou négatif.
On peut savoir quel est, dans cette série, le plus grand terme pour une valeur donnée à x.
Supposons que Ton ait
le plus grand terme sera
En effet, on peut mettre ce terme sous la forme d'un
produit
composé de facteurs plus grands que i : tous les termes précédents sont moindres, puisqu'on les obtient en supprimant dans celui-ci un certain nombre de facteurs plus grands que i : tous les termes suivants sont aussi moindres, puisqu'on les obtient en multipliant celui que nous
venons d'écrire par des facteurs — '- — ? — ~ — > • • -5 moln-
, dres que l'unité.
Supposons qu'on s'arrête à -x et qu'on veuille
X cosa? H C0S2 j: -f- . . . h cosnx -t
sont plus petits que ceux de la série précédente. Donc la nouvelle série est.convergente à plus forte raison,
On a, dans cet exemple,
Gomme ce rapport tend vers x à mesure que n augmente, il en résulte que la série est convergente pour les valeurs de x comprises entre — i et H- i .
On arrive à la même conclusion en appliquant le second théorème (53).
On peut facilement trouver une limite. supérieure du reste R„. En effet, on a
ou, puisque x est moindre que i ,
jf*' I
StURU. — y//2., I.
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- m {m — t) ^ 4» I -4- mx -\ -' j:' -Î-. . •
On a^ dans cet exemple.
Up
I Jj:.
Si j: est moindre que l'unité et positif, les termes finissent toujours, quand ^*est sufGsamment grand, par devenir alternativement positifs et négatifs, et par décroître indétiniment. Donc alors la série est convergente. Elle Test encore si Ton aj:<^o et que sa valeur absolue
soit plus petite que i ; car, dans ce cas, le rapport ^'*'^
Up
finit toujours par être, en valeur absolue, constamment plus petit qu'une fraction quelconque h plus grande que x. Si wT, positif ou négatif, est plus grand que i, la série est
divergente, car ( 1\ x finît toujours par surpasser I.
5** La série
X III
série dont la divergence a été démontrée (50).
Quand m est <[ i, la série (i) est à plus forte raison divergente, puisque ses termes sont plus grands que les termes correspondants de la série (2).
QUATRIÈME LEÇO«. 5l
Soit ensuite m ^ i . On a
Ce rapport, quoique constamment plus petit que l'unité, finira toujours par en approcher autant qu'on voudra. On ne peut donc pas appliquer le premier théorème (52), mais on démontre la convergence de la série pour m ^ i en groupant les termes de la manière suivante :
d^où l*on conclut que la somme des termes est moindre
que
c'est-à-dire moindre que la somme de la progression géométrique décroissante
6° Si dans la série
on fait
on obtient la série numérique
série convergente, puisqu'elle est un cas particulier d'une série qui est convergente, quel que soit x. On en représente la somme par la lettre e,
5a couns d'analyse.
Le nombre e est compris entre 2 et 3; car on a évî-
deniment
et
. tf<2 H h i h... -h — -h...
OU
ff<3.
Il est facîle de* trouver une limite supérieure du reste R„ de la série, ou de la somme
LIMITE DE
(iH I QUAMD m CROIt IKDÉriJNlMEWT.
58. Le nombre e est la limite vers laquelle tend la quantité ( i H j quand m croît indéfiniment.
Supposons d'abord m entier et positif. On a
I H =zi-\- m < h — • -— -h . .
ce qu'on peut écrire
m \ ffi J \ m
aug
Les termes de ce développement au nombre de m sont tous, à partir du second, plus petits que les termes de même rang dans la série qui représente le nombres, et ils
mentent avec w, d'où il suit que ( i-f-.-— ) augmente
avec /7i, en restant toujours <^e. Les numérateurs des premiers termes, qui sont
approchent indéfiniment de Tunité, quand m croît jusqu'à l'infini*, et, par conséquent, ces termes tendent à devenir égaux à ceux de la série e. Mais il n'en est pas de même pour les termes très-éloignés, car si, par exemple, n — i
était la moitié de m, le facteur i ? dans le
j^ième terme, serait -» et le numérateur de ce terme serait '2
<^ -• Cependant, en prenant m très-grand, et négligeant
dans les deux séries les termes très-éloîgnés qui font une très-petite somme, on conçoit que Tune des séries diffère infiniment peu de Faulre, et qu'ainsi f H | doit
s'approcher indéfiniment de e,
Au surplus, en voici la démonstration irès-rîgou
reuse. En s^arrètant au n''"" ternie, on a
Quelque grand que soit /i, on peut prendre le nombre m, qui est indépendant de ti, tellement grand, que le numérateur
qui est inférieur à Tunité, surpasse i — e, e étant un nombre déterminé aussi petit qu'on voudra. Car ce
I ) 5 il suf-
Gra de poser
d'où l'on tire
Alors, dans le développement de ( i -h — j , les numérateurs des termes jusqu'au /i'**"* étant tous > i — ; e, on aura, en les remplaçant par i — e et négligeant les termes qui suivent le «****•,
et à fortiori
puisque la somme
(qui multiplie e) est
<r — ! h.,, ou <i.
On a d'ailleurs (57, 6*>)
tf <;2H h. . .H r h
Ayant ainsi deux quantités qui renferment entre elles e et ( iH j 9 on aura, en comparant les différences,
<?—!+-< 5 ht,
\ /it/ i:2.,S. , ,n n
et comme on peut supposer n aussi grand et e aussi petit qu'on veut, en faisant croître m à riiifini, on voit que e
est la limite vers laquelle tend ( iH j •
60. On obtient la même limite quand m cesse d*être un nombre entier. Dans ce cas, m tombe entre deux entiers consécutifs p et p -f- 1, et Ton a
Quand m croit, ces deux quantités, entre lesquelles la
valeur de ( iH ) est toujours comprise, tendent l'une
et Tautre vers la limite e (puisque p est entier). Donc I iH 1 a la même limite.
Le nombre e est incommensiirahle . — En effet
si e était un nombre commensurable t) on aurait
En faisant passer a H h ... H ^ — r dans le pre-
mier membre, multipliant par I.2.3. . .&, et désignant par N un nombre entier, on aurait
b-^i [b -\- i) [b -Jt- 1)
On a donc
D'ailleurs
On aurait ainsi un nombre entier compris entre o et t» ce qui est absurde; e est donc incommensurable.
DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES
DifTérentiation des fonctions logarithmiques, — des fonctions exponen- . tielles, — des fonctions circulaires directes, — inverses.
FONCTIONS LOGARITHMIQUES.
63. Soîtj^ le logarithme de .r dans, le système dont l.i base est a, de sorte que
On a
d'où
Ajr=:\oQ(.V~h ùiX)—- logj: = log ( iH j
et
Ar '"^''"^
Ax àx
Si Ton pose Aa: = -— , on aura
Ar
— = — log ( IH I = - log { iH
Si Ton fait croître m indéfiniment, Ax diminuera jusqu'à zéro, et ( iH ) atteindra sa limite e (58) \ donc
Ar dy i
lira — ou -— r- -
Aj: dx X
d'où
dx dy ou d.\Q^xz=i — loge.
64. Quand on prend le nombre e pour base, les logarithmes appartiennent à ce qu'on appelle le système népérien : nous les désignerons par 1.
Dans ce système, on a le = i, et, par suite.
dx
Il est facile de passer d'un système quelconque au système népérien, et vice versa.
En efTet, Téquation
donne
En faisant x = e, il vient
I = log^.la,
d'où
puis
iog. = jL,
logx = la? X p = 1 Jc X loge.
Le facteur constant r- ou loge, par lequel il faut multiplier le logarithme népérien d'un nombre pour avoir son logarithme dans le système dont la base esta, est appelé le module de ce dernier système. Quand a= lo, le module est
logtf = 0,434294^*
En multipliant les logarithmes des Tables ordinaires par j— p ou l.io qui est a,3o2585i, on aura les logarithmes népériens.
65. La règle de la différentiation des logarithmes est souvent utile pour différentier d'autres fonctions.
Ainsi, on peut s'en servir pourdifférentîer m"*, quel que
soit m, u étant une fonction de la variable indépendante.
On pose
y =1 u*^, d'où \y = m\ «,
et, en différent! au t, il vient
djr du
ou
d. «"• = wa""' du.
Soit encore un produit de plusieurs fonctions de x, tel que y = ufz.
Comme il pourrait y avoir des facteurs négatifs, élevons au carré, et prenons les logarithmes^ il viendra, après avoir différentié et divisé par 2,
djr du dtf dz
résultat déjà obtenu par une autre méthode*
Exemples
On a
xdc dx
\ja} -\- X* dx
On remarque d* abord que
l( — ^ — ] = Ijc — ly'ÔM^i
d*où
f/a: xrfar d^dx
X rt* -4- x' a: ( fl' -+- x' )
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Celte quanlîlé est égale à
donc
dy m n
lix X — a X — /; x — c Si Ton pose
on aura encore
dx dx J[''^) '
ii en résulte
f[x) X — a X — b X — o formule qui sert de base à la théorie des racines égales.
FONCTIONS EXPONENTIELLES.
En particulier^ si a = e et m = x, on a
de sorte que la fonction e' est égale à sa dérivée.
On peut se demander si celte fonction est la seule qui jouisse de celle propriété. Pour répondre à cette .question.
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posons
OU en tire
dy
— OU d\y ^=^dxy
I j^ = X -4- c, et, remplaçant e"" par C,
ce qui montre que la fonction inconnue doit être le pro» duit de e' par une constante.
FONCTIONS CIRCULAIRES DIRECTES
70. Commençons par établir d'une manière précise sous quel point de vue les fonctions circulaires sont considérées dans le Calcul infinitésimal.
Dans ce Calcul, comme dans la Trigonométrie, les notations sina:, cosjr, ... représentent les rapports des droites ainsi nommées au rayon du cercle auquel elles appartiennent; ce sont donc des nombres abstraits. La lettre X représente la longueur d'un arc rapportée au rayon pris pour unité; c'est encore un nombre abstrait* Alors le nombre 7r = 3, 141^9^6 est la longueur de la
demi-circonférence dont le rayon est Tunité 5 -q- est la
longueur de Tare de i degré \ et -^ est la longueur de l'arc
de z degrés^ de sorte que l'on a^ si z est le nombre des degrés contenus dans x,
-ô-y »= X* = 57*i6'Xx.
IQO ir
L'arc égal au rayon est environ de Sy** 16'.
Sinus, — Soit
yz=i sino?.
On a
y -^ Ly =sin(« -f- A.r),
d*où
Ly =sin{x -f- Ax) — sinx;
ou, d'après une formule connue,
A r r= 2 sm - A X ces
Donc
sm- A^
Ar l_
Aj? 1 ,
X cos X -i-
sm - A jc
Maintenant ^x devenantnul, a pour limite i,
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et cos ix-\ — Ax j se réduit à cos x ] donc il vient
dr
-f- =cosj:,
OU
dsixï X == cosjcdx.
Celte formule montre que le sinus d'un arc augmente
quand Tare croit de o à -^ diminue quand l'arc croit
de - à 71, etc., comme on le voit sur une figure.
72. Cosinus. — De la différentielle du sinus, il est facile de tirer celle du cosinus. On a
cosz et
= si„(^-»)
dcos z^idsin l z\ = cos ( *)^( ^)'
ou
d cos a = — sin z dz.
Tangente, — La différentielle de la tangente se
déduit de la formule
sinz
tangz= î
cosz
qui donne
coszdsAwz — sinz^rosz d tanc z =
ou
dz c^tang«= — -.
On trouve de la même manière
dz
dcOtZ = r
sinz
On voit que si Tare z augmente, ^langz est toujours
positive, et dcolz toujours négative, c'est-à-dire que la tangente augmente sans cesse avec l'arc, et que la cotaugente, au contraire, diminue continuellement.
Sécante. — On a
séc2
cosz
d'où
sin zdi
d sec 2 =
cos^z
75. Ces règles suffisent pour différentier toutes les fonctions circulaires directes. En voici quelques exemples :
71 • ^^-^ 2® dïsvCLX z=i :
langjc
3° d sin"* x=im sin"*""' x ces x dx ;
.tant' a: ix — sin 2x .
X 2 x^ cos'x'
. sin.r j'cosa: — sinx , cos-rfx — tanij.r)
50 d _ dx — ■ ^ — ' dx.
Cette dernière différentielle, étant négative quand x est
moindre que tt, fait voir que le rapport va sans cesse
en diminuant, lorsque x croit de o à tt.
FONCTIONS CIRCULAIRES INVERSES
76. Les fonctions circulaires inverses sont celles dans lesquelles on regarde un arc comme fonction d'une de ses lignes trigonomélriques. On représente l'arc dont le sinus est X par la notation arc (sin = x), ou plus simplement par arc sin X. On écrit de même arccosj:, arc tango:.
Arc sinus. — Soit d'abord
z = arc sin u^
u étant une fonction <le x. On aura
d'où et
ou
u ::=sin2.
du =: dzcosz,
riu du
""cosz~ y7zr^2
, . du
d arc sin u z=z
sli—u^
Comme >J i — u* remplace cos^, il faut donner à ce radical le signe de cosz.
j4rc cosinus, — Soit
z z=L arc ces u , d'où u —z cos z ;
du ^=2 — sin zdz ;
ou aura
d'où
Ainsi
du du
^ sin z "~ ^i — a»
, du
a arc ces u = —
Comme \/i — u} remplace sinz, il faut donner à ce radical le signe de sin z.
A cause de la double valeur de v i — "', on voit que, pour une même valeur de zi, les différentielles de arc sin i£ et de arc cosu sont égales eLde signes contraires, ou bien égaies et de même signe, ce qui tient à ce que ces deux arcs ont suivant les cas une somme ou une différence constante.
Exemples, i
I 2fl — 2X
, doMX — x^ ^ iJiax — x* - dx
a arc sin = z====== dx = — ;
« / 2ax — x^ ^lax — X*
r/ arc sin (ax y^i — x^) =—_
- , f u\ çdu — udv 3^ d arc tang - ) = .
On trouve par cette formule
X dx
c/arctang
Ce résultat pouvait être prévu, car
dx , . X
-- — = a arc sin x, arc sm a: = arc tang - .
yi — j?^ VI — «•
ou
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(1 -h v^) du-h[l -h tt') dv
w -}- p du du
d arc lang = H ,
° I — uv I H- a' I H- p'
résultat facile à prévoir^ puisque
arc tang = arc lang u -\- arc tang v.
80. Les exemples suivants (i à 18), où toutes les fonctions transcendantes sont combinées entre elles, fourniront Foccasion d'appliquer les règles contenues dans ce chapitre.
EXERCICES
^ . j. = c*"', dy = mjT-^ é' dx.
zl
I + cos j:
, sin j7-+-cos.r ,
sin'^
g __ (a 4-gC0S3:)sinj;
(l-h^COSJ:)' '
(l-f-<?COSJ:*)"''
49. Trouver une courbe dont la sous-tangente soit constante. Solution.
y = ce« .
20. Trouver une courbe dont la sous-tangente soit proportionnelle h une puissance de P abscisse.
Solution.
• \x = ax^''"*'^c.
2J . Trouver une courbe dont la sous-normale soit en raison inverse de l^ abscisse.
Solution.
DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES. - CHANGE- MENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE.
Fondions implicites données par une seule équation. — Élimination d'une constante entre l'équation proposée et l'équation qu'on obtient par la difTérentiation. — Fonctions implicites données par un nombre quelconque d'équations. — Dérivées et différentielles successives. — Du changement de la variable indépendante.
PAR UNE SEULE ÉQUATION
81. Nous savons (S) qu'on nomme Jonctions implicites celles qui sont liées à la variable dont elles dépendent par une ou plusieurs équations non résolues.
Supposons d'abord deux quantités x et j^ liées entre elles par une seule équation
et soit X la variable indépendante. On peut trouver djr
ou -~ sans être obligé de résoudre l'équation par rapport
blj. En effet, si Ton conçoit que y soit remplacée par sa valeur en fonction de a:, j^== cy (x), on aura identiquement
Donc la diflérentielle de f [oc^y)^ prise en regardant j^ comme une fonction de x, doit être identiquement nulle, et, d'après la règle des fonctions composées (47), on a
^ ' lïjc df -^
Lorsque réquallon d'une courbe se présente sous la forme
la règle précédente permet d'obtenir le coefficient angulaire de la tangente menée par un point quelconque de
cette courbe, c'est-à-dire -—-y sans résoudre Téquation
par rapport à Tune des variables.
Exemples. i° Soit l'équation de l'ellipse .
En diflerentiant, on a
id^y dy H- 2,b^xdxz= o; d'où
dy h^x
dx a} Y
L'équation de Tellipse donne deux valeurs de j",
ri = + - v^' — -c% y% = — ^à" — x%
auxquelles correspondent deux valeurs de -^> qui sont
dx
lyi b X dy^ b x
dx a Jn'i ^2 dx
En général, — a autant de valeurs que j".
a® Soit réqualîon
A/" -f- Bo?» -t- CxP^ = o, on en tire
d'où
ûtr "" "" /itAy"-' -K y Cr^-»rf* 3^ Soit
x*-l-j* — 3flxx = o;
on en déduit
dy ay — x^ tùc jr^ — ax
Comme, en général, à une même valeur de x répondent trois valeurs dej^ ou trois points de la courbe, il y a aussi
trois valeurs correspondantes de — • 4° Soit encore Téquation
a' sm — z= xjr,
qu'on ne pourrait pas résoudre par rapport à y\ elle
donne
j: -4- y a cos [dx -{- dy) = xdy -h y dx;
d'où
dy
x-\- y Y — a cos —
dx X -h y
a cos ^^ X
ÉLIMINATION DES CONSTANTES
83. Entre une équation donnée et l'équation qu'on en lire par la diiFérentiation, on peut éliminer une constante \ il en résulte une nouvelle équation qui exprime une propriété de la tangente, commune à toutes les courbes que
yot COURS d'anaiyse.
représente réquation proposée, quand on y donne différentes valeurs à la constante.
Ainsi, soit
on en lire
puis, en éliminant a,
dx
C'est-à-dire que, dans toutes les paraboles qui ont le même axe et le même sommet^ la sous-tangente est double de P abscisse du point de contact, quel que soif le paramètre na.
L'équation
qui représente une suite de paraboles ayant le même axe Fig. 6. et le même foyer, conduit,
par réliminalion de a, à réquation
dx
dx a M
d'où
ou
mais
dy — a: -h sjx'^ -h
dx
dy
x-^y — = slx^-\-y^'^
j:=:FP, j^ — PN, sl^^ H- r ' = FM ;
on aura donc
FM = FN, puis FM = FT.
C'est-à-dire que dans toute parabole le foyer est également distant des points ou la tangente et la normale rencontrent l'axe y ainsi que du point de contact.
ÉQUATIONS
84-. Deux fonctions implicites dex, savoir j^ et s, ctanl données par les équations
on peut obtenir -— et -- sans les résoudre. En elFet, si
l'on pqrtait dans les équations (i) et (2) les valeurs à^y et de z en fonction de x qu'elles déterminent, savoir r = cj> (:t) et z = »]/ ( jtr), les premiers membres
/[.r, <p(.r), ^ {x)\ F[ar, 9 {x), ^ [x)\
seraient identiquement nuls; donc leurs différentielles seraient nulles aussi. II faut donc égaler à zéro les différentielles dey(a:,j^, z) et de F (a:, y^ -z), en y regardant yetz comme des fonctions de la variable indépendante x. On obtient ainsi
[6 ) —- dx -\- --- dy -\ dzzszo,
dx dy dz
(4 ) — - rfr H — — ûrr -! dz -_: o,
équations qui renferment les deux inconnues -7- et — au
CIX ux
premier degré seulement : on en tire
<(f^_ dfd?
dy d.T. dz dz dx
dx ~ df dP d/dP^
dz dy dy dz
d/(lV^__^cifd?
dz dy dx dx dy
di ~ d/dF^ d/dï *
liz dy dy t/z
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SI Fëquation (i) ne contenait pas x, on aurait
df
etTéquation (3) deviendrait simplement
df ^ df ^
dy dz
d'où Ton tirerait
dz dy
dz '
Celle dernière expression est le rapport des différentielles de z et de y considérées comme fonctions de a:*, mais c'est aussi bien la fonction dérivée de z considérée comme fonction de^, en regardant j^ comme une variable indépendante. En effet, z étant fonction de y^ en posant
et prenant les différentielles par rapport à j:, on a, d'après la règle des fonctions de fonctions,
dz z=z f ( j) dy, d'où / ( j) r= ^ .
85. En général, si Ton a n équations entre « -h i varia* l)les, une seule sera indépendante et toutes les autres seront fonctions de celle-là. On égalera à zéro les différentielles des premiers membres de toutes ces équations •, on aura ainsi n équations ovidx^ dy^ dz^ etc., entreront au
premier degré, et d'où l'on tirera les valeurs de — >
dz
-r-y etc.
dx
Soient, comme exemple, les deux équations
(i) ax ^ bjr -h cz -h h = o;
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on en lire, par la différentialion,
xdx -h ydjr -{- zdz:=:z Oy
adx -h bdf -4- cdz = o, doù
(3\ djr _az~ ex
dx cy — bz
, f\ dz bx — ay
dx cy — bz
Voîcî l'interprétalion géométrique de ce résultat ; les coordonnées étant supposées rectangulaires , les équations (i) et (2) représentent, la première une sphère dont le centre est à Torigine des coordonnées et la.seconde un plan ; le système des deux équations représente donc le cercle résultant de l'intersection de ces deux surfaces.
-j- et — donnent l'inclinaison des tangentes aux projections de ce cercle sur le plan des xy et sur celui des zx. On connaît donc la projection de la tangente sur deux des plans coordonnés, et par suite cette tangente ellemême.
DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DE DIVERS ORDRES
87. Soient y =:/(j:) une fonction quelconque de or, et j ' sa dérivée. Cette dérivée étant une fonction aux, on peut la différentier, et l'on obtient ainsi la fonction dérivée de^' que l'on appelle la déiwée seconde^ ou du second ordre dej^, et qu'on désigne par j^''. De mcme y" aura une dérivée j^"', et, en continuant ainsi, on aura les dérivées de tous les ordres de jy. On les représente aussi par f'[x),f"[x),f"'(x),....
A ces dérivées correspondent les difféientielles successives de^. En regardant A, qui est l'accr'oissement arbitraire de x^ comme une constante, on a
dy^y'h, d[dy)=^d{j'h)=:y"h\
et ainsi de suite 5' donc, si Ton représente d {(fy) par d^jr^
d[d*j) par d^y^ et ainsi de suile, on pourra écrire
Comme A, ou l'accroissement arbitraire de x^ est la même chose que dx^ ces relations deviennent
dy=iydx, d^y~y'dx^, d^y = y'' da?,,„, d^'y—y^^'^daf'.
On lire de là les expressions suivantes pour les dérivées successives :
Exemples. i°y^=:x
dy y ou -r — -- maf*~\ dx
;^^'m{m-i)af"\
dx
—— T- m(m — i)[m — 2)a:"-\ dx^ V / \ / »
On voit que, si m est entier, — -^ a une valeur con-
* ' ' dx'^
stante, et que les dérivées ultérieures se réduisent à zéro.
-— ^mAjC"-'.-!- (/7i — OBa;'"-'-^ .., dx
[m — i) Aa:^-' + [m — i ) (/7i — 2)Bx"-» -f-. . .;
et, si m est un nombre entier,
Les dérivées suivantes sont nulles.
rfx ' dx^ ^ y ^ dx^ ^ '
Si a = e, on a
4» y-zz. log jr.
dx -~^ "^ '
-7-^ =: — l .X" MoCtf,
= 1 .2.x~^.loge
5" j =^ sin X,
dy d^y . ^/*r d^y
-— ■ r= cosx, — - = — sinjT, — — - = — cosj-, -- — ==sinx.
dx dx^ diX^ dx^
Les dérivées suivantes reprennent périodiquement ces quatre valeurs.
On peut remarquer aussi que
dy^
= sin ( j: H — tc\
et en général
2 / dx^ \ 2
--^ = sin I X -4- - ir </x" V 2
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Pour y = cosx, on trouverait
cl" y [ n \
-— ^ r= CCS \X-\ TT I
89. Quand la fonction y est implicite, on peut avoir ses dérivées successives sans résoudre Téquation qui la détermine. Soit
on aura
df df ^
équation qui fournit d'abord la valeur de j-'en fonction de X et de y, ou en fonction de x seulement si l'on élimine j^ entre les équations (i) et (2). Maintenant, représentons par
Téquation (2), ou plus généralement une combinaison quelconque des équations (1) et (2). On pourra considérer la fonction cp comme identiquement nulle, si Ton y suppose y eiy' remplacées par leurs valeurs en fonction de X. Donc on doit avoir d^ = o, ou
d'où
Cette équation fera connaître y" en fonction de a:, y et y\ ou en fonction de x seule, si Ton élimine j^ ex,y' enire les équations (1), (2) et (3) (*),
(•) Si l'équation (i) renferme deux constantes, on peut les éliminer entre les équatious(i), (2) et (3), et Ton arrivera ainsi à une équation exprimant une propriété commune à toutes les courbes représentées par Téquation (i), dans laquelle ou ferait varier ces constantes (83). On pourrait éliminer un plus grand nombre de constantes en formant un nombre suffisant d'équations difTérentielles.
On trouverait de même y"\ y^^ y etc.
Nous verrons plus loin (111) comment les équations qui déterminentj^''',^''^, etc., peuvent se former au moyen des dérivées successives du premier membrey(j:, j) de Téquation primitive, prises par rapport à a: et à j^.
DU CHAIÏGEMEIÎT DE LA YAKIÀBLE INDÉPENDANTE.
90. Si l'on a n équations entre (/i -+- 1) variables, j^, ar, t, M, 1^, ... , on peut en regarder une comme indépendante, et imaginer que toutes les autres soient exprimées en fonction de celle-ci. Si l'on choisit f, par exemple, on a
Supposons, maintenant, qu'auparavant x ait été la variable indépendante, et que Ton ait
yz=zf[x) et x=z(f[t).
L'élimination de x entre ces deux équations conduirait àTéquation y= ^ (/), qui, par la différentiation immédiate., donnerait les dérivées 4''(^)> ^"(')v»-9 4'^"^(^) ^^J^ en considérant y comme fonction de la nouvelle variable indépendante t.
Le problème que nous allons traiter consisté à exprimer, sans passer par réliminaliou de a:, les dérivées ou différentielles successives de y considérée comme fonction de f, au moyen de /' (x), f" (a:), etc., et des dérivées ou différentielles de x prises en regardant x comme fonction de f.
91. A cet effet, si l'on prend t pour variable indépendante, et que l'on considère a: et j^ comme fonctions de ty on a, d'après la règle des fonctions de fonctions,
dxz=zf'[x)dx.
En différentianl celle équation par rapport à f et regardant dx^ non plus comme une constante, mais comme
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une fonction de f, on a
De même,
d'X—/'^{x)dx'-^3/"{x)dxd^x-^-/'(x)ri^r,
et ainsi de suite.
Si, au lieu des différentielles dej^ ou de ^ (t) par rapport à f, on veut avoir ses dérivées ^'(^) ct^" (t)^ etc., il suffit de diviser les équations précédentes par rir^ rf/*, dl^ respectivement, ce qui donne
f (/) : -./"(X) ï' [ty + 3/" (x) ç' (^If (0 + /' (X) ç- (t).
92. Réciproquement, si Ton connaît les différentielles ou les dérivées successives de x et dej^ considérées commcî des fonctions cf (f), t^/ (t) de la variable indépendante f^ on en peut déduire les dérivées^"' (x),/^" (j:),etc., de^ considérée comme fonction de x. Car on tire des équations précédentes
rM--'""''?,
- (tv d'^x
d.r ( d.r d^ Y — dr d* .r ^ — 3 d^x (dx d^y — dy d^.r)
les différentielles dans les seconds membres étant toujours relatives à t.
93. Voici un autre moyen d'arriver à ces formules. On a d'abord
En différentiant les deux membres de celte équation par
rapport à f, on trouve
f (x)dx-^d.-^ — ,
et, en divisant par r/x,
dxd^y — dyd'x
rix) =
dx^
Une nouvelle différcntîalîon par rapport a t fera connaît rey^"'(j:) , et ainsi de suite.
94. On doit remarquer que la dérivée preinîèrey'(x) est la seule dont l'expression par les différentielles de x etde j^ reste la même, quand on cesse Je prendre x pour variable indépendante ou quand dx cesse d'être constante.
En effet, f (x) est toujours exprimée par — ? tandis
que les autres dérivées/'' (x), /'^''(x), etc., qui sont re-
présentées par -tt' "7^' el^.^ lorsque x est la variable
indépendante, ont des expressions plus compliquées quand on regarder: et ^ comme des fonctions de la nouvelle variable indépendante t.
9o. Il se présente ici une vérification des formules générales. Si Ton prend x pour variable indépendante, en faisant a; = t, on a
dx d^x d*x
et Ton trouve
dx est à présent constante, et les différentielles dj^ d^y^ etc., se rapportent à x.
96* Si l'on prenait j^ pour variable indépendante, Fé- Stcbm. — An.^ I. 6
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quation
étant résolue par rapport à x, donnerait une valeur de la forme
F (y) est dite fonction im^erse Ae f[x). Il faudrait faire alors ^ = f , d'où
dy^dJt^ d^y = Oy d*jr=o^.,.^ puis
■^ ^ ' rfx /^\ F'{j')'
/*r:rl^ </r'^'x_ ^ _ y (y)
Wj
j^, . — dxdy d^x -h Sdy (d^xy
dxr" dx d'^x - / d^x\*
_~d^'d^'^ [ip) _3V'(,yy-V{y)F'(y)
Exemple. Soient y =/'(x), et l'expression
dx^
dans laquelle dj et rf*^ désignent les différentielles de j' ou dey (.r) par rapport à la variable indépendante x.
i^ Si Ton prend pour variable indépendante une autre variable t, liée à a: et à ^ par les équations
les relations précédemment trouvées (92) donneront
dxd^y — dyd'^x dxd^ y — dyd'^x d^ OU bien
a? Si Ton prend pour variable indépendante la fonction in verse j^, on aura, en supposant x = F (y)^
Par exemple, si l'on a
x=a(t — sinf), y=:za(} — cosfj,
on aura
dx = a (i — cost) dtj dy =z a sintdt^
d^x = a sin/ if/% d'^y = a cost dt*
La substitution de ces valeurs donne (en omettant le signe—),
u = na y/2(i — cos/) = 2 \'2ay.
EXERCICES
i. Tromper la deritfée de la fonction y donnée par l'équation
xyJ\-\-y'\-yyJ\'\'X = o.
Solution,
Trouver la m'""* dérivée de la fonction
Solution.
~ = n[n^i),,,[n ^ m^ i)[i - xyaf^
[mn X
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d}y df , df
Que devient cette équation quand la variable indépendante est /?
Solution.
Que devient cette équation quand on prend t pour variable indépendante, sachant qu'on a
Solution.
Prendre t pour variable indépendante^ Solution.
différentiauon des fonctions de plusieurs variables
indépendantes.
Différentielles partielles et totales. — Propriétés de la différentielle totale.
— Différentielle d'une fonction composée, — d'une fonction implicite.
— Dérivées et différentielles de divers ordres. — Théorème sur l'ordre des différentiations. — Différentielles totales de divers ordres des fonctions explicites ou implicites.
DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES ET TOTALES d'uWE FOKCTIO» DE PLUSIEURS VARIABLES l£f DÉFENDANTES.
98. Si dans une fonction de plusieurs variables indépendantes
on ne fait varier que j:, et qu'on prenne la dérivée de la fonction par rapport à x, cette rfenVee partielle
(qui est la limite du rapport — ) sera une certaine fonction cp(.r,j^, 2)5 on la représente par la notation-— ou
— ' — • La dérivée partielle, multipliée par dx ou par
Faccroissement arbitraire de a:, donnera la différentielle partielle de u par rapport à j:, ou — dx.
On pourra prendre de même la dérivée et la différentielle de u par rapport à y, et aussi par rapport à z .
99, Si l'on pose
la somme des différentielles partielles de u par rapport à
' toutes les variables, ou
sera nommée la différentielle totale de u. Dans cette expression, dx^ dy^ dz désignent les accroissements arbitraires dex, j^, z, ou Ax, Aj^, Az.
100. Pour trouver l'expression de l'accroissement total Au de la fonction li, nous allons reprendre la marche suivie pour démontrer la règle des fonctions composées. On aifra, en désignant par a, 6, y des fonctions qui tendent vers zéro, avec Ax, Aj* et Az respectivement,
(2) /{*,r-i-Ajr,3)--/(a?,r,2) — [+(^,r, «) ^-ê]A^,
Supposons que Ton fasse varier seulement x dans Téquation ( 2), puis x et j^ dans l'équation (3), il viendra
et
(5^ I "^^^ "^ Aj?,JH- Aj^, 2 -h Az) — /(x -f- Aj:,r -+- A/, z)
6' s'cvanouissant avec Ax et A^, et 7' avec A x, Ay et
Si Ion ajoute la première équation avec les deux dernières, il vient *
/(j:-+- A.ir,jH- Aj, Z -f- Az) — /(x,7, z)
n^ [ç ( x, ^, z) + a] A:r -}- \^ [x H- Ax, jr, «) H- 6'] A/
OU, en désignant par ^" et y" de nouvelles fonctions qui tendent vers o,
I Att = f<p(j?, r,5)A.r-l-r(;{j:,j,z)Aj--hx(^,r.«)^2] Ainsi r accroissement de la fonction a se compose de
deux parties : dans Tune, les accroissements des variables sont multipliés par des fonctions indépendantes de ces accroissements, et qui sont les dérivées partielles de u; dans l'autre, ces accroissements sont multipliés par des quantités a, j3", y'' qui s'évanouissent en même temps qu'eux. Dans le cas où les variables indépendantes se réduisent à une seiile^ la première partie se nomme difîérentielle de la fonction. Il est donc naturel de donner, dans tous les cas, à cette première partie, le nom de différentielle totale.
PROPAIÉTÉS DE* LA DIFFÉRENTIELLE TOTALE
102. Nous avons vu, au commencement du Cours (22), que la limite du rapport de Taccroissenient d'une fonction d'une seule variable à sa différentielle est l'unité (pourvu que la différentielle ne soit pas nulle). Le même tliéo-
rème a lieu pour les fonctions de plusieurs variables indépendantes.
On a, d'après la définition de la différentielle totale,
du =:ff[x,y, z) Aa: -f- ij; [x, /, z) ày + x(^> ^> *) ^^'
par conséquent (100),
biu — duz=^ aAx -f- P''A/ -I- Y^Az; puis, en divisant par du^
a _4_ ft" _:L .4. ^" — A« '^ Ax ' Ax
du V . / X ^T / ^2
Lorsque Ax, Aj^, Az deviennent infiniment petits, le numérateur tend vers zéro, mais le dénominateur ne devient pas infiniment petit, tant que Tun au moins des
rapports —1 — reste arbitraire. La limite de -— est donc *^*' ,A* Ax du
l'unité, si les valeurs des accroissements Aj:, Aj^, Az
n'annulent pas du,
103. Quand une fonction de plusieurs variables est constante j sa dijférenlielle totale est nulle.
En effet, la dérivée de cette fonction par rapport à chaque variable est nulle, par conséquent sa différentielle
, . du j du j du j ...
totale, qui est — ax -h -7- "^y-^ "j- "^5 est nulle aussi.
On en conclut que si deux fonctions ont une différence constante, leurs différentielles partielles ou totales sont égales. Car si m — v' = c, c étant une constante, on a
d[^u — p) ou du — dv^=.o et du = d?.
Et réciproquement, si du = d^^ on a
d{^u — ç)= ^ dx + -i— 1 dy H- -^ ^ dz = o,
ax dy " dz
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égalité qui entraîne les suivantes :
dx ^ df dz
puisque les accroissements dx^ dy^ dz sont tout à fait arbitraires. Par conséquent la différence m — v est indépendante de chacune des variables x^ y ^\. z (24). C'est donc une constante.
DIFFÉREWTIATION d'uNE FOnCTIOW COMPOSÉE DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. .
104. Si une fonction est composée, par exemple, de deux fonctions des variables indépendantes x, j", z^ romnie p r=: F (ii, j^), ou aura, en la différenliant tour à tour par rapport à chaque variable,
dp dp du dp dv dx du dx dv dx
dp dp du dp dp dy du djr dv dy
dp dp du dp dv dz du dz dv dz
"-» — désignant les dérivées de p ou de F (w, if) prises
par rapport à chacune des quantités u et v», comme si u et \f étaient des variables indépendantes.
En multipliant les dérivées -^> -^j -r-P^LT dx. dy. dz ^ dx dx dz '^ ' ./ '
respectivement et ajoutant, on aura la différentielle totale
de;;,
dp , dp
dpr=z -^ du -\ — T- dp.
du dv
Les facteurs du et d\> qui multiplient les dérivées partielles -~? -f- désis^nent les différentielles totales de u et du dp ^
de \f. Ainsi le théorème relatif à la différentiation d'une
fonction composée (47) â'étend au cas de plusieurs variables indépendantes.
Soient, par exemple, les deux équations
(2) F{x,jr,Z, W,(^)=r:0.
On peut choisir Xjj, z pour variables indépendantes : alors u et (^sont des fonctions implicites de ces variables. Or, /(x, j, z, u, t/) et F(a:, j, z^ u, y>) ayant, pour toutes les valeurs des variables x, j^ 2, une valeur constante qui est zéro, leurs différentielles totales doivent être nulles (103). On aura donc
fo^ df df ^àf df , df
(û) — — dx -f- -7- « r H r~ dz -^ -—- du -\ dvz=:o.
• ' dx dy -^ dz du dv '
... ^F^ dY ^ dF , dF ^ dF ^
(4 ) -j— dx -h —- dy -\ dz -^ —-- du -\ ^dvz—o.
dx dy dz du dv
De ces deux équations on tirera les valeurs de du et de dv qui s'y trouvent au premier degré.
Soit
une fonction des variables indépendantes x, y^ z. Les règles relatives aux fonctions d'une seule variable
donnent immédiatement les dérivées successives -7-?
dx
d^u d'*it . du d'*u du d'^u
___j . . ,, -— — , puis -—?••• 5 — et -r-5 • • •? -TT-*
dx^ dx" ^ dy dy" dz dz"
Or toutes ces dérivées sont des fonctions de x, j" et z, qui ont elles-mêmes leurs dérivées par rapport à chacune
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[di] ,
des variables. Ainsi Ton peut prendre — ^ — 9 c'està-dire la dérivée par rapport à y de la dérivée de 11 par rapport à x.
Pour plus de clarté, on pourrait indiquer ces deux
, , . ^ \dx 1 dyd^u . . i
opérations successives par ; — — ou -7 — — ; mais il
* *• dy dydx
suliit décrire simplement -1 — 7- ou -; — — > parce que
*■ dydx dydx ^ *
Tordre des différentielles dy et dx au dénominateur indique suffisamment qu'il faut prendre d'abord la dérivée
de n par rapport à Xy qui est —^ et ensuite la dérivée
de — par rapport à y. De même ~ — — exprimera la dérivée par rapport à a: de la dérivée de u par rapport à y. On indique d'une manière semblable le résultat d'un nombre quelconque de différcnlialions successives exécutées dans un certain ordre sur la fonction u par rapport
d*u aux diverses variables qu'elle renferme. Ainsi — -, — ; — 7-
* dzdxdydx
signifie qu'il faut prendre d'abord — = m, , ensuite
du^ , du 2 p dit^ ^, ,
-— - = M,, puis -— = 1/3, et enlin -7- = 1x4. L. est ce derdy ^ dx dz
d^ i( nier résultat z/^ qu'exprime la notation
dzdxdydx THÉORÈME SUR l'oKDRE DES DIFFÉREJSTIATIOKS.
107. Le résultat Jinal de plusieurs differentiations successives est toujours le méitte, quel que soit V ordre dans lequel on opère par rapport aux diverses variables.
Je dis d'abord que
, du . du d — d —
dx dy d'*u d^u :r= OU que =■ •
dy dx dydx dxdy
En effet, si Ton ne fait varier dans la fonction ii que x et j^, on peut, en faisant abstraction des autres variables, représenter u pary{x,j^). Or on a
(l) /{x -+- h, y) —/(a:, j.) =r ^-£ -f- aj h,
CL étant une fonction de x^y et A, qui tend vers zéro en même temps que A, quelle que soit la valeur qu'on donne à j.
Changeons dans cette équation j^ en j^ -+- /r. Le premier membre devient
Dans le second, -7- devient
dx
du
d -—du dx ^
— -\- -j-k-^-tk, dx dy
D tendant vers zéro avec A 5 a prendra une nouvelle valeur
doi
de la forme « -f- a'A, a' ayant pour limite — ? si fc dimi-
nue jusqu'à zéro*, cette nouvelle valeur devant encore devenir infiniment petite avec h quel que soit ^, il faut que ol' s^annule aussi avec h. On aura donc
. \dx dy / V
En retranchant la première équation de la seconde, puis divisant par /lA, il vient
hk
dr
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On voit que le second membre, et par suiie le premier, a
du
tlx
pour limite -j--» quand /i et Adécpoissent îndëGnîment.
Maïs en faisant varier dans y (a:, j^) d'abord^ et en-
du
suite x^ on trouverait de même que ---^ est encore la
dx
limite du premier membre de Téquation (3) quand h et k
tendent vers zéro.
Les deux limites doivent être égales^ on a donc
, du , du d — d — dx dr d^u d'*u
— -^ ou —
djr dx dydx dxdy
Il est bon d'observer que le premier membre de l'équation (3) équivaut aux deux expressions [*)
le sorle qu'on a aussi bien que
•^ et — y
Ax^jr Ax Ly
àj àx u = Ax Ay u ,
dy dx u —z dx dj u.
108. Il résulte de là que si Ton avait à difierentîer une fonction plusieurs fois de suite par rapport à diverses variables et dans un certain ordre, on pourrait, sans changer le résultat final, inlervertir l'ordre de deux différentiations consécutives. Ou démontrera ensuite qu'il est possible d'amener chaque différen lia lion à tel rang qu'on voudra, et par suite d'intervertir à volonté l'ordre
{*) A^u indique l'accroissement de u lorsque,^ ne variant pas, x est changé en xh- Ao;. Ayti^u est raccroissement de à^u lorsque, x restant le même, on chan^je/" enr-H A^. La notation d^u est quelquefois employée pour désigner la dérivée de u par rapport à x. Alors d^d^u = d^{d^u).
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des différenlîations successives, de la même manière qu'on démontre en Arithmétique qu'un produit reste le même, quel que soit l'ordre de ses fadeurs, quand on a prouvé qu'on peut échanger deux facteurs consécutifs. On aura, par exemple,
d'u d*u d* Il
dx dz dx dy dz dx dz dz dy dx dx dx dz^ dy dx^
IX»» J
du d dx
mnx^-
dy ""
dxdy
du
mnx"*"
dx
dydx
u arctan^
du
du
dx
dydx (x^-^y^y dxdy différentielles totales de divers ordres d'une
FONCTION de plusieurs VARIABLES INDÉPENDANTES.
HO. Soit u une fonction de trois variables indépendantes -T,^, z, et proposons-nous d'en calculer les différentielles totales duy d* tu d^Uy etc.
La différentielle première est
• - du _ du - du
duz=z -;- dx -i — T- dy -^ — r- dz,
On aura la différentielle totale de du ou la différentielle totale et du second ordre de u, en prenant la diffé-
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reniîelle totale de chaque terme de du^ ce qui donne, observant que - — — = - — -, etc.,
*■ dy dx dxdy
d'u , dUi , ^'« ,\ .
dx H- -— — dy -\- -j—j- dz dx dxdy dxdz j
( dUi _ d-^n . d^a \ ^
KlûTy'''-^ d^'^^^d^.'T''
d'il , d'il , d'il \ ,
dx -f- — — -- dy -f- — - — dz ) az,
dxdz dy dz dz^
ou
r/2f/ (i^tt , . d^ti . d^u . ,
d''u=—-dx^-^ -—-dy^-^ —-^dz'-^i—~-dxdy dx^ dy' '' dz^ ilxdy
d^u ^ ^ d^ii , ,
-f- 2 - — - dxdz -^ 2. - — - drdz, dxdz dydz
On voit que d^u peut se former en élevant au carré la
différentielle première -^ dx -\- — dj -+■ — dz, pourvu
qu'au numérateur de chaque terme du carré développé on remplace du* par d*u. Avec cette convention, on écrit la formule symbolique
[du du ^ du ^\(»)
On aura de même en général
/du , du ^ du , \W
l'exposant entre parenthèses indiquant qu'il s'agit d'une formule symbolique, c'est-à-dire d'une expression dans laquelle il faudra remplacer du^ par d'^u après le développement.
On démontre la généralité de cette formule ^n prouvant que, si elle est vraie pour un certain indice /i, elle est encore vraie pour l'indice tï -+- 1 .
En effet, un terme quelconque du développement
symbolique de d^u est de la forme
t X . du!^ , , , .
(i) k- ; —dxPdr'idz^
OÙ
p-h q -^ rzzuiy
et
i.2.../>Xi«2...<7Xi»2...r Le terme correspondant de d'^u est
M k dxP dr^ dz'.
^^ djcP dyi dz^ -^
On aura d'*'^^u en prenant la différentielle totale de chaque terme de ^"w. Or la différentielle totale du terme (2) peut s'obtenir en multipliant sa valeur symbolique (i) par l'expression
du du du
pourvu qu'après le développement du produit on change û?u"+* en d^'^^u. Donc la différentielle totale de d^'u ou rf^+^M s'obtiendra en multipliant par l'expression (3) la valeur symbolique de rf"a qui, par hypothèse, est la puissance w**'"* de la même expression. On aura donc aussi la formule symbolique
du . \(«+')
DÉRIVÉES PARTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES
iH . Une équatîon/(a:, j-) = o entre deux variables t etjr donne, comme on l'a vu,
Sturh. — An.^ I. 7
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d'où
àr dx
'di~~ 'df
On peut exprimer les dérivées suivantes — ^) — ^5 etc.,
dx^ dx^
parles dérivées partielles de divers ordres ^^/[x^y)^ car en différen liant par rapport à x Téquation (a), dx étant regardée comme constante, on trouve
^^' dx' dxdy dx rfr> \dxj dj- dx' '
d» ^ 1» M.* "" y ou i on tire -—-•
dx^
En différenliant de nouveau, on obtiendra successi-
Si Ton aune seule équation entre trois variables
deux quelconques d'entre elles x ^\y sont indépendantes, et la troisième z est une fonction déterminée de celles-ci. On trouve les dérivées successives de z de la manière suivante.
En différen tiant Téquation (i) par rapport à x^ dont z >st une fonction, on a
df dfdj^__ ^ ' dx dz dx '
dz d'où l'on tire -r-» On a de même
dx
^ ' dy dz dy ^
dz équation qui donne la valeur de ----
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En dîfféren liant l'équation (2) par rapport àx, on aura
d^ dz r/2/ 1 dzy df d'z __ itxdz dx dz^ \dx] dz dx^
dx'^ ' dxdz dx ' d7? \ dH
d'où l'on tire ,
dx^
En dîfféren tiant l'équation (2) par rapport à y ou Té-
quation (3) par rapport à x^ on trouve également
d^f d'f dz d^f dz d^f dz dz df dH
dxdy dydz dx dxdz djr dz^ dx dy dz dxdy
d^z d'où l'on déduira -; — 7- •
dxdjr
Enfin, en différen tiant l'équation (3) par rapport à jk>
on aura
d^f d'f dz d^fldzY df d^z
dy^ dydz dy dz^ \^X 1 ^^ ^ï^
d^z équation qui fera connaître y-^* On trouverait de même
dx^ dx^ dy
Démontrer les formules
d^Mvz—ud^.vz—vd!^,uz—zd^.uv-\-vzd}Ai-{-uzd*,V'^uvd^.z=o^
cP uvz—uif ^vz-r-vd? .uz—zd^ MV-\~vzd^ M+uZid^ ,v-\-uvd^ .z= &dud(fdz.
5. 1^ et <p étant des fonctions d'un nombre quelconque de variables, on a, pour ih <Cm^
(d\uff'Y-m[fifd'Mf'-'Y-^'"^'^''^\^^dKurf-^Y~...
/w(^'«-'</'. tt(p)*± [f'dKiif=o[*).
,(*) Yoirj pour cette formule et d'autres analogues, mon Mémoire siw quelques formules générales d'analjrse (LioivillE| t. XXI, p. 32 1). P.
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DÉMONSTRATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR
114. On a vu, dans V Algèbre élémentaire^ que si l'on cliange x en a:-f-/i dans une fonction entière de la variable x, désignée ç^v f [x) ^ on peut développer f[x-\-h) en une suite de termes ordonnés suivant les puissances entières et positives de raccroissement h, et qu'on a la formule
f[x-{-h)=:f{x)-^hf[x)^—r[x)-^,..
k m Ji
r (^)^ f^ {^)'i ^^^M étant les fonctions dérivées successives def(x). Cette suite se termine d'elle-même et contient m-i- i termes, quandy'(ar) est une fonction entière dont le degré est m; car sa fonction dérivée de l'ordre m est une quantité constante, et les dérivées des ordres supérieurs à m sont nulles.
Nous allons voir comment la formule précédente peut s'étendre à une fonction quelconque f (x) d'une variable X.
Représentons par R le reste qu'on obtient en retranchant dej [x -h h) la somme des n + i premiers termes
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de la série
f[x) + hf'[x) + -^/" W +. ••+. ,.3 „/'-'-^-^-->
qui a un nombre indéfini de termes, quand /^(j:) n'est plus une fonction entière 5 on aura
(Ol ,,.
Faisons a:-i-/z = ^,d'où résulte h=zz — x,et nous aurons
R dépend, comme on voit, de x^ de z et de 7^ =
Comme j: et ^ sont deux quantités indéterminées et indépendantes Tune de l'autre, on peut faire varier x en laissant z constant et prendre la différentielle ou la dérivée de R par rapport à la variable x» On aura
€lx
-f-/' (x) + (z- x)/"(x) + illliîl!/"'(x) .^. ..
Tous les termes du second membre se détruisent, excepté le (» -h I )'*'"% de sorte qu'on a simplement
Celte formule va nous servir à déterminer deux limites entre lesquelles le reste R sera compris.
Si l'on remplace y ^"+*^ (x), dans le second membre.
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par une constante arbitraire C, on aura
dx \ .1.6, . ,n[n -\- i) I.2.0.../2
En retranchant celte équation de la précédente, on trouve
^^^ dxl 1.2.3. ..(«-4-1) J 1.2.3.../?'^ -^ ^ ^■"
équation qui a lieu quelles que soient x et -^.
115. Supposons à présent x moindre que z ou l'accroissement h positif (puisque h = z — x) et admettons qu'en faisant croître ,v depuis une valeur quelconque plus petite que z jusqu'à la valeur z, la fonction y ("+*^ [x) reste finie et continue, ou, en d'autres termes, varie par degrés insensibles. Désignons par M la plus grande et par m la plus petite des valeurs que prendra cette fonction. En remplaçant C par M dans l'équation ci-dessus, le second membre sera positif ou du moins ne sera jamais négatif pour les valeurs de x croissantes jusqu'à z (*). Ainsi l'on aura
ax \_ I .2.O. . .(/2 H- ij J .
Donc, tandis que a: croît jusqu'à z^ la fonction
croît aussi continuellement, puisque sa dérivée reste positive (ou plutôt ne devient pas négative). Mais cette
fonction R ^-^ — '-f- r M est nulle quaiid x de-
vient égale à z [car alors le reste R est nul", formule (2)].
Donc elle est négative pour les valeurs de x moindres
que -2J, et par conséquent on a
(*) Ce second membre pourra être nul pour une valeur particulière dex.
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Si dans la même équation (4) on remplace C par m, qui est la plus petite valeur dey*^"+*^ (x), il vient
^iR-_ :\ - . ,,"»i<o.
Donc, en faisant croître x depuis une valeur quelconque jusqu'à z, la fonction R —^ — ^ r m décroît ,
puisque sa dérivée est négative; et comme cette fonction s'annule quand x atteint la valeur z [formule (2)]) elle doit être positive pour les valeurs de a: <^ z. On a donc
MX ^ m.
Voilà deux limites de R.
116. Supposons maintenant x plus grand que z ou J% négatif, et désignons toujours par M et m la plus grande et la plus petite valeur que prendra y*f"+*^ (x), si Ton fait croître x depuis la valeur z jusqu'à une autre valeur quelconque plus grande que z. En remplaçant la constante G tour à tour par M et m dans Téquation (4)9 on aura, si le nombre n est pair,
tX^ ^ — r ;M >o,
dxY_ 1.2.3. . .(/î -4- i; J
Donc, en faisa.nt croître x depuis z jusqu'à une valeur
quelconque, la fonction R —^ j r M, qui est
d'abord nulle pour j: = z, croît en même temps que x, et par conséquent est positive. On a donc
n-\-ji
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et Ton trouve de même
Sî n est un nombre impair, on trouvera les mêmes limites de R, mais prises dans Tordre inverse, et par conséquent les deux inégalités seront les mêmes que dans le cas où X était moindre que z.
/ On remarquera qu'en supposant la quantité X plus grande que 5, le facteur (z — a:)"+* est négatif ou positif, selon que n est pair ou impair.
117. Il résulte de ce qui précède qu^on a, dans tous les cas.
R=_ii--^
I .2.3. . .(« -h ij
en désignant par K une quantité comprise entre M et m.
Donnons maintenant à x une valeur fixe arbitraire, et désignons par x' une variable qui reste comprise entre les deux valeurs déterminées a: et z ou j: et a: H- li. La fonction/^""^*^ (-^O' ^^"9 P^^ hypothèse, reste finie et continue quand x' varie depuis x jusqu à x + /i, passera successivement par tous les états dé grandeur intermédiaires entre sa plus grande et sa plus petite valeur, entre M et m; elle deviendra donc égale à la quantité K, qui tombe entre M et m, pour une certaine valeur de la variable x' comprise entre les valeurs extrêmes x et .r -f- A. On peut représenter cette valeur de x' par x -f- ô/i , 0 étant un nombre positif plus petit que l'unité et d'ailleurs inconnu, de sorte qu'on aura
L'expression précédente de R deviendra donc (5) R= ,^, r/C-^-O [x -4- GA);
en l'égalant à son expression primitive (i), on aura enfin
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la formule de Taylor
\ f[x + h) =.f[x) 4- hf'[x) + -— /" (x) -4- . . .
la quanlîlé h est à volonté positive ou négative.
Cette formule a lieu pour toutes les valeurs de x et de X -{- h comprises entre deux limites a el b {a étant <C ou >> fe) , pourvu que /<"+*) [x) reste finie et continue pour toutes les valeurs de x comprises mtre a et A, et qu'en outre chacune des fonctions/(jr), ^^[oc),.. ., /^"^ {x) ait une valeur finie et déterminée pou: x. Ces fonctions resteront alors finies et continues, comme /**+* (a:), pour toutes les valeurs de x depuis a jusqu'à b. En effet, une fonction reste finie et continue dans un certain intervalle quand sa dérivée n a que des valeurs finies, car la formule
fait voir que cf (x) varie par degrés insensibles en même temps que .r,.si ^' [x) est toujours finie.
Les fonctions dérivées d'ordre supérieur à zi -h i ne sont assujetties à aucune condition.
I .2«0. . , fZ
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Le reste R, qu'il faut ajouter à la somme des n 4- i premiers termes de la série indéfinie
f{x)-^hf'{œ)^—f"[x)-^...^ Ç /(n)(^)H_...,
pour avoir la valeur exacte àef[x-\--h)^ prend donc cette nouvellexforme :
Le nombre 0, plus petit que l'unité, qui entre dans les formules {?) et (8) , n'a pas ^a même valeur que dans la formule (6).
La formule (7) suppose que/^"^ [x') reste finie et continue pour toutes les valeurs de la variable .r', depuis x jusqu'à X -\-h'^ elle n'exige aucune condition relative aux dérivées d'un ordre supérieur à n. Celles-ci pourraient devenir infinies ou discontinues pour des valeurs de x' comprises entre x et a:-f-/i, sans que la formule cessât d'être exacte. Ainsi, en donnant à x une valeur particulière, ce développement (7) de /[x + h) peut être exact quand on l'arrête à un certain terme, et devenir inexact si l'on voulait le pousser au delà.
Supposons, par exemple, qu'on ait
/(.r) =cp(ir) H- [x — aY'^[x),
fl étant un exposant positif fractionnaire ou incommensurable compris entre les entiers « et w + i . Les dérivées de f{x) seront finies et continues pour x = a jusqu'à •/^"^ [oc) inclusivement, en supposant que les dérivées de (o(x) et de ^(x) le soient 5 mais au delà elles deviendront infinies pour x = a. Le développement de ^(a -\- h) ne
devra donc être poussé que jusqu'au terme -^ — r-/^"^ (^)
tout au plus, et on le complétera en lui ajoutant le reste
qui est une fonction continue de //.
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H9. Le reste R de la série de ïaylor peut encore être mis sous une- autre forme, quî est utile dans certains cas.
En désignant par (f(x) une fonction quelconque de x, on a, d'après la formule (6),
ou, en remettant z — .r à la place de /i,
ff [z) = ff (x) -h (z — x) (f' [x -h 9 {z — ^)]i mais si (f(oo) représente le reste R, on a
tf{z)z= o et ®'(x) =
[formule (3)], de sorte que l'équation précédente devient
REMARQUE SUR LA SÉRIE DE TAYLOR
120. Si Ton arrête la série de Taylor à un terme quelconque f^"^ (vr) qui ne soit pas nul, on pourra
toujours prendre la quantité h assez petite pour que ce terme surpasse en valeur absolue le reste qu'il faudrait ajouter à la somme
l .2,3, . .ri
afin d'avoir la valeur exacte dcf(x -h h).
En effet, si l'on prend la seconde forme du reste (8), pour que le terme qui contient A" surpasse le reste corres-
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pondant, il faut qu'on ail (en ne considérant que la valeur absolue de chaque facteur)
ou simplement
Cette condition sera toujours remplie, en prenant h suffisamment petit, s'if^"^ (x) n'est pas zéro et si^^^"^ (a:') reste finie et continue pour toutes les valeurs de x' comprises entre x et x-j-A, puisqu'alors la différence /^"^(x-f-ô/i) — f^'*^(x) tend vers zéro en même temps que h.
On voit même que le rapport du reste R au terme en A" où Ton arrête la série tend vers zéro à mesure que h diminue.
SÉRIE DE MÂCLÀURIN.
121. Si l'on fait x = o dans les équations (6), (7) et dans celle qu'on obtiendrait en substituant l'expression (9) de B, et qu'on remplace ensuite la lettre A par la lettre x, on obtiendra les formules
H ^ ^/<">(o)-+ ^ fC^OlQx),
/H =/(0) + Jrfio) + —-/"{O) -h...
r:ïXïï^^^"H«)-^TX37:^i^^"^(''')-^'"^(«»'
_ fin) (o) + \' "^ /:«+') (9x).
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On développe ainsi une fonction quelconque de x en une suite de termes ordonnés suivant les puissances entières et ascendantes de x, pourvu que la fonction dérivée de Tordre /i -h i ou- celle de l'ordre n dey(x') reste finie et continue pour les valeurs de la variable x' comprises entre o et x.
Si, lorsque n croît indéfiniment, l'une des expressions
ou
tend vers o, du moins lorsque x est au-dessous d'une certaine limite, la série
indéfiniment prolongée sera convergente, et, en outre, aura pour sommey (x). On a donc
/(x) =./{o) +x/'(o) +-ll/"(o) + -^/"{o) + . . ..
Cette dernière formule est celle de Maclaurin, Si elle était démontrée avant la formule de Taylor, on pourrait en déduire celle-ci, en considérant y (x -H A) comme une fonction de h à développer suivant les puissances de h par Tune des formules (lo).
REMARQUES SUR LA FORMULE DE MACLAURIIV
122. La fonction y'(jr) ne peut pas être développée suivant les puissances de x par la formule de Maclaurin, quand cette fonction ou l'une de ses dérivées devient infinie ou discontinue pour x = o. Mais on peut alors la développer suivant les puissances de x — a, en changeant dans la formule de Taylor (6) x eu a et h en x — a, co
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qui donne
+ (fL-Zi^V" („,+...+ i!LZ_lL]l /(-) (,)
(ll)\ 1.2 I.2.3.../2 ^ ■'
( rr /l \»+«
La seule condition à laquelle la valeur a soit assujettie est quey*^""*"*^ [x^) reste finie et continue pour toutes les valeurs de x' depuis a jusqu'à X'^ la série sera d'autant plus convergente que la différence x — a sera plus petite.
123. La fonction/" (a:) ne peut être développée en aine série convergente procédant suivant les puissances entières et ascendantes de x autrement que par la formule de Maclaurin ; car supposons cet autre développement en série convergente,
on en conclut [A-/(o)]+[B-y'(o)]x+[c-=ÇÇl]^'
En faisant x = Oj l'égalité précédente se réduira à A =/(o). Divisant par x et faisant de nouveau x = o,
on aura B ==/' (o). On obtiendra de même C = — - — »
et ainsi de suite.
De même la formule de Taylor donne le seul développement possible de y (a: -h h) suivant les puissances entières de h,
124. Il ne faut pas croire que la série indéfinie de Maclaurin, quand elle est convergente, ait toujours pour somme/ (x) ; la somme de ses termes peut converger vers
une limite différente de /(x). Par exemple, la fonc-
tion e *' devient nulle ainsi que toutes ses dérivées pourx = 05 tous les termes de la série de Maclaurin
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appliquée à cette fonction sont donc nuls, et cependant la fonction n'est pas nulle. Si 9 (x) est une fonction développable par la formule de Maclauriu, et qu'on pose
la fonctîony*(a:), développée par la même formule, donnera lieu à une série convergente, mais qui aura pour somme cf (x) et non pas la fonction développée y (x).
L'égalité d'une fonctiony(a:) à la série de Maclaurin prolongée à Tinfini n'a lieu que dans le cas où le reste qu'il faut ajouter à la somme d'un nombre quelconque de termes de cette série, pour avoir la valeur exacte def[x)j devient plus petit que toute quantité donnée quand le nombre des termes croît jusqu'à l'infini.
Les mêmes remarques s'appliquent à la série de Taylor.
AUTRE DÉMONSTRATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR
125. Soient m la plus petite et M la plus grande valeur dey*^'""*"*^ (a:), lorsque x croît depuis Xq jusqu'à X. Si a -+- A est une quantité comprise entre Xq et X, on aura
Mais le premier membre de cette inégalité est la dérivée par rapport à h de la fonction
donc cette fonction croît avec h^et comme elle est nulle pour A = Oj on aura pour /i > o
Maintenant le premier membre de cette nouvelle inégalité est la dérivée par rapport à h de la fonction
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donc celte dernière fonction est croîssanle avec a, et comme elle s'annule en même temps que A, on aura pour
On aura de même
/•(»-»)(« + /,)_/(«-a)(«)_y^/(n-«)(«) ^/('»)(rt) ->o,
et enfin
f[a+h]-na)~hf{a)^^r{a)-...
I .2. . .« I .2. . .(/l-f- ij
On trouvera de même
/(« + h) -f{a) - hf [a) - -^/" («)-...
/(")(« rlVl<0.
On conclut de ces deux inégalités
R est une quantité comprise entre m et
M 5 par conséquent on peut (H 7) la rcprd-
semer par ^^ /(»+*) [a -h 6 A), si /f"+>> Ix)
reste finie et continue pour toutes les valeurs de x comstcum. — -^//., r. 8
ITi{ COURS d'avâLYSE.
prises entre x^ et X. On aura donc .
/{a -+- h) =:/{a) -+. /if (a) 4- —f («)+...
I • 2 An An+i
ce qui est bien la formule de Taylor^ accompagnée de son terme complémentaire.
On a supposé jusqu'ici l'accroissement h positif. Lorsque cet accroissement est négatif, il n^y a de changé dans la démonstration précédente que le sens des inégalités (i)et(2).
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APPLICATIONS DE LA SÉRIE DE MAaAURIN.
DéTeloppement des fonctions exponentielles. — Développement de situ; et de cosor. — Formule du binôme pour un exposant quelconque. — Développement de log (i -f- x), — Formules pour le calcul des logarithmes. — Des logarithmes considérés comme limites de fonctions algébriques.
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EXPONENTIELLES
126. Soii d'abord Les fonctions dérivées sont toutes égales à e', et Ton a
d'où
Le reste ^ ; : tend vers iéro à mesure que
n augmente, quel que soit x^ car on peut écrire
Si l'on prend un nombre déterminé h<^\^ on arrivera
nécessairement à un facteur-: <I A; comme les fac-
teurs vont en décroissant, le produit •: •-: ^•••-
* i-i-ii-h2 n -\-\
sera plus petit qu^une puissance de Xr marquée par le
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nombre de ces fadeurs, cV'st-à-dire plus petit que fc""*"*"', et par conséquent aussi petit qu'on voudra, en prenant /t
assez grand; donc le produit ^••- — ^ — i et par suite
le reste ^ (puisque e reste fini), peut de-
venir plus petit que toute quantité donnée; d'où Ton
X jr'
conclut que la série i H — H f- • • . est convergente,
et qu'elle a pour somme e'.
127. On tire de là le développement de a*. En effet, si l'on observe que a = e*", d'où a' = e'**, on obiient, en changeant, dans le développement de e', x en xla, et en
remplaçant e^ par a^*,
x\a x»(lfl)2 a^{\a"f x^iXaY
résultat qu'on aurait pu obtenir directement.
péveloppemeut de sino: et de cosx.
Soit
/(.r) = sina:,
on aura, en appelant n un nombre pa/r quelconque,
/' [x) rrrCOSJ-, f '^ {^) = — Smx, / "' {^) = — COSX,
/^"[x) =:sinj:,..., /(")(^) =ipsina:, /(""^O (:c)r=:ipcosx; d'où
/•(0)=:0, /'(0)=I, /''{0)==0, /-(o)=-I,..., /(«)(0) =0, /(«-«-O (0x)=:4=COS(ôx).
11 faudra prendre -j- cos (Bx) ou — cos (Ôx), suivant
NEUVIÈME LEÇOK. II7
que w ■+. I sera de la forme 4p -^ i ou 4p ^- 3- On aura donc
sin x = j? -4-
cos(0x).
Comme cos (9a:) est moindre que l'unité et qu'on peut toujours prendre n assez grand (n° 126) pour que
r devienne plus petit que toute quantité don-
née, la série
jr' x^
est convergente quel que soit jc et a pour somme sîn x»
Lorsque l'on aura x'^ -> le signe de cos {9x) dépendra
de la valeur de Q, el l'on ne pourra pas, en général, savoir le sens de l'erreur commise, lorsqu'on s'ariêiera à un terme d'un rang déterminé. Mais si, comme il arrive
ordinairement, x est < -> cos (dx) sera toujours positif^
et l'erreur commise 'sera alternativement en plus ou en moins.
Soit maintenant
/(x) = cosx;
on aura, en appelant n un nombre impair quelconque, f [x)=z — sïViXy f"{x)z= — cosjr,
f" [x) z=.Ûï\Xy /^^(x) = COSXj, , ,,
/i") (x) = ip sin j:, /C-^') (9j:) — zpcQs{Qx)i, d'où
cos X =z i h
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diaprés ce que l'on a déjà démontré (126), on peut donc écrire, quel que soit x,
CCS JT = I 1 5-7 o f ET il -*-•••
FORMULE DU BIKÔMB POUR UN EXPOSANT QUELCONQUE
130. Proposons-nous de développer (a -h è)"*, m élani quelconque. On a, en posant - = x,
(«H- hYz=z\a[\ -t- j; )]«=«'" (i -ho:)'".
La question étant ramenée à développer (i4-x)'", soit
on aura
/(^) = w (IH- ^)'»-', /''(u:) = /w (771 — i) (i + xY-\ . . . ,
et, par suite,
(1 -+- xY = I -^ nix H ^^ ' j:* -+- . . .
H i . ^ -' jî"
131. Supposons d'abord que l'on ait 0:^1, eu valeur absolue; je dis que, dans ce cas, la série sera divergenle. En effet, on a pour l'expression de deux termes consécutifs :
Up = _ _ '^ — Vi — ^-^ — - •y'" ' ;
heuviems LEçoir. iip
par suite,
Up \ p
Comme ce rapport, à mesure que p augmente^ tend vers — x^ et que .r est plus grande que i, il s'ensuit que la série est divergente.
132. Quand au contraire x est moindre que i, en valeur absolue, la série est convergente et a pour somme
Supposons d*abord x positive, on aura
• I.2.3...(«-f-l) \l-f-Ôx/
Le premier facteur peut se mettre sous la forme
Les facteurs de la dernière ligne convergent vers — x ^x\ prenant z assez grand, et si /r est un nombre positif moindre que 1, mais plus grand que x^ on peut supposer i* assez grand pour que chacun de ces facteurs soit moindre que A^, abstraction faite dn signe. Leur produit sera donc moindre que A""***""*, et par conséquent aussi petit qu'on voudra,
A T^ 1 I • y m [m — \)..Am — n\ „,,
SI n croit. Donc le produit total — ^^ —• — 7-^^ r- J^ "^
sera aussi petit qu'on voudra en faisant croître n
(y \lH-l — »M -— ) t comme son exposant I -f- 0 jry
finît par être positif, il tend aussi vers o, à moins toutefois
que 0, qui dépend de /2, ne s'approche aussi indéfiniment
de o. Mais, dans tous les cas, ce facteur reste moindre
que l'unité. Par conséquent, le reste R tend vers o,
quand n croît. Donc la série représente (i -f- a:) *" pour
toute valeur positive de x plus petite que i. Comme
lao cotins d'analyse.
d ailleurs le reste change de signe quand n augmente d'une unité, les sommes successives de la série seront alternativement plus petites et plus grandes que (i H-x)*".
lo3. Si la valeur de .r est négative, rien ne prouve
que le facteur ( j ne croîtra pas indéfiuîment,
et même il devra croître, à moins que 0 ne tende vers o. II faut alors recourir à la seconde forme du reste (il8),
R -r — i L_J 1 jr«H- (i — ô)«(, 4. Ox)"'-»-' :
on a donc, en valeur absolue, si Ton pose x =1 — z,
_ m (m — t)...(/w — n) ^, ^ ^^ fi — O^:!"-! R = — ^ — — ^2''+'(i — 0)».- :-^:-,
ou
fti-k-
■ Le premier facteur tend encore vers o , quand n augmente (132).
D'un autre côté, comme on a —
ez
peut devenir plus petit que toute quantité déterminée, à moins que Q ne tende vers o, et dans ce cas même ce facteur est toujours plus petit que 1 .
D*ailleurs (i — Ô2)'"~^ est <^i sim — i est positif,
et <^ ^ — si m — 1 est néeratif : c'est donc, dans tous
les cas, une quantité finie. Donc R peut devenir moindre que toute quantité donnée, si n est assez grand.
En résumé, si x tombe entre — i et -H i, on a, quel que soit m,
, , mirn — i) , m[m — \)[m — 2) ,
KEUVIEME LEÇON. 1^1
DÉVELOPPEMEJN'T DE log (l -|- x),
Soit
(On ne cherche pas à développer \x parce qur x = o rend infinies celle fonciîon et ses dérivées.) On aura
/"+')(0x) = qzi.2.3. . ./i(i-f-0x)~"-', doue
1(1 -f-a:) = x-^ — + — — -r-4-. . .±— ip X
2 3 4 /2"*"/i-4-l (i-+-Ôj:)«-^'
Le rapport d'un terme au précédent est en valeur absolue — — — X, el converge vers x quand p augmente.
Donc (52) la série est divergente lorsque la valeur absolue de X est supérieure à i .
Supposons maintenant qu'on ail, en valeur absolue., X moindre que i. Dans ce cas la série est toujours •convergente, et nous allons démontrer qu'elle a pour somme l(H-x).
1° Soit d'abord x positive 5 on a
« -h I \l-h BxJ
est une fraction proprement dile; sa puissance
.(fi -h i)'*'"' pourra devenir plus petite que toute quantité donnée; et il en sera de même de R, àforliori,
tP Soit maintenant x négative. Posons j: = — z. On aura, abstraction faite du signe,
/Ï-+-I (i — 6«/*"^' n-\-i\i — Qzj
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Mais, sous cette forme, on ne voit pas que le reste tende vers o 5 prenons donc Tautre forme de R (^^8),
on aura
I— ôz/ I — 9«
Or on a <Zz<Ci' Donc 1 ) > et par suite
i — e« ^ ^ \i — BzJ ^
( — j X r-5 peut devenir plus petit que toute
quantité donnée.
Ainsi, lorsque x tombe entre -4- 1 et — i , on a
/ \ w > X* X^ JC*
FORMULES POUR LE CALCUL DES LOGÂBITHMES
135. On tire de la série (i) des formules très-commodes pour calculer les logarithmes népériens des nombres.
En posant x = -> on a
Ui-f-^)-i(i-h^)=i(r + /0-ir;
Si /i= I , on aura
formule qui donne ^j'-f-ij-au moyen de ly^ et d'une série qui est très-convergente lorsque y est un nombre très-grand.
Cependant on peut encore obtenir une série plus com-
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mode. On a, en changeant x en — x dans la formule (i),
Jfti tjfi ^4
donc
rosons = iH — ; on en lire x = r > et comme
i(i+^)=i(/+A)-ir,
on aura
Cette série donne Je moyen de calculer l.io. On fait d'abord/ = i , A = i , et l'on a
puis
Posons
j-z=:zj:* — 25x* et / 4- A = j?* — 25a:'-f-i4^, ou
En substituant ces valeurs dans la formule (3), on a
ltx+4)+l(a;— 4)+l(x-i-3)-hl(a:— 3)— 2l:r— l(j:-f-5)-]{-r— 5)
\_x* — 25jF''-h72 3 \x* — 25 j:-' 4- 72/
Lorsque la valeur de x est très-grande, le second membre de cette égalité est très- petit. En effet, si par exemple
X est supérieure à 1000, le terme ^ ■ sera
* jc* — 25x'-4- 72
plus petit que — ;^vear
X* — 25jc^'\-n2 x^ix'^ — 25) 10® (10^ — 25) 10'" 20
Les autres termes de la série seront beaucoup plus petits et décroîtront même très-rapidement 5 par conséquent, si l'on avait x = 1000, ou un nombre supérieur, on pour-
rait, avec une erreur nioiudre que — - 5 poser
— 2\x — l(;rrH-5) — i (x — 5) =0,
formule qui donnerait l'un quelconque de ces logarithmes lorsque les autres seraient connus. Il est facile d'obtenir une multitude de formules de celte espèce.
137. Lorsque deux nombres dépassent une certaine limite assez grande, telle que 10 000, leur différence, pourvu qu'elle soit suffisamment petite, qu'elle ne surpasse pas 1 par exemple, est sensiblement proportionnelle à la différence de leurs logarithmes.
En effet, comme, en s'arrètant au premier terme, dans la série de Taylor, on a
ôj:
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on aura, si x = -^
\'^ ^ -^ r + ôA'
si A = I ,
loue
l (jr-f- 1) — Ir J + &/'*
Comme il n'entre ici que des rapports de logarillimes, on peut écrire, dans un système quelconque,
puisque les logarithmes des mêmes nombres, pris dans deux systèmes différents, sont proporlionnels (64). • Or
de môme
>-—--, ou >I
f Bh -^ /-+- 1 ;r-f
Donc
= IZCw
GD étant plus pelît que -*, par suite,
log(/-M)- logj donc
lo§ (r 4- /^' — log J — [log (/ -I- i) — log j] h
±: w/i[log(/ -M) — logj].
Uonc si Ton pose
log( ^- -f/i) — logr = [log (J 4- i) — log/] A,
1 20 cou&s d'analyse.
Terreur commise E sera
ou, ce qui revient au même,
E =:= w // log e -. 9
et comme on a
on aura
E <C — ' <1 1 M y est > lo oooo.
ALGÉBRIQUES
139. Nous avoDs vu que e = lim ( 1 -f- - ) quand |ui devient infiniment grand. On peut démontrer que
(*) Les logarithmes étant pris dans le systèine yulgaire.
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quand in devient plus grand que toute quantité donnée. En effet, si Ton pose
tt=:--, on a liH ) =c-f-«,
0t étant une quantité qui s'évanouît quand m est infini. Donc
Cette égalité a lieu quel que soit m, par »uite, elle a encore lieu à la limite, quand a = o. Donc
(1) <î'=lim ( I -f- ^) .
"On pourrait le démontrer directement, comme on a démontré que e = lim ( i H j •
IM
i+ôr^j-i)
Or, si m est très-grand, yjy — i est une fraction cxtrcmemenl petite, qui à la limite devient o: d'où Ton déduit encore
(2) 1 / = lim [m {^'^jr — 1)] quand w = x .
Cette formule pourrait servir à trouver approximati\ eraenl le logarithme népérien d'un nombre, du moins en théorie. Pour rendre le calcul praticable, il faudrait
prendre pour m une puissance de 2, et alors ^j s'obtiendrait par des extractions successives de racines carrées.
141. La formule (q) conduit au développement de 1 (i 4- m) en série, car, si Ton pose
on aura
et si u est moindre que l'unité en valeur absolue, le second membre, développé par la formule du binôme, donnera
[x^;;; w . \ni 1 \m y , i-4-ttr— I J ==«H u'-h- ^-^ ^u'-h,,.; ^ -» -J ^^2 1.2.3
et, en supposant w == oo ,
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FORMULE DE MOIVRE ET SES CONSÉQUENCES
GénëraTités sur les expressions imaginaires. — Formule de Moivre. — Dé- Teloppement du sinus et du cosinus d'un multiple d'un arc suivant les puissances du sinus et du cosinus de cet arc. — Développement d'une puissance d\in sinus ou d'un cosinus suivant les sinus et les cosinus ies multiples de l'arc. — Théorie des exponentielles imaginaires. — Logarithmes imaginaires.
GÉNÉRALITÉS SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES
142. La résolution des équations du second degré qui n'ont pas de racines réelles conduit à des expressions que Ton nomme imaginaires^ et qui sont de la forme
On a trouvé de grands avantages à les introduire dans le calcul, à les combiner par voie d'addition, de soustraction, etc., en opérant comme si v^ — i était un facteur réel dont le carré fût — i . On obtient pour résultat de nouvelles expressions imaginaires, et il est utile de reconnaître les relations qui existent entre les quantités réelles comprises dans les expressions données et dans celles qui résultent de leur combinaison.
Une équation qui contient des imaginaihes est la représentation symbolique de deux équations entre des quantités réelles. Ainsi, l'équation
a -^ b ^ — I = û'-f- 6'v/ — I comprend les deux suivantes :
az=z a\ h :=! h' .
Toute expression imaginaire a H- i ^ — i peut
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être mise sous la forme r (cos t -+- y^ — i sîn t). Il faut et il suffit^ pour cela, que Ton ait
r=^a*-h b*j 005/=—=;^.:= et sinjr = -—
on a aussi
b tang r = - • a
La quantité r, que l'on prend toujours positive, est dite le module àe l'expression imaginaire. Les valeurs de sin t et de cos t font connaître l'arc t ou V argument : on le choisit ordinairement positif et plus petit que la circonférence.
FORMULE DE MOIVHB.
144. Le produit (cosjr-f- v' — isinx) multiplié par (cosj^-+- V — 1 sin^) a pour partie réelle
cos ar cos/ — sin^rsin/ ou cos (a: H-/),
et pour coeflScient de ^ — x ,
sin jf cos /H- sin j cos* ou sin(x-f-/).
Par conséquent,
(cosj: -h V— ' s^"^) (cos/-f- v'— I sin/) — cos(ar -4-/) -\- )/— i sin (a: -4-/).
On conclut delà, quel que soit le nombre des facteurs,
(cos x -h v^ — I sin x) ( cos/ -f- sj — i sin /) (cos « -h y/ — i sin z) . . . = cos(x-h/ + «H )-i-v'— Isin(*-4-/^-^4-...j• En supposant a* =/= ^ = . . . , on en déduit, m désignant un nombre entier et positif,
(i) (cos a: -h v^ — I sina:)'"= cosmx -f- ^ — i sin mx.
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Cette formule, appelée formule de Aloivre^ est encore vraie lorsque m est un nombre fractionnaire^ positif ou
négatif.
DÉVELOPPEMENT DU SINIjS ET DU COSINUS d'uN MULTITLE d'un arc suivant les PUISSANCES DU SINUS ET DU COSlNliS DE CET A.RC.
145, Si Ton développe la formule (i) et que Ton égale, de part et d'autre, les parties réelles et les parties imaginaires, il vient
CCS mx = cos" X ces*""* x sin' x
' w(/ll— l)(w-*9.)(w— -3) ^ . ^
— i ^- — -—7^ i cos'"-« j: sm* a: — . . .
et
sin mx = m cos'"~* x sm x (3)1 mi m —\) {m—'>.) ^ , . ,
cos*"""' X sin' X -h ... .
On voit que cos mx et sîn mx s'expriment en fonction rationnelle de sin x et de cos x. Dans tous les cas, cosmx peut s'exprimer en fonction rationnelle de cos x seul, mais sin ma: ne peut s'exprimer en fonction rationnelle de sin a: seul que si m est un nombre impair.
DÉVELOPPEMENT d'uNE PUISSANCE d'uN SINUS OU d'uW COSINUS SUIVANT LES SINUS OU LES COSINUS DES MUL- TIPLES DE l'arc.
146. Pour résoudre la question inverse et développer cos'" X et sin'" x suivant les cosinus ou les sinus des divers multiples de x, posons
a = cosx-i-v^ — isiax et vz=z cosx — y/ — i sin x,
on aura
2cosji? = a-h*' et 2v'— ï âin«!P = '* — *'?
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de là résulte
m {m — f) 2* cos*" X = ( a -hi^r = u"* -h- miir^"^ v -\ '• /«""•' c» ' ♦ . . .
Il convient de distinguer deux cas.
1° Quand m est pair et égal à an, le développement
renferme un nombre impair de termes et il y a un terme
j .,. . ■mim — i). . .(/2-f-i) „ „ ^ j
du milieu qui est — ^ ■= — ^ ^u"i^. On a donc,
en groupant les termes également distants des extrêmes,
2'" cos^-r = tt™ -4- (^ -h mftv ( a"*-^ -h i/"~*) -f- . . .
mim — i). . .(/î 4- i)
Or 11^ -f- 1^'' = 2 cos px et ïi'' p''' = i , puisque wt> = 1 5 donc
2« cos" j: = 2 cos mx -f- 2 w cos [m — 2) jf -h . . .
don
!2'"""' cos"* Jî = cos mx -\- m cos {m — i)x mim — i) ,, im(m — i)...(/?-f-î) + — i ^cosf/w— 4)x-|-...H ^— i i.
2° Si m est impair et égal à 2n + i, (m -f- j^)"* aura un nombre pair de termes, et Ton obtiendra facilement
i2'"~' cos** JT = cos mx -4- m cos (m — 2) x ,-. m(m—i) , ,, wf/w—i )...(« -1-2)
Pour avoir sin'^x, il faudra prendre la formule
Il — p = 2 y^ — I sin x^ et en élever les deux membres à la m^'"* puissance^ il
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viendra
l V — I ) 2"*. siii"" or = «"• — mu^"^ v H ^ ■ a"*"* f'. . .
i^ Supposons d*abord m pair et égal à 2 ti. Alors et ily aura un terme du milieu qui sera
On aura donc, en groupant les termes deux à deux« ( — i)'*.2"sin'"sin"*J? = («"•-!- t^) — /wac («"•"*+ (V»— »)
, m (m — i). . .(/iH- i)
ou, en remplaçant m*+v* par acosÀ^j:, w* i^* par i, et divisant les deux membres par 2,
( ( — I )" 2'"~* sin" X = cos/72jr — m cos { /w — 2)0: (3)< m(ni — i) , ,, ,itn(m — i)...(/H-i\
2** Supposons m impair et égal à 2n -h i . Alors
et Ton aura, en groupant les termes deux à deux,
( — l)"y/ — I 2'"sin'"x=: (a"» — p") — muv {«""* — p"*"-*)
^^/wfiW— l;...(/lH- 2) „ ., V
On a pour toute valeur réelle de a
Convenons d'appeler e '^"^ le résultat de la substitution
de X \/ — I à la place de a: dans la série ci-dessus : on aura
ou
I / ar» jr» \
* \ 1.2.3 1.2.3.4-5 / ce qui revient à
(i) tf**^= cosJ7-h V — isina^.
En changeant x en — x, on a
(2) <r-**'^=:cosjr — ^ — isinjT.
On tire de là
( 3 ) cos X =
et
(4; Sinxn: r=
149. Lorsque x ely sont des quantités réelles, on a (5) . r'X«»' = c'^.
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La même relation a lieu quand on a j: V — i et y si— i au lieu de x et de^. Effeclivement on a, en multipliant membre à membre Téquation (i) et celle qu'on obtient par le changement de x en j",
r'^-'X cT*^--^ =r ODS (jr -+-/)-+- y'— isin(d? -+-/), c'esl-à-diré
Celte relation se démontre encore de la manière suivante. Quand X ei y sont réels, on a
<?*Xe^=<?*^^;
il s'ensuit que, dans ce cas,
Or cette relation est une identité, car elle doit avoir lieu pour toutes les valeurs, réelles de x et de y^ sans aucune dépendance entre ces valeurs. Par conséquent, l'identité subsiste encore lorsqu'on change a: et j^ en
x\j — I et y>J — 1 j donc
150. Par extension, on est convenu de représenter par ^x+jr>f^ le résultat de la substitution de x -^ysl — i à la place de x, dans la série
x"^ Jt*
La formule c' X e-^= 6'+-^ est encore vraie lorsque les
exposants sont de la forme x -^-y V — i .
En effet, on aura d'abord, en changeant y en y \—l dans Téquation identique (6),
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on a, par. conséquent,
^-H-/--! __ ^« ^cos p + y' — I sin <») ; donc
e^/*^ X c"-^^^ = <?*+« [cos (/ + «') -I- v~ sin ( j + ï')] , c^est-à-dlre
151 . Toute expression imaginaire a-^-b y — i pei/t être mise sous la forme e"'+-^*^~*. En effet, comme
e*-^^^^ = e*[cosy -f- y^ — i sinj),
il suffit, pour opérer celle transformation, de poser
e*co%yz=za, <?'sin^==^; dV>Ci (^)*=ra'-4- ^*,
et, comme e* est toujours positif,
On aura ensuite
cos^ = - et sm^ =
v//z' -f- b^ \ia} -4- ^>
Alors, si ç est le plus petit des arcs positifs qui ont
~l~ — ,- pour cosinus, et / ' pour sinus, on aura
yz=z7.iiz-f-9y
I étant un nombre entier quelconque, posilif ou négatif. D'après cela, on a
On obtient encore ce résultat de la manière suivante. Posons
p(cosç-hv' — i siny) = « -4- 6 y-— I,
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on aura
p :=z v/«* -\- 0% cos«p = . et smo =^ ■ •
Il suffit donc que l'on ait
6''(cosr -h v^ — I sinj) = p(cosy 4- \/ — i siny), c'est-à-dire
tf*cosj^ zr= pcos», e*sin^ r=psiny :
de là on lire
[C'Y = p% d'où e« = p = -h yja^ -h 6»,
par suite,
cos^ = cosy et sinj = sin » ;
donc
{'étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif, ce qui donne encore la formule (7).
Si l'on convient d'appeler logarithme népérien
de a -f- A V^ — 1 Fexposant imaginaire de e, dans l'égalité (7), on aura
Sous ce nouveau point de vue, une quantité quelconque a un nombre infini de logarithmes, parce que i peut avoir toutes les valeurs entières possibles, positives ou négatives. Si & = o, on a, en désignant par 1 (a) ces nouveaux logarithmes,
\[a) r=lflr 4- (a/TT-f- y)v'--i«
Si a est un nombre positif Â, on a f = o et
l(A) = lAH-aiVV— ï»
ce qui montre qu'un nombre positif a un seul logarithme
réel et une infinité d'imaginaires.
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Si a est un nombre négatif — A^on a cj) = tt et
I ( — A) = 1 A -h (2/ -h i)7r v^TT.
Ceci fait voir qu'une quantité négative n'a pas de logarithme réel, puisque, même en faisant i = o, on a toujours
1(— Aj^rlA-f-ffV^^- Dans le cas où A = I , on a
l(l)z=:2/7rv'— I et 1( — l)i=:(2/ -hl)7rv'— I,
EXERCICES
i . Trouver la différentielle de
y~ 1 (cosa:+ yJ~^%\Xix),
Solution.
dy = }J —idx,
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS BINOMES
Résolution de Téquation x"' = «. — Théorème de Cotes.— Résolution de réquation a:* = — a, — de l'équation x*" = a -|- h^ — i .
RÉSOLUTION DE l'ÉQUATION X"" = a.
153. La formule de Moivre peut servir à résoudre réquation binôme x^=dz a. Nous traiterons d'abord réquation
a étant une quantité réelle et positive. A cet effet, posons
j?z=r(cosr H- v' — isin/), d'où
jc*" = r*" ( cos w/ -f- y/ — I sin/7?f) :
on aura pour déterminer ret Z Téquation
r'"(cos/w/'H- v'^ — ï sin w/) = a, qui revient aux suivantes :
r"* cos mt = a^ r'" sin ml =io.
En élevant ces deux équations au carré et ajoutant, on a d'abord
d'où
r^" = fl%
4- V a désignant la valeur arithmikique de la racine m*''"* de a. Il suit de là que
s'mmt=zo et cos/y// = -4- i;
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donc
,, ^ irre
/w/=:2i7r. d ou t =z }
I élant un nombre entier quelconque, positif oq négatif. Ainsi l'équation (i) est résolue par la formule
X=:r [ ces h V — *
Slll •
154, Pour avoir toutes les valeurs de a:, il suffît de donner à i les m valeurs o, i, a, 3,..., /w — i. En effet, posons
k étant un nombre entier, positif et moindre que m. Il en résulte
2/7r 2/ff , lin . P. /tt 2/?: îA-tt z=:2<77rH 5 Sm z=:sm- 5 COS =:COS >
et, par conséquent,
2/7r. / . 2fir ikn , . 2, kit
A- TT , . 2 /• TT
h V — ï sm I
donne toutes les valeurs de a:, lorsqu'on attribue seulement à/r les valeurs o, i, t2, 3,. , . , /n — i.
De plus, les m valeurs ainsi obtenues sont différentes. Eu effet, comme k est plus petit que m et
positif. Tare est moindre que 27:5 et deux quelconques des arcs considérés n'ont pas, à la fois, môme sinus et même cosinus.
155. Il n*est même pas nécessaire de donner à k toutes les valeurs entières de o à m — i. En effet, posons
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il viendra
2/-7r 'xk'n ^ktc aX'ir =27f j C05 =C09 >
sm = — sin 9
et, par conséquent,
, . 2A'7r 2/r TT /
-\'Sl — I sm = CCS ^ —
lh-K , . 2/'7r 2A-'7r / . 2^'tr
CCS hi/ — I sm = CCS i/ — I sm
Il suit de là que la formule
g [ ii,hiz I . 7.kn\
(3) a; = r( ces ±v — ism )
donnera toutes les valeurs de x en attribuant à h les valeurs
o, I, ^, o y . . . , jusqu a — ou ? suivant que m sera
pair ou impair.
THÉORÈME DE COTES
156. La formule précédente, en faisant connaître toutes les racines de l'équation binôme, permet de décomposer le premier membre de cette équation en facteurs réels du premier ou du second degré.
Nous distinguerons deux cas :
i^ Si m est pair, on donnera à k les valeurs o, i, 2,
3 5 . . . , — • L'équation x^ — r*" = o aura pour racines
xz=r \ cos — zt ^ — I sin — ) > \ m ^ m ^
x z= r cos ■^— it: \/ — 1 sni — 1 > \ m ^ m
Donc, en groupant les facteurs qui correspondent aux
racines conjugées, on aura
jpTO — r" = [x^ — r'.) 1 a?* — 2 rcos
X ( X — 2 rcos — «x-f-r
X -f-rM
2 rcos
(m —^)tc
x-hr'
2° Si m est impair, on doit faire k égal à o, i, 2, 3, . . . , 5 et l'équation Jc" — /•"* = o aura pour racines
x = r [ cos
— ±: V — ï sm — 1 m m j
I sin ^=— M
xz=.r\ cos
(/W l) TT
rh y' — I sin
. (w — Ott
Dans ce cas, on a
*" = (ar — r) ix^
27r 2rcos — • x-h /
I X ( ^'— 2rcos-ï- 'jc-f r* ) . . . ( j:'r— 2rcos-^ —x-^r^y
L'interprétation géométrique de cette formule et de la précédente conduit au théorème de Cotes.
Décrivons un cercle avec un rayon égal à /•; menons un Fig. 7. diamètre AA', et, à partir du
point A, divisons la circonférence en m parties égales. Prenons sur cediamètre une longueur OM = o", et joignons le point M aux divers points de division • MB étant Tune de ces lignes, on aura
WB = OB -+- OM — 2OB.OM cosBOA,
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ou .
MB . MB' = a:' -f- r' — 2 rj: CCS — •
De même,
^ MC.MC = x^ -h r^— 2rxcos ^. . ..
On trouve ainsi les divers facteurs du second degré qui composent x^ — /'"*.
Si m est pair, il y aura deux facteurs réels du premier degré x — /' et x -h r représentés par MA et MA', et dont le produiC donnera le facteur du second degré jr* — /*. Si m est impair, il n'y aura qu'un facteur réel du premier degré x — /' ou MA.
D'après cela, les formules (i) et (2) expriment ce théorème dû à Cotes, que la différence des //t**"""' puissances des lignes OM et OA est égale au produit des lignes menées du point M aux div^ers points de division de la circon/éren ce.
RÉSOLUTION DE l'ÉQUATION X'" = -^ a.
Soit maintenant à résoudre Téquation
Posons encore
X = r[cost -h \l — I sinf), d'où
j;"r=r'"(cos/wr-h \J — I smmt)\
on aura, pour déterminer r et f, les deux équations
r'^cosmtz=i — a et r*" sin z?/^ r= o.
On tire de là
Donc
r=-f-y«, sinm/ = Oy cosw/=: — i.
/W/ = (2f-M)w, d'où tz=z^ i— ,
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< étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif j par conséquent a: est donnée par la formule
[ft>./-l-TV7r I . (21 -I- l)7r*"l cos h V — I sm I m m J
Comme dans le cas précédent (n** lo4), il suffit de faire successivement /=o, i, 2,..., [m — i), pour avoir toutes les valeurs de x. De plus, ces valeurs sont différenles; en effet, si A: désigne l'un des nombres 0,1, 2, 3,. .., (m — i), comme/iest auplus'égalà m — 1 et aA-f-i
au plus égal a 2m — i, est toujours plus petit
que 2 71*, par conséquent, les m arcs considérés n'ont pas à la fois le même sinus et le même cosinus.
158. Il n'est pas nécessaire de donner à k toutes les valeurs entières de o k m — i. En effet, si l'on fait
kz= m — I — h' y il vient
cos ^ ^^ 1- v^— • I sm '- i ^
(2Â-'-4-i)7r / . (2/*'-hl)7r
= cos V — ïsm :
par conséquent la formule
[iik -h I ^ TT _, , . ( 2 X' + i) ttH cos dbi/— ism ^—
donnera les m valeurs de x, en attribuant à k toutes les valeurs entières jusqu'au plus grand nombre entier qui
ne surpasse pas \ c'est-à-dire qu'on s'arrêtera à
SI m est pair et a si m est impair.
159. De même que dans le cas précédent, on pourra décomposer x^-i- /•"* en facteurs réels du second degré, et
Stuiim. — An.^ J. 10
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trouver une interprétation géométrique du résultat. On aura un théorème analogue à celui du n^ 156, avec cette différence que les divisions de la circonférence en m parties égales ne commenceront pas tout de suite au point A,
mais au point qui en sera distant de Tare — •
KÉSOLUTIOPi DE l'ÉQUATION X'" = a -^ b ^ I .
En dernier Heu, soit à résoudre Téquation
Remplaçons a -f- & ^ — i par p (coscf -H ^ — i sincp) ; posons enfin
x = r{cost-{- ^ — isin^);
on aura les deux équations
r^cos/wr^r pcosy, r*siniwf = psin^.
On tire de là
(r'^y = p% d'où r*" n= -h p et r = -*-'^p,
H-'\/p étant la valeur arithmétique de la racine i/i'*'«* de p. 11 vient alors
cosmt = cos«p, sinmt r=z sin<j> ;
par conséquent,
/wf = aiTT -h flp, d ou t=z -j
i désignant un nombre entier quelconque, positif ou négatif*, par suite,
(2/7r-f-» y . 2i7r -f- ©\ cos -f- V — I sin ) m ^ J
On prouvera, comme précédemment, qu'il suffit de donner à /, dans cette formule, les valeurs 0,1, 2,. • .,
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jusqu'à m — i, et Ton obtiendra ainsi pour x, m valeurs différentes.
SOUS LA FORME
162. Soil ^7-4 uue fraction qui se réduit à - quand x = a. On se propose de déterminer la valeur vers laquelle tend ^ > lorsque x s'approche iu dé fini ment de
la valeur particulière a. C'est cette valeur limite de ■—— •
qu^on appelle souvent la vraie valeur de la fraction qui se présente sous la forme indéterminée - • Puisque y (a) = o
ety(a) = o, on a identiquement
?(-^) — y(tf)
y(x) _y(x)-y(^) o(jr)_ .r - /i ^
1 1 1 v(a:) — 9(0) fix) — f(a)
or, X tendant vers la valeur a, ■^ — — > -^— ^ ^— ^
tendent* respectivement, et par définition même, vers cf'(a) et/' (a). Donc
n^p^ pf} ou lim l(fl^lit«^'.
On arrive encore à ce résultat par la série de Taylor. Supposons que/î'*+*'{a) et (p("+*) (a) soient les premières
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dérivées qnî ne s'annulent pas simultanément pour x = a'^ on aura , en posant a: = a 4- A dans la formule (il) dun*^J22,
^^^ -^ ^) = rr^x^^-rr/^-^''^" -^ «'''^'
d'où
ç(/H- A) _ çf"+'){a + 6h) J\a -f- h ) ~/C«+') (a + 9'/i) '
d'où l'on lire, en faisant h = o,
Exemples, i** L'eijpressîon devient
* ûc — a o
pour j: = fl. Or la dérivée de x'" — a"* est ma:'"""*, et celle
,yjm ^___ ^"t
dex — a est i: donc la vraie valeur de '— est ma'"^^
pour x = a, quel que soit m.
tP En appliquant la même règle, on trouve que, pour
X = a. la vraie valeur de ; est o.
On peut le voir autrement, car
x^ — 4^^'+ 5fl^j: — 2a^~- (x — ay[x — 2/i), x^ — a^=i[x — a)[x-^a)\
donc la fraction donnée est égale à
(.r — aYix — la) (x — «) (.-r — 7.a)
— ^- -^ ou ^ — •
expression qui devient bien o pour x = a,
siri-^ • o
3** Soit — -• Pour X = o, cette fonction devient -; X ' o
la dérivée de sinx est cosx, et celle de x est 15 donc la
,. . , sin.r
Jimite de — — est 1 pour x= o.
Ce résultat doit être considéré comme une vérification, mais non comme une démonstration, puisque nous n'a-
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vons obtenu la dérivée de sinjc qu'en nous appuyant sur
s\nx
ce théorème, que 15 m '■ est i pour jt: = o
sin'-r
4^* En appliquant la même théorie on trouve lim
pour .r = o; cette limite est o.
On y arrive aussi de la manière suivante :
lim
lim
On aurait de même
X lim sin j? = i X o = o.
,. tanffx .. sinx lim — ^-- = lim
X lim = I X 1 ==: I .
X coso;
5° Éimite de
é* — tf"* — IX
X — sm T
pour a: = o,
On trouve successivement'
ts['[x
I — cos^r
- pour X =r o ;
— ; =— pour XZ=lOl
suiar o
CQSX
2 pour X z=io,
La limite cherchée est donc égale à 2.
On serait parvenu à ce résultat, en remplaçant e', e et sinx par leurs développements en séries. En effet,
smx zzzx
donc
X — smx
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d'oii
C* — C~* — IX \l.2.3 1.2. 3. 4-5 '/
X — siilj: .r^ .r^
Sî l'on divise le numérateur et le dénominateur du scr cond membre par a:', puis qu'on fasse x = o, on trouve
encore
lim — . = 2.
X — siïix
6® lim r— = — 2 pour x = i
\x ^** lim == I pour .r = i.
co
VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LÀ FORME -r-*
164. Supposons que l'expression y — - prenne la forme — ? pourx=a, il s'agît de déterminer la valeur
de lim-^: — -• On a identiquement
or, pour a: = rt, -~— - et -- — r sont nuls. Donc la vraie valeur de cette expression sera la limite du quotient des dérivées de -^ — - et de —--79 et iW aura
lin, ?ifi =Iim -^^ifjl = li.„ [€lfl X 1^' X îi^l
i5a couns d'analysb.
ou,* en désignant par A la limite de 5^:— r»
d'où
A ou hm •^—-{ =1 hm 777-; •
On retombe ainsi sur la règle donnée dans le cas où
l'expression proposée devient -^ par conséquent, si n-f- i
désigne l'ordre des dérivées de (f{x) et dey(j:) qui, les premières, ue sont pas nulles ou infinies à la fois, on a
La démonstration précédente suppose que A
c'est-à-dire la limite de -^ — -^ est différente de o ou de
l'infini ; je dis d'abord que la même règle subsiste quand A = o. En effet, g désignant une constante, Texpressioxi
deviendra encore — pour a? = a 5 mais sa vraie valeur
est ^, puisque A ou ^ — - est nulle. Donc, d'après ce que nous venons de démontrer,
donc
Ainsi, dans ce cas, l'application delà règle générale conduit à la vraie valeur de l'expression.
Il en résulte qu'elle y conduirait encore si A était in-
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iime.car si -—-f = od , on a —7—- = o. Uonc -77 — r — o»
et par conséquent l.) : =
VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME O X
166. Pour trouver la valeur de l'expression ^(^)f{^)n dans laquelle (f{a) = o elf{a) = 00 , on observe que
Ç(X)/(X) = iM,
expression qui devient - pour a: = a.
On peut encore poser
qui devient — pour x = a.
Dans les deux cas, on appliquera les règles précédentes. On trouvera ainsi
lim (i — j:) tang — = - pour jo m 1
167. Lorsque les dérivées de (f(jc) et de J^{x) conduisent à des expressions qui présentent toujours pour x=a\a même indétermination que celle dont on cherche la vraie valeur, il faut recourir à des artifices particuliers. Celui qui réussit le plus généralement consiste à remplacer X par a H- A, à développer les fonctions par la série de Taylor, à opérer toutes les réductions et simplifications possibles, et à faire finalement h = o. Ainsi
, s yx — v^ -^ \/'^ — «
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devient - pour x = a. Le quotient des dérivées
9, ^/.r 2 \/jr — a
devient — 5 et les dérivées suivantes donneront tou-
jours — • Pour déterminer la valeur de l'expression (1), posons X = a -j- h'^ elle devient
^a -^ h — y'S -f- sjf^ y/h^^a -h h
Si l'on multiplie les deux termes de ce rapport par
^/a 4- // H- ^«1 il vient
/i -^ \fJi { yja H- // -+- \/rt ) divisant ensuite ces deux termes par ^/i, ou a
^2« -h h ( \la -+- // -f sja) expression qui, pour h = o, devient
ou
On serait encore parvenu à ce résultat^ en développant \'a -+- /i par la formule du binôme.
VALECR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME O
168. L'expression/* (x)''^*^ prend une forme indéterminée lorsque les fonctions y* (x) et cp (x) s'annulent
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toutes les deux pour x=^ a\ on trouvera sa vraie, valeur en cherchant celle de^son logarithme (p (x) \J[x),
Par exemple, soit à trouver pour a: = co la limite
àef[xY. Le logarithme népérien de celte expression esl — ^— ^j et sa limite est celle de ■ , , • Un aura donc
— iim -77 —
De même, la vraie valeur d'une expression qui prend la forme i* se déduira de la vraie valeur de son logarithme qui prendra la forme 00 Xo.
EXTENSION DES RÈGLES PRÉCÉDENTES
169. Les régies pour trouver la valeur des expressions qui deviennent indéterminées quand x = a subsistent encore lorsque a devient infini, puisqu'elles sont vraies quelque grand que soit «; mais la démonstration ne pourrait plus se faire de la même manière. Nous allons arriver directement à ces règles dans le cas d'une expression qui prend la forme - pour a: == 00 . A cet effet,
soit ar = - : on aura
d'où
îim %^ = lim
Or pour ;r ::^ 00 , on aj = o : donc
.„!il)=,:.!lii-±)
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ou bien
Maïs avant d'appliquer les règles il faudra bien s'assurer
que l'expression proposée, ainsi que 777^? approche
d'une limite quand x tend vers l'infini* Par exemple, l'expression
cosa:
X — sin^ sin.r
tend vers i pour x = 00 , tandis que le rapport des dé-
. / I — sinx , •
rivées a une valeur complélement indéterminée
quand a: = 00 .
EXERCICES
EXTENSION DU THÉORÈME DE TAYLOR
170. Soit u =f[Xyj) une fonction de deux variables. Pour développery [x -h h^ y -\- k) suivant les puissances de h et de A, on change d'abord x en .r -H ht^ y eny-hkt et, dans le résuhail f [x -i- ht ^ y -h kt) développé suivant les puissances ascendantes de t par la formule de Maclaurin, on fait f = i.
Soit donc
si Ton pose, pour simpliGer la notation,
x-hht=p et y-\- At=:qy on a
Maintenani on a, d'après la série de Maclauriu,
f W = ? (o) + tf' (o) + -^ ?'{o} +...+ --Ç— ?W (o) + R
R^, . r . [y^"MQ0~y^"Ho)3>
et
Mais, à cause de y (f ) = U, puisque Ton a
dp -= hdty dq z^ kdt'y
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donc
Si Ton désigne cp^ (^) par U', U sera encore une fonction dep et de q, et Ton aura
^ ^ ' r//? ^7 rf/>» dpdq dq^
Mais le dernier membre n'est autre chose que le développement de { -j- /* H — 7" ^ ) dans lequel on aurait
remplacé cîU* par c?*U; on peut donc écrire la formule symbolique
on aura de même
et, en général,
ce qu'on démontrera aisément en faisant voir (comme pour les différentielles totales des fonctions de plusieurs variables) qu'une nouvelle différentiation revient à multiplier chaque terme de Texpression symbolique par
~ h -f- -7-^> ptiis à changer les exposants de rfU en indices de différentiation.
Ainsi donc on aura généralement
Maintenant, comme
u=f{x,y\ V=/(pyqh P^x-^ht, q==:x-hl^t,
si Ton fait î = o, /? devient ëgal à x, y à j, U à m, et Ton a
,, , /d« , du A(»)
,<")(o)=(-/. + ^*) -, d'ailleurs, sî l'on pose « = i, on a
donc
du , du , I /</« , du \v*)
dx djr 1.2 \«:r «7^ J
ï .2.3 \rfj? c(y /
du , rftf XC"^ --/i -f- --- Ar) 4-R.
On a d'ailleurs
i .1, . ,n\^\dp
[(—I —lY^'^f^k — /V'n
t[\dp ^ dq ) \dx àjr ) \
expression dans laquelle il faut remplacer p par x ■+- 6A, et q par j^ -I-9A.
172. Comme h et h sont les accroissements arbitraires des variables indépendantes x et y, on peut les remplacer par dx et dy^ ce qui change <f' (o) en du, (f" (o) en
i6o COURS d'analyse.
d^tiy etc., et il vient
J{x -^ II, Y -^ A) = u -+- du -\ 1 -f-
On parviendrait de la même manière à la formule
(2) { , d'il d"n '
I =zu-hdu-\ -f-...H hR,
OÙ
i L \ ^//> ar/ rfr
/du du du \(")
\dx ^y dz ' )
Dans cette expression symbolique, on a
et 0 représente une fraction positive.
Quand on reconnaît que le reste R peut devenir plus petit que toute quantité donnée, lorsque n est assez grand, la série indéfinie qui forme le second membre de Téquation (2) est convergente et a pour somme f(x -h fi, y -i- k^ z H- /,...). C'est la série deTaylor étendue à un nombre quelconque de variables.
173. On peut faire voir ici, comme pour les fonctions d^une seule variable, qu'en prenant A et h assez petits, un terme quelconque du développement, s'il n'est pas nul, surpassera en valeur absolue le reste de la série, à partir de ce terme.
Ainsi soit, dans la série (i), le terme
dx" dx"^^ dy dy
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on a
dp' d-r" \dp
'*-' dq dx'^* dy) h "
dx** daf*^Ulf h
après avoir dîvîsé les deux termes de la fraclîon par A".
d'^Xl , d"u
Or, pour A = o et /r = o, _^ devient
-,-,..., pour x = o,j. = o.
dp' dg"*-^ dx^ dy"- "
donc, en prenant h eik assez petits, le numérateur pourra être rendu plus petit que toute quantité donnée, puisqu'il se compose de groupes de termes qui tendent séparément vers zéro, tandis que le dénominateur a une limite différente de zéro; donc, etc.
EXTENSION DU TRÉOnÈME DE MACLAURIN.
174. Supposons que , dans le développement de /( j: H- A, j^ -t- k) du n® 171 , on fasse x = o, j" = o. Désignons par Mo? ( 7- ) ' (t") » • • > ce que deviennent u^
da du : dy
Cette formule deviendra, en remplaçant h par jc, /rparjr,
et Ton aura
L\J/? dq /. \dx dy )^ J
Sturm. - ^n., I. I I
expression dans laquelle on doit faire a: = o, y=^ o, et remplacer A par x, h parj', p par 9x et q par Qy. Lorsque R tend vers o à mesure que n augmente, le second membre de la formule (3) donne lieu à une série convergente qui a pour somme y (t, y). C'est la série de Maclaurin étendue aux foncticms de deux variables On retendrait de la même manière aux fonctions d'un nombre quelconque de variables,
FONCTIONS HOMOGÈNES
175; Une fonction est dite homogène^ lorsqu*'en multipliant les variables qu'elle contient par un même facteur, le résultat est égal à la valeur primitive de la fonction multipliée par une certaine puissance de ce facteur. Ainsi f(x^ j", z) sera une fonction homogène si l'on a
m est dit le degré de la fonction.
176. Si Von dmse une fonction homogène du m"""' de^ gré par une des variables élevée à la puissance m, la fonction ne dépendra plus que des rapports des autres variables à celle-ci.
En effet, posons /a: = i, on aura ^= -> ei la relation
devient
J(tx,ty,tz)=rf{x,y,z)
fil t i\__/ifiZil}.
Réciproquement^ si cette condition est remplie, la fonction est homogène. En effet, si
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on a
/(f;r, fr,/z) = rx«ç^J,i^
Éliminant la fonction f , il vient
f{tx, ty, tz) z= r/(j:, jr, 2), ce qui démontre que la fonclion/(j:,j^, z) est homogène.
177. Les déris^ées partielles et du premier ordre de toute fonction homogène du m'*'"* degrés f[^^y^ -^l» sont des fonctions homogènes du [m — i)"»»* degré.
Soit, en efifet, "^^'^jj^^^ = ? (x,j, z)s on a (175)
f[tx,tXytz) = t'"f{ùc,y,z)',
d'où, en prenant la dérivée des deux membres par rapport à x,
(p(/j7, t)\ tz) t = r'tf[.T, j, z);
ce qui revient à
rf(tx,tx,tz) =r-'ff{x,x,z);
ufxX Y 2 I
donc (176, récipr,) ^(x,/, z) ou — ! est une fonc-
tion homogène du (m — i)'*'"* degré.
Pour toute fonction homogène, on a
/{tx,tx,tz)=rf(x,Xyz).
Posons
on aura, n désignant /(x,/, z)^
{a) f(x-h(iXyX-hoiX, »-^ aa) =(i-f-a)'"a.
Or, la sme de Taylor étendue aux fonctions de plusieurs
du du
variables (172) donne
[du
a» /r/« é/i« du \(»)
puis le développement du binôme donne
(i -h artt = a -h OTtta H «a'-t-. . .
Comme réqualîon (a) est identique, il en résulte
du
du
du
-j-x -h -T-r 4- --- z = mu, dx dy dz
] =z m[m — ija,
, . (du du du ^ ('^
^ ' \dx dy' dz
(du du du \(-*) . .^ ,
La relation (i), la plus importante, montre que la somme des dérivées partielles d^ une fonction homogène,, multipliées respectivement par la variable correspond dante^ est égale à la fonction multipliée par son degré.
IX
= 2 B^ -h 2 Dz -4- 2Fx,
d'oTJ
£^tf
du
du
--- = 2C» -l-2Dj-*-aEx,
aZ
</fl
^j: "^ dy dz
= 2 (Ax'-h B^'-h Cs'-h 2Dj3 4- 2EX-3-I- 2FAr) = 2//.
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180. L^identité (i) peut s'obtenir directement comme il suit.
Posant
U^p, ty = q, tz'^r^ on a
d'où il résulte, en prenant la dérivée des deux membres par rapport à f,
dp dq dr
= mt^'f[x,yyz).
Cette identité a lieu pour toutes les valeurs de ^; or si t = 1 5
dfip* y> r) df(p,q^r) df[p,q,r) dp dq dr
deviennent respectivement
du du du
. . du du du
^ ' dx '^ dy dz
181. Pour démontrer directement la relation (a), il faut différentier Téquation (i) par rapport à x, à j^ et kz\ ce qui donne
d'^n d^u d^u du du
dx^ dxdy dzdx dx dx
d^u dUi d^u .du du
dxffy d/* dydz dy dy
d^u d^tt d^u du du
dxdz dydz dz^ dz dz
Ajouions ces équations respectivement multipliées par
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x^y, z, puis retranchons des deux membres de réqualion résultante la quantité
il viendra
du du du
du du ' du \ C2)
-T-^H — 7- y -\ — T-z] = m[fn — iltt.
dx djr dz I
On obtiendrait de la même manière les équations (3 ) , ( 4 ) et suivantes (178).
QUÂTOBZIEMC LEÇO^
VARIABLE INDÉPENDANTE
182. Soit y (x) une fonction d'une seule variable t. Si, en faisant croître x, la fonction prend une valeuri^elle qui surpasse celles qui la précèdent et celles qui la suivent immédiatement, cette valeur de la fonction est dite un maximum. On appelle minimum une valeur moindre que les valeurs voisines.
S\f(x) devient un maximum pour x = a, la dîfférencey(a -4- A) — f(^) sera négaWe^ quel que soit le signe de A, pourvu qu'on prenne h suffisamment petit. Cette différence serait /^05i7iVa s\f[a) était un minimum.
183. Une fonction peut avoir plusieurs valeurs maximums et minimums, lesquelles doivent se succéder alternativement. Un maximum peut être moindre qu'un minimum. Un maximum négatif devient un minimum quand on fait abstraction de son signe, et de même un minimum négatif pris positivement devient un maximum.
Ces diverses conséquences de la définition sont rendues manifestes par Tinspection de la courbe sinueuse ABCDE.
Soit j =/(.r) l'é-
Fig. 8.
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qualion de cette courbe; les valeurs maximums et minimums de f[x) sont évidemment les or^^onnées des points A, B, etc., où la tangente est parallèle à Taxe des x. On voit que Tordonnée du point A, qui est un maximum, est moindre que l'ordonnée du point D, qui est un mîmimum, et que Tordonnée du point B, qui est un maximum en valeur absolue, est un minimum quand on la prend avec son signe,
184. On sait que la fonction /(x) croît continuellement lorsqu^en faisant croître x^ dans un certain intervalle, la dérivée^ [x) reste constamment positive, et que f(x) décroît au contraire quand la dérivée est négative. ( La fonction f[x) ne devient donc ni maximum ni mi-nimum tant que, x croissant, la fonction dérivée conserve le môme signe. Mais si la dérivée cliange de signe lorsque x atteint et dépasse une certaine valeur a, alors la fonction y (.r) deviendra, pour cette valeur, un maxi^ mum si la dérivée passe du positif au négatifs ou un minimum si la dérivée passe du négatif au positif. Cette dérivée ne peut d'ailleurs changer de signe qu'en s'évanouissant, ou bien encore en devenant discontinue ou inûnie. Ainsi, les valeurs de x qui rendent /^(j:) maximum ou minimum sont uniquement celles pour lesquellcs^ (x) devient nulle, infinie ou discontinue en changeant de signe.
185. Ordinairement le maximum et le minimum répondent à des valeurs de x pour lesquelles la fonction dérivée change de signe en s'évanouissant et en restant unie et continue. Dans ce cas, on peut établir les conditions du maximum et celles du minimum à Taide de la série de Taylor. On a d'abord
Si y [x) n'est pas nulle, la difrérence/^(j: -f- h) — f(x) a le même signe que hf (x). Cette diiïérence change donc
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de signe avec h\ donc/(j:) n'est, dans ce cas, ni maxi* mum ni minimum.
Mais si/'(x) est nulle et si /"(a:) ne l'est pas, on a
/(r-f.A)-/(x)=^/-(:r)-hR;
alors, quel que soit le signe de /ï,y(x-f-A) — f(^) a le même signe que f (x). Donc, s'if^^(x) est positive pour la valeur de orque Ton considère et qui annule y (x), f(x) est un minimum, et si/*" (a:) est négative, ^(a:) est un maximum.
Mais sif'^{x) est nulle, on aura
et s\ f^^^ (x) n'est pas nulle, /!( or -j- h) — f(^) changera de signe avec h if(x) ne sera ni maximum ni minimum. Si y" (a:) = o, on aura
etf(x) sera un minimum ou un maximum selon que y*^ [x) sera positive ou négative pour la valeur de x qui annule f (x) y f^^ [x), f'^^ [x) ^ et ainsi de suite.
186. En général, quand une "valeur de x annule quel^ queS'Unes des dérivées successwes f [x)^f" (r), . . . , if la première détwée qu^elle n^ annule pas est d'ordre pair^ la fonction f [x) est un minimum ou un maximum^ selon que cette déiivée est posifii^e ou négatii^e; mais il îi^jr a ni maximum ni minimum si la première dérivée qui ne s^ annule pas est d'' ordre impair.
Cette règle s'accorde avec celle que nous avons donnée plus haut {n? 184) ; car si, par exemple, les trois premières dérivées s'annulent, on aura, en appliquant la série de Taylor à la dérivée.
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et Ton voitbîen que/"' (r) chaiïgçra de signe avec A. Il est clair que^ (a?) ne changerait pas de signe avec h si la première dérivée qui ne s'annule pas était d'ordre impair.
APPLICATIONS
187. 1° Minimum de x*. Comme il revient au même ie faire la recherche du minimum sur le logarithme népérien de cette expression, posons
y(ar) = LiiC*= a? la? ; on aura
f(x)=zi-^\x et /''[x) = -^
Or si Ton fait
I -f- Ijf = o
on a
Comme
I x = — I , d'où X =i e'-' = -
on en conclut que x' est minimum pour x= -
f'ig 9-
2*^ On donne deux points A et B, situés dans deux
milieux différents, séparés par une surface plane P. Un mobile se meut dans le premier milieu aifec une vitesse uniforme Uy et dans le second milieu auec une vitesse uniforme J^; on demande le chemin ÂHB que ce mobile doit suiv^re pour se rendre de h. en ^ dans le temps le plus court.
Il est clair d'abord que ce chemin doit être compose de lignes droites. Je dis ensuite que la ligne brisée qui résout le problème doit être dans le plan ABCD, con-
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duît par les perpendiculaires AC, BD au plan P. En effet, supposons que celle lïgne soîl AGB et qu'elle rencontre le plan P au point G non situé dans le plan ABCD. Menons GL perpendiculaire à CD, el joignons AL et BL. Les triangles AGL et BGL étant rectangles en L. on a AL <C AG et BL <^ BG5 par suite, le mobile ira plus rapidement du point A au point B en suivant le chemin ALB qu'en suivant le chemin AGB.
Cherchons donc, dans le plan ABCD, perpendiculaire au plan P, la ligne AHB, qui est parcourue par le mobile dans le moindre temps possible. Soient*
AC = rt, BD = ^, CD = c et CH=j:;
le temps que le mobile emploie pour aller de A en H
AH i/a^ -V- x^ , ,
est — = 9 et celui qu'il met pour aller de H
« BH ^b'^{c--xy . 1 r •
en D est — = : par suite, la fonction
qu'il s'agit de rendre un minimum est
sjc
xY
Posons do
ne
ou
u \jù
v sjb^ -h (c -
-xY
ou bien
ttt
la' -\-
Si l'on voulait tirer de cette équation la valeur de jc, il faudrait en élever les deux membres au carré, et l'on aurait ensuite à résoudre une équation du quatrième degré. Mais comme
= sinCAH==sinAHK,
sjlr r {c— xY
=r =sinHBD = sinBHI,
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on voîl que, dans le cas du minimum [la fonction /"(x) n^a pas évidetnment d^ maximum}, on a
sin AHK sin BHI sin AHK u
;=z OU ■ = — •
U p siqBUI V
Dans la théorie de la lumière, la quantité -i rapport
des vitesses de la lumière dans les deux milieux, est Tindice de la réfraction de la lumière, au passage du premier milieu dans le second.
3° /{x)=z e'-h 2COSX -h e-*.
On a
/^ (x) = e* — 2 sin j? — c'y
J" (a:) z=. e* — ?. cos.r -t- d-*.
Si Ton égale y (x) à o, on a x = o, valeur qui, substituée dansy(x), donne/(o) = 4*
Pour savoir si c'est un maximum ou un minimum, substituons o à la place de x dans y' (x). Comme y' (o) = o, il faut aller plus loin. Or
/'"(a:) :=ztf*4- 2sinjF — er* et /'' (.r) == e* -h 2 cosj: H- <?~',
d'où Ton tire
/^^(o) = o et /-(o)=r4; ■
donc y (o) = 4 est un minimum dey(x).
4** Trouv^er la distance minimum d^un point donné M («, i) à une courbe dont on connaît Véquation
Joignons MK, K étant un point quelconque de la courbe. On aura
En égalant à zéro la différentielle de cette expression,
nous aurons
(x— fl)^-(J--^^) J=:0,
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équation qui revient à
X — a dx
dy
h dy
Or cette relation entre -7-? coefficient angulaire de la tan-
dx
gente à la courbe donnée au point [x^y)^ et 9 coefficient angulaire de la droite MK, montre que ces deux droites sont perpendiculaires entre elles. Donc la droite minimum doit couper la courbe donnée à angle droit.
Si la dislance MK était susceptible d'un maximum, on le trouverait encore par la résolution des équations (1) et (2).
Considérons en particulier le cercle dont Téquation est
dY X
On aura --- = j et la relation (2) deviendra
dx
ou bien« après réduction,
Fig. 10.
Ainsi, pour déterminer x et j-, nous aurons les deux équations
qui, prises simultanément, représentent les points d^intersection du cercle donné avec la droite MO. Alors KM sera la distance minimum, et K'M la distance maximum^
comme ou le verra facilement en considérant les dérivées suivantes.
Mais il se présente ici une singularité que Ton peut rependant expliquer par la définition même des maximums et des minimums.
Supposons que le point donné soit le point N situé sur Taxe des abscisses à une distance a du centre. Le carré de la distance NH sera représenté par l'expression
jr'-t-(a7 a)\
ou bien par
r^ — 2.ax -f. à*.
Or la dérivée de cette expression est une quantité constante (- — 2 a) qui, par conséquent, ne peut être égalée à zéro.' Ainsi, quoiqu'il existe une distance minimum qui est NA, on ne l'obtient pas par notre procédé. Cela vient de ce que, d'après la définition, une fonction est minimum pour une certaine valeur de la variable, lorsqu'elle augmente pour des valeurs plus grandes et plus petites de cette variable. Or, si NH est considérée comme une fonction de x, NA n'est plus un minimum dans le sens que nous venons de dire, puisque cette fonction, réelle pour des valeurs do x moindres que r, devient imaginaire pour des valeurs plus grandes.
Cette fonction est nulle pour a: = ô et pour x= b. Il est clair qu'entre les deux valeurs Q et b^ il y en aura au moins une pour laquelle elle sera maximum; en prenant la dérivée, on aura
/' (x) = maf^' (b — xy — nx^ {ù — x )"-• = af*~^ (b — j-)""' {mb — mx — n.t),
11 faudra donc posej
ce qui donne les trois valeurs
mb ,
A la première correspond un maximum, car la dérivée passe évidemment du positif au négatif quand x dépasse
la valeur •
Si m est pair, à la valeur o correspondra une valeur minimum de la fonction, mais dans ce cas seulement. En effet, pour des valeurs positives ou négatives trèsvoisines de zéro, les facteurs de la dérivée, (b — j:)"~* et mb — (m-l-w)a:, sont toujours positifs, tandis que le facteur x**"* passe du négatif au positif, puisque m est pair : la fonction sera un minimum dans ce cas. Mais si m est impair, aucun des facteurs de la dérivée ne changera de signe, et il n^y aura ni maximum ni minimum.
' On verra de même qu'à la valeur b il correspondra un minimum si n est pair, mais qu'il n'y aura ni maximum ni minimum si n est impair; .
MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES d'uNB
Soit
y^ — imxy -\- x^ =^ u
une équation qui détermine y en fonction dex. On peut trouver les maximums et les minimums de jr sans la résoudre. En effet, la diflerentiation de cette équation
donne
dr (r — wo:) — — /wj H- X = o,
d'où
djr m y — X
dx y — mx
176 cou AS d'analyse.
Comme les valeurs de x qui répondent à des maximnms ou à des minimums Ae j doivent satisfaire à la condition
djr
on aura ces valeurs en résolvant les deux équations
jr^ — 2 /w jrj -4- j:' = « , x — i»/ = o.
189. Supposons, pour plus de généralité, que l'on ait trois équations entre quatre inconnues :
L'une quelconque des variables, x par exemple, étant prise pour variable indépendante, les trois autres seront des fonctions de celle-ci. Considérons en particulier la fonction 14. Pour trouver les valeurs de x, ainsi que les valeurs correspondantes de y et de z, qui donnent des maximums ou des minimums de u, on observe que, dans le cas ordinaire du maximum ou du minimum, on a
du
dx
D'après cela^ la différentiation immédiate des équations (i) donne, en y regardant j^, z e\ u comme des
fonctions de x et supprimant les termes où entre — »
dx
djr dx dz dx *
. . , ^^ do djr do dz
d^ djr éf\|/ dz
djr dx dz dx
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On élimine ^ et -r- et l'on obtient une équation,
dx dx
qui, jointe aux équations (i), détermine les valeurs de
En différentiant de nouveau les équations (i), on ob*
tiendra -r-y On y substituera les valeurs trouvées pour
x^ y^ z^ w, et, selon que le résultat sera positif ou négatif, u sera un minimum ou un maximum.
L'élimination de — et de — enire les équations (2)
ux ux
peut se faire en ajoutant ces équations mulipliées respectivement par 1, i et //, et choisissant les indéterminées X et /ut de manière que dans le résultat les coefficients
dy dz
de — et de — soient nuls. Ou remplace ainsi les équa-
lions (a) par celles-ci :
df dut «/^!»
_± -f- X _I ^ a — -^ dx dx dx
^f . dfD d^
dz dz dz
L'élimination de X et de /ix conduit quelquefois plus rapî-
dy , dz -f et de — dx dx
dément à l'équation (3) que celle de — et de -7- entre
les équations (a).
190. Soient à déterminer les maximums ou les minimums d'une fonction explicite Y(x^ j^ z, w), a:, y^ z et II étant des variables liées entre elles par les équations
^[Xy X> h w) = 0,
Stobm. — ^/,., I, 12
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L'une des variables, x par exemple,, étant regardée comme indépendante, j, z, m, (F, a;, y^ z, u) seront des fonctions de x.
Si l'on joint aux équations (i) la suivante,
on voit que la nouvelle question est un cas particulier de la précédente, savoir celui dans lequel la fonction implicite f', dont on cherche les maximums et les minimums, n'entre que dans une seule des équations (i).
EXERCICES
4. Quel est le plus grand quadrilatère que Von puisse former avec quatre côtés donnés?
Solution. — Le quadrilatère inscriptible.
2. Trouver sur une circonférence donnée un point tel, que la somme de ses distances à deux points donnés soit un maximum ou un minimum.
Solution. — Le point de contact de la circonférence et d'une ellipse, tangente au cercle, ayant pour foyers les deux points donnés.
3. Inscrire dans une sphère donnée un cône dont la surface totale soit un maximum.
Solution. — En désignant par x la hauteur du cône et par r le
rayon de la sphère, on a
4. Circonscrire à une sphère donnée un cône dont le volume soit un minimum.
Solution. — Mêmes notations.
a: = 4r, vol. max. = ^-Trr*.
b. Parmi toutes les paraboles que peuvent décrire des corps pesants partant d'un point donné avec une vitesse donnée, trouver celle qui a l'aire la plus grande.
Solution. — Parabole décrite par un corps lancé dans une direction inclinée de 6o degrés à l'horizon.
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6. Parmi toutes les cordes d'une même longueur inscrites dans une courbe donnée, déterminer celle qui retranche le plus grand ou le plus petit segment.
Solution. — La corde doit faire des angles égaux aveô les tangentes menées à la courbe par ses extrémités.
7. Deux roues circulaires extérieures l'une à l'autre sur un même plan tournent uniformément autour de leurs centres fixes, l'une faisant deux tours, Vautre trois tours par seconde. Déterminer les époques et les positions des deux roues pour lesquelles deux points marqués sur leurs circonférences seront à la plus petite ou à la plus grande distance l'un de Vautre,
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VARIABLES INDÉPENDANTES
191. On dit qu'une valeur particulière et réelle d'une fonction de plusieurs variables indépendantes y(j',j', z) est un maximum, quand elle surpasse toutes les valeurs voisines de cette fonction , c'est-à-dire celles qu'on obtiendrait en donnant aux variables des valeurs très-peu différentes de celles que l'on considère. On appelle minimum d'une fonction une valeur particulière moindre que toutes les valeurs voisines. La différence
doit donc être constamment négativ^e pour des valeurs suffisamment petites et aussi petites que l'on voudra, de A, h eil, quand /(jc,^, z) est un maximum, quels que soient les signes de /i, k et l] au contraire, cette différence est constamment positive quandf[x^j'^ z) est un minimum. Supposons que la fonction u ==:f{x^y^ z) soit un maximum ou un minimum pour a: = a, j^= i, 2 = c. Si dans cette fonction on attribue à j^et à z les valeurs fixes b et c, et qu'on ne fasse varier que x, elle sera encore un maximum ou un minimum pour :c = a. Par conséquent, il
faudra que, pour a: = a, jz=b, z = c, — soit nulle, infinie ou discontinue. On dira la même cliose de -j- et
de — • Doue les valeurs de x^ j^ z qui rendent u maximum ou minimum se trouvent parmi celles qui rendent
les dérivées -r^ -r'> -r- nulles, Infinies ou discontinues.
ax dy dz
192. En se bornant au cas où ces dérivées sont continues, on peut recourir à la série de Taylor pour distinguer, parmi les solutions du système,
du du du
celles qui répondent à des maximums ou à des minimums. En effet, on a Az^ ou
Or on peut toujours prendre A, A et / assez petits pour que la somme des valeurs absolues des termes qui contiennent /i, A et /au même degré surpasse la valeur absolue du reste R correspondant: d'ailleurs, dans la question qui nous occupe, on doit regarder A, Ar et / comme pouvant être plus petits que toute quantité donnée, et en même temps comme ayant des signes quelconques \ donc : i^ Au doit avoir le même signe que
du ^ du du
a** si Ton n'avait pas à la fois
du du du
di = °' dp = ''' di = °^
/(a:, y^ z) ne pourrait être ni un maximum ni un
minimum, puisque en changeant simplement les signes
de A, k et /, sans changer leur valeur absolue, on change-
. , . y du ^ du. , du j . , •
rait le signe de -rfi'\ — t-a H — j-l, et, par suite, celui
° dx dy dz '- '
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de A<i. Nous retrouvons ainsi les conditions précédemment obtenues (191). .
193. Cherchons maintenant quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que f(x^ y^ ^) s^^' ^^ minimum ou un maximum.
La différentielle totale du premier ordre étant nulle, on aura
ou bien
Admettons d'abord que les coefficients A, B, C, D, E, F, qui, pour abréger, désignent les dérivées partielles du
second ordre, --— > — — ? etc., ne soient pas tous nuls a la
fois pour les valeurs considérées de x^y^ z, c'est-à-dire pour celles qui annulent les dérivées du premier ordre du du du dx dy dz
Si d}u n'est pas identiquement nulle, il peut arriver trois cas : 1° ^* w pourra changer de signe, alors il n'y aura ni maximum ni minimum; 2° d'^u conservera toujours le même signe, alors u sera maximum ou minimum selon que cZ* u sera négative ou positive 5 3° <i* w sera nulle pour certaines valeurs de /z, Âr, /, mais sans jamais changer de signe, alors on ne peut dire, sans pousser plus loin le développement de Au, si la fonction est un maximum ou un minimum.
Nous nous contenterons de chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour que d}uo\i la fonction
soit constamment positive, quels que soient les signes de A, Â% /, pour de très-petites valeurs de ces trois quanti lés«
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Mais comme cette expression est une fonction homogène de A, k et /, en la mettant sous la forme
on voit que, si elle est positive pour de très-petites valeurs de h, /r, /, elle le sera encore pour des valeurs aussi grandes que Ton voudra de ces variables, pourvu que leurs rapports ne changent pas. Ainsi, il sera nécessaire et suffisant que l'expression
A^^ 4- BZ» + C/2 -f- 7. Bhk H- 2 E/f/ 4- 2 FAI
soit positive pour toutes les valeurs réelles de A, k et /.
Observons maintenant que si Tun des coefficients des carrés, A par exemple, était nul, les coefficients des termes qui contiennent A, c'est-à-dire D et E, seraient aussi nuls. En effet, dans ce cas, on a
en posant
P=:2(D^ H-E/j, QrzzBÂ^H-C/'— 2F/7,
P et Q étant indépendants de A 5 si, après avoir donné des valeurs arbitraires à A et à /^ on fait
fi = — ^ -f- a , puis ensuite à = — -— — a ,
^L Mm
1-es résultats de cette substitution seront Pa dans le premier cas, et — Pa dans le second. Donc, si P n'était pas nul identiquement, d^u pourrait changer de signe. Par conséquent, l'égalité A = o entraîne les suivantes :
Il résulté de là que les coefficients A, B, C ne sont pas nuls à la fois; car, s'il en était ainsi, la fonction d*u s'annulerait d'elle-même, contrairement à notre supposition.
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, Supposons donc que A, par exemple^ ne soit pas nul; je dis que A sera positif; car si Ton pose /r= o et /= o, la fonction se réduit au terme Kh} qui, pour être positif, exige que A soit positif. Une première condition nécessaire dans le cas du minimum est donc
Maintenant, on peut mettre d^u ou la fonction kh} -h B^» 4- C/» 4- 2 Dhk + a EA/ 4- 2 F// ^ous la forme
a(a»4-2A "^"^ "^'^M-t-BA'-f-C/^+2FX7,
ou bien encore, en complétant le carré dont les deux premiers termes sont dans la parenthèse,
Si l'on pose, pour abréger,
DA4-E
1/^ + 2 MX/.
Ce binôme ne peut être positif pour toutes les valeurs de / et de A que si M = o , mais d^u pouvant alors être
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mis sous la forme
Af//H j H-I/S
celte différentielle s'annulerait pour la valeur / = o jointe à une infinité d'autres valeurs de k et de A, cas particulier qne nous avons écarté.
Soit donc G différent de o : si l'on fait
Izzzo et n=z — — /- ,
la fonction se réduit à GA*, et comme ce résultat doit être positif pour toutes les valeurs de A, on en déduit que G doit être positif. Âiasi, une seconde condition, nécessaire dans le cas du minimum, est
Maintenant, abstraction faite du preuiier terme, le reste du. polynôme pourra s'écrire
ou
en complétant le carré dans la parenthèse, et posant, pour abréger,
Donc la dllférentielle seconde d^u pourra être mise sous la forme
et l'on reconnaîtra) comme plus haut, que l'on doit avoir
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Ainsi, en général, trois conditions^
sont nécessaires pour quey*(j:, j^, z) soit un minimum. Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes; car, si elles sont remplies, l'expression
c'est-à-dire d*u^ sera positive pour toutes les valeurs féelles de A, A et /.
194. Sif{x^j^ z) est un maximum, il faudra, pour les mêmes raisons, que l'on ait
AA2-4-BXM-. .. -+-2FX/<o, ou bien
— AA'— BA^»— . . . — 2FA/>o
pour toutes les valeurs réelles de A, /r, /. On aura donc les conditions nécessaires et suffisantes du maximum, en remplaçant, dans les trois conditions trouvées plus haut, A par — A, B par — B, . . . , F par — F.
195. S'il arrivait que les quotients différentiels A, B, C, D, E, F fussent tous nuls, pour les valeurs de x,j^ et z tirées des équations
du du du
dx ' dy dz
on verrait facilement que tous les quotients différentiels du troisième ordre devraient s'annuler d'eux-mêmes. Mais nous n'irons pas plus loin, parce que les conditions qui, dans le cas du maximum ou du minimum f(x^ y^ ^), doivent alors être remplies par les quotients différentiels du quatrième ordre, deviennent beaucoup trop compliquées.
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MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES.
Soient les équations
(1) I (p(^, X, Zy u, c)=0,
Si l'on considère deux des variables, par exemple x
et y^ comme indépendantes, Zj u, i^ seront des fonctions
de X et de j" déterminées par ces équations. Pour rendre
maximum ou minimum la fonction t^, par exemple, il
faut, d'après la règle donnée précédemment, résoudre
les équations
dv du
dx ^ dy Par suite, on doit avoir
dv ^ àv ^
c'est-à-dire que la différentielle totale de {f doit être nulle.
Si l'on di fie rentie les équations (i) en faisant attention que d\^ = o, il viendra
jLdx-h^dx-^-^dz-^^du=zo, dx dy dz du
(2) [^dx -^-^dY-¥-T-dz -^ -^du = o, ^ dx dy dz du
r/J; d^ d-ij ^ d^ ^
-1 dx -T'-r-dy-^^dz-i- ■y^da = o.
dx dy dz du
Dans ces équations, dx^ dy sont des constantes, et dz^ du sont les différentielles totales de k et de z considérées comme des fonctions de x et de y.
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En éliminant dz et du entre les équations (a), on obtiendra une équation de la forme
Pt/jc-f-Qe/j = o,
qui devra être vérifiée, dans le cas du maximum comme dans celui du minimum, par les valeurs correspondantes des variables x et j^. Par suite, puisque dx et dy n'ont aucune dépendance entre elles, il faudra que Ton ait
Les équations (i) et (3) donneront les valeurs chercbées de a:, y^ z, m, v.
Pour savoir si la valeur correspondante de la fonction est maximum ou minimum, il restera à examiner si la dîfTérentielle totale d^ ^ garde toujours le même signe.
197. Ce qu'on vient de dire renferme comme cas particulier la détermination des maximums et des minimums des fonctions de plusieurs variables indépendantes liées entre elles par un certain nombre d'équations.
Ainsi, supposons qu'il s'agisse d'une fonction
Ç=:?[Xy y, Zy tt)
et que l'on ait en outre les relations
ff[x, X, z, II) =o, -^[xy y, 3, u) =0.
On voit que cela revient à changer, dans la question précédente, y* (j:, j^ z, m, v) en F [pc^y^ z^ li) — v^ et à supposer les fonctions ^ et (j/ indépendantes de ^.
EXERCICES
i , Trowfcr la plus courte distance de deux droites dans l'espace, données par leurs équations^
Solution. — Les équations des droites étant
\ X = az~\-py kx = a'z-\-pfy
\y = bz-i~q, \y = à'z-^q\
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la plus courte distance est
2. Parmi las parallélipfpèdes de même surface, assigner celai qui a le plus grand volume.
Solution . — Le cube.
3. Mener par un point donné la ligne droite la plus courte entre deux courbes données.
Solution. — Les normales aux extrémités de la droite minimum doivent rencontrer au même point la perpendiculaire à cette droite menée par le point donné.
4. Déterminer^ dans une surface du second degré, le plus grand et le plus petit des rayons vecteurs partant du centre,
5. Déterminer dans V espace un point tel, qu^une fonction de ses distances à des points donnés soit un maximum ou un minimum.
Solution. — Si p, p', /?",..., sont les distances en question, et «=/(/?,/?', p",. ..) la fonction qui doit être un maximum ou un minimum, il faudra que le point M reste en équilibre sous l'action
de forces proportionnelles à -r- ? -r-o -7-«> • • • j et dirigées suivant
dp dp^ dp
les droites /?, /?', p",,, . (Annales de Gergonne^ t. XIV, p. 1 18).
rgo
Soît
Téqualion d'une courbe plane AMM^ Si MT est la tangente au point M (x^j) de celte courbe, on aura, en supposant les axes rectangulaires,
tangMTjT
lim — = — •
Fîg. II,
par conséquent, en désignant par X et Y les coordonnées courantes d'un point quelconque de la tangente, Téquation de cette droite sera
le-')-
Si l'on remplace —■ par sa valeur tirée de réqualion delà courbe, l'équation de la tangente deviendra
dx
ou
Fig. 12.
L'ëquaiion de la tangente conserve la même forme
lorsque les axes sont obliques. En effet, si x et y sont les coordonnées du point de contact M, d'une tangente MT à la courbe AMM', l'équation de cette tangente sera de la forme
Or la sécante M'MS a pour équation
et a est la limite de a\ lorsque le point M' se confond avec le point M.
Menons MP et M'P' parallèles à Oj, et MQ parallèle à Ox ; on aura
MQ
Mais donc
M'Q = A/ et MQ = Ajc5
De là il suit que
Donc
lim — ou a = -— • ^x dx
est dans tous les cas Téquation de la tangente au point 200. Il suit de là que, si les axes sont rectangulaires^
réquatioD de la normale MN sera
dx
Y-jr = --(X-x).
Si les axes sont obliques et font un angle 6, rëquatîon de cette droite sera
dx -(- dy ces G
dy -h dx ces G
LONGUEUR DES LIGNES NOMMÉES SOUS-TAKGENTE. ETC
201. Attachons-nous maintenant, en particulier, au cas où les axes sont rectangulaires.
Si Ton veut avoir la sous-tangente S|= PT, on aura
Fig. i3. dx
PT=MPlangTMP=:r-7-;
donc
ydx
On trouve encore la valeur de la sous -tangente en la regardant
comme la lirai le de la sous-sécante, c'est-à-dife de la
droite SP. Or
SP = MP tangSMP = y —,
dx et cette expression a bien pour limite y — •
Le triangle MPN [Jig. Hj p. 190) donne pour la sousnormale PN
rdy
dx
Pour la longueur MT de la tangente, on aura
MT
/ dx^
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Enfin, pour la longueur MN de la normale, on ar
MN
Exemple.
Supposons, pour fixer les idées, a>i. Cette courbe, Fig. 14. nommée logarithmique, s'étend
à l'infini des deux côtés de l'axe des fj et elle est asymptote à Taxe Ox du côté des x négatifs.
On tire de Téquation / = a',
dx
par conséquent,
Y— j = tf'lfl(X— J?)
est Téquation de la tangente.
Cette tangente peut être construite bien simplement à l'aide de la sous-tangente TP5 on a
dx d,v I
djr djr a'ia
ou
TP = 7- = loge.
Ainsi la sous^tangente est constante et égale au logarithme de e pris dans le sjstème dont la base est a^ c està-dire au module de ce système. Quand a = e, la valeur constante de la sous-tangente est l'unité.
degré de l'équatiow de la takgewte.
202. L^équatron de la tangente menée par le poiiit (jr, j^) peut être mise sous la forme
df^ df^ df df
dx dr da: djr
Stcrm. — j4n., î.
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Si réqualîon delà courbe est algébrique et du m^"^' degré, il semble au premier abord que ^ ^ -H ^ jasera une
fonction du m'*"" degré des coordonnées du point de contact. Mais ce degré s'abaisse d'une unité quand on tient compte de l'équation y' (x,j') = o.
En effet, soit
/(ar, j^) = « -I- w, -4- «2 H- . . . ,
H étant l'ensemble des termes du m*'"" degré, ii| l'ensemble de ceux du (m — i)'*"*', et ainsi de suite. On aura
dx
du ' dx
dui dx
dui dx
df
du
"dr
dUi
dr
dUi
dy
d*où
df df du du
dx dy dx '^ dy
l dut du\ (
dui
dx
ce qui, d'après un théorème (n° 178) sur les fonctions homogènes, donne
df df / X / X
dx dy ^
= /w(tt -4- tti-h aj -+-...) — «I — 2a,— 3^3 — ....
Or, le point (x, y) étant sur la courbe, on a
/?i(a-|-«i-ha, 4-...) = o;
donc l'équation de la tangente devient
-/x-i--rY -f-a, -i- 2£f,-h3«3 + ... = o,
et ne contient plus de termes du m^^"*^ degré : ce qu'il s'agissait de démontrer.
Exemple.
A J-' -H ^xy -f- Cj?» 4- D/ -H Ejt 4- F = o.
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On a
dx 2A/4-BX-+-D
Il vient donc, pour Téquation de la tangente,
(2Aj -+- Bot + D)(Y — ^) -4- (B/ + 7,Zx -h E)(X — x)=:o,
ou
(2Aj -h Bx -f- D) Y -4- (Bj + 2Car -4- E) X
= (2A j -f- Bx + D) jr -h (Bj -H 2Ca: -f- E)ar.
Simplifiant au moyen de l'équation de la courbe, on a finalement
(2A/ + Bx-4-D)Y4-(Bjr4-2Ca:-l'E)X-f-Dj^4-Ejr4-2Fr=:o,
pour Téquation de la tangente au point (^> J^).
PROBLÈMES SUR LES TAII6ENTES
203. Une courbe étant donnée, lui mener une tan^ génie par un point extérieur (a^b).
On aura, pour déterminer les coordonnées inconnues x etj- du point de contact, d'abord 1 équation de la courbe
et ensuite Téqualion
df ,df df df ^ dx dy de dj
obtenue en mettant a et & à la place de X et de Y dans l'équation de la tangente (198).
Les valeurs de a: et de j^ tirées des équations (i) et (2) détermineront les coordonnées du point de contact. Si/(j:,j^) est une fonction rationnelle et entière du /»'*"•* degré, l'équation (2) sera du (m — ij'*"»* degré \ par suite, le problème proposé aura au plus m(/w — i) solutions. Pour /n = 2, il y a au plus deux tangentes ^ il y en a au plus six, pour m =:= 3 ^ et ainsi de suite.
L'équation (2) considérée isolément représente un lieu
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géométrique qui contient tous les points de contact et qui est du [m — i )'''"* degré au plus.
204. Mener une tangente parallèle à une droite dont r équation est Y = aX.
L'équation de la tangente clierdiée élant
on doii avoir
équation qui, jointe à celle de la courbe, déterminera les coordonnées du point de contact.
Comme Téquation — = a revient à
. df df
fl, ou à - — |-fl[— -=o, dx dy
qui est du [m — 1)«*"«» degré, sî/ (x,j) est du m^'^ degré, le problème admettra au plus m (m — i) solutions.
Nous allons maintenant comparer les ordonnées
d'une courbe à celles de sa tangente, pour une même abscisse, dans les environs du point de contact. Soit MT une tangente à la courbe MM'j soient a: =OP, y = MP les coordonnées du point de contact. En désignant PP par A, on aura
dy
dx
d^y h" dx^ 1 . 2
L'équation de la tangente étant
on aura, pour le point dont Tabscisse est jc -t- //,
et, par suite, l'ordonnée correspondante sera d'où
M'RirrM'P'— P'R=--^ hR.
On a démontré, à Toccasion de la formule de Taylor, que si
dx^
h est assez petit et si la dérivée seconde -7— est différente
d^ V h} de o, la valeur absolue de --^ surpasse celle do R5
CIX
par conséquent, dans ce cas, la différence M' P' — P'R, pour un point M' de la courbe, suffisamment rapproché,
soit d^un côté, soit de Tautre, du point M, aura le même
d'X sig"eque— .
Donc, si l'on a
les ordonnées de la courbe sont plus grandes que celles de la tangente dans les environs du point M, de part et d'autre de ce point. Si, au contraire, on a
les ordonnées de la tangente surpassent celles de la courbe. Dans le premier cas que représente la^Zg^. i5, la courbe, aux environs du point M, est dans l'angle obtus MTx' que forme la tangente MT avec l'axe des abscisses; on dit alors que la courbe tourne, au point M, sa convexité vers
Fig. i6.
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Taxe des abscisses, ou qu'elle est convexe vers cet axe. Cette circonstance est donc indiquée par l'inégalité (i), du moins tant que Tangle des axes ne surpasse
pas 90 degrés; car si Cet angle était obtus et plus grand que l'angle formé par la tangente avec l'axe des j:, comme on le voit dans \^fig* ^6, les ordonnées de la courbe seraient encore, de part et d'autre du point M, plus grandes que celles de la tangente, et cependant on ne pourrait pas dire, dans ce cas, que la courbe est convexe vers l'axe des x*
Dans le second cas, que représente \^fig'i']j la courbe
est, de part et d'autre du point M, dans l'angle aigu formé par la tangente MT avec l'axe Ox.
On dit alors que la courbe, au point M, est concave vers l'axe des abscisses, ou qu'elle tourne sa concavité vers cet axe : mais l'inégalité (2) n'indiquera sûrement cette circonstance que si l'angle des axes est moindre que 90 degrés.
Ce qu'on vient de dire suppose que l'ordonnée du point M est positive. Quand ce point est au-dessous de l'axe des abscisses, la courbe, comme on le voit aisément, est convexe ou concave vers l'axe des abscisses suivant que Ton a
- <* o ou "> o.
En résumé, selon que y et -— sont de même signe
(JLX
OU de signes contraires, la courbe est convexe ou concave au point M vers l'axe des abscisses, si Fangle des parties positives des axes n'est pas plus grand qu'un angle droit. Dans le cas où cet angle est obtus, on changera le
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signe de Tune des coordonnées, ce qui rendra aigu4'angle des coordonnées positives, et l'on appliquera la même règle.
Nous avons supposé, jusqu'à présent, que-r
conservait le même signe pour des points situés de part
d^ Y et d'autre du point M 5 mais il peut arriver que -j-^ ait
le même. signe quej^ un peu avant que x devienne égale ^ff« *S* à OP, et un signe con-
traire après que 3ti a dépassé cette valeur, ou vice versa. Alors la courbe, convexe ou concave à gauche du point M, devient concave ou convexe vers Taxe des abscisses à droite de ce point. On dit alors que la courbe a une inflexion au point M, qui est dit un point d^ inflexion. Ces points remarquables s'obtiennent
donc en cherchant les valeurs de x et de j^, qui, rendant
"-j^ nulle ou infinie, lui font eu même temps changer de
signe.
EXERaCES.
i . Troauer la som-iangente de la courbe qui a pour équation
Solution.
PLANES
Différentielle de Taire d'une courbe plane. — Des aires considérées comme limites d'une somme de parallélogrammes. — Applications. — Rectification d'un arc de courbe plane. — Différentielle d'un arc de courbe. — Limite du rapport de l'arc à sa corde. —Nouveaux théorèmes sur les arcs de courbe considérés comme limites.
Fig.
DIFFÉRENTIELLE DE l'AIRE D^UNE COURBE PLANE.
207. L'aire comprise entre une courbe plane CM, une ordonnée fixe CA, une ordonnée quelconque MP et
l'axe des abscisses Ox, est une fonction de l'abscisse OP == x du point M, puisqu'elle varie quand on change le point P. Proposonsnous d'en chercher la différentielle. Soit CAMP = u. Nommons Ali la surface MM'PP', répondant à un accroissement très-petit PP'=Aj: de l'abscisse. Si l'on mène les droites MI et M' K parallèles a Ox' et terminées aux ordonnées MP et M'P', comme on peut toujours prendre le point M' assez rapproché du point M pour que les ordonnées soient constamment croissantes ou décroissantes de M en M' (et ici, pour fixer les idées, nous les avons supposées croissantes), on aura
Pi\IM'P'>PMIP' et PMM'P'<PKM'P',
c'est-à-dire
Am]>>^Aj: et Am <^(j -h Aj)Aar,
ou
Au
J< — <r-+- Aj.
De là, en passant à la limite,
du
-p-rrrr, OU du:=:y£ÎX,
dx
208. Quoiqu'on puisse parfaitement admettre qu'en prenant le point M' assez voisin du point M les ordonnées seront toujours constamment croissantes ou décroissantes de M en M', celte hypothèse n'est pas nécessaire à la démonstration.' Il suffit pour s'en convaincre de reprendre les raisonnements en remplaçant partout y et y -\- Ly parj^i etj^j,j^i étant la plus petite etj^, la plus grande des ordonnées, dans l'intervalle où l'on fait varier l'abscisse.
209. Le même mode de démonstration convient au cas des axes obliques, avec cette seule différence que l'accroissement Aï/ est alors compris entre les aires de deux parallélogrammes dont les côtés sont parallèles aux axes, et comme l'aire d'un parallélogramme est égale au produit de deux côtés adjacents multiplié par le sinus de l'angle qu'ils font entre eux, on a, 0 désignant l'angle des axes,
du-=zydx^\xy^,
DES AIRES CONSIDÉKÉES COMME LIMITES d'uNE SOMME
DE PÀKÀLLÉLOGRÀMMES.
210. Dans le cas des axes rectangulaires, la surface ABCD est la limite d'une somme de rectangles intérieurs,
formés en menant par les points C, E, F, . . . , M, M', etc., pris sur la courbe, des parallèles à Ox telles, que chacune soit terminée à l'ordonnée du point suivant (l'un de ces rectangles serait, par exemple, MIP'P), et Ton suppose que ces
points se rapprochent indéfiniment les uns des autres, en même temps que leur nombre augmente sans limite.
Supposons d'abord que les ordonnées soient constamment croissantes du point C au point D. Soient x et y les coordonnées de Fun quelconque des points de la courbe, M par exemple; soient jt-H-Ax, j'-h^J' les coordonnées du point suivant M', On aura
et si Ton désigne par ^(j/^x) la somme de tons les termes analogues à y^x^ c'est-à-dire la somme de tous les rectangles intérieurs de CA à BD, en posant surf ACDB = zi on a évidemment
Maintenant, si l'on mène, par chacun des points considérés sur la courbe, des parallèles kOx^ terminées aux ordonnées des points précédents, on formera des rectangles extérieurs analogues à
PKM'P' = (/ 4- A/) Ax =/Aj? -t- Afàx;
et comme ÂBCD a une surface plus petite que la somme de ces rectangles, on a
u < 2(jAx) -h ifAjAx);
par conséquent,
Mais comme, à mesure que le nombre des divisions augmenté, A^ tend vers zéro, il résulte d'un principe démontré (16) que £(Aj^ Ax) tend aussi vers zéro : donc
u=i\im[l{xAx)].
On démontrerait de même que li est la limite de la somme des rectangles extérieurs.
Le raisonnement reste le même lorsque les ordonnées sont constamment décroissantes depuis C jusqu'à D\ le
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théorème que nous venons de démontrer est donc vrai quand les ordonnées varient d'une manière quelconque, car on pourra toujours partager Taire totale en parties dans lesquelles les ordonnées soient assujetties à con-^ stamment augmenter ou diminuer.
APPLICATIONS
21L 1° Soit
l'équation d'une parabole rapportée à son axe et à la tangente au sommet. • Si surf OMP = il, on a
du =zydx =. sjipx . dx •=. ^llp,x^ dx.
Or,
Doue
x^ ,dx •=. --d,x^ •
du r=: -\Jipd,X^ 1= rff - sjnp .X^ 1
De là il suit que
Fig. 21,
mais, pour a: = o, on doit avoir tt = o ; on a donc C = o, et
« = -^ )/2pX X ^ = o ^^ î
c*est-à-dîre que le segment OMP est égal aux deux tiers du rectangle OPMQ.
Il est également facile d^évaluer la surface comprise entre un arc MCM' de parabole et sa corde. En effet, si Ton mène la tangente GT parallèle à MM', et, par le point de contact C, le diamètre CDL, on trouvera par la même méthode, en posant CD = j?, MD^i^j* et
so4 TCL = 0,
surf CMD z=^xysin9 = ^ CDMT,
surf MCM' = \xy%\ii9 — -^ MTSM'.
oP Soît^cy = m' réquation d'une hyperbole rapportée
à ses asymptotes. Nommons u Taire du segment ACMP,
Fig, 22. compris entre la courbe, Ta-
symptole Ox, l'ordonnée fixe CA = m, et l'ordonnée variable MP. On aura
dx du r= y sm^dx r=: m* sin ô —
z= m^sïnBd.lJs,
Donc M et m'sinô.lx ne peuvent différer que par une constante C^ par conséquent,
u ~- m^sïnQAx -f- C.
Pour trouver C, faisons x = OA == m; on aura
« = 0 ou o = w'sinô.l/w -i- C;
donc
C= — w'sinO.l/Tî,
et, par suite, on aura
U =z w'sinô.lx — m^s\nQ.\m=: m'sinO.l ( — ]
Si Ton avait m = i et 0 = 90 degrés, l'hyperbole serait équîlatère, et Ton aurait « = Ix, c'est-à-dire que les aires considérées seraient les logarithmes népéiiens des abscisses correspondantes.
DIFFÉRENTIELLE d'uN ARC DE COURBE.
212. On ne peut se faire une idée nette et précise de la longueur d'une courbe qu'en nommant ainsi la limite vers laquelle tend le périmètre d'une ligne brisée inscrite
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dans cette courbe, lorsque ses côtés sont de plus en plus petits, et que» leur nombre croît jusqu'à l'infinî. Il devient alors nécessaire de démontrer que ce périmètre a réellement une limite déterminée dans tous les cas. Soit CD un arc de courbe plane, rapportée à deux
axes rectangulaires O j: et Oy, Inscrivons dans cet arc un contour polygonal CEF...M]Vr...D; soient OP = x, MP =y les coor- ^données du sommet M, et X'+'Axyj-h^y celles du sommet suivant M' : on a
Fijj. 23.
Si l'on faisait ùx ou PP'= o, — deviendrait -r-- On doit donc avoir
vMSr=\/-(£)
a s'évanouissant avec Ax; par conséquent,
MM'=:Aa:i/n- (-^j -t-aAx.
En remplaçant successivement, dans cette équation, xeiy par les coordonnées de tous les sommets du contour polygonal, depuis le point C jusqu'au point D, on aura les longueurs des côtés correspondants. De là résulte, si l'on appelle P le périmètre de cette ligne brisée.
Pour avoir la limite de P ou la longueur de Tare CD, re-
ao6 C0UR5 d'awalysk.
marquons d'abord que, a étant une quantité infiniment
petite et ^ £^x ayant une valeur finie qui* est AB, il résulte du théorème démontré au n° 16 que
lira ^1 (aAx) = o.
Maintenant
i/ j -f- ( -7- 1 est une fonction de a:, que
l'on peut regarder comme la longueur de l'ordonnée NP d'un point N répondant a la même abscisse x = OP. Sî Ton fait la même construction pour tous les points de la courbe CD, on aura une courbe GNH, dont l'équation est
d'après cela, on 'a
et, par suite, à cause de lim V (a Aa:) = o,
P — lim2)(YA*).
Or 51 (^^^) * ^^® limite déterminée qui est l'aire AGNHB. Ainsi le même nombre exprime la longueur de TarcCD et l'aire AGNHB.
213. Considérons maintenant rabscîsseOP=x comme variable. La longueur de l'arc CM est une fonction de x dont on peut chercher la différentielle.
Soit donc CM = i; comme s = aireAGNP, on a
ou enfin
rf, = Yrfx = rfxy/.+ (^)':
ds=z sjilx'^ -h df\
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Cette valeur de ds permet d'exprimer très-simplement le sinus et le cosinus de T angle que la tangente au point M fait avec Taxe des x. En effet, si a désigne cet angle, on
a tangtx = -—' Par conséquent,
dy dy dx. dx
sina = — = --J-» . ces à = — = -7- •
s^dx^^dy^ ^ ^dx^-hdy^ «*
LIMITE nu RAPPOB.T DE l'aRC A SA CORDE. — NOUVEAUX THÉORÈMES SUR LES ARCS CONSIDÉRÉS COMME LIMITES DE POLYGONES.
214. La limite du rapport d^un arc quelconque à sa corde est V unité.
En effet, considérons un accroissement quelconque de l'arc CM (Jîg. 23, p. ao5). Soit MM'= A5, on aura
arc MM' A 5 A-r
MM
\/Ax'-h Aj^ . /. . ( ^rV
Aor
Lorsque Ax s'annule, -—^ et i/ 1 4- (-^ ) deviennent
donc
,. arc M M'
21 S» Si ce/*. » .rfest un contour polygonal d'un même Fig. 24. nombre de côtés que le contour
CEF . . . D ^ si, à mesure que les sommets C, E, F, . . . , se rapprochent de plus en plus, les côtés ce, e/*, etc., tendent de plus en plus à devenir égaux aux côtés correspondants CE, EF, etc., en même temps que le nombre de ces côtés va en augmentant jusqu'à
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Tinfini, le contour polygonal cef. . . d aura même limite que le contour CEF. . .D, c'est-à-dire la longueur de rare CD.
En effet, soient a, p, y,,*»? ^ les côtés du contour polygonal cef,,,d^ et «', (3', y', ... , X' les côtés correspondants du contour CEF ... D. Appelons L la longueur de cef.,,d
et L' celle de CEF. . .D. Soient -7 le plus petit et -7 le
plus grand des rapports entre les côtés correspondants des deux contours polygonaux. On sait que la valeur du
rapport
«H-p-f-7 -h. .. -hX
est toujours comprise entre -7 et — » c'est-à-dire que l'on a
Or, lim — = I et lim — = i . Donc Iim -7 = 1, ou
limL = limL'.
216. Voici encore un théorème du même genre, et que l'on démontrerait d'une manière analogue : Si Ton mène entre les deux ordonnées extrêmes CA, DB un nombre indéfini de parallèles à l'axe des j*, puis que l'on inscrive entre ces parallèles d'autres lignes droites, tangentes à la courbe, la somme de ces dernières tend vers une limite qui est encore la longueur de la courbe donnée, même quand elles ne forment pas une ligne brisée continue.
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Soient O le pôle, OL l'axe polaire, et M'MC une
courbe, représentée par l'équation ^(r, 0) = p. Pour mener la tangente MT à celte courbe par le point M, il suffit de connaître l'angle OMT=-fjL. Soient donc r et 9 les coordonnées du point M, et r -f- Ar, 6 -h A^ celles d'un point voisin M' pris sur la même courbe. Décrivons, du point O comme centre, l'arc MI, Dans le triangle M' MI on a
sinlM'M MI
sin M' MI M' I arc MI
MI arc MI
MI rAO
arc MI Ar
Si le point M' se rapproche indéfiniment du point M, l'angle IINl'M devient OMÏ ou fx, l'angle M' MI devient 90° — ^, et Ton a
langp
dr
On tire de là
(2) COSlA=r
dr
yjdr^^r^d^"^ Sturx. -- An,, I.
SlDp
rd^
\/dr^-^r'dB^
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Comme fx est compris entre o et iSo degrés, îl faut que sînii soit positif. Quant à cosfx, il sera positif ou négatif, suivant que l'angle fx sera aigu ou obtus.
218. On parvient encore à la formule (i) par une î^'e* 26. transformation de coordonnées..
Prenons Taxe polaire Oa: pour axe des abscisses, et une perpendiculaire Oj^ pour axe des ordonnées. Soient OP = x et MP =j 5 on aura
Mais
Or, on a
donc
tangOMT = tang(MT4: — MOx).
langMTx =: --f et tangMOr = -,
tang OMT
d.r X xdy — ydx
ydy xdx -\- ydy
xdx
rcosG et j'=:rsinG
flx z= rfrcosG — rrfÔ sin Ô, dy z=z dr sin 0 -\- rdO cose.
On en tire
rcosQ(</rsinQ-l-rg?9cosQ) — rsin9(r/rcosQ— rf/9sin9) ^^"^'^^^^~rcosG{é/rcose-7r^Gsine)-i-rsine(^rsinG-f-rrfGcosOy
et, toutes réductions faites» il viendra
tani'OMT = ,
° rdr
rV/G _ rdQ
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LONGUEI^R DES LIGUES NOMMÉES SOUS-TANGEMTE,
SOUS NORMALE
219. Dans ce système de coordonnées, la sous- tangente est la perpendiculaire OT (Jig* 25, p. 209) menée au rayon vecteur OM par l'origine, et terminée à la tangente MT. La sous-normale ON se mesure sur la même droite, à partir du pôle O, jusqu'à la rencontre delà normale MN au point N. D'après ces définitions, S^ et S„ désignant ces deux droites, on aura
S; = OT = r langfA = — — ,
S„ — ON r^
dr fir
tang/x dQ
DIFFÉRENTIELLE d'uN SECTEUR.
220. Désignons par u (fig> 25, p. 209) un secteur POM, compris entre deux rayons vecteurs OP et OM. Soit MOM' = Am. Prenons l'arc MM' assez petit pour que,, de M»en M', les rayons vecteurs soient constamment croissants ou décroissants. Pour fixer les idées, supposons-les croissants. Décrivons du point M, comme centre, les arcs de cercle MI, M'K, terminés aux rayons vecteurs OM = r et OM' = r' : on aura
OMI<Att<OM'K,
ou bien, comme OMI = -/ ' A0 et OM'R' = ~ r'^M, ' 2 2
-r'AO< Aa< -r'^AG, ou -/'< t~ < -/•"'.
Or, à la limite, r' devient égal à r-, donc
— = — r^, on du :=: " r^d9.
rfô 2 2
221. Ce calcul conduit à une conséquence souvent utile. On a trouvé plus haut (n° 218)
xdy — ydx
et aussi (n° 217)
on aura»donc
dx — ydy
tan
gOMT :
- dr'
xdy
r'dO
xdx-\-ydy rdr Mais, à cause de
on a
x.dx -+- ydy -- rdr;
donc
xdy — ydx r^ r-dQ.
Or -r*d6 est la différentielle du secteur LOM: donc 2 '
cette différentielle est aussi égale à -[xdy — ydx).
On pourrait d'ailleurs obtenir ce résultat de la manière suivante. On a
:! = tango; d où / = —JZ'
X x^ cos'Ô
ou
Or on a
donc
xdy — ydx = é/0.
x^ z= r'cos'G;
— (xdy — ydx) = — r'cTO.
DIFFÉRENTIELLE d'uN ARC DE COURBE.
222. Considérons Tare CM = 5 [Jig» 25, p. 209), el soit MM' = As son accroissement.
DIX-HUITIEMB LEÇON.
Dans le triangle M' MI on à
MM^ _smMIIvr lîr~sinMM'r
d'où, à cause de 'MI = arsin - A0,
mw
arc MM'
2/-sin - Aô . n^Tiii/ 2 smMIM
sinMM'I
Aj
et, en passant à la limite,
rdB
ds sinp donc [(217), formules (a)]
— ) d où tls=-. — :
sin f*
De là résulte
ds = v/f/r^ H- r^dB.
rdQ dr
smLt = -— — > cosai=:— -
^ ds ds
223. On arrive encore à la différentielle de l'arc par une transformation de coordonnées; on a
< ds r=: \/dx^ -4- dj^
=z ij{dr cosB — rdBûnBy -h (^rsin^ -hrdBcosB]^^
ou
ds=^dr^-^r^dB^>
APPLICATIONS
224. 1° L'équation d'une ellipse, quand on prend pour Fig. 27. P^le le foyer de droite F et le
grand axe pour axe polaire, est
I -f- CCOS
De là on tire
dr
epslïïBdB dB (î-f-ecosO)*
{i-\-ecoiBY dr cpsinB '
d'où
COURS B ÀrrALYSE.
rd^ ^..p„ i-f-^cosô
— - =tangFMT=:
dr
e sin 0
2*^ La spirale fr^rchimède.
La courbe part du pôle el louche en ce point Taxe
polaire. Pour la construire, du pôle comme centre avec
Fig. 28. l'uni lé pour rayon, on décrit
un cercle, dont Tare compris entre un rayon vecteur et Taxe polaire a pour longueur 9. En portant cette longueur, multipliée par a, sur le rayon vecteur à partir du centre, on aura un point de la courbe.
Comme r croit îndéGniment avec d, la courbe fait une infinité de révolutions autour du pôle.
On Si dr= add^ d'où
rfô rriQ
langftr^r— z=r
aa d a
dr dr
Ainsi la sous-normale est constante , ce qui offre un
moyen très-simple de construire la tangente.
3° La spirale hyperbolique, ainsi nommée parce que
son équation
rô = û,
est analogue a celle de l'hyperbole ocj = m}.
De l'équation de la courbe on tire r = - : pour 0 = o, on a r =■ 00 ; pour des valeurs très-petites de 6, r est fort
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grand, et diminue à mesure que 9 augmente; pour d = oo ,
on a r= ô. Par conséquent, la courbe fait une infinité de
p. révolutions autour du point O
sans jamais pouvoir l'atteindre; ce point est un point asymplpte.
La courbe a une droite asymplote parallèle à OA; car si, d'un point M pris sur la courbe, on abaisse une perpendiculaire MP sur l'axe polaire, on aura
_, rf-k«» • , • ■ sm 0
MP = OM sinG z=z rsmO = a ——- •
Donc, lorsque 6 tend vers o, la distance MP tend vers û,
sinO - lî . .
puisque — — tend vers I uni te.
On a ensuite
nid rO»
8/= — r— =— rô r= — rt.
ar
La sous- tangente est donc constante. Cette propriété offre un moyen commode pour mener la tangente par un point pris sur la courbe.
4® La spirale logarithmique^ dont Téquation est
r:=ao .
En changeant Taxe polaire sans changer le pôle, on peut mettre l'équation sous la forme
En effet, posons a ^ e*, b = e'", alors
21 6 * COt'RS d'analyse.
Soient OA le premier axe polaire, et M un point de la
courbe. Prenons un axe polaire OA', qui fasse avec le premier
un angle AOA' = — • Alors, si
l'équation deviendra
MOA= 0, en posant 6 -4- — = 6',
Considérons donc Téquation r=e'"^ : pour 6 == o, on aura /• ;= i , et si Ton fait croître 6 indéfiniment, r croîtra indéfiniment. Par conséquent, la courbe fera, à partir du point A (Jîg. 3i), pour lequel OA = i, une infinité de révolutions. En donnant à 9 des valeurs négatives, r diminuera indéfiniment; donc la courbe fera encore à partir du point A, mais dans l'autre sens, une infinité de révolutions, en s' approchant toujours du pôle.
On aura rlr= me"^^dd = m/v/ô-, par suite, tang|!Jt= — j
quantité constante. Donc, dans la spirale logarithmique , la tangente fait un angle constant a^ec le rayon vecteur guipasse ' par le point de contact,
La sous-taneenle sera — j et la sous-normale mr.
L'exirémité T de la sous-tangente décrit une spirale égale à la première^ mais située différemment. Soit OT = p, on a
mS
Or, en posant TO A = — &', on aura 0 = 6'
TT
-• Par suite,
et, en prenant un nouvel axe polaire încliné sur le premicr d un angle égal a 9 puis posant
on aura réquation
.me"
qui représente une spirale égale à la première.
L'extrémité de la normale décrit aussi une spirale égale h U première.
DES COORDONNÉES BIPOLAIRES.
225. Dans ce système de coordonnées, la position d'un point sur un plan se détermine parles distances r et r' de ce point à deux points fixes A et B.
Soit/(r, r') = o l'équation de la courbe CM, et proposons-nous de lui mener une tangente au point M.
Considérons, pour cela, la sécante M'MS. Menons MH perpendiculaire à AM'.
Soient
Fit;. 3-2.
MAM' = A9, arcMM' = A j, AMT — a, BMT = 6. On aura
,„,„ M' H M' H arc MM'
cosAM'M = z=z X >
MAJ
Or
2rsin'-AÔ
r ^ 1- * *!/ ai 1- arcMM'
lim =z o, limAM'M = a, Inu -^.,..- =1:
Af ' MM'
ai8
donc
CCS a
dr ds
Pour la
même raison,
CCS 6
dr'
" ds
Par suîle, on a
ces a
dr
ces 6
dr^'
ce quidétermiue la tangente MT.
226. En prenant les deux foyers d'une ollîpse pour points fixes, Téquation de cette courbe sera
De là on lire dr -\- dr' = o; d'où -r-* = — i • donc
dr
ces a
ces 6
ou
ces a = — cos6.
Donc les rajons vecteurs d^un point de P ellipse for^ ment ai^ec la tangente^ d*un même côté de cette droite y deux angles supplémentaires.
On trouverait de même, pour l'hyperbole, cosa = ces 6. Pour une courbe dont Téquation serait rdt mr*=a9 on aurait cosa = =p m cosS.
1 . Une courbe est donnée par une relation entre les distances r et r' de cliacun de ses points à deux points fixes. Trouver V expression de la différentielle de son arc en fonction des distances ret r^ et de leurs différentielles. Application aux sections coniques.
Solution.
_ ^rr'[rr'(dr''irdr'^) - (r^-\.r'^ - a^)drdr''\
~~ (r-\-r'-Jra)[r-^r'—a)[a'\-r — r') (a-f-r'— r)*
a désigne la distance des deux pôles.
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2. Une courbe est donnée par une relation entre deux angles 6 et 0' que les droites menées d^un point quelconque M de cette courbe à deux points fixes A et B font avec la droite AB. Déterminer la tangente à cette courbe et exprimer la différentielle de son arc en fonction des angles 0 et B' £t de leurs différentielles.
Appliquer les résultats à la courbe décrite par V intersection de deux droites mobiles qui tournent autour de deux points fixes avec des vitesses de rotation uniformes,
Solution. — Si fi et p' désignent les angles que la normale fait avec les rayons vecteurs MA et MB, on aura
sin'fA + sin'/x'— asinp. sinft'cos(ÔH-O') — 8in*(0 + O') = o, ds= -r-Y^I^-^v^Sn^Ô^^ôH^siË^
Dans le cas particulier, n et /?' étant les vitesses angulaires des deux
mouvements, on a
sin f* n sin 9'
sin p' ~ n' sin 9
3. Les ovales de Descartes, représentés en coordonnées bipolaires
par les équations
r -f-/ir'=a,
r' — nr =6, S3 coupent à angle droit, quels que soient a et 6.
2ao
Soient deux courbes CMN, C'M'N' ayant pur équations
y et^^'élant des fonctions explicites ou implicites de x. Supposons que ces deux courbes aient en M un point commun, et comparons les ordonnées QN et QN' des deux courbes, répondant à une même abscisse, dans le voisinage du point M. Soient OP = a: et PQ = h : on a
Donc
QN =:/{a: -f- h), QN' =: 9{x -t- h),
NN'=/(a:-f h) — <f{x -h h),
^'^Q- 33. et Ton aura, d'après la série de
X Taylor,
Or, on peut mettre R sous la forme •^^— a, a devenant nul avec A ^ et comme le point M
est commun aux deux courbes, ce qui donne y •=y\
DIX-KEUVIEME LEÇON. SUI
on a
\dx dx ) i ,7.\dx^ dx^ )
Maintenant, si l'on suppose que les deux courbes aient au point M une tangente commune MT, on aura en outre
-f- = -^î et l'égalité précédente deviendra ax dx «j 1
i \ dx'^ dx^ )
dx"^ dx
11 est facile de démontrer que la courbe MN' approche plus de la courbe MN que toute autre courbe MN^'qui, passant par le point M, ne serait pas tangente à MT.
En elîiet, soit r" = ^(^) Téquàtion de MN''*, on aura
y dx dx
S s'annulant avec h\ donc
h I d'x d\r' NN' 77^ V dx' " dx'
WN" dx_ ^^"
dx dx
Donc, quand h tend vers o, on a
Hm ^ - o.
Ce qui montre qu'en se plaçant suffisamment près du point M, NN' est moindre- que NN'', et par suite que la courbe MN' est située entre MN et MN''.
COURS B ANALYSE
Il en résuhe
NN'
a étant une quantité qui devient nulle en même temps que h. Je dis que, dans les environs du point M, la courbe MN' qui remplit les conditions (a) approche plus de MN que toute autre courbe MN'' qui ne les remplirait pas toutes.
En effet, soxij" = ^[x) Téquation de MN'', et supposons que les ni premières dérivées de j " soient égales aux m premières dérivées dej^^ m étant moindre que n : on aura
o étant une quantité qui devient nulle en même temps que h. Il résulte de là que
INN" (w-4-2){/w-f-3)...(«-f-i) d"'^W d"'+y
dx^^ ~~ dx'^-*-'
Or, comme h décroît jusqu^à o, a et S tendent de plus en plus vers celte limite^ il s'ensuit que, lorsque h esi
assez petit, le rapport -——7 est sensiblement proportionnel
à A"~"*, et, par conséquent, peut devenir plus petit que toute quantité donnée, puisque n est plus grand que m. Si l'on convient de dire que ies deux courbes MN' et MN ofit un contact de r ordre tz, et par suîte que les deux courbes MN et MN" ont un contact de l'ordre m, les résultats auxquels nous venons de parvenir peuvent s'énoncer en disant que, par un point commun à deux courbes qui ont un contact de r ordre /i, on ne peut faire passer entre ces deux courbes aucune autre courbe ayante ai^ec Vune des deux proposées y un contact d^un ordre inférieur au n""*'.
DIX- NEUVIEME LEÇOTï.
DES AXES
229. U ordre du contact est indépendant de la direction des axes^ pourvu que l'axe des ordonnées ne soit pas parallèle à la tangente commune aux deux courbes.
On pourrait démontrer ce théorème en employant les formules générales de la transformation des coordonnées, et faisant voir que les dérivées des ordonnées des deux courbes sont encore égales dans le nouveau système d'axes jusqu'au /i**'"* ordre, si n él^it Tordre de contact dans le premier système. Mais on peut y parvenir plus simplement par des considérations géométriques.
Soient CMN, C M'N' les deux courbes tangentes en M. PI 3/ Par le point M menons une
droite quelconque M/i'', mais différente de la tangente au point M. Son équation sera
y" z=z ax -^ b.
Soient
r—/(x), y=zçp(x)
les équations des deux courbes. Considérons les ordonnées de ces trois lignes correspondant à un point N pris
sur ia première*, on aura encore
NN'
et puisque, par supposition, la droite menée par le point * M est différente de la tangente,
dx dx / \ dx
Par suite.
(NiN*')
û-hS
i.2.3.rf .(« H-i)
224 COURS D^ÀNALTSE.
Or, quand li tend vers zéro, , a et S tendent aussi vers
NN' zéro. On voit donc que le rapport „ tendra vers
une limite finie.
On peut donc dire que si le contact est dli 7^*""' ordre,
NN' le rapport ^^—7; sera un infiniment petit du /2'''"' ordre.
La réciproque est d'ailleurs évidente.
230. Supposons maintenant que Ion rapporte la courbe à d'autres axes; par le point N menons une parallèle au nouvel axe des y. Soient n' le point où celle parallèle coupe la courbe j' = tp (x) et n" le point où elle coupe la droile M/2''. Pour démontrer que Tordre du conlacl ne
TV
change pas, il suflSl de prouver que le rapport 7^-777^
tend vers une limite finie. Car zzr-r, sera, dans ce cas. un
infiniment petit du n**"** ordre, et, par suite, le contacl sera encore de l'ordre w.
Or, si Ton mène N'/i', le triangle NN'w' donnera
NN' sin n'
K n* sin N'
Le point N s'approcliant indéfiniment de M, le point W
tendra versN, ainsi que le point n'^ et, par conséquent, N'
et n' se confondront à la limite. Donc w' N' tendra vers la
tangente au point M, et, par suite, le rapport des sinus
des angles /i' et W aura une limite finie. D'ailleurs, le •
NN" rapport -—7 reste constant quand le point N s'approche
du point M, puisque le triangle variable N/z^'N'' reste toujours semblable à lui-même.
On a
m^^^n'^, et NN":=.N«"^'.
smN' sinK*"
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Delà
NN'
il w'' in+l
fNN")«+» (N/J'O
sin/2'
sm/î
d'où Ion déduit que le rapport T^-^y,+t limite finie 5 ce qu'il fallait démontrer.
tend vers une
CARACTÈRES GÉOMÉTRIQUES d'uW CONTACT d' ORDRE PAIR
OU d'ordre impair.
231. Si les deux courbes CMN, C'M'N', qui ont respectivement pour équations
ont au point M (a:, j) un contact de l'ordre », les n-^i conditions suivantes seront remplies :
d/ ày d^x' ^T
dx dx dx" dx" dx"
Dans ce cas, on a, comme nous l'avons vu,
dx^
NN' = QN - QN
Mais, jusqu'à présent, nous n'avons fait attention qu'à
la valeur absolue de NN' ou de QN — QN'. Nous allons
maintenant avoir égard au signe de cette différence.
Si n est pair, w + 1 étant impair, 7z"+*, et par suite
Fig. 35. QN — QN', changera de signe
avec /z, et l'on en conclut que celle des deux courbes qui est au-dessous de l'autre, à gauehe du point de contact, est située au-dessus à droite de ce point, en sorte qu'en ce point les deux courbes se traversent mutuellement, comme on le voit dans la figure.
Sturm. — An.^ F.
Si n est impair, alors n -h i étant pair, en prenant h
assez petit, le signe de QN — QN' ne changera pas avec
Fig. 3G. celui de 7i, c^est-à-dire qu'aux
environs du point M les deux courbes ne se traversent pas.
Donc, quand deux courbes ont entre elles un contact d'ordre IMPAIR, Vune des deux embrasse l'autre^ et deux courbes se traversent mutuellement au point de contact^ quand elles ont un contact d^ordre pair.
Une ligne droite tangente à une courbe a en général avec elle un contact du premier ordre, c'est-à-dire dWdre impair; aussi est-elle, au point de contact, tout entière d'un côté de la courbe. Si le point de contact est un point d'inflexion, alors le contact devient d'ordre pair, et la tangente traverse la courbe.
DES COURBES OSCULATRICES.
Soît
(i) *(ar,/, «, ^, c,..., /)=:^o
une équation renfermant n + i constantes arbitraires, a^ b, c^..,y ly et qui, suivant les valeurs attribuées à ces constantes, convient à une infinité de courbes différentes. On peut disposer des indéterminées a, i, c,..., /, de manière que la courbe (i) ait un contact d'un ordre déterminé, du n"*"' au plus, en un point donné (or, j^), avec une courbe doiïnée par Téquation
Si le contact est du /i"*' ordre, les n-^i conditions suivantes seront remplies >
(a) y = jr^
tiy dy rf»y d^r
dx
dx dx^
dx'
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On obtiendra -r-j -r^v» —; — » en différentiant n fois
fte dxr dr"
de suîie réqualion (i), et -j-? ZTï'*""' TT^ ^^ différen-
tîant n fois de suite Téquation (a)* Les zi -f- 1 équations (a) détermineront les » -I- 1 constantes inconnues, a, i, c, . . . , en fonction des coordonnées du point de contact et des coefficients de l'équation (2).
Quand on détermine les constantes a,, J, c, . . . ^ /, de manière à obtenir le contact de l'ordre le plus élevé possible, qui est éga] au nombre des constantes moins 1, on dit que parmi toutes les courbes de même espèce représentées par Téquation (i) celle qui répond à ces valeurs des constantes est osculatrice à la courbe j^ =iy(.r).
Comme première application, c(!>f3sidéro»n5 la droite
(i) y — ax-f-^,
et la courbe j^ =y(a:).
L'équation de la droite ne renfermant que deux constantes arbitraires, on ne pourra établir qu'un, contact du premier ordre. Il faudra pour cela satisfaire aux deux équations
y=y et -^ ou a = -.
Si l'on remplacej^'par j^ dans Téquation (i), on aura
^ — aa: -h 6,
d'où l'on tire
ax
L'équation (i) deviendra alors
ce qui ot bien réqnaiioa de la. lauréate au point (x^ jr).
COUnS D ANALYSE,
DU CERCLE OSCULATEUR.
234. Appliquons encore les mêmes considérations au cercle. Soit en coordonnées rectangulaires
Téqualion d'une courbe. Puisque l'équation générale du cercle contient trois constantes arbitraires, le cercle osculateur sera celui qui aura avec la courbe donnée un contact du second ordre. Soit donc
l'ëqualion de ce cercle inconnu.
On en tire par deux différentialions successives
Comme on doit avoir
dy' dr dW dW
dx-
dx dx^
dx^
si l'on remplace dans les relations (i), (a) et (3)^', — i
d^f . dy d^jr .,
--rj'i respectivement par j, —-•> ^-y» on aura pour déterminer Ç, yj, p les trois équations
(4) {x-^^Y^{y^rtY^p\
dy'
^^1[^^iy--)'û=^^
X Qi jr étaui les coordonnées du point de contact.
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On tîre de ces équations :
cta^ ^ dx \ dx
dx^ dx^
et enfin
/dyy y djo^j /d^Y ' •
d'où
H-y ' dû
fy^\
Ix'l
d'y dx^
235. Le numérateur de cette expression étant positif, il faut prendre le signe + ou le signe — suivant que
— -^ est positif ou négatif, si Ton veut avoir la valeur absolue de |&.
d^y L'équation (6) montre que Yi — J'^^~r~^ sont toujours
de même signe. Comme n — ^est la différence entre l'ordonnée du centre du cercle et l'ordonnée du point de contact, il en résulte que le centre du cercle osculateur est toujours dans la concavité de la courbe.
La courbe et le cercle osculateur ayant la même tangente, le centre du cercle osculateur est sur la normale à la courbe au point (x^y) ; on peut encore le conclure de Téquation (5) mise sous la forme
(^) r=l'dJc-^'^
d'où résulte que la droite dont le coefficient angulaire est
z9 c'est-à-dire la droite qui unit le point de contact
23o cocus d'analtsb.
au centre du cercle osculateur, est perpetidicnalaîre à la tangente commune.
Le cercle osculaieur ayant avec la courbe un contact du second ordre en général, par conséquent d^ordre pair, il s'ensuit qu'il traverse la courbe, excepté en certains points particuliers où le contact est d'un ordre supérieur au second. Dans ce dernier cas, si le <îontact est d'ordre impair, la courbe et son cercle osculateur sont du même côté de la tangente commune.
On appelle souvent le cercle osculateur cercle de courbure ^ son centre et son rayon centre et rayon de courbure. Nous en verrons plus tard la raison.
Fig. 37.
Comme exemple, proposons-tious d'obtenir le
rajon de courbure MK d'une section conique, en un point quelconque.
Cette courbe rapportée à l'un de ses scyies de iigure et à la tangente au sommet a pour équation
j^ =z ipx 4- ^**.
En différentiant deux fois cette équation, on trouve
dx dy
qx
dx I
et, en mettant pour — sa Tmlcur,
ou enfin
d'^r n^-^'^WÊX A-^*x*
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Par suite on a, en valeur absolue,
I li, w \
Le numérateur de p est le cube de la normale MN. En effet, le triangle rectangle MNP donne
— 2 dy^ /
dx-
d'où
Donc
Ainsi, en tout point d^une section conique^ le rayon de courbure est égal au cube de la normale^ div^isé par le carré du demi-paramètre.
Il est, du reste, facile d'obtenir la valeur de p en fonction seulement de l'abscisse du point M. En effet,
dy r'=: 2pa: H- qx^ et y — =zp -h gx;
on a, par suite,
n^=z^px-^<]X* -{-[p-\-qxY=:[q -h q^) x^ -{- ^ pqx -^ 2 px -^ p^ ,
Donc
_ [('7 -^ Ç^)^ -h ^p (l -h q)jp -h p^Y
COUnS T> ANALYSE .
DÉVELOPPÉES ET ENVELOPPES DE œURBES PLANES.
Développées et développantes des courbes planes. •>- Propriétés générales des développées. — Application à la parabole, à Tellipse, à Thyperbole. — Enveloppe d'une courbe mobile.
DÉVELOPPÉES ET DÉVELOPPANTES.
237. Les coordonnées Ç et y; du centre de courbure correspondant au point M de la courbe CM sont déterminées, comme on l'a vu, par les équations
dx'
Les centres de courbure K, Ki, . . . , forment une nou- ^*e- ^S- velle courbe FF' que Ton ap-
pelle la développée àe la courbe CM, et celle-ci est appelée la déi^eloppante de FF'; nous verrons bientôt la raison de ces dénominations.
Puisque les équations (i) et (2) avec Téquation de la courbe donnée CM
déterminent les coordonnées ^ et vj du centre de courbure K, relatif au point donné M [x^y) de la courbe CM, on aura Téquation du lieu des points K en éliminant X ety entre les équations (i), (2} et (3).
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE LA DÉVELOPPÉE
238. La développée d'une courbe jouît de propriétés générales très -remarquables.
En premier lîeu, les normales à la déi^eloppanie touchent la déi^eloppée aux centres de courbure.
En effet, si Ton prend x pour variable indépendante, et que Ton dîfférentîe l'équation (i), en y regardant j,
-7-9 E et y] comme les fonctions de x, on a ou
OU bien, à cause de Téquation (2),
dy d.c
OU enfin
(4) ii^-^.
Celte dernière relation montre que la tangente à la développée menée par le point K est perpendiculaire à la tangente menée par le point M à la courbe CM. Donc la droite KM est tangente à la développée.
239. Une conséquence immédiate de celte propriété, c'est que la dés^eloppée d^une courbe est le lieu des intersections successiv^es des normales à cette courbe. En effet, considérons les deux normales MK et MjKi qui touchent la développée aux points K et Kj. Soit I le point où elles se coupent : quand Mi se rapproche indéûniment de M, la normale MiKi se rapproche de MK, et l'angle KjIK tend vers deux angles droits. Donc KiK est le plus
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grand côté du Irîangle KjIK, et comme ce côté tend vers zéro, il en sera de même de IK. Par conséquent le point I se meut sur la droite fixe MK en se rapprocTiant indéfiniment de K, qu« Ton peut considérer comme le point d'intersection de la normale MK et de la normale infiniment voisine*
240. La différence entre deux rayons de courbme MR et Ml Kl est égale h Varc KiK de la développée , compris entre les deux centres de cow^bure correspondants.
Pour le démontrer, différentions Téquation
en y regardant y^ $, >7 et p comme des fonctions de la variable indépendante x. Il vient ainsi
p^p=(;r— g) [dx — dl) -^ {y — 'n)[dy — d^), OU
p^pz=:é/r x—\^{y—n)— — {x —\)d\-"{y — 'n)d^^
ce qui, d'après l'équation (i) du n** 237, se réduit â
pdp~— [x^li)dli — (y—vi)dYiy
d'où l'on tire, en désignant par o" l'arc FK,
dp Ç — X d^ ^—-y dn dtr p drr p dxr
Mais le second membre est le cosinus de Tangle que la droite MK fait avec la tangente à la développée au point K. Com^ae «cet angle est nul, son cosinus est égal à Tuniié, et Ton a
dp :zz^ d(T*
De cette équation xm condiuit
C désignant une «constante *, on aura de même
donc
YIirGTlkME LfiÇOfC.
p — p,=:<r — flr,t=arcrK — arcFK,=arcKK|.
241. On |.eut aussi concevoir celte propriété comme une conséquence de ce qu^î la développée est le lieu des
ï^»C- 39. intersections successives des normales à la courbe donnée. En effet, remplaçons un petit arc KKj de la développée par sa corde, et supposons que celte ligne prolongée rencontre la courbe en M. La droite KM différera três-peu de la normale KN menée par le point K, et KjM très- peu de la normale K|Nt menée par le point Ki, en sorte qu'on aura, en négligeant des infiniment petits du second oixJre,
C'est eette propriéié de Ja courbe FK qui lui a f^it
donner le nom de développée. -En effet, imaginons un
fil dont une partie soit enroulée sur FK, et dont l'autre
^^5' 'i^' partie, tendue suivant la tan-
igente KiMi, se termine en Mi sur la courbe CM. Je dis que si im déroule ce fil en le tenant toujours tendu, son extrémité - décrira la courbe CM. Car supposons que la partie rectiligne soit maintenant dirigée suivant la tangente KM, et que Textrémité aboutisse au point; G : on a
GK = M,JL, + K,K,
puisque K, K est la partie qui est devenue rectiligne. Mais d'ailleurs on a aussi MK = MiK« + jKiK, OfO aura donc GK = MK et G coïncidera avec le point M sur la courbe CM : donc l'extrémité du fil décrira la courbe CM.
242. Une même courbe PK a une infinité de développanteSy et pour les décrire il suffira d'allonger ou de di-
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minuer le fil d'une quantité arbitraire. Les tangentes à la courbe FK sont normales à toutes les développantes, d'où il suit que celles-ci ont les mêmes normales et les mêmes centres de courbure; et comme elles interceptent sur leurs normales communes des longueurs constantes, on peut, au moyen d'une développante, obtenir toutes les autres.
243. Si une courbe est algébrique, les rayons de ses cercles osculateurs auront aussi une expression algébrique d'après les formules trouvées précédemment : par conséquent, un arc de la développée, qui est la différence de deux de ces rayons, aura, dans ce cas, une expression algébrique, et cette courbe sera rectifiable.
Appliquons la théorie précédente à la parabole
dont l'équation est
Nous avons trouvé, en désignant par n la normale MN, et par p le rayon de courbure au poînl M,
Si l'on veut expriuier ce rayon en fonction des coordonnées du point M, il faudra différentier deux fois Féquation j^*= 2px^ ce qui donne
de y dx^ j3
Donc on a, en valeur absolue,
_^ir'-^p')
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Pour avoir* réquation de la développée » subslituous les valeurs de -~- et de -;— • dans les équations
dx djcr *
il vient
L'élimination de x et de j^ entre ces équations et celle de la courbe conduit à l'équation de la développée. De la seconde on tire
i-t-î-- — '-+'— - = o d'où r.= — ^-'
yl y1 y% ^2
En mettant cette valeur Je f\ dans la première, on aura
OU
On a donc
d'où et
Donc
y'=[ipxY=V^p[l-p)^.
Si Ton transporte Taxe des ordonnées parallèlement à lui-même jusqu'au point O, tel que AO==p, l'équation
et
S38 ÇOVfkS D'i.MALl[ftB,
prend la fornie plu» simple y*-{ g*'^, ou simplement
Celle courbe a la forme KOL [fig* 4') P- ^^36). Elle est symétrique par rapport à l^axe des abscisses, ce qui était évident à priori, et s'étend à l'infini du côlé des x positifs.
En différen liant, on trouve
dl 1 V 27^
27 /^ sJ^P >J\
Le signe de -— est le même que celui de m , par cônsé-
quent, la courbe est partout convexe vers l'axe des abscisses.
RAYON DE COURBURE ET DÉVELOPPÉE DE l'eLLIPSE.
Soit
l'équation d'une ellipse rapportée à son centre et à ses axes. Qn en tire
^_ b^x d^y _ b* dx à*y da^ a^y^
Cela posé, la formule connue du rayon de courbure donne
Pour avoir la développée' de l'ellipse,» repreaoD» ks
deux équations
Quand on remplace — et-r-j par leurs valeurs, l'équation (i) devient
OU
jr—n =
et posant a? — 1*= c*, il viendra
OU enfin
En permutant dans la relation (Z) x et j^ a el h ^ ce qui change c* en — c*, on aura
Par conséquent, si l'on pose, pour abréger ,—"= A et — = B, on a
En substituant ces valeurs dans Téquation de Tellipse^
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mise sous la forme
on a, pour Téquation de la développée,
La courbe représentée par cette équalîon est symétrique par rapport aux axes de l'ellipse, comme, du reste, on pouvait le prévoir. Pour ry = o, on a
ce qui donne deux points G, G', situés sur t'axe des jc
entre les foyers. On obtiendra de même les points H, H',
où la développée rencontre Taxe des j .
En différentiant l'équation (a) deux fois de suite, on a
3 \AJ A» 3 \b) B' "^ \B/ B
De là on tire
dV
A^ \B/ B^\dlEj
Or -7-^ est de même signe que le dénominateur, puisque le numérateur est positif. Par suite, celte déri\ée a le
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même signe que yj. Donc la courbe tourne parfont sa convexité vers Taxe des x.
On a ensifîle
cette dérivée étant nulle pour yj = o et infinie pour ^ = o, on en conclut que les axes sont tangents à la courbe aux points G, G', H et H', qui, à cause de la symétrie de la figure, doivent être des points de rebroussement.
RA70W DE COUP.BURE ET DÉVELOPPÉE DE l'hYPERBOLE.
246. Le rayon de courbure et la développée de l'hyperbole peuvent se déduire de ce qui précède en chan* géant i* en — i*. On a ainsi pour le rayon de courbure
et, pour réqtiatîon de la développée,
en posant c' = a} -ht*, — = A et -7- = B.
La développée de l'hyperbole se compose de deux
branches infinies HGK, H'G'K', symétriques par rapport aux deux axes; elle a deux points de rebroussement G et G' situés sur Taxe transverse au delà des foyers par rapport au centre, et elle tourne partout sa con-
vexité vers Taxe transverse.
Sturx. --^w.. I.
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ENVELOPPE d'une COURBE MOBILE.
247. Quand une courbe se meut sur un plan, en changeant de forme suivant une loi déterminée, en général elle touche constamment une courbe fixe qu'on nomme son en{feloppe. On peut supposer que la courbe mobile est représentée par une équation
(i). F(ar,j, c)^0,
dans laquelle c est un paramètre que Ton fait varier d'une manière continue. Si Ton donne à ce paramètre deux valeurs -successives c et c -f- A c, les courbes représentées par les équations
se couperont en un point (x, j^), pour lequel on aura
^[^yX^ c-4- Ar) — F(jr, 7, c) — o, et, par suite,
Si ùkc diminue indéfiniment, les coordonnées du point (x^j) qui ne cessent pas de satisfaire aux équations (i) et (2) vérifieront, à la limite, les équations
(3^ Y{x, y,c)=zo, ;^ = o.
On obtiendra donc le point limite M de l'intersection de la courbe (i) et de la courbe infiniment voisine, en résolvant les équations (3). Si maintenant on élimine c entre ces équations, on aura le lieu des points M, c'est-à-dire le lieu des intersections successives des courbes représentées par Téquation (1).
Je dis que ce lieu est l'enveloppe cherchée. En effet, une courbe A représentée par Téquatioa (i) est coupée
VIIIGTIÈME LEÇOIV. 243
par celle qui la précède, B, et par celle qui la suit, C^ en deux points qui unissent par se confondre. La droite qui joint ces deux points tend donc à devenir tangente à la courbe A. Elle tend d^ailleurs évidemment à devenir tangente au lieu des intersections successives. Don(! ce lieu est tangent à toutes les courbes représentées par Téquation (i).
i . Développée de la courbe
Solution.
Déi>eloppéc de la courbe
Solution.
3. Enveloppe des ellipses concentriques dont les axes ont tes mêmes directions, et pour lesquelles la somme de ces axes est constante.
Solution.
On trouve le même lieu quand on cherche Tenveloppe d'une droite de longueur constante [k)^ qui se meut en s'appuyant sur deux droite» reelangularres.
DÉFINITION ET ÉQUATION DE LA CÏCLOIDE
2<i$. La cycloïde est le lieu des posiiions d'un point M donné sur an cercle (juî roule sans glisser sur une droite indéfinie A X.
P.renons pour a?ce des abscisses la droite Aj:, pour origine le point A, où se trouve le point gthiéraleur M à l'origine du mouvement, et pour axe des ordonnées la ' perpendiculaire Aj.
On reconnaît, à priori, que l'ordonnée est maximum
au point C, correspondant à l'abscisse AD= -cire. OM:
que la courbe rencontre de nouveau l'axe des x en un Fig. 44. point A' dont l'abscisse
est égale à la longueur de la circonférence génératrice, et que la portion CA' de la courbe est symétrique de l'arc CA par rapport à CD; ensuite qu'au delà du point A', comme à gauche du point A, il existe une infinité d'arcs ideniiques à ACA'.
Cherchons maintenant l'équation de la courbe. Soient AP = J7, MP =.r les coordonnées d'un point M du lieu, MO = a et MOH = « ; joignons MO et menons MI perpendiculaire à GH.
D'après le mode même de génération, l'arc de cercle MH est égal à la portion de droite AH. On a
ar = AH — PH = arcMH — MI = au — asm « = a(a — sinw), y == OH — I0=z a — acosu = a{i — cosu}.
Il ne s'agit donc plus, pour avoir l'équation de la cycloïde, que d'éliminer u entre les deux équations
(i) • x = a{u — sina),
(2) yz=a{i — cosa).
Or la dernière donne
cosuz=. =— ou w = arc ces ?
d'où
\/2.ax — r' sina = m —
Portant ces valeurs dans l'équation (i), on a l'équation de la cycloïde,
(3) X = a arc ces q= y/^^J — j'-
Pour expliquer le double signe du radical ou de sinu, on remarque que si le point M est sur l'arc AC, on a M < TT et sinw> o. Mais si le point M était sur l'arc CA', on aurait «>7r et sinu<o. Donc le signe supérieur convient à l'arc AC, et le signe inférieur à l'arc CA'.
Pour obtenir ^^ on pourrait différentier l'équa
tîon (3), mais il est plus simple de diflerentier les équations (1) et (2), dans lesquelles x et j sont fonctions de la variable indépendante m, ce qui donne
dx:=^adu[i — cosu)=xduj dr=^aclusmu=zdu \Jiaj — y^»
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Divisant mennbre à membre, il vient
dy ^^ay — y^
ttr
La sous -normale au point M ayant pour valeur ^^—9
on voit qu'elle est,éga]eÀ yj^aj — 7*. Or
v/2rtjr — jr2 = v^/(2a — ^>^ V^lHxIG = MI ou PH.
Donc MH est la normale au point M, et, par suite, MG, perpendiculaire à MH, est la tangente en ce point.
De là résulte un moyen très-simple de mener une tangente h la cydoïde par un point M de cette couf^be. Supposons le cercle CmD décrit sur l'ordonnée maximum comme diamètre; menons Mm parallèle à Kx : une parallèle à Cm, menée par le point M, sera la tangente cherchée.
250. La longueur de la normale, au point M, d pour expression
On a
donc
dy^ _ ^'^ay — y'^ _ dx~' y ~~
/la
dr^ 2, a dfir' y
dy d^y na dy
dx dx^ y^ dx
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OU
Ml ' ■ ■ ■ ■— •
Substituant ces valeurs de -^ et de --— dans 1 expression ^^onnue du rayon de courbure, on trouve
donc p = 2 i/awr.
Maïs
donc le rayon de courbure est double de MH, et puisque d'ailleurs MH est la normale au point M, on aura le centre de courbure en prenant sur la direction de MH un point N tel que MN = i MH.
DÉVELOPPÉE DE LA CYCLOÏUE
252. Ce résultat donne très-simplement la développée de la cycloïde.
Soit HNL un cercle égal au cercle OM, tangent au point H à l'axe Ax, au-dessous de celte droite 5 menons LE parallèle à Ax, et prolongeons le diamètre CD jusqu'à sa rencontre en E avec LE 5 les arcs MH et NH étant
c'gaux, on a
arcNH — AH;
d'ailleurs
arcHlNL=rAD.
Donc
arcNL = AD — AH = DH - - LE.
Ainsi la développée de la cycloïde est engendrée par le mouvement d'un point N placé sur la circonférence d'un cercle égal au cercle OM, mais qui roulerait sur une parallèle LE à Ax, au-dessous de cette droite, et à une distance de celle-ci égale au diamètre du cercle mo-
bile. Celle développée est donc une cycloïde égale à la première.
On peut d^ ailleurs le démontrer sans connaître la longueur du rayon de courbure. En effet, de même que MG est tangente à AMC en M, NH ou MN est la tangente en N à la cycloïde ANE. Donc cette dernière courbe est le lieu des intersections successives des normales consécutives à la cycloïde ACA', et par conséquent elle en est la développée.
On retrouve le même résullat par le calcul. On a
Substituons ces valeurs dans les équations
/ \ dy
La première équation donne (j-->j) — = o ou bien lay — a{y — *i) = o,
ou enfin
On tire de la seconde équation
^— Ç 4- (7 — u) y/y — I =o, ou, en remplaçant j^ par sa valeur et transposant^
OU entiu, en faisant passer y} sous le radical, dont le signe
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doit être changé puisque m est négatif,
(2) ar = Ç — 2 y/ — nan — «'.
Subsliluant les valeurs (i) et (2) dans Téquaiion dé la cycloïde,
— v/2 ajr — j2^
xz= a arc cos
on a, popr l'équation delà développée,
a -h ri
(4) Ç = fl arc cos h J — nari — îq'.
Supposons maintenant qu'on prenne pour axes les droites Ej:' et Ej^'5 nommons x^ ei.y les nouvelles coor- ^'^Q* ^^' données d'un point quelconque
N de la développée : puisque
^ on aura
l = AD — Dl = 7ta^j/,
^ — NU _ IR — j' _ 2£I.
Substituant ces valeurs de ^ ei de yj dans l'équation (4), l'équation de la développée par rapport aux nouveaux axes devient
iza — .r = a arc cos
ay-'y
ou bien
^' =: rt ( TT — arc CCS ) — ^7. ay' — ^'2,
ou enfin, comme deux arcs supplémentaires ont des cosinus égaux et de signes contraires,
j/ = a arc cos 1 ^— ] — v^2 af — j'*.
Cette équation, comparée à Téquaiion (3), montre que
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la développée de la cycloïde est une cjcioïde égale, plaeée par rapport aux axes Ex', Ej)^', comme la proposée par rapport aux axes primitifs.
LONGUEUR d'un ARC DE CYCLOÏDE.
2o4. La ligne MN, double de HN, est le rayon de courbure correspondant au point M de la cycloïde développante, ou la tangente menée par le point N à la cycloïde ANE développée de la première. De plus, au point A, le rayon de courbure est nul puisque la normale MH devient nulle pour ce point. Donc, comme un arc de développée est égal à la différence des rayons de courbure extrêmes, on a
arcAN=:3MNr^2NH.
En revenant à la cycloïde proposée, on peut dire que Tare CM est égal à aMG.
Exprimons maintenant cet arc en fonction des coordonnées de son extrémité.
On a J^
arcCM = ^MG = 2 v^2£i.MQ ,
ou bien, puisque MQ = la — y^
arc CM 1= 2 \/4^* — "^^X*
On peut encore parvenir à ce résultat par le calcul
En effet, soit CM = s un arc compté à partir du sommet C; on aura
ds = ±dy^i-^~
r on a
dx y
donc
ds=:±djj^
la
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Mais Tare CM diminue lorsque j* augmente ; on doit donc prendre le signe — , et écrire
ds^=— dy =. z=d{i kjia^2,a — j),
donc ,
OU
C est une èonstanle que Ton détermine en faîsantj^ = a a, ce qui donne 5 = 0, et, par suite, C = o. On a donc, comme plus haut,
are CM = 2 y^4^' — ^ ^/*
2o6. Si l'on suppose j^ = o, on aura
arcCA = 4^'
arc ACA' = 8«.
Ainsi Varc entier de la cycloïde est égal à quatre Jhif le diamètre du cercle générateur,
exercices:
i . Quand une courbe plane C roule sans glisser sur une autre coiybe fixe C, chaque point du plan de la première décrit une courbe dont la normale passe à chaque instant par le point de contact de C et de C.
2. Discuter la courbe engendrée par un point qui se meut d'un mouvement uniforme sur un cercle dont le centre se meut aussi d'un mouvement uniforme et en ligne droite.
3. Le lieu des points d'où l'on peut mener à une cycloïde deux tangentes formant un angle droit est une cycloïde accourcie (courbe du n° 2, quand la vitessti du centre est moindre que celle du point dcVrivant).
COURS D AKALYSE.
COURBURE DES COURBES PLANES
Expression du rayon de courbure quand la variable indépendante est quelconque. — Application aux coordonnées polaires. — Théorie de la courbure des courbes planes. — Identité du cercle de courbure et du cercle osculateur. — Applications.
EXPKESSlOrï DU RAYON DE COURBURE QUAND LA VARIABLE INDÉPENDANTE EST QUELCONQUE.
257. En prenant x pour variable indépendante, nous avons trouvé
Supposons maintenant que x et ^ soient fonctions d*une autre variable f, et cherchons, dans cette hypothèse,
dY Texpression de p. On sait (92) que -j- conserve la même
iornie, et que -—^ doit être remplace par -^ — ■ — •
On aura donc
dxd^y — tiyd^x
ax^
OU bici
" dxd'^y — dyd^x
expression dans laquelle les différentielles de x et de jr sont prises en regardant t comme variable indépendante-
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Exemple. — La cydoïde esi reproseiilée par l'ensemble des deux équations
x = a[u — sin//), ^r=a(i — cosu).
De là on déduit, en prcftant it pour variable indépendante,
{fy = a s\n li (lu , d'^y = a <*»>s // <///'.
Par conséquent,
dx^ -f- dy^ = (i — 2 cosM -4- cos'« -f- sin'a)û'r/tf% dxd^y — dyd'^x =z [cosu — cos'w — sm* u)a^du^,
ou
dx^ -\~ djr^ =2(1 — ces // ) flf' du^y dxd^X — dyd'^x:=z — (i — cusajrt'r/M*.
Par suite,
|(i — cosw)^ rtr' /'///» r-, 1
-J-. \ =2«V2(l— -COS«)'«
Donc
t — cos « = — a
p =rz 2fl y 2 i / - = 2 s/iafi
EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNÉES
POLAIRES
258. La formule (i) conduit à l'expression du rayon Pig^e, de courbure au point M, en
fonction des coordonnées polaires de ce point. Pour cela, menons par le pôle deux axes rectangulaires Ox et Oy. Soient
a:OA=:«, OP=zx, MP=:xj,
ou =: r, MOA = e,
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on aura
j7=:rcos(ô — a), /=rsin(9 — a),
ou en posant, pour abréger, Q — a = 0',
De là on tire, en observant que dO^ = dO^
dx =: dr cosB' — /-^ôsinô', dxz=dr sin 6' -f r^/0 c6s0', d^x = d^rcosB' — 2 </r//9 sinô' — r^/0»cos9', d^X = d^rs\nB' -h 2 drdB coiB' — rdQ^sïnB*. On aura donc
dx^ H- flTj' == ^^z"* cos» 0' -I- r» sin' B' dB' -h dr^ sin' B' -f- r^ cos' 0' r/G» = ûfr» (sin' 0' + cos' 9') -4- r'dB'{s'\n^ 0' + cos»9'),
et, toutes réductions faites,
(2) dx^ 4- dv^ z-z dr^ -4- /'r/O».
De même,
dxtPj' — dydKT
= (t/rcos0'— /Trf0 sin 0') (fi^Vsin 0' -+- 2^rr/0 co3 0'— rr/0^ sin 0')
— {r/rsin0'-4-rflr9cos0'j(^Vcos0'— 2^rr/0sin0'— A^02cos0')
= û?V(^rsin0'cos0'— /d/0sîn'0'— </rsin0'cos0'— rt/0cos'0')
H- 2r/H(rf0co5»9V- ^/0sin'0') + r^(sin»0'r/0'+cos»0'rf03),
ou, en simplifiant,
(3) t/xrf'j — dfd^x — Tidr'dB — rdBd'r -h r^dB\
Substituant les valeurs {2) et (3) dans la formule (i), on obtient
{dr*-hrdB'V
dr^dB — rd^rdB H- r'r
ou bien
dr^ d^r
d(i^ dB^
Ce résultat s'obtient d'ailleurs plus simplement en faisant coïncider Taxe Ox avec OM. II faut faire alors a = 0,
et l'on a
dx =: dr, dy =^ rd^y
d^x z=zd^r— rdP^ d^x = ^drd^,
259. On introduit quelquefois, au lieu du rayon vecteur r, sa valeur, inverse dans l'expression du rayon de courbure. Soit
il en résulte
du ,. 3trffl* — ud^u dr= -, d^rz=
Donc
" 1 2 du^ uda — 7.tlit^ I i d^ u
tt^ u* dB^ u*dB^ «' a» d 9^
ou enfin
u^ lu
dUi
260. Exemples, i** Courbes du second degré ^l] éc^w^* tiou générale des courbes du second degré, rapportées à l'un des foyers et à l'axe focal, est
COS
ou bien
( I -4- 2 e COS ft -4- <?^ ) *
(i -f-ecosô)*
1^ Spirale logarithmique : r^=ae^^ .
On tire de celte équation :
dr „,Q d^r mdr
-— = mae ^ = mr,
dB
' dQ' dO
Substituant ces v.^leurs dans la formule (4), on a
__ [r^(i -4-mMl
ou bien
Soient MK la normale et OK la sous-normale du point „. - considéré. Le triangle rectangle
rig. 47*
ROM donne MK
= \/oM
OK
= ^H-f-rnang»OiMK.
*^ Or, on a
tangOMK = col OMT = m ,
lOÎIO
MK = rv/n-/w* = p.
Ainsi Textrémité K de la sous-normale est le centre de courbure.
Pour trouver Téquation de la développée, prenons un nouvel axe pol.aire OB, incliné d'un angle <x sur le pre-
mîer. K étant l'un quelconque des points du lieu, soient OK == r' et KOB = Q\ on aura
/•' = mr = mae'" ^ :
mais 0' -4- a = ô -h -•, donc l'équation de la développée
sera
Ml
ou bien
r' = mae
r' = ae'"^ X me
Comme a est arbitraire, déterminons cette quantité de telle sorte que Ton ail
ce qui donne
me
, I - i TT Iw
\m -^ m [ a l=o, ou a=
l'équation de la développée deviendra
r' = ae'"^'.
On voit que la développée est une spirale logarithmique égale à la première^ mais differem,ment placée,
DE LA COURBURE DES COURBES PLANES
261. On doit considérer la courbure d'une circonférence comme étant la même en tous ses points, et d'autant plus grande que son rayon R est plus petit, ou que
la valeur inverse — est plus grande. Il est donc naturel de
prendre — pour mesure de la courbure du cercle.
On conçoit mieux cette déGnition si l'on considère uil- Stcru. — jin,^ I. I y
^58 COURS o'aihàltse.
cercle tangent à une droite en un point, et que Ion éloigne de plus en plus le centre sur la perpendiculaire à cette droite en ce point. Le cercle moLile, dans une de ses positions, sera compris entre la droite fixe et le cercle précédent, el, par conséquent, il-s'approchera d'autant plus de la droite que son rayon sera plus grand.
Soient MT et M'T' deux tangentes à une circonférence
dont le rayon MR est égal à R, et soit HIM' = Cl). On aura
Fijj. 48.
arcMM'rrrRw,
puisque l'angle MKM' est égal à HlM'î donc
R arc MM'
Ainsi la courbure d'un cercle est égale à Tangle de deux tangentes divisé par l'arc compris entre les points de contact.
262. Considérons maintenant une courbe quelconque CMM'U. Cétant un point fixe pris sur cette courbe, soient CM = 5, MM' = A5-, T l'angle MTor, t' l'angle M'T'x, formés par les tangentes MT et M'T' avec Ox, et At la différence de ces angles, c'est-à-dire l'angle HIM'.
Si la courbe était une circonférence de cercle, — serait
As
Fig- 49' sa courbure au point M, et ce
rapport serait indépendant de
ùkS, Quand la courbe est quel-
conque, le rapport —5 qui varie avec A5, est appelé la courbure moyenne de l'arc MM', et l'on nomme rayon de courbure moyenne le rayon d'un cercle dans lequel les tangentes
VINGT -DEUXIÈME LEÇON. sSq
menées aux extrémités d'un arc égal à As font entre elles un angle égal à A t. Le rayon de ce cercle est —
Supposons maintenant que le point M' se rapproche Indéfiniment du point M : le rapport — convergera vers
dr
—5 qui sera dit la courbure de la courbe au point M.
Concevons un cercle ayant la même courbure, et soit p son rayon : on aura
I dr ds
p ds ' ûfT
Si Ton prend sur la partie intérieure de la normale une longueur MK = p, le cercle décrit du point R comme centre avec MR comme rayon sera le cercle de courbure^ le rayon et le centre de ce cercle seront le raj on et le centre de courbure correspondant au point M.
On appelle angle de contingence l'angle dr formé par les tangentes menées aux extrémités d'un arc infiniment petit. On peut donc dire que la courbure d^une courbe en un point est égale à V angle de contingence dii^isé par la différentielle de Varc.
IDENTITÉ DU CERCLE DE COURBURE ET DU CERCLE
OSGULATEUR.
263. Le cercle de courbure est le même que le cercle osculateur, déterminé par la théorie des contacts \ en efiet, on a
/ dy^ y dx^
. / drX dx
= rf(^arctang-j = — ^;
donc
^ ,tlr
''dr
Ux
ou
ce quî montre bien que p, ou le rayon de courbure^ est égal au rayon du cercle osculatcur^ et, par suite, que le cercle de courbure se confond avec le cercle osculaleur.
264. On peut démontrer ce théorème par la géométrie. Soient MKet M'G (Jig* 49^ P« ^58) les normales en Met en M' à la courbe donnée, G leur point d'intersection, et MK le rayon de courbure au point M. Joignons M]\i'; on a
MG : MM' = sin MM' G : sin G , d'où
MM' sin MM' G
MM' ,. G
arc M M sin G
,. arcMM' ,. Aj iis iim — ;; — = hm — = —-:
G Ar ar
VINGT-DlîUXIÈWTÎ T.FÇOTV. a6l
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Ainsi le centre de courbure K est l'inlerseclion de deux normales infiniment voisines : donc il se confond avec le centre du cercle osculateur; et, par suite, le rayon de courbure (262) est aussi le rayon du cercle osculateur.
265. Nous avons démontré l'identité du rayon de courbure et du rayon du cercle osculateur en déduisant la valeur de ce dernier de celle du rayon de courbure : nous pouvons parvenir au même résuliat en suivant une marche inverse, c'est-à-dire en déduisant la valeur du rayon de courbure de celle du rayon du cercle osculateur.
Eh effet, le rayon du cercle osculateur au point M est
ly
du- V * ^^' ^>'
dx^ da:''
Or,
rfx 1/ H- ^ = ^dx^-^dy^ = ds,
— -^ ' arc lang -— ) = c?t;
dy^ \ ^ dx
dx
donc,
ds
EXPRESSION DC RAYON DE COURBURE E» COORDONNÉES
POLAIRES
266. Pour obtenir l'expression du rayon de courbure en coordonnées polaires, nous partirons de la formule
^62 COURS d'ànaltse.
p = —' Soit jx Tangle que la tangente au point M fait avec le rayon vecteur : on aura
mais
donc
On en déduit dQ^fir ^h dr\ dx . ,, ^. d (i dr\
Mais l'équatîon (i) donne
sîn»(T — 6) = , '■ , , ;
donc
dT_ '"^ \r dBJ dB \r dj)
D'ailleurs nous avons
/dr^
ds = s/'dr^ -j- rV/ô=^ = r i / — j- H- rfô» .
OU bien,
Donc, en divisant l'équation (3) par Téquation (a), on aura
ds
^ dr , ^/r» rfv'
é/Ô^ dO^
formule déjà trouvée (n° 258).
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Appliquons ce résultat à la spirale logarithmique
r^ae"'^
Soient MO = r et MOL = 9 les coordonnées polaires du point M. On a
/ dr^
ds=z ^dr^-hr^dQ''=zd9 y r^-^
dQ
ou bien, à cause de — = mr.
ds = rdB ^\ -h m^.
Maintenant on a , en posant Tangle OMT = fx,
t = ô -4- fA.
Fig. 5i. Or, dans la spirale logarith-
mique, fi étant constant, puisque tang|UL = — » on a dt = d6.
Par suite
comme on Ta déjà trouvé (n° 260, a®).
EXERCICES
Rayons de courbure des courbes suiwmtes:
(5±4cose)' 3. r=«(aco8e±i), P =«3(3±acQs9)
ÉQUATIONS DE LA TANGENTE
268. On appelle courbes à double courbure celles dont tous les points ne sont pas dans un même plan.
' Une courbe à double courbure est représentée, comme on le sait, par deux équations
(i) f[^j Jj «) = o,
qui appartiennent à deux surfaces dont cette courbe est l'intersection.
On choisit ordinairement pour surfaces auxiliaires des cylindres parallèles aux axes, et alors la courbure est représentée par deux équations dont chacune ne renferme que deux variables.
Pour obtenir les équations de la tangente menée à
une courbe par un point M, nous chercherons d'abord les équations d'une sécante MM'. Soienl x^ j^ z les coordonnées du point M, et Jc -t- Ax, j -h Aj, 5 -h A -2 celles du point M'. Les équations de la sécante MM' sont
Fig. 52.
Ajr
Az
X, Y, Z étant les coordonnées courantes.
Or, si le point M' se rapproche indéfiniment du point M, la sécante MM' devient à la limite tangente à la courbe
au point M, les coefficients angulaires —t -^^ tendent
vers — et — » et l'on a les équations de la tangente,
où -j- et — sont les dérivées de ^ et de -s par rapport
à j:; en les divisant membre à membre, on a l'équation de la projection de la tangente sur le planez,
La forme de ces équations montre que la projection de la tangente sur chaque plan coordonné est tangente à la projection de la courbe sur ce plan, ce qui résulte d'ailleurs de ce qu'au moment où le point M' se réunit au point M, le point P' se réunit au point P.
270, Les coefficients différentiels ~- et --- s'obtiennent
ax dx
par la différentiation des équations (i) et (2), qui donne
df ^ df dy df dz
^ dx ' dy dx ' dz. dx (a) <
(dff. dfsf dy d<f dz dx dy dx dz dx
dy
En tirant de ces deux équations les valeurs de ~- et
_ dz
3~' et les substituant dans les équations («), on aurait
les équations de la tangente. Mais il revient au même
d'éliminer -~- ei — entre les quatre é<|uatîons (a) et (a). Or, de (ûf) on lire
éf or X — X dx X — X Substituant ces valeurs dans les équations (a), on a enfin
On obtient donc les équations de la tangente en remplaçant, dans les équations différentielles,
— dx -^ --■ df -h -^ clz =: o, dx dy dz
dfû d^ aep
-L dx -\- -^ dy -^ -r dz^=0^
dx dy dz
les différentielles dx^ dy et dz par les différences X — jr,
ANGLES DE LA TANGENTE AVEC LES AXES
271. Supposons maintenant que les axes soient rectangulaires, et nommons a, S et y les angles formés par la tangente avec les trois axes coordonnés Ox, Oy et Oz.
Dans le trapèze MPP'M', dont les côtés parallèles sont MP = ir et M'P' = z + Az, menons MH parallèle à PP'. Soit / Tangle MM' H, c'est-à-dire l'angle que la sécante MM' fait avec l'axe Os. Le triangle rectangle MM'H donne
, As Az
MM' y/Aar^-t-Aj^^-i-Az'
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Si / est la yarîable indépendante, on peut écrire
ces 7 =
v/(^)"-fê)'-fê)"
Or, quand M' vient se confondre avec le point M, la sécante devient tangente, y' devient y, et Pon a
ces 7 :=
dz
Idx^
flfj^ dz^
dt^ di"
ou bien
dz C0S7 = -^======. •
\Jdx^ + dy^ H- dz^
Si dz est ^ o, c'est-à-dire si z croît avec la variable indépendante ^, on a cosy ^o et y <^ -^ si, au contraire,
dz est <^o, on a cosy <o et y> -•
On trouve de même ces a et cos3, de sorte que les trois angles cherchés sont donnés par les formules
dx
cosa =
[c) \ ces 6 =
ces 7 =
yjdx^ 4^ dx^ -h dz^
dy
sjdx^ -h dy^ -h dz^
dz ^dx^-^dy^-hdz^
Si l'arc infiniment petit MM' est désigné par dsj on aura, comme nous le verrons bientôt [n? 275),
ds = \ldx^-\- dy^-^ dz\
268 couns d'awalyse.
et les formules précédentes deviendront
dr dy
ces a = -7- » ces 6 = -7— ? COS7
ds
ds
do
Ils
PLAN NORMAL
272. Le plan normal à la courbe CM est le plan perpendiculaire à la tangente MT, mené par le point M. En nommant X, Y, Z les coordonnées courantes, Téquation de ce plan sera de la forme
A(X — :r) + B (Y — ^) -I- C(Z — z) = o. Les équations de la tangente MT étant
dx
dx
pour que le plan soit perpendiculaire à cette droite, il faut que Ton ait
B . dy C _dz
dx A
dv
ce qui donne pour l'équation du plan normal
(e) {-^ — x)dx^{Y — y)dy-^(Z'-z)dz — o.
273. Voici un autre moyen d'obtenir cette équation. Soit N un point quelconque de ce plan 5 appelons X, Y, Z ses coordonnées, et a^, j3', /, les angles que fait MK
avec les axes Ox, Oj^ Oz. Ou a
Fig. 53.
ces a
MN
cosB' = -^ ^,
AIN
Si a, /S, 7 sont les angles que fait la tangente MT avec
les axes, on a [formules (d^)]
(le ay (iz
COSa=:— -, COSp=:^7-j COS7=:— -• as * as fis
cosTMN == cosa cosa' -H cosp cosp' -+■ ces 7 ces 7'.
D'un autre côlé, on doit avoir cosTMN = o, puisque Pangle TMN est droit 5 l'équation du plan normal est
donc
X — X (Ix Y — r dy
z fiz
MN ris
MN ds
]\iN ds
qui revient à Téquation (e).
DIFFÉREJVTIELLE DE l'arC d'uJNE COURBE A DOUBLE
Prenons, d'une manière arbitraire et en nombre
quelconque, des points E, F, . . . , M, M', . . . , sur Tare de
^*ff' ^'i- courbe CMD,elconsidérons
le polygone gauche CEF...
MM'...D, inscrit dans Tare CMD. Je dis que le périmètre de ce polygone tend vers une limite déterminée quand ses sommets se rapprochent tous indéfiniment les uns des autres, en même temps que leur nombre augmente jusqu'à Tinfini*, après l'avoir démontré, nous conviendrons de prendre cette limite pour la longueur de Tare CD,
Soient donc x,^, z les coordonnées de l'un quelconque des sommets M, et x H- Ax, j-^ùiy^ z -{- J^z celles du sommet suivant M'^ on a
MM'= */Ax'-+- Ajr' -^ Az^ r= Aj: i/l -h f^j
Az^ »
ayo COURS d analyse.
Donc, si nous désignons par P le périmètre du polygone, on a
Si Ax décroît jusqu^à o, -— - et — tendent vers -7-
Aj7 ^jc dx
» pt l'nn npiif prrîrp dx
et — > et 1 on peut écrire
v/-(^)'-œ)'=\MiHS)'--
a étant une fonction qui s^annule avec Ax, De là résulte
Mais, d'après un principe démontré (n^ 16), on a
limy^ (oL^x) •=. o, donc
Supposons maintenant que x soit la variable indépen-
dante; alors g, J et y/.+ ^|y+ (£)'' pouvant
être regardés comme des fonctions de x^ considérons, dans un système de coordonnées rectangulaires, la courbe e/*, qui a pour équation
^v/-fê)
dz\'^ dx
Soient Og' = a, O/i = è -, on aura, en supposant que x
VIMGT-TROISIÈME LEÇOW .
varie depuis «jusqu'à è,
an
Fig. 55.
Or y] (YA.r) a pour limite Taire
c/g^A : donc la limite de P et l'aire efgh sont exprimées par le même nombre. C'est ce nombre qui représente la longueur de l'arc CD.
275. Soit maintenant arc CM = 5. Si Oq = x^ on aura numériquement
arc CM = aire emqg; par conséquent
dszzz d (aireemgg) = dx i / ï + ( ;7- )
dz dx
ou
ds = \ldx^ -f- df^ -\- dz^.
ÉQUATION DU PLAN TAJNGEINT
277. Soit M (a:, j^, z) un point quelconque d'une surface représentée par l'équation
on peut, par ce points imaginer une infinité de courbes tracées sur la surface. Toutes les tangentes à ces courbes
menées par le point M sont contenues dans un même plan, que nous appellerons le plan tangent de la surface au point M.
En effet, soit
Téqualion d'une nouvelle surface passant par le point M.
L'intersection des surfaces (i) et ('^) est une courbe CMD, dont la tangente MT au point M est, d'après ce que nous avons vu dans la Leçon précédente, représentée par le système des deux équations
df dx
dy
dz
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Or l'éqiialîon (3), considérée isolément, représente un plan qui passe toujours par la tangente MT, quelle que soit cette tangente, puisque l'équation de ce plan ne dépend nullement delà fonction (f. Donc toutes les tangentes menées à la surface (i), par le point M, sont contenues dans le plan (3), qui est le plan tangent à la surface au point M,
ÉQUÀTlOriS DE LA KOUMALE.
278. La normale à la surface au point M est la perpendiculaire menée par ce point au plan tangent. Celte droite, passant par le point M (x^y^ z), aura deux équations de la forme
Pour déterminer a et i, remarquons que celte droite est perpendiculaire au plan tangent dont l'équation est
ce qui exige que Ton ait
dx ' dz dy' dz
De là il suit que les équations de la normale sont
équations que Ton peut mettre sous la forme
df "" df "~ df dx dy dz
Sturm. -
"An,, î.
279. On peut donner à Téquation du plan tangent et à celles de la normale une autre forme. En regardant z comme une fonction de x et de y^ appelons p eiq les dérivées partielles de z par rapport k x elky^ c'est-à-dire
posons
dz, dz
dx
dy
En différen liant Téqualion
successivement par rapport à x, puis par rapport àj^, on aura
-r- dx -^ =- rfZ = O , -T- «y H dz r= O;
dx dz dy dz
d'où l'on lire
'If .df q : — .
^ dy dz
Alors Téquation du plan tangent (a) pourra se mettre sous la forme
ou encore
(rf)
et les équations (i), qui représeutent la normale, deviendront par la substitution
X — a^-h/?(Z— zj 1= o, Y — j-4-7{Z — 3)=o.
280. Si Ton nomme «, ^, y les angles que la normale fait avec les axes, on aura
eosa= —
9 COSpr=— -
9 cosy =
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DEGRÉ DE l'équation DU PLAN TANGENT, PAR RAPPORT AUX COORDONNÉES DU POINT DE CONTACT.
281 . L'équation du plan tangent peut se mettre sous la forme
fV df df„ df df df
dx dy dz dx dy dz
Si l'équation de la surface est algébrique et du degré /n,
jf ///* ///*
les dérivées — , — ? —sont des fonctions algébriques du dv dy dz
degré m — i . Le premier membre sera donc une fonction du degré m — i des coordonnées du point de contact. Quant au second membre, il semble être du degré m par rapport à ces coordonnées ; mais on peut le réduire au degré m — i, en tenant compte de l'équation de la surface.
En effet, soit
u représentant la somme des termes du degré m^ wj celle des termes du degré m — i , i/j celle des termes du degré m — 2, et ainsi de suite : on a
df du dui du, dx dx dx dx
df du dux dui
dy dy dy dy
df du dUi dui
jf_ — ^ I 1 _^ ' ^ ^
dz dz dz dz
Si l'on multiplie ces équations respectivement par x^^y et z, et qu'on ajoute les résultats, on aura
df df ^f^l ^'" ^" ^^"\
dx dy dz \ dx dy dz j
(dux ^ dUx dux\
dx~^ dy dz )
I du-i du^ duy\
a^fi COURS d'analyse.
ou , d'après une propriété des fonctions homogènes (nM78),
' 4f df df
dx df dz
z= mu + ( w — i) tt, 4- ( w — î>. ) «2 4- . . .
Mais le point (.r, jr^ z) étant sur la surface, on a
donc l'équation précédente devient
df df df
X — — \- y - — h2-r = — "i — 2 Wj — 3 «3 — .... ax dy dz
Il en résulte que Téquation du plan tangent se réduit à
df df df
-T- X-i-- -f- Y-4- -f Z + w, -H2ttj-f-3«3-+- . .. = o, dx dy dz
équation qui est du (m — ij«*'««" degré par rapport aux coordonnées du point de contact.
PROBLEMES RELATIFS AU PLAN TANGEJNT
282. Mener par un point (a, b, c) un plan tangent à une surface. On aura, pour déterminer les coordonnées X, j^ z du point de contact, les deux équations
^if ^df df
^ dx dy dz
Comme on a trois inconnues, le problème est indéterminé, ce qu'il était facile de prévoir^ L'ensemble des équations (i) et (2J représente le lieu' des points de contact., Les droites qui joignent le point («, i, c) aux différents points de contact forment un cône circonscrit à la surface, dont on obtiendra l'équation en éliminant x^
VINGT-QUATRIÊMB LEÇON. ijj
jTj z entre les équations (i), (2) et les suivantes :
qui représentent Tune quelconque des génératrices.
Si la surface proposée est du deuxième degré, la courbe de contact sera plane, car Téquation (2), qui est satisfaite par les coordonnées des points de contact, est alors du premier degré, et représente un plan.
283. Mener un plan , tangent à une surface et. parai" lèle à une droite donnée. Soient
X=aZ, Y = bZ
les équations de la droite donnée : il faut qu'un plan mené par l'origine et parallèle au plan tangent, plan dont Téquation est
:^X-h^Y-h^Z=o dx dy iiz * .
contienne la droite, ce qui entraine la relation
ax ay dz
Cette équation représente une surface qui passe par tous les points de contact, et avec l'équation (1) elle constitue la courbe de contact du cylindre circonscrit dont les génératrices sont parallèles à la droite donnée.
Si l'équation (i) est algébrique et du m'*"** degré, l'équation (4) sera du (m — i)*»»» degré. Donc la courbe de contact d'un cylindre circonscrit à une surfaceT du second degré est plane.
On aura l'équation du cylindre circonscrit en éliminant X, y, z entre les équations (i), (4) et les suivantes .
X — x=za[Z — z), Y — yz=zb[2i — z),
qui représentent une droite parallèle à la direction donnée et passant par un point de la courbe de contact»
uyS
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PLAN OSCULAÎEUR.
284. Soît CML une courbe quelconque dans l'espace. Soient M et M' deux points assez rapprocliés sur cette courbe. La tangente MT à la courbe au point M et le point M' déterminent un plan. On appelle /7/a7z osculaleur la limite du plan MTM', quand le point M' vient se confondre avec le point M.
On peut encore dire que le plan osculateur au point M
est le plan qui passe par le point M et par les deux points m et M' voisins du point M sur la courbe, quand ces deux derniers points viennent se confondre avec M. Cette définition s'accorde avec la première, puisque la ligne M/w tend à devenir tangente au point M lorsque les trois points se rapprochent.
285. Le plan osculateur de la courbe au point M, dont les coordonnées sont x^j^ z^ devant passer parce point, aura une équation de la forme
D'ailleurs les équations de la tangente sont
Comme cette droite doit être tout entière dans le plan osculateur, on doit avoir, quel que soit X ou (X . — x)^
A(X-.) + Bg(X
ax
OU bien
(3) kdx + 'Rdx -^Cdzz=zo.
Soient maintenant x ■+■ Ax, j H- Aj, z -j- Az les
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coordonnées du point M' : en substituant ces coordonnées dans l'équation (i) à la place de X, Y, Z, on aura
(4) AAx -h BAj -f- CA2 = o.
Or on peut considérer jr, j^, z comme des fonctions d'une certaine variable indépendante /, et si «, ê, y désignent des quantités qui s'évanouissent avec Af, on aura
Ax Z=: ixt -y -\ 4- a h
dt 1.2 \dt'
dy taO fd^Y *^ dt i.Q.\dl^ ]
dz Ar- l d^z \
^zz=^t -r- -^ ( -— - -4-7 )•
dt i.'2\dt'' ' /
Par suite l'équation (4) devient
, fdx Ar2 /d'x \1
^rdz M^ fdH xn
ou bien, à cause de Téquation (3), et en divisant les deux
membres par - Ai*,
A(-rT + al+B(— ^-f-6)+C(-^-f-7l— o.
iF^V^^x'dF-^'r- \d^'
A la limite, «, 6, y s'évanouissent, et alors, en multipliant les deux membres par dt*^ on a
(5) Ad^x-i-Bd'x-JrCdH=o,
équation qui, jointe à l'équation (3), servira à déterminer A B C C
les rapports -, -• Éliminant B entre ces deux équations,
o C01311S D ANALYSE
il vient
A idxd^y — dyd^x) 4- C [dzd^y — dyd^z) = o^
d'où Ton lire
A dyd'^z — dzd'^y
C dxd'^y — dyd'^x Ou aura de même
B dzd'^x — dxd^z C dxd^y — dyd^x
Uun des coefficients A, B, C étant arbitraire, je prendrai
C = dxd^y — dyd^x^
d'où
A = dyd'^z — dzd'^y, B = dzd^x — dxd^Zy et Ton aura enfin, pour équation du plan osculateur,
I(dyd^z — dzd^y) (X— .r) + [dzd^x—dxdH] (Y — j) + [dxd^y — dyd^x) [Z — z) =z o.
Voici un moyen mnémonique pour retrouver cette équation; on écrit les fractions
dx dy dz dx
et Ton retranche cbacune de ces fractions de la précédente : les numérateurs de ces différences sont respectivement les coefficients de Z — 2, X — x, Y — j,
AliGLES DU PLAN OSCULATEUR AVEC LES PLAP^S COOUDONNËS.
286. Soient X, ^ et v les angles que fait avec les axes Oj:, Oj", Oz, une perpendiculaire MP au plan osculateur, angles respectivement égaux à ceux que ce dernier plan forme avec les plans j^z, xz et xj. On a
(a) c<^sA = -5 cosfA= -9 cosv = --,
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en posant cî'csi-à-dîre
^"* ' \ 4- [dxd^y — dyd'xy.
287. La valeur de D' peut être mise sous d'autres formes : posons, pour abréger,
dx =pa, dy zzzby dz = Cy
d^x= «', dy = b\ dH = c' , on aura
D2= [bc'-^cb'Y-frica'—at^Y-^ {ab' ^ ba'Y, ou
D^= (fl^4- b^-hc^) (fl'«-t- b'^ -f- c'^) — (aa' -h ^>6' + ce')».
Or, en appelant ds la différentielle de l'arc qui aboutit au point M, on a
ds^z= dx* -^ dy^-^- dz^=z rt» -f- ^>-4-c»,
ce qui donne, en différenliant par rapport à la variable indépendante t^ et divisant par 2,
dsd^s = dxd^x -h dyd^y -h dzd'^z = aa'-f- ^6' -f- rr'; il vient donc
ou enfin
On peut encore écrire
L) n^ \i\i.sd'^x--dxd'sY-\" [dsdy—dyd^s)\-f- [dsd'^z — dzd'^sY. ce qu'on vérifie en développant, ou bien
W B = "-Vl^
ds
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Dans toutes ces expressions la variable indépendante est
quelconque.
irORMALE PRINCIPALE.
288. On appelle normale principale celle qui est située dans le plan osculateur.
Cette droite doit être perpendiculaire à la tangente MT et à la normale MP. Or de l'identité
m-{thm=-
on déduit
. , f/x , dx dy ,dy dz . dz
^ ' d.f ds ds as ds ds
D'autre part, l'équation peut s'écrire ainsi ;
. » dx dr ^ , dz
(2 Ad--'^Bd-^'hCd--=o. .
^ ' ds ds ds
Les équations (i) et (a) montrent que la droite qui fait avec les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels à
dx dy dz
ds ds ds
est perpendiculaire à la tangente MT et à la normale MP; c'est donc la droite cherchée.
Il résulte de là que les équations de la normale principale sopt (3) X-x^Y-r^Z-,^
,dx dy ^dz
ds ds ds
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EXERCICES
i . Ufje courbe tracée sur la surface d'un cône droit a pour pro^ jection orthogonale y sur un plan perpendiculaire à Vaxe du cône y
une spirale logarithmique y /• = e"*^, dont ce sommet est le pôle. On demande les équations de la tangente à cette courbe et Véquation de son plan normal en un point donné. Prouver que cette courbe coupe toutes les arêtes du cône sous un angle constant.
Solution. — L'angle du cône étant a, la tangente à la courbe fait avec les axes des angles dont les cosinus sont
/wcos9 — sinô /wsinG + cosô /wcota
Sin-'a
La tangente fait avec Tarête du cône un angle dont la cotangente est
L'équation du plan normal est
sina
(X — x) [mx — y) -f-(Y— ^) (/w/4-^) H- (Z — z)mz - o.
2. Une courbe est donnée par deux relations entre la distance r d^un quelconque de ses points M à un point fixe 0, V angle 0 que le rayon vecteur OM fait avec une droite fixe Ox, et l'angle y que le plan VLOx fait avec un plan fixe xOy : trouver la différentielle de son arc en fonction des quantités r, Q et <f et de leurs différentielles.
Solution.
ds = ^dr'-i- r'db'-i- r'sm'^hflf.
Trouver r équation du lieu des normales à la surface
aY=x^b'-z') menées par tous les points de la droite
z= A', ajr=:x yjb^ — A% qr:i est tout entière sur la surface.
Solution. — Le paraboloïde hyperbolique
c/f [ax 'hX\/b'—/i') (x yjb^ - k" — ay) ^. Ui'^ ^ - X-^)» y/^^^T» (z -_ k) = o-
COURBURE DES LIGNES DANS L*ESPÀCE. - HÉUCE.
Courbure des lignes dans Fespace, — Cercle osculateur. — Rayon de torsion ou de seconde courbure. — Équation de Thélice. — Tangente. — Rayon et centre de courbure. — Lieu des centres de courbure. -^ Plan osculateur et angle de torsion.
COURBURE DES LIGNES DAIiS L ESPACE.
289. On nomme angle de contingence, dans une Fig. 58. courbe gauche, comme dans
une courbe plane, T angle (ù que font entre elles les deux tangentes menées aux extrémîtés d'un arc MM'= A5, qui devientinfinîmentpetit; et courbure au point M, la
limite vers laquelle tend le rapport —1 quand As diminue indéfiniment. Cette limite est représentée par—-
L'inverse de la courbure, ou — » est dit le rayon de cour^
bure au point M. Nous le désignerons par p.
290. Pour évaluer w, menons par le point O les droites ON et ON' égales à l'unité de longueur et respectivement parallèles aux tauffcntes MT et M'T'. Soient
dx , (ly
a=^-j-^ ^ = -7-' ils as
àz dx
les cosinus des angles que MT ou ON fait avec les axes, ou, ce qui revient au même, les coordonnées du point N;
soient a', &', c' les coordonnées du point N'. L'angle KON' sera égal à co, et Ton aura
NN'= 2 ON sin i- « = J{a' — aV-^ (1)'— bY-h [c' ^ c)\
ou, puisque ON = i,
2 sin - w r=: v/AtfM-AÏM^TÂc*.
En passant à la limite et remplaçant le sinus de l'angle - (ù par cet angle lui-même, on aura
d'où
Cl) I /ila"^
[2 db' dc^ on aura donc, en remplaçant a, i, c par leurs valeurs.
^('j);(-|)'-(-jj.
quelle que soit la variable indépendante.
La normale principale MN fait avec les axes des
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anfi;les /, m,'/! dont les cosinus sont proportionnels à
. dx , dy . dz
ds ds ds
ds ds ds
on en conc
lut
dx ,dr dz
as ds as
cos / = û — -- 5 ces m =z 0 — — - 9 cos/i = o —-— •
* ds ' ds ' ds
Or les équations de la normale MN sont
X — jr = Rcos/, Y — j = Rcos/7/, Z — z=:Rcos/ï,
R étant la distance du point M à un point quelconque (X, Y, Z) de cette normale. On pourra donc, en remplaçant cos/, cos m, cos /i par les valeurs que nous venons de trouver, mettre ces équations sous la forme suivante :
/ X ,. ds „ „ ds ' ^ ds
(a X — a:zr=Rû-— , Y— j-i==Rp--— , Z — z=3Rp---.
^ ds ^ ds ^ ds
CERCLE OSCULATEUR.
293. Si, par le milieu de la corde MM', on mène un Fig- Sq- p'^^ perpendiculaire à ceue
corde et qui coupe la normale principale MN au point G, ce point sera le centre d'un cercle passant par les deux points M et M'. Si le point M' se rapproche V du point M, le plan NMM' ten-
dra à se confondre avec le plan osculateur TMN, et le cercle deviendra à la limite ce qu'on nomme le cercle osculateur à la courbe au point M.
Le rayon du cercle osculateur au point M est égal au rayon de courbure en ce point.
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En effet, Téquation du plan perpendiculaire mené à la corde MM' par son milieu est
-h A/ |z~3— -Azj =0,
(X — a:jAa:-f-(Y— j)Aj+{Z~z)A3=z-(Aa7--|-A7'H- Az^).
Si Ton élimine X — x*, Y — /, Z — z entre celte équation et celles de la normale (a), on aura
' dx dy^ (h \
« I ^^ ds ds \ i , ^ . .
Rp \ — -— Aj:H ;— Ar H ;— Az / = - (Ax» -|- A r* -h AzM;
^ ds ds ds / 2
• mais si l'on regarde x, j^ et z comme des fonctions de s,
on a
/ dx
dx A^' I ds
Ajrrrr Af — 1 \ ha / 9
ds 1 \ ds
dy às^ I ds
àX=^s^ H \ ~- hê I-
ds 2 \ ds
. dz tks"^ I ds
oLy S, y étant des quantités qui s'évanouissent avec A5.
Substituant ces valeurs dans Téquation précédente, et supprimant les termes qui contiennent As en facteur, termes dont la somme est nulle, on aura
\(d^^\ (dp: (d'ts, d'^ 1 ,^ ,^'
^ ( ds \ { ds 1 ( ds 1 ds 1 A.r^-hAr^-4-A3*
"p L\^/ A-df) A~J ^" nr^-] = — Â7 —
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el en passant à la limite,
FX 4; XlimR = i
ou
limR =p.
Ainsi le rayon du cercle osculafeur ait point M est égal au rayon de courbure en ce point. C'est pourquoi le point K, limite du point G, sera dit indifféremment le centre de courbure ou le centre du cercle osculateur,
294. On prouve d'une manière semblable que Tintersection de la normale principale MN avec le plan normal à la courbe passant par le point M'est encore, à la limite, le point K ou le centre de courbure.
En effet, Téquation de ce plan normal est
fdz dz\ ,„
En remplaçant X — j:, Y — y^ Z — -z: par leurs valeurs tirées des équations (a) de la normale principale,
,ri.v ^dy dz
/ % •«. ■«> ^^^ ,, -. ds ds
on aura
dt.. .. d±
ds ds J ds \ds ds J
ds /dz dz" — (— -l-A— ds \ds ds,
dx dy dz dx dy dz
= Aj:-7- -l-Ar-; — h As-— -|-Ajr A—- H- ArA-f- + AzA-p* ds ds ds ds ds ds
Cette équation se simplifie beaucoup au moyen des
remarques suivantes. D'abord on a .
clx dx dy dy ^^ t '^^
ds du ds ds ds ds
et il rcsie, en divisant par A^,
clx dx fiy dy ,dz dz\
cl— A— rf-f ^-f- d— t, _ , ds ds ds ds ds ds
Rp \ 1 1
^ ^ ds Ai ds As ds A.v
^x dx Ay dy Az dz Ax dx ^y dy Iz dz
=:= l__±_jL_i 1 A h — A-^-l A — •
S s ds Aj ds hsds As > ds As ds As ds
Si l'on observe que
df
la limite du premier membre sera - limR, D'ailleurs la limite du second membre est .
dxX'^ (dry [dzY
/ nz
\ds
On aura donc
- lim R =: I ou lim R = o,
ce qu'il fallait prouver.
295. D'après cela, on peut regarder le centre de courbure au point M comme étant l'intersection du plan osculateur en M avec deux plans normaux, l'un mené par le point M et l'autre par un point infiniment voisin.
Pour obtenir les coordonnées ^, vî et Ç du centre de courbure K, il faudra, dans les équations de la normale
ANGLE DE TOÎISION. BAYON DE SECONDE COURBURE
296. Soient a^b^c les cQsinus des angles que fait avec les axes la perpendiculaire au plan osculateur en M. Si Ton appelle 4> Tangle de ce plan et du plan osculateur voisin, on aura, comme au n° 290,
2 sin - 4> = i/Afl'-f- Aô' H- Ac\
Si l'on passe à la limite, et qu'on appelle cp ce que devicaU 4>, c'est-à-dire l'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins, on a
f = ijd(û -H db"^ -h dc^
ou
ç= ^/(<f cosX)'H- (c^cosfx)^4- (rfcosv)
X, /ji et V étant les angles que fait avec les axes Ox, Oy cxOz la perpendiculaire au plan osculateur de la courbe relatif au point M. On a d'ailleurs
dyd^z — dzd^Y cos \ = — ' — î
dzd^x — dxd* z
COSfA
cosv =
dxd^X — dyd^x
L'angle inGniment petit 9, formé par deux plans
osculateurs successifs, se nomme angle de torsion, et l'on appelle 5eco/î^e courbure ou torsion le rapport de cp à ds. Si Ton prend ds constant, celte courbure sera proportionnelle à l'angle ç.
Par analogie avec ce que Ton a fait pour la première
courbure, on représente le rapport -j- par -9 de sorte que
ds
ds
r.= — » et Ton appelle r le rayon de la deuxième courbure ou rayon de torsion.
DÉFINITION ET ÉQUATIONS DE LHÉLICE
Fig. 60.
298. Lorsqu'on enroulele plan d'un angle cab =z a sur un cylindre droit OABL, à base circulaire, de manière que le côté ab vienne s'appliquer exactement sur la circonférence AB, la courbe suivant laquelles'enroule le côté ac se nomme
une hélice.
299. Prenons pour axe des x la droite OA qui passe parle point A, origine de l'hélice; pour axe des^ une perpendicukire à Ox menée dans le plan de la base par le centre, et enfin pour axe des z Taxe du cylindre.
Soient x = Oq, y = Pc, z = MP les coordonnées du point M. Nommons m la tangente de l'angle a, u l'angle AOP, et R le rayon du cylindre; nous aurons
a: = K ces m , ^ = R sîn w , z=z mKu^
car
z = mp =pa tanga = arc AP X tanga = mKu.
L'élimination de u entre les équations [a) donnera
les équations de l'hélice,
x==Rcos — —• r=:Rsiii — — ;
mais il vaut mieux conserver les trois équations (a) avec la variable auxiliaire //.
Les cosinus des angles que la tangente MT au
ds ds ds
point M[x^j'y z) forme avec les axes sont — » — -» ~
Mais
c/x = — l\ sin u du , r// r=r R cos tf du , ttz = /// R du ,
r/j =z R ^ I -f- ut^du'y
on a donc
dx — sin« dr r(>s« riz m
ds
^i-+-/ïï* ^ SJi-^-ni*^ ^^ y^i 4- /«*
La formule — = -= = sina montre que la tan-
génie ^YT fait a^^ec les génératrices un angle constant égal au complément de <x, et, par suite, que V angle quelle fait a\^ec le plan de la base du cylindre est aussi constant et égal à V angle a.
On a
dy cosi* I
dx sin u tau^ u "'
dy or -~- est le coefficient angulaire de la droite PT, et
tangM est celui de la ligne OP. Donc ces deux droites soûl perpendiculaires entre elles ^ donc la projection de la tangente à rhélice sur le plan xy est tangente au point P à la base du cylindre.
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RAYON ET CENTRE DE COURBIJRE
301 . Le rayon de courbure au point M est donné par la formule
Or, des expressions trouvées au numéro précédent on déduit
as cos«
ds ds
sinff
ds --—=:0.
ds
ds RII-4-//1')' Par conséquent
/cos'
a H- sin-
Ainsi le rayon de courbure a la même valeur pour tous les points de V hélice,
302. La normale principale à ThéHce au point M forme avec les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels
djc dY dz
k d -r-^ d-^-t d-rt ou bien à cosw, sin« et o. Donc cette ds ds ds
droite est parallèle à OP, et, par suite, le rayon de courbure est dirigé suivant le rayon du cylindre. La droite MN, perpendiculaire à Taxe, et la tangente MT détermineront le plan osculateur, et si l'on prend NK :^/n*R, K sera le centre de courbure de Thélice pour le point M. Comme d'ailleurs le rayon de courbure a une valeur constante, toujours plus grande que le rayon du cylindre, il en résulte que le lieu des centres de courbure de r hélice est une autre hélice du même pas, mais située en sens im^erse.
2p4 COURS d'analyse.
30IÎ. La droite MN, lorsque le point M se meut sur riiélice, décril. une surface conoïde appelée hélicoïde gauche. Le plan NMT est tangent à cette surface au point M, puisqu'il passe par la génératrice rectiligne MN et parla tangente MT à l'hélice placée sur cette surface. Pour avoir l'équation de cette surface, il suffit d'éliminer u entre les équations ^
qui représentent la droite MN. On obtient ainsi
j :^ X tang
/wR
On a
clx::= — Vismudu^ ûf^ =r R cosuclu , dz = mRdUj
d^x =: — R cosudu^^ d^y = — R sin «^///^, d^z = o.
On aura par suite
dxd^'x — dfd^x — R'^/t%
dz d'^x — dxd'^z rzr — //iR* cos udu^^
dyd^ z — dzd'^y = wR^ sin udu^.
Alors Téquation du plan osculateur sera, en divisant par le facteur conamun R'^a',
/7i sin M (X — x) — m cos u(Y — y) -hZ — z=o.
Si l'on appelle cp l'angle de torsion, on sait que
(p = ^{dcos'k)^-h (d cos il)^ -h [dcosvy,
X^ fiy V étant les angles que fait avec les axes la perpendiculaire élevée par le point M au plan osculateur. Or on a
I m cosn wsinii
COSV=-=^=> COSfA= . "» cosk=z . _r->
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d'où résulte
msmuclu _ mcosudn
^COSv = 0, r/cOSar= > rfCOSA :— — = :t— -•
Donc
mz=Z i / ! : du = ■ ■
^ y I -1- w^ I -4- /w^ V' i H- nr
o m du _ / — ; ^, 'W ï
ds ^i+m^ ^ . , + „,^ R
Par conséquent la seconde courbure , aussi bien que la première, est constante.
EXERaCE.
Rayon de courbure et plan osculaieur de la courbe
Solution. — Rayon de courbure :
(Sa-^'^xf
plan ose dateur :
396 couns d'analyse.
POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES
Points d^nflexion. — Points multiples. — Points de rebroussemen* Points isolés. ~ Points d^arrêt. —Points anguleux.
DÉFINITION DES POINTS SINGtLIERS DES COURBES PLANES.
— r- POINTS d'inflexion.
306. On appelle points singuliers d'une courbe des points qui offrent quelque particularité remarquable, indépendante de la position de la courbe par rapport aux axes des coordonnées. Dans ce qui suit il ne sera question que des courbes planes.
Ayant déjà parlé des points d'inflexion (n^'SOG), nous allons seulement en donner quelques exemples.
Soi t d* abord la sinusoïde
y = sin X.
Pour x= o, et cji général pour x = ± mn^ m étant un nombre entier, on 2ij = o \ par conséquent, la courbe rencontre l'axe des x en une infinité de points, que Ton obtiendra en portant sur cet axe, à partir de l'origine et dans les deux sens, des longueurs égales à la demi-circonférence rectifiée. La courbe se compose d'une infinité de parties identiques, mais situées alternaiivemeiit audessus et au-dessous de Taxe des x. Les ordonnées maximum et minimum, égales à l'unité en valeur absolue,
correspondent aux abscisses-» — -^ -II,....
De l'équation de la courbe on lire
Fîg. 6i.
dy
.^ =cosj:,
z=. — sm^,
La seconde dérivée s'annule et change de signe pour x = ± m7r. Par conséquent, les points P, O, N,..., où la courbe rencontre l'axe des x^ sont des points d'inflexion, et comme, pour a: = dz7n7r, la première dérivée est égale à dti, en ces points la tangente à la courbe est toujours inclinée de 45° ou de i35*^ sur l'axe des X.
Soit encore la courbe
^r= tahgjr;.
Pour.T = 0(a, en général, pour a: = =n m t:, onaj' = o.
La courbe rencontre donc l'axe des X à l'origine et en une infinité d'autres points
équidislants. Ponra: = -jOn a r = 00 , et si Ton fait x un peu moindre que -> tangx sera très-grande et positive. Si l'abscisse est un peu plus grande que-, tang-x sera très-grande, mais négative. La courbe aura donc pour asymptote la droite dont l'équation çg^ ^ —. !!. On voit d'ailleurs que la courbe s'étend à l'in-
fini des deux côtés de l'axe des y, et se compose d'un
nombre illimité de branches identiques.
Par la différentiation, il vient
^Y I ^'r 2 cos.r sîn .r i%\nx
di ^ côî»x' "^ "" <^os*a? "^ cos^o:
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et si Ton pose -— ■ = o,'on trouve que tous les points ou
la courbe rencontre l'axe des x sont des points d'inflexion.
POINTS MULTIPLES
309. On appelle point multiple un point qui est traversé pa* plusieurs branches d'une même courbe. Le caractère auquel on reconnaît un pareil point est que la courbe y admet plusieurs tangentes. Nous omettrons le cas où ces tangentes se réunissent en une seule.
Voici un exemple assez général, où y est une fonction explicite Aqx, Soit
jrz=z<sf[x)±L[x — a) [x — b'I^,
- étant une fraction irréductible, dont le dénominateur
<] est pair : le terme (x — a) (x — h^^ a deux valeurs réelles et de signes contraires, pour chacune des valeurs convenables de x, ce que nous indiquons en faisant précéder ce terme du signe dz.
On tire de cette équation
dx q
Pour a: = a, on a
Si l'on suppose a plus grand que i, il y aura deux tangentes distinctes : d'ailleurs, à des valeurs de x peu différentes de a, correspondent deux valeurs reelles et distinctes dej^, qui se réduisent à une seule quand x = û: donc le point qui a pour coordonnées x = a, y = y (fl) est un point double.
Maïs si a est moindre que è, y- sera imaginaire, et il
n'y aura pas de langente en ce point. En effet, pour des valeurs de x très-peu différentes de a, x — b étant négatif, les ordonnées correspondantes seront imaginaires 5 par suite, il n'existera pas de point de la courbe dans le voisinage du point considéré. Nous reviendrons plus lard sur ce genre de points singuliers (n° 315).
Quand Féquation de la courbe
(i) f{x,x)=io
n'est pas résolue par rapport à j^, on en tire par la différen lia lion
dx dy dx
dy En un point multiple de la courbe, -j- doit avoir plu-
sieurs valeurs réelles et distinctes ; mais l' équation (2)
dy étant du premier degré par rapport à ~-> cela ne peut
arriver qu'autant qu'on aurait à ia fois
donc, pour avoir les points multiples, il faudra commencer par chercher les points dont les coordonnées vérifient les équations (i) et (3).
Comme l'équation (2) se réduit alors à o = o, elle ne
d'y peut servir à déterminer la valeur de -f— Il faudra recou-
'' dx
rir à l'équation différentielle
dx* dx
fxdjr dx dy^ \^^ / 4/ ^^
3oo
OU, puisque -7- = o,
dx
' dxdjr dx djr^ \dx)
supposons que les trois coeihcients — --> -; — 7- ei -p;
^^ ^ dx^ dxdy dy^
ne soient pas tous nuls, et que l'ëquatîon (4) donne deux
valeurs réelles et distinctes de -^ : il en résulte qu'il y a
deux lan{2;enles au point considéré, et par suite que deux branches delà courbe s'y traversent mutuellement: c'est donc un point double.
Mais si trois branches de la courbe se rencontraient en ce point, il devrait y avoir trois tangentes, et comme l'équation (4), qui n'est que du second degré par rapport
à --^» ne peut donner trois valeurs de celte quantité, on
devrait avoir en même temps
ax
dxdy
dy'
dy ,
Les valeurs de — - s'obtiendraient ensuite en différentiant
dx
l'équation (4). On voit comment il faudrait opérer, si un plus grand nombre (Je branches se rencontraient au point (a:*, j).
3H. Comme exemple, soit la courbe représentée par l'équation
j^^=:x^(i — J72), on bien y :=:dt.xs] \ — x^.
Cotte courbe est symétrique par rapport à Taxe des x n ;i l'axe des j". Elle coupe l'axe des x à l'origine et aux doux points qui ont pour abscisses a: = i et a: = — i.
En différentiant l'éqnaiion de la courbe, on trouve
-=±sli-x^^
VI — x^
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Pour jc = o, les deux valeurs de j se réduisent à une
seule, qui est o. D'ailleurs, pour ce point, on a
dx
Ainsi, l'origine est un point double. En ce point, les tangentes
TT' et SS' divisent en deux parties égales les angles des
axes.
On trouve, pour la dérivée seconde,
d^Y pour j: = o, on a -7-^ = o : ainsi, Torigine est à la fois
un point double et un point d*inflexion.
POlIiTS DE REBROUSSEMEJST.
312. On appelle point de rebroussement un point où deux branches de courbe viennent s'arrêter, et où elles ont une tangente commune. II faut, dans ce cas, que deux valeurs de j, réelles quand x est supérieure ou inférieure à Tabscisse du point, soient imaginaires quand x est inférieure ou supérieure à cette abscisse, et, en outre, que
dx
Le rebroussement est dit de première ou de seconde espèce, suivant que les deux branches sont de deux côtés différents {Jig* 65) ou du même côté de la tangente qui leur est commune {^g* 64). D'après ce que nous avons vu sur la convexité des courbes planes (n° 205), l'espèce
deux valeurs de -i- deviennent égales.
du rebroussement se reconnaîtra par le signe de -r — sur les deux branches, près du point en question.
3o2 COURS d'analyse.
Soit la courbe
cj>(jî) et t|/ (j:) dtant deux fonctions réelles et finies, pour
des valeurs de .r voisines de a^ supposons la fraction ^
positive, irréductible et ayant un dénominateur pair. Alors, pour chaque valeur de x supérieure à û, le terme
p (x — ay^f^x) a deux valeurs réelles égales et de signes contraires, ce que nous indiquons par le double signe zh.
Les deux valeurs dey^ réelles et inégales pour x plus grande que a, deviennent égales pour x = a^ et imaginaires pour j: plus petite que a. Donc les deux branches de la courbe viennent se réunir et s'arrêter au point qui a pour coordonnées a: = a, j" = cp (a).
Reste à voir maintenant si en ce point les deux branches ont la même tangente. Or l'équation de la courbe donne
Si - est plus grand que i, à la valeur x = a correspondra pour îy- la valeur unique cj>'(a). Donc les deux
branches ayant même tangente au point considéré, ce dernier est un point de rebroussement.
Pour savoir si le point de rebroussement est de pre-
mière ou de seconde espèce, on calcule ^-^9 ce qui donne
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Nous ferons ici deux hypothèses : i** sî Ton a
on aura, pour x = a,
Ainsi, en admeitant que c[>"(rt)
ne soil pas nulle, -~ a le même
signe sur les deux branches, et, par conséquent, la courbe offre un rebroussement de seconde espèce (^g* 64)» a^ Si, au coBtraire, on a
pour une valeur de x très-peu supérieure à a, le terme
Hf -■>('-'.)'"'
sera très-grand en valeur absolue, et il n'en serait pas de même des autres termes de -~- qui tous, excepté le premier, 9"(jt:), convergent vers zéro, lorsque x tend vers a,
d^Y Ainsi, le terme (i) donne son signe à .;v-f ' ^^ comme ce
terme a le double signe, il s'ensuit qu'au point [.r = fl, j- = cf (a)], les deux branches sont situées de part et d'autre de la tangente commune. Dans ce cas, le rebroussement est de première espèce [fig» 65)*
Soif comme exemple la courbe
Fig. 66.
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A une valeur positive de x correspondent toujours deux valeurs réelles dey^ qui deviennent égales pour x = o, La
courbe n'a aucun point du côié des abscisses négatives. Du côté des abscisses positives, elle a deux branches qui s'en vont à l'infini, l'une du côté des ordonnées positives, l'autre du côté des ordonnées négatives : celle-ci, après avoir coupé Taxe des x au point dont l'abscisse égale i.
Le rapport - a pour limite zéro quand x = o, et, lorsque X a une très-petite valeur positive, les deux valeurs correspondantes dey sont aussi positives. Donc les deux branches ont la même tangente au point O, et sont situées, ))rès de ce point, du même côté de cette tangente. Donc l'origine est un point de rebroussement de la seconde espèce.
On parvient encore à ce résultat au moyen des valeurs
de -— et de :
dx
dx'-
Pour j: = o, on a
dy dx
-— =o et
le point O est donc un point de rebroussement delà seconde espèce.
POINTS ISOLÉS
315. On appelle point isolé ou conjugué un point dont les coordonnées satisfont à l'équation d'une courbe, sans qu'aucune branche de cette courbe passe par ce point.
Si X croît de i à
Fig. 67.
Soit Téquation f
Xz=z±i[a:-'a)^x— bj
et supposons d'abord a plus grand que b. Pour x = bj on ai y = o, ce qui donne un point B situé sur l'axe des abscisses.
00 , j' croît de o à rh 00 , et Ton a une branche telle que MBL.
Si l'on fait x plus grande que è, l'ordonnée est imaginaire, excepté pour x=a^ car, pour cette valeur de x, on a j^= o.
Ainsi, lepoînt A(jr=:=a,j^=o) est un point isolé.
Si a est plus grand que è, la courbe n'a plus de point isolé, parce que les deux va- Fig. 68. leurs de^ sont réelles quand x
est comprise entre b et a. Pour X .= a^ les valeurs de jr se réduisent toutes deux à o. De
x = aax=oo,j^ croit jusqu a l'infini.
Dans ce cas, le point A est traversé par les deux branches BCK, BDL : c'est donc un point double.
POINTS d'arrêt.
316. On appelle point d^ arrêt un point où une brandie unique d'une courbe vient brusquement s'arrêter. Prenons la courbe représentée par Téquation
Pour o: = o, on a j^ = 00 5 si l'on fait croître o: jus-
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qu'à + 00 , j^ décroît depuîs -j- oo jusqu'à 4- i, ce qui
donne une branche asymptotique à l'axe des y^ et à la
Fig. 6g, droite dont l'équation estj^ = i.
Si maintenant on considère des valeurs négatives de x, la valeur dej^ sera —> et pour j: = o
on aura j^ = o ; la courbe passera donc par l'origine. L'ordonnée augmentera ensuite avec la valeur absolue de x jusqu'à la valeur j^ = i. Il y aura ainsi une seconde branche (*) de courbe, asymptotique à la droite qui a pour équation j^=: H- 1, et s'arrêtant brusquement à l'origine en venant des x négatives. L'origine sera donc un point d'arrêt.
Soit encore la courbe j= • On ne peut pas
donner à x des valeurs négatives, car logo: serait imaginaire. Si l'on donne à x des valeurs positives et trèspetites, l'ordonnée sera très-petite et négative, croîtra en
valeur absolue avec x jusqu'à x = I , et deviendra égale à — 00 pour X = I . On aura donc une branche de courbe partant de l'origine, et qui aura pour asymptote du côté des j^ négatives la droite x = i . Si a: croît à partir de i jusqu'à oo , y devient positive, eLcelte ordonnée, d'abord très-grande, décroît indéfiniment jusqu'à zéro, ce qui donne la branche LM. Dans cet exemple l'origine est un point d'arrêt.
Fig.
Sb
(*) C'est par erreur que celte branche a été représentée tangente à Taxe des jr, tandis qu'elle devrait être langeoie à Taxe des j'.
pour X = — 2 = o, on a
lim-^
Donc la branche OH, située du côté des abscisses négatives, a pour tangente au point O la bissectrice OT de l'angle des axes. Un pareil point O, où viennent se terminer deux branches de courbe qui ont chacune en ce point une tangente distincte, est dit un point anguleux ou point saillant.
319. La recherche des points singuliers exige que Ton examine avec soin la forme de la courbe dans les environs
du point pour lequel l'expression analytique de ~ présente une des particularités signalées dans cette Leçon ^
A y car il peut se faire que ■—- soit constamment imaginaire
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près de ce point, et que ~- soit réel en ce point. Mais
cette discussion, dans le cas où^ est une fonction implicite de x^ nous entrain erail trop loin.
EXERCICES
1. Déterminer les points (Vinflvxion d^une conchoïde (courbe qu'on obtient en prolongeant d'une longueur constante les droites menées d'un point fixe à une droite fixe),
SoLUTiox. — On prend pour axe des y la droite fixe et pour axe des X la perpendiculaire menée par le point fixe. Si a est la distance du point fixe à la droite et b la quantité dont on prolonge les rayons vecteurs menés à la droite, les abscisses des points, d'inflexion seront données par Téquation
J7^ + 3 ax^ — 2 ab* = o.
DÉFINITIONS ET NOTATIONS
320. Etant donnée une fonction d'une seule variable, on peut toujours la considérer comme la dérivée d'une autre fonction inconnue, et chercher cette autre fonction, qui aura pour différentielle la fonction donnée, multipliée par la différentielle de la variable indépendante.
Soity(x) la fonction donnée; je dis qu'il existe toujours une autre fonction qui a pour dîfrérenlielley'(cr) dx» En effet, construisons la courbe CMD qui, rapportée à des axes rectangulaires, a pour équation
L'aire de cette courbe, comprise entre une ordonnée fixe Fig. 72. quelconque CA et l'ordonnée
MP qui correspond à Tabscisse variable x, est une fonction déterminée de X. Or, la différentielle de cette aire est ydx ou J{x) dx \ donc cette aire est une fonction qui aj'[x)dx pour différentielle, ouj'(x) pour dérivée.
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321. On appelle intégrale àef[x)dx et l'on représente par \f[x)dx une fonction dont la différentielle
est y (a:) dx. L'opération par laquelle on passe de la différentielle d'une fonction à cette fonction se nomme intégration.
L'intégration et la différentiation sont deux opérations inverses l'une de l'autre, de telle sorte que le signe d et
le signe 1 se détruisent mutuellement.
Ainsi Ton a, par la définition même,
d l f{x)dx=f{x)dxj \ dff{x)z=z(^[x),
322. L'intégrale d'une différentielle donnée/(a:)ir peut avoir une infinité de valeurs, car si (f[x) est une fonction iontf(x)dx soit la différentielle, en ajoutant à cette fonction une constante arbitraire, l'expression (f{x) -f- C aura la même différentielle. Mais il n'y en a pas d'autre, puisque deux fonctions ayant la même différentielle ne peuvent différer que par une constante.
Ainsi l'intégrale générale àe f[x)dx est
C étant une constante aj;bi traire. La figure rend bien compte de celte constante arbitraires car si, au lieu de prendre CA pour ordonnée fi^, on prenait C'A', on obtiendrait l'aire C'A'MP, qui stf«)asse CAMP de Taire constante C'A'AC.
INTÉGRATION d'uKE DIFFÉRENTIELLE ar|JLTIPLIÉE PAR UH
SIMPLES
324, La diffërentiation des fonctions simples a:"*, a', etc., conduit immédiatement à un certain nombie d'intégrales, que nous réunissons dans le tableau suivant :
x'^dx^z ~ hC,
j c*dx =
de*=::e'dx, j e'dx =:^ e' -h C,
da'z=za'\adx, j a' dx = h C,
dx dix = — 5
1 a'dx ^n ■— J ^«
dsmx :=^cosxdx, j cosor^a: rzr sinor -f- C,
dcosx=^ — sinxdx^ I sinxdx^= — cos^+C,
dx I dx
rftanga:= — — 9 / — ^ = tang^ + C,
dx 1 dx
d cet jp = . , » / . . = — cet J7 + C.
sm^j:
J sin'x
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Si X est moindre que -?
SJi-^ x'* J \'i — x^
dx (* dx _
aarccos.r=: y 1 — =i — arccosj: 4- C.
y I — x^ J sl^ — ^^
—===1 deux valeurf V^I — j:' •
qui semblent différentes *, mais, comme
arc cos jc -+- arc sm ^ = - j
on voit que les deux intégrales ne diffèrent que par une constante,
dx (* dx ^arctancj?= 9 f = arc tang j: -f- C.
^ i-^x' J I -+- JJ*
325. Dans toutes ces formules, x peut être la variable indépendante ou une fonction quelconque de la variable indépendante. Par exemple, si, dans la formule
X^dx=: hC,
on remplace x par y (or), on aura encore
326. La formule (1) devient illusoire quand on y fait n =z — I : elle donne alors
dx I ^
/dx — est égale à la transcendante l.r,
qui ne peut pas être représentée par une expression aigé-
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brique. Cependant un artifice de calcul permet de déduire de la formule (i) la valeur de / — •
En effet, si, dans celte formule, on retranche du second membre la quantité constante > ce qui ne
change pas sa différentielle, on aura ^
af'dx = 1- C.
Or, si l'on fait « = — i , la fraction — devient -;
pour avoir sa vraie valeur par la méthode connue, il faut prendre la dérivée des deux termes par rapport à /^, et faire w = — i dans le quotient de ces dérivées, c'est-à-dire
dans —9 ce qui donne ]x. On a donc
— = Ix -h C.
INTÉGRATION d'uWE SOMME,
327. Nous avons donné, dans le calcul différentiel, des règles pour différentier une somme, un produit de plusieurs fonctions, une fonction de fonctions; on en déduit des règles analogues pour le calcul intégral.
Ainsi, de la formule
ci(u -{- if — 2) = du -\- di> — dz^ on tîro, en intégrant les deux membres,
i d[u -^ V — ^ ) = j dn -\- ï dv — / r/z,
ou
= I f{x)dx-\- I ta[x)dx — I 'lif[x)dx.
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Donc r intégrale d'une somme de fonctions est la somme des intégrales des fonctions qui la composent* Par exemple,
Ax-^' Bj:»+' CxP-^'
/W-hl/l-f-I/?-hl
INTÉGRATION PAR PARTIES
328. Quand u et i^ sont deux fondions quelconques d'une même variable, on a
dup — udv -^ çdu; donc, en înlégranl, on a
ou bien
r=: I udi> -\- l vduy
j udv =z iiv — I pdu.
Cette formule, qui ramène la recherche d'une intégrale
\ udv k celle d'une autre intégrale / y^duy constitue une
méthode d'intégration fréquemment employée. On l'appelle intégration par parties^ quoiqu'il fût peut-être plus correct de la nommer intégration par facteurs^ puisqu'elle est fondée sur la décomposition de la difierentielle que Ton veut intégrer en deux facteurs.
Exemples.
cosxdx^
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On posera I a^cosxdx ■= j x^dsinx = a:^sin:r — a j x sinxdxj
j X sinxdx z= — 1 xdcosx =: — x cos.r -f- I cos xdz
= — .r coso: -f- sinx -hC.
On aura donc, en substituant celte valeur dans la première égalité,
* cosxdx = J?' sino: -{- nx cos j? — "2 sinor -f- C.
On a
I ar*e*dx= j x"de*=Jif'e* — m j x^-^e'dx.
Ainsi l'intégration de x"*e^dx se ramène a celle de ^m-i^xj^. Qjj ramènera de même cette dernière à celle de x'^'^e^dx^ et ainsi de suite; en sorte que, si m est un nombre entier positif, on sera définitivement conduit à
chercher | e'dx^ qui est e'-t- C, et une suite de substitutions donnera l'intégrale demandée.
En prenant /n = 2, on trouverait
j x^e'dx=:e'{x^— 9.x -h 1) -hC
I \xdxy
la: étant le logarithme népérien de x. On trouve I \xdx = x\x — \ X — z=i x[\x — i)-i-C.
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INTÉGRATION PAR SUBSTITUTION
329. Quelquefois une fonction difTérenlielle f[x)dXy qui n'était pas immédiatement intégrable, le devient par un changement de variable. On dit alors que Tîntégrale est obtenue par substitution.
Ainsi, soit x = rf[t)\ on a
djo=z^' [t) dt et Çf[x)dx= C/[^[i)W{t)dt. Exemples.
On posera
Donc
ax -h b=zt. d'où dxz=z —
iax-^- bYdx^^- I t'"dt=- h C,
^ a J a m-hi
ou
(ax -h- b)'" dx = - hC.
^ ^ fl m -f- 1
2° Plus généralement, si l'on avait à trouver
^f{ax -h b)dxy on poserait
dt ax -h b =tj d'où dx =z — %
et alors on serait ramené à
\Jf{t)dt.
5x^dx
On se fonde ici, pour le choix d'une nouvelle variable /, sur ce que le numérateur de la fonction différentielle est égal, à un facteur constant près, à la différentielle du
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dénominateur. Posons
3 X* -4- n = ^, d'où x^dx = — dri
il en résulte
on bien
/5:r^dx r 5 dt 5 , ^
J 3jr'-f-7 12 ^ '^
Posons
^a--hX^ = t^ d'où ûr' + A'r=:/% ,rdxz=tdt.
Par suite
5** La même méthode conduit à l'intégrale fréquemment employée
r dx
J X^-\r px 4- q
lorsque les deux facteurs du premier degré dans lesquels se décompose x^-^ px -+- q sont imaginaires, c'est-à-dire
quand on a g — ■— ^ o. On a identiquement
x^-^px^q={x-^^\ [^l-jj- Si Ton pose
X -\- ^ =ti/q —^j d'où dx = dii/q — j
l'intégrale cherchée devient
ï r dt I
-/=j, JTT?- -7—;. ^'•'='»"^' - ^'
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ou bien, en remplaçant / par sa valeur en fonclioii de x^
dx
.T^ -\- px -\- q
arc tang
Ce résultai peut se mettre sous une autre forme. Nom-
mons
a -4- 6 v^ — I et a — 6 \J — i les racines imaginaires
de Téqualion On a
x^-V- px -{- g =z o,
donc l'intégrale en question pourra s'écrire
dx
x^ -f- px -h q
= - arc tang — h
/dx sja — bx^
on a
f" dx __ I
/ y/« — bx^ sja
Soit maintenant
dr.
bx^
'•^* o 1, X /a , Ib ,
— z=zt^ d ou x-=it^-r'i dx =zK/ -dt\
par suite, on a
r dx _ I IyJ^^^Ç^Jl.
f s/'a—bx^ V'Ât/ VI— r* s/'bj s/i—t
— r^arcsin^-f-C, v/6
ou enfin
r dx I . / ■/!'
Soit proposé d'intégrer la fraction
¥{x)dx
F(x) eif[x) étant des fonctions algébriques entières de X.
Si le degré de F (jc) n'est pas moindre que celui de y(a:), on peut diviser F {x) parf^x) jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste (f (x) d'un degré inférieur à celui def(x) y appelons Q le quotient, on a
d'où
)(lx
et comme on sait obtenir I Q^j:, Ja question est rame-
née à
intégrer la fraction rationnelle ri \' ' ^^ y [x) est d'un degré inférieur à celui àe f[x).
TUT
Soit m le degré de Téqualioii
dont nous désignerons les m racines par a, S, c,..., A.
Supposons d'abord que ces m racines, réelles ou imaginaires, soient toutes inégales. Cherchons à déterminer, si cVst possible, m constantes A, B, C,..., K, de manière que Téquatîon
(0 rrr. = z — - -^ z — i +• • • -^
/{jc) X — a X — b X — k
soit vériGée identiquement. Il faut et il suffit que Ton ait, pour toute valeur de x,
f[x\ f[x\ Tous les quotients ^^-^—^1 , y • » sont entiers, et les
inconnues A, B, C,. . ., sont en nombre égal à m; on pourrait donc trouver leurs valeurs en égalant les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres; mais on emploie un moyen beaucoup plus simple, et qui a l'avantage de faire voir que ces valeurs ne sont ni infinies ni indéterminées.
Faisons a: = a dans l'équation (a) \ puisque les racines
X — h - — ^»'««9 deviendront nuls. D'ailleurs - — ^de-
a, h^ c^.,.^ k sont toutes inégales, les quotients
vient - pour x = a] mais sa vraie valeur, d'après la règle
connue, est^ (a). Donc
,{a)^A/'(a), d'où J^=P^y
Cette valeur de A n'est pas infinie, puisque a étant une racine simple de J'(x)^ f^ [a) n'est pas nulle; la valeur de A est, en outre, différente de o si l'on admet, ce qui
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est toujours permis, que la fraction ^r-— soit irréductible.
Ainsi, en donnant aux constantes les valeurs finies et déterminées
l'équation (2) est satisfaite pour x = a^ x = b^,,.. Elle aura donc lieu pour toute autre valeur de x. Car, si l'équation (2) n'était pas identique, comme elle est au plus du degré m — i par rapport à x, et qu'elle est vérifiée pour les rti valeurs de a, é, c, . . • , A*, elle aurait m racines, ce qui est impossible.
332. On peut encore parvenir de deux autres maîiièrcs à la valeur de — - — - pour a: = a. i«> On a (122)
et comva.Qf[x) est un polynôme algébrique, ce développement est limité ; or, puisquey(a) = o, il se réduit à
d'où
et, par conséquent, pour x = a,
li„ Zi^ =/'(«).
2? M étant le coefficient de la plus haute puissance de x dans/(jr), on a
Stuem. — An,f I. ai
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et, par suite, pour jc = a, il vient
lina ûfL = M (« — A) (û — r) . • •(« ~ il) =/'(«).
La transformation (i) étant ainsi opérée, on a
'Bdx
par conséquent
On se servira de cette formulé quand les racines a, 6, c, . . . , /l seront toutes réelles, et que les différences x — fl, X — £,.«•, X — k seront toutes positives; mais si x ^ — a, par exemple, était négative, il faudrait changer Al {x — a) en Al ( a — x) , ce qui est permis, car on a
^dx dx
diia — x)^= =
Al [x — a) serait imaginaire (n°152).
CAS PARTICULIER OES RACINES SIMPLES IMAGINAIRES
334. Si quelques-unes des racines de réquation/'(j:)=o étaient imaginaires, la transformation (i) serait encore possible, mais le terme correspondant à une racine imaginaire dans la formule (4) se présenterait sous une forme imaginaire. Il vaut mieux alors opérer de la manière suivante.
Considérons deux racines imaginaires conjuguées,
« .= a -h 6 >J— 1 , 6 = a — 6y^ — i; on aura
G et H étant deux fonctions réelles et rationnelles de «et
de 6. Elu changeant ^ — i en — y' — i, on aura
on a donc
x — a x — b jj_a — 6y/— I jc—a-f-Sy^— I
donc
rf A * B \ ___ /^2G(x— a)</x r 2ll^(/x
Or
Donc
=::G1[(:p — a)»-4-€»] — 2Harctang (^^^) + C.
De celle manière on anra opéré l'intégration de la fraclion rationnelle ^\./ , ? si toutes les racines de Téquation y (a:) = o sont inégales. •
Exemples
^ <p (^) (3 — ix)dx (3 — ix)dx
Posons
;pï — X — a j:-f-i or — 2 En substituant successivement -^ i et *+• a k x dans
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I\ \ = -9 on aA= — -ry B= — ^- Par conse-
/ (x) IX — 1 0 o
quent,
(3 — 7.x\iix 5 r/r I ilx
d'où
r(3 — ix)dx 5 -, , I ,,
y*(.rj «^ — jf' Posons
rt' — j:^ a; — a x -k- a on a
/ [oc) IX la 2a
d'où
'^ elx
= l(x — «IH \lx -ha)
J a* — X* 7. a la
OU
J a^ — x^ la \x — 'oj 7. a \ x — aj
/(jc) ix^ — 3 07 4-5
Comme Féqualion 2 x* — 3x -j- 5 =0 n'admelque des racines imaginaires ^ nous allons opérer Tintégration directe de cette fraction sansja décomposer en fractions plus amples.
La dérivée de 2 a* — Sx -4- 5 est \x — 3 : divisant 3xH-7par4j: — 3, on aura
2;ar>-^3a:-i-5 "" ix^ -^ 3j:-I-5 '
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d'où
2x' — 3a:H-5 4 c/ ^^* — 3x-i-5 4v ^x* — 3x4-5' ou
iX-t-O
Or on a
37 r dx _ 37 ^ dx
4 j 2x»— 3x-f-5"""8~ I. / _3y 37' Celle dernière inlégrale esl égale (n° 329, 5^) à
-^ arc lang -^^ — z=^-~ :
on a doue enfin
=r jl (ax»— 3x4-5) H i=arc tang^'^Zl 4- C.
4° Plus généralemenl , si l'expression à înlégrer esl
(Mx4-N)d:r , , -
> r — '—-^ on la mellra sous la tonne
M 2(x — aL)dr . , ^_ * dx
h (Ma 4- N\ •
Mais (nO 329),
J (jr — aj»4-6» ''■^ a; -t-o j,
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donc enfin
dx
-.l[(a:— a)»-+-6»]H arclang — H C-
CAS DES RACINES MULTIPLES
336. Dans le cas où le dénominateur de ' \., / admet des facteurs multiples, c^ est-à-dire si Ton a
f{x) = yi{x — ay [x — b)P {x — c)î. ,.{x — h)y
il est impossible de trouver des valeurs de constantes A, B, C, . . . , K, capables de vérifier l'identité
(jr) X — a X — 0
En effet, si Ton réduit tous les termes du deuxième membre en une seule fraction, le dénominateur de cette fraction ne contiendra x — a qu'à la première puissance, tandis que ce binôme entre à la n^"*' puissance
dans/*(j:), et que d'ailleurs la fraction —^ — - est supposée irréductible.
Afin de découvrir le mode de décomposition propre à ce cas, supposons d'abord
/{x)z={x — a) On a, d'après la série de Taylor (122),
[x — aY {^x — aY (^ — «)«-» i.2(« — a)
ij X — a
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Ce développement ne s'étend pas plus loin parce que
(jp(j:), dans le cas où f{x) = (x — a)", est au plus du
degré n — i. Il résulte de là que Vt-A est décomposable
en n fractions ayant chacune pour numérateur une constante, et pour dénominateur une puissance de x — a. Le problème est ainsi ramené à intégrer des fractions
de la forme 7 rr- Cette différentielle pouvant semel-
tre sous la forme ---^ tt^ on voit que son intégrale est
— 71 TT nr-T si A est "> I, et 1(j: — a) si A == i.
337. Cherchons maintenant à opérer une décomposition analogue à la précédente, dans le cas général, c'està-dire quand on a
f[x) — '^\[x^àY{x^h)f[x — c)i,.,{x—k) = {x^aYf\x).
Soient A, At, A^, Aj, . . . , A„_,, n coefficients assujettis à vérifier l'identité
({/(x) étant un polynôme rationnel et entier par rapport à X, Si Ton multiplie cette équation pary*(a:) et que l'on fasse passer dans le premier membre les termes qui contiennent A, Al, As,..., A,t_i, il faudra que Ton ait, pour toute valeur de a:,
) -A, ■^'"'l -...-A^,^^-^={x-aYi(x). \ (x — a)"-' x — a ^ / T\ I
Maintenant, eu développant f (x) suivant les puissances de X — a, on aura
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On obtiendra pour/'(j:) un développement analogue; mais comme a est unç racine multiple de Tordre n^f^a)^ f (a), . . . ,/*"'* {ci) sont nulles, et l'on a simplement
Subsliluons ces valeurs de (f{x) et dey(a:) dans Téquation (i) : en ordonnant par rapport aux puissances de (x — a), le premier membre deviendra
+b'H--\i..ul+.)-^-rxTij(— )
Ll.2 I.2...(/2+2) ' I.a...(/?-hl) M.'2...«J '
Li.a.../z 1.2. ..2/< ' i.'2.. . {'2/1 + 1; J^ '
Or, comme le second membre est divisible par (x — a)", il doit en être de même du premier. Il faudra donc que les coefficients de toutes les puissances de x — a, dans le premier membre, jusqu'au coefficient de (x — a)""* inclusivement, soient nuls.
En égalant à zéro ces coefficients, on aura n équations du premier degré, qui donneront pour A, A,, Aj,..., A,.i un système unique de valeurs finies et déterminées, car les dénominateurs des valeurs inconnues sont les différentes puissances de^^f"^ (a), et par hypothèsey^"^ [a) n'est pas nulle.
Ayant ainsi mis \.; [ sous la forme
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on mettra de même ^ , { sous la forme
/j, __ ^)/» "^ (^ _ ^)/.-. "^ • • • "^ ^ _ /, ■+"/, (^j» ft (x) désignant le quotient de la division de /i (x) par
(x—by.
En continuant de la même manière, on finira par obtenir le développement
lifÙ =: ^ I ^' I ... I ^^'
-+-, rT7-T+ ..-+-
expression qui, multipliée par dx^ sera très-facile à intégrer.
La décomposition précédente ne peut se faire que d'une seule manière; car, si les constantes Ai, Ai,...,A„_i relatives à la racine a, par exemple, étaient susceptibles de plusieurs valeurs, on devrait les trouver en commençant la décomposition par cette racine. Or on n'a trouvé, qu'une seule valeur pour chacune de ces constantes. Donc
la fraction ne peut se décomposer que d'une sfnile
manière en fractions simples de la forme considérée.
CAS PARTICULIER DES RACIISES IMAGINAIRES MULTIPLES
339. SI quelques-unes des racines multiples de l'équation y*(j:)=o étaient imaginaires, le développement
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de yj-4 renfermerait des imaginaires qne Ton pourrait
l'aire disparaître en groupant d*une manière convenable les termes relatifs aux racines conjugées; mais il est plus simple d'opérer de la manière suivante.
Soient a dz S \/ — i deux racines conjuguées de l'équation /{x) = o, et n leur degré de multiplicité. Posons
<f{x) Aj: -f- B Ai^-I-B|
/ (x) [{x - ol}' + ê»]" [(^ - ay + 6'J«-«
A,x-f-B, A„_,ar-hB„_, ^ (x)
[{x—xY-hP]'^' {x — ay^^^ /,(^)
A, B, Al, Bi, etc., sont des constantes qu'il s'agit de déterminer; t(/ [x) une fonction rationnelle et entière de x, et fi {x) le quotient dey(j:) divisé par [(j: — a)* -f- 6*]". On doit avoir l'identité
^{A„^,x-hB^,)[{x^oLy-h^Y-^/,(x) = [(x^ciY-h^'Y'\f{x).
Les constantes A, B, Ai, Bi, etc., doivent donc être choisies de telle sorte, que le premier membre de cette équation soit divisible par [(a: — «)'-}- 6']" ou, ce qui revient au même, de manière que, pour
x = a -4- ê ^ — 1 , ce premier membre devienne nul, ainsi que ses n — i premières dérivées. On aura ainsi n équations, dont chacune se partagera en deux, car il faudra égaler séparément à zéro la partie réelle et la partie imaginaire de chaque équation.
Dans la première équation, tous les termes, à partir du second, contenant {x — a)* -4- 6* en facteur deviendront
nuls pour x = « + S y/ — i . Cette équation ne contient donc que A et B, et comme elle se décompose en deux, on
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pourra ainsi trouver les valeurs de A et B. Quant à la seconde équation, obtenue en prenant la dérivée des deux membres de la première, elle ne contiendra que A, B,
Al, Bi quand on aura fait x = a 4- S \/ — i , et comme A et B sont déjà connus, et que cette équation se sépare en deux, elle donnera les valeurs de Aj et de Bi. On obtiendra de la même manière les autres constantes.
Ce calcul fait, on opérera ensuite la décomposition de
j. . en différents termes dont la forme, connue d'après
tout ce qui précède^ dépendra de la nature des facteurs binômes de yj (a:).
340. Le cas des racines imaginaires multiples conduit donc à intégrer des différentielles de la forme
(Ax-h B)€lx
n étant un nombre entier et positif. Or ou a identiquement
r {kx-^B)dx _ r k{x — a)dx Ç (Aa-4-B)^x
Si Ton pose
{x-^at.Y-\-P=ty d*où ^[x—(x.)dxz=zdt, on a, à une constante près, lorsque n est^i,
/k(x^ix.)dx __ ÇAdt _ A
[[x — OlY 4- 6']" ~^j 2V~ "" ~~ 2(/2 — l)r-'
2 (« — i) [(jp — a)' H- ê-^J"- * et, lorsque /? = i ,
Reste donc à déterminer
/' (Aa-H-B)flrj
Pour cela, soît x — a = o«, d'où rfo? = 6«^z ; on a
/(Aa-4- B)^jr __ Aa-4-B f
dz
en sorte qu on est ramené a trouver
dz
c'est donc cette dernière intégration qui doit maintenant nous occuper.
On a identiquement
r dz _ r dz r z^dz
Mais
/«Vz I /* 2Zfi?Z
et
-=rfr î 1:
par conséquent, en intégrant par parties, on a
J^ zV/z _ z i r dz
Substituant cette valeur dans (i), il vient, en réduisant,
/rfz z in — Z r dz
Ainsi la recherche de / est ramenée à celle de
/- \ — ; de même cette dernière serait ramenée à (i-f-z')"-''
celle de / ^- — -> et ainsi de suite, et comme n esl
un nombre entier positif, on sera finalement conduit à la
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recherche de / i q^^ ^st égale à arctang^. L'inié-
j. clz ^ • 11 j (Aa + B)r/r gralioii de --> et par suite celle de p ,, . ^,9
se trouvera ainsi effectuée.
/(iz de la manière
suivante. Posons
t=:z arctangz;
il en résulte
fiz dz fil
dt =. r ) —
I dz ; = cos*r, d'où 7—- — — = cos**-'ré//;
par suite
— ^^ — — / cos"""- -tdt.
On cou 11 ait différentes manières de parvenir à cette dernière intégrale : une des plus simples consiste à développer cos*"~*£ suivant les cosinus des multiples de t [146, formules (1) et ('i)]. On obtient ainsi un développement limité, et dont chaque terme, multiplié par dt^ s^intègre très -facilement.
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I -\-\Jx Cette intégrale peut s'écrire
\\ -\- x^ — œ^ ) dx
i4-.r' Or, si l'on fait
x --= /^ % d*oii rfx m: 6 / * dt^ on aura la fraction rationnelle
(, _}-/8_ t^)eit^dt
TTT^ '
ou
dont l'intégrale est égale à
— 7 f»-f- -^' + f« — ^ f* 4-2^* — 6rH-6arclang^ 4-C, et il ne reste plus qu'à remplacer t par yo:.
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344. On ramène au cas précédent toute fonction qui ne contient que des radicaux portant sur un même binôme du premier degré. Ainsi, soît à cherche.
[x^ -\- ^ {ax -h bf]dn
X + sjax -j- h On posera ax-\-h z=zt^^ d'où
, dxzzz 9 y^(tfr-h ^)* = f*
par suite on n'aura plus à intégrer que la fraction rationnelle
a} ^« — ^ -f- at^ '
DEGRÉ
345. Nous passons maintenant à l'intégration des fonctions qui contiennent la racine carrée d'un trinôme du deuxième degré, tel que a + fea: H- x' ou a-^hx — x^ : le trinôme peut toujours être ramené à l'une de ces deux formes en faisant sortir du radical le coefficient de x^ pris avec le signe H-.
La méthode que l'on emploie consiste à transformer a:,
\Ja-^bx± x^ et dx en fonctions rationnelles d'une nouvelle variable, de manière à ramener le problème à l'intégration d'une fonction rationnelle.
Supposons d'abord que le terme a:', sous le radical, soit précédé du signe H-. On pourrait indiffère m ment poser
sj a -Jf- bx -^ x^ =1 z± x;
prenons z — o:^ en élevant au carré, on aura
a -{- bx =: z^ — ixz'f
d'où
I ; fl 4- 02 4- z»
(1) u a -h ox -h ,r^ := z — a:= -, 9
/o\ , (b -{- 7,z^7.zdz — fz* — a\ich (a -\- hz -\- z^)iflz
(O) dX Z=L '• ; î . = ' .
^ ' [b-^^zY {b -+- izY
La substitution des valeurs (i), (2), (3), dans la fonction donnée, la changera en une fonction rationnelle de z^ qu'il sera dès lors facile d'intégrer.
Exemples
dx
jv/^
' bx -{- x^ Employons la première transformation et posons
ya-hbx^j-x^ z=.z — X, D'après les formules (2) et (3), on aura
J \la + bx + x' I b , . \a /'
donc, en remplaçant z par sa valeur x -f- yja-^bx-^ x', on aura
— z= 1 ( - H- j: + sJa-\-bx-h J:M + C. V/a -I- ^a: + :i;2 \2 /
Quand i = o, cette formule devient
dx
= l(jp + V^«-f-j?') + c.
\Ja -^ bx -^ X*
11 est facile de ramener celle intégrale à la précédente ; on a
' / -. (b'^7.x)dx
dsla-Jt-bx-^x^=. V =
2 y/fl -H 6j; -H jp* ■ ^a -\- bx + a:'
Si le numérateur de la fonction proposée était — h- J?, on pourrait immédiatement intégrer cette fonction. Or
g{ — y-x\dx
{gx-hh)dx __
A-£^Wx
y/a -4- ^-2: -h x^ sla+ bx 4- j;' y « + ^x + a;'
\a ~\- bx -+- x^
g[t + ^dx ^^
yja-^ bx-^ x"^ \. ^ I J sja -^r bx -\- x^
^g^Ja-^bx+x'-^ (^ — — ) l( — |-^4-v/«-h^J:4-xM + C.
Occupons-nous maintenant de Tintégration de
/(a:, Y^ -h ^j; — x^)dx.
Stdrm. — ^/i., I, 22
D'abord, si a est positif, on peut employer la seconde transformation. On posera
sja ->r bx — a:^ = v^« -f- xz^ d'où b — x=^2,zsja -Jr- xz^\
donc
{7) Ja-k-bx—x^^^^—- ; — ^5
349. Il existe une troisième transformation qui permet d'intégrer
f{xy ^a -h bxzh x^) dxy
quand les deux racines du trinôme a^bxàzx^ sont réelles (dans le cas où x^ et le terme constant sous le radical ont le signe — , les racines doivent être réelles, pour que le trinôme ne soit pas constamment négatif).
Supposons d'abord que le terme x^ sous le radical ait le signe -f- ; soient a et 6 les racines de l'équation
a -^^ bx -^ X* z= o,
on aura
a -^ bx '\' x^ =1 [x — a) (-2^ — 6).
Posons
kj a -^ bx -^ x'^ zrz [x — a) 3 ou a '\- bx -{- x^ =z [x — a)'z',
il en résulte
{x — aj (j: — 6) = (j: — aj^z', OU a: •— 6 = (a? — «) «'j
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par consëquent,
(2) ^«-h bx'\'X^=z(x^(x)z=i (— Hïf a)z= ^ —^)^ ^
,«. , — (i^-s^)2az^s-h (6 — az^)2z^z 2(6 — at.)zdz
Il faut modifier ces formules , quand le terme x* est précédé du signe — : on écrit dans ce cas
a-^ bx — x^ = {x — a) (6 — x).
Posons
^a -h bx — x^ z={x — a) z, d'où
et, par suite,
(4) "=-mî-'
(5) \/a -\- bx — a^z= (x — a.)z=:- p-,
,^.v - (n-z*)2az^z — (6 -h az')2zc?3 2(a — ^)zdz
Les méthodes précédentes permettent d'intégrer
une fonction rationnelle f{x^ yjx -\-a^ yjx -h b) dx\ qui contient des radicaux du deuxième degré portant sur deux binômes diflérenls du premier degré. En effet, posons
^x -{- a z=z z, d'où
= z^ — «, ^x -\- b = sjz^ — a -^ b^ dx = izdz.
Par suite, f{x^ yjx-^a. \lx-{-b)dx devient une certaine fonction Y [z^ \jz^ — a-\-b) dz, qu'il est possible d'intégrer d'après les méthodes exposées dans cette Leçon.
IMÉGRATIOM DES DIFFÉRENTIELLES BIJNÔMES. CAS
d'intégrabilité.
3o2. On appelle différentielles binômes celles qui sont
de la forme
x^{a -\- bx")Pdx.
On ne diminue pas la généralité de cette formule en supposant que m et n soient des nombres entiecsj si
l'on avait 9 par exemple, a;' j^a-f- ij^'/ dx^ on ferait
x= 2®, d'où dx = 6z^dz^ et la question serait ramenée à intégrer 6z^ {a ■+- bz^ydz^ différentielle binôme dans laquelle les exposants de -z, hors de la parenthèse et dans la parenthèse, sont des nombres entiers.
On peut de plus supposer n positif, car si l'on veut intégrer x"" [a-^bx^^Y dx^ ^' s^ffi^ ^6 f^'""® a: = --pour
ramener cette intégration à celle de — 2~"*"* [a H- bz^ydz, ou l'exposant de la variable, dans la parenthèse, est positif.
Quant à p, on doit le supposer fractionnaire. En effet, si p était un nombre entier positif, on aurait, en développant [a -4- bx'*Y, un polynôme entier, et si p était entier et négatif, on aurait une fraction rationnelle-, dans ces deux cas, l'intégrale s'obtiendrait par les procédés qui ont été exposés dans les précédentes Leçons.
353. Pour trouver d'autres cas où la différentielle x"* (a 4- bx^Y dx puisse êlre intégrée, posons
a -t- bx" = 3,
La différentielle devient alors
et l'intégration pourra se faire si
(i) . = un nombre entier.
En effet, si p est égal à la fraction -> en faisant « = f
on sera ramené au cas d'une fonction raiiounelle. L'intégration sera donc possible «
^ 354. On trouve un autre caractère d'intégrabîlîlé, en écrivant la différentielle binôme sous celte forme :
af^-^^P ( ûrar~" -{- b)P dx,
La condition qui vient d'être trouvée devient pour celte
^ , m -j- np -\- i
lormuie : j ou
— fi
(2) h p =: un nombre entier,
condition qui pourra être remplie, quand la première ne le sera pas.
Par exemple, pour la différentielle jc* [a -j- bx^)^dx^ on a
et la deuxième condition dHntégrabilité se trouve seule remplie.
RÉDUCTION DE L^EXPOSANT DE X HORS DE LA PARENTHÈlSE.
355. Comme il n'est pas possible, en général, d'intégrer la différentielle binôme a:"* (a -j- hx'^Y dx^ il faut la ramener à d'autres intégrales plus simples; on y parvient au moyen de l'intégration par parties. On a
en posant
la H- é^«)/'+»
nb (p -h i) et, par suite.
/af" (a -+- bjf^)Pda:
^TT — r—T n / -^ï^^" («
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La nouvelle înlégrale contenue dans cette formule sera plus simple que la proposée si m est positif et plus grand que «, et p négatif, car alors p -{-i aura une valeur absolue moindre que p. Mais on peut trouver une formule dans laquelle Texposant de x htfrs de la parenthèse soit seul diminué. En effet, on a identiquement
j:^-" [a -4- 6^»)/'-+-' = j:«-« [a -4- bx"")? [a -f- bx'')
—. aaf^^\a -h bx^^y -f- bx^ (a 4- baf*)P.
Par conséquent,
a7«-« ( a + ^j:")p+' dx
Substituant cette valeur dans Téquation (a), on aura
— a j x'^"{a -h- bx"*)? dsB
x^ {a -\- bj^)P dx
nb (p -h i) nb (p -f- -r-, b \ X"' (a -f- bx^)P dx.
Par suite, en transposant le dernier terme et réduisant, I jr{a-h bif')Pdx
= -r-7 ^ A \ l^'^{a'^bx^]Pdx.
L'intégration de x"" [a + bx^)P dx est ainsi ramenée à la recherche de
1 x^'"'(a'hbx^)Pdx; on fera dépendre celle-ci de
a;«-'«(tf H- bx^)PdXf
et ainsi dé suite, en sorte que si ni est positif et plus grand que 72, en désignant par in le plus grand multiple de n qui soit inférieur à m, on sera ramené, après un nombre/ de réductions, à l'intégrale
j,m-in (^a -\- baf^y d.T,
Si l'on avait m — in = n — i, cette dernière intégrale pourrait s'obtenir immédiatement, car elle deviendrait
bx'^y dx = ^—r-, ^- -f- c.
' nblp-hi)
Mais Tégali té m — m = n — i revient à = z -+- 1 ,
et la première condition d'inlégrabilîté (353) est remplie.
Lorsque n/; -J- m -h i = o, le second membre de (A) prend la forme oo — oo , et cette formule devient illusoire. Mais, comme h p est égal à o, c'est-à-dire à
un nombre entier, on retombe dans le second cas d'inlégrabilité (3o4), et l'intégrale s'obtient directement.
RÉDUCTION DE l'eXPOSANT DU BINÔME.
356. Dans la transformation (A) la réduction portait sur l'exposant de j: hors delà parenthèse, tandis que le facteur [a -H bx^'Y ne changeait pas. On peut maintenant, au contraire, laissant le facteur a:"* invariable, ramener la recherche de l'intégrale proposée à celle d'une intégrale dans laquelle l'exposant de a 4- ba^ sera diminué d'un certain nombre d'unités.
En effet, comme
ai^ia-^ bjf^y dxz=. la -h baf*y d »
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on aura, en înlégrant par parties,
l j X'" [a -^ bjc^Y dx
^+' [a -f- bx^)P pnb f , , > . ,
~ i '. 1 j a;™-*-" [a -f- ba^)P'^ dx.
Par cette formule, l'exposant du binôme a -h bx^ a bien été diminué d'une unité, mais l'exposant de a: hors de la parenthèse a été augmenté de n unités. Pour réduire ce dernier exposant, on change m en m + w, etp en p — i , dans l'équation (A) 5 il vient
ar"-^ (c -f- baf)P-^ dx
== // . ^ — TT — ^^^^^ -N M^ ^ -f- bx^)P-' dx-,
6(/2/^4-/w + i) b[np -\- m-\-i) J
par suite, en portant cette valeur dans l'équation (S),
a:^(a -H bx^ydx
x'^^ ( a -+- bx")P npx'"-^* {a -+- bx'*)P
/a -h I {m -h i) [np -h m -+- 1)
Fip -+- m + et, en réduisant,
l x^{a'^ bx")Pdx
np -h- m -{- i np -{- m -^ij
Au moyen de cette formule, on ôtera successivement de p toutes les unités que contient cet exposant.
357, La formule (B) devient illusoire quand on a
np -\- m -f- I = o ; mais alors oq retombe dans le second cas d'intégrabi-
lité (351), et l'intégrale cherchée s'obtient par un changement de variable.
En résumé, l'emploi des formules (A) et (B) fera dépendre l'intégrale j x^ [a-h bx'^Y dx, quand m et p sont positifs, de l'intégrale plus simple
af*-'" {a ■+- hot^y-^dx ^
in étant le plus grand multiple de n, inférieur à m, et A la partie entière de p.
Par exemple, on ramènera l'intégrale
ix' [a
hx^fdx
à \ x[a-v-bx^Y dx^ en la réduisant successivement, par la formule (A), aux suivantes :
l X* {a -\- bx^y dx y l X [a -\- bx^y dx ,
et cette dernière, parla formule (B), aux suivantes : 1 jc (a 4- bx^ydx, j X (a -h bx^ydx.
FORMULES DE RÉDUCTION DANS LE CAS OU LES EXPOSANTS
m ET p SONT NÉGATIFS.
358. Quand m et p sont négatifs, les formules (A) et (B) ne réduisent pas la différentielle binôme à une plus simple expression^ mais elles conduisent à deux nouvelles formules, qui opèrent la réduction dans ce cas.
Occupons-nous d'abord de diminuer l'exposant de a:, hors de la parenthèse. Pour cela, tirons de Téquation (A)
la valeur de l'intégrale / x^"" (a -^ bx"y dx , ce qui
donne
= ^^ ^^ I af"(a-^ bx'')Peix.
Ensuite changeons m — «en — m qm m en — ni-\- n :
nous aurons
, . . .r-^"^' (a -4- bx^)P-*-'
(C) ^^ (rn — i)a
^ ) b(np-hn — m-hi) C ^ , , x ,
/ H ^-^ ^ I dr-'»+" (a -h bx^y dx.
Par l'emploi répété de cette formule, l'intégrale cherchée pourra être ramenée à la suivante :
ar-'"+('+')»(a 4- bjf)Pdxy
dans laquelle in représente le plus grand multiple de n contenu dans m.
Si Ton avait
— m 4- (/ -H i) « = « — I > la dernière intégrale deviendrait
fx— (a 4- baf^)Pdx = (^ f ^^y^' _^ C. J nbip-hi)
Mais comme on a — m -i-i
= — I = un nombre entier,
on retombe dans le premier cas d'intégrabilité.
3S9. Lorsque p est négatif, on tire de la formule (B)
a:"+' (a 4- bx^)P np -^ m -\-\
aup a/tj^
f^ia^t^y,..
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Si Ton change dans ce résultat p — i en — p ou p en — ;? -H I, on aura
I x'"{a-\' bx'*)'-Pdx
(D) r . an(p-^)
-^— \ Jf"(a-\- bjc^)-P-^^dx.
Si p est plus grand que i, la valeur absolue de l'exposant du binôme sera diminuée d'une unité; en continuant la réduction , on finira donc par ramener cet exposant à être compris entre o et i.
Quand p = 1^ cette formule devient illusoire, mais ce cas est un de ceux où Ton sait intégrer.
Les formules précédentes permettent d'intégrer
la différentielle
x"*dx
qui 5 d'ailleurs, tombe toujours dans l'un des deux cas d'intégrabilité. La formule (A) donne alors
/af^dx '^^^^ V ' — -^^ ^ — i C x^~'^dd SJl — x' "' "^ '" J \/\—:i.
En faisant successivement m = i, 3, 5,..., on aura
xdx I
j sli—x'
/x^ dx x' , 2 r
/a^dx X* I 4 /'• :}^dx
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d'où Ton lire
xdx I
= = — yi — xs
y/l — x^ x^ dx l X^ Q.
yi — x^ \^ ï'3
x^dx fx* 4-^' ^'•4
= - ■^ + T^-*-7^^Wï--^%
et, en général, si m est un nombre impair,
x^dx
Si m était un nombre pair, on arriverait à la formule
x^dx
tx^-^ (//?— iW'"-'* i.3.5...(//?— i) 1 / l-^-T 4 h. ..H ■:-T -xXs^i—x' m \m — 2)w 2.4.0..//! J
H . „ arc sina? -f- C.
ALGÉBRIQUES
362. On ramène aux fonctions algébriques, par une simple substitution, les intégrales qui renferment sous
le signe I une fonction algébrique d'une transcendante,
multipliée par la différentielle de cette transcendante : telles sont les intégrales
jf[c')e'dx, p[a')a'dx, Jf{\x)^, I /(sinx) cos X ci jc^ j /{cosx)sÏD.7:cIxj
/y(arcsinj:) ^ iy(arc tangj?) —
yi — x^ J i-f-J^
Par exemple, si l'on veut obtenir
fix
[\xY—,
dx
on posera \x = z^ d'où — = dz^ et, par suite,
ou
lx)« — =.i hC.
INTÉGRALE DE 2"P/'/j?.
363. Cherchons à intégrer une fonction telle que jz"P^a:, z étant une fonction transcendante de x. Posons, à cet effet,
i^dx = q^ (q — r/jc = R, 1 K-^dx = S,. ..:
on a
/ z«-' qdz = 1 z"-'ciR =z Rz«-' — {n — i) jz"-^Rdz,
lz"-^Kciz= /z«-'^S= Sz"-»— (« — 2) I z"-^Sr/3...; par conséquent, (A) / z'^P^jcr^Qz" — «Rz»-' -h«(/2 — i) Sz«-^ — ....
La loi de ce développement est évidente. On aura l'intégrale cherchée si n est un nombre entier positif, et si l'on sait obtenir les intégrales désignées par Q, R, S, etc.
Exemples
1° I x^-'(\xYdx:
on a
^ , dz i
P = ^»-', z=rl;r, — = -,
dx X
par conséquent,
/^H ^-FFI .mIR
af^'llxydx
Si, dans celle formule, on pose Ix = z, on aura
z"e"»clz = — 3" z"-» H i — — -i 2*-» — . . . H- C.
/(a..csinx).rf..
II faudra faire ici
2=:arcsina:, P=i.
On aura
el ainsi de suile*, la subslilulion de ces valeurs dans la formule (A) donnera, en groupant convenablemenl les termes,
[arcsïnœYcix
z3^[z''— n (n — i)zn~2^ /z(/z — i) (« — 2) {n — 3)s^*--...]
-'r v/i — a;''[/7s"-» — // [n — i} (« — 2) a"-» -r- . . . J. Stdrv. — w^/ï., I. 23
I^orsque n est un nombre entier positif^ ces deux séries se terminent d'elles-mêmes.
Si Ton pose arcsino: = z, on aura
^i — x^ = cos Zj dx = coszdzy et la formule précédente deviendra
z" cos zdz
:sinz[z" — n{n — i)z^''^-i-n(n — i) {n — 2) (n — 3) z 4- C0S3 [nz'*^^ — n{n — i)(n — 2) z**-» -f- . . .].
Cette dernière formule est d'ailleurs une conséquence d'une autre plus générale. On a
I /(jc) cosxdx z=f[x) sinar — l f'[x)%mxdxy I f^[^) sinorcte m — f (a:) cosa: + I f"[x) cosxdx, I /"{x) cosxdx ^=.f'*[x) s\nx — 1 f^x) smxdx, et ainsi de suite ^ par conséquent
\f{x) cosxdx z=i\f{x) —f" (x) +/.'^(^) — . • .] sinx
W-/"W +/- {x) - .. .]cosx
et l'intégrale pourra toujours être obtenue s\f\^x) est une fonction algébrique et entière.
365. Quand n est un nombre négatif ou fractionnaire, le développement (A) renferme un nombre inflni de termes*, il faut alors recourir à des artifices particuliers pour avoir l'intégrale.
Exemples.
Ç dr
n étant un nombre entier positif: si Ton pose \x = 2,
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/e* dz — — et l'on aura, en intégrant par parties,
Ce'dz f^ I C^ dz \ = i I e*
Au moyen de cette formule, on fera dépendre I — ;p de / - — > qu'on n'a encore pu obtenir qu'au moyen d'une
série, et l'intégrale cherchée de / — •
/e*xdx
posons
l-f-jîz=z, d*où a:=:z — ï;
l'intégrale proposée devient alors
En intégrant par parties, on aura et, par suite.
e*xdx I e* e'"^
(i-\-xy e z z i-^x
Les intégrales fe-cosb^d.et i e- sinb. d
fe"cosb.da:eife-sin
peuvent être déterminées simultanément au moyen de l'in-
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ttîgratîon par parties. On a, fi cause de e*'rfj? = — 9
ef^ cos bxdx=z — cos bx H- - 1 ^'sin bxdx^
c"* sin bxdx = — sin bx / c"'cos hxdx,
De ces deux équations on tire
, , e" (acosbx -\- b%\i\bx) _, <f'CQ%bxdx=^ — ^ -—^, ^ 4-C,
. , , e^'((isM\b.T — bcosbx) ^ c^'sin bxdx = ■— + C.
On peut encore déduire ce résultat de la formule
^(a + fcs/-,).^^^
où, après avoir remplacé les exponentielles imaginaires par leurs expressions trigonométriques, on égalera les parties réelles et les parties imaginaires des deux membres. Plus généralement, pour obtenir
1 z"e°'cosbzdz et / z'*€"sinbzdz,
il suffit de remplacer, dans la seconde formule, page 353,
m par a -+- b y/ — i, et d'égaler séparément les parties réelles et les parties imaginaires des deux membres.
368, On intègre y (sin x, cos j:) rfx, /^ désignant une fonction rationnelle, en posant tang -x = z.l] en résulte
sm j: ::=: 2sm — j:cos-a: = -j
cosa: = cos' ~ X — sin' - x =
, o.dz
dv=z — - — -,
d'où
fonction rationnelle par rapport à z,
369. Voici quelques fonctions trigonométriques qui se présentent souvent dans les calculs et dont l'intégration s'obtient avec facilité.
1° I sinxcosxdxz= 1 sinxd sinx =z \- C.
On peut aussi écrire
I sin.rcosj:c/j:= - jsinixdx=j 1 siD2jrii(2j:).
Donc
siQ:rcosx£/a7 = — y cos2j: + C.
Il est aisé de s'assurer que ces deux expressions de la même intégrale ne diffèrent que par une constante.
ou
/rdcosx _ -,
tangx^jr = — I = — 1 cosx 4- G, J cosx
/rd?\nx , . ^
cotxaj7= f — : =Ismx4-C.
J sinx
i\mgxdx = 1 \- C.
cosar
: — = / - — ^- = llangj?4-C.
in.r J tango: ^
= 1 tang - 4? + C,
sin — .rcos ^ x 2 2
6« / —^ = — 1 tang ( y — i a: ) + C.
J COSJ? ^ \4 2 /
Cette intégrale se déduit de la précédente en remplaçant x
TT
par X.
^° 1 dx sj I -f- cosa: = i î2^ (~*^) V^2sin-J:
rrr — 2V2COS — X + C.
On trouvera de la même manière
/ dxsji — cosx = 2 y/^sin -or + C.
!OSj:
r dx
J asmx + bci
On pourrait ici employer la méthode générale (368); mais il vaut mieux écrire
/dx I /> dx
a%mx -if bcosx . /^a ^_l a? I asin^r ocos.r
sinar + ^cosj: Ja^ ^ ^^ I asinx bcos.
b^ \la^ H- b
Si l'on pose •• = cosk. d'où , = sinA
on aura
«sina: 4- ^cosar */^2 _j_ ^a I sin (.r +
ou bien (5°)
— ^ — r = , Itapg h G.
r dx
Il faut employer, dans ce cas, la méthode générale (367 j,
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et poser tang-o: = z : on est alors conduit à intégrer la
fraction rationnelle
idz
laz -h 6 (i — z") '{-c[\ -\- 3')'
ce qui donne, suivant les cas,
arc lang ^ ' ^' — — ?
ou
j (c — ^)tangjj? +fl?— y/g^-H ^' — g' ^
v/fl' 4- ^' — cV [c — b) tangl^r -^ a -^ sj à^ -{- b"" — é
Soit proposé de trouver
sin(ax H- ô)sin [a^x -H b') dx.
On a, d'après une formule connue,
sin [ax -f- b) sin [a* x -i- b')
ces [(a — a') a: H- ^ — b'\ cos[(g H- Q^) ^ H- ^ -f- ^^]
d'où
sin (rt.r H- ^) sin (a'jr -+- b') dx
%\xi\[a — a!)x-\-b—b'\ ûx\{[a'^ a')x-^-b ■\-b'\ 2 (a — «' ) 2(a-l-«')
Cette formule devient illusoire quand a = a'-, mais, dans ce cas, le terme
cm{[a -- a')x -^r b — V\ ^^
,, . , cos(6 — A') * 1 ,lî. ,* 1 cos{ô — 6')
se réduit à — ^ ^te.dontl intégrale est x^
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En général, il sera toujours possible d'înlégrer un produit d'autant de sinus et de cosinus que Ton voudra, lorsque les arcs se présenteront sous la forme ax -f- 6, puisqu'on saura toujours transformer ce produit en une somme de sinus ou de cosinus.
Si Ton pose sinx = Zy d'où
cosx = (i — z') ' et dx = {i — z^) ^ dz^
on a
sin" 07 cos^x dx=: z'"{i — z^) dz,
d'où Ton voit que si n est un nombre entier impair, positif ou négatif, on pourra intégrer, quel que soit m. On verra de même, en faisant cosa: = z, que l'intégration pourra se faire quand m sera un nombre entier impair, positif ou négatif.
Dans tous les cas, quels que soient m et /i, on ramène cette intégrale à d'autres plus simples au. moyen de l'in-
tégration par parties. On a
I sin'"xcos".r^j:= I cos"~':rsin"j:cosart/a?
/(* sin'""'"'j cos"~'jrsin'"j'c?(sinj:) = / coh^'~^xd
et par conséquent
1 ûvl*^ X ç,o%^ X dx
= ces"""' .r 1 I sin'""*"*j:cos"~*^ax,
Celte formule est avantageuse lorsque m est négatif, et n positif. Mais il est possible d'obtenir une formule dans laquelleTexposanl 72 seul soi t diminué de deux unités.
Pour cela, observons que
sin«+»^ cos'*~'ar = sin"* j: (i — cos'x) cos"—'x,
ou
sin'«+»j; cos'*~^j: = sin^arcos""*^: — sin'"j:co5"j:,
d où
gji^m-t-a J, ces" "^ .r dx
=/sin".cos-..x-/sin".cos..^.
Substituant cette valeur dans la relation (j3), il vient sin'"j: cos"xdx = ces"-' jc
sin'""*''.r
; — ( I sin^o: cos"~^xdx — / sin'"xcos''j:û?-c j
ou bien, en réduisant,
^xdx
1 I sin"'xcos''.
(sin'""^'.rcos''-'j7 n — i /*• » .k-, ^ m -i- n tu-f nj
Ainsi I sîn"*j!:cos'*a:cîr est ramenée à j sin'"xcos'^''*xdx.
On ramènerait de même cette dernière intégrale à sin'^o: cos"""*:crfa:, et ainsi de suite ] en sorte que si n est un nombre entier positif, on sera conduit à Tune des deux imégrales/sin-.^., ou/sin'-.cos.^x, suivant que n
est pair ou impair, intégrales qu'on sait obtenir. En effet, nous avons indiqué plus haut (371) le moyen de calculer
s\n"'xdx^ quand m est un nombre entier positif, et,
d'un autre côté, on a
r • « j r • « ^ • sin^'+'or ^ 1 sm'"^: cosxax = I sm'^arrfsmjr = h C.
373. La formule (B) devient illusoire quand m = — 72; mais, dans ce cas, la formule (|3) donne
/tang^+'x r ^ .
Changeons maintenant m -{- 2 en /w ou m en m — 2, et résolvons par rapport à 1 lanQ"*xcix : il vient
(C) I tàng"jcdx= -^^ -— I tàng^^xdx.
Celle formule sert à réduire l'exposant de tangjr, et conduit, selon que m est pair ou impair, à
I dx z= X -\- C, ou à
tan^xdx = — 1 coso: -+■ G.
374. La formule (B) fait porter la réduction sur l'exposant de cosa:. Mais on peut en obtenir une autre qui
réduise l'exposant de sinx eu remplaçant a: par jr,
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m par n et n par m dans la formule (B), ce qui donne
If r , sin^-'jTCOS^+'ar m — i T. , „ ^
= 1 f sin"*~*J? cos" arrfx, m -f- n m -\- n J
Celle formule serl à réduire l'exposant de sina: lorsque m est positif. Sî n est un nombre enlîer pair, on a vu qu'au moyen de la formule (B) on ramenait rintégrale proposée à l'intégrale i sin^'xdlr. Maintenant, au moyen de la formule (D), on la ramènera, sî m est impair, à l'intégrale I s\nxdx = — cosa: H- C, et, si m est pair, à l'intégrale I rfjc = a; -h C. Donc, lorsque m et n seront entiers et positifs, il sera toujours possible de trouver l'intégrale
siïi'^xcos^xdx.
375. Les formules que nous venons d'obtenir ne pourraient être employées dans le cas où l'un des exposants m et /i, ou tous les deux, seraient négalifs. Mais elles en fournissentd'aulres, qui permettent de faire les réductions dans ces derniers cas.
Supposons m négatif, n étant positif ou négatif; en remplaçant m par — m H- 2, dans la formule (D), et en résolvant par rapport à l'intégrale qui est dans le second membre, on aura
,^, rcos"xci.r cos"**"*^ m — // — 2 /* cos^^r
^ ^J sin'"x (^w — i)sm'"-'x m — i j sin*'— 'a-
l'intégrale proposée se ramènera donc à / cos'^xdx ou à
ax^ suivant que m sera pair ou impair.
siu^
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On déduit de la formule (D), en supposant n=o
/i7\ r • - j sin^-'jrcosj: m — i C - , , (F) I %\vp*xdx-=i 1 I sm'*~*J7cfcr,
et, par conséquent, si m est pair,
/cosjrr ûïi'^xdxz=i sin^^'o:
H sin'"""*^:
-TT À — ■?— sin-^
{m — \)[m — 3). ..3. IX [m — 2) (/w — I^). • J\.7. m
et si m est impair,
/\ ^ , cosx r . . m — I . sin"*xda: = 1 sm"*" ' .r H sm""' j: -f- . . . m I m — 2
[m — 2)(//i — 4) • • • 'J On obtiendra de la même manière
iio^^xdx.
EXERCICES
Calculer
+ b cos9
Traiter à part le cas de a = b et comparer le résultat avec celui qiie donne la formule générale.
a -^ 7. V 2 <7COS0 -+-6 ^
Solution. «> 6, X = , arc ces -, ;- -+- C,
yjœ—b'' «-+-6cos9 '
I ^ lb-\-a tang - 0 4- i / T
fl < è, X = ■ 1 ,== -^ ^'
^' lit •» I L . ^
tang
a = è, X=itang-0 + C.
thentième leçon. 3o5
DÉFINITIONS ET NOTATIONS
377. Lorsque (f (x) est une fonction de x, dont la différentielle estf(x) dx^ on a
(jp [x) -\- C est nommée Vintégrale indéfinie de la différentielle y (j:) dx. Ordinairement on fixe la valeur de la constante indéterminée C d'après la condition que l'intégrale devienne nulle pour une valeur particulière a, attribuée à x. Dans cette hypothèse, C= — ^ (^) ^t
f[x)dx^:zf^[x) — (f [a).
Il reste encore dans cette expression une indéterminée x\ mais si Ton donne à x une valeur particulière &, l'intégrale, qui devient (f (h) — 9(^)5 est complétenienl déterminée. On la représente par la notation / ^(x) dx,
et on la désigne sous le nom A^intégrale définie, prise entre les limites a et i, ou depuis x = a jusqu'à x=zb. On a donc
/{x) dx =z(f (b) — Y (fl).
Fig. 73.
Ainsi la valeur de Tinlégrale définie s'obtiendra en faisant dans l'intégrale indéfinie a: = a, puis j:=i, et retranchant le premier résultat du second.
SIGNIFICATION GÉOMÉTRIQUE DE l'iNTÉGRALE DÉFINIE.
378, Soit CMD la courbe dont l'équation en coordonnées rectangulaires est y=:f[x). On a vu ciuef(x)dx était la différentielle de l'aire d'un segment terminé à une
ordonnée variable : j J'(x) dx est donc, d'une manière
générale, l'aire comprise entre la courbe, l'axe des abscisses et deux ordonnées quelconques.
Mais si la constante arbitraire • est déterminée d'après la condition que rintégrale ou l'aire soit nulle pour x = OA = a, OP = x étant l'abscisse d'un point quelconque de la courbe, la valeur de l'intégrale pour cette valeur de x sera la surface ACMP. Par conséquent, si l'on y fait a:==0B = 6, la valeur de l'intégrale représentée, comme nous l'avons
dit plus haut, par / f{x)dx, sera la surface CABD,
comprise entre la courbe, l'axe O j: et les deux ordonnées fixes AC et BD.
EXEMPLES d'intégrales DÉFINIES.
ex
af^dxzzz
iliH-l
J' jr" dx z=. > si « H- I est positif.
ttO
3x2 — jia? + 5
/{x) dx = --== arc tang — -= h C,
v'î4 sji^
/(x) dx = (arc tang -— = — arc tang — = ]
= —-= arc tang
/dx J ^ ^
— ; : = - arc tang — !- C,
dx I
J— = - arc tang i = -r— •
/dx . * r^ dx it
• = arc sin>r + C, I = -.
sji — x^ Jo \/ï — -^^ ^
TT
I sin'^x^^r
DE SOMMES
380. Dans ce qui précède, on suppose y (a:) finie et continue depuis x=- a jusqu'à x = b. Dans ce cas, Vin-
têgrale définie 1 J^{x) dx est la limite de la somme
des valeurs i/ifinim,ent petites de la différentielle f(x)dx, lorsque x varie j par degrés insensibles^ depuis a jusqu'à b.
Supposons, pour fixer les idées, a moindre que J, el Fig. 74. admettons que/ ( x) croisse con-
stamment depuis /*(«) jusqu'à /(h). Considérons la courbe CMD, dont l'équation, en coordonnées rectangulaires, est
Soient OA = a, 0B= i, OP = x, MP=j, PF= A.r, On a vu, dans le calcul différentiel, que Taire CADB était égale à la limite de la somme d'une infinité de rectangles tels que MPP'I. Or on a MPP'I ~/(x) Ax; donc, si Ton désigne par Z [f(x) Ao:] la somme de tous ces rectangles, on aura
aireCABDzn / /(x) r/or z= lim^ f/(.r) A^] ^^V [/(^)r/:c],
ce qu'il s'agissait de démontrer.
On démontre encore ce théorème d'une manière purement analytique. En effet, soit (f (x) Tune quelconque des intégrales de f(jo) dx^ en sorte que f{x) =■ ç' [x) :
© (x -f- Ajî) — <f (x) z= [y' [x) 4- a] ^^9
ou
(1) A(f [x) =z [/{x) -t- cl]^x,
a étant une fonction de x qui s'annule en même temps que Ax, Or, si Ton fait varier x par degrés quelconques égaux ou inégaux, mais de plus en plus rapprochés, depuis a:==a jusqu'à x = i, on obtiendra, pour chaque valeur attribuée à jr, une équation analogue à Téquatiou (1); en ajoutant toutes ces équations, on aura dans le premier membre la somme des valeurs de A(f (x), c'est-à-dire l'accroissement total de ç (x) ou cf (i) — <f (a); il viendra donc
(2) ^(à) - <f{a) =^[/{x) Ax]-\^^{:cAx).
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Mai», diapré» u» théorècae dtemoxfelré {ifi)^ on a
firiï^ (x^or) = o.
DoEkC VéquaticMi (3) devieiit „ eu passant à la limite,
Ainsi Fmtégrale définie est lia limite \$efs lac|ii£ll& ti^d la somme de& produits lel& que/*(j:}ûx qmaftkdar varie |)ar d&'^vés de plus en plus rappvoché», de.puis a ja&c|u'à é^ o«ky sous uvte. forniQ plus aJbré^«e^ Viut^rale est la somme des valeurs infîniment petites de la différea* lielle.
C'est k cause de cette propriété que Ton dé5ïg,tte les
intégrales par le signe 1 , lettre initiale du mot somme.
RBMARQ^lTES SUR I.ES KTFÉeRAEBS I^TIIffES.
Dans la formule
/ /(x)€ia: = ff(b)'-<f{a)j
a peut être plcfô petit ou plus grand que Â. Ordinaire»e»eEKÊc» hh ea scMrteq[ae tf soit, inférieur à K Or^ quaod 1*1 n'en esLpas ainsi ^ oo raishène aiséuLveniL ee cas au. fgem&st^ Eu effet y la fupuiule (i) donue
J /{^)dr^.f(m).-f{6y,
(î'<«i il rcsulle gme
TRENTE ET ITWIÈME rEÇOW. îjl
Ainsi Von peut interyeHir l'ordre des limites d'une intégrale définie ^ powvu que Von change le signe du résultat.
Si c est une valeur de x comprise entre a et by on aura
I /(a:)rte.r=<p(è) — (p(rt), I /(x) dx = ^ {c) -^ if (a)^
•y a Ja
j f[x)dxz=zff{b) — (j)(r);
f /(x)dxz= f /{x)dr-\- f f[a:)dx.
On peut encore démontrer cette formule en s'appuyant sur le théorème du n° 380, ou bien en remontant à Tinterprétation géométrique des intégrales définies.
On démontrerait de même que
Jnh /»c /»e /»^ r*h
^ f{x)dx= f /[x)dx-h f f[x)dX'^ j f{x)dx-h f y(.r)rfjr
et ainsi de suite.
CALCUL i.PPRO€BÉ U^UKE LBTÉGRALE DÉFIME
383- Quand on ne sait pas intégrer une différentielle donnéey*(x) dx^ on peut souvent parvenir à deux limites
qui comprennent l'intégrale définie / f[x)dx. Pour
cela, soit ^{x) une fonction de x telle, que ^ [x) soit moindre que/(jf ) pour toutes les valenrs de x comprises entre a et &. Je dis qu'on a T inégalité
^ f{x)dx>J ^[x)dx.
La considération des courbes le démontre d'abord très-
siinpleineiit. En effet, soient CMD et CM^D' les courbes
Hg. 75. dont les équations sont respec-
livemcmt j =r/(x) , j = '^; (x) ; comme de
X = OA = a à x=z OB =^ b^ on a
la courbe C'M'D' sera au-dessous de la courbe ClVlD entre les ordonnées CA et BD; par conséquent on aura
aue CABD > aire C'ABD',
ou
f[x)dx^ / ^[x)dx.
Aulrement : puisque/ (x) — '^ [x) est ^v o, pour toutes les valeurs de x, depuis^ = a jusqu'à x ~- 4, l'intégrale
/ [/ W — ^ M ] ^•^' dont la dérivée est positive, croît
en même temps que x, et comme cette intégrale est nulle pour x= û, elle est toujours positive : on a donc
[f[x)--'^[jc)\dx^Oy ou 1 f[x)dx^ j i^{x)dx. a *J a. J a
De même, si y^ (x) est une fonction de x telle, que y (x) surpasse y (x), de x= a à x = è,on aura
(2) r s{x)dx< f x(^)''-^-
Par conséquent, si l'on sait intégrer «f/(x)£ixet x('^)^^' on aura deux limites qui comprendront I f{jo) dx.
NOUVELLE DÉMONSTRATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR
383. Les propriétés des intégrales définies conduisent à une nouvelle démonstration de la série de Taylor. On a identiquement
Jomais rintégration par parties donne successivement
j ffi^x-^rh — t)dt Jo
= tf (x H- // — r) + r tf" {x-\-h— t) dt,
Jo
r tf"[x^h^t)dt
Jo
= -f^r{^^à-t)-^£ JLr[x-^h^t)di,
Ç JL.f"'(^x^-h^t)dt
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et ainsi de suite. En ajoutant toutes ces égalités, après y avoir fait t = hj on aura
R désignant le reste
/ /"■*•' (JC -h h — t) t"" dt.
Si maintenant M est la plus grande valeur, et m la plus petite valeur que prend /*"+* (x-f-A — t) de « = o à « = A,
on aura
I Jq 1.2. . .(/l -h I
Ainsi R est compris entre 7 ^, M et , : m.
Donc (H7), si la fonction proposée et toutes ses dérivées, jusqu^à la (w + 1 )'*""•, sont finies et continues entre les limites a: et a: 4- A, R pourra être mis sous la forme
B désignant une quantité positive moindre que i : ce qui s'accorde avec ce qu'on a trouvé par d'autres méthodes.
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SDÏTE DES TNTTtGïlALES DÉFINIES. - INTÉGRATION PAR
Nous avons jusqu'à présent supposé que, dans
l'inlégrale I f(x)dx^ les deux limhes a et b étaient
Qnies, et que la fonction /"{^r) était finie et continue entre ces mêmes limites. Nous allons maintenant clierclier ce que devient l'intégrale lorsque Tune des limites, h par exemple, est infinie, /(j:) restant finie et continue. Dans
ce cas, la valeur de l'intégrale est la limite de / /' (x) dxj
quand b croît indéfiniment. Cette valeur peut être finie, infinie ou indéterminée, comme on le verra par les exemples suivants.
f (T-'dx
On a d'abord
Donc
et, en faisant b
tr* dx = i.
Si Ton construit la courbe r = — , on obtient une bran-
Fig. 76. cjjg infinie asymptote à l'axe
y Ox : l'intégrale définie repré-
sente Taire comprise entre cette branche, l'ordonnée OA et Taxe Ox.
eFdx^
On a, dans ce cas, h
L intégrale indéfinie est
Par suite,
donc
dx
- arc tang — h C.
dx
-— — : = - arc tang ->
— : = - arc tanij oo
On a
C'^dx
Ja ^
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5® 1 coso: dx.
On
cos.r^ =sin^5
mais quand b tend vers Tinfini, sînfe ne tend vers aucune
J/»QO Qosxdx o
est donc indéterminée.
On peut quelquefois reconnaître si l'intégrale
f(x)dx
a une valeur finie quand b devient oo .
Supposons b très-grand, mais non infini : en appelant h une quantité comprise entre a et £, on a
f /(x)r/x= f /{x)dx-h f /(x)dx,
Puisquey(x) ne devient pas infinie, la première partie de Tintégrale est une quantité finie; il suffit donc de
savoir si Tautre partie i f[x)dx est finie. Mettons f{x) sous la forme
us[x) désignant une fonction qui reste finie pour toutes les valeurs de x plus grandes que k. Soit M la plus grande, et m la plus petite des valeurs de rs [x)^ pour toutes les valeurs de x plus grandes que A : on aura
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On aura donc
OU
Or, quand n est plus grand que i , le second Tnewibre âc
Mi cette inégalité se réduit, potar A = oo , à -— ^ • Donc
f[x)dx a, dans ce cas, une valeur finie. Si n est moindre que i, on aura
/(^) dx > — — (^«-»~ X'-»).
Or, I — h étant positif,. le second membre de cette inégalité devient infini pour J = oo : donc; i f(x) dx^ et
Jk
par suite j /{a?) dx^ est infinie pour ft = oo . Enfin, si n =r I, on a
mais
is 1 ( -• j = 00 quand i = oo : donc
f[x) dx=ico , k
La même remarque s^applique à Tintégrale
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quand on peut mettre y (a:*) sous la forme — ^—^5 cy (.r)
restant finie pour toutes les valeurs de x comprises entre — 00 et u-ne certaine quantité moindre que b : cette intégrale est finie si n est plus grand que i, et infinie si n est inférieur ou égal à i .
INTÉGRALES DANS LESQUELLES LA FONCTION SOUS LE SIGNE 1 DEVIENT INFINIE ENTRE LES LIMITES DE l'intégration ou a CES LIMITES.
389. Dans le cas oiLf(x) devient infinie pour x =z b, on définit I f{x) dx comme étant la limite de l'in-
f{x) dx^ lorsque e décroît jusqu'à zéro.
De même, si f(<i) = 00 , 1 f{^x) dx est la limite de
f(x) dxj quand g décroît jusqu'à zéro.
Enfin, si f{c) est infinie ou discontinue, c étant une quantité comprise entre a et £, on pose par définition
Jf*b f*c — î pb
/ [x) dx z=z \im I /(x)/ix -\-\im j f[x)dx^
quand e et y] décroissent jusqu'à zéro.
On voit, d*après cela, comment il faudrait définir
/ J[p^) ^-^5 *^ f^^) devenait infinie ou discontinue.;
pour un plus grand nombre de valeurs de x comprisec entre a et b,
390. Quand la fonction y*(a:) devient infinie à Tanc des limites ou entre leslimiies, on peut souvent recoo-
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naître si la valeur de Tinlégrale est Jinie ou lufinie. Supposons, par exemple, y(fe) = co : soît
n étant un nombre positif et t^{x) une fonction qui i\v devient pas infinie lorsqu'on fait x^b. Appelons k um^ quantité comprise entre a et & et aussi rapprochée de h que l'on voudra ; on a
f /ix)dv= f /{x)dx^ f /(x)dx.
J a Ja J k
Or, i f[x)dx a une valeur finie. Il suflit donc de
savoir si 1 J {x) dx est finie.
Désignons par 'M et in deux constantes entre lesquelles TT [x) reste comprise, lorsque x varie de ^ à i. On aura pour ces valeurs de x^ si n est plus petit que i,
par suite,
Quand t tend vers zéro, le second membre de celte inéffalité tend vers la valeur finie —^ — ib — A)*"". Donc,
f(x)dxj et, par suite, l f[x)dx^ a une
valeur finie.
Je dis maintenant que, si loua «> i, Tinlégrale pro-
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posée esl infinie. En ellet, on a par suite,
/i étant une quantité plus grande que i, lorsque s tendra vers zéro, le second membre deviendra infini. Donc,
à fortiori^ j f[x) dx tendra vers l'infini.
Il en serait de même si l'on avait n=^i'^ car, de l'inégali té
on déduit
Le second membre devient infini quand s s'annule 5 donc
Xb rtb
f[x) dx^ et, par suite, I f{x) dx elle-même sera
infinie.
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comprise entre a et fe. On peut écrire P P I
yjT. b^ — bx — x^ en faisant
sJJ^
[b — xV
\liib
= TT [x).
Comme Texposant de i — x est plus petit que i, il ré-
sulte de la règle établie ci-dessus que i a une valeur 6nie.
Vd.r
On a
dx
Donc,
SJl — X
=1 — 2 \fT—-X,
et, par suite,
Pour interpréter ce résultat, construisons la courbe
: cette courbe a pour asymptotes Taxe des x et
une parallèle AP à Taxe des j menée à la distance OA=:i.
On voit alors que j ■ re-
t/o s/i — «îc
présente Taire comprise entre OB, OA, la courbe et son asymptote AP. Ainsi, quoique ce segment s'élende à l'iiifim»
son aire a XLéaumoios une \aleur finie.
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DES IKTÉGRALES INDÉTERMIIXÉES.
392. Une intégrale définie .peut quelquefois devenir indéterminée^ c'est ce qui a lieu pour rintétçrnlo
car sinj:, lorsque x tend vers riufirii, ne tend vers aucune limite déterminée.
En voici un autre exemple : soit Hutégrale
a etiétantdeux quantités positives quelconques. Comme - devient infini pour a: = o, valeur comprise entre — a et -►- by il faut poser
et faire tendre e et yj vers zéro. Or,
j — =rU — laj j — z=z\ù — inj
J — a J in
donc
Par conséquent.
Mais comme il u' existe aucune dépendance entre les deux
quantités variables e et yj, - ne lend vers aucune limite âr-
ri
terminée, et par conséquent l'intégrale est indéterminée.
INTÉGRATION PAR SÉRIES
393. Etant donnée une-différentielle /(x) rfjc, si Ton peut exprimery(j:) par une série convergente
on aura, en multipliant par dx^ et en intégrant entre deux limites a et ft,
I f[x) dx := I Uid.c -j- I ih du: -\- . . ,
dit Ja J u
u„ dx -f- I /•„ dx.
Si la série (i) est convergente pour a: -.= a, x= b et toutes les valeurs de x comprises entre a ex b^ on peut supposer r„<[[ e, e étant une quantité aussi petite que Ton veut, pourvu que n soit assez grand. Dès lors
rndx<^ I sdXf
OU
r^dx <^z[b — a).
Donc I Vndx décroît jusqu'à zéro quand n augmcnie
Ja
jusqu'à Tinfini. Il en résulte que la série
Uidx -h l u^dx -\- \ a, t/jT -h . . . -f- I a, dx-h . . . a va %/ a J a
est convergente et qu'elle a pour somme I /^(j^) dx. On
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peut remplacer la valeur fixe b par rinclétermînée x, iit il vient
f{x) dx =: I w, f/x -f- / Uicix -^ , , . . a J a */ a
394, Celte formule est encore vraîe pour x = b^ même lorsque la série «i -H Wf -h ils H-. . • , convergenle quand x est moindre que b^ devient divergente pour a: = i, pourvu que la série (2) soit encore convergente. En effet 9 quelque petite que soît la quantité positive e^ on a
f[x)dx=i I Uiilx-^ I Uidx-\- I ii^dx-h,,,^
Or les deux membres étant des fonctions continues de x, qui ont constamment la même valeur, leurs limites pour e = o doivent être égales. Donc
Jnih /*h /»ft /*h
' f[x) dx= I Utdx -h j Uidr -\- 1 «, f/x -f- . . •• a J a J a Ja
395. En général , si la formule de Maclaurin donne poury (j:) une série convergente,
J/(x)dx==c-4-x/(o)-^^r{o)-^~^r(o)-^....
Si Ton veut en déduire l'intégrale définie 1 f(x) dx,
c'est-à-dire si Ton veut que l'intégrale commence à a: = o^ ou soît nulle pour a: = o, il faudra que C soit nul. On a, dans ce cas,
EXEMPLES d'intégration PAR SÉRIES.
Par une simple division on trouve
z=.\ — jrH-ar* — jc^ -\- . . .± jt*^' zp
I -h jr ' I H-a
Donc
j:> j;3 j:« ^ ar« T' .ï
Quand x est moindre que i en valeur absolue, la serio 1 — jt* -h X* — a:' -h . . . est convergente ; donc la série
X h-TT 7-4-... l'est aussi en ire les mêmes limites
de X. Donc quand — i<[a:<^H-i, on a
Jr' x^dx tend vers
zéro quand n augmente indéfiniment.
En effet, si x est positive, on a
doue
Or quand n augmente, le dernier membre tend vers zéro. Donc, en arrêtant la série à un certain terme. Terreur commise sera moindre que le terme suivant. Cette erreur sera eu plus ou en moins, suivant que le dernier terme employé sera de rang pair ou de rang impair.
Quand x est négative, en désignant par a une quan»
titë plus grande que x^ mais moindre que i^ on a
nt, par suite,
' j:''<'Ar .r"-^'
expression qui tend vers zéro lorsque n augmente jusqu'à Tinfini. Dans ce cas, l'erreur est toujours dans le même sens.
Si l'on avait 07= i, la série i — i-hi — iH-i — ...ces-
serait d'être convergente, mais la série i I-tt — j4-...
le serait encore, et représenterait I2 (394). On a donc
2® f arc laniitx.
On a
= I — ar'-4- X* — x'-f-. . .dnaf"-'
w étant un nombre positif impair; si l'on inlcgre les deux membres et qu'on désigne par arc langx le plus pelit des arcs positifs ayant x pour tangente, on trouve
arc tang j: nrjc — — -t--^ h ..dz— qp I — ; —
La série 1 — x* H- x* — x' -h . . . cesse d'être couver-
gcnte pour .r = i , mais la série x — "T" "*" T ~" * ' * ^'^^^ encore pour iC ;= 1 5 on aura donc
arc lang 1=: -j ::=i — - -^ -=
I — =1: arc smor.
Jo \/ 1 — ^
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Par la formule du binôme, on aura
Mullîpliant le second membre par dx et intégrant , il
vient .
(2) arcsinx = x^- - -x- H 7 • -^ H 7-7-. h. . .,
série convergente quand on a — i<^a:<[i, puisque la série (i) est convergente entre ces limites.
La série (i) cesse d'être convergente pour x = i] néan-
moins, comme pour x = i = sin - la série (2) est encore convergente, on a (394)
FORMULES GÉNÉRALES
397. Soit CIMD la courbe dont Téquation en coordonnées rectangulaires estj^=y^(a:), et représentons par u l'aire - ACMP. En appelant x eiy les coordonnées du point variable M (207), on aura
^ duz= ydx=^f[x) dx.
Par conséquent u = ff[x) dx.
Si Ton veut que Taire soit limitée à Tordonnée CA correspondant à Tabscisse OA = a, 1* intégrale doit commencer à x = a, et Ton a
U-- I /(x)dx,
X représentant Tabscisse d'un point quelconque de la courbe.
Enfin, si on limite de même Taire à Tordonnée BD correspondant à x -■= OB = è, on a
tt^raircABCD
x)dx.
Si les axes étaient obliques, on aurait, en appelant 0
Tangle des axes,
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aireABCD = sinO / f{x)dx.
k li
398. L'iniégrale définîe est la somme des valeurs infiniment petites de la différentielle entre les deux limites a et b. Or, si l'on suppose, ce qui est le cas ordinaire, que dx soit 'posilîve,/(j:) dx ou la différentielle de Taire
Fiiî. 79. sera positive ou négative, sui-
vant que/(j:) ou l'ordonnée j^ sera positive ou négative. Par conséquent,rintégrale représentera la différence entre la somme des segments situés au-dessus de Taxe des x et la somme des segments situés au-dessous, de sorte que, si l'ordonnée change de signe deux fois, par exemple, entre les ordonnées AC et BD, on aura
r f(x) dx=zkCn — HIK 4- KDB.
Ja
La somme de ces segments serait donnée par
\ f{x)dx— f /{x)dx'+- f /{x)dx, a Jh Jk
en désignant par h et k les abscisses OH et OK.
DES COORDONNÉES RECTJ LIGNES
400. Soît d^ abord, comme exemple de la théorie précédente, une parabole quelconques^ = px"*, m et n étant positifs. Soît aire OMP=: u^ on a
I m n fi
d'où
dur=.ydx-=ip X dxy
Jr*x ^ - ^—
Ce résultat peut s'écrire
xy.
Or, xy représente l'aire du rectangle OPMQ construit
sur les coordonnées du point M. On a donc
Fig. 81.
OMP : OPMQ = n:{m-h «),
ou
OMP : OMQ = n:m.
Ainsi, la parabole partage le rectangle OPMQ dans le rapport constant de min.
401. Réciproquement, il n'y a que les paraboles qui jouissent de celte propriété. En effet, la proportion précédenle peut s'écrire
(/n •+- n) u= nxy.
Par conséquent, on doit avoir
(//i -\- n) du = nx djr •+ nj dx^
d'oii
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OU, puisque du zzr^ydx^
[m H- n)jrdx z= nxdy -^ ny dx^
ou
eufi
my dxzz=. nx dy.
Ce résultat peut se mettre sous la forme
dx dy
m — z=zn — \ X y
d'où, en intégrant,
n\yz=m\x-it-Q ou l^« = Ijc" 4- C.
Mettant C sous la forme 1/7, il vient, pour Téquation générale des courbes qui possèdent la propriété dont4] s'agit,
ou
Dans le cas de la parabole ordinaire y* = px, on a n = a, m = I , et, par suite,
402. Considérons, en second lieu, une courbe du genre p. gjj ^/7erio/e donnée par l'équation
m et n étant deux nombres entiers positifs. On n'a représenté dans la figure que la branche située dans l'angle j^Ox, et qui a pour asymptotes les deux axes.
Supposons n plus grand que m. Soient u := ACMP, OA=a, OP=J[:-Ona
Jnx /%x —
' ydxzzzj p*^ X " dx^ a Ja
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et, en effectuant Tintégration,
n uz= p
n — iH
On voit que si x augmente jusqu'à Finfîni, l'aire ÂCMP augmente aussi jusqu'à Tiniini. Mais, au contraire, si, laissant MP fixe, on fait décroître a jusqu'à o, la surface augmente continuellement, mais en restant toujours fitiie^ et, à la limite, quand a = o, cette aire se réduit à
n — êii
Ainsi la surface ACGU lend vers une limilc finie, à mesure que le point G se rapproche de plus en plus de l'asymptote Oy.
Cette limite, éi;ale à p^ x x " ou bien à
.ry, est dans le rapport constant de ti à /2 — m
avec le rectangle OPMQ = xy. On a donc la proportion
u\xy z=: n\(^n — /w),
en désignant par u l'aire indéfinie, qui cependant a une valeur finie.
-403. Réciproquement, il n'y a que les courbes comprises dans Téquation 3c^j^z=zp qui jouissent de cette [)ropriéié. En effet, on déduit de la proportion précédente
u{n — /w ) = nxjTy
d'où
\ n — m ) du z= fix cfy: -+- njr (Le.
Comme du=zydx^ il vient, en réduisant et divisant par xjr,
ilx . dy — m — •=.n — •
Donc, en intégrant,
ou bien, en faisant C = lp^
dVm
Dans le cas particulier où m = «, l'équation
revient à ]a suivante
qui représente une hyperbole équilatère du second degré. On aura
jr=-9 donc ydx^=zp — '^
Si p = i^ a = I , on aura
c'esl-à-dire que Taire est égale au logarithme népérien de l'abscisse (2H, a®).
Soit maintenant le cercle^ dont l'équation est
on en tire
Fi{r. 83.
Considérons un segment quelconque COPM, limité à Taxe des y^ et à une ordonnée arbitraire MP. Nous aurons, en désignant par u l'aire de ce segment,
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en intégrant par parties, il vient
Mais
dxsja^ ^a^z=xJa'' — x^ -\- i ■
•(^2 _ flS -H fl2)^
Jsja^-x- J
Portant cette valeur dans l'équation (2), transposant et divisant par 2, il viendra
/, X sja^ — .r» fl» r dx dxJà' — a:^ = — 1 1- — - — r^:=- V 2 2J^«._a:'
Mais
= arc sm — J- ^ >
donc
tt =r I <ir \/â5^ — a:* =:
1 arcsin -<
On déduit de là l'aire du secteur COM. En effet, le
triangle OMP a pour mesure —^^ ; en le retran-
chant du segment, on aura donc
secteur OCM = -- arcsm - =: - « arcsm - == - arc CM,
c'est-à-dire que t*aire du secteur circulaire a pour mesura le produit de l'arc qui lui sert de base multiplié par la moitié du rayon.
Passons à V ellipse y dont l'équation est
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et soit il le segment OPMB, limité à Taxe des j^ et à une
ordonnée quelconque MP. On tire de Téquation de lellipse
Fie
jr = — */a^— x^
Donc,
Décrivons sur l'axe a a comme diamètre une demi-circonférence, et soit n' 1 aire du segment COPN : on a
«'= / dx\ja^ — J?',
d'où Ton déduit
Ainsi le segment elliptique et le segment circulaire^ qui correspondent à la même abscisse, sont entre eux flans le rapport constant de b à a. Il en résulte que si Ton désigne par S la surface entière de Tellipse, et par S' la surface du cercle, on aura
d'où Ton lire, à cause de S' = Tra',
S = - X 7rû'= izao :
donc la surjacc de V ellipse est moyenne proportionnelle eotre les surfaces des deux cercles 'qui ont pour diamètres respectifs les axes de V ellipse.
406. Les deux triangles OMP, ONP, qui ont même base OP, sont entre eux comme leurs hauteurs. Donc
OINIP MP
OMP NP a
et comme^ d'ailleurs.
on aura
u — OMP b
ou
«'— OiNP a
ORM h
OCN a
ce qui permettra d'évaluer le secteur elliptique OBM, puisque Taire du secteur circulaire OCN est connue. On passera de là facilement à l'aire d'un secteur quelconque. On peut diviser Tellipse en un certain nombre de secteurs égaux, quand on sait faire la même opération pour le cercle. Il suffit de diviser le cercle en parties égales, puis de mener, parles points de division, des perpendiculaires à OA. Si l'on joint le centre aux points où ces ordonnées rencontrent l'ellipse, on aura divisé retle courbe en secteurs égaux.
Pour Yliyperbole, dont l'équation est Fig. 85. b
y=^ — sjx^ —
l'aire du segment AMP est donnée par la formule
^ Ja
En intégrant par parties, on a
. /• x^dx
Jx^-- a^dx^=x\Jx^-- a^-- \ »
Mais
/x^dx _ r(x'
(x'' — a} + a'')dx
^jx* — à*
= idxJx'^ a' 4-fl' / ,
et (347, 1°)
r= 1 (a: 4- \/jf' — ^<' ) •+■ C;
on a donc
d'où
AMP
bx \jx^ —
\lx^ —a^ ah ' Ix -\- \jx^ — aA 2a 2 \ ^ /
408. Comme dernière application, considérons la Fig. 86. crycloïde AMD engendrée par le
mouvement du cercle ANB roulant sur la droite BD. Prenons pour origine des coordonnées le sommet A, et pour axes la npr-
maie et la tangente à la courbe
en ce point. L'équation difiëreu-
fN
lîcUe de la cycloïde est alors
lia
On aura donc
aire AMP rr= / ydx=^ 1 dy\J7,aj — Jo Jo
Menons MQ perpendiculaire à AB, et soit AQN le segment déterminé par MQ dans le cercle ANB. En observant que QN = v/2«j^ — j*, nous avons
donc
scgm . AQiS = I djrsliajr — j%
Jo
AMP = segm.ANQ,
Si l'on fait x ==. ira, et, par conséquent, y = an, on aura
ADG =
Retranchant celle aire de Taire 2 Tra* du rectangle ABDG, el doublant, on aura
2 aire AMDB = 3 ira' ;
c'est-à-dire que Vaire comprise entre la cjcloïde et sa base est égale à trois fois Vaire du cercle générateur.
Si u désigne Taire du secteur COM, on aura
r et 0 étant les coordonnées por laires du point M-, par suite,
r^'dO,
celte intégrale ayant pour limites les valeurs de Ô qui correspondent aux points C et M.
41 0. Soi t comme appli ca ti on 1 a spirale logarithmique^ dont T équation est
r^zae""^
='if"-
Posons OC = r', et faisons dans . la formule r=^r' -^ il vient
Om-^ + C;
4oo
par suite,
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Si le point C se meut en rétrogradant sur la courbe, le rayon vecteur OC décroît jusqu'à o, et Taire du secteur
tend vers la limite
411 . La quadrature des aires curvilignes est quelque- Fi{j. 89. fois rendue plus facile par rem-
ploi des coordonnées polaires.
'A^M Pour en donner un exemple,
soit la courbe qui a pour équation
(i) j;"' -h /' — axjr z= o.
Celte courbe, connue sous le nom de folium de Descartes, se compose de deux branches infinies qui se traversent mutuellement à l'origine, et qui ont pour asymptote commune la droite dont Téquation est
Avec les coordonnées primitives, la question qui nous occupe exige la résolution d'une équation du troisième degré; mais si Ton prend Téquation polaire de la courbe, en plaçant le pôle au point O, on n'aura jamais qu^une seule valeur du rayon vecteur pour une direction donnée ^ car Torigine étant un point double, Téquation devra être satisfaite pour deux valeurs nulles de r. et, par conséquent, le premier membre sera divisible par r'.
Si Ton prend Ox pour axe polaire, il faudra remplacer X par rcosO et jr par rsind dans l'équation (1), ce qui donnera
r* (cos* G 4- sin^ 6 ) — ar^ sin 9 ces 0 = o.
thente-troisi^me leçon. 4^i
ou bieu, en supprimant le facteur r* et résolvant par rapport à r,
«sinÔcosO
D'ailleurs, u désignant l'aire du segment OAM, on a
Donc, en remplaçant r par sa valeur, nous aurons
I r^ a'sin'ôcos'ô ,^
ou bien
*^"^ COS'9 (i-Mang^Ô)'*
Pour trouver cctle intégrale, posons
I -H lanc'O == z, d'où <i?i =n: 3 lani^'O -i
eus' 6
^ cns^Ô _ I Cdz _ I li4-iang^6/" 3 J "^ "" "" 3l "^
""" "" 3(1 H- tang'ô) En reportant celle valeur dans zi, on a
tt = — -^ . }- C.
o I -h tang* 9
La constante C devant être déterminée de manière que l'aire soit nulle pour 0 = o, on a C = tt : par suite^
«* tanc* 9
Uz=z •
6 I -H tang' 6
Stuum. — Ân,^ I. 26
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On obtiendra Taîre de la feuille entière, en faisant
6 = - dans la valeur de ii, qui devient alors ^; car la
fraction — —î que Ton peut écrire ^-9 est
i4-tang»9 ^ ^ H-cot='0
égaie à i pour 0 = - •
i. Calculer Vaire que renferme la développée d'une ellipse dont Ie% axes sont ia et 2 3.
Solution : -rc
8 ab
2. Trouver en coordonnées polaires l'équation de la développante d'un cercle, Vexpressîon d'un arc de cette courbe et celle du secteur compris entre cet arc et les droites menées du centre du cercle aux extrémités du même arc.
Solution. — Équation de la développante. . . dB = ^ dr.
Arc de la courbe s= ^^ ~^ >
Secteur _— (r^ — aM*.
3. Trouver Vaire contenue dans la portion fermée de la courhe
x*-\-y^ — a^xjr=zo qui se trouve dans l'angle des coordonnées positives.
Solution : -^«»
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FORMULE GÉNÉRALE
412. Si Ton désigne par s un arc de courbe compris entre un point fixe et un point de cette courbe, dont les coordonnées rectangulaires sont x et j^, on aura
Il suffii-a donc, pour trouver la longueur de l'arc, d'intégrer ^dx^ -i- ^* entre des limites convenables, après avoir remplacé x ou j^ par sa valeur tirée de Téquation de la courbe : si j^, par exemple, est fonction de x^ on prendra
RECTIFICATION DE LA PARABOLE
413. Si, par exemple, nous voulons trouver la longueur d'un arc de la parabole dont Téqtiatîon est
j2 — 2px,
il faudra, dans la formule ds = yjdx*'-j- dy^^ où nous supposerons x fonction de y^ remplacer dx par sa valeur tirée de l'équation différentielle
jr da: ^=1 p d.T y
ce qui donnera
ds = \J^- +d^'=j & + P'-
4^>4 COCBS D'ANALYSE.
Nous avons donc, si l'arc doit commencer au sommet de la courbe,
PJo
En intégrant par parties, il vient
Çdy v^j» • h /»' = j Vr' -f- />' - i-fi^-. mais on a
Par conséquent, en substituant et transposant,
dr
I tiy v(r' -^p'=y s'r -+ /^' -<-/'' |y=
Or (347, 1°)
donc
L'intégrale devant s'annuler pour j^ = o, on aura
o = ^l/? + C, d*où C=—^\p; en substituant cette valeur dans la formule, il vieut
l_^p^ fx±_\[F±Z)
RECTIFICATION DE l'eLLIPSE.
414. Considérons Parc d'ellipse BM, compté à partir du sommet B du petit axe (Jig* 84» p. Sgô).
De l'équation de la courbe
on lire
dx à^y '
on aura donc
ds = dxs^^-^^ — = dx^^.-^-^^J^^,-J^
ou bien
Posons pour simplifier s^a? — b^ =:i ae, e désignant l'excentricité, c'est-à-dire le rapport de la distance focale au grand axe : il vient
* = '^ V liTz:?-
Comme x varie entre o et a, on aura toutes les valeurs
de X en faisant
X zn a sin y,
Tangle (p variant de o à - : il en résulte
as=zad<fCOSff 4 / :=adf^i — c'sm'«p.
Nous aurons donc enfin
s = arc BM = « j df^i — e^ sin'^ •
415. L'intégrale / dcf yji — e' sin* (f est une fonction transcendante dont la valeur ne peut être obtenue que
4^^ coulis d'analyse.
par un développement en série. La formule du binôme donne
On a donc pour l'arc BM
Les intégrales du second membre s'obtiendront en substi* tuant cp à a: dans la formule (G) du n® 376, ce qui donne
nf — I . ,
H sm"'"* œ
-f- } '■^. -/- sm«-^ç H- . . .
(m — i)lm — 3). ..5. 3.1 . "|
{m — ïjf'w — 3). ..5.3.1 0
On ne met pas de constante arbitraire parce que cette intégrale doit commencer à zéro.
416. Si Ton veut avoir le quart de l'ellipse, il faudra faire cp == - dans toutes les intégrales. Cette substitution effectuée dans la formule (2) donne
On aura donc
^ / , • , . îf llir lll.3ir
et, par suite,
série convergente, et d'autant plus* que e est plus petit, ou que a diffère moins de b. Lorsque l'ellipse sVcarte peu du cercle décrit sur le grand axe^ il suffit de calculer un petit nombre de termes de la série pour en avoir la valeur avec une approximation suffisante.
417. On aurait pu parvenir à la formule (3) sans recourir à la formule (2). En effet, si, dans la relation
/sin^'-'ôcos» m — i /* . . , w m J
on prend les intégrales entre les limites zéro et -9 on aura
TT n
I sm"«pa^=: I sm"* 'yay.
Jo "^ Jo
On aura de même
TT W
1 Sm'^'çifœzrr I sm'"-*©^®.
îr TT
sin"-* (J» c/ç =r -r I sin"-*çc?ç,
TT
X ''"'?'^?=rî
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Par suite, en multipliant toutes ces équations termes à termes, on aura comme plus haut (41(5)
• n. j (''' — OC''' — 3) (/w — 5). . .3. I 3r
et substituant dans la valeur de 5, on retombera sur le résultat déjà trouvé.
Il est facile de trouver sur la figure l'angle 9 donné
par Téquation
^^flsin^.
Or, si l'on décrit sur le grand axe de l'ellipse comme diamètre une circonférence (y?g. 84, p. 396) et que Ton joigne ON, on aura
QP = x=: OXcosPOlN =: ^sin CON; par conséquent l'angle CON est l'angle ç.
RECTIFICATION DE l'hYPERBOLE.
449. Dans le cas de r/z^/7e/'6o/e^ représentée par l'équation
on a
ds = dx 1/ I + — - =: dx i/-i —y — - -
Posons, pour simplifier,
e représentant le rapport de la distance focale à l'axe transverse. Il viendra
ds == dx i / —,
Comme x varie entre a et Tinfini, posons
cos^
© variant de zéro à -• On aura
asînodo fljr= — î
COS'tp
el, par su in»,
fia I -— aedfû
COS'q;
COS'(J> ^ cos'<p Y (i
Donc
.7 da I cos"^9*
5 = arcAM= / ae — \-\j i r-i
cos*<p y c^
Pour obtenir cette intégrale, on développera le radical 4 / 1_ 22L?par la formule du binôme, et il viendra
r^ da V I cos*<p I I cos'ç — —\ I ; • T — : • ••
cos"f
d'où
5r=û^tang(p- -j«p
a r^ f \ I cos' 9 I . î .
3 cns**
Il reste a intégrer des expressions de la forme cos"*y <^y, m étant pair. On y parviendra en faisant, dans la formule (F) du n^ 375, X = y.
RCCTIFICATION DE LA CYCLOIDE.
420. On a, en prenant les mêmes coordonnées que dans la Leçon prérédeule (408),
dx^dy^-'-—^;
4ro
par suite,
(h ~- dy
En intégrant cette formule entre les limites zéro et j'^, il vient
5 m arc AM = 2 v/2â 1 —^^iisjiaylx.
Jo 2v(r
Menons-, au point M, ]a tangente à la cycloïde, et ,,. limitons-la au point T où elle
Fig. 90. *
rencontre l'axe des x. Nous ^ avons (249)
Mïr=r sliay;
par conséquent,
arc MA = 2MT,
propriété déjà connue (254).
Si l'on veut avoir la longueur de la demi- cycloïde, il faudra faire j^ = 2 a, ce qui donnera 4« pour la longueur cherchée.
i . Rectifier la courbe
EXERCICES
Parc étant compté à partir de l'axe des y.
2. Soient 0M'= s\ 0M''= / deux arcs ayant une tangente commune à Torigine et ayant leurs tangentes parallèles aux points correspondants W[x\ y'), etM't.r", y"). Soit OM = s une troisième courbe dont un point quelconque M est déterminé par les équations
X — a' x'-\-ar x% y = a' y' -h cry
on aura
TRENTE-CINQUTÈMK LEÇON.
CUBATURE DES SOLIDES.
Solides de révolution. — Application à divers exemples. — Volumes engendrés par la révolution d^une ellipse, d*une cycloïde. — Volumes qui s'obtiennent par une seule intégration. — Volumes terminés par des surfaces quelconques.
CUBATURE DES SOLIDES DE KÉVOLUTIOJV.
421. Soit V le volume engendré par la révolution de Taire plane CAMP tournant autour de l'axe Ox. Si Ton donne à a: un accroissement Ax = PP', le volume V
prendra un accroissement A\ égal au volume engendré par MM'PP'.
Or, si A a: est supposé assez petit pour que j^ croisse ou décroisse constamment dans Tintervalle MM', AV sera compris entre les volumes des cylindres engendrés par la révolution des rectangles MIPP', KM'PP'; nous aurons donc, si y croît, en désignant par Y l'ordonnée M' P',
Fig.
ou bien
TTj^A^ < AV<7rY'Aar,
AV 7r^-< — <7rY».
Ces inégalités changeraient de sens si y décroissait.
AV
Dans tous les cas, le rapport — est compris entre deux
quantités qui convergent Tune vers l'autre, à mesure
4l'i CODAS d'analyse.
que Ax décroît; par conséquent, à la limite,
rfV
y^dx.
11 faudra donc tirer de réquatîon de la courbe la valeur Aq y en fonction de x, et intégrer entre des limites qui correspondent aux extrémités de l'arc générateur.
Le volume engendré par l'aire CMM'C est la
Fig. 92.
di fféren ce des volumes engehdrés par les aires CMPA et C'M'PA.
Alors^ en désignant MP par y et M'P parj>^', on a
c=7r Cy^cix — n i y'^
dx.
ou bien
y=:'!r C(y'-y')dx.
CUBÀTURE DE l' ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION.
423, Soit V le volume engendré par la révolution d'une Fiir. q3, ' portion AMP d'ellipse tournant
autour du grand axe. L'équation de l'ellipse rapportée à son axe et à la tangente au sommet est
y* = — (2ax — a?' ) ;
par suite,
2ax
x^\dx-=. I i
Si l'on fait x =r. ^a^ on aura le volume de l'ellipsoïde
TTÎEIÏTE-CÎNQUIÈME LEÇON.
entier, savoir
Pour obtenir le volume engcudré par la demi-ellipse lourhant autour du petit axe, il faudra changer è en a
et a eu è, ce qui donnera ^Tza^b : on voit que ce volume
est plus grand que le premier.
En faisant &== a dans ces formules, on trouve -r-Tca'
pour le volume de la sphère, et — ^- '— pour le vo-
lume d'un segment sphérique à une base.
VOLUME ENGENDRÉ PAR LA RÉVOLUTION d'uWE CYCLOÏDE.
424. Prenons pour .axe la tangente au sommet et la Piff- 94- normale en ce point. Soit V le
volume du solide engendré par le segment AMP tournant autour de l'axe kx.
L'équation différentielle de la cycloïde étant (408)
dx
__ ^ iia—y__dy
= dr\J
sl2.ajr —y^^
Jo
ce qu'on peut écrire
. V=z7ta j dy^/uay — y' — If j (a — y)dy \j 2,ay -- y^ Jo Jo
La première intégrale représente la surface du segment AQJN (408). Pour obtenir la seconde, posons 2 ay — j*z=lz^
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d'où 2 (à — y) djr =zdz : nous aurons
dz
j [a—y)dxsl^ax — x^=.- jj sjl^ = lj z'dz = ^
et, par suite,
Le volume engendré par AQM tournant autour de Ax s'obtiendra en calculant la différence des volumes engendrés par le rectangle APMQ et par la portion de surface AMP.
Fig. 95.
VOLUMES QUI PEUVEJST S OBTENIR PAR UJXE SKUÎ.E
T«TÉG RATION.
425. On peut encore, par une seule intégration, obtenir le volume d'un corps lorsque l'aire de la section faite dans ce corps par un plan parallèle au planj^O-j est fonc tîon de la distance de ces deux plans.
Supposons d'abord les axes rectangulaires : soient « et M-h Ak les sections faîtes dans le corps par deux plans P
et P', parallèles au plan yOz, et dont les distances à ce dernier sont respectivement .r eto:-}- Ax. L'accroissement AV du volume correspondant à l'accroissement Ao: de l'abscisse sera compris entre les cylindres droits qui auraient pour bases respectives u et m H- A x et ùkX pour hauteur^ c'est-à-dire que l'on a, en supposant Au positif,
aA.r<^ AV<^ (a -f- Att)A:c,
d'où
AV
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Or, à la limite, ù^u est nul; on a donc
-— - = tt , OU a V rrr u dx, dx
Celle démonstration suppose que les deux cylindres ne se coupent pas. Si ces deux cylindres se coupent, ils ont une partie commune qui a pour base u — a, a étant une quantité très-petite, et qui s'évanouit en même temps que ùkX, De même, cette partie commune, augmentée des parties excédantes de part et d'autre, formé un cylindre qui a pour base m H- 6, S s'évanouissant avec Aj:. Or AV est évidemment compris entre ces deux quanti tés : par suite
u — a <r — ', ft -^ o, A.r
et en passant à la limite,
— z= u, ou «V 1= ua.T.
dx
i-.e volume compris entre deux plans parallèles hyOz menés à des distances a et i s'obtiendra donc par la formule
V =n f udx.
Pour obtenir le volume du corps entier, il faudra mener des plans tangents parallèles à yOz, et prendre pour limites de l'intégra lion les distances de ces plans au plan yOz.
4î26. Supposons maintenant que l'axe Ox ne soit .plus perpendiculaire au plan des sections. En comparant le volunae compris entre deux plans parallèles à yOz et la surface, avec un cylindre oblique qui a pour base U et pour hauteur la distance des deux plans représentée par ctrsinX. i étant l'angle que faille plan xy avec l'axe Qx, on a
</V =: ttfltesin), d'où V = sinX f udx.
:== sinX I m
On démoTitreraît facilement cette formule avec la rm*me rigueur que la précédente, mais nous croyons inutile de nous y arrêter.
427, Soit, par exemple, un cône à base quelcofi que : Fijj. 96. prenons pour axe des x la per-
pendiculaire OC, abaissée du sommet sur la base, et pour plan des jz un plan mené par le sommet parallèlement au plan de la base; appelons /2 la hauteur du cône et b sa base. En menant à une distance OP = x un plan parallèle kyOz^ Taire de la section sera, d'après
un théorème connu, u = -y-- Donc
et en faisant a: = A, on a, pour le volume du cône, -5- •
428. Soit encore un ellipsoïde rapporté à ses axes principaux^
La section GPH faite dans Fellipsoïde par un plan parai- Fig. g^. lèle au plan yOz^ mené à la dis-
lance OP = a:, a pour équation
On aura, pour ses demi-axes, en faisant successivement -z = o,
GP
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De sorte que Taire de la section est
d'où l'on déduit pour le volume V du segment compris entre les plans jOz et GPH,
Pour obtenir le volume de la moitié de l'ellipsoïde, on fait, dans la formule précédente, a: = a, et il vient
Le volume entier de Tellipsoïde sera donc exprimé par ^ Traie.
429. Considérons maintenant un ellipsoïde rapporté à trois diamètres conjugués obliques. Son équation est de la forme
La section faite par un plan parallèle àj^Oz, à udp distance égale à x^ est une ellipse ayant pour équation
et les demi-diamètres conjugués auxquels elle est rapportée
ont pour longueurs —-, y/a'^ — x*, —,sl^'^ — ^5 donc, en
désignant par 0 l'angle que font entre eux ces diamètres, on aura pour la surface de la section considérée
jj- («'»— a:')sinô.
Par suite, on aura pour le volume du segment d ellip-
Stciui. — jÉn,, 1« 2'J
soïde
COUnS D ANALYSE.
7r^'c'sin0sin> C^
ir^'c'sinOsinX
et pour l'ellipsoïde entier
^ 9ra'^VsinGsin>.
430. En comparant cette expression du volume de Tel-; lipsoïde à celle qu'on a obtenue précédemment, on trouve
«'^'c'sinOsin). =:abcy
équation qui démontre que tous les parailélipipèdes construits sur les diamètres conjugués d'un ellipsoïde sont équivalents au parallélipipède rectangle construit sur les axes. On en déduit aussi
itabc = 7:«'^'c'sin0siD>,
c'est-à-dire que tous les cylindres circonscrits à Tellipsoïde et dont les bases sont parallèles aux plans des courbes de contact sont équivalents entre eux.
VOLUMES TERMINÉS PAR DIVERSES SURFACES
431. Imaginons maintenant une surface quelconque Fig. 98. CDEF dont l'équation soit
Supposons que deux plans oM n TTl Ql B parallèles à yOzy menés
aux distances OA =1 a , OB ::= fe, coupent la surface suivant les courbes CD
RJ
et EF. Imaginons encore deux cylindres droits
ayant pour bases, sur le plan yOx^ les courbes RV et ST et coupant la surface suivant les courbes CF et DE. On pourrait se proposer de trouver le volume DCFERVTS, mais il vaut mieux rendre la question plus générale en considérant une seconde surface C'D'E'F', dont l'équation jBSt
et chercher le volume CDEFC'D'E'F'.
Pour cela, menons à une dislance arbitraire x = OQ, comprise entre a et J, un plan parallèle à yOz, et déterminons Taire de la section GHH'G'. Or cette aire plane est comprise entre deux courbes dont les équations
s'obtiennent en faisant, dans celles des deux surfaces, la variable x égale à la constante OQ. Elle aura pour différentielle (z — ^i) <fy^ ^ et z^ étant, d'après les équations (i), des fonctions de y correspondanles à une même valeur de cette variable. On aura donc, en intégrant entre les limites j^ et j^i,
aireGHG'H'= / (z — z,)^/.
Ainsi z — Zx étant une fonction dey dans laquelle x entre comme constante, on trouvera pour Fintégrale indéfinie
(z — «, )djr = 'K (ar, y) -h C.
On fera, dans cette fonction, j^ = (f[x) e\. y =.^ (x) successivement, a; étant regardée comme constante, d'où Ton déduira
/ (z -- Z,) dy = aire GH H' G' = ir[a:,^ {a:)] — it [jc, ff(x)].
résultat qui ne dépend que de x.
4^0 couRft d'analyse.
En régardant de nouveau x comme variable, on pour le volume demandé
j TT [x, ip (J?)]— tr[x,(p (jf)]| dx= I dx j (z—z, ) dy.
Ja Jo (x)
432. Lorsque les deux surfaces cylindriques se réduisent à des plans parallèles à zOy^ cp [x) et ip [x) ne sont plus que des constantes c et e, indépendantes de la valeur OQ de x^ et la formule se réduit à
J/*b ne
' dx \ {z^Z,)df.
a Je
433. Si la surface inférieure se confond avec le plan jy, on aura r, = o, et
/b f*^{sc)
dx \ zdy,
pour le volume compris entre une surface quelconque, le plan xy^ deux cylindres parallèles à Taxe des z et deux plans parallèles au planez Oj^.
434. Ce qui précède peut servir à détermine^ le volume d'un corps quelconque terminé de tous côtés» par une surface dont Téquation F [x^y^ z) = o est connue*.
Imaginons un cylindre circonscrit à la surface, parallèlement à Taxe des Z'^ comme en chaque point (x^y^ z) de la courbe de contact le plan tangent
1 aura I
est vertical, on a
Jz ""''•
L'élimination de z^ enlre cette équation et celle de la surface, donne une équation
qui représente la trace du cylindre sur le plan xy. Celte
courbe est, par hypothèse, une courbe fermée, et, en la coupant par un plan parallèle ày Oz, on aura deux ordonnées j^ = 9 (x) et /i = (fi (x) représentées sur la figure par QI, QK, et analogues aux lignes de même nom dans la question précédente.
De même, ce plan sécant déterminera dans la surface uue courbe fermée, et si 2 = MP, Zi = M'P sont les deux valeurs de z correspondant à la valeur ^ = PQ, Taire de cette section sera exprimée par
Si maintenant on désigne par a et b les distances du jHa.njOz aux plans tangents à la surface, qui lui sont parallèles, on aura pour le volume du corps
dxj (z-z,)dx.
EXERCICES
i. La sphère jc'-h^'-i-z*= r' est percée à jour par les deux cvlindres
jr*-\- x* — rr = o , jr^ -{- x^ "{- rx = o.
Le volume du solide sphérique non enlevé est égal à — r'.
2. Calculer le volume compris entre le plan xy et les surfaces représentées par les équations
tr b^ c
Solution.
fcnboL^
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INTÉGRALES MULTIPLES. - AIRE DES SURFACES COURBES
Intégrales doubles. — Intégrales triples. — Théorème sur Tordre des intégrations. — Quadrature des surfaces courbes. — Aire des surfaces de révolution. — Application à la sphère, à Pellipsolde.
DES IWT-ÉGRALES DOUBLES.
435* Toute expression où il entre deux intégrales relatives à des variables différentes, comme celles que nous avons obtenues à la fin de la dernière Leçon, est ce que Ton appelle une intégrale double.
Une intégrale double est définie lorsqu'on assigne les limites des deux intégrations. Elle est indéfinie dans le cas contraire, et on la représente alors simplement par
zdxdj,
dx \ zdf est la li-
a Jf (x)
mite de la somme de tous les produits de la forme z^xùy^ entre les limites des deux intégrations.
En effet, / zdr est l'intégrale définie Ae zdy
prise entre les limites 9 [x) et ^ (x) àe j, x étant regardée comme constante : on a donc (375)
zdy z=z lim ^ [zù^jr).
Par conséquent, en multipliant par ùiX et faisant varier x depuis X = a jusqu'à a: = ô, il vient
"^kJ zdAzr:z^\^x\im^(z^x)Y
Or, si les valeurs de x se rapprochenl de plus en plus, on a
lim > j ^x I zdy ) = / dx \ zdy\
^^ \ Jf{x) ) Ja Jf{x)
d'un autre côté, x étant regardée comme constante, dans ou bien
Donc enfin ce qu'il fallait démontrer.
437. On peut d'ailleurs démontrer ce théorème par des considérations géométriques. Soit
l'équation d'une surface : l'intégrale double
I dx j
zdy
représente, comme on l'a vu au n° 433, le volume V compris entre cette surface, le plan ocy^ deux cylindres parallèles à l'axe des z et deux plans parallèles au plan zOj.
Soient M et M' deux points voisins quelconques sur la surface. Construisons le rectangle ^p' . dont les côtés parallèles aux axes Ox et Oy soient conduits par les points P et P', pieds des parallèles à l'axe des z menées
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par les points M et M'. Les plans MP;>, mpV, WP'p' cl Fia 100 m'/yPcoupenllasurfacesuivaot
un quadrilatère courbe MM' : le TotumeVest la somme des solides analogues à MP', terminés aux limitesconvenables.SoitMP^ï, et soient z — a la plus petite, et X + 6 la plus grande distance des points de la surface au plan
xy dans toute l'élenduedu quadrilatère courbe MM'. Le volume MP', que nous désignerons par AV, est
compris entre deux parallélipipèdes rectangles ajantpoar
base commune Pp' et respectivement pour hauteurs z — a
et 2 + €; comme d'ailleurs le rectangle P/r' = Aj;Ay,
on aura
{* — a) i* ij- < iV < (s + S) 4j: ûj-,
OU
Mais a et S s'annulant avec Cxx et ^y^ on a
Par conséquent,
•a deveuant nul en même temps que Ax et Aj'.
Pour chaque valeur de Aj7, on a une ïnGnité de valeurs de Ay qui produisent dans le solide une tranclie, dont le volume sera représenté par
Puis en faisant varier x, c'est-à-dire en prenant les autres valeurs de Ax, on a une suite de tranches dont la somme donne, quand on passe à la limite, le volume V, et par
conséquent,
V = \\m^[z^xàJr{l -i- II )].
Mais
Or
En effet, en supposant tous les points M, M', etc., assez rapprochés les uns des autres, on pourra toujours faire en sorte que pour chacun d'eux on ait yj <^ e, 6 étant une constante arbitraire que l'on peut supposer aussi petite que Ton veut. Par conséquent,
^^hzAx£ix)<^'^(tz^^ày), ou <i22 (^^"^^^î-
Or cette dernière quantité est nulle à la limite, puisque s peut être pris aussi petit que Ton veut, et que d^ailleurs
y^y^ [zAxAy) a une valeur finie. Donc enfin
V ou j dx j zfite = lim > > (zA.rAjV
INTÉGRALES TRIPLES
438. Soit U=y*(a:,^, z) une fonction de trois variables indépendantes a:, j^, z.
Si Ton intègre la difTérentielle Vdz par rapport à z^ c'est-à-dire en regardant .r et j^ comme des constantes, et si l'on fait varier z entre deux liaiites représentées par deux fonctions de x et de y, savoir {(x^jr'j et F (x,j^), on aura l'intégrale
Vdz, qui sera une fonction de a: et de j^.
4^6 couns d'analyse.
Considérons maintenant x comme constante dans la fonction
Vdz.
Intégrons cette fonction par rapport à ^ en faisant varier y entre deux limites représentées par y [x) et ^ [x) : on aura l'intégrale
qui sera une fonction de x.
Enfin, si l'on intègre la différentielle
Jf{x) Jtfx,
da: I dy \ Vdz,
par rapport à Xy en faisant varier x entre deux limites quelconques a et &, on aura pour résultat
^b ^tf,{x) /»F(x,r)
dx df Vdz.
Cette expression se nomme intégrale triple ; on la représente aussi par
Udxdjrdz,
fff'
On concevra de même une intégrale d'un ordre quelconque.
On démontrera encore, dans le cas de l'intégrale triple, que
dx 1 dy i \idz=z\imyyy^{\3^x^xJiz].
La démonstration étant tout à fait semblable à celle que nous avons donnée pour une intégrale double, nous nous dispenserons de la répéter ici.
THÉOBEME SUR l'orDRE DES INTÉGRATIONS.
439. Nous avons obtenu précédemment (431), pour l'expression du volume compris entre deux surfaces, deux cylindres parallèles à TaxcLO^, et deux plans parallèles au planj^^, l'intégrale double
(z — Zi)djr.
Ici l'ordre des intégrations n'est pas indifférent. Ainsi l'on n'obtiendrait pas, en général, le résultat cherché par la formule
f djr l {z — Zi)dx.
Toutefois, si y [pc] et ï|/ (x) sont des constantes a' et b\ c'est-à-dire si les deux cylindres parallèles à l'axe des z se réduisent à deux plans, il sera indifférent de commencer par l'une quelconque des deux intégrations; car, en répétant les raisonnements du n** 431, on voit que le volume en question a tout à la fois pour mesure l'une quelconque des expressions
Jr*h r*b' /%b' /%b
dx j (3 — Zi)dx ou j ^y I (^ — Zi)dx. a J a' % a' Ja
DE l'aire des surfaces COURBES.
440. On appelle aire d'une surface courbe, terminée à un contour quelconque, la limite vers laquelle tend l'aire d'une surface polyédrique composée de faces planes, qui, en diminuant toutes indéfiniment, tendent à devenir tangentes à la surface considérée. On suppose d'ailleurs que le contour qui termine la surface polyédrique se rapproche indéfiniment de celui qui termine la surface courbe.
Nous allons d'abord démontrer l'existence de cette limite.
Prenons sur la surface deux points M (a:, y^ -s), et M'(a:-f- Aj:,j-f- b.y^z-\- Az). Soient Pet P' leurs pro- Fig. 101. jectîons sur le plan xOy. For-
mons le rectangle PP'= AxAy dont les côtés soient parallèles à Ox et à Oy, et concevons un prisme indéfini ayant pour base ce rectangle, et dont les arêtes soient perpendiculaires au plan xy. Ce prisme intercepte sur la surface donnée un quadrilatère curviligne MM', et sur la surface polyédrique une aire w qui, si elle n'est pas plane, sera composée de parties planes a, a', a'\ etc.
Or, puisque les plans de toutes ces surfaces tendent indéfiniment à se confondre avec le* plan tangent à la surface au point M, si 0, 6', 6", etc., sont les angles formés par les plans des éléments a, a', a"^ etc., avec le plan xy, et si 1 est Tangle que forme ce dernier plan avec le plan tangent en M, on aura
COS0 = cos^ (i -h a), cosô' = cos^{i -H a'),. . .,
a, a', etc., désignant des quantités qui s'annulent en même temps que Aa:, Ay. Mais le rectangle PP' est la somme des projections de tous les triangles dont nous parlons. Donc
^x^x=acos'k(l -f-a)-+-â5'cos>(i -f-a') -t-a"cosX(i -+-«'')•
ou
tf
cosX ou, comme n -h a'-H a'^-i-
-f- [aa. -I- a' q! -f- a" aP -h },
Lx Ly
— = û) -h iaoL
rosA
-,-a'a'-hfl''a"-h...).
En opérant de la même manière dans toute l'étendue de la surface, on aura un certain nombre d'équations ana-
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logues à celle-ci, et qui, ajoutées membre à membre, donneront Tégalité
Donc ,
lim > :r- =\îtny <ù ■+• lira 7 (aa. H-ûf'a' -f- «"a" 4- ...)•
^i^ cos)i '^^ ^^^
Or
lim y* (fl a -h II' a' -h a" a' H- . . . ) =z= o,
d*après le théorème démontré an n° 16 : donc
ii«.5:»=iimy^= ff^
^Lid ^^ COSA J J COS
On voit par là que^w, ou la surface polyédrique, a une limite.
AT
A=i j I sj i -^ p^ -\- q"^ dx dy ,
Si la surface est limitée aux plans x = a^y =ib el aux cylindres j^ = cp (x) , j^ = ^|; [x)y on aura
?(') la marche par laquelle on parvient à ces limites est la
A= j dx j djr ^' l i- p^ -h q^ y
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même que celle que nous avons déjà suivie dans une autre question (431).
AIRE DES SURFACES DE RÉVOLUTION
442. L'aîre d une surface de révolution s'obtient par une seule intégration.
Soit CMD une courbe plane qui, par sa révolution autour de Taxe Ox, situé dans son plan, engendre la surface dont on veut avoir Taire. Soit CMM'D un contour polygonal inscrit dans cette courbe. On peat considérer l'aîre de la surface comme la limite vers laquelle tend la somme des surfaces des troncs de cônes engendrés par le contour polygonal, lorsque ses côtés décroissent indéfiniment, en même temps que leur nombre augmente jusqu'à l'infini.
Soient ,
M {jc, x) et M' (x + A.T, jr -^ ^X)
deux sommets consécutifs du contour polygonal. La surface décrite par la révolution de MM' a pour mesure
• - MM' (cire MP + cire M'P')
OU
TT (2X H- Ajr) A
V'"^(sr
Mais comme
il s'ensuit que l'expression de la surface du tronc de cône sera
"^[y/'-^lSy-^"]^''
a désignant une quantité qui s'annule avec Ao?, et, par suite, la surface décrite par le contour polygonal aura pour mesure
En désignant par A la surface cherchée, on aura donc A:=l."m \] ( T-rcyKl i -f- -ti^-^ ) -h 2 7rjlim \^(aA^). Maïs lim 2 (« A^) = o (16) , et
donc
aei b étant les abscisses des extrémités de Tare CD.
En désignant par s un arc compté à partir d*un point fixe, on a
Donc
A =1 27r 1 jrds.
SURFACE DE LA ZONE
443. Comme application cherchons la mesure de la Fig. io3. zone engendrée par la révolution
de l'arc de cercle CD tournant autour du diamètre OL. Soit
l'équation du cercle. A étant la surface de la zone, si OA = a,
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et Olî = i, on aura
= 2jt I ydxKJ IH j=:2îr I Rrfjr,
donc enfin
résultat connu.
Si l'on veut avoir la surface de la sphère entière, il faudra intégrer depuis x=^ — R jusqu'à j: = R, ce qui donnera l'expression connue 47îR*.
SURFACE DE l' ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION.
444. Supposons que l'ellipse OAB tourne autour d'un Fig. 104. de ses axes OA, et cherchons à
évaluer la surface engendrée par la révolution de Tare BM, qui
commence à l'extrémité B de
l'autre axe. On aura (442)
A=a.jrr'/xY/.+(gy-
Or l'équation de l'ellipse, a*j^* H-i*a:' = a*i', donne
dy h^x dx a}x d'où
Remplaçant dans cette expression a'j' par a'i* — i*x^, il vient
dy\^ ^>v/a*— (a'— b^)x^
à*y Supposons d'abord que a soit plus grand que i, c'est-à-
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dire que l'ellipse tourne autour de son grand axe. Posons y/a' — b^z=ae. Il vient alors
par conséquent,
A^27r- / dxJa^ — e'^x^=:* / dx</ x'.
Or (404)
a^ . ex
X'^VS-^'^-'^v?-
2 f "^V/ -; — ^^^•^\/"Iï — ^ "^ — ^arcsin-—^
r.he ( la} ^ à^ . cx\
A= xi/ x^-\ arcsm — ) •
445. Si l'on fait dans celle expression a: = a, et si Ion prend le double du résultat, il vient
Oit ha
iTzb' -\ arcsmtf
pour la surface totale de rellîpsoïde.
Si e = o, Tellipsoïde devient une sphère, et en obser-
van t que liai ^ — ^^ =i pour e = o, on retrouve i^T^a
pour la surface de la sphère.
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donc
Comme cette intégrale doit être nulle pour x = o, on aura C = t-'t. — ^ t-? et, par suite,
TT
Si Ton fait 0:= a, on aura en doublant
27r6va'-+-6'c'H 1 I
pour la surface totale de rellipsoïde.
447, Si l'on suppose e=.o, on voit, en développant
da^ -f- b^e^ = a{ i -\ -
par la formule du binôme, que
( be -h sjo^-hb^e-")
lim = 1 .
On retrouve ainsi ^T,a} pour la surface de la sphère.
C^ ) Cette formule se réduit à une forme plus simple en remplaçant 6V
par sa valeur 6* — a*. Elle devient alors
27r6'-t I = 27r&'-H27ra'l I -(ff -+-i) I •
Quand 6 = <z, on a-=: i, tf = o, l(i + e) =i, et par conséquent
ii:ri*-i-2;r<»' = 4îf * pour la surface delà sphère.
NOTIONS PRÉLIMINAIRES
i. Notions sur les fonctions. — On âpi^eWe variable une quantité qui prend successivement différentes valeurs, et constante celle qui conserve une valeur fixe dans le cours d'un même calcul.
2. Quand les valeurs d'une variable dépendent de celles que prend une autre variable, la première est dite une fonction de la seconde.
3. On nomme variable indépendante celle à laquelle on donne des valeurs arbitraires, et fonction la variable qui prend des valeurs correspondantes.
On indique différentes fonctions d'une variable x par f{x), © ( j:), F(x). Le résultat de la substitution de a à la place de x dans/(j:) est indiqué par / ( « ) .
On représente les fonctions de plusieurs variables par/(.r, j, z),
9(07,^,2)» Ft*^» J» 2) On indique par /(«,6,c), «p{«,6, c),
F(«, è, c),. . . , les résultats que l'on obtient lorsqu'on met a^ b, c à la place de x, j, z dans ces fonctions.
4. On représente une fonction d'une seule variable par l'ordonnée d'une courbe plane, et par une surface, une fonction de deux variables indépendantes.
5. On nomme fonction explicite celle qui est exprimée immédiatement au moyen de la variable ou des variables dont elle dépend, et fonction implicite celle qui est liée aux variables dont elle dépend par des équations non résolues, ou par des conditions quelconques non exprimées analytiquement.
6 à 9. Méthode des limites. — Quand les valeurs successives d'une quantité variable approchent indéfiniment d'une quantité fixe
et déterminée, de manière à rCcn dijfércr qiûaussi peu qu'on voudrtty cette quantité fixe est appelée la limite des valeurs de la variable.
Si deux quantités qui varient simultanément restent constamment égales entre elles, dans tous les états de grandeur par lesquels elles passent, et si Tune d'elles tend vers une limite, l'autre tend aussi vers la même limite : principe de la méthode des limites,
10 à 12. MÉTHODE INFINITÉSIMALE. — Un infiniment petit est une quantité essentiellement variable qui a pour limite zéro.
Les infiniment petits sont des auxiliaires qui servent à rendre plus aisé le calcul des quantités finies.
13. Théorème I. — La limite du rapport de deux quantités infiniment petites n'est pas changée quand on remplace ces quantités par d'autres qui ne leur sont pas égales, mais qui ont avec elles des rapports tendant vers l'unité.
14. Autre énoncé : La limite du rapport de deux infiniment petits ne change pas quand on les remplace par d'autres qui en diffèrent d'une quantité infiniment petite par rapport à eux.
15. Théorème IL — La limite d'une somme d'infiniment petits ne change pas quand on les remplace par d'autres dont les rapports aux premiers ont respectivement pour limite l'unité.
16. Théorème. — Si une somme d'infiniment petits, dont le nombrer augmente indéfiniment, a une limite finie, la somme des produits obtenus en les multipliant respectivement par d'autres infiniment petits aura pour limite zéro.
17. Différents ordres d'infiniment petits. — Quand des infiniment petits dépendent les uns des autres, ou en prend un pour infiniment petit principal. On appelle infiniment petits du premier ordre tous ceux dont les rapports à l'infiniment petit principal ont des limites finies ; infiniment petits du second ordre ceux dont les rapports aux infiniment petits du premier ordre sont des infiniment petits du premier ordre, et ainsi de suite.
Si a est un infiniment petit du premier ordre, p étant fini et p infiniment petit, a"(/3-f-p) représentera un infiniment petit de l'ordre de n.
Autre énoncé des théorèmes I et II (13, 15) :
Quand en cherche la limite du rapport de deux quantités composées d'infiniment petits de divers ordres, on peut ne conserver, dans chacune de ces quantités, que les infiniment petits de Tordre le moins élevé.
Quand on cherche la limite de la somme de plusieurs quantités
infiniment petites, on peut ne conserver que les infiniment petits do Tordre le moins élevé.
"yi
TnËORËMES SUR LES DÉRIVÉES ET LES DIFFÉRENTIELLES.
18. Origine du calcul différentiel. — On a été conduit à la découverte du calcul différentiel en cherchant une méthode générale
Fia- 2. pour mener des tangentes aux
courbes planes représentées par des équations.
Soit la courbe AMB, les points M (or, 7), M' (a- -h h, j + Zi), la sécante M'MS, et la tangente MT,
tangIMR = lim j?
quand h diminue indéfiniment jusqu'à zéro.
19. But du calcul différentiel. — Fonction dérivée. — Le calcul différentiel a pour but de déterminer, pour chaque fonction, la limite du rapport de Taccroissement de la fonction à celui de la variable, quand celui-ci diminue jusqu'à zéro. Cette limite est appelée la fonction dérhée de la fonction proposée. On la représente parjr' ou par /'(a:).
20. Différentielle. — Le produit de l'accroissement de la variable indépendante x par la dérivée de la fonction s'appelle la différentielle de la variable 7, et on la désigne par dy :
dy = yh=f'[x)h.
La différentielle de la variable indépendante n'est autre chose que l'accroissement h.
La dérivée d'une fonction d'une variable est le quotient de la différentielle de la fonction par la différentielle de la variable.
21 . ctr et dy sont les accroissements correspondants de x et de j, quand on passe du point de contact M situé sur la courbe à un point quelconque I de la tangente, tandis que k ou M'N est l'accroissement de l'ordonnée de la courbe correspondant au même accroissement h = dx de l'abscisse.
22. Le rapport de l'accroissement de la fonction à la différentielle de cette fonction tend vers l'unité.
23. Propriétés générales des fOiNctions dérivées. — One fonction croît ou décroît â partir d'une valeur déterminée de x, suivant que sa dérivée est, pour cette valeur, positive ou négative.
24. Si la dérivée d'une fonction est nulle pour toutes les valeurs de X comprises entre a et ô, cette fonction a une valeur constante dans cet intervalle.
25. Si une fonction est croissante dans un certain intervalle, sa dérivée ne peut devenir négative dans cet intervalle; si une fonction est décroissante, sa dérivée sera négative. ^
26. Si la dérivée d'une fonction était constamment infinie, x serait une constante.
27. Quand on considère plusieurs variables x, j, z, «, on représente les accroissements simultanés de ces variables par A.r, Aj, Az, Af/. '
28. Lorsque deux fonctions sont égales pour toutes les valeurs de la variable indépendante, leurs différentielles ou leurs dérivées sont égales.
Deux fonctions qui ne diffèrent que par une constante ont la même différentielle.
29. Réciproquement, si les différentielles de deux fonctions sont égales entre elles, dans un certain intervalle, ces fonctions auront, dans cet intervalle, une différence constante.
Expression imaginaire
d(u-\-v\/ — 1 ) =du-hdif v/— I .
44 et 45. Applications.
!** Courbe telle, que la sous-normale ait une longueur constante a
2° Courbe dont la sous-normale est une puissance donnée de l'ab-
scisse.
3° Courbe dont la sous-tangente est en raison inverse de Fordonnée.
xjr — c)' = — a^.
4° Courbe dont la normale est constante.
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-16. DiFFÉRENTIATION DES FONCTIONS COMPOSÉES.
NOTIONS SUR LES SÉRIES
48. DÉFINITIONS. — Série, suite composée d'un nombre infini determes formés d'après une loi déterminée.
Si, à partir d'une valeur de n suffisamment grande, la somme des n premiers termes S„ approche indéfiniment d'une limite finie et déterminée, quand n augmente de plus en plus, la série est convergente^ et la limite S vers laquelle elle tend est la somme de la série. La difl'érence S — S„ = R„ se nomme le reste de la série.
Si S„ croît au delà de toute limite, ou n'a pas de limite fixe, la série est divergente,
49. Théorèmes sur la convergence des séries. — Pour qu'une série soit convergente, la condition nécessaire et suffisante consiste en ce que la somme d'un nombre quelconque de termes au delà du n""^^ u^, soit aussi petite que l'on voudra, si n est suffisamment grand.
30. A partir d'un terme m„, n étant assez grand, les termes doivent finir par devenir plus petits que toute quantité donnée. Condition nécessaire, non suffisante.
5i. En général, pour reconnaître si une série est convergente, on compare ses termes, à partir d'un certain rang, à ceux d'une autre série qu'on sait être convergente, et s'il arrive que les termes de la première soient inférieurs ou au plus égaux à ceux de la seconde, alors cette première série est convergente,
52. Théorème I. — Une série dont tous les termes, ou du moins les termes très-éloignés, sont positifs, est convergente si, à partir d'un certain terme, le rapport d'un terme quelconque au précédent est plus petit qu'un nombre déterminé k^ qui est lui-même plus petit que l'unité.
53. Théorème II. — Une série à termes positifs est convergente.
si, à partir d'un certain terme, on a constamment
54. Les termes d'une série ayant des signes quelconques, si la série qu'on obtient en prenant positivement tous les termes au delà d'un certain rang est convergente, la série proposée le sera aussi.
Condition suffisante, non nécessaire.
55. Théorème III. — Une série est convergente quand les termes éloignés sont alternativement positifs et négatifs, et décroissent indéfiniment.
{«, -h (', v^^) -^ («j + ï'j ^f-i) -f-. . .4- ("„+»'„ v/— 0 -h . • . : série convergente, si les deux sommes
sont convergentes.
Étude de quelques séries
convergente, quel que soit x,
•±' I + .i: eus X H cos 2 j: 4- ... H cos «x -h . . . ,
convergente, quel que soit j:;
convergente pour x entre — i et +i,
mini — i) , m [m — i )...(/;/ — p-{-\]
convergente, si j:* < i ;
divergente pour /w^ i, convergente pour /w > i,
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fi" an 1 -H ^-i-...H
convergente. On en représente la somme par e : e est entre 2 et 3,
e = 2,7182818, à un dix-millionième près.
SB à 61 . Limite de ( i -H — I quand m croit indéfiniment. — Cette limite est le nombre e, 62. e est incommensurable.
différentiation des fonctions transcendantes.
Fonctions logarithmiques
dAoQx = — '- loge.
64. Quand le nombre e est la base, les logarithmes sont dits népériens : nous les désignerons par 1.
dix =
On passe d'un système quelconque au système nôjïérien, et vice versa, par la formule
logx z=\x X T-^ = \x X loge.
la
j- ou loge est le module du système. Quand a = 10, le module est
loge = 0,4342945.
65 et 66. La règle de la différentiation des logarithmes est souvent utile pour différentier d'autres fonctions.
67 à 69. Fonctions exponentielles.
di^ = efladu, de* = e*dx.
La fonction Ce* est la seule qui soit égale à sa dérivée.
70 à 75. Fonctions circulaires directes. — sinar, cosj^,... sont les rapports des droites ainsi nommées au rayon du cercle, x est la longueur d'un arc rapportée au rayon pris pour unité ; si z est le nombre des degrés contenus dans x^
X = -rr-î Z = X X .= 01 lO X X,
i8o ir '
L'arc égal au rayon = 67° 16'.
d sinjc = cosxdx^ d cosz = — sinzrfz.
, dz . ^ dz , , sinzr/s
rttanffz = — —• rfcot2 = — r-* aséca = 5 —
° cos z sm z cos^z
76 à 80. Fonctions circulaires inverses. — L'arc dont le sinus est X se représente par arc sinj:.
du
ddiiQSinu = '
d arccosif = —
d arc tangM = d arc cot« = —
v/i - u' du
du du
DIFFÉRENTIATION des fonctions implicites. — CHANGEMENT
IJ
df , df ^ dr
^dx^^^dy-o, £^-
■df'
ày
83. Élimination des constantes. — Si entre une équation donnée et l'équation qu'on en tire par la différentiation, on élimine une constante, on a une nouvelle équation qui exprime une propriété de la tangente, commune à toutes les courbes que représente l'équation proposée, quand on y donne diiférentes valeurs à la constante.
Fonctions lmplioites données par plusiechs équations
df ^ df , clf .
-/-dx-\--^dy'{--j^dz = o, dx dy -^ dz '
— dx^^dy-^-^Jz = o.
df dV
dfd¥
dfdF
dfd?
dy
dx dz
dz dx
dz
dy dx
dx
~ df dY dz dy
dfd¥' dy dz
dx
~ dfd?
dz dy
dfdF dy dz
85 et 86. Si Ton a n équations entre n-\-i variables, on égalera à zéro les différentielles deà premiers membres de toutes ces équa-
dr
tiens; on aura n équations du premier de2:ré, d'où Ton tirera ^j
dz ^
-7-> etc.
dx
DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DE DIVERS ORDRES. — Soit
y = f(x) une fonction quelconque de x, et y' sa dérivée. Si Ton différentie y', on obtient la dérivée de y\ que l'on appelle la dérivée seconde ou du second ordre de/, et qu'on désigne par/". De même . /" aura une dérivée y'", et, en continuant ainsi, on aura les dérivées de tous les ordres de /. On les représente aussi par f'{x)^
A ces dérivées correspondent les différentielles successives de y, que l'on représente par rf*/, d^y, ....
dy=y'dx, d^y=j''dx\ d^y=.y'"dx^,,.., dy^y^^^dx",
, dy „ d^Y ' d^Y ,„. d^Y
•^ dx^ ^ dx"' -^ dx' - dx''
Exemples
d'"Y Si m est entier, -j-^ = i.a.S. . ./w.A.
Les dérivées suivantes sont nulles.
4« / = log^.
—. = [- î)«-i 1.2.3. . .(72 — i)x--\]oge.
ro d"r . f n \
5'» r=sin.r, ^. = sin(.r+-7rj.
89. Quand la fonction j est donnée par l'équation f(x, y) = o,
df , df , do do , d<s „
ax dy-^ ' <'/x dy"^ dy'-^
On trouverait de môme /™, 7'',
Du CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE. — Si l'On a
n équations entre (« + i) variables, y, x^ r, u^ f,. . . , on peut en regarder une comme indépendante, et imaginer que toutes les autres soient exprimées en fonction de celle-ci. Si l'on choisit /, par exemple,
on a
yz='^{t) et d''y = '^^'')[t)de,
91. Si Ton prend / pour variable indépendante, et que Ton considère J7 et / comme fonctions de /, on a
dy^f\x)dx,
d^y=f{x)dx^ + f{x]d^x,
dy=f'"{x)dx^-h^f"(jc)dxd'x-^f'(x)d'x:
ou
92, 93. Réciproquement,
f,„ , , dxd'*v — drd^x f (^) =
dx" dx.{ d.r d^r — dr d^ x) — 3d^x{ dx d^y — drd^ x )
dx' les différentielles dans les seconds membres sont relatives à t.
94. La dérivée première /'(j:) est la seule dont l'expression par les différentielles de j: et de / reste la môme quand on cesse de prendre x pour variable indépendante, ou quand dx cesse d'être constante.
Exemple
uifffttentution des fonctions de plusieurs tariablbs
indépendantes.
98. Différentielles partielles et totales d'une fonction de PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. — Si dans uno fonctioR de plusieurs variables indépendantes
on ne fait varier que x, et qu'on prenne la dérivée de la fonction par rapport à x, cette dérivée partielle sera une certaine fonction
CllL flT I 27 "K Z I
<p(x, j, z); on la représente par la notation -r- ou -^ — -r^ E^-
multipliànt la dérivée partielle par dx ou par Taccroissement arbitraire de x^ on aura la différentielle partielle de u par rapport à x,
? (^, yt z)dx, ou -^r-dx.
99. La somme des différentielles partielles de u par rapport à toutes les variables s'appelle la différentielle totale de u.
iOO.
-h(aAx-i-p''A/4-7''A2).
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L'accroissement de la fonction u se compose de deux parties : dans Tune, les accroissements des variables sont multipliés par des fonctions indépendantes de ces accroissements, et qui sont les dérivées partielles de u\ dans l'autre, ces accroissements sont multipliés par des quantités a, p', 7" qui s'évanouissent en même temps qu'eux.
iOl. Exemples.
102. Propriétés de la différentielle totale. — La limite du rapport de l'accroissement d'une fonction à sa différentielle totale est l'unité.
103. Quand une fonction de plusieurs variables est constante, sa différentielle totale est nulle.
Si deux fonctions ont une diflérence constante, leurs différentielles partielles ou totales sont égales, et réciproquement.
104. DiFPÉRENTIATION d'une fonction COBIPOSÉE DE FONCTIONS DE
PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES, p fonction composéo de dcux fonctions des variables : /? = F (m, ('j, u Qi v étant des fonctions des variables indépendantes x^y^ zi
dp dp du dp dv dx du dx dv dx
dp _ dp du dj) dv dy ~ du dy dv dy
dp dp du dp dv ^ dz du dz dv dz
la différentielle totale de p :
dp=^ ^ du -j- -~ dv, •* au dv
Dérivées et différentielles de divers ordres. ■, \ ou
dydx
cP u
-rrr inc^ique la dérivée par rapport à y de la dérivée de u par
(Pli rapport à x. De même est la dérivée par rapport à j: de la
dérivée de u par rapport à y.
On indique d'une manière semblable le résultat d'un nombre quelconque de ditférentiations exécutées dans un certain ordre sur la fonction u,
407 à 109. Théorème sur l'ordre des différentiations. — Le résultat final de plusieurs différentiations successives est toujours le môme, quel que soit l'ordre dans lequel on opère par rapport aux diverses variables.
ilO. Différentielles totales de divers ordres d'une fonction
DE plusieurs variables INDÉPENDANTES. — Soit U UUO fODCtion dO
trois variables indépendantes x^y^ z,
formule symbolique, dans laquelle il faudra remplacer di^ par r/"« après le développement.
DÉRIVÉES PARTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES. — Une
équation /(or,/) = o, entre deux variables x eiy, donne
df . clf . -ty s dr dx
-j- dx -\- -^ dr = o, d ou -7- = r?»
dx ay -^ ' dx df
dy
—f. ^H-'hi ^(^!:l\ (jfd^_
dx^ dxdy dx dy^ \dx ) dy dx^ "~ '
d'où l'on tire -—r- En différentiant de nouveau, on obtiendra -j-it
(Ix a JT*
dW dx' '
112 et 113. Si l'on a une seule équation entre trois variables
en différentiant l'équation (i) par rapport à a:, on a . . df df dz _
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d'où Ton tire -7- • On a de même -j- par l'équation
df dfdz (3) -^ + -/-7-=ro.
^ ' dy dz dy
En différentiant Téquation (2) par rapport à x, on aura
da^ '^'^dxdz dx "^ dz^ \dx) "^ dz dx' "" ^'
d'où^.
En différentiant l'équation (2) par rapport à 7, ou l'équation (3) par rapport à ât, on trouve également
d'^f d^f dz dH dz . d^fdz dz df d^z tixdy dydz dx dxdz dy dzr cix dy dz dxdy
dou -; — r-t etc.
dxdy
AUTRES FORMES DU RESTE
La formule suppose que/(")(x') reste finie et continue pour toutes
Stusm. — An,^ T. 29
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les valeurs de la variable a:', depuis x jusqu'à x-\-h\ elle n'exige aucune condition relative aux. dérivées d*un ordre supérieur à /z.
120. Remarque sur la série de Tatlor. — Si Ton arrête la série à un terme r /^"M*^) ^^ ^^ soit pas nul, on pourra pren-
dre la qupintité h assez petite pour que ce terme surpasse en valeur absolue le reste qu'il faudrait ajouter à
a6n d'avoir la valeur exacte de f[x + h).
SÉRIE DE MaCLAURIN
Le reste a l'une de ces trois formes
/(»+•) (Ôjt).
122. Kemauques sur la formule de Maclaurin. — Si la fonction f(x) devient infinie ou discontinue pour x = o, on peut la développer, suivant les puissances de a; — a, par la formule
123. La fonction /(^) ne peut être développée en une série convergente procédant suivant les puissances entières et ascendantes de X autrement que par la formule de Maclaurin.
124. La série de Maclaurin, quand elle est convergente, peut converger vers une limite différente de/(j:).
I.2.3...(/ï-hl
130 À 133. Formule du binôme pour un exposant quelconque. (i4-x)'"=i + wxH i ijr'-f-...
^ w(m--i)...(/y|.--/îH-i)^„ 1.2.3. . . n
+ ....3...(« + .) '^"C-t-exr--,
série convergente, si x tombe entre — i et 4-1, quel que soit m,
134. Développement de 1 (i+x). — Si x est entre 4- 1 et — 1 ,
135, 136. Formules pour le calcul des logarithmes.
45a TABLE ANALYTIQUE.
l(^-4-4)-l-l(^-4)4-l(.r4-3y-f-l(ji--3)-'2lj:-l(x+5)--l(^— 5)
5 \J7' — Î^Sx-^- 7'2/ J
Si x^ 1000, on a, avec une erreur moindre que — pj»
l(a: + 4) + l(a:-.4)4-l{j:+3)-4-l(ar-3)
437, 138. Lorsque deux nombres sont supérieurs à une certaine limite, telle que 10 000, leur diiférence, pourvu qu'elle soit suflBsamment petite, qu'elle ne surpasse pas i, par exemple, est sensiblement proportionnelle à la différence de leurs logarithmes.
139. Des logarithmes considérés comme limites d'expressions algébriques.
^=r lim ( ï H )
qnand /7t = oo .
\X= lim[/« ('vÇ*— 0] quand m = co ,
GÉNÉRALITÉS SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. — Une
équation où entrent des quantités imaginaires est la représentation symbolique de deux équations entre des quantités réelles.
143. Toute expression imaginaire a-i-b y/— i peut être mise sous la forme r (cosf -h yj — i sin/) :
r=zy/a}-\-b^^ cosf = -= ; ' sinf =
yJa^-^-b^ VV + P
La quantité positive r est dite le module de l'expression imaginaire. Les valeurs de sin/ et de cos/ font connaître Tare t ou \ argument : on le choisit ordinairement positif et plus petit que la circonférence.
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Formule de Moivre
(cosx-f-\/ — I sinjc)'" = cosmx'+- yj — i sin/wx,
encore vraie lorsque m est un nombre fractionnaire, positif ou négatif.
i4S. Développement du sinus et du cosinus d'un multiple d'un
ARC suivant les PUISSANCES DU SINUS ET DU COSINUS DE CET ARC.
„ m(m — 1 ) _ . . « cosmj? = cos" j: ^ COS*" ^x ^\vcx
».. • m (m — i) [fn — 2) «••a sin mx = m cos"*"* xsinx ^^ -^ cos'""' sin^ j: -h. • • •
i46. Développement d*unb puissance d'un sinus ou d'un cosinus SUIVANT LES SINUS OU LES COSINUS DES MULTIPLES DE l'aRC. — /W = 2/2 :
2'"""* cos"* X = cos mz -h m cos [m — *i)x
2*""* cos'"x = COS mx 4- m cos [m — ^)x
H ^^ cos /?2 ~ 4) a: 4-. . .H ^ o coso?.
( — 1)''2'"~' sin"*x = cos/wor — /72 cos [m — 2)0:
ni[m — \\ , , ■ _^ I m (m — 1). ..[/2 4- i) H ^^ ^cos(/;2 — 4)j^— .-. . tb i i- — i
( — I )" 2*""' sin'"^ = sin mx — msin(m — 2 ) a:
i48. Théorie des exponentielles imaginaires.
.Convenons d'appeler e*^^ le résultat de la substitution de xy/— 1
à la place de x dans la série ci-dessus : on aura
e"^ = cosj: -h yj— I sinr, e"**^"^ = cos j: — y/ — i sinx.
COS:c = » sina: = ;
150. On est convenu de représenter par e*+^*'~* le résultat de la substitution de X'^y\l— i à la place de x^ dans la série
La formule e* x e^ = ^+^ est encore vraie lorsque les exposants sont de la forme x-\-y v^— i.
151 . Toute expression imaginaire a + 6 yj'^i peut être mise sous la forme ^+^'*^.
Si <p est le plus petit des arcs positifs qui ont --=: pour co-
sinus, et ■ pour sinus, on aura, / étant un nombre entier
quelconque, positif ou négatif,
152. LoGARTTHHBs IMAGINAIRES. — Si Tou con\ient d'appeler logarithme népérien de /x + ^ v^— ï Texposant imaginaire de e^ dans régalité précédente, on aura
1 (fl 4- /» /^) = -!(«'-+- *') + (a/TT 4- <p) v/^=n".
Un nombre positif a un seul logarithme réel et une infinité d'imaginaires.
Une quantité négative n'a pas de logarithme réel.
RflSOLUTION DBS EQUATIONS BINOMES.
153 à 155. RÉSOLUTION de l'équation af*=^ a.
(liit . . . 2/7r\ cos h V — 1 sm ) 7
DES MATikRBSfl /=0, I, a, 3,..., 771— I, OU
X = rlc
cos ± V — I sin
A- = o, I, a, 3,..., jusqua — ou — -^ — ? suivant que m sera pair ou impair.
156. Théorème de Cotes. -- A partir d*un point A, divisons une
circonférence en m parties égales.
Prenons sur le diamètre AA' une longueur OM = x, et joignons le point M aux divers points de division.
La différence des w**"** puissances des lignes OM et OA est égale au produit des lignes menées du point M aux divers points de division de la circonférence.
157, 158. RÉSOLUTION de l'équation a?^ = — a.
(2/ 4- IJTT
= r I cos
y — I sm i ■ — i
1 = 0, 1,2,..., (w — i) ou
j? = r j cos
± t/— I sin V*" ~^M" m m \
A- = I, 2, 3, . . . , jusqu'au plus grand nombre entier qui ne surpasse pas — ; — ) c'est-à-dire qu'on s'arrêteira à — ^^^^^ si m est
pair, et a si m est impair.
159. Théorème analogue à celui du n° 156, avec cette différence que les divisions de la circonférence en m parties égales ne commenceront pas tout de suite au point A, mais au point qui en ser?
TT
distant de Tare —
ICI
équations qui rentrent dans l'un des cas déjà traités.
expressions qui se présentent sous une forme indéterminée. 462. 163. Vraie valeur des expressions qui se présentent
O fl JC^ o
sous la forme -• • se réduit à - quand x = a. /(""*"') la) et
^("^') [a) sont les premières dérivées qui ne s'annulent pas simultanément pour x= a,
164, 165. Valeur des expressions qui prennent la forme — •
GO
%r- — i prend la forme — > pourx=^rt: /i-hi est Tordre des dérivées
»de if(x) et de/(x) qui, les premières, ne sont pas nulles ou infinies à la fois.
yf^)_cp("-')(^)
166. Valeur des expressions qui prennent la forme o x eo . — Pour trouver la valeur de l'expression ^(a)f(a)j dans laquelle ff[a) = o et/(a) = 00 , on observe que
expression qui devient - pour x = a, et Ton appliquera les règles précédentes.
167. Lorsque les dérivées de (f{jc) et de /(j?) conduisent à des expressions qui présentent toujours pour x = a Ia même indétermination que celle dont on cherche la vraie valeur, on remplace x par a -^ hj on développe ies fonctions par la série de Taylor, ei, toutes simplifications faites, on pose h = o.
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Valeur des expressions qui prennent la forme g" ou i
f(^) prend une forme indéterminée lorsque /(x) et (^{x) s'annulent toutes les deux pour x = a; sa vraie valeur s'obtient en cherchant celle du produit ? (^) l/( J^).
169. Extension des règles précédentes. — Ces règles subsistent encore lorsque a devient infini.
Mais avant de les appliquer, il faudra s'assurer que l'expression
proposée, ainsi que Z-,) (> approche d'une limite quand x tend vers l'infini.
développement des fonctions de plusieurs variables.
170, 171. Extension du théorème de Tatlor. — Soit u =/(a:, x) une fonction de deux variables :
j>, - . ,v du , du , I fdu . du ,\(')
I rdu ^^ ^"A^'^ I /^"r . <^"/Y"^
r/;F djr ) '" i.%,.,/i\€ix dy
expression dans laquelle il faut remplacer p par x-^^h^ et ^ par 17â. On a la formule
/ =u-i-du-\ h. . .H h R,
où
/du, , fl&^, fl?//, \(»)n
p=z X -hBhj q=jr'i-BÂ', r=z4-Ô/. .., 0 égale une fraction positive.
Si R peut devenir plus petit que toute quantité donnée, lorsque n est assez grand, la série indéfinie qui forme le second membre de l'équation (i) est convergenle et a pour somme /(j; -h ^, y-^^t 2 4-/,...)- C*est la série de Taylor étendue à un nombre quelconque de variables.
173. En prenant h qI k assez petits, un terme quelconque du développement, sMl n'est pas nul, surpassera en valeur absolue le reste de la série, à partir de ce terme.
Extension du théorèue de Maglaurin.» Désignons paru
du du dx dy
On aura
id') ' {t) '*"' ^® ^^ deviennent «, ^j "x.'*"' pourx = o,
i.a.3. ../2 L\û^ dq J^ \dx dy /^ J
expression dans laquelle on doit faire j: = o, / = o, et remplacer h par j:, A par x, p par ^x Qiq par ^y,
175. Fonctions homogènes, /{or, /, z) sera une fonction homogène si l'on a
f[tx,tx,tz) = t^f[x,y,zy,
m est dit le degré de la fonction.
176. Si l'on divise une fonction homogène de degré m par une des variables élevée à la puissance /ti, la fonction ne dépendra plus que des rapports des autres variables à celle-ci, et réciproquement.
177. Les dérivées partielles et du premier ordre de toute fonction homogène du degré m, /(or,/, z) sont des fonctions homogènes du degré (m — i),
178 à 181. Pour toute fonction homogène, on a
du du du -j-x-\- -7- r -I- 3- z = /wtt, dx dy^ dz '
(du . du du \(*) , .
au au au Y' , ,
La somme des dérivées partielles d'une fonction homogène, multipliées respectivement par la variable correspondante, est égale à la fonction multipliée par son degré.
MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS d'uNE VARIABLE.
182. AIaximuhs et minimums des FONCTIONS d'une seule variable INDÉPENDANTE. — Soit f(x) uno fouclion d'une seule variable x. Si, en faisant croître a?, la fonction prend une valeur réelle qui surpasse celles qui la précèdent et celles qui la suivent immédiatement, cette valeur de la fonction est dite un maximum. On appelle mi nimum une valeur moindre que les valeurs voisines.
i83. Une fonction peut avoir plusieurs valeurs maximums et minimums, lesquelles doivent se succéder alternativement. Un maximum peut être moindre* qu'un minimum. Un maximum négatif devient un minimum quand on fait abstraction de son signe, et do même un minimum négatif pris positivement devient un maximum.
i84. Les valeurs de x qui* rendent /(x) maximum ou minimum se trouvent parmi celles pour lesquelles /'(a:) devient nulle, infinie •ou discontinue en changeant de signe.
185. Ordinairement restant finie et continue. Dans ce cas, on a la règle suivante.
186, 187. Quand une valeur de ^r annule quelques-unes des dérivées successi ves /'( a: ),/''(j? ),..., si la première dérivée qu'elle n'annule pas est d'ordre pair, la fonction /(a:) est un minimum ou un maximum, selon que cette dérivée est positive ou négative; mais il n'y a ni maximum ni minimum si la première dérivée qui ne s'annule pas est d'ordre impair.
188, 189. Maximums et minimums des fonctions implicites d'une seule variable indépendante. — Trois équations :
(0 , j yl-^ïJ, 2, w)-=o,
Pour trouver les maximums ou les minimums de a, on différentiè les équations (i), en y regardant j-, z^\, u coiume des fonctions de:c
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et supprimant les termes où entre -5- j ce qui donne
IX
dx dy de dz dx '
^ dx dy dx dz dx '
d^ d^ dy d*\ dz __ dx dy dx dz iix~ '
On élimine «^ et -j- et Ton obtient une équation,
qui, jointe aux équations (1), détermine les valeurs de x, y^ z et a. L'élimination de -p et de ^ entre les équations (a) peut se faire
en ajoutant ces équations multipliées respectivement par i , Ol et p, et choisissant les indéterminées X et fx de manière que dans le résultat les coefficients de -7- et de -7- soient nuls.
dx dx
190. Fonction explicite F (j:, /, z, li)^ x^ y^z et u étant liées par les équations
<p(j:, J, z, II) =0,
^(x,y. z, ii) = o.
On posera F ( j:, /, z, 11) — c = o, et l'on sera ramené à la question précédente.
maximum et minimum des fonctions de plusieurs variables.
191. Maximums et minimums des fonctions de plusieurs variables INDÉPENDANTES. — Une valsuT particulière et réelle d'une fonction de plusieurs variables indépendantes f(x, /, z) est un maximum, quand elle surpasse toutes les valeurs de cette fonction qu'on obtiendrait en donnant aux variables des valeurs très-peu différentes de celles que l'on considère. On appelle minimum d'une fonction une valeur particulière moindre que toutes les valeurs voisines.
Les valeurs de x, ;-, z qui rendent u=f(x, y, z) maximum ou
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minimurii se trouvent parmi celles qui rendent les dérivées j- > 7- > -7- nulles, infinies ou discontinues.
i92 et 193. En se bornant au cas où ces dérivées sont continues.
La différentielle totale du premier ordre est nulle.
Si (Pu n'est pas identiquement nulle, il peut arriver trois cas: 1° d^u pourra changer de signe, alors il n'y aura ni maximum ni minimum; a** d^u conservera toujours le même signe, alors u sera maximum ou minimum selon que f/' m sera négative ou positive; 3** d^u sera nulle pour certaines valeurs de A, k, /, mais sans jamais changer de signe. Alors on ne peut dire si la fonction est un maximum ou un minimum, et pour avoir une conclusion il faut pousser plus loin le développement de A«.
Pour que d^u ou la fonction
AA'-h BA-^ -h C/^+ aDM 4- aE/i/ -+- 2F/-/
soit positive pour toutes les valeurs réelles de A, ^ et /, A n'étant pas nul^ il faut que l'on ait dans le cas du minimum
Maintenant, on peut écrire d^u sous la forme
si l'on pose, pour abréger,
Ces conditions sont sufi^antes.
S\f[x^y^ z) est un maximum, il faudra que l'on ait
AA» + BA*-h ... 4- aF/7 < o, A < 0, G < o, N < o.
195. Si les quotients différentiels A, B, C, D, E, F étaient tous
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nuls, pour les valeurs do Xj y et z, tirées des équations
du du du
les quotients différentiels du troisième ordre devraient s*annuler d'eux-mêmes, et la différentielle du quatrième ordre aurait le même signe pour toutes les valeurs tirées des accroissements A, X-, /.
196. Maximums et minimums des fonctions implicites de plit* sieurs variables indépendantes. t
( ^'(•^tr» 2» «, •') = 0,
X et X sont indépendantes. Si l'on veut rendre maximum ou minimum la fonction Vj la différentielle totale de c doit être nulle.
Si Ton différentie les équations (i) en faisant attention que dv = 0, il viendra
df ^ df ^ ^f ^ . ^f ^
En éliminant dz et du^ on obtiendra une équation de la formo
Vdx -h Qdf = o, et il faudra que l'on ait (3) P=o, Q = o.
Les équations (i) et (3) donneront les valeurs cherchées de x, ^, Zj Uy p.
Pour savoir si la valeur correspondante de la fonction est maximum ou minimum, il restera à examiner si la différentielle totale d^ç garde toujours le même signe.
Équation de la normale , axes rectangulaires
Axes obliques (6 angle des axes),
^ ' «//+r/arCOS0^ '
SOI. Longueur des lignes nommées sous -tangente , etc. —
Axes rectangulaires.
Fig. II.
Sous-tangente S, : PT = •^.
^ ^ dy
Sous-normale PN : S„ =
(Ix
Tangente
: MT = 7i/
da^
Normale. MN
df
202. Degjié de l'équation de la tangente. — Si l'équation de la courbe est algébrique et du degré w, l'équation de la tangente sera du (/w — i )**''"' degré relativement aux coordonnées du point de oontact.
203. PROBLisMES SUR LES TANGENTES. — Mener par an point (a, b) une tangente.
df ,df df df
dx dy djc d/*^
L'équation (2) considérée isolément représente un lieu géométrique qui contient tous les points de contact et qui est du degré (m — i) au plus.
204. Tangente parallèle à une droite dont Téquation est Y = aX.
On doit avoir
dr
dx
équation qui, jointe à /(^, j) = o, déterminera les coordonnées du point de contact.
Si /(^, j) est du degré /w, le problème admettra au plus /7i(/7i — i) solutions.
De la coNCAViTé et de la convexité des courbes planes
— Selon que y et -j-=j sont de même signe ou de signes contraires,
la courbe est convexe ou concave au point M vers Taxe des abscisses, si Tangle des parties positives des axes n'est pas plus grand qu'un angle droit. Quand cet angle est obtus, on change le signe de l'une des coordonnées, ce qui rend aigu l'angle des coordonnées positives, et l'on applique la même règle.
206. Si -r-i a le même signe que ^, un peu avant que x devienne
Fig. 18.
égale à OP, et un signe contraire après que x a dépassé cette valeur, ou vice versa y la courbe, convexe ou concave à gauche du point M, devient concave ou convexe vers l'axe des abscisses à droite de ce point. Le point M est dit un point d* inflexion. Ces points s'obtiennent en cherchant
d^r les valeurs de x et de y^ qui, rendant -7^ nulle ou infinie, lui font
en même temps changer de signe. *
Fig.
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THÉORÈMES SUR LES AIRES ET LES ARCS DES COURBES PLANES
207 à 209. Différentielle de
L*AIRE d'une courbe PLANE.
CAMP = u :
du =jrdx.
Axes obliques (Ô angle des axes) :
du = /rfarsin0.
210. Des aires considérées comme limites d'une somme de PARALLÉLOGRAMMES. — Dans le cas des axes rectangulaires, la sur-
Fia* 20. face ABDG est la limite d'une somme
de rectangles intérieurs, tels que
MIP'P, formés en menant par les
points C, E, F,. . ., M, M', etc., pris
sur la courbe, des parallèles à Oo:
dont chacune soit terminée à Fordon-
née du point suivant.
Si Ton mène, par chacun des points considérés sur la courbe, des
parallèles à Oxy terminées. aux ordonnées des points précédents, on
formera des rectangles extérieurs analogues à PKM'P'. u est aussi
la limite de la somme de ces rectangles.
Application
212. Différentielle d'un arc de courbe. — I^ longueur d'une courbe est la limite vers laquelle tend le périmètre d'une lign^ brisée inscrite dans celte courbe, lorsque ses côtés sont de plus en plus petits, et que leur nombre croit jusqu'à l'infini. Ce périmètre a une limite déterminée.
arc CM = .?, ds = \]dx^ -+- dy^,
214. Limite du rapport de l'arc a sa corde. — Nouveaux théorèmes sur les arcs considérés comme limites de polygones. — La limite du rapport d'un arc quelconque à sa corde est l'unité.
Stdrm. — An,^ I. 3o
215. Si cef. . .r/ est un contour polygonal d'un même nombre de côtés que le contour CEF. . . D; si, à mesure que les sommets C,
Fig. 2/|.
E, F,... se rapprochent de plus en plus, les côtés ce^ ef^ etc., tendent de plus en plus à devenir égaux aux côtés correspondants CE, EF, etc., en même temps que le nombre de ces côtés va en augmentant jusqu'à Tinfini, le contour polygonal c^/. ..f/aura même limite que le contour CEF...D,' c'est-à-dire la longueur de l'arc CD.
216. Si Ton mène entre les deux ordonnées extrêmes Câ, DB un nombre indéfini de parallèles à Taxe des y, puis que Ton inscrive entre ces parallèles d'autres lignes droites, tangentes à la courbe, la somme de ces dernières tend vers une limite qui est encore la longueur de la courbe donnée, même quand elles ne forment pas une ligne brisée continue.
La différentielle du secteur POM est aussi égale à
-(xflf—fdx).
222, 223. Différentielle d'un arc de courbe,
ds = \/dr^-hr'd(i\ sinpi = 224. Applications.
I** Ellipse: r =
rdB
cir
-37' '"^V- = Ts'
p i4"<?cosô '- T7 tangi:ji= ,—z —
a" Spirale d'Archimède : r= «ô, tangf* = 0, S, = aB\ S„ = a, 3° Spirale hyperbolique : rô = a, tangp = — ô, S, = — «. 4* Spirale logarithmique : r= ab . ♦
La tangente fait un angle constant avec le rayon vecteur qui passe par le point de contact.
L'extrémité de la sous-tangente décrit une spirale égale à la première, mais située différemment.
L'extrémité de la normale décrit aussi une spirale égale à la première.
2Ê5, 226. Des coordonnées bipolaires. — Dans ce système de
coordonnées, on détermine la position d'un point sur un plan par ses distances r et r' à deux points fixes A et B. Soit /(r, r') = o Téquatinn de la courbe CM. Soient AM = r, BM = r', AMT = a, BMT = 6 :
COS a _ dr COsS ~ dr'*
Fig. 32.
théorie du contact des courbes planes.
227, 228. Contact de divers ordres des courbes planes. Soient deux courbes
si
les deux courbes MN' et MN ont un contact de Tordre n.
Par un point commun à deux courbes qui ont un contact de l'ordre /?, on ne peut faire passer entre ces deux courbes aucune autre courbe ayant, avec l'une des deux proposées, un contact d'un ordre inférieur au /i''"".
229, 230. L'ordre du contact est indépendant du choix des AXES, pourvu que Taxe des ordonnées ne soit pas parallèle à la tangente commune aux deux courbes.
231. Caractères géométriques d'un contact d'ordre pair ou IMPAIR. — Quand deux courbes ont entre elles un contact d'ordre impair^ l'une des deux embrasse l'autre, et deux courbes se traversent mutuellement au point de contact, quand elles ont un contact d'ordre pair,
232, 233. Des courbes osculatrices. — Si l'équation d'une courbe renferme w 4- i constantes arbitraires, âr, ô, c, . . . ; si l'on détermine les constantes <?, b^ c, etc., de manière à obtenir un contact du /z'*""' ordre avec une courbe donnée j = /(j:), parmi toutes les courbes de même espèce représentées par l'équation proposée, celle qui répond à ces valeurs des constantes est dite osculatrice à la courbe y=f[x)*
234. Du CERCLE oscuLATEUR. — Soit OU coordonnécs rectangulaires l'équation d'une courbe ;
l'équation du cercle osculateur : on aura pour déterminer |, ^, p les trois équations
dy^ , , d^Y
On tire de ces équations :
233. Il faut prendre le signe 4- ou le signe — suivant que -^73-
est > o ou <o.
Le centre du cercle osculateur est toujours dans la concavité de la courbe.
La droite qui unit le point de contact au centre du cercle osculateur est perpendiculaire à la tangente commune.
Le cercle osculateur traverse la courbe, excepté en certains points particuliers, où le contact est d'un ordre supérieur au second.
On appelle souvent le cercle osculateur cercle de courbure; son centre et son rayon centre et rayon de courbure,
236. Dans toute section conique, le rayon de courbure est égal au cube de la normale, divisé par le carré du demi-paramètre.
BËYBLOPPÉES ET ENVELOPPES DE COURBES PLANES
237. DÉVELOPPÉES ET DEVELOPPANTES. — Les ccntrss de courbure d'une courbe CM forment une nouvelle courbe FF', que l'on appelle la développée de la courbe CM, et celle-ci est appelée la développante de FF'. On aura l'équation de la développée en éliminant X Qif entre les équations
et l'équation
de la courbe donnée.
238. Propriétés générales de la développée. — Les normales à la courbe CM touchent la développée aux centres de courbure.
239. La développée d'une courbe est le lieu des intersections successives des normales à cette courbe.
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240. La différence entre deux rayons de courbure MK et M, K, est Fîg. 4o. égale à l'arc K, K de la développée
compris entre les deux centres de courbure correspondants.
241. Imaginons un fil dont une partie soit enroulée sur FK, et dont l'autre partie, tendue suivant la tan- ^ gente K, M,, se termine en M, sur la courbe CM. Si Ton déroule re fil en le tenant toujours tendu, son extrémité décrira la courbe CM.
242. Une même courbe FK a une infmité de développantes ; pour les décrire il suffira d'allonger ou de diminuer le fil d'une quantité arbitraire. Toutes les développantes ont les mêmes normales et les mêmes centres de courbure, et interceptent sur leurs normales communes des longueurs constantes.
243. Si une courbe est algébrique, sa développée sera rectifiable. 244. RayoiN de courbure et développée de la parabole.
Rayon de courbure; p = ^ — j^— ^
Équation de la développée : t^
Rayon de courburb et développée de l'hyperbole
Rayon de courbure : p =
Équation de la développée, en posant c' = fl'-}-^*, - = A
"'i'HÏÏ-ii)'-
247. Enveloppe d'une courbe mobile. — Quand une courbe se meut sur un plan, en changeant de forme suivant une loi déterminée, elle est en général constamment tangente à une courbe fixe qu'on nomme son enveloppe. On peut supposer que la courbe mobile est représentée par une équation
où c est un paramètre qui varie d'une manière continue. Si entre les équations
on élimine c, on aura le lieu des intersections successives des courbes représentées par l'équation (i) ou l'enveloppe cherchée.
ÉTUDE PÀRtiGULlÈRE DE LA CYCLOÏDE.
Fig. 44.
DÉFINITION ET ÉQUATION DE LA CYCLOÏDE. — La cycloïde
est le lieu des positions d'un point M donné sur un cercle qui roide sans glisser sur une droite indéfinie kx.
Équation de la cycloïde :
X = a arc cos
^L}/iay—f.
Le signe supérieur convient à l'arc AC, el le signe inférieur à l'arc CA',
249, i50* Tangente et normale.
dy . ^'lar — r^
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MH est la normale au point M, et MG, perpendiculaire à MH, est la tangente en ce point.
Supposons le cercle CwD décrit sur l'ordonnée maximum comme diamètre; menons Mm parallèle à Âo: : une parallèle à C/ti, menée par le point M, sera la tangente cherchée.
251. Rayon et centre du cercle osgulateur. R = aMH, MN = aMH, N est le centre.
232, 253. Développée de la cycloïde. — I^a développée de la cycloïdo est engendrée par le mouvement d'un point N placé sur la circonférence d'un cercle égal au cercle OM, mais qui roulerait sur une parallèle LE à Ax, au-dessous de cette droite, et à une dislance de celle-ci égale au diamètre du cercle mobile. Cette développée est une cycloïde égale à la première.
254, 255. Longueur d*un arc de cycloïde.
arc CM = aMG = a \l l\a^ — 'lay,
256. L'arc entier de la cycloïde est égal à quatre fois le diamètre du cercle générateur.
courbure des courbes planes.
De la courbure des courbes planes. — La courbure d'une
circonférence, la môme en tous ses points, a pour mesure rr-
La courbure d'un cercle est égale à l'angle de deux tangentes divisé par l'arc compris entre les points de contact.
262. On appelle arrgie de contingence l'angle formé par les tangentes menées aux extrémités d'un arc infiniment petit. La courbure d'une courbe est égale à l'angle de contingence divisé par la différentielle de l'arc.
263 à 265. Identité du cercle de courbure et du cercli:; osculateur.
266, 267. Expression du rayon de courbure en coordonnées POLAIRES. — (yoir xC" 258.)
DES COURBES A DOUBLE COURBURE
268 à 270. ÉQUATIONS de la tangente. — On appelle courbes à double courbure celles dont tous les points ne sont pas dans un même plan.
Équations de la tangente :
dx "" djr ~ dz Si /(x, /, z) = 0, f (x, /, s) := o sont les équations de la courbe,
la tangente a encore pour équations
271 . Angles de la tangente avec les axes. — Axes rect^irigiilaires; a, 6 et 7 angles formés par la tangente avec les trois axes.
(Ix ^ dr dz
COSa = -7-, C03^ = -7-î COS7 = T* as as (Is
^72, 273. Plan normal.
( X - X ) r/jc -h ( Y — ^ ) /(r 4- ( Z - z ) r/5 -- o .
274, 275. Différentielle de l'arc d*une courbe a double courbure.
ds= yj (ix" -\- dy"" -\- dz^ ,
276. Limite du rapport d'un arc a sa corde. — La limite du rapport d'un arc à sa corde est l'unité.
a, p, 7, angles que la normale fait avec les axes
cos a = —
cosP = ' —-> cosy =
vZ/v* -h 7= -h I yjp'-^q--i- 1
281. Degré de l'équation du plan tangent, par rapport aux COORDONNÉES DU POINT DE CONTACT. -— L'équalioD du plan tangent est du degré m — i par rapport aux coordonnées du point de contact.
282. Problèmes relatifs au plan tangent. — Mener par un point (a, bf c) un plan tangent à une surface.
, , df ,df df
Problème indéterminé. Les droites qui joignent le poinl (a, b^ c) aux différents points de contact forment un cône circonscrit à la surface, dont on obtiendra l'équation en éliminant x, y, z entre les équations (i), [i] et les suivantes:
Si la surface proposée est du deuxième degré, la courbe de contact sera plane.
Mener un plan tangent à une surface et parallèle à une
droite donnée.
X = ûZ, Y = bl,
équations de la droite donnée.
représente une surface du m^*^ degré qui passe par tous les points
de contact, et avec Téquation (i) constitue la courbe de contact du cylindre circonscrit dont les génératrices sont parallèles à la droite donnée.
On aura l'équation du cylindre circonscrit en éliminent x, y^ « entre les équations (i), (4) et les suivantes :
• 284. Plan osculateur. — La tangente MT à la courbe au point M
et le point M' déterminent un plan.
On appelle plan osculateur la limite du plan MTM', quand le point M' vient se confondre avec le point M.
ANGLES DU PLAN OSCULATEUR AVEC LES PLANS COOR- DONNÉS
COSA = j^? COSfA = y?
COSv = j-,
J)^=(dxd'z-dzd'f)^-{-(dzd''x — cLcdHy + [dxd'y-dxd'x)\
\y = ds }/[d''xf-^[dyY-Y-[d^zY—(d^s)\ D = s/idsd^x — dxd^ .v)»+ (dsd^x — dj-d'sf-h (dsd' z - dzd*s)\
ds /^\ds J
288. Normale principale. — On appelle normale principale celle qui est située dans le plan osculateur. Équations de la normale principale :
Ji-x Y-x Z-z
,d.c ds
,dz
VINGT-aNQUIÈME LEÇON.
COURBURE DES LIGNES DANS l'eSPàCE. HËLICE.
289. Courbure des lignes dans l'espace. — On nomme angle de contingence l'angle w que font les tangentes menées aux extrémités d'un arc MM' qui devient infiniment petit, et courbure au
point M la limite vers laquelle tend le rapport r— j quand A^ dimi-
ds nue indéfiniment. L'inverse de la courbure, — > est dit le rajon de
courbure p au point M.
ds'
\/[d^x)^-^[d''yY-\- {d'z)' — [d^s^
ds"
)/\clyd'^~Z'-dzd^rf'\-\flzd^x--dxd'':è^^'\-\dxd''y-dyd''xY
^yi. Équation de la normale principale MN :
,dx
(«) X — X = Rp
ds
,dz
V-r=Rp-5ï-. Z-z = Rp
293. Cercle osculateur. — Si, par le milieu de la corde MM', Fijj, 5jj, on mène un plan perpendiculaire à
cette corde et qui coupe la normale principale MN au point G, si le point M' se rapproche du point M, le cercle deviendra à la limite ce qu'on nomme le cercle osculateur à la courbe au point M.
Le rayon du cercle osculateur au point M est égal au rayon de courbure en ce point. Le point K est le .centre de courbure ou le centre du cercle osculateur.
294. L'intersection de la normale prtocipale MN avec le plan normal à la courbe passant par le point M' est encore, à la limite,
e point K ou le centre de courbure.
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29S. Le centre de courbure au point M est l'inlerseclion du plan
osculalpurenMavecdeux plana normaux, l'un mené par le point M et l'autre par un point indniment voisin. Coordonnées Ç, i) et ^ du centre de courbure E :
IC. ÂMGLB DB TORSION. — RaïOK DE SECONDE COUBBI^nE
e de deux plans osculateurs infiniment voisins :
<! = v/((/rOi)-)'+ (</cosfi)'-l- [(/eosï)'. Angles avec les axes de la perpendiculaire au plan osculaleur :
cosl =
297. L'angle infiniment petit 7, tormé par deux plans osculateurs successifs, se nomme angle de torsion, et l'on appelle seconde courbure ou torsion le rapport de if à dt.
On appelle r = — le rayon de la deuxième courbure ou rajvn
le royon du cylindre. Nous aurons j:= Bcosc,
DE l'hélice.— Lorsqu'on enroule le plan <l'un angle cab = a sur un cylindre droit OABL, à base circulaire, de manière que le
côté (ffi vienne s'appliquer exactement sur la circonférence AB, la courbe suivant laquelle s'enroule le calé ac se nomme une
Tangente a l^héliçb
dx — sinw (ÎY cosw dz m
La tangente MX fait avec le plan de la base du cylindre un angle égal à l^angle a. *
La projection de la tangente à Tliélicesur le plan o^ est tangente au point P à la base du cylindre.
30J. Rayon et centre de courbure.
p = R(i -j- /;/*) = const.
302. Le rayon de courbure est dirigé suivant le rayon du cylindre. Si l'on prend NK = //l'R, K sera le centre de courbure de rhélice pour le point M.
303. La droite MN, lorsque le point M se meut sur Thélice, décrit une surface conoïde appelée hélicoïde gauche. Équation de cette surface :
y =1 X tans — •
Le Heu des centres de courbure de Thélice est une autre hélice du même pas, mais située en sens inverse.
304. 305. Plan ôsculateur. — Angle et raton de torsion, msina (X — or) — mzo%u (Y — j) -f-Z — z = a,
ds 1 4- /w' R
rr = COnSt.
POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES, 306. DÉFINITION DES POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. ~
Points d'inflexion. — Points singuliers^ points qui offrent quelque particularité remarquable, indépendante de la position de la courbe par rapport aux axes.
Sinusoïde
y — sinj:.
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Les points où la courbe rencontre l'axe des x sont des points d'inflexion.
y = tangar.
Tous les points où la courbe rencontre Taxe des x sont des points d'inflexion.
309. PoiPTTS MULTIPLES. — Points qui sont traversés par plusieurs branches d'une même courbe. *
- étant une fraction irréductible, dont le dénominateur q est pair.
Si Ton suppose a > ^, le point qui a pour coordonnées x = a^ ^ = <p (û) est un point double.
310, 311. Équation de la courbe :
Pour avoir les points multiples, il faudra commencer par chercher les points dont les coordonnées vérifient les équations
df df
dx ' df '
on aura
d\f dx d\f/dy\\^^ dxdydx dj^\dxj '
dx^ dx
d'^f d^f d^f et si les trois coefficients ^-^j ', et ^-j ne sont pas tous nuls,
dr
et que Téquation donne deux valeurs réelles et distinctes de -r-i
le point considéré est un point double.
Mais si trois branches de la courbe se rencontraient en ce point, il faudrait que l'on eut en même temps
dx^ ' dxdy" ' dy^ ~~
312. Points de rebroussement. — Points où deux branches de courbe viennent s'arrêter, et où elles ont une tangente commune.
Le rebroussement est de première ou de seconde espèce^ suivant gue les deux branches sont de deux côtés différents ou du même côté de la tangente commune.
313, 314. Si le rebroussement est de première espèce, ^p 21 des
DES MATIÈRES. /^Sl
signes différents sur lies deux branches; si le" point de rebroussement est de seconde espèce, -r^ a le même signe sur les deux branches.
315. Points isolés. — Poinls dont les coordonnées satisfont à l'équation d'une courbe, sans qu'aucune branche de cette courbe passe par ce point.
Le point (:c = a, j= o) est un point isolé.
316. Points d'abrét. — Points où une branche unique d'une courbe vient brusquement s'arrêter.
X = I L'origine est un point d'arrêt
318. 319. Point saillant ou anguleux. — Point où viennent se terminer deux branches de courbe qui ont chacune en ce point une tangente distincte.
i4-^' a un point saillant à l'origine.
RÈGLES POUR l'INTÉGRATION DES FONCTIONS.
320. DÉFINITIONS ET NOTATIONS. — Une fonction d'une seule variable est toujours la dérivée d'une autre fonction.
321. On appelle intégrale de f[x)dx et l'on représente par Sf(x)dx une fonction dont la différentielle est f[x]dx. L'opération par laquelle on passe de la différentielle d'une fonction à cette fonction se nomme intégration.
On a, par la définition même,
djf[x) dx =/(x) dx, Sd^ (^) = ? (^Y
La formule
devient illusoire quand on y fait n—-^ i. Cependant un artifice de
/dx — •
Cx^dx=^\ /+C,
Si Ton fait /i = — i dans le quotient des dérivées des deux termes par rapport à /î, on a
327. ]}>{TÉGRATiON d'une SOMME. — L'intégrale d*une somme de fonctions est la somme des intégrales des fonctions qui la composent.
Intégration par substitution
dx \ . 1
pjc
arctang — __, rf-C.
= -s arc lang — s h C.
«4-6 v^— I, a -h p v^— I racines de Téquation
jc^ -{-px + q = o.
intégration des fractions rationnelles.
330. Intégration des fractions rationnelles. — La question se
<P l X) (ix
ramène à intégrer la fraction rationnelle \r,\ > où ?( a?) est d'un
J\JC)
degré inférieur à celui de /(a:).
331, 332. Cas des racines simples, m degré de f[x)\ a, b, c,..., k racines ôef(x),
îi:^ = _A_ , _B_, , . _JL,
Si x — a était négative, il faudrait changer A 1 (x — a) en Al {a — x),
Cas particulier des racines simples imaginaires
= Gl [(a: - a)»H- 6»] - 2H arc tang {^-^\ -H G,
= -\[{x — a.y-\- 6'] H ^— arc tang —g h C.
336 à 338. Cas des racines multiples.
f[x) = M (J- — af [x — by [x — cY,,.[x ^k) = {x — aYf^(x\,
f(x) " (x — af^ ^x — û)"-' '^'"'^x-a
g. P . B. ■ . Vl H-
expression qui, multipliée par dx^ sera très-facile à intégrer. Cette décomposition ne peut se faire que d'une seule manière.
Cas particulier des racines imaginaires multiples
Soient a dz 6 y/^ deux racines conjuguées de Téquation /(jt) =o, et n leur degré de multiplicité.
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On a l'identité
?W-(Ax-hB)/,(x)~(A.a:4-B.)[(x-aî»-4.e»U(^)
Les constantes A, B, A^, B^, etc., choisies de manière que, pour
X = a + ê/—!, le premier membre devienne nul, ainsi que ses /i — I premières dérivées.
Fonctions qui ne contiennent que des irrationnelles
MONÔMES. — Faisant x = /•,
344. On ramène au cas précédent toute fonction qui ne contient que des radicaux portant sur un même binôme du premier degré.
345. Fonctions qui contiennent un radical dc second degré. — Le terme x^ sous le radical est précédé du signe + . On pose
^a-^ bx -\- x^ = z — Xj
. — -—j — ; — -j a-^bz + z^ Sla + bx^x^=.^ ^^^^ ,
la-^bz-\- z^) idz
La fonction donnée se changera en une fonction rationnelle de z.
Intégration de/(x, ^a-^-bx — x^) r^; a> o
^a-\- bx — x^ =z yfâ'\- xZj b — iz\/â
I + z' I 7 ; \/â -{- bz ^ z^ \fa
,_^{z''\/7l-bz-^J7l) dz
349. Troisième transformation quand les racines a, p du trinôme û -+- /»j: zfc x* sont réelles.
i" X* a le signe -h,
V^fl -H 6x -I- jt' = (x — a) «,
6 — az* / -, 5 l^—'a)z
X— r-, y/a-^bx-^-x^ ^^- '-r-t
a(6-*a)zr/z
a** x' est précédé du signe — ,
fl H- 6ar — x* = ( X — a ) (6 — a:),
^-^liZ^ X = • r-1
V a 4- ox — X* = ; — j- )
2(a — S)zr/z
dx = — ^^ ; 1^ •
dr b — 2 X . _
=■ arc cos -t==. 4- G.
y/a-^-bx^a^ ^^n 4- b*
35i . On peut intégrer une fonction rationnelle
/(.r, yjx-^a, yjx + b) dx,
qui contient des radicaux du deuxième degré portant, sur deux binômes différents du premier degré.
352. Intégration des différentielles binôues. •— Les différentielles binômes sont de la forme
On ne diminue pas la généralité de cette formule en supposant m et n entiers et /z > o , /? doit être supposé fractionnaire.
353 et 354. Cas d'intégrabilité.
= un nombre entier,
/7 = un nombre entier.
n 355. Répix:tion de l'exposant de x hors de la parbnthèsb.
/a?'[a-\'h3if'ydx
Réduction de l'exposant du binôme
!j xT (a -^ bx^y dx af^'ia-^-bjify . anp r, , , .,^, ,
= ^ ' . — i_-i L laf^la-hbaf\^^(ix.
np-^-m-^-i /?/? + /« -h I j • ^
Au moyen de cette formule, on ôtera successivement de p toutes les unités que contient cet exposant.
357. L'emploi des formules (A) et (B) fera dépendre l'intégrale 1 x^(a-{-bafydXf quand m et p sont positifs, de l'intégrale plus
simple
in étant le plus grand multiple de n, inférieur à m, et k la partie entière de p.
3S8. Formules de réduction dans le cas ou les ei^posants m
ET p SONT négatifs.
Par cette formule, l'intégrale cherchée sera ramenée à
où in est le plus grand multiple de n contenu dans m.
|J an(p-i)
\ on(p — i)J^ '
Si /? est > I , on ramènera cet exposant à être compris entre o et i.
jcf{ajf-hbjc'Ydjc
devient la différentielle binôme af'*^ (a -f- bx''''Y dx. 361 . m impair,
INTÉGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES
3G2. Fonctions qui se ramènent aux fonctions algébriques. — Si l'on a, sous le signe / , une fonction algébrique d*une transcendante, multipliée par la différentielle de cette transcendante,
Jf(e')e'dx, Jf(a')a'dx, j7(U)^,.-i
on pose if on «* ou Ix = z,
363. Intégrale de z"P^x, z étant une fonction transcendante de X. Posons
/•p^ = Q, /Qg^ = R, /r£'^ = S
(A) Ç^Vdx == Qz" — wRz"-* -|_ ,1 (,1 — i) Sz"^' —
Exemples
/(arcsinx)"
^JC
= j:[z"— «(aï — i) z"-»H- /i(/ï- i) (/î - a) (/i — 3) 3-'— . . 0 + /i — x'[/i3"-* — /î (yj — i) (/i — a) z"-* -+-. . .]•
3"coszr/z
= sinz[z" — /?{« — !) z"-*-f-/îl«—i) [n — i) (/i — 3) z""^ — ...] -f- cosz[/?z""' — n{n — \)[n — 2)z""*-f-. . .].
36S. Exemple.
n étant un nombre entier positif, dépend de f —
On ramène
riz z dx
366. Intégration de quelques fonctions exik)nentielles et trigonohétriques.
/*^x r j ^'(acosî^jr-h^sin^^) . ^ (f sin &x</j: = — ^ = — Ti -h C.
Pour obtenir
I zTe^cosbzdz et j ^e^smbzdz,
on remplace dans la seconde formule du n" 364 m par « 4-^ V^—^» et l'on égale séparément les parties réelles et les parties imaginaires des deux membres.
/(sinj:, cosjr)d[r,
/étant une fonction rationnelle. On pose tang-x = z; d'où. f{smx, cos*) dx =f\j:^.^ r+pj Tqip-
/sinjTCOSj:
dx = ■— cos %x H- C.
/tans jT/^x = l h C.
cos.r
/-: '■ = 1 tang x H- C.
sinjTCOsa:
/-r-^ = l tang - j: -f- C sin j: ° 2
/ dx /r+côsx = — a v^ cos - 07 4- C.
1 tang h G.
a sin jc 4- ^ cos^ J«2 _^ ^
Suivant les cas,
dx
a sinx -+• b cos j? -f- c
2 ^ (c — ^) tangua? -h ^ -==;== arc tang^ —' — -^ — - — >
)Jc' — b' — c" }J& -b^^à"
OU
1 (g — ^) tang^ j? H- g — V^fl'+ ^' -if ■' . Q
Intéghation des produits de sinus et de cosinus
sin (ax 4- b) sin {a'x -f- b') dx
%\Xil[a^a'\x-\-b — b''\ s\n[[a -^ a') x -{- b -^ b'^ ^
On intègre un produit de sinus et de cosinus lorsque les arcs se présentent sous la forme ax-^b^ en transformant ce produit. en une somme de sinus ou de cosinus.
/ sin" xdx ei 1 cos" x dx,
quand n est un nombre entier positif, se déterminent en développant sin"^ et cos"x en fonction des sinus ou des cosinus dés multiples de X.
DES II^TÉGRALES DÉFINIES
377. DÉFINITIONS ET NOTATIONS. — LoTsque ^(x) a pour différentielle/(x)rfa?, f(j?)-hC est nommée Yintégrale indéfinie de la différentielle f(x)dx. On fixe la valeur de C par la condition que rintégrale devienne nulle pour x = a. Dans cette hypothèse,
C = — f(a) et jf{x)dx = f{x)'^(f{a).
TABLE ANALYTÏQI3E
L'expression ff(b) — ç(«), représentée par la notation / /(x) dr^
P*B' 73* est dite intégrale cléfime, prise entre
les limites a et b, ou depuis x = a ~" jusqu'à x^b.
378. Signification GÉOMéraigoE de l'intégrale définie. — La valeur de
l'intégrale / /(x)fi^ar est la surface CABD.
Si c est une valeur de x comprise entre a et b, on aura
f f(x)clx= f(x)dx+ f(x)dx.
a Ja Je
f f(x)dx= rf(x)dx+ f'f(x)dx+ f^f{x)di:+ f f(x)dx. Ja Ja Je Je Jg
383. Calcul approche d'une intégrale définie. — Soit ^(x) une fonction de x telle, que l'on ait "^(x) </(x] pour toutes les valeurs de x comprises entre aei b\
f f(x)dx> f ^(x)dx.
Ja Ja
DES MA.TIERES. 49^
Si x(^) *5St une fonction de x telle, que Ton ait x(^) >/('^)> ée X = a h j: = b, on aura
\ f{x)dx< f x(^)^a Ja
OO
/ cosxâLi? est indéterminée.
o(j?), fonction fime pour toutes les valeurs de x.
f{a:)dx a. une valeur finie.
Si /2 ^ I , cette intégrale a une valeur infinie.
389. Intégrales dans lesquelles la fonction sous le signe / devient infinie entre les limites de l*intégration ou a ces
LIMITES.— Quand /(ô) = qo , / f{x) dx est la limite de l'intégrale
• Ja
f(x)dx^ lorsque s décroît jusqu'à o.
I /( jr)^ est la limite de / f(x)dx^ quand «
décroît jusqu'à o.
Si /(c) est infinie ou discontinue, c étant une quantité comprise entre a et b^ on pose
' f[x) dx z=\im j f(x) dx -h lira / f{x) dx^ a va Jc-\-i^
quand s et «i décroissent jusqu'à o.
Des intégrales indéterminées. — L'intégrale
'^^dx
ff > O, 6 > o, est indéterminée.
393 à 396. Intégration par séries. — Si
on aura
f[x]dx =
DE5 MITIEHES-
a Ja
dx -+-...
formule encore vraie même si la série «, -h //,4- w, H-. . ., convergente quand x est moindre que b, devient divergente pour x = b, pourvu que la dernière série soit encore convergente.
En général, si la formule de Maclaurin donne une série convergente,
on aura
Jf(j,)dx^C-^xf{o)-^^f'{o)-\--^r(o)-^....
Formules générales, jr =/(x), équation de CD
l'ig. 78-
aireABCD
= I f{x)dx.
Àxes obliques (& Tangle des axes],
"" aire ABCD == sinQ f f{x) dx.
398. / f{x) dx représente la différence entre la somme des scg-
Fig. 80.
ments situés au-dessus de Taxe des x
et la soi
dessous.
et la somme des segments situés au-
399 (fg.So).
aire ce M' iM = ^'^(J-J'),i^c.
Stcrm. — An,, I.
Courbe du genre hyperbole donnée par Téqualion
mei n étant deux nombres entiers positifis.
Fig. Sa.
li A r
aireACMP
n > w, OA = flf.
La surface ACGH tend vers une limite finie, à mesure que le point G se rapproche de plus en plus de l'asymptote 0/-. Cette limite est dans le rapport constant do /i à /z — m avec le rectangle OPMQ = XX.
403. Réciproquement, il n'y a que les courbes comprises dans l'équation x^j" = p qui jouissent de cette propriété.
Fiff.
Cercle
COPM= -^ f-~arcsin--
secteur OCM - -arc CM.
llipse
a'y-\-b^x' = aH\
Le segment elliptique OPMB et le segment circulaire OPNC, qui
correspondent à la même abscisse, sont entre eux dans le rapport Fig. 84. constant de b k a,
jr La surface de Tellipse est moyenne
proportionnelle entre les surfaces des deux cercles qui ont pour diamètres respectifs les axes de l'ellipse.
secteur OBM _ b secteur OGN "~ S
AMP =
bx \]x^ — rt' ab, lx-\- v/j?' — f^\
408 Cyvloïde AMD engendrée par le mouvement du ôercle ANB roulant sur la droite BD,
Fig. 86.
dx
aire AMP = / ydx
= I djr ^^ajr—f*.
AMP = segm. ANQ.
L^aire comprise entre la cycloïde et sa base est égale à trois fois Taire du cercle générateur.
409. Quadrature des gourpes rapportées a des coordonnées Fig. 87. POLAIRES. — Si « désigne Taire du
secteur COM, on aura
secteur OCM = « = - /V' d9,
^ . cette intégrale ayant pour limites les valeurs de ô qui correspondent aux points C et M.
5oO TABLE ANÀLYTIQXJE
4J0. Spirale logarithmique, r = âf^"^.
Fig. 88.
OC = r\
411. La quadrature des aires curvilignes est quelquefois rendue Fiff. 89. plus facile par l'emploi des coordon-
nées polaires.
Exemple, folium de Descartes,
X"' -\-y^ — axy = o.
CUBATURE DE L*BLLIPSOÏDE DE BÉVOLimON
^ ^ vol. AMP =
— ( ajcr ;r '
Volume de l'ellipsoïde entier,
Volume engendré par la demi-ellipse tournant autour du petit axe,
424. Volume engendré par la révolution d'une cycloïde. - Solide engendré par le segment AMP (fig. 86, p. 499)? toumanl autour de Ax,
V = ïT^segmAQN — r (aa/— 7*)'.
425. Volumes qui peuvent s'obtenir par une seule intégration. — Ceux où l'aire a de la section faite par un plan parallèle au plan yOz est fonction de la distance de ces deux plans.
Le volume compris entre deux plans parallèles à yOz menés à des distances ^ et ^ s'obtiendra par la formule
= I udx.
426. Axes obliques, > éUnt l'angle que font les plans de section avec Taxe Ox,
V — sinX ludx.
Ellipsoïde rapporté à ses axes principaux
Volume entier de l'ellipsoïde,
\7:ahc»
DES MATIÈRES. 5o3
429. Ellipsoïde rapporté à trois diamètres conjugués obliques,
a" ^ b'^ ^ c'-' rr TT^'c'sinÔsin). /^ ,» j?^\
V= ^, (,«''-TJ-
Ellipsoïde entier,
^TTfl'^'c'sinôsinV o
430. Tous les parallélipipèdes construits sur les diamètres conjugués d'un ellipsoïde sont équivalents au parallélipipède rectangle construit sur les axes.
Volumes terminés par diverses surfaces. — Une surface
quelconque CDEF
Fig. 98.
deux plans parallèles à jOz, menés aux distances OA = « , 0B= b: deux cvlindres droits
une seconde surface C'D'E'F'
Ja J<9 (x)
432. Lorsque les deux surfaces cylindriques se réduisent à des
plans parallèles à zO/,
dx l (z -- z^) dr.
a Je
dx I zdy,
volume compris entre une surface quelconque, le plan xf^ deux cylindres parallèles à l'axe des z et deux plans parallèles au plan zO/.
434. Volume d*un corps quelconque terminé de tous côtés par une surface dont l'équation ¥{x, /, z) = o est connue.
5o4 TABLE ANALYTIQUE
Imaginons un cylindre circonscrit à la surface, parallèlement à Fie. 99- l'axe des z\
représente la trace du cylindre sur le plan xf, courbe fermée; en la coupant par un plan parallèle à /Oî, on aura deux ordonnées ^ = <f[x) et r, ^TilJ-l- Si a = ilIP, î, = M'P sont les deux valeurs de z tirées de l'équation de la surface, on aura pour le volume du corps
v= r '/^rv-zjrf/.
INTÉGRALES MULTIFIGS. — AIRES DES SUHFACES C0CBBR5.
435. Des intégrales doubles. — Toute expression où il entre deux intégrales relatives à des variables différentes est une intégraie double.
Une intégrale double est définie lorsqu'on assigne les limites des
deux intégrations, indéfinie dans le cas contraire; on la représente pat I I zdxdy.
dx \ sr/^est la limite de
la somme de lous les produits de la forme «AxA/enlre les limites des deux intégra lions.
438, Intégrales triples. — Soit U =f(x,y, a) une fonction de trois v.iriablcs indépendantes x, y, a.
dx I dy- I Vd2.
Celte expression se nomme intégrale iriplc; on la représente aussi Çvdxdydi.
IIÎ^'
On a
/ dx \ (if j
Udz = lim
(UAjf A/Az).
Théorème sur l'ordre des intégrations
dx i (z — z^)df=l djr { {z — z^)dx. a J a' ^ a* -''»
4i0. De l*aire des surfaces courbes. — L'aire d'une surfaco courbe, terminée à. un contour quelconque, est la limite de l'aire d'une surface polyédrique composée de faces planes, qui, en diminuant toutes indéfiniment, tendent à devenir tangentes à la surface considérée.
La surface polyédrique a une limite.
441. Soit A l'aire de la surface; si /? et </ sont les dérivées par- , tielles ;7- et 7- tirées de l'équation de la surface, on a
A.= I j >/l-ï-p'-h q'dxdf.
ÂlRE DES SURFACES DE RÉVOLUTION
ydx
En désignant par s un arc compté à partir d'un point fixe, on a
ycls.
443. Surface de la zone. -- Zone engendrée par la révolution Fig. io3. de l'arc de cercle CD tournant autour
du diamètre OL.
OA = fl, 0B = ^,
A = 2irR [h — à) = 27rR x AB.
444. Surface de l'ellipsoïde de révolution. — Surfaco ens:en-
5o6 TABLE ANALYTIQUE DES MATIÈRES.
cirée par la révolution de l'arc BM, Fig. io4*
. Tzbe ( (à , . « . ex\
A = — ( .r à / -i — x' 4- -j arc sm — ) • rt \ Y e' e^ a j
445. Si Ton fait x ^a dans Texpression _ précédente, et si Ton prend le double da ré- ^ ^ sultat, on a
iTtha
arc sm e^
pour la surface totale de l'ellipsoïde.
Étudier les variations de l'expression
a = (acosa h- ^cosp -f- CC0S7)* n- («sina -+- ôsin^ -1- csiny)' a, p, 7 étant des angles variables.
12. Lieu géométrique du sommet d'un angle constant circonscrit à une cycloïde.
13. Lieu des centres des elUpses qui ont en un point donné un contact du troisième ordre avec une courbe donnée.
(*) Ces Exercices sont extraits du Recueil complémentaire d'Exercices sur le Calcul infinitésimal, par M. Tisserand. Paris, Gauthier- Villars.
5oS EXERCICES SUR LE CALCUL INTÉGRAL.
14. Lieu des centres des hyperboles équilatères qui ont en un point donné un contact du second ordre avec une courbe donnée.
15. Trouver le lieu des foyers et Fenveloppe des axes des paraboles qui ont en un point donné un contact du second ordre avec une courbe donnée.
16. Trouver Téquation de la conique qui a en un point donné un contact du quatrième ordre avec une courbe donnée.
17. Lieu des points de rebroussement des courbes du troisième degré qui ont pour asymptotes trois droites données.
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