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BZIKCICES SCa LE CaLCCL DIPFÉaiRTlBL SSq
DE LA NOUVELLE ÉDITION
Depuis sa première édition, parue en 1857, le Cours d Analyse, professé à TÉcole Polytechnique par Sturm et publié par Prouhet, est resté l'un des Ouvrages consultés le plus volontiers par ceux qui veulent s'initier au Calcul infinitésimal : sa clarté et sa simplicité lui ont valu un succès qui se maintient et se justifie encore aujourd'hui. Il faut re~ connaître toutefois que, depuis l'époque où Sturm faisait son cours, les méthodes et les programmes ont changé; diverses théories sont si bien devenues classiques qu6 leur place est marquée, même dans un Livre élémentaire destiné aux candidats à la Licence et aux élèves de nos grandes Écoles.
Parmi ces théories, l'une des plus importantes est, sans contredit, celle des fonctions elliptiques ; mais les lecteurs des dernières éditions du Cours d'Analyse de Sturm n'ont rien eu à désirer à cet égard : ils ont trouvé, à la fin du second Yolume, un Appendice, rédigé par un de nos géomètres les plus autorisés, M. Laurent, et contenant, sur la
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théorie générale des fonctions et surtout sur les fonctions elliptiques, des notions largement suffisantes, non seulement pour satisfaire aux exigences des programmes, mais pour guider encore plus loin ceux qui veulent explorer l'immense carrière ouverte par les travaux d'Abel, de Jacobi, de Cauchy, de MM. Hermite et Weierstrass,
Outre cette importante théorie, il en est d'autres, plus ou moins étendues, qui sont omises ou développées d'une manière tout à fait insuffisante dans les leçons publiées par Prouhet, et qu'il est indispensable d'indiquer ou de développer, même en ayant simplement égard au programme de la Licence; c'est ce que j'ai essayé de faire au moyen d'additions qui se rattachent immédiatement aux Leçons de Sturm, et de quelques modifications à ces leçons elles-mêmes. On trouvera les additions proprement dites à la fin de chaque Volume, sous forme de Leçons complémentaires. La première, qui est la plus étendue, a pour objet de compléter la théorie des courbes k double courbure; la seconde, qui doit être lue immédiatement après les leçons sur l'intégration des difierentielles algébriques, se rapporte aux courbes unicursales et à la réduction des intégrales qui dépendent de la racine carrée d'un polynôme du quatrième degré. La troisième, placée dans le second Volume pour suivre l'ordre adopté par Sturm, contient des compléments sur la théorie des surfaces ; la quatrième est consacrée aux séries de Lagrange et de Fourier.
Pour les modifications à apporter au texte des leçons, bien qu'il n'ait pas été rédigé par Sturm
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lui-même, j'ai usé d'une grande réserve, en conservant toutes les notations et, autant que possible, la méthode d'exposition. La plus grosse modification consiste dans le remplacement de la leçon sur la question, purement algébrique, des équations binômes par une leçon nouvelle qui contient le développement d'un chapitre sur l'élimination des fonctions arbitraires, emprunté à une autre leçon de l'ancien texte, et la théorie du changement de variables quand il y en a plusieurs d'indépendantes. A une démonstration assez pénible de la série de Taylor, j^ai substitué l'élégante démonstration de M. Rouché, en rappelant la démonstration si générale que M. Bonnet a donnée du théorème de Rolle. J'ai dû compléter la leçon sur les imaginaires par des développements sur la définition et les propriétés des fonctions ^, sinz, coss, \z, z'^. La solution de problèmes élémentaires sur le plan tangent est remplacée par des notions sur les surfaces enveloppes; un paragraphe est consacré au changement de variables dans les intégrales doubles. Enfin, la leçon sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre a été refondue et accrue de la théorie des équations aux différentielles totales et des équations non linéaires aux dérivées partielles, dans le cas de deux variables indépendantes.
J'ai relu avec soin le texte donné par Prouhet et j'y ai fait maintes corrections de détail, évidemment indiquées : je n'ai pas hésité k abréger certains passages, quand j'ai cru ne rien sacrifier d'utile; mais j'ai conservé les leçons sur les séries
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et les diiïërences finies» ainsi que les notes de MM. Catalan, Despeyrous, Prouhet et Brassinne, qui toutes présentaient de Tintérét. Enfin j*ai cru faire plaisir à plusieurs lecteurs en donnant, à la suite des Exercices empruntés à Texcellent Recueil de M. Tisserand, une série de sujets de compositions proposés par les Facultés de Paris et de la province.
Nous espérons que cette nouvelle édition présentera un ensemble aussi homogène qu*on peut le demander à une œuvre collective, qu'elle sera au moins aussi facile à étudier que les éditions précédentes, tout en étant suffisamment complète pour les débutants.
A. DE Saint-Germain.
j AVERTISSEMENT
DE LA PREMIÈRE ÉDITION
Vers la fin de sa trop courte carrière, Sturm, cédant aux instances de ses nombreux amis, s'était décidé à publier ses Cours d^ Analyse et de Mécanique. Mais comme Tétat de sa santé ne lui permetr < tait pas de se livrer aux soins multipliés qu'exige \ l'impression d'un livre de science, surtout dans une première édition, il avait bien voulu accepter mes bons offices pour la révision du texte et la correction des épreuves. Élève de Sturm, honoré en toutes circonstances de ses précieux conseils et de son bienveillant appui, j'avais saisi avec empressement cette occasion de lui témoigner ma reconnaissance, lorsque sa mort vint interrompre l'entreprise à peine commencée, et me laissa seul chargé d'un travail que j'aurais été si heureux d'accomplir sous sa direction.
Je dois maintenant k la mémoire de Sturm d'entrer dans quelques détails sur la manière dont j'ai compris l'exécution de ses dernières volontés.
Le Cours d'Analyse, pour ne parler que de l'ouvrage dont je publie aujourd'hui le premier volume, est la reproduction des Leçons faites par l'auteur a l'École Polytechnique, et rédigées en premier lieu
Stcsm. — An,j I. ^
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par quelques élèves de cette École. Ces rédactions rendaient assez fidèlement, dans leur ensemble, la pensée deSturm, et je les ai reproduites en grande partie; mais, par suite de la rapidité avec laquelle elles avaient été composées, il s'y était glissé de nombreuses fautes de calcul ou de langage, qu'il m'a fallu faire disparaître. A cet effet, je me suis servi des cahiers de Sturm, dans lesquels j'ai trouvé ud programme très-détaillé de son Cours, et quelquefois des théories entièrement rédigées par lui; j'ai profité en outre des corrections ou additions qu'il avait indiquées en marge de quelques exemplaires des feuilles lithographiées. Enfin, conformément à l'intention clairement manifestée par Sturm 9 j'ai supprimé de nombreuses répétitions, indispensables dans un cours oral, mais inutiles dans un livre où elles peuvent être suppléées par des renvois. J'aurai atteint le but de ce modeste travail, si l'on retrouve dans le texte que je publie les qualités qui avaient fait une place si remarquable à Sturm parmi les professeurs.
E. Prouhet.
U VIE ET LES TRAVAUX
DE Ch. STDRM.
Cbarles Stukm naquit à Genève « alors chef -lieu du département du Léman, le 6 vendémiaire an XII (2a septembre i8o3). Sa famille, qui appartenait à la religion protestante, était originaire de Strasbourg et avait quitté cette ville vers 1760. Elle comptait probablement parmi ses ancêtres deux hommes célèbres au xvi* siècle, Jacques Sturm, président (stadt'Tneister) de la république de Strasbourg, qui se distingua dans la lutte de cette ville contre Charles-Quint, et Jean Sturm, humaniste, diplomate, théologien, dont le nom se trouve mêlé à toutes les querelles littéraires, politiques et religieuses de son époque.
Le jeune Sturm montra de bonne heure des dispositions extraordinaires, et il obtint au collège de nombreux snccès dans toutes les parties de ses études. Il apprit avec une égale facilité les langues anciennes et modernes, la littérature, l'histoire. On nous a même rapporté qu'a douze ans il composait des vers qui décelaient beaucoup d'imagination et de sensibilité. Mais, k mesure qu'il avançait eu âge, il donnait une préférence de plus en plus marquée aux études scientiGques.
XX MOTICE.
Sturm quitta le collège en 1818 pour suivre les cours plus savants de PAcadémie de Genève. Il y eut pour professeurs MM. J.-J. Schaub, le colonel (depuis général) Dufour et Simon Lhuilier. Ce dernier, géomètre éminent, avait pour son élève une vive affection et se plaisait à lui prédire un brillant avenir. Il eut le bonheur de vivre assez longtemps pour voir ses prédictions se réaliser.
En 1819, un grand malheur vint frapper Sturm et le mettre aux prises avec les nécessités de la vie. Son père mourut dans la force de Tàge, ne laissant aucune fortune à sa veuve et à quatre enfants, dont Charles était Tatné. Pour venir au secours de sa mère, qu'il aimait tendrement, Sturm, quoique bien jeune, se livra à renseignement et commença par donner des levons particulières. En 1823, il entra comme précepteur dans la famille de Broglie, où il fut chargé de Téducation du frère de madame de Broglie, fils de la célèbre madame de Staël. Il demeura quinze mois dans cette respectable famille, dont il eut beaucoup à se louer.
Sturm accompagna son élève k Paris, vers la fin de 1823. En route, il lia connaissance avec un bibliothécaire de Dijon qui conduisait son fils à l'École Polytechnique. Ces messieurs étaient des lecteurs assidus du Journal de Gergonne, où Sturm avait déjà inséré quelques bons articles. Quand ils apprirent le nom de leur compagnon de voyage, ils lui firent beaucoup de compliments et de politesses. A vingt ans, de pareilles rencontres, premières joies d*une célébrité naissante, ont un charme tout particulier qui les fait compter parmi les plus grands bonheurs de la vie.
Sturm aimait à se rappeler cette époque. Il était alors pauvre et presque inconnu. Mais il avait la conscience de sa force, et son existence modeste était embellie par Tespérance, ce bien souvent préférable au but le plus ardemment poursuivi. « Je suis actuellement, écrivait- il i sa mère, en relation avec des hommes très-savants et
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très-distingués. II faut tâcher de m' élever à peu près à leur niveau. »
Ce premier séjour à Paris fut de courte durée. Sturm y revînt un an après avec son arai d'enfance, M. Daniel Colladon, aujourd'hui professeur à T Académie de Genève et physicien distingué. De i8a5 a iSap, les deux amis vécurent ensemble, mettant en commun leurs travaux, leurs espérances, leurs joies et leurs peines. Le II juin 1827, une haute distinction venait récompenser leurs efforts : ils remportaient le grand prix de Mathématiques proposé par l'Académie pour le meilleur Mémoire sur la compression des liquides.
Sturm était Tenu à Paris avec une lettre de recommandation de M. Lhuilier pour M. Gerono. L'éminent professeur accueillit le jeune mathématicien avec une cordialité dont celui-ci lui a toujours gardé une profonde reconnaissance, et lui procura des relations utiles. MM. Arago, Ampère et Fourier suivaient avec intérêt les travaux de Sturm et de son ami. Je n*ai pas besoin de dire que les jeunes savants étaient obligés d'abandonner parfois la haute théorie pour des occupations moins relevées, mais plus lucratives. M. Arago, dont la prévoyante amitié embrassait tous les détails, ne laissait échapper aucune occasion de leur envoyer des élèves.
A cette époque, M. Fourier réunissait autour de lui quelques jeunes géomètres, dont la réputation commençait à se faire jour, et qui ont tenu depuis ce quMls promettaient alors. L'illustre savant les initiait à ses travaux de prédilection et les entraînait dans la route où il avait fait de si importantes découvertes. Sturm subit Theureuse influence de ce maître vénéré, dont il ne parlait jamais qu'avec émotion. Il dirigea ses recherches vers la théorie de la chaleur et l'analyse algébrique. C'est en étudiant les propriétés de certaines équations différentielles qui se présentent dans un grand nombre de questions de physique mathématique, qu'il trouva son célèbre théo»
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et les difTérences finies, ainsi que les notes de MM. Catalan, Despeyrous, Prouhet et Brassinne, qui toutes présentaient de Tintérét. Enfin j'ai cru faire plaisir à plusieurs lecteurs en donnant, à la suite des Exercices empruntés à l'excellent Recueil de M. Tisserand, une série de sujets de compositions proposés par les Facultés de Paris et de la province.
Nous espérons que cette nouvelle édition présentera un ensemble aussi homogène qu'on peut le demander à une œuvre collective, qu'elle sera au moins aussi facile à étudier que les éditions précédentes, tout en étant suffisamment complète pour les débutants.
A. DE Saint-Germain.
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sUtation naturellement forte, il pouvait compter sur une longue carrière et de nouveaux succès. Malbeureusement, vers i85i, sa santé subit une altération profonde par suite d'une trop forte application à des recherches difficiles, et il fut obligé de se faire remplacer à la Sorbonne et à rÉcole Polytechnique. Il reprit ses cours a la fin de i852, mais il ne se rétablit jamais complètement. Malgré les soins de sa famille^ qui retardèrent mais ne purent arrêter les progrès du mal, il succomba le i8 décembre i855, à Tàge de cinquante et un ans.
Sturm n'était pas seulement un homme de talent, c*était aussi un homme de cœur, bon pour sa famille, bon pour ses amis, dont le nombre était grand, a J'ai beaucoup d'amis, » disait*il avec un naïf orgueil, et cette parole^ qui chez tout autre aurait passé pour une exagération, était rigoureusement vraie. Â ceux que j'ai déjà cités, j'ajouterai, sans prétendre à une énumération complète, MM. Lejeune-Dîrichlet, Ostrogradsky, Brassinne, Cassanac. Catalan. M. Faurie, d'abord élève, devenu ensuite Tami intime de Sturm, mérite une mention spéciale pour le dévouement dont il a fait preuve dans les circonstaiices les plus pénibles.
Dans sa prospérité, Sturm n'oubliait pas les jours difficiles et le généreux appui qu'il avait reçu de MM. Ampère, Fourier, Arago. Il se plaisait à venir en aide aux jeunes gens qui débutaient dans la carrière des sciences, et il savait les obliger avec une délicatesse admirable.
Sturm se taisait volontiers avec les personnes qu'il ne connaissait pas; mais quand sa timidité naturelle était vaincue, il révélait tout le charme d'un esprit fin et original. Il était- passionné pour la musique des grands maîtres, et nous tenons de lui qu'à une époque où ses ressources étaient bien faibles, il s'imposait des privations afin de pouvoir entendre les chefs-d'œuvre de Rossini et de Meyerbeer.
Comme professeur, Sturm se distinguait par la clarté
XXIV HOTICE.
et la rigueur. On lui doit beaucoup de démonstrations ingénieuses qui, répandues par ses élèves, ont ensuite passé dans les livres dont les auteurs ont presque tou-* jours oublié de le citer. Mais il était ricbe, point avare, et ne réclamait jamais. « En ai-je assez perdu, disait«-il en riant, de ces petits objets! et combien peu m'ont été rapportés par d^honnétes ouvriers ! A la longue, cependant, le total peut faire, comme on dit, une perte consé^ quente. »
Les qualités de Sturm étaient bien appréciées par la jeunesse intelligente qui suivait ses leçons, u On admirait, dit Pun de ses élèves [*) (et j'ajouterai : l'on aimait), cet bomme supérieur s'étudiant à s'eflacer, pénétrant dans l'amphithéâtre avec une timidité excessive, osant à peine regarder son auditoire. Aussi le plus religieux silence régnait-il pendant ses leçons, et on pouvait dire de lui comme d'Andrieux, qu'il se faisait entendre à force de se faire écouter^ tant est grande l'influence du génie! »
EnGn, pour achever de faire connaître Thomme éminent que nous venons de perdre, nous citerons encore- les paroles touchantes prononcées sur sa tombe par M. Liouville, le jeudi ao décembre i855.
« Messieurs,
» Le géomètre supérieur, lliomme excellent dont nous accompagnons les restes mortels, a été pour moi, pendant vingt-cinq ans, un ami dévoué-, et par la bonté même de cette amitié, comme par les traits d'un caractère naïf uni i tant de profondeur^ il me rappelait le maître vénéré qui a guidé mes premiers pas dans la carrière des mathématiques, l'illustre Ampère.
» Sturm était à mes yeux un second Ampère : candide comme lui, insouciant comme lui de la fortune et des
(*) M. Regray-Belmy, ancien élàye de l'École Polytechnique. Voir la Siècle à\x 3o décembre i855.
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▼anîtés da monde ^ tous deux joignant à Tesprit d'invention une instruction encyclopédique ; négligés ou même \ dédaignés par les habiles qui cherchent le pouvoir, mais exerçant une haute influence sur la jeunesse des écoles, que le génie frappe ; possédant enfin sans l'avoir désiré, sans le savoir peut-ètre, une immense popularité.
y* Prenez au hasard un des candidats à notre Ecole Polytechnique, et demandez-lui ce que c'est que le théorème de Sturm : vous verrez s'il répondra ! La question pourtant n'a jamais été esigée par aucun programme : elle est entrée d'elle-même dans l'enseignement, elle s'est imposée, comme autrefois la théorie des couples.
» Par cette découverte capitale, Sturm a tout à la fois simplifié et perfectionné, en les enrichissant de résultats nouveaux, les éléments d'Algèbre.
» Ce magnifique travail a surgi comme un corollaire d'importantes recherches sur la Mécanique analytique et sur la Mécanique céleste» que notre confrère a données, par extraits seulement, dans le Bulletin des Sciences de M. Férussac.
n Deux beaux Mémoires sur la discussion des équations diflerentielles et à différences partielles, propres aux i grands problèmes de la Physique mathématique, ont été du moins publiés en entier, grâce à mon insistance. « La » postérité impartiale les placera à côté des plus beaux » Mémoires de Lagrange )> [*). Voilà ce que j'ai dit et imprimé il y a vingt ans, et ce que je répète sans craindre qu'aujourd'hui personne vienne me reprocher d'être trop hardi.
» Sturm a été le collaborateur de M. Golladon dans des elEpériences sur la compressibilité des liquides que l'Académie a honorées d'un de ses grands prix.
(*) M. LiouTÎUe s*eipriniait ainii dans an Mémoire lu à rAcadémie dea Sciences le i4 décembre i836, et cependant Sturm était son concurrent pour la place vacante par le décès d*Ampére. Un pareil fait, assez rare dans lliistoire des luttes académiques, porte êjec lui son éloge.
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» Nous lui devons un travail curieux sur la vision, un Mémoire sur TOptique, d'intéressantes recherches sur la Mécanique, et en particulier un théorème remarquable sur la variation que la force vive éprouve lors d'un changement brusque dans les liaisons d'un système en mouvement. Quelques articles sur des points de détail ornent nos recueils scientifiques.
» Mais, bien qu'il y ait de quoi suffire à plus d'une réputation dans cet ensemble de découvertes solidement fondées et que le temps respectera, les amis de notre confrère savent que Sturm est loin d'être là tout entier, même comme géomètre. Puissent les manuscrits si précieux que quelques-uns de nous ont entrevus se retrouver intacts entre les mains de sa famille! En les publiant, elle ne déparera pas les chefs-d'œuvre que nous avons tant admirés.
» L'originalité dans les idées, et, je le répète, la solidité dans l'exécution, assurent à Sturm une place à part. Il a eu de plus le bonheur de rencontrer une de ces vérités destinées à traverser les siècles sans changer de forme, et en gardant le nom de l'inventeur, comme le cylindre et la sphère d'Archimède.
» Et la mort est venue nous l'enlever dans la fleur de l'âge! Il est allé rejoindre Abel et Gallois, Gôpel, Eisenstein, Jacobi.
)> Ah! cher ami, ce n'est pas toi qu'il faut plaindre. Échappée aux angoisses de cette vie terrestre, ton âme immortelle et pure habite en paix dans le sein de Dieu, et ton nom vivra autant que la science.
» Adieu, Sturm, adieu. »
LISTE BIBUGGRAPHIQUE DES TRAVAUX DE STURM
AN!fALBS DB MATHÉMATIOUBS DK 6BRG0NNB.
1. Tome Xm (i8aa-i3), page ^89. — Extension du problème des courbes de poursuite.
Solution d'une question proposée par le rédacteur.
2. Ibid.y p. 314. — Déterminer en jonction des côtés d'un quadrilatère inscrit au cercle ; i* l'angle de deux côtés opposés ; a** l'angle des diagonales,
3. Tome XIV (i 8^3-24), p. i3. — Étant donnés trois points et un plan^ trouver dans ce plan un point tel, que la somme de ses distances aux trois points donnés soit un minimum.
Sturm, sans résoudre le problème par des formules explicites, démontre, à l'aide de considérations empruntées à la Mécanique, plusieurs propriétés du point cherché. Il généralise ensuite le problème.
4. Ibid.^ p. 17. — Démonstration analytique de deux théorèmes sur la lemniscate.
Démonstration de deux théorèmes énoncés par M. Talbot, coocemant Fexcès fini de Tasymptote d'une hyperbole équilatère sur le quart de cette courbe.
5. Ibid., p. 108. — Recherches analjrtiqnes sur une classe de problèmes de Géométrie dépendant de la théorie des maxima et des minima.
Maximum et minimum d'une fonction des distances d'un point variable à d'autres points dont les uns sont fixes, les autres assujettis à se trouver sur des courbes ou sur des surfaces données.
6. Ibid,, p. aa5. — - Démonstration de deux théorèmes sur les transversales.
7. Ibid., p, a86. — Ueu des points desquels abaissant des per^ pendiculaires sur les côtés d'un triangle et joignant les pieds de ces perpendiculaires^ on obtienne un triangle d'aire constante.
8. Ibid. y p. 3oa. — Recherches de la surface courbe de cliacun des points de laquelle menant des droites à trois points fixes, ces
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droites déterminent sur un plan fixe les sommets d'un triangle dont l'aire est constante.
9. Ibid., p. 38 1. — Courbure d'un fil flexible et inextensible dont les extrémités sont fixes et dont tous les points sont attirés ou repousses par un centre fixe, suivant une fonction déterminée de la dif tance.
10. Ibid., p. Sgo. — La distance entre les centres des cercles inscrit et circonscrit à un triangle est moyenne proportionnelle entre le rayon du circonscrit et l'excès de ce rayon sur le diamètre de l'inscrit.
M. Tome XV (i824-a5), p. loo. — Démonstration de quatre théorèmes sur Chyperbole,
Jbid., p. 2o5. — Reclterches sur les caustiques
Cas où la ligne réfléchissante ou séparatrice de deux milieux est une circonférence. Propriétés des ovales de Descartes.
Ce Mémoire est le seul morceau de Géométrie que nous ait laissé Sturm et montre ce qu'il aurait pu faire dans ce genre s'il Tavait cultivé.
43. Ibid., p. a5o. — Théorèmes sur les polygones réguliers. Démonstration et généralisation d'un théorème de Lhuilier.
44. Ibid.^ p. 309. — Recherches analytiques sur les polygones recti lignes plans ou gauc/tes.
45. Ibid., p. a38. — Recfœrches d'analyse sur les caustiques planes.
Relations entre les longueurs des rayons incidents et réfractés correspondante, prises, Tune et Tautre, depuis le point d'incidence jusqu'à ceux où ces rayons touchent leurs caustiques planes. Rectification des caustiques planes.
46. Tome XVI (1825-26), p. 265. — Mémoire sur les lignes du second ordre. (Première partie.)
Propriété des coniques qui ont quatre points communs. Pôles et polaires. Théorèmes de Pascal et de Brianchon.
47. Tome XVII (1826-27), p. 173. ~ Mémoire sur les lignes du second ordre. (Deuxième partie.)
On y trouve les deux théorèmes suivants, qui sont une généralisation de celui de Desargues :
Quand deux coniques sont circonscrites à un quadrilatère, si Von tire une transversale quelconque qui rencontre ces courbes en quatre points et deux côtés opposés du quadrilatère en deux autres points, ces six points sont en involution.
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Quand trois coniques sont circonscrites a un même quadrilatère, une transversale quelconque les rencontre en sir points qui sont en inw}lution,
BULLETIN DBS SCIBNGBS DB FÉBUSSAG.
Sturm a rédigé, en iSag et i83o, la partie mathématique de ce Bulletin.
18. Tome XI (1829), p. 4 19* — analyse d'un Mémoire sur la résolution des équations numériques. ( Lu à l'Académie des Sciences le i3 mai 1829.)
Ce Mémoire contient le célèbre théorème de Sturm. La démonstration en a paru pour la première fois dans V Algèbre de MM. Choquet et Mayer (i** édition, i832]. Sturm a donné dans le même ouvrage une démonstration, plus simple que celle de Cauchy, du théorème que toute équation algébrique a une racine.
Voici comment Sturm parle de ses obligations envers Fourier : « L'ouvrage qui doit renfermer l'ensemble de ses travaux sur l'analyse algébrique n'a pas encore été publié. Une partie du manuscrit qui contient ces précieuses recherches a été communiquée à quelques personnes. M. Fourier a bien voulu m'en accorder la lecture, et j'ai pu l'étudier à loisir. Je déclare donc que j'ai eu pleine connaissance de ceux des travaux inédits de M. Fourier qui se rapportent à la résolution des équations, et je saisis cette occasion de lui témoigner la reconnaissance dont ses bontés m'ont pénétré. C'est en m'appuyant sur les principes qu'il a posés et en imitant ses démonstrations que j'ai trouvé les nouveaux théorèmes que je vais énoncer. »
19. Ibid., p. 4aa. — Extrait d'un Mémoire présenté à PAca^ demie des Sciences (i" juin 1829).
Extension du théorème de Fourier et de celui de Descartes aux équations, de la forme
Ax*4-Bj:^-h...= o,
dans lesquelles «, p, 7, . . . sont des nombres réels quelconques.
A la fin de cet extrait, Sturm énonce quelques théorèmes relatifs au mouvement de la chaleur dans une sphère ou dans une barre. Ils devaient faire partie d'un Mémoire qui parait n'avoir jamais été rédigé. M. Liouville les a démontrés très-simplement dans son Cours du Collège de France (a* semestre i856). Ce Cours, consacré à l'analyse des travaux de Sturm, nous a été très -utile pour la composition de cette Notice,
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20. Ibid., p. 273. — Note présentéB à l'Académie (8 juin iSag). Réalité des racines de certaines équations transcendantes. Sur les
coefficients des séries qui représentent une fonction arbitraire entre des limites données.
Cette Note a été refondue dans d'autres travaux de TÀuteur.
21. Tome XII (18^9), p. 3i4. — Extrait d*un Mémoire sur V intégration (Vun système d'équations différentielles linéaires (Présenté à TAcadémie des Sciences le 27 juillet 1819.)
Étude des racines des équations qui se présentent dans l'intégration d'un système d'équations linéaires. Nombre de ces racines comprises entre deux limites données.
Cet extrait, fort étendu, peut tenir lieu du Mémoire lui-même, Dans une note, l'Auteur avertit que les conclusions d'un Mémoire précédent [voir plus haut, n* 19) s'étendent à un grand nombre d'équations transcendantes.
JOURNAL DE M. UOUVILLE.
22. Tome I (i836), p. 106. — Mémoire sur les équations différentielles linéaires du second ordre. (Lu à l'Académie des Sciences le 3o septembre i833.]
Très-beau Mémoire, dans lequel les propriétés des fonctions qui satisfont à une équation différentielle sont étudiées sur cette équation même.
Une analyse de ce Mémoire a paru dans le journal l'Institut du 9 novembre i833. Le même journal, dans le numéro du 3o novembre, contient une Note de Sturm, qui complète sa théorie.
23. Ibid., p. 278. — Démonstration d*un théorème de Cauchy, (En commun avec M. Liouville.)
Théorème sur le nombre de points-racines renfermés dans un contour donné.
Ibid.y p. 290. — Autre démonstration du même théorème
2î$. Ibid., p. 373. — Sur une classe d' équations à différentielles /jartielles de la forme
du \ dx) » ,
^rf? = — 55 '"•
Complément du Mémoire n*" 22.
{F'oir aussi Comptes rendus, t. IV, p. 35. )
26. Tome II, p. aao. — Extrait d'un Mémoire sur les dévelop» pements en séries, etc. — (En commun avec M. Liouville.) (^Fotr aussi Comptes rendus, t. IV., p. 675.)
Tome IH, p. 357. — Mémoire sur ^optique
Surfiaices caustiques formées par des rayons lumineux émanés d*an point et qui éprouvent une suite de réfractions ou de réflexions.
28. Tome VI, p. 3 1 5. — Note à l*occasion d*un article de M. De» iaunny sur la surface de révolution dont la courbure moyenne est constante,
29. Tome VH, p. i3a. — Note à l'occasion et un article de M, Gascheau sur l'application du théorème de Sturm aux transjormées des équations binômes,
30. Ibid., p 345. — Note sur un théorème de M, Chasles, Démonstration nouvelle de ce théorème : Un canal infiniment petit,
orthogonal aux surfaces de niveau relatives à un corps quelconque, intercepte sur les surfaces de niveau des éléments pour lesquels l'attraction exercée par le corps a la même valeur.
31. Jbid., p. 356. — Démonstration d'un théorème d^ Algèbre de M. Sjrlvester,
Ce beau théorème complète celui de Sturm en faisant connaître la manière dont les différents restes se composent avec les facteurs simples de Téquation proposée.
COMPTES RENDUS DE L'AGADéMIB DES SCIENCES.
32. Tome IV, p. 720. — Sur un théorème de Cauchy relatif aux racines des équations simultanées. (En commun avec M. Liou ville.)
33. Tome Y, p. 867. — Rapport sur un Mémoire de M, Bradais concernant les lignes formées dans un plan par des points dont les coordonnées sont des nombres entiers,
34. Tome Vn, p. 11 43. — Rapport sur deux Mémoires de M. Blanchet relatifs à la propagation et à la polarisation du mouvement dans un milieu élastique,
35. Tome VHI, p. 788. — Note relative à des remarqes sur les travaux de M, Liouville contenues dans un Mémoire de M. Libri,
36. TomeXin, p. 1046. — Mémoire sur quelques propositions de Mécanique rationnelle,
Sturm étudie dans ce Mémoire la perte de force vive résultant de Tintroduction subite de liaisons dans un système matériel : la question avait été traitée en i835 par Duhamel (XXIV* Cahier du Journal de l'École Polytechnique),
37. Tome XX, p. a54, 761 et 1228. — Mémoire sur la théorie de la vision et sur l'accommodation.
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38. Tome XXVI, p. 658. ~ Note sur l'iiUégmtian de$ équaihns généraies de la Dynamique,
Théorèmes d'Hamilton et de Jacobi.
39. Tome XXVm, p. 66. — Rapport sur un Mémoire de M, X. fVantzel ayant pour titre : Théorie des diamètres rectilignes des courbes quelconques.
MiMOULBS DBS SAVANTS ATBAlfGBBS.
iO. Tome V (i834), p< 267. — Mémoire sur la compression des liquides. (En commun avec M. Colladon.)
Ce Mémoire a remporté le grand prix de Mathématiques en 1827. n a aussi été publié dans les Annales de Chimie et de Physique, I.XXII, p. ii3.
4i. Tome VI (i835), p. 271. — Mémoire sur la résolution des équations numériques, [Voir plus haut n* 18.)
NOUVELLES ANNALES DE MATHiMATIOUES.
42. Tome X (i 85 1), p. 419- — Sur le numvement d*un corps solide autour d'un point fixe,
VARIABLES
1. Avant d^exposer le but et les principes du calcul difierentiel, il est nécessaire d'établir quelques notions préliminaires.
On appelle variable une quanlilé qui prend successi- ▼ement dîflerentes valeurs, et constante celle qui conserve une valeur fixe dans le cours d'un même calcul. La nature de la question dont on s'occupe indique quelles sont les quantités variables et les constantes.
2. Quand les valeurs successives d'une quantité variable dépendent, suivant une certaine loi, de celles que prend une autre variable, la première est dite unv fonction de la seconde. On peut affirmer que deux quantités qui varient ensemble sont fonctions Tune de l'autre, lorsqu'on sait qu'à cbaque valeur de Tune d'elles correspond une valeur déterminée de l'autre, quand même la rela-
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lion qui existe entre elles ne serait pas connue ni même susceptible d'être exprimée analytiqucment.
3. On nomme variable indépendante celle à laquelle on donne des valeurs arbitraires^ eX. fonction la variable qui prend des valeurs correspondantes. Ainsi l'aire d'un cercle, d'une sphère, est fonction de son rayon; le temps de l'oscillation d'un pendule est fonction de sa longueur.
Une quantité peut être fonction de plusieurs variables indépendantes; par exemple, le volume d'un cylindre droit à base circulaire est fonction de sa hauteur et du rayon de sa base.
Les quanti tés variables son t o rdi nai rement représentées par les dernières lettres de l'alphabet x, y^ z, etc.; les constantes le sont par les premières a^ &, c, etc.
Quand on veut indiquer didérentes fonctions d'une variable x^ sans en spécifier la nature, on emploie les symboles/ (a:), c^ (x), F (a:), . . . . Si l'on donne à x une valeur particulière a, le résultat de la substitution de a à la place de x dans/ (jc) est indiqué par /'(a).
On représente les fonctions de plusieurs variables par les notations y (x,j^, z), o (x, y^ z), F (x, y, z), .... On indique i^dxf[a^ i, c), f (a, A, c), F (a, A, c),... les résultats que Ton obtient lorsqu'on met /z, £, c à la place de X, j^ z dans ces fonctions.
4. Une fonction d'une seule variable peut être représentée géométriquement.
Il suffit pour cela de considérer la variable indépen* dante x comme une abscisse et la fonction j^ comme l'ordonnée correspondante de la courbe plane définie par lequation
Ordinairement cette courbe est continue, c'est-à-dire que, pour des valeurs dex qui varient par degrés insensibles, Tordonnée varie aussi par degrés insensibles; y est alors une fonction continue de x.
PREMIÈItE LEÇON. 3
On peut de môme représenler par une surface une fonction de deux variables indépendantes; mais une fonction de trois, de quatre, ou d'un plus grand nombre de variables indépendantes, n'est pas susceptible d'une représentation géomélriqne.
5. On dit qu'une fonction est explicite quand elle est exprimée immédiatement au moyen de la variable ou des variables dont elle dépend, de sorte qu'on peut obtenir sa valeur en effectuant sur ces variables certaines opérations indiquées avec précision. Ainsi
sont des fonctions explicites de .r.
On nomme fonctions implicites celles qui sont liées aux variables dont elles dépendent par des équations-non résolues^ ou par des conditions quelconques qui ne sont pas exprimées analjtiquement; telle est j" dans l'équation
X^ — ^jrjr -+- 2x' — rt' --=. o.
La fonction deviendra explicite si l'on tire sa valeur de inéquation, et Ton aura
±: v/rt' — x\
MÉTHODE DES LIMITES
6. Quand les valeurs successives d'une quantité variable approchent indéGhiment d'une quantité fixe et déterminée, de manière à n^en dijf'érer qu aussi peu quon voudra^ cette quantité fixe est appelée la limite des valeurs de la variable. Citons quelques exemples.
La surface d'un cercle est la limite vers laquelle tendent les aires d'une suite de polygones réguliers inscrits, quand le nombre de leurs côtés devient de plus en plus grand. En effet, on démontre en Géométrie que l'aire d'un polygone régulier inscrit dans un cercle peut différer
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de Faire de ce cercle d'une quantité aussi petite que Von voudra, pourvu que le nombre des côtés soit suffisamment grand. Il faut bien remarquer qu'il u*est pas néces> saire pour cela de démontrer que Taire du polygone régulier inscrit va constamment en augmentant avec le nombre de ses côtés.
De même, si Ton considère un arc et son sinus, le rap-
port ^ y toujours moindre que l'unité, peut en différer
d'aussi peu qu'on le voudra, pourvu que Ton donne à l'arc des valeurs suffisamment petites. Donc la limite de
sinjT
est Tunité, quand x décroit indéfiniment.
On remarquera bien encore qu'il n'est pas nécessaire de démontrer, et même on ne le démontre pas ordinaire-
, sinjr ,,
ment, que le rapport va en augmentant continuellement quand x, plus petit qu'un quadrant, diminue indéfiniment.
7. Les fonctions qui se présentent sous la forme -9 pour une certaine valeur de la variable, ont souvent des limites. Nous en avons un exemple dans le rapport » qui de-
vient - pour x= o, et qui a pour limite l'unité. De même l'expression
prend, pourx = a, la forme -• Toutefois, sî Ton donne
à X des valeurs différentes de a, mais qui s'en approchent successivement, les valeurs dey sont déiermiuéeset égales d'ailleurs aux valeurs de l'expression
:r' -4- /iT -i- n^
PREHIÈUE LEÇON. 5
Or, à mesure quex s^approche de plus en plus de «, celte dernière expression diffère de moins en moins de
OU
La limite des valeurs de^ est donc —
8. Une quantité variable peut s'approcher indé(iniment d'une limite en restant toujours plus petite ou tou • jours plus grande que cette limite; mais il peut se faire qu'une quantité variable devienne alternativement plus grande et plus petite que la limite vers laquelle elle tend, en oscillant, pour ainsi dire, de part et d'autre.
Ainsi le rapport ■ tend vers zéro quand r croît in-
définiment. En même temps, toutes les fois que x devient
égal à un multiple de la demi -circonférence, de-
vient o, et change de signe.
9. Si deux quantités qui varient simultanément restent constamment égales entre elles, dans tous les états de grandeur par lesquels elles passent^ et si Von sait que Vune d'acnés tend vers une limite, il est é%/ident que Vautre tend aussi vers la même limite ou vers une limite égale à celle-là. C'est là le principe de la méthode dtrs limites dont on fait un si grand usage dans toutes les parties des mathématiques.
Ainsi, veut-on prouver que le cercle a pour mesure le produit de sa circonférence par la moitié de son rayon -, en désignant respectivement par a, p, r l'aire, le périmètre et l'apothème d'un polygone régulier inscrit dans le cercle, on a
oraelpX- r sont des quantités qui varient avec le nombre des côtés, mais qui restent, toujours égales entre elles;
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leurs limites sont donc égales. Si A, C, R désignent respectivement Taire, la circonférence et le rayon du cercle, A est la limite de û, C celle de /? et R celle de r : donc
MÉTHODE IJiFIMTÉSIMALE.
10. Lorsqu'une quantité variable prend des valeurs de plus en plus petites, de manière qu'elle puisse devenir moindre que toute quantité donnée, on dit qu'elle devient injiniment petite. Ainsi la dilîérence entre Taire d'un cercle et celle d'un polygone inscrit peut être rendue infiniment petite en augmentant le nombre des côtés. La
fraction -^ devient infiniment petite quand x
x^ -■ IX -1-3
prend des valeurs de plus en plus grandes.
Une quantité infiniment petite ou un infiniment petit n'est donc pas une quanti té déterminée, qui ait une valeur actuelle assignable : c'est au contraire une quantité essentiellement variable qui a pour limite zéro.
11. Quand une variable prend des valeurs de plus en plus grandes, de manière qu'elle puisse surpasser toute gr&ndeur donnée, on dit qu'elle devient infinie ou infini» ment grande^ et on la représente alors par le signe oo
ou - • Ainsi la fonction o
devient infinie pour j: = a.
Pour des valeurs de x très-peu différentes de a, mais plus grandes que a, les valeurs correspondantes dej" sont positives, tandis que, pour des valeurs de x plus petites que rt, les valeurs de y sont négatives. L*infini est donc positif ou négatif, suivant les cas.
12. Les infiniment petits sont des auxiliaires qui servent à rendre plus aisé le calcul des quantités finies. Leur
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emploi donne lieu à la résolution fréquente de ces deux problèmes : i*' deux infiniment petits dépendant Vun de Vautre^ trouver la limite de leur rapport; 2° trouver lalimite d^ une somme d^ infiniment petits dont le nombre augmente indéfiniment,
La solution de ces problèmes est simplifiée dans un grand nombre de cas par les deux théorèmes suivants :
13. Théorème I. — La limite du rapport de deux quantités infiniment petites nest pas changée quand on remplace ces quantités par d^iutres qui ne leur sont pas égales^ mais qui ont a\^ec elles des rapports tendant vers V unité.
Soient ûc et (3 deux quantités infiniment petites; «'et j3' d^autres quantités telles, que les limites des rapports -79
•^soient égales à Tunilé. On aura identiquement P
d'où Ton tire
lim - z=i hm —T'Iim -- =r lim — •
d'où
On aura de même
donc
Um^ = liin-.lim^ = liin~i
hm - = hm -~ =: hm — •
14. On peut encore présenter la démonstration de ce théorème comme il suit :
Puisque — a pour limite l'unité, si l'on pose
cocas D*ANALTSE.
on aura
Cl - devra tendre vers zéro, ce que l'on exprime en disant
que 6 est infiniment petit par rapport à a. On aura de même
par suite,
Donc, puisque- et — ont pour limite zéro, on aura
d'où
lim^UmH — I,
lim -— =1 lim--
Ce uouveau point de vue donne lieu à cet autre énoncé :
La limite du rapport de deux infiniment petits ne change pas quand on les remplace par d^ autres qui en différent d'une quantité infiniment petite par rapport à eux.
Exemples/ On aura, pour x = o,
I** lim — '- — :— lim '— = lim cosx ^r^ i ,
Umgj: tangj:
2*» lim -. - — := hm :;:— = -1
sm3x ùx 3
sin.r X
3® hm -r- — — 1= lim — ■ i^ oo •
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15. Théorème II. — La limite d'une somme d'infiniment petits qui sont tous de même signe ne change pas quand on les remplace par d^ autres dont les rapports aux premiers ont respectivement pour limite l'unité ou qui diffèrent des premiers de quantités infiniment petites par rapport à eux.
Soient a, a', a", . . . des infiniment petits qui sont tous de même signe et dont le nombre augmente de plus en plus. Désignons par S leur somme, et supposons que cette somme ait une limite finie. Soient p, ^\ ^", ...; s, s', e", . .. des infiniment petits tels, que Ton ait
on aura
p -^ P' -f- P" -i- . . . = S -4- as -h a' *-' -h a" b" -h
Or, si fï est la plus grande des quantités 6, z\ t" y. . . , on aura, en valeur at)Solue,
ae -4- a' s' -+- a"e" -f- . . . < Su,
et comme m a pour limite zéro, il en résulte
lim (as -f-a'e'H- ol'z" -f-, . .)_^o,
et par conséquent
lim (p H- p' -h p" -+-.,.)= S, ce qu'il fallait démontrer.
L'égalilé
lim (as -+■ OL i' -4- a"e" -+-...) rr= o
donne lieu à ce théorème : Si une somme d* infiniment petits^ dont le nombre augmente indéfiniment, a une limite finie, la somme des produits obtenus en les tuulti^ pliant respectix^ement par d'autres infiniment petits aura pour limite zéro.
Par exemple^ considérons l'aire comprise entre la courbe plane CD, l'axe des x et les deux ordonnées CA et DB. Imaginons que Ton partage AB en parties de plus
f O COUBS D ANALYSE
en plus petites, telles que PP', suivant une loi quel- ^*c- »• conque, mais de manière toute-
E _^-r. ^ fojs qijg chacune de ces parties
tende vers zéro. Je dis que la
somme des rectangles tels que
MIM'K, construits avec la dif-
férence de deux ordonnées consécutives et Tintervalle PP'^ a pour limite zéro. On a, en effet,
et
2 ÎMIM' K r^ 2 PP'. OI ;
et comme KM est une quantité infiniment petite, on aura, en appliquant le théorème précédent,
yMIM'Kr=o.
DIFFÉRENTS ORDRES d'iNFIMMENT PETITS.
17. Quand on considère des infiniment petits qui dépendent les uns des autres, on en prend un en particulier qu^on nomme infiniment petit principal^ et auquel on rapporte les autres comme à un terme de comparaison. On appelle alors infiniment petits du premier ordre tous ceux dont les rapports à Tinfiniment petit principal ont des limites finies; infiniment petits du second ordre ceux dont les rapports aux infiniment petits du premier ordre sont des infiniment petits du premier ordre, et ainsi de suite.
D'après cela, si a est un infiniment petit du premier ordre, tout autre infiniment petit de cet ordre sera de la forme a (/? -I- (3), p étant fini et /3 infiniment petit. En générai a"(;?-l-|3) représentera un infiniment petit de Tordre de n.
Exemples- Si Tare x est du premier ordre, sinx sera
tlu premier ordre, puisque — - a pour limite i ; î — cosjc
PREMIÈRE LEÇON. 1 I
sin.r
sera du second ordre, puisque i — cosx = a sin'yX.
Les théorèmes I et II (u"" 13 et 15) peuvent s'énoncer ainsi :
Quand on cherche la limite du rapport de deux quantités composées d! infiniment petits de divers ordres, on peut ne conserver, dans chacune de ces quantités^ que les infiniment petits de V ordre le moins élei^é.
Quand on cherche la limite de la somme de plusieurs quantités injïniment petites^ on peut ne conserver que les infiniment petits de V ordre le moins élevé ( * ) .
Comme application du premier théorème, on a
-. sinjr -4- 3 sîn*.r sin.r
hm r:= Iim = I .
Dans cet exemple, on néglige au numérateur 3 sin*x, infiniment petit du second ordre, et au dénominateur Tinfiniment petit du troisième ordre ax'.
EXERCICES
\. Deux points étant placés sur une courbe à une dislance infiniment petite du premier ordre l'un de l'autre, la distance du premier de ces points à la tangente n>enée à la courbe par l'autre point est infiniment petite du second ordre.
2. Deux courbes ayant une tangente commune, la diflérence de leurs ordonnées, situées à une distance infiniment petite du premier ordre du point de contact, est du second ordre au moins.
Théorèmes analogues pour les surfaces
(*) « Led^rand .lYantage que Von retire de ces théorèmes consiste en ee qu'ils permettent souvent de négligeri dans les quantités infiniment petites, la partie qui en rend la comparaison et le calcul difficiles. Il suffit toujours que cette partie soit infiniment petite par rapport à la quantité elle-même, et il n'en résulte aucune erreur dans les résultats où Ton n'a en vue que les limites des rapports ou des sommes de ces quantités infiniment petites. • DudaueL) Éléments de Calcul injiniicsimal.
COURS D AISALYSB.
ORIGINE DU CALCUL DIFFÉRENTIEL
18. On a été conduit à la découverte du calcul diflerentiel en cherchant une méthode générale pour mener des tangentes aux courbes planes représentées par des équations.
Concevons deux variables xei y liées entre elles par une relation quelconque, de manière que Tune soit fonction de Tauire, j'=f(x). Considérons ces variables comme les coordonnées d'un point rapporté à des axes rectangulaires tracés dans un plan., et construisons la courbe AMB dont Téquation est y =f[x). Supposons
l'îc- 3' cette courbe réelle et
continue dans une certaine étendue, et propo- ^^^ sons-nous de mener la
tangente au point M don t les coordonnées sont x et y. On définit ordî- I nai rement la tangente
comme la limite vers laquelle tend une sécante, lorsque, cette sécante tournant autour d'un de ses points d'intersection, un second point d'intersection s'approche indéfiniment du premier. Soit donc M' un second point de la courbe ayant pour coordonnées x-h h^ y-hk\ considérons la sécante M'MS, et la tangente MT qui en est
Ui
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la limite. On a, dans le triangle M'MN,
Donc
tan«M'MN = ^^^*.
tangIMR ^^ lim tangM'MiN = \imj^
quand h diminue indéfiniment jusqu^à zéro.
Donc, si Ton cherche la limite du rapport des accroissements simultaués A et h des variables j^ et x, accroissemenLsliés entre eux par IVquation
quand h diminue indéfiniment, cette limite sera la tangente trigonométrique de Tangle que fait avec Taxe des x la droite qui touche la courbe au point M.
BUT DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. FONCTION DÉRIVÉE
i 9. Le calcul différentiel a pour but de déterminer, pour chaque fonction, la limite du rapport de V accroissement de la fonction à celui de la variable^ quand celui-ci diminue jusqu^à zéro. Cette limite, qui dépend de la valeur attribuée à la variable j?, mais nullement de son accroissement A, est appelée la fonction dérivée de la fonction proposée. On la représente par j' ou par/"' (x).
Nous allons chercher la dérivée de quelques fonctions simples.
m étant entier et positif. Si nous changeons x en x •+• hy y devient j^-f~A, et Ton a j^ -h /• = (x -f- A)"*, d'où A= (xH-A)'" — x^, ou
d'où
fi m ^ n' ]]
- =: //i.r*— ' H x^-Vi -H ... 4- /<"—».
i4 COURS d'analyse.
Le rapport j se compose de deux parties, l'une indépendante de /i, et l'autre dans laquelle le facteur h est commun à tous les termes; si/i décroît indéfiniment jusqu'à zéro, cette seconde partie pourra devenir aussi petite que Ton voudra; donc
h Ainsî^ dans ce cas,
On peut encore obtenir cette dérivée sans faire usage de la formule du binôme. Posons
on a alors
et si Ton remarque que A = X — x, on en déduit
— X"- ' -+- X"— ' x H- . . . -+- Xx»-2 -4- x*-
Quand h diminue jusqu'à zéro, X s'approche indéfiniment de X, et, comme le dernier membre a m termes qui deviennent égaux à x'"""*, quand on passe à la limite, on
k a bien encore lim -r = moC"^^,
h 7? Soit une fonction entière
Changeons xen x -+- //, y devient j^ h- /r, et Ton a
y -\-k-=^a (.r -f- //)•" 4- ^ (^ -f- /i)" -h c (x -h /»/ -h . . . , d'où
et, par suite,
Divisant par h et faisant ensuite h = o, on a
On pourrait aussi obtenir cette dérivée comme la précédente, sans recourir à la formule du binôme.
m étant entier et positif. On a
et
d'où, en développant et divisant par /*,
et enfin, passant à la limite, on a
im - .— —^ — — — — ,
donc
— mjc
d'où Ton voit que la règle pour obtenir la dérivée de x"»,
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quand m est entier, esi toujours la même, quel que soit le signe de m.
on a
X- = \\ j: -h // )' —, fl' — \jc^ — a' y
et, par conséquent.
Il - h '
or, si Ton fait h = o, cette expression prend la forme -•
Pour faire disparaître Tindétermination, on emploie un procédé bien connu : on multiplie les deux termes de la fraction par la Somme des radicaux dont le numérateur est la différence, et Ton a
^' // [v'(-r -h /*)•■-- *i'-+-Vx*—«'l
fx-h//,* — x*
ou
en
Cn
donc
/' ^ (x -i-//}— tr -f- \ J-' — ii^
liai - = Z-- . ^^ = -— ■)
Nous avons trouvé d'une manière assez prompte et assez facile les dérivées des fonctions précédentes^ mais les procédés que nous venons d'employer seraient insuffisants pour des fonctions d'une forme moins simple. Le calcul différentiel va nous donner des méthodes plus générales.
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SO. Soit
donnons à x un accroissement quelconque A, positif ou négatif. Soit k l'accroissement correspondant de /; on a
A' puisque la limite de - est j'^ on doit avoir, quand h n'est
pas nul,
a étant une quantité, fonction de x et de A, qui doit tendre vers zéro en même temps que h. De là résulte
k ^= x' h 4- oih.
Ainsi r ace roi s sèment h de la fonction se compose de deux parties distinctes j la première y' h est le produit de l'accroissement de la variable indépendante x par la dérivée de la fonction. On, l'appelle la différentielle de la variablej^, et on la désigne par dy^ de sorte que
dyz=.y'h ou /'[x)h.
La seconde partie est le produit de h par une quantité a qui s'annule avec A : on ne s'en occupe pas.
La difTérentielle de la variable indépendante n'est autre chose que Faccroissement h. En effet, considérons la fonction
on a
par suite,
et enfin
Stcam.
-^An.,
Ainsi, pour cette fonction de x qui est la plus simple de toutes^ la dérivée est i ; par suite, ladiflerenticlle
dy ou rfx =: I X '' =^ ''• Par conséquent, la formule
dy^y'h
peut s'écrire
dyz^y'djc'^
d'où Ton déduit
dr dx
Ainsi la dérivée d^ une Jonction d*ane variable est le quotient de la différentielle de la fonction par la différentielle de la variable. C'est pourquoi on appelle aussi la dérivée rapport différentiel ou quotient différentiel.
On dit encore que le quotient diiférentiel est la dernière raison (ou le dernier rapport) des accroissements simultanés des variables. Mais les accroissements, étant nuls à la limite, n'ont pas à proprement parler de rapport, et ce que Von appelle ainsi n'est que la limite dont le rapport de ces quantités approche indéGniment.
21. La diiïérentielle est susceptible d'une représentation géométrique. En effet, soit AMB la courbe repré-
F'iQ. 3. scntéc par Téquation
On a
Mz
tanffliNLN rr- Ijm - = y\
Oi
Donc
IN = MN tanglMN.
ainsi IN représente la diflerentielle de j% si d'ailleurs
U^^zh-zdjT.
On voîl par In que dx et dy sont les accroîssemenls correspondants de X cl de ^, quand on passe du point de contact M situé sur la courbe à un point quelconque I de la tangente, landis que A ou M'N est raccroissement de l'ordonnée de la courbe correspondant au même accroissement h = dx de Tabscisse.
22. Toutefois, quoique IN et M'N soient en général différents, leur rapport tend vers Tunité^ en ell'et,
de -r = t' -r- a, on tire
il ^
d'ailleurs, dy ^— y' h : donc
ciy y' y
et, s\ y n'est pas zéro,
Iim — — I :
ainsi le rapport de l'accroissement de la fonction à la différentielle de cette fonction tend vers Vanité, pourvu que la dérivée ne soit pas nulle.
Pour des valeurs données de x et y^ le rapport des différentielles dx et dy a une valeur bien déterminée, mais les différentielles elles-mêmes sont essentiellement indéterminées, et Fon peut leur attribuer des valeurs finies. Toutefois, on les suppose le plus souvent inGniment petites et l'on dit que dy est Taccroissement infiniment petit de^'; celte identification n'entraîne pas d'erreurs dans les opérations les plus ordinaires du Calcul infinitésimal, mais il faut bien remarquer qu'elle n'est rigoureuse que si y est de la forme ax -f- b.
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS DÉRIVÉES
23. La relation (n° 22) conduit à plusieurs conséquences remarquables.
Attribuons à x une valeur déicnniuée, jr' aura aussi une valeur déterminée; si Ton donne ensuite à x un accroissement suffisamment petit, le signe de ^^H- «, sera le même que celui de^', puisque a peut devenir aussi petit que l'on voudra ; le signe de k sera donc celui de y'hy et comme nous supposons h positif, k aura le signe dej^'. Donc, si j^' est positive, k est positif, c'est-à-dire que la fonction augmente, et si j^' est négative, la fonction diminue. Ainsi une Jonction croît ou décroît à partir d^une valeur déterminée de x, suiuant que sa dérivée estj pour cette valeur^ positii^e ou négativ^e.
Il résulte de là que, si la dérivée d'une fonction reste constamment positive lorsque x varie depuis la valeur a jusqu'à la valeur 6, la fonction croîtra continuellement dans le même intervalle; ce sera le contraire si la dérivée est négative.
Prenons pour exemple la fonction
yz= — x' — 2x'-*- 3x-h I.
Construisons la courbe représentée par cette équation
Fig. 4.
Pour jc=:oonaj^=ri,
Jr=i, ^ = ^3»
jr = 2,
yz=\
ar=: — I, jr —
En construisant ces difTérents points, on reconnaît que la courbe présente à peu près la forme MM'M''M'".
Mais si Ton veut savoir pour quelles valeurs de x Fordonnée va en croissant ou «^n décroissant, on prendra la
dérivée dey. On aura
/ ^-x»— 4jr-i-3=:(x-~l)(jr — 3).
On voit alors que si Ton fait croître x de o à i , la dérivée j^' est positive; l'ordonnée ira donc en augmentant depuis le point M' jusqu'au point M". Pour le point M% dont Tabscissc est x = i, on a j^' = o, c'est-à-dire que la tangente en ce point est parallèle à Taxe des x. Si Ton fait croître ensuite x. depuis i jusqu'à 3, la dérivée r devient négative; l'ordonnée va donc en diminuant depuis le point M" jusqu'au point M'"; et comme ^' = o pour X = 3, la tangente en ce dernier point est encore parallèle à l'axe des x.
En6n, si l'on donne à x des valeurs croissantes à partir de 3, la dérivée j^' est constamment positive; l'ordonnée de la courbe va donc toujours en augmentant à partir du point M"^. Si Ton donne à x une valeur négative quelconque, y* est positive, et par conséquent pour des valeurs négatives de x et croissantes, les valeurs correspondantes de l'ordonnée vont encore en augmentant. Il faut bien remarquer qu^une quantité négative augmente quand sa valeur absolue diminue.
2i. On déduit de la formule
que si la dérivée d^une fonction est nulle pour toutes les valeurs de x comprises entre aet b^ cette fonction a une valeur constante dans cet intervalle.
Nous supposerons a<^b. Puisque lim - = o par hypothèse, on aura, pour une valeur quelconque de x comprise entre a et fc, y <^ e en valeur absolue, pourvu que h
soit suffisamment petit; z étant d'ailleurs une quantité déterminée qu'on peut prendre aussi petite que l'on voudra. Ou déduit de là k<^zli.
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Considérons actaellement deux valeurs quelconques de X, X, elx„ comprises entre a et i ; je dis que les valeurs torrespondanlesj^i tijr^ seront éi;ales. En effet, donnons àx une suîle de valeurs comprises enireXi et Xj, croissant d*aiileurs par degrés égaux ou inégaux, mais assez pelîls pour que l'on ait, pour une quelconque de ces valeurs, h <^th^h étant pris en valeur absolue. Nous aurons ainsi une suite d^înégalités de la même forme: et si nous les ajoutons, il en résultera que la somme des accroissements successifs de la fonction y pris tous positivement sera plus petite que la somme des produits e/i, c'est-à-dire plus petite que le produit de la quantité e par la somme des accroissements de la variable x, savoir Xj — Xi. Donc, à fortiori^ la somme des accroissements successifs de la fonction pris avec leurs signes, ou^, — ji^ est plus petite que e (x, — x, ) ; donc
et comme e peut être pris aussi petit que Ton voudra, il s'ensuit que la différence y^ — y y est plus petite que toute quantité donnée, c'est-à-dire nulle : on a donc
ri— ri = o» «w x^~^Xx'
La fonction j" conserve donc la même valeur pour toutes les valeurs de x comprises dans l'intervalle considéré : ce qu'il fallait démontrer.
2o. Le rapprochement des deux propositions précédentes conduit encore à cette conclusion, que si une fonction est croissante dans un certain interual/e. sa dêriv^èe ne peut devenir négnti\*e dans cet inten/alle ; mais elle peut passer une ou plusieurs fois par zéro. De même, si une Jonction est décroissante^ sa dérivée sera négative^ mais elle pourra s'annuler pour une ou plusieurs valeurs particulières.
Si la dérivée d'une fonction était constamment
DEUXIEME LEÇOir. â3
infinie, userait une constante; car si
,. fi ,. h
lim •- =11 00 , on a lim -7 = 0, h k
et par les mêmes raisonnements (24), on déduirait de là que deux valeurs quelconques de x sont égales (*).
27. Nous avons désigné jusqu'ici les accroissements simultanés des variables x eiy par les letlres h et h\ mais comme on aura bientôt à considérer un plus grand nombre de variables, il devient nécessaire d'employer une notation qui rappelle toujours à quelle variable se rapporte chaque accroissement. On se sert à cet eflet de la caractéristique A. Ainsi, quand on considère plusieurs variables x,/, z, u liées entre elles par des équations, de manière qu'une seule soit indépendante, on représente les accroissements simultanés de ces variables par Ax, ùj^ Az^ ^u. Si l'on prend x pour variable indépendante, les rapports
Ar àz Art ^jp Ax Ax
auront pour limites respectives
r/r fiz ffn
H' Tx' H'
quand Aa? décroîtra indéfiniment.
28. Lorsque deux fonctions sont égales pour toutes les valeurs de la variable indépendante^ leurs différentielles ou leurs délivrées sont égales.
Eu efiet, soient u et u deux fonctions égales de x. Donnons à a: un accroissement Ar j soient Au et Ai/
(*) La dérivée d*ane fonction continue ne pouvant ôtre nulle ou infinie que pour des valeurs parliculières de la variable, il en résulte qu'en général Taccroissenient infiniment petit d'une functiun est du mémo ordre que Taccroissement de la variable.
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les accroissements correspondants de u et de f^; on aura
et, comme u = Vj
Au = Al»,
d*où
Aff Ap Ax- Ax
Cette équation, ayant lieu quelque petit que soit Ax, aura lieu encore à la limite: or la limite de — est la dé-
' Ax
rivée de u ou -;- : de même la limite de — est -7-; donc
ox Ax fix
du d9
-— =r -p- ou duz=z dp.
dx dx
La même conclusion subsiste quand les deux fonctions proposées ont une différence constante; car, soit
en changeant x en x + Ax, on a
tf-hAll=:P-+- AP-t-C,
et comme 11 = t' -4- c, on a encore
par suite.
ou enfin
A M Ap
Attr=A«', z=z :
Ax Ax
du di*
dx dx
du rm dVy
c'est-à-dire que deux fonctions qui ont une différence constante ont la même différentielle*
29. Réciproquement, si les différentielles de deux fonctions sont égales entre elles ^ dans un certain in ter-
fYi//e, ces fonctions auront^ dans cet infervalle^ une différence constante.
En effet, soit j^ la différence u — y\ et supposons que
Ton ait
du dv
dx djc De Téquation
on tire
jr -h A/ =: tf -t- Ail — P — Ac* OU
àjr =^ ^u — Ap,
Ar An Ai' Ax Ax Ax
OU enfin, en passant à la limite
dy du dv dx dx dx
Ainsi --est nulle, et par suite y est une constante : ce qu'il fallait démontrer.
Quand on a
y étant elle-même une fonction de Xyf[x)^ on dit que u est une Jonction de Jonction de x.
Pour obtenir la dérivée de u par rapport à x, on pourrait remplacer jr par J(x) dans © (y), ce qui donnerait
mais il est possible d'éviter celte substitution. En effet, on a Téquation identique
àx ^y Ax
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dans laquelle A.r élanl raccroissemenl de la variable indépendante, £iy et Au sont les accroissements correspondants de y et de u. Si Ton suppose que Ax diminue indéfiniment, Tégalité ayant toujours lieu subsistera encore
à la limite. Or lim — > c'est la dérivée de u par rapporta
_ r/« ,. Ar rt I \ • I !• • j -^'^ > .
X ou - , lim— =J' (x) \ quant a la limite de — » c est
9' (y) ^^ '* dérivée de (p (j) dans laquelle y serait considérée comme variable indépendante, car cette limite ne dépend pas de la relation qui existe entre y et x, et il suffit, pour qu'on Toblienne, que Aj^ décroisse jusqu à zéro. Donc
Ainsi la déiivée d* une fonction de fonction est égale au produit des dénuées de ces fonctions .
dr
Si dans Téquation (i) on remplacey(x) par
on aura
du dr
et, par suite,
(2) du^.^'{x)djr.
La di fièrent! elle de la fonction ^{y)t lorsque^ est égale à f(jc)^ a donc la même forme que si y était la variable indépendante; mais, dans l'application, il faudra remplacer r(^ par sa valeur y (x)</r.
32. Enfin, on peut mettre encore Téquation (i) sous une autre forme : en observant que
f / ï du ^, / X dr
,'(^)=- et /'(x)=-,
on a
,«, du du dr
iô) —— -"z:^ — • — •
^ dx dj dx
11 ne faut pas croire que celle cqualion soit une îdcntîté; car dy n'a pas la même signification dans — et dans
--.- : dans la première expression, dy désigne Taccroisse-
raent infiniment petit dej^ regardée comme variable indépendante ; tandis que dans Tautre, r/y est la différentielle de Y considérée comme fonction de x.
Soit comme exemple
d'où
On aura (n° 19, i«et 4°)
il .y :z~i tnjr*- ' d/^ djr :— L _^- dv ;
donc
du r= m isirr-'-n^f-' -'^•^- -_ m {s/i^^^i^r'' xdx,
Si l'on a
on aura, d'après ce qui a été démontré précédemment,
dv = -y {u)dii, du .- y' [y )djr, dy =^f' [x) dx,
donc
ou, en divisant par dx,
de sorte que la dénuée de Injonction \f est égale au produit des dérivées des trois fonctions dont elle est formée. Cette règle s^applîque évidemment à un nombre quelconque de fonctions.
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RÈGLES DE DIFFÉRENTIATIOX.
DîflTérentielIe d'une somme, — d'un produit, — d'un quotient de fonctions. — Diflerentielle d'une puissance, — d'une expression imaginaire. — Règle des fonctions composées.
DIFFÉRENTIELLE d'uNE SOMME.
Soît
i/, t^, z étant des Fondions de j?. Changeons x en J? + Ax,
nous aurons
jr-[- ^jr=^ u -h au -^ tf -h ^v — z — A:
et comme
on a
d'où
A)' -- A« -f- A«» — Az,
Av Atf Af' A:
Ax Ax Ax Ax'
passant à la limite,
fir dit dv dz dx dx dx djL
OU enfin
df ou d[u -^ ^ — js) :— du -h di> — dz.
Ainsi la différentielle d* une somme de fonctions est égale à la somme des différentielles de ces fonctions ,
Si Tune des quantités ii, v^ z est constante, elle disparait dans ladifTèrentielIe; c'est d'ailleurs ce qui résulte de la proposition démontrée plus haut (28), que les différonticlles de deux fonctions sont égales, quand ces fonctions ont une différence constante.
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DIFFÉRENTIELLE DVH PRUUUIT.
Soît à diiTérenticr
a éiani une fonction de x et a une constante ; changeons X eu X -4- Ajtr; il vient
/ H- Aj r^ fl (a -4- Aa ,
et comme
jr-.au,
on a
et, à la limite,
AV lu
■^ A^ Aj-'
dy du
djn dx
OU euGn
dy --^ d (au )z za du.
Ainsi la différentielle d'une Jonction multipliée par une constante s'obtient en rnult/pliant par cette constante la différentielle de la fonction*
Soit maintenant on a
donc
Ainsi la dîferentielle du pioduit de trois fonctions s* obtient en multipliant la dijjèrentielle de chaque Jonction par le produit des autres Jonctions , et ajoutant les résultats.
Cette règle est générale. Ainsi Ton aura
d[uvz...t) z=.rz...tdu -t- ttz.,.tdv ^ //«•.. tdz-i-...-^ttv...di
OU, en divisant par uuz . . . f ,
d^. upz. . . t) du dv t.z </.'
ttl^. . .t u p ' z t
On démontrera cette formule, soit directement, soit en faisant voir que si elle est vraie pour un certain nombre de facteurs, elle aura encore lieu quand on prendra un facteur de plus.
DIFFÉRENTIELLE d'l'A' Qt'OTIEAT.
38. La dillércntielle du quotient de deux fonctions se déduit facilement de la diflerenlielle d'un produit. Soit
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on en tire
et, par suite,
vdjr -\- ydv m du.
On remplace y par sa valeur - et Ton obtient
d'où Ton tire
vdy H dç = du;
, il vdu — u dv dy ou </-= ,
Ainsi la différentielle (Tun quotient est égale au dénominateiir multiplié par la différentielle du numérateur, moins le numérateur multiplié par la différentielle du dénominateur^ le tout di\fisé par le carré du dénominateur.
On arrive encore à ce résultat par une méthode plus directe. On a
^jr —
vùiu — it^v
Ar = — ; >
et, par conséquent,
Ly ùijc âix
Ax v[v -{- Ai») '
passant à la limite^
du fiv
dy djr n.r
di"^ V^ '
OU enfin
u vdit — iffh dy ou d - =z ; •
Si le numérateur u était constant, la différentielle d se réduirait a :-•
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DIFFÉRENTIELLE d'uNE PUISSAIVCE.
39. Soit y = u"*, m étant un nombre entier et positif: nous avons vu (37) que
d{^uvz, . ,i) m vz. . .tdu -+■ uz. . .tdt^ -4-. . . -h tivz. . ,dt.
Supposons que les facteurs u^ ^, 2,. . ., t aix nombre de m deviennent tous égaux; on aura
d. U*" zrz f/iU"^* du.
Ce résultat est aussi une conséquence immédiate de la rèele des ionctions de fonctions. On sait que si Ton a
^ — v(«) et U-:/{x)y
on aura
dxz=if' {u)dui
donc, puisque
d,af"= fnx"*''* dXf
on aura aussi
d. u*** := mti^~^ du.
Voici euGu une troisième méihode. Donnons à a: un accroissement quelconque Ax et soit U ce que devient u \ nous aurons
et, à cause de j^ = a'", A^^U* — a-=(U-- «){U'"-'-f-U"— '«•4-. . .-4- «"•-'),
d'où
Ax Ax ^ '
Si l'on passe à la limite, U se confondant alors avec u,
on a
dr du
— = -— X niu"*^^ ou dr = mu"^^ du.
fix dx
Supposons actuellement que l'exposant m devienne
cgal à une fraction positive -; on aura
yr n^ ^ d*où j^:-ttP.
Comme p et q sont des nombres entiers et positifs, nous pouvons, en prenant la diflérentielle des deux menibres« appliquer la règle précédente, ce qui nous donne
ou
q}^~* tljr -- puP'* du qyl djr -.- pu P~^ y du.
Mais
donc
ou enfin
yi:
— uP
et
— du , u
d.u'^^-^-u^ du.
En remplaçant - par m, nous retrouvons la formule
d.u'" -:=. /w «'"'■' du.
41 . Enfin, supposons que w = — w, n étant d'ailleurs un nombre entier ou fractionnaire, mais positif; on a
y = w' ou Y —z —;
par suite,
d.u* nn'*—^
OU eiiliu
d.w" zz^ — nu-"-^duj
ce qui donne encore, en remplaçant — n par m,
rf. a* — mu'^~^ du.
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Cette formule est donc vraie, que Texposant m soit positif ou négatif, entier ou fractionnaire.
La même formule sert à diflercntier les radicauT. Ainsi
V ■ ddU^zd.U ^ ~ tt </« = ^•
" n ^ Il '-'
Dans le cas particulier où n = 3, on a
f/ti
d ^ttz:^ -
DIFFÉBESTIELLE D^U>'E EXPRESSION IMAGINAIRE.
43. On sait que les expressions imaginaires résultant du calcul algébrique peuvent toujours se réduire à la forme
Si, comme en Algèbre, \ — i est assimilée à une constante, on aura, par le changement de x en .r + Ax^
et comme
jr — «-f-p^ — I,
on aura
d'où
Aj^ = An -+- Ap v^ — I ;
Ar A« àv
Ax Ax A.r
et, h la limite,
dy du dv ~
dx dx dx *
ou enfin
djr ou </(«-+- p V — I ) :^ r/ii -f- rfp \/ — I . Ainsi la différentielle d'une expression imaginaire s^ob-
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tient comme celle d'une somme, pourvu toutefois que l'on traite v — i comme un facteur constant.
APPLICATIONS
44. Les règles précédentes suffisent pour dilTérentier tontes les fonctions algébriques explicites. 1° Soit d'abord
E^our différentier cette fonction, on la met sous la forme
et Ton obtient
dy =z —bx ^ ax -h car^dx := = -\ ;
2 i\ix ^'
d^où Ton tire
dy h r
^^ "~ -?. sjx ^
yx' X^X ^'
ou
y z=za -^ bx ' — ex * -+- ex~',
DiiTérentiant. on a
r(r = ( — - ^jr ^ H- ^ cj: * — ^ex'^ \ dx
Zxy/x* 3x'y/X *
d^où enfin
Posons
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par suite.
Or
donc
jr=««;
dy = mu^^' du.
du m nbx"^^ dx\
dy T= mnb [a -{- ba*Y' ' x"""' dx.
45. Nous allons montrer maintenant comment le calcul dinerenlîel s'applique à la détermination de courbes jouissant de propriétés données.
i^ Trouyer une courbe telle y que la sous^noimalc NP ait^ pour chaque point y une longueur constante a.
On aura, en supposant les coordonnées rectangulaires-
NPi^MPXtaDgPMN.
Mais
dr
MF == j', tang PMN — tang MTN ^ -j- :
Fîg. 5.
do
ne
dy
Il faudra donc poser
yrfY
dx
De là on tire
ou
Or
et dune
ydy . adx^
2,ydy ^-L ladx.
2ydy=:^d{y^)
aadx =:-d {2ax)i d{y^) = d[7.ax).
Maïs deux fonctions qui ont la même différentielle ne peuvent différer que par une constante (29) : donc, en appelant c une constante arbitraire, on a pour l'équation du lieu
Celle équation représente toutes les paraboles qui ont le même paramètre 2 a, et pour axe commun Taxe des x.
a^ Tromper une courbe dont la sous-normale sott une puissance donnée de V abscisse.
- -r=x", Cf. — :=id ,
dx 2 lit -r- \
d^où
3° Troui^er une courbe dont la sous^tangente PT soit en raison inverse de Fordonnée.
Puisque l'on a PT = MP cot MTP = ^, la courbe
cherchée a pour équation différentielle
ydx n} dy ~~ )'
On tire de cette équation
dur =■ ■
Or
donc
xy - cy^:^ — à}.
Le lieu est une hyperbole équilatère qui a pour asymptotes Taxe des x et une parallèle à Taxe des j.
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4° Si Ton cherche la courbe dont la normale MN est constante^ il faudra poser (Jig. 5, p. 36)
1» < ou
MP -4-NP =:r» + :^^=tf»5
et
d'où
et enGu
La courbe cherchée est un cercle dont le rayon est û et dont le centre est sur Taxe des x.
DlFFÉREIfTlATION DES FONCTIONS COMPOSÉES.
46. Après avoir différenlié une fonction d'une variable indépendanlc, nous allons apprendre à différentîer une fonction composée de plusieurs fonctions de cette variable, et d'abord de deux. Ainsi, soit
u et V étant deux fonctions de la variable indépendante ; lorsque x devient x -\- A j', les quantités i/, r, y devien nent respectivement «-h- An, p»-|- Af, j-{~ ^y. Mais, au lieu de changer à la fois u en u -f- Am, et i^ en i^ -f- Ai' dans y(«, i'), il revient au même d'effectuer ces deux changements l'un après l'autre. Ainsi, l'on remplacera d'abord u + A//, en conservant à w sa valeur actuelle, d'où résultera pour^ Taccroissement
Divisons cette différence par Au, et passons à la limite.
pn regardant i' comme invariable. On aura
AM du . V » '
On aurait, de même
donc, en représentant par a une fonction qui s^évanouit avec Au, quel que soit i^, et par 6 une fonction qui s'évanouît avec Ai^, quel que soitu, on a
(0 y{« -+- Att, p) —/(«,</) =:[<p', «,€»)-+- a] A«,
Changeant u en 1/ -f- Au dans l'équalion (a), il vient
&' désignant ce que devient 6 quand on y change u en Il -4- Aw, et s'annulant comme 6 en même temps que Ai^, Ajoutant maintenant les équations (i) et (3) membre à membre et divisant par Ax, on a
f{u -^ A«, V -i- àv] — f(u^ v)
= [? ( «. «') -^ «] — -^ [^ V « -^ A«, 0 -+- 6' — 5 ce qui devient^ à la limite,
ou
ou enfin
ûf;^ — o [u, v)du -^-^(Uyv) dtfy
(4) dx=-J-da^%do.
du dv
Il faut observer que, dans les dérivées partielles -;^ et - - »
* * du dif
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les variables u et i^ doivent être considérées comme indé* pendantes, tandis que, dans les facteurs du et rli^ qui multiplient ces dérivées, on doit regarder n et i' comme des fonctions de x.
ici. Une formule analogue à la formule précédente a lieu pour une fonction composée d'un plus grand nombre de fonctions de la variable indépendante. Ainsi, soit
On a
S) Ton pose
-y- ^ ç, («/, p, « \ ^ — V ("» «'j -J> ITi'^'^^ "' ''' '''
on aura, d'après les considérations qui précèdent,
( « ) /(« -+- A//, «', Z' — />, t', «) — [?( ", «', 2) -^ «] Af/,
(2) /(«,i^-f-AlS 3, — /:w,l',2) :^ [•!;>, P, 2) 4-6] Al',
(3) /(l/, I', 3-f- AZ) —/(«,«', z)— •;.(«,(•, z)-f- 7] Az.
Faisant varier u dans Téquation ( 2^ on a
. I ^'" -t- Atf, p 4- Ap, z) — /(« -^ A«, p, 2)
^"^^ I =[^(«-f-A//,i', 2;-i-e']AP.
Faisant varier u et v dans l'équation (3), on a
( f[» -^- Aw, p4- Ap, z -4- Az) — /(« 4- A«, p4- Ap, z)
^ ' / zrr [;r (/« -t- Aw,p4-ÛP, s) 4-7']A2.
Ajoutant les équations (i). (4j et (5) membre à membre, et divisant par Ax, il vient
A V A fi , A p
— ''- — r(p(«,P, 2) -f- al hF'!* (« 4- A«, p, s) 4-6'j -—
Az 4- [x(" '^~ ^''> " "^ ^*'' *) "^7'] — '
et, à la limite, on a
r/>- , ^du , , . r/p , , (h
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OU enGn
i^s , fir , dy , dr ,
( o) dr ^^ du H —dv -^ ^ cfe.
du dv az
De là on peut conclure en général que la différentielle d^ une fonction y ^ composée d'un nombre quelconque de fonctions de la variable indépendante, s^ obtient eu prenant successit^ement la différent ie lie de la fonction )\ par rapport à chaque fonction de la variable indépen^ dantCy dans laquelle cette variable seule serait supposée varier, et ajoutant toutes ces différentielles.
Cette règle comprend comme cas parlîruliers tontes les précédentes sur une somme, une différence, un produit,. . . de fonctions.
EXERCICES
I. r=a:'[n-^-h2-^)y/:F^a,\ dy ^. '^"' '^/'^' '"'''" ^ ''- .r dx .
yja^ - x^
^ / ./-* , da — i.r^Jxd.r
^' X-- K ) djr =
Z. j- ^f(a-hx\ (fy= f[aA-x)d.r.
NOTIONS SUR LES SÉRIES
Déflnitions. — Théorèmes sur la convergence des séries. — Application h
DÉFlNITIOIfS.
4-8. Avant de passer à la différentiation des fonctions transcendantes, il est nécessaire d'établir quelques notions sur les séries.
Une série est une suite composée d'un nombre infini de termes formés tous d'après une loi déterminée. On représente ordinairement par S„ la somme des n premiers termes d'une série. Ainsi, i/j, «/,, 1/3,. . . , «„ désignant les termes successifs de la série, à partir du premier, on pose
Si, à partir d'une valeur de u suffisamment grande, S„ approche indéfiniment d'une limite finie et déterminée, quand on prend n de plus en plus grand, on dit que la série est convergente^ et la limite S vers laquelle elle tend est appelée la somme de la série. La différence S — S„ , que Ton désigne par R„ , se nomme le reste de la série. On a donc, par définition,
R,.:^S-S„, ou S — S„-^R„.
Si la somme des n premiers termes n'approche pas in définimenl d'une limite fixe, quand n augmente indéfiniment, la série est divf argenté.
Une des séries les plus simples est la progression géométrique
Cette série est convergente, lorsque la raison A est plus petite que runité. En effet, on a, quel que soit A,
S„ 3= a -f- fl^ -4- ûit» -+- . . . H- ûX"-' = — ^ -—^
ou
a aA"
I — X I — X Or, si la raison k est moindre que Tunîlé, 7 peut
devenir aussi petit que l'on veut, et dès lors -. est la
limite vers laquelle tend S„. Si, au contraire, on a ft ]> i, K quantité peut surpasser toute grandeur donnée,
et la série est divergente. 11 en est de même si A = i .
THÉORÈMES SUR LA C0NVERGE?1CE DES SÉRIES
49. La somme d'une série convergente est une quanti lé délerrainée qui souvent n'est pas susceptible d'une autre expression : elle peut être employée dans le calcul comme une fonction des lettres qu'elle renferme. Il est donc important de savoir si une série est convergente. Voyons donc comment on pourra reconnaître ce caractère.
Pour qu'une série soit convergente, la condition nécessaire et suffisante consiste en ce que la somme dhtn nombre quelconque de ternies au delà du w'*""', ?/„, soit aussi petite que Von voudra, si n est sujfisamment grand. Celte condition est nécessaire puisque, les deux sommes S„ et S„^/ devant converger vers la même limite lorsque n ee^t de plus en plus grand, leur dKTérence doit tendre vers zéro. Elle est suffisante, car si la somme
!/«-,., -f- //„^.•2 -f- . . . 4- l/fl
est comprise entre — e et -h î, S„+, sera comprise entre S» — £ et S„ -4- e, quantités qui se rapprocheront de plus
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on plus à mesure que n augmentera, i restant le même,
maïs pouvant d'ailleurs être supposé aussi grand qu'on
voudra.
50. De cette proposition résulte la suivante : qu'à partir d'un teime u„, n étant assez grand, les termes doivent finir par devenir plus petits que tonte quantité donnée» Mais celte condition, qui est nécessaire, n'est pas suffisante. Ainsi l'exemple ci-dessous,
I T I II I I
IH l-Tr-f-7 H-. . .4 1 1 H. . .H h...,
offre une série dans laquelle cette condition est évidemment remplie, mais qui néanmoins n est pas convergente, car, en groupant les termes comme il suit,
ib / \ 17 32 /
on voit que chacune des sommes renfermées entre parenthèses est plus grande que -9 et, comme il y en a une infini té, la série a nécessairement une somme infinie.
51. En général, pour reconnaître si une série est convergente, on compare ses termes, à partir d'un certain rang, à ceux d'une autre série qu'on sait être convergente, et s'il arrive que les termes de la première soient inférieurs ou au plus égaux à ceux de la seconde, alors cette première série est convergente. On peut se dispenser de comparer les premiers termes.
En comparant une série à une progression géométrique^ on est conduit aux théorèmes suivants.
52. Théorème I. — Une séiie dont tous les termes, ou du moins les termes très -éloignés, sont positifs, est convergente 5/, à partir d^un certain terme, le rapport d^un terme quelconque au précédent est plus petit quun
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nombre déterminé Ar, qui est lui-même plus petit que r unité.
Ainsi, supposons qu'à partir de u„ cette condition soit remplie. On aura, m étant plus grand que n,
et à fortiori de mêmCy
on aura donc
Donc
Or
est une quantité finie, quelque grand que soit i\ puisqu*on suppose h moindre que ij d'ailleurs '/„. ^ ^ A"'~"i/„ peut devenir plus petit que toute quantité donnée, en picnant m assez grand ; par suite, le reste ii,^i 4- w„,+î -h ... H- //,„+, peut devenir inférieur à tout ce que Ton voudra, en prenant m suffisamment grand. Donc la série est convergente.
Au contraire, la série est divergente si Ton a A* plus grand que i .
Effectivement, si à partir de u^ cette condition est remplie, les termes deviennent de plus en plus grands.
53. Théorèue II. — Une série à termes positifs est convergente, si, à partir d'un certain termes on a con^ stamment
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En effet, on aura, d'après cette condition^
OU bien
£#,.4., -f- U„^t -h . . . -*- ti„^i < X" 7— \
d^où Ton conclut, comme précédemment, que la série est convergente.
Au contraire, la série est divergente, si Ton a toujours, à partir d'un certain terme.
Et, en effet, comme de là on déduit «/«^A*", il s'ensuit qu'en prenant n suffisamment grand, //„, eià forlion le reste de la suite, sera plus grand que toute quantité donnée (5U).
54. On a supposé jusqu'à présent que tous les termes de la série, ou du moins les termes très-éloîgnés, étaient positifs. Soit maintenant une série dont les termes aient des signes quelconques.
Si la nouvelle série qu'on obtient en prenant positivement tous les termes au delà d^un certain rang est convergente, la série proposée le sera aussi. Effectivement, le reste de la série donnée a une valeur absolue moindre que le reste de la série transformée: par conséquent, il peut devenir moindre que toute quantité donnée.
Cexte condition de convergence est suffisante, mais non pas nécessaire.
55. Théorème III. — Une série est com^ergente quand les termes éloignés sont alternativement positifs et /icgatifsy et vont en décaissant indéfiniment.
En effet, admettons que cette loi se vérifie, dans la série
à partir du terme u^^i que nous supposerons positif.
Appelons U,,^.!, U„^,, XJ„+8, etc., la valeur absolue des termes i/,,^.!, "„+î, ««+3, etc. On aura, p étant ^ /i,
et, par suite,
On a aussi
Sous celte forme, on voit que donc on a
^rt "^C^ ^p <C« ^n • •-'m-M • 1
Donc Sp est toujours compris entre S„ et S„ -h U„+,, et comme Ij„^i peut devenir aussi petit que Fon voudra, la série e.st convergente.
56. On considère quelquefois, dans le calcul, des séries imaginaires de la forme
Une pareille suite sera convergente, si les deux sommes
«, -4- «i -4- «3 -4- . . . -h if« -h . . . , «^i -t- «'i -f- c'3 -4- . . . -+- i'„ -h . . . ,
sont elles-mêmes des séries convergentes.
ÉTUDE DE QUELQUES SÉRIES
57. Nous allons appliquer les règles précédentes à quelques exemples.
Cette série est convergente, quel que soit x. En effet, on a
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et aussi
.rA'-'
d'ot
On voit par là que le rapport d'un terme au prt'ccdent finira toujours par devenir plus petit que tout ce que l'on voudra, et, par conséquent, plus petit qu'une fraction quelconque h. Donc la série est convergente, et cela quex soit positif ou négatif.
On peut savoir quel est, dans cette série, le plus grand terme pour une valeur donnée à x.
Supposons que Ton ait
le plus grand terme sera
I*iAaO< • ••
En effet y on peut mettre ce terme sous la forme d'un produit
composé de facteurs plus grands que i : tous les termes précédents sont moindres, puisqu'on les obtient en supprimant dans celui-ci un certain nombre de facteurs plus grands que i : tous les termes suivants sont aussi moindres, puisqu'on les obtient en multipliant celui que nous
venons d'écrire par des facteurs — '■ — ? — ^^^ — > • • • ? moindres que l'unité.
Supposons qu'on s'arrête à — et qu'on veuille
avoir une limite supérieure du reste B^.. On aura
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d'où
"^ 1.2. ..« L^-^-i (/»-i-ip (/»-+-i)' J
ou, en supposant /i -h i ^ j:,
OU, enfin,
2^ Les différents termes de la série
I -f- XQX3&X -f- -^ COS2X -h. . . H ^ COS/IX -f
5ont plus petits que ceux de la série précédente. Donc la nouvelle série est convergente à plus forte raison.
On a, dans cet exemple,
= xX •
Comme ce rapport tend vers a: à mesure que n augmente, il en résulte que la série est convergente pour les' valeurs de x comprises entre — i et -h i .
On arrive à la même conclusion en appliquant le second théorème (53).
On peut facilement trouver une limite supérieure du reste B„. En effet, on a
Rii = ; 1 h...< (i-hx-f-x^-i-. . .),
OU, puisque x est moindre que i ,
// -h i I — X Stcmi. —An,^ I.
5o co€ftS d'aiîaltse.
On a^ dans cet exemple.
I fm-hi N
Si X est moindre que F unité et positif, les termes finissent toujours, quand p est sufBsamment grand, par devenir alternativement positifs et négatifs, et par décroître indéfiniment. Donc alors la série est convergente. Elle Test encore si Ton slx<^o et que sa valeur absolue
soit plus petite que i ; car, dans ce cas, le rapport '~^*
finit toujours par être, en valeur absolue, constamment plus peli t qu'une fraction quelconque k plus grande que x. Si or, positif ou négatif, est plus grand que i, la série est
divergente, car ( 1 ) a: finît toujours par surpasser I.
5** La série
III - I
est divergente pour m = i ou m <^ i , et convergente pour 7»^ I.
En effet, quand t» = i , on a
(2) iH- h^ -h - -h. .-,
série dont la divergence a été démontrée (50).
Quand m est <^ i, la série (i) est à plus forte raison divergente, puisque ses termes sont plus grands que les termes correspondants de la série (2].
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Soit ensuite m ]^> i . On a
Ce rapport, quoique constamment plus petit que l'unité, finira toujours par en approcher autant qu'on voudra. On ne peut donc pas appliquer le premier théorème (52), mais on démontre la convergence de la série pour m ^ i en groupant les termes de la manière suivante :
d^où Ton conclut que la somme des termes est moindre que
c'est-à-dire moindre que la somme de la progression géométrique décroissante
kin— I
6^ Si dans la série
on fait
on obtient la série numérique
III I
série convergente, puisqu'elle est un cas particulier d'une série qui est convergente, quel que soit x. On en représente la somme par la lettre e,
Le
nombre
e est
compris entre n et
car on
# • evi
demment
et
tf<2 -f- - -f
ou
Il est facile de trouver une limite supérieure du reste It, de la série, ou de la somme
I .2.O. . ./I \/i -r- J (/ï-hl/ ^n -r- ly
ou
On voit que la convergence est très-rapide. Les onze premiers termes donnent en effet e = 2,7182818, valeur approchée à un dix-millionième près.
LIMITE DE ( I H I ou AMD m CBOIt 1NDÉFIMIM£^T.
58. Le nombre e est la limite vers laquelle tend ItM quantité \\-\ J quand m croît indéfiniment.
Supposons d'abord m entier et positif. On a
iX" I m { m — III
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ce qu'on peut écrire
/;/ \ fil
Les termes de ce développement au nombre de m sont tous, à partir du second, plus petits que les termes de même rang dans la série qui représente le nombres, et ils
augmentent avec m, d'où il suit que ( iH ) augmente
avec /?/, en restant toujours <[ e. Les numérateurs des premiers termes, qui sont
approchent indéfiniment de Funité, quand m croît jusqu'à TinGni: et, par conséquent, ces termes tendent à devenir égaux à ceux de la série e. Mais il n'en est pas de même pour les termes très-éloignés, car si, par exemple, n — i
était la moitié de m, le facteur i > dans le
«**"•• terme, serait -> et le numérateur de ce terme serait ' 2
<^ -• Cependant, en prenant m très-grand, et négligeant
dans les deux séries les termes très-éloîgnés qui font une très-petite somme, on conçoit que Tune des séries diffère infiniment peu de l'autre, et qu'ainsi ( H | doit
s'approcher indéfiniment de e^
Au surplus, en voici la démonstration très-rîgou
rcuse. En s*a prêtant au /z*'"'* terme, on a
ni
Quelque grand que soit //, on peut prendre le nombre m, qui est indépendant de /z, tellement grand, que le nu-
mérateur
qui est inférieur à Tunité, surpasse i — £, £ étant un nombre déterminé aussi petit qu'on voudra. Car ce
I ) , îl suffira de poser
d'où l'on tire
n—\f - I yj l~ î,
Alors, dans le développement de ( i h j , les numérateurs des termes jusqu'au /i'*"" étant tous ^> i — e, ou aura, en les remplaçant par i — £ et négligeant les termes qui suivent le /i'*'"*,
^ tnj \i .'->. I .-2.
X • Ât * ^ % • a
et à fortiori
puisque la somme
(qui multiplie e) est
<r — I >-••• ou <ri.
On a d ailleurs (57, 6*>)
tf<2H h... H h
Ayant ainsi deux quantités qui renferment entre elles e et ( 1 H 1 ) on aura, en comparant les différences,
\ mj i ,2.6. . .n n
et comme on peut supposer n aussi grand et e aussi petit qu'on veut, en faisant croître m à Tinfini, on voit que e
est la limite vers laquelle tend ( i H
60. On obtient la même limite quand m cesse d'être un nombre entier. Dans ce cas, m tombe entre deux entiers consécutifs p et p -4- i, et Ton a
i-f-~ et >H
ou
(-ir<(-^)'(-^)
et
Quand m croit, ces deux quantités, entre lesquelles la
valeur de ( i H 1 est toujours comprise, tendent l'une
et Tautre vers la limite e (puisque p est entier). Donc / 1 -i j a la même limite.
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Le nombre e est incommensurable, — En effet
si e était un nombre commensurable t» on aurait
En faisant passer a H h ... H 5 — 7 dans le pre-
mier membre, multipliant par i .a.3. . .69 et désignant par N un nombre entier, on aurait
On a donc D'ailleurs
^-hi (6 4-1) 1^6 -h 2J
donc
On aurait ainsi un nombre entier compris entre o et — >
ce qui est absurde; e est donc incommensurable.
DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES
DilTérentiation des fonctions logarithmiques, — des fonctions exponentielles, — des fonctions circulaires directes, — inverses.
FONCTIONS LOGARITHMIQUES.
03. Sohjr le logarithme de .r dans le système dont la base est a, de sorte que
On a d'où
^y := log (.r H- Ax) — logx =:= log ( IH
et
/ Aj:
Ar^ ^ ^
Ax Ax
Si Ton pose C^x ^^ ---> on aura
= ^ log ( 1 + — ) — - log ( I -h — ) .
Si l'on fait croître m indéfiniment, Ajc diminuera jusqu'à zéro, el ( ; H j atteindra sa limite e (58) -, donc
lim - — ou --- -- - logtf,
A V dy i
— ■ ou ---r-- A X dx X
d'où
dx dy ou d. logjp =: — logtf.
64, Quand on prend le nombre e pour base, les logarithmes appartiennent à ce qu'on appelle le système népérien : nous les désignerons par I.
Dans ce système, on a le = i , et, par suite.
(Ix
II est facile de passer d'un système quelconque au système népérien, et vice versa.
En effet, Téquation
x^=^aT
donne
\x-^=y\a — logxlci.
En faisant x = e, il vient
I =^ log^.l/z,
d'où
pui;
Iog.= jL,
logX rr: Ix X , — I-C X log<?.
Le facteur constant — ou loge, par lequel il faut mul-
ti plier le logarithme népérien d'un nombre pour avoir son
logarithme dans le système dont la base est/x, est appelé le
module de ce dernier système. Quand a^^ lo, le module
est
loge =: o ,4342945.
En multipliant les logarithmes des Tables ordinaires
par , ou 1.10 qui est 2,3o2585i, on aura les lojra-
* \oiie *■ "
rithmes népériens.
Go. La règle de la diflerentiation des logarithmes est souvent utile pour différentier d'autres fonctions.
Ainsi, on peut b'cu servir pour différentier m"*, quel que
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soîl m, u étant une fonction de la variable indépendante. On pose
Jrrrtt"', d'où l/r=^Wlltt,
^t, en différentiant, il vient
djr fin
d. a'" -- mu''~^ du.
Soit encore un produit de plusieurs fonctions de x, tel que y = la^z .
Comme il pourrait y avoir des facteurs négatifs, élevons au carré, et prenons letf logarithmes*, il viendra, après avoir différentié et divisé par a,
dy du dv dz
jr u ç z
résultat déjà obtenu par une autre méthode.
X -h v'fl--i- x^ ^a'-v X
On remarque d'abord que
\(—'^—\-.^\x^\sJ~a
d'où
dx xdx tt^dx
djr — —--
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Cette quantité est égale à
ni\[x — a) -h /ïl(x — b) -h pï [x — c) -h. . .;
donc
dy m n p
ax X — a X — /; x — c
Si Ton pose
[x — a)'" (x — hY \x -^ c)?. • • =/(a:;,
on aura encore
dy ^d\f{x^ ^f'[x\
(Ix (Ix f v''-) '
il en résulte
formule qui sert de base à la théorie des racines égales.
FONCTIONS EXPONENTIELLES.
En particulier^ si a = e et w = x, on a
de sorte que la fonction e* est égale à sa dérivée.
On peut se demander si celte fonction est la seule qui jouisse de celte propriété. Pour répondre à cette question.
posons
on en tire
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dr _
— ou d\r = djTy jr
donc
et, remplaçant e*^ par C,
ce qui montre que la fonction inconnue doit êlre le produit de e' par une constante.
Exemples
1^ et u étant deux fonctions de x. On a
d'où
dY fU'
— = dulv -h u — 9
djr = jrdulv -h -^tt dVf
ou bien eucore
Ce résultat peut d^ ailleurs s'obtenir en appliquant la règle des fonctions composées (47).
dj = a^* lab'dx -ha^'b'x\a\b dr.
FONCTIONS circulaires DIRECTES.
70. Commençons par établir d^une manière précise sous quel point de vue les fonctions circulaires sont considérées dans le Calcul infinitésimal.
6a couBs d'analyse.
Dans ce Calcul, comme dans la Trigonométrie, les notations sinx, cosjr, ... représentent les rapports des droites ainsi nommées au rayon du cercle auquel elles appartiennent; ce sont donc des nombres abstraits. La lettre X représente la longueur d'un arc rapportée au rayon pris pour unité; c^est encore un nombre abstrait. Alors le nombre 7r = 3,i4iS9a6 est la longueur de la
demi-circonférence dont le rayon est l'unité ; -^ est la
longueur de Tare de i degré; et -n- est la longueur de Tare
de z degrés, de sorte que Ton a^ si z est le nombre des degrés contenus dans x,
irz 180® «.„/-/
100 ff
L'arc égal au rayon est environ de Sy® \6>\
Sinus. — Soit
^=:sinx.
On a
^ -f- A j = sin ( j: -+- A.r),
d*où
Lj =z sin (x -f- Ax) — sin x :
ou, d'après une formule connue,
A r = 2 sm - A X ces x H — A x .
Donc
sin- Ax
— ^ z= X cos
Ax I ^
- Ax
^x-^Iax)
sm- Ax
Maintenant A j: devenantnul, a pour limite i ,
— Ax a
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ec cos Ix-h- ^oc j se réduit à cos x \ donc il vient
dr
-— =cosx,
ou
rf sin j: =- cos or dx.
Cette formule montre que le sinus d'un arc augmente quand Tare croît de o à -9 diminue quand l'arc croit
de - à 7c, etc., comme on le voit sur une figure.
72. Cosinus. — De la différentielle du sinus, il est facile de tirer celle du cosinus. On a
cosz =:sm l
et
dcos zz=dsin [ z] := cos ( ^] d { 2)1
ou
d cos 2 = — sin s dz.
Tangente. — La différentielle de la tangente se
déduit de la formule
sinz
tant; 2= »
° cosz
qui donne
d tang z =
° cos' z
ou
dz </taDgz= — --• ^ cos' 2
On trouve de la même manière
dz dcotz = — -
Slïi'Z
Ou voit que si l'arc z augmente, ^tangz est toujours
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positive, et £^col^ toujours négative, c'est-à-dire que la tangente augmente sans cesse avec Tare, et que la cotaugente, au contraire, diminue continuellement.
Sécante. — On a
d*oii
sécz
cosz
d%êcz
sin ztfz
ces* 3
75. Ces règles sufïisent pour différentier toutes les fonctions circulaires directes. En voici quelques exemples :
1° d%\ïï[ax -{- b)=^ a co^[ax -^ b) dx\
7? tflsmjr = :
tang X
3** ds\Ti^x=^ m si D™""' X ces x dx j
4, tant' j: 2Jf — sin 2.r .
« d — ^=: dx
,sîn^ jrcosjT — sinx , cosjrCr — lanc.r) ,
5» d = , dx — — — ' dx,
Cette dernière différentielle, étant négative quand x est
moindre que tt, fait voir que le rapport va sans cesse
en diminuant, lorsque x croit de o à tt.
FONCTIONS CIRCULAIRES INVERSES
76. Les fonctions circulaires inverses sont celles dans lesquelles on regarde un arc comme fonction d'une de ses lignes trigonomélriques. On représente Tare dont le sinus est X par la notation arc(sin = x), ou plus simplement par arcsinx. On écrit de même arccosx, arc tangx.
j4rc sinus. — Soit d'abord
z = arc sin et,
u étant une fonction de x. On aura
d^où et
ou
u = sinz,
(fu = dz cosz,
du du
, . du
d arc sin u == - :
Comme v/i — a* remplace cosz, il faut donner à ce radical le signe de cosz.
j4rc cosinus. — Soit
z -j^zz arc cos w, d'où u —z cos z ;
da:=^ — sin zdz ;
on aura
d'où
Ainsi
du du
~" sin z "^ ■" ^^THV»
, du
aarccostt =i —
V^i — tt»
Comme ^i — u' remplace sinz, il faut donnera ce radical le signe de sinz.
A cause de la double valeur de V* — w* , on voit que, pour une même valeur de u, les différentielles de arc sin u et de arccosii sont égales et-de signes contraires, ou bien égales et de même signe, ce qui lient à ce que ces deux arcs ont suivant les cas une somme ou une différence constante.
j^rc tangente. — Soit
z = arc tung //, d*oii tangs r= u.
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On a
CCS •
d'où
donc
rifi dz r^ du cos'r = ,
du darc tança = ^
On trouve de même
du
d arc cet u=z —
On voit que, pour une même valeur de u, rfarclang#j et rf arc col 11 sont toujours égales et de signes contraires. En effet, les arcs correspondants ont toujours une somme constante.
Exemples, i
I 2fl — IX
. d'^.ax—x^ « isJ7.ax — x^ _ dx
£/arcsin = = "■* — -~=^-
a ! o.nx — j:* s/iax — .r*
. . / N Tidx
d3LTCSin[2X y I —x""} — -- ^]
tf arctang ( -
vdu — udv
On trouve par cette formule
X dx rfarctang- - = - •
Ce résultat pouvait être prévu, car
dx X
- ^^d arc sin x, arc sm x = arc tang — __
4tt -f- c^ (ï — nu) {du -f- dvS -t- [u '\'v)(u dv-\-vdu\ " Jarctanc = — ^ — ^ ^
^i — ttp («-+■<■) -^11 — ««')'
_ f I -+- v") c^a -f- (i -h a') rf«»
ou
£/arctaDg = [ ,
I — uv I -f- a* I -f- f '
résultat facile à prévoir^ puisque
arc tang =: arc tangu -h arc tangi».
80. Les exemples suivants (1 à 18), où toutes les fonctions transcendantes sont combinées entre elles, fourniront Toccasion d'appliquer les règles contenues dans ce chapitre.
EXERCICES
^. y—t^^ df = maf*-^ e*"^ dx,
2, y=f^', dx=^ cosxe^'^'dx.
I -+-COSJ
dy^
v^-^\^ax^b)^
dx \i \ — x'arcsinx sin.r-4-r.op.r
siir^
« (2 ^-^?cosx)slnJ• 8. r = i— , — ,
, 3^-^ (2-4-£»Mcosjr .
^ (n-ecos.r)-*
19. Trouver une courbe dont la sous-tangenie soit constante. Solution.
X= ce'
20. Trouver une courbe dont la sous-tangente soit proportionnelle^ à une puissance de l'abscisse.
Solution .
\f = ax^'"'-^c.
21. Trouver une courbe dont la sous-normale soit en raison in^ verse de l'abscisse.
Solution.
y^ = ^alx-i-c.
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DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS IMPUCHES. - CHANGE- MENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE.
Fonctions implicites données par une seule équation. — Élimination d*une constante entre l'équation proposée et Téquation qu'on obtient par la difliérentiation. — Fonctions implicites données par un nombre quelconque d'équations. — Dérivées et différentielles successives. — Du changement de la variable indépendante.
VXK UNE SEULE ÉQUATION
81. Nous savons (5) qu'on nomme Jonctions implicites celles qui sont liées à la variable dont elles dépendent par une ou plusieurs équations non résolues.
Supposons d*aboixl deux quantités a: et^ liées entre elles par une seule équation
et soit X la variable indépendante. On peut trouver dy
ou -~- sans être obligé de résoudre l'équation par rapport
àj\ En eiïet, si Ton conçoit que j^ soit remplacée par sa valeur en fonction de a:, j^-= (f (x), on aura identiquement
Donc la différentielle de f(x^y)^ prise en regardant j^ comme une fonction de x, doit être identiquement nulle, et, d'après la règle des fonctions composées (47), on a
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d*où Ton tire
Ainsi , la dérivée de la fonction implicite y s^ obtient en dii^isant la dérix^ée du premier membre de V équation prise par rapport à x, par la déwée de ce membre prise par rapport à y et en changeant le signe du quotient.
82. Lorsque l'équation d'une courbe se présente sous la forme
la règle précédente permet d'obtenir le coef6cient angulaire de la tangente menée par un point quelconque de
dy cette courbe, c'est-à-dire y-> sans résoudre Téqualion
par rapport à Tune des variables.
Exemples. i° Soit Téquation de l'ellipse
En diiTérentiant, on a
na^/djr -+■ 2b*xdx=:oi d'où
djr Ù^X
dx a*y
L'équation de Tcllipse donne deux valeurs àej^
^1 = -h - va' — x% j, = yn» — or»,
dr auxquelles correspondent deux valeurs de — > qui sont
fi
iyx b X dy-t b x
dx a ./^,i ^a dx
dr
En général, -- a autant de valeurs que^.
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2® Soit réquation
A^* -h hx" -h CxP^f = o, on en tire
mky^-^dx -4- /iBx»-'</x -h pCxP^^y^dx -4- qCxPyl-'dy = o
d'où
eiX /» B j"-' 4- p CxP-^ r»
^ ~" "~ m Aj*-' -h 7 Cj^-'asP '
3« Soit
X* -+- j* — 3#ïx^ = o ;
on en dédait
dy ay — x»
eix y ^ — ax
Comme, en général, à une même valeur de x répondent trois valeurs dej" ou trois points de la courbe, il y a aussi
trois valeurs correspondantes de — • 4° Soit encore Téquation
û' sm — — = xr,
qu'on ne pourrait pas résoudre par rappoit à y\ elle donne
d'où
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représente l'équation proposée, quand on y donne différentes valeurs à la constante.
Ainsi, soit
on en tire
ydjrz=ia cix,
puis, en éliminant a,
dx
dy
C'est-à-dire que, dans toutes les paraboles qui ont le même axe et le même sommet, la sous^tangente est double de Vabscisse du point de contact, quel que soit le paramètre a a.
L'équation
qui représente une suite de paraboles ayant le même axe Fig. 6. et le même foyer, conduit,
par réiiminaiion de a, à Téquation
dr
y^Tx) -^^',7;~^^^^-
ou
d'où
dy
dx
^ dx
dy
ar-f
mais
* = FP, ^^ = PN, v^*' -h ^» = FM ;
on aura donc
FM = FN, puis FM = Fï.
C'est-à-dire que dans toute parabole le foyer est égale-ment distant des points ou la tangente et la normale rencontrent Vaxe^ ainsi que du point de contact.
FONCTIONS IMPi^ICITES DONNÉES PAR PLUSIEURS
ÉQUATIONS
8i. Deux fonctions implicites de x, savoir j^ et 2, étant données par les équa lions
(2) F(ar, j,z) — o,
on peut obtenir -f- et -— sans les résoudre. En clFci, si
dx dx
Ton portait dans les équations (i) et (a) les valeurs dej^
et de z en fonction de x qu^elles déterminent, savoir
y = (j) (x) et z r='^ ( x), les premiers membres
seraient identiquement nuls; donc leurs difTérentielles seraient nulles aussi. Il faut donc égaler à zéro les différentielles dey(x, r, z) et deF(x, y^ z), en y regardant ^ et z comme des fonctions de la variable indépendante x. On obtient ainsi
(3) -f <irH--f <//-f 4 f/3^o,
tlx dy dz
^^' c/x dy ^ dz
équations qui renferment les deux inconnues -,- et — au ' ^ dx dx
premier degré seulement : on en tire
dy
dfdF dx dz
dfdF dz dx
dz
df d?
dz dy
dfdF
_ dy dx
dfdF df dz
dfdF dx dy
dx dfdF dfdF dz dy dy dz
y4 cocRS d'analyse.
Si réquatîon (i) ne contenait pas x, on aurait
df
,Lc - "'
etTéquation (3) deviendrait simplement
d'où Ton tirerait
^_ dy
dy df "
dz
Cette dernière expression est le rapport des différentielles de z et de j^ considérées comme fonctions de x^ mais c'est aussi bien la fonction dérivée de z considérée comme fonction àey^ en regardant j^ comme une variable indépendante. En effet, z étant fonction de y, en posant
et prenant les différentielles par rapport â x, on a, d'après la règle des fonctions de fonctions,
85. En général, si Ton a n équations entre ^ -h i variables, une seule sera indépendante et toutes les autres seront fonctions de celle-là. On égalera à zéro les différentielles des premiers membres de toutes ces équations ; on aura ainsi n équations où dx^ dy^ dz^ etc., entreront au
premier degré, et d'où l'on tirera les valeurs de — »
di
-—«. etc.
dx
Soient, comme exemple, les deux équations
(a) ax -~hy -:- c« -f- ^ = G ;
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on en tire, par la différentiation,
xdx H- ydy -f- zdz r^ o, adx -f- bdjr -h cdz -=. o,
d'oà
az — ex
<lx
^ cjr-~ bz
dz
b.y — njr
'tlx
CY — bz
Voîcî l'interprétation géométrique de ce résultat ; les coordonnées étant supposées rectangulaires , les équations (i) et (2) représentent, la première une sphère dont le centre est à Torigine des coordonnées et la seconde un plan ; le système des deux équations représente donc le cercle résultant de rinterseciion de ces deux surfaces.
-r* et --- donnent l'inclinaison des tangentes aux projecdx dx o » j
tions de ce cercle sur le plan des ocy et sur celui des zx. On connaît donc la projection de la tangente sur deux des plans coordonnés^ et par suite cette tangente ellrmème.
DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DE DIVERS ORDRES
87. Soîenij^=y^(j:) une fonction quelconque de x, et } ' sa dérivée. Cette dérivée étant une fonction de x, on peut la différentîer, et Ton obtient ainsi la fonction dérivée dej^' que Ton appelle la déiwéc seconde, ou du second ordre dej^, et qu'on désigne par y". De même y" aura une dérivée^'", et, en continuant ainsi, on aura les dérivées de tous les ordres de j^. On les représente aussi par
A. ces dérivées correspondent les difféienti elles successives de^. En regardant /i, qui est raccroissement arbitraire de x, comme une constante, on a
dx = y'h, d[dy)^d[j-'h)=y"h\
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et ainsi de suite; donc, si Ton représente fi (fty) par d^jr^
d(rl*jr) par d^y, et ainsi de suite, on pourra tcrire
Comme /i, ou raccroissemenl arbitraire de x, est la même chose que dx^ ces relations deviennent
On tire de là les expressions suivantes pour les déri-
vées successives :
Exemples, i** ^ = x'», m étant entier
y' ou -^ — =: mjf*~\ dx
dx' ^ '
^- ..z mim — i)[fn — 2)x*~%
— - rzz m (m — i). . .(//i — /i -T- i)«*"*.
— — -jiz m(m — i^...3.2.i.
dx^ ^
On voit que -.-^^ a une valeur constante, et que les dérivées ultérieures se réduisent à zéro. 2? ^ — Ax« -4- Bx'-' -4- Cx"-' -t- . . .
-- =mAx*-'-h (/w — i)B^."-'-l- ..,
mmJL
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et, si m est ua nombre entier,
-r = 1.2.3. «•Il* A*
dj^
Les dérivées suivantes sont nulles.
Si a = tf , on a
y z= logx.
dx *-'^^«S^»
dj^ — '•^••^•^^g'^5
^ = (— i)"-' i.a.3...(/j— i)x-".Iog^.
5* ^ = sin X.
dy d^y . £/»/ d'y
-f^ = cosx, = — smx, -— -1=: — cosx, — — = smx.
Les dérivées suivantes reprennent périodiquement ces quatre valeurs.
On peut remarquer aussi que
dy
-— = sin I X +
dx
d'où
djL
et en général
= sin 1 X H rr ) î — - = sm x H — tt | , • ••>
— '- :_^ sin X -f- -ff }•
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et ainsi de suite; donc, si Ton représente d {fly) par d^y^
d(d^y) par d^j^ et ainsi de suite, on pourra écrire
Comme /i, ou l'accroissement arbitraire de x, est la même chose que dx^ ces relations deviennent
djz=^ydx, d^yzzzy^dx^, ^»^ = j^^dlr^,..., d''x=x('')djf.
On tire de là les expressions suivantes pour les dérivées successives :
•^ ^/.r -^ dx^ -^ dx* -^ djL'^
Exemples. i° jk = ^'", m étant entier
y ou -T— = m.zr-\ dx
dx' ^ '
-—— -^ mim — i){'n — 2)x*~\
dx^ ^
On voit que -.-^^ a une valeur constante, et que les dérivées ultérieures se réduisent à zéro. 2" jL-i Aur^-f-Bx—'-t-Cx^-^-h. . .
-- =mAx^'-4- (/w— i)B^.'"---h ..,
—^ ^^ mim — j) Ax"~' + i/;i — I ) (m — 2)Bj:"""* -h. ..; dx^
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et, si m est un nombre entier,
dxT
Les dérivées suivantes sont nulles.
Si a = e, on a
dy d^jr d^r
— ^-i.^Mog^, ■— -= I .a.jr^.logtf.
2^==^(— i)"-'i.a.3...(/i- i)x-Mog^.
5** J = sin X,
dy d^y . £f»r //«r
—- = cosx, — =^ = — sinx, -7— = — cosx, -- — z=sinj:,
dx ' (ix* dx* dx'
Les dérivées suivantes reprennent périodiquement ces quatre valeurs.
On peut remarquer aussi que
dy • / . ' \
-- 1= sin X -i — TT I dx \ 2 /
d'où
-— ^ = sin ( j: H — TT ) > — '— = sm X H — tt ) , • ••>
et en général
— ^- — sm \ X -h dx^
Pour y = coso:. on trouverait
- — =: ces \x -\ — ir I r-c* \ 1 )
89. Quand la fonction y est implicite, on peut avoir ses dérivées successives sans résoudre Téquation qui la détermine. Soit
on aura
df df ,
équation qui fournit d'abord la valeur de y en fonction de X et de /, ou en fonction de x seulement si Ton élimine^ entre les équations (i) et ( 2).
Maintenant, représentons par
Téquation (2), ou plus généralement une combinaison quelconque des équations (1) et (2). On pourra considérer la fonction cp comme identiquement nulle, si Ton y suppose y et y' remplacées par leurs valeurs en fonction de X. Donc on doit avoir do = o, ou
d'où
«/x dy ^ df ^ '
/ « . do do , d^ ,,
Cette équation fera connaître y" en fonction de a:, y el Y\ ou en fonction de x seule, si Ton élimine j^ et j^' entre les équations (1), (2) et (3) ^*).
(*) Si l'cquation (1) renferme deax constantes, on peut les éliminer entre les équatiou8(i), (s ) et (3), et Ton arrivera ainsi à une équaUcn exprimant une propriété commune à toutes les courbes représentées par l'équation (1% dans laquelle ou ferait varier ces constantes (83). Od pourrait éliminer un plus grand nombre de constantes en formant un nombre suffisant d équations diflcrenlielles.
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On trouverait de même j^'", ^*^, etc.
Nous verrons plus loin (111) comment les équations qui détcrminenlj^",^'", etc., peuvent se former au moyen des dérivées successives du premier membre^ (j:,^) de Téquation primitive, prises par rapport à x et à^.
ou CHANGEMENT DE LA VAUIABLE INDÉPENDANTE.
90. Si l'on a n équations entre (« -f- i) variables,^, x^ f , li) 1^, . . . , on peut en regarder une comme indépendante, et imaginer que toutes les autres soient exprimées en fonction de celle-ci. Si l'on choisit /, par exemple,
on a
j'='if{t) et d'*j'='^^"^f]dr.
Supposons, maintenant, qu'auparavant x ail été la variable indépendante, et que Ton ait
X—f[x) et xi^-<p(/).
L'élimination de x entre ces deux équations conduirait àTéquation j= ^ (r), qui, par la différentiation immédiate, donnerait les dérivées \' [t)^ y (/),..., ^''^ (/) dej^, en considérant y comme fonction de la nouvelle variable indépendante f.
Le problème que nous allons traiter consiste à exprimer, sans passer par Télimination de x, les dérivées ou différentielles successives de y considérée comme fonction de f, au moyen de /' (x), /" (x), etc., et des dérivées ou différentielles de x prises en regardant x comme fonction de t.
91. A cet effet, si l'on prend t pour variable indépendante, et que Ton considère x et j^ comme fonctions de t^ on a, d'après la règle des fonctions de fonctions,
dx=f' [x] dx.
En différentiant cette équation par rapport à f et regardant dx^ non plus comme une constante, mais comme
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une fonction de t^ on a
d^y -f" [x) dx^ -+- /' [x) d^x.
De mème^
d^X=f''[x)dx' ^Zf" [x)dxd^x^f' [x)d^r,
et ainsi de suite.
Si, au lieu des différentielles dey ou de ^(t) par rapport à t^ on veut avoir ses dérivées ^' (t) enj^"(/), etc., il suffit de diviser les équations précédentes par dt^ di^j dl* respectivement, ce qui donne
r(t) ^/'{x) ,' (/)' + 3/" (x) f (Of (t) + /' (x) o- [t).
92. Réciproquement, si Ton connaît les différentielles ou les dérivées successives de x et de / considérées comme des fonctions c^ (')) ^ (t) de la variable indépendante /» on en peut déduire les dérivées/' (jr ),/" ( x), etc., dey considérée comme fonction de x. Car on tire des équations précédentes
^_dx(dxd'Y^ dxd*jr) — 3 d^x (dx rf» r — dr d^x) f {^) - ^, ' '- >
les différentielles dans les seconds membres étant toujours relatives à t*
93. Voici un autre moyen d'arriver à ces formules. On a d'abord
^ ^ ^ dx En diiféieutiaui les deux membres de cette équation par
rapport i f , on trouve
f [^)dx^d.-^ — ,
et, en divisant par dx^
dxd^y — dyd'*jr
djc*
Une nouvelle différcntiation par rapport à t fera connaître y^''(x), et ainsi de suite.
94. On doit remarquer que la dérivée preiniërey'(x) est la seule dont Fexpression par les diflerentielles de x et dey reste la même, quand on cesse de prendre x pour variable indépendante ou quand dx cesse d^èlre constante.
dr En effeij J^ (x) est toujours exprimée par -j-y taudis
tu»
que les autres dérivées/" (x), /''' (x), etc., qui sont re-
d^Y d^r présentées par -— ? --—j etc., lorsque x est la variable
indépendante, ont des expressions plus compliquées quand on regarde x et j" comme des fonctions de la nouvelle variable indépendante t,
95. Il se présente ici une vérification des formules générales. Si Ton prend x pour variable indépendante, en faisant x = f , ou a
djs d*x d*T
^='' ;rf^=°' -5?=°
et Ton trouve
dx est à présent constante, et les différentielles dy^ d^y^ etc., se rapportent à x.
96, Si Ton prenait j^ pour variable indépendante, Té-
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quation
étant résolue par rapport à x, donnerait une valeur de la
forme
F (y) est è\x.e fonction inverse àe f[x). Il faudrait faire alors j' = f , d'où
dy = dt^ d^jrz=o, </»7 = o,..., puis
^ . . dy I I
^ ^""^ "" ux -^ JluT "" rjyf
dx d^x /d^j-y
Exemple. Soient y =/(a:), et l'expression
dans laquelle dy et rf'j^ désignent les différentielles de^ ou dey (x) par rapport à la variable indépendante x.
i^ Si Ton prend pour variable indépendante une autre variable f, liée à x et à j^ par les équations
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les relations précédemDicnl trouvées (92) donneront
flY' \
rfr'\ '
_ , _. (rix' -h lit']*
elxd^X — ftjrd'x dxd'y — dyd^x
dx'
OU bien
Io'(f)' + f (O'!""
3° Si Ton prend pour variable indépendante la fonction inverse^, on aura, en supposant j: = F (r ),
d'jc F"(/j
Par exemple, si l'on a
x=zfl(/ — sinr), ^ma(i — cosr),
dx=:a (ï — ces/) de, djr z= a slntdtj
d'x :^asinidt^f d^jr =ia ces t dt*
La substitution de ces valeurs donne (en omettant le «gne— ),
« = 2a ^2(1 — ces/; = 2 \^M)-,
EXERCICES
INDÉPENDANTES
Diflërentlelles partielles et totales. — Propriétés de la diflërentlelle totale*
— DifTérenticlIe d'une fonction composée, — d'une fonction implicite.
— Dérivées et différentielles de dirers ordres. — Théorème sur l'ordre des diffcrentiations. — Différentielles totales de divers ordres des fonctions explicites ou implicites.
DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES ET TOTALES dVnE FONCTIOS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉrENDANTES.
98. Si dans une fonction de plusieurs variables indépendantes
tt=:/(ar,r,«),
on ne fait varier que x^ et qu'on prenne la dérivée de la fonction par rapport à x, celte dérivée partielle
(qui est la limite du rapport — ) sera une certaine fonction <5(.r,^, z)\ on la représente par la notation— ou
€tJb
j — ^ La dérivée partielle, multipliée par dx ou par
raccroissemcnt arbitraire de x, donnera la différentielle partielle de u par rapport à jc, ou ^ dx.
On pourra prendre de même la dérivée et la différentielle de u par rapport ky^ et aussi par rapport à z .
Si Ton pose
du X ^'< . / ^ du
la somme des différentielles partielles de u par rapport à
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toutes les variables, ou
sera nommée la différentielle totale de u. Dans celte expression, dx, djr, dz désignent les accroissements arbitraires de X, j^, z^ ou Ax, Aj^, ^z,
100. Pour trouver Texpression de Taccroissement total Au de la fonction u, nous allons reprendre la marche suivie pour démontrer la règle des fonctions composées. On aura, en désignant par a, 6, y des fonctions qui tendent vers zéro, avec A x, A^ et Az respectivement,
(i) /(x-4-A.r,/,z)— /(ar,^, «)=[(p(.r,j, *)-4-a]Ax, (^) f[^>X -+- ^Xy «) — /(jPjr, «) = [^P (^,r» «) -^ ê] Aj',
Supposons que, dans l'équalion (2), on remplacer? par X 4- Ax, et, dans Téquation (3), x eiy par x 4- Ajc et^ H- A^r, il viendra
/ ,v l f(^ H" Aa:,7 -+- A7, z) —f{x -+- Ax,7, «)
et
/ -\ ( /(^ -^ ^^'7 -H Aj^, z -h Az) —f{x -h Aar,7 -f- A/, 5)
& s'évanouissant avec Aa: et A^, et y avec Aa;, A^ et A 2. Si l'on ajoute la première équation avec les deux dernières, il vient
/(x-f- A.r,^-h Aj,«-4-Az) — /(x, r,*)
= [o (x, jr, 5) -f- a] Ax -f- [>Kx 4- Ax, j', «) -4- 6'] A j ^-[x(xH-Ax,jr4-A/,z) -h7']Az,
OU, en désignant par (3'' et y'' de nouvelles fonctions qui tendent vers o,
( Atf = [(pi'x,r,=)Ar-f--M-^.r,«)^r-^x(^>r.«)^«]
Ainsi raccroissement de la fonction u se compose de
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deux parties : dans Tune, les accroissements des variables sont multipliés par des fonctions indépendantes de ces accroissements, et qui sont les dérivées partielles de u; dans l'autre, ces accroissements sont multipliés par des quantités or, (3'\ y" qui s^évanouissent en même temp;; qu'eux. Dans le cas où les variables indépendantes se réduisent à une seule, la première partie se nomme différentielle de la fonction. Il est donc naturel de donner, dans tous les cas, à cette première partie, le nom de différenlielle totale.
\ 01 . Voici quelques exemples de différentielles totales :
du — et comme
a ^jr'-hj' dy — ayd\]x* -h ^ '
il vient
— xd.r-^ ydy
— axy dx -+- tun^dr du = j
3** u =: arc tang - *
, « xdy — ydx
PROPRIÉTÉS DE LA DIFFÉRENTIELLE TOTALE
102. Nous avons vu, au commencement du Cours (22), que la limite du rapport de l'accroissement d'une fonction d'une seule variable à sa différentielle est l'unité (pourvu que la dérivée ne soit pas nulle). Le même théo-
SEFTlkUE LEÇOir. 89
rème a lieu pour les fonctions de plusieurs variables indépendantes.
On a, d'après la définition de la difTérentielle totale.
du = ff{x,y, z)^X'^'^ [x, /, z) àx -^X{^9 y* «) ^*» par conséquent (100),
àu^du=: a^x -h .8"A j 4- v'^Az;
puis, en divisant par duy
P., Ar „ àz " -^ -4- 7" —
tlt*' , , , . Ar , àz
Lorsque Ax, Aj^, ùkZ deviennent infiniment petits, le numérateur tend vers zéro, mais le dénominateur ne devient pas infiniment petit, tant que Tun au moins des
rapports — ^ — reste arbitraire. La limite de -r— est donc ^^ ùix Ax liu
Tuaité, si les valeurs des accroissements Ax, A/, As
n'annulent pas du.
103. Quand une fonction de plusieurs vatinhles est constante, sa difjerentielle totale est nulle.
En eflet, la dérivée de cette fonction par rapport à chaque variable est nulle, par conséquent sa différentielle
totale, qui est 7" ^^ "+" T" ^J'~^ -j" ^^9 ®sl nulle aussi.
On en conclut que si deux fonctions ont une différence constante, leurs différentielles partielles ou totales sont égales. Car si u — v' = c, c étant uue constante, on a
fi{u — v) ou du — dv = o et du m r/f.
Et réciproquement, si du = ^(^, on a
,, , d(tt — q) , d(u — v) ^ d(n—if),
^(n — pj = L dx -+- -^ i dy -+- — ' dz — o,
' Ox Uy ^ dz *
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égalité qui entraîne les suivantes :
fi(u—p) d{u — v) d(n — o]
~dr-^''' — ST"""**' dz =="•
puisque les accroissements dx. dy^ dz sont tout à fail arbitraires. Par conséquent la difïérence u — v est indépendante de chacune des variables x, y et z (24). Cesi donc une constante.
DIFFÉRENTIàTION d'uNE FO.ÎCTIOW COMPOSÉE DE FONCTIOKS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES.
104. Si une fonction est composée, par exemple, de deux fonctions des variables indépendantes x,y, z, comme /? =: F (m, i^), on aura, en la différentiant tour à tour par rapport à chaque variable,
ffp dp du dp do
dx du dx fév dx
dp dp du dp dp
dy du dy dv dy
dp dp du dp (h
dz du dz dv dz '
dû^ dû ^^^^S^^^^ les dérivées de p ou de F (w, i^) prises
par rapport à chacune des quantités u et v^ comme si u et 1/ étaient des variables indépendantes.
En multipliant les dérivées -^5 -^, J^par fhr. dy^ dz
dx dy dz '■ "^
respectivement et ajoutant, on aura la différentielle totale ilep,
dp =r 1^- du -f- -- dv.
du dv
Les facteurs du et dv qui multiplient les dérivées partielles ^-5 ~ désignent les différentielles totales de a et de \f. Ainsi le théorème relatif à la différenliation d'une
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fonction composée (47) s^êtend au cas de plusieurs variables indépendantes.
Soient, par exemple, les deux équations
On peut choisir x^y^ z pour variables indépendantes : alors u et t^sont des fonctions implicites de ces variables. Or>/(^> J» ^-^ «^ ^) et F(a:,j, z, m, v) ayant, pour toutes les valeurs des variables x, y^ -z, une valeur constante qui est zéro, leurs différentielles totales doivent être nulles (103). On aura donc
(3) -^ r/x -f- -^ ûfr -f- -, - rf« 4- -^ du -\ dv — o,
^ ' iix dy -^ €iz du d\^ '
(4) 3— flx-H -— rfj^-h ---rf3 4- -— du -h —^dv. - o. dx dy dz du d%f
De ces deux équations on tirera les valeurs de du et de dv qui s'y trouvent au premier degré.
Soit
une fonction des variables indépendantes x^ j^ z. Les règles relatives aux fonctions d'une seule variable
donnent immédiatement les dérivées successives -—9
dx
d^u d^N . du d^u du d** u
ITT'* • •» T~r9 puis —->•••> - — et -— 1 • • • 7 , -• dx* dx' ^ dy dy" dz dz"
Or toutes ces dérivées sont des fondions de a:, y et z, qui ont elles-mêmes leurs dérivées par rapport à chacune
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des variables. Ainsi l'oa peut prendre — » c'està-dire la dérivée par rapport à jr de la dérivée de u par rapport à x.
Pour plus de clarté, on pourrait indiquer ces deux
opérations successives par — — ou -7—,— ; mais 11
sultJt décrire simplement -7—- ou — — r-> parce que
* dydx dyax * ^
l'ordre des différentielles dy %^x dx au dénominateur indique sufGsamment quMl faut prendre d^abord la dérivée
de n par rapport à x, qui est — ) et ensuite la dérivée
de — - par rapport à^. De même exprimera la dé-
rivée par rapport à x de la dérivée de i* par rapport à y. On indique d'une manière semblable le résultat d*un nombre quelconque de différentiations successives exécutées dans un certain ordre sur la fonction u par rapport
aux diverses variables qu'elle renferme. Ainsi — - — ; — 7-
* dzdxdyîtx
signiGe qu'il faut prendre d'abord — =Wi, ensuite du, . dtii p dUi ^, j
-— = M, puis -— 1= Uj, et enlin -— = li.. C est ce derdy ^ ^ dx dz
d* ft nier résultat 1/4 qu^exprime la notation
dzdxdjiir
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107. Le résidtat final de plusieurs différentiations succcssiv^es est toujours le même, quel que soit Vordre dans lequel on opère par rapport aux div^erscs variables.
Je dis d'abord que
du du
dx dr d^u d^u
' rr — ~- OU que = •
dy dx dy dx dxdy
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En cflet, si Ton ne fait varier dans la fonction u que x Ci jr. on peut, en faisant abstraction des autres variables, représenter u f^LV J'[x,j'). Or on a
(l) /(r-+-/i,r)-/t*ir)=(~ -4-«Vi,
a étant une fonction de x,^ et 7i, qui tend vers zéro en même temps que A, quelle que soit la valeur qu'on donne
Changeons dans cette équation^ en ^ ~h Ar. Le premier membre devient
Dans le second, - - devient
dx
du
du d.r ,
dx djr
S tendant vers zéro avec /r; a prendra une nouvelle valeur
dos.
de la forme a -H a'A", a' ayant pour limite ~ » si A dimi-
nue jusqu'à zéro; cette nouvelle valeur devant encore devenir infiniment petite avec h quel que soit k^ il faut que a' s*annule aussi avec /i. On aura donc
\ du dx , ^ . I .
En retranchant la première équation de la seconde, puis divisant par /lA, il vient
hk
(3){ -^du dx
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On voit que le second membre, et par suite le premier, a
.du
. . '^di
pour limite — — » quand h et A décroissent indéfiniment.
Mais en faisant varier Aîkns /[x^j] d'abord^ et en-
du
suite X, on trouverait de même que -— ^ est encore la
limite du premier membre de l'équation (3) quand A et Ar tendent vers zéro.
Les deux limites doivent être égales; on a donc
du du
u — d — djc dy d^ u d^u
djr dx dy dx dxdy
Il est bon d'observer que le premier membre de l'équation (3) équivaut aux deux expressions [*)
^ et ■ ^—t
AjL'éSy ^x^y
le sorte qu'on a
Â^ Ax a = As A^ If ,
aussi bien que
dydxU —zdxdj.u.
108. Il résulte de là que si Ton avait à diiTérentier une fonction plusieurs fois de suite par rapport à diverses variables et dans un certain ordre, on pourrait, sans changer le résultat final, intervertir Tordre de deux différentiations consécutives. On démontrera ensuite qu'il est possible d*amener chaque différcritiation à tel rang qu*on voudra, et par suite d'intervenir à volonté Tordre
(") AjpU indique l'accroissement de u lorsque, j^ ne variant pas, x est changé en xh- Ax. A^ A^u e:>t Taccroissement de A^u lorsque, x restant le môme, on chan,'ïer en^ -f-A^. La notation d^u est quelquefois employée pour désigner la dérivée de u par rapport à x. Alors d^d^^u = d^^d^u)^
des différenlîations successives, de la même manière qu'on démontre en Arithmétique qu'un produit reste le même, quel que soit Tordre de ses facteurs, quand on a prouvé qu'on peut échanger deux facteurs consécutifs. Ou aura, par exemple,
dx dz dx d) dz dx dz dz dy dx dx dx dz*df dx*
PU
dydx
dxdy
DIFFÉREfiTI ELLES TOTALES DE DIVERS ORDKES D^UNE FOlfCTIOM DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES.
110. Soit 14 une fonction de trois variables indépendantes .r,j^, Zy et proposons-nous d'en calculer les différentielles totales diiy d^u^ d^Uy etc.
La différenliclle première est
du , du , du du—- — dx -\ — 7- dy -\ — — dz.
dx dy dz
On aura la différentielle totale de du ou la différentielle totale et du second ordre de u, en prenant la diffé-
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rentielle totale de chaque terme de du^ ce qui donne, en
observant que - — 7- = -- — —» etc.,
■ djr dx djc dy
fi^u , d^u . d^u ,\ ^
-— - dx -h - — — dr -h - — T dz ] dx d.v^ dxdy dxdz j
- — - dx -+- ---- dr -h - — - dz J dy \dxdy dy^ ^ iiydz ) "^
Pu d^u . d^u
^\dITz'''^-^^'''-^ •^*)'"'
ou
d^tt , , d^ii , ^ d^ Il , ^ d*u , .
d'U= -- — «Le* -h - — dy*-i dz* H- tï - — -- €ixdy
dx^ dy^ -^ dz^ dxdy '^
-h 2 -- — - dxdz -^1 - — 7- dydz.
dxdz dydz
On voit que d'^u peut se former en élevant au carré la
différentielle première ~ dx-i- —dj-^—dz^ pourvu
qu'au numérateur de chaque terme du carré développé on remplace du} par d'^u. Avec cette convention, on écrit la formule symbolique
[du , du ^ dn \(«) d^ u =^ [ T dx -^ -r- dy -\- —- dz] • \dx «T dz J
On aura de même en général
i du . du , du , \ (")
Texposant entre parenthèses indiquant qu^il s^agit d^unc formule symbolique, c^est-à-dire d'une expression dans laquelle il faudra remplacer du^ par d^u après le développement.
On démontre la généralité de cette formule en prouvant que, si elle est vraie pour un certain indice /i, elle est encore vraie poiir Tindice 71 + 1 .
En effet, un terme quelconque du développement
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symbolique de d^u est de la forme
OU
et
i.2...y9><i.2...<7Xi-2...r Le terme correspondant de r/^u est
(a) A-- ; --dxPdyldz\
^ ' dxPdyldz"
On aura d"^^u en prenant la différentielle totale de chaque terme de J"i/. Or la différentielle totale du terme ( 2 ) peut s'obtenir en multipliant sa valeur symbolique (i) par Texpression
/ov du , il a , du ,
pourvu qu'après le développement du produit on change rfa"+* en d'"^^u. Donc la différentielle totale de d"i/ ou d'*^^u s'obtiendra en multipliant par l'expression (3) la valeur symbolique de d^u qui, par hypothèse, est la puissance n*^"" de la même expression. On aura doue aussi la formule symbolique
{du ^ du - du , \(«+«) \dx djr dz )
DÉRIVÉES PARTIELLES DES FOlfCTIOKS IMPLICITE:»*
m . Une équation y (j:, j^) = o entre deux variables x eijr donne, comme on l'a vu,
, . df^dfdy
f«^ dx'^Tjdi^''^
Stcrm. — An, y I. 7
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d'où
tir djc
de~~~ d~f
On peut exprimer les dérivées suivantes --^; » eic.,
parles dérivées partielles de divers ordres Aef[x^j\^ car en différeniiant par rapport à xl équation (a), lix étant regardée comme constanle, on trouve
/û^ ^\f 'f^f ^r d^f fdyy df dw
^^' tU^ dxdf dx dj^ \dx) dj dx* '
ou l on lire — — •
En différeniiant de nouveau, on obtiendra successivement -r - •> -, - 1 • • • •
dx^ ox* 112. Si Ton a une seule équalion entre trois variables
(i) f[^,Jy^] — Oy
deux quelconques d'entre elles x eiy sont indépendantes, et la troisième z est une fonction déterminée de celles-ci. On trouve les dérivées successives de z de la manière suivante.
En différeniiant Téquation (i) par rapport à x, dont z est une fonction, on a
df df dz (^) dx-^dz'dx^""^
d'où l'on tire -r' On a de même
dx
àf df dz
dz équation qui donne la valeur dey--
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En dirrérentiant l'équation (a) par rapport à x, on aura
d^f dy dz d^ fdzY df dH
dx^ dxdz dx dz^ \^^l ^^ ^^^^ '
df « Il • Cl z
ou 1 ou lire -r- •
dx^ •En différen liant l'équation (2) par rapport à y ou l'équation (3) par rapport à x, on trouve également
d'f d'/ dz //»/ dz d^ dz dz df dH
dxdy ilydz dx dxdz dy dz^ dx dy dz dxdy
d^z d'où l'on déduira - — j-*
dxdy
Enfin, en différentiant Téquation (3) par rapport kj-^
oa aura
€/»/ d'f dz d^fdzY df d^z
dj' dydz dy dz^ \dy] dz dy' '
dH
équation qui fera connaître —• On trouverait de même d'z dH
dx» dx^dy
ii3. Par exemple, Téquation de la sphère
jpï _|_ jr2 _^ ^7 — a'=^0
donne
dz
dz dy
/dz"^ [dx,
\ dH
dz
\' dH
=zo,
dz dz dx dy
dH dxdy "
= OJ
d'où
Ton tire
dz __ dx
dz
dH dx*
-h z» dH ^ * dy^
dH iixdy
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EXERaCES.
I JC^ __ *"^ jr t/o
i . tt ~ arc sin * / —. — --- j du = - (jrdv — xdy),
Démontrer les formules
d^Mvz—U€p.PZ—tvP,uz—zd^Mv-\-vzd*.u-^uzd*.t*-^m»cP.z — o^ cP.uffz—ud^.vz—vd^.uz—zcPMP+PZiPM-huzd^, l'+awf .z= ^dudvdz.
5. i£ et 7 étant des fonctions d'un nombre quelconque de variables, on a, pour ih <,m,
(*) Voir, pour cette formule et d'autres analogues, mon Mémoire sur quelques formules générales d'analyse (Liouville» t. XXI, p. 3ai). I*.
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ÉLIMINATION DES CONSTANTES
114. Étant donnée une équation entre deux variables rr, y et une constante arbitraire C, on a vu (n" 83) que si l'on élimine C entre l'équation donnée et celle qu'on en déduit en difTérentiant par rapport à :r, on obtient
une équation différentielle enlre x^ y ^^ J ' Cette opération peut se généraliser. Soient n équations de la forme
(i) /(^> y^ ^' •••>'> Cl, Cs, . . ., G») = o,
eiïtre n -\- i variables x^ y^ z ^ et /i constantes
arbitraires: on peut regarder l'une des variables, x par exemple, comme indépendante, et j', z^ . . ., ^ comme des fonctions de x : la forme de ces fonctions change avec les valeurs attribuées aux arbitraires G| , Co . . . , C«, et il y a Heu de chercher n équations débarrassées d'arbitraires et pouvant remplacer les équations (i). A cet effet, je différentie chacune de ces équations par rapport à jr, ce qui me donne n équations de la forme
dx dy dx dt dx *
si Ton élimine C,, Co . . . , C/i entre ces équations et les équations données, on obtiendra n nouvelles équations
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de la forme
qui sont des conséquences des équations données et forment un système de n équations différentielles simultanées du premier ordre.
Si les équations (i) renfermaient n-\-p constantes arbitraires, on pourrait encore éliminer ces paramètres et obtenir un système de n équations qui devraient être satisfaites pour toutes les valeurs Ae x, y^ z^ . . . , / qui satisfont aux équations données ; mais il faut alors difl^érenlier chacune de celles-ci un nombre k de fois suffisant pour que nk soit au moins égal à/>, et les équations résultant de l'élimination contiennent des dérivées de l'ordre A*. Soit, en particulier, Téqualion
(3) /(^,r- Cl» Cî. .. .,C;„)^o;
on peut éliminer les m arbitraires C|, Co . • • , Cm entre IVquation donrée et celles qu'on en déduit en la diff*érentiant m fois de suite par rapport à j;; on arrive à une équation difl'érentielle du m*'™* ordre, qui est identiquement vérifiée par toutes les valeurs de y qui satisfont à l'équation (3).
Considérons maintenant l'équation
(4) A^^y^ -», Cl, Go^^o,
qui renferme deux paramètres arbitraires C^ et C2 : elle détermine z en fonction de x et Ae y^ que nous devrons regarder comme deux variables indépendantes. Nous pourrons encore éliminer C^ et Ca à l'aide de deux, difl^érentiations : nous poserons, suivant l'usage,
dz _ ^^ _
Difiiérentions tour à tour l'équation (4) par rappoirt
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'd X Cl par rapport à y : nous aurons
l^éliminalion de G^ et Go entre ces équations et l'équation (4) donne (5) F(a:,7, z,p, y)r^o,
c'est une équation aux dérivées partielles du premier ordre.
On pourrait, par le même procédé, éliminer un plus grand nombre d'arbitraires d'une ou plusieurs équations renfermant plusieurs variables indépendantes, mais il convient de dire qu'on obtiendrait des résultats essentiellement différents de ceux du n® 114. On démontre, dans le Galcul intégral, que les systèmes d'équations (i) et (a), par exemple, sont équivalents, mais il n'en est plus de même pour un système d'équations à plusieurs variables indépendantes et celui qu'on en déduit par l'élimination des constantes arbitraires. Bornons-nous à constater le fait sur un exemple : soit l'équation
on en déduit, en différentiant par rapport à ^ et à jK)
l'élimination de G| et G2 donne
(5 bis) z —. px — qy\
or, on vérifie que cette équation est satisfaite si l'on donne
à >s la valeur — > qui ne satisfait pas à l'équation (4 bis)\
celle-ci est donc moins générale que l'équation (5 bis).
ÉLIMINATION IE> FONCTIONS ARBITRAIRES
116. On peut avoir, entre deux variables indépendantes x^y et une fonction inconnue z de ces variables,
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une équation qui renferme non seulement des constantes arbitraires, mais même des fonctions arbitraires de certaines quantités variables : une telle équation représente, en général, un nombre infini de surfaces. Nous allons voir comment on peut, à l'aide de diflerentiations, en déduire une autre équation qui ne dépende plus des fonctions arbitraires contenues dans la proposée.
Le cas le plus simple, qui répond à la question résolue au n^ 83, est celui où Ton a une équation de la forme
a étant une fonction explicite donnée de x^ y^ z eX, o désignant une fonction arbitraire de a. Si Ton différentie tour à tour l'équation (i) par rapport à ^ et à^,
df df df . Jdx d7.\
df df df ,, [ dt doL\
2y-^'^i.-^To'^^<dJ^~^'^d.}='''-
Il suffit d'éliminer cp( a) et cp' (a) entre ces deux équations et l'équation (i) pour obtenir une équation renfermant X, y y -3, p et q^ mais indépendante de la fonction cp ; elle exprime une propriété commune aux plans tangents à toutes les surfaces du groupe (i).
L'équation (i) peut se ramener à un type plus simple : en efi'et, elle détermine 'f (a) en fonction de x^ y, z, soit
P étant une fonction connue de x^ y^ z\ et cette dernière relation est un cas particulier de l'équation que nous allons considérer,
(2) 'Ka, 3) = o,
dans laquelle a et ^ sont des fonctions connues de x,,r, z^ et 6 désigne une fonction arbitraire de a et p. Les surfaces
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représentées par cette équation forment une famille caractérisée par les expressions de a et de p. L'équation ( 2), différentiée par rapport à x, puis par rapporta^, donne
d'%\dx'^^ dz) '' d^dx^^ d.z)~^'
dà.{djr^^Tz)-d'^[dy-^^dz) = ''-
Les dérivées partielles -3' > -^ satisfont donc à deux équations du premier degré dont les seconds membres sont nuls; et comme elles ne sont pas elles-mêmes constamment nulles, le dénominateur commun qui figure dans les formules générales de résolution de ces équations doit s'annuler, ce qui donne la condition
/da doi\ /d^ rf3\ / dx doL\ / d^ dV.
\dœ-^PTz)^rc^'^^-Â)--\dy-^'^d^^
ou, en réduisant,
(^^ ^ _ ^ ^^\ (^ ^^ __ ^" ^^ \ \ dz dy dy dz)^ \ dx dz dz dx / ^
dy dx dx dy
C'est une équation aux dérivées partielles, linéaire et du premier ordre; elle est indépendante de t}/, tout en étant une conséquence de Téquation (2) à laquelle elle est équivalente, comme on le démontre dans le Calcul intégral.
117. Considérons maintenant une fonction inconnue zde n variables indépendantes Xi, x^. . . . , x„ et soient a, Ji, . . . , )v /i fonctions connues de >3, Xf , ^2? • • • > ^// î on donne l'équation
dans laquelle ^ désigne une fonction arbitraire de a,
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3, . . . , A. et l'on demande d'en déduire une équation indépendante de 4. A cet effet, nous différenlierons tour à tour l'équation < 3 r par rapport à Xi, x^. • • • < ^a- Si nous posons
(iz dz dz
djc\^P'' 57,=^»' •-•' drn^^''^
il viendra
. d'I ; d% dn d'I ' (Tk d)
/ d'j f di du dl d\ di. ^
^ dl ^dXn ' dz dh dJTa "^ dz ^
Nous devrions exprimer que ces équations admettent
pour-/ ? '*'9 ~± des valeurs différentes de zéro; mais, ^ dT. (Tk
pour reconnaître la forme de l'équation qui exprime cette condition, sans m'appuver sur le calcul des déterminants, je remplacerai les n équations (4) par le système suivant, qui leur est équivalent,
d^d% _d^d^ ^ d^dTk
diLciz ' di dz "'^d>.dz "^ **'
dl^ di _ d\, d} _ ^^! ^^ „ / _
d% dr'i • d'i ~dT^ • •••■^ di ~dx\ -P^^-^y
d'I du _dl dl^ _ d^ _d}^ _ , _
dt dXa <i dXn ' "• ■ ^X dXn ' ^«^'-^•
Nous avons n -\-i équations homogènes et du pre-
mier degré par rapport 21 j' » ^o ' ' ' • » ;^ ^^ ^ • comme
ces quantités ne sont pas toutes constamnient nulles, le dénominateur commun qui figure dans les formules générales de résolution doit s'annuler. Chacun des termes de ce dénominateur est le produit de /i -h i coefficients appartenant tous à des inconnues différentes; p^^
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^21 • • • y figureront linéairement et le résultat cherché sera de la forme
Pi/>i-4-P2/?2-i-...-i-P/,/?/;-f- Q =0,
P,, P2, ..., Q étant des fonctions explicites de ^,, x^^ . . ., 0^/2 et ^ : on a encore une équation linéaire et du premier ordre aux dérivées partielles.
118. La liaison qui existe entre plusieurs variables indépendantes et une fonction de ces variables peut dépendre d^une fonction arbitraire dans des conditions différentes de celles que nous venons d'étudier et conduire à une équation aux dérivées partielles qui ne sera plus linéaire. Soient
(5) /[^»JK, z, a, ^ya)\^.o
une équation entre x,y^ z, un paramètre a et une fonction arbitraire y de ce paramètre ; posons en outre
il a.,i,„.« >. dérivée .ou,, d. / p„ „pp.„ . „.
L'équation (6) établit une relation entre a et Xyy, z\ on n'en pourra tirer la valeur de a qu'en particularisant la fonction o, mais a n'en est pas moins, d'une manière générale, une fonction de Xj y, Zj et si l'on imagine qu'on mette cette fonction à la place de a dans l'équation (5), celle-ci définira une valeur de z qui dépend de la forme de la fonction arbitraire <p, ou, si l'on veut, elle représentera une famille de surfaces qui se distinguent les unes des autres par la forme de o.
Gela posé, différentions l'équation (5) en regardant a comme fonction de x^ y^ z] nous aurons
dx ^ dz da\dx ^ dz J
df df df.'da da\
ir-^'^dz-'-da^dJ-'^dz)-''''
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En vertu de l'équation (6), les dernières parties de ces équations disparaissent et, entre les équations réduites et Téquation (5), on peut éliminer a et ^{a) ' Téquation résultante est aux dérivées partielles du premier ordre, mais, en général, elle n'est plus linéaire.
Dans le cas de n variables indépendantes, on aurait, au lieu de l'équation (5), une équation renfermant /i — i paramètres et une fonction arbitraire de ces paramètres, et, au lieu de l'équation (6), les n — i équations formées en égalant à zéro la dérivée de la première par rapport à chacun des paramètres qui y figurent.
Comme exemple, considérons les deux équations à deux variables indépendantes
(5 bis) (37 — a)2-f-[y-"cp(a)]2-h;:^r^R2,
(6 bis) X — ci>-^\y ~- 'f (<^)]^'(«,) ~ o;
en Géométrie, elles représentent Tenveloppe d'une sphère dont le centre parcourt une ligne arbitrairement choisie dans le plan des xy. Si nous difierentions partiellement l'équation (5 bis)^ en ayant égard à la suivante, il viendra
x — a-^pz =o, y — o{a)-~~qz =o;
l'élimination de a et de 'f (a) nous donne
119. On peut avoir à considérer des équations plus générales que les précédentes et renfermant plusieurs fonctions arbitraires; il est toujours possible, en prenant les dérivées partielles jusqu'à un ordre suffisamment élevé, d'avoir assez d'équations pour éliminer les fonctions arbitraires et leurs dérivées introduites par les différentiations : on formera des équations aux dérivées partielles d'ordre supérieur. Je me borne à donner deux exemples très simples de cette élimination.
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Soit d^abord Téquation
m étant une constante, <p et ({/ deux fonctions arbitraires. Si l'on différentie deux fois par rapport à ^ ou deux fois par rapport à y^ on trouve
^ rr. o'ix -f- mjy) -+- Y(x - my),
l'élimination se fait immédiatement et donne une équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre
^ rf«x d^z _ dx^ dy*
Soit maintenant le système des deux équations
ax -\-yo{a)-i- 6(a) ~ ^ = o, x 4-/o'(a)-4- *y(a) = o.
Si Ton différentie la première par rapport k x ei k y^ on trouve, en tenant compte de la seconde,
la fonction ^ a disparu, et rien n'est plus facile que d'éli- | (^ miner aussi \: on trouve <
? = ?(/') o" $='^H)' différentions tour à tour par rapport k x et ky :
dxdy " "^ ^P^ ^' d^t - ? \Pf d^y'
L'élimination de ^'{p) conduit à l'équation non linéaire
dx^ dy^ \dxdyj
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CHAINGEMENT DES VARIABLES INDÉPENDANTES
120. Supposons qu'ayant à considérer dans une expression quelconque deux variables indépendantes^, y,
une fonction M de ces variables et les dérivées partielles -,"i
y- 7 -.-j> "y on veuille substituer k x et à y deux nouvelles variables indépendantes Ç et r, : en général, x et y seront des fonctions données de ç et de tj et on n'aura qu'à les remplacer par leurs valeurs; mais il faut voir comment on exprimera les anciennes dérivées partielles de u au moyen de ses dérivées relatives à Ç et à y;.
Si, dans la valeur de u en fonction de x et y, on remplace X et y par leurs valeurs en ç et r,, u deviendra une fonction de ces dernières variables et l'on pourra former ses dérivées partielles à l'aide du théorème des fonctions composées :
(du du d.r du dv 'dl " di ~dl " dy cil'
I du du dx du dy \ dr^ dx dr^ dy dr^
rf* u __ d^ u f dx \ 2 ff^u (ix dy
~d\^ ~ ~di^ \'dl) ■^~ ^ dxdy ~d\ 'd\
d^u /dy\^ du d^x du d^y
~i\di I '
dy^\d^f dx d^*' dy d\^
On connaît -^ >-,?••• en fonction de ç et t), et les
d\ dr\ ^17
équations (i), qui sont du premier degré en -^ > -r-, y-g > • • • > permettent de calculer ces dérivées en fonction
de -pr^ -,-y ••• Il est d'ailleurs évident que l'analyse
précédente s'étend au cas où il y a plus de deux variables indépendantes.
HUITIÈME LEÇON. III
121. On peut quelquefois suivre avec avantage une voie différente : supposons u exprimé au moyen de Ç, T,, et remplaçons ces variables par leurs valeurs en x et^; u redevienl^une fonction de x et^, et Ton a
du du d\ du dr\
dx d^ dx dr^ dx
du _ du d^ du dT\
dy ' dî dy dr^ dy'
d'- u d\ / d^ u dl d^u dr, \
d'x^ '^ dx \dî^ dx "'' dfdr^ dx)
fd ^'i
du j dx d\ 7yj \~d<~ di d-t\ , d^ u d^ dx d^dr^ dx dr\
dx dr\
dr\ dx
d^u dri^
dy^^ dx
dr\
du I dx d\ dx d-t\ \
î/r, d\ dx dy\ dx -
mais il faut, pour l'objet qu'on se propose, que -r> ~^> •••
soient exprimés en fonction de ç et de r,.
Admettons, par exemple, que x Qi y désignent des coordonnées rectangulaires et qu'on veuille leur substituer des coordonnées polaires ; on a
et ces formules de transformation conviendraient à l'emploi des équations (i); mais on a aussi
d'où
r — \/x^->r y-, ô = arc tang— >
dr X fi ^'* • ft
-, - = ->^^^ = cos6, ~- = smO,
dx ^/^^yt dy
d^ y sinô
rosO
dx '~ x^-^r y^ ~ r '
dy =
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On peut appliquer les formules (2) et l'on trouve
du ^ du 5in6 du dx dr r </0
du . ^ du co*6 du dy ~'" ' dr r dh
j^ d^u sin!i6 d*u «in*6 d^u ''^- dr- r drd^ * r* é^î
dx*
sin'O û^a «in 2 6 du r dr r^ d^^
d^u dxdy
. . .[d^u 1 du I d^u\
cos 2 6 l drU 1 ^f/'^ r 'Vré/e r d^y
^"* dr^ r drd^ r» rfô»
r dr r^ db
De ces relations on tire deux formules importantes :
.'duy
[dxj
\dr)
/duy
dx^
dy* dr*
rfO»
r dr
122. Il peut arriver qu'on garde une des variables indépendantes primitives, x par exemple, et que les autres variables indépendantes soient seules changées; ainsi on a d'abord x et j^ et Ton prend ensuite x et une variable ç qui est donnée en fonction de x et de y. Il est essentiel de remarquer que la dérivée partielle de u par rapport à x n'a pas la même valeur dans les deux cas ; si on représente les dérivées partielles par la lettre cl quand les variables indépendantes sont x et j', et par la lettre d quand ce sont x et Ç, on a
du du du d^ dx dx d^ dx
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Le mol de dérivée partielle par rapport à x n*a de sens précis que si l'on indique les quantités qui restent constantes quand on fait varier x.
La Géométrie donne une représentation bien claire
de^ et de y-; imaginons que u représente l'ordonnée d'un point quelconque M d'une surface, dont la projection sur Oxy a pour coordonnées xety : -j- est le coefficient angulaire de la tangente en M à la section faite dans la surface par un plan parallèle au plan des ux;
-r- est le coefficient angulaire de la tangente à la courbe
suivant laquelle se projette, sur le plan des ux^ l'intersection de la surface avec le cylindre lieu des points pour lesquels ^ est constant.
CHANGEMEIfT SIMULTANÉ DE LA FONCTION' ET DES VARIABLES INDÉPENDANTES.
123. Dans les conditions où nous nous sommes placés au début du n° 120, on peut se proposer de changer à la fois toutes les variables : k x, j", u on substituera des variables ç, t), u telles qu'on ait
(3) ar=©(|, T„u), y = ^{lny^), "=-X(^^»^)»
et l'on regardera u comme fonction de ^ et de r^ ; il
s agit d exprimer^, ^^, ... au moyen de^,^,^'"--
Puisque u est une fonction de Ç et r,, on tirera des équations (3)
dx _ ^^ d^ dj dy _ d^ d^ dj
<ii " d\ '^ dj d\' d\ ^~di'^ dj~d{' '"'
du __ dy^ dy dj d'r\ dr^ du dr^
d^T ^ d^o d^^ du d^^ f^'^Y ^^ ^*'^
<^ ~ "5^* "^ ^ dîdj d'ç'^d^ \dO "^ dj :5p '
Stcui. — ^n.f I. 8
Il4 COURS D*ANÂLTSE.
Il suffit de remplacer les premiers membres de ces identités par leurs valeurs dans les relations (i), n° 120, pour obtenir des équations susceptibles de déterminer nos inconnues. Les calculs faits d'une manière générale seront très longs, mais on peut les abréger dans les cas particuliers, en traitant directement la question par une méthode semblable à celles que nous avons exposées.
EXERCICES
I** Etant donnée l'équation générale d'une parabole
en déduire une équation indépendante de a^ b, /?, q. Solution. — En différontiant deux fois de suite, on a
y=zpp^2px^q)-\ (jT'- ^J^;
et Ton différentiera encore deux fois.
2® Que devient l'expression ^ rj. '~ ï -y- quand on substitue à X ^i y les variables r et 6, telles qu'on ait
j7 = rcos6, jr = ''8in6?
Solution :
du
3"* Éliminer les fonctions cp et «j' de l'équation
Solution :
"i 7^^-^P'^l^rT.'^P'^;r:^=^'
dv^ "^^dxdy ' ^ dj
!\' Éliminer les fonctions cp et ^j' de l'équation
z = ^{ax -t- hy) ^{ay — hx).
Solution :
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DÉMONSTRATION DE LA FORMULE DE TAYLOR
124. On a vu, dans V Algèbre élémentaire, que, si l'on désigne pary(:r) une fonclion entière et de degré n de Xj on peut développer /(j: + A) en ime suite ordonnée suivant les puissances entières de raccroissement h, et qu'on a la formule
f{x H- h) =rf(x) -i- hf\x)
cette suite se termine d'elle-même à son n -f- 1 *'-'"* terme : les termes qu'on obtiendrait après celui-là en suivant la loi de formation du développement seraient nuls; en effet, /"(^) est une constante, et les dérivées suivantes àe f[x) sont nulles.
Quand f{x) ne désigne plus une fonction entière et da degré n, il suffit évidemment d'ajouter au second membre de la formule (i) un terme complémentaire convenable, Rrt, pour le rendre égal à f{x H- A); la ques-
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lion esl d'obtenir une expression sîm|ile de R„. Pour y panenir, nous nous appuierons sur le lemnie suivant.
123. Lemme. — Soit F(j une fonction de z qui s'annule pour deux valeurs, a et fr, de z, et qui admet une dérivée finie et bien déterminée F\:;) pour toutes les valeurs de z comprises entre a et b; il y a toujours au moins une valeur de z comprise dans le même intervalle, pour laquelle F\z) s'annule. [
Puisque, pour toutes les valeurs de z comprises entre a et 6, F(z) a une dérivée finie et déterminée, elle esl elle-même continue; si elle était constamment nulle, F'(^) le serait aussi, et il y aurait une infinité de valeurs de ^jouissant de la propriété énoncée. Supposons donc que, z variant dans l'intervalle a, b, F{z) prenne des valeurs différentes de zéro, positives par exemple : il j aura forcément au moins une valeur ^i de z, comprise entre a et b, pour laquelle F{z) aura une valeur plus grande que pour les valeurs de z comprises entre ^i — £ et J3| + £, £ étant suffisamment petit; si donc h est compris entre o et e, on aura
F(zt-^h)-F(z,) ^ ¥(zi^h)-F(Zi) ^ h ^ °' -Il - ^•
bi nous laisons tendre h vers zéro, -,
tendra, d'après Thypothèse, vers une limite déterminée qui sera F'(5|); en vertu de la seconde inégalité, cette
limite sera négative ou nulle; de même ^ — ~-t ^^
aura aussi pour limite F'(-3|); mais, d'après la dernière inégalité, cette limite doit être positive ou nulle : il faut donc que F'(5,) soit nul, et le théorème est démontré.
Cette démonstration, due à M. Bonnet, met liors de
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doule un des points fondamentaux de l'Analyse; elle exige seulement que F'(.3) soit finie et déterminée sans qu'on ait à se préoccuper de sa continuité, ni même de son existence pour z = a cl z =: b. Il faut d'ailleurs remarquer que la valeur 5|, dont l'existence a été établie, est distincte de a et de b.
126. Cela posé, représentons par — - - le terme complémentaire R„ de la formule de Taylor; on aura
/( j- -H /O -/( ^ ) - A/'(:r . - . . . 1.1. . .fr i.'2. . .n
Nous poserons
a? -f- ^ — X, d'où /i — X — X, et l'identité précédente deviendra
Nous supposons que :r et A et, par suite, X soient des quantités fixes données; A est alors un nombre^ propre à vérifier l'identité (9.). Soient, au contraire, z une quantité variable et cp(^) une fonction définie de la manière suivanle :
ç(^,=./(X,-/(^)--^-i/'(5)-^-''lV'(-^-...
\.'>.. . .ïf^ 1.9. .. .n
r'v^) s'annule évidemment pour ;; = X; elle s'annule aussi pour z ==x, car alors elle devient égale au premier membre de l'identité (9/); nous pouvons essaver de '"t appliquer le lemme du n° 125, et, pour cela, nous
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calculeroDs z.'' Z) : on trouve
r(X — -v» ./ fx- 5)«-« . ,1
tous les termes se détruisent à Texception de deux, et il reste
Si f"'^Hz) est fini et déterminé pour les valeurs de z comprises entre x et X, il en sera de même pour 'f '('^)» et, d'après ce que nous avons vu, ^'{z) s'annulera pour une valeur z^ comprise entre j: et X ou x -h A ; cette valeur pourra être représentée par x -\-^hy 6 étant une quantité inconnue a priori, mais comprise entre zéro et Tunilé. Comme z^ est différent de X, on aura
(/i-M)A— /''+»(a:-+-0/i»=:o, A = — ^/'»+Uj:- OA)
et, par suite,
hn A'»-'-»
C'est Lagrange qui a mis sous la forme (3) le terme complémentaire ou reste de la formule de Taylor^ h peut être positif ou négatif; àrégarddelafonclion/(j5), on s*inquiélera seulement de savoir si sa dérivée n -h i **"** est finie et déterminée dans Tintervalle de x k x -{- hi
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il en résultera d'ailleurs que f(z) et ses n premières dérivées seront finies et continues.
AUTRES FORMES DU RESTE
127. On peut déduire du résultat précédent une seconde expression du terme complémentaire R;, qu'il est quelquefois utile de considérer. Si nous arrêtons le développement de /(x -h h) au n**°* terme, nous aurons, comme dans la formule (4 )«
hn-\ hn
h étant toujours compris entre o et i, mais n'ayant
plus la même valeur que lorsqu'on prend n H- i termes
de la suite. Ajoutons et retranchons dans le second
jift membre f'^{^)\ nous aurons les /i -h i premiers
termes de la formule de Taylor, et le terme complémentaire sera
celle expression suppose seulement que f'^{z) soit finie et bien déterminée quand z varie de x à j? -+- /i ; mais /"^Uz) n'est plus "assujetti à aucune condition.
Nous pourrons obtenir plusieurs expressions de R^ en suivant mot à mot la méthode du n** 126, sauf une légère modification au point de départ : elle consiste à
écrire R„ sous la forme — — , B étant un nombre à
déterminer, p l'un des entiers i, 2, 3, .. ., /i-f- 1 choisi arbitrairement. Au lieu de l'identité (2), nous aurons
(/(X)-/(ar)-(X-^)/'(:r)~...
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La fonclion de la variable z que nous inlroduirons sera
—fn(z\ — B — :
elle s'annule pour ;î = ^ et pour ;5 =rr X ; sa dérivée, qui se réduit à
s'annulera pour une valeur de z que nous pourrons encore représenter par j:4-6/«, 0 étant toujours compris entre o et i, mais n'ayant pas la même valeur que dans les résultats précédents; on aura donc
pB — [r H- h- ( X -T- 6 //)]«-/»+» /«+*(j--f- 6 /i)
— (l-- {^)n-p-^\ h^^-p-^X fn^\(^x -^ O/O
et enfin
On aura diverses expressions de R„ suivant la valeur qu'on aura prise pour/? : si l'on fait^ — - /i -i- i, on retrouve l'expression (3), donnée par Lagrange; pour ^ = I, on obtient une formule due à Cauchy ;
REMARQUES SUR LA SÉRIE DE TAYLOR
128. Quand f{x) ne désigne pas une fonclion entière de x^ on peut prolonger indéfiniment la suite de Taylor, qui devient une série; pour que cette série ait pour somme /"(x-i- A ), la condition nécessaire et suffisante est évidemment que R« tende vers zéro pour n infini ; cette circonstance entraîne la convergence de la série de
(*) Cette élégante méthode de démonstration est due à M. Rouché.
Taylor; le terme complémentaire R» est alors le reste de la série.
Quand le (n -+- iV*"® terme de la formule pour le développement de /{x -h h) n'est pas nul, on peut toujours prendre h assez petit pour que le terme considéré soit, en valeur absolue, plus grand que le terme complémentaire R« : il suffît que Ton ait (3) en valeur absolue,
d'où
il est possible de satisfaire à cette inégalité par une valeur finie de h si f"{x) est différent de zéro, et /'»^' (z) fini dans l'intervalle x à x -i- h.
On voit même que le rapport de R^ au terme en A" où Ton arrête la série tend vers zéro avecA.
SÉRIE nE maclaurin.
129. Si l'on fait x - o dans l'équation (4), et dans celles qu'on obtiendrait en substituant les expressions(5) et (^) de R/,, et si l'on remplace ensuite la lettre h par la lettre x, on obtiendra les formules
J[x) =f{o) -f. xf (O) 4- — /";o) H-, . .
It+l
/v"-*-')(0jc1.
\/{x) ^/(o) + xr (o) 4- — /"(o:' + • • .
*^ , fW (o) + ' . _ /î"+' ' (9«).
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On développe ainsi une fonction quelconque de x en une suite de termes ordonnés suivant les puissances entières et ascendantes de x, pourvu que la fonction dérivée de l'ordre /i -+- 1 ou celle de Tordre n de/(x') reste finie et déterminée pour les valeurs de la variable j/ com— prises entre o et x.
Si, lorsque n croit indéfiniment, l'une des expressions
ou
tend vers o, du moins lorsque x est au-dessous d*ane certaine limite, la série
indéfiniment prolongée sera convergente, et, en outre, aura pour somme^ (o:). On a dans ce cas
Cette dernière formule est celle de Maclaurin, Si elle était démontrée avant la formule de Taylor, ou pourrait en déduire celle-ci, en considérant /(a: h- /i) comme une fonction de h à développer suivant les puissances de h par Tune des formules (lo).
REMARQUES SUR LÀ FORMULE DE MACLAURIN
130. La fonction y (r) ne peut pas être développée suivant les puissances de x par la formule de Maclaurin, quand cette fonction ou Tune de ses dérivées devient infinie ou discontinue pour x = o. Mais on peut alors la développer suivant les puissances dex — a, en changeant dans la formule deTaylor (6) x en a et h en x — a, ce
qui donne
f{x)=f{a) ^ix~a)f\a)
I^ seule condition à laquelle la valeur a soit assujettie est quey^""'"*'(.s) reste finie et déterminée pour toutes les valeurs de z depuis a jusqu'à x ; la série sera d'autant plus convergente que la différence x — a sera plus petite.
131. La fonctiony(:r) ne peut être développée en une série convergente procédant suivant les puissances entières et ascendantes de x autrement que par la formule de Maclaurîn ; car supposons cet autre développement en série convergente,
on en conclut [A-/(o)]-h[B-/'(o)]xH-[c-^^jx'-l-...r=o.
En faisant x = Oj régalité précédente se réduira h A =y(o). Divisant par x et faisant de nouveau x = o^
on aura B = /' (o). On obtiendra de même C = - -^^ — »
et ainsi de suite.
De même la formule de Taylor donne le seul développement possible de y(x -h h) suivant les puissances entières de h.
132. Il ne faut pas croire que la série indéfinie de Maclaurin, quand elle est convergente, ait toujours pour sommey (jc) ; la somme de ses termes peut converger vers une limite différente de f[x). Par exemple, la fonc-
lion e '* devient nulle ainsi que toutes ses dérivées pour j:=:o; tous les termes de la série de Maclauriu
appliquée à cette fonction sont donc nuls, et cependant la fonction n'est pas nulle. Si (p [x) est une fonction développable par la formule de Maclauriu, et qu'on pose
la fonclîony*(j:), développée par la même formule, donnera lieu à une série convergente, mais qui aura pour somme y (x) et non pas la fonction développée y (x).
L'égalité d'une fonctiony(j:) à la série de Maclaurin prolongée à Tinfini n'a lieu que dans le cas où le reste qu'il faut ajouter à la somme d'un nombre quelconque de termes de cette série, pour avoir la valeur exacte dey*(jr), devient plus petit que toute quantité donnée quand le nombre des termes croît jusqu'à l'infini.
Les mêmes remarques s'appliquent à la série de Taylor.
AUTRE DÉMONSTRATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR
133. Soient m la plus petite et M la plus grande valeur dey^'""*"*^ (jt), lorsque x croît depuis Xq jusqu'à X. Si a 4- A est une quantité comprise entre Xq et X, on aura
Mais le premier membre de celte inégalité est la dérivée par rapport à h de la ibnction
/(«; (û _:_ /i. — /(«) (a) _ km;
donc cette fonction croit avec //, et comme elle est nulle pour /? = o, on aura pour A ^ o
Maintenant le premier membre de cette nouvelle inégalité est la dérivée par rapport à h de la fonction
donc celle dernière fonction est croissante avec a, et comme elle s^annule en même temps que A, on aura pour A >> o
/(»-.) (a^k) -/(— ')(fl) — h/i») (a) - — > o. On aura de même
/•(—îj(«-f_//)—/(-*)(fl)— ///("-•)(«) f^''\a) 5>o,
I • 2 I iSaO
et eniin
/(« + /!) -/(a)- A/" (a) -il/' («)-...
/(-)(a) . r/if>o.
On trouvera de même
On conclut de ces deux inégalités
/[n^h)=na)-^hf'{a)^--^r{a)-^...
R est une quantité comprise entre r m et
-^ r M; par conséquent on peut la représen-
^" P""" ..a..*.'(l + ,) /'""" (« + ^*). si /"^"(x) reste finie et continue pour toutes les valeurs de x com-
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prises entre Xo et X. On aura donc
f{a^h)^.f[a)^hf'{a)-^—f''[a)
/.« /.iH-l
H / («) (a) H fin^^Va-^^h),
ce qui est bien la formule de Taylor^ accompagnée de son terme complémentaire.
On a supposé jusqu'ici Taccroissement h positif. Lorsque cet accroissement est négatif, il n^y a de changé dans la démonstration précédente que le sens des inégalités (i)et(a).
APPLICATIONS DE LA SÉRIE DE MACLAURIN
Déreloppement des fonctions eiponenlielles. — Développement de sin * et de cosx. — Formule du binôme pour un exposant quelconque. — DéTeloppement de loç(i -hx). — Formules pour le calcul des Ioqû-* rithmes. — Des lofjarithmes considérés comme limites de fonctions algébriques.
DÉYELOPPEMEHT DBS FONCTIOHS EXPOHENTIELLES.
134. Soit d'abord Les fonctions dérivées sont toutes égales à e', et Ton a
d*où
jr .r* dp* i"
Le reste a ; : tend vers zéro à mesure que
n augmente, quel que soit x, car on peut écrire
jr*+* X je X l X X
1.2.3. . .(^/i -h i) I a / \/ -f- I / -h 2 n -\- i Si l*on prend un nombre déterminé A: <^ i, on arrivera nécessairement à un facteur-: <i^\ comme les fac-
XX X
leurs vont en décroissant, le produit •: •-: •
sera plus petit qu^une puissance de h marquée par le
nombre de ces facteurs, c\'Sl-â-dire plus petit que A"**"*"', et par conséquent aussi petit qu'on voudra, en prenant /i
assez grand; donc le produit -•-•• • — '■ — > et par suite
le reste (puisque e reste fini), peut devenir plus petit que toute quantité donnée; d'où Ton
jr .r'
conclut que la série !-<--+- !- . . . est convergente,
et qu'elle a pour somme e'.
135. On tire de là le développement de a'. En eflet, si Ton observe que a = c*', d'où a' == e**', on obtient, en changeant, dans le développement de e', x en xla, et en
remplaçant e^'>'' par fl^',
a' = IH h ^
résultat qu'on aurait pu obtenir directement.
DÉVELOPPEMENT DE sinJT ET DE COSJ7.
Soit
/(x) r^sinx,
on aura, en appelant n un nombre pair quelconque,
/' (x) = cosx, /"(*) — — *inx, /"(') '-= — cosx,
/'^(x) =sinj,..., y<'' (xj =ipsinx, /("^'^ ^xji^ipcosx;
d'où
Il faudra prendre -t- cos (6x) ou — cos (ôx), suivant
que /ï -H I sera de la forme 4p -f- i ou 4/^ -H 3« Où aura donc
sin X = j; ^ -f-
cos(9x).
Comme cos ({? x) est moindre que Tunité et qu'on peut toujours prendre n assez grand (ii° 134) pour que
r devienne plus petit que toute quantité don-
i • 2 • • • ( fi I I J
née, la série
X* or*
iJ.<.L.<J
est convergente quel que soit x et a pour somme sîn x.
Lorsque Ton aura x^> -> le signe de cos ({Jx) dépendra
de la valeur de 0, et Ton ne pourra pas, en général, savoir le sens de Terreur commise, lorsqu'on s^arrêtera à un terme d'un rang déterminé. Mais si, comme il arrive
ordinairement, x est < -■» cos (!3x) sera toujours positif^
et Terreur commise sera alternativement en plus ou en moins.
Soit maintenant
/{.r) i=::cosx;
on aura, en appelant n un nombre impair quelconque^
/' (.r) z=. — sin*, /"(•»?) -~ — cosj:, /"'(.r) = sinx, /*'(a;) rrrCOSX,. . .,
d'où
cos Xzz.\ ^-
f- -r- cos(Ox};
Stïrji. — An.^ I. ()
i3o COURS d'analyse
d'après ce que Ton a déjà démontré (134), on peut donc écrire, quel que soit x,
jr*
COS a: = I 1 77—7 ^ / e: Al "*■•••
FORMULE DU BINÔME POUR UR EXPOSANT QUELCONQUE
138. Proposons-nous de développer (a -h i)'", m élanl quelconque. On a, en posant - = x,
(fl-+- ^)'" — [fl(i-+- J-)]" — rt«(i -4- a:)".
La question étant ramenée à développer (i H- x)", soit
f{x) -=2 (l -h XY',
on aura
/' (x) — m (i -h x)-—', /"(x) = /Il (/w — i) (i -f- x)*-», . . . ,
y» (x^ — w(/iî — i). . .(m — « -m}(i -hxi*^«, /(«+•) (9x' z=:zni[m — I;. . .(w — «"^(i-f- Ox)"—"-'. ..,
et, par suite,
(I -f- j-)"" = I -f- fftx H x^ -:-...
wfm — r. . .{m — /f-^i)
H , -^ '- x*+\i -h Ox —'•-•.
f- ly
139. Supposons d*abord que l'on ait x ]> i , eu valeur absolue; je dis que, dans ce cas, la série sera dîvergenlc. En eirel, on a pour l'expression de deux lernici» consécutifs :
nt ( m — I ) . . An? — P -*- 1 )
tt„=r- - x^~';
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par salle,
Comme ce rapport, à mesure que p augmente, tend vers — x^ et que x est plus grand que i , il s'ensuit que la série est divergente.
140. Quand au contraire x est moindre que i, en valeur absolue, la série est convergente et a pour somme
Supposons d'abord x positif, on aura
I / 1 \ ii+i— m
h i) \i -h ÔJT
Le premier facteur peut se mettre sous la forme m [m — II. . .[m — / -*- i ) a:*'
//? — I m — / — I m — n \ X I -, X. jf. . . X I •
\^e.^ facteurs de la dernière ligne convergent vers — a: en prenant i assez grand, et si A* est un nombre positif moindre que I, mais plus grand que x, on peut supposer i assez grand pour que chacun de ces facteurs soit moindre que A:, abstraction faite du signe. Leur produit sera donc moindre que À'*+*~", et par conséquent aussi petit qu'on voudra,
SI n croit. Donc le produit total ,^ , a:"+*
sera aussi petit qu'on voudra en faisant croître n
Quant au facteur ( — j t «omme son exposant
finit par élre positif, il tend aussi vers o, à moins toutefois que ô, qui dépend de /;, ne s'approche aussi indéfiniment de o. Mais, dans tous les cas, ce facteur reste moindre que l'unité. Par conséquent, le reste R tend vers o, quand n croît. Donc la série représente (i-ha:)'^ pour toute valeur positive de x plus petite que i. Comme
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d'ailleurs le reste change de signe quand n augmente d'une unité, les sommes successives de la série seront alternativement plus petites et plus grandes que (i +x)'".
Si la valeur de x est négative, rien ne prouve
-— j ne croîtra pas indéfini men l ,
et même il devra croître, à moins que 6 ne tende vers o. Il faut alors recourir à la seconde forme du reste (127),
on a donc, en valeur absolue, si Ton pose x = — z,
ou
•{hij-^'-^'-''^^''
Le premier facteur tend encore vers o , quand n augmente (140).
Dun autre côté, comme on a t"*^*'! iz)
I — V z \ i — Hz j
peut devenir plus petit que toute quantité déterminée, à moins que Q ne tende vers o, et dans ce cas même ce facteur est toujours plus petit que i .
D*aillcurs (i — 9^)"*"* est <[i sim — i est positif,
ei <' ; — si m — I est négatif: c'est donc, dans tous
les cas, une quantité finie. Donc R peut devenir moindre que toute quantité donnée, si n est assez grand.
Eu résumé, si x tombe entre — i et H- i, on a, quel que soit m,
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DÉTBLOPPEIIEIIT UE log (l + x).
U± Soit
(On ne cherclie pas à développer \x parce que x = o rend infinies cette fonction et ses dérivées.) On aura
/(x)={i4.ar)-, r(x)=^i[i-hx)-\ /"(x) = l.2(n-x)-\..,
/C«)(jr)=±i.2. . .(/f •— l)(i-l-x)"«,
donc
234 ■ /i"^//-i-l '(i-hOo:)"-^'
Le rapport d^un terme au précédent est en valeur absolue —^ — or, et converge vers x quand p augmente.
Donc (52) la série est divergente lorsque la valeur absolue de X est supérieure à i .
Supposons maintenant qu'on ait, en valeur absolue, X moindre que i. Dans ce cas la série est toujours convergente» et nous allons démontrer qu'elle a pour somme l{i-+-j).
I** Soit d*abord x positif; on a
« -f- i \i -f- BxJ
ô^cst une fraction proprement dite 5 sa puissance
(« -h- 1)**"* pourra devenir plus petite que toute quantité donnée; et il en sera de même de R, àforiion.
2® Soit maintenant x négatif. Posons x = — z. On aura, abstraction faite du signe,
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Maïs, sous cette forme, on ne voit pas que le reste tende vers o; prenons donc Tautre forme de R (127),
on aura
fz~-Qz\* z
\i—Bzl I — ô»
Ur on a — - <'z<'i. Donc — ) » et par suite
I — ô»^ ^ \i — Ôay ^
( - r-j X —-> peut devenir plus petit que toute
quantité donnée.
Ainsi, lorsque x tombe entre -H i et — i , on a
X* jr» a:*
(l) lfi-}-x; = x «--T — ^ -•"
FORMULES POUR LE CALCUL DES LOGARITHMES
143. On tire de la série (i) des formules très-commodes pour calculer les logarithmes népériens des nombres.
Ln posant a: == -> on a
d'où
Si A = I , on aura
1(7-1-1)— Ij^:^ ^-f- -——...,
formule qui donne 1 (y^-i) au moyen de ly^ et d\iTie série qui est très -convergente lorsque y est un nombre irès-grand.
Cependant on peut encore obtenir une série plus com*
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mode. On a, en changeant x en — x dans la formule ( i),
jc* r* x^
donc
Ti I H- r h . h
Posons = iH — ; on en tire x = r) et comme
on aura
(«+^)=i(r+A)-ij',
(3), (^H-*)-ir=.[^+i^;-,.5, -....}
Cette série donne le moyen de calculer l.io. On fait d abord ^ = i , A = i , et Ton a
puis
et, par suite, le module du système décimal r = 0,434^94482 =: log lab. e*
Posons
j'~;c*— 25x* et /-i- /* = r*— 25j:'-+- i44> ou
j-Vh=.{x~\- 4) {X - 4) (.r -H 3 ; (X - 3).
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En substituant ces valeurs dans la formule (3), on a
ï('4-4>l(x-4)-Hl{'-i-3}+i(x-3)-2Lr-l(x-|-5)-l(x-5)
=A 11 +if "^1 V
Lorsque la valeur de x est très^rande, le second membre de cette égalité est très- petit. En effet, si par exemple
X est supérieure à 1000. le terme ]. sera
plus petit que — -9 car
X* — 254:'-h72^x'(x-— 25) IO«(lO*— 25j lO'* . 25
IO
Les autres termes de la série seront beaucoup plus petits et décroîtront même très-rapidement; par conséquent, si l'on avait x = 1000, ou un nombre supérieur, on pourrait, avec une erreur moindre que — - j poser
— 2lx — l(x 4-5} — 1 (x — 5; =0,
formule qui donnerait Tun quelconque de ces logarithmes lorsque les autres seraient connus. Il est facile d'obtenir une multitude de formules de cette espèce.
145. Lorsque deux nombres dépassent une certaine limite assez grande, telle que 10 000, leur différence, pourvu qu'elle soit suffisamment petite, qu'elle ne surpasse pas I par exemple, est sensiblement proportionnelle à la différeuce de leurs logarithmes.
En eifet, comme, ens'arrèlant au premier terme, dans la série de Taylor, on a
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on aura, si x = - 9
si A = I ,
>(/4-i)-ir=
donc
Comme il n^entre ici que des rapports de logarithmes, OD peut écrire, dans un système quelconque,
log(jrjM|-^og jr — A T4-0'
puisque les logarithmes des mêmes nombres, pris dans deux systèmes différents, sont proportionnels (64).
Or
de même
^--h OA "^ 7-1- 1 '^ 7-+-I
Donc
/-f^ÔA
= I IjZoa ,
a> étant plus petit que - ; par suite,
donc
log (r + >^'; — logr — [ïog (r -H I) — logj] a
±:wA[log(/-Hi) — logj].
Donc si Ton pose
log( J -f/i; — log/ = [log ^7+ i) — log^ ]>4,
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Terreur commise E sera
6)^ [log (j -+- l) — log j] = fùh l0g(? [1 ( J -f- i) — I j],
ou, ce qui revient au même, et ccmme on a
on aura
E <C —-— <r * • -^. si r est "> lo oooo.
ALGÉBRIQUES
147. Nous avons vu que e = lim f i 4- - J quand /x devient infiniment grand. On peut démontrer que
(**) Les logarithmes étant pris dans le systèma vulgaire.
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quand m devient plus grand que toute quantité donnée. En effet, si Ton pose
lizzz--^ on a [ï-H — ) =<?-»-«
a étant une quantité qui s*évanoiiit quand m est infini. Donc
Cette égalité a lieu quel que soit m ; par suite, elle a encore lîeu à la limite, quand a = o. Donc
(i) e'^Mmii-h^Y'
On pourrait le démontrer directement, comme on a démontré que e = lîm ( i H
Si l'on pose
Czz^Xt d'où Jc=^\Xf il s'ensuit que
par conséquent,
lim7J^ = liiii ^-4-!^^ ou Ir — lira[w(7j--i)].
11 est d'ailleurs facile de le démontrer dîreclcmeiit. Puisque 1 (i -f-a:) = v— > si Ton pose
H-x^y/jr? d'où x=.^x — ^f
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on a
donc
^ 1-+- ® l vr — 0 1/ =
iH-or^— ij
Or, si m est très-grand, v(y — i est une fraction extrêmement petite, qui à la limite devient o; d'où Ton déduit encore
(a) ' / = iin™ [m {"^'jr — i)] quand iw = oc .
Cette formule pourrait servir à trouver approximativement le logarithme népérien d'un nombre, du moins en théorie. Pour rendre le calcul praticable, il faudrait
prendre pour m une puissance de a, et alors 'y/y s'obtiendrait par des extractions successives de racines carrées.
149. La formule (^) conduit au développement de 1 (i -H '') en série, car, si Ton pose
on aura
jr-i) = /wL(n-«r-iJ,
et si II est moindre que l'unité en valeur absolue, le second membre, développé par la formule du binôme, donnera
(i -4-«r— il —an a'-h-^: —^-^ ^tt»-4-...;
et, en supposant m = qo ,
tt' «*
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EXERCICES
.1 JT* . 1.3 X» . 1.3.5 X* .
FORMULE DE MOIVRE ET SES CONSÉQUENCES
Généralités sur les expressions imaginaires. — Formule de Moirre. — Développement du sinus et du cosinus d'un multiple d'un arc suivant les puissances du sinus et du cosinus de cet arc. — Développement d'une puissance d'un sinus ou d'un cosinus suivant les sinus et les cosinus des multiples de l'arc. — DcGnition et propriétés de «^, sin z, cos 2, quand z est imaginaire. — Définition de Iz et de 2"*.' — Dérivées des fonctions de variables imaginaires.
GÉNÉRALITÉS SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES
150. La résolution des équations du second degré qui n'ont pas de racines réelles conduit à des expressions que l'on nomme imaginaires^ et qui sont de la forme
On a trouvé de grands avantages à les introduire dans le calcul, à les combiner par voie d'addition, de soustraction, etc., en opérant comme si v — i était un facteur réel dont le carré fût — i . On obtient pour résultat de nouvelles expressions imaginaires, et il est utile de recounaitre les relations qui existent entre les quantités réelles comprises dans les expressions données et dans celles qui résultent de leur combinaison.
Une équation qui contient des imaginaihcsest la représentation symbolique de deux équation» entre des quantités réelles. Ainsi, Téquation
fl 4- ^ V — I = «'-+- ù'\ — I comprend les deux suivantes :
Toute expression imaginaire a-^b\ — 1 peut
èire mise sous la forme r (cos t -f- v^ — i sin /)• U faui et il suffit^ pour cela, que Ton ait
^a} -f- b^j cos / =:- — — et sin / =: -^
on a aussi
b tangr = -•
La quantité r, que l'on prend toujours positive, est diie le module de l'expression imaginaire. Les valeurs de sin t et de cos t font connaître l'arc t ou V argument : on le choisît ordinairement positif et plus petit que la circonférence.
FORMULE DE MOIVKB.
152. Le produit (cosx-f- y — * sinx) multiplié par (cos^-4- V — 1 sinj^j a pour partie réelle
cosxcos/ — sinarsin/ ou cos(j:-4-^J,
et pour coefficient de y' — * 5
sin «cos jr -h sin j cos j: ou sin(jr-f-^).
Par conséquent,
(cosx -t- ^— I sinxy (cos/ H- >J— i sin/) = cos(jF -\-jr) -f- y — * sin(x-f-j).
On conclut de là, quel que soit le nombre des facteurs,
(cos X -f- ^ — 1 sm arj ; cos/ -f- y — 1 sin/y cos z -f- y — i sm 2; . . . =rcos [x -+-/-+-«-+-. . .)-hV — isin^j. -f-/H-s -+-. . .;.
En supposant a* —/ = -s = . . . , on en déduit, m désignant un nombre entier et positif,
(1) (cos X -t- y — 1 sin ar j" = cos mx -t- ^ — 1 si
sm mx.
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Cette formule, appelée formule de Moiyrcj est encore vraie lorsque m est un nombre fractionnaire, positif ou
négatif.
DÉVELOPPEMENT DU SINUS ET DU COSINUS d'uN MULTIPLE d'un arc suivant LES PUISSANCES DU SINUS ET DU COSINUS DE CET ARC.
153. Si Ton développe la formule (i) et que Ton égale, de part et d*autre, les parties réelles et les parties imaginaires, il vient
ces nix =r cos" X cos""' X sm' x
' /lî(/W— l)(/W— 7.)f'»— 3) .
H ^r— 7 ^cos"* *j:sm*x — ...
et
sin mx r= m cos*~' x sm x
(3)J m{ rn — j] ( m — ■?.)
ces"'""* X sin' X -4- ... .
On voit que cos mx et sin mx s'expriment en fonction rationnelle de sin x et de cos x. Dans tous les cas, cosrnjc peut s^exprimer en fonction rationnelle de cos x seul, mais sin mx ne peut s'exprimer en fonction rationnelle de sinx seul que si m est un nombre impair.
DÉVELOPPEMENT d'uNE PUISSANCE d'uN SINUS OU d'uN COSINUS SUIVANT LES SINUS OU LES COSINUS DES MUL- TIPLES DE L ARC.
154. Pour résoudre la question inverse et développer COS"* X et sin" x suivant les cosinus ou les sinus des divers multiples de jr, posons
lin- cosx-f- /— isinx et p=r:cosx — ^ — isinxy
^cosxz:^ u-^-v et 2 w — 1 sin X = M — ♦*;
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de là résulte
a"cos" j:= («-^-fj'"^: a"-t-iww"^' v-i : -w''^* •»*+..•
Il convient de distinguer deux cas.
1° Quand m est pair et égal à s/z, le développement renferme un nombre impair de termes et il y a un terme
du milieu qui est — ^ — ^^ ^u"p". On a donc,
en groupant les termes également distants des extrêmes,
2"cos* jf = u^-^ p* H- muv (o"^' -f- p*^») -h . . .
Or «''-f- l'ï' = a cos px et u^ t^'' = i , puisque m^' = 1 5 donc
2" ces" X = 2 cos /wx -f- 2 m cos ( /w — 2) X 4- . . .
m(m — ï). . .fn -*- 1)
d'où
2"~* ces* X = cos wdf -f- m cos (m — 2 ) j?
COS [m — 4J *-+-•• -H ~ ■•
2® Si m est impair et égal à 2fi + 1 , (m -4- ^')'" aura un nombre pair de termes, et l'on obtiendra facilement
(2*""* cos*x r= cos mx 4- m cos {m — 2) jf
' 'i -4--Î icos(m— 4)*-4----» ^^ ^ ■
cosx.
Pour avoir sin'"X9 il faudra prendre la formule
u — p = 2 \j — I sin X, et en élever les deux membres à la m^"' puissance; il
Storh. — jân,f I. 10
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viendra
IV — «7 IT .sur X z=z t^ — /lfl^-*PH — «•'*p*...
i^ Supposons d^abord m pair et égal à a n. Alors
et il y aora on terme du milieu qui sera
On aura donc, en groupant les termes deux a deux,
. m(m — \). . .( n -i-\^ zr u» p»,
ou, en remplaçant u'+i^ par acosAx, k^i^ par i, et divisant les deux membres par 2,
i ( — I )" 2"^' sin" X =z cosmx — m co$ {m — 2 ) x
(3) { m(m — i^ , ,, , 1 m(m — i^...'«-i-i\ ^ '1 H i cos(m—i)x — ..rJz ^ r '•
2^ Supposons m impair et égal à 2/» + i . Alors
(v/=Tr=(-,)-v/:r7,
et Ton aura, en groupant les termes deux à deux,
( — i)*^ — I 2*sin"'xi= (a" — p") — i?fiip(a*"» — c"^')
±: : U^V^lU — 9\
En général,
«^ — p*=2^ — I sin ^Xy ii*p*z^i.
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Donc, en divisant les deux membres par 2 ^ — 1, il viendra
( — i)«2»t-i sin'«a: — s'mmx — msin(m — a)x
(4){ m(m — 0 , ,. ,m{ni — r )... (/1-+-2) .
• -4 sin(/n — 4)^-- — ^sinar.
DÉFINITION ET PIlOPaiÉTÊS DE 6^, SIN >7, COS ^, QUAND Z EST IMAGINAIRE.
156. Les fonctions rationnelles d'une variable imaginaire sont définies par la seule extension des règles du calcul des quantités réelles aux imaginaires; mais les fonctions transcendantes ou irrationnelles doivent élre définies directement. Considérons d'abord la fonction exponentielle.
Quand z est une quantité réelle, on a
Si Ton donne à z une valeur imaginaire quelconque, le second membre de cette égalité forme toujours une série convergente; car, en posant
z = p(cosu} -H / — I sinco), il devient
I -+- p(cosa) -\-^ — isino
(cos/iu) •+- / — isin/ico) -+-. . .;
or la partie réelle et le coefficient de y/ — i dans celte expression forment deux séries convergentes (57). H en résulte que la série (i) est une fonction bien déterminée de z ; nous dirons que cette fonction est la fonction exponentielle e*, qui sera définie par l'égalité (i), quelle que soit la valeur, réelle ou imaginaire, de ;:.
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De même nous avons, dans le cas où z est réel,
COSZ =1 f-
ces séries sont toujours convergentes quand on donne à z des valeurs réelles ou imaginaires quelconques : elles représentent donc des fonctions bien déterminées de z : nous convenons de désigner ces fonctions parsin^ et cos^.
157. Les fonctions e^j sinz, cosz sont définies d^une manière très générale et très naturelle, mais il est nécessaire de chercher si elles jouissent toujours des propriétés qui les caractérisent dans le cas où z est réel. Considérons la fonction exponentielle : une de ses propriétés essentielles est exprimée par la relation
(3) e'ey=e'-*-y;
quand x ely sont réels, cette égalité revient à la suivante :
celte relation étant vérifiée pour des valeurs réelles quelconques de X ety est une identité; elle continuera d'être satisfaite si Ton donne k x et y des valeurs imaginaires quelconques; il en résulte, en se reportant à l'équation de définition (i), que la relation (3) est absolument générale.
A l'égard des fonctions circulaires, il résulte des égalités (2), qui les définissent, que Ton a, comme pour les variables réelles,
sin( — ^)= — sin^, cos( — 5) = cos-s.
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Euler a fait connaître une relation extrêmement importante qui existe entre les exponentielles et les fonclions circulaires : si, dans Tidentité (i), je change ;; en
,: y' — I , il vient
.-%^rT , . -g/^ -»• z^^f^i z^
ou bien
{\) €-^'^= C03-5-+- / — isin^,
quelle que soit la variable z] si, dans cette relation, je change z en — z, il viendra
(5) c--*'-i=cosz — / — isinz.
£n combinant les égalités (4) et (5) par addition et soustraction, on trouve
(d) cos.5 = > sin^ = —s^ >
et ces formules sont absolument générales, comme lïdentité d'où nous sommes partis.
158. Je dis encore que les formules fondamentales de la Trigonométrie s'étendent aux fonctions de variables imaginaires. En effet, les identités (3) et (4) nous donnent
cos( j? -i-y) -+• yj — I sin(iF -h^)
= (cosa7-f- v/ — I sin a?) ( cos^ -h ^ — isin/) OU, en effectuant le produit,
!cos(j: 4-^) -H \J — I siii(a7 -t-^) = cosar cos^ — sin a? sin^ -\- / — I (sinar cos^ -h sinj^ cosar).
Si .r et ^ étaient réels, il suffirait d'égaler les parties réelles et les coefficients de ^ — i pour obtenir les for-
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mules relatives à l'addition des arcs; mais ici nous remplacerons, dans l'équation (^), x ely par — x el — y\ il vient
= cosa? cos^ — sina: sin_^ — v/— I ( sin X co%y -+- cos x siny) ;
il suffit de combiner cette identité avec l'identité (7) pour en déduire la généralisation des formules fondamentales de la Trigonométrie
cos (a? -h^) = cos a? cosj^ — sin a? sin^, sin(a? 4- j') = sin a? cos^ -\- sin^ cos a:.
Remarquons enfin que les identités (6) nous donnent
cosl^ary — 1; = j ^\Vk\x\J — 1; = y — i;
quand x est réel, les fonctions^ (e^ie"^) sont désignées sous le nom de cosinus et sinus hyperboliques de X,
Les fonctions tang^, cot^ sont définies comme quotients de sin 2 par cos 2 ou de cos 2 par sinz; leur expression est une conséquence des résultats précédents.
DÉFINITION DE \z ET DE Z"^.
1S9. Le Jogarithme népérien d'une quantité réelle z est l'exposant de la puissance de e qui est égale à ;*; par analogie, si l'on donne à z une valeur imaginaire de la
forme a -^ b\ — i ou p(cosci) + y — i sino) ), nous conviendrons de désigner par Iz une expression u H- sp\! — 1 , telle qu'on ait
(8) e'^^v>r^^ p(cosù)-t-/^sinti)).
Il s'agit de déterminer u et v^ que nous supposons
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réels : le premier membre de réquation (8) peut s'écrire
^„4-vvc:i__ cwc»'^^^ e"(cosp-+- /^sinp);
si donc on égale les parties réelles des deux membres et les coeflicients de \' — i , on aura
(9) «"cosç» = p coso), c^sinc = p sinco;
élevant au carré et ajoutant membre à membre, on trouve
e« et p ont leurs carrés égaux ; étant eux-mêmes réels et positifs, ils sont égaux, et u est le logarithme népérien
arithmétique de p ou de y/a--t-6*; les équations (9) donnent alors
cosr = coso), î\nv = sino), i> = co -i- aXric, k étant un entier quelconque, et l'on a finalement
(10) 1-5 = l[p(cosa> -4-v' — isino))] = Ip -4- (to -+- a^i:)/ — i,
Ip étant une valeur arithmétique.
Ainsi Iz a une infinité de déterminations, ce qui en fait une fonction essentiellement différente des fonctions rationnelles, exponentielles ou circulaires. Toutefois, soit Zo une valeur de >3 : si Ton adopte une valeur de k qui détermine la valeur de \zq, et si Ton fait varier z d'une manière continue à partir de Zq^ \z variera d'une manière continue que l'on pourra suivre, et, quand on sera arrivé à une certaine valeur de Zj il n'y aura plus d'ambiguïté sur la valeur de son logarithme.
Quand z est réel et positif, son argument co est nul, \z a une détermination réelle, qui est le logarithme arithmétique, et une infinité de valeurs imaginaires.
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160. Comme nous avons toujours z = e**, nous définirons d'une manière générale la fonction z^ par l'égalité
nous savons déterminer la valeur ou plutôt les valeurs du second membre, quels que soient m et z. Si m est
réel et z égal à p(cosa> -f- \l — isino)), on a
= p'»[cosm((o -4- ikiz)-^ y — isin/n((o -h 2A:7t;J,
le module p"* étant un nombre déterminé. Quand m est un nombre entier, le second membre a toujours la même valeur, quel que soit k\ si, au contraire, m est égal à
une fraction irréductible -> ^"* aura a déterminations
qu'on peut obtenir en donnant successivement à k les valeurs o, i , 2, 3, . . . , g' — i. En effet, pour deux valeurs A^ et k' de k comprises dans cette suite, la différence
ip{k'—k'')-K
des arguments de z^ ne peut être un multiple de 2 7r, puisque q est premier diyQC p et supérieur à k' — Â*''; les valeurs de z'^ seront donc distinctes; d'autre part, une valeur quelconque de k non comprise dans la suite o, 1, 2, ••.,^ — I est égale à un nombre k' de cette suite augmenté d'un multiple nq^ positif ou négatif, de q ; l'argument correspondant de z"^ est
et la valeur de z^ coïncide avec l'une de celles que nous avions d'abord obtenues.
En particulier, nous obtiendrons les racines ^»''"«« de
l'unité en faisant /w=> o = i, a> = o dans l'équa-
lion (lo):
U I = cos h V — 1 sm •
De même que pour Iz, si Ton adopte une certaine détermination de z^ pour 5 = ^oî la continuité déterminera ensuite les variations de z^ quand on fera varier z à partir de Jq-
DÉRIVÉES DES FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES
161. La dérivée f\z) d'une fonction f{z) se définit exactement de la même manière quand la variable est imaginaire et quand elle est réelle ; c'est toujours la limite vers laquelle tend le rapport
quand Az tend vers zéro; la différentielle de/(:;) est toujours /'(:?) rfc.
Les règles du Calcul algébrique s^étendant aux quantités imaginaires, les résultats obtenus dans la différentiation des fonctions algébriques n'ont à subir aucune modiOcation quand la variable devient imaginaire. Il en est de même pour les fonctions exponentielles, logarithmiques et circulaires; on peut se rendre compte, en effet, que le calcul des dérivées de ces fonctions est
fondé sur ce que les rapports — , — et — — tendent vers
Funité quand h tend vers zéro; or la définition de e^ et de sin/i montre que ces rapports ont la même limite quand h n'est plus réel. Et il résulte de ce qui précède que les fonctions élémentaires ont toujours des dérivées bien déterminées.
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SI z est égal à x -^ysj — i , on peut dire que/'(z) est la limite du rapport
Lx -f - tiy y/— I
quand b^x et Ly tendent vers zéro ; l'identité de ce rapport avec la fraction (i) prouve qu'au moins avec les fonctions élémentaires cette limite est la même, quel que soit le rapport de A^ à Aj? ; mais il peut en être tout autrement pour certaines fonctions transcendantes, qui n'ont plus alors de dérivée déterminée.
Quand /'(^) est déterminé, les dérivées partielles de /(s) par rapport à a: et à y s'obtiennent simplement par la règle relative aux fonctions de fonction :
EXERCICES
i. Trouver la différentielle de
y — 1 (cosx -+- /— I sinx).
Solution.
dy =^ ^ — I djc,
O SOUS LA FORME
162. Soit -^ — ( uue fraction qui se réduit â - quand /(x) ^ o ^
x= a. On se propose de déterminer la valeur vers laquelle tend -r— ' lorsque x s^approcbe indéfiniment de
la valeur particulière a. C^est cette valeur limite de •—--
qu^on appelle souvent la vraie valeur de la fraction qui se présente sous la forme indéterminée - • Puisque ç(a) = o ety*(a) = o, on a identiquement
y(jr)--y(fl) a{.r) <p(.r) — ,p(^) fp(jr) jc—a
^ — S ou bien
or, X tendant vers la valeur «, ^^^ ®-LJ, -i-LJ LJ
tendent respectivement, et par définition même, vers c^'(a) et/' (a). Donc
hm -^ — - — ^.^ — - , ou Iim -^ — - = lim -J,-~ •
fK-^) A[<i) A^) J [^)
On arrive encore à ce résultat par la série de Taylor. Supposons que/^"+*^ (a) et y^"+*^ [a) soient les premières
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dérivées qui ne s'annulent pas simultanément pour x=^a\ on aura, en posant j: == a + A dans la formule (9) du n» 130,
d'où
J\u 4- A j ~'/l«+0(a + 9'/i) ' d'où l'on tire, en faisant A = o,
Exemples, i® L'expression devient
pour X = fl. Or la dérivée de x'" — a"* est ma:'"""*, et celle
de j: — a est I ; donc la vraie valeur de est moT^^
pour X = a, quel que soit m.
^ En appliquant la même règle, on trouve que, pour
, . , , JT* — Lax^ -^-Sà^x — a a*
X = a, la vraie valeur de ; ; est o.
On peut le voir autrement, car
donc la fraction donnée est égale à
(.r — fl)*(x — aa) [x — /'/)(jr — aa)
ou •
expression qui devient bien o pour x = a.
3° Soit Pour x = o, cette fonction devient -;
la dérivée de sinx est cosx, et celle de x est i ^ donc la
limite de — j- est 1 pour x = o.
Ce résultat doit être considéré comme une vérification, mais uoQ comme une démonstration, puisque nous n'a-
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vons obtenu la dérivée de sinx qu en nous appuyant sur
ce théorème, que lim est i pour a: = o.
sin'jp 4° En appliquant la même théorie on trouve lim
pour X = o; cette limite est o.
On y arrive aussi de la manière suivante :
sin'jr sinj? _.
liin r= lim X linfi %\xxx = i X o = o.
On aurait de même
,. tan^i^x ,. sinx .. i
hm = hm X hm = i X i =^ i.
X X cosx
5° Limite de . pour x = o.
X — sinj7 ^
On trouve successivement
■^.—^ = = - pour « = o:
y . / ) I — cosa? o
■^„ — = — -. = - pour jr r^r o;
-- — f = = 2 pour X = o.
/'"(x) cosx '
La limite cherchée est donc égale à 2.
On serait parvenu à ce résultat, en remplaçant e*, e"^ et sinx par leurs développements en séries. En effet,
jr> X»
smx = X -4-
Supposons que l'expression ^, — - prenne la
forme —9 pourx=a, il s'agit de déterminer la valeur de lim y7^- On a identiquement
9(-y)__/tx)
or, pour x = aj -r — - et — — r sont nuls. Donc la vraie valeur de cette expression sera la limite du quotient des dérivées de ^rr—r et de -7-79 et Ton aura
/(^) _£(x) "" Lt\')^/(-)^/(-)J'
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OU, en (lésignani par A la limite de ^ — y
A = lim^^ — 'A\
T '; d'où
A oa um = nin ~ •
On retombe ainsi sur la règle donnée dans le cas où
l'expression proposée devient — ; par conséquent, si tx + 1
désire Tordre des dérivées de c(x) et dey*(x) qui, les premières, ne sont pas nulles ou infinies à la fois, on a
La démonstration précédente suppose que A
€*est-à-dire la limite de -^ — 9 est diflTéiente de o ou de
Tinfini ; je dis d^abord que la même r^le subsiste quand A=o. En etTei, g désignant ime constante, Texpression
deviendra encore — pour x = a\ mais sa vraie valeur
est gj puisque A on -j — est nulle. Donc, d'après ce que nous venons de démontrer,
donc
Ainsi, dans ce cas, l'application delà règle générale coudait â la vraie valeur de Texpression.
Il en réduite qu'elle y conduirait encoie si A était in-
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linie, car si -^r— - = x , on a --— 7 = o. Donc ,,. — o,
et par conséquent = 00 •
VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRESHEKT LA FORME O X
i66. Pour trouver la valeur de l'expression <f(^)f(o)^ dans laquelle (f[a) = o eij'{a) = oo , on observe que
expression qui devient - pour x = a.
On peut encore poser
qui devient — pour x = a.
Dans les deux cas, on appliquera les règles précédentes. On trouvera ainsi
lim I (1 — x) tang — 1 == ~ P®"** ^^^^
167. Lorsque les dérivées de ^(x) et de f(x) conduisent à des expressions qui présentent toujours pour x= a la même indétermination que celle dont on cherche la vraie valeur, il faut recourir à des artifices particuliers. Celui qui réussit le plus généralement consiste à remplacer X par a-h h^ k développer les fonctions par la série deTaylor, à opérer toutes les réductions et simplifications possibles, et à faire finalement h = o. Ainsi
/ V y^r — v/fl -f- v/.r — a
^x^ — a* Stvbv. — j4n,t L ' ^ ,
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devient - pour x = a. Le quotient des dérivées
ol V X 2 \fx — a
devient — 9 et les dérivées suivantes donneront ton-
jours — -• Pour déterminer la valeur de l'expression (1), posons X = a -h A 5 elle devient
^a -4- A — ^a -»- y'A ^h^ia -h À
Si Ton multiplie les deux termes de ce rapport par yja -h II -\- ^aj il vient
A -^ y/ï (y/a -4- A -h v/«) ^h \J7.a -T- /i (^a -+- A -r y/fl)
divisant ensuite ces deux termes par sjh^ ou a
^ -h \ja~t- h -\- \ja — , — _ -^* •
^ia -h A ( y/a -+- A H- ^a) expression qui, pour A = o, devient
nJa T
^ ou — =^*
On serait encore parvenu à ce résultat^ en développant v/a -i- A par la formule du binôme.
OU I
168. L'expressiony(x)'*^'^ prend une forme îndéter— minée lorsque les fonctions y* (x) et (f (x) s^annulexit
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toutes les deux pour x = n\ on trouvera sa vraie valeur CD chercliant celle de son logarithme z (x) \f[x).
Par exemple, soit à trouver pour a: = oo la limite
Aef[xY, Le logarithme népérien de cette expression
est S et sa limite est celle de -7 — - • On aura donc
\\taf(x)'z=ze -^^""K
De même, la vraie valeur d'une expression qui prend la forme i* se déduira de la vraie valeur de son logarithme qui prendra la forme 00 xo.
EXTENSION DES RÈGLES PRÉCÉDENTES
169. Les règles pour trouver la valeur des expressions qui deviennent indéterminées quand x =:a subsistent encore lorsque a devient infini, puisqu'elles sont vraies quelque grand que soit a; mais la démonstration ne pourrait plus se faire de la même manière. Nous allons arriver directement à ces règles dans le cas d'une expression qui prend la forme - pour x == 00 • Â cet effet,
soit X = - ; on aura
d'où
lim^^^H^'Vr
Or pour T = 00 , on ^y = o : donc
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OU bien
liiD Ir — = Iim — )^^— = iim >,^-
Mais avant d'appliquer les règles il faudra bien s^assarer
que Texpression proposée, ainsi que vtV-:' approche
d'une limite quand x tend vers Tinfini. Par exemple, l'expression
cosj;
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
Extension du théorème de Taylor anz fonctions de plusieurs Yariables. — Extension du théorème de Maclaurin. — Propriétés des fonctions homogènes.
EXTEirSIOn DU THÉORÈME DE TATLOR.
470. Soît u z=zf{xyjr) une fonction de deux variables. Pour développery (x -f- A, jr-f. A) suivant les puissances de h et de A*, on change d'abord x en .r + ht^ y en jr-f-ht et, dans le résultaty(x-i- Af, ^-f-A/) développé suivant le} puissances ascendantes de t par la formule de Maclaurin, on fait f = i.
Soit donc
si Ton pose, pour simpliGer la notalion,
x-^At=p et jr^At = qy
Maintenant on a, d'après la série de Maclaurin,
et
Mais, à cause de f (£) = U,
puisque Ton a
d/j --^ hdt, dq = kdt\
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donc
dp dq
Si Ton désigne ^' (^) par U', U^ sera encore nne fonction de p et de </, et Ton aura
^ ' dp aq dp' dpdq dq^
Maïs le dernier membre n'est autre chose que le développement de ( — - A H- — ^ I dans lequel on aurait
remplacé ^U* par ^*U; on peut donc écrire la formule symbolique
on aura de même et, en général,
«:e qu^on démontrera aisément en faisant voir (comme pour les différentielles totales des fonctions de plusieurs variables) qu'une nouvelle différentiation revient a naulti plier chaque terme de l'expression symbolique par
---- h + - — kj puis à changer les exposants de dU eu indices de différentiation.
Ainsi donc on aura généralement
^ ^ ^ dp" dp'^-'dq
i \ax dy
On a d ailleurs
I r/rfu , . tl\^
expression dans laquelle il faut remplacer p par x + SA, etç parj^H-Ôi.
172. Comme heik sont les accroissements arbitraires des variables indépendantes xet^, on peut les remplacer par djc et dy^ ce qui change <^' (o) en du, ^" (o) en
couvs
D ÀHiLTSE.
rf*/i, etc
., et i
il vient
d^u -hdu-^
On parviendrait de la même manière à la formule
d^u d'u = a-f-£/aH h... H hR,
OÙ
I Vf^V, dV , dV , \c)
i.tl. , .n \_\iip di/ dr /
(du , du , du , \^"^T
Dans cette expression symbolique, on a
et 0 représente une fraction positive.
Quand on reconnaît que le reste R peut devenir plus petit que toute quantité donnée, lorsque n est assez grand, la série indéfinie qui forme le second membre de Téquation (2) est convergente et a pour somme f(x -f- A, j^ 4- A, z -f- /,.••) • C'est la série de Taylor étendue k un nombre quelconque de variables.
173. On peut faire voir ici, comme pour les fonctions d*une seule varîable, qu'en prenant h et k assez petits, un terme quelconque du développement, s'il n'est pas nul, surpassera en valeur absolue le reste de la série, à partir de ce terme.
Ainsi soit, dans la série (1)9 le terme
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R dp* di* \ ffp"-^ dq djc^-' dxJ h
dx" da^'-'dy h
après avoir divisé les deux termes de la fraction par /i", Or, pour A = o et A= o, -; — -— -- devient -- — :
' ^ dfJ^dq'*-* djc^iij'*'
donc, en prenant A et Ar assez petits, le numérateur pourra être rendu plus petit que toute quantité donnée, puisqu'il se compose de groupes de termes qui tendent séparément vers zéro^ landis que le dénominateur a une limite différente de zéro^ donc, etc.
EXTENSION DC THÉORÈME DE MACLAVRIN
174. Supposons que, dans le développement de f[x -f- A, jr 4- A) du n® 171 , on fasse x = o, j^ = o. Dé-
(diùi i'da\ j .
signons par Wo? ( t- 1 ^ ( y- 1 > • • • > ce que deviennent u,
du du : dy On aura
^,-^,...,poura:=o, j = o.
Cette formule deviendra, en remplaçant h par x, /rpar^,
et Ton aura
dp
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expression dans laquelle on doit faire ar = o, ^ = o, et remplacer A par x, k parj^, p par Ox et q par 9y. Lorsque R tend vers o à mesure que n augmente, le second membre de la formule (3) doniie lieu à une série convergente qui a pour somme /(x, j). C'est la série de Maclaurin étendue aux fonctions de deux variables On retendrait de la même manière aux fonctions d'un nombre quelconque de variables*
FONCTIONS HOMOGÈNES
175. Une fonction est dite homogène^ lorsqu'en multipliant les variables qu'elle contient par un même facteur, le résultat est égal à la valeur primitive de la fonction multipliée par une certaine puissance de ce facteur. Ainsi J {x^ j'y z) sera une fonction homogène si Ton a
m est dit le degré de la fonction.
1 76. Si Von diifise une fonction homogène du m***"* de^ gré par une des variables élevée à la puissance m, la fonction ne dépendra plus que des rapports des autres variables à celle-ci.
En effet, posons /x = i, on aura t = -» et la relation
devient
/[tx,ty,tz)=rf[x,ry^)
Réciproquement^ si cette condition est remplie, la fonction est homogène. En effet, si
on a
Élîininanl la fonction o, il vient (isuc^^^r f^* '■ r ' 7 ^)
ce qui démontre que la fonctîony(jf,^, z) est homogène.
177. Les dérivées partielles et du premier ordre de toute fonction homogène du m''"" degrés /['^'ij'i ^)j sont des Jonctions homogènes du [m — jj'*'"' degré.
Soie, en effet, ^^-^ — = 9 (-^0' ^) î oi a (^'^y
f[tx, tjr, tz) = r/(^, J, 2) ;
d*où, en prenant la dérivée des deux membres par rapport à X,
^{tx^ îy. tz) t = r y;;r, y, z]\
ce qui revient à
(J.(/X, //, tz) -:-. r-'(p(j-, J, 2' ;
donc (176, récipr.) (p (x, /, z ) ou — ^' *^--^ — ^ est une fonction homogène du [m — i )*«'"« degré.
Pour toute fonction homogène, on a (173) Posons
on aura, u désignant /(x, y^ c ) ,
(fl) /(x-f-ax, j -4- aj, « -f- az; =r (i -f- a)"».
Or, la série deTaylor étendue aux fonctions de plusieurs
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variables (172) donne
(du fiu du \
a} (du du
l .2.\nx djr
puis le développement du binôme donne
/ X m [m — i) . (i -f- et pu •= u -h mua H aor
(* / r.f. C4« du \ O
Comme réquatîon (a] est identique, il en résulte
du du du
^ ' dx dy"^ dz
, , [du du du Y^) , ,
{ du du du \ '*) , . , ,
(3) l;s*-^rfP^-*-rfF") =«{«-') ("-a)».
La relation (i), la plus importante, montre que la somme des dériyéjs partielles d'une fonction homogène, multipliées respectii^ement par la variable correspond dante^ est égale à la fonction multipliée par son degré»
d79. Exemple.
a ^ Ax» -f- By -+■ Cz* -+• 2D/« -f- 2Ex« 4- 2F x/.
-— = 2Ax-f- 2E« 4- 2F/,
eùjc
du
-- = 2 B r 4- 2 Da -{- 2Fx,
djr
dn ^ ^ «
-— = 2C» -i-2D/4-2Ejr,
az
d*où
du du du
dx dy dz
'^ X l Ax' -f- B^ -i- C5»4- 2 D^s -+- 2 Ex;8 -h 2 Fxy) = 7, «,
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180. L'identité (i) peut s'obtenir directement comme il suit.
Posant
IX = p, tj =zq, iz = r,
on a
d'où il résulte, en prenant la dérivée des deux membres par rapport à t,
'(fiPff^r) ^ ^ d/(p,q,r) ^ df{p,q,r\ ^ dp tiq dr
z=mt^'f[x,y,z).
Cette identité a lieu pour toutes les valeurs de /^ or si f = 1,
4f(p^ y> r) df(p, q^ r) df[p,q,r) dp dq dr
deviennent respectivement
du du du
dx dx dz
donc
, ^ du du du
il) X-- h r-;- -4-Z-7 ==wa.
* dx dy dz
181. Pour démontrer directement la relation (2), il faut dilTérentier l'équation (1) par rapport à x, à j^ et à z ; ce qui donne
rf»/i d^u * dx^ ' ^ dxdy
d'u dzdx
du du dx '" dx
dxftj ^ dy
du du
djr dy
" dydz
dxdz dydz
du du
dz dz
Ajoutons ces équations respectivement multipliées par
i-| coums d'ahaltse.
x^y^ z^ puis retraDchoDS des deux membres de réquation résultante la quantité
du du, du,
X -J Y -4- Zm
dx • <r ^*
il viendra
du du du \ ^'')
, au au . — . - - .
I — jc -h -r- Y -{- -r ^ \ =^m[m — Va,
On obtiendrait de la même manière les équations (3 ) , ( 4) et suivantes (178).
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MAXaiUM ET MINIMUM DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.
Maximums et minimums des fonctions d'une seule variable indépendante. •^ Applications. — Maximums et minimums d'une fonction implicite.
MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS D UNE SEULS
YÀRIABLE INDÉPENDANTE.
182, Soîty*(x) une fonciion d'une seule variable x, S!, en faisant croître j:, la fonction prend une valeur réelle qui surpasse celles qui la précèdent et celles qui la suivent immédiatement, cette valeur de la fonction est dite un maximum. On appelle minimum une valeur moindre que les valeurs voisines.
Sîf(x) devient un maximum pour x = a^ la différence y' (a -h A) — f{^) sera négatii^e^ quel que soit le signe de A, pourvu qu on prenne h suffîsamment petit. Cette différence serai t^05iV<Ve si y'(a) était un minimum.
183. Une fonction peut avoir plusieurs maximums et minimums qui se succèdent alternativement, si la fonction est continue. Un maximun peut être moindre qu'un minimum. Un maximum négatif devient un minimum quand on fait abstraction de son signe, et de même un minimum négatif pris positivement devient un maximum.
Ces diverses conséquences de la definition sont rendues manifestes par Tinspection de la courbe sinueuse A6CDE.
Soit j^ =/(x) l'ë-
1^6 cocEs d'ahai-tse.
quatioD de celte courbe; les Yaleurs maximum et minimum de f(^Jc) sont évidemment les ordonnées des points A, B, etc., où la tangente est parallèle à Taxe des x. On voit que Tordonnée du point A, qui est un maximum, est moindre que l'ordonnée du point D, qui est un mimimum, et que Tordonnée du point B, qui est un maximum en valeur absolue, est un minimum quand on la prend avec son signe.
184. On sait que la fonction /(x) croît continuellement lorsqu'en faisant croître x, dans un certain intervalle, la dérivéey' (x) reste constamment positive, et que f(x) décroit au contraire quand la dérivée est négative. La fonction y (x) ne devient donc ni maximum ni minimum tant que, x croissant, la fonction dérivée conserve le même signe. Mais si la dérivée change de signe lorsque x atteint et dépasse une certaine valeur a, alors la fonction y (x) deviendra, pour cette valeur, un maxi^ mum si la dérivée passe du positif au négatifs ou un minimum si la dérivée passe du négatif au positif Cette dérivée ne peut d'ailleurs changer de signe qu en s'évanouissant, ou bien encore en devenant discontinue ou inGnie. Ainsi, les valeurs de x qui rendent y*(x) maximum ou minimum sont uniquement celles pour lesquelles y' (x) devient nulle, inGnie ou discontinue en changeant de signe.
1H5. Ordinairement le maximum et le minimum répondent à des valeurs de x pour lesquelles la fonction dérivée change de signe en s'évanouissant et en restant Gnie et continue. Dans ce cas, on peut établir les conditions du maximum et celles du minimum à Taide de la série de Taylor. On a d'abord
f{x -+. h) —f[x] -^ //'(or) -+- R.
Siy{x) n'est pas nulle, la diflerence/(x-|-A) — f(jc) a le même signe que hf (x). Cette dillérence change donc
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de signe avec A; donc/(x) n'est, dans ce cas, ni maicimam ni minimum.
Mais siy'(.r) esi nulle et si/"(.r) ne l'est pas, on a
alors, quel que soit le signe de /i, /{x-hh) — f(^) a le même signe que f" (r). Donc, sîy*''(x) est positive pour la valeur de x que Ton considère et qui annule^"' (x), f(x) est un minimum, et sif^^(x) est négative, ^(x) est UD maximum.
Mais siy'(.r) est nulle, on aura
et sî /'" ( r) n'est pas nulle, f(x-{' h) — /(x) changera de signe avec h 'f(x) ne sera ni maximum ni minimum. Siy'"(x) = o, on aura
ety*(x) sera un minimum ou un maximum selon que /*^ (x) sera posiiive ou négative pour la valeur de x qui annuley'(x),^''(x),y'' (x) , et ainsi de suite.
186. En général, quand une valeur de x annule quelques-unes des dérii'ées successives f* (x), y'' ( r), . . . , il la première déris^ée qu'elle n^ annula pas est d'ordre pair^ la fonction f(x) est un minimum ou un maximum, selon que cette déris^ée est posili^^e ou négative; mais il TLy a ni maximum ni minimum, si la première dérivée qui ne s'^ annule pas est d'' ordre impair.
Cette règle s'accorde avec celle que nous avons donnée plus haut (n^ 18^); car si, par exemple, les trois premières dérivées s'annulent, on aura, eu appliquant la série de Taylor à la dérivée,
Stcbm. — An.^ I. 12
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et Ton voit bien quey (x) changera de signe avec h. H est clair quey'(x) ne changerait pas de signe avec k si la première dérivée qui ne s'annule pas était d'ordre impair.
APPLICATIONS
187. 1® Minimum de af. Comme il revient au même Je faire la recherche du minimum sur le logarithme népérien de cette expression, posons
on aura
/'(ar) = i-f.lx et /'(x) = -.
Or si Ton fait
Ijt ==o
on a
Comme
\x=i — I, d'où
on en conclut que x* est minimum pour x= -
Fig. 8.
2** On donne deux points A et B, situés dans deux
milieux différents^ séparés par une surface plane P. Un mo^ bile se meut dans le premier milieu auec une vitesse uni^ forme u, et dans le second milieu awec une vitesse uniforme t^-^ on demande le chemin ARB que ce mobile doit suii^re pour se rendre de A en B dans /e temps le plus court.
Il est clair d'abord que ce chemin doit être composé de lignes droites. Je dis ensuite que la ligne brisée qui résout le problème doit être dans le plan ABCD, cou-
duit par les perpendiculaires ÂC, 6D au plan P. En eflet, supposons que cette ligne soit AGB et qu^elle rencontre le plan P au point G non situé dans le plan ABCD. Menons GL perpendiculaire à CD, et joignons AL et BL. Les triangles AGL et BGL étant rectangles en L. on a AL < AG et BL <^ BG; par suite, le mobile ira plus rapidement du point A au point B en suivant le chemin ALB qu*en suivant le chemin AGB.
Cherchons donc, dans le plan ABCD, perpendiculaire au plan P, la ligne AHB, qui est parcourue par le mobile dans le moindre temps possible. Soient
AC = rt, BD=:A, CD~c et CB=:j-;
le temps que le mobile emploie pour aller de A en H
AH da^~^x^ , . ... ,, j --
est — = , et celui qu il met pour aller de n
^ ^ BH i^b^^(c--xy . 1 r •
eo b est — = ; par suite, la fonction
qu'il s'agît de rendre un minimum est
Posons donc
/' [x) ou —^_ '—=_-. -^— = o,
u yfl' -T- x» V ^b^ -h [c — xy
ou bien
Si l'on voulait tirer de cette équation la valeur de x, il faudrait en élever les deux membres au carré, et l'on aurait ensuite à résoudre une équation du quatrième degré. Mais comme
^ =:sinCAHi:sinAHK,
y'fl» -h X' e — X
r =9inHBDz-zsinBHI,
i8o couns d'analyse.
on voil que, dans le cas du minimum [la fonction y* (j;)
n*a pas évidemment de maximum], on a
sin AHK sin BHI sin AHK n
OU
u V sinBUi V
Dans la théorie de la lumière, la quantité ~i rapport
des vitesses de la lumière dans les deux milieux, est Tindice de la réfraction de la lumière, au passage du premier milieu dans le second.
3° f{x)z= /!*-{- 1COSX -h e-*.
On a
y (.r) z=z c* — •>, sinx — tf~',
Si Ton égale y ( c) à o, on a x = o, valeur qui, substituée dansy*(j:'), donne/(o) = 4-
Pour savoir si c'est un maximum ou un minimum, substituons o à la place de x dans y*" (x). Comme y (o) = o, il faut aller plus loin. Or
/'"[x]=:f*-^ lûnx — er-* et /"(j:) =^ <?*-+- 2C0SJ:-f- r"^,
d'où Ton tire
r{o)--^o et /-(o) = 4;
doncy((>) = 4 est un minimum de f[oc).
4** Trouver la distance minimum d'un point donné M (a, b) à une courbe dont on connaît V équation
Joignons MK, K étant un point quelconque de la courbe. On aura
Mk'= (a: — £i)» -I- (> — A)^
En égalant à zéro la différentielle de cette expression, nous aurons
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équation qui revient à
y — h (Iy
jc — a dx
dy
Or cette relation entre — j coefficient angulaire de la tan-
dx
génie à la courbe donnée au point (x,j^), et » coef-
Dcient angulaire de la droite MK, montre que ces deux droites sont perpendiculaires entre elles. Donc la droite minimum doit couper la courbe donnée à angle droit.
Si la dislance MK était susceptible d'un maximum, on le trouverait encore par la résolution des équations (i)
Considérons en particulier le cercle dont réquation est
dr
On aura -^ = ? et la relation (2) deviendra
ou bien* après réduction,
Fig- 9-
Ainsi, pour déterminer x et j^, nous aurons les deux équations
qui, prises simultanément, représentent les points d'inlersectîon du cercle donné avec la droite MO. Alors KM sera la distance minimum, et K'M la. dislance maximum,
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comme on le verra facilement en considérant les dérivées suivantes.
Mais il se présente ici une singularité que Ton peut rependant expliquer par la défînition même des maximums et des minimums.
Supposons que le point donné soit le point N situé sur Taxe des abscisses à une distance a du centre. Le carré de la distance NH sera représenté par l'expression
ou bien par
Or la dérivée de cette expression est une quantité constante ( — aa) qui, par conséquent, ne peut être égalée à zéro. Ainsi, quoiqu'il existe une distance minimum qui est NA, on ne l'obiient pas par notre procédé. Cela vient de ce que, d'après la définition, une fonction est niîiiî* mum pour une certaine valeur de la variable, lorsqu'elle augmente pour des valeurs plus grandes et plus petites de cette variable. Or, si NH est considérée comme une fonction de x, NA n'est plus un minimum dans le sens que nous venons dédire, puisque cette fonction, réelle pour des valeurs do x moindres que r, devient imaginaire pour des valeurs plus grandes.
Cette fonction est nulle pour a: = o et pour j: = fe. H est clair qu'entre les deux valeurs o et i, il y en aura au moins une pour laquelle elle sera maximum; en prenant la dérivée, on aura
f'{x) — maf^' {h — x)" — nx^{ù — jc)"-' —, jjw— I ^^ — t)"-' [mh — mx — nx).
Il faudra donc poser
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ce qui donne les trois valeurs
rnb
A la première correspond un maximum, car la dérivée passe évidemment du positif au négatif quand x dépasse
la valeur — — • m -r- n
Si m est pair, à la valeur o correspondra une valeur minimum de la fonction, mais dans ce cas seulement. En eflfet, pour des valeurs positives ou négatives trèsvoisines de zéro, les facteurs de la dérivée, (b — a:)"~* et mb — (m-\-n)x, sont toujours positifs, tandis que le facteur jc"""* passe du négatif au positif, puisque m est pair : la fonction sera un minimum dans ce cas. Mais si m est impair, aucun des facteurs de la dérivée ne changera de signe, et il n^y aura ni maximum ni minimum.
On verra de même qu'à la valeur b il correspondra un minimum si n est pair, mais qu'il n'y aura ni maximum ni minimum si n est impair.
HAXIMVlfS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES d'uNB
Soit
X^ — 2mxf -f- .r' =^ u
une équation qui détermine y en fonction de x. On peut trouver les maximums et les minimums de jr sans la résoudre. En effet, la difTérentiation de cette équation
donne
d'où
djr my — x
dx y — mx
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Comme les valeurs de x qui répondent à des maximums ou à des minimums de y doivent satisfaire à la condition
on aura ces valeurs en résolvant les deux équations
189. Supposons, pour plus de généralitr, que Ton ait trois équations entre quatre inconnues :
9{^9 Xi 2, /r — o,
L^une quelconque des variables, x par exemple, étant prise pour variable indépendante, les trois autres seront des fonctions de celle-ci. Considérons en particulier la fonction u. Pour trouver les valeurs de x, ainsi que les valeurs correspondantes de j^ et de 2, qui donnent des maximums ou des minimums de 11^ on observe que, dans le cas ordinaire du maximum ou du minimum, on a
du dx
D'après cela, la différentiation immédiate des équations (1) donne, en y regardant j^, z et u comme des
fonctions de x et supprimant les termes où entre —9
dx
df df dy df dz
dx dy dx dz dx
, d^ d^ dy dff dz
^ ' ^ dx dy dx dz dx '
d^ d'^ dy d-^ dz
dx dy dx dz dx
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On élimine -.- et -r- et Ton obtient une équation, dx dx
(3) F(x, jr, z, «)=o,
qui, jointe aux équations (i), détermine les valeurs de X, y^ z et M.
En diflerentiant de nouveau les équations (i), on o))-
tiendra — r« On y substituera les valeurs trouvées pour
x^y^ z^ II, et, selon que le résultat sera positif ou négatif, u sera un minimum ou un maximum.
L'élimination de -- et de -7- entre les équations (2)
dx dx * ^ '
peut se faire eu ajoutant ces équations mulipliées respectivement par I, X et fx, et choisissant les indéterminées i et /JL de manière que dans le résultat les coefficients
de -^ et de — soient nuls. On remplace ainsi les équa-
tions (2) par celles-ci :
df d(^ d"^
dx dx '^ dx '
dy^ df d'if
dz dz dz
L'élimination de X et de /x conduit quelquefois plus rapidément à Téquation (3) que celle de — et de — entre
OX ilX
les équations (7).
190. Soient à déterminer les maximums ou les minimums d'une fonction explicite F(x, j", z, ry), x, y^ z et u étant des variables liées entre elles par les équations
(') \ tC*^, r» «I «) = o»
^[^y ïy «> «) = <>•
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L'une des variables, x par exemple, étant regardée comme indépendante, j^, z, u, (F, jt*, y^ z^ u) seront des fonctions de x.
Si Ton joint aux équations (i) la suivante,
on voit que la nouvelle question est un cas particulier de la précédente, savoir celui dans lequel la fonction implicite v^ dont on cherche les maximums et les minimums, n'entre que dans une seule des équations (i).
EXERCICES
\ . Quel est le plus grand quadrilatère que l'on puisse former avec quatre côtés donnés?
Solution. — Le quadrilatère inscriptible.
2. Trouver sur une circonférence donnée un point tel, que la somme de ses distances à deux points donnés soit un maximum oa un minimum.
Solution. — Le point de contact de la circonférence et d'une ellipse, tangente au cercle, ayant pour foyers les deux points donnés.
3. Inscrire dans une sphère donnée un cône dont la surface totaie soit un maximum.
Solution. — En désignant par x la hauteur du cône et par r le rayon de la sphère, on a
4. Circonscrire à une sphère donnée un cône dont le volume soit un minimum.
Sollt:ion. — Mômes notations.
X --- 4r, vol. max. ^ -7rr
î$. Parmi toutes les paraboles que peuvent décrire des pesants partant d'un point donné avec une vitesse donnée, celle qui a l'aire la plus grande.
SoLLTiON. — Parabole décrite par un corps lancé dans une <firection inclinée de 60 degrés à l'horizon.
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6. Parmi tontes les cordes d'une même longueur inscrites dans une courbe donnée, déterminer celle qui retranche le plus grand ou le plus petit segment.
Solution. — La corde doit faire des angles égaux avec les tangentes menées à la courbe par ses extrémités.
7, Deux roues circulaires extérieures Vune a l'autre sur un même plan tournent uniformément autour de leurs centres fixes, l'une jaisant deux tours, l'autre trois tours par seconde. Déterminer les époques et les positions des deux rbues pour lesquelles deu v points marqués sur leurs circonférences seront à la plus petite ou à la plus grande distance l'un de l'autre.
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VARIABLES INDÉPENDANTES
191. On dit qu'une valeur particulière et réelle d'une fonction de plusieurs variables indépendantes y*(jr,^, r) est un maximum, quand elle surpasse toutes les valeurs voisines de cette fonction, c'est-à-dire celles qu'on obtiendrait en donnant aux variables des valeurs très-peu différentes de celles que Ton considère. On appelle minimum d'une fonction une valeur particulière moindre que toutes les valeurs voisines. La différence
doit donc être constamment négatwe pour des valeurs suffisamment petites et aussi petites que Ton voudra, de h y k et/, quandy(j:, 7% z) est un maximum, quels que soient les signes de A, A" et /; au contraire, cette différence est constamment positwe quandy'(x, j^, z) est un minimum. Supposons que la fonction u =y [^'tj^ ^) soit un maximum ou un minimum pour x == a^ j = h^ z = c. Si dans cette fonction on attribue k jet à z les valeurs fixes b et c, et qu'on ne fasse varier que x, elle sera encore un maximum ou un minimum pour x =. n. Par conséquent, il
faudra que, pour a: = a, j =.h^ z = c^ — soit nulle,
infinie ou discontinue. On dira la même cliose de -;- et
de -7- • Donc les valeurs de x, j^ z qui rendent u, maxi -
mum ou minimum se trouvent parmi celles qui rendent
I 1, . , (iti ffii du ,, • /» . j-
les dérivées -7-5 — ? - nulles, infimes ou discontinues. ax dy dz
192. En se bornant au cas où ces dérivées sont continues, on peut recourir à la série de Taylor pour distinguer, parmi les solulions du système,
du du du
dx dy dz
celles qui répondent à des maximums ou à des minimums. En effet, on a A li ou
/•/ » # .X >./ X du , du . du , ^
/x-h/i, 74-X-, z-\-l)—f[x,y,z):=i-'h'\~--k'fr 3-/4-R.
dx dy dz
Or on peut toujours prendre /i, hell assez petits pour que la somme des valeurs absolues des termes qui contiennent h^ k ci l au même degré surpasse la valeur absolue du reste R correspondant: d'ailleurs, dans la question qui nous occupe, on doit regarder A, /r et / comme pouvant être plus petits que toute quantité donnée^ et en même temps comme ayant des signes quelconques ^ donc : i^ Au doit avoir le même signe que
du du du
dx ' dy dz *
2*^ si Ton n'avait pas à la fois
du du du
cU^"' ^ = °' ^ = °'
f{x^ y^ z) ne pourrait être ni un maximum ni un minioium, puisque en changeant simplement les signes de A, h et /, sans changer leur valeur absolue, on change-
, . ^ du j dti dit . . , ,
rail le signe de -rii-\ — r*^-^ — vh ^^^ par suite, celui
^ dx dy dz ^
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de Au. Nous retrouvons ainsi les conditions précédemment obtenues (191).
i93. Cherchons maintenant quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que f[jc^ y, z) soit un minimum ou un maximum.
La différentielle totale du premier ordre étant nulle, on aura
Aairr— AA'-t-BA»-rC/^-t-2DAX -H 2E/i/4- 2FX/) -+- R, 1.2'
ou bien
Aa= -c/*«4-R.
Admettons d'abord que les coefficients A, B, C, D, E, F, qui, pour abréger, désignent les dérivées partielles du
second ordre, -— j --—-5 etc., ne soient pas tous nuls à la
dx* dy* *
fois pour les valeurs considérées de x^j^ z, c'est-à-dire pour celles qui annulent les dérivées du premier ordre du du du dx dy dz
Si d^u n'est pas identiquement nulle, il peut arriver trois cas :i^ d*u pourra changer de signe, alors il n'y aura ni maximum ni minimum^ 2^ d*u conservera toujours le même signe, alors u sera maximum ou minimum selon que d*u sera négative ou positive; 3^ d^ u sera nulle pour certaines valeurs de h^ Ar, /, mais sans jamais changer de signe, alors on ne peut dire, sans pousser plus loin le développement de Au, si la fonction est un maximum ou un minimum.
Nous nous contenterons de chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour que d*u ou la fonction
A/j» -4- BX^ 4- en -h 2 D/iX -f- 2 EA/ -f- 2 FX7
soit constamment positive, qnels que soient les signes de //, fi\ /« pour de très-petites valeurs de ces trois quantités.
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Mais comme cette expression est une fonction homogène de A, h et /, en la mettant sous la forme
on voit que, si elle est positive pour Je très-pelites valeurs de h, kj /, elle le sera encore pour des valeurs aussi grandes que Ton voudra de ces variables, pourvu que leurs rapports ne changent pas. Ainsi, il sera nécessaire et suffisant que l'expression
soit positive pour toutes les valeurs réelles deh^ k et /.
Observons maintenant que si Tun des coeflicients des carrés, A par exemple, était nul, les coefficients des termes qui contiennent A, c'est-à-dire D et E, seraient aussi nuls. En effet, dans ce cas, on a
PA+Q
en posant
P = 2 ( D ^ -^ E /) , Q == B / = -h C/' — 2 FiJ/ ,
P et Q étant indépendants de h] si, après avoir donné des valeurs arbitraires à /r et à /, on fait
/i rn — -- 4- a, puis ensuite A = ~ — a,
les résultats de celte substitution seront Pa dans le premier cas, et — Pa dans le second. Donc, si P n'était pas nu! identiquement, d^u pourrait changer de signe. Par conséquent, Fégalité A = o entraîne les suivantes :
Il résulte de là que les coefficients A, B, C ne sont pas nuls à la fois^ car, s'il en était ainsi, la fonction d*u s'annulerait d'elle-même, contrairement à notre supposition.
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Supposons donc que A, par exemple^ ne soit pas nul^ je dis que A sera positif; car si l'on pose A" = o et / = o, la fonction se réduit au terme A A' qui, pour être positif, exige que A soit positif. Une première condition nécessaire dans le cas du minimum est donc
Maintenant, on peut mettre d^u ou la fonction AA» 4- B^» 4- C/* 4- 2 DhA 4- 2EA/ 4- ^TAl sous la forme
aU^-Jt ih .^i±-L'\ 4- BA> 4- C/' H- 2 F^/,
ou bien encore, en complétant le carré dont les deux premiers termes sont dans la parenthèse,
Si l'on pose, pour abréger,
ou devra donc avoir, pour toutes les valeurs de A, h^ /,
A/'//4-5i±l/y4-G^«4-I/>4-2MW>
Si G était nul, la fonction considérée se réduirait pour
DX4-E/ h = -^—
Ce binôme ne peut être positif pour toutes les valeurs de / et de A que si M = o ; mais d*a pouvant alors être
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mis sous la forme
cette différentielle s'annulerait pour la valeur / == o jointe à une infinité d'autres valeurs de k et de A, cas particulier qne nous avons écarté.
Soit donc G différent de o : si l'on fait
iz= o cl h = — --^,
la fonction se réduit à Gk*, et comme ce résultat doit être positif pour toutes les valeurs de A, on en déduit que G doit être positif. Ainsi, une seconde condition, nécessaire dans le cas du minimum, est
Maintenant, abstraction faite du premier terme, le reste du polynôme pourra s'écrire
ou
en complétant le carré dans la parenthèse, et posant, pour abréger,
Donc la diiférentielle seconde d^u pourra être mise sous la forme
et Ton reconnaîtra) comme plus haut, que Ton doit avoir (3) N>o.
Stckx. — j^n., I. l3
Ainsi, en général, Irois conditions^
sont nécessaires pour quey(x, ^, z) soit un minimum. Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes^ car, si elles sont remplies, l'expression
c'est-à-dire ^*u, sera positive pour toutes les valeurs réelles de /i, k et /.
194. Sif{x^j'^ z) est un maximum, il faudra, pour les mêmes raisons, que Ton ait
AA»-hBXM . .. H-2F^/<o,
ou bien
— AA»— B>t»— ... — 2FX/>o
pour toutes les valeurs réelles de A, Ar, /. On aura donc les conditions nécessaires et suffisantes du maximum, en remplaçant, dans les trois conditions trouvées plus haut, A par — A, B par — B, . . . , F par — F.
195. S'il arrivait que les quotients différentiels A, B, C, D, E, F fussent tous nuls, pour les valeurs de x^jr et x tirées des équations
du du du
on verrait facilement que tous les quotients diflférentiels du troisième ordre devraient s*annu)er d'eux-mêmes. Mais nous n'irons pas plus loin, parce que les conditions qui^ dans le cas du maximum ou du minimum y(x, jr, x), doivent alors être remplies par les quotients différentiels du quatrième ordre, deviennent beaucoup trop compli^ quées.
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MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES DB PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES.
Soient ]es équations
I/(-2?, r, »> tt, «'l - o> <p(ar, j, z, «, i') ". o, >[»(x, y, a, H, J») =0.
Si Ton considère deux des yariables, par exemple x
et y^ comme indépendantes, z, u, ^ seront des fonctions
de X et de ^ déterminées par ces équations. Pour rendre
maximum ou minimum la fonction v^ par exemple, il
faut, d'après la règle donnée précédemment^ résoudre
les équations
d9 dv
Par suite, on doit avoir
dv ^ dç ^
c*cst-à-dire que la différentielle totale de x^ doit être nulle.
Si l'ondifférentie les équations (i) en faisant attention que dy = o, il viendra
df ^ df ^ df ^ df ^ dx dy dz du
(a) { -^dx '^-^dx-{--^dz-^-^du = o,
^ ^ dx dy dz du
dx dx dz du
Dans ces équations, dx^ dy sont des constantes, et dz^ du sont les diflerentielles totales de u et de z considérées comme des fonctions de x et de y.
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En éliminant dz et du entre les équations (2), on ob^ tiendra une équation de la forme
qui devra être vérifiée, dans le cas du raaicimum comme dans celui du minimum, par les valeurs correspondantes des variables x et y. Par suite, puisque dx et djr n'ont aucune dépendance entre elles, il faudra que l'on ait
Les équations (i) et (3) donneront les valeurs cliercbées de a:, jr^ z, m, i^.
Pour savoir si la valeur correspondante de la fonction est maximum ou minimum, il restera à examiner si la différentielle totale d* v garde toujours le même signe.
197. Ce qu'on vient de dire renferme comme cas particulier la détermination des maximums et des minimums des fonctions de plusieurs variables indépendantes liées entre elles par un certain nombre d'équations.
Ainsi, supposons qu'il s'agisse d'une fonction
v:=¥[x^ r, «, «) et que l'on ait en outre les relations
On voit que cela revient à changer, dans la question, précédente, y* (x, y^ z^ u, v) en F [oc^y^ z, u) — t', et à supposer les fonctions ^ et (|/ indépendantes de 1^.
EXERCICES
\ . Trouver la plus courte distance de deux droites dans i^espffce données par leurs équations^
SoLUTxOiN. — Les équations des droites étant
i x = az-\-p, ( x — a'z-Jrï^f
QUINZIEME LEÇOIT. IQJ
la plus courte distance est
(a^n')iq-q')-^{b'- h') ip - p') ^' ^ L
2. Parmi les parallélipipèdes de même surface, assigner celui qui a le plus grand volume.
Solution. — Le cube.
3. Mener par un point donné la ligne droite la plus courte entre deux courbes données datis un plan.
Solution. — I^s normales aux extrémités de la droite minimum doivent rencontrer au même point la perpendiculaire à cette droite menée par le point donné.
4. Déterminer y dans une surface du second degré ^ le plus grand et le plus petit des rayons vecteurs partant du centre,
5. Déterminer dans l'espace un point tel, qu'une fonction de ses distances à des points donnes soit un maximum ou un minimum.
Solution. — Si /?, /?', /?",..., sont les distances en question, et ti — f(p,p\ p\. ..) la fonction qui doit être un maximum ou un minimum, il faudra que le point M reste en équilibre sous Taction
de forces proportionnelles à -r-j A—,, -r-Ti) • • • » et dirigées suivant
dp dp dp
les droites/?,/?', />',... [Annales de Gergonne^ i, XIV, p. ii8).
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Soit
rëqiialion d'une courbe plane AMM'. Sî MT est la tangente au point IVl (x^j ) de celte courbe^ on aura, en supposant les axes rectangulaires,
UngMTx = lim -^ = -;- :
® ùkx dx
Fig. 10.
par conséquent, en désignant par X et Y les coordonnées courantes d'un point quelconque de la tangente, Téquation de cette droite sera
Si l'on remplace ^- par sa valeur tirée de Téquaiion de la courbe, l'équation de la tangente deviendra
L*équatîon de la tangente conserve la même forme
lorsque les axes sont obliques. En effet, si x et j' sont les coordonnées du point de contact M, d'une tangente MT à la courbe AMM', Tequation de cette tangente sera de la forme
Or la sécante M'MS a pour équation
y-jr:=:û'(X-a:;i,
eta est la limite de a', lorsque le point M' se confond
avec le point M.
Menons MP et M'P' parallèles à Oy, et MQ parallèle
à Ox ^ on aura
Mais donc
MQ
M'Q=:A7 et MQ=rAj:;
De là il suit que
Donc
hm — ou a := -— Àx dx
-^ dx '
est dans tous les cas Téqnation de la tangente au point 200. 11 suit de là que, si les aices sont rectangulaires^
200 CODAS D ANALYSE.
TëquatioD de la normale MN sera
dx
Si les axes sont obliques et font un angle 0, l'ëquation de cette droite sera
dx -4- dy ces G ,
djr -\- dx ces G
LONGUEUR DES LIGNES NOMMÉES SOUS-TAKGENTE. ETC
201. Attachons-nous maintenant, en particulier, au cas où les axes sont rectangulaires.
Si Ton veut avoir la sous-tangente S|= PT, on aura
Fig. 12. dx
PTr=MPlangTMP = j--T-',
df
donc
rdx
On trouve encore la valeur de la sous -tangente en la regardant
comme la limite de la sous-sécante, c'est-à-dire de la
droite SP. Or
SP ^ MP langSMP = j — ,
et cette expression a bien pour limite y
dx
Le triangle MPN [Jig, ii, p. 198) donne pour la 50U5normale PN
dx
Pour la longueur MT de la tangente, on aura
MT
dx*
Eniin, pour la longueur MN de la normale, on a
Exemple.
Supposons, pour fixer les îdées, a>i. Celle courbe, Fig. i3. nommée logarithmique, s'éiend
à l'infini des deux tôles de Taxe des y^ et elle est asymptote à l'axe Ox du côlé des x négatifs.
On tire de Téquation j^ = a',
dx
par conséquent,
T— r=:fl*l<i(X— «)
est Téquation de la tangente.
Cette tangente peut être construite bien simplement à Taide de la sous-tangente TP ; on a
dx d.T I
dy djr fl l<i
ou
TP = 7- = logtf.
Ainsi la sous^tangente est constante et égale au loga^ rithme de épris dans le système dont la base est <7, cestà-JÀre au module de ce système. Quand a = e, la valeur constante de la sous-tangente est Tunité.
DEGEÉ DE L^ÉQUÀTIOIV DE LA TAKGEHTE.
202. L'équation de la tangente menée par le point (x^y) peut être mise sous la forme
dx dr tix
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Si réqualîon de la coarbe est algébrique et du m'^' degré, il semble au premier abord que -7-^ -i- -\--y »era une
fonction du m^^*^ degré des coordonnées du point de contact. Mais ce degré s'abaisse d'une unité quand on tient compte de l'équation y(x,j') = o.
En effet, soit
u étant l'ensemble des termes du m**'"* degré, if| T ensemble de ceux du (m — i)'*""', et ainsi de suite. On aura
df du dttx du-t
tix dx dx dx
df du dui rlui dj dy dy dy
d'où
df df du du
dx dy^ dx ^ dy
[ dux du\ ( du^ du^
ce qui, d'après un théorème (n^ 178) sur les fonctions homogènes, donne
df df f X , s
dx dy ^
= /w(i« -h«,-l- 11,-f-...) — «,— 2«,— 3jï, — ..•.
Or, le point (x, y) étant sur la courbe, on a
/ît (a -f- a, -h a, -h . . . ) = o ; donc l'équation de la tangente devient
-f^X-f- - -Y 4-a, -f-2i/,-4-3tt3-f-... = o,
€lx dy
et ne coniient plus de termes du m'**^ degré : ce qu'il s'agissait de démoutrer.
Exemple.
A J-» 4 ï^xy -h Cx» 4- D7 H- Ex 4- F = o.
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On a
dx 2Aj H-Bx-T-i)
Il vient donc, pour Téquation de la tangente,
(2Aj- -4- Bjt + D)(Y — 7) H- (B/ H- aCx 4- Ej(X — x;=o,
ou
(2Ar -^- Bx -f- D) Y + (Bj -f- aCx -h E) X
=■- (2 A j- -f- Bx -f- D ) j- -h ( Bj- 4- aCo: + E) j:.
Simplifiant au moyen de Féquation de la courbe, on a finalement
(2A/4-Bar-hD) Y -f- {Bj4- 2O -hE) X -h Dj-hEr -h2F -o,
pour Tcquation de la tangente au point (x, j^).
PROBLÈMES SUR LES TANGENTES
203. Une courbe étant donnée, lui mener une tan^ genfe par un point extérieur (a, i).
On aura, pour déterminer les coordonnées inconnues x eijr du point de contact, d'abord 1 équation de la courbe
et ensuite Féquation
/ ^ df ^df df df
d.jc dy de dy
obtenue en mettant a et & à la place de X et de Y dans Téquation de la tangente (198).
\^Q^ valeurs de x et de j^ tirées des équations (1 ) et (a) détermineront les coordonnées du point de contact. Si/ (x,r) est une fonction entière du m'*^'"* degré, Téqualion (2) pourra se réduire au (m — 1 )'^'"* degré ; par suite, le problème proposé aura an plus m (m — i) solutions. Pour m = 2, il y a au plus deux tangentes; il y en a au plus six, pour m =r^ 3; et ainsi de suite.
L'équation (2), réduite en ayant égard à Téquation (i),
représente un lieu géométrique qui contient les points de contact et qui est du (m — i)»^'»« degré au plus.
204. Mener une tangente parallèle à une droite dont V équation est Y = aX.
L*équation de la tangente chercliée étant
on doit avoir
dx
équation qui, jointe à celle de la courbe, déterminera les coordonnées du point de contact.
dy
Comme Féquation ~=^a revient à
dx
df
dT ^ df df
qui est du [m — i)'*"* degré, sî/*(x,j) est du m'*"^ degré, le problème admettra au plus m (m — i) solutions.
DE LA CONCAVITÉ ET DE LA CONVEXITÉ DES COURBES
VLANES.
205. Nous allons maintenant comparer les ordonnées Fig. 14. d'une courbe à celles de sa tan*
gente, pour une même abscisse, dans les environs du point de M'// contact. Soit MT une tangente '^- à la courbe MM'5 soient x= OP,
y = MP les coordonnées du point de contact. En désignant PP par /t, on aura
. dr ^ d^y /*»
dx Ux* 1.2
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L'ëquation de la tangente étant
on aura, pour le point dont Tabscisse est x 4- /i,
et, par suite, l'ordonnée correspondante sera
d*où
dx^ 1 .2
On a démontré, à Toccasion de la formule de Taylor, que si
h est assez petit et si la dérivée seconde -^ est différente
d^r h^ de o, la valeur absolue de -—r surpasse celle de R ;
par conséquent, dans ce cas, la diflérence M'P' — P'R, pour un point M' de la courbe, suffisamment rapproché,
soit d^un côté, soit de Fautre, du point M, aura le même
d\Y signe que .^.
Donc, si Ton a
les ordonnées de la courbe sont plus grandes que celles de la tangente dans les environs du point M, de part et d'autre de ce point. Si, au contraire, on a
les ordonnées de la tangente surpassent celles de la courbe.
Dans le premier cas que représente X^l fig, i5, la courbe, aux environs du point M, tourne sa concavité
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du côté des y positifs; dans le second cas, la concavité est tournée du côté des y négatifs. La convexité est
toujours tournée vers l'axe des x^ quand j' et j~ ont le
même signe, les axes étant rectangulaires.
Nous avons supposé, jusqu^à présent, que
conservait le même signe pour des points situés de part
et d'autre du point M ; mais il peut arriver que --—^ soit
positive un peu avant que x devienne égal à OP, et Fig. i9. négative après que x a
dépassé cette valeur, ou vice versa. Alors la courbe, convexe ou concave vers les y positifs à gauche du point M, devient concave ou convexe à droite de ce point. On dit alors que la courbe a une inflexion au point M, qui est dit un point dUnflexion. Ces points remarquables s'obtiennent donc en cherchant les valeurs de x et de y^ qui, rendant
-7-^ nulle ou infinie, lui font en même temps changer
de signe.
EXERCICES
i. Trouver la sous-tangente de la courbe qui a pour équation Solution.
X— / 2. La courbe qui a pour équation
lit
est constamment touchée par une droite de longueur invariable qui glisse en s'appuyant sur les axes coordonnés.
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3. Trouver les points d'inflexion de la courbe qui a pour équation
Solution. — Il y a deax points d'inflexion dont Fabscisse est a.
2o8 COURS d'analyse.
THÉORÈMES SUR LES AIRES ET LES ARCS DES œURBES
PLANES
Différentielle de Taire d'une courbe plane. — Des aires considérées comme limites d^une somme de parallélogrammes. — Applications. — Rectification d'un arc de courbe plane. — Différentielle d'un arc de courbe. — Limite du rapport de l'arc à sa corde. — Nonveanx théorèmes sur les arcs de courbe considérés comme limites.
Fig.
DIFFÉKEHTIELLE DE l'aIRE D^UHE COURBE PLAHE.
207. L'aire comprise entre une courbe plane CM, une ordonnée fixe CA, une ordonnée quelconque MP et
Taxe des abscisses Ox, est une fonction de l'abscisse OP = x du point M, puisqu'elle varie quand on change le point P. Proposons* nous d'en chercher la différentielle. Soit CAMP = II. Nommons Au la surface MM'PP', répondant à un accroissement très-petit PP'=Ax de l'abscisse. Si l'on mène les droites MI et M'K parallèles a Ox et terminées aux ordonnées MP et M'P', comme ou peut toujours prendre le point M' assez rapproché du point M pour que les ordonnées soient constamment croissantes ou décroissantes de M en M' (et ici, pour fixer les idées, nous les avons supposées croissantes), on aura
PMM' P' > PMIP' et PMM' P' < PKM' P' ,
c'est-à-dire
Au > / A;r et Aie < (/ -h Aj) Ax, OU
Att
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De là, en passant à la limite,
du
-T- 1= /, ou du rzr jr/jr.
dx
208. Quoiqu'on puisse parfaitement admettre qu'en prenant le point M' assez voisin du point M les ordonnées seront toujours constamment croissantes ou décroissantes de M en M'^ cette hypothèse n'est pas nécessaire à la démonstration. Il sufGt pour s'en convaincre de reprendre les raisonnements en remplaçant partout y et j^4- ùky parj^i et j^j,^i étant la plus petite et^*! la plus grande des ordonnées, dans l'intervalle où Ton fait varier l'abscisse.
209. Le même mode de démonstration convient au cas des axes obliques, avec cette seule différence que l'accroissement Au est alors compris entre les aires de deux parallélogrammes dont les côtés sont parallèles aux axes, et comme l'aire d'un parallélogramme est égale au produit de deux côtés adjacents multiplié par le sinus de l'angle qu'ils font entre eux^ on a, 9 désignant l'angle
des axes,
du=:ydxs\ïi^.
DES AIRES CONSIDÉHÉES COMME LIMITES d'uSîE SOMME
DE PAliALLÉLOGRA.MM£S.
210. Dans le cas des axes rectangulaires, la surface ÂBCD est la limite d'une somme de rectangles intérieurs,
formés en menant par les points C, E, F,. . ., M, M', etc., pris sur la courbe, des parallèles à Ox telles, que chacune soit terminée à l'ordonnée du point suivant (Tun de ces rectangles serait, par exemple, MIP'P), et Ton suppose que ces
Stiïbii. — An,, I. I^
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points se rapprochent indéfiniment les uns des antres, en même temps que leur nombre augmente sans limite.
Supposons d^abord que les ordonnées soient constamment croissantes du point C au point D. Soient x eX, jr les coordonnées de Tun quelconque des points de la courbe, M par exemple; soient x + Ax, j-r-ù^y les coordonnées du point suivant M'. On aura
et si Ton désigne par Z(j'Ax) la somme de tous les termes analogues à j^Xj c'est-à-dire la somme de tous les. rectangles intérieurs de CÂ à BD, en posant surf ACDB = u on a évidemment
.Maintenant, si l'on mène, par chacun des points considérés sur la courbe, des parallèles à Ox, terminées aux ordonnées des points précédents, on formera des rectangles extérieurs analogues à
PKM'P' = (/ -f- A/) Ax = jAx -J- A/ Ax;
et comme ÂBCD a une surface plus petite que la somme de ces rectangles, on a
K<2(jAx)-f-2(AjAx);
par conséquent,
u — 2(jAx)<<2(A/Ax).
Mais comme, à mesure que le nombre des divisions augmente, Ay tend vers zéro, il résulte d'un principe démontré (16) que I!,(AyAx) tend aussi vers zéro : donc
On démontrerait de même que u est la limite de la somme des rectangles extérieurs.
Le raisonnement reste le même lorsque les ordonnées sont constamment décroissantes depuis C jusqu'à £) - le
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théorème que nous venons de démontrer est donc vrai quand les ordonnées varient d'une manière quelconque, car on pourra toujours partager Taire totale en parties dans lesquelles les ordonnées soient assujetties à constamment augmenter ou diminuer.
APPLICATIONS
2H. i« Soit
Téquation d'une parabole rapportée à son axe et â la tangente au sommet.
Si surf OMP = u, on a
Or,
Donc
durzydx^=^ \lipx . dx = ^2/? , x ' dx.
x' .dx :r=i ~d.x* •
du z^- ^sj'ipd.x^ --<^( "5 V^2/?.ar'
Fig. i8.
De là il suit que
u= -'\j7.px^ H- C;
mais, pour x = o, on doit avoir M = o ; on a donc C = o, et
cVst-à-dire que le segment OMP est égal aux deux tiers du rectangle OPMQ.
Il est également facile d^ évaluer la surface comprise entre un arc MCM' de parabole et sa corde. En eiTet, si l'on mène la tangente CT parallèle à MM', et, par le point de contact C, le diamètre CDL, on trouvera par la même méthode , en posant CD = x, MD=./ et
Si 13 C01}RS d'ànaltse.
TCL = (?,
surf CMD r= ^ xy sin ô = ^ CDMT, d'où
surf MCM' = I */ sin Ô — - MTSM'.
, a® Soîl x^ = w* réquation d'une hyperbole rapportée
i ses asymptotes. Nommons u Taîre du segment ACMP,
Fig, 19. symptote O x, l'ordonnée CA
du sommet, et l'ordonnée variable MP. On aura
dx durrz^y sin ô</x =: /ii^sin 0 —
r... /7f'sînG</.lx.
Donc u et m^sinO-lx ne peuvent différer que par une constante C^ par conséquent,
u —- /ii*sin0.1jr -+- C.
Pour trouver C, faisons x = OA = m-, on aura
uzzzo ou o =^ OT'sinô.lm -f C;
donc
C= — OT*8in0.1m,
et, par suite, on aura
U-— m'sine.lx — m»8inô.l/?i=^ w*sin9.1 ( — )•
Si Ton avait m = i et 0 = 90 degrés, l'hyperbole serait équilatère, et Ton aurait m = Ix, c'est-à-dire que les aires considérées seraient les logarithmes népériens des abscisses correspondantes,
DIFFÉRENTIELLE d'uN ARC DE COURBE.
212. On ne peut se faire une idée nette et précise de la longueur d'une courbe qu'en nommant ainsi la limite vers laquelle tend le périmètre d'une ligne brisée inscrite
dans cette courbe, lorsque ses côtés sont de plus en plus petits, et que leur nombre croit jusqu'à Tinfinî. Il devient alors nécessaire de démontrer que ce périmètre a réellement une limite déterminée dans tous les cas. Soit CD un arc de courbe plane, rapportée à deux
axes rectangulaires Ox et Oy. Inscrivons dans cet arc un contour polygonal CEF...MM'...D5 soient OP — jc, MP = j les coordonnées du sommet M, et X 4- A jc, j^ -h Aj' celles du sommet suivant M' : on a
Fig. ao.
Si l'on faisait Ax ou PP'= o, — deviendrait --• On
' i^jc dx
doit donc avoir
d s'évanouissant avec Ax: par conséquent,
MM' — Ax
dx
En remplaçant successivement, dans cette équation, X eijr par les coordonnées de tous les sommets du contour polygonal^ depuis le point C jusqu'au point D, on aura les longueurs des côtés correspondants. De là résulte, si l'on appelle P le périmètre de cette ligne brisée.
Pour avoir la limite de P ou la longueur de Tare CD, re-
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marquons d^ abord que, a étant une quantité infiniment
petite et ^ Ax ayant une valeur finie qui est AB, il résulte du théorème démontré an n® 16 que
lim \^(aA4r) -- O-
Maintenant 1/ ■ + ( ^ ) ^st une fonction de jc, qoe
Ton peut regarder comme la longueur de l'ordonnée NP d'un point N répondant à la même abscisse x = OP. Si Ton fait la même construction pour tous les points de la courbe CD, on aura une courbe GNH, dont Téquation est
d'après cela, on a
et, par suite, à cause de lim y^^(aAx) = o,
P-lini2(YA*).
Or ^(YAx) a une limite déterminée qui est Taire
AGNHB. Ainsi le même nombre exprime la longueur de l'arcCD et Taire AGNHB.
213. Considérons maintenant rabscisseOP = x comme variable. La longueur de Tare CM est une fonction de ac dont on peut chercher la différentielle.
Soit donc CM = S] comme s = aîreAGNP, on a
ou enfin
ds = sjdx^ -+- dj'\
Cette valeur de ds permet d'exprimer très-simplement le sinus et le cosinus de T angle que la tangente au point M fait avec Taxe des x. En effet, si a désigne cet angle, on
a tanga = - -• Far conséquent.
sina =
àr
^dx^ ~f- dy
dY
=- — » COSa == — :=
dx
dr
dx ds
LIMITE DU RAPPORT DE L AUC à SÀ CORDE. — NOUVEAUX THÉORÈMES SUR LES ARCS CONSIDÉaÉS COMME LIMITES DE POLYGONES.
214. La limite du rapport d*un arc quelconque à sa corde est Vunité.
En effet, considérons un accroissement quelconque de l'arc CM [fig* 22 ^ p. 217). Soit MM'= A5, on aura
arcMM^ MM'
tiS
^Ax^ -h A^'
Lorsque ùix s'annule, — ^ et i/ iH- ( -^ j deviennent
,. arc M M'
21 5< Si cef, . .dest un contour polygonal d'un même Fig. 21. nombre de côtés que le contour
^ CEF. . . D ; si, à mesure que les
sommets C, E, F, . . . , se rapprochent de plus en plus, les côtés ce, <?/*, etc., tendent de plus en plus à devenir égaux aux côtés correspondants CE, EF, etc., en même temps que le nombre de ces côtés va en augmentant jusqu'à
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rînfini, le contour polygonal cef. . . d ann même limite que le contour CEF. • .D, c^est-à-dire la longnenr de l'arc CD.
En efler, soient a, 3, y,..., / les côtés dn contour polygonal cef...d^ et a', i', 7^ --- 9 *-' les côtés correspondants du contour CEF . .. D. Appelons L la longueur de cef. ,,d
et L' celle de CEF — D. Soient -7 le plus petit et -7 le
plus grand des rapports entre les côtés correspondants des deux contours polygonaux. On sait que la valeur du rapport
est toujours comprise entre — et — » c'csl-à-dîre que Ton a
Or, lim -7 = 1 el lim --; == i . Donc lîm --; = i ,
limL = limL'.
210. Voîcî encore un théorème du même genre, et que Ton démontrerait d'une manière analogue : Si Ton mène entre les deux ordonnées extrêmes CA, DB un nombre indéfini de parallèles à Taxe des y^ puis que Ton inscrive entre ces parallèles d'autres lignes droites, tangentes à la courbe, la somme de ces dernières tend vers une limite qui est encore la longueur de la courbe donnée, même quand elles ne forment pas une ligne brisée continue.
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DÉTERMINATION DE LA TANGENTE
217. Soient O le pôle, OL Taxe polaire, et M'MC une Fig. aa. courbe, représentée par Téqua-
lîony (r, 6) = o. Pour mener la tangente MT à cette courbe par le point M, il suffit de connaître Tangle OMT=:/jt. Soient donc r et 6 les coordonnées du point M, et r -4- Ar, fl -h AO celles d'un point voisin M' pris sur la même courbe. Décrivons, du point O comme centre, l'arc MI. Dans le triangle M' MI on a
sinlM'M MI
MI
sin M' MI
arc MI _ MI rlO
MI "^ arcMl ^ M'I "~ âîxlîï ^ ~I7
Sî le point M' se rapproche indéfiniment du point M, l'angle IM'M devient OMT ou fx, Fangle M' MI devient go® — fJt, et l'on a
(i) langfi -
dr
On tire de là
(a) cos» =
dr
^dr^-hhdQ^
smp =r
rdO
^dr^^-r'dB^
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Comme |x est compris entre o et i8o degrés, il faut que sinp soit positif. Quant à cosjx, il sera positif ou négatif, suivant que l'angle |x sera aigu ou obtus.
On parvient encore à la formule (i) par une
Fie. a3.
transformation de coordonnées.
Prenons l'axe polaire Ox pour axe des abscisses, et une perpendiculaire Ojr pour axe des ordonnées. Soient OP = x et MP=jr. on aura
Mais
donc
tangOMT = tang (MTx — MOar).
tangMTo; = ^ et lang MOx = ^ ,
UngOMT
jrdx xdx-i-xdf xdx
Or, on a
x=::rcosO ct j-r-^Tsinô;
donc
dx = </rcosO — /Y/GsinÔ, dy — e/rsiuO -4- rdB cosô.
On en tire
rcosô (</rsinQ-^r</9cosQ^ — rsînQfr^rcosQ— rrfQsinO^ tangOMT — ^cosôlrfrcosô— r^^esinôj^-rsine^É/^sinG-^r£/ôcos©/
et, toutes réductions faites, il viendra
rV/0 n/0 tongOMT - -^ =
<ir
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LONGUEUR DES LIGUES NOMMÉES SOUS-TAMGElfTE,
SOUS-NORMALE
219. Dans ce système de coordonnées, la sous-tangeDte est la perpendiculaire OT (fig- 23, p. Sf^) menée au rayon vecteur OM par Torigine, et terminée à la tangente MT. La sous-normale ON se mesure sur la même droite, i partir du pôle O, jusqu'à la rencontre de la normale MN au point N. D'après ces définitions^ S| et S. désignant ces deux droites, on aura
s, = 0T — riangfA-
S. :r-_ ON
dr dr
tangfA d^
DIFFÉRENTIELLE o'uN SECTEUR.
220. Désignons par u (fig. 23 , p. 21 7 ) un secteur POM, crompris entre deuic rayons vecteurs OP et OM. Soit MOM' = Au. Prenons l'arc MM' assez petit pour que, de M en M', les rayons vecteurs soient constamment croissants ou décroissants. Pour fixer les idées, supposons-les croissants. Décrivons du point M, comme centre, les arcs de cercle MI, M'K, terminés aux rayons vecteurs OM = r et OM' =: r' : on aura
OMI<Aa<OM'K, ou bien, comme OMI =~r*M et OM' K' = i /•'* Û9,
I I Att I
-r'»A0, ou ~/-'<7X<-'^''
1 I . I . ^ Au
-r»AÔ<Aa< . _-, ^- -.Au --
Or, à la limite, r' devient égal à r\ donc
du i ^ , ï • jA
- = - r', ou du=z - r^dB.
dB n 2
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221. Ce calcul conduit à une conséquence souvent utile. On a trouvé plus haut (n^ 218)
tangOMT^^-^"-^^, xax -r- -fdy
et aussi (n*>217)
tangOMT— — ;
on aura donc
xdy — ydx r^dO
xdz -r-jrdjr rdr Mais, à cause de
on a
xdx -4- jrdjr =: rdri
donc
xdjr — jrdx -_- r^dB.
Or -r^dO est la diflerentielle du secteur LOM: donc
celle diflerentielle est aussi égale à - (xdy — ydx).
On pourrait d'ailleurs obtenir ce résultat de la manière suivanle. On a
^=:tange; d'où ^ ^ _
X x^ cos'ô
ou
Or on a donc
xdy — ydx =^ «/O.
^ '' cos»ô
x^ 1= r» cos'ô;
- ixdy — y(ljc) = - r*«fO.
DIFFÉRENTIELLE d'uN ARC DE COCRBB.
222. Considérons Tare CM = 5 (Jig* 23, p. 217), et soit MlW = As son accroissement.
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Dans le triangle M'IMI on a
lîf^sinMM'l' d'où, a cause de MI = arsin - Ad,
MM'
2 sinMIM'
arc MM'
sinMM'I
et, en passant à la limite,
i=— : -. — î d OÙ ds=-. — ;
ds sinft donc [(217), formules (a)]
SlDfi
De là résulte
rdB
dr
^ ds ^ ds
223. On arrive encore à la diOerentielle de Tare par une transformation de coordonnées ^ on a
€[s=i \jdx^ -h /Vj'
:= ^{dr cosB — /Y/OsinO)' -+- (^rsinG -f- rdBcosQ)*^
ou
ds=\/dr^-hr^dQ*.
iPPLICATIOlfS.
224. 1° L* équation d^une ellipse, quand on prend pour Fîg. 24. P^'® '® foyer de droite F et le
grand axe pour axe polaire, est
dr
i -h <rcosd
De là on tire
^/7sin0r/fl dB (i -f- tfcosO)*^
(i-+-ffco*ô)» dr cpsinB '
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d'où
2® La spirale d^Archimède,
La courbe part du pôle et touche en ce point Taxe polaire. Pour la construire, du pôle comme centre avec
Ponité pour rayon, on décrit un cercle, dont Tare compris entre un rayon vecteur et Taxe polaire a pour longueur 0. En portant celte longueur, multipliée par a, sur le rayon vecteur à partir du centre, on aura un point de la courbe.
Comme r croit indéfiniment avec 6, la courbe fait une infinité de révolutions autour du pôle.
Ou Si dr= ado, d'où
dO rdB r ^ tang a = r-— — ---- = - = 0 ^^ dr adB a
dB dr
S, = ON= -^.=a.
dr^ dQ
Ainsi la sous-normale est constante, ce qui offre un
moyen très-simple de construire la tangente.
3^ La spirale hyperbolique, ainsi nommée parce que
son équation
rO = a,
est analogue à celle de Thyperbole ary = m*.
De Téquation de la courbe on lire '' = r • pour 6 =: o, on a r =r 00 ,- pour des valeurs très-petites de 0, /* est fort
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grand, et diminue à mesure que 0 augmente ; pour 6=00, on a r=: o. Par conséquent, la courbe fait une infinité de
révolutions autour du point O sans jamais pouvoir l'atteindre; ce point est un point asymptote.
La courbe a une droite asymptote parallèle à OA; car si , d'un point M pris sur la courbe, on abaisse une perpendiculaire MP sur l'axe polaire, on aura
BIP = OM smô = rsinO =^a - - .
Donc, lorsque 6 tend vers o, la distance MP tend vers a,
sinO - n . r
puisque --— tend vers 1 unité.
On a ensuite
taogfx r- — - _ = — 0,
tir a
ar
La sous-tangente est donc constante. Cette propriété ofTre un moyen commode pour mener la tangente par un point pris sur la courbe.
4^ La spirale logarithmique, dont l'équation est
r=zab ,
En changeant Taxe polaire sans changer le pôle, on peut mettre Téquation sous la forme
En effet, posons a = e*, h = e'", alors
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Soient OA le premier axe polaire, et M un point de la
courbe. Prenons nn axe polaire OA', qui fasse avec le premier
nn angle AOA' = — • Alors, si
Tëquation deviendra
MOA= e, en posant 6 h- - = 6',
Considérons donc l'équation r = c*" ^ : pour 6 = o, on aura r = i , et si Ton fait croître 0 indéfiniment, r croîtra indéfiniment. Par conséquent, la courbe fera, a partir du point A {fig* 3o), pour lequel OA = i, une infinité de révolutions. En donnant à 9 des valeurs négatives, r diminuera indéfiniment; donc la courbe fera encore à partir du point A, mais dans l'autre sens, une infinité de révolutions, en s' approchant toujours du pôle.
On aura rfr= nuT^dO = mrdO\ par suite, tangfjc = — i
Fîg. 28. "'
quantité constante. Donc, dans
la spirale logarithmique , la tangente fait un angle constant atfùc le rayon vecteur qui passe par le point de contact.
La sous-tangente sera — ? et la sous-normale mr.
L'extrémité T de la sous-tangente décrit une spirale égale à la première, mais située différemment. Soit OT = p, on a
Or, en posant TO A = — B\ on aura 6 = 6'
-• Par suite,
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et, en prenant un nouvel axe polaire incliné sur le premier d*un angle égal à , puis posant
on aura Téquation
qui représente une spirale égale à la première.
L'rxlrémiié de la normale décrit aussi une spirale ^gale à la première.
DES COOnnONMÉES BIPOLAIRES.
!2o. Dans ce système de coordonnées, la position d'un
poïiit sur un plan se détermine par les distances r et r' de
ce poiiu à deux points fixes A et B.
Soit/(r, r') =o Téquaiion de la courbe CM, et pro-
F'g. 29. posons-nous de lui mener une
tangente au point M.
Considérons, pour cela, la sécante M'MS. Menons MH perpendiculaire à AM'.
Soient
AW = r, BM=r'; AM' = r -h Ar, BM' — r' -+- Ar'; Al AM' =: A0, arcMM' = A.f, AMT — a, BMT — €. On aura
onbi
cosAM M = =. X ,
MM' Aj MM'
en
cosAM'Mz=
Or
Ar-«- 2rsin^- A9
arc MM'
MA
2rsîn' - AO
lim 1 — :=: o, lim AM' M = a , lim ?''^^_^^ ^^ i .
' MM'
Stcrsi. — An., I.
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donc
dr cosa •=!—-•• as
Pour la même raison,
dr'
cos6 = -;-•
ds
Par suite, ou a
cosa dr
cos6 dr' ce qui détermiue la tangente MT.
226. En prenant les deux foyers d'une ellipse poar points fixes, Tëquation de cette courbe sera
r-f- r' r= ia.
De là on tire rfr -f- cîr' = o : d'où -7-^ = — i : donc
' dr
cosa
cos6 *
ou
coSa = — cos6.
Donc les rayons vecteurs d^un point de V ellipse for» ment avec la tangente^ d^un même côté de cette droite^ deux angles supplémentaires.
On trouverait de même, pour Thyperbole, cosa = cos6. Pour une courbe dont l'équation serait r dr mr' = a, on aurait cosa = =p m cos6.
EXERCICES
i . Une courbe est donnée par une relation entre les tlistances r et r' de cfiacim de ses points à deux points fixes, TrawferVcxpreS" sion de la différentielle de son arc en fonction des distances r ei r' et de leurs différentielles. Application aux sections coniques^
Solution.
^_ àrr'[rr'(dr''^dr'^)-[r^'\-r'^~à')drdr'^
a désigne la distance des deux pôles.
2. Une courbe est donnée par une relation entre deux angles 0 et 6' que les droites menées d'un point quelconque M de cette courbe à deux points fixes ket^ font auec la droite AB. Déterminer la tangente à cette courbe et exprimer la différentielle de son {irc en fonction des angles 0 et 0' et de leurs différentielles.
Appliquer les résultats à la courbe décrite par l'intersection de ieux droites mobiles qui tournent caitour de deux poitits fixes avec des vitesses de rotation uni/ormes.
Solution. — Si (a et \tf désignent les angles que la normale fait avec les rayons vecteurs MA et MB, on aura
cosjjL _ sinO'fiO cosjjl' "~ sinO^O'
^= sin2 e-t-0^) /sin* e'£^> -h sin« 656'» — asmesinô'cos (0 -+- 6') rfO cW,
Dans le cas particulier^ n et n' étant les vitesses angulaires des deux mouvements, on a
cos (JL _ /i Rînô' ces ji' ~~ /l'sinô'
3. Les ovales de Descartes, représentés en coordonnées bipolaires par les équations
r -hnr' = a, ,
1' — nr =6, se coupent à angle droit, quels que soient a et 6.
'4H CODAS D AlfALYSB
TUÉOUIK DU CONTACT DES COURBES PLANES
(Uintuol «!• (Uvort ordroi dot courbos planoi. — L^ordre de ce contact est liuiii|)0iuliiiil du riiuk dot axe». — Caractères distiiictirâ des conixts d'ortln» |>«)r ou d'onlro impair. -~ Des courbes osculatriccs. — Du ccrc> usouUltfUr. — Appliculiun aux lotHioiis coniques.
GONTACr l)K niVERS ORDIIES DES COCRBES PLASIS.
S47. SouMil tleux courbes CMN, C'M'jN' aTant
> <^l l'êunt Je* fotuMÎons explicites ou împlîcîi»** :•; x. Sup|Hv>ons *j«e ce$ \leux ctniibos aîenl en M u-r ariai: ^XMUiuiuu et cvMupJirotis les orxlonnêes QN ei i^> ii:> Jeux \vuiK$» ivjKMuUnl à une même ab>eî5se. .;.uis e \\MMtutj:e vlu jx^Iui XL S^^îoni OP = x cl PQ = / ju i
^^^ e: ^ oa aura« d\i re? .: s.-»: ^.
• vT
.Tn; o^m» ..«I 4^\ ♦^i.x *.vu':u5^* j:; ri- i.--*^-
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on a
\dx dx j i,i\dx^ dx' J
Maintenant, si l'on suppose que les deux courbes aient au point M une tangente commune MT, on aura en outre
=r -— , et régaliié précédente deviendra
dx dx
Il est facile de démontrer que la courbe MN' approche plus de la courbe MN que toute autre courbe MN'^qui, passant par le point M, ne serait pas tangente à MT.
En eflct, soit j^" = 'j/ (x) Téquation de MN''; on aura
\dx
dx
S s'annulant avec li\ donc
f TT2' ■Z?"~"5?' "^"j
WJN'" ^ dy dy" ~ *
dx dx
Donc, quand h tend vers o, on a
bm -^. - o.
Ce qui montre qu'en se plaçant suffisamment près du point M, NN' est moindre que NN'', et par suite que la courbe MN' est située entre MN et MN".
Généralement, supposons que l'on ait
dr' __ dy d^y _ d^ d^ _ (VTy^
dx dx dx^ dx^ dx^ cLx^
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Il en résulte
a étant une quantité qui devient nulle en même temps que h. Je dis que, dans les environs du point M, la courbe MN' qui remplit les conditions (a) approche plus de MN que toute autre courbe MN" qui ne les remplirait pas toutes.
En effet, sohy^ = \^ [x) l'équation de MN", et supposons que les m premières dérivées de j " soient égales aux m premières dérivées dej^, m étant moindre que n : on aura
^ ^ i.a.. .(//i-f-i) \£/j:«-^* dx^-^' j
6 étant une quantité qui devient nulle en même temps que /i. Il résulte de là que
Or, comme h décroit jusqu'à o, a et 6 tendent de plus
en plus vers cette limite; il s'ensuit que, lorsque A est
NN' assez petit, le rapport -——7 est sensiblement proportionnel
à A""**, et, par conséquent, peut devenir plus petit que toute quantité donnée, puisque n est plus grand que m. Si l'on convient de dire que les deux courbes MN' et MN ont un contact de l'ordre w, et par suite que les deux courbes MN et MN" ont un contact de l'ordre m, les résultats auxquels nous venons de parvenir peuvent s'énoncer en disant que, par un point commun à deux courbes gui ont un contact de r ordre n, on ne peut faire passer entre ces deux courbes aucune autre courbe ayante a\^ec Vune des deux proposées, un contact d^un ordre inférieur au /i***"'.
DIT-NEUTIÈME LEÇON <
DES AXES
229. Uordre du contact est indépendant de la direction des axes^ pourvu que Taxe des ordonnées ne soit pas parallèle à la tangente commune aux deux courbes.
On pourrait démontrer ce théorème en employant les formules générales de la transformation des coordonnées, et faisant voir que les dérivées des ordonnées des deux courbes sont encore égales dans le nouveau système d'axes jusqu'au ti'**^ ordre, si n était Tordre de contact dans le premier système. Mais on peut y parvenir plus simplement par des considérations géométriques.
Soient CMN, C M'N'lcs deux courbes tangentes en M. Fig. 3i, pg^p jg point M menons une
droite quelconque Mn^\ mais différente de la tangente au point M. Son équation sera
y =:ax'\' b.
Soient
les équations des deux courbes. Considérons les ordonnées de ces trois lignes correspondant à un point N pris sur la première *, on aura encore
NN
/ dy p\"^^ 1.2.3. ..(/i-hi)
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Or, quand h tend vers zéro, , a et 6 tendent aussi vers
NN' zéro. On voit donc que le rapport tiswttv;^ tendra vers
une limite finie.
On peut donc dire que si le contact est du /i'*"* ordre,
NN' le rapport i^— ^ sera un infiniment petit du n**""' ordre.
La réciproque est d'ailleurs ëvidente.
230. Supposons maintenant que Ion rapporte la courbe à d'autres axes; par le point N menons une parallèle au nouvel axe dos y. Soient w' le point où celle parallèle coupe la courbe j^' = y ( jc) et w'' le point où elle coupe la droite Mw''. Pour démontrer que Tordre du coniacl ne
change pas, il suffit de prouver que le rapport ',0"^
tend vers une limite finie. Car — — = sera, dans ce cas, un
infiniment petit du n'*** ordre, et, par suite, le coniact
sera encore de Tordre n.
Or, si Ton mène W n\ le triangle NN'/»' donnera
NN' sin/f'
N /i' sin N'
Le point N s'approchant indéfiniment de M, le point K' tendra vers N, ainsi que le point /*', et, par conséquent, N' et n' se confondront à la limite. Donc n' N' tendra vers la tangente au point M, et, par suite, le rapport des sinus des angles /l'et N' aura une limite finie. D*ailleurs, le
NN" rapport --—7 reste constant quand le point N s'approche
du point M, puisque le triangle variable Nn''N"resie toujours semblable à lui-même.
On a
NN'^N,/-^!^ et NN":=N/,''^.
smN' smJS*'
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Delà
NiV
ns «')•+■• (N//","-^'
sin/î'
UinJN'V
d'où Ton déduit que le rapport -^-jr^ tend vers une limite finie; ce quMl fallait démontrer.
caractèhes géométriques d'uw contact d'ordre pair
ou d'ordre impair.
231. Si les deux courbes CMN, C'M'N', quî ont respectivement pour équations
ont au point M (a:, j) un contact de Tordre /}, les /i + i conditions suivantes seront remplies :
djc"
([jf"
Dans ce cas, on a, comme nous Pavons vu,
Fig. 3q.
^ ^ 1.2. . .;/ï-+-ij \^/x"+'
Mais, jusqu'à présent, nous n'avons fait attention qu'à la valeur absolue de NN' ou de QN— QN'. Nous allons maintenant avoir égard au signe de cette différence. Si n est pair, n-f- 1 élant impair, //""'■', et par suite
QN — QN^ changera de signe avec /z, et l'on en conclut que celle des deux courbes qui est au-dessous de l'autre, à gauche du point de contact, est située au-dessus à droite de ce point, en sorte qu'en ce point les deux courbes se traversent mutuellement, comme on le voit dans la figure.
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Si n est impair, alors n-\-i étant pair, en prenant h
assez pelît, le signe de QN — QN' ne cbangera pas avec
Fig. 33. celui de A, c'est-à-dire qu'aux
environs du point M les deux courbes ne se traversent pas.
Donc, quand deux courbes ont entre elles un contact d'ordre IMPAIR, V une des deux embrasse Vautre, et deux courbes se trax^ersent mutuellement au point de contact^ quand elles ont un contact d^ordre pair.
Une ligne droite tangente à une courbe a en général avec elle un contact du premier ordre, c'est-à-dire d'ordre impair; aussi est-elle, au point de contact, tout entière d'un côté de la courbe. Si le point de contact est un point d'inflexion, alors le contact devient d'ordre pair, et la tangente traverse la courbe.
Soit
DES COURBES OSCULATRICES.
^[jC.jr'y û, ^, C,..., /)i^O
une équation renfermant n+i constantes arbitraires, a, by c^.,,^ l^ et qui, suivant les valeurs attribuées à ces constantes, convient à une infinité de courbes différentes. On peut disposer des indéterminées a y i, c,..., /, de manière que la courbe (i) ait un contact d'un ordre déterminé, du n'^""' au plus, en un point donné (x,^), avec une courbe donnée par Téquation
Si le contact est du n'*"" ordre, les n suivantes seront remplies :
(a) y=jry
dy dy d^y d^y
dx
dx
dx'
dx
I conditions
dj^ djc^
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On obtiendra - — > -r^v» - — -^ en différentiant n fois de suite Téquation (i), et —f ;i-^>"*> -j-j^^ en difleren-
UJC QJC (UT
liant /i fois de suite l'équation (2). Les tz + i cqua< tiens (a) détermineront les n -Hi constantes inconnues, a, (, r, • . ., en fonction des coordonnées du point de contact et des coefficients de l'équation (2).
Quand on détermine les constantes a, £, c, . . . , /, de manière à obtenir le contact de Tordre le plus élevé pos* sible, qui est égal au nombre des constantes moins 1, ou dit que parmi toutes les courbes de même espèce représentées par Téquation (1) celle qui répond à ces valeurs des constantes est osculatrice à la courbe j^ :=^f(x).
Comme première application, considérons la droite
(l) y := flX -f- 6,
et la courbe j^ z=J{^x).
L'équation de la droite ne renfermant que deux constantes arbitraires, on ne pourra établir qu'un contact du premier ordre. Il faudra pour cela satisfaire aux deux
équations
dr' dy
Y -zY et ou a z=i —- '
^ -^ dx dx
Si Ton remplacej^^parj^ dans féquation (1), ou aura
d'où Ton tire
o -.- y — ax z=zY X,
L'équation (i) deviendra alors
ce qui est bien Téquaiion de la tangente au point (jr, /).
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DU CERCLE OSCULATEUR.
234. Appliquons encore les mêmes considérations au cercle. Soit en coordonnées rectangulaires
Téquation d'une courbe. Puisque Téquation générale du cercle contient trois constantes arbitraires, le cercle osculateur sera celui qui aura avec la courbe donnée un contact du second ordre. Soit donc
l'équation de ce cercle inconnu.
On en tire par deux différentia lions successives :
rfr'* //V
Comme on doit avoir
dy' dy d^y d'y
dx dx dx^ dj^
si Ton remplace dans les relations (i), (a) et ^) j\ — ♦
d'^r' . dy d^y ,,
---yî respectivement par ^% - ^ — ^> on aura pour déterminer \y », p les trois équations
(5) (^-ç) H-ir-n) ^^^o.
X ci jr étant les coordonnées du point de contact.
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On tire de ces équalions :
dy^ fi Y 1 df
dx^ dx \ dx^ .
dx^ dx^
et enliu
d'où
dy^y / dfy
dx
dx'
235. Le numérateur de cette expression étant positif, il faut prendre le signe + ou le signe — suivant que
~ est positif ou négatif, si Ton veut avoir la valeur absolue de 6.
d^y L'équation (6) montre que r, — y^^'T'i ^^^^ toujours
ux
de même signe. Comme tj — J'est la différence entre l'ordonnée du centre du cercle et l'ordonnée du point de contact, il en résulte que le centre du cercle osculateur est toujours dans la concavité de la courbe.
La courbe et le cercle osculateur ayant la même tangente, le centre du cercle osculateur est sur la normale à la courbe au point ( J?i^) ; on peut encore le conclure de 1 équation (5) mise sous la forme
d'où résulte que la droite dont le coeffîcient angulaire est
" j c'est-à-dire la droite qui unit le point de contact
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au centre du cercle osculateur, est perpendiculaire & la tangente commune.
Le cercle osculateur ayant avec la courbe un contact du second ordre en général, par conséquent d^ordre pair, il s'ensuit qu il traverse la courbe, excepté en certains points particuliers où le contact est d^un ordre supérieur au second. Dans ce dernier cas, si le contact est d*ordre impair, la courbe et son cercle osculateur sont du même côté de la tangente commune.
On appelle soavent le cercle osculateur cercle de couT' bure ; son centre et son rayon centre et rayon de cour^ bure. Nous en verrons plus tard la raison.
Fig. 34.
Comme exemple, proposons-nous d'obtenir le
rayon de courbure MK d'une section conique, en un point quelconque.
Cette courbe rapportée à l'un de ses axes de figure et à la tan- ^ gente au sommet a pour équation
j^ =z zpx -+- qx^.
En différentiant deux fois cette équation, on ti*ouve
dr p -\- qar
dx
x^ \dx)
dx
dr
et, en mettant pour --j- sa valeur,
fit y p2 _|_ 2/7<7.r -+- q*x^
dx^
ou enfin
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Par suite on a, en valeur absolue,
Le numérateur de p est le cube de la normale MN. En eiïet, le triangle rectangle MNP donne
d'où
Donc
Ainsi, en tout point d^une section conique, le rayon de courbure est égal au cube de la normale, divisé par le carré du demi-paramètre.
Il est, du reste, facile d^obtenir la valeur de p en fonc* tion seulement de Pabscisse du point M. En effet,
dy jr^=^pjB-hqx^ et X^^=P'^9'9
dx
on a, par suite,
«* = 2/m: -f- yx' -h ( ;? H- 7 j: ) ' =r ( 7 -+- y * ) x* -t- a ^^jc -4- 2 /?JC -f- />*.
Donc
>3(> corns d^amalysb.
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234. Appliquons encore les mêmes considérations an cercle. Soit en coordonnées reclangulaircs
Téqualion d'une courbe. Puisque Téquation générale du cercle contient trois constantes arbitraires, le cercle osculateur sera celui qui aura avec la courbe donnée un contact du second ordre. Soit donc
l'équation de ce cercle inconnu.
On en tire par deux dilTérentiaiions successives :
Comme on doit avoir
dx dx dx* dx^
si Ton remplace dans les relations (i), (a) et {^)jf\ — »
d^r' . df d^r .,
—"Y? respectivement par ^, - ^ -—'t on aura pour déterminer \y yj, p les trois équations
(4) (*-çr^-(r->î)'--pS
(5) {^-\) H-(r- fl) ^-^o»
X Gtjr étant les coordonnées du point de contact.
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On tire de ces équations :
€iY^ dr ( dr^\
(fx* , (ix \ dx* '
dx^ lî?
et CDliu
d'où
dx'
235. Le numérateur de cette expression étant positif, il faut prendre le signe + ou le signe — suivant que
-~ est positif ou négatif, si l'on veut avoir la valeur absolue de 6.
L'équation (6) montre que r^ — J^^~r~i s^"* toujours
de même signe. Comme » — y est la différence entre l'ordonnée du centre du cercle et l'ordonnée du point de contact, il en résulte que le centre du cercle osculateur est toujours dans la concavité de la courbe.
La courbe et le cercle osculateur ayant la même tangente, le centre du cercle osculateur est sur la normale à la courbe au point {3C^j)\ on peut encore le conclure de l'équation (5) mise sous la forme
d'où résulte que la droite dont le coefficient angulaire est " -y c'est-à-dire la droite qui unit le point de contact
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grand côté du triangle KiIK, et comme ce côté tend vers zéro, il en sera de même de IK. Par conséquent le point 1 se meut sur la droite fixe MK en se rapprochant indéfiniment de K, que Ton peut considérer comme le point d^'ntersection de la normale MK et de la normale in6niment voisine.
240. La différence entre deux rayons de courbwe MK et MiK] est égale à Varc KiK rfe la développée, compris entre les deux centres de cowbure correspondants.
Pour le démontrer, différentions Téquation
en y regardant y^ $, tî et p comme des fonctions de la variable indépendante x. Il vient ainsi
pdp=: {a:—i) (cix - di) -h (X - r^) {dx - dr.), OU
ce qui, d'après Téquation (i) du n^ 237, se réduit à
pe/p = — (x — Ç ) f/Ç — (^ — n) fl^Tj ,
d'où Ton tire, en désignant par a Tare FK,
dp Ç — T d^ n — y dri
lia p d(T p dv
Mais ]e second membre est le cosinus de Tangle que la
droite MK fait avec la tangente à la développée au point
K. Comme cet angle est nul, son cosinus est égal à Tu-
nité, et Ton a
dp ^=1 d<r»
De cette équation on conclut
p = a -r- Cy
G désignant une constante *, on aura de même
p, = ff,4-C:
donc
p — pi^ff — a, i^arcFK — arcFK, = arcRK|.
241. On peut aussi concevoir cette propriété comme ane conséquence de ce que la développée est le lieu des Fig.36. intersections successives des normales à la courbe donnée. En effet, remplaçons un petit arc KKi de la développée par sa corde, et supposons que cette ligne prolongée rencontre la courbe en M. La droite K.M différera très-peu de la normale KN menée par le point K, et KiM très-peu de la normale K|Ni menée par le point Ki, en sorte qu'on aura, en négligeant des infiniment petits du second ordre,
KK, ^KM — K.M z^KN — K,N..
C'est cette propriété de la courbe FK qui lui a fait donner le nom de développée. En efTet, imaginons un fil dont une partie soit enroulée sur FK, et dont l'autre Fig. 37. partie, tendue suivant la tan-
gente KiMi, se termine en Mi sur la courbe CM. Je dis que si Ton déroule ce fil en le tenant toujours tendu, son extrémité r décrira la courbe CM. Car supposons que la partie rectiligne 5oit maintenant dirigée suivant la tangente KM, et que Textrémité aboutisse au point G : on a
GK=rM,K,-+-K,K,
puisque K, K est la partie qui est devenue rectiligne. Mais d'ailleurs on a aussi MK = Mj Kj -f- K, K. On aura donc GK = MK et G coïncidera avec le point M sur la courbe CM : donc l'extrémité du fil décrira la courbe CM.
24S. Une même courbe FK a une infinité de développantes, et pour les décrire il suffira d'allonger ou de di-
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minuer le GI d^une quantité arbitraire. Les tangentes à la courbe FK sont normales à toutes les développantes, d'où il suit que celles-ci ont 1rs mêmes normales et les mêmes centres de courbure: et comme elles interceptent sur leurs normales communes des longueurs constaoles, on peut, au moyen d'une développante, obtenir toutes les
autres.
243. Si une courbe est algébrique, les rayons de ses cercles osculateurs auront aussi une expression algébrique d'après les formules trouvées précédemment : par conséquent, un arc de la développée, qui est la différence de deux de ces rayons, aura, dans ce cas, une expression algébrique, et cette courbe sera recti fiable.
EÀYOM nE COURBURE ET DÉVELOPPÉE DE hk PARABOLE.
Appliquons la théorie précédente à la parabole
dont Téquation est
Nous avons trouvé, en désignant par n la normale MN, et par p le rayon de courbure au point M,
Si l'on veut exprimer ce rayon en fonction des coordonnées du point M, il faudra différenticr deux fois Téquation j''= ^px^ ce qui donne
dy p d^r p^
dx y djc^ y^
Donc on a, en valeur absolue,
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Poar avoir l'équaiion de la développée, subslituons les valeurs de -- et de -y^ dans les équations
il vient
L élimination de.r et de^ entre ces équations et celle de la courbe conduit à l'équation de la développée. De la seconde on lire
En mettant cette valeur de i\ dans la première, on aura
d'où
On a donc
d'où et
Donc et
IP
Si Ton transporte Taxe des ordonnées parallèlement à lui-même jusqu'au point O, tel que AO = py l'équation
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prend la forme plus simple >}' H J", ou simplement
Cette courbe a la forme KOL [fig* 89, p. a44)- Elle est symétrique par rapport à i*axe des abscisses, ce qni était évident à priori, et s'étend à l'infini du côté desx positifs.
En différentiant» on trouve
dV 4 V
Le signe de -— est le même que celui de n\ par consé-
quent, la courbe est partout convexe vers l'axe des abscisses.
RATON DE COURBURE ET DÉVELOPPÉE DE l'eLLIPSB.
S45. Soit
Téquation d'une ellipse rapportée à son centre et à ses axes. On en tire
dy h^x d^x b'
Cela posé, la formule connue du rayon de courbure donne
Pour avoir la développée de Tellipse, reprenons les
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deux équations
Quand on remplace — ei -— par leurs valeurs, l'équation (i) devient
ou
et posant a* — i'= c*, il viendra
ou enfin
En permutant dans la relation (3) a: et ^, a et £, ce qui change c' en — c', on aura
Par conséquent, si l'on pose, pour abréger, — = A et T- = B, on a
En substituant ces valeurs dans Féquation de Tellipse,
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mise sous la forme
i^Mh
on a, pour Téquation de la développée,
(iV
La courbe représentée par cette équation est symétrique par rapport aux axes de Tellipse, comme, du reste, on pouvait le prévoir. Pour y? = o, on a
ce qui donne deux points G, G\ situés sur Taxe des x
entre les foyers. On obtiendra de même les points H, H',
où la développée rencontre l'axe des y.
En différenliant Téquation (a) deux fois de suite, on a
'r.\ 'dyi
De là on tire dhi
dV
An
Or -— est de même signe que le dénominateur, puisque le numérateur est positif. Par suite, cette dérivée a le
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même sîgDe que yj. Donc la courbe tourne partout sa convexité vers l'axe des x.
On a ensuite
\k) A_ /An\ *B^ B ^
cette dérivée étant nulle pour tj == o et inCnie pour Ç ^^ o, on en conclut que les axes sont tangents à la courbe aux points G, G', H et H\ qui, à cause de la symétrie de la figure, doivent être des points de rebroussement.
lÂXON UB GOURBURB ET DÉVELOPPÉE DE l'hyPERBOLE.
246. Le rayon de courbure et la développée de Thyperbole peuvent se déduire de ce qui précède en changeant &* en — &'• On a ainsi pour le rayon de courbure
et, pour Téquation de la développée^
en posant c' = a* -t- i', — = A et -y- = B.
La développée de l'hyperbole se compose de deux
branches infinies HGK , H'G'K', symétriques par rapport aux deux axes; elle a deux points de rebroussement G et G' situés sur Taxe transverse au delà des foyers par rapport au centre, et elle tourne partout sa convexité vers Taxe transverse.
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ENVELOPPE D^UNE COURBE MOBILE
247. Quand une courbe se meut sur un plan, en changeant de forme suivant une loi déierminée, en général elle touche constamment une courbe fixe qu*on nomme son enveloppe. On peut supposer que la courbe mobile est représentée par une équation
dans laquelle c est un paramètre que Ton fait varier d'une manière continue. Si Ton donne à ce paramètre deux valeurs successives c et ch- Ac, les courbes représentées par les équations
se couperont en un point (x, j) , pour lequel on aura et, par suite/
f. F(.r, 7, c-f- Ar)— F(.r, r, r)
^ * Ac
Si Ac diminue indéfiniment, les coordonnées du point (x, j) qui ne cessent pas de satisfaire aux équations (i) et (i) vérifieront, à la limite, les équations
On obtiendra donc le point limite M de l'intersection de la courbe (i) et de la courbe infiniment voisine, en résolvant les équations (3). Si maintenant on élimine c entre ces équations, on aura le lieu des points M, c'est-à-dire le lieu des intersections successis^es des courbes représentées par Féquation (i).
Je dis que ce lieu est Tcnvoloppe cherchée. En e(Tet, une courbe A représentée par l'équation (i) est coupée
par celle quî la précède, B, et par celle qui la suit, C, en deux points qui unissent par se confondre. La droite qui joint ces deux points tend donc à devenir tangente à la courbe A. Elle tend d'ailleurs évidemment à devenir tangente au lieu des intersections successives. Donc ce lieu est tangent à toutes les courbes représentées par Féquation (i).
EXERCICES, i. Développée de la courbe
SoLunoN.
Développée de la courbe
Solution.
[x-\-yY -^ (x - xf = ^a\
3. Enveloppe des ellipses concentriques dont les axes ont les mêmes directions, et pour lesquelles la somme de ces axes estcon^ stante.
Solution.
On trouve le même lieu quand on cherche Tenveloppe d'une droite de longueur constante (A), qui se meut en s'appuyant sur deux droites rectangulaires.
DÉFINITION ET ÉQUATION DE LA CYCLOIDE
248. La cycloïrte est le Heu des positions d'un point M donné sur un cercle qui roule sans glisser sur une droite indéGuie Ax.
Prenons pour axe des abscisses la droite A jr, pour origine le point A, où se trouve le point générateur M à Torigine du mouvement, et pour axe des ordonnées la perpendiculaire Ay.
On reconnaît, à pn'on\ que l'ordonnée est maximum
au point C, correspondant à Tabscisse AD = - cire. OM ;
que la courbe rencontre de nouveau l'axe des x en un Fig. 41. point A' dont l'abscisse
est égale à la longueur de la circonférence génératrice, et que la portion CA' de la courbe est symétrique de Tare CA par rapport à CD*, ensuite qu'au delà du point A', comme k gauche du point A, il existe une infinité d'arcs identiques à ACA'.
Cherchons maintenant l'équation de la courbe. Soient AP = Xj MP =:j les coordonnées d'un point M du liea, MO = a et MOH = u^ joignons MO et menons MI per* pendiculaire à GH.
Diaprés le mode même de génération, Tare de cercle MH est égal à la portion de droite AH. On a
ar = AH — PH = arcMH — MI — au — asin « = fl(ii — sina),
jr=OH — IO:^a — flCOSarr:fl(l — cosaj.
Il ne s'agit donc plus, pour avoir l'équation de la cycloïde, que d'çlimîner u entre les deux équations
(i) xT:-a{u — sina),
(2) X a{i — cosu).
Or la dernière donne
cosa = ou u -. - arc cos 9
d'où
v/2/ïr — r*
sina = it •
Portant ces valeurs dans l'équation (1), on a l'équation de la cycloïde,
(3) X - - a arc cos ip sf^My^—y^-
Pour expliquer le double signe du radical ou de sinii, on remarque que si le point M est sur l'arc AC, on a u < TT et sinu> o. Mais si le point M était sur l'arc CA', on aurait w>7r et sinu<o. Donc le signe supérieur convient à l'arc AC, et le signe inférieur à l'arc CA'.
TAKGENTE ET MORMALE.
Pour obtenir -5^» on pourrait différentîcr l'cqua
dx
tion (3), mais il est plus simple de différenlier les équations (i) et (2), dans lesquelles x et / sont fonctions de la variable indépendante a, ce qui donne
dx^adu(i — cosa) = /</«, dx — adusinu = du ^2.0/ — /*•
Divisant membre à membre, il vient
dY ^lay — y^
La sous-normale au point M ayant pour valeur ^-r^y
dx
on voit qu elle est égale à ^a^^ — y*. Or
^nay ^j^ — \Jy[^a—y) — yJUÏ X IG = MI ou PH.
Donc MH est la normale au point M, et, par suite, MG, perpendiculaire à MH, est la tangente en ce point.
De là résulte un moyen très-simple de mener une tangente à la cycloïdc par un point M de cette courbe. Supposons le cercle CmD décrit sur Tordonnée maximum comme diamètre; menons Mm parallèle à Aa: : une parallèle à Cm, menée par le point M, sera la tangente cherchée.
250. La longueur de la normale, au point M, a pour expression
y r' -*- ^-^-r = s y -^ ^ay-^y- = yliay^
Or GH == aa, IH = j^. Cette longueur est donc moyenne proportionnelle entre IH et GH ; c'est donc la ligne MH elle-même.
EAYOlî ET CENTRE DU CERCLE OSCULATEUR.
On a
donc
d'où
dy _ sl^ay—y^ _ ^ /2/1 d'x- y ~V7"" '
dy^ 2fl
dy d^y na dy
dx dx* y^ dx
OU
(iy d^ Y
Substituant ces valeurs de ^ et de -—j dans Texpression
connue du rayon de courbure, on trouve
p*=: -^-~ — = — j- *, donc P rz= 2 \2ajr.
Mais
^2flj == ^GU X Ul — MU,
donc le rayon de courbure est double de MH, et puisque d'ailleurs MH est la normale au point M, on aura le centre de courbure en prenant sur la direction de MH un point N tel que MN = ^MH.
DÉVELOPPÉE DE LA CYCLOÏDE
252. Ce résultat donne très-simplement la développée de la cycloïde.
Soit HNL un cercle égal au cercle OM, tangent au point H à Taxe Ax, au-dessous de cette droite; menons LE parallèle à Ax, et prolongeons le diamètre CD jusqu'à sa rencontre eu E avec LE; les arcs MH et NH étant
égaux, on a
arclVH = AH;
d'ailleurs
arcHNL = AD.
Donc
arcNL = AD — AH = DH — LE.
Ainsi la développée de la cycloïde est engendrée par le mouvement d'un point N placé sur la circonférence d'un cercle égal au cercle OM, mais qui roulerait sur une parallèle LE à Ax, au-dessous de cette droite, et à une distance de celle-ci égale au diamètre du cercle mo*
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bile. Celte développée est donc une cycloïde égale à la première.
On peut d'ailleurs le démontrer sans connaître la longueur du rayon de courbure. En effet, de même que MG est tangente h ÂMC en M, NH ou MN est la tangente en N à la cycloïde ANE. Donc cette dernière courbe est le lieu des intersections successives des normales consécutives à la cycloïde ACA^ et par conséquent elle en est la développée.
On retrouve le même résullat par le calcul. On a
Substituons ces valeurs dans les équations
La première équation donne (/ — 7i) -^z=:o ou bien ^ajr — a{jr — u ) ^= o,
ou enGn
On tire de la seconde équation
ou, en remplaçant^ par sa valeur et transposant.
/ la
ou enfin, en faisant passer y} sous le radical, dont le signe
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doit être changé puisque n est négatif,
Substituant les valeurs (i) et (a) dans Féquation de la cycioïde,
x=z a arc cos ^ — y 2 flj^ — j^%
on a, pour Téquation delà développée,
Ç = rt arc cos
-h ^ — lan — ïj*.
Supposons maintenant qu'on prenne pour axes les droites Ex' et Ej'5 nommons x' et^' les nouvelles coor- Fify. ^2. données d'un point quelconque
N de la développée : puisque
* on aura
Ç= AD— DI=tta — j', „ r- NR — IR =r 7' — 2fl.
Substituant ces valeurs de Ç et de y} dans Téquation (4)9 l'équation de la développée par rapport aux nouveaux axes devient
a — j/= a arc cos
ou bien
=ia lit — arccos ) — y^a ajr' — y*,
ou enfin, comme deux arcs supplémentaires ont des cosinus égaux et de signes contraires,
y =r a arc cos 1 ^ j — ^^ay — y^.
Celte équation, comparée à 1 équation (3), montre que Stcbm. — An., I. 17
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la développée de la cjcioïde est une cycloïde égale, placée par rapport aux axes Kx^ Ej^', comme la proposée par rapport aux axes primitifs.
LONGUEUR D^UN ARC DE CYCLOÏDE
234. La ligne MN, double de HN, est le rayon de courbure correspondant au point M de la cycloïde développante, ou la tangente menée par le point N à la cycloïde AME développée de la première. De plus, au point A, le rayon de courbure est nul puisque la normale M H devient nulle pour ce point. Donc, comme un arc de développée est égal à la diflTérence des rayons de courbure extrêmes, on a
arcAN=MN = 2NH.
En revenant à la cycloïde proposée, on peut dire que Tare CM est égal à 2MG.
Exprimons maintenant cet arc en fonction des coordonnées de son extrémité.
On a _J
arcCM=:^MG = 2v^2ci.MQ,
ou bien, puisque MQ = aa — j^
arc CM n=: 2 ^4^' — ^ojr.
So5. On peut encore parvenir à ce résultat par le calcul.
En effet, soit CM = 5 un arc compté k partir du sommet C; on aura
fis
Or on a.
donc
. 1 àx^
dx
dy-
sjlay-
*=d=rfr ^'"'
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Mais Tare CM dimiuue lorsque j" augmente \ on doit donc prendre le signe — , et écrire
donc
OU
jr=2 ^^a' — 7.ax -hC.
C est une constante que Ion détermine en faisan tj^ = aa, cequi donne 5 = 0, et, par suite, C = o. On a donc, comme plus haut,
arc CM n= 1 ^4 û' — 2 ay,
Si l'on suppose ^ =: o, on aura
arcCA =4'^»
et, par suite,
arcACA'==8«.
Ainsi Varc entier de la cycloïde est égal à quatre fois le diamètre du cercle générateur,
EXERCICES
1. Quand une court)e plane C roule sans glisser sur une autre courbe fixe C, chaque point du plan de la première décrit une courbe dont la normale passe à chaque instant par le point de contact de C et de C.
2. Discuter la courbe engendrée par un point qui se meut d*un mouvement uniforme sur un cercle dont le centre se meut aussi d'un mouvement uniforme et en ligne droite.
3. Le lieu des points d'où Ton peut mener à une cycloïde deux tangentes formant un angle droit est une cycloïde raccourcie (courbe du n"* 2, quand la vitesse du centre est moindre que cello du point décrivant).
COUBS D ANALTSK.
COURBURE DES COURBES PLANES
Expressioi) du rayon de courbure quand la Tariable indépendante est quelconque. — Application aux coordonnées polaires. — Théorie de la courbure des courbes planes. — Identité dtt cercle de courbure et dn cercle osculateur. — Applications.
EXPKESSlOrV DU HAYON DE COURBURE QUAND LA VARIABLE INDÉPENDANTE EST QUELCONQUE.
257. En prenant x pour variable indépendante, nous avons trouvé
Supposons maintenant que x et y soient fonctions
d'une autre variable f, et cherchons, dans cette hypothèse,
dy Texpression de p. On sait (92) que ~ conserve la même
/• d^r 2 . A 1 ' dxd^jr — djrd^x forme, et que -—j doit être remplace par -7-5 —
On aura donc
dxd'^y — dyd^x
eu bien
dxd^y — dyd^x
expression dans laquelle les ditrérentielles de x et de j' sont prises en regardant t comme variable indépendanle-
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Exemple. — Lacycloïde est représentée par T ensemble des deux équations
X =za[u — sintf), y=:a(i — ces it ).
De là on déduit, en prenant u pour variable indépendante,
dx = a(i — cosu)dUy d^x = asinudu^,
djr = asinudu^ d^jr = acosudu^»
Par conséquent,
dx* -f- dy» = (i — 2 costt H- cos^tt -h sin'tt)a*^tt% dxd^f — dyd^x = (cos« — cos'a — sin'«) «*£/«',
dx^ -4- df^ ==2(1 — cos«)a'i/tf', dxd^y — djrd'*xz=^ — (i — cosu)a}du^.
Par suite,
Or,
Donc
I ( I — cosa )' «»//«* y- , i
0 = 2 '-^ , , , , = aa V2 ( I — cos«) '
(I — CQ%u)à*du* ^ ^ '
î — COStt = -•
z=:ia y 2 i /- =^ 2 sfïayn
EXPaESSIOK DU RAYOII DE COURBVKE Elf COORDOMUÉES
POLAIRES
258. La formule (i) conduit à l'expression du rayon l?ig^^3 de courbure au point M, en
fonction des coordonnées polaires de ce point. Pour cela, menons par le pôle deux axes rectangulaires Ox et Oy, Soient
xOA=:a, OP--jr, MP = ^-, OM = r, MOA = ô,
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on aura
X =:rcos(0 — a), j =: rsin(Ô — a),
ou en posant, pour abréger, 0 — a = 0',
j: = rcosô', j = rsinO'.
De là on tire, en observant que dO' = rfO,
dx = dr ces G' — rdH sin 0',
dy = dr sinô' -f rdQ cosO', //^j- — ^Vcosô'— 2rfri/9siuO' — rt/ô*cosO', <f»j^ = ^»rsinG' -4- 2i/r^ô cosô' — n/G'sinO'.
On aura donc
dx* -f- dx'= dr^ cos'G'-l- r^sin» G' dB' -h dr* sin' G' -f- r»cos»G'rfO'
= û?r» ( sin» G' -+- ces' G' ) -^ rV/G»(sin'G'-hcos»G'),
et, toutes réductions faites,
(2) dx* -f- dx* = dr* -h r*dO*.
De même,
dxd*j' — djrd*x
= (c/rcosG'— rcfGsinG')(û?VsinG'-h2£/rc/GcosG'— rf/G»sin«')
— (rfrsinG'-+-rrfGcosG')(fl?'rcosG'— 2^rrfG sinG'— ri/G^cosO')
=i:£^'r(^/rsinG'cosG'— rrfGsin'G'— rfrsinG'cosG'— rrfGcos'G')
-h 2 rfr» (û?G cos'O'-f- r/G sin»G') -+- r> (sin» G'rfG>-i- cos'G'rfô'),
ou, en simplifiant,
(3) dxd*x — dfd*x = 2 dr*dQ — rdQd*r -f- r»e/G».
Substituant les valeurs (2) et (3) dans la formule (i))On obtient
_ (dr*-h rdB*V
^ ~ 2 dr*dB — rd*rd9 -+- r'^/G»' ou bien
dB* dB*
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Ce résultat s'obtient d^ailleurs plus simplement en faisant coïncider Taxe Ox avec OM. 11 faut faire alors a = 6,
et l'on a
dx = dr^ dy = rd^ ,
d^jn z= d'r^ rdB\ d^y r= ^drd^.
259. On introduit quelquefois, au lieu du rayon vecteur r, sa valeur inverse dans Texpression du rayon de courbure. Soit
il en résulte
du ,. îrfi/' — ud^u
dr-=. -, d^rz=.
Donc
I 2 rftt' ttrf'// — 2</«* I \ d^U
/? "^ ^ Î7ô'2 "^ tt«rfe' tt» "^ tt» 5^
00 enfin
diû\
dJ^I
260. Exemples, i® Courbes du second degré. L'équation générale des courbes du second degré, rapportées à lun des foyers et à l'axe focal, est
I H- ecosO On aura, dans ce cas,
P' \ P PI
ou bien
(l •+- 2tfCOsO-+-^)*
•^ '^ (l-heCQSG)*
a® Spirale logarithmique : r==ae'"^.
On tire de cette équation :
dr ^Q d^r mdr
dB dB^ dB
Substituant ces valeurs dans la formule (4)i on a
ou bien
Soient MK la normale et OK la sous-normale du point p. // considéré. Le triangle rectangle
KOM donne
MK = V^Om' h- OK*
donc
= ^r»-hr»Ung>OMK.
* Or, on a
tangOMK = col OMT = m ,
MK = r^i -h /w' = p.
Ainsi l'extrémité K de la sous-normale est le centre de courbure.
Pour trouver Téquation de la développée, prenons un nouvel axe polaire OB, incliné d*un angle a sur le pre-
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mier. R étant Tun quelconque des points du lieu, soient OK = r' et KOB = e\ on aura
j ^. „,„jn9 ,
r zrz mr ^=:^ mae :
mais 0' 4- a = 9 H- -; donc Téquation de la développée
sera
r' = mae
mô'-+-r»j a — — 1
OU bien
Comme a est arbitraire, déterminons cette quantité de telle sorte que Ton ail
ce qui donne
me
liW-f-iwla — — |=iO, ou a=:
Téquation de la développée deviendra
On voit que la dé%^e/oppée est une spirale logarithmique égale à la première^ mais différemment placée.
DE LA. COURBURE DES COURBES PLÀHTES
261. On doit considérer la courbure d'une circonférence comme étant la même en tous ses points, et d'autant plus grande que son rayon fi est plus petit, ou que
la valeur inverse -^ est plus grande. Il est donc naturel de
prendre — pour mesure de la courbure du cercle.
On conçoit mieux cette déCnition si Ton considère un
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cercle tangent à une droite en un point, et si l'on éloigne de plus en plus le centre sur la perpendiculaire à cette droite en ce point. Le cercle mobile, dans une de ses positions, sera compris entre la droite £xe et le cercle précédent, et, par conséquent, il s'approchera d'autant plus de la droite que son rayon sera plus grand.
Soient MT et M'T' deux tangentes à une circonférence
dont le rayon MK est égal à R, et soit HIM' = Cl). On aura
Fîg. 45.
arcMM'=R«,
puisque l'angle MKM' est ^al à HIM'; donc
R arc MM'
Ainsi la courbure d'uu cercle est égale à l'angle de deux tangentes divisé par Tare compris entre les points de contact.
262. Considérons maintenant une courbe quelconque CMM'U. Cétant un point fixe pris sur cette courbe, soient CM = 5, MM' = A5-, T l'angle MTx, t' l'angle M'T'x, formés par les tangentes MT et M'T' avec Ox, et Ar la différence de ces angles, c'est-à-dire l'angle HIM'.
Si la courbe était une circonférence de cercle, — serait
As
^^e- 'fi' sa courbure au point M, et ce
rapport serait indépendant de
Aj. Quand la courbe est quel-
conque, le rapport — » qui varie avec A5, est appelé la couT" bure moyenne de l'arc MM', et l'on nomme rajon de courbure moyenne le rayon d'un cercle dans lequel les tangeutes
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menées aux extrémités d*uu arc égal à A5 font entre elles un angle égal à A t. Le rayon de ce cercle est — •
Supposons maintenant que le point M' se rappiochc
At indéfiniment du point M : le rapport — convergera vers
•j-j qui sera dit la courbwe de la courbe au point M.
Concevons un cercle ayant la même courbure, et soit p son rayon : on aura
I dr fis
- = — ou p=-r' p as ^ dx
Si Ton prend sur la partie intérieure de la normale une longueur MK = p, le cercle décrit du point K comme centre avec MK comme rayon sera le cercle de courbure^ le rayon et le centre de ce cercle serout le rajon et le centre de courbure correspondant au point M.
On appelle angle de contingence Tanglc ^r formé par les tangentes menées aux extrémités d'un arc infiniment petit. On peut donc dire que la courbure d^une courbe en un point est égale à V angle de contingence dis^isé par la différentielle de Varc.
IDENTITÉ DU CERCLE DE COURBURE ET DU CERCLE
OSCULATEUR.
263. Le cercle de courbure est le même que le cercle osculateur, déterminé par la théorie des contacts \ eu cÛct, on a
rf, = ^xy/,+ g
<lt
. / ^\ dx
= rf^arcun6-j = — ^i
dx'
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donc
ds di
de
dx
ou
ce qui montre bien que p, ou le rayon de courbure, est égal au rayon du cercle osculateur, et, par suite, que le cercle de courbure se confond a\fec le cercle osculaleur.
264. On peut démontrer ce théorème par la géométrie. Soient MK et M' G (Jig» 49) p- 266) les normales en M et en M' à la courbe donnée, G leur point d^intersection, et MK le rayon de courbure au point M. Joignons MM';
on a
d'où
MG : MM' = sin MM' G : sin G , MM'sinMM'G
MM' ,. G
arc M M sioG
.. arcMM' .. Af tfs lim — - — =: lim — = -;- :
G Ar dr
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donc
limMG=:4^ =MK.
Ainsi le centre de courbure K est l'intersection de deux normales infiniment voisines : donc il se confond avec le centre du cercle osculateur; et, par suite, le rayon de courbure (262) est aussi le rayon du cercle osculateur.
265. Nous avons démontré Tidentité du rayon de courbure et du rayon du cercle osculateur en déduisant la valeur de ce dernier de celle du rayon de courbure : nous pouvons parvenir au même résultat en suivant une marche inverse, c'est-à-dire en déduisant la valeur du rayon de courbure de celle du rayon du cercle osculateur.
En efiet, le rayon du cercle osculateur au point M est
dy^ djc
dx^ dr^
cLk^ dx''
Or,
rfx i/ 1 + ^ = ^rfi» + djr* = rff ,
dx tiy'' dx'
^rzdi arc rang 4- ) = ^tj
donc,
ds
EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNEES
POLAIRES
266. Pour obtenir Texpression du rayon de courbure en coordounées polaires, nous partirons de la formule
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p = — . Soit fx Tangle que la tangente au point M fait avec le rayon vecteur : on aura
Fig.47. tangp=^-,
mais donc
On en déduit
sin='lT-0) \r^e;' dQ ^ ^dB\rdf>)
Mais Téquation (i) donne
sin'(T — ô) = —
donc
[rdQJ
dr ^"~ \r d^j d9 \r dl)
/i dry D'ailleurs nous avons
ou bien,
ds r (i dryV
(3) di^^V-^iTTB) \ '
Donc, en divisant l'équation (3) par Téquation (a), on aura
"^ ^^dB' dO'
formule déjà trouvée {n*> 258).
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Appliquons ce résultat à la spirale loga ri ih inique
Soient MO = r et MOL = % les coordonnées polaires du point M. On a
= rfoy/i
dr
i/j= ^<fr»-l-r'rfO=' = £/0 \/r'-4- — t
OU bien, à cause de -— = mr^
dsz=z rdQ^i -+- m^.
Maintenant on a, en posant Tangle OMT = u,
Or, dans la spirale logarithmique, i^ étant constant, puisque tangfji = — 5 on a dt = dd.
Par suite
comme on l'a déjà trouvé (n° 260, a®).
EXERCICES
Rayons île courbure des courbes suipantes:
ÉQUATIONS DE LA TANGENTE
268. On appelle courbes à double courbure celles dont tous les points ne sont pas dans un même plan.
Une courbe à double courbure est représentée, comme on le sait, par deux équations
(2) ip(x, X, z) = o,
qui appartiennent à deux surfaces dont celte courbe est Tintersection.
On choisit ordinairement pour surfaces auxiliaires des cylindres parallèles aux axes, et alors la courbe est représentée par deux équations dont chacune ne renferme que deux variables.
Pour obtenir les équations de la tangente menée à
une courbe par un point M, nous chercherons d'abord les équations d'une sécante MM'. Soient x^ j^ z les coordonnées du point M, et jc -t- Ax, y -h Aj^, 2; + Az celles du point M'. Les équations de la sécante MM' sont
^-^=ïJ(^-')' z-'=Ë(^-')'
X, T, Z étant les coordonnées courantes.
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Or, si le point M' se rapproche indéfiniment du point M, la sécante MIVl' devient à la limite tangente à la courbe
au point M, les coefficients angulaires — > — ^ tendent
* ^ Aa: Ax
dr dz ,, . , . , ,
vers — et —î et 1 on a les équations de la tangente,
où — et — sont les dérivées de j^ et de z par rapport
à x^ en les divisant membre k membre, on a Téquatiou de la projection de la tangente sur le plan j^z,
La forme de ces équations montre que la projection de la tangente sur chaque plan coordonné est tangente à la projection de la courbe sur ce plan, ce qui résulte d'ailleurs de ce qu^au moment où le point M' se réunit au point M, le point P' se. réunit au point P.
Les coefficients différentiels — et -— s'obtiennent
dx dx
parla difTérentiation des équations (i) et (2), qui donne
df
^dfdy dx dx
dz dx
d<f dx
"*■ dy dx
dz dx
En tirant de ces deux équations les valeurs de — et
de — » et les substituant dans les équations (û), on aurait les éijuations de la tangente. Mais il revient au même
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d'éliminer -j- ^^ -r^ entre les quatre ëquatîons (a) et (û). Or, de [ai) on tire
r// _ Y — j dz _ Z— z
dx X — J7 dx X — X
Substituant ces valeurs dans les équations (a), on a enCn
On obtient donc les équations de la tangente en remplaçant, dans les équations différentielles,
df ^ df ^ df ^ dx dy dz
-^dx-\- -^dy-^ ^dz=zOy dx dy -^ dz
les différentielles dx^ dj et dz par les différences X — J^t
Y—JyZ—Z,
ANGLES DE LA TANGENTE AVEC LES AXES
271 . Supposons maintenant que les axes soient rectangulaires, et nommons a, S et y les angles formés par la tangente avec les trois axes coordonnés Ox, Oj et O^.
Dans le trapèze MPP'M', dont les côtés parallèles sont MP = 5 et M'P' = z + Ar, menons MH parallèle à PP'. Soit / Tangle MM' H, c'est-à-dire Tangle que la sécante MM' fait avec l'axe Os. Le triangle rectangle MM'H
donne
Az Az
MM'
^A^c'-h A7»-|- Ai'
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Si / est la variable indépendante, on peut ëcnre
v/(^)'-fê)'-(B)"
Or, quand M' vient se confondre avec le point M, la sécante devient tangente, y' devient 7, et Ton a
dz di
jdx^ dy^ dz^ y ~dF^dF ^d?
ou bien
dz
CCS 7 =
\Jdx^ -+- dy^ -h dz^
Si dz est ]> o, c'est-à-dire si z croît avec la variable indépendante /, on a cosy }> o et y <^ -^ si, au contraire,
dz est <^ o, on a cosy < o et 7 > - •
On trouve de môme cosa et cosj3, de sorte que les trois angles cherchés sont donnés par les formules
dx cosa =:
(c) ( ces 6 =
^€ix^ -+- dy^ -h dz^
_ dy
^da^ -h dy^ -+- dz' dz
COS7 n::: — ^
sj dx' -^ dy^ -^ ilz*
Si Tare infiniment petit MM' est désigné par ds^ on aura, comme nous le verrons bientôt (n° 275),
€U = ^dx^-h dy^~h dz\
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et les formules précédentes deviendront
/ fv dx ^ dy
\d) cosa=-— > cos6=:-— » COS7
ds as
dz
ds
PLAN KORHAL.
272. Le plan normal à la courbe CM est le plan perpendiculaire à la tangente MT, mené par le point M. En nommant X, Y, Z les coordonnées courantes, Téqualion de ce plan sera de la forme
A(X — x) -f- B (T - j) 4- C(Z — «) = o. Les équations de la tangente MT étant
pour que le plan soit perpendiculaire â cette droite, il faut que Ton ait
^ _dy C _^dz
A dx A dx
ce qui donne pour Téquation du plan normal
(e) (X — x)da:-^{Y—x)df-h{Z—z)dz=:o.
273. Voici un autre moyen d'obtenir cette équation. Soit N un point quelconque de ce plan; appelons X,
Y, Z ses coordonnées, et a', (3', /, les angles que fait MN
avec les axes Oj:, Oj^, Oz, On a
Fi(j. 5o.
, X-jr
MN
Si a, fi, y sont les angles que fait la tangente MT avec
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les axes, on a [formules (d)^
COSa=:— » COSp = -T-» COS7=-7-
ds
as
ds
Or,
cosTMN = cosa cosa' -h ces ^ cos^' -h ces 7 ces 7'.
D'un autre côté, on doit avoir cosTMN = o, puisque Pangle TMN est droit; l'ëquatioii du plan normal est donc
X — X dx Y — X ^y Z — *^*
MN di "*" MN di^ MN S"~°'
qui revient à l'équation (e).
DIFFÉREffTIELLE DE L*ABC o'uNE COURBE A DOUBLE
Prenons, d'une manière arbitraire et en nombre
quelconque, des points E, F, . . . , M, M', . . . , sur Tare de
^'P* ^*' courbe CM D, et considérons
le polygone gauche CEF... MIVr...D, inscrit dans Tare CMD. Je dis que le périmètre de ce polygone tend vers une limite déterminée quand ses sommets se rapprochent tous indéGniment les uns des autres, en même temps que leur nombre aug* mente jusqu'à TinGni; après Tavoir démontré, nous conviendrons de prendre cette limite pour la longueur de Tare CD-
Soient donc jr,j^, z les coordonnées de Tun quelconque des sommets M, et jc -f- 2^x, jr -h Aj, z -^ ^z celles du sommet suivant M'; on a
MM'=VA*'-hAj^«+Az=^Axy/.+(^^y-+-(^y.
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Donc, si nous désignons par P le périmètre du polygoue, on a
Si Ax décroît jusqu a o, -^ et — tendent vers —
et -;-> et l'on peut écrire ilx *
\/-(ij)'-(My=\Ml)Mi)'--
a étant une fonction qui s'annule avec Ax. De là résulte
Mais, d'après un principe démontré (n^ 16), on a
lim\' (aAj:) = o, donc
Supposons maintenant que x soit la variable indépen-
daote; alors g, ^ et y/.H- ^^)'+ (^)'' pouvaul
être regardés comme des fonctions de x, considérons^ dans un système de cooi'données rectangulaires, la courbe ef^ qui a pour équation
Soient O^ = a, OA = i ^ on aura, en supposant que x
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varie depuis a jusqu^à i,
Fig. 5a. Or 2 (Y Ax) a pourlimîle Taire
f[fgh : donc la limite de P et Taire efgh sont exprimées par le même nombre. C*e8tce nombre qui représente la longueur de Tare CD.
275. Soit maintenant arc CM = 5. Si Oqf = x, on aura numériquement
arc CM = aire emqg\ par conséquent
ou
LIMITE DU RAPPORT D UN ARC A SA CORDE
276. On conclut facilement de là, comme nous Tavons déjà démontré pour les courbes planes, que la limite du rapport d^un arc à sa corde est V unité. En eflet, soit Tare MM'= A5, on a
arcMM' A 5 Ax
MM' ^/Aar»-+-A/»-+-Az2
Mais lentmiérateur et le dénominateur du dernier membre ont pour limite commune l/*"*"!^^) "^ \1~) • ^®°^
,. arcMM' MM'
DES SURFACES œURBES ET DES LIGNES A DOUBLE
ÉQUATION DU PLAW TANGENT
277. Soît M (x, j^, z) un point quelconque d^une surface représentée par l'équation
/(■^» Xy^)=0:
on peut, par ce point, imaginer une infinité de courbes tracées sur la surface. Toutes les tangentes à ces courbes Fig. 53. menées par le point M sont con-
tenues dans un même plan, que nous appellerons le plan tangent de la surface au point M.
En effet, soit
Téqualion d'une nouvelle surface passant par le point M.
L'intersection des surfaces (i) et (2) est une courbe CMD, dont la tangente MT au point M est, d'après ce que nous avons vu dans la Leçon précédente, représentée par le système des deux équations
dx
d^ di
Or l'équation (3), considérée isolément, représente un plan qui passe toujours par la tangente MT, quelle que soit cette tangente, puisque l'équation de ce plan ne dépend nullement de la fonction cp. Donc toutes les tangentes menées à la surface (i), par le point M, sont contenues dans le plan (3), qui est le plan tangent à la surface au point M.
ÉQUATIONS DE LA NORMALE
278. La normale à la surface au point M est la perpendiculaire menée par ce point au plan tangent. Cette droite, passant par le point M (^,JK, 5)> aura deux équations de la forme
Pour que cette droite soit perpendiculaire au plan tangent, représenté par l'équation (3), il faut qu'on ait, en supposant les axes coordonnés rectangulaires,
abc
£ df df dx dy dz
Si l'on remplace a, 6, c par les dérivées auxquelles elles sont proportionnelles, les équations de la normale prendront la forme
df df ijl
dx dy dz
279. On peut donner à l'équation du plan tangent et à celles de la normale une autre forme. En regardant z comme une fonction de x et de y, appelons p et q les dérivées partielles de s par rapport à ûc et à ^, c'està-dire posons
dz ^ dz __
En diiTéren liant Téquation
successivement par rapport à J?, puis par rapport à /, on aura
df , df . df , df .
^d.^^^dz^o, ^^dy^-£dz=o^
d'où l'on tire
dx ' dz^ ^ dy'dz
Alors l'équation du plan tangent (3) pourra se mettre sous la forn>e
/>(X-rr)-h5'(Y-^)-(Z--5) = o,
et les équations (5), qui représentent la normale, donneront par la substitution
280. Si l'on nomme a, p, y les angles que la normale fait avec les axes, on aura
cosa = ' — , cosp = ^ — j cosY =
yjp^^q'^-^y //>»-f-5'*-i-i y/p^-^q^-^
DEGRÉ DE l'équation DU PLAN TANGENT, PAR RAPPORT AUX COORDONNÉES DU POINT DE CONTACT.
L'équation du plan tangent peut se mettre sous la forme
dx' dy dz dx ^ dy ^ dz
Si Téquation de la surface est algébrique et du degré/??,
les dérivées -,- > -r > -r^ sont des fonctions alsrébriques du dx dy dz o t
degré m — i . Le premier membre sera donc une fonc-
lion du degré m — i des coordonnées du point de contact. Quant au second membre, il semble être du degré m par rapport à ces coordonnées ; mais on peut le réduire au degré m — i, en tenant compte de l'équation de la surface.
En eflety soit
u représentant la somme des termes du degré m, t/i celle des termes du degré m — 1,^2 celle des termes du degré m — 2, et ainsi de suite : on a
dui
dut ~d^
du^ 'dz
Si l'on multiplie ces équations respectivement par x^y et Zj et qu'on ajoute les résultats, on aura
df_
dx
du dui
~ dx dx
dy-
du ^ du\ ' dy dy
dz~
du ^ du\ ' dz dz
df df df l du du
df l du du du \
dx ^ dy dz \ dx "^ dy dz j
(du\ dui ^ duy \
dx dy ** dz )
(du^ du% dui\
^■d^^y-^^'iû)^-'
ou, d'après une propriété des fonctions homogènes (n« 178),
df df df dx '^ dy dz
= mu -+- (m — i) Ml H- (m — 2) ttj H- . . .
= m(a M- Wi -r Wj 4- ...) — Wi — 2Wj — 8^3 — ....
Mais le point (a:, y^ z) étant sur la surface, on a
M H- Mj -f- Mj -H ... =0;
donc l'équation précédente devient
df df df
Il en résulte que Téquation du plan tangent se réduit à df ^ df ., df „
-i^XH--^Y + -f-Z-t-Mi-!-2Mi-f-3Ms-+-... =0,
dx dy dz
équation qui est du (m — i)*^'»*? degré par rapport aux coordonnées du point de contact.
Soit une équation de la forme
qui renferme un paramètre arbitraire c : si l'on donne à c une infinité de valeurs, l'équation pourra représenter une infinité de surfaces. Dans ce faisceau, considérons les surfaces S et S' qui correspondent aui valeurs c et c -f- Ac du paramètre : leur intersection sera représentée par l'équation (i) et par l'équation
<iF I d'^Y
F(^,7, ^5, c-hAc) = F-h-^Ac-+---^-^Ac»-H . . = o,
qui, en ajant égard à l'équation (i), donne
dY irf^F,
de 2 rfc*
Si Ac tend vers zéro, l'intersection de la surface S avec la surface S' tendra vers une ligne G, représentée par l'équation (i) et par
Supposons maintenant que nous donnions à c diverses valeurs; les courbes correspondantes G engendreront une certaine surface qui est Vençeloppe des
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surfaces du faisceau (i); celles-ci sont les enveloppées, et les courbes G sont les caractéristiques de l'enveloppe. Chacune de ces courbes coupe la courbe infiniment voisine en un point dont le lieu peut être regardé comme la courbe enveloppe des caractéristiques et est appglé arête de rebroussement de la surface enveloppe. ^On peut aussi considérer des surfaces dont l'équation
renferme deux paramètres arbitraires : on reconnaît que l'une de ces surfaces coupe toutes les surfaces infiniment voisines en un ou plusieurs points dont les coordonnées sont données par l'équation (3) et les suivantes
le lieu de cespoints constitue l'enveloppe des surfaces (3).
283. Cherchons le plan tangent en un point M de l'enveloppe que nous avons déterminée en premier lieu. Le premier membre /(x,/, 5) de Téquation de cette enveloppe peut être obtenu en remplaçant dans F(j:,^, 5, c)c par sa valeur tirée de l'équation (2)5 or nous pouvons prendre les dérivées partielles de / sans efTecluer la substitution : le premier membre de l'équation (3) du n® 277 devient
,,^ rd¥ d?dc'\.^
mais l'expression de c en fonction de x^y^ z annule
identiquement -1-; il en résulte que l'équation (4) se
réduit à celle du plan tangent à l'enveloppée (i)au point M. Donc la surface enveloppe louche chacune de ses enveloppées tout le long de la caractéristique correspondanten]es enveloppes du second genre louchent chacune de leurs enveloppées en un nombre limité de points, j
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PLAIT OSCULATEUB.
284. Soit CML une courbe quelconque dans l'espace. Soient M et M' deux points très rapprochés sur cette courbe. La tangente MT à la courbe au point M et le point M' déterminent un plan. On appelle p/a/i osculaleur la limite du plan MTJVl', quand le point M' vient se confondre avec le point M.
On peut encore dire que le plan osculatcur au point M
est le plan qui passe par le point M et par les deux points m et M' voisins du point M sur la courbe, quand ces deux derniers points viennent se confondre avec M. Cette déBnition s'accorde avec la première, puisque la ligne Mm tend à devenir tangente au point M lorsque les trois points se rapprochent.
285. Le plan osculateur de la courbe au point M, dont les coordonnées sont x^y^ z^ devant passer parce point, aura une équation de la forme
D'ailleurs les équations de la tangente sont
Comme cette droite doit être tout entière dans le plan osculateur, on doit avoir, quel que soit X ou (X — x),
A(X-x)-f-Bg(X-x) + C^(X-x) = o
ou bien
(3) kflx-^-^dy -^Cdz:=LO.
Soient maintenant x -t- î^x^ j -f- Aj, r -J- A3 les
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coordonnées du point M' : en substituant ces coordonnées dans Fëqualion (i) à la place de X, Y, Z, on aura
(4) AAx-f-Bù/ H- CA« = o.
Or on peut considérer or, y^ z comme des fonctions d'une certaine variable indépendante f, et si a, 6, y désîfrnent des quantités qui s'évanouissent avec A/, on aura
dx Lt^ Id^x
Ax -: A/ -- H -—- -h a h
dt I .2 \ dt'
Ar — A/-V ^- •^ dt
Par suite Féquation (4) devient
fdx m fd'x \1
ou bien, à cause de Téquation (3), et en divisant les deux membres par - Af*,
A la limite, a, S, y s'évanouissent, et alors, en muliipliant les deux membres par dt^^ on a
(5) A d'x 4- Brt»j + C<f>2 =r o,
équation qui, jointe à Téquation (3), servira a déterminer les rapports pi •«• Eliminant B entre ces deux équations,
il vient
A {dxd^y- — dyd^x) + C [dzd^y — dyd^z) = o,
d'où l'on lire
A dyd^z — dzd'^y
C dxd^jr — dyd^x
On aura de même
B dzd'*x — dxd^z C dxd^jr — dyd^x
L^un des coefficients A, B, C étant arbitraire, je prendrai
C -.^ dxd^y — dyd^x
d'où
A 1= dyd^z — dzd'^y, B = dzd'^x — dxd^Zy
et Ton aura enfin, pour équation du plan osculateur,
i{dyd^z — dzd^y) (X — x) -^ [dztl^ X -^ dxdH) [Y —y) -f- [dxd^y — dyd^x) (Z — z) = o.
Voici un moyen mnémonique pour retrouver celte équation^ on écrit les fractions
dx dy dz dx
et Ton retranche chacune de ces fractions de la précédente : les numérateurs de ces différences sont respectivement les coefficients de Z — -z, X — XjY — j\
KGLES DU PLAN OSCULATELR AVEC LES PLANS COORDONNÉS
286. Soient /, |:ji et v les angles que fait avec les aices Oo:, Oy^ Or, une perpendiculaire MP au plan osculateur, angles respectivement égaux à ceux que ce dernier plan forme avec les plans jr, zx et xj. On a
(a) cosA=-, cosfx=-5 cosv = -,
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en posant
c'est-à-dire
**"' } 4- (dxd*x — dfd*xy.
287. La valeur de D* peut être mise sous d'autres formes : posons y pour abréger,
dxz=za^ djr = bj dz-^c^
d^x=ia\ d^y = b\ dH = e^ on aura
D»= (bc'^cb'Y -h (cfl' — ûc')»-f. {ab'— ba')\ ou
D»= {a^-\- fc»-+- c») (fl'«-+- b'* H- c'«} — (ûfl' -h bb' -4- ce')».
Or, eu appelant ds la diflerentielle de Tare qui aboutît au point M, on a
ce qui donne, en difTéren liant par rapport à la yariable îodépendanie tj et divisant par a,
dsd^s = dxd^x -h djd^f -+- rfw/*a = oa'-f- bb' -h ce';
il vient donc
D» = d:f'[(rf'j:)>-4- (</»/)«-+- (</'»)'— (^'*)'J,
OU enfin
On peut encore écrire
l^^>J{dsd^x-'dxdUY'\-[dsd^y-'dj'd^sy+[dsd^% — dzd^sY, ce qu'on VériGe en développant, ou bien
SibUI. — ^«., I. IQ
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Dans toutes ces expressions la variable indépendante esc quelconque.
NORMALE PRINCIPALE
288. On appelle normale principale celle qui est située dans le plan osculateur.
Cette droite doit être perpendiculaire à la tangente MT et à la normale MP. Or de ridcnlité
on déduit
, , dx ,dx df ,dy dz .dz
ds ds ds ds ds ds
D'autre part, Téquation
Ad^x-hBd^X -¥-Cd^z = o peut s'écrire ainsi :
(a) Arf$+Brf^r + Crf$=o.
^ ' ds ds ds
Les équations (i) et (a) montrent que la droite qui fait avec les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels à
dx djr dz
""T' ":j~' ""r> ds ds ds
est perpendiculaire à la tangente MT et à la normale MP; c'est donc la droite cherchée.
Il résulte de là que les équations de la normale principale sont
ds ds ds
EXERCICES
i. Une courbe tracée sur la surface d'un cône droit a pour pro* Jection orthogonale, sur un plan perpendiculaire à Vaxe du cône,
une spirale logarithmique, r = e"*^, €lont ce sommet est le pôle. On demande les équations de la tangente à cette courbe et l ''équation de son plan normal en un point donné. Prouver que cette courbe coupe toutes les arêtes du cône sous un angle constant.
Solution. — L'angle du cône étant a, la tangente à la courbe fait avec les axes des angles dont les cosinus sont
wcosO — sinô m sinô-hcosO mcota
V'"^iiï^ V"^"Sï^ V"^8"i5^ La tangente fait avec Tarête du cône un angle dont la cotangente est
-T-—- L'équation du plan normal est
(X — x) {mx—y) -i-lY— j) (/w/4-x) h- (Z — z)mz — o.
2. Une courbe est donnée par deux relations entre la distance r (Tun quelconque de ses points M à un point fixe 0, V angle 0 que le rayon vecteur OVLfait avec une droite fixe Ox, et V angle ç que le plan MOxfait avec un plan fixe xOy : trouver la différentielle iie son arc en fonction des quantités r, B et t^ et de leurs différen-' tielles.
SoLunoN. ^
ds = y/dr-'-t- r^db^-^r r'&ui'^drf'.
Trouver V équation du Heu des normales à la surface
menées par tous les points de la droite
«'= k^ ay=x v^6' — A% qai est tout entière sur la surface.
Solution. — Le paraboloïde hyperbolique
ckl^xA-Xy/V^^') [x y/V^n? " qr)
COURBURE DES UGNES DANS L'ESPACE. - HËUCB.
Coorbure des lignes dans Tespaoe. —Cercle oiculatear. — Rayon de torsion ou de seconde courbure. — Équations de lliélice. ^ Tangente. — Rayon et centre de courbure. ^ Lieu des centres de courbure. — Plan osculateur et angle de torsion.
COURBURE DBS LIGNES DANS l'eSPACE.
S89. On nomme angle de contingence, dans une
courbe gauche, comme dans une courbe plane, Tangle u que font entre elles les deux tangentes menées aux extrémités d'un arc MM'= Ai, qui devientinfinimcntpetit; et courbure au point M, la
limite vers laquelle tend le rapport —9 quand As diminue indéfiniment. Cette limite est représentée par ■^-
ds L'inverse de la courbure, ou — t est dît le rayon de courbure au point M. Nous le désignerons par p.
390. Pour évaluer ck), menons par le point O les droites ON et ON^ égales à l'unité de longueur et respectivement parallèles aux tangentes MT et M'T'. Soient
dx , dr à*
£is ds lis
les cosinus des angles que MT ou ON fait avec les axes, ou, ce qui revient au même, les coordonnées du point K )
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soient rt', b', c' les coordonnées du point N'. L'angle NON' sera égal à a)^ et Ton aura
NN'=: a ON sin i w = v^fa'— a)»-i- (*'— 6)» -4- (</ — c)»,
ou, puisque ON = i ,
2 sin - «» = dàa^-h A^'-H Ac*.
En passant à la limite et remplaçant le sinus de l'angle - (ù par cet angle lui-même, on aura
d'où
6) I /dà^
ds~'^~y d? "^"^ "^
» db^ dc^ p ~ y ds^ '^ ~ds^ "^5?'
on aura donc, en remplaçant a, 6, c par leurs valeurs,
// .^x\» / .^\* / .dz\i
f=vuau;hï'-
quelle que soit la variable indépendante.
La normale principale MN fait avec les axes des
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angles i^ /n, n dont les cosinus sont proportionnels a
ds ds ds
ds ds ds
on en conclut
rf^ rf^ /i
, ds ds ds
ces / = p — r— ? cos m = p — 7- » COS« =: p —7— •
Or les équations de la normale MN sont
X — x=iBcos/, Y — ^=rRcQSiîî, Z — 2 = Rcos/i,
R étant la distance du point M à un point quelconque (X, Y, Z) de cette normale. On pourra donc, en remplaçant cos/, cos/Ti, cos n par les valeurs que nous venons de trouver, mettre ces équations sous la forme suivante :
d^ /^ rfl*
(a) X— j: = Rp~-^, Y—j^:-^Rp-4^» Z— z — Rp— ^.
^ ds ^ ds ^ ds
CERCLE OSC1JLÂTEUR.
283. Si, par le milieu de la corde MM', on mène un Fig. 56. p]^n perpendiculaire à cette
corde et qui coupe la normale principale MN au point G, ce point sera le centre d'un cercle passant par les deux points M et M'. Si le point M' se rapproche V du point M, le plan KMM' ten-
dra à se confondre avec le plan osculateur TMN^ et le cercle deviendra à la limite ce qu'on nomme le cercle osculateur k la courbe au point M.
Le rayon du cercle osculateur au point M est égal au rayon de courbure en ce point •
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En effet, Téquation du plan perpendiculaire mené k la corde MM^ par son milieu est
Ax
-f- Aj (z — «— i Aa j =o,
ou
(X— xjA*-f-(Y— j)A7-f-(Z— 2)A2"-(Aar'-+-A^'-+-Az').
Si Ton élimine X — x, Y — y, Z — -» en ire celte équation et celles de la normale (a), on aura
^ \ as ds fis \ i , ^
Rp \ — -Ajr-t--3- A/H-— ^A* / =-(A«»-f- Ar»-HA»')j \ df ds ds / 1
mais si Ton regarde x^y tl z comme des fonctions de s^ on a
dx Ls^ \ ds
Ax=z Ai -- — t \ ha / »
ds ^ 1 \ as
dr as* I ds ds a \ ds
dz A
jM ds
^tz=:tiS 1 \ — h7
ds n \ ds '
a, 6, y étant des quantités qui s'évanouissent avec Af •
Substituant ces valeurs dans Téquation précédente, et supprimant les termes qui contiennent As en facteur^ termes dont la somme est nulle, on aura
Mnmt)-iA
Ajr'-i-Ar'H-Az»
Af*
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et en passant a la limite,
fX -^, XlimRr=i P ou
limR = p.
Ainsi le rayon du cercle osculateur au point M est égal au rayon de courbure en ce point. C'est pourquoi le point K, limite du point G, sera dit indifféremment le centre de courbure ou le centre du cercle osculateur,
294. On prouve d^une manière semblable que Tintersection de la normale principale MN avec le plan normal à la courbe passant par le point M'est encore, à la limite, le point K ou le centre de courbure.
Eji effet, Téquation de ce plan normal est
i dz dz\ ,„ ,
En remplaçant X — x, Y — y^ Z — z par leurs valeurs tirées des équations (a) de la normale principale,
(a)X— x=Rp— ^, Y— ^^Rû--Î, Z — z=rR»-^»
^ as ^ fis ^ ils
on aura
(is fdx dx\ ds fdy dyX ds t dz dz\ I
dr dr dz dx dr dz
=1- Ax-- -hAr-; — f-Az-- -t-A-c A-— 4- A rA - - 4- AzA-r-ds ds ds ds ds dt
Cette équation se simplifie beaucoup au moyen des
remarques suivantes. D'abord on a
dx dx ^T j^y dz dz
lis ds ds ds ds ds
et il reste, en divisant par A5,
dx dx fly dr riz dz
d — A — d— A— d — A- ^ , ds ds (h ds ds ds
Rp \ 1 1
^ ds Af ds as ds Af
àx dx àrdr àz dz Ax dx ^r dy Az riz
Aj ds Aj ds Isds As ds As ds As ds
Si Ton observe que
la limite du premier membre sera - limR. D'ailleurs la limite du second membre est
On aura donc
- lim R r:^ I ou lim K = p,
ce qu^il fallait prouver.
295. D'après cela, on peut regarder le centre de courbure au point M comme étant Tinterseclion du plan osculatcur en M avec deux plans normaux, Tun mené par le point M et l'autre par un point infiniment voisin.
Pour obtenir les coordonnées Ç, rj et ^ du centre de courbure K, il faudra, dans les équations de la normale
ds ^ ^ ds „ ^ dz
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remplacer X, Y, Z par Ç, >?, Ç. En observant que R devient alors égal à p, on aura
ds as , as
équations qui donneront ^9 >7 et ^ en fonction des coordonnées du point M.
AKGLB OB TORSION. — RAYON DE SECONDE COURBURE
296. Soient a, h^ c les cosinus des angles que fait avec les axes la perpendiculaire au plan osculateur en M. Si Ton appelle 4> Tangle de ce plan et du plan osculatear voisin, on aura, comme au u? 290,
2 sin - * = i/Aû'-H A 6- H- Ac*.
Si Ton passe à la limile, et qu'on appelle (f ce que devient 4>, c'est-à-dire Tangle de deux plans osculateurs infiniment voisins, on a
ou
ç = ^(rfcos).j'-f- [dcosa)'-h (rfcosv)',
i, fji et V étant les angles que fait avec les axes Ox, 0/ elOz la perpendiculaire au plan osculateur de la courbe relatif au point M. On a d'ailleurs
dyd^z — dz€Î*Y cosX = _^ »
dzd^x — dxd* z COSf* = ^ j
dxd^jr — dfd*x cos» = _ •
L'angle infiniment petit f , formé par deux plan
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osculateurs successifs, se nomme angle de torsion, et Yon appelle seconde courbure ou torsion le rapport de q à ds. Si Ton prend ds constant, cette courbure sera proportionnelle à Tangle f .
Par analogie avec ce que l'on a fait pour la première
courbure, on représente le rapport — par -» de sorte que
r= — , et Ton appelle r le rayon de la deuxième cour^ hure ou rayon de torsion .
DÉFINITION ET ÉQUATIONS DE L HÉLICE
Fig. 5-7.
298. Lorsqu'on enroule le plan d'un angle cab=:a sur un cylindre droit OABL, à base circulaire, de manière que le côté ab vienne s^appliquer exactement sur la circonférence ÂB, la courbe suivant laquelles' enroule le côté ac se nomme
une hélice.
299. Prenons pour axe des x la droite OA qui passe par le point A, origine de l'hélice^ pour axe des^ une perpendiciilaire à Ox menée dans le plan de la base par le centre, et enfin pour axe des z Taxe du cylindre.
Soient x = O9, y = P^, z = MP les coordonnées du point M. Nommons m la tangente de l'angle a, u l'angle âOP, et R le rayon du cylindre^ nous aurons
a: :=:= R cos // , j*— ;Rsin«, Z=://lRll,
ear
z r^ mp = pa tang a ==: arc AP X langa =: /w R « . L'élimination de u entre les équations [a) donnera
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les équations de Thélice,
x = Rcos— — -, r = Rsin — =-:
wR -^ /wR'
mais il vaut mieux conserver les trois équations (a) avec la variable auxiliaire u.
TANGENTE A L^HÉLICE
300. Les cosinus des angles que la tangente MT au point M(x,j^, z) forme avec les axes sont —-5 —9 — • Mais
dx ^:^ — VL^iïiudUy <fy = R cosiidft , rfz = mKdu ,
ds zz^K^i-i- ni^du\ on a donc
dx — sinM dy cos« dz nt
ds ./■ _i_ m» ds â/t >^ /«a ds
La formule — = -3= = sîna montre que la tan- «* V^i -t- m'
gente MT /ait ai^ec les génératrices un angle constant
égal au complément de a, et, par suite, que V angle
qu^elle fait awec le plan de la base du cylindre est aussi
constant et égal à l* angle a.
On a
djr cos u T
dx sÏD u tang M
dY ._-
or -- est le coefficient angulaire de la droite PT, et
€lx
tang<i est celui de la ligne OP. Donc ces deux droites sont perpendiculaires entre elles 5 donc la projection de la tangente à riiélice sur le plan xy est tangente au point P a la base du cylindre.
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ElYON ET CENTRE DE COURBURE.
301 . Le rayon de courbure au point M est donné par la formule
Or, des expressions trouvées au numéro précédent on déduit
ds co5« ds sin« ds
ds R(i-i-/ii'j ds R(i-î-''''; d$
Par conséquent
/cos' u
Vrmt
sin-£«
Ainsi le rayon de courbure a la même valeur pour tous les points de V hélice,
302. La normale principale à Thélice au point M forme avec les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels
à d -— 5 d-j-t d —-y ou bien a cosw, sinueto. Donc cette ds ds ds
droite est parallèle à OP, et, par suite, le rayon de courbure est dirigé suivant le rayon du cylindre. La droite MN, perpendiculaire à Taxe, et la tangente MT détermineront le plan osculateur, et si Ton prend NK = m*R, K sera le centre de courbure de rhélice pour le point M. Comme d^ ailleurs le rayon de courbure a une valeur oonstante, toujours plus grande que le rayon du cylindre, il en résulte que le lieu des centres de courbure de rhélice est une autre hélice du même paSj mais située en sens im^erse.
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303. La droite MN, lorsque le point M se meut sur riiélice, décrit une surface conoïde appelée hélicoïde gauche. Le plan KMT est tangent à cette surface au point M, puisqu'il passe par la génératrice rectiligne MN et par la tangente MT à Thélice placée sur cette surface. Pour avoir Téquation de cette surface, il suffit d'éliminer a entre les équations
qui représentent la droite MN. On obtient ainsi
X — X lang
mR
PLAN OSCULATEUR. — ANGLE ET RAYOW DE TORSIOSI.
dxzrz — R sin £f ^a , dy~-K cosn du , dz^=^mKdu^
d^x -— — R cosudu^y d^y ==: — R sÎD u du*y d^z = o .
On aura par suite
dxd^X ^ d/d^x-z R'rftt»,
dzd^x — dxd'z = — //iR* cosudu^,
dyd^ z — dzd^x = mR* sinudu*.
Alors Téquatîon du plan osculateursera, en divisant par le facteur commun R'^a',
m sinM(X — x) — mcosu (Y — /) -f- Z — z rr- o.
SI Ton appelle cp Tangle de torsion, on sait que
1^ yi, V étant les angles que fait avec les axes la perpendiculaire élevée par le point M au plan osculateur. Or on a
I mcosu msinrx cos V = — — > cosfA = » ces A = — .^^.^r y
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d^où résulte
, , mfiînudu . ^ mco&udu
acosv=:o, acOSfi=: j dcoSAzzz •
Donc
/m^ si n' u w' cos ^u m du
Par conséquent la seconde courbure, aussi bien que la première, est constante.
EXERaCE.
Rayvn de courbure et plan osculateur de la courbe
x'-{~j*= axy a?*-|-;'+2'= ^i*.
SoLCTioN. — Rayon de courbure :
P = ïî
plan osculateur :
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POINTS SINGULIERS DES œURBES PLANES.
Points d^inflexion. — Points multiples. — Points de rebroussement. PoinU isolés. — Poinu d^arrèt. —Points anguleux.
DÉFIHITION DES POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES
— POINTS d'inflexion.
306. On appelle points singuliers d'une courbe des points qui offrent quelque particularité remarquable, indépendante de la position de la courbe par rapport aux axes des coordonnées. Dans ce qui suit il ne sera queslion que des courbes planes.
Ayant déjà parlé des points d'inflexion (n® 206), nous allons seulement en donner quelques exemples.
Soit d'abord la sinusoïde
y = sinx.
Pour X = o, et en général pour x = =ir mîr, m étant un nombre entier, on a^ = o; par conséquent, la courbe rencontre l'axe des x en une Infinité de points, que Ton obtiendra en portant sur cet axe, à partir de Torigine et dans les deux sens, des longueurs égales à la demi-circonférence reciiCée. La courbe se compose d'une inGnité de parties identiques, mais situées altemaiivement audessus et au-dessous de l'axe des x. Les ordonnées maximum et minimum, égales à l'unité en valeur absolue,
correspondent aux abscisses -9 — ? — >•••• r a a 1
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De Tcquation de la courbe on tire
Fig. S8.
-f- =COSXy
La seconde dérivée s^annule et change de signe pour x = it mir. Par conséquent, les points P, O, N,..., où la courbe rencontre Taxe des x^ sont des points d'inflexion, et comme, pour a: = ±7717:, la première dérivée est égale à ±1, en ces points la tangente à la courbe est toujours inclinée de 45° ou de i35® sur l'axe des X,
Soit encore la courbe
y = tangJT.
Popr.T=oet, en général, pou rj:= dz/TiTr, on aj^=o. pjg^ 5g^ La courbe rencontre donc
Taxe des x à Torigine et en une infinité d'autres points
équidislants. Poura:=-jon
a ^ = 00 , et si l'on fait x un
peu moindre que -> tangx
sera très-grande et positive. Si Tabscisse est un peu plus
te
grande que-» tangx sera très-grande, mais négative. La courbe aura donc pour asymptote la droite dont Téquation est a: = -• On voit d'ailleurs que la courbe s'étend à l'infini des deux côtés de Taxe des y^ et se compose d'un nombre illimité de branches identiques.
Par la différcntiation, il vient
dy
dx cos^a? dx^ cos^a?
Stqbh. — An,,, I.
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et si Ton pose ■— ■ = o, on trouve que tous les points où
la courbe rencontre l'axe des x sont des points d'inflexion.
POINTS MULTIPLES
309. On appelle point multiple un point qui est traversé pai plusieurs branches d'une même courbe. Le caractère auquel on reconnaît un pareil point est que la courbe y admet plusieurs tangentes. Nous omettrons le cas où ces tangentes se réunissent en une seule.
Voici un exemple assez général, où y est une fonction explicite de x. Soit
X= ^(x)±{x — a) [x — bf , - étant une fraction irréductible, dont le dénominateur
q est pair : le terme [x — a) [x — l^ a deux valeurs réelles et de signes contraires, pour chacune des valeurs convenables de jr, ce que nous indiquons en faisant précéder ce terme du signe dz.
On tire de cette équation
•£ = ^'{x)±{x^bY±t(^x-^a:[x-b)^ .
Pour j: = a, on a
Si Ton suppose a plus grand que &, il y aura deux tangentes distinctes : d'ailleurs, à des valeurs de x peu différentes de a, correspondent deux valeurs réelles et distinctes de^, qui se réduisent à une seule quand x = ^ : donc le point qui a pour coordonnées x = a, y =: 9 (a) est un point double.
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dr
Mais si a est moindre que b, -~ sera imaginaire , et il
D y aura pas de tangente en ce point. En effet, pour des valeurs de x très-peu difTérentes de a^ x — b étant négatif, les ordonnées correspondantes seront imaginaires; par suite, il n'existera pas de point de la courbe dans le voisinage du point considéré. Nous reviendrons plus tard sur ce genre de points singuliers (n^ 315).
Quand Téquation de la courbe
n'est pas résolue par rapport à y^ on en tire par la différentiation
/ ^ df df dy
En un point multiple de la courbe, -j- doit avoir plu-
sieurs valeurs réelles et distinctes : mais Téquation (a)
dy étant du premier degré par rapport à ---t cela ne peut
eus
arriver qu'autant qu'on aurait à la fois
<3^ ^=°' ïf = °5
donc, pour avoir les points multiples, il faudra commencer par chercher les points dont les coordonnées vérifient les équations (i) et (3).
Comme Féquation ( a ) se réduit alors à o = o, elle ne
dr peut servir à déterminer la valeur de —> Il faudra recourir k réquation dérivée
^'/_^o ^'-^ dr ^d-f (dry df d^y
djc* dxdy dx djf^ \^ I 4y ^*
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OU, puisque — = o,
^^^ dx^ dxdy dx dy^ \fix)
supposons que les trois coetficients -r—» -7 — — el -p;
ne soient pas tous nuls, et que Téquation (4) donne deux
valeurs réelles et distinctes àe ■--: il en résulte qu'il y a
deux tangentes au point considéré, et par suite que deux branches de la courbe s^y traversent mutuellcmenl: c^est donc un point double.
Mais si trois branches de la courbe se rencontraient en ce point, il devrait y avoir trois tangentes, et comme
Téquation (4)* qui n'est que du second degré par rapport
dy à — j ne peut donner trois valeurs de cette quantité, on
devrait avoir en même temps
dx' °' dxdj^^' dx'~~^
dr y .
Les valeurs de -— s'obtiendraient ensuite en différcntiant
dx
Téquation (4). On voit comment il faudrait opérer, si un plus grand nombre de branches se rencontraient au point (x^jr).
311. Comme exemple, soit la courbe représentée par l'équation
j^:=x^(i — j:*), ou bien y = dzx^i — x*.
Cette courbe est symétrique par rapport à Taxe des x et à l'axe des j^. Elle coupe l'axe des x à l'origine et aux deux points qui ont pour abscisses x = i ei x = — i.
En différcntiant l'équation de la courbe, ou trouve
dy _, , X» I _ 2 x'
y- =z± Vi — X» qz -^3^= ^± - .
dJ: y I — jjs y' I — jj
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Pour x = o, les deux valeurs dey se réduisent à une '''G- 60. seule, qui est o. D*ailleurs, pour
ce point, on a
Ainsi, l'origine est un point double. En ce point, les tangentes
TT' et SS' divisent en deux parties égales les angles des
axes.
On trouve, pour la dérivée seconde,
pour a: = o, on a -~- = o : ainsi, l'origine est à la fois un point double et un point d'inflexion.
POINTS DE redhoussement.
312. On appelle point de rebroussement un point où deux branches de courbe viennent s'arrêter, et où elles ontuDetangcnteconitnune.il faut, dans ce cas, que deux valeurs de^, réelles quand x est supérieur ou inférieur à Tabscisse du point, soient imaginaires quand x est inférieur ou supérieur à celte abscisse, et, en outre, que
deux valeurs de -~- deviennent égales.
de ^
Le rebroussement est dit de première ou de seconde espèce, suivant que les deux branches sont de deux côtés différents ijig» 65) ou du même côté de la tangente qui leur est commune (^g. 64). D'après ce que nous avons vu sur la convexité des courbes planes (n° 203), Tespèce
du rebroussement se reconnaîtra par le signe de --j-j- sur les deux branches, près du point en question.
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Soit la courbe
cf (x) et <j/ (x) étant deux fonctions réelles et finies, pour
des valeurs de .r voisines de a; supposons la fraction -
positive, irréductible et ayant un dénominateur pair. Alors, pour chaque valeur de x supérieure à <i, le ternie
p (x — rt)^^(x) a deux valeurs réelles égales et de signes contraires, ce que nous indiquons par le double signe ±,
Les deux valeurs de j*, réelles et inégales pour x plus grand que a, deviennent égales pour x = a, et imaginaires pour X plus petit que a. Donc les deux branches de la courbe viennent se réunir et s^arrèter au point qui a pour coordonnées x = «, y = o (a).
Reste à voir maintenant si en ce point les deux branches ont la même tangente. Or Téquation de la courbe donne
Si ^ est plus grand que i, & la valeur x = a corres*
pondra pour -^ la valeur unique ^''(û)' Donc les deux
branches ayant même tangente au point considéré, ce dernier est un point de rebroussement.
Pour savoir si le point de rebroussement est de pre-
mière ou de seconde espèce i on calcule ^^-j ce qui donne
±2° (* — «)» f(*)rt(*—a)« +"(*).
vihgt-sixièhe leçon.
Nous ferons ici deux hypothèses : i® si Ton a
3ii
on aura, pour x = a,
dF
Ainsi, en admettant que ^" (o)
ne soit pas nulle, --y a le même
signe sur les deux branches, et, par conséquent, la courbe offre an rebroussement de seconde espèce (fig* 1H) a® Si, au contraire, on a •'
pour une valeur de x très-peu supérieure à a, le terme
sera très-grand en valeur absolue, et il n^en serait pas de même des autres termes de -j^ qui tous, excepté le premier, 9"(x), convergent vers zéro, lorsque x tend vers a.
d^r Ainsi, le terme (i) donne son signe à •j-fi et comme ce
^' terme a le double signe, il s^ensuit
' qu'au point [x = a, j* = cf(a)],
les deux branches sont situées de part et d'autre de la tangente commune. Dans ce cas, le rebroussement est de première espèce (y%-^^).^*^
Soit comme exemple la courbe
Fig. 63.
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A une valeur positive de x correspondent toujours deux valeurs réelles de j^, qui deviennent égales pour j: = o. La
courbe n'a aucun point du côté des abscisses négatives. Du côté des abscisses positives, elle a deux branches qui s'en vont à riîifinî, l'une du côté des ordonnées positives, l'autre du côté des ordonnées négatives : celle-ci, après avoir coupé Taxe des x au point dont l'abscisse égale i.
Le rapport - a pour limite zéro quand a: = o, et, lorsque a: a une très-petite valeur positive, les deux valeurs correspondantes dej- sont aussi positives. Donc les deux branches ont la même tangente au point O, et sont situées, près de ce point, du même côté de cette tangente. Donc lorigine est un point de rebroussement de la seconde espèce.
On parvient encore à ce résultat au moyen des valeurs
de -7- et de -r— :
dx 2
dx' 4
Pour a: = o, on a
€Lx
-— =:o et
le point O est donc un point de rebroussement de la seconde espèce.
POINTS ISOLÉS
315. On appelle point isolé ou conjugué un point dont les coordonnées satisfont à l'équation d'une courbe, sans qu'aucune branche de cette courbe passe par ce point.
Soit réqualiou
■=±{x — a)slx--b.
Si X croit de 6 à
Fig. 64.
et supposons d'abord a plus petit que 6. Pour x -~ 6, on a j' = o, ce qui donne un point B situé sur Taxe des abscisses.
00 , y croît de o à zh cx) , et Ton a une branche telle que MBL.
Si Ton fait x plus petit que 6, l'ordonnée est imaginaire, excepté pour x = a, car, pour celle valeur de j:, on a j^ = o.
Ainsi, lèpoint A(T=a,j'=o) est un point isolé.
Si a est plus grand que £, la courbe n'a plus de point isolé, parce que les deux valeurs de j^ sont réelles quand x est comprise entre h et a. Pour X = a^ les valeurs de y se réduisent toules deux à o. De a: = aàx = oo,jr croît jusqu'à l'infîni.
Dans ce cas, le point A est traversé par les deux branches BCK, BDL : c'est donc un point double.
Fig. 65.
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316. On appelle /^oi/2frf'/7rre^ un point OÙ une branche unique d'une courbe vient brusquement s'arrêter. Prenons la courbe représentée par Téquation
Donnons d'abord à x des valeurs positives : pour
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:r = o, on a. y = QO] si ron fait croître x jusqu'à 4-x, j' décroît depuis -f-oo jusqu'à -4- i, ce qui donne une branche asymptotique à l'axe des y, et à la droite dont
l'équation est ^ = i .
Considérons maintenant des valeurs négatives de x : si on change x en — x, la valeur de v
Fig. 66.
sera i : e^*^, et pour j? = o on aura X j'=o; la courbe passera donc par Torigine. L'ordonnée augmentera ensuite avec la valeur absolue de x jusqu'à la valeur ^ = i . Il y aura ainsi une seconde branche de courbe, asymptotique à la droite qui a pour équation y=-\-i, et s'arrêtant brusquement à l'origine en venant des x négatifs. L'origine sera donc un point d'arrêt.
Il y a un point d'inflexion pour j? = — - .
Soit encore la courbe j^ = t On ne peut pas
donner à x des valeurs négatives, car log^ serait imaginaire. Si l'on donne à x des valeurs positives et très petites, l'ordonnée sera très petite et négative, croîtra
en valeur absolue avec j: jusqu'à a: = I , et deviendra égale à — »
pour X := i. On aura donc une branche de courbe partant de o\ — ~ Tr l'o'^igïiïc, et qui aura pour asymptote du côté des y négatives la droite j? = i . Si j; croît à partir de 1 jusqu'à 00, y devient positive, et cette ordonnée, d'abord très grande, décroît indéfiniment jusqu'à zéro, ce qui donne la branche LM. Dans cet exemple l'origine est un point d'arrêt; on a supposé la base des logarithmes supérieure à l'unité.
Fig. 67.
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poiht saillant ou anguleux.
Soit la courbe
pour X = o, on a j^ = o. L'origine est un point de la courbe. Si maintenant, dans "expression — := ,
on fait X = o, on a lim - = o. Ainsi, la branche OG a
pour tangente au point O Taxe Ox.
D*ailleurs, si Ton fait x = — z, d*oà - = 9
1 4-tf pour X = — z £= o, on a
lim - := I .
Donc la branche OH, située du côté des abscisses négatives, a pour tangente au point O la bissectrice OT de l'angle des axes. Un pareil point O, où viennent se terminer deux branches de courbe qui ont chacune en ce point une tangente distincte, est dit un point anguleux ou point sail^ lant.
319. La recherche des points singuliers exige que Ton examine avec soin la forme de la courbe dans les environs
du point pour lequel l'expression analytique de -j- pré-
sente une des particularités signalées dans celle Leçon;
car 11 peut se faire que -^ soit constamment imaginaire
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près de ce point, et que -j- soit réel en ce point. Maïs
cette discussion, dans le cas oiiy est une fonction implicite de a:, nous entraînerait trop loin.
EXERCICES
1. Déterminer les points (V inflexion d*une conchoïde [courbe qu*on obtient en prolongeant d'iuie longueur constante les droites menées d'un point fixe à une dinite fixe).
Solution. — On prend pour axe des y la droite fixe et pour axe des X la perpendiculaire menée par le point fixe. Si a est la distance du point fixe à la droite et h la quantité dont on prolonge les rayons vecteurs menés à la droite, les abscisses des points d'inflexion seront données par Téquation
a^ 4- 3ax' — a a^* — o.
DÉFINITIONS ET NOTATIONS
320. Etant donnée une fonction d'une seule variable, on peut toujours la considérer comme la dérivée d'une autre fonction inconnue, et chercher cette autre fonction, qui aura pour différentielle la fonction donnée, multipliée par la différentielle de la variable indépendante.
Soity(jc) la fonction donnée 5 je dis qu'il existe toujours une autre fonction qui a pour différentielley(.r) dx. En effet, construisons la courbe CMD qui, rapportée à des axes rectangulaires, a pour équation
L'aire de cette courbe, comprise entre une ordonnée fixe
quelconque CA et Tordonnée MP qui correspond à Tabscisse variable x, est une fonction déterminée de X. Or, la différentielle de cette aire est jdx ou J {x) dx ; donc cette aire est une
fonction qui af(x)dx pour différentielle^ ouy(x) pour
dérivée.
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321. On appelle intégrale def{x)dx et Ton représente par jf[x)dx une fonction dont la différentielle
esif[x) dx. ^opération par laquelle on passe de la différentielle d'une fonction à cette fonction se nomme inté" g rat ion.
L'intégration et la différentiation sont deux opérations inverses Tune de Tautre, de telle sorte que le signe d et
le signe 1 se détruisent mutuellement.
Ainsi Ton a, par la définition même,
d l f[x)dx ^=f{x)dx^ j df{x) = f (x).
322. L'intégrale d'une différentielle donnée/ (x)djc peut avoir une infinité de valeurs, car si <f{x) est une fonction donty*(j:)^a: soit la différentielle, en ajoutant à celte fonction une constante arbitraire, l'expression (f(x) •+- C aura la même différentielle. Mais il n^y en a pas d'autre, puisque deux fonctions ayant la même différentielle ne peuvent différer que par une constante.
Ainsi rintégrale générale de f(x) dx est
C étant une constante arbitraire. La figure rend bien compte de cette constante arbitraire; car si, au lieu de prendre CA pour ordonnée fixe, on prenait C'A', on ob* tiendrait l'aire C'A'MP, qui surpasse CAMP de Taire constante C'A'AC.
IMTÉGRATION d'uNE DIFFÉRENTIELLE MULTIPLIÉE PAR UM
FÀCTEUa CONSTANT.
323. On sait qu'un facteur constant a peut être placé en dehors du signe de différentiation pi y a une règle analogue pour F intégration.
En effet, on a
dau —z adu ; or
donc
i dau -- air, a j du=zau\ I dau -=:a j du ou I adu =a I </» ,
OU bien, en posant du =^f[x)dx^
j af[x)dx^=za i /(x)dx.
nrrÉGAATion immédiate de quelques fohctions
SIMPLES
324. La diffërentîation des fonctions simples ar", a', etc., conduit immédiatement à un certain nombie d'intégrales, que nous réunissons dans le tableau suivant :
a^dx— hC,
/ c*dx ==
d€'=:è'dx^ j c*dx=:e'-hCy
€U^^a*\adx, I a*dx=i h C,
d\x= —J / — = lx-4-C,
dcosx =^ — sino; d^, I sxnxdx r^ — cosj:-!- C,
dx r dx
i/Ungx=: - --> 1 — — = Unga:-+-C,
^^ cos'j: j cos^x
— dx C dx
sin'jr
/dx _ sin*x
Si Tare est moindre que -y
dx r (Ix ^
</arcsinx=— = , l _^z^ = arcsinx -h C^
dx C ^^^ ^
a Arc cosx = — — = » I — __ r-^ = — arc cosx -+■ C
yi — X» »/ V^< — •^*
/dx — =--r=ri deux valeurs v/ï — *'
qui semblent différenies -, mais, comme
arc ces* -h arc smx = - »
on voit que les deux intégrales ne diffèrent que par une constante,
dx r dx
d arc iSLTiQx = ^ I — ; — ^ i= arc tangx -+- C.
325. Dans toutes ces formules, xpeut être la variable indépendante ou une fonction quelconque de la variable indépendante. Par exemple, si, dans la formule
x^dx=i hC,
on remplace x par (f (x), on aura encore
[ç(x)]-rf?{x)=.LîI:^+c.
326. La formule (i) devient illusoire quand on y fait n = — I : elle donne alors
dx I ^ — =- + €.
Cela tient à ce que / — est égale à la transcendante Ix*, qui ne peut pas être représentée par une expression algé*
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brique. Cependant un artifice de calcul permet de déduire delà formule (i) la valeur de 1 — -
En effet, si, dans cette formule, on retranche du second membre la quantité constante ? ce qui ne
change pas sa différentielle, on aura
x^dxz=z -^ h C.
Or, si l'on fait /t = — i , la fraction '— devient - ;
pour avoir sa vraie valeur par la méthode connue, il faut
prendre la dérivée des deux termes par rapport à /i, et
faire /t = — i dans le quotient de ces dérivées, c'est-à-dire
dans -9 ce qui donne la:. On a donc
dx
— = Ix -f- C.
IliTÉGRÀTIOZr n'UNE SOMME.
3S7. Nous avons donné, dans le calcul différentiel, des règles pour différenticr une somme, un produit de plusieurs fonctions, une fonction de fonctions^ on en déduit des règles analogues pour le calcul intégral.
Ainsi, de la formule
rf ( a -+- w — z) =eiU'^dç — dz, on tire, en intégrant les deux membres,
1 d{u-\- »— z)=: j du -+- j dif-- I dz.
oa
=^ 1 /{x)dx -h j f^[x)dx — l ^{x)dx, Storm. — j4n.y I. 21
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Donc V intégrale à! une somme de fonctions est la somme des intégrales des Jonctions qui la composent. Par exemple,
kaf^^ BjH^' Cjc^*'
(Ax^-f-Ba:"-hCa:^-f-...)^= 1 1 h.
pr q (4j:»--5x»— 3x4-8) ^a:=ar* — -j;» jc» - 8x -+- C,
(jt»— 4^:2 -4-5) d:r I , . tft
INTÉGRATION PAR PARTIES
328. Quand u et i^ sont deux fonctions quelconques d^une même variable, on a
duv =1 udtf -h vdu; donc, en intégrant, on a
UP
ou bien
=1 j udv -h I prf«,
j udv r= UP — I prftt.
Celle formule, qui ramène la recherche d'une intégrale
/ u J^ à celle d^une autre intégrale i i^du^ constitue une
méihode dMntégratiou fréquemment employée. On T appelle intégration par parties^ quoiqu'il fût peut-être plus correct de la nommer intégration par facteurs , puisqu'elle est fondée sur la décomposition de la différentielle que Ton veut intégrer en deux facteurs.
Exemples.
cosxdx.
On posera I jc*cosxdx z=z I x'rfsinx:^ x'sinx — 2 l'xsinxdj:^
j X sinxdx z=: — 1 xdcosx ^= — x cosx H- / cosxdx = — X cosar -4- sinx -t- C.
Od aura donc, en substituant cette valeur dans la première égalité,
cosxdx =• x'sinx -+- 2a- cosa: — 2 sinx -+- C.
»• I afe'dx.
On a
j af"e*elx=z j x^de* = j^e' — m j x!^^*e*dx.
Ainsi Tintégration de x^^dx se ramène à celle de or'^—^e'rfj:; on ramènera de même celte dernière à celle de a:*""*e'Jx, et ainsi de suite-, en sorte que, si m est un nombre entier positif, on sera définitivement conduit à
chercher 1 é'dx^ qui est e^-f- C, et une suite de substitutions donnera Tintégrale demandée.
En prenant m = 2, on trouverait
\x étant le logarithme népérien de a:. On trouve
/C dx [xdx = x\x — jx — zz2x[\x — i) H- C.
TNTÉGKATION PAR SUBSTITUTION.
329. Quelquefois une fonction dîfierenlîelle f(x)dx, qui n'éuit pas immédiatement intégrable, le devient par un changement de variable. On dit alors que l'intégrale est obtenue par substitution.
Ainsi, soit x = f{t) : on a
'dx = ff'(t)dt et C/[x)dx=f/[rf{iW{t)dt.
Exemples.
1» j [ax -^ b)'^dx.
On posera
Donc
di ax-^b=zty d'où dx=z-"
/i r I '*"*"' (ax-T- b]''dx=z'' I f^dt^ ; h C,
{ax -h b)''dx==: h C.
a m -h i 2° Plus généralement, si l'on avait à trouver
/(ax -h b)dxy on poserait
di
ax -h b=zt, d*où <ir =z —> ' a
et alors on serait ramené à
'^f/{i)dt.
On se fonde ici, pour le choix d'une nouvelle variable f , sur ce que le numérateur de la fonclion différentielle est égal, à un facteur constant près, à la différentielle du
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dénominateur. Posons
3x* -hn =ty d'où jc*dx = — dt;
il en résulte
OU
bien
r xdx Posons
V^a' -i- x' = r, d'où fl' -f- A'' = /*, x<ir = /rf/. Par suite
/— - '^— = rr//= r -h c — v^«' H- X» -+- c. ^Jn^^j^ J
5^ La même méthode conduit à l'intégrale fréquemment employée
r dx
J x'-+- px -f- q
lorsque les deux facteurs du premier degré dans lesquels se décompose x*-\- px -f- q sont imaginaires, c'est-à-dire
quand on a g — ~ ^ o. On a identiquement Si Ton pose
l'intégrale cherchée devient
\ C dt I
= : I =: =- arctang/ — C,
OU bien, ea remplaçant t par sa valeur en fonctiou de jr,
dx l 2 ^
— = — arc tang — - -4- C.
jc^-hpx-hq I p^ n^
Ce résultat peut se mettre sous une autre forme. Nonn-
mons «4-6 y' — i et a — 6 y — i les racines imag;inaires
de Téquation
x*-^ px -f- ^ = 0.
On a
a rrr 9 5
donc Fîntégrale en question pourra s'écrire
/dx I X — a ^ — = - arc tang — h C.
x^-hpx-\-q 6 ® 6
J ^a — bx'
on a
/dx _ I /* r/x
Soit maintenant
par suite, on a
:=--arcsin/H-C,
OU enfin
/dx I . / /A\ ^
— r . .--^ =^ — ^ arc sm l xi/- -4- C. yfl — 6-c» V^ \ V «/
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Soit proposé d'intëgrer la fraction
V{x)dx
F(x) çxf[x) étant des fonctions algébriques entières dex.
Si le degré de F (x) n'est pas moindre que celui de ^(x), on peut diviser F(x) pary*(x) jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste 9 (x) d'un degré inférieur à celui dey (x) j appelons Q le quotient, on a
d'où
/•FfxWx r^ . . r^{x)dx
et comme on sait obtenir 1 Q^Lr, la question est rame-
née à intégrer la fraction rationnelle - 7: — p 5 où ç(x) est d'un degré inférieur à celui de/(x).
Nous allons donc chercher
(x) dx
328 couKS d'analyse.
Soît m le degré de Téquation
dont nous désignerons les m racines par a, &, c,..., Ar.
Supposons d'abord que ces m racines, réelles ou imaginaires, soient toutes inégales. Cherchons a déterminer> si c'est possible, m constantes A, 6, C,..., K, de manière que Tégalité
soit vérîGée identiquement. Il faut et il suffit que Ton ait, pour toute valeur de x,
Tous les quotients :^-^ — ^ '^—^ — :»•••> sont entiers, et les * X — a X — 0
inconnues A, B, C, . . ., sont en nombre égal à m; on pourrait donc trouver leurs valeurs en égalant les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres; mais on emploie un moyen beaucoup plus simple, et qui a l'avantage de faire voir que ces valeurs ne sont ni infinies ni indéterminées.
Faisons a: = a dans l'équation (2) ; puisque les racines
a, é, c,..., A sont toutes inégales, les quotients — - — —.>
«_L_L,..., '^^ ' deviendront nuls. D'ailleurs -^ — ^de- X — c X — A" X — a
vient - pour X = a*, mais sa vraie valeur, d'après la règle
connue, est y (û). Donc
y{a)=A/'(a), d'où A=^j.
Cette valeur de A n'est pas infinie, puisque a étant une racine simple de/^{j:), /"'(a) n'est pas nulle; la valeur de A est, en outre, différente de o si l'on admet, ce qui
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est toujours permis, que la fraction — ^ soit irréductible.
Ainsi, en donnant aux constantes les valeurs finies et déterminées
Téquation (2) est satisfaite pour x = €?, a:=2>,.... Elle aura donc lieu pour toute autre valeur de x. Car, si Téquation (2) n'était pas identique, comme elle est au plus du degré m — i par rapport à x, et qu'elle est vérifiée pour les m valeurs de a, &, c, . . . , A*, elle aurait m racines, ce qui est impossible.
nières à la valeur de ^-^ — - pour a: = a
On peut encore parvenir de deux autres ma
X — a 1^ On a (122)
et comme/ (x) est un polynôme algébrique, ce développement est limité ; or, puisque/(a) = o, il se réduit à
/(:r) = («-«)/'(a)H-(ff^V'{«)+-..,
d'où
et, par conséquent, pour x == a,
O? M étant le coefficient de la plus haute puissance de x dans/{x), on a
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et, par suite, pour x = a, il vient
La transformation (i) étant ainsi opérée, on a
r<u(x)dx_ r Adr r Bd:
Bdx b
par conséquent
On se servira de cette formule quand les racines a, 6, c, . . . , A seront toutes réelles, et que les différences x — a, X — 6, . . . , X — k seront toutes positives; mais si x — «, par exemple, était négative, il faudrait changer Al (x — a) en AI (a — x), ce qui est permis, car on a
^ dx dx a\[a — jr ; -_ = •
Al (X — a) serait imaginaire (n° 160).
CAS PARTICULIER DES RACINES SIMPLES IMAGINAIRES
334. Si quelques-unes des racines de réquationy(x)=o étaient imaginaires, la transformation (i) serait encore possible, mais le terme correspondant à une racine imaginaire dans la formule (4) se présenterait sous une forme imaginaire. Il vaut mieux alors opérer de la manière suivante.
Considérons deux racines imaginaires conjuguées.
«=::a-f-6v — 1, 6 = a — 6 y — i; on aura
G et H étant deux fonctions réelles et rationnelles de a et
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de 6. En changeant \J — i en — y/ — i, on aura
fW /'(a~6v^-i) on a donc
A . B _ G-hfL)/^ G— Hv/^T
— ^^(^ — «) — ^Hg
donc r/ A B \ . _ r^G(x~-aWjc r 2Hg</x
Or
2Gfj? — a)rfx ^,r/ ., /I-.-I
/2H6rfx „ /* — a\ r. ^ = 2H are tang ( — - — ) *
Donc
J \x — fl x—bj
De cette manière on aura opéré l'intégration de la fraction rationnelle ^—TT^ — > si toutes les racines de Téquation y* (x) = o sont inégales.
Exemples
f3 — ix^dx (3 — iLx)dx
Posons
X' X — 2 X-hl X — 2
En substituant successivement — i et -4- 2 k x dans
332 couBs d'akaltse.
ijfl = liz2£, on a A = - ^, B =- i. Par consé-
quent,
(3 — ^j[)efx 5 dx i dx
a? — X — 2 3x-+-i 3 jr — 1'
d^OÙ
f{Z — ix)dx 5 ,, , I ,, , . ^
Posons
a} — x^ X — a X -k-a on a
?(-^) ^ V^ A=:— , B = — : d^où
= l(jr — £i)h l(x-+-fl) -f-C,
«» — x' a a ia
f[x) ix^ — 3x-i-5
Comme Téqualion 2X* — 3x -h 5 =o n'admet que des racines imaginaires, nous allons opérer Fintégration directe de cette fraction sans la décomposer en fractions plus simples.
La dérivée de 2 a* — 3x-+-5 est ^x — 3 : divisant 3x -f- 7 par 4^ — 3, on aura
r — 3 4 ^[^' — 3; et, par suite
d'où
/{3x-h'j)rix _3 r(^x-'3)dx 37 r dx
2x* — 3x-+-5 4*/ ^*' — 3jr-*-5 4 J ^*' — 3*
ou
J 2a:»— 3ar-f-5 4 k J 2«îp'— 3x-h5
Or on a
37 /* dx _ 37 /* d^
4 J 2ar>— 3jr-*-5"""8" 1 /^ _ 3y 37*
Cette dernière intégrale est égale (a^ 329, 5°) à
-^ arc lang ^ — ^=:^ :
on a donc enfin
3 3t ix— 3
= 7 1 (2x» — 3 x 4- 5) H 4= arc taog -î— .ni^- + C.
4^ Plus généralement, si Texpression à intégrer est
(Mx4-N)d:r . , ^
3 ^^ — ^— r-) on la mettra sous la forme
M 2(x — aL)dx ,„ ^,. dx
Mais (n«329),
/dlr I X — a
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donc enfin
Mx-hN = -Kl^— «)'^- €*] H g arc Ung — ^ h C.
CAS DES RACINES MULTIPLES
336. Dans le cas où le dénominateur de '—jrr — admet des facteurs multiples, c'est-à-dire où l'on a
f{x) = M(x ~ aY [x — by [x — c)f . . . (x — /■),
il est impossible de trouver des valeurs de constantes A, B, G, . . . , K, capables de vérifier ridentité
En effet, si Ton réduit tous les termes du deuxième membre en une seule fraction, le dénominateur de cette fraction ne contiendra x — a qu'à la première puissance, tandis que ce binôme entre à la z}'*"^ puissance
dans /(a:), et que d'ailleurs la fraction ^ — t est supposée irréductible.
Afin de découvrir le mode de décomposition propre à ce cas, supposons d'abord
On a, d'après la série de Taylor (134),
9{x) _ (p(û) , ^'{a) ^ I /(al
-T- - — - : -zr; "!-•••
i^x — «)■ \^x — aY [x — «)""■* i.a(x — a)
ff — i) X — a
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Ce développement ne s'étend pas plus loin parce que y(j:), dans le cas où f(x) = (x — û)", est au plus du
d^ré n — i . Il résulte de là que -' - ■ est décomposable
en 71 fractions ayant chacune pour numérateur une constante, et pour dénominateur une puissance de x — a. Le problème est ainsi ramené à intégrer des fractions
dx
de la forme -7- Cette différentielle pouvant semel-
(x — ay *
ire sous la forme -r ? on voit que son intégrale est
— n r: r-; si A est "> i, et l(x — a) si A =i.
337. Cherchons maintenant à opérer une décomposition analogue à la précédente, dans le cas général, c'està-dire quand on a
J{x) = 'ili{x^aY[x^b]P[x — c)'i.,.[x-k) = {X'-a)"f,[x),
Soient A, Ai, A„ A^, . . . , A„_.,, n coefficients assujettis à vérifier Tidentité
f{x) [x — af (X — aj"-' x — a /^[x)
ip {x) étant un polynôme rationnel et entier par rapport à X. Si Ton multiplie cette équation par^ (x) et que Ton fasse passer dans le premier membre les termes qui contiennent A, Al, Al,..., A;,_i, il faudra que Ton ait, pour toute valeur de x,
Maintenant, en développant ç [x) suivant les puissances
de X — a, on aura
On obtiendra fourf(x) un développement analogue; mais comme a est une racine multiple de Tordre njf[a), /'(^)' • • •'/""* (^) ^^^^ nulles, et Ton a simplement
Substituons ces valeurs de ç(x) et dey(x) dans Véquation (i) : en ordonnant par rapport aux puissances de (x — a) y le premier membre deviendra
Ll.2 I.2...(/l4-2) ' i.a...(/ï-Hi) 'l..A.../lJ^ '
Ll.'2.../l I.2...2/Z ' i.a... (-2/14- l) J^ '
Or, comme le second membre est divisible par (x — a)", il doit en être de même du premier. Il faudra donc que les coefficients de toutes les puissances de x — a, dans le premier membre, jusqu'au coefficient de (x — a)""~' inclusivement, soient nuls.
En égalant à zéro ces coefficients, on aura n équations du premier degré, qui donneront pour A, Aj , Ât , . . . , A^^^i uo système unique de valeurs finies et déterminées, car les dénominateurs des valeurs inconnues sont les diflerentes puissances def^"^ (a), et par hypothèse^^"^ [a) n'est pas nulle.
Ayant ainsi mis ■^—, sous la forme
(x— «}" [x—a)'*-^ x — a /i(jf)
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on mettra de même ^ , ; sous la forme
{x-ùy {x — by^^ ' • jc — à ' A[x)
ft (x) désignant le quotient de la division de fi [x) par
[x—by.
En continuant de la même manière, on finira par obtenir le développement
/■(a?) (x — aj" (j: — fl)"~' x — a
B B| Dm I
expression qui, multipliée par dxj sera très-facile à intégrer.
La décomposition précédente ne peut se faire que d'une seule manière^ car, si les constantes Ai, At,**-,A„.i relatives à la racine a, par exemple, étaient susceptibles de plusieurs valeurs, on devrait les trouver en commençant la décomposition par cette racine. Qr on n'a trouvé qu'une seule valeur pour chacune de ces constantes. Donc
la fraction -jr. — ne peut se décomposer que d'une seule
manière en fractions simples de la forme considérée.
CAS PAETIGULIER DES RACIBES IMAGINAIRES MULTIPLES.
339. Si quelques-unes des racines multiples de Téquation J'[x) = o étaient imaginaires, le développement
Stuhm. — jin., I. 22
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de yi—7 renfermerait des imaginaires que Ton pourrait
faire disparaître en groupant d'une manière convenable ]es termes relatifs aux racines conjugées; mais il est plus simple d*opérerde la manière suivante.
Soient a ± S \/ — i deux racines conjuguées de l'équation f(x) = o, et n leur degré de multiplicité. Posons
Ajx-f-B, A._,x-hB,»-, . +(jr)
A, B, Al, Bi, etc., sont des constantes qu il s'agit de déterminer*, i^ (x) une fonction rationnelle et entière de x^ et/l (x) le quotient de y (x) divisé par [{x — a)* 4- S*]", On doit avoir Tidentité
t(x) - (Ax-+- B)/.(x) -(A.X + B.) [(*-«)'-+- 6']/ (jp) - ( A,x -I- B,) [(x -- a)» -+- 6']»/. (x)
Les constantes A, B, Ai, Bi, etc., doivent donc être choisies de telle sorte, que le premier membre de celte équation soit divisible par [(x — «)*"HS*]* ou, ce qui revient au même, de manière que, pour X = a H- S ^ — I, ce premier membre devienne nul, ainsi que ses n — i premières dérivées. On aura ainsi n écjualions, dont chacune se partagera en deux, car il faudra égaler séparément à zéro la partie réelle et la partie imaginaire de chaque équation.
Dans la première équation, tous les termes, à partir du second, contenant (x — a)' -h 6' en fadeur devîeadront nuls pour x = a -h S ^ — i . Cetle équation ne contient donc que A et B, et comme elle se décompose eu deux, on
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pourra ainsi trouver les valeurs de A et B. Quant à la seconde équation , obtenue en prenant la dérivée des deux membres de la première, elle ne contiendra que A, B,
Al, B| quand on aura fait x = a + S ^ — i , et comme A et B sont déjà connus, et que cette équation se sépare en deux, elle donnera les valeurs de Ai et de B]. On obtiendra de la même manière les autres constantes.
Ce calcul fait, on opérera ensuite la décomposition de
— -7— r en différents termes dont la forme, connue d'après
tout ce qui précède^ dépendra de la nature des facteurs binômes defi (x).
340. Le cas des racines imaginaires multiples conduit donc à intégrer des différentielles de la forme
(Ax4- B)</x
n étant un nombre entier et positif. Or ou a identiquement
/(Ax-f-BUx _ r k(x^a)dx r (Aa-f-B)rfx
[(x ~ a)» -h et "" j [(* - ^Y ^=^ "*" j [(-^ - «)' -+- ^T""
Si Ton pose
(x — a)»-h6»=/, d'où ^[x-^(i)dx = dt, on a, à une constante près, lorsque n est^i,
/A (JT >-~ g) dx _rf<fif_ A
[(x — (xY -I- 6^ "J '^F ~~ "" 2(/i — i)r— •
2(/i — i)[(x— aJ^H-ê»]"-* et, lorsque /i = i ,
A(x — et) dx A.r,
Reste donc à déterminer
(Aa-f-B)</jr
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Pour cela, soît x — a = S «, d'où //r = 6rfz 5 on a
/' (Aa-4- B)^ _ A«-f-B Ç dz
en sorte qu on est ramené a trouver
dz
c'est donc cette dernière intégration qui doit maintenant nous occuper.
341 • On a identiquement
Mais
/dz _ n dz r z'dz
et
par conséquent, en intégrant par parties, on a
r z'dz z 1 r dz
J (n-z^"""" (in— 2) (i -h *»)■-• 211 — 2 J (i-f-s»)»-»'
Substituant cette valeur dans (i), il vient, en réduisant^
/dz _ z 2« — 3 r dz (i -f- «■')" "" (2/1 — a) (i -hz')"-' 2/1 — 2 J (i -f- «»)•-•'
Ainsi la recherche de 1 -r- est ramenée à celle de
/7 : — ; de même cette dernière serait ramenée à (H-z')— ■'
— -J et ainsi de suite, et comme n est
un nombre entier positif, on sera finalement conduit à la
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recherche de /• i q^î est ëgale à arctangz. L'inié-
gration de - — ■ — — » et par suite celle de p^ rrT~i7i;»
se trouvera ainsi effectuée.
/dz de la manière
suivante. Posons
r=arctaDg2;
il en résulte
iiz . fiz di dt = , = ;
or
I dz
= cos*^ d'où •; = cos**~'/£iif ;
par suite
— = / cos^"Udt.
On connaît différentes manières de parvenir à cette dei^ oière intégrale : une des plus simples consiste à développer cos'"~*t suivant les cosinus des multiples de t [154, formules (i) et (2)]. On obtient ainsi un développement limité, et dont chaque terme, multiplié par dt, s'intègre très -facilement.
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INTÉGRATION DES FONCTIONS IRRATIONNELLES
Fonctions qui ne contiennent que des irrationnelles monômes. — Fonctions qui contiennent un radical du second degré. — Intégration des diflérentielles binômes. — Cas d'intégrabilité. — Formules de rédaction.
FONCTIONS QUI NE CONTIENNEITT QUE DES IRRAT101fNELI.ES
MONÔMES.
343. Une fonction qui ne contient que des monômes irrationnels est toujours intégrable. Ainsi , supposons que Ton veuille obtenir
(l -*- V^J? — yjx^)dx
Cette intégrale peut s'écrire
\i-^ x^ — x^ ) dx _ .
Or, si Ton fait
X — ^S d'où dx = &t*dt^
on aura la fraction rationnelle
TTT^ '
ou
dont Tintégrale est égale à
o /? fi
— -^^« 4- - f ' 4- /• — ^ '' 4- ar* — 6/ + 6arc tang^ -4- c, et il ne reste plus qu à remplacer t par yx.
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344. On ramène au cas précédent toute fonction qui ne contient que des radicaux portant sur un même binôme du premier degré. Ainsi, soit a cberche.
[a:^-\^^{ax-hby]d:r
On posera ax -h A = «*, d'où
, dx = » yj [ax -^^ by = t*
par suite on n^aura plus à intégrer que la fraction rationnelle
fl» /• — 6 -f- at*
FOlfCTlOlfS QUI CONTIENNENT UN RADICAL DU SECOND
DEGRÉ
345. Nous passons maintenant à Tintégration des fonctions qui contiennent la racine carrée d^un trinôme du deuxième degré, tel que a + iar -+- j:" ou a-^-bx — x' : le trinôme peut toujours être ramené à Tune de ces deux formes en faisant sortir du radical le coefficient de x^ pris a^ec le signe -f- .
La méthode que Ton emploie consiste à transformer x,
^a -h bxdzx^ et dx en fonctions rationnelles d*une nouvelle variable, de manière à ramener le problème à Tint^ration d'une fonction rationnelle.
Supposons d*abord que le terme x*, sous le radical, soit précédé du signe +. On pourrait indifféremment
poser
\/« -h ^ j: -f- X* = 2 db x;
prenons z — a: ^ en élevant au carré, on aura
a -h 6x = «* — Q^xz'f
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d'où
. . . ._._ /T -L- An ' **
l^\ iLr
(ô -f- 22)22^2 — {z^ — a)ii.dz (a + ^2 -h »') 2«/»
La substitution des valeurs (1), (2), (3)^ dans la fonction donnée, la changera en une fonction rationnelle de s, qu'il sera dès lors facile d'intégrer.
Exemples
dx
~\- bx -h X*
Employons la première transformation et posons
^a -\- bx -^ x^ = z — jr.
Diaprés les formules (2) et (3), on aura
J ^a-^bx-i-x' / --H» ^^ ^
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donc, en remplaçant z par sa valeur x -+• ^a -f- 6j? -h x*, on aura
Quand é» := o, cette formule devient
—^- — = 1 (x + Vu -H *') H- C.
^a -h ùx -r- X*
Il est facile de ramener cette intégrale à la précédente ; on a
d ^a -4- bx -h x^ =
^^i^Ht.
2 y^a -r ^x -4- «* ^a-\- bx -{- x
{h 4- ^x)dx
Si le numérateur de la fonction proposée était — h x, on pourrait immédiatement intégrer cette fonction. Or
(gx -hb)dx ^ \ 2 / \ 2 /
ya -h 6x -h X' ya -}- bx -h x» y « -t- Ax H- x'
donc
(gx-^ h)dx ^a -^ bx -\- x'
4/ v^« -f- 6x -h X* \ '^ I J sja -\- bx -t- X*
z=^g\{â-^bx-^x^-^ih — ^\ {["-irX-^yJa-i-bx-r-x^^Ù.
Occupons-nous maintenant de Tintégration de
f\Xy \a -^ bx — x^idx»
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D^abord, si a est positif, on peut employer la seconde transformation. On posera
yja -^ bx — a^z=iy[â-^xz^ d'où ^ — x = ax^a -h J»*;
donc
b — izJâ (i) X —
(3) dir = ^i^'^-^^-^^)^\
349. Il existe une troisième transformation qui permet d^intégrer
y(x, ^a-h bx± X») dlr,
quand les deux racines du trinôme a-hhxdzx* sont réelles (dans le cas où x* et le terme constant sous le radical ont le signe — , les racines doivent être réelles, pour que le trinôme ne soit pas constamment négatif).
Supposons d'abord que le terme x* sous le radical ait le signe + ; soient a et 6 les racines de Téquation
a -f ^x -f- X* = o, on aura
a -4- Ax -h x*:= (x — a) (-îP — 6).
Posons
^a -+- bx -+- x' = (x — a) « ou a -f- 6x -h x* = (x — «i)*x% il en résulte (x — a.) (x — 6) =: (x — c^Yt^^ ou X — 6 = (x — «) «"j
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par conséquent,
(a) V«-4- 6jr-ha:»=r(j:— a)z— I -^ — a | z == ^ '^-j
^,. , — (i — z*)2azrfz-4- (6 — az')az</z 2(6 — a)zdz
II f^ut modifier ces formules , quand le terme x* est précédé du signe — : on écrit dans ce cas
a -^ bx — x^7=:[x — a) (6 — x).
Posons
^a "h bx — x' z= [x — a)Zf
d'où
6 — x = (x — a) z*, et, par suite,
(4) x= — ; — ry
(5) ^a -h bx — x*:= (x — a)z =
-/•. , (i-i- z*)iazdz — (6-h az*)2Z</2 2 (a — 6)zrfz
Les méthodes précédentes permettent d'intégrer
une fonction rationnelle f[x^ ^x4-a, yjx -\- b) d!r, qui contient des radicaux du deuxième degré portant sur deux binômes différents du premier degré. En eflet, posons
d'où
ziz z' — a, ^x -^ b = ^z* — û -H ^, dx = ^zdz.
Par suite, /(«, yjx-^a. ^/x-h b)dx devient une certaine fonction F (z, yjz* — a -H b)dz^ qu'il est possible d'intégrer d'après les méthodes exposées dans cette Leçon.
imtégratlon des différentielles binômes. cas
d'intégrabilité.
3o2. On appelle différentielles binômes celles qui sont
de la forme
x"(a -4- bx^)Pdx.
On ne diminue pas la généralité de cette formule en supposant que m et n soient des nombres entiers; si
l'on avait, par exemple, x*(a4-6x'J d!r, on ferait
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ar= z", d'où dx = 6z*dzy et la question serait ramenée à intégrer 6z' (a -h bz^ydz^ différentielle binôme dans laquelle les exposants de z^ hors de la parenthèse et dans la parenthèse, sont des nombres entiers.
On peut de plus supposer n positif, car si l'on veut intégrer x^ [a^bx^^Y dx^ il suflSt de faire jr = -pour
ramener cette intégration à celle de — ^~"'"' (a -+- bz"Ydzj ou l'exposant de la variable, dans la parenthèse, est positif.
Quant à p, on doit le supposer fractionnaire. En effet, si p était un nombre entier positif, on aurait, en développant (a -h bx^Yy un polynôme entier, et si p était entier et négatif, on aurait une fraction rationnelle; dans ces deux cas, Tintégrale s'obtiendrait par les procédés qui ont été exposés dans les précédentes Leçons.
353. Pour trouver d'autres cas où la différentielle jc" (a H- bx^Y^'^ puisse être intégrée, posons
a ■+• bx^ = «, d'où
La différentielle devient alors
et l'intégration pourra se faire si
(i) ■ = un nombre entier.
En effet, si p est égal à la fraction -^ en faisant z= f
on sera ramené au cas d'une fonction rationnelle. L'intégration sera donc possible*
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354. On trouve un autre caractère d'intégrabilité, en écrivant la dilTérentielle binôme sous celte forme :
jf^'*P [aar-^ -{- b)P dx.
La condition qui vient d'être trouvée devient pour cette
g, , m -h np -^ i
formule : > ou
(2) h P = un nombre entier,
condition qui pourra être remplie, quand la première ne le sera pas.
Par exemple, pour. la difTérentielle x* (a H- bx*)*dxy on a
hi 5 4-ti . ï_
et la deuxième condition d'intégrabilité se trouve seule remplie.
KÉDUCTIOir DE L^EXPOSÀNT DE X BOUS DE LA PÀEEUTHÈSB.
355. Comme il n'est pas possible, en général, d^intégrer la différentielle binôme x* (a + bx^y dxy il faut la ramener à d'autres intégrales plus simples; on y parvient au moyen de l'intégration par parties* On a
/ ar" (a H- bjc^Y dx =1 l «*•-*•*•• (a -+• bjc^)P j:""' dx = j udv^ en posant
nb(p-i-i) ' et, par suite,
1_ , / x^'^(a'^bx^)P^'dx.
jj»— W-H
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La nouvelle intégrale contenue dans cette formule sera plus simple que la proposée si m est positif et plus grand que 71, et p négatif, car alors p + 1 aura une valeur absolue moindre que p. Mais on peut trouver une formule dans laquelle Texposant^de x bors de la parentbèse soit seul diminué. En effet, on a identiquement
**— (a 4- 6jc"y^» = jcF^ (a -+- bx^y {a -f- bx^)
= aa^^-^ [a -f- bj^f -+- bxT [a -H baf^.
Par conséquent,
= « I af^" {a -^ bx')P dx -h b j jc^{a -h bx^)''dx. Substituant cette valeur dans l'équation (a), on aura / jc" (n 4- bj:^]P dx
nb(p-t-i) nb(p-hi) J ^ ^
Par suite, en transposant le dernier terme et réduisant,
I x^ {a -h bx^)P dx
V M af^-^'ia-^bx^)!^' n^m — n-hi) C
= -j-, ■- —, T-. ■ î^'B'^ia'^bx^'/dx.
L'intégration de x"' [a -f- bx'^Y dx est ainsi ramenée à la recherche de
{a'^bxf)Pdx\ on fera dépendre celle-ci de
j;"-**(a -+- bxffPdXf
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et ainsi de suite, en sorte que si m est positif et plus grand que 72, en désignant par in le plus grand multiple de n qui soit inférieur à m, on sera ramené, après un nombre/ de réductions, à Tintégrale
j.m-in ^a ^ bx^ydx.
Si l'on avait m — in = n — i , cette dernière intégrale pourrait s'obtenir immédiatement^ car elle deviendrait
x»-'(a-4- bx^)Pdx=: —. hC.
Mais l'égalité m — in = n — i revient à = i -4- 1 ,
et la première condition d'intégrabilité (353) est rem* plie.
Lorsque np + /n 4- 1 = o, le second membre de (A) prend la forme 00 — 00 , et cette formule devient illusoire. Mais, comme h p est égal à o, c'est-à-dire à
un nombre entier, on retombe dans le second cas d'intégrabilité (354), et l'intégrale s'obtient directement.
RÉDUCTION DB l'eXPOSÀNT DU BIIfôlfB.
356. Dans la transformation (A) la réduction portait sur l'exposant de x bors de la parenthèse, tandis que le facteur (a + baf^Y ne changeait pas. On peut maintenant, au contraire, laissant le facteur af* invariable, ramener la recherche de l'intégrale proposée à celle d'une intégrale dans laquelle l'exposant de â + bjc^ sera diminué d'un certain nombre d'unités.
En efTet, comme
x-(« + 6x.)P^=(« + i^/rf- — ,
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on aura, en intégrant par parties,
i I X'" {a -^^ bjc')P dx
f ^ î^ -^ / x*+"(fl -h ba:^y-'dx.
\ /rt -h 1 /H -f- 1 J ^
Par cette formule, l'exposant du binôme a + hx^ a bien été diminué d'une unité, mais Texposant de x hors de la parenthèse a été augmenté de n unités. Pour réduire ce dernier exposant, on change menm-^ n^ et p en p — i , dans l'équation (A) ^ il vient
jT^Ic -h ba*)P-' dx
_,, , ... îi^ fx^(a-^bafy-'dx;
6(/î/?-h/iH- i) b{np-\- m-hi)J ^ '
par suite, en portant cette valeur dans l'équation (S),
xf*[a -^ bx^ydx
__ j:*+' (a -+- bx^y npx^^' [a -f- bx'^Y
/o -h I (/n -i- i) [np -h m 4- i)
et, en réduisant,
j:*(a -h bx^y dx (B) 1-^
- jx^la-^bx^y-^dx.
Au moyen de cette formule, on ôtera successivement de p toutes les unités que contient cet exposant.
ît57. La formule (6) devient illusoire quand on a
mais alors on retombe dans le second cas d'intégrabi-
STcmM. — An. y I, 23
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lité (354), et Tintégrale cherchée s'obtient par an changement de variable.
En résumé, l'emploi des formules (A) et (B) fera dépendre l'intégrale 1 jf (a-h bx'^Y dx^ quand met p sont positifs, de l'intégrale plus simple
x"-'" (a -H bjc^y-^dx^
in étant le plus grand multiple de n, inférieur à m, et Ar la partie entière de p.
Par exemple, on ramènera l'intégrale
/ x' (a 4- bx^ydx
à j X (a -\- bx*y fix j en la réduisant successivement > par la formule (A), aux suivantes :
et cette dernière^ parla formule (B), aux suivantes :
I x{a -h bx^ydje^ l x (a -^ bx^Y dx .
FORMULES DE RÉDUCTION DANS LE CAS OU LES EXPOSANTS
m ET p SONT NÉGATIFS.
358. Quand m et p sont négatifs, les formules (A) et (6) ne réduisent pas la différentielle binôme â une plus simple expression; mais elles conduisent à deux nou* velles formules, qui opèrent la réduction dans ce cas.
Occupons-nous d'abord de diminuer l'exposant de jc^ hors de la parenthèse. Pour cela, tirons de Téquation (A)
la valeur de l'intégrale / x^"" (a -h bx^y dx ^ ce qui
donne
1 a:*»-" (a -h bx']Pdx " ^^-'-'[a + b^y*' _ b{n, + np-^.) Ç^^^^^^y^^^
Ensuite changeons m — «en — /» ou fn en — m -h /i : nous aurons
I x-^ { a -f- bx" )Pdx= ;^
binp
Par remploi répété de cette formule, l'intégrale cherchée pourra être ramenée à la suivante :
' I dr-*+" ia -h bx^y dx.
x-"-*-('-»-')"(a -f. bx^ydx^
dans laquelle in représente le plus grand multiple de n contenu dans m.
Si Ton avait
la dernière intégrale deviendrait
\ x"- (a 4- bx^)Pdx — ^—^^ ^ - 4- C.
Mais comme on a — m -^i
i = un nombre entier,
on retombe dans le premier cas d'intégrabilité.
3o9. Lorsque p est négatif, on tire de la formule (B)
bx^)P-'dv jr"H-' {a -h bx^)P np -h m -hi C
i x'"{a-\- bx")PfU.
anp a ftp
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Si Ton change dans ce résultat p — c en — p ou p en — p -+- 1 , on aura
{ I jf" (a -^ ba:^)-P dx = î— ^ ^
(D) 1 ^ an{p — i)
\ an(p — \) J
Si p est plus grand que i , la valeur absolue de l'exposant du binôme sera diminuée d'une unité; en continuant la réduction, on finira donc par ramener cet exposant à être compris entre o et i .
Quand p = i', cette formule devient illusoire, mais ce cas est un de ceux où Ton sait intégrer.
Une différentielle de la forme
j:i{aaf -h bx')P dx
peut se mettre sous la forme oc^''^ (a -^ bx'"'')^ dx^ et devient ainsi une différentielle binôme.
361. Les formules précédentes permettent d'intégrer la différentielle
qui, d*ailleurs, tombe toujours dans l'un des deux cas d*intégrabilité. La formule (A) donne alors
/' jrdx __ -ï^^v^i— j:' m — \rx^-^dx
En faisant successivement m = i , 3, 5,.*> on aura xdx
/x*dx X* , ; 2 r xdx
J'* x^dx X* , 4 C ^*dx
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d'où Ion tire
rxdx é
7=5 = - Vi-x»> ^ VI — *'
et, en général, si m est un nombre impair.
iw \m — 2jfli I.O...//I J
Si /is était un nombre pair, on arriverait à la formule
arc sinx + C.
EXERCICES
i. Calculer
/dx
Solution. — Celte intégrale se ramène à / -7-|- en posant
J sm ç
X = sin 7.
Calculer
dx
[c H- ^x* ) v/« -h bx^ Solution. — Si ôc — ae est positif,
^ _ I if v/( « 4- ^■Jr* ) r -f-
./ v^( a 4- ^■2f' ) r -f- j: ^bc — ae\ ^^ i^[bc — ae)c \^[a-\-bx^)c — x\'bc — ae J
si bc — ae est négatif,
arc tangf y/izff — hc \ -+- C.
\ y/^a + bx^)cl
2^(fle — ^C) c
S. Calculer
J X}Jx^-\-X — 1
donner la tangente y le sinus et le cosinus de cette intégrale.
Solution. X = arc sin -— — -h C.
En supposant nulle la constante arbitraire, on a
8inX = *- — =r) cosX = — î- — ) tangX =
rv/5 x^b av/j?*-4-x — i
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ALGÉBRIQUES
362. On ramène aux fonctions algébriques, par une simple substitution, les intégrales qui renferment sous
le signe i une fonction algébrique d'une transcendante,
multipliée par «la différentielle de cette transcendante : telles sont les intégrales
f/(C)e'd^, ff{a')a'dx, f/{\x)^, /y*(sinx] cosxJx, j/{cosx)sinxdx^
r . dx r fix
l/(arc sinx) > //(arctangjr) — ■--
J i/ 1 — x^ J 1 -h JT
Par exemple, si l'on veut obtenir
IX
on posera lx= z^ d'où — =z dz, et, par suite,
(lx^'»— = I z"dz = hC,
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ou
dx {l.r)»-»->
INTÉGRALE DE Z'^PJx.
363. Cherchons à intégrer une fonction telle que jz" VdXj z étant une fonction transcendante de x. Posons, k cet effet,
J'prfx = Q, y*Q^rfx = R, J*R^^ = S,...:
on a
I z"~^Rdz = I z"-» £/S = Sz"-» — (/i ~ 2) Tz"-* S£fe .. ;
par conséquent,
(A) / z" P^ = Qz" — /iRz*^-» -H /i (/ï — I) Sz"~» — . . - .
La loi de ce développement est évidente. On aura Tintégrale cherchée si n est un nombre entier positif, et si Ton sait obtenir les intégrales désignées par Q, R, S, etc.
Exemples
on a
dz I P=rj-»-', zrrix, — = -,
dx X
par conséquent.
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donc
, « (n — ï). . .3.2. il
Si, dans cette formule, on pose Ix = z^ ou aura
/(.rcsinx)..^..
II faudra faire ici
z = arcsinx, P =1.
Ou aura
Q= 1 Pdj: = x,
-==== — Jl — jr%
5=1 I— Vi — j?^ = — X,
et ainsi de suite; la substitution de ces valeurs dans la formule (A) donnera, en groupant convenablement les tenues,
I {arcsinj:)'»rfj:
z=zx[z* — n (n — 1)«"-"'+ n{n—i) (« — 2) (/» — 3)s»-*— ...] + y'i — jc'[/7«*-» — /i (/î — - 1) (/î — 2) »"-* -f- . . .].
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Lorsque n est un nombre entier positif^ ces deux séries se terminent d'elles-mêmes.
Si Ton pose arcsinx := ?, on aura
y I — x^ = CCS s, dx -=. coszdZf et la formule précédente deviendra
z" cos zdz
=:sinz[s" — n(n — i)2*-'-|-/i(/i— i) (n — 2) (n — 3) z"~* — .,.] + COS3 [//*«-' — n{n — i)(n — 2) a**-* +...].
Cette dernière formule est d'ailleurs une conséquence d^une autre plus générale. On a
/ /(x) cosxdx =/[x) sinx — j /' {x)smxdxj
ff'i.) sinx^ .. -/' (X) COS. +//'(x) cosx«^.
f/''{j:) cosxdx ^fix) sinx— i f'"[x) %mxdx, et ainsi de suite-, par conséquent
Çf[x) co%x dxz=z\f[x) -/" (x) +/'^(j:) — . . .] sinjr
f'{x)^r{x) ^r {^) - . . .] cosx
et l'intégrale pourra toujours être obtenue Af{x) est une fonction algébrique et entière.
365. Quand n est un nombre négatif ou fractionnaire, le développement (A) renferme un nombre infini de termes; il faut alors recourir à des artifices particuliers pour avoir Tintégrale.
Exemples.
Ç dx
I* I TT — r->
n étant un nombre entier positif: si Ton pose Ix = s.
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— jp- et l'on aura, en intégrant par parties,
/eUlz ^ . _i r dz^
Au moyeu de cette formule, on fera dépendre l - — ? qu'on n'a encore pu obtenir qu'au moyen d'une
dr j— •
/e'a:dx
posons
i-|-x=:z, d'où xz=zz — 15
l'int^rale proposée devient alors
En intégrant par parties, on aura et, par suite,
e*xdx I e* e*""'
( I -h -a:/ tf « z i-i- X
ET TRIGONOMÉTRIQUES
366. Les intégrales / e'^'cosbx dx et / c*" sinbx dx peuvent être déterminées simultanément au moyen de l'in-
364 COURS D*AMÀLYSE.
tégratîon par parties. On a, à cause de e^^ dx = rf— , (i) I (f*coshxdxz= — cos6x-h - I e"smbxdx,
(a) f e'* sïn bxdx = — sinbx 1 e"cos bxdx.
De ces deux équations on tire
/, _ e^*(aco&bx -\- bsmbx) _, ef'QOsbxdx =z — ^ + C,
/. - , d"(asmbx — bcosbx) ^ c«'sin bxdx = — -f- C.
On peut encore déduire ce résultat de la formule
où, après avoir remplacé les exponentielles imaginaires par leurs expressions trigonométriques, on égalera les parties réelles et les parties imaginaires des deux membres. Plus généralement, pour obtenir
I z^e^^cosôzdz ot 1 zf^e^^sinbzdz,
il suffit de remplacer, dans la dernière formule, n° 364, i **,
m par a -^ byj — i , et d'égaler séparément les parties réelles et les parties imaginaires des deux membres.
368. On intègre /(sinar, cosx) dx, / désignant une fonction rationnelle, en posant tang - x= 2. Il en résulte
sina? = 2sm — xcos — x =z ,
coso? =r cos' - X — sm* - X = 4
2r/z dx = ,
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d^OÙ
fonction rationnelle par rapport à z»
369. Voici quelques fonctions trigonométriques qui se présentent souvent dans les calculs et dont Fintégration s^obtient avec facilité.
I® I sina:cosx^= I sinxc/sinx:^ '- -H C.
On peut aussi écrire
Donc
sinxcosx</r z=: — y ces 20: + C.
Il est aisé de s*assurer que ces deux expressions de la même intégrale ne difierent que par une constante.
* //ces X a" ( tangxrfr r^ — / = — Icosx -f- C,
tangxd[r=: — |
r ^ rd%\nx , .
I cotxdx=z I — ; =r I sinj? 4- C.
J J «no:
lAnaxdx = 1 \- C.
cosj:
, r dr I cos'.r Tc/rancx
4" I -^ == I -' — / - — — = ltang«-hC.
^ J siDxcosx f sin.r J tangx "
cosx
"^ / sm - .rcos -x
Cette intégrale se déduit de la précédente en remplaçant x
par — f-x.
^** \ dxsj \ — cos j: = I id ( - -c ) ^2 sin - x
=r — 2 i/2 COS - X H- C.
On trouvera de la même manière
I dx^i -\- COS X == 2 \/2 sin - X -h C.
^ flsinx-f- 6cosx
On pourrait ici employer la méthode générale (368)^ mais il vaut mieux écrire
dx T /> r/x
a» -i- b^ I gsinx J y/a' -f b^
sinx + ^cosx J^i _|_ ^'ï I asinx 6cosx
Si l'on pose — — =1^ cosA et =sînA,
on aura
asiiix -t- ^cosx ^^2 _|_ b^ j sin (x -h / ) ou bien (5°)
r dx
^ J a sinx -h ^ cosx H- c
Il faut employer, dans ce cas, la méthode générale (367)^
et poser tang- x = z : on est alors conduit à intégrer la la fraction rationnelle
ce qtii donne, suivant les cas,
3 (c — (A tani'^x — a arc tang ^ — — j
Vc» — b^ — a} ^c' — b' — a
ou
(c — b\ tangl jc -h a — ^a' + b^ — c*
« 1 , ~T~ Vi.
^û»-h ^*— c' (c — b) lang|x -i- « -h ^a^-+- ^* — c*
Soit proposé de trouver
/ sin [ax -h ^)sin [a! x -h b') dx.
On a, diaprés une formule connue,
sin [ax h- b) sin [a!x -h b')
ces [(a — nM .r -h A — b'"] rosf^<T -^ a') x -^ b -f- b']
d'où
sin [ax -t- 6) sin (a'x -+- b')dx
sin I (rt — û') X H- A — ^'] __ sin[^/7-f-/yM-r-h^-4-^']
Cette formule devient illusoire quand a^^ a*\ mais, dans ce cas, le terme
cos[(fl — a*)x-^ b —b'']
réduità — ■ ■ £/x,dontl intégrale est x.
En général, il sera toujours possible d'îniégrer ud produit d'aulant de sinus et de cosinus que Ton voudra, lorsque les arcs se présenteront sous la forme ax-hb^ puisqu'on saura toujours transformer ce produit en une somme de sinus ou de cosinus.
Si Ton pose sinx= z, d'où
JL -1
cosj: = ^i — «')' et <ilr = (i — «*) "cte, on a
sin"a: cos'* xflx = «" (i — z*) ^ dz,
d'où Ton voit que si n est un nombre entier impair, positif ou négatif, on pourra intégrer, quel que soit m. On verra de même, en faisant cosa: = z^ que Tintégration pourra se faire quand m sera un nombre entier impair, positif ou négatif.
Dans tous les cas, quels que soient m et /i, on ramène cette intégrale à d'autres plus simples au moyen de Tin-
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tégration par parties. On a
/ sin^xcos'x^jrr^ I cos''~'xsin"xcos.rcte = I cos"~'jrsin*x^(sinx)= | cos"'"'-cc/
m -+- I et par conséquent
Il s\n'^ X cos" X elx 171 -t- I m -\- \ 1
Cette formule est avantageuse lorsque m est négatif, et n positif. Mais il est possible d'obtenir une formule dans laquelle Texposantn seul soit diminué de deux uni tés.
Pour cela, observons que
sin*"**'x cos*~'x = sin" jr ( i — ces* -r) cos""' jt,
ou
sjfjw-Hïj. cos"~'x = sin^xcos'*"* j: — sin" j:cos*x,
doù
z=z 1 sin"xcos'*~'x</x — I sin^xcos'x^ir.
Substituant cette valeur dans la relation ((3), il vient I sin^j: cosl^xdx = cos"""' x
sm'"'*"'.r
nt -f- 1
H ( / sin"x cos"~'a:r/r — I sin^xcos'xrf-c ) 9
ou bien, en réduisant,
1 / sin^xcos^x^x
I rr= 1 I sm*x coî>"~'a:ax,
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Ainsi/sin-xcos-x^estramen^eà/sin-xcos-x^.
On ramèDcrait de même cette dernière intégrale à
I sin"'a: cos"~*xrfx, et ainsi de suite ; en sorte que si n est
un nombre entier positif, on sera conduit à Tune des deux
intégrales | sin'"x^x, ou j sin'^jrcosx^/r, suivant que »
est pair ou impair, intégrales qu^on sait obtenir. En efiet, nous avons indiqué plus haut (371 ) le moyen de calculer
sin"^xdx^ quand m est un nombre entier positif, et,
d'un autre côté, on a
I sm^x cosjrar =: I sin"'xc/smx = h C.
373. La formule (B) devient illusoire quand m = — n; mais, dans ce cas, la formule (j3) donne
/tanc«+'.r r tang^xaar = f iang^'^^xdj:.
Changeons maintenant m + 2 en /n ou m en m — 2, et résolvons par rapport à j iang^xdx : il vient
flanc"- 'j: f* iaLng"x(lxz= — I tang*^'xax.
Cette formule sert à réduire Texposant de tangx, et conduit, selon que m est pair ou impair, à
dx := X -h C,
OU a
tanç'xdx = — 1 cosjî -h C.
374. La formule (B) fait porter la réduction surlexposant de cosx. Mais on peut en obtenir une autre qui
réduise Texposant de sinxeu remplaçant x par Xj
m par netn par m dans la formule (6), ce qui donne
I sin'"j:cos'*jrrfx
' sin'"~*j:cos"'*'":r m — i / . , „ .
= 1 J sin"^'j:cos"ar<tJ:.
m -^ ri m -\- n j
Cette formule sert à réduire Texposant de sino: lorsque m est positif. Si n est un nombre entier pair, on a vu qu' au moyen de la formule (B) on ramenait l'intégrale proposée à l'intégrale | sin'"x Jx. Maintenant, au moyen de la formule (D), on la ramènera, si m est impair, à l'intégrale 1 s\nxdx = — cosa: -f- C, et, si m est pair, à l'intégrale I rfx = X -}- C. Donc, lorsque m et n seront entiers et positifs, il sera toujours possible de trouver l'intégrale
sitï'^xcos'^xdx.
375, Les formules que nous venons d'obtenir ne pourraient être employées dans le cas où l'un des exposants m et /2, ou tous les deux, seraient négatifs. Mais elles en fournissent d'autres, qui permettent de faire les réductions dans ces derniers cas.
Supposons m négatif, n étant positif ou négatif; en remplaçant m par — m -h a, dans la formule (D), et en résolvant par rapport à l'intégrale qui est dans le second membre, on aura
rinlégralc proposée se ramènera donc à I cos'^xdx ou à
zos'*xetx
On déduit de la formule (D), en supposant n ^= o
/i7\ r m j sin^-'jrcosj: m — i C . ,^^ ,
et^ par conséquenl, si m est pair,
i r ' » JB cosxr . _ , '" — '•—.
' I sin^xax = 1 sin"""' j: H — - - sin^~*x
-4- , ~ /{ — 7~smx I
(w — \)(m — 3). ..3. IX
(/If — 2j (/w — 4) • • •4'^ '^
et si m est impair,
sin^xrfa = 1 sm*~'xH sin^^'x -♦-...
On obtiendra de la même manière
COS'*X£/x.
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DÉFINITIONS ET NOTATIOÎCS.
377. Lorsque 9 (x) est une fonction de x, dont la différentielle estf(x) dx^ on a
9 (x) •+- C est nommée Vintégrale indéfinie de la différentielle /"(x) dx. Ordinairement on fixe la valeur de la constante indéterminée C d'après la condition que Tintégrale devienne nulle pour une valeur particulière a, attribuée à x. Dans cette hypothèse, C= — ? (^) ^^
f[x)dx ^=z^[x) — ff {a).
Il reste encore dans cette expression une indéterminée x; mais si Ton donne à x une valeur particulière A, Tintégrale, qui devient 9 [b] — 9 (a), est complètement déterminée. On la représente par la notation i f{x) ^^^
et on la désigne sous le nom àHntégrale définie, prise entre les limites a et &, ou depuis x = a jusqu'à x = à^ On a donc
f{x) ilx =<f (b) — ^ (û).
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Ainsi la valeur de Tînlégrale définie s'obtiendra en faisant dans Tintégrale indéfinie x = a^ puis x=^b^ et retranchant le premier résultat du second.
SIGNIFICATION GÉOMÉTRIQUE DE l'iNTÉGRALE DÉFINIE.
378. Soit CMD la courbe dont Téquation en coordonnées rectangulaires est^=:y*(a:). On a vu quej'(x)dx était la différentielle de l'aire d'un segment terminé à une
Fig. 70.
générale, Taire comprise entre . la courbe, Taxe des abscisses
et deux ordonnées quelconques.
Mais si la constante arbitraire est déterminée d'après la condi-
tion que Tinlégrale ou l'aire soit
nulle pour x = OA = a, OP = x étant l'abscisse d'un point quelconque de la courbe, la valeur de l'intégrale pour cette valeur de x sera la surface ACMP. Par conséquent, si l'on y fait j: = 0B = 6, la valeur de Tintégrale représentée, comme nous l'avons
dit plus haut, par | f[x)dx^ sera la surface CABD,
comprise entre la courbe, l'axe O j: et les deux ordonnées fixes AC et BD.
EXEMPLES d'intégrales DÉFINIES.
jT* dx z=.
ii-'t- i
> si « -+- I est positif.
I 3 x — I x\ (Le -- — = arc tans — ^^ î- C,
/ / 'x) r/jT ^-r —^-^ ( arc tanff — := — arc lanc — ^= )
— ;= arc lang
r« r r/jr I -îC ^
4 1 — : = - arc tang - -f- C,
DE SOMMES
380. Dans ce qui précède, on suppose y (x) finie et continue depuis x = a jusqu'à x = b. Dans ce cas, /V/i-
tégrale définie 1 f{x) dx est la limite de la somme
des valeurs infiniment petites de la différentielle f(x) dxy lorsque x varie ^ par degrés insensibles , depuis a jusqu^à b.
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Supposons, pour fixer les idées, a moindre que &, et
admettons quey*(j:) croisse constamment depuis y*(A) jusqu'à f(h). Considérons la courbe CMD, dont l'équation, en coordonnées rectangulaires, est
Soient 0A = a, OB=ri, OP = a:, MP=/, PF= Ax. On a vu, dans le calcul diflérentiel , que Taire CADB était égale à la limite de la somme d'une infinité de recungles tels que MPP'I. Or on a MPP'I ==/(x) Ajc; donc, si Ton désigne par 2 \^f[^) ^x"] la somme de tous ces rectangles, on aura
f{x) dx = lim^) \/(^) A*] =2 f-^^'*^) ^'"^l»
ce qu'il s'agissait de démontrer.
Ou démontre encore ce théorème d'une manière purement analytique. En effet, soit (f (x) Tune quelconque des intégrales de f(x) dxj en sorte que f(x) = 9' (x) :
on aura
o (a: H- àjr) — 7 (x) = [ç' (x) -f- a] A jt,
OU
A^{x) = [/{x) -t-alAj-,
a étant une fonction de x qui s'annule en même temps que Ax. Or, si Ton fait varier x par degrés quelconques égaux ou inégaux, mais de plus en plus rapprochés, depuis x = a jusqu'à jr = 6, on obtiendra, pour chaque valeur attribuée à x, une équation analogue à Téquation (i) 9 en ajoutant toutes ces équations, on aura dans le premier membre la somme des valeurs de ûcj'(x), c'est-à-dire l'accroissement total de <f (x) ou cj> (i) — f [aj ; il viendra donc
Mais, d'après un théorème démontré (16)^ on a
Iim\' (aAjf) == o.
Donc l'équation (a) devient, en passant à la limite,
ç (^) - <p {a) =£ f{£) dx = lim 2 [/{'^) A^]=2 f-^^^^ ^^-
Ainsi l'intégrale déûnie est la limite vers laquelle tend la somme des produits tels que f(x) Ax quand x varie par degrés de plus en plus rapprochés, depuis a jusqu'à b ; ou, sous une forme plus abrégée, l'intégrale est la somme des valeurs inCniment petites de la différentielle.
C'est à cause de cette propriété que Ton désigne les
intégrales par le signe f , lettre initiale du mot
somme»
Dans la formule
a peut être plus petit ou plus grand que b. Ordinairement on fait en sorte que a soit inférieur à £. Or, quand il n'en est pas ainsi , on ramène aisément ce cas au premier. En effet, la formule (1) donne
d'où il résulte que
I f[x)dx = -^ I /(x)dx.
b Ja ^ '
Ainsi Von peut intervettir Vordre des limites d'une intégrale définie, poun^u que Von cJiange le signe du résultat.
Si c est une valeur de x comprise entre a et b^ on aura
a Ja
f /(x)dx = ,{b)-^{c);
donc
f /{x)dx= c /{a:)dx+ f /(x)dx.
On peut encore démontrer cette formule en s'appuyant sur le théorème du n^ 380, ou bien en remontant à l'interprétation géométrique des intégrales définies.
On démontrerait de même que
I f{x)dx= I f{x)dx^ j /[x)dx-¥- f f{x)dx-^ I f\x)dx
et ainsi de suite.
CALCUL APPROCHÉ d'uNE INTÉGRALE nÉFIME
383. Quand on ne sait pas intégrer une différentielle donnéey'(x) d!r, on peut souvent parvenir à deux limites
qui comprennent l'intégrale déflnie f f (x) dx. Pour
cela, soit if{x) une fonction de x telle, que ^ [x) soit moindre que/ (x) pour toutes les valeurs de x comprises entre a et i. Je dis qu'on a Tinégalité
38o COURS d'analyse.
La considération des courbes le démontre d'abord trèssimplement. En effet, soient CMD et C'M^D' les courbes Fig. 72. dont les équations sont respec-
tivement j =f{x),j = ^(x) ;
comme de
x—OA = a à x=zOB=b, * on a
la courbe C^M'D' sera au-dessous de la courbe CIVID entre les ordonnées CA et BD ; par conséquent on aura
aire CABD > aire C ABD%
ou
/[x)dx> f ^{x)dx.
Autrement : puisque/ (x) — rp (x) est ]> o, pour toutes les valeurs de jr, depuis j: = a jusqu'à a: = è, Tintégrale
Jl [y (x) — 1{; (x) ] dx^ dont la dérivée est positive* croît
en même temps que x, et comme cette intégrale est nulle pour X = a, elle est toujours positive : on a donc
r [/W-->î'W]^'^>0> ou f /(x)cix> f ^[x)da:.
De même, si ;^(x) est une fonction de x telle, que -f^ (x) surpasse /(x), de x = a à x = i, on aura
Par conséquent, si Ton sait intégrer t{/(x)fixet ;f(x)rfx, deux limites qui comprendront I f[x)cix.
on aura
38^. Exemple.
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Tant que X est plus pelil que i, on a
et, par suite,
Or
^1 ' I ^^ = 0,5, I -r = arc sin - = o,5236. . . .
Donc on aura
«/ o V^ 1 — x^ NOUVELLE DÉMONSTRATION DE LA FORMULE DE TAYLOR,
38o. Les propriétés des intégrales définies conduisent à une nouvelle démonstration de la formule de ïaylor. On a identiquement
mais l'intégration par parties donne successivement = //'(:r-f-/i~-/)-H Ç tf"[x-\-h~t)iU,
X -{- h--t)dt
f f" {x -^- h - t) di
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et ainsi de suite. En ajoutant toutes ces égalités, après y avoir fait t = /i, on aura
/(x + A) =/ (x) -+- A/' (x) il/» (x) +. .. + -^/' W +R, R désignant le reste
^- / f"-^' [x -^ h -^ i) f" di.
Si maintenant M est la plus grande valeur, et m la plus
petite valeur que prend y"+* (xH-/i — t) de r = o à « = /i,
on aura
R< / Mr"rf/=: ■
I.2.,./I Jq 1.2...^/ï-hl
Ainsi R est compris entre ; ^, M et : m.
'^ I.2...(/l-|-l) I.2...(/?-hl)
Donc (133), si la fonction proposée et toutes ses dérivées, jusqu'à la (/* -h i )**"', sont finies et continues entre les limites j: et x-h h, R pourra être mis sous la forme
0 désignant une quantité positive moindre que i : ce qui s'accorde avec ce qu'on a trouvé par d'autres méthodes.
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flous avons jusqu^à présent supposé que, dans
Pintégrale I f[x)dx^ les deux limites a et 6 étaient
finies, et que la fonction /(x) était finie et continue entre ces mêmes limites. Nous allons maintenant chercher ce que devient l'intégrale lorsque Tune des limites, b par exemple, est infinie, /(j:) restant finie et continue. Dans
ce cas, la valeur de l'intégrale est la limite de / f (x) dx^
quand b croit indéfiniment. Cette valeur peut être finie, infinie ou indéterminée, comme on le verra par les exemples suivants.
T'dx
On a d'abord
Donc
e^'dx = — e^* -h C.
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et, en faisant £ = od ,
Si Ton construit la courbe j^ = — > on obtient une bran-
Fig. 73.
che infinie asymptote à l'axe Ox: l'intégrale définie représente Taire comprise entre cette branche, Tordonnée OÂ et Taxe Ox.
e*dx.
On a, dans ce cas, ù
e*dj:=ié^
— I, I e'dxz:^
OD
L'intégrale indéfinie est
Par suite,
donc
dx l .r ^
= - arc teng — h €•
ar^ -h c* c ° c
' Ht \ b ^=L - arc lang ->
co ff.T T
: = - arc tang oo
On a
co
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5" / cos j: dx.
On a
co%xdx =sin6;
mais quand b tend vers Tinfini, sin& ne tend vers aucune
limite déterminée. La valeur de Tintégrale / cosxdx
Jo
est donc indéterminée,
On peut quelquefois reconnaître si l'intégrale
f{x)dx
a une valeur finie quand b devient infini.
Supposons b très-grand, mais non infini : en appelant h une quantité comprise entre a et i, on a
f f[x)dx^ f f{x)dx-^ f f{x)dx, Ja Ja Jk
Puisque^ (jr) ne devient pas infinie, la première partie de Tintégrale est une quantité finie; il suffit donc de
savoir si Tautre partie i f[x)dx est finie. Mettons f{x) sous la forme
C7 (x) désignant une fonction qui reste finie pour toutes les valeurs de x plus grandes que k. Soit M la plus grande, et m la plus petite des valeurs de cr (j:), pour toutes les valeurs de x plus grandes que h : on aura
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On aura donc
J /(x)da:<^£ ^:
OU
X>'"-<.-^G--it.)-
cette inégalité se réduit, pour i =: oo , à t;;::;' ^^''^
Or, quand n est plus grand que i , le second membre de
/{t) dx a, dans ce cas, une valeur finie. Si n est moindre que i, on aura
ou
Jk I — /i
Or, T — n étant positif, le second membre de cette iné*
Xb f[x)dx^ et
par suite I f(x) dx^ est infinie pour b rrz <x> . Enfin, si 71 = I , on a
mais 1 ( - j = 00 quand i = oo : donc
/{x) dx=zço.
La même remarque s'applique à Tintégrale
quand on peut mettre y(j:) sous la forme — —^5 u (r)
restant finie pour toutes les valeurs de x comprises entre — 00 et une certaine quantité moindre que b : cette intégrale est finie si n est plus grand que i , et infinie si n est inférieur ou égal à i .
INTÉGRALES DANS LESQUELLES LA FONCTION SOUS LE SIGNE I DEVIENT INFINIE ENTRE LES LIllITES DE l'intégration ou a CES LIMITES.
Dans le cas où^ (x) devient infinie pour j* = fc
on définit f f(x] dx comme étant la limite de Fin-
f(x) dXj lorsque e décroît jusqu'à zéro. De même, s\f[a) = 00 , / f{x) dx est la limite de
/ f('^) ^^^ quand e décroît jusqu'à zéro.
Enfin, si f(c) est infinie ou discontinue, c étant une quantité comprise entre a et £, on pose par défini tiou
' /( j:) rfj? = lim / f[x)dx-^\\m\ f{x)dxj
quand e et y] décroissent jusqu'à zéro.
On voit, d*après cela, comment il faudrait définir
/ /(.r) rfjc, si y*( r) devenait infinie ou discontinue,
pour un plus grand nombre de valeurs de x comprises entre a et h.
390. Quand la fonction /(x) devient infinie à Tune des limites ou entre les limites, on peut souvent rccon-
naître si la valeur de l'intégrale est Jinie ou infime. Supposons, par exemple, /(fe) = oo : soit
n étant un nombre positif et t^[x) une fonction qui ne devient pas înlinîe lorsqu'on fait x<b. Appelons A- une quantité comprise entre a et & et aussi rapprochée de h que Ton voudra \ on a
/[x)dx= j /{x)dx-\-j /[x)dx.
^^> I f{x) dx a une valeur finie. Il suflSt donc de
savoir si / J [x) dx est finie-
Désignons par M et m deux constantes entre lesquelles îT (x) reste comprise, lorsque x varie de A à i. On aura pour ces valeurs de x, si n est plus petit que i ,
par suite,
/ix]dx<J
(b-xy
Quand e tend vers zéro, le second membre de cette iné galité tend vers la valeur finie — — (b — A)*""". Donc,
f[x)dx^ et, par suite, I f[x)dxj a une
valeur finie.
Je dis maintenant que, si loua » > i , Tinlégrale pro-
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posée esl infinie. En effet» on a par suite,
n étant une quantité plus grande que i, lorsque e tendra vers zéro, le second membre deviendra infini. Donc,
à fortiori^ l f[x) dx tendra vers Finfini.
Il en serait de même si l'on avait /i = i; car, de Tinégalitc
on déduit
*-• dx
j 'f{x)dx>mj
>iiil
Le second membre devient infini quand e s'annule; donc I f(x) dx^ et, par suite, I f{x) dx elle-même sera in fi aie.
Exemples
Vdx
^2 Ù^ — ÙX — X*
a etb étant deux quantités positives, et P une fonction 4e X, qui ne devient infinie pour aucune valeur de x,
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comprise entre a et b. On peut écrire
^26' — bx — x' en faisant
Comme Texposant de £ — x est plus petit que i, il ré-
sulte de la règle établie ci -dessus que 1
?dx
a une valeur finie.
y^2 6' — bx~-J^
On
Donc,
y I — or
I JT.
= 2 — 2 ^tf
et, par suite,
dx
Pour interpréter ce résultat, construisons la courbe
y = "7= • ^®*^c courbe a pour asymptotes Taxe des x et
Fig. ^4. une parallèle AP à l'axe des /
menée à la distance OA==i.
On voit alors que / • rc-
présente Taire comprise entre OB, OA, la courbe et son asymptote AP. Ainsi, quoique ce segment s'étende à Finfini»
son aire a néanmoins une valeur finie.
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DES INTÉGRALES INDÉTERMINÉES
392. Une intégrale définie peut quelquefois devenir indéterminée^ c'est ce qui a lieu pour l'intégrale
oo
cosxdlr = sinoo — sin o ,
car sin x, lorsque x tend vers Tinfini , ne tend vers aucone limite déterminée.
En voici un autre exemple : soit l'intégrale
a et & étant deux quantités positives quelconques. Comme - devient infini pour x = o, valeur comprise entre — a et -H i, il faut poser
et faire tendre teim vers zéro. Or,
I =18 — la, f =1^— iljj
donc
f — -+- f ^ = 16-l(4-a)H-le-lT) Par conséquent,
jr;f=,Q.n.,(^).
Mais comme il n'existe aucune dépendance entre les deux
ig2 COURS D^ICÀLTSB.
quantités variables e et yj, - ne tend vers aucune limite déterminée, et par conséquent Tîntégrale est indéterminée.
INTÉGBATION PÀK SÉRIES.
393. Etant donnée une diirérentielley(j:) dx^ si Ton peut exprimer y (x) par une série convergente
on aura, en multipliant par dxj et en intégrant entre deux limites a et &,
f f(x)dx=z j Uidx-h j u^dx -\- , . ,
1 Ja J a
-h / u^dx-h I r„dx.
•Ja Ja
Si la série (i) est convergente pour x^=a^ x = b et toutes les valeurs de x comprises entre a et &, on peut supposer rn<C^9^ étant une quantité aussi petite que l'on veut, pourvu que n soit assez grand. Dès lors
' r„dx<:^ I frfr, a «/a
ou
I r^dx<^z [b — a).
Donc I Vndx décroît jusqu'à zéro quand n augmente jusqu'à l'infini. Il en résulte que la série
Jf*b /•b /*b /%b
Uidx -i- j Uidx -^ j u^dx -r. , .-h I tf, iix-h . • • a J a va %) a
est convergente et qu'elle a pour somme / f{x) dx. On
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pent remplacer la valeur fixe b par rindéterminée x, et il vient
f[x)dx:=:z I 1/, rfjT -+- 1 ff, l/x -t- . . . •
394. Celte formule est encore vraie pour x = A , mcme lorsque la série «i -h «i -f- Uj H- . . . , convergente quand x est moindre que b , devient divergente pour X = b^ pourvu que la série (3) soit encore convergente et reste fonction continue de x. En effet, quelque petite que soit la quantité positive e, on a
/{x)dx==: j Ut€/x-+- I Uidx-h j «,rfi*-4-....
Or les deux membres étant des fonctions continues de x, qui ont constamment la même valeur, leurs limites pour r = o doivent être égales. Donc
J/*h pb ph ph
a «/tf ft/a «/A
395. En général , si la formule de M aclaurin donne poury (x) une série convergente,
/(x) =/(o) +x/'{o) + -f-rn + -^/' (o) + . . .,
on aura
J/(a:)dx=.C^x/(0)^^ri0)^j^^r(0)-^.,..
Si Ton veut en déduire l'intégrale définie / / (x) dx^
c'est-à-dire si Ton veut que Pintégrale commence à x = o, ou soit nulle pour x = o, il faudra que C soit nul. On a, dans ce cas,
r/{x)dx=zx/{0) + -^/'(O) H- -^/-(x) -H. . ..
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EXEMPLES d'intégration PAR SÉRIES.
Par une simple division on trouve
I JF"
Donc
x« X» j;« _^ X» r' ^dx
Quand x est moindre que i en valeur absolue, la série 1 — x-hx* — x'-f-... est convergente; donc la série
•jï «•• 'J/Â
X h-T 7-4-... l'est aussi entre les mêmes limites
de X. Donc quand — i<^x<^-f-i, on a
tend vers
zéro quand n augmente indéfiniment.
En effet, si x est positif, on a
donc
Jo '"-^ Jo
jc^dx •= -
Or quand n augmente, le dernier membre tend vers zéro. Donc, en arrêtant la série à un certain terme, Terreur commise sera moindre que le terme suivant. Cette erreur sera en plus ou en moins, suivant que le dernier terme employé sera de rang pair ou de rang impair. Quand x est négatif, en désignant par a une quan-
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tité plus grande que x, mais moindre que i^ on a
et, par suite,
expression qui tend vers zéro lorsque n augmente jusqu'à Tinfini. Dans ce cas, Terreur est toujours dans le même sens.
Si l'on avait a: = i , la série i — i-f-i — n-i~... cesserait d'être convergente, mais la série i h^ — jH-...
le serait encore, et représenterait I2 (394). On a donc
III
Je* dx f ; arc tangx.
Ona
=1 —x»-f-x* — «•-+-.. .±La*-'z
n étant un nombre positif impair ; si Ton intègre les deux membres et qu'on désigne par arc tangx le plus petit des arcs positifs ayant x pour tangente, on trouve
X» X» x' , x« r'x^+'dr
arc langx r=x — -5-^--^ \-. . .±— qz 1 - — -•
» 357 n J^ 1 H- JP^
La série i — x' -+- x* — x* -;- . . . cesse d'être conver-
gente pour x = i , mais la série x — "ô" "^ â" — • • • ^'®^' encore pour x = i ; on aura donc
tr ï l I
arc tang 1 = --— 1 — - H-^ — --»-
r _dx
= arcsmx.
Par la formule du binôme, on aura
Multipliant le second membre par dx et intégrant, il
vient
,, . IX* i.3x» 1.3.5 4r'
série convergente quand on a — i<^x<[i, puisque la série (i) est convergente entre ces limites.
La série ( i) cesse d'être convergente pour x = i\ néanmoins, comme pour x = i = sin - la série (2) est encore convergente, on a (394)
fr II I .3 I 1 .3.5 I
On trouve une série plus convergente en faisant
FORMULES GÉNÉRALES
397. SoitClVlD la courbe dont rëquation eu coordonnées rectangulaires estjr =J [x)j et représentons par u Taire ACMP. En appelant x eiy les coordonnées du point variable M (207), on aura
du = jrdx =z/'[x) dx.
Par conséquent u = ff{x) dx.
Si Ton veut que l'aire soit limitée à l'ordonnée CÂ correspondant à Tabscisse OA = a, l'intégrale doit com«mencer à x = a, et Ton a
Fig. '
«-- / f{3c)dx^
X représentant l'abscisse d'un point quelconque de la courbe.
Enfin, si on limite de même l'aire à l'ordonnée BO correspondant à a: = OB = A, on a
a = aireABCD= / /{x)dx.
Si les axes étaient obliques, ou aurait, en appelant 0
Tangle des axes,
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aireABCD = sinÔ / /(x)dx.
398. L'intégrale définie est la somme des valeurs inOniment petites de la différentielle entre les deux limites a et b. Or, si Ton suppose, ce qui est le cas ordinaire, que dx soit positive, /(x) dx ou la différentielle de IVire Fij. -^e. sera positive ou négative, sui-
vant que/(.r) ou l'ordonnée/ sera positive ou négative. Par conséquent,rintégrale représentera la différence entre la somme des segments situés au-dessus de Taxe des x et la somme des segments situés au-dessous, de sorte que, si l'ordonnée change de signe deux fois, par exemple, entre les ordonnées AC et BD, on aura
r /[x) dx = ACH — HIK -f- KDB.
La somme de ces segments serait donnée par
r /{x) dx^ f /[x) dx^J /(.r) r/x,
en désignant par h eik les abscisses OH et OK.
399. Si Ton voulait avoir la mesure de la surface cora- FJe- 77- prise entre les deux ordonnées
CA, MP, Tare CM et Tare CM' d'une autre courbe ayant pour équation
on aurait f xdx— \ ydx= j {y—r)^*
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EXEMPLES DE QUÀDEATDRES DE CO CUBES RÂPFOETÉES A
DES COOUDOHNÉES RECTILIGNES.
400. Soit d^ abord, comme exemple de la théorie précédente, une parabole quelconques^ = pafj m et n étant positifs. Soit aire OMP= u; on a
d'où
da=ixdx = p X dxy
U=z I Ydxz= p"
Ce résultat peut s'écrire
U z=z p X X =r — xr.
Or, sy représente Taire du rectangle OPMQ construit
sur les coordonnées du point M.
On a donc
Fig. 78.
OMP : OPMQ = /f : [/w 4- /ï),
ou
OMP : OMQ = n\m.
Ainsi, la parabole partagele rectangle OPMQ dans le rapport constant de min.
401. Réciproquement, il n'y a que les paraboles qui jouissent de celte propriété. En effet, la proportion précédente peut s'écrire
d'or
u \[xy — a) zzr /i: /II,
ou
(m 4- /ï) il =r nxy.
Par conséquent, on doit avoir
\^m '\' n) du^=inx dy '\- ny dx^
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ou, puisque du =j^djr,
[m H- n)ydx ^=znxdy -^ny dlr,
ou enfin
my dx z=znx dy.
Ce résultat peut se mettre sous la forme
d.T dr
m — z=zn -^:
d^ou, en intégrant,
n\yz=^m\x-i-Q ou Ij* = 1 j?" -h C.
Mettant C sous la forme 1/7, il vient, pour Téquation
générale des courbes qui possèdent la propriété dont il
s'agit,
\jr^ •=. \px^,
ou
y*^ .z=px^.
Dans le cas de la parabole ordinaire jr* = px^ on a n = a, m = i,el, par suite,
« = I xy.
402. Considérons, en second lieu, une courbe du genre p. ^ /^/7er6o/e donnée par l'équation
jry*=^p,
m et n étant deux nombres entiers positifs. On n*a représenté
_ dans la fisure que la branche
située dans Tangle j^Ojr, et qui
a pour asymptotes les deux axes.
Supposons n plus grand que m. Soient u =ÂCMP3
OA=a, OP = jr. Ona
u= f ydjc= f p"^ "dx,
Ja Ja
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et, en effectuant Fintégration,
On voit que si x augmente jusqu'à Finfini, l'aire ACMP augmente aussi jusqu'à Tinfini. Mais, au contraire, si, laissant MP fixe, on fait décroître a jusqu'à o, la surface augmente continuellement, mais en restant toujours finie, et, à la limite, quand a = o, cette aire se réduit à
Ainsi la surface ACGH tend vers une limite finie, à mesure que le point G se rapproche de plus en plus de Tasymptote O^.
Cette limite, ésale à p^ x x "ou bien à
oy, est dans le rapport constant de n à n — m
avec le rectangle OPMQ = xy. On a donc la proportion
a\xy 1=^ n\[n — m]y
en désignant par u une aire qui s'étend indéfiniment, tout en ayant une grandeur finie.
403. Réciproquement, il n'y a que les courbes comprises dans l'équation oc^y^zzzp qui jouissent de celte propriété. En effet, on déduit de la proportion précédente
u[n — m) = nscy^
d'où
(« — m) du ^=^ nx dy -\- ny dx.
Comme du=ydx^ il vient, en réduisant et divisant par xjr,
dx dy
Stcbm. — j4n.^ I. 26
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Donc, en intégrant,
ou bien, en faisant C = Ip,
d'où
af'j^zzz p.
Dans le cas particulier où m = n, Téquaiion
jo^jr^ z=zp revient à la suivante
qui représente une hyperbole équilatère du second degré. Ou aura
r=:-5 donc ydx=zp — >
et, par suite,
uz=p\x -4- C=/?l -
Si ;> = I , a = I , on aura
u = lar,
c'est-à-dire que Taire est égale au logarithme népérien de l'abscisse (2H , a^).
Soit maintenant le cercle^ dont l'équation est
jï -f- x* =: a* ;
on en tire
Fie. 80.
jf z= ^à' — x^.
Considérons un segment quelconque COPM, limité à Taxe des Y<i et à une ordonnée arbitraire MP. Nous aurons, en désignant par u l'aire de ce segment,
' dxy^cû — x'j o
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en intégrant par parties, il vient
(2) IVIais
/dxsla^ — ar-' = xJa} — jc* -h / — J )/a' - ^»
(o:^ — û>-+-fl^)é/j?
^a' — X* Jsla^-^x^ J
PorUnt cette valeur dans Téquation (a) , transposant et divisant par 2, il viendra
Mais
J 2 ^Jslà' — x^
donc
arc sin ~ 4- C J a
u=rdxsf^—7'=.*j^^
H arcsm -•
On déduit de là Taire du secteur COM. En effet, le triangle OMP a pour mesure^ ^ \ en le retran-
chant du segment, on aura donc
secteur OGM = — arcsm - = - a arcsm - =: - arc CM,
2 ai ai
c est-à-dîre que faire du secteur circulaire a pour mesure le produit de Varc qui lui sert de base multiplié par la moitié du rayon.
4r(fô, Passons à Vellipse, dont l'équation est
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et soît u le segment OPMB, limité à Taxe des j et à une
ordonnée quelconque MP. On tire de i'équalîon de lellipse
Donc,
^ Jo
Décrivons sur Taxe aa comme diamètre une demi-circonférence, et soit u' Taire du segment COPN : on a
Jo
d'où l'on déduit
Ainsi le segment elliptique et le segment circulaire^ qui correspondent à la même abscisse, sont entre eux dans le rapport constant deb à a. Il en résulte que si Ton désigne par S la surface entière de Tellipse, et par S' la surface du cercle, on aura
S:S'^b:ay d'où l'on tire, à cause de S' = Tra*,
donc la surface de V ellipse est moyenne proportionnelle eutre les surfaces des deux cercles qui ont pour diamètres respectifs les axes de V ellipse,
406. Les deux triangles OMP, ONP, qui ont même base OP, sont entre eux comme leurs hauteurs. Donc
OMP_MP_ b OWP"~ NP"" tf'
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et comme, d'ailleurs,
on aura
il' a
Il — OMP b
ou
a' — ONP a
OBM b
OCN a
ce qui permettra d'évaluer le secteur elliptique OBM, puisque l'aire du secteur circulaire OCJN est connue. On passera de^là facilement à Taire d'un secteur quelconque. On peut diviser Tellipse en un certain nombre de secleurs équivalents, quand on sait faire la même opération pour le cercle. Il suffit de diviser le cercle en parties égales, puis de mener, par les points de division, des perpendiculaires à OA. Si Ton joint le centre aux points où ces ordonnées rencontrent l'ellipse, on aura divisé cette courbe en secteurs équivalents.
Pour Vhyperbole, dont l'équation est Fig
Taire du segment AMP est donnée par la formule
^ Ja
En intégrant par parties, on a
i/x* — a^dx = xsJx^ — a^ — 1 ^*
Mais
/x^dx __ /
sjx'* — a'
J Jsjx^-^a^
et (347, i«)
COURS D ANILTSB.
dx
sla^^ à"
=z:l(x-f-Vjr' — û') -4-C;
on a donc
p*v^ïï3r^«==^^^^^^-^i(x-
d'où
AMP
bx slx^ — a} ah . [ X -^ y/x' — a' 2.a 2 \ a
408. Gomme dernière application, considérons la Fig. 83. cycloïde AMD engendrée par le
mouvement du cercle ANB roulant sur la droite BD. Prenons pour origine des coordonnées le sommet A, et pour axes la normale et la tangente à la courbe en ce point. L'équation difiTérentielle de la cycloïde est alors
dxz=djr^—
On aura donc
aireAMP= / jrdx=: f dxsJiajr—jrK i/o Jo
Menons MQ perpendiculaire à AB, et soit AQN le segment déterminé par MQ dans le cercle ANB. En observaut que QN = ^ao/ — j% nous avons
5egm.AQN= I dy^iiaj — /*,
Jo
donc
AMP = segm.ANQ.
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Si Ton fait x = ira, et, par conséquent, yz=i'Aa^ on aura
TTfl'
ADG =
Retrancliant cette aire de Taire a ira* du rectangle A6DG, et doublant, on aura
2 aire AMDB = Swa» ;
cVst-à-dîre que Vaire comprise entre la cycloïde et sa base est égale à trois fois Vaire du cercle générateur.
Si u désigne Taire du secteur COM, on aura
Fig. 84. I
r et 9 étant les coordonnées po- T laîres du point M 5 par suite,
«=ljr.rf9.
cette intégrale ayant pour limites les valeurs de Q qui cor^ respondent aux points C et M.
-410. Soit comme application la spirale logarithmique^ dont r équation est
r^aé^^x
ou aura
Posons OC = r', et faisons dans la formule r=r'j il vient
4o8 GO LUS d'anai.yse.
par suite,
4/ïi ^
Si le point C se meut en rétrogradant sur la courbe, le rayon vecteur OC décroit jusqu'à o, et Taire du secteur
tend vers la limite 7 — •
qm
411. La quadrature des aires curvilignes est quelque- Fig. 86. fois rendue plus facile par rem-
ploi des coordonnées polaires.
A^M Pour en donner un exemple,
soitlacourbequi apour équation
(i) x^-hy—axx = o.
Cette courbe, connue sous le nom de folium de Des-cartes, se compose de deux branches infinies qui se traversent mutuellement à l'origine, et qui ont pour asymptote commune la droite dont l'équation est
Avec les coordonnées primitives, la question qui nous occupe exige la résolution d'une équation du troisième degré; mais si Ton prend Téquation polaire de la courbe, en plaçant le pôle au point O, on n'aura jamais qu'une seule valeur du rayon vecteur pour une direction donnée; car l'origine étant un point double, l'équation devra être satisfaite pour deux valeurs nulles de r. et, par conséquent, le premier membre sera divisible par r*.
Si l'on prend O jt pour axe polaire, il faudra remplacer X par rcosd et y par rsind dans l'équation (1) , ce qui donnera
r* (cos*6 -h sin*ô) — ar'sinOcosO = o,
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on bien, en supprimant le facteur r' et résolvant par rapport à r,
sin-* ô -H ces* 6 D'ailleurs, u désignant Taire du segment OAM, on a
Donc, en remplaçant r par sa valeur, nous aurons
" ^J^ (cos'ô-h sin'O)* '
ou bien
/^ dO
(14- tangué)»'
Pour trouver cetle intégrale, posons
dO I -h lang*Ô =: 2, d*où i2s = 3tang'G 9
cos'ô
et, par suite,
taog^ 0
(i -t- iang*ô
cns'-'Ô 1 rdz I
Qg*ô/"~" 3 J '?'^'~ "32
. 3(n-tang'6) En reportant cette valeur dans u, on a
tf = — -^ . -h C.
0 I -t- tang* 0
La constante G devant être déterminée de manière que Taire soit nulle pour 6 := o, on a C = -7- : par suite,
a= -rr
6 I -t- tang* Ô
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On obtiendra Taire de la feuille entière, en faisant
0 = - dans la valeur de u^ qui devient alors -^ ; car la
fraction —i que ion peut écrire rr? €5st
I -i- tang»Ô ^ ^ ^ n- col* e
égale à i pour 6 = - •
EXERCICES
1 . Calculer l'aire que renferme la développée d'une ellipse dont Ici axes sont na et ^b.
Solution : zr ir — '- .
8 aa
2. Trouver en coordonnées polaires l'équation de la développante d'un cercle, l'expression d'un arc de cette courbe et celle du seC" teur compris entre cet arc et les droites menées du centre du cercle aux extrémités du même arc.
Solution. — Équation de la développante. . . dB = — dr.
Arc de la courbe f =
ar
sa
Secteur JL(r» — a»)».
3. Trouver Ivoire contenue dans la portion fermée fie la courbe
x*-{-jr* — û'x/= o qui se trouve dans l'angle des coordonnées positives.
Solution : -^»
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FORMULE GÉNÉRALE
412. Si Ton désigne par s un arc de courbe compris entre un point fixe et un point de cette courbe, dont les coordonnées rectangulaires sont j: et ^, on aura
Il suffira donC) pour trouver la longueur de l'arc, d'intégrer yjdx^-^dj^ entre des limites convenables, après avoir remplacé x ou ^ par sa valeur tirée de Téquation de la courbe : si y^ par exemple, est fonction de a:, on prendra
RECTIFICATION DE LA PARABOLE
413. Si, par exemple, nous voulons trouver la longueur d'un arc de la parabole dont Téquation est
il faudra, dans la formule £^5 = \/rfx*4-^7% où nous supposerons x fonction de y^ remplacer dx par sa valeur tirée de l'équation différentielle
Xdy^pdx^ ce qui donnera
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Nous avons donc, si l'arc doit commencer au sommet de la courbe,
PJo
En intégrant par parties, il vient
J J^X'-rP*
mais on a
Par conséquent, en substituant et transposant.
Or (347, lO)
J ^jr' -t- A»'
donc
L'intégrale devant s'annuler pour^ = o, on aura o — fL\p-^C, d'où C = — ^1/?;
en substituant cette valeur dans la formule, il vient
RECTIFICATION DE l'eLLIPSE.
414. Considérons l'arc d'ellipse BM^ compté à partir du sommet B du petit axe (Jig' 84» n^ 40o).
TRENTE-QUATRIÈME LEÇON. J\l3
De Téquation de la courbe on tire on aura donc
/ h^ / b*x^ dszzz dx\ / i-\ =1 dxK / i A — »
OU bien
ds = iixi/ —
Posons pour simplifier ^a* — A* = ai?, e désignant l'excentricité, c*est-à-dire le rapport de la distance focale au grand axe : il vient
ds = dx\/ -
Comme x varie entre o et a, on aura toutes les valeurs
de X en faisant
X = a$in7,
, ir .,
Tangle ^ variant de o à - : il en résulte
ds::^adffQO%f^y —^ =ad^yl
1 — tf'sin'f.
Nous aurons donc enfin
s z^ arc BM = « / ^f ^i — tf'sin'y.
415. Li'intégrale / d<f yji — «' sîn* ç) est une fonction transcendante dont la valeur ne peut être obtenue que
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par un développement en série. La formule du binÀme donne
I . . . II
(i — ^sin'©)* =1 tf'siD^Q -T^sin'ç
On a donc pour Tare BM
= ^\^-\^ \d^ sin»v ^.LLe*jdf sin^o
Les intégrales du second membre s^obtiendront en substituant cp à X dans la formule (G) du n^ 376, ce qui donne
/. , , cos© r . . '^ — I . . ,
, w (m — 2;(/ii-4)
^ * (iw — j){nr — 3). ..5. 3.1 . "1
■^ («—2] (»i — 4; ..4.2 ^""''J (m — r (/lî — 3). ..5.3.1 ^ [m — 2;(IW — 4J*'*4*^ *"
On ne met pas de constante arbitraire parce que celte intégrale doit commencer à zéro.
416. Si Ton veut avoir le quart de Tellipse , il faudra faire 0= - dans toutes les intégrales. Cette substitution effectuée dans la formule (2) donne
(3) rsin-,^,= l^«-<'»-^)('"-^-''
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On aura donc
/ > . , . ^ Ilir lll.3Tr
I . I .3 . 1 .3.5 ir
et, par suite,
"■ 5 VM^ ^ y ~ 7 U.4.6.8 ^ j • • \r
série convergente, et d'autant plus que e est plus petit, ou que a diffère moins de h. Lorsque Tellipse s'écarte peu du cercle décrit sur le grand axe, il suffit de calculer un petit nombre de termes de la série pour en avoir la valeur avec une approximation suffisante.
417. On aurait pu parvenir à la formule (3) sans recourir à la formule (2). En effet, si, dans la relation
sin-f rfç = ^ 1 -h — ^7- J sm— »7rfç,
on prend les intégrales entre les limites zéro et - 9 on aura
I sm"<|)a(p= I sm"* 'fay.
On aura de même
o '» — ^Jo
sin"-^ <P c/<p = -— J^^ sin— <p £/<p,
^ »in'Trf?=^.^
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Par suite, en multipliant toutes ces équations termes à termes, on aura comme plus haut (416)
^._ , (m — j) (m — 3) (m — 5^...3.Tir sm"f d^ = ^ — ; '-4 -, 9
et substituant dans la valeur de 5, on retombera sur le résultat déjà trouvé.
418. II est facile de trouver sur la figure l'angle 9 donné par Téquation
Or, si Ton décrit sur le grand axe de Tellipse comme diamètre une circonférence (^g. 84 ^ o? 405) et que Ton joigne ON, on aura
Q?z=x = ONcosPON = asm CON; par conséquent l'angle CON est l'angle 9.
RECTIFICATION DE L^HTPERBOLE.
Dans le cas de 17i^/?erio/e^ représentée par l'équation
a^x^ — b^x^z^ — aH^,
on a
/ ^*^ , /{a'-hb^)x^- — a*
Posons, pour simplifier,
e représentant le rapport de la distance focale à l'axe trans verse. Il viendra
ds = dx i/ — T-
Comme x varie entre a et l'infini, posons
ft
COSv
TREKTE-QUATRIÈME LEÇON. . 4 «'y
9 variant de zéro à - • On aura
rtr= , — ?
et, par suite,
d(f ,—- — aeflff / cos»<
rff = — 7- Vfl^'— a^cos*«p= — --4 / I
cos'<p ^ cos'f y t^
JCf dfD / cos' ^ cos> V é'
Pour obtenir cette intégrale, on développera le radical i /i -j-^par la formule du binôme, et il viendra
r9 da r I cos'f I I ces* 9
RECTIFICATION DE LA CYGLOIDE
420. On a y en prenant les mêmes coordonnées que dans la Leçon précédente (408),
Sruaif. — An,^ I. 3^
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par suite,
En intégrant cette formule entre les limites zéro et y, il vient
* " arc AM =z 2 v/iâ f — _z:=^\lia ^/j.
Menons, au point M, la tangente à la cycloïde, et
„. o limitons-la au point T où elle
Fig. 87. *^
rencontre l'axe des x. JNoiis
y\ avons (249)
M MT — sf^ax ; par conséquent,
arcMA:=2MT,
propriété déjà connue (Sol).
Si Ton veut avoir la longueur de la demi- cycloïde, il faudra faire/ = aa, ce qui donnera ^a pour la longueur cherchée.
EXERCICES
A . Rectifier la courbe
X^'-iC-^-e").
Solution : ^ ~ â ^^ "" ^"'^*
Tare étant compté à partir de Taxe des y.
2. Soient OM'— s\ OW = s" deux arcs ayant une tangente commune à rorigine et ayant leurs tangentes parallèles aux poinU correspondants M'(x', /'), etM'lx", /"). Soit OM = 5 une troisième courbe dont un point quelconque M est déterminé par les équations
x^a'x'-^-a'jc", r = «>'+«"/', on aura
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CUBATURE DES SOLIDES.
Solides de révolution. — Application à dÎTen exemples. — Volumes engendrés par la révolution d^une ellipse, d*une cycloide. ^ Volumes qui s'obtiennent par une seule intégration. — Volumes terminés par des surfaces quelconques.
CUBATURE DES SOLIDES DE RÉVOLUTION
421. Soit V le volume engendré par la révolution de l'aire plane CAMP tournant autour de Taxe Ox. Si Ton donne à a: un accroissement Ax= PP^ le volume V
prendra un accroissement AV égal au volume engendré par MM'PP'.
Or, si Aj? est supposé assez petit pour que j^ croisse ou décroisse constamment dans Tintervalle MM', AV sera compris entre les volumes des cylindres engendrés par la révolution des rectangles MIPP', KM'PP'^ nous aurons donc, si jr croit, en désignant par Y l'ordonnée M' P',
Fig.
ç.jr
If
ou bien
T^y'^Lx < AV <ff Y» Aor,
AV
Ces inégalités changeraient de sens si y décroissait. Dans tous les cas, le rapport — est compris entre deux quantités qui convergent Tune vers Tautre, à mesure
430 coviis d'analyse.
que ^x décroît; par conséquent, à la limite,
d'où
dx.
11 faudra donc tirer de réquation de la courbe la valeur de j^ en fonction de x^ et intégrer entre des limites qui correspondent aux extrémités de l'arc générateur.
Le volume engendré par l'aire CMM'C est la
différence des volumes engendrés par les aires CMPA et C'M'PA.
Alors^ en désignant MP par/ et M'Ppar j^', on a
Fig. 89.
ou bien
y = n C{x'-y')dx.
CUBATURE DE l'eLLIPSOÏDE DB RÉVOLUTIOUT.
423. Soit V le volume engendré par la révolution d'une pj- go, portion AMP d'ellipse tournant
autour du grand axe. L'équation M de Tellipse rapportée à son axe
et à la tangente au sommet est
" ' >-»= — (aux — jr>):
par suite,
Si l'un fait a;=: aa, on aura le volume de l'ellipsoïde
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entier, «avoir
Pour obtenir le volume engeudré par la demi-ellipse tournant autour du petit axe, il faudra changer & en a
et a en 5, ce qui donnera ^Tra'i : on voit que ce volume est plus grand que le premier.
En faisant &== a dans ces formules, on trouve -tt a'
pour le volume de la sphère, et -^ — — pour le vo-
lume d'un segment spbérique à une base.
VOLUME ElfGEADRÉ FAR LÀ RÉVOLUTIOS d'uDTE CYCLOÏDE.
424. Prenons pour axe la tangente au sommet et la ^•c-9ï- normale en ce point. Soit V le
volume du solide engendré par le segment AMP tournant autour de Taxe Ax.
L'équation différentielle de la cycloïde étant (408)
on aura
ce qu'on peut écrire
La première intégrale représente la surface du segment AQN (408) . Pour obtenir la seconde, posons aaj- — j* = «,
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d'où a ( a — j) dy = dz: nous aurons
/(« — /) dysJ7,ay — y — j ^ ^ = Ij z' dz = ^ ;
et, par suite,
Le volume engendré par AQM tournant autour de Ax s'obtiendra en calculant la difierence des volumes engendrés par le rectangle APMQ et par la portion de surface AMP.
Fig. 92.
VOLUMES QUI PEUVENT S OBTENIR PAR l M-: Siri.F
INTÉGRATIOir.
425. On peut encore, par une seule intégration, obtenir le volume d'un corps lorsque Taire de la section faite dans ce corps par un plan parallèle au plan yOz est une fonction connue de la distance de ces deux plans.
Supposons d'abord les axes rectangulaires : soient u et u+Afi les sections faites dans le corps par deux plaus P
et P% parallèles au plan j'Ozj et dont les distances à ce dernier sont respectivement .r et X -h Ax. L'accroissement AV du volume correspondante l'accroissement Ax de Tabscisse sera compris entre les cylindres droits qui auraient pour bases respectives u et u + A </ et Ax pour hauteur^ c'est-à-dire que Ton a, en supposant Ail positif,
d'où
«< — "CTa-hAa.
Aor
Or, à la limite, Au est nul ^ on a donc
——zzr.U^ OU dY := Uax.
Celte démonstration suppose que les deux cylindres ne se coupent pas. Si ces deux cylindres se coupent, ils ont une partie commune qui a pour base u — a, a étant une quantité très-petite, et qui s^évanouit en même temps que Ax. De même, cette partie commune, augmentée des parties excédantes de part et d'autre, forme un cylindre qui a pour base zi + S, 6 s^évanouissant avec Ax. Or AV est évidemment compris entre ces deux quanti tés : par suite
AV A.r
et en passant à la limite,
— = u, ou d\ 1^ udx.
dx
Le volume compris entre deux plans parallèles iyOz menés à des distances a et i s'obtiendra donc par la formule
V=n r udx.
Pour obtenir le volume du corps entier, il faudra mener des plans tangents parallèles à yOz^ et prendre pour limites de Tintégration les distances de ces plans au plan
426. Supposons maintenant que l'axe Ox ne soit plus perpendiculaire au plan des sections. En comparant le volume compris entre deux plans parallèles à jOz et la surface, avec un cylindre oblique qui a pour base u et pour hauteur la distance des deux plans représentée par ^sinX. ^ étant l'angle que fait le plan xy avec Taxe Ox, on a
<fV=tt^sin>., d*où V = sinXitf^ar.
= sinX I tf(
On démontrerait facilement cette formule avec la même rigueur que la précédente, mais nous croyons inutile de nous y arrêter.
427. Soit, par exemple, un cône à base quelconque : Fig. 93. prenons pour axe des x la per-
pendiculaire OC, abaissée du sommet sur la base, et pour plan des jz un plan mené par le sommet parallèlement au plan de la base ; appelons h la hauteur du cône et b sa base. En menant à une distance OP= x un plan parallèle âj^O^, Taire de la section sera, diaprés
un théorème connu, u = -r- • Donc
bh
et en faisant x = A, on a, pour le volume du cône, —
428. Soit encore un ellipsoïde rapporté à ses axes principaux.
La section GPH faite dans l'ellipsoïde par un plan paral- Fig. 94. lèle au plan j^O^, mené a la dis-
tance OP = X, a pour équation
y.2 2} ar
On aura, pour ses demi-axes, en faisant successivementjs = o,
GP
PH
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De sorte que l'aire de la section est
d'où l'on déduit pour le volume Y du segment compris entre les plans jOz et GPH,
Pour obtenir le volume de la moitié de l'ellipsoïde, on fait, dans la formule précédente^ x = a, et il vient
Le volume entier de rellipsoïde sera donc exprimé par ^7: abc.
429. Considérons maintenant un ellipsoïde rapporté à trois diamètres conjugués obliques. Son équation est de la forme
La section faite par un plan parallèle kyOz^ k une distance égale à x, est une ellipse ayant pour équation
et les demi-diamètres conjugués auxquels elle est rapportée
ont pour longueurs — \Ja' * — x*, -7 ^a' - — x' ; donc, en
désignant par 9 Tangle que font entre eux ces diamètres, on aura pour la surface de la section considérée
tf = — -— (a*— j:')sine.
Par suite, on aura pour le volume du segment d'ellip"
couns d'à
solde
ir^'c'sinGsînX
Wx
et pour rellipsoïde etiiier
^ fra'&VsînOsîn>.
430. En comparant cette expression du volume de Tellîpsoïde à celle qu'on a obtenue précédemment, on trouve
a'6'r'sinOsin). z=abcy
équation qui démontre que tous les parai lélipipèdes construits sur les diamètres conjugués d'un ellipsoïde sont équivalents au parallélipipède rectangle construit sur les axes. On en déduit aussi
If abc r^ na'&VsinOsioX,
c'est-à-dire que tous les cylindres circonscrits à Tellipsoïde et dont les bases sont parallèles aux plans des courbes de contact sont équivalents entre eux.
VOLUMES TERMINÉS PAR DIVERSES SURFACES
431 « Imaginons maintenant une surface quelconque ï^iB- 9^- CDEF dont Téquation soit
F (x, jr, z) z=z o.
Supposons que deux plans parallèles à yOz^ menés 'aux distances OA=fl, OB = i, coupent la surface suivant les courbes CD et EF. imaginons encore deux cylindres droits
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ayant pour bases, sur le plan yOx^ les courbes RV et ST et coupant la surface suivant les courbes CF et DE. Ou pourrait se proposer de trouver le volume DCFERVTS, mais il vaut mieux rendre la question plus générale en considérant une seconde surface C'D^E'F', dont Téquatîon est
et chercher le volume CDEFC'D'E'F'.
Pour cela^ menons à une distance arbitraire x = OQ, comprise entre a et &, un plan parallèle à yOz^ et déterminons l'aire de la section GHH'G'. Or cette aire plane est comprise entre deux courbes dont les équations
s'obtiennent en faisant, dans celles des deux surfaces, la variable x égale à la constante OQ. Elle aura pour différentielle [z — *i) ^j ^ et Zi étant, d'après les équations (i), des fonctions de y correspondantes à une même valeur de cette variable. On aura donc, en intégrant entre les limitesj^ et^j,
aireGHG'H'— f *(« — z.)rfr.
Ainsi z — Zi étant une fonction dej^ dans laquelle x entre comme constante, on trouvera pour Tinlégrale indéfinie
(8~a,)ûf/ = ir(jr, j^) -h C.
On fera, dans celte fonction, j^ == (j> (x) et j' = ({^ [x) successivement, X étant regardée comme constante, d'où Ton déduira
(z — «,) flfj = aire GH H' G' = ir [x, >p («r)] — w [x, ç(x)], P(*)
résultat qui ne dépend que de x.
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En regardant de nouveau x comme variable, on aura pour le volume demandé
J7r[x,^I;(j:)]— 7r[x,«p(x)]jï/x= I dx I (z—Zt)ify.
432. Lorsque les deux surfaces cylindriques se réduisent à des plans parallèles à z Ojr^ cp (x) et 1/; (x) ne sont plus que des constantes c et e, indépendantes de la valeur OQ de X, et la formule se réduit à
I dx I {z-z,)dy.
433. Si la surface inférieure se confond avec le planx^, on aura Zt == o, et
dx / Zdf,
pour le volume compris entre une surface quelconque, le plan xj'y deux cylindres parallèles à Taxe des z et deux plans parallèles au plan zOy,
434. Ce qui précède peut servir à déterminer le volume d'un corps quelconque terminé de tous côté^ par une surface dont Téquation F (x, j^, z) =:= o est connue.
Imaginons un cylindre circonscrit à la surface, parallèlement à Taxe des z\ comme en chaque point (x,/, z) de la courbe de contact le plan tangent
^I(X-x)-4-^(Y-j) + ^(Z-z)=o dx ^ ' dy ^ "^ ' dz ^ '
est vertical, on a
dFix.-y.z)
dz
L'élimination de z^ entre cette équation et celle de la surface, donne une équation
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qui représente la trace du cylindre sur le plan ocy. Cette Fig. 96. courbe est, par hypothèse , une
courbe fermée, et, en la coupant par un plan parallèle ày Oz, on aura deux ordonnées JK ='- 9 [x) et Yi = Çi (x) représentées sur la figure par QI, QK, et analogues aux lignes de même nom dans la question précédente.
De même, ce plan sécant déterminera dans la surface une courbe fermée, et si 2 = MP, Zi = M'P sont les deux valeurs de z correspondant à la valeur y = PQ, l'aire de cette section sera exprimée par
Si maintenant on désigne par a et b les distances du jilanjrOz aux plans tangents à la surface, qui lui sont parallèles, on aura pour le volume du corps
EXERCICES
i. La sphère ar'-h^*-i-z'= r* est percée à jour par les deux
cylindres
Le volume du solide sphérique non enlevé est égal à — r'.
2. Calculer le volume compris entre le plan xy et les surfaces représentées par les équations
{.T^^V , (r~P)» xy
Solution.
iznhoL^
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DES INTÉGRALES DOUBLES
435. Toute expression où il entre deux intégrales relatives à des variables dilFérentes, comme celles que nous avons obtenues à la fin de la dernière Leçon, est ce que l'on appelle une intégrale double.
Une intégrale double est définie lorsqu*on assigne les limites des deux intégrations. Elle est indéfinie dans le cas contraire, et on la représente alors simplement par
zdxdy.
dx I zdy est la li-
mite de la somme de tous les produits de la forme z ùkxùy entre les limites des deux intégrations.
En effet, i js ^ est Tintcgrale définie de z dy
prise entre les limites ^[x) et ^ (x) de^, x étant regardée comme constante : on a donc (375)
zdjr = lim > (^A^)-
Par conséquent, en multipliant par Ax et faisant varier X depuis X = a jusqu'à x = &, il vient
Joi
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Or, si les valeurs de x se rapprochent de plus en plus, on a
lim > I A* / zdjr \ = I dx I zdjr;
d'un autre côté, x étant regardée comme constante, dans ^{z^jr), on a
ou bien
lim^ àx\iia'^(zàx) \z=\im^'^(zàx^'r)^
Donc enfin
f ^^ j zdy = \\nï^^(z^x^x),
ce qu'il fallait démontrer.
437. On peut d'ailleurs démontrer ce tliéorème par des considérations géométriques. Soit
2 = F(x, jr)
l'équation d'une surface : l'intégrale double
a Jff (af)
zdy
représente, comme on Ta vu au n** 433, le volume V compris entre cette surface, le plan xy^ deux cylindres parallèles à Taxe des z et deux plans parallèles au plan
Soient M et M' deux points voisins quelconques sur la surface. Construisons le rectangle ^p' dont les côtés parallèles aux axes Ox et Oy soient conduits par les points P et P', pieds des parallèles à l'axe des z menées
par les points Met M ^ Les plans MPp^ mpV\ M'P'p'et
rrlpfV coupent la surface suivant un quadrilatère courbe MM' : le volume V es t la somme des solides analogues à MP', terminés aux limitesconvenables.SoitMP=z, et soient z — a la plus petite, et z + 6 la plus grande distance des points de la surface au plan
3cy dans toute Tétendue du quadrilatère courbe MM'. Le volume MP', que nous désignerons par AV, est
compris entre deux parallélipipèdes rectangles ajantpour
base commune Pp' et respectivement pour hauteurs z — a
et z + 6', comme d'ailleurs le rectangle Vp' = Ax A/,
on aura
[z — a) àx Aj < AV < (« -h 6) Ax A/,
ou
Mais a et S s'annulant avec Ax et A^, on a
AV
lim = s.
àxàjr
Par conséquent.
7| devenant nul en même temps que Ao? et Ay,
Pour chaque valeur de a: et de Ax, on a une infinité de valeurs de ùy qui produisent dans le solide une tranche, dont le volume sera représenté par
2 [zAxAr(i -+-!,)].
Puis en faisant varier x, c'est-à-dire en prenant les autres valeurs de Ax, on a une suite de tranches dont la somme donne, quand on passe à la limite, le volume V, et par
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conséquent,
V = \im^[z^xàjr{i -h n )].
Mais
Or
En effet, en supposant tous les points M, M', etc., assez rapprochés les uns des autres, on pourra toujours faire en sorte <jue pour chacun d'eux on ait y3 <[ e, e étant une constante arbitraire que Ton peut supposer aussi petite que Ton veut. Par conséquent,
Or cette dernière quantité est nulle à la limite, puisque e peut être pris aussi petit que Ton veut, et que d'ailleurs
y y [zâkxAjr) a une valeur finie. Donc enfin
ou
I dx I «rfj? == Iini> > («AxA/).
ihtégrales triples.
438. Soit \J =/{Xyy^ z) une fonction de trois variables indépendantes x, j^, z.
Si Ton intègre la différentielle \]dz par rapport à z, c'est-à-dire en regardant x et y comme des constantes, et si l'on fait varier z entre deux limites représentées par deux fonctions de x et de y, savoir f (x,^) et F {x^j)y on aura l'intégrale
Vdz, qui sera une fonction de x et de r.
Stcbm. — jén., I. 28
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Considérons maintenant x comme constante dans la
fonction
dy I Vdz.
Intégrons cette fonction par rapport à ^ en faisant varier y entre denx limites représentées par (f [x) et ^ (x) : on aura l'intégrale
/ djr / Vdz,
Jf(x) •/f(x„
qui sera une fonction de x.
Enfin, si l'on intègre la différentielle
Jj,(x) Jf(x„
par rapport à x, en faisant varier x entre deux limites quelconques a et b, on aura pour résultat
Ja */orx) Jfrx.r^
Cette expression se nomme intégrale triple ; on la représente aussi par
Udxdydz,
Iff'
On concevra de même une intégrale d*un ordre quelconque.
On démontrera encore, dans le cas de Tintégrale triple, que
Ç dx r dx Ç * Vdz = \im^yy^{V^x^x^^)'
La démonstration étant tout à fait semblable a celle que nous avons donnée pour une intégrale double, nous nous dispenserons de la répéter ici.
treute-sixième leçon. ^3S
théorème sur l*ordre des intégrations.
439. Nous avons obtenu précédemment (431), pour Texpressiou du volume compris entre deux surfaces, deux cylindres parallèles à l'axe Oz, et deux plans parallèles au planj'z, Finlégrale double
(z — z,)dy.
Ici Tordre des intégrations n'est pas indifférent. Ainsi l'on n'obtiendrait pas, en général, le résultat cherché par la formule
z, ] dx.
Toutefois, si o [x) et ({/ (x) sont des constantes a' et b'^ c'est-à-dire si les deux cylindres parallèles i Taxe des z se réduisent à deux plans, il sera indifférent de commencer par l'une quelconque des deux intégrations^ car, en répétant les raisonnements du n^ 431, on voit que le volume en question a tout à la fois pour mesure l'une quelconque des expressions
' dx j (z — Zi)dx ou j dx I (z — Zx)dx.
a */ a' % a' Ja
DE l'aire DES SURFACES COURBES.
440. On appelle aire d'une surface courbe , terminée à un contour quelconque, la limite vers laquelle tend l'aire d'une surface polyédrique composée de faces planes, qui, en diminuant toutes indéfiniment, tendent à devenir tangentes à la surface considérée. On suppose d'ailleurs que le contour qui termine la surface polyédrique se rapproche indéEnimeut de celui qui termine la surface courbe.
INous allons d'abord démontrer l'existence de cette limite.
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Prenons sur la surface deux points M (jr, y y 2), et M' (x-h Ax,j-h Ay,z-+- A 2). Soient Pet P' leurs proï'ig' 9^» jections sur le plan xOy. For-
mons le rectangle PP' = Ax Aj^ dont les côtés soient parallèles à Ox et à O/, et concevons un prisme indéfini ayant pour base ce rectangle, et dont les arêtes soient perpendiculaires au plan xy. Ce prisme intercepte sur la surface donnée un quadrilatère curviligne MM^ et sur la surface polyédrique une aire («> qui, si elle n'est pas plane^ sera composée de parties planes a, a' ^ a"^ etc.
Or, puisque les plans de toutes ces surfaces tendent indéfiniment à se confondre avec le plan tangent à la surface au point M, si d, B\ Q'\ etc., sont les angles formés par les plans des éléments a, a\ a'', etc., avec le plan xjr^ et si X est l'angle que forme ce dernier plan avec le plan tangent en M, on aura
cosO = cos> ( iH- a) , cosô' =z cosX ( n- a' ), . . . ,
a, a\ etc., désignant des quantités qui s^annulent en même temps que Ax, A/. Mais le rectangle PP' est la somme des projections de tous les triangles dont nous parlons. Donc
^a:^Jrz=zacos^^-hoL)-^a'cos\(l -ha'j -+-«" ces )i(i -+-«") "^ •••> ou
cosX
^ a -+- tf' -f- a" -h . . . H- (ûa -+- a' a' -h a^oT -h
ou, comme a -1- a' 4- a" -h . . . = w,
AxAjr cosX
En opérant de la même manière dans toute l'étendue de la surface, on aura un certain nombre d'équations ana<
logues à celle-ci, et qui, ajoutées membre à membre» donneront Tégalité
Donc
lim^ ^ = lini^» -f- Hm \^(fla -hafa' -h a'^a!' -^.,,).
Or
lîm V (^a-H «'a' 4- a*'a''-f-. . .) = o,
d'après le théorème démontré au n** 16 : donc
'dxdy
cosX
On voit par là que^^j ^^ '^ surface polyédrique, a une limite.
Ainsi, en appelant A Taire de la surface, on a
cosX
Si ;? et ^ sont les dérivées partielles -r^^-j- tirées de l'équation de la surface, on a
cos> =
et il vient
=//,/rT7
A=/ \ sl\-\-p^-^ q'^dxdy.
Si la surface est limitée aux plans x = a^y = 6 et aux cylindres j^ =: (f (x), j^ = ^ (a:), on aura
Az= I dx j dx^/i-hp^-hq^'y
•fa c/ç» (x)
la marche par laquelle on parvient à ces limites est la
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même que celle que nous avons déjà suivie dans nne antre
question (431).
Kg. 99-
ilRE DES SURFACES DE RÉVOLUTION.
442. L*aire d'une surface de révolution s'obtient par une seule intégration.
Soit GMD une courbe plane qui, par sa révolution autour de l*axe Ox, situé dans son plan, engendre la surface dont on veut avoir Faire. Soit CMM'D un contour polygonal inscrit dans cette courbe. On peut considérer l'aire de la surface comme la limite vers laquelle tend la somme des surfaces des troncs de cônes engendrés par le contour polygonal, lorsque ses côtés décroissent indéfiniment, en même temps que leur nombie augmente jusqu'à l'infini.
Soient
M(x, 7) et W [x -h àx, y -h ày)
deux sommets consécutifs du contour polygonal. La surface décrite par la révolution de MM' a pour mesure
- MM' (cire MP 4- cire M'P') 2 ^
ou
tr(2r4-Aj)Axy/i-^^gy.
Mais comme
il s'ensuit que l'expression de la surface du tronc de cône sera
2JCjr
[v/'-^(iy^»]^"
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a désignant une quantité qui s'annule avec Ax, et, par suite, la surface décrite par le contour polygonal aura .pour mesure
En désignant par A la surface cherchée, on aura donc A = lira ^^ f 2irj^i/ I -+- -7-^^^ ) -^ ^itylim ^ («Aj?). Mais lim V (aAx) =0 (16), et
donc
a et b étant les abscisses des extrémités de l'arc CD.
En désignant par 5 un arc compté à partir d'un point fixe, on a
Donc
A:^ 2ir
jrdt.
SUEFACB DE L ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION
443. Supposons que Tellipse OAB tourne autour d'un Fig. 100. de ses axes OA, et cherchons à
évaluer la surface engendrée par la révolution de Tare BM, qui commence à Textrémité B de "a ^ l'autre axe. On aura (442)
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Or réquation de Fellipse, a}y^ -i-i*x' =: a* 6*, doone d'où
^ay^-h ù*x^
ay
Remplaçant dans celle expression à^j* par a* 4* — i'x', il vient
vMl)'=
Vj\ »_ b^ja'— (à"— b^)x*
Supposons d* abord que a soit plus grand que b^ c'est-àdire que Tellipse tourne autour de son grand axe. Posons \/a' — b^=zae. Il vient alors
dry _ bs/a'— a^e^x* _b\/a^~e*jr\ djr) a^y a y '
par conséquent.
Or (404)
dx\ —- — 3c^^=zx\/ --^x^-^ -rarcsin — ;
donc
A= xKI x^-\ — -arcsin — -
444. Si l'on fail dans celle expression j: = a, et si l'on prend le double du résultat, il vient
2ir 6' H arc sin e
pour la surface totale de Tellipsoïde.
Si e = o, rellîpsoïde devient une sphère, et en obser-
,. arcsÎDef ^ /. t
vaut que hm = i pour e = o, on retrouve 4îrû
pour la surface de la sphère.
Soient maintenant
a<6 et v^6*— a*=6«:
Or
/ dx\/x^-^c = — ^^ h - 1 (a? -h v^*-+- c) H- G ;
donc
Comme cette intégrale doit être nulle pour j;=^ o, on aura
et, par suite,
Si l'on fait j; = a, on aura, en doublant,
r r-; TT-? aira*, /6cH- v/«*-t- 6*c*\
pour la surface totale de l'ellipsoïde.
Cette formule se réduit à une forme plus simple en remplaçant h^é^ par sa valeur 6^ — a^. Elle devient alors
aie 6* H I = 2TîO*-i- aira*l - (c -m) .
Quand 6 = a, on a
-=i e = o, l(i-hc) =1,
et par conséquent
pour la surface de la sphère.
Une intégrale définie double
dans laquelle P désigne une fonction de x et de y, peut être regardée comme exprimant le volume compris entre le plan des xy et la surface dont l'ordonnée est égale à P, à l'intérieur d'un cylindre parallèle k l'axe des z et ayant pour base la partie Q du plan des xy dans laquelle on fait varier x et ^ pour effectuer la double intégration ; les axes sont supposés rectangulaires. Nous allons chercher ce que devient l'expression de S lorsqu'à X et y on substitue deux variables u et v, dont les valeurs sont données en fonction de x et y. Une simple substitution transforme P en une fonction connue Pi de u et de v ; mais il reste à déterminer l'élément différentiel par lequel P| doit être multiplié dans l'intégrale double.
A une valeur de u correspond une infinité de systèmes de valeurs de x et y, coordonnées d'\in point dont le Heu est une ligne U ; de même , à chaque valeur de ^ correspond une courbe V, et les variables u et i» constituent un système de coordonnées, généralement curvilignes, dans le plan des xy. Donnons k u et k v deux séries de valeurs infiniment rapprochées les unes des autres : les lignes U et V correspondantes forment deux familles de courbes qui divisent le plan des xy en quadrilatères ABCD infiniment petits. On verra, comme au n^ 437, que le volume S est égal à la limite de la somme
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de petits prismes, dont chacun a pour base un quadrilatère tel que ABCD et pour hauteur Tordonnëe d'un des points A, B, C ou D; il s'agit d'évaluer l'aire du quadrilatère ABCD. Ce quadrilatère peut être assimilé à un parallélogramme, parce que la courbure totale de chacun de ses côtés est infiniment petite, et que les côtés opposés ont sensiblement la même direction. Or si trois sommets d'un parallélogramme ont pour coordonnées
l'aire du polygone est égale, comme on sait, à
:^{hk!—kh!).
Soient X et y les coordonnées d'un sommet A dont les coordonnées curvilignes sont u el v\ en passant au sommet B, i/, par exemple, augmentera de du^ tandis que V restera constant-, les coordonnées rectilignes de
B sont donc
dx , dy ,
a? -î — .- du. Y H — ï— du ; du ' -^ du '
celles da sommet C sont, pour une raison semblable,
dx , ^y j
x-h ,- dvj y -f- -'- dv ; dv ^ '^ dv
la formule rappelée tout à l'heure donne
aire ABCD =- (f ^J- - f- i^) dud,,
^du dv dv du/
le signe ±: étant choisi de manière à rendre positif le coefficient de du dv. On aura donc
^'//^'•■(SS-iES)''"*.
et Ton donnera à u et p toutes les valeurs comprises dans le champ d'intégration û.
Prenons, par exemple, pour a et p les coordon
nées polaires r et 6 , on a
rr— rcosO, ^ = rsin6;
les quadrilatères ABCD dans lesquels on divise le plan des xy sont des rectangles dont l'un est compris entre deux cercles de payons r et r -f- rfr, et deux rayons vecteurs faisant avec Qx les angles 9 et 8 -h û?8; son aire est
égale à
Considérons une sphère qui a pour centre l'origine et pour rayon a : la partie de sa surface située au-dessus du plan des xy^ à l'intérieur du cylindre défini par l'équation
<pJ_4_jft — CLX = o,
est égale (441) à
en prenant des coordonnées polaires, on aura
ar dr
«/ w Ja
a cosO
:=2a* j (i— sin6)c^ = (tt — 2)a*.
Des considérations analogues aux précédentes montrent qu'une intégrale de la forme /// P dx dy dz peut être transformée en une autre de la forme
dx I dy dz dy dz
mais nous nous bornerons à cette seule indication.
NOTIONS PRÉLIMINAIRES
i. Notions sur les fonctions. — On appelle variable une quantité qui prend successivement différentes valeurs, et constante celle qui conserve une valeur fixe dans le cours d'un même calcul.
2. Quand les valeurs d'une variable dépendent de celles que prend une autre variable, la première est dite iine fonction de la seconde.
3. On nomme variable indépendante celle à laquelle on donne des valeurs arbitraires, et fonction la variable qui prend des valeurs correspondantes.
On indique différentes fonctions d'une variable x par /(x). ? ( x ) , F(x). Le résultat de la substitution de a à la place de x dan8/(j:) est indiqué par /(a).
On représente les fonctions de plusieurs variables par/(x, j, z), y(jr, r,z), ^(x,y, z),.... On indique par /(fl,^,c), <p(fl,^,c), F(dr, b^c),..,^ les résultats que Ton obtient lorsqu*on met a, b^ c à la place de x^ j, z dans ces fonctions.
4. Ou représente une fonction d'une seule variable par l'ordonnée d'une courbe plane, et par une surface, une fonction de deux variables indépendantes.
5. On nomme fonction explicite celle qui est exprimée immédiatement au moyen de la variable ou des variables dont elle dépend, et fonction implicite celle qui est liée aux variables dont elle dépend par des équations non résolues, ou par des conditions quelconques non exprimées analytiquement.
6 à 9. Méthode des limites. — Quand les valeurs successives d'une quantité variable approchent indéfiniment d'une quantité fixe
446 TABLE AWALYTIQUE
et déterminée, de manière à n'en différer qu'aussi peu qu'on Tfour ilra, celte quantité fixe est appelée la Umite des valeurs de la variable.
Si deux quantités qui varient simultanément restent constamment égales entre elles, dans tous les états de grandeur par lesquels elles passent, et si Tune d'elles tend vers une limite, Tautre tend aussi vers la même limite : principe de la méthode des limites.
10 à 12. MàTHODE INFINITÉSIMALE. — Un infiniment petit cst une quantité essentiellement variable qui a pour limite zéro.
Les infiniment petits sont des auxiliaires qui servent à rendre plus aisé le calcul des quantités finies.
13. Théorème I. — La limite du rapport de deux quantités infiniment petites n'est pas changée quand ou remplace ces quantités par d'autres qui ne leur sont pas égales, mais qui ont avec elles des rapports tendant vers Funité.
14. Autre énoncé : La limite du rapport de deux infiniment petits ne change pas quand on les remplace par d'autres qui en diffèrent d'une quantité infiniment petite par rapport à eux.
15. Théorème U. — La limite d'ane somme d'infiniment petits de môme signe ne change pas quand on les remplace par d'autres dont les rapports aux premiers ont respectivement pour limite l'unité.
16. Théorème. — Si une somme d'infiniment petits, dont le nombre augmente indéfiniment, a une limite finie, la somme des produits obtenus en les multipliant respectivement par d'autres infiniment petits aura pour limite zéro.
17. Différents ordres d'infiniment petits. — Quand des infiniment petits dépendent les uns des autres, on en prend un pour infiniment petit principal. On appelle infiniment petits du premier ordre tous ceux dont les rapports à Tinfiniment petit principal ont des limites finies ; infiniment petits du second ordre ceux dont les rapports aux infiniment petits du premier ordre sont des infiniment petits du premier ordre, et ainsi de suite.
Si a est un infiniment petit du premier ordre, p étont fini et p infiniment petit, a"(/?-4-p) représentera un infiniment petit de l'ordre de n.
Autre énoncé des théorèmes I et U (13, 15) :
Quand en cherche la limite du rapport de deux quantités composées d'infiniment petits de divers ordres, on peut ne conserver, dans chacune de ces quantités, que les infiniment petits de l'ordre
le moins élevé.
Quand oh cherche la limite de la somme de plusieurs quantités
fnfiniment petites, on peut ne conserver que les infiniment petits do l'ordre le moins élevé.
THÉORÈMES SUR LES DÉRIVÉES ET LES DIFFÉRENTIELLES
i8. Origine du calcul différentiel. — On a été conduit à la découverte du calcul différentiel en cherchant une méthode générale Fi(;. 3. pour mener des tangentes aux
courbes planes représentées par des équations.
Soit la courbe AMB Jes points M(x,r), U'[x-^h,x-hà), la sécante M'MS, et la tangente MT,
tangIMR ^ lim j?
quand // diminue indéfiniment jusqu'à zéro.
19. But du calcul différentiel. — Fonction dérivée. — Le calcul différentiel a pour but de déterminer, pour chaque fonction, la limite du rapport de l'accroissement de la fonction à celui de la variable, quand celui-ci diminue jusqu'à zéro. Cette limite est appelée la fonction dérhée de la fonction proposée. On la représente parj' ou par/'(x).
20. Différentielle. — Le produit de l'accroissement de la variable indépendante x par la dérivée de la fonction s'appelle la différentielle do la variable ^, et on la désigne par dy,
La différentielle de la variable indépendante n'est autre chose que l'accroissement h.
La dérivée d'une fonction d'une variable est le quotient de la différentielle de la fonction par la différentielle de la variable.
2i . dx et dy sont les accroissements correspondants do x et de jr^ quand on passe du point de contact tf situé sur la courbe à un point quelconque I de la tangente, tandis que k ou M'N est l'accroissement de l'ordonnée de la courbe correspondant au même accroissement h = dx ^Q l'abscisse.
22. Le rapport de l'accroissement de la fonction à la différentielle de cette fonction tend vers l'unité.
23. pROPRxérés GSNéaALES des fonctions deriyées. — Une fonction croit ou décroit à partir d*une valeur déterminée de x, suivant que sa dérivée est, pour cette valeur, positive ou négative.
24. Si la dérivée d'une fonction est nulle pour toutes les valeurs de X comprises entre a et 6, cette fonction a une valeur constante dans cet intervalle.
25. Si une fcmction est croissante dans un certain intervalle, sa dérivée ne peut devenir négative dans cet intervalle; si une fonction est décroissante, sa dérivée sera négative.
26. Si la dérivée d*une fonction était constamment infinie, x serait une constante.
27. Quand on considère plusieurs variables x, y, z, u, on représente les accroissements simultanés de ces variables par Ax, A^, Az, Au.
28. Lorsque deux fonctions sont égales pour toutes les valeurs de ia variable indépendante, leurs différentielles ou leurs dérivées sont égales.
Deux fonctions qui ne diffèrent que par une constante ont la mênae différentielle.
29. Réciproquement, si les différentielles de deux fonctions sont égales entre elles, dans un certain intervalle, ces fonctions auront, dans cet intervalle, une différence constante.
Quotient
,« (fdu — udv
39 à 42. Puissance m quelconque.
di^ = mir~^ du. 43. Expression imaginaire.
d[u-\-v^ — i) = du-^dv^—i»
44 et 45. Applications.
I® Courbe telle, que la sous-normale ait une longueur constante a.
2'' Courbe dont la sous-normale est une puissance donnée de l'abscisse.
' /w-Hi
3^ Courbe dont la sous-tangente est en raison inverse de l'ordonnée.
4** Courbe dont la normale est constante.
' STTRif. — Jn,i I. 29
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NOTIONS SUR LES SÉRIES
48. DÉFINITIONS. — Série, suite composée d*an nombre infini de termes formés d'après une loi déterminée.
Si^ à partir d'une valeur de n suffisamment grande, la somme des il premiers termes S^ approche indéfiniment d'une limite finie et déterminée, quand n augmente de plus en plus, la série est convergente, et la limite S vers laquelle elle tend est la somme de la série. La différence S — S, = R, se nomme le reste de la série.
Si S, croît au delà de toute limite, ou n*a pas de limite fixe, la série est divergente.
49. Théorèmes sur la convergence des séries. — Pour qu'une série soit convergente, la condition nécessaire et suffisante consiste en ce que la somme d'un nombre quelconque de termes au delà du z}'^"', tt,, soit aussi petite que l'on voudra, si n est suffisamment grand.
50. Â partir d'un terme «„ , n étant assez grand, les termes doivent finir par devenir plus petits que toute quantité donnée. Goddition nécessaire, non suffisante.
51 . En général, pour reconnaître si une série est convergente, on compare ses termes, à partir d'un certain rang, à ceux d'une autre série qu'on sait être convergente, et s'il arrive que les termes de la première soient inférieurs ou au plus égaux à ceux de la seconde, alors cette première série est convergente.
52. Théorème I. — Une série dont tous les termes, ou du moins les termes très-éloignés, sont positifs, est convergente si, à partir d'un certain terme, le rapport d'un terme quelconque au précédent est plus petit quun nombre déterminé X-, qui est lui-même plus petit que l'unité.
53. Théorème II. -- Une série à termes positifs est convergente»
a, à partir d*un certain terme, on a constamment
54. Les termes d'une série ayant des signes quelconques, si la série qu'on obtient en prenant positivement tous les termes au delà d'un certain rang est convergente, la série proposée le sera aussi.
Condition suflBfiante, non nécessaire.
55. TuéoRÈME III. — Une série est convergente quand les termes éloignés sont alternativement positifs et négatifs, et décroissent indéfiniment.
série convergente, si les deux sommes
sont convergentes.
Étude de quelques séries
i.a.3...iz convergente, quel que soit x,
2," I-f-XCOSXH C0S2XH---*H COS/ÎX-h
convergente, quel que soit x;
X ^ x^ a? ^ jd^
convergente pour x entre — i et -f-i,
convergente, si x' < i ;
divergente pour /» ^ i, convergente pour m > i;
convergente. On en représente la somme par e : e est entre 2 et 3,
e = 2,7182818, à un dix-millionième près.
58 à 61 . Limite de ( i h — j quand m cEorr indéfimmert. — Cette limite est le nombre e, 62. e est incommensurable.
DIFFÊRENTIATION DES FONGTIONS TRANSCENDAlfTES.
Fonctions LOGARrrHMiQUEs
i/.logx = — logtf .
64. Quand le nombre e est la base, les logarithmes sont dits népériens : nous les désignerons par 1.
dix = — •
On passe d'un système quelconque au système népérien, et vkt versa, par la formule
logx = Ix X 7— = Ix X logff.
^ ou Xose est le module du système. Quand a = 10, le modale est la
logtf = 0,4342945.
65 et 66. La règle de la dififérentiation des logarithmes est souvent utile pour différentier d'autres fonctions.
67 à 69. Fonctions expo?ïentiblles.
dif^ = û" laduj de^ = e^dx,
La fonction C^* est la seule qui soit égale à sa dérivée.
70 à 75. Fonctions circulaires directes. — sinx, cosx,... sont
les rapports des droites ainsi nommées au rayon dn cercle, x est la longueur d'un arc rapportée au rayon pris pour unité ; si :b est le nombre des degrés contenus dans x,
L'arc égal au rayon = 67° 16'.
d sin j; = cosxdlr y 1/ cos z = — sin zdz,
.^ dz j ^ dz j . BÏnzdz
atang2= — • — dcotz = r-T-- a secs = î — •
° cos'z sm^z cosrz
76 à 80. Fonctions circulaires inverses. — L*arc dont le sinus est JT se représente par arc sinx.
du
d SiTC&inu =
d BTCCO&U =
du
</arctangtf = d arc cota = —
du i-f-a*
du I H- a*
DirFÉRBNTIÀTlON DBS PONCTIONS IMPLICITES. — CHANGEMENT
DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE
81 et 82. DlPPÉRENTIATION DES PONCTIONS IMPLICrTES DONNÉES PAR UNE SEULE ÉQUATION
df ^ df ^ dy dx
J^dx + ^^dr=o, 5i=-^-
83. Élimination des constantes. — Si entre une équation donnée et réquation qu'on en tire par la différentiation, on élimine une constante, on a une nouvelle équation qui exprime une propriété de la tangente, commune à toutes les courbes que représente Téquation proposée, quand on y donne différentes valeurs à la constante.
Fonctions implicites données par plusieurs équations
df ^ df ^ . df ,
dx df -^ dz
dF , d? . (l¥ , -r-dx-\--j-dY-\-'-rdz = o, dx ' ity '' dz
dfd¥_dfd?^ ^^^fjf^
dy ^dx dz dz dx dz ^dy dx dx dy
dx~~ dfd¥^_dfdF' dx~d£dF__df(lV^
dz dy dy dz dz dy dy dz
85 et 86. Si ron a n équations entre n + 1 variables, on égalera à zéro les différentielles des premiers membres de toutes ces équa-
dx
lions; on aura n équations du premier degré, d'où Ton tirera ^t
dz ^
87. DÉRrvÉBS ET différentielles de divers obdrbs. — Soit yz=zf[x) une fonction quelconque de x, et /' sa dérivée. Si Ton différentie y\ on obtient la dérivée de y\ que Ton appelle la dérivée seconde ou du second ordre de j^, et qu'on désigne par j'*. De même y' aura une dérivée y"'^ et, eu continuant ainsi, on aura les dérivées de tous les ordres de y. On les représente aussi par /' (x), /•(x^rix)
A ces dérivées correspondent les différentielles successives de/, que l'on représente par d^y^ d*y,,,,,
dy=y'dx, d^y=ydx\ d^y=y'"dx',..., d'y^yi'^dx',
, dy » ^'r m f^^"^ I.) d'*^
•^ dx^ ^ dx^^ ^ dx" ^ rfj-
Du CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDEPENDANTE. — Si l'OU a
n équations entre (/i 4- 1) variables, jr, j:, /, «, t'.. . . , on peut en regarder une comme indépendante, et imaginer que toutes les autres soient exprimées en fonction de celle-ci. Si Ton choisit /, par exemple,
/ = >(/(/) et d''x = '^^''^[t)d^.
9i. Si l'on prend / pour variable indépendante, et que Ton considère X et / comme fonctions de /, on a
dy = f'[x]dx,
d'x:^f(x)dx'-{-f'(x)d'x,
d^X-=f''[x)dx'-t-^f\x)dxd^x-i'f\x)d^x; ou
r[t) =r(x) ^'(t)^ 4- 3/-(x) ^\t) fit) ^f\x)f\t).
92, 93. Réciproquement, ^, , , dxd^r — drd*x
les différentielles dans les seconds membres sont relatives à /.
94. La dérivée première /'(x) est la seule dont Texpression par les différentielles de x et de / reste la même quand on cesse de prendre x pour variable indépendante, ou quand dx cesse d'être constante.
Différentielles partielles et totales d*cne fonction de
PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. — Si dRDS UIIO fODCtion de
plusieurs variables indépendantes
« = /(^,ri«),
on ne fait varier que x, et qu'on prenne la dérivée de la fonction par rapport à x, celte déripée partielle sera une cerlaine fonction
ç(j:,7, z); on la représente par la notation -j- ou ] • E»
multipliant la dérivée partielle par €lx ou par l'accroissement arbitraire de x^ on aura la différentielle partielle de u par rapport à x,
^[x,jr,z)dx, ou ^dx.
99. La somme des différentielles partielles de u par rapport à toutes les variables s'appelle la différentielle totale de a.
iOO.
-|-(aAx4-^''A/-h7''A2).
L^accroissement de la fonction u se compose de deux parties : dans Tune, les accroissements des variables sont muUipHés par des fonctions indépendantes de ces accroissements, et qui sont les dérivées partielles de u\ dans l'autre, ces accroissements sont multipliés par des quantités a, j:', 7' qui s'évanouissent en môme temps qu'eux.
Exemples
102. Propriétâs de la différentielle totale. — La limite du rapport de Taccroissement d'une fonction à sa différentielle totale est l'unité.
103. Quand une fonction de plusieurs variables est constante, sa différentielle totale est nulle.
Si deux fonctions ont une diflérence constante, leurs différentielles partielles ou totales sont égales, et réciproquement.
104. D1FFÉRENTIAT10N d'une fonction composée de fonctions de PLUSIEURS VARUBLES INDÉPENDANTES, p fonctiou composée de deux fonctions des variables : /? = F(i£, c), u et (^ étant des fonctions des variables indépendantes x, /, z :
dx
dp du dp dp du dx dv iLc*
dp _
dp du dp dv
' du df "^ dv dy
dp _ dp du dp dv ^ dz ~^ du dz dv dz^
la différentielle totale de p :
dp= -^du-i-'^dv,
^ du dv
DÉRIVÉES ET différentielles DE DIVERS ORDRES. -y--r OU
djreix
, , indique la dérivée par rapport à j*- de la dérivée de u par
rapport à x. De môme -7—-r est la dérivée par rapport à x de la
dérivée de u par rapport à y.
On indique d'une manière semblable le résultat d*un nonobre quelconque de différentiations exécutées dans un certain ordre sur la fonction u,
407 à 109. Théorème sur l'ordre des différentiations. — Le
résultat final de plusieurs différentiations successives est toujours le môme, quel que soit Tordre dans lequel on opère par rapport aux diverses variables.
iiO. Différentielles totales de divers ordres d'une fonction
DE plusieurs variables INDÉPENDANTES. — Soit « UDC fODCtiOD de
trois variables indépendantes x, y^ 2,
du . \ (■)
formule symbolique, dans laquelle il faudra remplacer dt^ par d'à après le développement.
lil. Dérivées partielles des fonctions implicites. — Une
équation /(x,j) — o, entre deux variables x et^, donne
df t , df . j» V ^^^ <^
dx
dH d'f dr d^f (dry dfd^r dx^^ iLxdy dx ^ dy* \dx) ^ dy dx" '
d'où l'on tire -7-^* En dlfférentiant de nouveau, on obtiendra -Ai
dx^ ' IMT
i 12 et 113. Si l'on a une seule équation entre trois variables
en dlfférentiant Téquation (i) par rapport à x, on a / X df dfdz
DES matièhes. 4^9
d'où Ton lire -^ • On a de môme -/- par Téquation
En différentiant Téduation (2) par rapport à x^ on aura rf«/ rf»/ rf3 d\f /dz\^ dfd*z
fltr* dxdz dx dz* \^-*'/ ^ dx*
En différentiant Téquation (2) par rapport à j, ou l'équation (3) par rapport à x, on trouve également
d^f d^f dz d^f dz d^fdz dz df d^z
dxdjr d/dzdx ' dxdzdf dz* d.c df dzdxdy
dou , , > etc.
dxdy
FORMATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES; ÉLIMINATION
DBS PONCTIONS ARBITRAIRES.
114-115. ÉLIMINATION DES CONSTANTES. — Étant douDÔes n équations qui renferment une variable indépendante x, n fonctions inconnues de celte variable et /i +/> constantes arbitraires, on peut éliminer ces constantes entre les équations données et celles qu'on en déduit en les différentiant un nombre suffisant de fois par rapport à x : on obtient n équations différentielles simultanées.
L'élimination de G et Ci entre une équation
/(j:,jr, :;, C, Cl) =^0
et les équations dérivées par rapport à .r et ^ donne une équation aux dérivées partielles, moins générale que l'équation proposée.
il6. ÉLIMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES. — Soit
ç(ai, ai, ...,a„) -^o
une équation dont le premier membre est une fonction arbitraire des n quantités ai, aj, . . . , a^ qui sont des fonctions connues d'une
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quantité inconnue z et de n variables indépendantes ^i, xj, . . . , x»; on peut éliminer (p^^, Ta,* - • • entre les équations obtenues en différentiant la proposée par rapport à Xf, xt, ..., x»; le résultat constitue une équation aux dérivées partielles, linéaire et du premier ordre.
117. On trouve encore une équation du premier ordre, mais non linéaire, en éliminant a et la fonction ^ entre les équations
f[x,x, s, a, o(rt)] = G, ^ = o
et les équations dérivées de la première.
118. D'une manière générale, on peut, à l'aide d'un nombre suffisant de différentiations, éliminer tant de fonctions arbitraires que Ton veut.
119. Changement des variables indépendantes. — Soit uune fonction de x, j, «, si l'on donne x, y, z en fonction de 5, tj, Ç, on aura, entre les anciennes et les nouvelles dérivées de tf,
du __ du dx du df du dz ^'^ d^~'dldl'^lÇ^dl^'dzd\ ®^^"
du ^ du d\ du di] du dT^ dx d\ dt (It) dx dl^ dx
Soit u une fonction de x et^; si Ton pose
^ = F(5» TQ, y), jr = Fi(^ TT), u), u = F,(5„ 7j. u), on pourra regarder u comme fonction de ( et 7}, et Ton aura du _ dF dF rfu du _ dFt </F, dxj
d^- dï'^dJ d"^' '"' d^-^Hi ~^'û^ dï' •"' en substituant ces expressions dans les équations (i), n"* 119, on aura assez d'équations pour calculer ^ > 7-:' 771 » • • • > en fonc-
, rfu dM
tion de -«: > -7- » • • • •
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NEUVIÈBIE LEÇON.
DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DES FONCTIONS D*UNe SEULE
Autres formes du reste
La formule suppose que/^"^ (:r') reste finie et déterminée pour toutes les valeurs de la variable af, depuis x jusqu'à x -\~h\ elle n'exige aucune condition relative aux dérivées d'un ordro supérieur à iz.
128. Remarque sur la série de Tatlor. — Si l'on arrête la série
A" à un terme r /^"H^) Q^î ^^ soit pas nul, on pourra pren-
SÉRIE DE MaCLAURIN
Le reste a Tune de ces trois formes
/(-+') (Ox).
130. Remarques sur la formule de Maclaurin. — Si la fonction f[x) devient infinie ou discontinue pour x = o, on peut la développer, suivant les puissances de x — a, par la formule
131. La fonction /(x) ne peut être développée en une série convergente procédant suivant les puissances entières et ascendantes de X autrement que par la formule de Maclaurin.
132. La série de Maclaurin, quand elle est convergente, peut converger vers une limite différente de/(x).
DÉVELOPPEMENT DE COS X
COS j: = I h
cos(Ox).
i.a.3...(/i — i) i.2.3...('ïH-i)
138 à 141. Formule du binôme pour un exposant quelconque.
/ V» /n(/w — i) - (H-^r= i + wxH 1 ar" + ...
Wl ( /W — l) . . . ( /71 — « -f- 1 ) _,
jf
série convergente, si x tombe entre — i et +i, quel que soit m,
142. DÉVELOPPEMENT DE I (i + ^). — Si X est entre + 1 et — i,
f \ wM^ yu ■•€»
143, 144. Formules pour le calcul des logarithmes.
Mr + A) — 17=21 7— À + ^7 T-m-+--" T
' "^ Lî»/-+-^ 3(2/-!-/*)* J
l(*-f-4)+l(x-4)+I(*+3)-fl(x-3)-2ljr-l(x-|-5)-l(x-5)
^af ^"^ . ' f ^^ V
La:* — 25j:*-t- 72 3 \a:*— 25j?*-|- 72/
Si x^ 1000, on a, avec une erreur moindre que — jjj
— 21j: — 1(j: + 5) — l(jr— 5) = o.
145, 146. Lorsque deux nombres sont supérieurs à une certaine limite, telle que loooo, leur différence, pourvu qu'elle soit suffisamment petite, qu'elle ne surpasse pas i, par exemple, est sensiblement proportionnelle à la différence de leurs logarithmes.
147. Des logarithmes considérés gomme umites d'expressions algébriques.
e'=limri4-^)'" quand m = oo .
Ij = lim [m Cy/^— i)] quand /» = œ.
FOBHULE DE VOIYRE ET SES CONSÉQUENCES.
GÉNÉRALITÉS SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. — Une
équation où entrent des quantités imaginaires est la représentation symbolique de deux équations entre des quantités réelles.
151. Toute expression imaginaire a-^b^— i peut être mise sous la forme r (cos/ -h v/— i sin/) :
r = ^à} -t- ^', cosr = -==} 8inr =
La quantité positive r est dite le module de Texpr^sion imaginaire. Les valeurs de sin/ et de cos/ font connaître l'arc t ou Vargument : on le choisit ordinairement positif et plus petit que la circonférence.
Formule de Moiyre
(cos a: 4- /— i sin xY = cos mx -h /— i sin mar,
encore vraie lorsque m est un nombre fractionnaire, positif ou négatif.
153. Développement du sinus et du cosinus d*un multiple d*un arc suivant les puissances du sinus et du cosinus de cet arc.
C0S/7IX = COS* j: cos"* 'j?sm'x
H ^ — =-7^ cos*"^x sm* X — . . . ,
__, mi m — \\(m — a) _. . ,
sm/njr = /wco8^*xsma: ^ ^= ■ cos*^sm'x-f....
154. DÉVELOPPEMENT d'UNE PUISSANCE d'UN SINUS OU D*UN COSI- NUS SUIVANT LES SINUS OU LES COSINUS DES MULTIPLES DE l'aRC. — /W = 2« :
a*^* cos'"a: = cos mx 4- /w cos (m — a ) x
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a"*"* cos^x = cos mx + m C08 (m — a) j?
mlm — i) , ,. /«(/Il — i)...(/i -h a)
n = an
( — i)" a*"* sin^x = cos/nx — m cos (m — a)x
. mim — i) ,_ _^ I /if(iii-i)...(/i-hi)
H cos(/n — 4 )x — . . . ± r •
OT = a/i + i :
( — i)" a"^* 8in"x = sin/Tfx ^- m sin (m — a) x
H î isin(/n — 4)x. ..ifc — ^ — ^ ^Sinx,
i56. Définition bt moPEiâT^s de e', cosz, sinz. — La série
est toujours convergente, et sa somme est une fonction bien déterminée de z pour toutes les valeurs réelles et imaginaires de z; par définition, cette fonction est e^. On pose de même, quel que soit z,
co8z=:i i S--T— ..., smz =
157. J^es fonctions ainsi définies conservent les propriétés caraotéristiques établies dans le cas des variables réelles; en premier lieu, l'égalité
x4-r (xH-r)»
est une identité, qui implique la relation générale e^er = e'+r.
158. Si, dans Téquation qui définit e*, on change zen àzz y/^, on trouve, eu égard à la définition générale de sinz et cosz,
ff***^-* = cosz d: v^—i sinz ;
cette relation, combinée avec la propriété fondamentale de e^,
montre que les formules fondamentales de la Trigonométrie s'é-
Sturv. — Jn.f I. 3o
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tendent aux arcs imaginaires. On nomme sinus et cosinus hyperboliques de z les fonctions
159-160. DÉFINITION DE Iz ET DE z'^. — Lo logarithme népérien de
a -h b>J — I = p(cos(i) -♦- / — I sinco)
est défini par la condition
e^-^y^f--^ = p(cosci> -h /— I sinco),
/[p(costo)-+- vZ—isinci))] = /p -^(cl) -h a Air)/- -i ;
il a une infinité de valeurs, mais on peut suivre l'une d'elles par continuité. On a
gm = gmiz = p'n[cos/7i(u>-haAir) -h /— i sin ( w -h aA-Tt)J; cette quantité a q valeurs si m r= f • 161. La dérivée d'une fonction /( 3) de variable imaginaire est
/v, X r f{z-^£iz)-^f(z) f(z) = hm^-^ As" '
l'extension aux imaginaires des règles du calcul algébrique et des relations sur lesquelles repose la différentiation des transcendantes élémentaires généralise les résultats obtenus pour les dérivées des fonctions de variables réelles. On a
dAz)=f'{z)dz.
expressions qui se présentent sous une forme indêtkrhultk. 162, 163. Vraie valeur des expressions qui se présentent
SOUS LA forme -• •— ^ se réduit à - quand x = a, f^*^^ (a) et
f("^*)(a) sont les premières dérivées qui ne s'annulent pas simultanément pour jr = a.
lim
164, 165. Valeur des expbessions qui prennent la forme —
^ri^ prend la forme ^9 muTx = a: /i+i eet Tordre des dérivées
de f (x) et de/(x) qui, les premières, ne sont pas nulles ou infinies à la fois.
166. Valeur des expressions qui prennent la forme o x «o . — Pour trouver la valeur de l'expression f (<>)/( a), dans laquelle
y (tf) = o et/(fl) = 00 , on observe que
expression qui devient - pour x = <i, et l'on appliquera les règles précédentes.
167. Lorsque les dérivées de r [x) et de f(x] conduisent à des expressions qui présentent toujours pour x — a la même indétermination que celle dont on cherche la vraie valeur, on remplace x par a + A, on développe les fonctions par la série de Taylor, ei, Umtes simplifications faites, on pose A = o.
Valeur des expressions qui prennent la forme o* ou i
/(xy prend une forme iudéterminée lorsque f(x) et ^ (x) s'annulent toutes les deux pour x = a; sa vraie valeur s'obtient en cherchant celle du produit « (x) l/(x].
169. Extension des règles précédentes. — Ces règles subsistent encore lorsque a devient infini.
Mais avant de les appliquer, il faudra s'assurer que l'expression
9'ix) proposée, ainsi que 777— (' approche d'une limite quand x tend
vers rinfini.
développement des fonctions de plusieurs
yariasles.
On a la formule
//(ar + A, jr+it, a-h/,...)
Où
l.a...iiL\<//' dq dr J
0 égale une fraction positive*
Si R peut devenir plus petit que toute quantité donnée, lorsque» est assez grand, la série indéfinie qui forme le second membre de Féqualion (i) est convergente et a pour somme
f(x-+-h,x-Jrky z-i-/, ...).
C'est la série de Taylor étendue à un nombre quelconque de variables.
173. En prenant A et A: assez petits, un terme quelconque du développement, s'il n'est pas nul, surpassera en valeur absolue le reste de la série, à partir de ce terme.
Extension du théorème de Maclaurin.— Désignons parut
(du\ f du\ , du du.
d~ ) ' l 5~ / '*"' ce que deviennent «, ^» 5"»"*'»P<>^f'*^=*^«
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OQ aura
i.a.3.../iL\fl^ dq J^ \dx dy /, J
expression dans laquelle on doit faire j: = o, / = o, et remplacer h par X, k par y^ p par 6x et ^ par 0/.
i75. Fonctions bomogèniis. /(x, /> «) sera une fonction homogène si l'on a
m est dit le degré de la fonction.
i76. Si Ton divise une fonction homogène de degré m par une des variables élevée à la puissance m, la fonction ne dépendra plus que des rapports des autres variables à celle-ci, et réciproquement.
177. Les dérivées partielles et du premier ordre de toute fonction homogène du degré /n,/(ar,/, z) sont des fonctions homogènes du degré (ut — i).
i78 à I8i. Pour toute fonction homogène, on a
du , du , du
di^'^dr^^Tz^^"'''^
(du du du \(>) , .
fdti du . du \W ,
La somme des dérivées partielles d'une fonction homogène, multipliées respectivement par la variable correspondante, est égale à la fonction multipliée par son degré.
HAXIHUlf BT MINIMUM DBS PONCTIONS d'uNB VARIABLE.
i82. Maximums bt minimums des fonctions d'unb sbulb variablb INDÉPENDANTS. -- Solt f(x) unc fonctiou d'une seule variable x. Si, en faisant croître x, la fonction prend une valeur réelle qui sur-
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passe celles qui la précèdent et celles qui la suivent immédiatement, cette valeur de la fonction est dite un maximum. On appelle minimum une valeur moindre que les valeurs voisines.
483. Une fonction peut avoir plusieurs valeurs maximums et minimums, lesquelles doivent se succéder alternativement. Un maximum peut être moindre qu'un minimum. Un maximum négatif devient un minimum quand on fait abstraction de son signe, et do même un minimum négatif pris positivement devient un maximum.
184. Les valeurs de x qui rendent /(x) maximum ou minimum se trouvent parmi celles pour lesquelles /'(x) devient nulle, infinie ou discontinue en changeant de signe.
i8S. Ordinairement /(x) reste finie et continue. Dans ce cas, on a la règle suivante.
486, 487. Quand une valeur de x annule quelques-unes des dérivées successives /'(x),/'(x),..., si la première dérivée qu'elle n'annule pas est d'ordre pair, la fonction /(x) est un minimum oa un maximum, selon que cette dérivée est positive ou négative; mais il n'y a ni maximum ni minimum si la première dérivée qui ne s'annule pas est d'ordre impair.
i88, 489. Maximums et minimums des FOifcnoifs impucitis d'une seule variable indépendante. — Trois équations :
I/(X,/, Z, tt)-rO, tp(x, ^, z, u) ^o, 4'(-ï^,r» «1 tt) = o.
Pour trouver les maximums ou les minimums de b, on différentie les équations (i), en y regardant/, z et « comme des fonctions de:c
et supprimant les termes où entre -^ j ce qui donne
iix dy de dz dx ' .. j do d^ dr dif dz
^*' ^ d^^^'d^-^di'di^'''
d^ d^ r^^\[» dz _^
dx dy dx dz' (tx~~ *
On élimine -j- ^^-^^^ l'on obtient une équation,
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qui, jointe aux équations (i), détermine les valears de x, y, z et n* L'élimination de ^^^ ^^ "jZ ®^^^ ^^ équations (%) peut se faire
en ajoutant ces équations multipliées respectivement par i , > et p, et choisissant les indéterminées X et p de manière que dans le résultat les coefficients de •:r- et de -r- soient nuls.
ax dx
490. Fonction explicite F (x, /, z, }i^^ x^ j, s et k étant liées par
les équations
<p{x,/, z, tt) = 0, >Kar, /, z, tt) = o.
On posera F (a:, /, z, u) -- p = o, et Ton sera ramené ^ la question précédente.
MAXIMUM ET MmiMUM DES FONCTIONS DE PLUSIEURS YÀRUBLB8.
i9i. Maximums et minimums des fonctions de plusieurs variables INDÉPENDANTES. — Une valeur particulière et réelle d'une fonction de plusieurs variables indépendantes /(x, /, z) est un maximum^ quand elle surpasse toutes les valeurs de cette fonction qu'on obtiendrait en donnant aux variables des valeurs très-peu différentes de celles que l'on considère. On appelle minimum d'une fonction une valeur particulière moindre que toutes les valeurs voisines.
Les valeurs de x, /, z qui rendent u =/(x, ^^ z) maximum ou
, . du du minimum se trouvent parmi celles qui rendent les dénvées 2]^> ^ >
^ nulles, infinies ou discontinues.
i92 et 193. En se bornant au cas où ces dérivées sont continues.
La différentielle totale du premier ordre est nulle.
Si (l^u n'est pas identiquement nulle, il peut arriver trois cas: i"* d^u pourra changer de signe, alors il n'y aura ni maximum ni minimum; a* d^u conservera toujours le même signe, alors u sera maximum ou minimum selon que d'^u sera négative ou positive; 3** d'^u sera nulle pour certaines valeurs de A, X', /, mais sans jamais changer de signe. Alors on ne peut dire si la fonction est un maximum ou un minimum, et pour avoir une conclusion il faut pousser plus loin le développement de Aa.
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Pour que d*u ou la fonction
AA«+ Bit» 4- C/*+ aDAit 4- aEA/4- aFA/
soit positive pour toutes les valeurs réelles de A, ^ et /, A n*6tant pas nul, il faut que Ton ait dans le cas du minimum
Maintenant, on peut écrire tPu sous la forme
si l'on pose, pour abréger,
D'_ E»_, p ED_
B-- = G, C-- = l, F--JJ.-M,
Ces conditions sont sufiQsantes.
Si/(X) X, z) est un maximum, il faudra que l'on ait
AA»4- B*» -h ... 4- aFX7 < o, A<o, G<o, N<o.
105. Si les quotients différentiels A, B, G, D, B, F éUient tons nuls, pour les valeurs de x, x et 2, tirées des équations
du du du
les quotients différentiels du troisième ordre devraient s*annuler d'eux-mêmes, et la différentielle du quatrième ordre aurait le même signe pour toutes les valeurs tirées des accroissements A, k, L
Maximums bt minimums des fonchons impucites db plu
SIBUB8 VABUBLBS INDÉPBI<CDAl<nrBS.
I/{^, r» «I «) '') = 0i TI-^i^, «, «I «') = o, + (*,/, «, U, «')=0,
X et / sont indépendantes. Si Ton veut rendre maximum ou mini-
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mum la fonction 9, la difTérentielle totale de p doit être nulle.
Si Ton difîérentie les équations (i) en faisant attention que £&» = o, il viendra
dx ^dX^ dz ^ du
En éliminant dz et du, on obtiendra une équation de la forme
?dX'^Qdx = Oy
et il foudra que Ton ait
Les équations (i) et (3) donneront les valeurs cherchées de x, 7, », a, p.
Pour savoir si la valeur correspondante de la fonction est maximum ou minimum, il restera à examiner si la difTérentielle totale ii* 9 garde toujours le même signe.
i97. Gomme cas particulier, si l'on a une fonction
avec les relations
cela revient à changer, dans la question précédente, /(x, /, 2, u, p) en F(x, 7*, Zy u) — 9^ et à supposer que les fonctions r et 4> sont indépenduotes de p.
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i98 et 199. Équations de la tangents et de la normale. — /('> X) = O} équation de la courbe; x et / coordonnées d'un de ses points; X et Y coordonnées courantes.
OU
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ML
Sous-normale PN : S. =
_/flfr
dx
Tangente
:MT = ry/
Normale. UN
202. Degué nE l'équation ns la tangente. — Si Téquation de la courbe est algébrique et du degré m, l'équation de la tangente sera du (m — i}'^^ degré relativement aux coordonnées du point de contact.
203. Problèmes sur les tangentes. — Mener par un point f/i, b) une tangente.
(0 /(',jr)=o,
df ,df df df
dx dy dx dy'
L'équation (a) considérée isolément représente un lieu géométrique qui contient tous les points de contact et qui est du degré (/» — i) au plus.
204. Tangente parallèle à une droite dont Téquation est Y = aX. On doit avoir
dy
équation qui, jointe à /(x, /) = o, déterminera les coordonnées du point de contact.
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^ fi^> X) est du degré m, le problème admettra au plus 173 (m — i) solutions.
2(fô. De là CONCAVITE ET DE LA CONVEXITÉ DES COURBES PLANES.
— Selon que ^fj est positif ou négatif, la courbe tourne sa concavité du côté de la partie positive ou de la partie négative de Taxe des j.
206. Si -^ est positif, un peu avant que x devienne égale à OP,
Fîg. i5.
et négatif après que x a dépassé cette valeur, ou vice versa, la courbe, convexe ou concave à gauche du point M, devient concave ou convexe du côté des j négatifs à droite de cepoint. Le point M est dit un point d'inflexion. Ces points s'obtiennent en cherchant les valeurs de x et de
y, qui, rendant ^ nulle ou infinie, lui font en même temps changer de signe.
THEOREMES SUR LES AIRES ET LES ARCS DES COURBES PLANES
Fig. 16.
207 à 209. Différentielle de l'aire d'une courbe plane.
CAMP = tt:
du = ydx,
Âxes obliques (0 angle des axes) :
du =ijdx%\VL%.
210. Des aires considérées gomme LiMrrss d'une somme de PARALLÉLOGRAMMES. — Dans le CRS des axes rectangulaires, la surface ÂBDG est la limite d'une somme de rectangles intérieurs, tels que MIP'P, formés en menant par les points C, E, F,. . ., M, M', etc., pris sur la courbe, des parallèles à Oj: dont chacune soit terminée à l'ordonnée du point suivant.
476 TABLE AHALYTIQTJE
Si l'on mène, par chacun des points considérés sur la coarbe, des parallèles à Ox, terminées aux ordonnées des points précédents, on formera des rectangles extérieurs analogues à PKM'P'. u est aussi la limite de la somme de ces rectangles.
2ii. Appugation.
«r = |xr.
DiFFiEENTIELLB d'uN ABC DE GOUBBB. — la longUOUr d'UDO
courbe est la limite vers laquelle tend le périmètre d'une ligne brisée inscrite dans cette courbe, lorsque ses côtés sont de plus en plus petits, et que leur nombre crott jusqu'à l'infini. Ce périmètre a une limite déterminée.
arcCM = j, ds =^ ^dx^ H- dy^.
214. LmiTB DU EAPPORT DE L'ARC A SA CORDE. — NOUVEAUX THÉORÈMES SUR LES ARCS CONSIDÉRis COMME LIMrTBS DE POLYGONES.
— La limite du rapport d'un arc quelconque à sa corde est l'unité.
21s. Si cef, . .<f est un contour polygonal d'un même nombre de côtés que le contour GEF. . . D; si, à mesure que les sommets G,
£, F, . . . se rapprochent de plus en plus, les côtés cff, ef^ etc., tendent de plus en plus à devenir égaux aux côt^ correspondants CE, EF, etc., en même temps que le nombre de ces côtés va en augmentant jusqu'à Tinfini, le contour polygonal cef. . .«^ aura même limite que le contour CEF...D, c'est-à-dire la longueur de Tare CD.
216. Si l'on mène entre les deux ordonnées extrêmes CÂ, DB un nombre indéfini de parallèles à l'axe des j, puis que l'on inscrive entre ces parallèles d'autres lignes droites, tangentes à la courbe, la somme de ces dernières tend vers une limite qui est encore la longueur de la courbe donnée, même quand elles ne forment pas une ligne brisée continue.
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DBS COURBES PLANES EAPPORTÉBS A DBS G00BD01IKÉB8 POLAIRBS.
217, 2i8. DiTERiiiNATiON DB LA TANGBNTB. — PouF mener la Fig. 22, tangente MT par M, il suffit de con-
naître rangle OMT = fx.
rdB tang/x = ^,
iir
249. Longueur des lignes nommées sous-tangente, sous-normale.
SoQS-Ungente : S, = OT = -^>
dr Souft-nonnale : S,= ON = jg-
220. Différentielle d'un secteur. — Considérons [fg. a5) un secteur POM = u :
ÂPPUCATIONS
p iH-tfCOSÔ
,• Ellipse: r=;^3p^, tangfi= ^^^^ '
%• Spirale d'Archimède : r = aO, tangf* = Ô, S, = «9», S. = a. y Spirale hyperbolique : rô = a, tangfx = — 0, S, = — a. 4» Spirale logarithmique : r=ab .
La tangente fait un angle constant avec le rayon vecteur qui passe par le point de contact.
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L'extrémité de la sous-tangente décrit une spirale égale à la première, mais située différemment.
L'extrémité de la normale décrit aussi une spirale égale à la première.
ttS, 226. Dbs GOORDONNiBS BiPOUkiHBS. — Dans ce système de Fia ao coordonnées, on détermine la positîoD
d'un point sur un plan par ses tances r et r' à deux points Bxes Â et B. Soit /(r, r') = o FéquaUon de la courbe CM. Soient AM = r, BM = r*, AMT = a, BMT = 6 :
COSa
cos6
THÉORIE DU CONTACT I>£S COURBES PLANES
227, 228. CoifTACT de divers ordres des courbes PLAKBS. —
Soient deux courbes
si
dy' dr d*r' dW d^r' d^r
""■^' dx '"''-'
dx dx^
dx'
do* dj*^
les deux courbes MN' et MN ont un contact de l'orore n.
Par un point commun à deux courbes qui ont un contact de l'ordre /z, on ne peut faire passer entre ces deux courbes aucune autre courbe ayant, avec l'une des deux proposées, un contact d'un ordre inférieur au /i'
229, 230. L'ordre du contact est indépendant du gboix des AXES, pourvu que l'axe des ordonnées ne soit pas parallèle à la tangente commune aux deux courbes.
231. Caractères géométriques d*un oontagt d'ordre pair ou IMPAIR. — Quand deux courbes ont entre elles un contact d'ordre impair^ l'une des deux embrasse l'autre, et deux courbes se traversent mutuellement au point de contact, quand elles ont un contact d'ordre pair,
232, 233. Des courbes osgulatrices. — Si l'équation d'une courbe renferme /z + 1 constantes arbitraires, a, 3, c, ... ; si l'on détermine les constantes <?, ^, c, etc., de manière à obtenir un
contact au nf^^ ordre avec une courbe donnée / = /(â:), parmi toutes les courbes de même espèce représentées par Téquation proposée, celle qui répond à ces valeurs des constantes est dite asculairice à la courbe /•=/(x).
234. Du GBBGLB oscuLiTEUB. — Soit OU coordonnéos rectangulaires l'équation d'une courbe;
l'équation du cercle osculateur : on aura pour déterminer C, n^ p les trois équations
On tire de ces équations :
Il faut prendre le signe + ou le signe — suivant que
est > o ou <o.
Le centre du cercle osculateur est toujours dans la concavité de la courbe.
La droite qui unit le point de contact au centre du cercle osculateur est perpendiculaire à la tangente commune.
Le cercle osculateur traverse la courbe, excepté en certains points particuliers, où le contact est d'un ordre supérieur au second.
On appelle souvent le cercle osculateur cercle de courbure; son centre et son rayon centre et rt^n de courbure,
536. Dans toute section conique, le rayon de courbure est égal au cube de la normale, divisé par le carré du demi-paramètre.
48o TABLE AlfALTTIQl]E
DiTBLOPPÉBS BT BN7BL0PPB8 DB COUBBBS PLANBS.
237. DAvBLOPPÉBS BT DÉVELOPPANTES. — LoB Centres de courbnre d'une courbe CM forment une nouvelle courbe FF*, que Ton appelle la développée de la courbe CM, et celle-d est appelée la développante de FF'. On aura Téqualion de la développée en éliminant X Qiy entre les équations
et l'équation
de la courbe donnée.
238. Peopriétés oiffénALBS de la développée. —Les normales à la courbe CM touchent la développée aux centres de courbure.
239. La développée d'une courbe est le lieu des intersections suoœssives des normales à cette courbe.
240. La différence entre deux rayons de courbure MK et M, K, est
Fig. 37. égale à Tare K|K de la développée
compris entre les deux centres de courbure correspondants.
241. Imaginons un fil dont une partie soit enroulée sur FK, et dont
l'autre partie, tendue suivant la tan-
^ gente K, M^ se termine en M, sur la courbe CM. Si l'on déroule ce fil en le tenant toujours tendu, son extrémité décrira la courbe CM.
242. Une même courbe FK a une infinité de développantes ; pour les décrire il suffira d'allonger ou de diminuer le fil d'une quantité arbitraire. Toutes les développantes ont les mêmes normales et les mêmes centres de courbure, et interceptent sur leurs normales communes des longueurs constantes.
243. Si une courbe est algébrique, sa développée sera rectifiable.
Raton de courbure et développée de l'hyperbole
Rayon de courbure : p = ^^ •
Equation de la développée, en posant c' = fl'-f-^*, - = A
247. Enveloppe d'une courbe mobile. — Quand une courbe se meut sur un plan, en changeant de forme suivant une loi déterminée, elle est en général constamment tangente à une courbe fixe qu'on nomme son enveloppe. On peut supposer que la courbe mobile est représentée par une équation
où c est un paramètre qui varie d'une manière continue. Si entre les équations
Sturh. — An,^ \, 3l
on élimine c, on aura le lieu des intersections successives des ooorbes représentées par l'équation (i) ou Fenveloppe cherchée.
ÉTUDE PARTICULIÈRE DE LA. GTCLOTdB. 248. DÉFINITION ET ÉQUATION DE LA CTCLOÏDE. — La cycloide
est le lieu des positions d'un
Fig. 4i-
point M donné sur un cercle qui roule sans glisser sur une droite indéfinie Âx.
Équation de la cycloïde :
X =^ a arc cos
z^y/najr-y.
Le signe supérieur convient à Tare AC, et le signe inférieur à Tare CA'.
249, 2S0. Tangente et noruale.
dX _ y/'xnr—r^ dx jr
MH est la normale au point M, et MG, perpendiculaire à MH, est la tangente en ce point.
Supposons le cercle CmD décrit sur l'ordonnée maximum comme diamètre; menons Mm parallèle à Ax : une parallèle à Cm, menée par le point M, sera la tangente cherchée.
251. Raton et centre du ceuclb osculateur. R = aMH, MN = aMH, N est le centre.
252, 253. DÉVELOPPÉE de la ctcloïde. — La développée de la cycloïde est engendrée par le mouvement d*un point N placé sur la circonférence d'un cercle égal au cercle OM, mais qui roulerait sur une parallèle LE à Ax, au-dessous de cette droite, et à une dislance de celle-ci égale au diamètre du cercle mobile. Celte développée est une cycloïde égale à la première.
254, 255. Longueur dun arc de ctcloïde.
arcCM = aMG = a ^^a' - lay.
2S6. L'arc entier de la cycloïde est égal à quatre fois le diamètre du cercle générateur.
courbure des courbes planes.
257. Expression du raton de courbure quand la variable independante est quelconque.
^ {ixd^y — djrd^x
258. Expression du raton de courbure en coobdonnées polaires.
** , , rfr» d'r
De la courbure des courbes planes. — La courbure d'une
circonférence, la même en tous ses points, a pour mesure r^ •
La courbure d'un cercle est égale à l'angle de deux tangentes divisé par l'arc compris entre les points de contact.
262. On appelle angle de contingence l'angle formé par les tangentes menées aux extrémités d'un arc infiniment petit. La courbure d'une courbe est égale à l'angle de contingence divisé par la différentielle de l'arc.
263 à 265. Identité du cercle de gourbuee et du cercle osculateur.
266, 267. Expression du rayon de courbure en coordonnées POLAIRES. — {Voir n* 258.)
DES COURBES A DOUBLE COURBURE
268 à 270. Équations de la tangente: . — On appelle courber à double courbure celles dont tous les points ne sont pas dans un môme plan.
Équations de la tangente :
dx dy dz
Si f(jc,Xi ^) = <^i çC-^jJT» 2) = o sont les équations de la courbe, la tangenlo a encore pour équations
271 . Angles de la tangente avec les axes. — Axes rectangulaires ; a, 6 et 7 angles formés par la tangente avec les trois axes.
dx ^ dy dz
COSa=T-, CO36 = -j-, C087 = -T-" ds ds ds
272, 273. Plan normal.
(X — x) rfx -+- (Y — j) rfr 4- (Z - z) di =3 o.
274, 275. Différentielle de l'arc d'une courbe a double courbure.
ds =z ^J dx" -\- dy^ -\- d^.
276. LiuiTE DU RAPPORT d'uis ARC A SA CORDE. ~ La limite du rapport d'un arc à sa corde est l'unité.
Surfaces enveloppes. — Une équation de la forme
/(J7, jr, z, c) = o
peut représenter une infinité de surfaces quand on donne au paramètre c toutes les valeurs possibles. L'intersection d'une sur-
face de ce faisceau avec une surface infiniment voisine a pour limite une ligne U définie par les équations
df _
de
dont le lieu est une surface, appelée l'enveloppe des surfaces données ; celles-ci sont les enveloppées, et les lignes U les caractéristiques de l'enveloppe.
L'intersection d'une ligne U avec la surface infiniment voisine
est un point dont les coordonnées annulent -^ > et dont le lieu
est Tarête de rebroussement de la surface enveloppe. Une équation de la forme
peut représenter une infinité de surfaces formant un réseau; chacune d'elles coupe les surfaces infiniment voisines en un ou plusieurs points définis par les équations
df _
de
df
le lieu de ces points est l'enveloppe des surfaces.
283. En chaque point commun à une surface et à son enveloppe les deux surfaces ont le même plan tangent; chaque surface d'un faisceau touche son enveloppe tout le long d'une caractéristique; pour une surface faisant partie d'un réseau, le nombre des points de contact est limité.
284. Plan osculateur. ~ La tangente MT à la courbe au point M
et le point M' déterminent un plan.
On appelle plan osculateur la limite du plan MTÂf ', quand le point M' vient se confondre avec le point M.
Équation du plan osculateur
(dxd^z^dzd^X](X — x]
-^{dzd*x~dxd^z){Y—x) -^(dxd^X—dyd^x) [Z— z) --- o.
286, 287. Angles du plan osculateur avec les plans goor-
DO^TNÉS.
arc
C0SX = ^5 COSf* = TTî C08V = -,
D» = [dfd^z - dzd^yf 4- [dzd^x - dxd^z)* -^(dxd'y-dxd'x)\
D = )/idsd'x-'dxd^s)^-^(dsd^X-'dxd'sy-h[dsd^z^dzd^sy^
288. Normale principale. — On appelle nomude principale celle qui est située dans le plan osculateur. Équations de la normale principale :
yi-x Y-x z
.dz ,djr ,dz
ds ds ds
VINGT-aNQUIÈME LEÇON.
COUBBURB DES LIGNES DANS l'eSPACE. HÉLICE.
289. Courbure des lignes dans l'espace. — On nomme angle de contingence Tangle 6> que font les tangentes menées aux extrémités d*un arc MM' qui devient infiniment petit, et courbure au
point M la limite vers laquelle tend le rapport ^ ? quand ^s dimi-
ds nue indéfiniment. L'inverse de la courbure, — ? est dit le rayon de
courbure p au point M.
i-mm)M
ds' P =
^{d'x)'-^ [d'xy-T-{d'z)''—\^d'^^
^ ds"
^ ~ \^(dxd'z'^^zd^'r)''^Çdzd^jc^^^
Cebclb osculateub. ~ Si, par le milieu de la corde MM
Fig. 56.
on mène un plan perpendiculaire à cette corde et qui coupe la normale principale MN au point G, si le point M' se rapproche du point M, le cercle GMM' deviendra à la limite ce qu'on nomme le cercle oscillateur à la courbe au point M.
Le rayon du cercle osculateur aa point M est égal au rayon de courbure en ce point. Le point K est le centre de courbure ou le centre du cercle osculateur,
294. L'intersection de la normale principale MN avec le plaD normal à la courbe passant par le point M' est encore, à la limite,
e point K ou le centre de courbure.
295. Le centre de courbure au point M est Tintersection du plan osculateur en M avec deux plans normaux, Tun mené par le point M et l'autre par un point infiniment voisin.
Coordonnées S, )i et 2; du centre de courbure K :
,dx
ds
296. Angle de torsion. — Rayon de seconde courbure. Angle de deux plans osculateurs infiniment voisins :
^ = v/lr/cos>.)^H- [dCQ^lL)^-\- (i/cosv)^
Angles avec les axes de la perpendiculaire au plan osculateur
. drd^z — dzd^Y
COSX = — VT J
dzd^x — dxd^z COSfX = r: J
COSV =
D dxd^Y ~ dyd^jc
297. L'angle infiniment petit 7, formé par deux plans osculateurs
successifs, se nomme angle de torsion^ et Ton appelle seconde cour-
bure ou torsion le rapport de 7 à ds,
ds On appelle r= — le rafon de la deuxième courbure ou rayon
iie torsion.
298. DÉFINITION BT ÉQUATIONS DE l'hélicb.— Lorsqu'oû ciiroule
le plan d'un angle cab = a sur un cylindre droit OABL, à base circulaire, de manière que le côté ab vienne s'appliquer exactement sur la circonférence AB, la courbe suivant laquelle s'enroule le côté ac se nomme une hélice.
299. Nommons m la tangente de l'angle a, u l'angle AOP et R le rayon du cylindre. Nous aurons
«=Rcosf<, /=Rsini£^ « = /tiRu.
Équations de Thélice :
X = Rcos — ^ j X = Rsin
//iR 300. Tangente a l'hélice.
<ir_ — sintt
dy (Is
cosu
dz_
ds ~~
La tangente MT fait avec le plan de la base du cylindre un angle égal à l'angle a.
La projection de la tangente à Thélice sur le plan x/ est tangente au point P à la base du cylindre.
Raton et centre de courbure
p ^ R(i -H /«') - const.
302. Le rayon de courbure est dirigé suivant le rayon du cylindre. Si l'on prend NK — /n'R, K sera le centre de courbure de l'hélice pour le point M.
303. La droite MN, lorsque le point M se meut sur l'hélice, décrit une surface conoïde appelée hélicoïde gauche. Équation de cette
surface :
jr—xVàTi%
mï\
Le lieu des centres de courbure de l'hélice est une autce hélice du même pas, mais située en sens inverse.
Sinusoïde
jr = sino:.
Les points où la courbe rencontre Taxe des x sont des points d'inflexion.
X = tangx.
Tous les points où la courbe rencontre Taxe des x sont des points d'inflexion.
309. Points multiples. — Points qui sont traversés par plusieurs
branches d'une même courbe.
- étant une fraction irréductible, dont le dénominateur g est pair.
Si l'on suppose âr>6, le point qui a pour coordonnées x = a^ /■=: <p (a) est un point double.
310, 311. Équation de la courbe :
Pour avoir les points multiples, il faudra commencer par chercher les points dont les coordonnées vérifient les équations
df df
on aura
dx^ ' "dxdydx ' dr*\dxj
'.'^ dxdrdx^dr'Kdxl ~ '
et si les trois cœfûcients y^ j , * - et ^ ne sont pas tous nuls,
dr et que l'équation donne deux valeurs réelles et distinctes de -r- 1
le point considéré est un point double.
Mais si trois branches de la courbe se rencontraient en ce point, il faudrait que l'on eût en môme temps
dx'~^' dxdy~^' df~^'
312. Points de rebroussement. — Points où deux branches de courbe viennent s'arrêter, et où elles ont une tangente commune.
Le rebroussement est de première ou de seconde espèce^ suivant que les deux branches sont de deux côtés différents ou du même côté de la tangente commune.
313, 314. Si le rebroussement est de première espèce, ^ a des
signes différents sur les deux branches; si le point de rebrousse-
d^r meot est de seconde espèce, ^ a le même sipe sur les deux
branches.
315. Points isolés. — Points dont les coordonnées satisfont à l'équation d'une courbe, sans qu'aucune branche de cette courbe passe par ce point.
y^±i[x—a) }jx — Ot
a <Ch,
Le point (j? = a, j''= o) est un point isolé.
316. Points d'arrêt. — Points où une branche unique d'une courbe vient brusquement s'arrêter.
y — L'origine est un point d'arrêt
318. 319. Point saillant ou anguleux. — Point où viennent se terminer deux branches de couk'be qui ont chacune en ce point une tangente distincte.
i-he* a un point saillant à l'origine.
BÈGLES POUR l'INTÉGRATION DES FONCTIONS.
320. DÉFINITIONS ET NOTATIONS. — Une fonction d'une seule variable est toujours la dérivée d'une autre fonction.
321. On appelle //i/^gTwA? de f(x)dx et Ton représente par Jf(x)dx une fonction dont la différentielle est f(x)dx. L'opération par laquelle on passe de la différentielle d'une fonction à celte fonction se nomme intégration.
On aj par la définition même,
dSf[x)dx-^:f(x)dx, /rf7(jr)==?(x).
Intégration immédiate de quelques fonctions simples
afdx = hC,
e'dx= tf'-rC,
(f'dx = ï — f- C, \a
dx . ^
cosxdx = sin X -h C,
sxnxdx = — cos j: + C, dx
= tangx 4- C,
dx ^
r-j~ = — C0tX-+-C,
dx
Vi-x*
= arc sinx -h C,
/dx -j = — arccosj? + C,
/ ——5 = arc tangx + C.
32î(. Dans ces formules, x peut être la variable iDdépendante ou une fonction quelconque de la variable indépendante
La formule
devient illusoire quand on y fEiit /z = — i. Cependant un artifice de
/dx — •
x" dx =■ 1- C*
Si l'on fait /i = — I dans le quotient des dérivées des deux termes par rapport à /i, on a
dx . ^
327. Intégration d'une somme. — L'intégrale d'une somme de fonctions est la somme des intégrales des fonctions qui la composent.
INTÉGRATION DBS FRACTIONS RATIONNELLES
330. Intégration des fractions rationnelles. — La question se
ramène à intégrer la fraction rationnelle ^ — r-j où ç(x) est d'un degré inférieur à celui de/(x).
331, 332. Cas des racines simples, m degré de /(x); a, b^ c,..., k racines de/(x).
/(Xj X — a X — O X — A
= Al (x — û) -4- Bl (x — 6 j -+-. . . .
Si X — fl était négative, il faudrait changer A 1 (x — o) en Al (a — x). 334. Cas particulier des racines simples imaginaires.
fl = a -{- 6 /— 1 , 6 = a — 6 /— i ;
X — a X — b J = Gl [(x - a)» 4- 6*] - 2H arc tang (^^-^) 33S.
Mx4-N
-jflx
= - ' [(-^ — «) -h 62] H -g — arc tang — g— -hC.
336 à 338. Cas des haginbs mcltiplzs.
f(x) = M (a: - ay (x — b)" [x - c)'...(a: - ^) = (jc - «)■/(*}•
jfjx) ^ A A. -uA-i_
/(x) (x — aY^(x — fl)"-' '^* • ''^x ~ a
'^(x-bY'^(x-by-''^"''^^c^^ C C, C,_,
expression qui, multipliée par dx, sera très-facile à intégrer. Cette décomposition ne pçut se faire que d'une seule manière.
Cas particulier des racines ikaginaires multiples
Soient a ±6 y''— i deux racines conjuguées de l'équation /(x) =o, et n leur degré de multiplicité.
On a l'identité
y(x)-.(Ax-+-B)/.(x)-(A.x + B.)[(x-a)«4-e']^.(x) -(X,x-hB,)[{x-^aY^&Yf,(x)
Les constantes A, B, A,, B^, etc., choisies de manière que, pour
X = a-f-6 y/— 1, lo premier membre devienne nul, ainsi que ses « — I premières dérivées.
Le cas actuel conduit à
C (A-=P-tB)</x__ r A{x^a)dx f (Aa-f-BW/x J [(-r-.«rVê*]" ^J [(x-.«)»-|-6']- ^J [(x-a)V6']-'
^^j r K(x-oL)fix ^ ^A
/A (x — a) ffx A,.., .. ^.
Soit X— a = 6«,
r (Aa4-B)//jr _ Ag-HB /* dz
/' dz _ z a/i — 3 /* </s
formule qui couduit fioalement à / — ; — ; = arc tang z, 342. On peut encore poser t — arc tangz : il en résulte
On développe cos*"*'/ suivant les cosinus des multiples de t et on intègre chaque terme.
intégration des fonctions irrationnelles.
343. Fonctions qui ne contiennent que des irrationnelles MONÔMES. — Faisant x — /«,
x'idx _ Ç\
344. On ramène au cas précédent toute fonction qui ne contient que des radicaux portant sur un mémo binôme du premier degré.
345. Fonctions qui contiennent un radical du second degré. — Le terme x' sous le radical est précédé du signe + . On pose
^ -\- bx -\- x^ = z — X,
-j _a -{-hz-\- z^
b-^iz
yfcT^bx -j- x* = — , . — >
( rt -4- ^3 -f- z' ) 2 r/z
dx = ,-/ , '
[b-i-iz]^
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La fonction donnée se changera en une fonction rationnelle de z.
Intégration de /(or, y/a-\-bx -- x^) rZr ; a > o
/ L i /" . ^ — "xzJa
\/a-\-bx — x^^wa-^-xz, x = ■ f— >
/ — n: — r^3 yfâ-^bzr-z^yfa _ a (g^ y/S — /^z -- y/T/) rfz
349. Troisième transformation quand les racines a, p du trinôme fl -+- />x ± x* sont réelles.
1^* x^ a le signe -h,
y/û -h ^x -H or* = (-^ — û') h Stuam. — y^n., I. 32
2* X» est précédé du signe — ,
y/a-^bx-^x-= ^^^, ,
/£r A — ax . _
= arc cos --r==. + C.
On peut intégrer une fonction rationnelle
qui contient des radicaux du deuxième degré portant sur deux binômes différents du premier degré.
352. Intégration des différentielles binômes. — Les différentielles binômes sont de la forme
ar{a'^h3ry dx.
On ne diminue pas la généralité de cette formule en supposant m et n entiers et /z > o , /? doit être supposé fractionnaire.
353 et 354. Cas D'iNTÉGRABiLrré.
n w-hi
= un nombre entier,
/7 = un nombre entier.
RÉDUCTION DB l'eieposant du binôme. far (a -{- ba^y dx
Au moyen de cette formule, on ôtera successivement de p toutes les unités que contient cet exposant.
357. L'emploi des formules (A) et (B) fera dépendre l'intégrale I af(a-i-bjif)'dx^ quand m eip sont positifs, de l'intégrale plus
simple
in étant le plus grand multiple de /i, inférieur â m, et ^ la partie entière de p.
358. Formules de béduction dans le cas on les exposants m et p sont négatifs.
r m/ L^x-j ar'^'{a-hba^)^' j.r-[a-^ba^Yd.^- ^^imï)--
Par cette formule, l'intégrale cherchée sera ramenée à
où in est le plus grand multiple de n contenu dans m.
lof* (a -\- bafY^dx = — '
- ^^ n-^-i-pn r ^ ^
Si /? est > i , on ramènera cet exposant à être compris entre o et i.
a^(ajf-i-bj:'YfLr
devient la différentielle binôme x^-*"^ (a + bx"^)P dx.
IIITÉGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES
362. Fonctions qui se RAMàNENT aux fonctions algébriques. — Si Ton a, sous le signe I , une fonction algébrique d'une transcendante, multipliée par la différentielle de cette transcendante,
on pose e* ou û* ou 1 JT == z.
363. Intégrale de z"P^j*, z étant une fonction transcendante de X. Posons
(A) /j!"P<ic=:Q2"— »R3^' + «(«— l)Sz"-' —
Pour obtenir
j^e^cosbzdz et / «" c" siii ôa dz^
on remplace dans la seconde formule du n*" 364 m par <i + 6 /—i, et l'on égale séparément les parties réelles et les parties imaginaires des deux membres.
/(sinjT, cosj:') dx,
/étant une fonction rationnelle. On pose tang-x= z; d'où
•^ ^ ' ' "^ \i-r z' i-1-z'y i-hz'
I smxcosxdx --- — -cosaJT-f-C.
iansxdx _- 1 h C.
° cos.r
5o2 TABLE ANALYTIQUE
dx
sinxcosx
= Itangx-hC.
r4^ = ltangix-hC.
J sinx ''a
Çdx)/
= — a v^ cos - JT -h C.
C0SX
= C08A-, —===. = sin*^.
= 1 tang h C
sinx + 6 C08X "" ^â* H^ Suivant les cas,
a sinx H- ^ cosx + c
a , (c — ^)tang|x4-a ^ arc tang ^ - °'- — j
ou
1 (<^~^) tang|x-f-fl — y/g'-h^'-- ^* , p
V^û* -T- ^' -1- c* (c — ^) tangjx -I- a 4- /a' -h ^' — c' 370. Intégration des produits db sinus et de cosinus.
sin{gx-+-^) s\ïi(a'x + b')dx ^ sin[(fl--g ' ) X + ^ - ^'] _ 8in[(fl + a^)x + ^ + ^'l . p
On intègre un produit de sinus et de cosinus lorsque les arcs se présentent sous la forme ax + b^ en transformant ce produit en Une somme de sinus ou de cosinus.
jsïù^xdx et /cos'*x<£r,
quand n est un nombre entier positif, se déterminent en développant sin'^xotcos'^xen fonction des sinus ou des cosinus des multiples dex.
Intégration des dfférentielles de la forhe
sin'"xcos'*xflLr. '
/, sin'"-»-*.rcos'»-*.r n — i /* . . ,
3ia'»xcos'*xax= i 1 sin'«xcos*-*xdjr.
m -7- n ni-^nj
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On sera conduit à / sin'^ xcLc, ou / sin'»a: cosxdx, 373. Quand m = —n^
tang*«j:rfa: = — -^ / tang'^-^jcoj:.
/L:«m «^«» j sin'«-*j:cos»^*x /w — i /* . „. sin'«xcos'»x dx = 1 / sin'"-*xcos''.r or.
Par là on réduit Texposant de sinx lorsque m est positif.
^\Xi"^x ~~"~(/n — i)sin"»-*a: w — i j sin"*-*x
pair
/L' «. j cosxf . . î// — ï . _ sin'^xax = I sin'^-i j: H sin'"~'x /w L ^^ — ^
(m— i)(/yi — 3) 8in'«-»x h- ...
im — i)(w — 3^. ..3.1 . 1 -+- i^ sm j:
ym — 2;iw — 4)*«-4«^ J
772 impair,
(tTI 0(772 --3). ..3.1 p
sin'^jrao: = I sin'"-* x h sin'w-'xH- . . .
~^(77i a)(772 — 4). . .ij
DES INTÉGRALES DEFINIES.
377. DÉFINITIONS ET NOTATIONS. — Lorsquo cp(j:) a pour différentiel le /(j:)</x, ç)(x) — C est nommée V intégrale indéfinie de la différentielle /(x;^. On fixe la valeur de G par la condition que l'intégrale devienne nulle pour x = a. Dans cette hypothèse^
C = — «p(a) et I f(,J:)dx ~ o{x) — ^(a).
5o4 TABLE ANALYTIQUE
f{x)dx^
f»0- 70 1 est dite intégrale définie , prise entre
D les limites /i et ^, ou depuis x == a
" jusqu'à x — h.
CABD.
SlGNinCATION GÉOMÉTRIQUE DE
l'intégrale définie. — La valeur de 'intégrale / /(x) d'à: est la surface
J' a^dx = j si /z + 1 est positif, 0 '' + » f »
Ja ^ \«/
ÎT
r8in-xrfx='-'-5--<="'-'^"
380. Intégrales définies considérées comme limites de sommes. — L'intégrale définie / f(x)dx est la limite de la somme des valeurs infiniment petites de la différentielle /(x) d[r, lorsque x varie, par degrés insensibles, depuis a jusqu'à b,
Si c est une valeur quelconque de x, on aura
r f(x)dx = Ç' f(x)dx + f f(x)dx.
Ja Ja Je
C f(x)dx= rf(x)dx+ rf[x)dx+ f^f{,x)dx+ f f{x)dx. Ja Ja Je Je Jg
383. Calcul approché d'une intégrale déhnie. — Soit i!'(x) une fonction de x telle, que Ton ait -Kx] </(x) pour toutes les valeurs de x comprises entre a et ^ :
f f(x)dx> f •l{x)dx.
Ja Ja
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Si xi^) est une fonction de a: telle, que Ton ait x(^) >/(■*)» de X = a k X = by on aura
f f[x)dx<f x{')d».
Ja Ja
i*» / e-^dx^u
œ 2** / e*dx = 00.
f^ dx _iv Jf, x'-\-c*~~^c
cosxdx est indéterminée.
ct(j:), fonction finie pour les valeurs de x supérieures à a.
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f{x)dx B. une valeur finie.
Si /z £ I , cette intégrale a une valeur infinie. 389. Intégrales dans lesquelles la FONcnoN sous le signe
DEVIENT INFINIE ENTRE LES LIMITES DE L'iNTÉGRATION OU A CBS
LIMITES. — uuana tiù) = 00 , i f[x]dx est idi limite ae rinteeraie
5.— Quand /(ô) = « , / f[x) dx est la limite de l'intégrali f{x)dx, lorsque c décroît jusqu'à o.
' f[x)dx est la limite de / f(x)dx, quandc
décroit jusqu*à o.
Si /(<?) est infime ou discontinue, c étant une quantité comprise entre a et b, on pose
f f[x)dx = Mm r y (x)dx-h\m f f(x)dx.
rb C-+-IJ
quand c et n décroissent jusqu'à o.
Des intégrales indéterminées. — L'intégrale
17 > o, 6 > o, est indéterminée.
393 à 396. Intégration par séries. — Si
on aura
f(x) dx =
DES MÀTliBES.
a va Ja
formule encore vraie même si la série «, 4- «, -i- «3 + • • • , convergente quand x est moindre que 6, devient divergente pour x = b^ pourvu que la dernière série soit encore convergente.
En général, si la formule de Maclaurin donne une série convergente,
on aura
f{x)dx = C + xf(o)^^f{o) + j^r{o)^....
Formules générales, x =f{^)i équation de CD, Flg
aireÂBCD
-^£f{x)dx.
Axes obliques (6 Tangle des axes),
aireABCD
'£^fi')
= sinô r /(
x) dx.
dx représente la différence entre la somme des seg-
Fig. 77.
ments situés au-dessus de Taxe des x et la somme des segments situés audessous.
399 (fig.So).
aireCC'M'M= rV-r')^.
5o8 400. Exemples.
Fig. 78.
Parabole quelconque,
m et n étant positifs.
aireOMP =
xy ,
La pa rabole partage le rectangle OPMQ dans le rapport constant de /i : m.
401. Réciproquement, il n*y a que les paraboles qui jouissent de cette propriété.
Courbe du genre hyperbole donnée par Téquation
met n étant deux nombres entiers positifs. n':> m, Ok = a.
aireACMP
i^ / n—m n — m\ = P"\JC " ~a « y.
La surface ÂCGH tend vers une limite finie, à mesure que le point G se rapproche de plus en plus de Tasymptote Oy» Cette limite est dans le rapport constant de /i à /i — /n avec le rectangle OPMQ =z xy,
403. Réciproquement, il n'y a que les courbes comprises dans l'équation x"/" —p qui jouissent de cette propriété.
Fig. 80.
FAX
^llipse
Cercley
COPM= -^ h — arcsin-*
secteur OCM = - arc CM.
a^f+b^x'^aHK
Le segment elliptique OPMB et le segment circulaire OPKG, qui
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correspondent à la môme abscisse » sont entre eux dans le rapport Fig- 8i. constant de b k a.
jr La surface de Tellipse est moyenne
proportionnelle entre les surfaces des deux cercles qui ont pour diamètres respectifs les axes de Tellipse.
secteur OBM secteur OCN ~ a
AMP =
bx yjx^ — (^
'ka
ab. / X -f- \/x^ — a^\ ■"T \ â /
408 Cfcloîde ÂMD engendrée par le mouvement du cercle ÂNB roulant sur la droite BD,
Fig. 83.
dx
aire AMP — / ydx
AMP = segm. ANQ.
L'aire comprise entre la cycloïde et sa base est égale à trois fois l'aire du cercle générateur.
409. Quadrature des courbes rapportées a des coordonnées Fig. 84. POLAIRES. — Si a désigne l'aire du
secteur COM, on aura
secteur OCM = « = i /r' r/0,
** cette intégrale ayant pour limites les
valeurs de 0 qui correspondent aux points G et M.
4i0. Spirale logarithmique , r= o^^.
Fiff. 85.
411. La quadrature des aires curvilignes est quelquefois rendue Fîg. 86. piQs facile par l'emploi des coordoo-
nées polaires.
Exemple, folium de Descartes,
«•-+-j^ ~ axy = o.
Parabole. /' = a/tx
414. Elupse. — Arc ^ellipse BM (^. 8i, p. 509), compté à partir du sommet B du petit axe,
= fl / d^^\ — ^sin'f.
i é" ^d^ sin*(p - i i ^*y^/f 8in>
5ii
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416 à 4i8. Quart de l'ellipse,
5\2.4.6 ) 7\2.4.6.8 j 4i9. Hyperbole, a^^-* — ^>x» = — a^t\
la a Tf (\ I cos'flp . 1.2.3 cos*^? . \ ,
On intègre cos'"f ^^ , m pair, en faisant [formule (F) du n^ 375],
ir
CuBATURB DE l'bllipsoïdb DB RivOLimON. Flg
Volume de rellipeoïde entier.
vol.AMP = ^(flx»-y)
Volume engendré par la demi-ellipse tournant autour du petit aie,
424. Volume engendré pab la révolution d'une gtgloïdb. — Solide engendré par le segment AMP (>%. 86, p. 499), tournant autour de Ax,
V = ira segm AQN — j (afl/ — /')'.
425. Volumes qui peuvent s'obtenir par une seule intégration. — Ceux où Taire a de la section faite par un plan parallèle au plan jrOz est fonction de la distance de ces deux plans.
Le volume compris entre deux plans parallèles à yOz menés à des distances a ei b s'obtiendra par la formule
= I udx.
426. Axes obliques, l étant l'angle que font les plans de section avec Taxe Ox,
V — sinX I ueLc,
Ellipsoïde rapporté à ses axes principaux
y» yi -.a
Volume entier de l'ellipsoïde,
^vabc*
429. Ellipsoïde rapporté à trois diamètres conjugués obliques,
Ellipsoïde entier,
ffé^'c'sinOsin).
fiOsin). / ,, ï ^a"*-
^9ra'6'c'8in9sin>.
430. Tous les parallélipipèdes construits sur les diamètres conjugués d'un ellipsoïde sont équivalents au parallélipipède rectangle construit sur les axes.
Volumes terminés par dfverses surfaces. — Une surface
quelconque CDEF
Fig. gS
deux plans parallèles à jOz, menés aux distances OA = a, OB = 6; deux cylindres droits
une seconde surface C'D'E'F'
432. Lorsque les deux surfaces cylindoques se réduisent à des plans parallèles à zOy,
a Je
' dx j Zify,
volume compris entre une surface quelconque, le plan j:j, deux cylindres parallèles à Taxe des z et deux plans parallèles au plan zO/.
434. Volume d'un corps quelconque terminé de tous côtés par une surface dont Téquation F(x, /, z) = o est connue.
Stchm. — An.f I. 33
5l4 TiBLE INILTTIQGK
InugiDOna no cylindre circonscrit à la snrbce, puaDèlemcnt à
FIg.gfi.
l'axe des t
4(x,jr)=o
représenle la trace du cylindre sar le plan xy, courba fermée; en la coupant par un plan parallèle à jOt, on aura deux ordonaées r— ?(') ^^ J-. = ?.(')■
Si z = MP, a, = M'P sont les deux valeurs de z tirées de l'équation de la surface, on aura pour le volume du corps
HH
(«-..)rfr.
tirrtGBALIS MULTIPLES. — *IBB9 DBS SITBFACBS COCBBBS.
439. Dbs nTTitGaALBS doubles. — Toute expression où il entre deux intégrales relatives à des variables différentes ut une ûuêgrale double.
Une intégrale double est définie lorsqu'on assigne les limitée des deux intégrations, indéfinie dans le cas contraire; on la repr^nta par I / zd^ify.
436, 437. One int^rale double \ dx \ zdjr est la limite do
Ja Jf{x)
Is somme de tous les produits de la forme zùx^x entre les limites des deux intégrations.
438. Intéobales tbiples. ~ Soit U =f{x,3r, *) une fonction de trois variables indépendantes x, y, i.
dx i dj- f Drff.
Jf(x) Jt(x,y)
Cette expression se nomme intégrale triple ; on la reprénnle anad fvdxdydt.
Hh
Ja Jf(x) J{(x,
\Jds = lim
(\Jùkx^x^z).
THioRàMB SUR l'oriire des intégrations
a J ol J a' J a
440. De l*airb des surfaces courbes. ^ L*aire d'une surface courbe, terminée à un contour quelconque, est la limite de Taire d'une surface polyédrique composée de faces planes, qui, en diminuant toutes indéfiniment, tendent à devenir tangentes à la surface considérée.
La surface polyédrique a une limite.
44i . Soit A Taire de la surface ; si /? et 7 sont les dérivées partielles ^ 6( ^ tirées de Téquation de la surfacOi on a
A= j j^i-hp'-i-q^dcdx.
ÂiRE DES surfaces de révolution
A...jrUy/,+ (|)-. ,
En désignant par j un arc compté à partir d'un point fixa on a
= aie / jrds.
443. Surface de l'ellipsoïde de révolution. — Surface engen- Fîg. 100. drée par la révolution de Tare BM,
^M A- — ^x^--^i + -arc8m-j.
p ^ ^ 445. Si Ton fait x = a dans Texpression précédente, et si Ton prend le double du
5l6 TABLE ANALYTIQUE DES MATIERES.
résultat on a,
-, . nnba ^iro' H arc sin e,
pour la surface totale de rellîpsoïde.
COURBES A DOUBLE COURBURE
Cosinus directeurs de la tangente, de la normale principale et de la binormaie. — Expression des coordonnées en séries. — Propriétés da plan osculatenr. — Formules de Serret. — Droites et surface polaires. — Développées. — Contact d'une ligne et d'une surface. — Sphère osculatrice. — Applications à Fhélice. — Contact de deux lignes.
OOfilNUS DIRECTEURS DE LA TANGENTE, DE LA NORMALE PRINCIPALE
ET DE LA BINORMALE
i*. Par un point quelconque M d*une courbe à double courbure on peut mener trois droites qui jouent un rôle capital dans l'étude des propriétés infinitésimales de la courbe : ce sont la tangente, la normale principale et la perpendiculaire au plan osculateur ou binormale; les résultats obtenus dans les n"* 271, 275, 286, 291 et 292 font connaître les cosinus directeurs de chacune de ces droites, c'est-à-dire les cosinus des angles qu'elle fait avec trois axes rectangulaires OXYZ ; il est bon d'en rappeler les valeurs. On a, pour la tangente,
(I) co8«=2r' «<»P=2J' «»1f=5ï'
pour la normale principale,
jdx jdr jdz
, . , as as as
(a) cos/=p-2j-, cosTO = p-^, <^08/î = p-^;
pour la binormale,
(3) <cosfx = p ^^ ,
dx d^x — drd^x
cosv = p
ds^
(') Cette Leçon ferait naturellement suite à la vingt-cinquième du textes
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Dans C08 formules, les coordonnées x, /, z peuvent être regardées comme fonctions d*un paramètre arbitraire /, dont la valeur caractérise chaque point de la courbe ; ds est Féiément d'arc, p la valeur absolue du rayon de courbure.
Sur chacune des trois droites considérées, on peut cheminer, à partir du point M, dans deux directions opposées auxquelles correspondent, en quelque sorte, deux demi-droiies; il y a donc lieu de caractériser les directions MT, MN, MB auxquelles se rapportent les cosinus donnés par les formules (i), (2), (3). 0 est clair que les demi-droites déûnies à l'aide de ces cosinus seroni toujours les mômes, quelle que soit Torientation des axes OX, OY, OZ, et, pour les distinguer, nous placerons nos axes d'une façon particulière : l'origine coïncidant avec le point M, la partie ^)0sitive de l'axe des x sera dirigée suivant la tangente du côté où s croît, celle de l'axe des j^ suivant la portion de normale principale menée du côté vers lequel la courbe tourne sa concavité; Taxe des z coïncidera avec la binormaie. Pour cette position particulière des axes, nous développerons les coordonnées d'un point quelconque de la courbe en séries ordonnées suivant les puissances de l'arc s compté à partir du point M, et nous en déduirons, non seulement le caractère des demi-droites MT, MN, MB, mais encore quelques propriétés importantes de la courbe.
DEVELOPPEMENTS DES COORDONNÉES EN SERIES
V, Si le point M ne présente aucune singularité, les coordonnées j?, x^ z, qui sont des fonctions bien déterminées de <r, peuvent se développer par la formule de Maclaurin en séries de la forme
suivante :
X = Ax -h A'j*-4- AV-+-. . .,
j^ = B j -I- B'f« -^ BV -H . . . ,
z =Cj-f-C'j«-4-CV-f-....
On en déduit, d'eprès les formules du n* 1*,
cosa = A-+-aA'j-4-3A'j«H-..., cos/ = p(aA'-4-6A'j -4-...\ cosp — B -i-aB'.f -t-..., cosm = p(2B'-+-6B*.ç -h...),
cosY =C -haC'x-h..., cos/i = p(aC'-H6C*S-H...).
Mais au point M, pour lequel / est nul, on doit avoir
co6a=±i, co8m=±:i, cosP = co8if= M)s/ = cosa=io;
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il en résulte
Pt étant le rayon de courbure au point M. D*ailleurs, quand s est positif et tr^ petit, x ei x doivent être positifs, par suite de l'orientation que nous avons donnée aux parties positives de OX et de OY; les premiers termes du dévdoppement de ces coordonnées ne sauraient être négatifs. En tenant compte des résultats qu'on vient d'obtenir, on peut écrire les valeurs de x, jr, « sous la forme suivante :
On en déduit
z = CS*-h, . ..
cosa = i-h3iw«-+-...,
(a) { cosp = — 4-3^j*-H...,
Po
coSY = 3«*-H..., cos/ = p(6af -*-...)»
cos/71 = p ( h 6bs -f- . . . j ,
cos/i = p(6cj-f-...).
Les cosinus directeurs de la binormale peuvent se calculer en prenant s pour variable indépendante : on a de la sorte
. /dy d*z dz d*x\ /3c , \
cosi* = p(— 6cy -H. . .), cosv =p( h6fcj-t-...j;
quand s tend vers zéro, cosv devient égal à Tunilé.
Nous pouvons dès maintenant caractériser les directions MT, MN, MB : la première est celle de la tangente menée du côté où /
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augmente ; MN se dirige vers le centre de courbure ; enfin la portion de binormale définie par les cosinus (3) (1*) est orientée, par rapport à MT et MN, comme la partie positive de Taxe OZ Test relativement aux parties positives de OX et de OY. .
3*. Nous allons déterminer les coefficients a, b, c. Gomme on a
toujours
cos'a •+• cos*p -h cos«7 = I,
la somme des carrés des seconds membres des équations (2) (2* } doit se réduire identiquement à Funité, les termes en ^, x<, x*, . . . disparaissant; si l'on écrit que le coefficient de x* est nul, on trouve
PÎ 6p?
En second lieu, remplaçons, dans les seconds membres des équations (3) (2*), p par sa valeur donnée par la formule de Madaurin,
et élevons ces équations au carré : la somme des seconds membres doit alors se réduire identiquement à Tunité; en écrivant que le coefficient de s est nul, nous aurons
Po o pî
En tenant compte de cette valeur de 6, on reconnaît que les expressions de cosX, cosjjl, cosv peuvent se mettre sous la forme
cosX = (3c-h8)j«,
cosfi = — (6cpo-+-e')j, cosv = I -H t'Sj
e, t\ t' s*annulant avec s. Si Tare s devient infiniment petit, langle des binormales à ses deux extrémités M et M' mesurera (296) la torsion ^ de cet arc, et Ton aura ? = v,
8in«© = i — cos*v = cos«X-t-cos»fi = (36c*pjH-Tf))jr«, T, 8*annulant avec s. Le rayon de torsion tq au point M est égal à
la limite do"- ou de — — pour j = o, c'est-à-dire à la valeur ab- (p sm<p '^ '
solue de :; — : on a donc bcpp
ro = ±^ , c = ±- ;
6cpo bropo
d'ailleurs, pour des valeurs positives et suffisamment petites de s, 2 a le signe de c; il faudra prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs selon que, en suivant la courbe à partir du point M du côté où s croît, on se trouve ou Ton ne se trouve pas, par rapport au plan osculaleur en M, du même côté que la binormale MB.
L'expression de cosfx donne lieu à une remarque qui nous servira plus loin : c'est que, pour des valeurs positives et suffisamment petites de s, l'angle p. est obtus ou aigu selon que la courbe est, par rapport au plan osculateur en M, dans la première ou la seconde position que nous venons de considérer.
^ 4*. La connaissance des valeurs de a, ^, c permet, en négligeant les termes de l'ordre de s^, d'écrire l'expression des coordonnées X, Xf ^ ^'^^ point quelconque de la courbe en fonction des éléments géométriques relatifs au point M, qui a été choisi arbitrairement : on trouve
6pJ " apo 6pJ Oropo
Quand s est suffisamment petit, les valeurs de ^ et de z se réduisent, sans erreur appréciable, chacune au premier terme de son développement, et l'on a immédiatement les deux théorèmes suivants :
i'* Le rayon de courbure d'une courbe en un point M est égal à la limite vers laquelle tend le quotient du carre' d'un arc MM' de cette courbe par le double de la distance du point M' à la tangente en M, quand MM' tend vers zéro,
a* Le rayon de torsion en M est égal à la limite vers laquelle tend le quotient du cube de l'arc MM' par six fois le produit du rayon de courbure en M et de la distance du point M' €ui plan osculateur en M.
On sait que la limite de ces quotients n'est pas altérée si Ton
remplace MM' par un infiniment petit dont le rapport à MM' tende vers Tunité.
Le premier théorème conduirait à l'expression donnée (291) pour p et à d'autres équivalentes; le second fait connaître explicitement la valeur de r; nous allons la calculer, parce qu'elle n'est pas donnée dans le texte. Soit
(X — x){dfd^z — dzd*jr)-h. ..= 0
1 équation du plan osculateur en M, par rapport à des axes rectangulaires quelconques; le point infiniment voisin M' a pour coordonnées
x^-dx -hi d>x H — rf»x,
z-\-dz -^ï d^z H ^ — â^Zy
s, e', e' étant infiniment petits; sa distance au plan considéré se
réduit à
. 1 {dyd^z-'dzd^yM\-^i)d^x
6 ^^d/d^z — dzd^Xf-^"'
divisant d^ par six fois cette distance, et par p, dont la valeur est connue, puis annulant, à la limite, 8, e', e', on trouve
^__^ (drd*z — dzd*X)*-^(dzd*x^dxd^zy-¥-(dxd^X-'4r^^)* *" {dxd^z^dzd^x)d*x-f-{dzd*x—dxd^z)d*X'^(dxd^X'-dxd^x)t^z'
on choisit le signe db de manière à rendre positif le second membre, dont la forme rationnelle est remarquable.
PHOPRliTES OU PLAN OSCULATEUR.
5*. Le plan osculateur en un point M a été défini comme passant par la tangente en M et par un point de la courbe infiniment voisin du point M; il peut y avoir avantage à le définir autrement. Ainsi, je vais montrer qu'un plan passant par le point M et par deux autres points Mt, Ms de la courbe va se conrondre avec le plan osculateur en M, quand les points Mi, Ms se rapprochent indéfiniment de M.
Prenons pour axes coordonnés les droites MT, MN, MB, et soient
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JPu Tu ^i, ^ii Xii ^s les coordonnées de Mi et Ms; Téquation du plan MMtMs est
Désignons par ^i, St les arcs MMi, MMs, et exprimons xi, xs, ... en fonction de ^i et st par les formules du n"" 4^ ; on pourra diviser
tous les termes de Téquation par stst— -* , et il restera
quand ^i et ^i tendent vers zéro, cette équation tend à se réduire à Téquation Z = o, qui représente bien le plan osculateur en M. Le plan osculateur en M peut encore être considéré comme la limite d'un plan mené par la tangente MT parallèlement à la tangente au point infiniment voisin M'. Les équations de cette droite, rapportée aux axes MT, MN, MB, sont de la forme
_ poY-~|.f«-+-... _ ^opoZ~i.y^-^^... .
le plan mené par Taxe de x, MT, parallèlement à cette droite, a pour équation
ToZ — (f*-+-.. .)Y = 0,
d'où l'on conclut la proposition énoncée. Ces équations montren encore que la plus courte distance des tangentes en M et en M' est
s*, e s'annulant avec s.
laropo
En général, les tangentes en deux points M, Mi d'une courbe à double courbure ne se rencontrent pas; mais, si MMi est infini, ment petit, on peut dire que les tangentes se coupent, à condition de négliger les infiniment petits du troisième ordre par rapport à MMi. Sous la même réserve, on dira que le plan osculateur en M passe par la tangente MT et par la tangente infiniment voisine.
6*. L'intersection du plan osculateur en M avec le plan osculateur au point infiniment voisin M' a pour limite la tangente MT.
En effet, Téqualion du plan osculateur en M', rapporté aux droites MT, MN, MB, peut s'écrire, en remplaçant x^y^ z par leurs
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expressions en fonction de s et multipliant tous les termes par
±2 Pc
(,^e')Z-(^-+.e"').f>=o; \oropo /
les termes e, e', e*, t'" contiennent s en facteur. Pour déterminer l'intersection de ce plan avec le plan osculateur en M, on fera Z = G dans l'équation précédente; on peut alors diviser tous les termes par s et si, après cette division, on fait s = o, on trouve réquation Y = o, qui, avec Z = o, représente la tangente MT.
Cela posé, imaginons les plans osculateurs en une série de points infiniment rapprochés sur la courbe donnée : les intersections de chacun de ces plans avec le suivant sont des droites qui coïncident avec les tangentes à la courbe et forment une surface réglée S, enveloppe des plans osculateurs. Une propriété essentielle de ce lieu S peut, dès maintenant, être mise en évidence en considérant un second mode de génération de la surface.
Prenons sur la courbe donnée une série de points a,b,c,d,e,... très rapprochés les uns des autres et formant les sommets d'un polygone inscrit dans la courbe : les plans de trois sommets consécutifs, tels que abc^ bcd, cde, ... ne coïncident pas en général, mais se coupent suivant des droites bc, cd, ...; ces droites, prolongées indéfiniment, constituent les arêtes d'une sorte de surface polyédrale ayant un très grand nombre de facettes très aiguës, situées
dans les plans abc, bcd^ Supposons maintenant que les points a,
b, c, ... deviennent infiniment nombreux et rapprochés les uns des autres : les droites bc, cd, ... tendront à se confondre avec les tangentes à la courbe et la surface polyédrale aura pour limite la surface S, qui en conservera les propriétés essentielles.
Il est évident que la surface polyédrale considérée peut être appliquée sur un plan donné P sans altérer la grandeur de ses éléments linéaires ou superficiels; il suffit de placer une des facettes sur le plan P, puis de faire tourner une facette adjacente autour de l'arête commune jusqu'à ce qu'elle coïncide avec P, et ainsi de suite. En passant à la limite, on voit que S peut être appliquée sur un plan sans altérer la grandeur de ses éléments linéaires et superficiels; il en résulte que l'angle sous lequel se coupent deux lignes de la surface est égal à celui sous lequel se coupent leurs transformées; on dit que la surface est développable.
On voit aussi que le plan d'une des facettes de notre surface polyédrale a pour limite le plan tangent à la surface S tout le long de la génératrice avec laquelle vient se confondre une des arêtes de la facette; d'ailleurs le plan de cette facette passe par trois sommets consécutifs du polygone abcde,..\ il a pour limite le plan oscuiateur à la courbe en l'un de ses points M, et ce plan touche S tout le long de la tangente MT.
La courbe donnée est \ arête de rebroussement de la surface S, En effet, si nous voulons trouver le lieu des traces des tangentes à la courbe sur un de ses plans normaux, le plan NMB, par exemple, il sufQt de faire X = o dans les équations de la tangente, rappelées à la fin du paragraphe précédent ; on a
\apo / \bropo /
on reconnaît que le lieu présente un rebroussement au point M; ce rebroussement se retrouve dans la trace de S sur tout plan mené par M sans passer par MT.
FORMULES DE SERRBT.
7*. Quand on se déplace sur la courbe, les neuf cosinus considérés n* 1* varient, en général, d'une manière continue : leurs différentielles ont des valeurs remarquables, que Frenet a fait connaître et dont M. Alfred Serret a montré toute l'utilité.
n sufSt de comparer les équations (i) et (a), 1*, pour en conclure
(i) dcosot, = — cos/, dcos^ = — cosm, dcosy = — cos/i.
Pour trouver les différentielles de cosX, cos^i, cos v, je mène par l'origine deux droites Ob, Ob\ égales à Tunité et parallèles aux binormales en deux points infiniment voisins M, M', dont la distance est ^; la droite bb'esi sensiblement égale à la mesure de l'angle
de torsion — : d'ailleurs, les plans osculateurs en M et M' peuvent
être considérés comme se coupant suivant la tangente MT, 6*, et le plan Obb' est parallèle au plan normal en M; le triangle Obb* étant isoscèle, la droite bb' fait un angle infiniment voisin de 90* avec la binormale MB, et, puisqu'elle est parallèle au plan normal en M, elle sera parallèle à la normale principale. Selon que l'arc MM'
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(ds étant supposé positif) est ou n'est pas, par rapport an plan oscnlateur en M, du même côté que la portion MB de la binormale, Tangle de 06' avec la direction MN est obtus on aigu; il en résulte que, dans le premier cas, la direction bb' est de sens contraire à ia direction MN; dans le second cas, elle est de même sens. Les projections de bb^ sur les axes sont (296) «f cosX, </cosfi, if cosv, et Ton a
^COSX =31 — cos/,
ds
(a) / rfc0S|i = q:: — cos/n,
, ds
^j^cosv ==p — cos/i;
il faut prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs, selon que MM' et MB sont ou ne sont pas du même côté du plan oscnlateur en M.
Enfin, le trièdre MTNB étant trirectangle, on a
cos' / = I — cos' a — cos* X, cos/c^cos/ = — cosa<^cosa — cosXifcosX;
si Ton remplace ^cosa et ^cosX par leurs valeurs (i) et (a), on peut tout diviser par cos/, et il reste
rfcos/ = cosaih — cosX.
On a de môme
£?cosm = cos 8 ± — cos u,
, dv , df
dcosn = cosY ± — cosv:
il faut choisir les signes supérieurs ou inférieurs de la môme manière que dans les équations (a).
DROITES ET SURFACE POLAIRES
8*. Soit (i) (X — a?) cosa -4- (Y —jr) cos p + (Z — «) cos^ = o l'équation du plan normal au point quelconque M de la courbe;
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si Ton désigne le premier membre par Y, Téquatioii du plan normal an point voisin M', tel que MM'=: Ai, pourra s'écrire
(a) V-hAV = V-f-^^-heW=o,
\£ s'annnlant vers Aj. L'intersection des deux plans normaux est /représentée par les équations (i) et (a); dans la seconde, on peut supprimer Y et diviser par £ls. Si alors on suppose que as tende vers zéro, e s'annule et l'on voit que l'intersection du plan normal en M avec le plan normal infiniment voisin est une droite D définie par les équations
la seconde s'obtient en différentiant le premier membre de l'équation (1), tenant compte du premier groupe des équations de Serret et observant que X, Y, Z ne dépendent pas de x; on trouve
-7- = ces/ -h — C08/7I
as p p
H COS/î — COS«a — COS" P — COS* Y-
La droite D peut donc être représentée par l'équation (i) et par l'équation
(3) (X — j:)co8/-4-(Y — j^)cos/n-f-(Z — 2)cos/i — p = o.
L'élimination de X — or entre les équations (i) et (3) donne
(Y — j) (cosa cosm — cosp cos/) -f- (Z — z) (cosacos/i — cos Y cos/) — p cosa = o.
En vertu des relations qui lient les cosinus directeurs de trois droites rectangulaires, le coefficient ài^Y—jr est égal à cosv, celui de Z — z à — cos fi, celui de p à cos m cosv — cos/z cos {a, et l'équation peut s'écrire
Çi—X — pcosm)cosv — (Z — z — pcos/i)cos(i = o.
La forme de cette équation et la symétrie des équations (i) et (3) montrent que la droite D peut être définie par le système des équations
. , . X — X — pcos/ __ Y —y — p cosw _ Z — z — p cos« , cosX ~ cos(x cosv '
Stqhm. — An., I. 34
53o couEs d'abalyse.
la droite est parallèle à la binormale en M et passe par le centre de courbure correspondant C; c*est Taxe du cercle de courbure; on lui donne aussi le nom de droite polaire.
9*. La droite polaire étant déterminée, on peut chercher ce que devient son point de rencontre avec le plan normal en M' quand MM' tend vers zéro. Nous écrirons l'équation du plan sous la forme
(aM V+^A^^-(^-^-tiJA^« = o,
T| s'annulant avec A^. La valeur commune des fractions (4) représente la distance u da point G au point (X, Y, Z) de la droite D, et l'on a
(6) X = xH-pco8/-4-acosX, etc.
En portant ces valeurs dans Téquation (a bis)^ on forme une
équation en u dont la racine exprime la distance du point G au point
de rencontre de D avec le plan normal en M'; après la substitution,
dW V et -^ s'annulent identiquement, et u est donné par la irans-
formée de l'équation -^-j + 7} = o. Supposons maintenant que
MM' tende vers zéro : on aura simplement -^-jf = o ; on peut
môme remplacer cette équation par celle qu'on obtient en égalant
à zéro la dérivée relative à x du premier membre de l'équation (3),
dV c'est-à-dire de p -^ • On trouve, en ayant égard aux formules de
Serret,
^ ^ / vs/cosa cosX\ , dû
la somme des trois termes analogues à cosa cos/ est nulle; quant à X, Y, Z, on les remplace par leurs valeurs (6), après avoir mis. au lieu de ic, sa limite U; il vient
/ F TT ^ V /cosa cosX\ do
(pcos/-4-UcosA) ( =p j -+■•••■+- j" =o;
si l'on effectue les trois produits qui entrent dans celte équation.
il se fait de nombreases rédactions, parce que le trièdre MTNB est trirectangle, et Ton a simplement
cLs
Les coordonnées da point limite cherché, que je désigne par P, sont
X = x-Hpcos/ dbr^jCOsX,
(7) { Y =^-hpcosm±r^cosfx,
Z = « -h p cos/i =*= '^ j^ cosv.
Désignons par (M) la courbe donnée et par (P) la courbe, lieu des points P; les éléments infinitésimaux des deux lignes aux points qui se correspondent sont liés entre eux d'une manière très simple. Au point M' infiniment voisin de M correspond un point P* infiniment voisin de P, et ayant pour coordonnées X + <;{X, Y + dï^ Z -t- ^; or la première des équations (7) donne
dK = dx-hdp cos/ — pds( q= j
dp ds C09 1 , ^ j dp ds r ds
ou, après des réductions évidentes,
rfX = ± [p hrf.rjf jcosX;
on a de même
rfY=±(py-hrf.rJ)cosi^, dl =±(p-^ -hd.r^j cosv.
On en conclut que la tangente à la ligne (P) au point P est la droite polaire D, et que Tare PP' a pour longueur
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Soient JU, ift>, 8, -Ç^, dit, ^ les angles que la tangente et la normale principale à (P) au point P font avec les axes coordonnés, À le rayon de courbure; on peut écrire
C0SJU = C08X, COSlfb = COS{X, COsC = 008 V.
Si Ton différentie, en ayant égard aux formules de Serret, on a, en valeur absolue,
rfS « fltf ,
■^COS< =yCOS/,
dS ^ djt
-5- cos 311 = — cosm,
dS ^ dx
-— cosX = — cos/i;
Sx. r
donc les normales principales à (M) età(P) aux points correspondants sont parallèles, et la torsion de Tare MM' est égale à la courbure de l'arc PF.
Le plan normal à (M) au point M est osculateur à (P), poisqu'fl contient la tangente et la normale principale en P; donc, la binormale à (P) au môme point est parallèle à la tangente MT. On en conclura, par un calcul analogue à celui qui vient d'être fait, que la courbure de Tare MM' est égale à la torsion de Tare PP*.
Les droites polaires étant tangentes à la courbe (P) forment une surface développable dtp^éiée surface polaire de la courbe (M), et dont (P) est Tarète de rebroussement ; cette surface est Fenveloppe des plans normaux è (M), et elle est tangente à chacun de ces plans tout le long d'une des droites polaires.
DEVELOPPEES.
10*. On a vu que le lieu des centres de courbure d* une courbe plane est une ligne, nommée développée, dont toutes les tangentes sont normales à la courbe proposée ; il n'en est plus de môme pour les courbes à double courbure. En effet, les coordonnées du centre de courbure G correspondant au point M sont
X = a: -h p cos/, Y =^ -h p cosm, 1 =z-\- p cos/i,
les cosinus directeurs de la tangente au lieu des centres sont
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proportionnels à
rfX= dx-i-dpcosl — pds( zf. j = rfpco8/±p~co8X,
dY ^ dp GQsm di p ^ cos jJt,
dl =:dp cos/1 ±p — C08V ;
ils ne peuvent coïncider avec ceux de la droite CM que si r est infini, ce qui n'a pas lieu d'une manière générale, à moins que la courbe donnée ne soit plane.
Il existe pourtant une infinité de lignes, auxquelles on conserve le nom de d^eloppées, et dont toutes les tangentes sont normales à une courbe quelconque donnée (M). Pour nous en rendre compte, par une série de points M, M', M', M', . . . très rapprochés sur la courbe, menons-lui des plans normaux dont les intersections successives sont des droites d, d\ d'^ ... qui auraient pour limites des droites polaires ; sur d^ choisissons arbitrairement un point q^ et menons les droites Mç, M'^ : elles sont normales à (M), puisqu'elles sont dans des plans normaux. La droite M'ç, prolongée au besoin, rencontre d* en un point 9', menons la droite W<j[ : elle est encore normale à (M), et rencontre d^ en un point g". Tirons la droite Wq*, qui sera normale à (M), et continuons la série de constructions que nous avons commencée; nous formerons un polygone qq'^. .., dont tous les côtés sont normaux à (M). Si les points M, M', M", ... se rapprochent indéfiniment, ce polygone aura pour limite une courbe dont les tangentes seront normales à (M); le point q a pour limite un point Q situé sur D dans une position tout à fait arbitraire; il y a donc une infinité de lignes satisfaisant à la condition proposée.
Lorsque les points M, M', M', ... sont infiniment voisins les uns des autres, les longueurs ^M et ^M', q'W et ^'M', q'M' et q'M", ... sont égales, en négligeant des infiniment petits du second ordre, au moins; la ligne polygonale qq'q'^-'q^'*^ sera sensiblement égale à W^^^q^'^^ — lAq, et, à la limite, on aura ce théorème :
Un arc quelconque de développée {sur lequel il n'y a pas de rehroussement) est égal à la différence des longueurs des tan-
gentes menées par ses extrémités jusqu'aux points où elles coupent normalement la courbe donnée,
11*. Nous allons indiquer un procédé simple pour déterminer analytiquement les développées d'une courbe. Le point Q de la développée, qui correspond au point M, est sur la droite polaire D; si Ton désigne par p la longueur GQ, comptée positivement dans le sens de MB, les coordonnées du point Q seront
I\ =a?+pCOS/ -hf'COsXj 7] = j -4- p cosm + p cos (JL, Ç = « -f- p COS/I -h V C08V ;
on en déduit
d^zzzdx-hdp cos/— ptbl qi j-^dv cosX qp p — cosi
= (rfprpp — jcos/ -h Mp± p — jcosX, rfij = (dp zp p — j cosm -h(difdzp-^j cosix,
rfÇ = (rfp:pp— j cos/i -+- (<£c±:p— jcosv.
Pour que la droite MQ soit tangente à la développée, il faut qu'on ait
ou
^rfpzpt»— )cos/-+- ydvT^z p — jcosX
pCOS/H-PCOSX
Itfpqzi' — lC0Sm-+-... xdpZU^V — |C08IIH--.- ~" p cosm -+- p COS |Jl ~" p COS/l -T- p COSv
ax \ ■ ôy Or une fraction de la forme -7 -77- ne peut prendre la môme
valeur pour trois systèmes de valeurs de x et j^ que si Ton a
régalitô des trois rapports (a) exige dono qae Ton ait
j ds j , d$
dp =^9 — aç±ip —
d'où, en réduisant,
pdv — udp dx
if* -h p* ^ r '
Le premier membre est la différentielle de arctang-t qui
mesure l'angle QMG; le second membre est la différentielle de la torsion totale de la eourbe, torsion qu'on sait calculer. Soient 6 la yaleur, choisie arbitrairement, de Fangle GMQ pour un point M« de la courbe, T la torsion totale à partir de Mo; on aura
CMQ = arctang - = 6 ip T,
V = ptang(OqiT);
en portant cette valeur de v dans l'équation (i), on a les coordonnées du point Q en fonction du paramètre qui définit la position du point M; il suffit d'éliminer ce paramètre entre les équa* tiens (i) pour avoir les équations de la développée qui correspond à la valeur adoptée pour 6.
Pour une autre développée, dans laquelle le point correspondant à M serait Qi, on aurait
QiMC=:ei=pT.
Les angles QMG, QiMG étant dans un môme plan, on a
QiMQ = QtMG - QMG « e,- 6;
donc les tangentes menées d'un point quelconque de (M) à deux développées données font entre elles un angle constant,
12*. Les développées d'une courbe sont, en général, des courbes, gauches situées sur la surface polaire, mais elles se transforment en lignes droites quand on applique la surface sur un plan.
Pour le démontrer, considérons les plans normaux à (M) en des points M, M', M', ... très voisins les uns des autres, et leurs intersections successives d, d!, d', ... (iO*); ces droite^ forment
les arêtes d'un polyèdre qui, à la limite, devient la surfoce polaire. Cherchons à appliquer sur un plan n toutes les faces de ce polyèdre et môme leurs plans tout entiers qui, après le rabattement, formeront comme des feuillets superposés. On fera coïncider avec n le plan normal en M, par exemple, puis on rabattra autour de d le plan normal en M'; mais l'arc MM' peut être considéré comme un arc de cercle ayant d pour axe ; après le rabattement, le point M' viendra coïncider avec le point M. Nous devrons ensuite faire tourner le plan normal en M' autour de la droite sur laquelle s*est déjà rabattue d'; cette rotation amènera M' en coïncidence avec M et M', et, en continuant, on verra que, lorsque toutes les faces du polyèdre auront été rabattues sur n, tous les points M, M', M', M**, . . . coïncideront.
Considérons en même temps les droites M 9, M'^ç', Wq*q'. ... qui nous ont conduit (10*) à la notion des développées: après le rabattement, elles passeront toutes par ce point où sont venus H, M', M', ... ; d'ailleurs, chacune d'elles a, avec la suivante, un point commun non situé sur la courbe (M); donc, après le rabats tement, elles ne formeront plus qu'une seule droite, sur laquelle viendront les points q, q\ ç', .... Quand les points M, M', M', . . . seront infiniment voisins, les points g, q\ q", ... auront pour limites les points de la développée, et ceux-ci viendront sur une même droite si l'on applique la surface polaire sur le plan II.
II résulte de là que l'arc QEQ' de développée qui passe par deux points Q, Q' de la surface polaire est plus court que toute autre ligne QHQ' tracée sur la surface entre les mêmes points ; si, en effet, on applique la surface sur un plan, les lignes QEQ', QHQ' changent de forme sans que leurs longueurs soient altérées; or la transformée de QEQ' est une droite, nécessairement plus courte que la transformée de QHQ'.
Une développée étant une ligne de longueur minimum sur la surface polaire, ses plans osculateurs doivent (788) être normaux à la surface; il est facile de vérifier que cette condition est satisfaite. On peut dire (5*) que le plan osculateurà la développée au point Q contient la tangente QM et la tangente infiniment voisine Q'M'; il contient donc le petit arc MM' et, par suite, est perpendiculaire sur le plan normal en M à la ligne (M); or ce plan touche la surface polaire au point Q; le plan osculateur à la développée est donc au même point normal à la surface polaire.
CONTACT d'une LIGNE ET D*UNE SURFACE.
13* Considérons une surface S et une ligne L ayant un point commun M où elles ne présentent aucune singularité. Prenons sur L un arc MM' que nous regarderons comme inGniment petit du premier ordre, et, par le point M', menons diverses droites assujetties à la seule condition de ne pas faire un angle très petit avec le plan tangent à S au point M : chacune de ces droites rencontre la surface en un point infiniment voisin de M'. Je dis que les segments infiniment petits M' M', M'M i , M'M,, . . . , déterminés sur les diverses sécantes, sont du même ordre de grandeur. En effet on a, dans le triangle M'M'M', par exemple,
M'M' sinM'M'iM*'
MM', sinM'M'M;
or ces rapports sont finis, parce que la droite M'M^i , sensiblement parallèle au plan tangent en M, fait avec M' M' et M'M*| des angles qui ne sont voisins ni de zéro, ni de 180**, et dont le sinus est fini.
Cela posé, si les segments M'M', M'M*|, ... sont des infiniment petits de Tordre /i + 1 , on dit que la surface et la ligne données ont, au point M, un contact du r^ ordre.
Rien n'empêche de regarder le segment M' M* comme la difi'érence des ordonnées des deux points où une parallèle à Taxe des z couperait L et S ; ce point de vue établit une analogie complète entre la définition qui vient d'être développée et ceUe qui a été donnée (227) pour le contact de deux lignes planes.
14*. Soient
F(X, Y, Z) = o Téquation de la surface; X, X, z les coordonnées du point M ; x-\- h^X-^ky z-^-l celles de M'; ar4-/i-Ha, /-i-A:-4-p, «-+-/4-Y celles de M'.
Une, au moins, des quantités //, k^ l est infiniment petite du premier ordre, les deux autres pouvant être d'ordre supérieur; de même, une, au moins, des quantités a, p, y ^^^ ^^ (^ "^ 0*^' ordre, les deux autres pouvant être d'ordre supérieur. Le point M' élant sur la surface, on aura
F(jc + //-h a, ^-t-A:-^p, z-4-/-4-y)=o;
d'où
f(j: -+- A, r -H A, « -H/) =— aFi- pF;^— tf;— . . . .
Le second membre est infiniment petit d'ordre n + 1, quels que soient les rapports mutuels de a, P, f ; donc la condition analytique pour que L et S aient un contact d'ordre n est que les coordonnées du point M', substituées dans le premier membre de Téquation de S, le rendent infiniment petit d'ordre n -+• i.
Les coordonnées d'un point quelconque de L peuvent être exprimées en fonction d'un paramètre t; alors F(x, j^, z) devient une fonction <p(^); soit 6 l'accroissement de t quand on passe du point M au point M'; on a
F(j:-i- /i, x-^k, 3H-/)= cp(/ -h 6)
Pour que cp(^H- 6) soit de l'ordre /i-hi, 6 étant du premier ordrOi il faut qu'on ait
(i) ?(0=o, ?'(0 = o, <p''(0=o, ..., oi«î(r) = o,
/ étanl, bien entendu, la valeur du paramètre relative au point M. Ces conditions reviennent aux suivantes :
(2> F(ar,/,2)=o, rfF = o, ci^*F = o, ..., rf»F = o.
On a /z -f- 1 équations qui se déduisent les unes des autres par différentiation, en regardant x, y^ z comme des fonctions de /.
15*. Quand l'équation F = o des surfaces d'une certaine famille renferme /z + i arbitraires, on peut, en général, choisir ces arbitraires de telle sorte que la surface correspondante ait, avec une ligne donnée L, un contact d'ordre n au point M; il suffit que les équations (2) soient satisfaites. On dit alors que la surface est osculatrice à la ligne donnée. En certains points de la ligne, on peut obtenir un contact d'ordre supérieur à /z, mais ces points sont exceptionnels.
Si l'on exprime qu'une surface de la famille considérée passe par le point M et par n points Mi, Ms, . . ., M» de L qui viennent se confondre avec M, on retrouve la surface osculatrice que nous avons définie. Soient, en effet,
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les valeurs que prend en M, Mi, Ms, . . ., M a le paramètre qui caractérise chaque point de L; nous devons avoir /i + 1 conditions de la forma
o(0=o, cp(r-+-e,)=o, ..., <p(*-+-6„)=o; les n dernières peuvent s'écrire, eu égard à la première,
les 8 tendant vers zéro en même temps que les 0. Or la théorie des équations linéaires montre que, si 0|, 6s, .... On sont distincts, ' le système précédent donne pour ^'C'), ^'(i): . . - des valeurs de la forme A161 + Âsei + . . ., Ai, As étant finis. Gela posé, faisons tendre 81, 6s, ... vers zéro : si, es, . . ., ?'('), «p" (f ), . . . tendront aussi vers zéro, et, à la limite, nous aurons n-hi conditions identiques avec celle du groupe (i) (14*).
L'équation générale d'un plan
AX-+-BY-f-CZ-t-D = o
contient trois paramètres arbitraires; un plan peut donc avoir avec une ligne donnée un contact du second ordre en un point tel que M ; il sufGt qu'on ait
Xx -T-Br H- Ca -H D =s o, Xdx -4-Brfr •+-Cdz =0, AflPxH-Brf«r-+-Crf«3 =0;
le plan déterminé par ces conditions est celui qui a déjà été considéré sous le nom de plan oscuUueur.
SPHÂRB OSCULATRICB.
16*. L'équation générale d'une sphère,
dépend de quatre paramètres; on pourra les déterminer de ma nière que la sphère ait avec une ligne donnée un contact du troi
sième ordre en un point tel que M. La première des équations de condition est
Pour obtenir les trois autres, nous différentierons trois fois la première par rapport à ^ en ayant égard aux formules de Serret; nous aurons d'abord
(a) (j: — rt)cosa-f-(j^— ^)cosp -+- (« — c)cosy = o, . . cos/ , ..cosm , .cos/?
OU, en multipliant par p,
(3) (jr — û)cos/-»-(^— 6)cosm-i-(« — c)cos/i-+-p = o.
Prenons encore la dérivée par rapport à x, et changeons les
signes
, ./cosa cosX\ - dp
{x^a)\ ip — cosacos/-4-...— j*- = o:
\ P /• / ds
si nous tenons compte de Téquation (a) et de la relation
cosaccos/-h cospcos/n + cosYCOs/i = o,
la dernière équation de condition devient
(4) (x — a)cosX -h (j — è)cosfx-h(3 — c)cosv ^^-^ = o.
Ajoutons membre à membre les équations (2), (3) et (4) après les avoir multipliées respectivement par cosa, cos/ et cosX, ou par cosp, cosm et cosfi, ou enûn par cosyi cos/i et cosv, nous en tirerons
a = jc-4-pcos/ itr—cosX,
jr =r ^ H- p cosm ^r ^ COSfl,
« = c -h p cos« àir -i- COSV ; ^ as
réquation (i) donne alors, pour le carré du rayon de la sphère osculatrice,
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Le centre de la sphère osculatrice coïncide avec le point P de Farôte de rebroussement de la surface polaire, dont les coordonnées sont calculées dans le n* 9* ; la grandeur du rayon R montre que la sphère coupe le plan osculateur suivant un cercle de rayon p, qui est le cercle de courbure. Conformément à une proposition générale établie au n"" 15*, la sphère osculatrice passe par le point M et par trois points infiniment voisins Mi, Ms, M3; son centre est à Tintersection des trois plans perpendiculaires sur les milieux de MMi, de MiMt, de MiM»; on peut le regarder comme le point de concours du plan normal en M et de deux plans normaux infiniment voisins.
APPLICATIONS A L'HiLICB.
i7*. Si, dans les formules du n° 298, nous remplaçons m par tangi, nous pourrons prendre les coordonnées d'un point de Thélice sous la forme suivante
x = Rcos^, 7- = Rsinr, « = R/tangt;
on en déduit
. Rrfr
as = .9
cos<
cosa = — cosi sin/, cosp = cosz cos/, cosy = sini;
i est l'angle constant que la tangente fait avec le plan de la section droite du cylindre.
Le premier groupe des formules de Serret nous donne
cos/ cos'icos/ cos/n cos^isinr cos/t
on en déduit un résultat déjà obtenu (303)
p= — r-., cos/ = — cosr, cos/n = — sm/, cos/i=o, ^ cos*« ' '
La forme bien connue de l'hélice montre que si, à partir d'un de ses points M| on chemine dans le sens où s croit, on est, par rapport au plan osculateur en M, du môme côté que la portion de binormale définie au n* 2*; il faut donc, dans les formules de Serret, prendre les signes supérieurs; le troisième groupe de ces
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formules nous donne, en divisant par dt^
R / cos'/sinr cosX\ C08I V H r J
cos« \ R r J
sinicos'/ cosv
on en conclut immédiatement
smrcose cos X = sln i sin t, cos {x = — sin i cos /, cosv = cosc,
résultats trouvés directement, mais moins simplement, an n® 304 Comme ^ est nul, le centre de la sphère osculatrice coïncide avec le centre de courbure; ses coordonnées sont
a = — R tang*t cosf, ^ = — R lang'isin/, c = R/ tangi;
son lieu est une hélice, parfaitement réciproque de Thélice donnée; la surface polaire est un hélicoïde développable.
Enfin, les formules du n^ 11* donnent pour les coordonnées d'un point quelconque d'une des développées, en supposant ( = o pour le point Mo,
{ = — R tang» i cos t -i p^ sin i tang( 8 — / sini),
Tj = — R iang«i sint r^ cos< tang(6 — /sini),
cos •
î = R/ tangi h : taDg(6 — /sini).
CONTACT DE DEUX LIGNES
18*. Soit M un point commun à deux lignes données; si Ton prend sur ces deux lignes deux arcs MM', MM' infiniment petits du premier ordre, on verra, comme au n"" 13S quo lo segment M' M' est d'un ordre infinitésimal déterminé, n, pourvu que sa direction fasse un angle fini avec chacune des tangentes en M; quand n > i, les courbes ont en M un contact d'ordre a — i. Les
conditions analytiques de ce contact consistent en ce que les coordonnées du point M', substituées dans les deux équations de la seconde courbe, rendent leurs premiers membres infiniment petits de Tordre n ; on peut aussi exprimer que les projections des deux lignes sur deux plans différents ont un contact de Tordre n — i; Tune ou Tautre méthode donne in équations de condition.
Quand les équations d'une ligne dépendent de 2/1 ou de a /i -m arbitraires, on peut faire en sorte que cette ligne ait un contact d'ordre n — i avec une courbe donnée en un point donné ; la ligne devient alors osculatrice à la courbe donnée. Une droite, dont les équations contiennent quatre paramètres, ne peut, en général avoir avec une courbe donnée qu'un contact du premier ordre; an cercle, dont les équations renferment six indéterminées, aura un contact du second ordre quand il sera osculateur. Une hélice peut avoir en un point donné d'une courbe gauche un contact du deuxième ordre avec cette courbe ; ses équations dépendent, en effet, de sept paramètres : quatre servent à déterminer la position de Taxe du cylindre ; le cinquième est le rayon de la base ; un autre fixe la position d'un point de Thélice sur la surface du cylindre; le septième est Tangle des tangentes avec les génératrices.
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DIFFERENTIELLES QUI DEPENDENT DES COURBES UNICURSALES
19*. Les différentielles algébriques qu'on a le plus souvent à considérer dans le Calcul intégral sont comprises dans la formule f{x^x)dx^ f désignant une fonction rationnelle des variables X eXjr qui sont liées par une équation algébrique et entière F(x,7)= o\ X Qi jr peuvent être regardés comme les coordonnées d'un point quelconque d'une courbe algébrique. On est loin de savoir intégrer, d'une manière générale, la différentielle considérée; mais l'intégration est très simple dans un cas qui présente d'ailleurs beaucoup d'intérêt, celui où j: et j^ peuvent s'exprimer en fonction rationnelle d'une variable r,
on a, par une simple substitution,
Jf{x,jr)dx=Jf[^{t),^,(t)]^'(t)di,
et il n'y a plus qu'à intégrer une fonction rationnelle de r*
20*. Les courbes dont les points peuvent se déterminer individuellement^ comme dit Chasles, à l'aide des équations (i), ont été nommées par M. Cayley courbes unicursalcs. Nous devons chercher les caractères géométriques qui correspondent à la déûnition onalytiquc si simple au point de vue du Calcul intégral. On peut
( ' ) Cette Leçon ferait naturellement suite à la vingt-neuvième du texte.
toujours supposer que les fractions cp et ^i aient le même dénominateur,
(2) x = ç(0=jj|fj, r = Yi(0 =
MO
et que les polynômes ^{t\ 4*1 (0> '^{^ soient premiers entre eux ; on peut même les considérer comme étant du môme degré m. les termes manquant dans quelques-uns étant censés avoir des coefficients nuls.
Je dis d'abord que la courbe considérée est du degré m. Cherchons, en effet, ses points de rencontre avec une droite quelconque : si, dans Téquation «x -+- pj -+- (v = o, qui représente celte droite, je mets pour x et ^ leurs valeurs (2), je vois que t doit satisfaire à Téquation
il y a m racines à chacune desquelles correspond un point d'intersection.
Je dis, en second lieu, que la courbe considérée Um a des points doubles, propriété qui n'appartient pas à une courbe quelconque, et que le nombre de ces points est
Supposons que, pour deux valeurs z' et ^ de r, on trouve pour x et y les mômes systèmes de valeurs : quand t variera de t' à z', la courbe reviendra à son point de départ qui sera un point double. Cherchons donc le nombre des couples r', r' qui satisfont à cette condition, en supposant, pour simplifier, que 7r(r) soit réellement du degré m, et sans facteurs multiples. On a des identités de la forme
les équations <p('')=<p(^), ?i('') = ÇiC'') reviennent aux suivantes ;
^^-^)D(.-.KV-a)-°-
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On rejettera la solution ^ — /*= o et l'on posera
nous aurons alors entre p ei q les deux équations
^là a^ — pa-^q Jmà a* — pa-+-q
Quand on aura chassé les dénominateurs, ces deux équations seront du degré m — i par rapport à p ei q; elles admettront (m — i)* solutions; mais il est facile de voir que plusieurs d*6atre elles ne donneront pas de points doubles. En effet, les deux équations rendues entières sont satisfaites si Ton a
(3) «*— p<i-+-g = o, b^^pb-^q = o;
d'où
p = a-hb^ q = ab, t' = a, t^= b;
pour ces deux valeurs de r, x et jr sont infinis sans que rien n'indique l'existence d'un point double, même à l'infini. Le nombre de manières dont on peut choisir les deux trinômes (3) que j'ai
supposés nuls est - m (m— i); le nombre des solutions à chacune
desquelles correspond un couple /', t^ donnant un point double se réduit donc à
On démontre en Géométrie qu'une courbe de degré m ne peut avoir plus de fx points doubles sans se décomposer en lignes de moindre degré ; on montre aussi qu'un point multiple d'ordre n
joue ici le même rôle que - /z(/t — i) points doubles, mais nous
nous bornerons au cas le plus ordinaire où il n'y a que des points
doubles.
21*. Pour qu'une courbe Um de degré m soit unicursale, il faut qu'elle ait (x points doubles; nous allons voir que cela suffit. Cherchons à déterminer une courbe Um-t de degré m — 3 qui passe par les (a points doubles de Um et, en outre, par m — 3 points simples donnés sur la même courbe. L'équation de la ligne de-
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mandée contient -m(m — i) coefficients; mais, comme Fun d'eux
peut être pris égal à l'unité, il y a - /n(m — i)— i paramètres
arbitraires; écrivons que Téquation est satisfaite par les coordonnées des
points imposés à Um-t ; nous aurons autant d'équations linéaires qu'il y a de paramètres à déterminer, moins un; tous ces paramètres pourront s'exprimer linéairement en fonction de l'un d'eux, que j'appelle t, et l'équation de U/n-s sera de la forme
(4) G(x,7)-hrG,(x,^) = o,
où tous les coefficients sont connus, sauf r.
Cherchons maintenant les abscisses des points d'intersection de Um et Vni-t • si on élimine^ entre les équations de ces courbes, on aura une équation H(x)= o de degré m (m — a), et dont les coefficients contiennent ^ à la puissance m. Mais l'équation H(x)=o doit admettre comme racines doubles les abscisses ai, as, ,^.^ a^ des points doubles et comme racines simples m — 3 quantités connues, ai, ocs, . . ., oLm^t; le nombre des racines qui dépendent de t est donc
m(m — a) — (/n — i)(/w — a)— (m — 3)=i, et le polynôme H sera de la forme
donc, à chaque valeur de t correspond un seul point de U/», dont
l'abscisse est de la forme x = ^~4 •
On trouverait de même, en éliminant x entre les équations de Um et de Um-i) qu'à la même valeur de t correspond un seul point
sur U/«, ayant pour ordonnée -—7—, • Les polynômes Tz(t)elTZi(t),
de degré /ti, ne peuvent être différents ; car alors, en réduisant x et j au môme dénominateur, on serait conduit (21*) à trouver que le lieu du point (x, 7) est de degré supérieur à m.
n ne sera pas nécessaire de former complètement l'équation H(x)=: o; il suffit de connaître la somme de ses racines, fournie
sans trop de peine par une méthode d'élimination due à Liouville, et d'en retrancher a(ai h- . . . -♦- a^)-h «i -h. . .h- a^-j pour avoir
la dernière racine ~^ • On fera une remarque analogue relativement à /.
22*. On peut aussi, comme Fa fait d'abord M. Clebsch, déterminer individuellement les points de Um à Taide de courbes Um-t de degré m — i, qu'on assujettirait à passer par les p. points doubles et par 2m — 3 points simples de Um. On verra, en raisonnant comme ci-dessus, que l'équation de Um-i est de la forme (4); l'équation aux abscisses des points communs à Um 6t à Um-i
aura
racine dépendant de /, et l'on sera conduit à des conséquences analogues à celles que j'ai exposées. Mais, en général, une équation de degré m^i doit donner lieu à des calculs plus longs qu'une équation de degré /n — a.
On ne pourrait pas employer des courbes de degré inférieur à m — a.
23*. Pour les coniques, fA est nul ; une conique quelconque est donc unicursale; et, en effet, si, par un de ces points xi,^i, nous menons une droite (Um-i),
(0 r— ri = '('^— *i)»
elle coupe la courbe en un seul point différent de (xi, j^i) et dont les coordonnées sont des fonctions rationnelles de t. Considérons la conique définie par l'équation
(2) F('^)7)=j' — ^ — b^ — cj:' = o; en tenant compte de l'identité
jr\ — a — bxi — cx\ = o, on tire des équations (i) et (2)
Xf /* — 2 ji t ■+■ cxi -4- b
_ — 7t^*-4-(Z>"H2g.rt)/— c.rt
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Nous pouvons prendre xi = o, ji = v/«; en faisant c = rfc i, on retrouve la transformation d'un radical du second degré indiquée aux n"" 346 et 348. Si Ton prend xi = o, ^i sera Tune des valeurs a, p qui annulent a-\-bx-\- cj?*; soit xi = a; on a, dans ce cas, 6= — c(a-+-P), et, en faisant c = =ti, on retombe sur les formules de transformation données n"" 349.
Une courbe du troisième degré est unicursale quand elle a un point double; si l'on prend ce point pour origine et si l'on pose j'=^tx{\}m-^)f on tire immédiatement de l'équation de U| des valeurs de x et^ en fonction rationnelle de /.
24*. Une courbe du quatrième degré, U4, qui a trois points doubles est unicursale ; nous déterminerons ses points individuellement à l'aide d'une conique Us passant par les trois points doubles et par un quatrième point qu'il est commode de supposer in6niment voisin d'un des points doubles; c'est dire qu'en ce point Ut a même tangente que Tune des branches de U4 qui s'y croisent. Rien n'est plus facile que de former Féquation de Ui et celles qui donnent les coordonnées des points communs à Ut et à U4.
Prenons pour U4 la lemniscate de Bernoulli
(i) (jc«-4- j«)«- a«(a:*— ^«)= o.
On reconnaît aisément, en rendant l'équation homogène, que la courbe a pour points doubles, non seulement l'origine, mais encore deux points situés à l'infini sur les droites définies par les équations j = dbarv/— ï. Les coniques Ut passant par ces trois points et touchant à l'origine, comme le fait U4, la droite
sont données par l'équation
(2) j7*-t-j* — ta(jr — x)=o.
Il s'agit de résoudre les équations (i)et(2) : si Ton porte dans la première la valeur de j:*-h^« tirée de la seconde et si Ton divise par à^ijr — x). il reste
cette équation, combinée avec l'équation (2), donne immédiatement
X = at > y SK af —, •
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DIFFÉRENTIELLES QUI RENFERMENT LÀ RACINE CARRÉE d'ON POLYNOME DU TROISIÈME OU DU QUATRIÈME ORDRE.
^*. Il y a une classe de différentielles algébriques /(x,^)<£r qui, au point de vue de TAnalyse, jouent un rôle plus important que lorsque x et^ sont les coordonnées d'un point d'une courbe unicursale ; ce sont celles dans lesquelles jr représente la racine carrée d'un polynôme X, qui contient x à un degré supérieur au second. L'intégration de la différentielle proposée ne peut plus se faire, en général, au moyen des fonctions algébriques, logarithmiques ou circulaires, mais elle introduit dans l'Analyse des fonctions nouvelles qu'on appelle intégrales elliptiques ou hyperellip^ tiques, suivant que le degré de X est ou n'est pas inférieur à 5. Nous nous bornerons aux intégrales elliptiques, en nous proposant de trouver le nombre des transcendantes distinctes ainsi introduites en Analyse, et de mettre sous les formes les plus simples les différentielles qui leur donnent naissance.
La fraction rationnelle /(x, /x) est nécessairement de la forme
Mi-r-NiV^X
M, N, Ml, Ni étant des polynômes; si l'on multiplie haut et bas par Ml — Ni /X, on peut écrire
P et Q étant des fonctions rationnelles de x. La différentielle proposée se compose de deux parties, l'une rationnelle P cirque nous
Odx savons intégrer, et l'autre ^=^y=- 9 que nous aurons seule à consi-
/X dérer.
26*. On peut toujours par une transformation réelle, à condition que les coeflQcients de X soient eux-mêmes réels, ramener la
différentielle ^^-rr^ à une autre de môme forme, mais dans laquelle
la quantité soumise au radical est un trinôme bicarré. Supposons d'abord que X soit du quatrième degré
X = Ax* -h Bx» T- Cx«-f- Dx -i- E;
nous excluons le cas où il y aurait des facteurs multiples puis-qu'on n'aurait plus en réalité qu'un radical du second degré. On sait que X, ayant ses coefficients réels, est toujours décomposable, au moins d'une manière, en un produit de deux facteurs du second degré à coefficients réels :
X = A(a?*-4-a^x-+-^)(x*-+-2g^x-hA').
On pose
X et p. étant deux constantes indéterminées; la transformation 8*opère sans difficulté et donne
dx _ (|x — \)dz (fi — ï.)dz
on a écrit, pour abréger,
F =: A({x» H- a^(x-^A), F' = fx' -^ag^fiH-//,
G--=A[XfiH-^(X --|x)-hn G'=^lii-^g'a-^iL)-^h', H = A(X« H-2^X-i-/i); H' = X« -+-2^'X-4-/i'.
Pour que Z soit bicarré, il suffit que G et G' s'annulent; de ces deux conditions on tire, en supposant ^^^,
X et fx sont racines d'une équation du second degré qu'on peut former, et elles seront réelles si la quantité
est positive. On peut écrire, en appelant a, p, a', ^' les racines de l'équation X = o rangées dans un ordre convenable,
a^ = __(a+p), A=ap, a^' = -(a'-H P'), ^' = «'P'; on aura alors
A = («p - a'P')«- (a H- p- a - p') [ap(a'-f- P')-a'P'(«-+- P)].
Si Ton calcule les coefficients de a< et de a, et le terme indépendant de a, on s'aperçoit qu'ils ont un facteur commun, et l'on
peut écrire
A = [«!_(«' -4- p')a^- flt'p'] [pî— (a'4- p')p + «'p'] = («-.«')(«__ P')(P_a')(P_P').
Quand Téquation X = o a deux ou quatre racines imaginaires, il n'y a qu'un mode de décomposition en facteurs réels; un des groupes a, p, a', p' ou tous les deux sont formés d'imaginaires conjuguées et A est évidemment positif. Quand les quatre racines sont réelles, X peut se décomposer de trois manières en facteurs réels du second degré; pour que A soit positif, il faut qu'il n'y ait pas une, et une seule, des quantités a', p' comprise entre ot et p comme cela arrive pour l'un des modes de décomposition; il faut alors faire un choix entre les trois systèmes de valeurs réelles de g^ h, g', h'\ mais dans tous les cas il y aura des valeurs réelles de X et fi satisfaisant aux conditions que nous avons posées; pour les connaître explicitement, il faudra toujours résoudre une équation du troisième degré.
Nous avons supposé g et g' différents; s'ils sont égaux, il suffit de remplacer x par z — g pour avoir un résultat de la forme cherchée, soit
dx dz
Quand X se réduit à un polynôme du troisième degré, on peut
toujours le décomposer en un produit de facteurs réels de la
forme
X = B(x — a)(j:«-+- %gx-^- h)\
le changement de variable que nous avons fait dans le cas du quatrième degré réussirait encore; mais il est plus simple de poser X = ot -^ 2* ; il vient alors
dx idz
27*. Dans le cas le plus général que nous ayons eu en vue,
nous sommes ramenés à une différentielle qu'on peut mettre sous
îa forme
RzH-S dz
Ri3-i-Si /z' où les polynômes R, S, Ri, Si et Z ne renferment que des puis-
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sances paires de z. Si ron multiplie haut et bas par R|— Siz, la différentielle prend la forme ^
f ^K dz , ..z dz
<p et (pi désignant des fonctions rationnelles de z*. ÏÏ suffit de poser z*= t pour ramener la seconde partie à ne contenir d'autre irrationnelle que la racine carrée d'un trinôme du second degré en t, et nous n'avons qu'à nous occuper de la première partie. On peut supposer qu'on ait fait sortir du radical la valeur absolue du terme constant de chacun des deux facteurs dans lesquels on a décomposé Z et ne considérer que la différentielle
où Z = (m2«±:i)(m'z>ihi).
28*. Nous allons, par un dernier changement de variable, réduire à un seul les divers cas que présente cette différentielle suivant les signes des quatre termes qui figurent dans l'expression précédente de Z. Par une analyse bien simple, on reconnaît que Z ne peut avoir que l'une des six formes suivantes, où les signes sont en évidence :
a» (I — fl«z«)(6«z*— i),
Dans le premier cas, on peut, en rangeant convenablement les facteurs, faire en sorte que a soit > 6; on pose
az = X. - = Ar; a
Hz dx
alors —^ se transforme en -,!_; i en désignant dorénavant par X
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le trinôme
nous supposerons toujours k positif et inférieur à l'unité.
Dans le second cas, on peut faire en sorte que a soit < b] noos poserons alors
dans ce cas et dans les trois suivants, la transformation est telle que, lorsque x* varie de o à 1,2* prenne toutes les valeurs qu rendent Z > o. Ici nous aurons
- k^xdx ,
-= se transforme en — 7 -7^ > X étant toujours le trinôme (i) v/z ^ v^X ^
où A <i.
Dans le troisième cas, nous poserons
et nous aurons
X dx
dz— ——z=zt I — û'«* = 4?*,
dz k dx
Dans le quatrième cas, nous poserons
it- ^'
et nous aurons
, xdx
dz k dx
tu — 1 ' ' '
Dans le cinquième cas, nous ferons en sorte que a soit > &, et
noas aurons
X* ,^ fl* — b* dz 1 d.r
a*(i — x*) fl« ^i a y/x
Enfin, le sixième cas, où /Z est toujours imaginaire, se ramène I au cinquième en faisant sortir — i du radical.
Quant à 9(2*), elle se transformera toujours en une fraction rationnelle 4'(x>) qui pourra se décomposer en éléments simples de la forme
p et 9 sont des entiers dont le premier peut être négatif. Nous
sommes donc ramenés, en définitive, à deux espèces d'intégrales,
savoir .
x^p dx ,. r dx
__ rx^pdx r <
x^)^^JL'
nous allons voir que toutes ces intégrales peuvent s'exprimer au moyen de trois d'entre elles et de fonctions élémentaires.
29*. En développant l'expression de X, on trouve
X = I — (IH- A» )a:« H- A:«x*, et Ton en déduit l'identité suivante :
d.xV- y/Z = fxxl^i ^dx-^x^ 2Â:«^~(i-hA«)j:
H-(fjL-+-2)A:«x|A-»-»-— .
Faisons (i=/7 — 3 et prenons les intégrales des deux membres, sans mettre en évidence de constantes arbitraires, puisque chaque intégrale en comporte une : il vient
- (2/> — a) (n- A-«)Up-i H- (a/? - i)A:*U;,. Cette formule permet d'exprimer au moyen de Uo, Ui et de fonc-
lions algébriques Tintégrale Us, puis Ui, U4, .• . et aussi U-.t, U-î, etc.
Pour obtenir une réduction analogue des intégrales V^, nous partirons de l'identité suivante, qui se vérifie sans diffîculiâ :
(i-^nx*)9
] _[2ç — (2<y- ï)(i-t-/ix«)]X-h[aA:«jr»-(i-!-A«)x«](i-^«x*)^^
On a aussi les identités
/i*X = A*(i-+-/ix«)«
— (/n- nk^-h aA:*) (i -h /ix«) -♦- (/i -H i) (« -h A*),
/i«[aA«x*-(n-A«)x«]
= 2A:*(i 4- /ix»)» — (/i -+- /iA:«-h 4 A:«)(i -h /ix*) H- /i -t-/ïA«-+- ait».
Si l'on multiplie par /z* tous les termes de l'égalité (i), on pourra transformer le numérateur du second membre au moyen des deux dernières identités; on ordonnera le second membre par rapport à i h- nx* et, en intégrant, on trouvera sans peine
— i^g — 0 [«(« -+- a) H- (2/1 -+- Z)k^]Vç (*) I H-(2^ — 2)[/i-f-(/i-h3)A:«]Vç-i
/i*xv/x
(i-H/iA*»;»
Cette relation subsiste quand même un ou plusieurs des indices des Y seraient négatifs. Supposons d'abord n différent de — i et de — A:>; en faisant 9 = 1, la relation (2) permet d'exprimer Vt au moyen d'un terme algébrique, de Vi, Vo et V-i; mais Vo n'est autre que Uo, et V.i que Uo + tzUi. En donnant ensuite à q les valeurs 2, 3, 4> ..., on pourra exprimer Vj, V4, ... au moyen de Vf, de Uo, de Ui et de termes algébriques.
Quand n est égal à — i ou à — A*, le premier terme disparaît de la relation (2), et celle-ci montre qu'on peut, dans ce cas, exprimer Vi, Vi, Vj, ... au moyen de Uo, Ui et de termes algébriques.
INTEGRALES ET FONCTIONS ELLIPTIQUES
30*. En résumé, les transceDdantes distinctes introduites par Fintégration de la différentielle /(or, v^) dx se réduisent à trois, Uo, Ui et Vi. Nous prendrons, comme on fait habituellement, les intégrales à partir de x = o, et nous poserons
Jr' dx
Xx^dx /(,_^.2)(i_A«j:«)
x«)v/(i — xî)(i — A«x»)'
ces intégrales sont connues sous les noms ôUnt^grales elliptiques de première, deuxième et troisième espèce; la constante k est le module, n le paramètre de l'intégrale de troisième espèce. Le nom d'intégrales elliptiques vient de ce que, dans une ellipse où le demi grand axe est égal à l'unité et l'excentricité à A:, un arc compté à partir du sommet du petit axe a pour longueur
Legendre avait même donné à cette fonction s le nom d'intégrale de seconde espèce.
Si l'on pose a: = sin<p, les intégrales elliptiques prennent des formes remarquables :
/•^ do
J. /i - A* si
f , '— • — y ç V^i — ^*sin*cp
r^ éh
Jq (i -»-/îsin'ïp)/i — A'sin'ïp
Les intégrales eUiptiques ne peuvent, en général, se réduire
56o EXERCICES SUR LE CALCUL INTÉGRAL.
14. Lieu des centres des hyperboles équilatères qui ont en an point donné un contact du second ordre avec une courbe donnée.
15. Trouver le lieu des foyers et Tenveloppe des axes des paraboles qui ont en un point donné un contact du second ordre avec une courbe donnée.
16. Trouver l'équation de la conique qui a en un point donné un contact du quatrième ordre avec une courbe donnée.
17. Lieu des points de rebroussement des courbes du troisième degré qui ont pour asymptotes trois droites données.
QUESTIONS PROPOSEES AUX EXAUENS DE LICENCE
1 . Étant donnée une courbe du troisième ordre ayant un point double 0, trouver l'enveloppe des cordes D qui sont vues du point O sous un angle droit. Application aux courbes représentées par les équations (*)
2. Déterminer les points où la courbe définie par les équations
x = au — bs\nu, y=^a — 6cosu
(a et h étant des constantes et u un paramètre variable) peut avoir un contact du troisième ordre avec un cercle.
3. Trouver une courbe plane telle que le rayon de courbure en un quelconque de ses points soit proportionnel au cosinus de l'angle que la tangente fait avec Taxe des x.
4. Trouv3r une courbe plane telle que les diagonales du quadrilatère formé par les axes coordonnés et par la tangente et la
(*) Dans ceux des énoncés où figurent des coordonnées rectilignes» on devra supposer les axes rectangulaires.
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normale en un quelconque de ses points se coupent sous un angle donné.
5. En un point quelconque M d'une parabole dont le sommet est 0, on élève une droite ÛP perpendiculaire au plan de la courbe et proportionnelle à l'aire comprise entre l'arc OM et sa corde ; trouver le lieu du point P ; calculer sa courbure et sa torsion en P, ainsi que la longueur de l'arc OP.
6. Déterminer une courbe située sur un cône droit et telle que toutes ses tangentes coupent une circonférence donnée dont le plan est perpendiculaire à l'axe du cône et dont le centre coïncide avec le sommet. Rectifier la courbe trouvée; calculer ses rayons de courbure et de torsion.
7. Sur un cylindre de révolution, trouver une courbe telle que la droite menée d'un quelconque de ses points M à un point fixe sur l'axe du cylindre soit proportionnelle au cosinus de l'angle qu'elle fait avec la tangente en M. Rectification de la courbe. Aire cylindrique comprise entre deux génératrices, un arc de la courbe et une section droite du cylindre.
8. Cakuler les rayons de courbure et de torsion en un point do rintersection de l'hélicoïde défini par l'équation
3 = m arc tang —
et d'une surface gauche de révolution autour de l'axe des z,
9. Calculer l'aire comprise à Fintérieur des boucles formées par Tune des courbes
n étant un entier donné.
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13. Calculer la partie de Taire d'un cdne droit comprise entre le sommet et un plan donné
14. Le centre d'une sphère de rayon donné parcourt une hélice iracée sur un cylindre de révolution; trouver l'équation et Taire de Tintersection du plan d'une section droite du cylindre avec la surface enveloppe de la sphère.
15. Aire de la partie d'un paraboloïde elliptique comprise à Tinlérieur du lieu des points où la normale au paraboloïde fait un angle donné avec son axe.
16. Volume compris entre le plan des xy, le paraboloïde xjr=az et le plan x -f- j -h z = a.
17. Soit AB un arc d'hélice tracée sur un cylindre de ré vol ulion; ses tangentes engendrent une portion de la surface d'un héiicoïde développable : calculer Taire de la partie de cette surface comprise entre Tare AB, la tangente en B et le plan de la section droite du cylindre menée par le point A; volume compris entre ce plan, le cylindre, Thélicoïde et le plan qui touche le cylindre au point B.
18. Surface engendrée par une droite AB qui rencontre Taxe des z sous un angle constant en un point A tel que OA soit pro> portionnel à Tangle dièdre BOAX ; évaluer Taire de la surface si> tuée au-dessus du plan des ay et limitée par une génératrice; volume compris entre les plans Oxr, OAB et la surface.
19. Discuter le lieu du point d'intersection de deux droites, dont Tune tourne autour de Torigine avec une vitesse angulaire constante, tandis que Tautre, parallèle à Taxe des .r, est animée d'un mouvement de translation uniforme. Montrer que la construction exacte de la courbe résoudrait le problème de la quadrature du cercle.
20. Déterminer Taire comprise entre les portions situées dans Tangle positif des coordonnées ( rectangulaires) des quatre courbes que représente T équation
quand on donne successivement à X* les valeurs - c', | c*, ~ c*
etjc».
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plan donné, sont réfléchis par une courbe située dans le plan ; méthode générale pour déterminer Tenveloppe des rayons réfléchis. Cas où la courbe est :
i*" Une parabole, le point P étant sur Taxe; 2"* Une circonférence, le point P étant à Finfini.
22. On considère les sections faites dans une surfece du second ordre par des plans menés suivant une droite qui touche la surface en M : lieu du centre du cercle osculateur à la développée d'une quelconque de ces sections au point qui est le centre de courbure de la section en M.
23. Déterminer l'arête de rebroussement de la surface enveloppe d'une sphère de rayon donné, qui se meut de manière à conserve un contact du second ordre avec une courbe donnée.
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L'objet de cet Ouvrage était tout d'abord de reproduire le Cours professé par M. Jordan à TÉcole Polytechnique. Mais l'auteur s'est trouvé conduit à élargir son plan primitif par l'introduction de développements nouveaux qui n'avaient pu trouver place dans ses Leçons.
Ainsi la théorie des fonctions elliptiques a été poussée jusqu'à la transformation inclusivement.
Une place assez large a été donnée à l'exposition des recherches de Jacobi et de ses successeurs, MM. Clebsch, Lie et Mayer, sur les systèmes d'équations différentielles, les équations aux dérivées partielles, et la seconde variation des intégrales définies.
De nombreux emprunts ont été faits aux travaux de MM. Briot et Bouquet, Fuchs, Halphen, Picard et Poincaré sur l'application delà nouvelle théorie des fonctions aux équations différentielles du premier ordre et aux équations linéaires d'ordre quelconque.
Enfin un Chapitre étendu a été consacré aux méthodes d'intégration des équations aux dérivées partielles que l'on rencontre en Physique mathématique.
L'extrait ci-joint de la Table des matières pourra donner une idée suffisante du contenu de cet Ouvrage.
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CALCUL différentiel.
Crap. I. Dérivées et différentielles. — I. Déûoitions. II. Dérivée et différenticlle d'uae fonction d'une seule variable. 111. Dérivées partielles. Différcn-
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Intégrales définies et indéfinies.
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Note sur quelques points de la théorie des fonctions. Théorème de M. Darboux. Fonctions intégrables. Fonctions à variation limitée. Fonctions continues sans dérivée. Dérivées des fonctions implicites. Courbes continues. Courbes rectifiables, courbes quarrables. Remarques sur les fonctions d'une variable imaginaire. Fonctions à domaine limité par une ligne critique. Discontinuité de certaines intégrales définies. Une même expression peut représenter des fonctions différentes dans diverses parties du plan.
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