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INTRODUCTION
\^ UELQUEs personnes, qui ont bien vouîu guider mes premiers pas dans ia carrière des sciences , et parmi iesqueîles je citerai avec reconnaissance MM. Laplace et Poisson, ayant témoigné le désir de me voir publier ie Cours d'analyse de l'Ecoie royale polytechnique , je me suis décidé à mettre ce Cours par écrit pour la plus grande utilité des élèves. J'en offre ici ia première partie connue sous ïe nom dî* Analyse algébrique , et dans iaqueiïe je traite successivement des diverses espèces de fonc-
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tions réelles ou imaginaires , des séries convergentes ou divergentes, de ia résolution des équations, et de la décomposition des fractions rationnelles. En parlant de la continuité des fonctions , je n'ai pu me dispenser de faire connaître les propriétés principales des quantités infiniment petites , propriétés qui servent de base au calcul infinitésimal. Enfin, dans ies préliminaires et dans quelques notes placées à la fin du voiume, j'ai présenté des déveîoppemcns qui peuvent être utiles soit aux
Professeurs et aux Elèves des Collèges royaux, soit à ceux qui veulent faire une étude spéciale de l'analyse.
Quant aux méthodes , j'ai cherché à leur donner toute la rigueur qu'on exige en géométrie , de manière à ne jamais recourir aux raisons tirées de ia généralité de i'aïgèbre. Les raisons de cette espèce , quoique assez communément admises, sur-tout
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dans ie passage des séries convergentes aux séries divergentes , et des quantités réelles aux expressions imaginaires, ne peuvent être considérées , ce me semble , que comme des inductions propres à faire pressentir quelquefois la vérité , mais qui s'accordent peu avec l'exactitude si vantée des sciences mathématiques. On doit même observer qu'elles tendent à faire attribuer aux formules algébriques une étendue indéfinie, tandis que, dans la réalité, la plupart de ces formules subsistent uniquement sous certaines conditions , et pour certaines valeurs des quantités qu'elles renferment. En déterminant ces conditions et ces valeurs, et en fixant d'une manière précise ie sens des notations dont je me sers , je fais disparaître toute incertitude ; et alors les différentes formules ne présentent plus que des relations entre les quantités réelles , relations qu'il est toujours facile de vérifier
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par la substitution des nombres aux quantités elîes - mêmes. H est vrai que , pour rester constamment fidèle à ces principes , je me suis vu forcé d'admettre plusieurs propositions qui paraîtront peut-être un peu dures au premier abord. Par exemple , j'énonce dans ie chapitre Vï , qatine série divergente n^apas de soîmne ; dsius le chapitre VII, q\i\ine équation imaginaire est seulement la représentation symbolique de deujc équations entre quantités réelles ; dans îe chapitre IX , que , si des constantes ou des variables coînprises dans une fonction f après avoir été supposées réelles , deviennent imaginaires , la notation à l'aide de laquelle la Jonction se trouvait expi^imée ^ ne peut être conservée dans le calcul qu'en vertu d'Orne convention 7iouvelle propre à fixer le sens de cette notation dans la dernière hypothèse ; ^c. Mais ceux qui liront mon ouvrage reconnaîtront,
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je l'espère , que les propositions de cette nature , entraînant Theureuse nécessité de mettre plus de précision dans ies théories, et d'apporter des restrictions utiles à des assertions trop étendues , tournent au profit de l'analyse, et fournissent plusieurs sujets de recherches qui ne sont pas sans importance. Ainsi , avant d'effectuer la sommation d'aucune série, j'ai dû examiner dans quels cas les séries peuvent être sommées, ou, en d'autres termes, quelles sont les conditions de leur convergence ; et j'ai, à ce sujet, étahli des règles générales qui me paraissent mériter quelque attention.
Au reste, si j'ai cherché, d'une part, à perfectionner l'analyse mathématique, de l'autre, je suis loin de prétendre que cette analyse doive suffire à toutes les sciences de raisonnement. Sans doute , dans les sciences qu'on nomme naturelles , la seule
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méthoJo qu'on puisse employer avec succès consiste à observer ies faits et à soumetti-e ensuite les obserA ations au calcul. Mais ce serait une erreur grave de penser qu'on ne trouve la certitude que dans les démonstrations géométriques, ou dans ie témoignage des sens ; et quoique personne jusqu'à ce jour n'ait essayé de prouver par l'analyse l'existence d'Auguste ou celle de Louis XIV, tout homme sensé conviendra que cette existence est aussi certaine pour lui que le carré de l'îiypothénuse ou le théorème de Maclaiirin. Je dirai plus ; la démonstration de ce dernier théorème est à la portée d'un petit nombre d'esprits , et les savans euxmêmes ne sont pas tous d'accord sur l'étendue qu'on doit lui attribuer ; tandis que tout le monde sait fort bien par qui la France a été gouvernée dans le dix-septième siècle, et qu'il ne peut s'élever à ce sujet aucune contestation raisonnable. Ce que je dis ici
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d'un fait historique peut s'appliquer également à une foule de questions, en religion , en morale , en politique. Soyons donc persuadés qu'il existe des vérités autres que les vérités de l'algèbre , des réalités autres que les objets sensibles. Cultivons avec ardeur les sciences mathématiques, sans vouloir les étendre au-delà de leur domaine; et n'allons pas nous imaginer qu'on puisse attaquer l'histoire avec des formules, ni donner pour sanction à la morale des théorèmes d'algèbre ou de calcul intégral.
En terminant cette Introduction, je ne puis me dispenser de reconnaître que les iumières et les conseils de plusieurs personnes m'ont été fort utiles , particulièrement ceux de M3I. Poisson, Ampère et Coriolis. Je dois à ce dernier, entre autres choses, la règle sur la convergence des produits composés d'un nombre infini de facteurs, et j'ai profité plusieurs fois des
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observations de M. Ampère ^ ainsi que des méthodes qu'il développe dans ses Leçons d'analyse.
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FAUTES
COBRECTl ONS.
"^SïO.
— cos.x — -^HTsin.x,
= COS. X — y/lTTsin. x.
Urctang. ^ 1 /—
farctang. _^ j /-'
aG"/^
du 4-'^ théorème
du 6.* théorème
DE
Revue des diverses espèces de quantités réelles que l'on considère, soit en algèbre , soit en trigonométrie, et des notations a V aide desquelles on les représente. Des moyennes entre plusieurs quantités.
JroUR éviter toute espèce de confusion dans ie langage et lecriture algébriques, nous allons fixer dans ces préliminaires la valeur de plusieurs termes et de plusieurs notations que nous emprunterons soit à l'algèbre ordinaire , soit à la trigonométrie. Les explications que nous donnerons à ce sujet sont nécessaires , pour que nous ayons la certitude d'être parfaitement compris de ceux qui liront cet ouvrage. Nous allons indiquer d'abord quelle idée il nous paroît convenable d'attacher à ces deux mots, nombre et quantité.
Nous prendrons toujours la dénomination de
TOM. 1. A
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nombres dans le sens où on l'emploie en arithmétique , en faisant naître les nombres de la mesure absolue des grandeurs; et nous appliquerons uniquement la dénomination de quantités aux quantités 7'éelles positives ou négatives, c'est-à-dire, aux nombres précédés des signes -h ou — . De plus, nous regarderons les quantités comme destinées à exprimer des accroissemens ou des diminutions ; en sorte qu'une grandeur donnée sera simplement représentée par un nombre, si l'on se contente de ia comparer à une autre grandeur de même espèce prise pour unité, et par ce nombre précédé du signe -h- ou du signe — , si on la considère comme devant servir à l'accroissement ou à la diminution d'une grandeur fixe de la même espèce. Cela posé , le signe -+- ou — placé devant un nombre en modifiera la signification , à-peu-près comme un adjectif modifie celle du substantif. Nous appellerons valeur numérique d'une quantité le nombre qui en fait la base, quantités égales celles qui ont le même signe avec la même valeur numérique , et quantités opposées deux quantités- égales quant à leurs valeurs numériques , mais affectées de signes contraires. En partant de ces principes, il est facile de rendre compte des diverses opérations que l'on peut faire subir aux quantités. Par exemple , deux quantités étant données, on pourra toujours en trouver une troisième qui, prise pour accroissement d'un nombre fixe, si elle est positive, et pour diminution dans le cas contraire, conduise au même
résultat que les deux quantités données, employées i'uue après l'autre à pareil usage. Cette troisième quantité, qui à elle seule produit le même efïet que les deux autres , est ce qu'on appelle leur ^lomme. Ainsi les deux quantités— lo et -t- y ont pour somme — 3 , attendu qu'une diminution de i o unités, jointe à une augmentation de y unités, équivaut à une diminution de 3 unités. Ajouter deux quantités, c'est former leur somme. La diiTércnce entre une première quantité et une seconde , c'est une troisième quantité qui, ajoutée à ia seconde, reproduit la première. Enlin, on dit qu'une quantité est plus grande ou plus petite qu'une autre , suivant que la différence de la première à la seconde est positive ou négative. D'après cette définition, les quantités positives surpassent toujours les quantités négatives , et celles-ci doivent être considérées comme d'autant plus petites que leurs valeurs numériques sont plus grandes.
En algèbre , oji représente non - seulement les nombres, mais aussi les quantités, par des lettres. Comme on est convenu de ranger les Jiombrcs absolus dans la classe des quantiîé's positives, on peut désigner la quantité positive qui a pour valeur numérique le nombre A, soit par-+-y/, soit par A seulement, tandis que la quantité négative opposée se trouve représentée par— .1 De même, dans le «as où la lettre a représente une quantité , on est convenu de regarder comme synonymes les deux expressions « et ^-t/, et de représenter par - «
la quantité opposée k -h-a. Ces remarques sufTisent pour établir ce qu'on appelle la règle des signes [voyez la note I/^].
On nonuîie quantité variable celle que l'on considère comme devant recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des autres. On désigne une semblable quantité par une lettre prise ordinairement parmi les dernières de l'alphabet. On appelle au contraire quantité constante^ et on désigne ordinairement par une des premières lettres de l'alphabet toute quantité qui reçoit une valeur fixe et déterminée. Lorsque les valeurs successivement attribuées à une même variable s'approchent indéfiniment d'une valeur fixe , de manière à finir par en différer aussi peu que l'on voudra , cette dernière est appelée la limite de toutes les autres. Ainsi , par exemple , un nombre irrationnel est la limite des diverses fractions qui en fournissent des valeurs de plus en plus approchées. En géométrie , ja surface du cercle est la limite vers laquelle convergent les surlaces des polygones inscrits, tandis que le nombre de leurs côtés croît de plus en plus ; &c. ...
Lorsque les valeurs numériques successives d'une même variable décroissent indéfiniment, de manière à s'abaisser au-dessous de tout nombre donné, cette variable devient ce qu'on nomme un infiniment petit ou une quantité infiniment petite. Une variable de cette espèce a zéro pour limite.
Lorsque les valeurs numériques successives
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d'une même variable croissent de plus en plus , de manière à s'élever au-dessus de tout nombre donné y on dit que cette variable a pour limite X infini positif ^ indiqué par le signe co , s'il s'agit d'une variable positive , et \ infini négatifs indiqué par la notation — oo , s'il s'agit d'une variable négative. Les infinis positif et négatif sont désignés conjointement sous le nom de quantités infiinies.
Les quantités qui se présentent, dans le calcul, comme résultats d'opérations faites sur une ou plusieurs autres quantités constantes ou variables , peuvent être divisées en plusieurs espèces suivant la nature des opérations qui les produisent. C'est ainsi que l'on distingue en algèbre les sommes et différences, les produits et quotiens, les puissances et racines, les exponentielles et les logarithmes; en trigonométrie, les sinus et cosinus, sécantes et cosécantes, tangentes et cotangentes, et les arcs de cercle dont une ligne trigonométrique est donnée. Pour bien comj)rendre ce qui est relatif à ces dernières espèces de quantités, il est nécessaire de se rappeler les principes suivans.
Une longueur, comptée siu' une ligne droite ou courbe, peut être, comme toute espèce de grandeurs, représentée soit par un nombre ,. soit par une quantité, savoir: par un nombre, lorsqu'on a simplement égard à la mesure de cette longueur, et par une quantité, c'est-à-dire, par un nombre précédé du signe -H ou — , lorsque l'on considère la longueur dont il s'agit comme portée , à partir d'un point fixe,
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sur la ligne donnée dans un sens ou dans un autre, pour servir soit à l'augmentation soit à la diminution d'une autre longueur constante aboutissant à ce point fixe. Le point fixe dont il est ici question , et à partir duquel on doit porter les longueurs variables désignées par des quantités, est ce qu'on appelle Xoi'ig'ine de ces mêmes longueurs. Deux longueurs comptées à partir d'une origine commune , mais en sens contraires , doivent être représentées par des quantités de signes difFérens. On peut choisir à volonté le sens dans lequel on doit compter les longueurs désignées par des quantités positives ; mais, ce choix une fois fait, il faudra nécessairement compter dans le sens opposé les longueurs qui seront désignées par des quantités négatives.
Dans un cercle dont le plan est supposé vertical , on prend ordinairement pour origine des arcs l'extrémité du rayon tiré horizontalement de gauche à droite ; et c'est en s'élevant au-dessus de ce point que l'on compte les arcs positifs , c'est-à-dire , ceux que l'on désigne par des quantités positives. Dans le même cercle , lorsque le rayon se réduit à l'unité, le sinus d'un arc , c'çst-à-dire , la projection sur le diamètre vertical du rayon qui passe par l'extrémité de cet arc , se compte positivement de bas en haut et négativement en sens contraire, à partir du centre du cercle pris pour origine des sinus. La tangente se compte positivement dans le même sens que le sinus , mais à partir de l'origine des arcs et sur la verticale menée par cette origine. Enfin , la sécante
se compte à partir du centre sur le rayon mené à rextrémité de l'arc que l'on considère, et positivement dans le sens de ce rayon.
Souvent le résultat d'une opération effectuée sur une quantité peut avoir plusieurs valeurs différentes les unes des autres. Lorsque nous voudrons désigner indistinctement une quelconque de ces valeurs, nous nous servirons de notations dans lesquelles la quantité sera entourée de doubles traits ou de doubles parentbèses ; et nous réserverons la notation ordinaire pour la valeur la ]iUis simple ou celle qui paraîtra mériter davantage d'être remarquée. Ainsi, par exemple, a étant une quantité positive, la racine carrée de cette quantité aura deux valeurs numériquement égales , mais de signes contraires , dont l'une quelconque sera exprimée par la notation
{{ap ou ir'V/,
tandis que la valeur positive seule sera représentée
par
a^ ou -[/a ;
en sorte qu'on aura
ou, ce qui revient au. même, '
(2) {(ap =±: aK
De même encore, si l'on représente par a une quantité positive ou négative, la notation
arc sin, ((V/)) OU arc tang. ((/?))
désignera un quelconque des arcs qui ont la quan-
tité a pour sinus ou pour tangente, tandis que la
notation
arc sin. («) OU arc tang. (û?)
indiquera seulement celui de ces arcs qui a la plus petite valeur numérique. A l'aide de ces conventions, on évite la confusion que pourrait entraîner l'emploi de signes dont la valeur n'aurait pas été déterminée d'une manière assez précise. Afin de lever à cet égard toute difficulté , je vais présenter ici le tableau des notations dont nous ferons usage pour exprimer les résultats des opérations algébriques ou trigonométriques.
La somme de deux quantités sera indiquée à l'ordinaire par la juxtaposition de ces deux quantités , chacune d'elles étant exprimée par une lettre précédée du signe h- ou — , que l'on pourra supprimer (si c'est le signe -h) devant la première lettre seulement. Ainsi
-\-a-\-b ou simplement a-^b
désignera la somme des deux quantités -h «, -+-ô; et
.^a — h ou simplement a — b
désignera la somme des deux quantités -h or ^ —b, équivalente à la différence des deux quantités -h « » -\- b.
On indiquera l'égalité des deux quantités a et h par le signe = interposé entre elles, comme il suit,
et l'on exprimera que la première surpasse la seconde , c'est-à-dire , que la différence a-—b est positive, en écrivant
a> b ou b < a.
Nous représenterons encore à l'ordinaire par
-^a X -+-b , ou simplement a.b, ou ab
le produit des deux quantités -i-a^, -^b; et par
-,- ou a : a
leur quotient.
Soient maintenant m et n deux nombres entiers , A un nombre quelconque, et a^ b deux quantités quelconques positives ou négatives.
représenteront les quantités positives qu'on obtient en élevant le nombre A à des puissances respectivement marquées par ies exposans
m , —, rb — , b ; et
la quantité positive ou négative que produit l'élévation de la quantité ^ à la puissance zL m. Quant îiux notations
nous nous en servirons pour exprimer non-seulement ics valeurs positives ou négatives , lorsqu'il en existe, des puissances de la quantité a marquées par
le
s exposans
mais encore les valeurs imaginaires de ces mêmes puissances [voyez ci -après, chap. Vil, ce qu'on entend par expressions imaginaires^. Il est bon d'observer que, si l'on désigne par A la valeur numérique de a, et si l'on suppose la fraction — réduite à sa plus simple expression , la puissance
—— TTC- '^'^
aura une seule valeur réelle positive ou négative » savoir ,
■+- A " ou A'" y
lorsque — ■ sera une fraction de dénominateur impair;
tandis qu'elle admettra les deux valeurs réelles dont on vient de parier , ou qu'elle n'en admettra aucune ,
si -- est une fraction de dénominateur pair. On peut faire une semblable remarque à l'égard de l'expression
Dans le cas particulier où, la quantité a étant positive , on suppose ^ = -^ , l'expression ((a)) " n'a
que deux valeurs réelles l'une et l'autre, et données par la formule ( 2 ) , ou , ce qui revient au même , par la formule ( i ).
Les notations
indiqueront les logarithmes réels du nombre B dans difFérens systèmes ; tandis que chacune des suivantes
/((^)), L((/^)), L'CT), &c....
pourra servir à désigner, outre le logarithme réel de la quantité b , lorsqu'il existe, \\i\ quelconque des logarithmes ima2;inaires de cette même quantité [voy. ci-après, chap. IX, ce qu'on entend par logarithmes imaginaires ].
En trigonométrie ,
sin. a , COS. a, tang. a , cot. a, séc. a , cosec. a ,
siv. a , cosiv. a,
exprimeront respectivement le sinus , le cosinus , la tangente, la cotangente , la sécante, la cosécantc, le sinus verse ou le cosinus verse de l'arc a; et les notations
arc sin. ((«]i) , arc cos. ((«)), arc tang. ((«)j , arc cot. ((rty),
arc sec. ((ûr)), arc cosec. i^dfj ,
indiqueront un quelconque des arcs qui ont la quantité a pour sinus, ou cosinus, ou tangente, ou cotangente , ou sécante , ou cosécante. Nous nous servirons des notations simples
arc sin. [ci) , arc cos. (a) , are tang. Ul] , arc cot. (d) , arc sec. [ci^ , arc cose'c. [a) ,
OU même , en supprimant tout-à-fait les parenthèses, des notations suivantes
arc sin. a ^ arc cos. a, arc tang. a , arc cot. a, arc sec. (l , arc cose'c. rt,
lorsque, parmi les arcs dont une ligne trigonomctriqiic est égale à a, nous voudrons désigner celui qui a la plus petite valeur numérique , ou , si ces arcs sont deux à deux égaux et de signes contraires, celui qui a la plus petite valeur positive. En conséquence ,
arc sin. Cl. ^ arc tang. (l , arc cot. a , arc cose'c. d ,
indiqueront des arcs positifs ou négatifs , mais compris entre les limites
TT désignant la demi -circonférence dans le cercle qui a pour rayon l'unité ; tandis que
arc COS. Cl , arc sec. CL ,
indiqueront des arcs positifs compris entre les limites o et TT.
En vertu des conventions que Ton vient d'établir,, si l'on désigne par k un nombre entier arbitraire, on aura évidemment , pour des valeurs quelconques positives ou négatives de la quantité a,
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;ln. [{a)) =^ ±(^— arc sin. « j dr 2 X: TT ,
arc COS. ((«)) =^ ± arc cos. « ± 2 X' TT , / y arc tang. ({«)) = arc tang. a dz.k'TT ,
arc su
arc cos. rt-4-arc sm. a =:: — arc cose'c. Cl -+- arc sec. €1 ^=z
On trouvera de plus, pour des valeurs positives de a,
(4) aî'c cot. rt -¥- arc tang. «=;= — ,
et, pour des valeurs négatives de a ,
(<j arc cot. a -H arc laiig. « = — — .
Lorsqu'une quantité variable converge vers une limite fixe, ii est souvent utile d'indiquer cette limite par une notation particulière ; c'est ce que nous ferons , en plaçant l'abréviation
lim.
devant la quantité variable dont il s'agit. Quelquefois, tandis qu'une ou plusieurs variables converj^ent vers des limites fixes , une expression qui renferme ces variables converge à- la -fois vers plusieurs limites différentes les unes des autres. Nous indiquerons alors une quelconque de ces dernières limites , à l'aide de doubles parenthèses placées à la suite de l'abréviation lim. , de manière à entourer l'expression que l'on considère. Supposons, pour fixer les idées, qu'une variable positive ou négative repré-
, ... z^râ , .
sentee par x converge vers la limite -p, et desf-
gnons par A un nombre constant : i! sera facile de
s'assurer que chacune des expressions
lim. ( /i'), Uni- (sin. .r)
a une valeur unique déterminée par l'équation
lim. (^*) = I ,
ou Jim. (siu. .r) =: o;
tandis que l'expression
admet deux valeurs , savoir , -h oo , — oo , et
//;//. ((sin. -^)) ',
une infinité de valeurs comprises entre les limites — I et H- I .
Nous allons terminer ces préliminaires en présentant , sur les quantités moyennes , plusieurs théorèmes dont la connaissance nous sera fort utile dans la suite de cet ouvrage. On appelle moijennc entre plusieurs quantités données une nouvelle quantité comprise entre la plus petite et la plus grande de celles que l'on considère. D'après cette définition , il est clair qu'il existe une infinité de moyennes entre plusieurs quantités inégales , et que la moyenne entre plusieurs quantités égales se confond avec chacune d'elles. Cela posé, on établira facilement, ainsi qu'on peut le voir dans la note n.^, les propositions suivantes.
Théorème. Soient b, b' , b" — plusieurs
quantités de même signe en nombre n, et a, à , a ...
des quantités quelconques en nombre égal a celui
des premières. La fraction
sera moyenne entre les suivantes
Corollaire. Si l'on suppose b = b'=.b" ...= i , on conclura du théorème précédent que fa quantité
fi H- a' -+- a" -h 6cc . . .
est moyenne entre les suivantes
' I II v
Cette espèce particulière de moyenne est ce qu'on
nomme une moyenne arithmétique.
2/ Théorème. Soient a, a', a" ; b, b',
b" deux suites de nombres pris a volonté; et
foimions avec ces deux suites , que nous supposons
renfermer chacune un nombre n de termes , les
racines
VA, yA\ Y A", &c...:
A A' A... sera une 7iouveUc racine moyenne entre toutes les autres.
Corollaire. Si l'on prend
on trouvera que la quantité positive
i/AA' A" ...
est moyenne entre les suivantes
Cette moyenne , d'une espèce particulière , est celle que l'on nomme moyenne géométrique.
S.*" Théorème Les mêmes choses étant posées que dans le théorème i."" , si a y a y a." désignent ejîcore des quantités de même signe, la fraction
a. a -h CL' a' -\- a." a" 4- &c, , . , a. b ~\- a.' b' -^ a." b" -\- &c. , . .
sera moyenne entre les suivantes
T' T"' Â^' os^c...
Corollaire. Si l'on suppose on conclura du théorème précédent que ïa somme
/ ' Il II Q
acL •+■ a ûL ~\- a cl -\- çslq,. . . . est équivalente au produit de
et -H ûl' -H et" -i- &C. . . ,
par une moyenne entre les quantités a, a, a", &c. . .
Pour abréger, lorsque nous voudrons désigner une moyenne entre plusieurs quantités a, a , d\ ..., nous nous servirons de la notation
M{a, a!, ci' ....)•
Cela posé, les théorèmes qui précèdent et leurs corollaires se trouveront compris dans les formules
/ \ a H- a' H- a" -H <Scc -mrr , ,, >,
^^)\^,^.^--^ A~A A\..=M\/A, Y A', VA"..), {9)1/^ ^' ^" = ^^(^. A', A" ....),
/ >^ aa.-\-a' ct'-\-a" cc"-i~. . . ]\f f " «' «" \
(il) acL-^a a.' -\-a' cl'' -^..=:{du-^cL' -^a.'' ..)M{(i,a ,a .).
Dans ces formules ,
I II j 1 1 1 II I II
a, a, a ...; 0,0, b ... ; cL.,cL^a, ....
représentent trois suites de quantités , et
deux suites de nombres formées chacune de 7a termes dilFérens. La troisième suite est , ainsi que la seconde , uniquement composée de quantités de même signe.
La notation que nous venons d'adopter fournit le moyen d'exprimer qu'une quantité est comprise TOM. 1. B
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entre deux limites duniices. En effet, toute quantité comprise entre les limites a, h étant une moyenne entre ces mêmes limites , on pourra la désigner par
Ainsi , par exemple , toute quantité positive pourra être représentée par M (o, oo), toute quantité négative par M (- oo , o), et toute quantité réelle par M ( — oo , H- oo ). Lorsque nous voudrons indiquer indistinctement une quelconque des quantités renfermées entre les limites a ei b , nous doublerons les parenthèses, et nous écrirons
Mich h))- Par exemple, si l'on suppose que la variable .v converge vers zéro , l'on aura
lim. ((sm.-^))=:=A/((-I.+l));
attendu que l'expression /«V/?. (( sin. —j) admettra , une infinité de valeurs comprises entre les valeurs extrêmes — i et h- i .
"■"""■'' «^*>i#Nr ^>#^^^
DES FONCTIONS RÉELLES
l. 1 ." Considérations générales sur les Fonctions.
Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles que, la valeur de l'une d'elles étant donnée, on puisse en conclure les valeurs de toutes les autres , on conçoit d'ordinaire ces diverses quantités exjvriniées au moyen de Tune d'entre elles, qui prend alors le nom de variable indépendante; e't les autres quantités exprimées au moyen de la variable indépendante sont ce qu'on appelle des fonctions de cette variable.
Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles que, les valeurs de quelques-unes étant données, on puisse en conclure celles de toutes les autres, on conçoit ces diverses quantités exprimées au moyen de plusieurs d'entre elles, qui prennent alors le nom de variables indépendantes;
et les quantités restantes , exprimées au moyen des variables indépendantes , sont ce qu'on appelle des fonctions de ces mêmes variables.
Les diverses expressions (jue fournissent l'algèbre et la trioonométrie , lorsqu'elles renferment des variables considérées comme indépendantes , sont autant de fonctions de ces mêmes variables. Ainsi, par exemple ,
L (.r), sin. JC, &C ,
sont des fonctions de la viuiable x ;
x-\-y , jO , xijz, &c. . . ,
des fonctions des variables x (tiy , ou x,yQi z, &c... Lorsque des fonctions d'une ou de plusieurs variables se trouvent , comme dans les exemples précédens, immédiatement exprimées au moyen de ce? mêmes variables , elles sont \\Q>mm^Q^ fondions explicites. Mais, lorsqu'on donne seulement les relations entre les fonctions et les variables, c'est-à-dire, les équations auxquelles ces quantités doivent satisfaire , tant que ces équations ne sont pas résolues algébri(iuement, les fonctions, n'étant pas exprimées immédiatement au moyen des variables, sont appelées fonctions implicites. Pour les rendre explicites, il suffit de résoudre, lorsque cela se peut, les équations qui les déterminent. Par exemple, y étant une fonction implicite de x déterminée par l'équation
si l'on nomme A la base du système (ïe logarithmes
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que l'on considère , la même fonction , devenue explicite par la résolution de l'équation donnée, sera
Lorsqu'on veut désigner une fonction explicite d'une seule variable jc ou de plusieurs variables x, y , z . . . , sans déterminer la nature de cette lonction, on emploie l'une des notations
fiœ), F{x\ <:S>{jc\ xi^\ ^W' '^W' ••• "^^
/(.r, ij, z ...), F{jc, y, z ...), Cp'ya:, y, z ...), &c.,.
Pour qu'une fonction d'une seule variable soit complètement déterminée , il est nécessaire et i! suffit que de chaque valeur particulière attribuée à la variable on puisse déduire la valeur correspondante de la fonction. Quelquefois , pour chaque valeur de la variable , la fonction donnée en obtient plusieurs différentes les unes des autres. Conformément aux conventions adoptées dans les préliminaires, nous désignerons d'ordinaire ces vuleurs. multiples d'une fonction par des notations dans lesquelles la variable sera entourée de doubles traits ou de doubles parenthèses. Ainsi , par exemple ,
arc sin. ((^i^"))
indiquera un quelconque des arcs qui ont .v pour sinus ,
l'une quelconque des deux racines carrées de la variable x supposée positive, <kc
Des Fonctions simples
l Parmi les fonctions d'une variable a-, on appelle simples celles qui résultent d'une seule opération effectuée sur cette variable. Les fonctions simples que l'on considère ordinairement en analyse sont en très-petit nombre , et se rapportent les unes à l'algèbre, les autres à la trigonométrie. L'addition et la soustraction , la multiplication et ia division , l'élévation aux puissances et l'extraction des racines, enfin la formation des exponentielles et des logarithmes, produisent les fonctions simples qui se rapportent à falgèbre. En conséquence , si l'on désigne par A un nombre constant , et par a^=± A une quantité constante , les fonctions algébriques simples de la variable év seront
a-H^^ a — a:, ax, —, x'^, A^ , L{x).
Nous ne tenons pas ici compte des racines , parce qu'on peut toujours les ramener aux puissances. Quant aux fonctions simples qui se rapportent à la trigonométrie , on pourrait en compter un grand nombre, si l'on rangeait parmi les fonctions simples toutes les lignes trigononiétriques , et les arcs qui correspondent à ces mêmes lignes ; mais nous les réduirons aux quatre suivantes
sin. X , COS. X , arc sin. X ^ arc oos. X ;
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et nous mettrons au nombre des fonctions composées les autres lignes trigonométriques tang. x, sec x , &c. avec ies arcs correspondans , arc tang. x , arc sec x ,
&c ; attendu que ces dernières lignes peuvent
toujours être exprimées par le moyen du sinus et du cosinus. Nous pourrions même, à ia rigueur, réduire les deux fonctions simples sin. x et cos. x à une seule , puisqu'elles sont liées entre elles par l'équation sin.^ x -i- cos.^ j- =r i ; mais l'emploi de ces deux fonctions est si fréquent, qu'il est utile de les conserver toutes deux à- la- fois dans ic calcul comme fonctions simples»
§. 3.* Des Fonctions, composées.
Les fonctions qui se déduisent d'une variable à i'aide de plusieurs opérations prennent le nom de fonctions composées ; et l'on distingue parmi ces dernières les fonctions de fonctions qui résultent de plusieurs opérations successives , la première opération étant effectuée sur la variable , et chacune des autres sur le résultat de l'opération précédente. En vertu de ces définitions,
sont des fonctions composées de la variable x ; et
/(sin. jf), /(cos, .r), &C. . . .
des fonctions de fonctions , dont chacune résulte de deux opérations successives.
Les fonctions composées se distinguent îes unes des autres par la nature des opérations qui les produisent. H semble que l'on devrait nommer fonctions algébriques toutes celles que fournissent les opérations de l'algèbre ; mais on a réservé particulièrement ce nom à celles que l'on forme en n'employant que les premières opérations algébriques, savoir, l'addition et la soustraction, la multiplication et la division, enfin l'élévation à des puissances fixes; et» dès qu'une fonction renferme des exposans variables ou des logarithmes, elle prend le nom de fonction ejcponentieUe ou logarithmique.
Les fonctions que l'on nomme algébriques se divisent en fonctions rationnelles et fonctions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont celles dans lesquelles la variable ne se trouve élevée qu'à des puissances entières. On appelle en particulier y^^zciion entière tout polynôme qui ne renferme que des puissances entières de la variable , par exemple ,
a-^hx-^coc'-\- &c. . . , ,
^t fonction fractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux semblables polynômes. Le degré d'une fonction entière de a; est l'exposant de la plus haute puissance de jc dans cette même fonction. La fonction entière du premier degré , savoir ,
a -+- hx
s'appelle aussi fonction linéaire ^ parce que, dans l'application à fa géométrie, on s'en sert pour re-
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présenter l'ordonnée d'une ligne droite. Toute fonction entière ou fractionnaire est par cela même rationnelle , et toute autre espèce de fonction algébrique est irrationnelle.
Les fonctions que produisent les opérations de la trigonométrie sont désignées sous le nom de fonctions ti'i g onomé triques ou circulaires.
Les divers noms , que l'on vient d'attribuer aux fonctions composées d'une seule variable, s'appliquent également aux fonctions de plusieurs variables , lorsque ces dernières fonctions jouissent , par rapport à chacune des variables qu'elles renferment , des propriétés que supposent les noms dont il s'agit. Ainsi, par exemple, tout polynôme, qui ne contiendra que des puissances entières des variables œ, y, z . , .^ sera une fonction entière de ces variables. On appelle degré de cette fonction entière la somme des exposans des variables dans le ternie où cette somme est la plus grande. Une fonction entière du premier degré, telle que
a-\-hx-\-cy-\-dz-\- &c. . . . ,
prend le nom de fonction linéaire.
CHAPITRE IL
Des Quantités infiniment petites ou infiniment grandes , et de la continuité des Fonctions. Valeurs singulières des Fonctions dans quelques cas particuliers.
5. 1.*"^ Des Quantités infiniment jjeiiles et infiniment grandes.
On dit qu'une quantité variable devient ififniment petite , lorsque sa valeur numérique décroît indéfiniment de manière à converger vers la limite zéro. II est bon de remarquer à ce sujet qu'on ne doit pas confondre un décroissement. constant avec un décroissement indéfini. La surface d'un polygone régulier circonscrit à un cercle donné décroît constamment, à mesure que le nombre des côtés augmente, mais non pas indélininient , puisqu'elle a pour limite la surface du cercle. De même encore, une variable , qui n'admettrait poin- valeurs successives que les dilférens termes de la suite
prolongée à l'infuii , décroîtrait constamment , mais non pas indéfiniment, puisque ses valeurs successives convergeraient vers la limite i. Au contraire.
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une variable, qui n'aurait pour vaieurs successives que les différens termes de la suite
prolongée à l'infuii , ne décroîtrait pas constamment , puisque la différence entre deux termes consécutifs de cette suite est alternativement positive et négative ; et néanmoins elle décroîtrait indéfiniment , puisque sa valeur finirait par s'abaisser au-dessous de tout nombre donné.
On dit qu'une quantité variable devient infinivient grande , lorsque sa valeur numérique croît indéfiniment de manière à converger vers la limite oo, II est encore essentiel d'observer ici qu'on ne doit pas confondre une variable qui croît indéfiniment avec une variable qui croît constamment. La surface d'un polygone régulier inscrit à un cercle donné croît constamment, mais non pas indéfiniment, à mesure que le nombre des côtés augmente. Les termes de la suite naturelle des nombres entiers
croissent constamment et indéfiniment.
Les quantités infiniment petites et infiniment Jurandes jouissent de plusieurs propriétés, qui con-^ (luisent à la solution de questions importantes , et que je vais exposer en peu de mots.
Soit CL une quantité infiniment petite, c'est-à-dire, une variable dont la valeur numérique décroisse indéfiniment. Lorsque dans un même calcul on fait
entrer les diverses puissances entières de et, savoir .
et, et* , ct^ , &c. . . . ,
ces diverses puissances sont respectivement désignées sous le nom d'infiniment petits An premier , du second, du troisième ordre, &c.... En général, on appelle infiniment petit du premier ordre toute quantité variable dont le rapport avec et converge, tandis que la valeur numérique de et diminue, vers une iimite finie différente de zéro ; infiniment petit du second ordre toute quantité variable avec et, et dont le rapport avec et' converge vers une fimite
finie différente de zéro , &c Cela posé , si l'on
désigne par k une quantité finie différente de zéro , et par e un nombre variable qui décroisse indéfiniment avec la valeur numérique de et , la forme générale des quantités infiniment petites du premier ordre sera
k CL ou du moins k cl [i =t: e ) ,
la forme générale des quantités infiniment petites du second ordre
k CL ou du moins k cl [i =t ^ ) ,
enfin la forme générale des infiniment petits de l'ordre n (?? représentant un nombre entier) sera
kcL" ou du moins A- et" ( i rt g).
On peut facilement étabfir , à fégard de ces divers
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ordres de quantités infiniment petites , les théorèmes siiivans.
1." Théorème. Si I'oji compare l'un à l'autre deux infiniment petits d'ordres différens , pendant que tous les deux convergeront vers la limite zéro , celui qui est de l'ordre le plus élevé finira par obtenir constamment la plus petite valeur numérique,
DÉMONSTRATION. Soient en effet
A-ct«(l±6), Â-'ct"' (izfcg')
deux infiniment petits, l'un de l'ordre n, l'autre de l'ordre n' , et supposons îi > n; le rapport entre le second de ces infiniment petits et le premier, savoir,
il w"'-" '-''
convergera indéfiniment avec et vers la limite zéro ; ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que la valeur numérique du second finit par devenir constamment inférieure à celle du premier.
2.^ Théorème. Un infiniment petit de l'ordre n, c'est-à-dire, de la forme
change de signe avec a , toutes les fois que n est un nombre impair , et conserve pour de très-petites valeurs numériques de a. le même signe que la quantité k, lorsque n est un 7iombre pair.
DÉMONSTRATION. En efTct, dans la première hypothèse, oo" change de signe avec a, ; et dans la
seconde , et" est toujours positif. De plus , le signe du produit /{{ i ± e) est le même que celui de k, lorsque g est très-petit.
Théorème. La somme de plusieurs infini
ment petits des ordres
I II n , n , 71 , . . , .
(il, n" ... désignant des nombres supérieurs à n^^ est un îiouvel infiniment petit de l'ordre n. DÉMONSTRATION. En effet ,
=.hdL"\^ I ±:g-f- -^^' ct«'-"( 1 ±S')-^-^ ^""~\ I ±£")-^&C.]
e, étant un nombre qui converge avec au vers la limite zéro.
Des principes qu'on vient d'énoncer on déduit aisément, comme on va le voir, plusieurs propositions remarquables qui se rapportent à des polynômes ordonnés suivant les puissances ascendantes d'une quantité infmiment petite et.
4.^ Théorème. Tout polynôme ordonné suivant les puissances ascendantes de a. , 2)ar exemple ,
a-\-bcL-\-ccL^-^ &c. . . .
ou plus généralement,
act« -i-baL"'-\-cct''"-^6iC..., (les nombres n^ n, n .... formant une suite ci'ois-
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santé), jinit 'par être, pour de très-petites valeurs numériques de a. , constamment de même sigiie que 'Son premier terme
a ou a et".
DÈMONSTRATiox. En effet, la somme faite Ju second terme et de ceux qui le suivent est , dans l(^ premier cas, un infiniment petit du premier ordre, dont la valeur numérique finit par être inférieure à celle de la quantité finie a , et, dans le second cas, un infiniment petit de l'ordre n , qui finit par obtenir constamment une valeur numérique inférieure à celle d'un infiniment petit de l'ordre n.
Théorème. Lorsque, dans le polynôme
act"-+-^ct"'-l-Cct""-+-&C
ordonné suivant les puissances ascendantes de a. , le degré n du second terme est un nombre impair, ce polynôme, pour de très- petites valeurs numériques de a. , est tantôt supérieur et tantôt inférieur a son premier terme aai" , suivant que la variable a et le coefficient h sont de îîiême signe ou de signes contraires.
DÉMONSTRATION. En effet, dans l'hypothèse admise, la somme des termes qui suivent le premier, savoir ,
sera, pour de très-petites valeurs numériques de ce, de même signe que chacun des deux produits ba,"', bcL.
6/ Théorème. Lorsque, dans le pohjnome
aaJ''-\- h du'" -+- c ^"" -h &c
ordonné suivant les puissances ascendantes de a. , le de "-ré n du second terme est un nombre pair, ce polynôme , jwur de très -petites valeurs numériques de a. , finit par devenir constamment supérieur (i son premier terme, toutes les fois que b est positif, et constamment inférieur , toutes les fois que b est négatif
DÉMONSTRATION. En effet, dans l'hypothèse admise , la somme des termes qui suivent le premier aura , pour de très-petites valeurs numériques de et, le signe du produit bcU" , et par suite le
signe de b.
Corollaire. En supposant, dans le théorème qui précède , « — o , on obtiendra la proposition
suivante.
THÉORiiME. Si, dans le polynôme
a^boL'"'\-cdL"" -i-^c...
ordonné suivant les puissances ascendantes de a, n désione un nombre pair ; parmi les valeurs de ce polynôme correspondantes à des valeurs infniment petites de cl, celle qui correspond à u = o, c'est-à-dire a, sera toujours la plus petite , lorsque b sera positif, et la plus grande, lorsque b
sera négatif
Cette valeurparticulière du polynôme, plus grande ou plus petite que toutes les valeurs voisines, est ce qu'on appelle un maximum ou un minimum.
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Les propriétés des quantités infiniment petites étant établies , on en déduit les propriétés analogues des quantités infiniment grandes , en observant que toute quantité variable de cette dernière espèce peut être représentée par -, et désignant une quantité infiniment petite. Ainsi, par exemple , lorsque , dans le polynôme
«^'"-t- ^.r'"-' H- cx"'-^ -+- &c.... -^hx -^k
ordonné suivant les puissances descendantes de la variable x, cette variable devient infiniment grande; en la mettant sous fa forme ^, on réduit le polynôme dont il s'agit à
et ion reconnaît alors immédiatement que, pour de très-petites valeurs numériques de et, ou, ce qui revient au même, pour de très-grandes valeurs numériques de .r, ce polynôme est de même sicrna que son premier terme
Comme cette remarque subsiste dans le cas même où quelques-unes des quantités b , c . . . h , k ^e réduisent à zéro , il en résulte qu'on peut énoncer le tliéorème suivant.
8.' Théorème. Lorsque, dans un pohjîiotne ordonné suivant les puissances descendaiites de la variable x, on fait croître indéfiniment la valeur TOM. 1. ç^
numérique de cette variable, le jwhjnome finit par
être constamment de même signe que son premier
terme.
i. 2.* De la continuité des Fondions.
Parmi les objets qui se rattachent à la considération des infiniment petits, on doit placer les notions relatives à la continuité ou à la discontinuité des fonctions. Examinons d'abord sous ce point de vue les fonctions d'une seule variable.
Soit/(^') une fonction de la variable x, et supposons que, pour chaque valeur de x intermédiaire entre deux limites données , cette fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en partant d'une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue à la variable x un accroissement infiniment petit et , la fonction elle-même recevra pour accroissement la différence /(.r-Hct)-/(^), qui dépendra en même temps^de la nouvelle variable CL et- de la valeur de x. Cela posé, la fonction f[x) sera, entre les deux limites assignées à la variable X, fonction coyifmue de cette variable, si, pour chaque valeur de x intermédiaire entre ces limites, la valeur numérique de la différence
décroît indéfiniment avec celle de <l. En d'autres termes, la fonction f [x) restera continue par rap-
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port à X entre les limites données , si , entre ces limites, un accroissement infiniment jiclit de la variable produit toujours un accru isseinent infiniment petit de la fonction elle-même.
On dit encore que la fonction /(jc) est, dans le voisinage d'une valeur particulière attribuée à la variabie œ , fonction continue de cette variable, toutes les fois qu'elle est continue entre deux limites de X , même très-rapprochées , qui renferment la valeur dont il s'aejit.
Enfin, lorsqu'une fonction/(x) cesse d'être continue dans le voisinage d'une valeur particulière de la variable jc , on dit (ju'elle devient alors discontinue, et qu'il y a pour cette valeur particulière solution de contimnté.
D'après ces explications , il sera facile de reconnaître entre quelles limites une fonction donnée de la variable x est continue par rapport à cette variable. Ainsi, par exemple, ia fonction sin. x, admettant pour chaque valeur particulière de la variable x une vjileur unique et finie, sera continue entre deux limites quelconques de cette variable, attendu que la valeur numérique de sin. (4 ce), et par suite celle de la différence
&\n.{x^cL)—sm.Xz=z2. s\n.[\aL,) cqs. (x -4-^ et ),
décroissent indéfiniment avec celle de et, quelle que soit d'ailleurs la valeur finie que l'on attribue à x. En général , si l'on envisage sous le rapport de la continuité les onze fonctions simples que nous avons
considérées ci-dessus (chap. L", §.2), savoir,
Cf -+- X j CL -— X f Cl X f — ^ X f jnl ^ Lj X f
sin. X f COS. X , arc sin. X , arc cos. X ^
on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux limites finies de la variable x, toutes les fois qu'étant constamment réelle entre ces deux limites elle ne devient pas infinie dans fintervalle.
Par suite , chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage d'une valeur finie attribuée à la variable x , si cette valeur finie se trouve comprise
3ur le» fonctions
sin. X
COS. X
entre les limites... ^= — 00 , x=-hoo
pour là fonction
^ { i.° entre les limites. . .x=: — 00 , x=o , ' (2.° entre les limites... jr=: o , x=zoo \
pour les fonctions X'* ]
, / V > entre les limites ... a? = o , x == 00 ;
enfin pour les fonctions arc sin. X
ï entre les limites... :i7=--i , ar=:-t-i.
arc cos. X \
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II est bon d'observer que , dans le cas où Ion suppose « = d= m [m désignant un nombre entier), la fonction simple
est toujours continue dans le voisinage d'une valeur finie de la variable x , pourvu que cette valeur soit comprise ,
si az=-^ni, entre les limites. ..x=i — oo, .rr=-»-oo ,
! entre les limites. . . œ=z — oc , ar= o , ou bien entre les suivantes . . . ^ r= o , a:=^oo.
Parmi les onze fonctions que l'on vient de citer, deux seulement deviennent discontinues pour une valeur de x comprise dans l'intervalle des limites entre lesquelles ces mêmes fonctions restent réelles. Les deux fonctions dont il s'agit sont
— et x'* (lorsque <2 = — m).
L'une et l'autre deviennent infinies , et par conséquent discontinues, pour x=^o.
Soit maintenant
f{x, ij, z, ...)
une fonction de plusieurs variables x, y , z ...\ et supposons que, dans le voisinage de valeurs particulières X, Y, Z. attribuées à ces variables ,
f{x, y, z . . ,) soit à-Ia-fois fonction continue de x , fonction continue de y, fonction continue de z, &c.
On prouvera aisément que, si l'on désigne par et,
C, y . . . des quantités infiniment petites, et si l'on
attribue k oc, y, z ... les valeurs X, Y, Z , ou
des valeurs très-voisines , la différence
/(^•-Hct, y-»-<^, z~\-y)—f{x,ij., z...)
sera elle-même infiniment petite. En effet, il est clair que, dans l'hypothèse précédente , les valeurs numériques des différences
/(^-+-ct, 2j , Z, ...)— /(.r, y, z ...), /(.r-HûL, y-+-Ç>, z ...)—f{x-^cL, y, z ...), /(.rn-cc, yn-C, z-i-y ...)— /(^-f-ct, y^C, z ...), &c
décroîtront indéfiniment avec celles des quantités variables et, €, y .. . , savoir, la valeur numérique de la première différence avec la valeur numérique de CL , celle de la seconde différence avec la valeur numérique de C, celle de la troisième avec la valeur numérique dey, et ainsi de suite. On doit en conclure que la somme de toutes ces différences , savoir ,
f{x-i-ct,y-^C,z-^y,...)—f{.r, y, z ...)
convergera vers la limite zéro, si ce, C, y .... convergent vers cette même limite. En d'autres termes,
f{x-\-cL, y-^Ç>, z-^y...)
aura pour limite
La proposition qu'on vient de démontrer subsiste
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évidemment dans le cas même où l'on établirait entre les nouvelles variables et , ^ , y certaines relations. Il suffît que ces relations permettent aux nouvelles variables de converger toutes en même temps vers la limite zéro.
Lorsque , dans la même proposition , on remplace X, y, z ... par X, Y, Z..., et j7->-ct, y-»-^, z-^y... par œ, y, z ...^ on obtient l'énoncé suivant.
l.^"" Théorème. Si les variables x , y, z ... ont pour limites respectives les quantités jixes et déterminées X, Y, z ..., et que la fonction f(x, y, z ...) soit continue par rapport à chacune des variables X, y, z .... dans le voisinage du système des valeurs particulières
x — X, y=Y, z = Z ..., f[x, y, z ....) aura pour limite f(x, Y, Z ...).
Comme, dans ce second énoncé, les variables a, C>, y ... se trouvent remplacées par x — X, y — V,
z — Z, &.C , les relations qu'on pouvait établir,
dans le premier énoncé, entre ûc, ^,7..., pourront être établies , dans le second , entre les quantités r—X, y~Y, z—Z; et il en résulte que la fonction/(.r, ;/, z...) aura pour limite /(Jf, Y,Z ...)y
dans le cas même où les variables x, y, z
seraient assujetties à certaines relations , pourvu que ces relations leur pennettent de s'approcher indéfniiment des limites A", Y, Z
Supposons , pour fixer les idées , que x, y, z ...
soient fonctions d'une même variable t considérée comme indépendante, et continues par rapport à cette variable dans le voisinage de la valeur particulière
Si Ton fait, pour plus de commodité,
u sera ce qu'on appelle une fonction composée de la variable t; et, si
désignent respectivement ce que deviennent
dans le cas où l'on suppose t=T , il est clair, d'une part, qu'une valeur de t très-voisine de T fournira pour u une valeur unique et finie ; d'autre part , qu'il suffira de faire converger t vers la limite T^ pour que les variables x^ y, z... convergent vers les limites X, Y ^ Z ,, ... , et par suite la fonction u=if{jc, y,z. . ») vers la limite U:=f[X, Y, Z ,..)^ On prouverait absolument de la même manière que, si l'on attribue à t une valeur très-voisine de T , la valeur correspondante de la fonction u sera la limite de laquelle cette fonction s'approchera indéfiniment, tandis que t convergera vers la valeur donnée ; et l'on doit conclure que u sera fonction continue de t dans le voisinage de tz=zT. On peut donc énoncer le théorème suivant.
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2/ Théorème. Désignoiis par
plusieurs fondions de la variable t , qui soient continues par rapport a cette variable dans le voisinage de la valeur particulière tz=zT, Soient , déplus,
les valeurs pariiculières de x, rj, z .., corrcspott'^ da?ifes a tzzzT'f et supposons que , dans le voisi' nage de ces valeurs particulières , la fonction
soit en même temps continue par rapport a x , continue par rapport à y, continue par rapporta z , &c. .. : u, considérée comme fonction de t, sera encore continue par rapport a t dans le voisinage de la valeur particulière tziz. t.
Si , dans le théorème précédent , on réduit les quantités variables x , y , z . .. ix. une seule, x , on obtiendra un nouveau théorème, qu'on peut énoncer comme il suit.
Théorème. Supposons que, dans l'équation
la variable x soit fonction d'une autre variable t. Concevons de plus que la variable .r soit fonction continue de t dans le voisinage de la valeur particulière t=:T^ et H fonction continue de x dans le voisinage de la. valeur particulière r = x correspondante à t rzr. La quantité u, considérée comme
fonction de t , sera encore continue jjar rapport à cette variable dans le voisinage de la valeur particidière t^rzT.
Supposons, par exemple,
u -ziz ax et X = t" ,
a désignant une quantité constante, et n un nombre entier. On conclura dû 3 .^ théorème que
u — at"
est, entre des limites quelconques de la variable f, fonction continue de cette variable.
De même, si l'on fait
u = — , X =■ sin. r, y = COS. t,
on conclura du 2.* théorème que la fonction
71 r=r tang. t
est continue par rapport à t dans le voisinage d'une valeur finie quelconque de cette variable, toutes les fois que ia valeur dont il s'agit n'est pas comprise dans la formule
t=:±2k^zh—,
k désignant un nombre entier; c'est-à-dire, toutes les fois qu'à cette valeur de t correspond une valeur finie de tang. t. Au contraire , la fonction tang. t admettra une solution de continuité , en devenant infinie , ])our chacune des valeurs de t comprises dans la formule précédente.
Supposons encore
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jcrzzbt, yzzzcf &c....,
a, h, c... désignant des quantités constantes. Alors, u étant fonction continue de j:; y, z .., entre des limites quelconques de ces variables , ci x,y, z.., fonctions continues de ia variable t en^tre des limites quelconques de cette dernière , on conclura du théorème 3.'' que la fonction
est elle-même continue par rapport à t entre des limites quelconques. Par suite, comme t^=o donne u = a , si l'on fait converger t vers la limite zéro , ia fonction u convergera vers la limite «r, et finira par obtenir le même signe que cette limite ; ce qui s'accorde avec le 4-*^ théorème du §. i ."
Une propriété remarquable des fonctions continues d'une seule variable , c'est de pouvoir servir à représenter en géométrie les ordonnées de lignes continues droites ou courbes. De cette remarque on déduit facilement la proposition suivante.
A.^ Théorème. Si la fonction fix) est continue par rapport à la variable x entre les limites x^=zx^, xz=zX, et que l'on désigne par h une quantité intermédiaire eîitre f[x^) etf\x), on pourra toujours satisfaire à l'équation
par une ou plusieurs valeurs réelles de x comprises entre x„ et x.
DÉMONSTRATION. Pour établir la proposition précédente , il suffit de faire voir que la courbe qui a pour équation
rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui a pour équation
dans l'intervalle compris entre les ordonnées qui correspondent aux abscisses x^ et X : or c'est évidemment ce qui aura lieu dans l'hypothèse admise. En effet, la fonction fi-^) étant continue entre les limites j7=:j:-(>, œ=zX , la courbe qui a pour équation yr=^f{^a:^^ et qui passe i .° par le point correspondant aux coordonnées -^ot f{,^o) ■> 2.° par le point correspondant aux coordonnées X eifi^X)^ sera continue entre ces deux points : et, comme l'ordonnée constante b de la droite qui a pour équation yz=zb se trouve comprise entre les ordonnéesy(.ro) , f{X) des deux points que l'on considère , la droite passera nécessairement entre ces deux points , ce qu'elle ne peut faire sans rencontrer dans l'intervalle la courbe ci-dessus mentionnée.
On peut , au reste , comme on le fera dans la note in , démontrer le 4' théorème par une méthode directe et purement analytique, qui a même l'avantage de fournir la résolution numérique de l'équatioa
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^. 3.* Valeurs singulières des Fonctions dans quelques cas particuliers.
Lorsque , pour un système de valeurs attribuées aux variables qu'elle renferme , une fonction d'une ou de plusieurs variables n'admet qu'une seule valeur, cette valeur unique se déduit ordinairement de la définition même de la fonction. S'il se présente un cas particulier dans lequel la définition donnée ne puisse plus fournir immédiatement la valeur de la fonction que l'on considère, on cherche la limite ou les limites vers lesquelles cette fonction converge, tandis que les variables s'approchent indéfiniment des valeurs particulières qui leur sont assignées; et, s'il existe une ou plusieurs limites de cette espèce , elles sont regardées comme autant de valeurs de la fonction dans l'hypothèse admise. Nous nommerons valeurs singulières de la fonction proposée celles qui se trouvent déterminées comme on vient de le dire. Telles sont , par exemple , celles qu'on obtient en attribuant aux variables des valeurs infinies, et souvent. aussi celles qui correspondent à des solutions de continuité. La recherche des valeurs singulières des fonctions est une des questions les plus importantes et les plus délicates dé l'analyse : elle oftVe plus ou moins de dillicultés, suivant la nature des fonctions et le nombre des variables qu'elles renferment.
Si, d'abord, on considère les fonctions simples
d'une seule variable , on trouvera qu'il est facile de fixer leurs valeurs singulières. Ces valeurs correspondent toujours à l'une des trois hypothèses
et sont respectivement,
pour la fonction
U + X (« désignant une quantité quelconque) flH-00=00 . . . (t — 00=^ — OO , « — X (a désignant une quantité quelconque) û — 00= — OO . . . a — ( — CXD)=C0 , a désignant une quantité positive û x 00=00. . .a x — CO= — OO,
a désignant une quantité négative <l x 00== — OO . . . a x 00=00 ,
a désignant une quantité positive -— -O, =ltOO, =^0>
OO G — OO
a désignant une quantité positive O =0, OO =00 ,
' a désignant une quantité négative O =00 , CO" =0,
l v4 désignant un nombre sup. à l'unité ^~'** =0, ^°=l,^*=:00, ( A désignant un nombre inf. à l'unité A ^ ::=00 , A'^=.\ , A'^ =0 ,
Llx)
la base du syst. de log. étant tup. à l'unité ^(o)= OO, Z,(oo)=00 ,
la base étant inférieure à l'unité Z,(o):=:-f-00, Z,(oo]= — OO,
sin. X sin.((—Oc))=7I^((— .,-!-.)) , sin.((cc))=/I^((— i,-f-i)) ,
COS. X cos.((— co))=/!f((— i,-m)) , cos.((co))=y)'y((— i,-t- 1)).
La notation ^/((— i > -^ 0) <^îésigne ici , comme dans les préliminaires , une quelconque des quantités moyennes entre les deux limites
— I et H- I .
II est bon d'observer que , dans le cas où l'on
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suppose a=z± m (w? désignant un nombre entier), ia fonction simple
admet constamment trois valeurs singulières, savoir,
lorsque ( ««""«"" "«"'^••e P"" {— oc i'"==CXD , o'"=0, Cc"'=co ,
C = -t-7n ^ m étant impiir ^_qq^"î___q^^ O^^O, Oc'"=00,
et lorsque f "" '•'"' P"' (~Cc)~'"^o, o-'"=CC, 00"'"= o,
fl = -»I I „ étant impiir ^_^ym_^ ^ (;o))~'"=± :rc , OC-'"=0.
Considérons maintenant les fonctions composées d'une seule variable ^. Quelquefois il est aisé de trouver leurs valeurs singulières. Ainsi, par exemple, si l'on désigne par >(• un nombre entier quelconque , on reconnaîtra sans peine que la fonction composée
sin. X
tans, a: =
COS. X
a ses valeurs singulières comprises dans les trois formules
tang. ((00))= M ([—00, -h 00)) , tang. (( 2 A- TT ± — ]) = =b co ,
tan g. ((—oc)) = A'î{{— 00 , -+■ C50j) ;
tandis que les valeurs singulières de la fonction inverse
are tans, x =: arc sin, — -
sont respectivement
arc tang. ( — 00) = — , arc tang. (co) = — .
Mais souvent aussi de semblables questions pré-
sentent de véritables difficultés. Par exemple, on n'aperçoit pas immédiatement comment on peut déterminer la valeur singulière de la fonction
lorsqu'on y suppose ôc=^o; ou celle de la fonction
lorsqu'on prend ^^=00. Pour donner une idée des méthodes qui conduisent à la solution des questions de cette espèce , je vais établir ici deux théorèmes à l'aide desquels on peut, dans un grand nombre de cas , déterminer les valeurs singulières que reçoivent les deux fonctions
[fi^n
lorsqu'on y suppose ^ =: 00 .
1/' Théorème. Si , pour des valeurs croissantes de X , la différence
converge vers une certaine limite h ^ la fraction
convergera en même temps vers la même limite.
DÉMONSTRATION . Supposons d'abord que la quantité k ait une valeur finie , et désignons par g un nombre aussi petit que l'on voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font converger la différence
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vers la limite k , on pourra donner au nombre h une valeur assez considérable pour que , jc étant égal ou supérieur à A , la différence dont il s'agit soit constamment comprise entre les limites
Cela posé , si l'on désigne par n un nombre entier quelconque , chacune des quantités
et par suite leur moyenne arithmétique, savoir,
se trouvera comprise entre les hmites X: — g, k-\-î. On aura donc
• :=! K -^- du .
CL étant une quantité comprise entre les limites — è , -+-g. Soit maintenant
L'équation précédente deviendra
et l'on en conclura
TOM. 1. D
oO COURS b'analysê.
/(.r) = /(/0+(.r-A) {k-^cL),
De pius, pour faire croître indéfiniment la valeur de .r, ii suinra de faire croître indéfniiinent le nombîo entier ?i , sans changer la valeur de k. Supposons, en conséquence, que dans l'équation (2) l'on considère h comme une quantité constante , et a; comme une quantité variable qui converge vers la limite 00 . Les quantités
renfermées dans le second membre , convergeront vers la limite zéro , et le second membre lui-même vers une limite de la forme
/: -+- et , .
et étant toujours compris entre — e et -4- g. Par suite, le rapport
aura pour limite une quantité comprise entre A- — e et /i-Hg. Cette conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre e , il en résulte que la limite en question sera précisément la quantité k. En d'autres termes , on aura
(3) l!m.^=/c= Um. [/(^+ . )-/(^)].
Supposons, en second lieu, k:=.oo . En désignant alors par H un nombre aussi grand que l'on voudra ,
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on pourra toujours attribuer au nombre // une valeur assez considérable, pour que, j: étant égal ou supérieur à ^^ ia clifTérence
qui converge vers la limite oo , devienne constamment supérieure à //; et, en raisonnant comme cidessus , on établira la formule
Si maintenant on pose h-k-n=^x, on trouvera, au lieu de l'équation (2) , la formule suivante
/l5L>/îiL +//(,_ A),
de laquelle on conclura, eu faisant converger x vers la limite 00 ,
Uni. lifL^H.
La limite du rapport
sera donc supérieure au nombre H , quelque grand qu'il soit. Cette limite supérieure à tout nombre assignable ne peut être que l'infiin positif.
Supposons enfin A^ = — 00 . Pour l'amener ce dernier cas au précédent, il sulTua d'observer que, la différence
ayant pour limite — 00 , la suivante
aura pour iimite -4-00. On en conclura que la limite de -— — — ■ est égale k-\- 00 ^ et par suite celle de
Corollaire i."" Pour montrer une application du théorème précédent^ supposons
L étant la caractéristique des logarithmes dans un système dont la base surpasse l'unité. On trouvera
/(.r^ ,)-/(.-)=i(.rH- 0-Z.(^)=/: (1 + -» , et par suite
On peut donc affirmer que , x venant à croître indéliniment , le rapport
convergera vers la limite zéro ; et il en résulte que , dans un système dont la base est supérieure à l'u^ nité , les logarithmes des nombres croissent beaucoup moins rapidement que les nombres eux-mêmes. Corollaire 2/ Supposons, en second lieu,
A désignant un nombre supérieur à l'unité. On trouvera
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Cl par suite
On peut donc affirmer que , x venant à croître indéfiniment , le rapport
converge vers la limite oo ; et il en résulte que r exponentielle a" , lorsque le nombre A surpasse l'imité, finit par croître beaucoup plus rapidement que la variable x.
Corollaire ^f On doit observer, au reste, qu'il n'y a lieu à cherclier par le théorème i /" ia valeur du rapport
correspondante à .r=oo , que dans le cas où la fonction f{oo^ devient infinie avec la variable x. Si cette fonction restait finie pour .r = oo , le rap-
port i-i— - aurait évidemment zéro pour limite.
Je passe au théorème qui sert à déterminer dans plusieurs cas la valeur de
pour x-=.oo . Voici en quoi il consiste :
1." Théorème. Si, la fonction f ^^x) étant positive pour de très-grandes valeurs de x, le rapport
/'>-f- ') converge , tandis que x croît indéfiniment , vers la
limite h, l'expression
[f{-r)f convergera en même temps vers la mêmç limite.
DÉMONSTRATION. Supposons d'abord cpie fa quaiîtité/i^ nécessairement positive, ait une valeur finie, et désignons par g un nombre aussi petit que l'on voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font converger le rapport
vers la limite k , on pourra donner aif nombre h une valeur assez considérable pour que, x étant égal ou supérieur à /? , le rapport dont il s'agit soit constamment compris entre ies limites
Cela posé , si l'on désigne par n un nombre entier quelconque, chacune des quantités
et par suite leur moyenne géométrique, savoir,
se trouvera comprise entre tes limites k — e, k-i~6. On aura donc
et étant une quantité comprise entre les limites — s -r- e. Soit maintenant
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L'équation précédente deviendra
(4) \Mi'^ = '--'
et Ton en conclura
f{^)=f{h).ik^^Y-\
De plus , pour faire croître indéfiniment la valeur de jr , il sulPira de faire croître indéfiniment ie nombre entier ?i, sans changer la valeur de h. Supposons , en conséquence, que dans féquation (5) l'on considère h comme une quantité constante, et .r comme une quantité vanable qui converge vers la limite 00. Les quantités
renfemiées dans le second membre, convergeront vers la limite i , et le second membre lui-même ver* une limite de la forme
et étant toujours compris entre — é et -h e. Par suite, l'expression
aura pour limite une (piantité comprise entre ^ — s et /c-^c. Cette conclu si on devant subsister, quelle que soit la petitesse du uoml>re g, il eu résuite que*
ia limite en question sera précisément la quantité ^.
En d'autres termes , on ama
(6) nm.[f(.r)Y^^k = lim.^S^,
Supposons, en second lieu, la quantité A^nfînie^ c'est-à-dire, puisque cette quantité est positive, /c=:oo ^ En désignant alors par H un nombre aussi grand que l'on voudra , on pourra toujours attribuer au nombre h une valeur assez considérable pour que, jt: étant égal ou supérieur k h, le rapport
qui converge vers la limite oo , devienne constamment supérieur à //; et, en raisonnant comme cidessus, on établira la formule
Si maintenant on pose h-i-n = a:, on tronvera, au iieu de l'équation (5 j , la formule suivante
Je laquelle on conclura, en faisant converger .rvers la limite 00 ,
La limite du rapport
sera donc supérieure au nombre //, quelque grand
I." PARTIE. CHAP. II
qu'il soit. Cette limite, supérieure à tout nombre assignable, ne peut être que l'infini positif.
Nota. On pourrait facilement démontrer l'équation (6) , en cherchant par le théorème i .^"^ la limite vers laquelle converge le logarithme
et repassant ensuite des logarithmes aux nombres. Corollaire /."■ Pour donner une application du 2.'' théorème, supposons
on aura
et par suite , en passant aux limites ,
Donc , si l'on fait croître indéfiniment la variable x, la fonction
convergera vers la limite i.
Corollaire 2/ Soit, en second lieu,
en sorte que P désigne un polynôme en x du degré n. On trouvera
a -k 1 r-f-iiC...,
et, en passant aux limites,
Si donc P représente un polynôme entier quel^
conque, P aura pour limite i.
Corollaire j." Soit enfin
fU) = L{.v).
On trouvera
j{x) — ~T~(7p ~ ZTÔ^ji '
— I -4- > iJ.
^ Lix) »
et , en passant aux limites , k= f.
Par suite, [Z^ (.r)] ' a encore pour limite l'unité.
Les théorèmes i .^"^ et 2.^ subsistent évidemment dans le cas même où îa variable x est considérée comme ne pouvant admettre que des valeurs entières. En effet, pour rendre applicables à ce cas particulier les démonstrations que nous avons données des deux théorèmes , il suffit de concevoir que la quantité désignée par h dans chacune de ces démonstrations devienne un nombre entier trèsconsidérable. Si, dansie même cas, on représente les valeurs successives de la fonction^ (.r) correspondantes aux diverses valeurs entières de x^ savoir.
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par
on obtiendra à la place des théorèmes i.*"" et 2.* les propositions suivantes.
3." ThéORÎ^me. Si la suite des quantités A, , A,, A. An, Sic. ...
est telle que la dijf'ércnce entre deux termes consécutifs de cette suite, savoir ,
A„-^- i — An
converge constamment , pour des valeurs croissantes de n, vers une limite fijce A, le rapport
convergera en même temps vers la même limite. 4.^ Théorème. Si la suite des nombres A, , A,, A^ An, &c. ...
est telle que le rapport entre deujc termes consécutifs, savoir,
converge constamment, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite fuie A, V expression
convergera en même temps vers la même limita.
CO COURS d'analyse. ,.
Pour montrer une apj3lication du dernier théorème,
supposons
La suite A^^A:^, ... &c. ... deviendra
et le rapport entre deux termes consécutifs de la même suite , savoir ,
yin 1.2, 3... 71 '
convergera évidemment , pour des valeurs croissantes de n , vers la limite 00 . Par suite , i'expression
converge vers la même limite.
{AS =iu2.^...ny
rs la même limite.
On trouverait, au contraire, que l'expression
converge, pour des valeurs croissantes de 71^ vers la limite zéro.
Souvent, à l'aide des théorèmes i ."' et 2.', on peut déterminer ia valeur singulière que reçoit une fonction composée de la variable jr, tandis que cette vaiiable s'évanouit. Ainsi , par exemple , si l'on veut obtenir la valeur singulière de .r* correspondante à j^=:o , il suffira de chercher la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croissantes de ^, l'ex-
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pression (— ) = — ^- • Cette limite, en vertu du
théorème 2.' (coroîlaire i.*"'), est égale à l'unité.
De même , on conclurait du théorème i .'^'^ (corollaire I,") que la fonction
s'évanouit avec la variable x.
Lorsque les deux termes d'une fraction sont des quantités infiniment petites , dont les valeurs numériques décroissent indéfiniment avec celle de la variable et , la valeur singulière que reçoit cette fraction, pour ce = o , est tantôt finie, tantôt nulle ou infinie. En effet , désignons par k, k' deux constantes finies qui ne soient pas nulles , et par g , g' deux nombres variables qui convergent avec et vers la limite zéro. Deux infiniment petits, Tun de l'ordre 71, l'autre de l'ordre n' , pourront être représentés respectivement par
A-ct"(l=fcg), >t'ct'''( Idzg');
€t leur rapport , savoir ,
X ; XûL "=r-r-X^-; X-
ka."{\z±,^) k i±:i k izhi a."
aura évidemment pour limite
si l'on suppose
n znn ,
si l'on suppose
^oc,
si l'on suppose
On prouverait de même que la limite vers laquelle converge le rapport de deux quantités infiniment grandes, tandis que leui^s valeurs rtumériques croissent indéfiniment avec celle d'unemême variable x, peut être nulle , finie , ou infinie. Seulement, cette limite a un signe déterminé , constamment égal au produit des signes des deux quantités que l'on cour sidère.
Parmi les fractions, dont les deux termes convergent avec la variable cl vers la limite zéro , on doit placer la suivante
toutes les fois qu'on attribue à la variable .r une valeur dans le voisinage de laquelle la fonction /(x) reste contisàue. En effet , dans cette hypothèse , la différence
est une quantité infmiment petite. On peut mènve remarquer qu'elle est en général un infmiaient petit du premier ordre , en sorte que le rapport
/r.r-4- et) — f{x) a.
converge ordinairement , tandis que la valeur numérique de CL diminue, vers une limite iinie différente de zéro. Cette hmite sera, par exemple,
2 JT , si Ton prend f[^) = ^'^
et 3-, si l'on prend /(^i^) =■-.
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Dans le cas particulier où l'on suppose .x = o , le rapport ,/'v^-^")~/ -^ ^ç réduit à cet autre
Parmi les rapports de cette dernière espèce , nous nous bornerons ici à considérer le suivant
Comme il peut être mis sous la forme
sin. ( — ce)
sa limite restera la même , quel que soit le signe de CL. Cela posé , concevons que l'arc au reçoive une valeui- positive très-petite. La corde de l'arc double 2 CL étant représentée par 2 «in. et, on aura évidemment 2 et > 2 sin . et , et par suite
et > sin. et.
De plus, la somme des tangentes menées aux extrémités de l'arc 2 et étant représentée par 2 tang. et , et formant une portion de polygone qui enveloppe cet arc , on aura encore 2 tang. et > 2 et , et par conséquent
tang. et > et.
En réunissant les deux formules qu'on vient d'établir, on trouvera
sin. et < et < tiuig. et ;
puis , en remettant pour tang. et sa valeur ,
sin. CL
sin. ot < et <
COS. Cf.
sin. a 1 > > COS. (L.
Or, tandis que et diminue , cos. cl converge vers la limite i : il en sera donc de même àfortwri du
rapport — '—^ toujours compris entre i et cos. ce ,
en sorte qu'on aura
/ >. ;. sin. CL
(7) hm.—^—=i.
La recherche des limites vers lesquelles convergent
, . fh^cL)-f{x) f{oi)—f{o) ,^ ^
les rapports — - — - , ^^ ^^ — étant un
des principaux objets du calcul infinitésimal, nous ne nous y arrêterons pas davantage.
Il nous reste à examiner les valeurs singidières des fonctions de plusieurs variables. Quelquefois ces valeurs sont complètement déterminées , et indépendantes des relations que l'on pourrait établir entre ies variables. Ainsi, par exemple, si l'on désigne par
et, G, X, y , .
quatre variables positives , dont les deux premières convergent vers la limite zéro , et les deux dernières vers la limite '00 , on reconnaîtra sans peine que les expressions
£tC, j?y, ^, -|, c^y , x^ ,
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ont pour limites respectives
O, oo, o, oo, o, oo.
Mais îe plus souvent la valeur singulière d'une fonction de plusieui^ varia[)ies ne ])eut être entièrement ^ètei-minéeque dans le cas particulier où, en faisant converger ces variables vers ieurs limites respectives, on établit entre elles certaines relations; et, tant que ces relations ne sont pas fixées, la valeur smgulière dont il s'agit est une quantité ou totalement indéterminée , ou seulement assujettie à rester comprise entre des limites connues. Ainsi, €omme on l'a remarqué plus haut, la valeur singulière à laquelle se réduit le rapport de deux variables inf miment petites, dans ie cas où chacune de ces variables s'évanouit , peut être une quantité auelconnue hme, nulle ou i.ihnie. En d'autres termes, cette valeur singulière sera complètement indéterminée. Si, au heu de deux variables infiniment petites on considère deux variables infinimt-nt grandes ,' on trouvera que le rapport de ces dernières , tandis <iue leurs valeurs numériques croissent indéfiniment c,onverge encore vers une limite arbitraire, mais positive ou négative, suivant que les deux variables sont de même signe ou de signes contraires. Il est également facile de s'assurer que le produit d'une variable inhniment petite par une variable infmi.nent grande a pour limite une quantité complètement HKÎéterminée.
Afin de présenter une dernière application des
principes qu'on vient d'établir, cherchons queîîcs valeurs ii faut attribuer aux variables x et y pour que la valeur de la fonction
devienne indéterminée. Si l'on désigne par A un nombre supérieur à l'unité , et par L la caractéristique des logarithmes dans le système dont la base est A , on aura évidemment
et par suite
Or, il est clair que l'expression
convergera vers une limite indéterminée , lorsque le rapport
convergera lui-même vers une semblable limite, ce qui arrivera dans deux cas difFérens, savoir, i .° lorsque L[y) et X seront deux quantités infiniment petites, c'est-à-dire, lorsque x et y auront pour limites respectives o et i ; i° lorsque L[y) dix seront deux quantités inliniment grandes, c'est-àdire , lorsque x ayant une limite infinie, y aura pour limite o ou <x). Il est bon d'observer que, dans l'un et l'autre cas, la limite indéterminée de l'expression
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«eia nécessairement positive. II peut même arriver que cette limite soit assujettie à demeurer comprise entre les valeurs extrêmes o et i , ou bien entre les suivantes , i et oo . Concevons , par exemple , que chacune des variables .r et y converge vers la limite ex? . Dans ce cas , la limite du raj)port
étant une quantité positive quelconque, celle de
y " =: A " ne pourra être qu'une quantité moyenne entre i et oo . Cette moyenne sera d'ailleurs indéterminée , tant que l'on n'établira pas entre les variables infiniment grandes jc et y de relation particulière. Mais si l'on suppose
J'{jc) désignant une fonction qui croisse indéfiniment avec la variable .v , alors la moyenne dont il s'agit, n'étant autre chose que la limite de
obtiendra une valeur déterminée, que l'on pourra souvent calculer à l'aide du théorème 2.^
Si, au lieu de la fonction y'' ^ on eût considéré la suivante
on aurait trouvé que cette dernière devient indeter-
minée , i .* lorsque la variable y converge vers îa
iimite t , et la variable x vers l'une des suivantes,
— oo , H- oo ; 2.° lorsque, la variable x ayant zéro
pour limite, y converge vers zéro ou vers l'infini
positif.
Quelquefois on rencontre dans le calcul des expressions singulières qui ne peuvent être considérées que comme des limites vers lesquelles convergent des fonctions de plusieurs variables , tandis que ces mêmes variables deviennent infiniment petites ou infiniment grandes , ou même, plus généralement, convergent vers des limites fixes. Telles sont , par exemple , les expressions
OXO , —, ooxoo, —, oxoo, 0,1, &C....
parmi lesquelles on doit regarder les deux premières comme les limites vers lesquelles convergent le produit et le rapport de deux variables infiniment petites , les deux suivantes comme les limites du produit et du rapport de deux variables positives infiniment grandes, &:c. ... Si l'on considère en particulier les expressions singulières que produisent les fonctions
x-\-y, xy, y, y\ y^,
on trouvera que les valeurs de ces mêmes expressions, lorsque les variables restent indépendantes, peuvent être aisément fixées par ce qui précède. Les équations qui serviront à déterminer ces valeurs seront respectivement
ponr la
xy..
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fonction
,.ooH-oo = oo, co — 00 = M (( — 00 , -4- 00 j) ;
0x0 = 0, oxco = ox — 00^=' M{[ — 00, -Hoo;); ooxoo = — cox — oo = co, oox — 00 = — 00;
ro -^, ,.00 00 —00 .
=^—00 , +oc) , — = =0, — = = ± 00 ,
, ■ = =.V(o,oo), = = yW(^--co,o);
icx> — co ^^ " —00 co
o°=oo°=y1f ((o, 00)), o*— oo~=° = o, 0~^=00«=:CO, ï» = i-«' = /1^((o, co));
10 ° =00° =0 oa co, 0=c =oo-» =:M((o.,,, i))
CHAPITRE III
Des Fonctions symétiiques et des Fonctions alternées. Usage de ces fonctions poiir la résolution des équations du premier degré a tin nombre quelconque d'inconnues. Des Fonctions lioniog'ènes.
§. 1/' Des Fonctions symétriques.
Une fonction symétrique de plusieurs quantités est celle qui conserve la même valeur et le même signe a])rès \\n échange quelconque opéré entre ces quantités. Ainsi , par exemple, chacune des fonctions
^-^y , .v-'''-i-y\ -x^yz, sin..r-t- sin.y-t-sin. ^, &c. ..
est symétrique par rapport aux variables qu'elle renferme, tandis que
sont des fonctions non symétriques des variables x et y. De même encore
b-\-c, b" -v-c\, bc, &c. . .
sont des fonctions symétriques des deux quantités b, c;
h-\-c~\-d , ^*-t-c^H-^', b c-\-b d-\-cd , bcd
sont des fonctions symétriques des trois quantités b , c, d, 6lc
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Parmi les fonctions symétriques de plusieurs quantités b , c...g', h , on doit distinguer celles qui servent de coefficiens aux diverses puissances de a dans le développement du produit
{a — b) ( a — c) [(i—g) {et— h),
et dont les propriétés conduisent à une solution trèsélégante de plusieurs équations du premier degré entre n variables x , y, z . . .ti , v, lorsque ces équations sont de la forme
/ J7 -f- y -^ s -+- . . . -I- Il -^ V := k^y
\ a jc -^ by -ir- cz -^ . . . -V- gu -^ hv =/?•,,
(i)^ rt'cr-+- b^y -+- c^z -t- . . . -^g'^ti ■+■ h^v=^ A\ ,
a"-'j:-hb''^'y-^c"^'z-i-...-hg'"'ii^h''~'v=/^.
En effet, soient
A„_^=:bc-i-...-i-bg-\-bh-^- ...-\~cg-^ch-\- ...-^gh , &c
A,—±:bc g- h
les fonctions symétriques dont il s'agit , en sorte qu'on ait
Si, dans cette dernière formule, on remplace successivement a par b , par c , 6lc.... , par «•, par h, on trouvera
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h"-' -+- ^„_, /^"-' -+- &c. . . . -4- Ah -+-A, = o.
Si l'on ajoute ensuite membre à membre ies équations (i), après avoir moitiplié la première par Ao, la seconde par A, , Sic... ^ ravant-dernière par A„_^y et la dernière par l'unité, on obtiendra la suivante
et l'on en concilia
]f^ _— (/>4-c..-hr+^0'^-«-:,+(^^--+^^"+6A...+r°4-c/<...+g70A-H_;— &rc.±//c..-g/^.^. "" (a -6) ia—c) {a~î^-){a—h).
On déterminerait par un procédé analogue les va- IciHS des autres incomuies'y^ z ... u, v.
Lorsque, dans les équations (1), on substitue auv: constantes
les puissances entières successives d'une mémo ([nanti lé kf savoir y
la valeur trouvée pour .r se réduit à
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(k — b) (k—c)....{k—ff) {k — h)
Ç. 2.' Des Fondions alternées.
Une fonction alternée de plusieurs quantités est ceîie qui change de signe, mais en conservant au signe près la même valeur, lorsqu'on échange deux de ces quantités entre elles ; en sorte que , par une suite de senihlahles échanges , la fonction devienne alternativement positive et négative. D'après cette défniition ,
X — y, .Tif — Jo^ [) , L.{-Afûn.x — sin.y^ &:c... sont des fonctions alternées des deux vaiiables x
est une fonction alternée des trois variables x , y , z ; et ainsi de suite.
Parmi les fonctions alternées de plusieurs variables
on doit distinguer celles qui sont rationnelles et entières par rapport à chacune de ces mêmes variables. Supposons une semblable fonction développée et mise sous la forme d'un polynôme. Un de ses termes ^ pris au hasard, sera de la forme
k x^ 1/ z' u' ir' ,
p , q, r . .. s, t désignant des nombres entiers, et k un coefficient quelconque. De plus, la fonction devant changer de signe , mais conserver au signe près la même valeur, après 1 échange mutuel des deux variables x et y , il faudra de toute nécessité qu'au terme dont il s'agit/ corresponde un autre terme de signe contraire
— kx'JyPz' u' v' ,
déduit du premier en vertu de cet échange. La fonction se composera donc de termes alternativement positifs et négatifs , qui , réunis deux à deux , produiront des binômes de la forme
kxP yi z' ... u'v' — kxUjP z' ... vf v'
— k ( xP y? — x'JyP)z'... u' v'.
Dans chaque binôme de cette espèce , p , q seront nécessairement deux nombres entiers distincts l'un de l'autre ; et , comme la différence
.xP y'' — x'' yP
est évidemment divisible par y — x, ou, ce qui revient au même, par .r — y^ il en résulte que chaque binôme et par suite la somme des binômes ou la fonction proposée sera divisible par
Comme on peut d'ailleurs, dans les raisonnemens qui précèdent , substituer aux variables x et y deux autres variables quelconques x et z, ou y et z, &c..^
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on obtiendra définitivement les conclusions suivantes :
1 .• Une fonction alternée , mais entière , de plusieurs variables x , ij , z u, v , est composée
de termes alternativement positifs et négatifs, dans chacun desquels les diverses variables ont toutes des exposans différens ;
2." Une semblable fonction est divisible par le produit des différences
prises chacune avec tel signe que l'on voudra.
Le produit dont il est ici question, ainsi qu'on peut aisément le reconnaître, est lui-même une fonction alternée des variables que l'on considère. Pour le prouver, il suffit de faire voir que ce produit change de signe , en conservant au signe près la même valeur , après féchange mutuel de deux variables, X ci y par exemple. Or en effet, suivant que l'on adopte pour chaque différence le signe -iou le signe — , ce produit se trouve égal soit à -t-Cf), soit à — <4) , la valeur de Cp étant déterminée par l'équation
(2) cp =
et, comme il est évident que cette valeur de (^ change seuiement de signe en vertu de l'échange mutueî des variables x et y, on peut conclure qu'il en sera de même d'une fonction équivalente soit à -4- Cp , soit à — Cp.
Concevons , pour fixer les idées , que l'on prenne chacune des différences ( i ) avec le signe -h. Le produit de toutes ces différences sera la fonction CJ) déterminée par l'équation (2), ou, ce qui revient au même, par la suivante
(y—x) X {z—x){z—7j)y X {v—x){v—tj){v—z) (v—u).
Si, de plus, on appelle 7i le nombre des variables .x,y,z ... Il , V ; 71 — I sera évidemment le nombre des différences qui renferment une même variable: et par suite , dans chaque terme de la fonction <^ développée et mise sous la forme d'un polynôme , l'exposant d'une variable quelconque ne pourra surpasser n — I. Enfin, comme dans un même terme les différentes variables devront être affectées d'exposans différens, il est clair que ces divers exposans seront respectivement égaux aux nombres
Chaque terme , abstraction faite du signe et du coefficient numérique , sera donc équivalent au produit des diverses variables rangées dans un ordre quelconque , et respectivement élevées aux puissances marquées par les nombres o, 1,2,3,... '* — ^ * ^^ ^^^^
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ajouter que chaque produit de cette espèce se trouvera compris une seule fois , tantôt avec ïe signe -+- , tantôt avec le signe — , dans le développement de la fonction Cp. Par exemple, le produit
,«— i ^,ff— I
ne pourra être formé que par la multiplication des premières lettres des facteurs binômes qui composent le second membre de l'équation (3).
A l'aide des principes que nous venons d'établir, il est facile de construire en entier le développement de la fonction <^ . et de démontrer ses diverses propriétés [ voyez à ce sujet la note IV ]. Nous allons maintenant faire voir comment on se trouve conduit, par la considération d'un semblable développement, à la résolution des équations générales du premier degré à plusieurs variables.
Soient
a„_,x-^b„_,7/-hC„_,z-^...-i-o-„_,u-+-h„_,v=k„_,
u équations linéaires entre les n variables ou inconnues
et les constantes
choisies arbitrairement. Représentons, en outre, par P ce que devient la fonction Cp lorsqu'on y remplace les variables
par les lettres
considérées comme autant de nouvelles quantités; en sorte qu'on ait
Le produit P sera la fonction alternée la plus simple des quantités a, b, c ... g, h; et, si Ton développe cette fonction par la multiplication algébrique de ses facteurs binômes, chaque terme du développement sera équivalent , au signe près , au produit de ces mêmes quantités rangées dans un certain ordre , et respectivement élevées à des puissances marquées par les exposans o, 1,2, 3 , ... w — 1 . Cela posé , concevons que dans chaque terme on remplace les exposans des lettres par des indices, en écrivant, par exemple,
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au lieu du terme
et désignons par D ce que devient alors le développement du produit P. La quantité D aura évidemment, tout comme le produit P, la propriété de changer de signe , lorsqu'on échangera entre elles deux des lettres données , par exemple , les deux lettres a^ei h. Il est aisé d'en conclure que la valeur de D sera réduite à zéro , si l'on écrit dans tous ses termes la lettre ^ à la place de la lettre a , sans écrire en même temps a à la place de ^. Il en serait <îe même si l'on écrivait par- tout à la place de la lettre a l'une des lettres c . . . . g , h. Par suite , si , dans le polynôme D, on désigne la somme des termes qui ont a^ pour facteur commun par A^a^^ la somme des termes qui renferment le facteur a, par
v4,«, , &c ; enfin la somme des termes qui ont
pour facteur a„_, par A„_,a„^, , en sorte que la valeur de D soit donnée par l'équation
on trouvera, en écrivant successivement dans le second membre de cette équation les lettres b, c ... g, h, k la place de la lettre a,
o = AJ„^A,b,^A,b,-h...-^A„_, b„_, , o = A,c^-+-A,c,-i-A,c,-i- . . . -h- A„_, c„_, ,
o = A^g^ -I- A,g-^A,,g, -i- . . .-^A„_, g„_, , o ^A,h,-\-A,h,-i-AJi,-^...-^A„_, /r,_,,.
Supposons maintenant qu'on ajoute membre à membre les équations (4)^ après avoir multiplié La première par A,,, la seconde par A,, la troisième pary^^ ... ia dernière \yâY A„_,. On verra, dans cette addition, les coeiFicicns des inconnues ij, z . , . u, v disparaître d'eux-mêmes en vertu des formules (y), et l'on obtiendra définitivement féquation
Djr = Aji,-\r-A,/.\-hAJi\-i-ikc...-\-A„_, X\,_. , de laquelle on conclura
A^fi--\-A, k,-\- A,k^ -4-&C.., -\- A„_, A- _,
Comme d'ailleurs des deux quantités
D et AJ.\-^A,k,-^AJi^^....-\-A„_,k,,_,
la première est ce que devient le développement du produit
{b—a) X ic—a) (c—b) x . . . x ih—a)[k—b){h~c) . . . {h— g) ,
lorsque dans ce développement on remplace les exposans des lettres par des indices , et la seconde , ce aue devient la quantité D , équivalente au second membre de la formule (6) , l(^rsqu'on y substitue la lettre k à la lettre a; il en résulte que la valeur de X peut être censée déterminée par i'équation
pourvu que fou convienne do développer les deux
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termes de la traction qui forme le second membre, et de remplacer dans chaque développement les exposans des lettres par des indices. La valeur que l'équation (9) prise à la lettre semble fournir pour l'inconnue :v, n'étant pas exacte et ne pouvant le devenir que par suite des modifications énoncées , est ce que nous nommerons une valeur symbolique de cette inconnue.
La méthode qui nous a conduits à la valeur symbolique de jc fournirait également celles des autres inconnues. Pour montrer une application de cette méthode , supposons qu'il s'agisse de résoudre les équations linéaires
On trouvera dans cette hypothèse , pour la valeur symbolique de l'inconnue x ,
Co
(il) x =
a°b'c'^—a°b'^c'-ha'b^c''—a'b''c'^-ha-b''c'—a-b'c'' '
et par suite, la valeur véritable de la même inconnue sera
/ \ f'ob,(^z-~^''ob<',-^ffib,c^—k.b^c,-hk,b^c,—k,b,c^
Nota. Lorsque, dans les équations (4), on remplace les indices des lettres a,b, c ... o-, h^ k par des TOM. 1. F
exposans, la valeur symbolique de x donnée pâf lequation (p) devient évidemment la valeur véritable, et coïncide, comme on devait s'y attendre, avec celle que fournit la formule (3) du J. i ."
Des Fonctions homogènes
Une fonction de plusieurs variables x, y, z , , , est homogène, lorsque, ^désignant une nouvelle variable indépendante des premières , le changement de ^ en tjc , de y en ty, de z e\\ tz . . . fait varier cette fonction dans le rapport de l'unité à une puissance déterminée de t; et l'exposant de cette puissance est ce qu'on nomme le degré de la fonction homogène. En d'autres termes,
sera une fonction homogène du degré a par rapport aux variables x, y, z . .. ^ si l'on a , quel que soit t ,
(1) f{tx, ty, tz,.,)=^t*f[x, y, z...).
Ainsi, par exemple,
x"-\-xy-\-y\ /(^y), ly — lx,
sont trois fonctions homogènes des variables x et y, la première du second degré , la deuxième du premier degré , et la troisième d'un degré nul. Une fonction entière des variables x, y, z ... composée de termes tellement choisie, que la somme des ex-
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posans des diverses variables soit la même dans tous les termes, est évidemment homogène.
Si, dans la formuie (i), on fait (=: — , on en
conclura
Cette dernière équation établit une propriété des fonctions homogènes qu'on peut énoncer de ia manière suivante :
Loi'squiine fonction de plusieurs variables x ^ y , z . . . . est homogène , elle équivaut au produit de l'une quelconque des variables élevée à une cer* taine puissance par une fonction des rapports entré ces mêmes variables combinées deux a deux.
On peut ajouter que cette propriété appartient exclusivement aux fonctions homogènes. Et , en effet , supposons f{x, y , z . . . .) équivalente au produit de a:" par une fonction des rapoorts entre les variables x, y , z . . . . combinées deux à deux. Comme on pourra exprimer tous ces rapports au moyen de ceux qui ont x pour dénominateur, en écrivant par exemple, au heu de ^^,
il en résulte que la valeur de f[x, y, z . . .) sera donnée par une équation de la forme
Cette équation devra subsister , quelles que soient les valeurs de ^^ y^ ^ ... ; et, si l'on y remplace
X par tx , y par ty , z par tz . . . ,
die deviendra
f{tx,ty,tz ...) = t'.x'C)(^^,^ ..).
Par suite , on aura , quel que soit t , dans l'hypothèse admise,
fiytx, ty, tz ...)z=t'f{x, y, z ...);
ou , en d'autres termes ,
sera une fonction homogène du degré a par rapport aux variables x, y , z . . . ,
CHAPITRE IV
Détermination des Fonctions entières , d'après un certain nombre de valeurs particidières supposées connues. Applications.
5. 1.^'^ Recherche des Fonctions entières d'une seule varicd)le , j^our lesqitelles on connaît un certain nombre de valeurs particulières.
Déterminer une fonction d'après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues , c'est ce qu'on appelle interpoler. Lorsqu'il s'agit d'une fonction d'une ou de deux variables , cette fonction peut être considérée comme l'ordonnée d'une courbe ou d'une surface; et le problème de \ interpolation consiste à fixer la valeur générale de cette ordonnée, d'après un certain nombre de valeurs particulières , c'est - à - dire , à faire passer la courbe ou la surface par un certain nombre de points. Cette question peut être résolue d'une infinité de manières ; et en général le problème de finterpolation est indéterminé. Toutefois l'indétermination cessera, si à la connaissance des valeurs particulières de la fonction cherchée on ajoute la condition expresse que cette fonction soit entière , et d'un degré tel que le nombre de ses termes devienne précisément égal au nombre des valeurs particulières données.
Supposons, pour fixer les idées, que l'on considère d'abord les fonctions entières d'une seule variable x. On établira facilement à leur égard les propositions suivantes.
1 ." Théorème. Si une fonction entière de la variable x s évanouit pour iine valeur particulière de cette variable , par exemple, pour x-=:x^^ elle sera divisible algébriquemerit par x — x^.
2.' Théorème. Si une fonction entière de la variable x s évanouit pour c^iacune des valeurs de X comprises dans la suite
n désignant un nombre entier quelconque , elle sera nécessairement divisible par le produit
{x-x^) ix—x^) (.r-jrj . . . [x-x^_^).
Soient maintenant C|)(.r) et \{x) deux fonctions entières de la variable x , l'une et Tautre du degré n — I, et qui deviennent égales entre elles pour chacune des n valeurs particulières de x comprises dans la suite x.. x . x . . . x . Je dis que ces àeux fonctions seront identiquement égales , c'està-dire , qu'on aura , quel que soit x ,
et en effet , si cette égalité n'avait pas lieu , on trouverait dans la différence
^(a7)-Cp(.r)
un polynôme entier dont le degré ne surpasserait
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pas n — I , mais qui, s'évanouissant pour chacune des valeurs de ^ci-dessus mentionnées, serait pourtant divisible par ie produit
{x—x^ {x—x,) {X-'X^ . . . (jr— ^^_ J ,
c^est-à-dire , par un polynôme du degré n / ce qui est absurde. On serait assuré a fortiori de I égalité absolue des deux fonctions Cp(-r) et 'v|/('^)» si Ton savait qu'elles deviennent égales entre elles pour un nombre de valeurs de x supérieur à n. On peut donc énoncer le tlicorènie suivant.
3.* Théorème. Si deux fonctions entières de la variable x deviennent égales poiir un nombre de valeurs de cette variable supérieur au degré de chacune des deux fonctions , elles seront ideîiiique' ment égales , quel que soit x-.
On en déduit comme corollaire cet autre tliéorème :
4.' Théorème. Deux fonctions entières de la variable x sont identiquement égales toutes les fois qu'elles deviennent égales pour des valeurs entières quelconques de cette variable , ou même pour toutes les valeurs entières qui surpassent une limite donnée.
Dans ce cas , en efïet , le nombre des valeurs de X , pour lesquelles les deux fonctions deviemicnt égales^ est indéfini.
Il suit du théorème 3.' qu'une fonction entière u du degré n — i sera complètement déterminée , si Ton connaît ses valeurs particulières
correspondantes aux valeurs
de îa variable jr. Cherchons dans cette hypothèse la valeur générale de la fonction u. Si Ton suppose d'abord que les valeurs particuhères iio-, u^ •••^^„_i se réduisent toutes à zéro, à l'exception de la première 2/^, la fonction ?«, devant alors s'évanouir pour .r=:j:'i , pour x^=ix^^ &c. . . . enfin pour a7=a:^_j, sera divisible par le produit
(^ — ^J (^ — .rj ...{x—x^_,), et sera par conséquent de la forme
A- ne pouvant être qu'une quantité constante. De pkîs, îi devant se réduire à u^ pour x=Xf^y on en conclura
et par suite
(.r-.r, ) r.r — rj . .. (.r— ^„_, ) 2/ =
o (j,-„— X,) (.r„ — jrj ... (^o — •'■„-.)
De même, si les valeurs particulières u^, u^ , ii^ ... u^^_^ se réduisent toutes à zéro, à l'exception de la seconde ii , on trouvera
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Enfin , si elles se réduisent toutes à zéro , à l'exception de la dernière u _^ , on trouvera
U — u C-^ — -^-q) (.r — xJ ... (j: — Xn-J
'''-' (^„-,--ro)(.r„_,-x,)...(x„_.-x„_J
En réunissant les diverses valeurs de u correspondantes aux diverses hypothèses qu'on vient de faire, on obtiendra pour somme un polynôme en x du degré n — i , qui aura évidemment la propriété de se réduire à z/,, pour x^ix^^ à u^ pour .r=.r^ ,
^c à u pour x^=zx . Ce polynôme sera
donc la valeur oénéraie de u qui résout la question proposée, en sorte que cette valeur générale se trouvera déterminée par la formule
(0 2/ — 2/ (x — X,) (x — xQ (x — x„_,)
_^ ^^ (x — xjfx— X.) (x — x„_,)
' ( X. — X J ( X, — xO ( -^-i — -ï^,,-.)
^^ (x — xj (x — X,) (x — X„_J
On pourrait déduire directement la même formule de ia méthode que nous avons employée ci-dessus (chap. III, §. I ) pour résou(h'e dans un cas particulier des équations linéaires à plusieurs variables ; [voyez à ce sujet la note V ].
Si, en désignant par n une quantité constante, on remplace dans la formule (i) la fonction u par hi fonction u — a, (pii sera évidemment de même degré , et les valeurs particulières de u par les valeurs particulières de u—a^ on obtiendra l'équation
/ V (X — X„) (X Xz)....(x X„_,)
\ ' ^ (■r, — J^J{x,~xJ...{x, — x„_,)
-t- r 7/ —ri\ -^~^°) C-^ — -r.) (J^— J^n-J ,
et, en comparant cette équation à la formule (i), on trouvera la suivante
(X Jr,)(T Xz)....(x ^n-i)
(x„ — xj(x„ — xj.
(x Xg) (x Xî). .
(x, — x^j(x. — xj..
Cette dernière équation esc identique , et subsiste quel que soit .r.
Les équations (i) et (2) peuvent servir l'une et l'autre à résoudre , pour les fonctions entières , le problème de l'interpolation ; mais il convient en général de préférer pour cet objet l'équation (2), attendu qu'on peut y faire (iisparaitre fun des termes du second membre, en prenant la constante a équivalente à l'une des quantités
^ Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de faire passer une droite par deux points donnés. Désignons par jCq , 1/^ les coordonnées rectangulaires du premier point, par ^^, 1/^ celles du second, et
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par y l'ordonnée variable de la droite. En remplaçant dans ia formule (2) la lettre u par la lettre y , puis faisant w= i , et a^=^y^^ on trouvera pour lequation de la droite
(4) y-yo = (y. -yo) ~^'
Supposons, en second lieu, qu'il s'agisse de faire passer par trois points donnés ui.o parabole dont l'axe soit parallèle à l'axe des y. Nommons
x^ et y^ , œ^ et y^ , x^ et y^
les coordonnées rectangulaires des trois points. Soit de plus y l'ordonnée variable de la parabole. En remplaçant toujours , dans la formule (2) , la lettre u par la lettre y , puis faisant ?? = 2^ et a = ?/i , on trouvera pour féquation de la parabole
(5) y - y. = (yo - y.) {^'j^^^Er^j
OU , ce qui revient au même ,
(^) y-y.=.^[(yo-y.)^^^(y.-y,)^]-
Lorsque dans l'équation ( i ) on prend u=^x^ , {^m désignant un nombre entier inférieur à ?î), ies valeurs particulières de u représentées pai'
se réduisent évidemment à
On a donc, pour les valeurs entières de 7n qui ne
surpassent pas n — i ,
( ar„ — X J ( Xo — Xi ) . . . (x,,— x„_,) (X— X„)(X — Xz) (x — x„_, )
' (x,-xJ(x,-Xï) (J^.-J^„_. )
(x — xj (x— X, ) C-^ — ^„-J
Cette dernière formule comprend comme cas particulier l'équation (3). De plus, si l'on observe que chaque puissance de ^^ et en particulier la puissance a^"~\ doit nécessairement avoir le même coefficient dans les deux membres de la formule (7), on trouvera,
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Il est bon de remarquer que la formule (8) subsiste dans le cas même où l'on suppose ?n=:o, et devient alors
(lo) O = -, -7 —^ r-
5. 2.* Détermination des Fonctions entières de plusieurs variables , d'après nn certain nombre de valeurs particulières supposées connues.
Les méthodes par lesquelles on détermine les fonctions d'une seule variable , d'après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues, peuvent être facilement étendues , comme on va le voir, aux fonctions de plusieurs variables.
Considérons d'abord , pour fixer les idées , des fonctions de deux variables a: et y. Soient Cf) (.r^ y), -v|/(jr, y), deux semblables fonctions, i'uneet fautre du degré n — i par rapport à chacune des variables, et qui deviennent égales entre elles , toutes les fois qu'en attribuant à la variable a; une des valeurs particulières
on attribue en même temps à la variable y l'une des suivantes
<p[^oi y) y 4'(*^û' y) seront deux fonctions de îa seule variable y , qui deviendront égales entre elles pour n valeurs particulières de cette variable. Par suite, (en vertu du 3.^ théorème , §. i •^'), ces deux fonctions seront constamment égales , quel que soit y. On aura donc identiquement
Cp(.r,, y) =z\[x,, y).
On trouvera de même
<?(-^. , y) = -|(^. , y), Cp ( j:, , y) = ^{x^, y), &c
D'ailleurs , les premiers membres des n équations précédentes sont autant de valeurs particulières de la fonction Cp(.r, y) dans le cas où l'on y considère jT seul comme variable ; et les seconds membres représentent les valeurs particulières correspondantes de la fonction -^^^^r, y). Les deux fonctions
Cp (^, y), -^{.r, y),
lorsqu'on y attribue à y une valeur constante choisie arbitrairement , deviennent donc égales pour n valeurs particulières de .r; et, comme elles sont toutes deux du degré ?i — 1 par rapport à .t , il en résulte qu'elles resteront égales, non-seulement pour une valeur quelconque attribuée à la variable y , mais encore pour une valeur quelconque de jc. Ou serîiit assuré, a fortiori , de légalité absolue des
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deux fonctions Cp(^, 2/)' 4('^' 3^)» *^ ^'^" ^^^^^* qu'elles deviennent égales toutes les fois que les valeurs des variables .i- et y sont respectivement prises dans deux suites composées chacune de plus de n termes différens. On peut donc énoncer la proposition suivante.
1." Théorème. Si deux fonctions entières des variables s et y deviennent égales toutes les fois que les valeurs de ces deux variables sont respectivement prises dans deux suites qui renferment l'une et l'autre un nombre de termes supérieur aux exposans les plus élevés de x et de y dans ces mêmes fonctions, elles seront identiquement égales.
On en déduit, comme corollaire, cet autre théorème :
2/ Théorème. Deux fonctions entières des variables X et y sont identiquement égales , toutes les fois qu elles deviennent égales pour des valeurs entières quelconques de ces variables , ou même pour toutes les valeurs entières qui surpassent une limite donnée.
Dans «ce cas , en effet , le nombre des valeurs de X et de y pour lesquelles les deux fonctions devixînnent égales est indéfini.
Il suit du théorème i ." que, si la fonction <p[x,i/) est supposée entière et du degré ?i — i par rapport à chacune des variables x et y ^ cette fonction sera complètement déterminée , dès que f on connaîtra ies valeurs particulières qu'elle reçoit, lorsqu'en prenant pour valeur de x fune des quantités
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on prend en même temps pom^ valeur de y l'une des suivantes
yo, y,, y. .-• y«_..
Dans la même hypothèse, la valeur générale de la fonction pourra être facilement déduite de la formule (i) du paragraphe précédent. En effet, si l'on remplace dans cette formule u par Cp,(^v y)? ^*^ ^^^ tirera
^l-^; y; - K-.ro(x„-x.)....(x.-a:„_,) ^^«^o ' y;
fx— Xq) (x Xi). . . .{x — x„_^) / \
"*■ (x„_ -xo)(x„_.-x.)..(x„_,-x„_j ^ v^n-^ ' y; ;
et l'on aura de plus , en désignant par m un des nombres entiers
, {y—yo){y-y^) (y— y,,-.) ^/„ ,, \
(y— yo)(y-yO----(y— y>-J ^/ n
■^(y„--yo)(y„--y.)"(y„-,-y«-J ^V^m^Vu-. h
On conclura immédiatement des deux équations qui précèdent la valeur générale de Cp(^, y). On trouvera , par exemple , en supposant ?i — 2 ,
Xo —Xi
' yo~yi
X —Xo
Xi — Xo
Vo-yi
y-Vo
Xq — Xi
V'—yo
y-yo
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Vi — yo ^ ^ ' ' -y'/
Si l'on considérait des fonctions de trois ou d'un pîus grand nombre de variables , on obtiendrait des résultats entièrement semblables à ceux auxquels on vient de parvenir pour des fonctions de deux variables seulement. On trouverait , par exemple , à la place du 2.^ théorème, la proposition suivante :
3.^ Théorème. Deux foîictions entières de plusieurs variables x, y,z sont identiquement
égales , toutes les fois qu elles deviennent égales pour des valeurs entières quelconques de ces variables, ou même pour toutes les valeurs entières qui surpassent une limite donnée.
Applications
Pour appliquer les principes établis dans les paragraphes précédens, considérons en particulier des produits formés par la multiplication de facteurs successifs dont chacun surpasse le suivant d'une unité, le premier facteur étant l'une des variables œ, y, z , . . \ ei cherchons à exprimer, au moyen de ces sortes de produits , le produit tout semblable TOM. I, G
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qu'on obtiendrait en prenant pour premier facteuF la somme des variables données , savoir ,
Si l'on réduit toutes les variables à deux , le problème qu'il s'agit de résoudre pourra s'énoncer comme ii suit.
1/' Problème. Exprimer le produit
(i) [x-^ij] (.f-H-y-i) (.r-Hy-2)...(x-Hy-/2-t-i), dans lequel n désigne un nombre entier quelconque, par le moyen des produits suivans
a:[x— i) (^—2) ... (.r — w-Hi),
et de tous ceux qu'on peut en déduire, en changeant seulement la valeur de n.
Solution. Pour résoudre plus facilement la question précédente , supposons d'abord que x et y soient des nombres entiers égaux ou supérieurs à n. Alors le produit (i) ne sera autre chose que le numérateur de la fraction qui exprime le nombre des combinaisons possibles de x-^y lettres prises nkn, puisque ce nombre est précisément
Cela posé, concevons que, les lettres
étant en nombre égal à x-^y, on les divise en deux
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groupes , de telle manière que les lettres a,b, c ... du premier groupe soient en nombre égal k x , et les lettres^, q, r . .. à\i second groupe en nombre égal à y. Parmi les combinaisons formées avec ces différentes lettres , les unes renfermeront seulement des lettres prises dans le premier groupe. Le nombre des combinaisons de cette espèce sera
■r(x— i) (x— 2)...(x-w4-i) I .2 . 5 , . ,ra
D'autres renfermeront ?i — i lettres prises dans le premier groupe , et une lettre prise dans ie second. On déterminera facilement le nombre des combinaisons de cette seconde espèce, et l'on verra qu'il est égal à
_X_[X-JI_)J X-2)...(x-7; + 2) y
On trouvera de même pour le nombre des combinaisons qui renferment 71- ^ lettres prises dans le premier groupe, et deux lettres prises dans le second,
&c. . . ; enfin , pour le nombre des combinaisons qui renferment seulement des lettres prises dans le dernier groupe,
yÇy-,) (y-2)....(y-.„4.,) > .2 .3 . . . .«
La somme des nombres des combinaisons de chaque espèce devant reproduire le nombre total des cornbmaisons des x^y lettres données prises nkn, on en conclura
^^ , _l_ ôLC. . .
L'équation précédente , étant ainsi démontrée pour le cas où les variabies x eiy obtiennent des valeurs entières supérieures à n, subsistera, en vertu du 2.^ théorème [§. 2], pour des valeurs quelconques de ces variables ; et la valeur du produit ( i ) tirée de la même équation sera
i^-^y) {.x-\-y—i) (x-Hy — 7^^-I)
^3A ^^ /'L"rr.l^ xfx—^)....{x — n+^).y{y—l) +&c...
H— x.y{ij+\) {y—n+2)-\-y{y—\) (y— w+i).
Corollaire /."■ Si dans l'équation (2) ou remplace x par — x ei y par —y , on obtiendra k suivante
-1 — r , -t- OcC. . . .
X y{y+j)...{y+n—i) ^ y (y-Hi). . .(y-h«— Q , __ . ^ — — .
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Corollaire 2/ Si dans i équation (2) on remplace j: par ^ety par ^ , on trouvera
C^/?^LL^//î^ j./ En déveioppant les deux membres de I équation (2), et ne conservant de part et d'autre que les termes dans lesquels ia somme des exposans des variables est égale à .^, on obtiendra la formule
La valeur de {^-^y)" tirée de cette dernière formule est précisément celle que fournit le binôme de Neivton.
Les formules qu'on vient d'obtenir peuvent être facilement étendues au cas où l'on considère plus de deux variables; et la méthode qui nous a conduits à la solution du premier problème se trouve également applicable à la question suivante :
2.^ Problème. x,y,z.., désignant des variables en nombre quelconque, exprimer le produit
(x+i/-\-z . . .) {x-i-y-hz . . .—i) (x-\-y+z...~2). . .{x+y+z ...—n+i]
en fonction des ^uivans
x{jo — 1 ) (^ — 2) . . . (jr — n-h- I ) ,
y(y-0(y-2)--.(y-?ï-Hi),
et de tous ceux qu'on peut en déduire ^ en chaiigeant la valeur de n.
On commencera par résoudre le problème dans ie cas où X, y, z . . . désignent des nombres entiers supérieurs à n, en partant de ce principe, que la fraction
est égale au nombre des combinaisons que l'on peut former avec x-^y-^z . . . lettres prises n à n. Puis, on passera au cas où les variables x, y , z ... deviennent des quantités quelconques , en s'appuyant sur ie 3.^ théorème du §. 2. Lorsque l'on aura ainsi démontré la formule qui résout la question proposée, on en déduira sans peine la valeur de la puissance
On y parviendra , en effet , en développant les deux membres de la formule trouvée , et ne conservant de part et d'autre que les termes dans lesquels les exposans réunis des variables x, y, z ... forment une somme égale à n.
CHAPITRE V
Détermination des Fonctions continues d'une seule iicmahle propres a vérifier certaines conditions.
\. 1/' Recherche d'une Fonction continue formée de telle manière que deux semblables Fonctions de quantités variables, étant ajoutées ou multipliées entre elles , donnent pour somme ou pour produit une Fonction semblable de la somme ou du produit de ces variables.
Lorsque, au lieu de fonctions entières, on considère des fonctions quelconques, dont on laisse ia forme entièrement arbitraire, on ne peut plus réussir à les déterminer d'après un certain nombre de valeurs particulières, quelque grand que soit ce même nombre; mais on y parvient quelquefois dans le cas où l'on suppose connues certaines propriétés générales de ces fonctions. Par exemple , une fonction continue de œ, représentée par cp (a:*), peut être complètement déterminée, lorsqu'elle est assujettie à vérifier , pour toutes les valeurs possibles des variables x et y , Tune des équations
(i) <P(^-Hy) = 9(.r)-i-cp(y),
ou bien , pour toutes les valeurs réelles et positives
des mêmes variables, i'iine des équations suivantes
La résolution de ces quatre équations présente quatre problèmes différens que nous alions traiter l'un après l'autre,
1.^' Problème. Déterminer la fonction (^{x) , de manière quelle reste continue entre deux limites réelles quelconques de la variable x , et que l'on ait pour toutes les valeurs réelles des variables x et y
(i) q)(^-Hy) = Cp(.r)-i-q)(y).
Solution. Si dans i équation (i) on remplace successivement y par y -^z , z par z-\-u , &c. . . . , on en tirera
= <::{)(^)-H<:î)(y)H-c|)(^)-i-cî)(?/)-t-&c....,
quel que soit le nombre des variables jc, y, z, u,h.Q.: si , de pius , on désigne par m, ce même nombre , par CL une constante positive , et que l'on fasse
a: =:^ y =: z := U . . . . z= cL ^
la formule que l'on vient de trouver deviendra
Cp [în cl) = m Cp (et).
Pour étendre cette dernière équation au cas où le nombre entier m se trouve remplacé par un nombre
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fractionnaire —, ou même par un nombre quelconque jt/t, on fera, en premier lieu,
t) = — et ,
?n et n désignant deux nombres entiers ; et l'on en conclura
?i Q = 7n et ,
n.<^{^) = m . <:p (ût) ,
puis, en supposant que la fraction — varie de manière à converger vers un nombre quelconque /x, , et passant aux limites , on trouvera
Si maintenant on prend cl= i , on aura , pour toutes les valeurs positives de /a ,
et par suite , en faisant converger fji vers la limite zéro ,
Cp(o) == o.
D'ailleurs , si dans l'équation { i ) on pose jc =. fx , y=. — /x , on en tirera
Cî)(- ^) =: Cî) (o) - Cp(/^) = - /X.Cp (l).
L'équation ( 5 ) subsistera donc , lorsqu'on y chan-
géra /x. en — /x. En d'autres termes , on aura, pour des valeurs quelconques positives ou négatives de la variable x ,
(6) cp(.r) = xq)[\).
Il suit de la formule (6) que toute fonction Cp(.t^), qui , demeurant continue entre des limites quelconques de la variable , vérifie l'équation ( i ) , est nécessairement de la forme
a désignant une quantité constante. J'ajoute que la fonction ax jouira des propriétés énoncées , quelle que soit la valeur de la constante a. En effet, le produit ax est, entre des limites quelconques de la variable x , fonction continue de cette variable; et, de plus, la supposition <})(^) = ax change l'équation ( I ) en cette autre
d(^x -^ y) = ax -+- ay ,
laquelle est évidemment toujours identique. La formule (7) fournit donc une solution de la question proposée , quelle que soit la valeur attribuée à la constante a. La faculté que l'on a de choisir arbitrairement cette constante , lui a fait donner le nom de constante arbitraire.
2." Problème. Détermmer la fo?ictio?i (p(^), de manière qu'elle reste continue entre deux limites réelles quelconques de la variable x, et que l'on ait pour toutes les valeurs réelles des variables x ety
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(2) o {x -H y) =z cp {a:) .<:p(y).
Solution. li est d'abord facile de s'assurer que la fonction <p{-^), assujettie à vérifier l'équation (2), n'admet que des valeurs positives : et en effet, si dans l'équation (2) on fait y^^x , on trouvera
puis on en conclura , en écrivant ^ ^ au lieu de x ,
La fonction Cp (^) est donc toujours équivalente à un carré , par conséquent toujours positive. Cela posé, concevons que dans l'équation (2) on remplace
successivement y par y -\- z , z par z -h u, &:c
on en tirera
cp {^x-^y^z^u . . . ) = ^ \x) Cp^y) <p{z) C|>(w) . . . ,
quel que soit le nombre des variables x,y, z^u . ., Si, de plus, on désigne par m ce même nombre, par et une constante positive , et que l'on fasse
X=zy=.Z=:U....:=z<X,,
la formule que l'on vient de trouver deviendra
Pour étendre cette dernière formule au cas où le nombre entier m se trouve remplacé par un nombre
fractionnaire — , ou même par un nombre quelconque ^ , on fera , en premier lieu ,
G = — et ,
m et n désignant deux nombres entiers; et Ton en conclura
n Q = m et ,
puis , en supposant que la fraction — varie de manière à converger vers un nombre quelconque /ia, , et passant aux limites , on trouvera
Si maintenant on prend ce = i , on aura pour toutes les valeurs positives de /a,
et par suite, en faisant converger /n vers la limite zéro,
cp(o)=i.
D'ailleurs, si dans l'équation (2) on pose jc=zfA,, yz=: — /A, on en conclura
L'équation (8) subsistera donc , lorsqu'on y changera fA, en —/ui. En d'autres termes, on aura pour des valeurs quelconques positives ou négatives de la variable ^
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Il suit de l'équation (9) que toute fonction cp (:r) propre à résoudre ie second problème est nécessairement de la forme
A désignant une constante positive. J'ajoute qu'on peut attribuer à cette constante une valeur, quelconque entre les limites o et 00 . En effet, pour toute valeur positive de ^ , la fonction A ' reste continue depuis xz=i—oo jusqu'à ^ = -1- 00 , et i'équation
A''^^ = A' . Ay
est identique. La quantité,.^ est donc une constante arbitraire qui n'admet que des valeurs positives.
Nota. On pourrait arriver très-simplement à l'équation (9), de la manière suivante.
Si i'on prend les logarithmes des deux membres de l'équation (2) dans un système quelconque , on trouvera
et l'on en conclura [voyez le i .*' problème]
puis, en repassant des logarithmes aux nombres ,
3.^ Problème. Détermine?- la fonction ^(.r) de manière qu'elle reste continue entre deux limites
positives quelconques de la variable x , et que ï on ait , pour toutes les valeurs positives des variables X et y ,
(3) <P(-^y) = <^(■^)-*-<P(y)• »S'oLf7^/oiv. H serait facile d'appliquer à la solution du 3 / problème une méthode semblable à ceile que nous avons employée pour résoudre ie premier ; mais on arrive plus promptement à la solution cherchée , en mettant l'équation (3), ainsi qu'on va le faire, sous une forme analogue à celle de l'équation (i).
Si l'on désigne par A un nombre quelconque , et par L la caractéristique des logarithmes dans le système dont la base est ^^^on aura , pour toutes lee valeurs positives des variables x et y ,
.X = A , y = A , en sorte que i'equation (3 ) deviendra
<p{a'^^^^']=:<p{a'"')^cp{a''').
Comme , dans cette dernière formule , les quantités variables L.r, Ly admettent des valeurs quelconques positives ou négatives, il en résulte qu'on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des variables a: et y ,
cp(^'*^) = q{A'')-^<S?{A>).
On en conclura [voyez le i .^' problème , équat. (6)] <^[A')=:za;q>{A')^x<^{A),
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et par suite
OU, ce qui revient au même,
(il) <:^{jc) = q){A) . Lx.
Il suit de la formule (ii), que toute fonction <p(.r), propre à résoudre le 3.^ problème, est nécessairement de la forme
(12) Cp (.r) = « Z. (^) ,
a désignant une constante. Il est d'ailleurs aisé de s'assurer, i .° que la constante a demeure entièrement arbitraire, 2." qu'en choisissant convenablement le nombre A, qui est lui-même arbitraire, on peut la réduire à l'unité.
4.^ Problème. Déteiminer la fonction <p (x) de manière qu'elle reste continue entre deux limites positives quelconques de la variable x , et que l'on ait , pour toutes les valeurs positives des variables X et y ,
(4) 0(.ry)=r:<p(.r).cp(//).
Solution. Il serait facile d'appliquer à la solution du 4-* problème une méthode semblable à celle que nous avons employée pour résoudre le second. Mais on arrivera plus promptement à la solution cherchée, si l'on observe qu'en désignant par L la caractéristique des logarithmes dans le système dont la base est A f on peut mettre l'équation (4) sous la forme
Comme, dans cette dernière éqnatfon, les quantités variables L[x), L{(/), admettront des valeurs quelconques positives ou négatives, il en résulte qu'on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des variables ^- et y ,
On en conclura [voy. le 2/ problème, équat. (p)]
et par suite,
ou , ce qui revient au même ,
(13) cp(.r)
LfiA]
II résulte de l'équation (13) que toute fonctioB <|) (^), propre à résoudre le 4-^ problème, est nécessairement de la forme
a désignant une constante. Il est d'ailleurs aisé de s'assurer que cette constante doit demeurer entièrement arbitraire.
Les quatre valeurs de Cp(-i^) qui satisfont respectivement aux équations (i), (2), (3), (4), savoir,,
Cl ce f jtx f Cl Lj ûC j JC j
ont cela de commun, que chacune d'elles renferme
I." PARTIE, CHAP. V
une constante arbitraire a ou A. On doit en conclure qu'il y a une grande différence entre les questions où il s'agit de calculer les valeurs inconnues de certaines quantités , et ies questions dans lesquelles on se propose de découvrir la nature inconnue de certaines fonctions d'après des propriétés données. En effet, dans le premier cas, les valeurs des quantités inconnues se trouvent finalement exprimées par te moyen d'autres quantités connues et déterminées , tandis que dans le second cas les fonctions inconnues peuvent , comme on le voit ici , admettre dans leur expression des constantes arbitraires.
§. 2." Recherche d'une Fonction continue formée d» telle manière qu'en multipliant deux semblables Fonctions de quantités variables , et doublant le produit, on trouve un résultat égal à celui qu'on obtiendrait en ajoutant les Fonctions semblables de la somme et de la différence de ces variables.
Dans chacun des problèmes du paragraphe précédent , l'équation à résoudre renfermait , avec la fonction inconnue Cp (.r), deux autres fonctions semblables , savoir, <^[y) et <\>[x-^ij) ou <^Lv<j]. Nous allons maintenant nous proposer un nouveau problème du même genre , mais dans lequel l'équation de condition, que la fonction (^[x) doit vérifier, renferme quatre fonctions semblables au heu de trois/ Voici en quoi il consiste.
TOM. 1. H
Problème. Déterminer la fonction (p {x) de manière quelle reste continue entre deux limites réelles quelconques de la variable x, et que l'on ait, pour toutes les valeurs réelles des variables X ety ,
(i) Cp(y-4-.r) H- Cp(y-^) = 2 (^[x] . q)(y).
Solution. Si dans iequatioii (i) on fait x=o,
on en tirera
cp(o)= I.
La fonction <2;>[x) se réduit donc à l'unité, pour la valeur particulière ^ = o ; et puisqu'on la suppose continue entre des limites quelconques , il est clair qu'elle sera, dans le voisinage de cette valeur particulière , très-peu différente de l'unité, par conséquent positive. On pourra donc , en désignant par et un nombre très-petit , choisir ce nombre de telle manière que la fonction Cp(.^) reste constamment positive entre les limites
X — o , .r = ot.
Cela posé , il arrivera de deux choses l'une. Ou la valeur positive de Cp (ol) sera comprise entre les limites o et i ,. ou cette valeur sera supérieure à l'unité. Nous allons examiner successivement ces deux
hypothèses.
Concevons d'abord que Cp(ûL) ait une valeur comprise entre les limites o et i . On pourra représenter cette valeur par le cosinus d'un certain arc ô renfermé entre les limites o , ^ ; et poser en conséquence
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Cp (oLJ ^ COS. ô.
De plus, si, dans l'équation (i) mise sous la forme
cp (y-H^) = 2 <|) (^) cp (y) — cp (y-^) , on fait successivement
a: = et , y =rr oC ,
.r =: et , y =: 2 CL,
J7 zz: et , y :== 3 et, &C. . . . ,
on en déchiira l'une après i'autre les formules
Cp (2 et) =: 2 COS.'' 9 — I =: cos. 2 6 ,
Cp ( ^ ctj = 2 COS. u . cos, 2 0 — COS. 0 =: cos. 2 9 ,
Cp(4ct) ^ 2 COS. 9. cos. 3 9 — COS. 281= cos. 4» »
et en général , m désignant un nombre entier quelconque ,
Cpfwct) = 2COS.G. COS.ilJl I )ô COS. (m 2)0=: COS. wô.
J'ajoute que îa formule
Cp (7?^ct) = COS. mô
subsistera encore , si i'on y remplace le nombre entier m par une fraction , ou même par un nombre quelconque /ll. C'est ce que l'on prouvera facilement, ainsi quil suit.
Si dans l'équation (i) on fait ^'==^ot, y:=-^et, on en tirera
puis , en extrayant les racines positives des deux membres, et observant que les deux fonctions Cp(.r), cos,^ restent positives, la première entre les limites .r = o , jc^cL, ia seconde entre les limites :r = o , ^ = ô, on trouvera
<p{^ct) = cos.^ô.
De même, si dans l'équation (i) on fait
011 en tirera
WU^jJ = 1 1 -L^««-4^J '
puis , en extrayant de part et d'autre les racines positives ,
<^(^ct)=cos.^ô.
Par des raisonnemens semblables, on obtiendra successivement les formules
et en général , n désignant un nombre entier quelconque ,
Si l'on opère sur la valeur précédente de <p(-^n ««-)
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pour en déduire celle de Ç (^ et, j , comme on a
opéré sur ia valeur de Cp (ce) pour en déduire celle de C|)(77icc), on trouvera
<fi-^'^)
COS
puis, en supposant que la fraction -^ varie de manière à s'approcher indéfiniment du nombre f^ , et passant aux limites, on obtiendra l'équation
(2) Cp (/XCt) = COS. yaÔ.
De plus , si dans la formule ( i ) on fait
a: = fj,cL , y = o , on en conclura
CJ)( — ,act)=:[2Cp(o) — I ]cp(/^ct)=cos./>tô=cos.( — ,axô).
L'équation (2) subsistera donc, lorsqu'on y remplacera /tA, par — jiL. En d'autres termes , on aura , pour des valeurs quelconques positives ou négatives de la variable a:,
(3) Cp (et J?) = COS. 9.r.
Si dans cette dernière formule on change o^- en — , elle donnera
(4) <P {<r) = COS.— .-r =: COS. ( X jA .
La valeur précédente de Cp(j:') est relative au cas où Iq. quantité positive Cp(ct) reste comprise entre les
limites o et i . Supposons maintenant cette même quantité supérieure à l'unité. H est facife devoir que \ . dans cette seconde hypothèse , on pourra satisfaire par une valeur positive de ?- à l'équation
li suffira, en effet, de prendre
Cela posé , si dans l'équation ( 1 ) on fait successivement
a: z= CL, 7/ = CL,
.X =z ai, y = 2 et ,
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J'ajoute que la formule
subsistera encore , si l'on y remplace ie nombre entier m par une fraction , ou même par un nombre quelconque ^. C'est ce que l'on prouvera faciiement, ainsi qu'il suit.
Si dans l'équation (l) on fait ^ = y^, i/=z-^cl, on en tirera
puis , en extrayant les racines positives des deux membres , et observant que ia fonction <^ (.r) reste positive entre les limites j"i=o, a:=:cL, on trouvera
De même , si dans l'équation (i) on fait
on en tirera
[^[^ct)Y = ^(o) + Mt«) ^i-H-i-(r--+-r -)
puis , en extrayant de part et d'autre les racines
positives ,
Par des raisonnemens semblables , on obtiendra successivement les formules
et en générai, n désignant un nombre entier quelconque,
Si l'on opère sur la valeur précédente de <p(-^ et j ,
pour en déduire celle de Cpf^ctj, comme on a
opéré sur la valeur de Cp (et) , pour en déduire celle cp^mob), on trouvera
<p(^.)=ip-.r-"):
puis, en supposant que îa fraction — varie de manière à s'approcher indéfiniment du nombre //., et passant aux limites, on obtiendra l'équation
(5) Cp(Atct) = i (rVr"").
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De jiliis, si dans la formule (i) on fait
a: =^ fA.cL y ?/ = o , on en conclura
<^{ — f^cL) = [2 C|)(o) — i] Cp (a ct) = Mr "-i-r" j.
L'é{[uation (5) subsistera donc, lorsqu'on y remplacera fji par — fx. En d'autres termes , on aura, pour des valeurs quelconques positives ou négatives de la variable jc ,
(6) CÎ)(ct.r)=:(rVr"').
Si dans cette dernière formule on change j; en — , elle donnera
Lorsqu'on, fait , dans l'équation (4) , =t: — =^ a , et,
dans l'équation (7) , ?" " = ^ ^ ces équations prennent respectivement les formes suivantes
(8) <p(-^) = COS. «j; ,
AA'^A
Si donc l'on désigne par a une quantité constante , et par ^ un nombre constant, toute fonction Cp(.r) qui , demeurant continue entre des limites quelconques de la variable , vérifiera l'équation ( i ) , sera nécessairement comprise sous l'une des deux forme»
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qu'on vient de rapporter. II est d'ailleurs facile de s'assurer que les valeurs de ^{-t) fournies par les équations (8) et (p) résolvent la question proposée , queîies que soient les valeurs attribuées à la quantité a et au nombre A. Ce nombre et cette quantité sont donc deux constantes arbitraires , dont l'une ne peut admettre que des valeurs positives.
D'après ce qu'on vient de dire , les deux fonctions
COS. a.v, y(^'~'~^~'')'
ont la propriété commune de satisfaire à féquation (i), ce qui établit entre elles une analogie remarquable. L'une et l'autre de ces deux fonctions se réduisent encore à l'unité pour .r:=o. Mais une différence essentielle entre la première et la seconde , c'est que la valeur numérique de la première est constamment au-dessous de la limite i , lorsqu'elle n'atteint pas cette limite ; tandis que, dans la même hypothèse , la valeur numérique de la seconde est constamment au-dessus.
Considéraiions géticrales sur les Séries
On appelle série une suite indéfinie de quantités u^ , II, y ?/,, u^ , &c. . . ,
qui dérivent les unes des autres suivant une loi déterminée. Ces quantités eiles-niémes sont les différens termes de la série que l'on considère. Soit
^„ = W„ H- 2/, H- M, -H . . . H- îl,,_,
la somme des n premiers termes, ti désignant un nombre entier quelconque. Si, pour des valeurs de w, toujours croissantes, la somme .s'„ s'approche indé^ finiment d'une certaine limite s , la série sera dite convergente , et la limite en question s'appellera la somme de la série. Au contraire , si , tandis que n croit indéfiniment , la somme s^ ne s'approche d'aucune limite fixe, la série sera, divergente , et n'aura plus de somme. Dans l'un et l'autre cas, le terme qui correspond à l'indice ;?, savoir u„, sera ce qu'on nomme le terme général. Il suffit que l'on donne ce
terme générai en fonction de i'indice n, pour que ia
série soit complètement déterminée.
L'une des séries ies plus simples est ia progression géométrique
qui a pour terme général x" , c'est-à-dire , ia puissance n.^" de la quantité .r. Si dans cette série on fait la somme des ii premiers termes , on trouvera
I -t- J7 -V- .r -H ... H- JC
et, comme pour des valeurs croissantes de n la
valeur numérique de ia fraction _ converge vers
la limite zéro , ou croit au - delà de toute limite , suivant qu'on suppose la valeur numérique de œ inférieure ou supérieure à l'unité , on doit conclure que dans ia première Iiypotiièse ia progression
est une série convergente qui a pour somme — — — ,
tandis que dans la seconde hypotiièse la même progression est une série divergente qui n'a plus de somme.
D'après ies principes ci-dessus établis , pour que ia série
soit convergente , il est nécessaire et il suffit que des valeurs croissantes de n fassent converger indéfiniment la somme
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S„ — 11^ -4- tl^ H- U^ -H &C -4- U„_,
vers une limite fixe s : en d'autres termes , il est nécessaire et il suffit que , pour des valeurs infiniment grandes du nombre n, les sommes
diffèrent de ia limite 5^ et par conséquent entre elfes, de quantités infiniment petites. D'ailleurs , les différences successives entre la première somme s„ et chacune des suivantes sont respectivement déterminées par ies équations
Donc , pour que la séiie ( i ) soit convergente , ii est d'abord nécessaire que le terme général ?/„ décroisse indéfiniment , tandis que n augmente ; mais cette condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour des valeurs croissantes de n, les différentes sommes
c est-à-dire , les sommes des quantités "^ ' ^r^t , U:,^, , &c. . . .
prises , à partir de la première , en tel nombre que l'on voudra , finissent par obtenir constamment de* valeurs numériques inférieures à toute limite assignable. Réciproquement , lorsque ces diverses conditions sont remplies , la convergence de la série est assurée.
Prenons pour exemple la progression géométrique
Si la valeur numérique de .r est supérieure à l'unité , celle du terme général .r" croîtra indéfiniment avec n ^ et cette seule remarque suffii'a pour constater la divergence de la série. La série sera encore divergente , si l'on suppose .r = d= i , parce qu'alors la valeur numérique du terme général .r", se réduisant à l'unité, ne décroîtra pas indéfiniment pour des valeurs croissantes de ?i. Mais, si la valeur numérique de JC est-s«pé«e«i^ à i unité, les sommes des termes de la série pris à partir de j;" en tel nombre que l'on voudra , savoir ,
-H JC"^' =.X"-
se trouvant toutes comprises entre les limites
clu:cu.ne d'elles deviendra infiniment petite pour des
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valeurs de n infiniment grandes; et par suite la série sera convergente , ce que l'on savait déjà.
Prenons pour second exemple la série nrimérique
(3) *' T' y T "• T' ^rrT' ^^ —
Le terme g^énéral de cette série , savoir , — '- — dé-
croît indéfiniment à mesure que n augmente , et cependant ia série n'est pas convergente ; car la somme
faite du terme — ^ — et de ceux qui le suivent ius-
qu'au terme — — inclusivement, savoir,
reste constamment supérieure, quel que soit n, au produit
et par suite , cette somme ne décroît pas indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, ainsi que cela aurait lieu si la série était convergente. Ajoutons que , si l'on désigne par s„ la somme des 7? premiers termes de la série (3) , et par 2"' iapîus haute puissance de 1 renfermée dans 7i-\-i , on. trouvera
6'=! -l-T-t--rH-...H ^ > I -+- - -^ l' V ^- T )
" ' :> «4-1 iV54/
«t À fortiori
On en conclura que la somme s„ croît indéfiniment avec !e nombre entier m, et par conséquent avec 71, ce qui est une nouvelle preuve de la divergence de
la série.
Considérons encore la séiie numérique ,
(4) '. T- rr- TXT ■ - T-T^r ' ^'-
Les termes de cette série qui occupent un rang supérieur à n , savoir ,
seront respectivement inférieurs aux termes correspondans de la progression géométrique
Par suite , la somme des premiers termes pris en tel nombre que l'on voudra sera toujours inférieure â la somme des termes correspondans de la progression géométricjue, qui est une série convergente, et à plus forte raison, à la somme de cette progression, c'est-à-dire, à
Comme cette dernière somme décroît indéfiniment à mesure que // augmente , il en résulte que la série (4) est eile-uîènie convergente. On est convenu
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de désigner par la lettre e la somme de cette série. En ajoutant les n premiers termes , on obtiendra pour valeur approchée du nombre e
et, d'après ce qu'on vient de dire, Terreur commise sera inférieure au produit du nJ^' terme par — ^ — .
Ainsi , par exemple , si l'on suppose n^=. \\ ^ oo trouvera pour la valeur approchée de e
et l'erreur commise dans cette hypothèse sera inférieure au produit de la fraction ^- — ^
par -^ , c'est-à-dire , à ^^gg , en sorte qu'elle
n'altérera pas la 7.* décimale.
Le nombre e , déterminé comme on vient de le dire , sera souvent employé dans la sommation des suites et dans le calcul infinitésimal. Les logarithmes pris dans le système qui a ce nombre pour base s'appellent Népériens , du nom de Néper, inventeur des logarithmes, ow hyperboliques , parce qu'ils servent à mesurer les diverses parties de l'aire comprise entre l'hyperbole équilatère et ses asymptotes.
On indique généralement la somme d'une série convergente par la somme de ses premiers termes suivie d'un &c Ainsi , lorsque la série
TOM. I
130 coiiRS d'analyse.
est convergente , ia somme de cette série est représentée par
Uo -*- W. -H U^ -^ ^S -^ ^^■
En vertu de cette convention , la valeur du nombre e se trouvera déterminée par l'équation
[O) e — ^^^ , ,.2 1.2.3 1.2.5-4 et, si l'on considère la progression géométrique
I , jc, j:\ x\ &c ,
on aura , pour des valeurs numériques de a; inférieures à l'unité ,
La série
Uo, Wi, ?'.' «3' ^c. ...
étant supposée convergente, si l'on désigne sa somme par s, et par s, la somme de ses n premiers termes, on trouvera
= 5„-HW„-V-2«„^,H-&C....,
et par suite
De cette dernière équation il résulte que les quantités
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formeront une nouvelle série convergente dont la somme sera équivalente à ^— ^„. Si l'on représente cette même somme par r„ , on aura
et r„ sera ce qu'on appelle ie reste de ia série (i) à partir du n.""' terme.
Lorsque, les termes de la série (i) renfermant une même variable a:, cette série est convergente , et ses différens termes fonctions continues de jc , dans le voisinage d'une valeur particulière attribuée à cette variable ;
*«^ r„ et s
sont encore trois fonctions de la variable .r, dont la première est évidemment continue par rapport à a: dans le voisinage de la valeur particulière dont il s'agit. Cela posé , considérons les accroissemens que reçoivent ces trois fonctions, lorsqu'on fait croître ^ d'une quantité infiniment petite cl. L'accroissement de s„ sera, pour toutes les valeurs possibles de n, une quantité infiniment petite; et celui de r, deviendra insensible en même temps que r„, si l'on attribue à ?i une valeur très-considérable. Par suite, l'accroissement de la fonction s ne pourra être qu'une quantité infiniment petite. De cette remaïque ou déduit immédiatement la proposition suivante.
1 ." Théorème. Lorsque les diffêrei^s termes de la série {i) sont des fonctiotu d'une même variMe x,
continues -par rapport a cette variable dans le voisinage d'une valeur particulière pour lacpœlle la série est convergente , la somme s de la série est aîissi, dans le voisinage de cette valeur particulière, fonction continue de x.
En vertu de ce théorème, la somme de la série (2) devra rester fonction continue de la variable x, entre ies limites .rr= — i , .rim ; ce qu'on peut vérifier à l'inspection de la valeur de s donnée par l'équation
§. 2/ Des Séries dont tous les termes sont positifs. Lorsque la série
U^, II,, U, .... «„; &C
a tous ses termes positifs , on peut ordinairement décider si elle est convergente ou divergente , à l'aide du théorème suivant.
1." Théorème. Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge, tahdis que n croit indéfiniment, reayression{u„y; et désignez par k la plus grande de ces limites, ou , en d'autres termes, la limite des plus grandes valeurs de l'expression dont il s'agit. La série (i)sera convergente, si l'on a k<\ , et divergente, si l'on a k> i.
DÉMONSTRATION. Supposons d'abord k < i , et choisissons à volonté entre les deux nombres 1 et Aun troisième nombrç U, en sorte qu'on ait
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n venant à croître au-delà de toute limite assignable,
les plus grandes valeurs de [u„) " ne pourront s'approcher indéfiniment de la limite k , sans finir par être constamment inférieures à U. Par suite , il sera possible d'attribuer au nombre entier n une vaieur assez considérable, pour que , ?i obtenant cette même valeur ou une valeur plus grande encore , on ait constamment
{u^kU, u„<U\ W en résulte que les termes de la série
finiront par être toujours inférieurs aux termes coi^ respondans de la progression géométrique
et , comme cette progression est con^ ergente ( à cause de U< i ) , on peut de la remarque précédente conclure a fortiori la convergence de la série (i).
Supposons , en second lieu , X- > i ; et plaçons encore entre les deux nombres i et k un troisième nombre U, en sorte qu'on ait
Si fi vient à croître au-delà de toute limite , les plus
grandes valeurs de {if,,)\ en s'approchant indéfiniment de k, finiront par devenir supérieures à [I
On pourra donc satisfaire à ia condition
on , ce qui revient au même , à la suivante
par des veieurs de n aussi considérables que l'on voudra ; et par suite , on trouvcj'a dans la série
un nombre indéfini de ternies supérieurs aux termes correspondans de îa progression géométrique
Comme cette progression est divergente (à cause de U> I ) , et qu'en conséquence ses difFérens termes croissent à l'infini, la remarque que l'on vient de faire suffira pour établir la divergence de la série ( i ). Dans un grand nombre de circonstances, on peut déterminer la valeur de la quantité k , à l'aide du théorème 4-^ [chap. II, §. 3. ]. En effet, en vertu
de ce théorème , toutes les fois que le rapport — "-^^
convergera vers une limite fixe , cette limite sera précisément la valeur de k. On peut donc énoncer îa proposition suivante.
2/ Théorème. Si, pour des valeurs croissantes de n, le rappelât
converge vers une limite fixe k , la série ( i ) sera
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convergente toutes les fois que l'on aura k<i , et divergente toutes les fois que l'on aura k> i. Concevons, par exemple, que l'on considère la série
on trouvera
Un 1 . 2 . 3 .. .n (7i-Hi) n-4-1 ce
et par conséquent fa série sera convergente, ce que l'on savait déjà. . -.^
Le premier des dcu\ théorèmes qu'on vient détablir ne laisse d'incertitude sur la convergence ou la divergence d'une série doiit tous les termes sont positifs , que dans le cas particulier où la quantité représentée par k devient égale à l'unité. Dans ce cas particulier, il n'est pas toujours facile de décider la question. Toutefois, nous allons démontrer ici deux nouvelles propositions à l'aide desquelles on peut souvent y parvenir.
3^ Théorème. Lorsque clans la série (^\) chaque terme est inférieur a celui qui le précède , cette série et la suivante
(2) u^, 2 z<^ , 4 "3 » 8 z^7 , 16 u. , (kc...
sont en même temps convergentes ou divergentes.
DÉMONSTRATION. Supposons d'abord la série (i) convergente, et désignons sa somme par *\ On aura
%U^< 2 M^ -+- 2 Wj -H 2 W^ -H 2 W7 , &C ;
et par suite , ia somme des termes de la série (2) , pris en tel nombre que ion voudra , sera inférieure à
^^„-^-2^/J^-27^^-4-2M3-^-2M^-^-&c.... = is — w„.
Il en résulte que la série (2) sera convergente.
Supposons , en second lieu , la série ( i ) divergente. La somme de ses termes pris en très-grand nombre finira par surpasser toute limite assignable ; et , comme on aura
-HW,,
on devra conclure que la somme des quantités
prises en très -grand nombre finit elle-même par devenir supérieure à toute quantité donnée. La série (2) sera donc alors divergente, conformément au théorème énoncé.
I." PARTIE. CHAP. VI
Corollaire. Si pour la série { i ) on prend la sui\ante
fji désignant une quantité quelconque , la série ( 2 ) deviendra
Cette dernière est une progression géométrique , convergente lorsqu'on suppose /x, > i , et divergente dans le cas contraire. Par suite, la série (3) sera elle-même convergente, si //. est un nombre supérieur à l'unité ; et divergente , si l'on a yu, = i ou /x, < I . Par exemple , des trois séries
(4) I , -Ta- ' -T^ ^ ^.- , &C. . . . ,
îa première sera convergente, et les deux autre» divergentes.
4.' Théorème. Supposons que l'on désigne par L la caractéristique des logarithmes dans un système quelconque , et que, pour des valeurs croissantes de n^ le rapport
converge vers une limite finie h. La série (i) sera convergente , si l'on a h> \ , et divergente , si l'on a h< \ .
DÉMONSTRATION. Supposoiis d'aborcl /? > I , et choisissons à volonté entre les deux quantités i et h une troisième quantité a, en sorte qu'on ait
Le rapport — l" \ > o" son égal
finira par être, pour de très-grandes valeurs de n , constamment supérieur à la quantité a. En d'autres termes, n venant à croître au-delà d'une certaine limite, on aura toujours
OU , ce qui revient au même ,
et par suite
H en résulte que les termes de la série (i) finiront par être constamment inférieurs aux termes corres-
II' J
et, comme cette dernière sera convergente (à cause de a> i), on pourra de la remarque précédente conclure à fortiori ia convergence de la série (i).
Supposons , en second lieu , ^ < i ; et plaçons encore entre les quantités i et h une troisième quantité a, en sorte qu'on ait
On finira par avoir constamment , pour de trèsgrandes valeurs de n ,
OU , ce qui revient au même ,
et par suite
II
Il en résulte que les termes de la série (i) finiront par être constamment supérieurs aux termes correspondans de la suivante
et, comme cette dernière sera divergente (à cause
de «< r), on pourra de la remarque qu'on vient de faire conclure à fortiori la divergence de la série (i).
Etant données deux séries convergentes dont tous îes termes sont positifs , on peut , en ajoutant ou muitipliant ces mêmes termes , former wne nouvelle série dont la somme résulte de l'addition ou de la multiplication des sommes des deux premières. Nous établirons à ce sujet les deux théorèmes suivans :
Théorème. Soient
deu.x séries convergentes , qui, uniquement composées de termes positifs , aient respectivement pour sommes s et s :
(8) U,-V-V„, tl.^V^, W,-HV, , . . . Un-^V„ , &C...
sera une nouvelle série convergente , qui aura pour somme s^f-s,
DÉMONSTRATION. Si l'on fait
s„ et s'„ convergeront respectivement , pour des valeurs croissantes de n, vers les limites s et s'. Par suite, s„-\-s'„, c est-à-dire, la somme des n premiers termes de la série (8), convergera vers la limite s-\-s ; ce qui suffît pour établir le théorème énoncé.
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6.* Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent ,
(9) fi
sera une nouvelle série convergente , qui aura jiour somme s s'.
DÉMONSTRATION. Soient toujours s„f s'„ les sommes des n premiers termes des deux séries (y) , et désignons en outre par s"„ la somme des n pre-miers termes de la série (9). Si l'on représente par
m le plus grand nombre entier compris dans — ;— ' ,
c'est-à-dire, ^ lorsque ?i est impair, et ^
dans le cas contraire , on aura évidemment
< («o-t-U, -+-, . .-1-W„_,) (v^-hV^-^. ..~{.V„_, )
et > (îio-Hw, -4-. . . .-+-Wm) (t'o-Fî'i-H -^Vn);
ou , en d'autres termes ,
Concevons maintenant que l'on fasse croître n audelà de toute limite. Le nombre
n zt —
croîtra lui-même indéisniment ; et les deux sommes s^_, ^,;..,.. convergeront vers la limite s, landis que
s' „ et s' „^, convergeront vers !a limite s. Par suite , les deux produits *•„ s „ , s^^, s' „,^, , et la somme s" ,^ comprise entre ces deux produits , convergeront vers la limite ss' : ce qui suffit pour établir le théorème 6.^
5. 3/ Des Séries qui renferment des termes positifs et des termes négatifs.
Supposons que ia série
(0 Wo, u,, w, u„, &c
se compose de termes , tantôt positifs , tantôt négatifs : et soient respectivement
les valeurs numériques de ces mêmes termes, en sorte qu'on ait
La valeur numérique de la somme
u, -H- u, -H ?^, -+-... -i- u„_, lie pouvant jamais surpasser
il en résulte que ia convergence de la série (2) entraînera toujours celle de la série ( i ). On doit ajouter que la série ( i ) sera divergente , si quelques termes de la série (2) finissent par croître au-delà de toute
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limite assijJiiable. Ce dernier cas se présente lorsque
ies plus grandes valeurs de (j^^) " convergent, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite sujx*rieure à l'unité. Au contraire, lorsque cette limite devient inférieure à l'unité, ia série (2) est toujours convergente. On peut , en conséquence , énoncer le théorème suivant :
1.^' Théorème. Soit ^^ la valeur numérique du tci^ie général «„ de la série ( i ) ; et désignons par /. la limite vers laquelle convergent , tandis que n croît indéfiniment , les plus grandes valeurs de
l'expression (/„)". La série [f) sera convergente , si l'on a /•< i , et divergente , si l'on a k > i.
Lorsque la fraction "^ " ^ ' , c'est-à-dire, la valeur
numérique du rapport — ^^-^^^ , convergera vers une limite fixe, cette limite sera, en vertu du 4" théorème [chap. n,§. 3.^], la valeur cherchée de k. Cette remarque conduit à ia proposition que je vais écrire.
2.'' Théorème. Si, pour des valeurs croissantes de n , la valeur numérique du rapport
converge vers une limite fixe k, la série (1) sera convergente , toutes les fois que l'on aura A- < 1 , et divergente , toutes les fois que l'on aura />i. Par exemple , si l'on considère la série
on trouvera
If t: —1— I ' /"V^ ?
oc
d'où il résulte que la série sera convergente.
Le premier des deux théorèmes qu'on vient d'étabiir ne laisse d'incertitude sur ia convergence ou la divergeiice d'une série que dans le cas particulier oii la quantité représentée par A devient égale à l'unité. Dans ce cas particulier, on peut quelquefois constater la convergence de la série proposée, soit en s'assurant que les valeurs numériques de ses différens termes forment une série convergente, soit en ayant égard au théorème suivant.
3.' Théorème. Si dans la série (1) /« valeur numérique du terme général u^ décroît constamment et indéfiniment , pour des valeurs croissantes de n , si de plus les différens termes sont alternativement positifs et négatifs , la série sera convergente.
Considérons, par exemple, la série
(2) 1, ^, -i- — , ^, H-&C..=t: — , zp-J- ,&C.
La somme des termes dont ie rang surpasse n, si on les suppose pris en nombre égal à m, sera
\ n-Hi ?i-i-2 n-^r'), «+4 n\vi J
Or la valeur numérique de cette somme, savoir,
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rt+i n-i-z n+3 n+4 n-i-m
u — '-yu — -A-kc
étant évidemment comprise entre -^ et •
décroîtra indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, quel que soit ?«, ce qui suffit pour établir la convergence de la série proposée. Les mêmes raisonnemens peuvent évidemment s'appliquer à toutes les séries de ce genre. Je citerai , entre autres , la suivante ,
laquelle, en vertu du théorème 3.% restera convergente pour toutes les valeurs positives de jul.
Si dans la série (4) on supprime le signe — devant chacun des termes de rang pair, on obtiendra la série (3) du §. 2.% qui est divergente toutes les fois que l'on suppose /j.= i ou ;«,< i . Par suite , pour transformer une série convergente en série divergente, ou réciproquement, il suffit quelquefois de changer les signes de certains termes. Au reste, cette remarque est uniquement applicable aux séries pour lesquelles la quantité désignée par A- dans le .2." théorème se réduit à l'unité.
TOM. 1 V
Etant donnée une série convergente dont tous les termes sont positifs, on ne peut qu'augmenter la convergence en diminuant les valeurs numénques de ces mêmes termes , et changeant les signes de quelques-uns. Il est bon d'observer qu'on produira ce double effet, si l'on multiplie chaque terme par un sinus ou par un cosinus ; et cette observation suffit pour établir la proposition suivante.
Théorèime. Lorsque la série
uniquement formée de termes positifs , est convergente, chacune des suiva?ites
(_/?„cos.ô„, _p,cos.9. , j^.COS.Ô,, . . .yî„cos.9„, &C. . . , ( /„sin.ô, , /, sin.ô, , J?,sin.9, , . . . /„sin.O,^ , &C
l'est pareillement , quelles que soie?it les valeurs des arcs 6.,, 9,, 9^ ... ^„, &c....
Corollaire. Si l'on suppose généralement
0 désignant un arc quelconque , les séries ( 5 ) deviendront respectivement
j ^„, f, COS. 6 , ^, COS. 29, ...^„cos.w9 , &C... , I j?, sin,9 , ^7^5111.29, ... j5^sin. «9 , &C
Ces deux dernières seront donc toujours convergentes en même temps que la série (2).
Si ion considère à-la-fois deux séries dont cha-
Théorème. Soient
deux séries coïivergentes qui aient respectivement pour sommes s et s ;
(8) u,-^v, , u,-^v, , n,-^v, , ... u,^~\-v„ , Slc...
sera une nouvelle série convergente, qui aura pour domine s-^s.
DÉMONSTRATION. Si l'on fait
s^ et s' „ convergeront respectivement , pour des valeurs croissantes de n, vers les limites s et s' . Par suite, s„-^s' „, c'est-à-dire, la somme des 7i premiers termes de la série (8) convergera vers la limite s -{-s'; ce qui suffit pour établir le théorème énoncé. 6.^ Théorème. ZjCs mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent , si chacune des séries (7) reste convergente , lorsqu'on réduit ses di^érens termes a leurs valeurs numériques ,
, . \ «o^'o» u,v,-^-u, y„, u,v~^u, v,-hu,v^,
... u,v„-^u, v„_,-h ... ~hU„_, V,-+-U„ V, , &c...
sera une nouvelle série convergente , qui aura pour
somme s s'.
DÉMONSTRATION. Soient toujours s„, s'„ les sommes des n premiers termes des deux séries (7) , et désignons en outre par s\ la somme des n premiers termes de ia série (^), On trouvera
^••'^ ^\> — ^\, = W„_, V^^_, -t- (z/„_, V„_, -+- U„_, V„_,) H- . .. ■ -^ (««-. î^x -t- iin-z V,-^ ...-Ï-ÎI, V„_, -t- U, V„_).
De pîus, le théorème 6/ ayant été démontré dans le second paragraphe pour le cas où les séries (7) ne ^'enferment que des termes positifs, il en résuke que dans cette hypothèse chacune des quantités s„s' „, s\ converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la hmite ss\ et, par suite , la dillérence s„s „ — s\, ou , ce qui revient au même , ia somme
vers la limite zéro.
Concevons maintenant que , les termes des séries (7) étant les uns positifs et les autres négatifs , on désigne respectivement par
\fo, /,, /., •.. /«. &c....,
(fo, /r, /», "■ fn, &C....,
les valeurs numériques de ces difFérens termes. Supposons de plus, conformément à l'énoncé du théorème , que les séries (10), composées de ces mêmes
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valeurs numériques , soient toutes deux convergentes. En vertu de la remarque qu'on vient de faire, la somme
convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro : et , comme la valeur numérique de cette somme sera évidemment supérieure à celle de la suivante
il en résulte que cette dernière , ou , ce qui revient au même, la différence s,^s\ — s" „ convergera ellemême vers la limite zéro. Par suite, .9^', qui est la limite du produit s-,^s' „, sera encore celle de s"^. En d'autres termes , la série (9) sera convergente ,. et aura pour somme le produit ss .
ScHOLiE. Le théorème précédent pourrait ne plus subsister , si les séries (7) , supposées convergentes, cessaient de l'être après la réduction de chacpie terme à sa valeur numérique. Concevons, par exemple , que pour chacune des séries (y) on prenne la suivante
(11) I, _, _j — _, _^ _^_, ^kç...
La série (9) deviendra
^ \Vi V3-2 V^'i v^/
Cette dernière est divergente. Car son terme général , savoir ,
± ( ^ -H -7==r- -t- —==- -t- ... H -H-TT 1
\ y/n Vi"— i;z V("— i)} y^t"— 0 V«/
a une valeur numérique évidemment supérieure à
iorsque ?i est pair, et à
2 fC
lorsque n est impair ; c'est-à-dire , dans tous les cas possibles, une valeur numérique supérieure à l'unité. Cependant la série (11) est convergente. Mais on doit observer qu'elle cesse de l'être , lorsqu'on réduit chaque terme à sa valeur numérique , puisqu'elle se change alors en la série (6) du J. 2,^
, 4.' Des Séries ordonnées suivant tes Puissances ascendantes et entières d'une variable.
Soit
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une série ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes de la variable a: ,
désignant des coefficiens constans positifs on négatifs. Soit de plus A ce que devient pour la série (2) la quantité /c du paragraphe précédent [voy. le §. 3 , 2.^ théorème]. La même quantité, calculée pour la série ( i ) , sera équivalente à la valeur numérique du produit
Ax.
Par suite , la série ( i ) sera convergente , si cette valeur numérique est inférieure à l'unité , c'est-à-dire, en d'autres termes, si la valeur numérique de la variable a: est inférieure à -^ . Au contraire , la série ( i ) sera divergerite, si la valeur numérique de ^ surpasse -^ . On peut donc énoncer la proposition suivante.
1." Théorème. Soit a la limite vei^s laquelle converge , pour des valeurs croissantes de n , la racine n."'" des plus grandes valeurs numériques de • a^. La série (i) sera convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites
et divergente pour toutes les valeurs de x situées hors des mêmes limites.
Lorsque la valeur numérique du rapport -^-^-^
converge vers une limite fixe , cette limite est [en vertu du 4'^ théorème , chapitre II , §. 3 ] la valeur cherchée de A . Cette remarque conduit à une nouvelle proposition que je vais écrire.
2.^ Théorème. Si, pour des valeurs croissantes de n, la valeur numérique du rapport
converge vers la limite A , la série ( i ) sera convergente pour foutes les valeurs de x comprises entre les limites
et divergente pour toutes les valeurs de x situées hors des mêmes limites.
Corollaire i."" Prenons pour exemple la série (3) 1, 2.r, 3 -^N 4'^^, . . . f7ï-»-i)x'^, &c...
Comme on trouvera dans cette hypothèse
et par suite,
on en conclura que la série (3) est convergente pour toutes îes valeurs de .r renfermées entre les limites
et divergente pour les valeurs de x situées hors de ces hmitcs.
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Corollaire 2/ Prenons pour second exemple la série
dans laquelle le terme constant est censé réduit à zéro. On trouvera dans cette hypothèse
an^i n I
et par suite A^=. \. La série (4) sera donc encore convergente ou divergente , suivant que la valeur numérique de x sera inférieure ou supérieure à l'u- , nité.
Corollaire j.' Si pour la série (i) on prend la suivante ,
u, désignant une quantité quelconque , on trouvera
et par suite ,
A = lim.
On en conchua que la série (5) est, comme les séries (3) et (4)> convergente ou divergente , suivant
que Ton attribue à la variable x une vaieur numérique inférieure ou supérieure à l'unité.
Corollaire ^' Considérons encore la série
Comme on
aura dans
ce
cas
On
et par
suite
co
on en conclura que la série est convergente entre les limites
c'est-à-dire, pour toutes les valeurs réelles possibles de la variable x.
Corollaire /.' Considérons enfin la série
Eln lui appliquant le théorème 2.* , on trouvera
et l'on aura par suite ,
On en conclura que la série (7) est toujours divergente , excepté lorsqu'on suppose .r = o , auquel cas » elle se réduit à son premier terme i .
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En examinant les résultats qu'on vient d'obtenir, on reconnaît immédiatement que, parmi ies séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières de la variable a-, les unes sont tantôt convergentes , tantôt divergentes , selon la valeur attiibuée à cette variable , tandis que d'autres restent toujours convergentes , quel que soit j: , et d'autres toujours divergentes, excepté pour a: = o. On peut ajouter que le théorème i ."' ne laisse d'incertitude sur la convergence d'une semblable série que dans ie cas où la valeur numérique de j: devient égale
à la constante positive représentée par — r- , c'est-àdirc, lorsqu'on suppose
Dans ce cas particulier, la série est tantôt convergente , tantôt divergente, et la convergence dépend quelquefois du signe de la variable .r. Par exemple, si dans la série (4), pour laquelle A =z i ^ on fait successivement
X = I , ^ = — I , on obtiendra les deux suivantes (8) 1, ^, -1, -^, ...-1-, &c....
dont la première est divergente [voyez dans le §. 3 le corollaire du 3/ théorème] , et la seconde conver-
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gentc , ainsi que cela résulte du 3/ théorème [5- 3].
I! est encore essentiel de remarquer que par suite du premier théorème , lorsqu'une série ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières d'une variable x sera convergente pour une valeur riumérique de x différente de zéro , elle restera convergente , si l'on vient à diminuer cette valeur numérique , ou même à la faire décroître indéfiniment.
Lorsque deux séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x sont convergentes pour une même valeur de la variable, on peut leur appliquer les théorèmes 5 et 6 du §. 3. Cette remarque suffit pour établir les deux propositions que je vais énoncer.
Théorème. Supposojis que les deux séries
èlajit a- la- fois convergentes , lorsquon attribue a la variable x une certaine valeur , aient alors pour sommes respectives s et s ;
sera , dans le même cas , une nouvelle^ série convergente, qui aura vour somme s-^s .
Corollaire. On étendra facilement ce théorème à tant de séries que l'on voudra. Par exemple,
si les trois séries
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Co , c,x , c^x" , Slc. . . . ,
sont convergentes pour une même valeur attribuée à la variable ^^ et que l'on désigne par s , s', s" leurs sommes respectrv es ,
«o-^-^o-^-Co , {a,-\-b,-hc,)x , {a^-hb^-hc^)x', &c...
sera une nouvelle série convergente , qui aura pour somme s-\- s' -+- s" .
4.^ Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent, si déplus chacune des séries (lo) t^este convergente , lorsqu'on réduit ses differens termes a leurs valeurs numériques ,
J^o^o, {a,b,-\-a,b^x, {aj?,^a,b,-^aj}^x\ .., \ ... {a,b^-^a,b,^_,^.,.-^a^_,b,-\-a„b,)x% &c...
sera une nouvelle série convergente, qui aura pour somme s s'.
CORO-.LAIRE i/'' Le .théorème précédent se trouve compris dans ia formule
\ (ao-+-«, J^-+-a_,x^-t-&c.. .) (Z'o-|-é,x-+-6,x'-+-&;c.. .)
qui subsiste dans le cas où chacune des séries ( i o) reste convergente lors même qu'on réduit ses differens termes à leurs valeurs numériques , et qui sert
à développer dans cette hypothèse le produit des sommes des deux séries en une nouvelle série de même forme.
Corollaire 2/ En répétant plusieurs fois de suite l'opération indiquée par l'équation (13), on pourrait multiplier entre elles les sommes de trois ou d'un plus grand nombre de séries semblables aux séries (10), et dont chacune resterait convergente après la réduction de ses difFérens termes à leurs valeurs numériques. Le produit obtenu serait la somme d'une nouvelle série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x.
Corollaire j.' Si dans les deux corollaires précédens on suppose que toutes les séries dont oïl multiplie les sommes deviennent égales , on obtiendra pour produit une puissance entière de la somme de chacune d'elles ; et cette puissance se trouvera J encore représentée par la somme d'une série du f même genre. Par exemple, si dans l'équation (13) on fait a^=zb^, a,=id,, a^=:b^, &c... , on en tirera
Corollaire ^f Si l'on prend pour termes gé- ; néraux des séries (10) j
et /^'(/^' — ') (/^' — 2 ).-..( /^' — »t-i-' ) ^./
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fJi^ jJt^' désignant deux quantités quelconques, et la variable x étant renfermée entre les limites a:=z — i , jri= -H I , chacune des séries ( i o) restera convergente même lorsqu'on réduira ses difFérens termes à ieurs valeurs numériques, et le terme général de la série (12) deviendra
[/UfyM. — i)...(At — n-f-i ) u(tA, — \)...{/u. — n-+-2) fA.' ^ ^ 1 ;; , H . .
/A /^'(,tt'-2)...(u-n-H2) , ^' (y^c -■)... (i/-n-hi) 1 ^, I 1.2.3... («— ' ) 1 . 2 . 5 ... « J
(yt/.H-At-' ) (A<-H-,«'— 1) (.^H-,^ — 2). . .(/^-+-At'— w+i) „•
Cela posé, si l'on appelle Cp(/w,) la somme de la première des séries (10) dans l'hypothèse que l'on vient de faire , c'est-à-dire , si l'on pose
(,5) >(^)=,-H-f.r+ii:ilpl^--^&c...,
les sommes des séries (10) et (12) seront respectivement désignées , dans la même hypothèse , par
Cf)(yM,), <^[f^') et Cf) ( ya -1- /x' ) ; en sorte que l'équation (13) deviendra
(16) q)(/x).(q)(ya') = <:p(^-+-^').
Lorsque dans l'équation (ij) on remplace la somme de la série
par un polynôme composé d'un nombre fini de
termes , on obtient une formule qui ne cesse jamais
d'être exacte , tant que la série
demeure convergente. C'est ce que nous allons prouver directement , en établissant le théorème qui suit.
5.' Théorème. Si , la série (i) étant convergente, on multiplie la somme de cette série par le jjolynome
(17) k x"^ -H /.r'"-' ^^ç^,.,,^px^q,
dans lequel m désigne un nombre entier , on obtiendra pour produit la somme d'une nouvelle série convergente de même forme , dont le terme général sera
( q Cl» -^p «,_, -\- ... l a,_„^^, -\- k a„_,„ )
pourvu que Ion considère comme nulles dajis les rtremiers termes celles des quantités
aui se trouveront affectées d'indices négatifs : en d'autres termes , on aura
{k x^-{-l x""'^ -\- . . .-^p X -^ q) X (aoH-OjXH-a,x^H-&c...)
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DÉMONSTRATION. Poiir multiplier îa somme de la série (i) par ic polynôme (17), il suflîra de ia multiplier successivement par les différens termes de ce polynôme. On aura donc
( kx'"-\- /x"'"' -h. . .-\-px -H q) ( fl^-h a,x -H a^x^ -H &c. . .) = q{a^ -t-rtjX-t-a^x* + &c„.) -\- p x {a^ H-a,x + a^x"^ -(-Sec. .)
H- /x"'~' (oo4-a,x+aiX''-l-...) + hx'" (at,+ a,xH- a^.r^-j- &c.. .)
Comme on a de plus , pour des valeurs entières quelconques de Ji,
<jr ( tto -H a, X -h a_, X* -H -h a„_, x""' )
= ç'flo -hya.x-H ça, x^ H- _4_ça^_^ j;."-' ^
on en conclura, en faisant croître 7i indéftniment , et passant aux limites,
q {ao-^a^x-Jra^x^-iriic. ) = qa^-\- qa ^x-\-qa ^x^~\-&ic. . . „
On trouvera de même
px {ao-ira^x-\-a^x'--\-^c.. . .) = paoX-[-pa^x^-\-pa^x^ -^kc. . . ,
/x'"-' ( ao+a,x+a^x'+&Lc. . .) = /aox'"-+/a,x'"+/a,x'"*'+&c.,. , A-E'"(ao-fc3»,x+rt^x-H-S:c ) = kaoX"'+ka ^x'"*'+ka^x"'^^+&.c...
Si l'on ajoute ces dernières équations, et qu'en formant la somme des seconds membres on réunisse les coefficiens des puissances semblables de la variable a:, on obtiendra précisément la formule (18).
Concevons maintenant que dans la série ( i ) on fasse varier la valeur de ,v par degrés insensibles. TOM. 1. L
Tant que la série restera convergente, c'est-à-dire, tant que la valeur de x demeurera comprise entre les limites
la somme de la série sera [en vertu du i.^"^ théorème, §. i] une fonction continue de la variable j:. Soit Cp (.r) cette fonction continue. L'équation
Cp [x) =z a^-\-a,x -h- a^.v^ -+- &:c
subsistera pour toutes les valeurs de x renfermées^ entre les limites — ^ , -^ ^ ; ce que nous indiquerons , en écrivant ces limites à côté de la série , comme on le voit ici
Lorsque la série est supposée connue, on peut quelquefois en déduire la valeur de la fonction Cp(.r) sous forme finie ; et c'est-là ce qu'on appelle sommer la série. Mais le plus souvent la fonction <^{x) est donnée, et l'on se propose de revenir de cette fonction à la série , ou , en d'autres termes , de développer la fonction en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable X. 11 est facile d'établir à ce sujet la proposition que je vais énoncer.
6.^ Théorème. Une fonction continue de la variable X ne peut être développée que d'une seule manicre en séiie convergente ordomiee suivant les
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puissances ascendantes et entières de cette variable.
DÉMONSTRATION. En effet, supposons qu'on ait développé par deux méthodes différentes la fonction <|) {jc) ; et soient
ies deux développemens , c'est-à-dire, deux séries dont chacune , étant convergente pour des valeurs de X différentes de zéro , ait pour somme , tant qu'elle demeure convergente, la fonction <\>\-v\. Ces deux séries étant constamment convergentes pour de très -petites valeurs numériques de .r^ on aura, pour de semblables valeurs ,
/z„-+-«,.r-i-«,x^-+-&c... =r h^-^hiX-\-bjx^-\-^Q,...
Comme , en faisant évanouir x , on tire de i'équation précédente
il en résulte qu'on peut la réduire généralement à
<3,.r-Hûrj.r'^-i-&c... = ^, .r n- Z>j.r* -h &c. . . , ou , ce qui revient au même , à
a7(flr,-Ha.x-t-&c. . , ) = .r ( ^, -t- ^j .r -H &€. . .).
Si l'on multiplie par — ies deux membres de cette dernière équation, on obtiendra la suivante
«, -^ a^ X -\- &c. .. = //, H- b^ X -\~ (Sec. . . ,
qui devra encore subsister pour de très-petites valeurs numériques de la varia'ole ^^ et de laquelle on conclura , en posant .r == o ,
En continuant de même , on ferait voir que les constantes «o , «,, a,i 6cc... sont respectivement égaies aux constantes ^^ , ^,, b^, 6cc... ; d'où ii suit que les deux développemens de la fonction Cp (a) sont identiques.
Le calcul différentiel fournit des méthodes trèsexpéditives pour développer les fonctions en séries. Nous exposerons plus tard ces méthodes ; et nous nous bornerons pour l'instant à faire connaître, avec îe développement de la fonction (i -\- j:Y ^ dans laquelle /x désigne une quantité quelconque, deux autres développemens que fon ramène facilement au premier , savoir , ceux des fonctions
A désignant une constante positive , et L la caractéristique des logarithmes dans un système choisi à volonté. En conséquence , nous allons résoudre l'un après l'autre les trois problèmes qui suivent.
1.^'' Problème. Développer , lorsque cela se peut, la fonction
en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendajites et entières de la vai^iable x.
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Solution. Si d'abord on suppose ;U.= m _, m désionant un nombre entier quelconque, on aura, par la formule de Newton ,
La série dont la somme constitue le second membre de cette formule est toujours composée d'un nombre fini de termes : mais, si {'on v remplace ie nombre entier m par une quantité quelconque /x, la nouvelle série que l'on obtiendra , savoir ,
(5) ., f.r, ^^if^^-, &c
se trouvera composée en général d'un nombre indéfini de termes, et sera convergente seulement pour des valeurs numériques de x inférieures à l'unité. Soit, dans cette hypothèse, Cpf/x) la somme de la nouvelle série; en sorte qu'on ait
/A. JU (,«— I ) i „ f X — -
(.5) cp(,a)=-.f.r^^ii^x'-.&c...|:
En vertu du i .^' théorème [§• ï-^"]» '^{i^) sera fonction continue de la variable fx entre des limites quelconques de cette variable , et l'on aura [voyez le 3.' théorème, corollaire 4]
(16) <:p(/^).cp(/x,') = <î)(^-t-^').
Cette dernière équation , étant entièrement semblable à l'équation (2) du chapitre V [§. i''], se résoudra de la même manière \ et l'on en conclura
La valeur de Cp(/^) étant ainsi déterminée , si on la substitue dans la formule (15), on trouvera, pour toutes les valeurs de jr comprises entre les limites,
(20) (iH-^)'' = n-^^-4-^l^a;^-H&c.... {"Î;;}.
Lorsque la valeur numérique de x devient supérieure à l'unité, la série (5), n'étant plus convergente, cesse d'avoir une somme; en sorte que l'équation (20) ne subsiste plus. Dans la même hypothèse, il devient impossible, ainsi qu'on le prouvera plus tard à l'aide du calcul infinitésimal, de développer la fonction (^i -\-^Y en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable jt.
Corollaire i,"' Si dans l'équation (20) on remplace yttpar--, et .r par cl.v, cl désignant une quantité infiniment petite, on aura pour toutes les valeurs de oLo: renfermées entre les limites — i , -f- 1 , ou, ce qui revient au même, pour toutes les valeurs d©
j: renfermées entre les limites ^, -h — ,
(i-l-ajr) " = 1-1 1 (1 —et) — '■ (i — a) (1— 2a)-|-&c.
>i;wU^'.
I."' PARTIE. CHAP. VI
Cette dernière équation devant subsister, quelque petite que soit la valeur numérique de et , si Ton désigne à l'ordinaire, par l'abréviation lim. placée devant une expression qui renferme la variable et, la limite vers laquelle converge cette expression, tandis que la valeur numérique de cl décroit indéiiniment , on trouvera , en passant aux limites ,
\ lim. ( I -i-oLJ:) * = I -+ — -H 1 H 6cc. . .
J j x = — oc i
V ( X = -i-CO ).'
II reste à chercher la limita de ( i -t- et jt) «^ . Or , en premier lieu , on tirera de la formule précédente
h'm. (i H- et) * = I -+- — -4 — ' — 1 ^ \- &c... ,
ou , en d'autres termes ,
(22) lim. (i H-et)'=: e^
e désignant la base des logarithmes népériens [voy. le §. i.^"", équation (6)]. On en conclura immédiatement
lim. ( I -i- et jr) '"' = e ^ ♦ t pai' suite
lim. ( n- et .7') " =z lim . [( i -h et .r) "' J = c'.
Si maintenant on remet la valeirr de lim. (i-+-ec.r)* dans l'écpiation (2 1) , on obtiendra la suivante
^ J/ 1 1.2 I .i.3 (j; = 4-cc)
On pourrait arriver directement à l'équation (23), en observant que la série
est convergente pour toutes ies valeurs possibles de îa variable .r^ et cherchant la fonction de .r qui représente la somme de cette même série. En effet, soit Cf)(.r) la somme de la série (6) qui a pour
terme général
C|)(y) sera la somme de la série qui a pour terme générai:
et [en vertu du 6.'^ théorème, §. 3] le produit de ces deux sommes sera la somme d'une nouvelle série qui aura pour terme général
Ce produit sera donc égal à <p (.^-+-y) ; et par suite , si l'on fait
Cp (x) =: l -i- — -+- --- H h &C.... ,
îa fonction Cp (jc) vérifiera l'équation
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En résolvant cette équation , on en tirera
^(.r) = [^(.)]' = (. + -f-.-^-.;:^+&c...)'; c'est-à-dire ,
Corollaire 2/ Si, après avoir retranché l'unité de chaque membre de l'équation (20), on divise ies deux membres par fx , l'équation que l'on obtiendra pourra s'écrire ainsi qu'il suit ,
et , si dans cette dernière on fait converger ,a vers la limite zéro, on trouvera, en passant aux limites,
UA Uni. ^-^->"-':=:^-l--H-^.-»-&C....
Déplus, comme, en désignant par / la caractéristique des logarithmes népériens pris dans le système dont la base est e^ on a évidemment
on en conclura
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et par suite
(25) lim. -^— — ^3= /(i -i-^').
Ceia posé, ia formuic (24) deviendra
(26) /(i-H:r)=rjr — ^_^_± &c...
Lequation précédente subsiste tant que la valeur numérique de x reste inférieure à l'unité ; et , dans ce cas , la série
est convergente, aussi bien que la série (4), qui en diffère seulement par les signes des termes de rang impair. Les mêmes séries devenant divergentes , dès qu'on suppose la valeur numérique de jc supérieure à l'unité , l'équation (26) cesse d'avoir lieu dans cette hypothèse.
Dam le cas particulier où l'on prend ,r = i , k série (2-7) se réduit à la série (3) du troisième paragraphe, laquelle est convergente, comme on l'a: fait voir. L'équation (26) doit donc alors subsister; en sorte qu'on a
Si l'on prenait au contraire .r= — i , la série (27) deviendrait divergente, et n'aurait plus de somme.
On peut remarquer encore que, si, après avoir écrit — .r au Heu do r dans la formule (26), on
Problème. Développer la fonction
^ A-, dans laquelle A désigne un nombre quelconque , en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x.
Solution. Désignons toujours par la caractéristique / les logarithmes népériens pris dans le système dont la base est e. On aura , d'après la définition même des logarithmes ,
et l'on en conclura
Par suite, en ayant égard à l'équation (23), on trouvera
A =IH 1 '— -\ ^ H 6cc...
\ Xr= — CO \ J = -|-CC
Cette dernière formule subsiste pour toutes les valeurs réelles possibles de la variable x.
3.^ Problème. La caractéristique l dési^-nant les logarit/imes pris dajis le système dont la base est A, développer, lorsque cela se peut, la fonction
en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x.
Solution. Désignons toujours par / la caractéristique des logarithmes népériens. On aura , en vertu des propriétés connues des logarithmes ,
et par suite, en ayant égard à l'équation (26) , on trouvera , pour toutes ies valeurs de x comprises entre les limites — i , -h i ,
Cette dernière formule subsiste dans le cas même oii l'on prend .r = i . Mais elle cesse d'avoir lieu , lorsqu'on suppose x ^=. — i , ou x"^ > i.
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CHAPITRE VIL
Des Expressions imaginaires et de leurs Modules,
5. 1." Considérations générnies sur les Expressions imaginaires.
.En analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute combinaison de signes algébriques qui ne signifie rien par eHe-mémc, ou à laquelle on attribue une valeur différente de celle qu'elle doit naturellement avoir. On nomme de même équations symboliques toutes celles qui , prises à la lettre et interprétées d'après les consentions généralement établies , sont inexactes ou n'ont pas de sens , mais desquelles on peut déduire des résultats exacts , en modifiant et altérant selon des règles fixes ou ces équations elles-mêmes, ou les symboles qu'elles renferment. L'emploi des expressions ou équations symboliques est souvent un moyen de simplifier les calculs , et d'écrire sous une forme abrégée des résultats assez compliqués en apparence. C'est ce qu'on a déjà vu dans le second paragraphe du troisième chapitre , oîi la formule (9) fournit une valeur symbolique très-simple de l'inconnue jc assujettie à vérifier les équations (4). Parmi les expressions ou équations symboliques dont la considération est de
quelque importance en analyse, on doit sur -tout distinguer cciies que l'on a nommées imaginaires. Nous allons montrer comment l'on peut être conduit à en faire usage.
On sait que les sinus et cosinus de Tare a-^b sont donnés en fonction des sinus et cosinus des arcs a ci b par les formules
f COS. {^a-k~bj = COS. a . COS. b — sin. a . sin. b , [ sin. {a-^b\ = sin. a . cos. b -+- sin. b . cos. CL
Or, sans prendre la peine de retenir ces formules, on a un moyen fort simple de les retrouver à volonté. II suffit, en effet, d'avoir égard à la remarque suivante.
Supposons que Ton multiplie l'une par l'autre les deux expressions s^nnboliqucs
COS. a ■+- i/— î sin. a p COS. b -r- ]/— • sin. b ,
en opérant d'après les règles connues de la multiplication algébrique , comme si |/— i était une quantité réelle dont le carré fût égal à — i. Le produit obtenu se composera de Ac\w parties , l'une toute réelle , l'autre ayant pour facteur )/— i ; et la partie réelle fournira la valeur de ces. («h-Z»), tandis que le coefficient -/-T fournira celle de sin. («-+-/;). Pour constater cette remarque, on écrit la formule
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{ COS. (fiC -h ^) -H ]/— ' sin. (a -t- ^)
( =z (cos.a-\-}/—i sin. a) (cos. b-i-)/—^ sin. ^).
Les trois expressions que renferme l'équation précédente, savoir,
COS. d -4- >/— • sin. a f
COS. O -H )/— ' sin. U ,
COS. i^a-k-h) -+• )/— 1 sin. (ci-+-b) ,
sont trois expressions symboliques qui ne peuvent s'interpréter d'après ies conventions généralement établies, et ne représentent rien de réel. On les a nommées pour cette raison expressions imaginaires. L'équation (2) elie-méme, prise à la lettre, se trouve inexacte et n'a pas de sens. Pour en tirer des résultats exacts , il faut , en premier lieu , développer son second membre parla multiplication algébrique, ce qui réduit cette équation à
{ COS. («-4-^) -i--[/—i sin. (^a-i-b)=: COS. a. COS. b. / — sin. rt. sin. b -\~-\/—i (sin. a. cos.b -H sin. b. cos, a).
Il faut, en second lieu, dans l'équation (3), égaler la ])artie réelle du premier membre à la partie réelle du second , puis le coefficient de y^— 1 dans le premier membre au coefficient de y/—i dans le second. On est ainsi ramené aux équations (i), que l'on doit considérer comme implicitement renfermées l'une et l'autre dans la formule (2).
En général , on appelle expression imaginaire
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toute expression symbolique de la forme
et -H Qy/—i ,
et , C désignant deux quantités réelles ; et l'on dit que deux expressions imaginaires
au -i- Q ■}/— I , y -\- S^ }/^
sont égales entre elles , lorsqu'il y a égalité de part et d'autre , i ." entre les parties réelles ou et y , 2." entre les coefFiciens de y/—i , savoir, C et J^. L'égalité de deux expressions imaginaires s'indique , comme celle de deux quantités réelles, par le signe = ; et il en résulte ce qu'on appelle une équation imaginaire. Cela posé, toute équation imaginaire n'est que la représentation symbolique de deux équations entre quantités réelles. Par exemple , l'équation symbolique
CL -H C y'—i r= 7 H- J\ ]/— i
équivaut seule aux deux équations réelles et := y , C = J^.
Lorsque, dans l'expression imaginaire
et -H b |/-i ,
le coefficient G de j/— i s'évanouit, le terme d -/—^ est censé réduit à zéro , et l'expression elle-même à ia quantité réelle et. En vertu de cette convention , les expressions imaginaires comprennent , comme cas particuliers, les quantités réelles.
Les expressions imaginaires peuvent être sou-
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.mises, aussi bien que les quantités réelles auxdiverses opérations de l'algèbre. Si l'on effectue en particulier l'addition , la soustraction ou la multiplication de deux ou de plusieurs expressions imaginaires , en opérant d'après les règles établies pour les quantités réelles , on obtiendra pour résultat une nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu'on apj^elle la somme , la différence ou le produit des expressions données ; et l'on se servira des notations ordinaires pour indiquer cette somme , cette différence , ou ce produit. Par exemple , si l'on donne seulement deux expressions imaginaires
on trouvera
( 5 ) (ct-H^/^)— (y-t- J\/- . ):=ct— y-h-(^— J\)/^ ,
(6) (oL-+-^/-:r)x (y^-J\/-^)— cty— ^J\-+-(ccJ\-H<^'>)/::7J,
Il est bon de remarquer que le produit de deux ou plusieurs expressions imaginaires , comme celui de deux ou plusieurs binômes réels, restera le même, dans quelque ordre qu'on multiplie ses différens facteurs.
Diviser une première expression imaginaire par une seconde, c'est trouver une troisième expression imaginaire qui, multipliée par la seconde, reproduise la première. Le résultat de cette opération est ie quotient des deux expressions données. On se sert TOM. 1. M
po:îr l'indiquer du signe ordinaire de la division.
Ainsi , par exempfe ,
et -H C|/— t
représente le quotient des deux expressions imaginaires
ce -I- b ]/— I , y -\~ ^ ]/— I .
Elever une expression imaginaire à la puissance du degré m (m désignant un nombre entier), c'est former le produit de m facteurs égaux à cette expression. On indique l'A puissance m.'"^ de cc-Hb|/— i par la notation
( et H- G ]/— I )'".
Extraire la racine Ji."" de l'expression imaginaire éc-hC]/— I, ou, en d'autres termes, élever cette
expression à la puissance du degré -^ (7^ désignant
un nombre entier quelconque ) , c'est former une nouvelle expression imaginaire dont la puissance n ^' reproduise clh-C]/— '. Ce problème admettant plusieurs solutions [voyez le §. 4]> il en résulte que l'expression imaginaire ctH-C|/— i a plusieurs racines du degré n. Lorsque nous voudrons désigner indistinctement l'une quelconque d'entre elles , nous emploierons la notation
ou ia suivante
((ct-^C/-^))"-
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Dans le cas particulier où C s'évanouit, ct-\-Q-/—i se réduit à une (juantité réelle et , et parmi les valeurs de l'expression
il peut s'en trouver une ou deux de réelles , comme on le verra ci-après.
Outre les puissances entières et les racines correspondantes des expressions imaginaires, on a souvent à considérer ce qu'on appelle leurs puissances fractionnaires ou négatives. On doit faire à ce sujet les remarques suivantes.
Pour élever fexpression imaginaire ct-t-o|/— i à la puissance fractionnaire du degré — ^ il faut , en supposant la fraction — réduite à sa plus simple expression, i." extraire la racine îî."'^ de l'expression donnée, 2.° élever cette racine à la puissance entière du degré m. Le problème pouvant être résolu de plusieurs manières [voyez ci-après le 5- 4]' nous désignerons indistinctement l'une quelconque des jouissances du degré 7- par la notation
Dans le cas particulier où C se réduit à zéro , une ou deux de ces puissances peuvent devenir réelles.
Elever l'expression imaginaire ct-t-^j/— T à la puissance néjmtive du degré —m, ou — - , ou — -- , c'est
diviser Fimité par la puissance du degré 7n, ou — ,
ou — , de îa même expression. Le problème admettant une solution seulement, dans le premier cas, et plusieurs solutions dans chacun des deux autres, on indique la puissance du degré — m par la notation simpic
tandis que les deux notations
représentent, îa première, une quelconque des puissances du degré — — , et la seconde, une quelconque
des puissances du degfré .
On dit que deux expressions imaginaires sont conjuguées l'une à l'autre , lorsque ces deux expressions ne diffèrent entre elles que par le signe du coefFicient de |/-^. La somme de deux semblables expressions est toujours réelle , ainsi que leur produit. En effet, les deux expressions imaginaires conjuguées
donnent pour somme 2 et , et pour produit cl-\-Q*» La dernière partie de cette observation conduit à un théorème relatif aux nombres , et dont voici l'énoncé.
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- 1 ." Théorème. Si l'on inultiplîe l'un par l'autre deux nombres entiers dont chacun soit la somme de deux carrés, le produit sera encore une somme de deux carrés.
DÉMONSTRATION. Soient
ce
b\ cl''' -^ Ç>'
ics deux nombres entiers dont il s'agit, ce', G*, et'', G'* désignant des carrés parfaits. On aura évidemment les deux équations
( a-f-e /ITT ) (a'-H^yin ) = a a'— ^^' -h (a C'-t-a'C ) /Zir , ( a_C y/^ ) (a'— Cyin ) = a a'— ^ ^-^ — (a C'-l-a'^ ) y/irr i
et , en multipliant celles-ci membre à membre , on obtiendra la suivante
(7) [a:-'^') (ce' v€'*) ^ (otct'-Cf:') v(ctC'-i-ct'C)'.
Si l'on échange entre elles dans cette dernière ies lettres aJ et Ç>' , on trouvera
(8) (ccVê^)(ct' V(:'^)= (x^'-ce'QV(ccct'-^g€')\
II y a donc en général deux manières de décomposer en deux carrés le produit de deux nombres entiers dont chacun est la somme de deux carrés. Ainsi, par exemple, on tire des équations (7) et (8)
On voit par ces considérations que l'emploi des ex-
pressions imaginaires peut être d'une grande utilité, non-seuicmcnt dans l'aigèbre ordinaire, mais encore dans la théorie des nombres.
Quelquefois on représente une expression imaginaire par une seule lettre. C'est un artifice qui augmente les ressources de fanaiyse , et dont nous ferons usage dans ce qui va suivre.
§. 2." Sur les Modules des Expressions imaginaires , et sur les Expressions réduites.
Une propriété remarquable de toute expression imaginaire a.-^ Q> -/—i , c'est de pouvoir se mettre sous la forme
P fcos. 9 -+- ]/— ' sin. 6) ,
f désignant une quantité positive , et ô un arc réel. En effet, si Ton pose l'équation symbolique
(l) CL H-C )/— 1 =^ (cos. Ô -H |/— I sin. Ô) ,
ou , ce qui revient au même , les deux équations réelles
/ \ S 0L= Pcos. 8 ,
(^) -le « • fi
f b = p sin. u , on en tirera
cL* -4- G* =:ijO*(cos/ 9 H- sin.* 9) -— ^ f* »
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et, après avoir ainsi déterminé ia valeur du nombre ^, il ne restera, pour vérifier complètement les équations (2), qu'à trouver un arc ô dont le cosinus et le sinus soient respectivement
COS. 9
Ce dernier problème est toujours soluble, attendu que chacune des quantités ^^J_^^.^ , vi^'^^n a une valeur numérique inférieure à l'unité , et que la somme de leurs carrés est égale à i . De plus , il admet une infinité de solutions différentes , puiçqu'après avoir calculé une valeur convenable de i'arc ô on pourra , sans changer ni ie sinus ni le cosinus, augmenter ou diminuer cet arc d'un nombre quelconque de circonférences.
Lorsque l'expression imaginaire ct-nCy'— i se trouve ramenée à la forme
P ( COS. 9 ■+- ■)/— ' sin. 9 j ,
la quantité positive f est ce qu'on appelle le module de cette expression imaginaire ; et ce qui reste après la suppression du module, c'est-à-dire, le facteur
COS. 9 -H- y'—' sin. 9 ,
est ce que nous nommerons l' expression récluîte. Comme des quantités ce et C supposées cor.nues on ne déduit pour le module y> qu'une valeur unique
déterminée par leqr.ation (3), il en résulte que le module reste le même pour deux expressions imaginaires éi;ales. On peut donc énoncer le théorème suivant.
I .^^ Théorème. L'égalité de deux expressions imaginaires entraîne toujours l' égalité des modules^ et par conséquent celle êtes expressions réduites.
. Si l'on compare entre elles deux expressions imaginaires conjuguées, on trouvera encore que leurs modules sont égaux. Le carré du module commun à ces deux expiassions ne sera autre chose que leur produit.
Lorsque dans l'expression imaginaire ctn-b)/— f le second terme Q s'évanouit, cette expression se réduit à une quantité réelle ot. Dans la même hypothèse, on tire des équations (3) et (4)» i.°, quand CL est positif,
COS. U nr: I , sin. (7 m O ,
k désignant un nombre entier quelconque ; 2.*, quand ce est négatif ,
eoR. 9 = — \ ^ sin. 9 = 0
et par suite
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ô = =b ( 2 A- -4- I ) TT.
Ainsi le module d'une quantité réelle ot n'est autre chose que sa valeur numérique }/{<^') ', et l'expression réduite qui correspond à une semblable quantité est toujours -t- i ou — i , savoir ,
lorsqu'il s'agit d'une quantité positive , et
— 1 := COS. (=i=: z/c-+- I.Tt)-*-!/— I sin. (=h: 2 /L-4-I.7r),
lorsqu'il s'agit d'une quantité négative. . Toute expression imaginaire qui a zéro pour module se réduit elle-même à zéro, puisque ses deux termes s'évanouissent. Réciproquement, comme le cosinus et le sinus d'un arc ne deviennent jamais nuls en même temps , il en résulte qu'une expression imaginaire ne peut se réduire à zéro , qu'autant que son module s'évanouit.
Toute expression imaginaire qui a l'unité pour module est nécessairement une expression réduite. Ainsi , par exemple ,
COS. a-H |/— I sii^. «^ COS. a — y/—isïn.af
— COS. a — |/~i sin. a , — COS. a-\- >/— ' sin. a f
sont quatre expressions réduites conjuguées deux à deux. Eirectivement, pour tirer ces quatre expressions de la formule
ca». y -H -j/— ( sin. a ,
il suffira de poser successivement
k désignant un nombre entier quelconque.
Les calculs relatifs aux expressions imaginaires pouvant être simpliîiés par la considération des expressions réduites, il importe de faire connaître les principales propriétés de ces dernières. Ces propriétés sont comprises dans les théorèmes que je vais énoncer.
2.^ Théorème. Pour midtipUei' l'une par l'autre deux expressions réduites
COS. 9 -+- j/— I sin. 0 , COS. 9' -H j/— i sin. 9' ,
il suffit d'ajouter les arcs 9 e/ 9 ' qid leur correspondent.
DÉMONSTRATION. On a, en effet,
{ (ces. 9 -H]/— I sin. 9) (cos. 9' -+- 1/— I sin 9') J
' ( .= cos.(a-HÔ')-H/-^sin.(9-+-ô'). I
Corollaire. Si dans la formule précédente
on fait 6' = — Ô , on trouvera, comme on devait s'y attendre ,
(6) ( COS. D -V- ^/—\ sin, u ) fcos. u — V^""' sin. o j = I .
3.^ Théorè;me. Pour multiplier les unes par les mitres plusieurs expressions réduites
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COS. 0 -\- i/— I sin. ô , COS. 6' H- |/— i sin. 9' , COS. 0 -f- |/— ' siti. 0 , &C. . . . j
7/ ^?{^^ d'ajouter les arcs 9 , 9 ', 9 " , ... qui leur correspondent.
DÉMONSTRATION. En effet, on aura successivement
(cos. 9 -H |/— I sin. 0) f C0S.9' -t- "p/— • sin. B j =z COS. (9 -4- ô') -H /-^Tsin. (ô -t- G') , (cos.ô-H-j/— isin.ô) (cos.Ô'-H;/— isin.9')(cos.G"H--j/— isin.0") = [cos.(9-HG')-H/-^sin.(9-+-9')][cos.9"-H/-^sin.G"] =: COS. (G -hG' -f-G")-i-/^sin. (9 ^-9' -+-G") ,
&c ; et , en continuant de même , on trouvera
généralement, ([uel que soit le nombre des arcs, G,
( (ros.5-4-/_, sin.û) (cos.9'-hy/_i sin./)') (cos.6"-h/-i sin-Q")... I =cos. (9 -h 6'-+- 6".. .)H-l/-^sin. (â-hô'-l-g". ..).
Corollaire. Si l'on développe par la multiplication immédiate le premier membre de l'équation (y), ie développement se composera de deux parties, l'une toute réelle, l'autre ayant pour facteur ct-+-C|/— I. Cela posé, la partie réelle fournira la valeur de cos. ( G-+-G'-f-G" ... ), et le cocflicient de -/-^ dans la seconde partie la valeur de sin. (9-i-9'-+-G"...). Supposons, par exemple, que l'on considère seulement trois arcs 9, G', G". L'équation (7) deviendra
(cos. ô-+--/ir7sin.g) (cos.6'-»-/zn^sin.ô') (w)s.ô"-f-y^:^8in.8"> = COS. ( 9 -t- 0' -+- ô" ) -t- -/^ri sin. ( 9 -H 6' -t- 6" ) ;
et , après avoir développé le premier membre de cette dernière par ia muitiplication algébrique , on en conclura
COS. ( 6 -f- 6' -h ô' ) == COS. g COS. Ç' COS. ô" — COS. 9 sin. Q' sin. Q" — sin. 9 COS. 9' sin. g" — sin. 9 sin. 9' cos. 9' ,
sin. ( 9 -H- 9' -f- 9 ' ) = sin. 6 cos. 9' cos. 9" -H cos. 9 sin. 9' cos. 9" -t- cos. 9 cos. 6' sin. 9' — sin. 9 sin. 6' sin. 9'.
Théorème. Poz/r diviser l'expi-ession réduile
COS. 6 -t- j/— I sin 9 par la suivante
COS. B' -H |/— ' sin. 6' ,
il suffit de retrancher l'arc 9', qui correspond à la seconde, de l'arc 9 correspondant à la première.
DÉMONSTRATION. Soit X ie quotient cherché, en sorte qu'on ait
cos. 9 H- i/~ sin. 9
cos. 9' -t- y/^^ sin- ô'
Ce quotient devra être une nouvelle expression imaginaire teliement choisie , qu'en la multipliant
par cos,Ô'h-|/— 1 sin.ô' on reproduise COS. Gh-)/—i sin.ô. En d'autres termes , x devra satisfaire à l'équation
( COS. 8' -H y'— • sin 6' ) »r = COS. 6 ■+- y^— ' sin. u.
Pour tirer de cette équation la valeur de j? j il su^
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fira de multiplier les deux membres par COS. 6' — V^"' sin. o'.
On réduira de cette manière ie coefficient de a: k l'unité [voyez le 2.^ théorème , corollaire i ] , et l'on trouvera
07 = (cos. 6 H- )/— ' sin. 6 ^ (cos. 9' — ]/— ' sin. 0' j = (cos.ô-H}/— I sin. 9) [cos.( — G')^--)/— i sin.( — 9')] = COS. (9 — 9' ^ -+- ■{/— ' sin. ^9 — 9' \ On aura donc en définitive
(8) £:i±t4£:ii^ = cos.(ô-ÔVyc:7sin.(e--G'\
<V / COS. tj -+--y/— 1 sin.ô V y r \ /
Corollaire. Si dans l'équation (8) on fait 6^0, elle donnera
(o) ' ' — — : — ;r-=cos. 9' — i/— isin.9'.
, \^/ COS. 0 -4- y — i sin. ô
Théorème. Pow élever l'expression imaginaire
COS. o -4- y^— I sin. 0
à la puissance du degré m (m désignant un nombre entier quelconque) , il suffit de multiplier dans cette expression l' arc 9 ])ar le nombre m.
DÉMONSTRATION. En effet, les arcs 9, 8', 9"... pouvant être quelconques dans la formule (t), si on les suppose tous égaux à l'arc 9 et eu nombre m, on trouvera
(10) (cos. 9-+-j/— j sin. G)" = cps.»i9-i-)/^ iïnjn^.
Corollaire. Si dans l'équation (lo) on. fait successivement ^ z=z z , ^ z=:z — z , on obtiendra les deux suivantes :
( ( COS. z -\- -j/^ sin. z y = COS. mz -\- ^/^ sin. m z , / ( COS. z — V^— ^ si"- - )'" = <^°s- "^^ — V'~^ ^'"" '"~"
Le premier membre de chacune de ces dernières, étant toujours un produit de m facteurs égaux , pourra être développé par la multiplication immédiate de ces facteurs, ou , ce qui revient au même, j)ar la formule de Newton. Si, après avoir effectué le développement dont il s'agit , on égale de part et d'autre dans chaque équation , i ." les parties réelles, 2.° les coefficiens de y/—', on en conclura
COS. m;:=cos.^ ^ COS.'" z sm.Z
-ï ^— COS. z sin. â; — 6LC...,
sin.?n Z =■ — COS.'" 'z sin. -3
COS. Z sin. xî H- 6LC...
On trouvera, par exemple, en supposant ??i = 2 ,
COS. 2 -3 = COS. * Z — sin.
sin. 2 -3 = 2 sin. Z cos. Z /
en supposant nizzz ^ ,
COS. ^1;= cos. z — 3 COS. s sin.* ^ ^
COS.* .3 sin. 3 — sin. Z
Théorème. Pour élever l' expressioii imaginaire
COS. t) -+- y^—\ sin. B
à la puissance du degré — m (m désignant un nombre entier quelconque ) , il suffit de multiplier dans cette expression l'arc ô par le degré — m.
Démonstration. En eiTet, d'après la définition que nous avons donnée des puissances négatives [voyez le §. i ] , on aura
(cos. 0 -+- t/— > sin. o)"'" =1 — _ : — — -— ■
COS. m(j -h y — I sin.mQ
Par suite, en ayant égard à la formule (9), on trouvera
(13) (cos.9-»-]/— isin.G)~'"= cos.wG — ]/— 1 sin.wô,
ou , ce qui revient au même ,
(l4) (cos.ô-»-/-^sin.Ô)-'"=cos.(-w9)-l-/^sin.(-7wG).
Après avoir établi , comme nous venons de le faire, les principales propriétés des expressions réduites, il devient facile de multiplier ou de diviser l'une par l'autre deux ou plusieurs expressions imaginaires, quels que soient leurs modules, aussi bien que d'élever une expression imaginaire quelconque à fa puissance du degré m ou — 7?i ( 7n désignant un nombre entier). On peut, en efTct , exécuter simplement ces diverses opérations à l'aide des théorèmes suivans. -'^
• 7/ Théorème. Pour obtenir le produit de deux ou de plusieurs expressions imaginaires , il suffit de multiplier le produit des expressions réduites (lui leur correspondent par le produit des modules.
DÉMONSTRATION. Le théorème énoncé se déduit immédiatement de ce principe, que ie produit de plusieurs facteurs réels ou imaginaires reste ie même dans quelque ordre qu'on les multiplie. Soient effectivement
J5 ( COS. 9 -+- ■/_! sin. 9 ) , j>' ( COS. g' -h y'HT sin. g' ) , jj"(cos. ô"h- V'^ sin. 6") , &c.....
plusieurs expressions imaginaires, àorà f , f\ f" .... désignent les modules. Lorsqu'on voudra multiplier entre elles ces expressions dont chacune est le pro-. duit d'un module par une expression réduite , on pourra , en vertu du principe qu'on vient de rappeler, former, d'une part, le produit de tous les modules , de l'autre, celui de toutes les expressions réduites, puis multiplier ces deux derniers produits i'un par l'autre. On trouvera de cette manière pour résultat défmitif
(•5) j^//'. ..[cos.(6-4-6'-f-6"...)-f-v/ir7sm/j-i-ô'-t-e"...)]-,.
Corollaire //' Le produit de plusieurs expressions imaginaires est une nouvelle expression imaginaire qui a pour module le produit des modules de toutes les autres.
Corollaire 2.' Comme une expression imaginaire ne s'évanouit jamais qu'avec son module, et
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que pour faire évanouir le produit de plusieurs niodules, ii faut nécessairement supposer fun deux réduit à zéro , il est clair qu'on peut tirer du théorème 7.^ ia conclusion suivante :
Le produit de deux ou de plusieurs expressions imaginaires ne peut s'évanouir qu'autant que l'une d'elles se réduit a zéro,
8.* Théorème. Pour obtenir h quotient de deux expressions imaoifiaires , il suffit de multiplier le quotient des expressions réduites qui leur correspondent par le quotient des modules.
Démonstration. Supposons qu'ii s'agisse de diviser l'expression imaginaire
/ (cos. 9 -t- -/^sin. ô) ,
dont le module est f , par la suivante
/(cos.6'-t-/^sin.8'),
dont !e module est/'. Si l'on désigne par x le quotient demandé , x devra être une nouvelle ex» pression imaginaire propre à vérifier l'équation
/'(cos.8'-H/-r7sin.6')jr=/(cos.G-f-/-r7sin.Ô).
Pour tirer de cette équation la valeur de x, on multipliera les deux membres par le produit des deux facteurs
-y- , COS. 6' — j/~ sin. Ô' ;
et l'on trouvera de cette manière , en écrivant -^ TOM. 1. N
au lieu de p x — ,
œ^ ^ [cos.(ô-Ô')-H/:r7sin.(8-Ô')].
On aura donc en dernière analyse , et, puisqu'en vertu du 4*^ théorème
COS. (Ô-G')-h/~. sin. (9-6')
est précisément le quotient des deux expressions réduites
COS. 0 -+- "j/— I sin. u , CCS. u' -f- ]/— j sin. D ,
il est clair qu'après avoir établi ia formule ( ï 6 ) nous devons considérer le 8.^ théorème comme démontré.
Corollaire. Si dans i équation ( 1 6) on fait 0 — o , elle donnera
\ // j3 (cos. d 4-y/_i sm.t) j J3 \ '^ /
9.^ ThéorÈiME. Pour obtenir la m J"' puissance d'une expression imaginaire Cm désignant un nombre entier quelconque^ , il suffit de multiplier la m.'"' puissance de ï eocpi^ession réduite correspondante par la m,^' puissance du module.
DÉMONSTRATION. En effet , si dans le 7.^ théorème on suppose les expressions imaginaires
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P (cos. ô -+- -/— 1 sin. y) 5 /' (cos. 6' -H -/'— i sin. 0'^ , p" (cos. G" -H -j/— I sin. d") , 6cC
toutes égales entre elles , et en nombre m , leur produit sera équivalent à la puissance mJ^' de la première, c'est-à-dire, à
[^ ( COS. G -4- /^ sin. &) ]'" ;
et, comme dans cette hypothèse l'expression (i j) deviendra
jî*" [ COS. Wî 9 -f- ]/— ^ sin. W ô] ,
on aura définitivement
(l 8) [/^(cos.G-i-/^ sin.Ô)]"=j5'"[cos.77z9-+-/^sin.»lÔ]. L'expression réduite
COS. m 9 -H y^— i sin. m 9 étant égale (en vertu du 5.^ théorème) à
(cos. 9 -4- /=Tsin. ^Y ,
il enrésuhe qu'après avoir établi la formule (i 8) on doit considéier le théorème ^.^ comme démontré.
10.* Théorème. Pour élever une expression imaginaire à la puissance du degré — m (m désignant un nombre entier) , il suffit de former les puissances semblables du module et de l'expression réduite , puis de multiplier ces deux dernières puissances l'une par l'autre.
DÉMONSTRATION. Supposons qu'il s agisse
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d'élever à la puissance du degré — m l'expression
imaginaire
p ^cos. G -+■ )/— 1 sin. 9) ,
dont îe module est js. On aura, en vertu de la définition des puissances négatives,
[f (cos.0-4-/^sin. ô)]-'" =: f ^(cos. 6-+- 1/^ sm. 6) ]"
Par suite, en ayant égard à la formule (17) , on trouvera
[j=(cos.Ô-h/- sin. 0)]-'"= ^ [cos./Tzô- /=T sin.77zG] ,
OU , ce qui revient au même ,
( 1 9) [/(cos.e+Z- sin.O)]-'"=:/-'"[cos.mG-/=^sin.wô].
Cette dernière formule réunie à l'équation (i 3) fournit la démonstration complète du 10." tliéorème.
«. 3.** Sur les Racines réelles ou imaginaires des deux ■ quantités -+ 1 , — i , et sur leurs Puissances, fractionnaires.
Supposons que l'on désigne par m et n deux nombres entiers premiers entre eux. Si l'on fait usage des notations adoptées dans le premier paragraphe, tes racines w."': dç l'unité , ou, ce qui revient
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au même , ses puissances du degré -^ seront les diverses valeurs de l'expression
et de même, les puissances fractionnaires de l'unité,
positives ou négatives, du degré — -, ou , seront
les diverses valeurs de
. ((.r ou (i,f\
On en conclura que , pour déterminer ces racines et ces puissances , il suffit de résoudre , i'un après l'autre, les trois problèmes suivans.
l.^' Problème. Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de l' expression
Solution, Soit x l'une de ces valeurs; et, afin de la présenter sous la forme générale qui comprend à-la-fois toutes les quantités réelles et toutes les expressions imaginaires , supposons
^ zr: r ( COS. t -+■ ;/— i sin. /) ,
r désignant une quantité positive , et ^ un arc réel. On aura , d'après la définition même de l'expression ((i))",
ou , ce qui revient au même ,
r''[cos. nt -^ |/— I sin. nt \^=. i .
On tirera de cette dernière équation [ à l'aide du
théorème i.^', §. 2]
COS. n t -\- ]/— « sin. nt^= I ;
et par suite ,
COS. nt:=: 1 , sin. W^::=:0, w/ = ± 2/:7r ,
/f représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r et t étant ainsi déterminées , ies diverses vaieurs de .v propres à vérifier l'équation (i) seront évidemment comprises dans ia formule
( 2 ) J7 = COS. dr: y— 1 sm. .
En d'autres termes, les diverses valeurs de ((i)j seront données par l'équation
(3) {(0) " = ^««- -~^ - /^si"- -^ •
Soit maintenant h îe nombre entier le plus rapproche du rapport — . La difFérence entre les deux
nombres h , — , sera tout au plus égale à -^ ; en sorte {|u'on aura
désignant une fraction égale ou inférieure à — 5
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et par suite, k' un nombre entier inférieur ou tout au plus égal à — . On en conclura
COS. zrri/— 1 sm. = cos. zrr i/ — i sm.
Par conséquent , toutes les valeurs de (( i )) " seront comprises dans la formule
ï k TT . , 2 A- T
COS. dr T/ — i sin. • ,
si l'on y suppose k' renfermé entre les limites o, — , ou , ce qui revient au même , dans ia formule (3), si l'on y suppose k renfermé entre les mêmes limites.
Corollaire i^ Lorsque n est pair, les diverses valeurs que le nombre entier k peut recevoir, sans
sortir des limites o , -^ , sont respectivement
Pour chacune de ces valeurs de k, la formule (3*1 fournit en général deux valeurs imaginaires conju-
guées de l'expression {( i )) ' , c'est-à-dire, deux racines imaginaires de l'unité conjuguées et du degré n. Seulement, on trouve, pour /t = o, une racine
réelle -h 1 , et , pour A- = — , une autre racine réelle
— - 1 . En résumé , lorsque n est pair , l'expression
admet deux valeurs réelles, savoir ^
avec n — 2 valeurs imaginaires conjuguées deux à deux , savoir j
f iir , — . 2T %ir j — . i-T I COS. Hy— ism. , cos. y— isin. -,
/ /\ ! COS. h-y— ism. , cos. y— ism. ,
f (n— î)?r . (n_2>T (n— 2V . (n— alT
f COS. \-y—i sm. ■ — . cos. — /— i sin. — ■ — .
Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal à ;?.
Supposons, par exemple, ;?=2. On trouvera qu'il existe deux valeurs de l'expression
ou , ce qui revient au même , deux valeurs de x propres à vérifier l'équation
et que ces valeurs , toutes deux réelles , sont respect tivement
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Supposons encore n=4' ^'^ trouvera qu'il existe quatre valeurs de l'expression
ou , ce qui revient au même , quatre valeurs de x propres à vérifier l'équation
Parmi ces quatre valeurs, deux sont réelles, savoir,
Les deux autres sont imaginaires, et respectivement
Corollaire 2/ Lorsque n est impair , les diverses valeurs que le nombre entier k peut recevoir , sans sortir des limites o , -^ , sont respectivement
égales la première a
COS. 1- y— i
sin.
TT
a seconde à
COS. y— 1
sin.
Pour chacune de ces valeurs de k, la formule (3)
fournit en général deux valeurs imao;inaires con-
juguées de l'expression ((1))"' c'est-à-dire, deux racines imaginaires de l'unité conjuguées et du
degré n. Seulement, on trouve, pour kz=zo, une racine unique et réeiie, savoir, -h i. En résumé, lorsque n est impair, l'expression
admet , avec îa seule valeur réelle
n — I valeurs imaginaires conjuguées deux à deux, savoir ,
COS. Ht/— "sin. , cos. - — - — t/— isin. ,
Âyr y . A-TT AT , — . 4^
COS. \-Y — isin. , COS. — -■ — i/ — ism. «
f f;i— i)t . (n—]]'7r (n—\)7r . (;:— l'iT
1 COS. hv — 1 sin. , COS. y — i sin. '■ — .
Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal à n.
Supposons , par exemple , w r= 3 . On trouvera qu'il existe trois valeurs de l'expression
ou , ce qui revient au même , trois valeurs de ^ propres à vérifier l'équation
et que ces valeurs , dont une est réelle , sont respectivement
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3T . , ITT 2T / . 2T
eos. H-t/-- ism. , cos. 1/ — isin. .
De plus , le coté de l'hexagone étant , comme on sait , égal au rayon , et le supplément de l'arc sous-
tendu par ce cote ayant pour mesure , on
obtiendra facilement les équations '
COS. =: , sin. = H <,
en vertu desquelles les valeurs imaginaires de l expression ((i)) ^ se réduisent à
Corollaire j/ n désignant un nombre entier quelconque , le nombre des valeurs soit réelles , soit
imaginaires , de l'expression (( i )) " , ou , ce qui revient au même, le nombie des valeurs de x, propres à vérilier l'équation ^^ := i , restera toujours égal à n.
2.* Problème. Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de r capression
Solution. Les nombres m et n étant supposés premiers entre eux , on aura , d'après la déiinition
même de l'expression ((i)) " ,
puis , en remettant pour (( i )) " sa valeur générale tirée de l'équation (3), on trouvera
((l)) = [cos. — ^— d= /- . sin. -^^J ,
et par suite ,
(6) ((l)) =cos. —^^ =fc /- . sin. — ^p- .
Pour déduire de cette dernière formule toutes îes
valeurs de (( i )) " , il ne reste qu'à donner successivement à /c toutes les valeurs entières comprises
entre o et — . Soient k' , k" deux de ces valeurs
supposées inégales. Je dis que les cosinus
rn.i 1/ ■TT m .2 k" TT
COS. , COS
seront nécessairement différens l'un de l'autre. En eflét, ces cosinus ne pourraient devenir égaux que dans le cas où les arcs qui leur correspondent seraient liés entre eux par une équation de la forme
m .zk' TT , 7 , m.i k"'T ■ — =: rt ihlV -àz ,
// désignant un nombre entier. Or on tire de cette équation
li faudrait donc , puisque m est premier à n , que
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zhk'ztk" fût divisible par n ; ce qu'on ne saurait admettre, attendu que, les nombres /c' , k" étant inégaux, et chacun d'eux ne pouvant surpasser ~n, leur somme ou différence est nécessairement inférieure à n. Ainsi, deux valeurs différentes de k comprises entre les limites o et ^^ fournissent deux valeurs différentes de
On conclut aisément de cette remarque, que les
valeurs réelles ou imaginaires de l'expression ((i))" données par l'équation (6) sont en même nombre
que les valeurs réelles ou imaginaires de (( i )) " déterminées par l'équation (3). De plus, conune on a évidemment
tm . rki: , . . m . i k rr ~\ ^ COS. rt y — I sin.
c= COS. m .ikir dt )/— I sin. m . zkvr =. i ,
il en résulte que toute valeur de (( 1 )) " est une expression réelle ou imaginaire dont la puissance 7i équivaut à l'unité , par conséquent , une valeur de
^i)) " . Ces observations conduisent à la formule
dans laquelle le signe = indique seulement que l'une des valeurs du premier membre est toujours égale à l'une des valeurs du second.
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3.^ Problème. Trouver les divei'ses valeurs réelles ou imaginaires de V expression
Solution. On aura, d'après la définition des puissances négatives,
puis, en remettant pour ((i))" sa valeur générale tirée de l'équation (6) , et ayant égard à ia formule (p) du paragraphe précédent,
(8) ((l)) " =cos. -^^qr /=Tsin. -^^^.
II suit de cette dernière équation que les diverses
valeurs de (( i )) " sont les mêmes que celles de
(( I )) " , et par conséquent égales à celles de (( i )) " . On a donc
le signe = devant être interprété comme dans Féquation (y).
Corollaire. Si l'on fait 77^ = 1, la formule (p) donnera
TT
et de même, ïes puissances fractionnaires de — i ,
positives ou négatives , du degré — , ou ,
seront ies diverses valeurs de
((-■r ou ((-.))"\
En conséquence, pour déterminer ces racines et ces puissances , il suffira de résoudre l'un après l'autre les trois nouveaux problèmes que je vais énoncer.
4.^ Problè;me. Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de l' expression
Solution. Soit
.:r =: r ( COS. t -H y^— I sln. /)
l'une de ces vaicurs , ;• désignant une quantité positive, et t un arc réel. On aura, d'après la défi-
nition même de l'expression (( — i )) " ,
(il) .r"=-i,
ou , ce qui revient au même ,
r" [ COS. îît -^ -j/— i sin. /«^],r= — r .
On tirera de cette dernière équation [ à l'aide du
théorème i.*', §. 2]
COS. nt -^ )/— I sin. nt:=i — i ,
et par suite j
cos.W^= — I, sin.?2/=:0, W^=d:: (2 ^-H l) TT ,
^ représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r et ^ étant ainsi déterminées, les diverses valeurs de x propres à vérifier l'équation (i i) se trouveront évidemment comprises dans la formule
(12) ^ = cos. -^^ ^— rt i/— I sin. -^: — ■ —' ,
En d'autres termes , les diverses vaieurs de (( — i)) " seront données par l'équation
.{'3) ((-l)) =co5. ^ ±:i/-isin. ^ ^ .
Soit maintenant A le nombre entier le plus rapproché du rapport -^ — '—^ . La différence entre les
deux nombres h , -^ sera évidemment une
fraction de numérateur impair , inférieure ou tout au plus égale à — ; en sorte qu'on aura
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il±tll- = h±
(lA'+O
2 A' -h I désignant un nombre impair égal ou infé* rieur à n. On en conclura
2 AtT ±:
(^k-lr-\)'7^ , .- — . C2A--+-t)7r COS. — — rt -l/— ' sin. -= —
= COS. -^ — dr y—i sin. -^ — .
Par conséquent toutes les valeurs de (( — i )) " seront comprises dans la formule
COS. rir y — i sin. -^^ -^ — ,
si l'on y suppose 2 A- '-h i renfermé entre les limites o , n; ou , ce qui revient au même , dans la formule (13) , si l'on y suppose 2 A-hi renfermé entre ies mêmes limites.
Corollaire i."' Lorsque n est pair, les diverses valeurs que 2 A: h- i peut recevoir , sans sortir des iimites o, n^ sont respectivement
Pour chacune de ces valeurs de 2 A h- i , la formule (13) fournit toujours deux valeurs imaginaires
conjuguées de i'expression (( — i )) • P^^' suite , cette expression , dans le cas qu€ nous considérons TOM. 1. O
ici , n'admet point de valeurs réelks , mais seulement n valeurs imaginaires conjuguées deux à deux, savoir : '
cos
cos
\~ y—' sin. — , COS. i/— • 5111. —
. \- y — I sin. — , COS. ^— — l/ —' sm. - — ,
(n—\)'yr . (n^i)T. fn— i)t , . (n — i)7r
COS. hv — 1 sin. — , COS. '— /—i sin.
Supposons, par exemple, 7i==2. On trouvera
qu'il existe deux valeurs de l'expression (( — 0) * ' ou, ce qui revient au même, deux valeurs de x propres à vériiier l'équation
et que ces valeurs , toutes deux imaginaires , sont respectivement
^ > . TT y"
COS. — -4- )/— ' Sin. — =: H- y—' ,
TT , — . v: / —
COS. 1/— 1 sin. ■" — '=■ — V — I .
Supposons encore w = 4- On verfa qu'il existe
quatre valeurs de l'expression (( — 1 )) * , ou , en d'autres termes, quatre valeurs de .x propres à vérifier l'équation
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et que ces quatre valeurs sont comprises dans ies deux formules
COS. -^ ± /^sin. -^ , ou, ce qui revient au même, dans la seule formuie
TT
=!= COS. ^ rt /-. sin. -^ .
Comme on a d'ailleurs
COS. -J = sin. ~ = -J-,., ifj^j^ ^.,^ ,,..:,^j on trouvera définitivement
((-.))U±_v±-i,-/it.'
Corollaire 2.' Lorsque n est impair, fes diverses valeurs que 2.k-^ i peut recevoir saiis sortir des limites o et w, sont respectivement
Pour chacune de ces valeurs de 2X--+-I , fa formule (13) fournit en général deux valeurs ima-i-
naires conjuguées de l'expression ((-i^)", c'est-àdire, deux racines imaginaires de - l 'conjuguées et du degré 7«. Seulement on trouve, pour 2k-^^i=.n une racine unique et réelle, savoir, -i. En ré^
sumé, lorsque n est impair, l'expression ((~i))^ admet , avec la seule valeur réelle
n — I valeurs imaginaires conjuguées deux à deux ,
savoir ,
cos
. H V — • sin. — , COS. i/— I sin. — ,
iT y — . 3T 2-7r . — . 3T
COS. h- V— • sin. , COS. V — ■ sin. — ,
etc.. . . &c. . . .
, («— 2)t . (n— 2)t (n— 2)t , . {n—r)ir
COS. H-v — I sm. , COS. \ —i sin.
Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal 'A n. '-"^- ""
Supposons , par exemple , 72 =: 3 . On trouvera
qu'il existe trois valeurs de l'expression (( — i )) ' , ou, ce qui' revient au même, trois valeurs de x propres à vérifier l'équation *
et que ces valeurs , dont une est réelle , sont respectivement
"ïï / — . "ïï t 32 / —
COS. h y — > sin. — :=■ \ y""' ?
Tt . . T I 37 y
COS. K —' s*"' — '^^ y—i
Corollaire j.' n désignant un nombre entier quelconque , le nombre des valeurs , soit réelles ,
soit imaginaires, de l'expression ((— i)) % ou, ce qui
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revient au même , le nombre des valeurs de x propres à vérifier Féquation :r" = — i, restera toujours égal à n.
5." Problème. Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de l' expression
Solution. Les nombres m ein étant supposés premiers entre eux , on aura , d'après ia définition
même de l'expression (( — i )) " »
puis , en remettant pour ((— i )) " sa valeur générale tirée de l'équation (13), on trouvera
(16) {(-l)) " =:cos. \ ±:/=:7s.n. -^-^ .
Pour déduire de cette dernière formule toutes les
valeurs de (( — i)) " , il ne reste qu'à donner successivement à 2k-¥- 1 toutes les valeurs entières et impaires comprises entre o et ?i. Soient 2 X:' -t- i , 2 A* " n- i , deux de ces valeurs supposées inégaies. Je dis que les cosinus
mfik'-{-t)7r m[z fc "-{-i)'T COS. ^^ , COS. ,
seront nécessairement dilTérens l'un de l'autre. En effet , ces cosinus ne pourraient devenir égaux que
dans îe cas où les arcs qui leur correspondent seraient iiés entre eux par une équation de la forme
m (z k' -\- l) T , y , 771.(2 ii"-+- f ) T
— ^^ — • =zt: zàTT dz i: '— ,
h désignant un nombre entier. Or, on tire de cette équation
^ r ±(2r-f-.)±(zr'^-T)-|
li faudrait donc , puisque î?t est premier à ?î , que le nombre entier
fût divisible par n ; ce qu'on ne saurait admettre , attendu que, les nombres 2A''-t- i , 2^" -+• i étant inégaux, et chacun d'eux ne pouvant surpasser n, leur demi-somme , et à plus forte raison ieur demidifférence, est nécessairement inférieure à n. Ainsi deux valeurs différentes de zk-h-i comprises entre les limites o et n fournissent deux valeurs diflerentcs de
m ( 2 X- -f- ! ) T COS. .
On conclut aisément de cette remarque que les va-
leurs réelles ou imaginaires de l'expression (( — i)) "
données par l'équation (i6) sont au nombre de n^
comme celles de (( i )) " et de (( — i )) " . De plus , comme on a évidemment
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COS. ^ =t= /-. sin. ^ J
= CGS. m{7.k^ l)'7r ±: )/-« sin. 7« (2i^ -t- l) TT
= (-l)«==hl,
il en résulte que toute valeur de (( — i)) " est une expression réelle ou imaginaire dont la puissance nJ"^ équivaut à ± i , par conséquent , une valeur de
(( I )) " OU de ((— I )) " • Cette remarque conduit à l'équation
toutes les fois que ( — i)'" == i , c'est-à-dire, toutes les fois que m est un nombre pair ; et à la suivante
lorsque ( — 1)"' = — i, c'est-à-dire, lorsque m est un nombre impair. Ajoutons que l'on peut comprendre les équations (17) et (18) dans une seule formule , en écrivant
6.' Problème. Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de l' expression
Solution. On aura, d'après la définition des puissances négatives ,
puis, en remettant pour ((— ^i)) " sa valeur gcMéraîe tirée de 1 équation ( 1 6 ) , et ayant égard à la formule (c)) du paragraphe précédent,
(20) ((-l)) = COS. ^ „ ^ q^ /-' sin. -^ •
II suit de cette dernière équation que les diverses valeurs de {(— i)) " sont les mêmes que celles de ((1)) " . On aura en conséquence
(21) ((— i)) " = ((i)) " , si m est pair , et
(22) ((~0) " — ((-"O)") ^^ ^* ^^^ impair.
A la place des deux formules qui précèdent , on peut se contenter d'écrire la suivante ,
(^3) ((-)) '=(((->rf- ■
Corollaire. Si l'on fait m=i , ia formule (23) donnera
En terminant ce paragraphe, nous ferons remar* quer que les équations (3), (6), (8), (13), (16) et (20), à l'aide desquelles on détermine les Valeurs des expressions
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peuvent être remplacées par deux formules. En effet, si l'on désigne par a une quantité positive ou négative dont la valeur numérique soit fractionnaire, ia valeur de ((i))'' déterminée par l'équation (3), (6) ou (8) sera évidemment
(25) ((i))" = COS. 2kavr ±1 y/^i s'in.i/taTr ,
tandis que la valeur de (( — 1 )) ' déterminée par l'équation (13) , (16) ou (20) sera
(2 6) (( — I ))"i=cos.(-2 A--H I )a7r=i=-j/^ sin.(2/:-H I )a7r.
Dans les deux formules précédentes , l'on peut prendre pour k un nombre entier quelconque.
5. 4.' Sur le$ Racines des expressions imaginaires ^ et sur leurs Puissances fractionnaires et irrationnelles.
Soit
ce, -1- ê ]/— I
une expression imaginaire quelconque. On pourra toujours trouver [voyez le §. 2] une valeur positive de j5 et une infinité de valeurs réelles de Ô propres à vérifier l'équation
(l) ct-f- C|/-i rzTjD^cos.G -t- y''-^ siiiiô).
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Ceia posé, concevons que l'on désigne par ni et n deux nombres entiers premiers entre eux. Si l'on fait usage des notations adoptées dans le premier paragraphe, les racines w."*" de l'expression ct-nC]/— i , Qu , ce qui revient au même , ses puissances du
degré — seront les diverses valeurs de
et de même , les puissances fractionnaires de oc -i-C]/— I , positives ou négatives, du degré—, ou
, seront les diverses valeurs de
((ce ■+- ê ■/—')) " ou ((ot -+- C |/— •)) " .
En conséquence , pour déterminer ces racines et ces puissances , il suffira de résoudre l'un après fautre les trois problèmes suivans :
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OU , ce qui revient au même ,
7'" \_ COS. ?lf-^l/—i sin. îlt^ =^[cos. G-t-|/— I sin.0 ].
On tirera de cette dernière équation [à l'aide du I .*"^ théorème , §• 2 ]
COS. nt-^ j/— 1 sin. 72/ = COS. 9 -H )/— 1 sin. 9 ,
et par suite
COS.7Z/ = C0S.9 , sin.nt= sin.Q , nif = u rb 2/V TT , ' — n '
k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r et t étant ainsi déterminées , les diverses valeurs de .v propres à vérifier l'équation ( 1 ) seront évidemment comprises dans la for-muie
07 =r P " COS. 1- ]/ — ' sin.
= P^" COS. \r-y—\ sm. — cos. ■— nr-j/— i sin. — ,
OU , ce qui revient au même , dans la suivante ,
En d'autres termes , l'expression ({ et -+- ^ ]/-^ )) " ,
aussi bien que ((i)) " , admettra n valeurs dificrcutes de terminées par i'cquatiou
(4) ((ct+e/^))^ =^i [eos.i- H- /r7.i„. !]((,)) J.
Corollaire i."" Supposons ?z = 2. On trouvera qu'il existe deux valeurs de l'expression
ou , ce qui revient au même , deux valeurs de x propres à vérifier l'équation
^* = cC-H G|/— I = p(cos. ô -+- |/— I sin. ô) ,
et que ces deux valeurs sont comprises dans la formule
"àz P ^ { COS. — -H -j/— I sin . — ) .
Corollaire 2." Supposons encore ^ = 3. Ou trouvera qu'il existe trois valeurs de l'expression
on > ce qui revient au même , trois valeurs de .r propres à vérifier l'équation
^^ r=: et -H G |/-i :=f (cos. 9 -+- -j/— i sin. ô) ,
et que ces trois valeurs sont respectivement
P ■ ( COS. H y—' sin. —1 ,
i / a /— • 9\ / ^'^ /— • 27r\ p ' ( COS. 1- y—' sm. — ) I cos. Hy — i sin. — j
zr: j5 ' I COS. ^ -+- y—' sin. ■ j ,
j/— t sin. -- COS. — — K ~' sin. —
COS
= / . I^cos. '— -H/«-isin. ^ J.
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Corollaire ^.^ Supposons enfin 72 = 4- On trouvera qu'il existe quatre valeurs de l'expression
ou , ce qui revient au même , quatre valeurs de jspropres à vérifier l'équation
ÛC^ = CL-+-C-/—1 =^f (cos. ô -H )/— I sin. G) ,
et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules
db j3 + sin. — y^~^ COS. — .
Problème. Trouver les diverses valeurs de V expression
Solution. Les nombres m et n étant supposés premiers entre eux, on aura, d'après ia défmition
même de l'expression (( cc-t- ^>/-^)) " ,
puis, en remettant pour ((ct-f-C]/"))" sa valeur générale tirée de l'équation (4) , on trouvera
(5) ({CC+C/^))" =;," [cos.^-^/^.i„.!^]((,))-.
Corollaire i/' Si dans l'équation (5) on
remet pour ((1)) " sa valeur tirée de la formule (6) [S- 3 •'^ ] » ^" obtiendra la suivante ,
^6) ((aH-é^/_.)) '= = j3 " COS. — ; +/-1 sm. — ^ •'' .
3/ Problème. Trouver les diverses valeurs de l' expression
Solution. On aura, d'après la définition mém« des puissances négatives ,
puis, en remettant pour ((ct-t-^/IT)) " sa valeur tirée de l'équation ( 6 ) , et ayant égard à la formule (17) du deuxième paragraphe , on trouvera
(,a +-£^/_,)) n = j> " COS. -^ i- —/ITT sm. —^ '
-^ [_cos.-— /_,s,n.-.J l^cos.— -:;:/_,«n.— -J ,
OU , en d'autres termes ,
Corollaire i." Si l'on fait?72=i , l'équation (7) donnera
(8) ((*+^y':i7))" " = j3"^rcûs.i-_/i:rfiin.i-1 ((,))- "\
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Après avoir fixé , comme on vient de le faire , les diverses valeurs des quatre expressions
on reconnaîtra sans peine que les équations (4), (5), (8) et (7), à l'aide desquelles on détermine ces valeurs , peuvent être remplacées par une seule formule. Si l'on représente par a une quantité positive pu négative dont la valeur numérique soit fractionnaire, la formule dont il s'agit sera
Dans les calculs qui précèdent , f désigne toujours le module de l'expression imaginaire ct-Hty'— i, c'est-à-dire, la quantité positive ^/(ct* h- C^ ) , et 6 i'un quelconque des arcs propres à vérifier l'équation ( I ) , ou , ce qui revient au même , les équations (4) du deuxième paragraphe , savoir ,
En divisant ces deux dernières l'une par l'autre, on en conclura
(11) tang. ô
Par suite, si l'on nomme {^ le plus petit arc, abstrac-
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tion faite du signe, qui ait poi en d'autres termes, si l'on fait
tion faite du signe , qui ait pour tangente — , ou ,
(12) ^=arctang. ^, on trouvera
(13) tang. ô = tang. ^.
Cela posé , il deviendra facile d'introduire au lieu de l'arc 0 , dans les diverses formules rapportées plus haut , l'arc ^ , dont la valeur est complètement déterminée. On y parviendra en efl'et par les considérations suivantes.
Les arcs ^ et^, ayant la même tangente, auront aussi , abstraction faite du signe , le même sinus et le même cosinus; et comme d'ailleurs l'équation (ij) peut se mettre sous la forme
sin. 9 sin. T
COS. 9 COS. Ç
il est clair que pour y satisfaire , on devra poser en même temps ou
(l4) cos.ô = cos. Q, sin. 6 = sin. Q,
ou bien
f I <) COS. 9 = — COS. (^, sin.ur= — sin Q.
De plus , la valeur de cos. ô déterminée par la première des équations (10) étant évidemment de même signe que ol , tandis que l'arc ^ compris entre
les limites — — , h — 7, a toujours un cosinus
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positif, il en résulte que des équations (i 4) et (15) les deux premières subsisteront, si et est positif, et les deux dernières , si ol est négatif. Voyons maintenant à quoi se réduisent dans ces deux hypothèses les formules (i) et (c;).
Si d'abord on suppose cl positif, les équations (i o) pourront être remplacées par les équations ( i4) ; et l'on déduira de celles-ci une infinité de valeurs de 6 , parmi lesquelles on doit remarquer la suivante
Lorsqu'on fait usage de cette valeur , les formules(i) et (9) deviennent respectivement
. (17) ct-^b]/— 1 =:j5 (cos. C^-H]/— I sin. (^) ,
(l 8) ((ct-t-C/-:T))^=/(cos.«(^-4-/-:7sin.«^)((l))\
Si l'on suppose en second lieu au négatif, les équations ( ïo) pourront être remplacées par les équations (15), desquelles on déduira, entre autres valeurs de ô ,
(19) 6 = (^vr.
Par suite, on pourra, dans cette hypothèse, aux formules (i) et (p) substituer celles qui suivent,
(20) cC4-ê|/-i = — ^(cos. (^H-)/^sin. (f),
f ((a + ^/urrr
(21)/ = S'" [cos. {a{ -^aiT)-\- /HT sin. [a^ -\- a-ïï)"] ((i))"
f = J'" (cos.ai^-+-y'zrrsin,a^) (cos.aT-t- /^Tsin.aT) ((i))".
Si l'on fait en particulier ce -h ê )/-^ = — i , c'est- TOM. 1. F
à-dire , et = — i , C = o , on trouvera
^ =z arc tang. \^^J = O ;
et la formule (21) deviendra
(2 2) ((— I ))" = (cos. «TT •+• -/^ sin. avr) (( 1 ))'.
II en résulte qu'on aura généralement dans l'hypothèse admise
En réunissant aux formules (17), (18), (20) et (23) les équations (25) et (26) du 3.^ paragraphe, on obtiendra définitivement ies conclusions suivantes.
Soit ct-Hb]/— I une expression imaginaire quelconque, a une quantité positive ou négative dont la valeur numérique soit fractionnaire , et A un nombre entier choisi arbitrairement. Si l'on fait, de plus,
(24) / = /(ct*H- Q'), ^= arc tang. — ,
on aura , pour des valeurs positives de et ,
icL -+- G]/— 1 = P ( COS. Q H- j/— 1 sin. /) , ((^^^/::7)y =/ {cos.a (-H y'^sin.aO ((i ))" , (^i)y z= COS. 2 kavr ±: y^ sin. 2.1: aTT \
et , pour des valeurs négatives de cl ,
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ct-+- G j/— 1 :=. — J> (cos. Q -H ]/— • sin. Q ,
(26) ' ((ct+e /^)y =/ {cos.a(+/^ sin.«^) ((- , )y ,
On doit ajouter que, si l'on désigne par n le dénominateur Je la fraction la plus simple qui représente la valeur numérique de a, n sera précisément ie nombre des valeurs distinctes de chacune des expressions
et que, pour déduire ces mêmes valeurs des formules (25) et (26), il suffira d'y substituer successivement , au lieu de 2 X- et de 2 ^' -+- 1 , tous les nombres entiers qui ne sortent pas des limites o et n.
Si la valeur numérique de a devenait irrationnelle, chacune des expressions réduites
COS. 2 ^ a TT rfc y^— 1 sin. 2 k a 7V ^
COS. (2^-«-I.ûf7r)=±: )/— isin.(2X:-HI.«7r) ,
aurait un nombre indéfini de valeurs correspondantes aux diverses valeurs entières de k; et, par suite, on ne pourrait plus admettre dans le calcul les notations
à moins de considérer chacune d'elles comme propre ù représenter une infinité d'expressions imaginaires
distinctes les unes des autres. Pour éviter cet inconvénient , nous n'emploierons jamais les notations dont ii s'agit que dans le cas où la valeur numérique de a sera fractionnaire.
Parmi les diverses valeurs de ((i))", il en est une toujours réelle et positive, savoir, -t- i , que l'on indique par la notation (i^ ou i" , en faisant usage de parenthèses simples , ou même les supprimant entièrement. Si l'on substitue cette valeur particulière de ((i))' dans la seconde des équations (2^), on obtiendra une valeur correspondante de
que l'analogie nous porte à indiquer, à l'aide de parenthèses simples, par la notation
( et H- € /^ )".
C'est ce que nous ferons désormais. Par suite , on aura, en supposant cl positif, et les quantités f ^ F déterminées par les équations (24) ,
(27) (ctH-Ê/^)" =_/>'' (cos. a^-^ -/^isïn.a^).
Cette dernière équation ayant lieu toutes les fois que la valeur numérique de a est entière ou fractionnaire , l'analogie nous conduit encore à la considérer comme vraie dans le cas où cette valeur numérique devient irrationnelle. En conséquence , nous conviendrons de désigner par
( ce H- c y^i y
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le produit j»" [cos. a^-\- -j/— i sin. «(^ ] , dans le cas où CL sera positif, quelle que soit la valeur réelle attribuée à ia quantité a. En d'autres termes , si i'on désigne par ^ un arc compris entre les limites
;- , H , on aura , quel que soit a ,
[^ (cos, (^-H Y^\ sin.(^)]'' =/" (cos. Cl ^-^\/~ sin.a^).
Si dans l'équation précédente on fait ^ = i , elle deviendra
(28) (cos. (^-t- j/— I sin. ^y = cos.a^-+- ]/— ' sin.ar.
Cette dernière formule est entièrement semblable aux équations (10) et (14) du 2.^ paragraphe, avec cette seule différence qu'elle subsiste uniquement pour des valeurs de (^comprises entre les limites
T ' "*~ ~r > tandis que les équations dont ii s'agit
s'étendent à des valeurs quelconques de ô.
Lorsque la quantité et devient négative, on ne voit plus, même en supposant fractionnaire la valeur numérique de a, quelle est celle des valeurs de l'expression ((cc-hCiZ-i))" que Ton pourrait distinguer des autres et désigner par la notation
Mais alors, — et étant une quantité positive, il est facile d'établir, pour des valeurs (pielconques de a, ia formule
(2^) (— et— C/-^yz=:j=' (cos.^^-H/^sin.flr,^>
Nous terminerons ce paragraphe en faisant observer que , dans le cas où la valeur numérique de a devient fractionnaire , les formules (27) et (29) réduisent les équations (18) et (23) à celles qui suivent ,
(3 o) ({*+<:/-.))• = (^+€/-)' ({.))% (3 ') i^^W-'f = {-^-Cv-.y ((-.))%
l'équation (30) ayant lieu seulement pour des valeurs positives de la quantité et, et i'équation (31) pour des valeurs négatives de la même quantité.
§. 5.* Applications des principes établis dans les ^paragraphes précédens.
Nous allons appliquer les principes établis dans les précédens paragraphes à la résolution de trois problèmes sur les sinus et cosinus.
1.*' Problème. Transformer sin. iwz et cos.mz (m désignant un nombre entier quelconque') en un jjolijnome ordonné suivant les puissances ascendantes et entières de sin. z, ou du moins en un produit formé par la multiplication d'un semblable polynôme et de cos z.
Solution. Lorsque dans les équations (12) du 2.^ paragraphe on remplace les puissances paires de COS. z par des puissances entières de i — sin.'^s, ces équations deviennent , pour des valeurs paires de wî-.
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COS. mz =:
/ . t NT m(m—i) f . , \ . ,
(l— sin.z)^ ^ ^(l— sm. z) a sm.*5
^ 1 i_ 1.1 lL(i — sin.Vs) * sin.^Z — &C... ,
sin. 77Î3 =
[m— 2 — f I — sin. Z\ I sin. Z
^ ;;- "(l — Sin. Z) ^ sin.^'z-H&C. .. ;
et , pour des valeurs impaires de ?7i , COS. 1)1 z =■
COS. ^ ni — Sin. ^j 2 ^ — ^ — (^r — sin. zj * sin. ^
-H -^ ^^ i-(l — sin.*^) a sin.*^ — &C...L
sin. mz =
-fl— sm. s) ^ sin.z— — ^^ ^{l— sin. z) ^ sm. Z
Si l'on développe les seconds membres des quatre formules précédentes , ou du moins ies coefficiens de COS. -3 dans ces seconds membres, en polynômes ordonnés suivant les puissances ascendantes et entières de sin.^^ on trouvera, pour des valeurs paires de m ,
I m f m— I I \ . » COS. m z :=. l f 1 j sin. Z
. r m . m(m — z) ftn — i îN . 5
sin.mz=: cos.xJ I — sin.^ ^ ( — ; *- Msm. -3
H -! ^ H »- jsm. ^— ..
et , pour des valeurs impaires de m ,
)S. mzzr^ COS. Z II — f — _H-_jsin.*Z
\ A sin. 771Z ==: — sin.vô ^ | ^-— ) sm. Z
wz(?«— iXm-3) /(wî— iXm— 4) 7n-2 5 5-3 \ . T
-+- : I . 1 , — h^^ ] sm. Z
Les équatious ( i) et (2) comprennent évidemment ia solution de la question proposée. II ne reste pius qu'à les présenter sous la forme la plus simple. Pour y parvenir, il suffira d'observer que le coefficient de chaque puissance entière de sin. z renferme généralemoit une somme de fractions à laquelle l'équation (5) du chapitre IV [§. 3 ] permet de substituer une fraction unique. Par suite de cette réduction, les développemèns de cos.inz et de sin.mz deviendront , pour des valeurs paires de 7w,
1m. m . j {m-\-i) m .m (m — 2) . 4 COS. mz^==- I sin. Z -1 ■ sin Z
(ffl4-4) {rn^2) .m. m (m— 2) (m— 4) . é „ _^ c^_ """ , Sin. Aj ~T~ Cxc . « à
tm . (m+i) m (m — Sin. 5 — '■ sin.' Z
Sin. Z — is.C.é^ i
et , pour des valeurs impaires de M ^
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r (m+i) (m— r) . ^ COS. 7W Z = COS. ^ I ' sin. Z
r , m . (m-f- 1 ") m fm-^ I ) . a \ sin. mz =^ — sin. Z — — ^ sin.'^-S
f H Sin. z — (xc...i
Corollaire /."' Si dans l'équation (3) on fait successivement
m =: 2 , ?}l =^ 4: J in:=i6 ^ &c. . . . , on obtiendra les suivantes
COS. 2 ^ =: I — 2 sin. Z ,
q.Z =. I — b sin.*-3 -H ô sin. -3 ,
6 3 =;; I — I 8 sin.';3 H- 4^ sin.'^^ — 3
2 sin ^
Corollaire 2.' Si dans lequation (6) on fait successivement
On en tirera
sin. ^ = sin. ^ ^
sin. :? ^ =z q sin. Z — L sin.^ Z ,
sin. ^ z =1 ^ sin. ;:. — 20 sin.' ^ -t- I 6 sin.^ Z , &C. . ....
2.* Problème. Tt-ansfoi-mer s'm.mz et cos.ms (m désignant un nombre entier quelconque ) en un polynôme ordonné suivant les puissances ascetidantes et entières de cos. z, ou du moins en un produit formé par la multiplication d'un semblable polynôme et de sin. z.
Solution. Pour obtenir les formules qui résolvent la question proposée, il suffit de remplacer, dans les équations (3), (4), (5) et (6), z par
z, et d'observer en outre qu'on a, pour des
valeurs paires de m,
COS.' (-^— — mz\ = ( — I )^ COS. mz f
sin. \— mz\ = (^ — 1 j - sin. mz ;
et , pour des valeurs impaires de m ,
(m'TT \ t \ '" — ' .
mz\ = [^ — I j"T~ sm. ItlZ ,
(VIT \ f \ '"~' mz) = (^ — 1 j~T' COS. mz.
On trouvera de cette manière , si m est un nombre pair ,
\ ( I ) ^ COS.mZ=:l COS. Z-\ ; COS. Z
^'^^ ' (m+A) (1)1+2) m .VI (m — 2) (m — 4) 6 c>
^ -" ^ — '^'^'i. Z-{-OiC.... ,
COS
\ (—1 ] ^ sin.mz=sin.Z\ - cos.Z—- -—^ cos. i
V / \ fm+4) (7n-hi) m {m—i) fw— 4) 50 1
/ ~\ — — — — — COS. .S — ccc... ;
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et , si m est un nombre impair ,
( — I j-T~ sin.77i3 =sin.^ I ; cos. Z
_^ (»»+?) (ffl+i)(w-i)(OT— 3) 4 <«.^ "I
-H—— COS. Z — (xC.... ,
( — I j ~;~ COS. VlZ = — COS. 3 COS. Z
COS. /4> — (xC...
Corollaire j."' Si dans la formuie (9) on fait successivement
on obtiendra .es suivantes
— COS, 2Z=: I — 2 COS.* Z f COS. 4^ = I — 8 COS.* ^ -H- o COS. z f
— COS. dz =i\ — l8cos.*^4-48cos.*<S ^2C0$. Zf
Corot LAIRE 2.' Si dans l'équation (12) on fait successivement
m=z l , 7/2 ~ j , 7?i ~ ^ , ^cc ,
on en conclura
COS. z 1= COS. z ,
COS. j 3 = ^ COS. v — 4^'<'s.^^,
COS. yz = ^ COS. 3 — 20 COS. '^ H- l6 cos.^::^
Problèivte. Exprimer les puissances entières
de sin. z et de cos. z en fonction linéaire des sinus et cosinus des arcs z, iz, -^z, &c.
Solution. On résout facilement ce problème , en ayant égard aux propriétés des deux expressions imaginaires conjuguées
COS. ^ -}- |/— « sin.^^ COS. ^ — K~' siiî.^.
Si l'on désigne la première par u^ et la seconde par f , on aura
2 COS. Z :=^ U -\- V f 1 sin. Z ]/— I =2^ — V.
En élevant les deux membres de chacune des équations précédentes à la puissance entière du degré m, les divisant ensuite par 2 ou par 2 }/—' , puis effectuant les réductions indiquées par ies formules
=Z COS. n z , r=rr- =Z Slll. 71 Z .
dont les deux dernières subsistent pour des valeur» entières quelconques de n , on trouvera , si m représente un nombre pair ,
COS
^ z:=. COS. m^ -H — COS. (m — 2 . .3)
VI [m — I )
(ici/ 1.2 \ ^ I
COS. Z
(18)/ +^I^— Llsin.(m-4.^)-&c..
(^ — Ij 2 2 sin.^ = sin.77Z^ sin.{ïn — 2 . z)
-sin. (m — 4-^)"
■ — sin. Z.
Corollaire j."" Si dans Ja formule (i j) on fait successivement
on en conclura
2 COS. *;;:=: COS. 2 3 H- ï ,
8 COS. ;: := cos.4'*!-^ 4<^''^'^-^~^3 > ^ 2 COS. .3 = cos.6^-H 6 COS. 4^ -H I < C0S.2S H-I O , &C. . . .
On arriverait aux mêmes équations, si l'on chercîiait à
déduire des formules (13) les valeurs successives de
COS. Z, COS. Z, COS. Z, CvC. t . .
en fonction linéaire de
COS. 2 Z , COS. 4 ^ > COS. 6 Z , &C
Corollaire 2/ Si dans la formule (16) on fait successivement
on obtiendra les équations
— 2sin.*Z = C0S.2S — I ,
, osin. Z = COS. q.Z — qcos.lZ-i-'l ,
— 2 2sin. Z = cos.OZ — 6cos.4^-HI <cos.2Z — I O , &C. . . .
que l'on pourrait également déduire des formules (7), par l'élimination des quantités ,
s'in.^ Z^ sin. Z^ sin. Z^ &C. . . . .
Corollaire j/ Si dans la formule (17) on fait successivement
on en conclura
4 COS. z = COS. 3 ^ •+" 3 COS. z , I 6 COS. z =: COS. < z ~\~ < COS. 3 5 H- I o cos. Z &C. ...
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On arriverait aux mêmes équations, si l'on cherchait à déduire des formules ( i4) ^^s valeurs successives de
COS.Zf COS. Z, COS. Zf &C. . . •
en fonction hnéaire de
cos.-S^ COS. 2^;, COS. <Z^ &C. . , •
Corollaire ^/ Si dans la formule (i 8) on fait successivement
on obtiendra les équations
sin. Z = sin. Z ,
, , — 4 S'"* Z=zsin.7Z — ^sin.^, (22)( ^ -^
I O sin. ^ = sin. < -S — <sini7Z -+• 10 sin. Z ,
que l'on pourrait également déduii'e des formules (8) par l'élimination des quantités
sm. Z , sin. Z
^', %va,^ Z , &C.
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CHAPITRE VIII
Des Variables et des Fonctions imaginaires.
^. 1.*' Considérations générales sur les Variables et les Fofictions imagi?iaires.
Lorsqu'on suppose variabies les deux quantités réelles w, v^ ou au moins l'une d'entre elles, l'expression
est ce qu'on appelle une variable imaginaire. Si, de plus , la variable u converge vers la limite U , et la variable v vers la limite V ,
sera la limite vers laquelle converge l'expression, imaginaire u-^v ]/— i .
Lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction donnée , après avoir été considérées comme réelles , sont ensuite supposées imagiiraires , la notation à l'aide de laquelle on exprimait la fonction dont il s'agit ne peut être conservée dans le calcul qu'en vertu de conventions nouvelles propres à fixer le sens de cette notation dans la dernière hypothèse. Ainsi , par exemple , en vertu dei conventions établies dans le chapitre précédent ,
Partie; chap, viii
les valeurs des notations
a-+-x, a — jc, ax , —,
se trouvent complètement déterminées dans fe cas où la constante a et la variable x deviennent imaginaires. Supposons, pour fixer les idées, que^ la constante a restant réelle , la variable x reçoive la valeur imaginaire
ce -H ^/-^ =:j5(cos.Ô-H/^sm.6),
et, G exprimant deux quantités réelles qui peuvent être remplacées par le module j> et l'arc réel ô. On conclura du VII.^ chapitre [ gj. i et 2] que les quatre notations . w
a — œ , ax ,
désignent respectivement les quatre expressions imaginaires
«-+-/cos.ô^-y5sin.ô./^, «__p cos.Ô-jo sin.ô./r;,
af cos.ô ^ «/ sin.ô ./-T , A eosi - ^ sin.Ô./-^;
ou, en d'autres termes, les suivantes '^
a-j-a-Hé'/_x , a-a-^y/_. , aa.-\^uQ^/~^ ,
a*-hS" a'-H
En ^général on fixera sans diffîcidté, par le moyëti des principes établis dans le chapitre VU, les valeurs des expressions algébriques dans lesquelles
plusieurs variahirs ou constantes imaginaires sciaient liées entre elles par les signes de l'addition , de la soustraction , de la multiplication ou de la division ; et l'on reconnaîtra sans peine que ces expressions conservent toutes les propriétés dont elles jouiraient , si les variables et constantes qui s'y trouvent comprises étaient réelles. Par exemple, si l'on désigne par
plusieurs variables soit réelles , soit imaginaires , on aura , dans tous les cas possibles ,
jc-^y-k-z., . — {ii-i-v-^-w . . .'j=a:-\-y-i-z...'-u~v~ti>. . . , a:y — yj:.
x-^-y-\-z-\-kc.
oc y 2. r,
VX V
Considérons maintenant la notation
dans le cas oià, la constante a restant réelle, la va» riable .r obtient la valeur imaginaire
et -t- Cy^-^J := p ( COS. 9 •+- |/— ' sin. 0),
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Si l'on prend pour a une quantité dont la valeur numérique soit un nombre entier m, cette même notation, savoir,
aura, pour des valeurs réelles quelconques de et et de C, une signification précise. Elle représentera l'expression imaginaire
/"' COS. W/9 -^f'" sin. 772 ô . Y^i ,
si a=z-\-m ; et la suivante
f-'" COS. m 9 — f-"" sin. 77^9 . -/^ ,
si a = _m ; rvoyez Ic cliapitre VII, §. 2, équations (18) et (19)]. Mais, toutes les fois que la constante a recevra une valeur numérique fractiop.naire ou irrationnelle , la notation
n'aura plus de valeur précise et déterminée, à moins que la partie réelle cl de l'expression imaginaire a: ne soit positive. Si dans ce cas particulier on fait
(, — a»-c tan-. — ,
l'arc (^ restera compris entre les limites — — , -t- — • et , en écrivant .r au lieu de et h- C /^ dans le 4.' paragraphe du VII.^ chapitre [équations (17) >gt (27)], on trouvera
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en sorte que la notation a:" désignera l'expression imaginaire
f" COS. a^-h f' sin. a^.y^^.
lî suit encore des conventions et des principes cidessus établis [cliap. VIÎ, 5§. 3 et 4], que, pour une valeur numérique fractionnaire de la constante a, la notation
représente à-îa-fois plusieurs expressions imaginaires, dont les valeurs sont données par les deux formules
P))" = ^"[[1 )y , (( I ))" = COS. 2/m7r =b y^ sm.ikaTr ,
lorsque la partie réelle et de l'expression imaginaire œ est positive , et par les deux suivantes
(Wr = (-^ y ((-!))■■,
((— ijy = cos.(2/r-t-l)<27r rh Y^\ s\n.{2k-^-\')a'7r ,
lorsque la quantité cl devient négative ; [voyez à ce sujet, dans le 4-^ pai^^g^'^pî^^ ^" chapitre VII, les équations (25) et (26)]. La même notation ne peut plus être employée dans le cas où la valeur numérique de a devient irrationnelle.
Les expressions de la forme
conservent les mêmes propriétés pour des valeurs réelles et pour des valeurs imaginaires de la variable, tant; que l'exposant a pour valeur numérique
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nn nombre entier ; mais ces propriétés ne subsistent plus que sous certaines conditions dans le cas contraire. Soient , par exemple ,
:V=zcL-hC/^, 7/=0L'-}-Cy^, ^-a."-h-^V^, &C...
plusieurs expressions imaginaires , qui se réduiront à des quantités réelles, si C, ^', C" s'évanouissent. Désignons, en outre, par «, ^, c . . . des quantités réelles quelconques, dont les valeurs numériques soient fractionnaires ou irrationnelles, et par m, m', in . . . plusieurs nombres entiers. On aura constamment, en vertu des principes établis dans le VII.'^ chapitre ,
•r"'" . a:'"" ' . X-"' "... = ^^-r^-m'-in "...
.*' .u, .jc ... — X ( chacun
des nombres m, m", ni'. . .devant être allectc du même signe dans les deux membres);
On trouvera au contraire que des trois formules
(6) .r-^y--... ^ {.ryz....y.
Ja première subsiste uniquement toutes les fois que ia partie réelle au de l'expression imaginaire x est positive; la seconde, toutes les fois que, et, et', cl" ... étant positifs , la somme
arc tang. -- -+• arc tanij. — ;- -+- arc tang:. — - -4- . . . ° a. ^ a. "a
reste comprise entre les limites — — , -4- — ; et la
dernière, toutes les fois que, et étant positif, le produit
a . arc tangr. —
'' et
est compris entre ces mêmes limites.
Les conventions faites dans le VII. ^ chapitre ne suffisent pas encore pour fixer d'une manière pré-* cisc le sens des notations
A^ , L.V f sin..r^ COS. .^'^ arcsin..r^ arccos. JT,
dans le cas on la variable x devient imacfinaire. Le moyen le plus simple d'y parvenir étant la considération des séries imaginaires , nous renvoyons ce sujet au chapitre IX.
D'après ce qui a été dit ci-dessus, toute notation algébrique , qui renfermerait , avec les variables x , y, z .... supposées réelles, des constantes imaginaires , ne peut être employée dans le calcul que dans le cas où , en vertu des conventions établies, elle aurait pour valeur une certaine expression ima-
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ginaire. Une semblable expression , dans laqr.eile fa partie réeile et le coefficient de |/— i sont nécessairement des fonctions réelles des variables .r, y, z ... , est ce qu'on appelle une fonction imaginaire de ces mêmes variables. Ainsi , par exemple , si ion désigne par <p(.r) et %(-^) deux fonctions réelles de x , une fonction imaginaire de cette variable sera
Quelquefois nous indiquerons une semblable fonction à l'aide d'une seule caractéristique 'Zm , et nous écrirons en conséquence
Pareillement , si l'on désigne par <pÇr , y, z ) ,
^{x , y, z ....) deux fonctions réelles ^qs> variables X, y, z .... ,
sera une fonction imaginaire de ces diverses variables.
La fonction imaginaire
<^{x,y, z...)-^ Xi-r, y, z ...) /-:?
prend le nom de fonction algébrique, ou exponentielle, ou logarithmique, ou circulaire, occ... , et, dans le premier cas, le nom de fonction rationnelle ou irrationnelle, entière ou fractionnaire, ^c, toutes les fois que les fonctions réelles Cp(.r, y, z ...), Xi'V/y, z ...) jouissent l'une et l'autre des propriétés
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que suppose le nom dont il s'agit. Ainsi , en particulier, la forme générale d'une fonction imaginaire et linéaire des variables œ , y, z . .. . sera
{a-\-hœ-^cy-^dz-^. . ^-k-{ci -\-b' ,x-^c' y-\-d' z-^. . .)}^~ , ou , ce qui revient au même ,
«-}-«' /iiT-»-(i-i-i' /ITT >'-h(c-i-c'y/zrr)y+(«?-+-rf'-/ii7>-i-&c. . , ,
a, h , c , cl , ... a' , h' , c , d , ... désignant des constantes réelles.
On doit distinguer encore parmi les fonctions imaginaires , comme parmi les fonctions réelles , celles qu'on nomme explicites, et oui sont immédiatement exprimées au moyen des variables , de celles qu'on nomme implicites, et dont les valeurs déterminées par certaines équations ne peuvent être explicitement connues qu'après la résolution des équations dont il s'agit. Soit
'ZB'i^x') ou '^r(.-r, y, z, ...)
une fonction imaginaire implicite déterminée par une seule équation. On pourra représenter cette fonction par u->t-vY~\ ^ u, v désignant deux quantités réelles; et, si dans l'équation imaginaire qu'elle doit vérifier on écrit, au lieu de 'Zïr(.z), ou de ^[x,y, z, ...),
après avoir développé les deux membres, puis égalé de part et d'autre les parties réelles et les coefficiens
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do )/^ , on obtiendra deux équations réelles entre ies fonctions inconnues u et v. La résolution de ces dernières équations, lorsqu'elle pourra s'effectuer, fera connaître les valeurs explicites de u et de v , ^èi par suite la valeur explicite de l'expression imaginaire
Il -\- V -[/—i.
Pour qu'une fonction imaginaire d'une seule variable soit complètement déterminée , il est nécessaire et il suffit que de chaque valeur particulière attribuée à la variable on puisse déduire ia valeur correspondante de la fonction. Quelquefois , pour chaque valeur de la variable, la fonction donnée en obtient plusieurs différentes les unes des autres. Conformément aux conventions précédemment admises, nous désignerons ordinairement ces valeurs nmltiples d'une fonction imaginaire par des notations dans lesquelles nous ferons usage de doubles traits ou de doubles parenthèses. Ainsi , par exemple,
W COS. Z -h )/— I sin. Z ,
ou
(^ COS. Z -h- 1/— ' sin. z'jj"
indiquera l'une quelconque des racines du degré Jt de l^xpression imaginaire
COS. z -+- }/—i sin. Z.
5. 2/ Sur les Expressions imaginaires injiniment petites , et sur la continuité des Fonctions imaginaires.
Une expression imaginaire variable est appelée infiniment petite , lorsqu'elle converge vers la limite zéro ; ce qui suppose que dans l'expression donnée la partie réelle et le coefficient de \/~\ convergent en même temps vers cette limite. Cela posé , représentons par
cC -H G|/— I ==^ P fcos. 0 -f- "j/— ' sin. 0 )
une expression imaginaire variable; cl, Qy désignant deux quantités réelles , auxquelles on peut substituer le module f et l'arc réel ô. Pour que cette expression soit infiniment petite , il sera évidemment nécessaire et suffisant que son module
soit lui-même infiniment petit.
Une fonction imaginaire de la variable x supposée réelle , est appelée continue entre deux limites données de cette variable , lorsqu'entre ces limites un accroissement infiniment petit de la variable produit toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même. Il en résulte que la fonction imaginaire
sera continue entre deux limites données de .r , si
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ies fonctions réelles <p{'V) et %(^) restent continues entre ces limites.
On dit qu'une fonction imaginaire de la variable a: est , dans le voisinage d'une valeur particulière de .T, fonction continue de cette variable, toutes les fois qu'elle reste continue entre deux limites même trèsrapprochées, qui renferment la valeur dont il s'agit.
Enfin , lorsqu'une fonction imaginaire de la variable :r cesse d'être continue dans le voisinage d'une valeur particulière de cette variable , on dit qu'elle devient alors discontinue , et qu'il y a pour cette valeur particulière solution de continuité.
En partant des notions qu'on vient d'établir relativement à la continuité des fonctions imaginaires , on reconnaîtra facilement que les tliéorèmes i , 2 et ^ du 11.^ cbapitre [§. 2] subsistent dans le cas même où l'on remplace les fonctions réelles
/(.r) et f{x,y, z . . . .) par des fonctions imaginaires
On peut en conséquence énoncer les propositions suivantes.
1.^' Théorème. Si les variables réelles x, y, z ... ont pour limites les quant it es fixes et dètenninées X, Y , z ... ^ et que la fonction imaginaire
<^{.r, y, z...)^ ;^(.r, y, z ...) /~ soit continue par rapport a chacune des variables
x,y, z ... dans le voisinage du système des valeurs particulières
X=zX, 7J zzz Y , Z :=i Z , &C ,
aura pour limite
ou , si l'on fait , pour abréger ,
Cp(j7, 7J, z..)^^^^^, y, ^...)/^ zrr -ZST^^K, y, Z...) ,
'Er(a:_, y, ^, ...) aura pour limite fzs [x, Y, Z, ...).
2.^ Théorème. Désignons par x, y, z . . . plusieurs fonctions réelles de la variable t , qui soient co7iiinues par l'apport à cette variable dans le voi- .sinage de la. valeur réelle t ^izt. Soient de plus
X, Y, Z ... les valeurs particulières de x,y, z
correspondantes a t-=iT ; et supposons que dans le voisinage de ces valeurs particulières la fonc-
tion imaginaire
soit en même temps continue par rapport a x, par rapport à y , par rapport à z , &c... : rs [x, y, z ...), considérée comme une fonction imaginaire de^ t , sera encore continue par rapport à t , dans le voisinage de la valeur particulière t = t.
Si dans le théorème précédent on réduit les variables x,y, z ... à une seule , on obtiendra l'énoncé suivant.
I." PAllTIE. CHAP. VIII
. 3.' Théorème. Supposons que dans l' expression
'2r(.r)=:Cp(.2-)-H;^(.r)./=^
la variable x soit fonction réelle d'une autre variable t. Concevons de plus que la variable x soit fonction continue de t dans le voisinage de la valeur particulière t=:T , et '7s{x) fonction continue de x dans le voisinage de la valeur jjarticulière x:=.x, correspondante à t=zT. L' expression imaginaire f^ix), considérée comme une fonction de t , sera encore continue par rapport il cette vctiiable dans le voisinage de la valeur particulière tz^T.
5. 3.* Des Fonctions imaginaires symétriques , alternées , ou homogènes.
En étendant aux fonctions imaginaires les définitions que nous avons données [chapitre III] des fonctions symétriques, ou alternées, ou homogènes de plusieurs variables x, y, z ... ., on reconnaît immédiatement que
Cp [x, y, z ...) -H ;^(.r, y, z ...) /=T .
est une fonction symétricjue, ou alternée, ou homogène du degré a par rapport aux variables x,y, z...^ lorsque les fonctions réelles
sont l'une et l'autre symétriques, ou alteinées^ ou
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homogènes du degré a par rapport à ces mêmes variables.
^. 4/ Sur les Fonctions imaginaires et entières d'une ou de plusieurs variables.
En vertu de ce qui a été dit ci-dessus [§. i .^'^] i
et
sont deux fonctions imaginaires et entières, l'une de la variable x, l'autre des variables x,y, z ...^ lorsque
<PW et x(^), <^{^r,y, z...) et ;^(.r, y, ^...)
sont des fonctions réelles et entières de ces mêmes variables. Par suite, si 'Zïr(.r) représente une fonction imaginaire et entière de la variable a: , la valeur de 'Z3'(.x') sera déterminée par une équation de la forme
-sr(.r)=:Cp(.r)H-;^(jr)/=7
«oi ^i » ^i' ••• ^oi^if ^tv désignant des constantes réelles. On conclura de cette équation , en réunissant les coefficiens des puissances semblables de jt.
Pour que la fonction 'ar (.2) , déterminée par la for-
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mule précédente, s'évanouisse avec x, il faut que l'on ait
c'est-à-dire, «0 = 0 et è,r=o, auquel cas la valeur de '5r(.r) se réduit à
'cr(jr) = (rt,-H^,|/-^).r-i-(«^-H^^|/^.i"*-i-&c. . .
Ainsi , toute fonction imaginaire et entière de la variable x , lorsqu'elle s'évanouit avec cette variable , est le produit du facteur x par une seconde fonction de la même espèce , ou , en d'autres termes, est divisible par x. En partant de cette remarque , on étendra facilement les théorèmes i et 2 du chapitre IV [§. i.^'] au cas où les fonctions entières qui s'y trouvent mentionnées sont en même temps imaginaires. J'ajoute que ces deux théorèmes subsisteront encore , si l'on y remplace les valeurs particulières et réelles attribuées à la variable x , telles que
par des valeurs imaginaiies
Ct„-+-^„]/~, Ct.-H^,/-! , ct^H-^^/^, &C....
Pour démontrer cette assertion , il suffit d'établir les deux propositions suivantes.
!.'"■ Théorème. Si une fonction imaginaire et entière de la variable x s'évanouit pour une valeur
parliculière de cette variable , par exemple , pour
cette fonction sera divisible algébriquement par
DÉMONSTRATION. En effet, soit
'sr(.r)r=:d)(^)H-;^(^)/=T la fonction imaginaire dont il s'agit. Si l'on y fait
^ = ûto -4- Co |/— I -H -5 ,
z désignant une nouvelle variable , on obtiendra évidemment pour résultat de la substitution une fonction imaginaire et entière de z , savoir ,
et , comme cette fonction de z devra s'évanouir pour ;:=^o, on en conclura que
est divisible par
z ^:i X — Ct„ — b„ >/-' .
Corollaire //" La proposition précédente subsiste dans le cas même où la fonction ^(^) s'évanouit, c'est-à-dire, dans le cas où -sr^x) se réduit à une fonction réelle C]>(.^).
Corollaire 2/ Le théorème précédent subsiste encore, lorsqu'on suppose C=o , et par conséquent lors^que la valeur particulière attribuée à la variable ^' est réelle^
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2.' Théorème. Si une fonction imaginaire et entière de la variable x s'évanouit pour chacune des valeurs particidières de x comprises dans la suite rioi/i^otjfi'.^
n désignant un nombre entier quelconque , cette fonction sera équivalente au produit des facteurs
X — CCo — Co]/'^, -T — *,— é"; y^I^, x — a^ — ^, yHI, &c....
2)ar îine nouvelle fonction imaginaire et entière de la variable x.
D fi: M ON S TRA TION. Soit
'5r(^)=:Cp(:c)-^;^(.r)/=T _■-
la fonction proposée. Comme elle doit s'évanouir pour
elle sera, en vertu du théorème i.^*", algébriquement divisible par
^v — ct^ — b, /-i ;
et l'on aura en conséquence
(2) -ar (x) = (.r — <x„ — C /~) 0„ ,
Qo désignant une nouvelle fonction imaginaire et entière de la variable ^. La fonction '5r(.r) devant TOM. I. R
s evunouii:" encore , iorsqu'on suppose
cette siii)T)Osition réduira nccessairenjent à zéro le second membre de 1 équation (2) , et par conséquent i'un des deux facteurs qui le composent [voyez ie Vn.^ chapitre, §.2,7.^ théorème, corollaire 2]. De plus, comme le premier facteur
jr — c3t„— C/-' ne peut devenir nul pour
^ = et, -i- tj )/— I ,
tant que les valeurs particulières
cL^-hC/-^» et. -H^, /-i
sont distinctes l'une de l'autre, il est clair qu'en attribuant à :r la seconde de ces deux valeurs on devra réduire à zéro la fonction entière Q„, et par suite , que cette fonction entière sera divisible algébriquement par
:r — ce, — Ê, )/^.
On aura donc
Q désignant une nouvelle fonction imaginaire et entière de la variable x ; en sorte que l'équation (2) pourra se mettre sous la forme
(3) ^(;r)=(;r-ct-ê./=T)(x-ct.-êy:^)Q,.
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En raisonnant comme on vient de le faire , on trouvera, i ." que , la fonction -zsr (x) devant s'évanouir en vertu de la supposition
a: 1= ct^ -H €^ -/^ ,
cette supposition réduit nécessairement à zéro le second membre de l'équation (3) , et par conséquent fun de ses trois facteurs; 2." que le facteur réduit à zéro ne peut être que la fonction entière Q , tant que les trois valeurs particulières de x désignées par
sont distinctes l'une de l'autre; 3.° que la fonction entière Q^ , devant s'évanouir pour
.r = et, -H C^ y~. ,
est algébriquement divisible par
On aura par conséquent et par suite
Q, désignant encore une fonction imaginaire et entière de la variable x. En continuant de la même manière, on finira par reconnaître que, dans le cas où la fonction entière ^{x) s'évanouit pour 7i valeuas
différentes de x respectivement désignées par
ct^_, -H €„_, /Z7 ,
on a nécessairement
Q désignant une nouvelle fonction entière de la variable .r.
..j.Il est à-peu-prcs inutile d'observer que le théorème précédent subsiste lorsqu'on suppose
ou bien
c'est-à-dire , lorsque la fonction ^{.r) , ou les valeui-S particulières attribuées à la variable jc, deviennent réelles.
A l'aide des principes établis dans ce paragraphe , on démontrera sans difficulté que, dans le chap. IV [ §. I ."] , les théorèmes 3.' et 4-^ avec la formule (i ) peuvent être étendus au cas où les fonctions et les variables deviennent imaginaires , ainsi que les valeurs particulières attribuées aux unes et aux autres. On prouvera de même que les propositions i.'% d.^ et 3.% avec les formules (1) et (2), dans le second paragraphe du chapitre IV , et les formules ( 2 ) , (3), (4), (5), (6) 5 dans le 3.^ paragraphe du même chapitre , subsistent , quelles que soient les valeurs
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réelles ou imaginaires des variables, des fonctions, et des constantes. Ainsi , par exemple , on reconnaîtra en particulier que l'équation (6) du 3 .^ paragraphe , savoir ,
a lieu pour des valeurs imaginaires quelconques des variables x et ij.
5. 5.' Détermination des Fondions imaginaires continues d'une seule variable propres cïvérijier certaines conditions .
Soit
-sr (.r) =r <p (.27) -4- /~ X {^)
une fonction imaginaire continue de la variable x , <^{x) et yjx) désignant deux fonctions continues , mais réelles. La fonction imaginaire 'Zîr(^) sera complètement déterminée , si elle est assujettie à vérifier, pour toutes les valeurs réelles possibles des variables x Q.iy , l'une des équations
(1) '5r(.r-Hy)=: '?îr(.i-)-+-'sr(y),
(2) '3r(^--+-y)=z 'sr(.r)x 'sr(y) ;
ou bien , pour toutes les valeurs réelfes et positives des mêmes variables, l'une des équations suivantes
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(4) '5r(^y) = 'sr(.r) x -ôt (y).
Nous allons résoudre successivement ces quatre équations , ce qui nous fournira quatre problèmes analogues à ceux que nous avons déjà traités dans le I /"" paragraphe du V.'' chapitre.
l.^*" Problème. Déterminer la fondion imaginaire ^ (^x) de maiiière qu'elle reste continue entre deux limites réelles quelconques de la variable x , et que l'on ait, pour toutes les valeurs réelles des variables x et y,
(i) -ar (j7 -H 7/) = tïT (.r) -+- -ar (y).
Solution. Si , à l'aide de la formule
'3r(x) = Cp(.r)-^;:^(.r)/~,
on remplace dans l'équation (i) la fonction imaginaire -ar par les fonctions réelles Cp et ^ , cette équation deviendra
puis l'on en conclura, ëh égalant de part et d'autre les parties réelles et les coefTiciens de ]/— i »
On tirera de ces dernières formules [voyez ie chapitre V, §. I, I." problème]
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Cp(.^):=:.rq)(l),
et par suite
on , ce qui revient au même ,
(6) -^Çv) = x'zs'{i).
II suit de l'équation (5) que toute valeur de 'sr{x) propre à résoudre la question proposée est nécessairement de la forme
(7) 'ZiT {a:) = {a -\- b -Z^) X ,
a, h désignant deux quantités constantes. H est d'ailleurs facile de s'assurer qu'une semblable valeur de Ts" (.r) vérifie l'équation ( i ) , quelles que soient les deux quantités a Qi b. Ces quantités sont donc deux constantes arbitraires.
On peut remarquer que , pour obtenii" la valeur précédente de 'Z«r(a7), il sulTit de remplacer, dans la valeur de Cp(^) que fournit l'équation (7) du V.* chapitre [§. i.^"^], la constante arbitraire et réelle a par la constante arbitraire , mais imaginaire ,
2.* Problème. Déterminer la fonetion imaainaire is (x) de manière qu'elle reste eontinue entre deux limites réelles quelconques de la variable x , et que l'on ait, pour toutes les valeurs réelles des variables x et y ,
(2) «ar (jT-Hy) = -sr (.r) . '2r(y).
Solution. Si dans l'équation (2) on fait j:=;:o, on en tirera
•2r(o) = I , ou , ce qui revient au même [ à cause de la formule
et par suite
La fonction CD (.^■) se réduira donc à l'unité pour la valeur particulière o attribuée à ia variable jc ; et, puisqu'on la suppose continue entre des limites quelconques, il est clair qu'elle sera, dans le voisinante de cette valeur particulière , très-peu différente de i'unité , par conséquent positive. On pourra donc , en désignant par cl un nombre très -petit, choisir ce nombre de manière que la fonction <p(^) reste constamment positive entre les limites
.r = o , J7 =: et.
Cette condition étant remplie , comme la quantité Cp (<t) sera elle-même positive , si l'on fait
/ = /[(^^)^ -+- (%^)^] , i^ arc tang. -^* , on en conclura
^{a) z=z c})(ct)-»-;^(cL) /:=: =/ [cos. (^H- y^^ «n. ^].
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Concevons maintenant que dans l'équation (2) on remplace successivement y par y-^z , puis z par z-^u , (kc....i on en déduira
TS' {x-^y-^z-\- ) 1= 'zs'{x)'&'{ij)'nr{z) ,
quel que soit le nombre des variables x, y, z, &c... Si de plus on désigne par m ce même nombre , et que l'on fasse
.r = y = z = &c... = ûL ,
i'équation qu'on vient de trouver donnera
'ZSrimdL) z=z ['Zïr(ct)]'" =j>" [cos. 7îI^-^ ]/~ sin.7W.Q.
J'ajoute que la formule
•Zr (ni cl) = j)"" [cos. W (^ H- y~i sin. W (^ ]
subsistera encore , si l'on y remplace le nombre entier m par une fraction ou même par un nond)re quelconcpie ju,. C'est ce que l'on prouvera facilement ainsi qu'il suit.
Si dans l'équation (2) on fait .rzziicc, y — ^ct, on en tirera
['sr(-i-ct)]' =: 'ûr(ct) ^f [cos.^-H /~sin.^] ;
puis , en extrayant les racines carrées des deux membres , de manière que les parties réelles soient positives, et observant que les deux fonctions <^(.r), cos.j:' restent positives, la première entre les limites ;r = o, .r==cc, la seconde cnt^e les limites x=:o, xzz:^^ on trouvera
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= _p "^ COS. -^ -+- -j/— 1 sin. -^ .
De même, si dans l'équation (2) on fait j: = ^oi^ y=z^cLy on en tirera
puis, en extrayant les racines carrées des deux membres de manière à obtenir des parties réelles positives ,
Par des raisonnemens semblables, on établira successivement les formides
6vc ;
et , en général , n désignant un nombre entier quelconque ,
Si l'on o])ère sur la valeur précédente de '2^(^ ^tj
pour en déduire celle de '(jrf^cLj , comme on a opéré sur la valeur de 'zr(ct) pour en déduire celle
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ûc 'ZS'imau), on trouvera
ou , ce qui revient au même ,
et par suite
%(-?r^)=/-^sin. (^():
puis , en supposant que la fraction -^ varie de manière à s'approcher indéfiniment du nombre /m , et passant aux limites , on obtiendra les équations
desquelles on conclura
(8) «eïT (//,ct) = j3 [oos. //t(^-+- 7/— i sin. /M,^].
De plus, si dans iequatlon (2) on pose j: = ju,ct, y=r — i^dL, on en tirera
La formule ( 8 ) subsistera donc lorsqu'on y remplacera f^ par — ,a. En d'autres termes , on aura ,
pour des valeurs réeiles quelconques positives ou
négatives de la variable a: ,
\9) '7s{a.x) =y [cos. (x + y/ZITsin. ^j-] = [-ar(a)]'.
Si dans cette dernière formule on écrit — au lieu
de .Vj elle deviendra
et, si l'on fait ensuite, pour abréger,
on trouvera
(12) 'Z^'(.r) = A" [_cos. hx-\-y—\ sin.Ar],
Ainsi, toute valeur de "^(x) propre à résoudre la question proposée sera nécessairement de la forme
.<4 "" [cos. ^X -H )/— I sin. ^.r] ,
A f h désignant deux constantes réelles , dont fa première ne pourra être que positive. H est d'ailieurs facile de s'assurej' qu'une semblable valeur de -ziT {x) vérifie l'équation (2) , quelle que soit la valeur du nombre A et celle de la quantité h. Ce nombre et cette quantité sont donc des constantes arbitraires. COROLLAI RE. Dans le cas particulier oi\ la fonction Cp(.r) doit rester positive entre les limites .r:i=o, x=^\ , on peut, au lieu de supposer cl trèspetit, prendre ct== i ; et l'on conclut alors immédiatement des équations (c^) et ( i o)
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3.* Problème. Détenniner la fonction imagînaij^e 'isrix^ de manière qu elle reste continue entre deux limites positives quelconques de la variable x , et que l'on ait ^ pour toutes les valeurs positives des variables x et ij ,
(3) '5r(.ry)=r'ar(.r)-4-'ar(y).
Solution. Si , à l'aide de la formule
'3r(x) = Cp(x)H-;:/(.r)/=T,
on remplace dans l'équation (3) ia fonction imaginaire -zr par les fonctions réelles Cp et p^^ , puis , que l'on égale de part et d'autre les parties réelles et les coefficiens de -/—^^ on trouvera »,
Cp(jry) = CÎ)(.2-)-+-Cp(y),
Si de plus on désigne par A un nombre quelconque, et par L la caractéristique des logarithmes dans le système dont la base est A , on tirera des équations précédentes [voy. le chapitre V, §. i .", 3.^ probl.]
cp(.r) = cp(^).Z.(.r), et l'on en conclura
(.4) ^(.r) = lo{A) ^ x('4)/~]. £.(.<■),
ou , ce qui revient au même ,
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(15) 'sr {.t) := ^ {A) , L {.t).
Il suit de la formule ( 1 4) que toute valeur de 'ZET (.r) propre à résoudre la question proposée est nécessairement de la forme
(16) 'îsr {a:) = [a -^ b >/^) L {x) ,
a, b désignant deux quantités constantes. H est d'ailleurs facile de s'assurer qu'une semblable valeur de ^nr{x) vérifie l'équation (3), quelles que soient les quantités aetb. Ces quantités sont donc deux constantes arbitraires.
On peut remarquer que , pour obtenir la valeur précédente de 'sr Çr) , il suffit de remplacer , dans la valeur de Cp(^) que fournit l'équation (12) du V."^ chapitre [§. i.^*^], la constante arbitraire et réelle a par la constante arbitraire , mais imaginaire ,
Nota. On pourrait amver très-simplement à l'équatiou (i 5) de la manière suivante.
En .vertu des formules identiques
Lx Ly
œ^A , y^ A , l'équation (3) devient
f Lx -^Ly \ J lx \ f Ly \
'ZffxA }—^[A )-h^[A j.
Comme dans cette dernière les quantités variables Xo:, Ly admettent des valeurs réelles quelconques positives ou négatives, il en résulte qu'on aura, pour
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toutes les valeurs réelles possibles des variables a: et y.
On en conclura [voyez le i ." probième , équat. (6)]
'Zir{A') — x^{A') = X73-[A), et par suite
'is- [A^"] =. 'zs' [A). Lx ,
ou , ce qui revient au même ,
^ (^x) = 'Z3'[A) . Lj:.
4/ Problème. Déterminer la fonction imaginaire rs{x) dé manière quelle reste continue entre deux limites positives quelconques de la variable x, et que l'on ait, pour toutes les valeurs positives des variables x et y ,
■ (4) 'Zir{xy) = 7s-[x).'zs-{y).
Solution. II serait facile d'appliquer à la solution de ce problème une méthode semblable à celle que nous avons employée pour résoudre le second. Mais on arrivera plus promptement à la solution cherchée , si l'on obser\ e qu'en désignant par L la caractéristique des logarithmes dans ie système dont la base est A on peut, mettre l'équation (4) sous la forme
Comme dans cette dernière équation les quantités
variables Lx , Ly admettent des valeurs réelles quelconques positives ou négatives , il en résulte qu'on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des variables jc ei y ,
On en conclura, en représentant par cl un nombre très -petit, et remplaçant dans l'équation (lo) du second problème 'zs'ia:) par 'Zïr(.4'^),
-^{A') = \_-zt{A-)y.
On trouvera par suite
ou , ce qui revient au même ,
Il est essentiel d'observer que la fonction imaginaire "sri^A"), et par conséquent sa partie réelle cpl^A''), se réduisent à l'unité pour a;=::p; ou, en d'autres termes , que la fonction imaginaire 'Z2r(.r) et sa partie réelle <^(-^) sfe réduisent à l'unité pour a: z=: ï. C'est ce que Ton peut démontrer directement , en prenant dans l'équation (4)
Quant au nombre et, il doit seulement être assez petit pour que la partie réelle de la fonction imaginaije -zzr (^ * ) reste constamment positive entre les
I." PARTIE. CHAP. VIII
limites .v=o , x—cl. Cette condition étant remplie, ia partie réelle de l'expression imaginaire
sera elle-même positive ; et par suite , si l'on fait
on aura
Cela posé, l'équation (17) deviendra
l '^{x) =:j9 ' cos.(—Lx\ -ir--/~ sïn.(— Lx\\
En vertu de cette dernière équation , toute valeur de 'sr(x) propre à résoudre la question proposée sera nécessairement de ia forme
(19) 'Or {jc) = a:" [cos. {bLx)-^ -/^ sin. {bLx) ] ,
a, b désignant deux quantités constantes. II estaisé^ de pius, de s'assurer que ces deux quantités constantes doivent demeurer entièrement arbitraires.
Considérations générales sur les Séries imaginaires
Soient respectivement (0 A' i^" P^^ "• Pn, &c....,
deux séries réelles. La suite des expressions imaginaires ,
(3) /o-4-?o-/=T, p,-i-?.-/=7, P2~^q.V~^ •■'Pn-^qnV~'> ^^•
formera ce qu'on appelle une séi^ie imaginaire. Soit, de plus,
... { •yn = (/'oH-7c./=:7)4-(;',-4-'7./^)-»--H-(;',-i-t-9«-.>/^
la somme des ?z premiers termes de cette série. Selon que , pour des valeurs croissantes de ?i, s^ convergera ou non vers une limite fixe , on dira que
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îa série (3) est convergente ef qu'elle a pour somme cette limite , ou bien qu'elle est divergente et n'a pas de somme. Le premier cas aura évidemment lieu , si les deux sommes
Ç'o-*-^: -^ -^qn-r
convergent elles-mêmes, pour des râleurs croissantes de n, vers des limites fixes ; et le second, dans la supposition contraire. En d'autres termes , la série (3) sera toujours convergente en même temps que les séries réelles (i) et (2). Si ces dernières, ou l'une d'elles seulement, deviennent divergentes, la série (3) le sera également.
Dans tous les cas possibles, le terme de la série (3) qui correspond à l'indice n, savoir,
Pn -+- qn V^ ,
est ce qu'on nomme son terme général.
L'une des séries imaginaires les plus simples est celle qu'on obtient en attribuant à la variable x, dans la progression géométrique
une valeur imaginaire. Concevons, pour fixer les idées , que l'on fasse
^ = z(cos. ô^-/ITsin. ô),
z désignant une nouvelle variable supposée réelle et e un arc réel. La progression géométrique dont li s agit deviendra
. V l I, ^ (cos.g-H- j/^siu. 9), ;3^ (cos. 2 0-+-Y/ir7sin. 20), . . ,■ ] . . . z" { COS. n^ -\-- -j/^ sin. n 9 ) , &c
Pour obtenir l'équation qui détermine la somme des n premiers termes de la série précédente , il suffit de remplacer x par -s (cos. 0--i- |/^sin. ô) dans la formule
l -\-X-\-JC H- ... H- X^~ ' =
On trouve de cette manière
I— 2Z COS
converge vers la limite zéro , ou croît au - delà de toute limite , suivant qu'on suppose la valeur numérique de z inférieure ou supérieure à l'unité , on doit conclure de l'équation (6) que la série (5) est, dans la première hypothèse , une série convergente qui a pour somme
1— ,5 COS. 9 — z ûa.^.^ITi '
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et , dans la seconde hypothèse , une série divergente qui n'a plus de somme.
La somme d'une série imaginaire convergente s'indique , comme si ia série était réelle , par la somme de ses premiers termes, suivie d'un &c...
Cela posé , si l'on appelle s la somme de la série
(3) supposée convergente, et que dans la formule
(4) on fasse croître n indéfiniment , on trouvera , en passant aux limites,
/ \ j ^ = (;'oH-?ov/^)-H(p,-i-7,-/=rr)+(/j,H-</,-/^)-h&c...
De même , lorsqu'on supposera la valeur numérique de z inférieure à l'unité, on tirera de l'équation (6), en faisant croître n au-delà de toute limite assignable ,
!\-\-z (cos.q-t-y^_i sin.g)-i-z^(cos.2Ô-f-|/irrsin.2Ô)-l-&c.., I I— ::cos.9-t-.-sin.fi-/Z7 I — ;;cos.g — zsin.Q.y/ZT i — zscos.Q-t-i^
En vertu de la formule (7) , le premier membre de l'équation (8) peut être présenté sous la forme suivante
(H-zcos.6-f-5-cos.26-4-&c...)-t-(::sin.9-4-z*sin-29-h&c...)^ir7.
On aura donc , pour des valeurs numériques de z inférieures à l'unité ,
f (l•^-scos.g^-z*cos.26-^&c...)-^-(-sin.9-+-s*sin.29^-&c...)y^I^I
\)) \ 1--SCOS.9 ssin.g ,
On en conclura
/j^y 1~ZZC.0S.(,+Z^ (^__,
Ainsi la substitution d'une valeur imaginaire de x dans la progression géométriQue
1 ) «27 y JC ^ ... ce , (X.C. ...
suffit pour conduire à la sommation des deux séries
( I, â;COS.9, ^* COS. 20, ... ^"cos.7?ô, &C...
(il)
( ^sin.0, ^*sin. 29, ... ^"sin.wô , &C...
toutes les fois que la variable z reste comprise entre les limites
c'est-à-dire , toutes les fois que ces deux séries sont convergentes.
Les premiers membres des équations ( i o) étant [en vertu du i.*'' théorème, chapitre VI, §. i.''] fonctions continues de la variable z , dans le voisinage de toute valeur particulière comprise entre les limites ^ = — I , G = -f- I ; le premier membre de l'équation (9) sera lui-même, dans le voisinage d'une sembiabîe valeur, fonction continue de z. Or, ce premier membre n'est autre chose que la somme de la série (5), dont ics diflérens termes restent fonctions continues de z entre des limites quelconques. En généralisant la remarque qu'on vient de faire, on obtient la proposition suivante.
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l." Théorème. Lorsque les différens termes de la série i^"^) sont des fonctions d'une même variable z, continues par rapport a cette variable dans le voisinage d'une valeur jjarticulière pour laquelle cette série est convergente , la somme s de la série est aussi, dans le voisinage de cette valeur particulière, fonction continue de z.
DÉMONSTRATION. Eli effet , dans ie voisinage de la valeur particulière attribuée à la variable z , la série (3) ne peut être convergente et avoir pour ses différens termes des fonctions continues de .3, qu'autant que les séries réelles (i) et (2) jouissent l'une et f autre des mêmes propriétés : or , dans cette hypothèse, chacune des sommes
To-^p. -^p. -^- <^c ,
étant [en vertu du i ." théorème , chap. VI, §. i .*' ] fonction continue de la variable z , ï\ en résulte que {a somme de fa série (3), savoir,
sera aussi fonction continue de cette variable. Supposons maintenant que l'on désigne par
les modules des différens termes de la série (3) , et par
les expressions réduites correspondantes, eti sorta
qu'on ait généralement
La série (3) deviendra
iJo (cos.9oH— /^sin.Go), J», (cos.9,-+-/irrsin.0,), j3^(cos.9^-Hy/ir7sin.9j, J'„(cos.9„+y/3:7sin.0„), &c, ;
et l'on pourra ordinairement décider si cette série est convergente ou divergente , à l'aide du théorème que je vais énoncer.
Théorème. Cherchez la limite ou les limites
vers lesquelles coiiverge , tandis que n croit indé"
finiment, V expression ( p^^) " . Suivant que la plus grande de ces liinites sera inférieure on supérieure à l'unité f la série (3) sera convergente ou diver^ gente.
DÉMONSTRATION. Considérons d'abord le cas
où les plus grandes valeurs de l'expression (/„) " convergent, tandis que n croît indéfiniment, vers une limite inférieure à l'unité. Dans ce cas, la série
étant convergente [ chap. VI , §. 2 , 1 .*' théorème] , les séries
> ,, { .Po C0S.9o . Si COS.9, , J>^ COS. 9^ , ... J)„ C0S.9,, , &c.. . .
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îe seronf également [chap. VI, §. 3 , 4-' théorème] ; et la convergence de ces dernières entraînera ceile de la série (12), qui n'est que la série (3) présentée sous une autre forme.
Supposons en second lieu que , pour des valeurs
croissantes de n , les plus grandes valeurs de (j3„) " convergent vers une limite supérieure à i'umté. Dans cette hypothèse on prouvera , par un raisonnement semblable à celui que nous avons employé dans le VI/ chapitre [§. 2 , i ." théorème] , que les plus grandes valeurs du module
croissent avec n au-delà de toute limite , ce qui ne peut être vrai qu'autant que les plus grandes valeurs des deux quantités p^, q„, ou au moins de l'une d'entre elles, croissent de même indéfiniment. Or, comme ces deux quantités sont les termes généraux des séries (1) et (2) , on doit conclure que de ces deux séries , l'une au moins est divergente ; ce qui suffît pour assurer la divergence de la série (3).
ScHOLlE i."' Le théorème qu'on vient d'établir ne laisse d'incertitude sur la convergence ou la divergence d'une série imaginaire que dans le cas particulier où la limite des plus grandes valeurs de
{f„) " devient égale à l'unité. Dans ce cas particulier il n'est pas toujours facile de décider la question. Toutefois on peut alarmer que, si la série (13)
est convergente , les séries ( i 4)^^ par suite la série (12) le seront pareillement. La réciproque n'est pas vraie , et il pourrait arriver que , la série ( i 2) restant convergente, la série (i 3) fût divergente. Ainsi, par exemple, si l'on suppose
on obtiendra, à la place des séries (12) et (13), ies deux suivantes
dont la seconde est divergente, tandis que la première reste convergente , et a pour somme
/ désignant la caractéristique des logarithmes népériens.
ScHOLiE 2' Lorsque , pour des valeurs croissantes de n, le rapport
Sa
s'approche indéfiniment d'une limite fixe , cette
limite est également celle vers laquelle convergent
les plus grandes valeurs de l'expression (j2„) " .
Le 5.'' théorème du 3. ^paragraphe [chap. VI] est évidemment applicable aux séries imaginaires aussi bien qu'aux séries réelles. Quant au théorème 6.^ du
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même paragraphe , on doit , lorsqu'il est question de séries imaginaires , le remplacer par le suivant. 3.* Théorème. Soient
deux séries convergentes, mais imaginaires, qui aient respectivemeiit pour sommes s et s'. Si chacune de ces séries reste convergente lorsqu'on réduit ses différens termes à leurs modides respectifs,
(lO) /
( ... UnV,-\-U„_,l\-^...-\-U,V„_,-\-U,V„, 6.C.
sera une nouvelle série convergente imaginaire , qui aura jjour sonune ss .
DÉMONSTRATION. Désignons respectivement par s„, s„' les sommes des ?i premiers termes des deux séries (i 5), et par s„" la somme des n premiers termes de la série (16). On trouvera
... ■^[Un-i'^<-^U„_A'.^-^...^U^V„_.^^U,V,,^,).
Désignons encore par ^., et j>^ les modules des expressions imaginaires w„ et t\,, en sorte que ces expressions soient déterminées par des équations de la forme
2/„ =/,., (cos.ô„ -+- ]/-! siii.O,, ) ,
Les séries réelles
étant convergentes par hypothèse , on en conchira , comme dans le chapitre VI [§. 3 , 6/ théorème], que la somme
converge , pour des valeurs croissantes de n , vers ia limite zéro. Il en sera de même à fortiori des deux sommes
j? „_,/„_, COS. (9,,^, + e'„_, )
-^ [ -p^-i /«-i COS. (e„_,-he'„_,) -I- jî»-^ /„^. cos.(9„_;,-4-e'„^j]
-+- [j'«-. /, cos.(e„_, -1-9' j-i-j'„_^ y^ cos.(9,._^ -h9',) -h . . .
... -t-J'iJ'^-i COS. (9^-1-9' „_J -4-^, /„_, cos.(9, -t- 8' „_,)],
et
-H [i'„ _,/„„, sin.(9„_.-l-9'„^J-t-J>„_, /„_, sm.(9„_,H-9'„_,)] -t-
-i- \.S>n-. /, sin-(e.-. -^ e',)-H S>.-. y 2 sin.(9„_, -+- 9' J -J" • • . ... -HJ'; J'n_z^'"-(9. -1-6'„_J-+-J'i y„-, sm.(9, -f- 0' „_,)].
dont !a première représente évidemment ïa partie réelle de l'expression imaginaire
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tandis que la seconde représente le coefficient de y~i dans cette expression. Par suite , s^s\ — s\ convergera aussi, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro : et , comme s„ s„' .9'approche indéfiniment de la limite ss' , il faudra de toute nécessité que l'expression s„" , c'est-à-dire , la somme des n premiers termes de la série (16), s'approche elle-même indéfiniment de cette dernière limite. II en résulte , i .° que la série (16) est convergente , 2,.° que cette série convergente a pour somme ss .
§. 2.' Des Séries imaginaires ordonnées suivant les puissances ascefidantes et entières d'une variable.
Soit X une variable imaginaire. Toute série imaginaire ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable ^ sera de la forme
fl^, rt^, «^, ... a„, &c.... ; b^, b^,l?^ ... ^„, &c..., désignant deux suites de quantités constantes. Dans le cas où les constantes de la seconde suite s'évanouissent, la série précédente se réduit à
Nous considérerons en particulier dans ce paragraphe les séries de cette dernière espèce. Si , pour plus de commodité, l'on pose
(2) a: :=■ Z ^cos.u -+- )/— I sin. 9^ ,
z désignant une variable réelle et 9 un arc réel , îa série (i) deviendra
f Oo, ai3(cos.9-1-y/_i sin.Q), a^3*(cos.29-+-y^^sin,29)... ) . . . a^z" (cos.7j9^-y/i:Tsin.729) , &c. . ...
Soit maintenant , comme dans le chapitre VI [§. 4] 5 -^ ^^ plus grande des limites vers lesquelles converge, tandis que fi croît indéfniiment, la racine 71."'' de la valeur numérique de a^. La plus grande des limites , vers lesquelles convergera dans la même hypothèse la racine ??.'"' du module de l'expressioa imaginaire
a^ .v" = a„ z" ^cos. 72 Ô -+- ]/— I sin. wô),
sera équivalente à la valeur numérique du produit
Az;
et en conséquence [voy . ci-dessus le §. i ." , 2 .* théor,] la série (3) sera convergente ou divergente suivant que le produit Az aura une valeur numérique inférieure ou supérieure à l'unité. On déduit immédiatement de cette remarque la proposition suivante.
1." Théorème. La série (3) est convergente pour toutes les valeurs de z comprises entre les limites
et divergente jjour toutes les valeurs de z situées
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hors des mêmes limites. En d'autres termes , la série [i) est convergente ou divergente suivant que le module de l' expression imaginaire x est inférieur
ou supérieur a
ScHOLiE. Lorsque la valeur numérique du rapport — îî-i^ converge , pour des valeurs croissantes
de n , vers une limite fixe , cette limite est précisément la valeur de la quantité positive désignée par A.
Corollaire if En comparant le théorème précédent au i.^"" théorème du chapitre VI [§. 4]» ^^ reconnaîtra que , si la série ( i ) est convergente pour une certaine valeur réelle de la variable x , elle demeurera convergente pour toute valeur imaginaire dont cette valeur réelle serait , au signe près , le module. Par suite , si la série (i) est convergente pour toutes les valeurs réelles de la variable x , elle restera convergente , quelle que soit la valeur imaginaire que l'on attribue à cette variable.
Corollaire 2.' Pour appliquer le premier théorème et le précédent corollaire , considérons les quatre séries
(4) I , X , x", .... x" , kc ,
(5) I , ii^, M^i=2)^-,..M.^-0-(/^-n4-0^.^^.^
fx désignant dans la seconde une quantité quelconque. De ces quatre séries les deux premières , ainsi que la dernière , restent convergentes pour toutes les valeurs réelles de a: comprises entre les limites
et la troisième pour des valeurs réelles quelconques de la variable ,r. Mais si , au iieu d'attribuer à x une valeur réelle , on suppose
X ^=^ Z (cos, 9 -H i/— 1 sin. 9 ) ,
à la place de ces quatre séries , on obtiendra les suivantes
I, -s (cos. 0-4-y/_, sin.9) , z' (cos. 2 6h--j/_i sin. 29) ... 2" ( COS. «9-4- 1/^ sin.nÇ) , &c
! , — a(cos.9-hy — 1 sm.6; , — -z [cos.i^-\-y—i sin.29) ,
yUfyU — \)...(u—n-\-\) „, . , . „, o
...S-lI- ' '^^ —-Lz''(cos.n^-hy/—iSiD.n^), &c.,.
f s(cos. 9-»-\/^sin.9] z^fcos. 29-^-i/~sin-29)
(io){
/ g''(cos.r?9-+-/i:Tsin.w9)
f S (cos. 9-H-v/irr sin.9) 5!* (cos. 26-t-y/Z7sin.29)
i _t_ z" (cos.w9 -4- /ZIT sin.w9)
dont les deux premières et la dernière resteront
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convergentes pour toutes les valeurs de z comprises entre les limites
tandis que l'avant - dernière sera toujours convergente, quelle que soit la valeur réelle de z.
Après avoir fixé les limites , entre lesquelles il faut renfermer z pour rendre la série (?) convergente , nous ferons remarquer qu'en vertu des principes établis dans le paragraphe précédent les théorèmes 3 / , 4." et 5 ."^ du chapitre VI [ J. 4 ] » avec leurs corollaires , peuvent être étendus au cas où la variable ^- devient imaginaire. On devra seulement admettre , dans l'énoncé du 4-* théorème, que chacune des séries
a„ , a jc , a,:i''' , 6cc. . . .
reste convergente lorsqu'on réduit ses differens termes non plus à leurs valeurs numériques , mais à leurs modules respectifs. Cela posé, si l'on désigne par ^ [f^) ce que devient le second membre de l'équation (i 5) [chap. VI, §. 4]? lorsqu'on attribue à J7 la valeur imaginaire
z { COS. o ■+- ■}/— I sin . 0 j ,
ou , en d'autres termes , si l'on fait
^fiff{/x):^i-Jr-~— ;3 (cos. 9 -H /-i si"- 9 ) H \lL — !_ z^ (coi. 26 4- t/^ *»"• î 6) -H ii.
TOM. I. T
on trouvera, au lieu de ia formule (i6)[chap. M,
J. 4]> ia suivante
(13) -^{f^) '^W = '2r(yM,-t-/^').
li est essentiel de remarquer que cette dernière formule subsistera uniquement pour les valeurs de z comprises entre les limites z=z~ i , ^ = -+- i , et qu'entre ces limites la fonction imaginaire 'sr (^t) , c'est-à-dire , la somme de la série (9) sera en même temps continue par rapport à ^ et par rapport à y. [voyez ci-dessus le §. i , i." théorème].
Concevons à présent qu'au lieu de la série (9) on considère généralement la série (3) , et que dans cette dernière on fasse varier la valeur de z par degrés insensibles. Tant que la série (3) sera convergente, c'est-à-dire , tant que la valeur de z restera comprise entre les limites
la somme de la série sera une fonction imaginaire continue de la variable z. Soit -ar {z) cette fonction continue. L'équation
/BT {z) = aoH-«i'5(cos.9H-|/iri sin.^)-ha^z^ (cos. i9 -H /^ sm.29)
•4- ÔLC
subsistera pour toutes les valeurs de z renfermées entre les limites — -^, "*~'T' ^^ ^"^ nous indiquerons ^n écrivant ces limites à côté de la série . comme on le voit ici :
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/ /\ j 'sr(z) = ao -+-a, z {cos. 0 -|- y/HJ sin. 9 ) (^~~ :^|
( -+-a^5" (coi.2e-+-/:r:sin.2ejH-&c... L=:+l(
On doit observer que lerpiation précédente équivaut toujours à deux équations réelles. En eiTet, si l'on pose
(15) ^{z) = Cpiz) -^%W-/-^,
f(^) ^'* xi-) ciésignant deux fonctions réelles, on tirera de l'équation (14)
1 ^ W = Oo-^O: Z COS.Ô-H rt^z'cOS. 2G-H&C... , (16)'
Cl, z sin.
Lorsque la série (3) est donnée, on peut quelquefois en déduire la valeur de la fonction 'sr [z) sous forme finie ; et c'est là ce qu'on aj)pelle sommer la série. Nous avons déjà, dans le i ."paragraphe, résolu cette question pour la série (8). Nous allons maintenant chercher à la résoudre pour les séries (9). (10), (i i); et en conséquence nous traiterons i'un après l'autre les trois problèmes qui suivent.
1'' Problème. Trouver la somme de la
série
(C^) I .. ^.(cos.ô-^/II7siu.O, :^^^-(eos..a-H^r7s.„.^r
dans le cas oii l'on attribue à la variable z une valeur comprise entre les limites
Solution. Soit ^nri^fx) la somme cherchée. Eu dcsignant par f/J une quantité réelle différente de /^, on trouvera
(13) isr(A^)'2r(^')=: '3r(//.-^^').
L'équation précédente, étant semblable à l'équation (2) du chapitre VIIÏ [§. 5 ] , se résoudra de la même manière ; et Ton en conclura
'Z5'(^^^ = ?•'' [cos. /W,^ -H -j/— 1 sin. /X,^] ,
le module r et l'angle t étant deux quantités coiîstantes par rapport à /x, mais qui dépendent nécessairement de z et de ô. On aura donc , entre les limites s = — 1 , -; = -i- i ,
1 I H Z f COS. 9 H- -j/— ' sin. 9 j
(l7)/_^jii(ilZllL^^(cos.2Ô-H/=Tsin.29)-4-&C...
y z=z r''[cos.;x<^ -H y^—i sin. \xt~\.
Pour déterminer les valeurs inconnues de 7- et de ^^ on fera dans l'équation (ly^ ytt=:: i , et l'on en tirera
!-+-;? COS. u -4- 3 sin. 6 . y' — 1 :::= /* cos.f-J- 7*sin./^. y-^ — i ,
ou, ce qui revient au même,
I ~f- ô COS. \i -z:^ r COS. ^ ^ Z sin. 9 = ;*sin. t^ On trouvera par suite
I -4- ^ COS
l'équation (ly) deviendra
' i-h- z(cos.9-l-/_.sin.9)-+- — ^^ îisV^cos.2Ç-hi/_,sin.2(
! =:= (i -h 2.S ces. 9 H- ;:^) - ** [cos./^^-j- /Zr, sin. /ut] ,
la valeur de t étant déterminée par la formule
(20) t =i s ± 2 /cTT y
dans laquelle le nombre entier A- né peut dépendre que des quantités z et ô.
Rcniaî-quons à présent que le premier membre de l'équation (ip) est, entre les limites z = — i , ^ = -+- 1 , une fonction continue de ;: ^ qui varie avec z par degrés insensibles , quelle que soit la valeur de fx. Le second membre de l'équation devra donc
jouir de la même propriété , ou , en d'autres termes .
les quantités
(^ l -+- 2Z COS. 9 -+- ^*) * COS. jULt , ( I -4- 2Z COS. G -+■ Z^j^sïn.fJit.
et par conséquent ies suivantes
COS. fA.t , sin. /iÀ,t
devront varier avec z par degrés insensibles, pour toutes les valeurs possibles de /m. Or, cette condition ne peut être remplie que dans le cas où t luimême varie avec z par degrés insensibles. En effet, si un accroissement infiniment petit de z produisait un accroissement fini de t^ de manière à changer f en /~^a, a désignant une quantité finie, les cosinus et sinus des deux arcs
/Lit , /tÀ,(^t -i~ a)
ne pourraient demeurer sensiblement égaux, qu'autant que la valeur numérique du produit fxa serait à très-peu près un multiple de la circonférence , ce qui ne peut être vrai que pour des valeui^ particulières du coefficient /x , et non pas généralement pour des valeurs finies quelconques de ce coefficient. On doit donc conclure que l'arc t=^s±2kvr est fonction continue de z; et , comme des deux quantités ^^ k, la première, déterminée par l'équation (i 8), varie avec z d'une manière continue entre ies limites z=: — i , z=--[-i , tandis que la seconde,
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assujettie à rester toujours entière , n'admet que des variations finies d'une ou de plusieurs unités , il est clair que, pour satisfaire à la condition énoncée, la quantité s devra varier toute seule, et la quantité X- demeurer constante. Cette dernière quantité sera donc indépendante de z , et, pour en connaître la valeur dans tous les cas possibles, il suffira de ia chercher en supposant ^ = o. Comme on a dans cette hypothèse s=:o , i :=zz ±z 2 /i tt j on tirera de l'équation (19)
I = co>. (1 /c jULvr) db y/~sin.(2A-a7r) ,
quelle que soit ia valeur de /x, et par suite
Cela posé , la formule (20) donnera généralement
t = s, et l'équation (19) se trouvera réduite à
LC ii'W — 1)
I H 5(cos.0-^/_. sm.6)H ^^ ^3^(cos.29h-v/— j sin.29)
I = (1 -H 22 COS. 9 -i-Z^) ' '' {cos. /U,S -{-y^~, sin. us).
De plus, si l'on a égard à la formule (27) du chapitre VIÎ [§. 4]t on reconnaîtra facilement que le second membre de l'équation (21) peut être représenté par la notation
[1 -i-^(cos. ô -4- /^sin.ô)]".
On aura donc, en supposant toujours la valeur de
z comprise entre les limites — i et -h i ,
n s;cos.6-h/-i siû.ej + —^ — - s'(cos.2 9-i-y':r7sin.2 9)
= [i -I- - ( COS. 9 -\- y/_i sin. 9 ) ] .
En d'autres termes, l'équation (20) du chapitre VI [5. 4], savoir ,
subsistera, non -seulement si Ton attribue à la variable X des valeurs réelles comprises entre les limites — i , -+- i , mais encore si l'on lait
X :=^ z (COS. B -\- -i/— ■ sin. 6 j
la valeur numérique de z étant inférieure à l'unité.
Corollaire j."' La formule (2 1), comme toutes les équations imaginaires, équivaut à deux équations réelles , qu'on obtient en égalant de part et d'autre les parties réelles et les coefficiens de y^^. On trouvera de cette manière
U, . fA,( U — l) , -
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ia valeur de .s- éiiint toujours déteriiiinée par l équation (18).
Corollaire 2/ Si dans les formules (22) et (23) on pose M.=: — I , et que l'on v remplace z par — z , on obtiendra les équations (8) et ( i o) du i .^'' paragr.
Corollaire ^.' Si l'on suppose 6:=:—, ou, ce qui revient au même,
COS. D r= o , sin. o =: l ,
la valeur de s, donnée par la fbrmule(i 8), deviendra-
s =: arc tang. Z ,
et restera comprise entre les limites — , -^ -r
pour toute valeur numérique de z inférieure à l'unité. Dans la même hypothèse , on aura évidemment
sin. .?
Z = tan<;. S == ,
° COS. s '
( I -¥• 1Z cos.Ô -\- Z^)- :=: (sec, s) = —
[cos. s}
et l'on tirera des équations ( 23 ), mais seulement pour les valeurs de s comprises entre les limites dont il s'agit ,
COS. ^ s r= COS. s ^ —COS. J.sin. s
H COS. 5. sin. s — cic.[s =
M- ti — I . Je _I_ __
s-m. jus =z -!— COS. i • sin. .y ( ^ ^ ^
^ -COS. s .SUi. s -^biC. .
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Par conséquent , si dans les formules ( i 2) du Vil.* chapitre [5-2] on remplace le nombre entier m par une quantité quelconque /x., ces formules, qui avaient lieu pour toutes les valeurs réelles possibles de l'arc z , ne seront plus vraies généralement que pour des
valeurs numériques de cet arc inférieures à—.
Problème. Trouver la somme de la série
,11, — (cos.e -hi/^sin.G) , ^^ (cos.29 -i--i/ZTsin.29),
(lOJj
quelle que soit la valeur numérique de z.
Solution. Si dans les équations (1 8) et (2 1) on
remplace z par clz, et fÂ. par —, cl désignant une
quantité infiniment petite, on trouvera, pour toutes les valeurs àe duz comprises entre les limites — 1 , •4- I , ou , ce qui revient au même , pour toutes les valeurs de z comprises entre les limites
I -+--(cos.9 + v/— i sin.9)-4--^^ (cos.26+v^— 1 sin.;6)(i--a^ I ' 1.2
H (cos. 3 0 -H-i/-i sin. 3 6) ( i — a) ( i — ^a)
= (i -t- z(tz COS. 6 -+- ci* z^) 2* ( COS. 1- y_>i sin. — j,
farc s étant déterminé par la formule
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/ XN O-z sin.6 (20) S = arc tane. r-.
V / "^ 1 -t- CLZ COS. 6
Si maintenant on fait décroître indéfiniment dans i'équation (25) la valeur numérique de ot, on trouvera, en passant aux limites,
I I -\ (cos.9 -t-i/— I sin.9) -H -^^ (cos. zQ-f- -J —i sin.a9)
H "- — (cos. 36 -+- /— I sin. 39) H- &c.
(27) ^ 1.2.3 • ' ■ ' - |s= + oo
/ =/m. (n-2a^cos.94-a^s^)^^^cos. h|/insin. — ) 1
II reste à chercher la limite du produit
(1-H2 ot^ COS. G H- et ^-3^) ■" f COS. 1-|,/— I sin.— J ,
et par conséquent celle de chacune des quantités
(l -H2 ct;3cos.9 -+-0L*-3^) *" , — .
Or , en premier lieu , si l'on fait
2 cLZ COS. G -+- et* -S* = G ,
on en conclura
z cos. 9-1- ■
(l-H2ct^cos.9 -t-cL^^*)"* 3= (l-T-^) « j
et par suite
[j^-i /ini. [a COS. 9 4-^1 /im. (i-Hé') <r ^ ' '
« COS. 9
De plus, la vaieur de s donnée par l équation (26) étant infiniment petite , le rapport
tan g. s
COS. S
iv)
aura pour limite l'unité ; et , comme on tire de i equation (26)
CL tang. J ' 1 -i- IX.Z cos.O '
on trouvera, en passant aux limites,
lim. r — j = z sin, ô.
Cela posé , il est clair que le second membre de l'équation (2 5) aura pour limite l'expression imaginaire
^-cos.y ^ggg /-sj„_Q^_4_ ^—1 sin. (^ sin. 9 ) J ,
en sorte que la formule (27) deviendra
-+- — (cos.G-J- v/^sin.9) -+- ■^^— (cos.29-+-r/;iTsin.29) I I . 1
:=:: e^ ' [cos. (z sin. 0) H- y^ITT sin. (z sin.9) ]
la valeur de la variable réelle z étant complètement arbitraire , puisqu'elle peut être choisie à volonté entre les valeurs extrêmes z^= — oo, z=-^ oo.
Corollaire ly Si, en comparant les deux membres de l'équation (28), on égale de part et
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d'antre i .° les parties réelles, 2.° les coefficiens de l/~i , on obtiendra les deux équations réelles
-+- — COS. ô -t- ^^ COS. 2G -t- &C. . . .
= e'^°^' COS. (z sin. 6 ) , { z=— ce)
sin
. Ô -H -^^ sin. 2 G -i- &C
:=: e sin. ( C sin. 0 ).
Corollaire 2/ Si l'on suppose ô = — , ou, ce
qui revient au même , cos. Ô = o , sin. 0=1, les équations (2^) deviendront
— &.C... = cos.
NI ' -^ ••2.3-4 M
1_ èCC... =:: sin. C.
Ces dernières subsistant, aussi bien que les équations (2^), pour des valeurs réelles quelconques de z, il en résulte que les fonctions sin. z et cos. z sont toujours développables en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de la variable qu'elles renferment. Comme cette proposition mérite d'être remarquée , je vais la démontrer ici directement. La série
I , y, - -, 6vC. . . ,
étant convergente pour toutes les valeurs réelles po.ssibles de la variable j" , restera convergente [en vertu du i ^' théorème , corollaire i ." ] pour des
valeurs imaginaires quelconques de cette même variable. Si Ton multiplie la somme de cette série par la somme de la série semblable
en ayant égard à-la- fois au 3 / théorème du premier paragraphe, et à la formule (6) du VÏIl/ chapitre [15. 4 ] » on trouveia , pour toutes les valeurs possibles réelles ou imaginaires attribuées à .r et à y,
/ — 1 H -i — H J; "'^ H As;e. . . .
Lorsque, dans l'équation qui précède, on remplace X par j: |/— i et y par y ;/— 1 , on obtient la suivante
_r yV=T
dans laquelle on pourra , si l'on veut , suj^poser réelles les variables jc et y. Faisons, dans cette hypothèse ,
'nrLvj= iH ^ 5 — ^H-&c
L'équation (3 2) deviendra
^(.•r)'ûr(y) = ts-U-^^ij) ;
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et Ton en conciura [ voyez le chapitre VIII ,5.5, équation (12)] ,
tsr (jc) = A'' [cos.^^ -+- -y/—! sin. bx'j ,
ou , ce qui revient au même ,
..2.3.4 x = — oc
x = H-oo
A" (cos. bjc-^ ■/— ' sin. ba:) j
les lettres A et b représentant deux constantes inconnues , dont la première est nécessairement positiv-e. On aura par suite
I 1 &C. ...=:: A'^ COS. b^ ,
(kc. . .. = A" sin. ba:.
Pour déterminer les constantes inconnues ^ et ^, il suffira d'observer , i .° que les formules (3 4) doivent subsister lorsqu'on y change .v en — x, et que, pour remplir cette condition, il faut nécessairement supposer
par conséquent Ar=z\\ 2.° que, si après avoir divisé par X les deux membres de la seconde des for-
mules (34) on fait converger la variable x vers la limite zéro , le premier membre convergera vers la limite i , et le second membre , savoir ,
Ax sin. hx Ax s \hx 7
Vers la limite h; d'où résulte l'équation h^=:.\. Cela posé, les formules (33) et (34) deviendront respectivement
X =:; — GO j
OLC... =r sm. .T
Si dans les deux dernières on remplace la variable v par la variable z , on retrouvera les formules (30).
II est essentiel d'observer que l'équation (35) , lorsqu'on y suppose .z- := ^ sin. ô , fournit ie développement de
COS. f^ sin. 0 j -h- }/— I sin. iz sin. 0 ]
suivant les puissances ascendantes de z. Si l'on miiiîiplie ce développement par celui de
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€11 ayant égard à la formuie (3 1) qui subsiste ponr toutes {es valeurs réelles et imaginaires des variables qu'elle renferme, oîi obtiendra précisément l'équation (28).
.3.^ PllOCLÈraE. Trouver la sojmne de la série
i y(co5.Ô-v-/-. sm.Ô)., — — (cos.2Ô-H/^sin.2Ô), ( H- — (cos. 3 Ô -+- y -I sin. 3 G) , &C. . . .
dans le cas où l'on attribue à la variable z une valeur comprise entre les limites
Solution. Si l'on prend à l'ordinaire la lettre / pour la caractéristique des logarithmes népériens , on aura
[l -\-1Z COS. \j -k- Z j- :=: e - ■>
et par suite l'équation (21 ) pourra être mise sous la forme
la valeur de *• étant toujours donnée par la formule TOM. I. ^
3o6 COURS d'analyse.
(i8). Si dans l'équation précédente on développe les deux facteurs du second membre en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de fji , puis , que l'on effectue le produit des deux développemens à l'aide de la formule (31)» on trouvera
I _t- ^ s (cos.9-4-i/^ sin.e)-4-^^^~ -=' (cos. 2^'h■^/~l sin. 2&,
_+. -^ [-1-/(1 -+■ 2Z cos.ô H- 5^) -+- S y^Y ■+■ &€....
Enfin , si, après avoir retranché l'unité de chaque membre , puis divisé les deux membres par ^ , on fait converger la quantité ^ vers la limite zéro , ou obtiendra l'équation
— (cos. en- i/^ sin- 6) (cos.2eH-V-x sin. 2 G.
zzz ~ /(i H- 2r. COS. 9 H- x;') -t- *' /-' ,
ia valeur de z devant être , comme dans l'équation (21), comj}rise entre les deux limites
— 1 et -H I .
Corollaire j/' Si l'on égale, dans les deux membres de iequation (37), 1.° les parties réelles,
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2." les coe/Ficfens de /^T , et que l'on remette pour .V sa valeur déterminée par la formule (i8) , on obtiendra les deux équations réelles
\ —COS. 5 ^ COS. 26 -H — COS. 39— &c.
j — sm.6 — sin.29-f-_-sin.39-|-&c... (2=H-ij
f ^ - sin. 9
! — arc tans^.
\ ^ l -i- z COS.
Corollaire 2/ Si l'on suppose ô = -^, ou, ce qui revient au même, cos. ô = 0 , sin. Ô = i , ia seconde des équations (3 8) deviendra
arc tans:, z.
La série qui forme le premier membre de cette dernière équation étant convergente non -seulement |)our toute valeur siumérique de z inférieure à l'unité, mais aussi lorsqu'on suppose ^ = 1 [voyez le chapitre ^^, §. 3 , 3.^ théorème], il on résulte que I équation suhsisteia dans cette dernière hypothèse : et , comme on a d'ailleurs
arc tang. (i\ z=. —,
on en conclura
La formule (4o) peut servir à calculer par approxi-
iKiitioiî la valeur de rr , c'est-à-dire , ie rapport de
la circonférence au diamètre.
5. 3.' Nolaiions employées pour reprcsentei^ quelques Fonctions imaginaires auxquelles on est conduit par la sommation des séries convergentes. Propriétci de ces mêmes Fonctions.
Considérons les six notations
A'^ f sin. X , COS. X ,
LiX , arc sin. JC , arc tos. X.
Si l'on attribue à la variable x une valeur réelle , ces six notations représenteront, comme l'on sait, autant de fonctions réelles de x , (pu, prises deux ù deu.x , seront inverses l'une de l'autre , c'est-à-dire , données par des i^péraîions inverses , pourvu toutefois Q^ue, A désignant un nombre, L exprime la caractéristique des logarithmes dans le système dont la base est A. Il reste à fixer le sens de ces mêmes notations , dans le cas où la variable x devient imap-inaire. C'est ce que nous ferons ici, en commençant par les trois premières.
On a prouvé que , dans le cas où la variable x est s:ip|.osée réelle, les trois fonctions représentées par
A^ , sin. X , COS. X ,
soit tor-jours developpables en séries convergeulei
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orcl(3niiées suivant les puissances ascendantes et entières de cette variable. On aura, en effet, dans cette hypothèse ,
xlA
COS. X =: i 1 CvC
sm. .r rr:
la caractéristique / désig^nant un losfarithnie népérien. De plus, comme [en vertu du i .^' théorème , corollaire i.^% ^. 2] les séries qu'on vient de rappeler restent convergentes pour toiites \eé va^f^urs réel^js ou imaginaires de la variable .r, on est convenu d'étendre les équations (1) à tous les cas possi!)les, et de les considérer comme pouvant servir à fixer, lors même que la variable devient imaginaire, le sens des trois notations
A , sin. X , COS. .r.
Observons maintenant que, si dans la première des é(|uations (i) on fait A=^e, e désignant iaybase des logarithmes népériens, on en tirera
(2) e"" = I -V- — H H 6cc... ,
puis, en écrivant successivement, au lieu de .r , JclA , xy-'i , — ^j/— I ,
_j:/irr X . — x" x^ . — „
On aura par suite
f xlA ,,
v4)\ e = COS. JT -i- ]/-T sin. a: ,
le ;=: COS. ,r — y—\ siw. JC ,
la variable x pouvant t(Mi jours être ou réelle, ou imaginaire. De plus, l'équation (31) [§. 2] donnera , quels que soient x et /y ,
Cela posé , il deviendra facile d'obtenir sous forme finie les valeurs de A" , sin..r^ et co?..x , correspondantes à des valeurs imaginaixes de la variable x. En effet, si l'on suppose
(6) 07 = et H- G |/— I ,
du , C représentant des quantités réelles , on conclara des deux premières équations (4) jointes à l'équation (5)
(7) \ ^ _ A * ( COS. Ê /^ -H |/~i sin. ClA) ;
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ri (les deux dernières équations (4)
COS. .r ^=- '
sin..r =
puis, en remettant pour x sa valeur db-\- G;/— i , et développant les seconds membres ,
cos.j; = COS. et. sin.ct. l/— 1 ,
sin..r= sin. et H cos.cL . |/— '
! = COS. i cL — C •j/— I )
Ainsi , dans l'hypothèse admise , les trois notations
A , sin. X , COS. X
désignent respectivement les trois expressions imaginaires
A' (cos. Ç>IA -4- -/^ sin. ÇilA) ,
e -he € — e __
sin. et -+- COS. et, i/—! ,
COS. et — 'sin. et . t/— i.
Dans la même hypothèse, si l'on fait ^ = <?, l'équation (y) fournira pour la notation
ia valeur suivante
e' ( COS. G -H |/— I sin. b ).
Les valeurs des trois fonctions
A. f sin. X , COS. X
se trouvant fixées par ce qui j3rccède , dans le cas où ia variable J7 devient inuioinaire, nons avons encore à chercher quelles définitions on doit donner, dans le même cas , des fonctibns inverses
arc sia. X , arc cos. X
OU plus généralement quel sens on doit alors attribuer aux notations
/. ((c^")) , arc sin. (f.r)) , nrc cos. ((vT)).
Supposons toujours
X = CL -\- Q |/— I = P (vos. 0 -+- ]/— I sin. D ) ,
et, C désignant deux quantités réelles qui peuvent être remplacées par le module^? et l'arc réel ô. Toute expression imagitiaire ?/-4-?']/— i propre à vérifier Téquation
(lo) ^«-H'-V- :^^_^_^/— ^ ^
sera ce qu'on appelle un logarithme imaginaire de X pris dans le système dont la base est.^. Comme l'équation ( 1 o) fournit, ainsi qu'on le verra ci-après, plusieurs valeurs de u-^vY—\ , dans le cas même
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OÙ Q se réduit à zéro , il en résulte que toute expression, soit imaginaire, soit réelle, a plusieurs logarithmes imaginaires. Lorsque l'on voudra désigner indistinctement un quelcoiinue de ces logarithmes [parmi lesquels on doit coiuprendre fe logarithme réel, s'il y en a], on emploiera la caractéristique JL ou / suivie de doubles parenthèses , en ayant soin (l'énoncer dans le discours la base du système. Nous choisirons de préférence la caractéristique l , lorsqu'il s'agira de logarithmes népériens pris dans le système dont la base est e. En vertu de ces conventions, les divers logarithmes des quantités réelles ou expressions imaginaires
I , — I , cL-i-Q Y— I , X
se trouveront respectivement désignés, dans le système dont la base est A, par
et, dans le système népérien dont la base est e , pai'
Cela posé, pour déterminer ces divers logarithmes, il suffira de résoudre les problèmes suivans.
1." Problème. Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de l expression
Solution. Soit u-^-v-/^ l'une de ces valeurs,
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u, V dcsigtiant deux quantités réelies. On aura» d'après la définition même de l'expression /((O),
(il) e''-^'"^-' = i ,
ou, ce qui revient au même,
e^ (cos. V -H |/— 1 sin. f) = I.
On tirera de cette dernière équation e" — \ ,
COS. V -H |/— 1 sin. V ^=- l ^ ^
COS. i; :=: I , sin. i' 1= O , l» =: dr 2 X* TT ,
k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités ii et v étant ainsi déterminées, les diverses valeurs de î/-f-i^)/— i propres à vérifier l'équation (il) seront évidemment comprises dans la formule
En d'autres termes , les diverses valeurs de /((i)) seront données par l'équation
Parmi ces valeurs une seule est réelle , savoir , celle qu'on obtient en posant A = o , et qui se réduit ellemême à zéro. C'est pour représenter cette valeur réelle qu'on emploie communément la notation simple
Problème. Trouver les diverses valeurs de l'expression
Solution. Soit ii-^v\/^\ l'une de ces valeurs, n, V désignant deux quantités réelles. On aura, d'après la définition même de l'expression /(( — i)),
ou , ce qui revient au même ,
/ e" (cos. V -4- ]/— 1 sin. v) =: — l.
On tirera de cette dernière équation e" = I ,
eos. V -H |/— • sin. V =■ — I ;
COS.fm — I, sin. 2^ = 0, l' i:=:±(2 Ar-H l)7r ,
/c représentant un nombre entier quelconque. Les quantités u, v étant ainsi déterminées, les diverses valeurs de z/-i-i;]/^ propres à vérifier réquation(i 3) se trouveront comprises dans la formule
En d autres termes , les diverses valeurs de /((— ij)
seront données par l'équation
(i4) /((-ij)3=±(2/^-H-r)7r/:^.
Par conséquent ces valeurs seront toutes imaginaires et «>n nombre inlini.
Problème. Trouver les diverses valeurs de l'expression
l {{cl -^ C /~)).
Solution. Soit u-\-v^/^i l'une de ces valeurs. On aura , d'après la définition niéme de l'expression
/((et -ne/-)),
(15) e"-^''>'^zr:ot-+-^/~zz=jo(cos.Ô-H/~sin.Ô),
OU , ce qui revient au même ,
e" {cos. V -i--\/~-i sin. l'j = P (cos.9-H |/— I sin.6),
f désignant le module de et -+- ^ V—"- ^" tirei'a de l'équation précédente
COS. V -+- j/— I sin. V = COS. 6 -+- -j/— > sin. 9 ;
et par suite
U =: l{f), ros.Z>=: COS. ô , sin.l'^r sin.G , i» = 0 dr 2 /."TT ,
X: représentant un nombre entier quelconque. Les quantités u, v étant ainsi déterminées, les diverses
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valeurs de u-\-v ]/-T se trouveront comprises duiis la formule
En d'autres termes , les diverses valeurs de
seront données par i'équation
Il est bon d'observer que dans cette dernière équation la valeur de y est complètement déterminée , et égale à
tandis que l'arc ô peut être i'un quelconque de ceux qui ont pour cosinus -——, tt— et pour sinus
Corollaire /." Si l'on fait, pour plus de commodité ,
îirc ta ni!'. —
î^ CL
il sera facile d'introduire dans la formule (i6) l'arc ^ au lieu de l'arc G. En q^^{^\, on pourra supposer
si et est positif, et
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si CL est négatif. On trouvera, dans ia première hypothèse ,
(>8) /((^+g/-)) = /(^) + ^/rT+/((,)); et , clans la seconde ,
Si dans cette dernière équation on fait en particulier et -+- b |/— I == — I , c'est-à-dire , et = — i , b =; o , et par suite f=^i, (^= o , on obtiendra la suivante
II en résulte qu'on aura généralement, pour des valeurs négatives de cl ,
Supposons maintenant que dans les formules (1 8) et (21) on substitue à la place de f et de ^ Icui-s valeurs
(^OL* -\~ -o' j et arc tang".
On trouvera pour Ics diverses valeurs de
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/((et -V- C/~}) =
'^ ^/(^.^g.)^(arc.a„s.|-)/^ + /((-.)).
Corollaire 2/ Si dans les équations (22) et
(23) on suppose C=: o , elles donneront respectivement , pour des valeurs positives de cl ,
(24) /((4=/(<t) + /((.)) = /(oc) ± 2X-^/--7, et , pour des valeurs négatives de et ,
(2 5 ) /((4=/(_^)-^/((- 1 ))=/(_ct)±(2/C'-^ I )vry-.,
k devant toujours être un nombre entier. II suit de ces dernières formules qu'une quantité réelle cl a une infinité de loi^ariîhmes imaojinaires , Darmi losquels se trouve un seul logarithme réel , dans le cas où CL est positif. On obtient ce logarithme réel , désigné par la notation simple /(et) ou /ce, en posaiit dans l'équation (2,4) X'=o.
ScHOLiE if Parmi les diverses valeurs de /((i)), ainsi qu'on l'a {\é\k remarqué , il en est une égale à zéro , que l'on indique par la notation /(i) ou / 1 , en faisant usage de parenthèses simples, ou même les supprimant tout-à-fait. Si l'on substitue cette valeur particulière dans l'équation (22), on obtiendra urie valeur correspondante de
/((et M- ^ /^)),
que l'analogie nous porte à indiquer , à l'aide de parenthèses simples , ])ar la notation
/ (et -H b •}/— I ).
C'est ce que nous ferons désormais. Par suite, on aura , en supposant cl positif ,
(26) /(cC-l-(^/-.) =^ /(ct^-f-^^) -l-(arc tang. ^ )/^~' •
Si au contraire cl devient négatif, — cl étant alors positif, on trouvera
/(— et— €/-^ ) i=^/(ct^-i-<^^)-Hrarctan-''^W-"i , OU , ce qui revient au même ,
En faisant usage des notations j)récédentes , on réduira !es équations (22) et (23) à celies qui suivent
(28) %H-€/-7))=:. /(ct-i-^/--.) -H /(( I )),
(.9) /((cL-H V-:^)) := /(-c.-^/-:,) -.- /((-!)) ,
!a première se rappoi'uuit à des valeurs positives de CL , et la seconde à des valeurs négatives de fu même quantité. En d'autres ternies , suivant qiie la partie réelle d'une expression iniaginaïre représentée pai- X sera positive ou négative, on aura
OU bien
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En résumant ce qu'on vient de dire, on voit que ïa notation
a une signification précise déterminée par lequation(26), dans Je cas seulement où la partie réeiîe de rexpression imaginaire représentée par .c est positive , tandis que la notation
a dans toiis ies cas possibles une infinité de valeurs déterminées par l'une des équations {2S) et (29).
^ 4.^ PROBLEME. Trouver ies diverses vakurs de V expression
/.((et -4- C /-?)),
la caractéristique l indiquant un logarithme pris dans le système dont la base est a.
Solution. Soit toujours ?.-t-y/=T l'une des valeurs de i'expression que l'on considère. On aura, d'après la déîinition même de cette expression ,
ou , ce qui revient au même ,
l étant la caractéristique relative aux logarithmes nepeneus. On en conclura
et par suite ,
ou , en d'autres termes ,
(33) z,((.^e/ZT))=J!l±|vEIL.
Cette dernière équation subsiste dans ie cas iiièuie oii C sevanouit , c'est-à-dire , lorsque l'expression imaginaire ct-f-C)/— ' se réduit à une quantité réelle.
Se HO LIE. Si l'on suppose la quantité ce positive, à la valeur particulière de 1({^cl -\- C >/- > ï) représentée par /(cL-f-^]/—») correspondra une valeur particulière de /. ((otn- C ]/— « )) , que l'analogie nous porte à désigner à l'aide de parenthèses simples par la notation Z.(co-+-G i/— '). Cela posé, on luira, pour des valeurs positives de et,
^^ ^ \ arc lanff. -
De plus, si dans l'équation (33) on substitue pour l({a, -\- Ç,-/^)) sa valeur tirée successivement des formules (2 8) et (29), on trouvera, pour des valeurs positives de la quantité ce ,
et, pour des valeurs négatives Je la même quantité,
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= L (- et - «: /-T ) -H L((- I )).
En d'autres termes , suivant que la partie réelle d'une expression imaginaire représentée par œ sera positive ou négative, on aura
(37) l((x)) = L(x) +!((.)) =£(x)± ^i^^, ou bien
(38) L((x)) = i(-x)-i-Z, ((-,;) ==I^-x}±-iAl_Lip^^
fi désignant un nombre entier (luelconque. On peut ajouter que des deux formules précédentes la première subsiste pour toutes les valeurs réelles positives de la variable a: , et la seconde pour toutes les valeurs réelles négatives de la même variable.
Après avoir calculé les divers logarithmes de l'expression imaginaire
.r = ûC -H- €]/— I ,
proposons - nous de trouver les arcs imaginaires dont le cosinus est égal à .r. S»i l'on désigne par
arc COS. i^œfj z=z a -{- v ]/ — i
l'un quelconque de ces arcs , on aura , pour déterminer //-H^'y/— I , l'équation
COS. '^ Il -+- v •{/— I ^1 .-rr ai -^ C -[/ — 1 ,
ou, ce qui revient au même, la suivante
(39) — J~ ^^'>- " — — si"- if • >^-' — CL-+-Cy/^,
laqiieîie se divise en deux autres , savoir ,
sin. Z/ = — ' o.
(40] • CCS. U :=^ cL ^
A ces dernières 011 peut substituer le syslcine équivalent des deux formules
\ T / COS. u h\n. u
COS. « sin.î<
De plus, si l'on élimine v entre les formules (4i) on en tirera successivement
COS. u
sin.
x.^u — (l — cL^ — C^) s'jïï.-u — €' = O ;
puis , en observant que sin/ ii est nécessairement une quantité positive,
z 1— Ci" sin. U =^
On aura par suite COS.* u =
et , comme [ en vertu de la première des é{{uations (4o)] COS. Il et ci, doivent être de même signe , on troLuera, en extrayant les racines carrées ,
Cela posé , si l'on fait pour pins de commodité
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!c/ = a rc COS.
\ COS. L sm. U J '
on conclura des équations {/^i) et {ii)
A- désignant un nombre entier quelconque , et les deux lettres U, F devant être affectées du même signe ; en sorte qu'on aura définitivement
iM) arc COS. ((4 = ± 2 X' TT =h ( ^-+- T /-TT).
Parmi les diverses valeurs de arc cos. ((^ que fournit l'équation précédente, la plus simple est celle qu'on obtient en posant /—o dans le premier terme du second membre , et j^renant l'autre terme avec le signe ^-. Nous la désignerons à i'aide de parenthèses simples, et nous écrirons en conséquence
arc cos. (.r) — U ^ F/^.
OU même, en supprimant tout-à-fait les parenthèses,
(4^) arc cos. x =z U -i- V y/^x.
Dans le cas particulier où , g étant nul , la quantité et reste comprise entre les limites -^ i , n- i , la formule (46) se réduit, comme on devait s'y attendre, à l'équation identique
arc COS. et =: arc cos. et.
D'autre part, si l'on observe quedr 2.krt représente un quelconque des arcs qui ont l'unité pour cosuuis,
on reconnaîtra que i équation (45) peut être mise
sous la forme
(47] arc cos, ((.r)j = dr arc cos, X -+- arc eos. \i I H.
Il est encore essentiel de remarquer que , dans ie cas où l'on suppose lo=:o , et ia vaieur numérique de et supérieure à l'unité , i'expression
arc COS. et-
obtient toujours une vaieur imaginaire. Cette valeur sera donnée par l'équation
(48) aro cos. cL ■=■ I {dC) . -/^
si cL est positif, et par îa suivante
(49) arcco6.a=-=T-i- /(— a).-^/_r^ = [^(— «) — tt .■^^Zr^^.yZTi
si rt devie'it négatif.
Considérons maintenant les arcs imacinaires dont le sinus est .r=:ct-H'oy^— l Si ion désigne un quelconque de ces arcs par
arc sin. ((jr)) r=z ti-^v -j/— ' ,
on trouvera [en ayant égard à la seconde des équa» tions (9)]
JC ^=:i sm. (il -\- V -\/—^^ :=■ COS. {- U — ^y^—^j i
et l'on en conclura
(^ o) arc sin. ((.r)) =z îl -\- V)/—t = arc cos. ((o:)).
Si dans la formule précédente on substitue les di^ verses valeurs de arc cos. ((^■)) , dont l'une a été d«-
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signée pnr lu notation arc cos. (.r) ou arc cos. x , on obtiendra les diverses valeurs de arc sin. ((.r)) , dont l'une sera désignée par la notation arc sin. (^) ou arc siii. jc , et déterminée par i'équation
f < l) arc sin. X ^=. — — arc cos. X.
A l'aide des principes que nous venons d'établir, il est aisé de reconnaître les propriétés les plus essentielles dont jouissent les fonctions de la variable imaginaire x représentées par les notations
A. , COS. X , sin. X ,
Lx , arc COS. X , arc sin. X.
Pour obtenir ces propriétés , il suffit d'étendre les formules que ces fonctions vérifient dans le cas où la variable x est réelle , au cas où la variable devient imaginaire. Cette extension s'elfeciue d'ordinaire sans difficulté pour cbacune des trois fonctions
A" , COS. X , sin. X.
Ainsi, par exemple, A, B , C, .... désignant plusieurs nombres , on prouvera facilement que les équations
^^^^\ A' .B" , C-' ... ^ {ABC.y,
y j = COS. X cos. y — sin. X sin. y ^ y j rr: sin. X cos. y -+- sin. y cos. .r
subsistent également pour des valeurs réelles et pour des valeurs imaginaires quelconques des va-
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riahles jr, y , z, . . . ?vlais, si ion considère des foi'-
mules dans lesquelles entrent les fonctions inverses
Li.X j arc COS. X , arc sin. X ,
on trouvera le plus souvent que ces formules, étendues au cas où les variables deviennent imai» inaires, ne subsistent plus qu'avec des restrictions considérobl- s, et pour certaines valeurs des variables dont il s'agit. Par exemple, si l'on fait
et, si l'on désigne par //. une quantité réelle queicoîK]iie , on reconnaîtra que la formule
(54) L{,x) -t- /.(//) -^ L(r.) H- e^c... = L(.ry .....)
subsiste seuiement dans le cas où, et, et', et", &c.,. étant positifs, la somme
arc tan"". - -H arc tang. — ; — l- arc tan". — rr -\- &C...
^ et ^ CL » a
reste comprise entre les limites ;- , -h — ; et la
formule
dans le cas où , et étant positif, le produit
Q fX . arc tang. —
reste compris entre les mêmes limites.
On peut satisfaire à toute Equation dont le
premier membre est une Fonction raiionnelle et
entière de la variable x par des valeurs réelles
ou imagijiaires de cette variable. Décomposition
des polynômes en facteurs du premier et du second
degré. Représentation géométrique des facteurs
réels du second deo-ré.
Considérons une équation algébrique dont le premier membre soit une fonction rationnelle et entière de la variable .r. Si n représente le degré de cette équation , elle pourra se mettre sous la forme
a^, a, ^ a,, ... r^„_, , a„ étant des coeflîciens constans réels ou imaginaires. On appelle racine de cette même équation toute expression réelle ou imaginaire
qui, substituée à la place de l'inconnue x , rend le premier membre égal à zéro. Supposons d'abord, pour fixer les idées , que les constantes a^^ a,, a^ ... a„ se réduisent à des quantités réelles. Alors, si deux valeurs réelles de .r substituées dans le premier membre de l'équation (i) fournissent deux résultats entre lesquels zéro se trouve compris, c'est-à-dire, deux résultats de signes contraires , on conclura du chapitre n [ §. 2, 4*^ théorème] que l'équation (i) admet une ou plusieurs racines réelles comprises entre ces valeurs. Il en résulte que toute équation de degré impair aina au moins une racine réelle. En effet , si n est un nombre impair , le premier membre de l'équation (i) changera de signe avec son premier terme a^ x" , toutes les fois qu'en attribuant à la variable x des valeurs numériques trèsconsidérables on fera passer cette variable du positif au négatif: [voy. le S.'' théorème du chap. H, §. i]. Lorsque 7i devient un nombre pair, la quantité jc" demeurant positive tant que la variable x est réelle , le premier membre de l'équation ( i ) finit par être, pour de très -grandes valeurs numériques de X , constamment de même signe que a„. Si, dans la même hypothèse, a^ et a^ sont de signes contraires, ie premier membre changera évidemment de signe» lorsqu'on passera d'une très- grande valeur numérique de X à une très-petite , en laissant la variable toujours positive ou toujours négative. L'équation ( i) aura donc alors deux racines réelles , l'une positive et l'autre négative.
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Lorsque, « étant un nombre pair, a^ et a„ sont de même signe , il peut arriver que le premier membre de l'équation ( i ) reste , pour toutes les vaieurs réelles àe x , de même signe que a^ , sans jamais s'évanouir. C'est ce qui a lieu , par exemple , pour chacune des équations binômes
.r'-Hi=:o, X^-HI = 0, .r'^-HI=:0, &.C....
Dans un cas semblable , l'équation ( i ) n'aura plus de racines réelles; mais on y satisfera en prenant pour .r une expression imaginaire
u, V désignant deux quantités réelles et finies. Cette proposition , et celles que nous venons d'établir , se trouvent renfermées dans le théorème suivant.
1.^' Théorème. Quelles que soioit les valeurs réelles ou les valeurs hna^'iuaires des constantes «„ , «, , ... a„_, , a„ , l'équation
dans laquelle n désigne un nombre entier égal ou supérieur a l'unité , a toujours des racines réelles
ou imas^matres.
DÉMONSTRATION. Désignons, pour abréger, par /'(.r) le premier membre de l'équation (i) : f{jo) sera une fonction réelle ou imaginaire , mais toujours entière, de la variable x; et, puisque toute expression réelle u se trouve comprise connue cas particulier dans une expression imaginiiirc u-^-v-Z—x ,
il suffira, pour étabiir le théorème énoncé, de démontrer généralement qu'on peut satisfaire à i'équiv tion
en prenant
X =: Il -^ V -j/— I ,
puis attribuant aux nouvelles variables u et v des valeurs réelles. Or , si l'on substitue la valeur précédente de X dans la fonction f{jc) , le résultat sera de la forme
cpiii, t»), "/^{if , v) désignant deux fonctions réelles et entières des variables ti et v. Cela posé , l'équa^ tion (i) deviendra
et , pour y satisfaire , il suffira de vérifier les deux équations réelles
( Cp (u, ?') = o, (^)
ou , ce qui revient au même, l'équation unique
(3) [^('^ 0]'-^[%(^^^)]'==o• Donc , si Ton pose pour plus de commodité
il restera seulement à montrer que l'on peut obtenir
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des vafeurs réelies de u et de v propres à faire évanouir la fonction
Fi^u, v).
On y parviendra sans peine à l'aide des considérations suivantes.
D'abord, pour déterminer îa valeur géiiéraic de la fonction F [a, v) , on représentera chacune des constantes réelies ou imaginaires a^, «, , ... a^_, , a^, ainsi que la variable imaginaire ii-\-v-/—i , par le produit d'un module et d'une expression réduite ; et l'on écrira en conséquence
(««-!=-? .-i(cos.9„_,+/~sin.9„_,;,a„=J'/.co3.9,+/Z:Tsin.9„),
; 6) Il -+- V }/— 1 = r(cos. t -¥■ |/— 1 sm.t^.
On aura par suite
( f[u-^v /=7) = j>o r" [cos. (n<-h9o)-t-/^ sin. (M<-h9o)] I -f-j3,r''-'[cos.(«— I .f-t-9J-I-/msi!i.(//— I .^H-9,)]
-h i'„_, '•[<;os.7-H9,_J-4-/-iSiii.(f-h9„_,)] \ -+- J': (co5. 9„H-y'— Tsin. ÇJ ;
et l'on en déduira
■ Ç[U, i') = J*o»"''cOs/jjf-HSo}H-J'i '■""' COi.(«— I ./-^-9i )-(-...
/n\ ) ••• -+--P«-i '•*-'os- ( ^-1-9 „_.)-+- J5„ COS. 9,,
^ X(".^)=J'o''''sJn-(»^-H9„)-Hj'ir''— sin.;;'^i'.fH-9,)-+-... . .. -H J'n-i '•sin. (M- 9, .i)-^-^»,, sin. 9,/
F{it, v) =
-t- J'n-.i »• COS. (f -4- e„_, ) 4- JJ, COS. 9„
I J>o»-"sin.(M<-h9o)H-J',r''-'sin.(«— I . f-t- 9 J -}-...
I -+-J'«^i ''Sin-(^-+-e.-,)-HJ'„sin
.J3o J>, COS. (ïH-9„ _9J
So
J',^H-2j'oJ',COS.(2<-f-9o^9J
Il résulte de cette dernière formule que la fonction F(^u, v), toujours évidemment positive, est le produit de deux facteurs, dont l'un, savoir,
r'" z={îi' -' -^^«
croîtra indéfiniment si l'on attribue aux variables u , V ou à l'une d'elles seulement des valeurs numériques de plus en plus grandes , tandis que fautre facteur convergera dans la même hypothèse vers la limite f^'' , c'est-à-dire, vers une limite finie différente de zéro. On en conclura que la fonction F(ii, v^ ne peut conserver une valeur finie qu'autant que les deux quantités u , v reçoivent elles-mêmes des valeurs de cette espèce , et devient infiniment grande dès que fune des deux quantités croît indéfiiiiment. De plus, comme l'équation (4) donne pour F{ti, v) une fonction entière et par conséquent une fonction continue des variables ii et v , il est ciair (|ue F{ti, v), variant avec elles par degrés insen- .sibics , et ne pouvant s'abaisser au-dessous de zéro, atteindra une ou plusieurs fois une certaine limite
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inférieure qu'elle ne dépassera jamais. Représentons par A cette limite, et par Wo, v^ un des systèmes de valeurs finies de u et de v , pour lesquels F{u, v) se réduit k A , en sorte qu'on ait identiquement
(lo) F[u,, vj) — A,
La différence F(z^^ v)-F{iio , v^ ne s'abaissera jamais au-dessous de zéro; par conséquent, si i'oa fait (il) u^=iu^-^ a.h ^ V =zv^-¥- dik ,
CL désignant une quantité infiniment petite, et h, k deux quantités finies, l'expression
F{u,-^cth, z', -H et A") — F{îi,, v„)
ne sera jamais négative. En partant de ce principe, il sera facile de déterminer la valeur de ia constante A , ainsi qu'on va le faire voir.
Si dans l'expression imaginaire /"(/^ -+- v |/— ■ ) on substitue pour u et v leurs valeurs données par les formules (i i), cette expression, devenant alors une fonction imaginaire et entière du produit
CL (A H- k '/^) ,
pourra être développée suivant les puiiisances entières et ascendantes de ce même produit. En désignant par
R (cos. T-l-|/— I sin. 7^) , R, (cas. T",-!-]/— i sin. 7\) , /?,, (cos. T„ -t- ]/-i sin. T„) ,
les coefficiens imaginaires de ces puissances dont quel{pies-uns peuvent se réduire à zéro, et faisant pour plus de commodité
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(12) /^-H X.- )/-! =:jo(cos.Ô -h |/-^sin.ô) ,
011 obtiendra l'équation
( /[iio-+-î'o/=^H-«(/«-î-^v/'^)] = ^('^os.T-h/Z::Tsm.7')
(13)/ -^- et iz , j> [cos. ( r, -f- e ; -h y/— sin. ( r. H- e) ] -H . . . ( ... -f- Ci" /;„ j?" [cos.(r„-t-He) +i/:rTsin. (r„H-«9)],
dans laquelle ies termes du second membre , et par conséquent ies modules
ne sauraient s'évanouir tous en même temps. Comme on aura d'ailieurs
/ /x [ /Tmo -f-a/i-h(vo-t-aX).,/lI7 I
on conclura de l'équation (i j)
.... -t- et" R^ j>" cc^s. ( 7",, H- n 9 ) , -\-cc" R^y sin. ( T„ -H «6) ;
F {uo-hÇi-h.Vo -hak)
H-[/Zsin.rH-aiî,j5sin.(r,-f-e)-h...-^a"iî„J'"siii.(r„H-«9)J'
Si dans cette dernière formule on pose ct-=o, on (Il tirera
Donc W^^A, Rz=zA' . Si maintenant on dévc-
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ioppe le second membre de le<|iiation (i6) suivant les puissances descendantes de ^, et que ion y remplace ensuite R par A ^ , cette équation deviendra
(il) f{uç,-heLk, v^-^ah) =
^ ( [/?.cos.(r,H-e)H-...^a'-'j^''-/?„cos.(r„-t-ne)//^
et, si Ton fait passer dans le premier membre ia quantité A = F{ii^ , v„) , on trouvera déiinitivement
(l8) F[Uo-^Cik,Vo-+-°^^) /^("o,^'o) =
i ^ - ût j, [ /?.cos.(r -r-)-e) -I- . . . -t-a"- jj"-' /?^cos.(r, -r-H«0 ) ] |-^r/?.sin.(r,-4-e)-;-...-hrt'— j:."-'/?„siù.(r,+«9)j^j*
Cela posé , puisque la différence
F(^u„ -h-cth, v^-h- dik) — F{?i^, v^ )
ne doit jamais s'abaisser au-dessous de la limite zéro , il faudra de toute nécessité que , pour de trèspetites valeurs numériques de et, le second membre de l'équation précédente , et par suite le premier terme de ce second membre, c'est-à-dire, le terme qui renferme la plus petite puissance de cl, ne puisse devenir négatif. Or , en désignant par R^ la première des quantités
TO:,I, 1. Y
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qui obtient une valeur diiïérenîe de zéro , on trouvera pour le terme dont il s'agit
si A n'est pas nul , et
dans l'hypothèse contraire. De plus , comme , la valeur de l'arc ô étant tout-à-fait indéterminée, ou peut en disposer de manière à donner au facteur
COS. (T^— r-4-mô),
et par conséquent , au produit
2 A ^ cL"'f'" R„, COS. ( 7; - 7V m 9 )
t-el signe que l'on voudra, il est clair que ia seconde hypothèse reste seule admissible. On aura donc nécessairement
(19) A^o; ce qui réduira l'équation ( 1 o) à
Il en résulte que la fonction F{ii, v) s'évanouira si l'on attribue aux variables u, v les valeurs réelles Wo > «^« ; ^t» P^^ suite, que l'on vérifiera l'équation (i) f{x) = o ,
en prenant
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En d'antres termes, u^-^- v„i/—t sera une racine de i'éc[uatioii
La démonstration précédente du théorème i ." , quoique différente en plusieurs points de celle qu'en a donnée M. Legendie [ Théorie des Nombres , I/' Part. J. XIV], est fondée sur les mêmes principes.
Corollaire:. Le polynôme
s'évanouissant , ainsi qu'on vient de le dire, pour
sera, en veiiu du i ." théorème [chap. Vîll, §. 4] » algébriquement divisible par le facteur
•^ — "o — «^ol/— '•
Le quotient, ne pouvant être qu'un nouveau polynôme du degré ?i — i par rapport à x, sera encore nécessairement divisible par un nouveau facteur de même forme que le précédent, c'est-à-dire, du premier degTé par rapport à a:. Désignons par
ce nouveau facteur. Le polynôme /(.r) sera équivalent au produit des deux facteurs
«^ — Wo — -o /-' , .r — u^—v, i/^ par un troisième polynôme du degré n — z. On
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prouvera que ce tioisiènie polyiiome est divisible par un troisième facteur semblable aux deux autres; et en continuant à opérer de la même njauière , on finira par obtenir n facteurs linéaires du polynôme f[^i\ Soient respectivement
x—u^ — fo y'^i ) ^ — "i — ^', /^i . — ^' -- ".•_■ — i'„_, s/'^i
ces mêmes facteurs. En divisant le polynôme y"(-t') par leur produit , on trouvera poiu- quotient une constante évidemment égale au coefficient f/„ de la plus haute puissance de x dans f[^\ On aura en conséquence
Cette dernière équation renferme un théorème que l'on peut énoncer ainsi qu'il suit.
2.^ Théorème. Quelles que soient les valeurs réelles ou imagiuaires des constantes a„, «, , .... ^«-i ^ "■nf ^^ polynôme
sera équivalent au produit de la constante a^ par ^acteurs linéaires de la forme
— oc — €|/— I.
Déterminer les facteurs dont il est ici question , c'est ce qu'on appelle décomposer le polynôme /(.r) en ses facteurs linéaires, il n'y a qu'une seule ma-
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nièrc d'effectuer cette décomposition. Pour ie démontrer , supposons que deux méthodes diilérentes aient fourni les deux équations
/• /(x) =ao (x — Uo— Vo v/^) X (x — u, — v, t/~i) X ••• j /(x) = ao(x-a„_^o/-Ox (^-*.-'^. /-')'<•••
On en tirera
( (x-ûto— oo-/=rr)(x-a,-c,/irr)...(x-ût„_,-C„>,/^) (23) i _ _ _
(= (.r-Uo— Vo/-!) (X-Jf.— t- ,/_,) . . . (X-M„_,— V„_,/-i ) .
Le dernier membre de la formule précédente s'évanouissant lorsqu'on attribue à Ja variable x la valeur particulière ^^^-^-f^]/— i , il faudra de toute nécessité que , pour cette même valeur de x, le premier niembre , et par conséquent fun de ses facteurs [voyez le chap. VU, §. 2 , y.*" théorème, coroll. 2] se réduise à zéro. Soit
le facteur dont il s'agit. On aura identiquement
et par suite
.r — oL„ — (^,, /-T =r .r — //„ — ?•„ ■/-^.
Cela posé, la formule (23) pourra être remplacée par la suivante
(.r _ et, — ê. /— ) . . . {x— ot„_. - C„_, y^-y)
Le second membre de celie-ci s'évanouissant lorsqu'oii suppose
l'un des facteurs du premier membre , par exemple ^
œ — cL, — <^, /-^ ,
devra s'évanouir dans la même hypothèse; ce qui entraînera deux nouvelles équations identiques de la forme
ct-i -+- ^i -/-' — u,-h t\ /^ ,
cr -^ OL, — C, -j/— I =r JT — 2^j — V, ]/— ' .
En répétant plusieurs fois le même raisonnement, on prouvera que les differens facteurs linéaires dont se composent les seconds membres des équations (22) sont absolument les mêmes dans l'une et l'autre équation. Il est essentiel d'ajouter que chaque facteur imaginaire de la forme
.r — ce — Q)/— '
se change en un facteur réel .r — et, toutes les fois que la quantité C se réduit à zéro.
Le premier membre de l'équation (i), étante d'après ce qu'on vient de dire , décomposable d'une seule manière en facteurs linéaires , ne peut s'évanouir qu'avec fun de ces facteurs. Si donc on le$
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cG:aIe successivement à zéro , on obtiendra toutes les valeurs possibles de j: propres à vérifier l'équation (i), c'est-à-dire, toutes les racines de cette équation. Le nombre de ces racines, comme celui des facteurs linéaires , sera égal à n. De plus , à chaque facteur réel de la forme a: — et correspondra une racine réelle et , et à chaque facteur imaginaire de la forme
une racme imagniaire
CL -+■ C-j/— I
Ces remarques suffisent pour établir la proposition suivante.
3.^ Théorème. Quelles que soient les valeurs réelles ou les valeurs imaginaires des constantes ^o^ «. » • • ■ c„-i » «„ , l'équation
a toujours n raciîies réelles ou imaginaires , et n'en saurait avoir un plus grand nombre.
Il peut arriver que plusieurs des racines de l'équation (i) soient égales entre elles. Dans ce cas, le nombre des valeurs différentes de la variable propres à vérifier cette même équation devient nécessairement inférieur à n. Ainsi, par exemple, l'équation du second degré
^■* — 2 ^.r -f- «* rr= o ayant ses deux racines égales , on no pourra v satis-
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faire que par une seule valeur de a: , savoir,
Lorsque ies constantes a,,, «, , ... a„_, , a„ sont toutes réelles, i'expressîon imaginaire
et -^ G j,/— I
ne peut évidemment être une racine de iequation ( 1 ) , sans que l'expression conjuguée
soit une autre racine de la niême équation. Par conséquent, dans cette hypothèse, les facteurs imaginaires et linéaires du poiynome qui forme le premier memhre de l'équation (i) sont .deux à deux conjugués, et de la forme
Le produit de deux sembiahles facteurs étant un polynôme réel du second degré, savoir,
on déduit immédiatement de l'observation qu'on vient de faire le théorème suivant.
4.^ Théorème. Lorsque «o, «.,••• «„-i » ^n désignent des constantes réelles , le polynôme
est décomvosable en facteurs réels du premier ou du second degré.
D^ns ce qui précède, nous avons présenté les
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racines imaginaires de l'équation (i) sous la forme et dr € /^,
Alors, pom' le poivnome (2^), un facteur réel du second degré correspondant à deux racines imaginaires conjuguées
était de la forme
Si l'on fait, pour plus de commodité,
oL ± G )/— 1 = P (cQS. 0 =i= ]/— ' sin. 9) ,
Ij? désignant une quantité positive, et 0 un angle que l'on pourra supposer compris entre les limites o , vrl , le même facteur réel du second degré deviendra
(.r — _/?cos.ô)^ H-(/sin.ô)*
r=: x"" — '^f^ COS. ô -H^*.
Il est facile de construire géométriquement cette dernière expression dans le cas où Ton attribue à hi variable x une valeur réelle. En effet, si l'on trace un triangle dans le(}uel un angle soit égal à ô, les deux côtés adjacens étant respectivement représentés l'un par la valeur numéricpie de x , l'autre par le module j> , le carré du troisième côté sera [ d'après nn théorème connu de trigonométrie] la valeur du trinôme
vT* 1 P X CO,S. ^ ->r- ^' s
toutes ies fois que la variable Je sera positive. Si fa variable x devient négative , if suffira de remplacer dans la construction indiquée l'angle ô par son supplément.
Le troisième côté du triangle dont il est ici question ne peut s'évanouir que dans le cas où les deux premiers côtés tombent sui- une même droite, et où leurs extrémités coïncident, ce qui exige, i .° que l'angle ô se réduise à zéro ou à tt, 2." (juc la vali'ur jiumérique de x soit égale à j>. Par suite , le facteur
jr* — 1 p X COS. t) -+- p^
ne pourra devenir nul pour une valeur réelle de x , à moins que l'on ne suppose
COS. % ■=. \ ou COS. 9 1=: — I ;
et la seule valeur de x propre à faire évanouir ce facteur sera , dans la première hypothèse ,
dans la seconde ,
On arriverait directement au même but en observant que l'équation
Jr* — 2 p a* COS. ô -»- j3' 1= o
a deux racines
p Tcos. 6-i-|/ — 1 sin. 9 j , P ^cos.9 — |/— i si». 9 j ,
qui ne peuvent cesser d'être imaginiiii^es sans devenir
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égales, et que les seules valeurs de G capables de produire cet effet sont celles qui vérifient la formule
Sin, 9 =:: O ,
de laquelle on tire
cos, 9 rrr dr I ,
et par conséquent
pour la valeur commune des deux racines.
Jusqu'à présent , nous nous sommes bornés à dctermijier le nombre des racines de l'équation (i), avec la forme de ces mêmes racines et celle des facteurs qui leur correspondent. Noiis allons , dans les paragraphes suivans , passer en revue quelques cas particuliers dans lesquels on est parvenu à résoudre de semblables équations, sans être obligé de concevoir leurs coeificiens convertis en nombres , et à exprimer les racines en fonctions algébriques ou trigonométriques de ces coefficiens. Nous observerons ici à ce sujet que , dans toute équation algébrique dont le premier membre est uïv^ fonction rationnelle et en.tière de la variable .v , on peut réduire par la division le coélfîcieiit de la plus haute puissance de ce à l'unité , et celui de la puissance innnédiatemeut iiiférieure à zéro par un changement de variable. En elïet , si dans l'équation
«„ .r" -(- a, jc"~' -H ... -I- (7.,_, Jt' -H <:?„ = o
ii^ n'est pas égal à i , il sv.Oira de diviser l'équation
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par a„ |)Oiîr réduire le /'oefRcicnt cîc œ" à l'unité ;
et , si clans une équation mise sous la forme
a, n'est pas nui , il suffira de poser
pour obtenir une transformée en z du degré n, qui n'ait j)lus de second terme , c'est-à-dire , une transformée dans laquelle le coefficient de z"~' s'évanouisse.
5. â." Rcsotulion algébrique ou tri gonomè trique des Equations binômes et de quelques Equations iri- 7iomes. Théorèmes de Moivie et de Cotes.
Considérons l'équation binôme
p désignant une quantité constante. On en tirera
jc" = —p, ou, si l'on désigne par js la valeur numérique àe p ,
On aura donc à résoudre l'équation
si — p est positif , et la suivante
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si —p est négatif. On satisftiit à îa nretnière en prenant
et à la seconde en prenant
Quant aux diverses valenrs de chacune des deux
expressions ((i))", ((— i))" ' ^^^^^ ^^"* toujours en nombre égal à n [voyez le chapitre \TI, §. 3 ] » et se déduisent des deux formules
((l))" =cos. ^1^±/-,
i ((-.)) "=cos/-i^±/-
sin.
zk-r
dans lesquelles il sufiit d'attribuer successivement à k toutes les valeurs entières qui ne surpassent pas
— . Lorsque n est un nombre pair , la première des
équations (6) fournit deux valeurs réelles de ((0)" , savoir, -t- i et — i , correspondantes l'une à /•=o,
l'autre à k=: —. Dans la même hypothèse, toutes
les valeurs de (( — i))' sont iinagiuaires. Lorsque n
devient un nombre impair, l'expression (( i j) a une seule valeur réelle -t- i correspondante à /: = o ,
et l'expression (( — i)) une seule vaicur réelle — i correspondante à /.- =: " ~ ' . Par suite i équation
(i) admet deux racines réelles, ou n'en admet aucune, lorsque n est un nombre pair, et liiL même équation admet une seule racine réelle dans le cas contraire. De plus , on reconnaît immédiatement à l'inspection des foji'mules (6) qiie les racines imaginaires sont conjuguées deux à deux , ainsi qu'on devait s'y attendre.
Considérons maintenant l'équation trinôme
p , q désignant deux quantités constantes choisies à volonté. Ou en tirera
et uar suite
gi X q est positif, l'équation qui précèrle entrai-
iiera l'une des deux suivantes
en sorte que x" admettra deux valeurs réelles comprises dans ia formule
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Lorsque le nombre 21 se réduit à l'unité , fa formule (^) fournit immédiatement les deux racines réelles de l'équation trinôme du second degré
(10) .f' -h JJ.V -i- q = o.
Dans le cas contraire, en substituant la formsde dont il s'a^it à l'équation (7) , on n'a plus à résoudre que deux é(}uations binômes semblables à celks que nous avons traitées ci-dessus.
Supposons maintenant la quantité — rj négative. L'équation ( 8 ) entraînera l'une des deux suivantes
en sorte que j:" admettra deux valeurs imaginaires comprises dans la formule
Si le nombre n se réduit à l'unité, ces valeurs seront les racines imaginaires de lequation (10). Mais, si l'on suppose ?i> i , il restera encore à déduire des valeurs connues de w" les valeurs de .r. Désjonons parj3, dans cette hypothèse, le module de l'expression imaginaire qui sert de second membre à la formule (11). On aura évidemment
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Faisons en outie , pour plus de commodité
rc tans.
Lorsque jy sera négatif, les deux valeurs de .r" données par ia formule (11) deviendront
( I 4) a:" =f (^ COS. (^ ±- y/—i siii. (^) ,
et l'on en conclura
(15) .r=:_^-^[cos.|=h/-7sin.|]((l))\
Si au contraire^ est positif, on trouvera
(16) .r" ==— ^ (cos. (^d= /-^sin. ^),
et par suite
Dans le cas particulier où l'on a
? devient nul ; en sorte que les équations (i 5) et \}~J^ prennent la forme des équations (4) et (5).
Si l'on désigne, pour abréger, ^ par r, on tirera des équations (12) et (13), en supposant la ([uantité^ négative.
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jw = — 2 ;•" COS. (^, q = r^" , X- " -¥-px'' -H ^ z= .r^ " — Xl"^ X" COS. ^ -H r" ".
Dans la même hypothèse , la formule (15) donnera
X = ;• [ COS. -^ it |/— 1 sin. ] \ COS. '±iy — \ sin. \
= r (^cos. ^--^^— ± /-. s.n. — ;r— ; ' •
k représentant un nombre entier ; et l'on en conclura que le trinôme
^2« _ 2;.«^« COS. i^-H r'"
€st décomposabie en facteurs réels du second degré de la forme
X — irx COS. -: \r- r .
Si l'on suppose au contraire ia quantité p positive, le trinôme x'"-^px''-¥-q deviendra
x^" -^ T-r" x" COS. F^ r^" ,
et ses facteurs réels du second degré seront de la forme
X — 2 rx COS. -:: — ^ H r .
Dans l'une et l'autre hypothèse , on pourra construire géométriquement les facteurs réels du second degré par la méthode ci-dessus indiquée [voyez le §. I."], toutes les fois que l'on attribuera des valeurs réelles à la variable x. Si Ton prend la ^aleu^ TOM. 1. Z
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numérique de cette variabie pour base comiiiunc de tous les triangles qui correspondent aux difFérens facteurs, et que dans chaque triangle on fasse aboutir constamment à une même extrémité de cette base te côté conîui , représenté par r , on trouvera (pie les sommets des divers triangles coïncident avec les points de division d'une circonférence décrite A\\ ravon r en parties égales. II en résuite que , si l'on multiplie entre eux les carrés des ligues menées de la seconde ejctrémité de la base aux points dont il s'agit , le produit de ces carrés sera la valeur du trinôme
x-"-^px"-+-q — x'"±zr"x''cos.F-^r'".
Dans le cas particulier où F-= o , le produit des lignes elles-mêmes représente la valeur numérique du binôme
laquelle se confond avec la racine carrée positi\e du trinôme
x'" =fc 2 r"\r"H- r"".
Des deux propositions qu'on vient d'énoncer , ia première est le théorème de Moivre , et la seconde celui de Cotes.
§. 3/ Resolution algéhri(pie ou trigonomètrique den Équations du iroisihne et du quatrième degré.
Considérons l'équation générale du troisk n.o
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degré. On pourra toujours , en faisant disparaître le second terme de cette équation , la ramener à la forme
(i) x^ -le- px -\- q ^= o ^
p, q désignant deux quantités constantes. D'ailleurs, si l'on pose
u, V étant deux nouvelles variables, on en conclura
X^ :^ [u -\- vY =z U^ -k- V^ -\- -lUV . X ,
(2) X^ — l^UV.X — {u^ -\r-V^\ ^=: O.
Pour rendre l'équation (2) identique avec la proposée , il suffira d'assujettir les inconnues u et v aux deux conditions
(4) uv^-^.
La résolution de l'équation (i) se trouve ainsi réduite à la résolution simultanée des équations (3) et (4).
Cherchons d'abord les valeurs de u^ et de v^. Si l'on fait
on aura, en vertu des équations (3) et (4) ,
et par suite , en nommant z une nouvelle \ ar;ubie ,
II en résulte que ^, , z^ seront les deux racines de lequation
(6) z'-^gz-^
Ces deux racines étant connues , on déduira des formules (5) trois valeurs de u et trois valeurs de v , qui se correspondront deux à deux de manière à vérifier la formule (4). Soit U l'une quelconque des trois valeurs de m ^ et f^ la valeur correspondante de V , en sorte qu'on ait
Désignons en outre par et l'expression imaginaire
COS. h- V— I sin. :
les trois valeurs de l'expression ((i)) ' seront respectivement
et = I
ITT 'y . iTT I 3 - y
CL = COS. h y—\ sm. = V- - — - y — i ,
i 2 TT / . I T I 3 7 .
CL =:= COS. V — ' sin. — -W —\ ;
et les trois valeurs de u, évidemment comprises dans la formule générale ((^ï)) ' U , deviendront
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On trouvera pour ies valeurs correspondantes de v
ou , ce qui revient au même ,
Par conséquent , si l'on nomme ^^ , jr, , a:^ les trois racines de 1 équation ( i ) , on aura
(7) X, = clU-t-cl'V,
[ X^ — OiMJ -^ CL V.
H q^t essentiel d'observer que, U , clU , cC U étant
ies trois valeurs de z^=i((^,))' , et V , cC V , clV les valeurs correspondantes de i^ == ^— r» les
racines x„, .r, , jt^ , déterminées par les équations (7), seront respectivement égales aux trois valeurs de X données par la formule
(8) x = iz)y
Lorsque l'équation (6) a ses racines réelles, les formules (5) fournissent un système de valeurs réelles de u et de V qui se correspondent de manière à vérifier l'équation (4). Si l'on prend ces mêmes valeurs pour U et V , on reconnaîtra immédiatement que des trois racines :r<,, .r, , x^ la première es! iiécessai-
rcment réelle , et les deux autres réelles ou imaginaires, suivant que la quantité
est nulle ou positive, c'est-à-dire, suivant que l'équation (6) a ses racines égales ou inégales. Dans le premier cas, on (trouve
Lorsque les racines de l'équation (6) deviennent imaginaires , on peut les présenter sous ïa forme
Z, ==^(cos.G-t-j/— I sin.o) , Z^ =^{^cos.6 — ]/— i sln.B j ,
le module^ étant déterminé par l'équation *
Comme on a , dans cette hypothèse ,
((^.))^=/^ (-.} + /- si„.i)({.))T,
la formule (8) se trouve réduite à
_^T[(eos. |hY=:7 sin. 1) ((.))T+^cos.1_/I:T sin.-) -^^
De plus, en prenant pour ^l'expression imaginaire
j> i ( COS. H y — 1 sin. — j ,
on conclura des équations (7)
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COS
or.
COS
COS
TT
(lû)
Ces trois dernières vaieurs de x sont toutes réelles , et coïncident avec celles que fournit la formule (9). Dans les calculs précédens , l'équation (6) , dont ia solution entraine celle de lequation ( i ) , est ce qu'on appelle la réduite. Ses racines -3,, -s, équivalent nécessairement à certaines fonctions des racines cherchées x^, .r, , x,. Pour déterminer ces fonctions, il suffira d'ohserver que, U et V désignant des valeurs particulières de 11 et v, on aura, en vertu des formules (5) ,
^i — IV , ^^ — r .
On tire d'ailleurs des équations (y)
•\U =z Xo -h a X, -t- a' -«•, = or [x ^ -f- a x, -i- a* x^)
= a' (x, -h a x^, -H OC" X, ) , :; {'= Xo H- ax, H- a' x^ =: a (x, -f^ a x^ -I- a* Xo)
= ût^ (x, -i- a Xo -H cL^ X \
On trouvera donc par suite
■j z^ = (xo -H ax^ -i-a- x,)^ = (x^ -H « x, -+- a-- x, ) '
= (x, -i-ax„ H-a^ xj5, j z^ = (xo -+- a X, -H a' X J ' = (x, -;- cf x, -H a.' .i\ ) '
V = ix^-hccx^-k-ct' X^)l
II en résulte que z, , z^ sont resjDeetivcment égales [à un coefficient numérique près] aux deux seules valeurs distinctes que présente le cube de la fonction linéaire
a:„ -i- et J7, -+- ût* x^ ,
lorsque dans cette fonction on échange entre eîles les racines j:„ , .r, , ^^ de toutes les manières possibles. Le coefficient numérique est évidemment -^
ou le cube de la fraction 4:.
Considérons maintenant l'équation générale du quatrième degré. On pourra, eu faisant disparaître le second terme , la ramener à la forme
(12) a:^ -\- p iv'^ -^ q j: -+- r ^= o ,
p , q, r désignant des quantités constantes. Si l'on pose en outre
u, V, w étant trois nouvelles variables , on en conclura
JC'- -:i îl'- -^ V^ -^ W'^ -^ l[uv -\rXlW -^ V w) ,
et par suite
ou , ce qui revient au même ,
f x^ — z{ii'' -\-v'' -^w'')x'' — % UVW .X (13) )
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Pour rendre cette dernière équation identique avec la proposée, il suffira d'assujettir les inconnues w, V , w aux conditions
(i4)( s uv w =z — q ,
I i6 [u^v^ -{-u^w^ -^v^iv^) = p^ — ^r.
La résolution de l'équation f i 2) se trouve ainsi réduite à la résolution simultanée des équations (i 4)- Cherchons d'abord les valeurs de 4"% 4^% 4"^*- Si l'on fait
(15) iu' = z,, 4v' = z^, iw' = z^, on aura , en vertu des formules ( 1 4) »
-s.-t-^,-*-^, = — zp , z.z^-^-z.Zç^-z.z^ =p'—4r,
et par suite , en nommant z une nouvelle variable »
{z—z,) {z~z,) {z—z^) = z^-^^pz'-hip'—ii^z—q-.
Il en résulte que z, , z, , z^ seront les trois racines de l'équation
(16) z^ -\- zpz^ -^ [p' — 4^')-^ — 9'* = o >
et , puisque ces trois racines doivent vérifier la formule z, z^z^=: q^ , on peut assurer que l'une d'elles sera positive , les deux autres étant toutes deux àla-fois positives, ou négatives, ou imaginaires. Lorsqu'on aura déterminé ces mêmes racines , les deux
premières des équations (i^) fourniront pour chacune des variables u et v deux valeurs égales au signe près. Soient
les valeurs réelles ou imaginaires dont if s'agit; et ^f'^une quantité réelle ou une expression imaginaire déterminée par l'équation
^ UVfF=-q.
Si dans la seconde des formules (i4) on suppose
îl =^ ^ U , V =: -h- f^ ,
OU bien
on en tirera
w = -+- IV.
Si l'on y fait au contraire
îl z= ^ U , V = — V , ou bien
on trouvera
De cette manière on obtiendra pour les \ariabîes ^^, V, w quatre systèmes de valeurs propres* à vérifier les équations (i 4); et si l'on représente par .r., a\.
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jf^ , j-, les quatre valeurs correspondantes de l'in-
connue
on aura
a:^ =-U - V -^ IV, a:^ = U - V -IV, = -U -^ V - w.
II est aisé de reconnaîti-e que ces quatre valeurs de jc seront toutes réelles , si l'équation ( 1 6) a ses trois racines positives, et toutes imaginaires, si l'équation ( 1 6) a deux racines négatives inégales , tandis que deux valeurs seront réelles , et deux imaginaires , si l'équation ( 1 6) a deux racines négatives égales , ou deux racines imaginaires.
Par la méthode qu'on vient d'exposer , la résolution de l'équation ( i 2) se trouve ramenée à celle de l'équation (16). Cette dernière, qu'on nomme la réduite, a nécessairement pour racines certaines fonctions des racines de la proposée. Si l'on veut déterminer ces fonctions , c'est-à-dire , exprimer z,^ z^^ z^ par le moyen de o:^ , x,, jc^, ^^ , il suffira d'observer que , U , V , W étant des valeurs particulières de n, V, tu , on a, en vertu des formules (15),
z,=.4U\ z^ = 4V\ z^^4îV\
On tire d'ailleurs des équations (17)
On trouvera en conséquence
II en résulte que -3, , ^^ , ^3 sont abstraction faite
du coefficient numérique y = f -^ j respectivement
égales aux trois seules valeurs distinctes que présente le carré de la fonction linéaire
a:, — jr, -H .r^ — .r,
lorsque dans cette fonction on échange entre elles les racines .r„ , .r, , x^, x ^ de toutes les manières possibles. Cette même fonction linéaire , pouvant s'écrire ainsi qu'il suit ,
n'est évidemment qu'un cas particulier de la formule générale
lorsqu'on désigne par cl une des valeurs de l'exprès-
,ion((.r-.
CHAPITRE XI
Décomposition des Fractions rationnelles.
5. 1." Décomposition d'une Fraction rationnelle en deux autres Fractions de même espèce.
Prenons pour /'(.r) et F{x) deux fonctions entières de la variable x.
sera ce qu'on appelle une ff-ac f ion rationnelle. Si l'on désigne par ??i le degré de son dénominateur /^(.r) , l'équation
admettra tn racines réelles ou imaoinaîres , éîrales ou inégales ; et si , en les supposant d'abord toutes inégales , on les représente par
les facteurs linéaires du polynôme Fi^x) seront respectivement
Cela posé , faisons
(2) F(a:) = (x-ar„)cp(.r),
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et
Cp(.r„) n'étant pas nul, la constante A res'tera finie, et la clilîérence
s'évanouira pour x =: .v^. Par suite il en sera de même du polynôme
et ce polynôme sera divisible algébriquement par .r — x^\ en sorte qu'on aura
/(.r) -A<^ {x) = (.r - .r,) xi^jo) ,
(4) f{.i) =.A<^ (.r) -+- (.r - .rj ;^(.r) ,
^ (,^") désignant une nouvelle fonction entière de la variable x. Si l'on divise par F{x) les deux membres de cette dernière équation , en ayant égard à la formule (2), on en conclura
/GO A , x(x)
F[a:) X — Xo <p {x)
Donc , si Ton partage le polynôme F'[x) en deux facteurs dont f un soit linéaire , on pourra décomposer la fraction rationnelle r^\'^ : en deux autres
qui aient pour dénominateurs respectifs les deux facteurs dont il s'agit , et dont la plus simple ait un numérateur constant.
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Concevons maintenant qie l'on partage la fonction FÇr) en deux factems dont le premier, au lieu d'être linéaire , corresponde à plusieurs racines de l'équation /^(.r) = o. Prenons, par exemple, pour ce premier facteur le facteur du second degré
(.-r — .r„) (.1- — j:,) ; et posons en conséquence
(6) . Fia-) = (.r — jc^) [x — jc) y. C^ {a).
La fraction ,{ conservera une valeur finie, non-
seulement pour .r = j7„, mais encore pour x=^j.\ ; et, si l'on désigne par u un polynôme du premier degré qui', dans l'une et l'autre hypothèse , devienne
égal à \ , on trouvera [chapitre W , §. i .^' ] ,
Ç) (Xo) Xo— X, <P{J^J X,— Xo*
Le polynôme ti étant déterminé , comme on ^ ient de le dire , l'équation
ou
tl = o
comptera parmi ses racines .r„ et x, ; et par suiie le polynôme
sera divisible par le produit
{x — x,) (.r — .r, ). On aura donc
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f{a) - w Cp (.r) :r= (.r - .r„) {x - x.) ;^ (^•) ,
^ (.r) désignant une nouvelle fonction entière de la variable jc. Si l'on divise la dernière équation par F(.v), en ayant égard à la formule (6), on en conclura
/ \ f i^) _ ^ |_ XW
On prouverait de même qu'il suffit de poser
(i o) F{^) z= {x—x^) {x—x,) {x—x)<:^[x) , et
[^^_y>o) (x-r.) (.r-r J ^ /(.r,) (.r-^J (x-x J /(xj (x— xj (x— X,)
pour obtenir une équation de la forme
/GO _ " ^ XW
/ (x) (.r— xj (x— X,) (x— X J ?) (x)
&c Ainsi généralement, lorsque l'équation
F{.r)=:o n'a pas de racines égales, si l'on partage le polynôme Fi^u^ en deux facteurs dont le premier soit le produit de plusieurs facteurs linéaires , la fraction
rationnelle .-^ l, sera décomposable en deux autres
fractions de même espèce qui recevront pour dénominateurs respectifs les deux facteurs ci-dessus mentionnés , et dont la première aura un numérateur d'un degré moins élevé que son dénominateur.
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Je passe au cas oii Ton suppose que l'équation F(^.r)=:o a des racines égales. Soient, dans cette seconde hypothèse ,
les diverses racines de cette même équation, et désignons par m le nombre des racines égales à a, par ni le nombre des racines égales à b , par m' le nombre des racines é!7;aîes à c , <kc. ... La fonction /*'(.r) sera équivalente au produit
{x — a)"" [x — bf" [x — cf" ... ,
ou à ce produit mullipiié par un coefficient constant , et fou aura
Cela posé , faisons
et
Cp [a) n étant pas nul , la constante A restera finie , et la did'eieuce
^Vn-anouira pour x = a. On en conclura que le polynôme
TOM. 1. A a
est divisible par jc — a, et l'on aura par suite
^(.r) désignant une nouvelle fonction entière de ia variable œ. Enfin , si l'on divise par F{.r) les deux membres de l'équation (15) en ayant égard à la formule (13)» on trouvera
On démontrerait, en raisonnant de la même manière , qu'il suffit de poser
( 1 7) Fix) = {x-ay [a:-^bf <^ (.r) ,
et
pour obtenir une équation de la forme
/W _ " . xw
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5. 2.' Dpcomposillon d'une Fraction rationnelle , dont le dcnoniinalcur est le produit de plusieurs facteurs linéaires inégaux , en fractions simples qui aient pour dénominateurs respectijs ces mêmes facteurs linéaires, et des numérateurs constans.
Soit
la fraction rationnelle que l'on considère, 7n \e degré de la fonction F{,v) , et
ics racines de l'équation
sup])0sées inégales. On aura, en désignant pai' /: un coeilicient constant ,
(2) FU) = />: U—^'J) {.r—.r,) . . . (^-a^,,_,) ;
et , en vertu des principes établis dans le paragraphe
qui précède , i« fraction rationnelle „ ^ pourra
être décomposée en deux autixs , dont la première sera de la forme
A„ représentant une consiante , tandis que la se* conde aura pour dénominateur
Lkll
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Eii décomposiiiit cette secoiide fitiction ratiornîtile par la même niéthocfc , on ubtieiidra
une fraction qui aura pour dénominateur
En continuant ainsi, on fera disparaître successivement du ])olvnome
tous les facteurs linéaires qu'il renferme ; en sorte qu'on réduira déiinitivement ce polynôme à kv constante k. Donc , lorsque , par une suite de décompositions partielles semblables à celles que nous venons d'indiquer, on aura extrait de la friic-
tion ■{},. une suite de fractions simples de la
forme
le reste ne pourra être qu'une fraction rationnelle à dénominateur constant , c'est-à-dire , une fonction entière de la variable '.r. En désignant par R cette fonction entière , on trouvera
m =. fi ^- _diL_ ^ -A_ ^ _:l^
T."^ partit:, chap. xi. 373
iî reste iiiaintenaiit à savoir quelles sont îes valeur.'» des constantes
Ces valeurs se déduiraient sans difficulté de la méthode de décomposition indiquée dans le premier paragraphe. Mais on parvient plus directement à leur détermination à l'aide des considérations suivantes.
Si l'on multiplie par F{jo) les deux membres de l'équation (3) , on en tirera
Si dans les deux membres de cette dernière formule on fait
la sonmie
RF(,^^A^S^^A^S^^...-.A,^_,
qui est évidemment un polynôme en .v divisible par a: — x„, prendra la forme
Z désignant une fonction entière de :;; et l'on aura par suite
(5) /(.r.-H.) = .4.^'^^-iUrZ.
Supposons maintenant que la substitution de x^z au lieu de iv dans la fonction F (^x) donne généralement
(6) F{^^z) == F{x)-^zF,{a:)-i-z' F,(^)-H&c...
On en déduira
et l'équation (^) deviendra
Lorsqu'on fait dans cette dernière z=o , elle se réduit à
/(x.) = A^ F. (x.) ; et l'on en conclut
On trouverait par un calcul entièrement sembiabie
Les valeurs qu'on vient d'obtenir pour 4 A 4 A
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sont évidemment indépendantes du mode employé pour la décomposition de la fraction rationnelle
i~- ; d'où il résulte que cette fraction ne peut être
décomposée que d'une seule manière en fractions simples qui aient pour dénominateurs les facteurs linéaires du polynôme /^(■^) avec des numérateurs constans.
II est aisé de voir comment l'équation (7) et la formule (3) du paragraphe précédent s'accordent entre elles. En effet, F,[.i\) est ce que devient le polynôme
/•,(^.) + zF.(^„)-^&c... =li£"^=_£M_,
lorsqu'on y fait ;:; = o , ou .r = .r<, ; et par suite , si l'on Dose
on aura F, (j7„) = Cp (x^) ,
Pour montrer une application des formules cidessus établies , supposons (ju'il s'agisse de décomposer en fractions simples la fraction ratioaneile
n désignant un nombre entier inférieur ù 7n. On aura dans ce cas particulier
et , si {'on représente par h r.n nombre entier qui ne surpasse pas — , les diverses racines de 1 équation /^(j-) =r o, toutes inégales entre elles, seront com])rises dans la formule
COS
=b ■)/— I sin.
Soit a XwwQ de ces racines ; et cherchons le numéniteur A de ia fraction simple qui a pour dénominateur x — a. Ce numérateur sera
ia valeur de F, (ci) étant déterminée par l'équation
F [a) -h- zF, {a) -h &c
et par conséquent égale à wa""". On trouvera par suite
ma"~^ m
Comme on a d'aiileurs
/ ih-TT . — . ih-n \n+■l-■'^
I C05. — "l/~' sin.
COS
■j/— I sin.
oiî conclura de ce qui précède, en faisant, poi^r abréger ,
00 i?i^ = fl,
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fi^)
I COS. 2 0 -I- yZrr sin. 29 COS. 29 — y'HTsin.iÇ
r — ! ZTT . ZTT ZTT , . zrt
X — COS. ^,' — 1 sin. X — COS. — - -\-y — 1 siu. —
COS. 4? -f- y'_i «in. ^^
COS. l9 — V — 1 sin.
X— COS. — — v'_isin. — m m
X — COS. i-y — ' i*'"-
-4- écc
On trouverait, en raisonnant de la mémo manière,
COS. 9
COS. 9-+- 1/— ( •'^i^.9
X — COS. 1/ — 1 sin. —
COS. ;59 -H v/^ ?in. :;9
J:"— COS. ^ 1^ — isin.- — x— cos.^^ \-}/ iSin. —
:os. ^Ç — /- I sin. :;9
H est essentiel d'observer que la dernière des fractions simples comprises dans le second mrmbre de l'équation (i 2) ou (1 3) sera, pour des valeurs paires de m, s'il s'agit de l'équation (12), et pour des valeurs impaires de ?/i^ s'il s'agit de l'équation (12) ,
COS. m 9
Ainsi, j)ar exemple, on aura
' ^ <■ - I - \ .7 — 1 .rn-i y '
COS. — Hy— I sin. — cos. y — i sin. —
X— COS. i/_i Sin. — X— COS. — h y_i sm. —
6cc.
On peut remarquer encore que, si dans le second membre de l'équation (12) ou (13) on réunit par l'addition deux fractions simples correspondantes à deux facteurs linéaires conjugués du binôme ,r'"d=i , la somme sera une nouvelfe fiaction qui aura pour dénominateur un facteur réel du second degré , et pour numérateur une fonction réelle et linéaire de la variable j:. On trouvera, par exemple, en prenant n = o , m=:^ ,
2 j: COS. 1
(17)/ \^ ^ _.j;COS. --t- I /
^ ^( izi^ -H-^Y
Il est facile de généraliser cette remarque ainsi qu'il suit.
Supposons que, les fonctions entières f{^)f Fi^jc) étant réelles , on désigne par
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ot -f- o )/— i , et — Q y/— 1
deux racines imaginaires ccinjuguées de l'équation (i) ; et prenons pour A et B deux quantités réelles propres à vérifier la formuie
Fjjc) représentant toujours le coefïîcient de z dans le développement de F{_.v-\-z). On aura nécessairement
et , par suite , si l'on décompose la fraction rationnelle cf-^ ■, It^s deux fractions simples correspondantes aux facteurs linéaires conjugués
JC — CL — C]/— 1 , JC — Ct-t-C|/— I
seront respectivement
vc y tj
J' — et — t y — 1 X — a. -f- la Y — 1
En ajoutant ces deux fractions , on obtiendra la suivante '
(x — cLy -H e'^
Cette dernière , qui a pour numérateur une fonc-t tion réelle et linéaire de la variable .r , et pour dénominateur un facteur réel du second degré du polynouie F' .r) , ne difTère pas de la fraction
(x — Xo) {x — X j )
que renferme ia formule (9) du premier paragraphe, dans le cas où l'on suppose
.r„ = cc-+-
Qy/—i, ir,=:cL — G]/— I.
5. 0/ Dr'compo.nlwn d'tuie Fvaciion rationnelle dontuie en d'autres plus simples qui aient pour dénomiîiafeurs respectifs les facteurs linéaires du dénominateur de la première , ou des puissances de ces niême^ facteurs , et pour numérateurs des constantes.
Soient
■LZlfL
la fraction rationnelle que l'on considère , m le degré du poiynome F{.v), et
ies diverses racines de l'équation
On aura, en désignant par k un coefficient constant, et par m , m" , vî" , &c.... plusieurs nombres entiers dont la somme sera égale à m ,
(2) F{jc) = k[x—aY' [x—bf" (.r— c)""" ...
Cela posé , si l'on fait usage de la méthode exposée dans le premier paragraphe , l'on décomposera la
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fraction rationnelle "^ ' - ta deux iiuties duiit la. première sera de ia foraie
tandis que îa seconde aura pour dénoniinateur
En décomDOsant cette seconde fraction ra-iionnelie ])ar ia ménie méthode, on obtiendra., i .° unenou-s veile fraction simple
dans laquelle^, représentera une constante, 2. "une fraction qui aura pour dénominateur
k {.x—aY'-' {.v—bf" [x—cy " ....
En continuant ainsi, on fera disparaître successivement du polynôme F [ .r^ les diiferens facteurs linéaires dont se compose la puissance (jt — a)"'' ;
et , lorsqu'on aura extrait de v.'- i une suite de
fractions simples dé la forme
(.r-o)"" ' (x-rt)'"'-' ' [^x—u,
ie reste sera une nouvelle fraction rationnelle dont le dénominateur se trouvera réduit à
k{x — by"" u — cY'" . ..
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Si de ce reste on extrait une seconde suite de fractions simpies de ia formé
on obtiendra un second reste dont le dénominateur sera ^
Enfin , si l'on prolonge ces opérations jusqu'à ce que le polynôme F(.r) se trouve réduit à la constante k, le dernier de tous ies restes sera une fraction rationnelle à dénominateur constant, c'est-à-dire, une fonction entière de la variable .r. Appelons R cette fonction entière. On aura définitivement pour la
valeur de r^fi décomposée en fractions simpies
F {.r) (x — af" (x — «)"
C , C, , .... C„,0_, ; 6cc. . . .
désignant des constantes que Ton peut facilement déduire des principes exposés dans le premier paragraphe , ou caicuier directement à l'aide des considérations suivantes.
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Faisons , pour plus de commodité ,
(x—cj -+- &C
{X-Cj""" '
Q sera une nouvelle fonction entière de la variable X , ei l'équation (3) deviendra
t (j-j {x — (if'' {x — a)'"'"' X — a
ix — 6)'''" {x — c/'" ....
Si l'on multiplie les deux membres de cette dernièiv par
F{x) = k{x~df (x — hY" [x — cf'"
on en conclura
I ^kQ{x-aY'',
et par suite , en faisant
X ^i=i a -+- z , on trouvera
X (îésignaijt la valeur du polynôme k Q exprimée en fonction de z. Supposons maintenant que ia substitution de .v-{-z, au Heu de .r, dans les fonctions
/'(.r) et F[^r) donne généralement
ifix^z) — /{.:(•) -i- z f\ (.r) H- ^ \/, (j;) -t- &c . . . F[x-^-z) = F{.i)-^z F^ {.r)-^z^ F, (.r)H- -^z""F^,,{^-)~^z""-'F,^,^^{u-)-^kc.
On aura, en prenant j^=a-¥-Zj et observant que le développement de la fonction
doit être divisible par {j: — a)"'' ^^z"" ,
(9) F(«) = o, F,(«) = o, ... F„_,(«) = o. Cela posé, la formule (6) se trouvera réduite à
et l'on en tirera , en éj>alant dans les deux membres les coefficiens des puissances semblables de z ,
Oiî trouvera par un ciilc;.;! entièrement semblable
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f f{h) = BF^.{b),Ub)=Bj„.{b)+BF„.,^,{b),fJl):=^c...
■ ■ ,'\ Ces diverses équations suffiront pour fixer complètement les valeurs des constantes A , A, , A^-, . . .
B, B,, B,, ... C, C,, C,, ... &c Elles
donneront , pai' exemple ,
Les constantes ainsi déterminées étant évidemment indépendantes du mode employé pour la décomposition de la fraction rationnelle -4—- , il en résulte
que cette fraction est décomposable d'une manière seulement en fractions simples de la forme de celles que renferme le second membre de l'équation (3),
Il est aisé de voir que la première des équations (13) s'accorde avec la formule (i4) du premier paragraphe. En effet, la quantité F^,{a) est ce, que devient le polynôme
Fm' («) -^- zFm'^X^) -»- ^^Fm'^.{a) -^ &c...
lorsqu'on y fait 5 = 0 ou x=a; et par suite, si l'on pose
TOM. I. Bb
(i4) F\jc) = {x-aY'<^{a:),
on aura F^,[a) = Cp {a) ,
TT
Dans ie cas où, les fonctions y^(^) et FÇv) étant réelles l'une et l'autre , l'équation F(x)z=.o admet m racines égales à ol-hC|/— i , la même équation admet encore m racines égales conjuguées aux premières , et par conséquent représentées par
et — Ç> }/^.
Dans cette hypothèse , si , après la décomposition de la fraction rationnelle
on réunit deux à deux les fractions simples qui ont pour dénominateurs
(.r— ût— (^/=T)'"' et (x—cL-^C/~iy" ,
&c. . . . , enfin
X — cc — C|/-« et 07— ctH-b|/^,
les différentes sommes obtenues seront des fractions réelles et rationnelles qui auront pour déno^ minateurs respectifs
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et dont le système pourra être remplacé par une suite d'autres fractions qui, avec les mêmes dénominateurs, auraient pour numérateurs des fonctions réelles et linéaires de la variable x. Au reste , il est facile de calculer directement cette nouvelle suite de fractions, en commençant par celles qui correspondent aux plus hautes puissances de {x — cty -^Ç>\ Cherchons , par exemple , celle qui a pour dénominateur
D'après les principes établis dans le premier paragraphe , elle sera
pourvu que l'on fasse
(17) Ur= ^\ - ,
et
Considérations générales sur les Séries récurrentes
Une série
(i) rt„, a,x, a^x% «„-^^ &c. ...,
ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable .v, est appelée récurrente, lorsque dans cette série , considérée à partir d'un terme donné, le coefficient d'une puissance quelconque de la variable s'exprime en fonction linéaire des coefficiens des puissances inierieures pris en nombre fixe ; en sorte qu'il suffise de recourir aux valeurs de ces derniers coefficiens pour en déduire celui que l'on cherche. Ainsi, par exemple, la série
(2) I, 2J7, 3.^"', (ll-^iyv", ^C...
est récurrente , attendu que , si l'on fait
on aura constamment pour des valeurs de n supérieures à f uni té
En général , la série ( i ) sera récurrente , si , pour toutes les valeurs de n supérieures à une certaine limite , les coefficiens
û?- , , Cl,
de plusieurs puissances consécutives de x se trouvent liés entre eux par une équation du premier degré. Soit
(4) ka„_„'^r-la„_„^. H- ... -H/a„_, -^qa^ — o
i équation dont ii s'agit, k, l, . . . p , q désignant des constantes déterminées. La suite de ces constantes formera ce qu'on appelle \ échelle de relation de la série , échelle dont les constantes elles-mêmes seront les diiïerens termes.
Dans la série (i), supposée récurrente, la variable ûc et les coeïïiciens a^^ «, , «^, .... a„ peuvent être ou des quantités réelles, ou des expressions imaginaires. Cela posé , représentons par f„ le module de l'expression «„ , et par conséquent la valeur numérique de cette expression , lorsqu'elle est réelle. On conclura immédiatement des principes établis dans les VI.* et IX. " chapitres que la série (i) sera tantôt convergente , tantôt divergente , suivant que le module ou la valeur numérique de .r sera inférieur ou supérieur à la plus petite des limites vers lesquelles converge, tandis que n croît indéliniment,
l'expression [f„ ) " .
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5- 2/ Développement des Fractions rationnelles en Séries récurrentes.
Toutes les fois qu'une fraction rationnelle peut se développer en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable, cette série est en même temps récurrente, ainsi qu'on va le faire voir.
Considérons d'abord la fraction rationnelle
dans laquelle a, A désignent deux constantes réelfes ou imaginaires , et m un nombre entier. Elle pourra se mettre sous la forme
et sera développable , aussi bien que l'expression
en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x , si
la valeur numérique du rapport — supposé réel ,
ou le module du même rapport supposé imaginaire, est une quantité comprise entre les limites o et i . Cette condition sera remplie, si le module de la variable x , module qui se réduit à la valeur numérique de la même variable quand celle-ci devient imaginaire , est inférieur au module de la constante
a ; et ion aura , dans cette hypothèse ,
i.z.^...{in — 1) i.2.3..,(m— 1) a i.2,y..(m—i) o*
On trouvera par suite
et , si l'on fait pour abréger
( {~ir^^^ = a^, &c
on obtiendra l'équation
Concevons maintenant que i'on multiplie îes deux membres de l'équation précédente par (a—.v)'" : on en tirera
:=,o'"(ao -1- a, X -l-fi^ x* -h-.. .H-Om J^'" -»-«m+i ^'"*' H- &c. , .)
— — a'"-'(flo:t-j-d,Jr*-t-...-H«„_,j;"'-f- «„ x""* ' -h &c. . . )
i;(ff, x'"-^ rt, ^'"*'-+-&c...),
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OU , ce qui revient au même ,
a"'a^ a'"-' a, ■+■ — oT^ a^\x^ -\-
Cette dernière formule devant subsister toutes les fois que le module de la variable x est inférieur au module de ia constante a, par conséquent, toutes les fois que Ton attiibue à x une valeur réelle peu différente de zéro , on en conclura, par des raisonnemens semblables à ceux que nous avons employés pour démontrer le ô.*" théorème du VI.^ chapitre
f «"a^ ' a'"— a. -\ ^ ^ a""-* fl,, = o , &c.... ,
et généralement
il est essentiel de remarquer que lequution (c)) a iieu seulement pour des valeurs entières de w égales ou supérieures à m , et qu'elle doit être remplacée, lorsqu'on suppose n < m, par l'une des formules (8).
De plus, comme I équation (9), étant linéaire par
rapport aux constantes
donnera pour la première de ces constantes une fonction linéaire de toutes les autres , il en résulte que dans la série
(10) rt„^ a,.z-, a^a:\ ... a^jc" , &c. . . .
considérée à partir du terme a^x"" , le coefficient d'une puissance quelconque de x s'exprimera en fonction linéaire des coefficiens des puissances inférieures pris consécutivement et en nombre égal à m.^ Cette série sera donc l'une de celles que nous avons nommées récurrentes.
Parmi les diverses formules particulières qu'on peut déduire de l'équation (3), il est bon de remarquer celles qui correspondent aux deux suppositions, mz=:i, 711=2. On trouve dans la première hypothèse
et dans la seconde
(12) z -= —-^ 2-yX -h2 —rX -+- 4.-^x'-i-6iC.
Les deux formules précédentes, dont la première détermine la somme d'une progression géométrique, subsistent, ainsi que l'équation (3), toutes les fois que le module de x est inférieur au module de a. Lorsque dans l'équation ( 1 2) on fait en même temps
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on obtient la suivante
qui a pour second membre la somme dç la série (2) [§. I-"], et suppose ie module de x inférieur à l'unité.
Considérons maintenant une fraction rationnelle quelconque
f{^) , -^(•^) étant deux fonctions entières de la variable .r. Représentons par a, b, c, ... les diverses racines de l'équation
par vi' le nombre des racines égales à a , par m" le nombre des racines égales à b , par ?ji' le nombre des racines égales à c^ &;c. . . . , et par k le coefficient de la plus haute puissance de a: dans le polynôme F (a:) ; en sorte qu'on ait
( 1 6) F{.r) rrr k (.r-«)'"' Çv-b)""' (.r-c)'" '"....
La méthode exposée dans le chapitre précédent fouinira, pour la décomposition de la fraction rationnelle
• frl^ en fractions simples , une équation de la forme
C 6". Cn
{x—cY"' ^ (ar-c)"""-' ••• x-c
H- 6iC ,
A , A,, ... B, B,^ ... C, C, , . .. &c. . . désignant des constantes déterminées , et R une fonction entière de X qui sevanouira lorsque le degré du polynôme y(^) sera inférieur à celui du polynôme F{.r). Cela posé , concevons que le module de la variable .r soit inférieur aux modules des diverses racines a,
b , c , , et par conséquent au plus petit de ces
modules. On pourra développer chacune des fractions simples que renferme le second membre de l'équation (ly) en luie série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de la variable .r; puis , en ajoutant les développemens ainsi formés au polynôme R, on obtiendra une nouvelle série convergente toujours ordonnée suivant les puissances ascendantes de jc , et dont la somme sera équivalente à la fraction rationnelle ' .-'^, . Soit
(18) «„, a,x, a^x'^ y ... a,jX* , &c. ... la nouvelle série dont il est ici question. La formule
( ' 9) TC^ = «o -^ ^r -^ -+- «. .'^' -+- &C
subsistera toutes les foi» que cette nouvelle série
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sera convergente , c'est-à-dire , toutes les fois que le module de la variable x sera inférieur au plus petit des nombres qui servent de modules aux racines de f équation (i 5). J'ajoute que la série (18) sera toujours une série récurrente. C'est ce que l'on prouvera aisément ainsi qu'il suit.
Désignons par m la somme des nombres entiers vî , m" , m" , . . . , ou , ce qui revient au même , le degré du polynôme Fijc) , et faisons en conséquence
(20) F{x) = k x'"-^- Ix'"-' -H -^-px -+- q ,
k, l, p , q représentant des constantes réelles
ou imaginaires. L'équation (19) deviendra
(2O -7-ïs , J_, = ao-^fl,x-^c^,.r'-^-&c.,
Après l'avoir mise sous la forme
{q-\-j>x-^ -4- /x"""' -\-kx")y. (a„-hn,xH-a^x* H-&c...),
on en tirera , en développant le second membre comme on l'a fait pour l'équation (6) ,
/ (j) z= ça, -h (ya, H-;,aJr -1- &c
-h Sec
Cette dernière formule devant subsister tant que le module de la variable x est inférieur aux modules des constantes a, h , c, ... , on démontrera, par des raisonnemens semblables à ceux dont nous avons fait usage pour établir le 6.* théorème du VI. ^ chapitre [§.4]' ^l^G les coefficiens des puissances semblables de Jc dans les deux membres sont nécessairement égaux entre eux. Il en résulte i ." que les coefficiens des diverses puissances de x dans les différens termes du polynôme y"(.r) sont respectivement égaux aux coefficiens des mêmes puissances dans la série dont la somme constitue le second membre de l'équation (23), 2.° que dans cette série les coefficiens des puissances dont l'exposant surpasse le degré du polynôme /'(.^•) se réduisent à zéro. D'ailleurs, si l'on considère un terme de la série dans lequel l'exposant 7i de la variable x surpasse le degré du polynôme /"(x) , et soit en même temps égal ou supérieur à m , ce terme sera de la forme
Donc , toutes les fois que la valeur Ae n, étant supérieure au degré du polynôme /(-r) , sera de plus égale ou supérieure au degré m du polynôme F(.r), les coefficiens
se trouveront assujettis à l'équation linéaire (24) qa„-^pa„.,^.., -h la„_„^, -^ka„_„, = o ;
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et par suite, pour une semblable valeur de 7i , le coefficient a„ de la puissance x"* s'exprimera en fonction linéaire de ceux des puissances inférieures prises consécutivement au nombre de m. La série ( I 8) sera donc l'une de celles que l'on nomme récurrentes. Son échelie de relation se composera des constantes
respectivement égales aux coefficiens des diverses puissances de œ dans le polynôme F(x).
Parmi les séries qui représentent les développemens des fractions renfermées dans le second membre de la formule (17), et qui sont toutes convergentes dans ie cas où le module de la variable a: reste inférieur aux modules des diverses racines de l'équation (15), l'une au moins deviendrait divergente, si le module de la variable venait à surpasser celui de quelque racine. Par suite la série (18), toujours convergente dans le premier cas, sera divergente dans le second. D'autre part, si l'on fait croître indéfiniment le nombre entier n , et si fou désigne par^^ le module du coefficient a^ dans la série (i 8), cette série sera convergente ou divergente [voyez ie §. I .^"^ ] suivant que le module de x sera inférieur
ou supérieur à la plus petite des limites de (y5„) " . Comme les deux règles de convergence que nous venons d'énoncer doivent nécessairement s'accorder entre elles, on peut condiu-e que le plus pcl il des modales qui correspondent aujc racines de l'cqua-
tion (i j) est précisément égal a la plus petite des
limites de V expression (/,,) " •
Lorsque les deux fonctions jr( a:) , Fi^x^ sont réelles , le coefficient a^ l'est aussi , et son module j>^ ne diffère pas de sa valeur numérique. Si dans la même hypothèse l'équation F{x^ = o n'a que des racines réelles , la racine qui aura la plus petite valeur numérique sera , d'après ce qu'on vient de dire , égale ( au signe près ) à la plus petite des
limites de ( p„) " . Enfm si le rapport —^ — con-
verge vers une limite fixe , on pourra la substituer
[chap. n, §. 3 , 2.^ théorème] à la limite cherchée
de l'expression (^) " . Cette remarque conduit à la règle qu'a donnée Daniel Bernoulli pour déterminer numériquement la plus petite ( abstraction faite du signe ) de toutes les quantités qui représentent les racines supposées réelles d'une équation algébrique.
^. 3.' Sommation des Séries récurrentes, et fixation de leurs Termes généraux.
Lorsqu'une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de la variable x est à -la -fois convergente et récurrente, elle a toujours pour somme une fraction rationnelfe. En effet, soit
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une semblable série ; et supposons que , pour des valeurs de n supérieures à une certaine limite , le coefficient «„ de ia puissance x" soit déterminé , en fonction linéaire des coefficiens des puissances inférieures pris en nombre égal à n, par une équation de la forme
(2) ka,^_^-+- la„_„^^-+. . . . 4-/>«„_,-t- qa„ =: o , en sorte que les constantes
forment l'échelle de relation de la série. Si fon multiplie la somme de cette série , savoir ,
par le polynôme
kx"^ -\- lx^~* -f. , . , -^ px -^ q ,
le produit obtenu sera la somme d'une nouvelle série dans laquelle le coefficient de jr% calculé comme dans le chapitre VI [ §. 4 , ^ .^ théorème ] , s'évanouira pour des valeurs de n supérieures à la limite assignée. Eu d'autres termes, le produit dont il est question sera un nouveau polynôme d'un degré marqué par cette limite. Si l'on désigne ce nouveau polynôme par/(.r), on aura
et par suite
(4) «oH-«,^-t-a,^^^&.c...= ——4ifL .
TOM. 1. j,ç
iO^ COURS d'analyse, Ï/* part. Ciï. XII. Donc toute série , qui , ordonnée suivant les puis*sances ascendantes et entières de la variable jc , est à-k-fois convergente et récurrente , a pour sotnme une fraction rationnelle , dont le dénominateur est un polynôme dans lequel ies puissances successives de jv ont pour coefficiens les dififérens termes de l'échelle de relation de la série.
Lorsque pour faire connaître une série récurrente on donne seuiement ses premiers termes , et IccheHe de relation qui sert à déduire des premiers termes tous ceux qui les suivent , on détermine sans peine , ïi. i aide de la méthode que nous venons d'indiquer , la fraction rationnelle qui représente la s-omme de la série dans le cas où elle demeure converg^ente. Cette fraction rationnelle étant calculée , on pourra lui substituer une somme de fractions simples augmentée, s'il y a lieu, d'une fonction entière de la variable x ; et , si Ton cherche ensuite les sé4'ies récurrentes qui , pour des valeurs de .r convenableftient choisies , expriment les développemens des fractions simples dont il s'agit , on obtiendra , en ajoutant les termes généraux de ces mêmes séries, le terme géaéral de la- série proposée.
«rv#v#^*> .r-r ^>^,r*
■BHB^HKa
NOTES
Sur la Théorie des Quantités positives et négatives.
V_yN a beaucoup disputé sur la nature des quantités positives ou négatives , et i'on a donné à ce sujet diverses théories. Celle que nous avons adoptée [ voyez les Préliminaires , pages 2 et 3 j nous paraît la plus propre à éciaircir toutes les difficultés. Nous allons d'abord la rappeler en peu de mots. Nous montrerons ensuite comment i'on en déduit la règle des signes.
De même qu'on voit l'idée de nombre naître de la mesure des grandeurs , de même on acquiert l'idée de quantité (positive ou négative) lorsque l'on considère chaque grandeur d'une espèce donnée comme devant servir à l'accroissement ou à la diminution d'une autre grandeur fixe de même espèce. Pour indiquer cette destination, on représente les grandeurs qui doivent servir d'accroissemens par des nombres précédés du signe -h , et les grandeurs qui doivent servir de diminutions par des nombres précédés du signe — . Cela posé , les signes -tou — placés devant les nombres peuvent être comparés , suivant la remarque qui en a été faite *, à des adjectifs placés auprès de leurs substantifs. On désigne les nombres
' Transactions philosophiques , année iSo6.
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précédés du signe -+- sous le nom de quantités positives, et les nombres précédés du signe — sous le nom de quantités jiégatives. Enfin l'on est convenu de ranger les nombres absolus qui ne sont précédés d'aucun signe dans ia cîasse des quantités positives ; et c'est pour cette raison qu'on se dispense quelquefois d écrire le signe -+devant les nombres qui doivent représenter des quantités de cette espèce.
En arithmétique , on opère toujours sur des nombres dont la valeur particulière est connue, et qui sont par conséquent donnés en chiffres ; tandis que dans l'algèbre , oîi l'on considère les propriétés générales des nombres , on représente ordinairement ces mêmes nombres par des lettres. Une quantité se trouve alors exprimée par une lettre précédée du signe -+- ou — . Au reste , rien n'empêche de représenter les quantités par de simples lettres aussi bien que les nombres. Cest un artifice qui augmente les ressources de l'analyse ; mais lorsqu'on veut en faire usage , il est nécessaire d'avoir égard aux conventions suivantes.
Comme , dans le cas où la lettre A représente ua nombre, on peut, d'après ce qui a été dit ci -dessus, désigner la quantité positive dont la valeur numérique est égale à A , soit par -+- A, soit par A seulement , tandis que — A désigne la quantité opposée , c'est-à-dire, la quantité négative dont A est la valeur numérique : ainsi, dans le cas oii la lettre a représente une quantité , l'on resjarde comme synonymes les deux expressions a et ~{~a, et l'on désigne par — a la quantité opposée.
D'après ces conventions, si l'on représente par A soit uji nombre, soit une quantité quelconque, et que l'on fasse
on aura
-Si dans les quatre dernières équations l'on remet pour a et b leurs valeurs entre parenthèses , on obtiendra les foiTTiuIes
Dans chacune de ces forn)ules le signe du second membre est ce qu'on appelle \e produit àe& deux signes du premier. Multiplier deux signes l'un par l'autre, c'est former leur produit. L'inspection seule des équations ( i ) suffit pour établir la règle des signes , compiise dans lé théorème que je vais énoncer.
1." Théorème. Le produit de deux signes semblables est toujours -+- , et le produit de deux signes opposés est toujours — .
\\ suit encore des mêmes équations que le produit de deux signes , lorsque l'un des deux est -j- , leste égal à l'autre. Si donc l'on a plusieurs signes à multiplier ent)e eux, on pourra faire abstraction de tous les signes -\-. De cette remarque on déduit facilement les propositions suivantes.
2.* Théorème. Si l'on multiplie plusieurs signes les uns par les autres dans un ordre quelconque , le produit sera toujours -{^ , lorsque les sig}7es — seront en nombre pair , et le produit sera — , da//s le rat contraire.
3.^ Théorème. Le produit de tant de signes que l'on voudra reste le même , dans quelque ordre qu'on les îuultipéie.
Une conséquence immédiate des définitions qui précèdent , c'est que la multiplication des signes n'a aucun rapport avec la multiplication des nombres. Mais on n'en sera point étonné , si l'on observe que la notion du produit de deaix signes se présente dès les premiers pas que l'on fait en analyse , puisque dans l'addition ou la soustraction d'un monôme on multiplie réellement le signe de ce monôme par le signe h- ou — .
En partant des principes que nous venons d'établir , on lèvera facilement toutes les difficultés que peut offrir l'emploi des signes -+■ et — dans les opérations de l'algèbre et de la trigonométrie. Seulement il faudra distinguer avec soin les opérations relatives aux nombres de celles qui se rapportent aux quantités positives ou négatives. On devra sur-tout s'attacher à fixer d'une manière précise le but des unes et des autres , à définir leurs résultats, et à en montrer les propriétés principales. Cest ce que nous allons essayer de faire en peu de mots , pour les diverses opérations que l'on a coutume d'exécuter.
ADDITION ET SOUSTRACTION
Sommes et différences des nombres. Ajouter au nombre A le nombre B, ou, en d'autres termes, faire subir au nombre A l'accroissement -+- B , c'est ce qu'on appelle faire une addition arithmétique. Le résultat de cette opération s'appelle somme. On l'indique en plaçant à la suite du nombre A son accroissement -\- B , ainsi qu'il suit :
On ne démontre pas, mais on admet comme évident, que la somme de plusieurs nombres reste la même dans
quelque ordre qu'on les ajoute. C'est un axiome fondamental sur lequel reposent l'arithmétique , l'algèbre , et toutes les sciences de calcul.
La soustraction ainthmétiquc est l'inverse de l'addition. Elle consiste à retrancher d'un premier nombre A un second nombre B, c'est-à-dire , à chercher un troisième nombre C qui , ajouté au second , reproduise le premier. C'est-Ià aussi ee qu'on appelle faire subir au nombre A la diminution — B. Le résultat de cette opération se nomme différence. On l'indique en plaçant à la suite du nombre A la diminution — B , ainsi qu'il suit ,
Quelquefois on désigne la différence A — B sous le nom âî excès , ou de reste , ou de rapport arithmétique entre les deux nombres A et B.
SOMIMES ET DIFFÉRENCES DES QUANTITÉS. NouS aVOnS expliqué dans les préliminaires ce que c'est qu'ajouter deux quantités entre elles. En ajoutant plusieurs quantités les mies aux autres , on obtient ce qu'on appelle leur somme. Il est facile de démontrer , en s'appuyant sur l'axiome relatif à l'addition des Hombres , la proposition suivante.
4.*^ Théorème. La somme de plusieurs quantités reste la même, dans quelque ordre qu'on les ajoute.
On indique la somme unique de plusieurs quantités par la simple juxta-position des lettres qui représentent soit leurs valeurs numériques, soit les quantités riies-mémes, chaque lettre étant précédée du signe qu'elle doit avoir pour rester ou devenir propre à exprimer la quantité correspondante. Les différentes lettres peuvent d'ailleurs être disposées dans un ordre quelconque ; et il est permis de supprime^
ie signe -4- devant la première lettre. Considérons, par exemple, les quantités
Leur somme pourra être représentée par l'expression
Dans une semblable expression , chacune des quantités
est ce qu'on appelle un monôme. L'expression elle-même est un polynôme dont les monômes en question sont les difTérens termes.
Lorsqu'un polynôme renferme seulement deux , trois , quatre .... termes, il prend le nom de binôme , trinôme, quadrinome ,
On prouve aisément que deux polynômes dont tous les termes sont égaux et de signes contraires , représentent deux quantités opposées.
La différence entre une première quantité et une seconde , c'est une troisi^me quantité qui , ajoutée à Ja seconde, reproduit la première. En partant de cette définition, on démontre que , pour soustraire d'une première quajitilé a U7ie seco?ide quantité b, il suffit d'ajouter . à la première la quantité opposée à b, c'est-à-dire , — *. On en conclut que la différence des deux quantités a et 6 doit être représentée par
Nota. La soustraction étant l'inverse de l'addition peut toujours s'indiquer de deux manières. Ainsi, par exemple, pour exprimer que la quantité c est la diflérence des deux quantités a eX. b , on peut écrire indifféremment
a — b =: c ou a = è -4- c.
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HULTIPLICATION ET DIVISION.
Produits et qlotiens des nombres. Multiplier îe nombre A par le nombre B , c'est opérer sur le nombre A précisément comme on opère sur l'unité pour obtenir B. Le résuitat de cette opération est ce qu'on appelle îe •produit de A par B. Pour bien comprendre la définition précédente de la multiplication , il faut distinguer différens cas suivant l'espèce du nombre B. Or ce nombre peut être tantôt rationnel, c'est-à-dire, entier ou fractionnaire, tantôt irrationnel, c'est-a-dire , non rationnel.
Lorsque B est un nombre entier , il suffit , pour obtenir B , d'ajouter l'unité plusieurs fois de suite à ellemême. Il faudra donc alors , pour former le produit de A par B , ajouter le nombre A à lui-même un pareil nombre de fois , c'est-à-dire , faire la somme d'autant de nombres égaux à A qu'il y a d'unités dans B.
Lorsque B est une fraction qui a pour numérateur m , et pour dénominateur // , l'opération , par laquelle on parvient au nombre B , consiste à partager l'unité en n parties égales , et à répéter vi fois le résultat trouvé. On obtiendra donc alors le produit de A par B , en partageant le nombre A en n parties égales, et répétant l'une de ces parties m fois.
Lorsque B est un nombie irrationnel, on peut en ob^ tenir en nombres rationnels des valeurs de plus en phis approchées. On fait voir aisément que dans la mém.e Iivpothèse le produit de A par les nombres rationnels dont il s'agit s'approche de plus en plus d'une certaine limite. Cette limite sera le produit de ^ par B. Si l'on suppose, par exemple, B:=zo, on trouvera une limite nulle, et l'on en conclura que le produit d'un nombre quelconque par zéro s'évanouit. ^
Dans ia multiplication de A par B, le nombre A s'appelle midliplicande , et le nombre B mulliplicaleUr. Ces deux nombres sont aussi désignés conjointement sous le nom Ae facteurs du produit.
Pour indiquer le produit de A par B , on emploie indifféremment l'une des trois notations suivantes :
B^A, B.A. BA
Le prediiit de plusieurs nombres reste le même dans quelque ordre qu'on les multiplie. Cette proposition , lorsqu'il s'agit de deux ou trois facteurs entiers seulement, se déduit de l'axiome relatif à l'addition des nombres. On peut ensuite la démontrer successivement , i .° pour deux ou trois facteurs rationnels; 2.° pour deux ou trois facteurs irrationnels ; 3.° enfin pour un nombre quelconque de facteurs rationnels ou irrationnels.
Diviser le nombre A par le nom?kre B , c'est chercher im troisième nombre dont le produit par B soit égal à A . L'opération par laquelle on y parvient s'appelle division, et le résultat de cette opération quotient. De plus , le nombre A prend le nom de dividende , et le nombre B celui de diviseur.
Pour indiquer le quotient de A par B , on emploie à volonté l'une des deux notations suivantes
Quelquefois on désigne le quotient A : B sous le nom de rapport ou raison géométrique des deux nombres A et B.
L'égalité de deux rapports géométriques A .B, C '.D , ou , en d'autres termes , l'équation
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«st ce qu'on appelle une proportion géométrique. Ordinairement au iieu du signe = on emploie le suivant : : qui a la même valeur , et l'on écrit
Nota. Lorsque B est un nombre entier , diviser A par B, c'est, d'après la définition, chercher un nombre qui répété B fois reproduise A. Cest donc partager le nombre A en autant de parties égales, qu'il y a d'unités dans B. On conclut facilement de cette remarque que , si m et n désignent deux nombres entiers, la îi.'"" partie de l'unité devra être représentée par
cl la fraction, qui a^our numérateur m, et pour dénominateur îi, par
Telle est , en effet , la notation par laquelle on doit naturellement désigner la fraction dont il s'agit. Mais , comme on prouve aisément que le produit m x — est équivalent
au quotient de m par «, cest-à-dirc, à — , il en résulte
que la même fiaction peut être représentée plus simplement par la notation
Produits et quotiens des quantités. Le produit d'une première quantité par une seconde , est une troisième quantité qui a pour valeur numéri({ue le produit des valeurs numériques des deux autres, et pour signe le produit de leurs signes. Multiplier deux quantités l'une par J autre, c'est former leur produit. L'une des deux quantiît^s
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s'appelle midliplicateur , l'autre multiplicande , et toutes les deux conjointement facteurs du produit.
Ces définitions étant admises, on établira facilement la proposition suivante.
5.' Théorème. Le j)'i'oduit de plusieurs quantités reste le même , dans quehpie ordre qu'on les multiplie.
Pour démontier cette proposition , il suffit de combiner la proposition semblable relative aux nombres avec le 3.' théorème relatif aux* signes [voyez ci -dessus, page 405].
Diviser une première quantité par une seconde , c est chercher une troisième quantité qui multipliée par la seconde reproduise la première. L'opération par laquelle on y parvient s'appelle division ; la première quantité dividcnde , la seconde diviseur, et le résultat de l'opération quotient. Quelquefois on désigne le quotient sous le nom de rapjjort ou raiso?i géométrique des deux quantités données. En partant des définitions précédentes , on prouve facilement que le quotient de deux quantités a pour valeur numérique le quotient de leurs valeurs numériques, et j)our signe le produit de leurs signes.
La multiplication et la division des quantités s'indiquent tout comme la multiplication et la division des nombres.
Nous dirons que deux quantités sont inverses l'une de l'autre , lorsque le produit de ces deux quantités sera l'unité. D'après cette définition , la quantité a aura pour inverse — , et réciproquement.
On a remarqué plus haut que ce qu'on appelle fraction en aiithmétique est égal au rapport ou quotient de deux nombres entiers. En algèbre, on désigne aussi sous le nom ch fraction le rapport ou quotient de deux quantités quel-
conques. Si donc a et 6 représentent deux quantités, leur rapport -^ sera une fraction algébrique.
Nous observerons encore que la division, étant une opération inverse de la multiplication, peut toujours s'indiquer de deux manières. Ainsi, pai- exemple, pour exprimer que la quantité c est le quotient de deux quantités a et ^ , on peut écrire indifieremment
-7- = r , ou a ■= b c.
Les produits et quotiens de nombres et de quantités jouissent de propriétés générales auxquelles on a souvent recours. Nous avons déjà parlé de celle qu'a tout produit de rester ie même , dans quelque ordre que l'on multiplie ses facteurs. D'autres propriétés non moins remarquables se trouvent comprises dans les formules que je vais écrire.
Soient
plusieurs suites de quantités positives ou négatives. On aura, pour toutes les valeurs possibles de ces mêmes quantités ,
k{a-\-b -^ c -+- . ...) =: /: a -\- k b -\- kc -i- . . . , a -h b -hc -{- a b c
k bk b ,
Les quatre formules qui précèdent donnent lieu à une foule de conséquences qu'il serait trop long d'énumérer ici en détail. On conclura , par exemple , de la troisième formule I ."* que les fractions
a ka
sont égales entre elles, a, b, k désignant des quantit<?s quelconques ; 2.° que la fraction — a pour inverse — ; 3.° que, pour diviser une quantité A* par une autre quantité a, il suffit de multiplier A" par la quantité inverse de a, c'est-à-dire, par — .
élévation aux puissances : extraction des racines.
Puissances et racines des nombres : exposans POSITIFS. Elever le nombre ^ à la puissance marquée par le nombre B , c'est cherclier un troisième nombre qui soit formé de A par la multiplication, comme B est formé de l'unité par l'addition. Le résultat de cette opération faite sur le nombre A est ce qu'on appelle sa puissance du degré B. Pour bien concevoir la définition précédente de l'élévation aux puissances , il faut distinguer trois cas, suivant que le nombre B est entier, fractionnaire ou irrationnel.
Lorsque B désigne un nombre entier , ce nombre est la somme de plusieurs unités. La puissance de ^, du degré B , doit donc alors être le produit d'autant de facteurs égaux à A , qu'il y a d'unités dans B.
Lorsque B représente une fraction — (m et n étant deux nombres entiers^ , il faut , pour obtenir cette fraction , I .° chercher un nombre qui répété n fois reproduise l'unité; 2." répéter m fois le nombre dont il s'agit. Il faudra donc alors, pour obtenir ia puissance àe A, du degré — , i .* chercher un nombre tel que la multipli-
cation de n facteurs égaux à ce nombre reproduise A, 2." former un produit de m facteurs égaux à ce même nombre. Quand on suppose en particulier m =. i , la puissance de A que l'on considère se réduit à celle du degré —, et se trouve déterminée par la seule condition, que le nombre A soit équivalent au produit de n facteurs égaux à cette même puissance.
Lorsque B est un nombre irrationnel , on peut en obtenir en nombres rationnels des valeurs de plus en plus rapprochées. On prouve facilement que dans la même hypothèse les puissances de A marquées par les nombres rationnels dont il s'agit s'approchent de plus en plus d'une certaine limite. Cette limite est la puissance de A , du degré B,
Dans l'élévation du nombre v4 à la puissance du degré B , le nombre A s'appelle racine , et le nombre B , qui marque le degré de la puissance , exposant. Pour représenter la puissance de A du degré B , on se sert de lu notation suivante
D'après les définitions qui précèdent, la première puissance d'un nombre n'est autre chose que ce nombre luimême. Sa seconde puissance est le produit de deux facteurs égaux à ce nombre , sa troisième de trois semblables facteurs, et ainsi de suite. Des considérations géométriques ont conduit à désigner la seconde puissance sous le nom de carré , et la troisième sous le nom de cube. Quant à la puissance du degré zéro , elle sera la limite vers laquelle converge la puissance du degré B , tandis que le nombre B décroît indéfiniment. Il est aisé de faire voir que cette limite se réduit à 1 unité ; d'où ij résulte qu'on a en général
Nous supposons toutefois que la valeur du nombre A reste finie et diffère de zéro.
Extraire du nombre A la racine marquée par le nombre B, c'est chercher un troisième nombre qui , élevé à la puissance du degré B , reproduise A. L'opération, par laquelle on y parvient, s'appelle extraction, et le résultat de l'opération est la racine de A , du degré B. Le nombre B , qui marque le degré de la racine , se nomme indice. Pour la représenter, on se sert de la notation suivante
Les racines du second et du troisième degré sont ordinairement désignées sous le nom de racines carrées et cubi^ nues. Lorsqu'il s'agit d'une racine carrée , on se dispense presque toujours d'écrire au-dessus du signe ^ l'indice 2. de cette racine. Ainsi les deux notations
doivent être considérées comme équivalentes.
Nota. L'extraction des racines des nombres, étant l'inverse de leur élévation aux puissances, peut toujours être indiquée de deux manières. Ainsi, par jexemple, pour exprimer que le nombre C est égal à la racine de ^ , du degré B , on peut écrire à volonté
A=.C" ou C=z l/Â.
Remarquons encore qu'en vertu des définitions , si l'on
désigne par 71 un nombre entier quelconque , A " sera un nombre tel que la multiplication de n facteurs égaux à ce nombre reproduise A. En d'autres termes, on aura
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d'où l'on conclura
Ainsi , lorsque n est un nombre entier , la puissance de A, du degré ^ , et la racine n."" de A sont des expressions équivalentes. On prouve facilement qu'il en est de même dans le cas oîi l'on remplace le nombre entier n par un nombre quelconque.
Puissances des nombres : exposans négatifs. Elevé?' le nombre A à la puissance marquée par Xexposant négatif —5, c'est diviser l'unité par A^. La valeur de l'expression
A-' se trouve donc déterminée par l'équation
qu'on peut aussi mettre sous la foiine
Par suite , si l'on élève un même nombre à deux puissances marquées par deux quantités opposées , on obtiendra pour résultats deux quantités positives inverses l'une de l'autre.
Puissances et racines réelles des quantités.
Si , dans les définitions que nous avons données des puissances et racines des nombres correspondantes à des exposans , ou entiers , ou fractionnaires , on substitue le mot de quantités à celui de nombres , on obtiendra les définitions suivantes pour les puissances et racines réelles des quantités.
Elever la quantité a u ia puissaHce recl/e du degré TOM. 1. Dd "^
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m [m étant un nombre entier] , c'est former le produit d'autant de facteurs égaux à a qu'il y a d'unités dans m.
Elever la quantité a à \a. puissance réelle du degré — \m ^l n étant deux nombres entiers], c'est (en supposant, pour éviter toute incertitude, la fraction — réduite à sa plus simple expression ) former un produit de m facteurs égaux et teîlement choisis que la ??,"" puissance de chacun d'eux soit équivalente à la quantité a.
Extraire de la quantité a la racine réelle du degré m
ou — , c'est chercher une nouvelle quantité qui , élevée à la puissance réelle du degré m ou — , reproduise a. [D'après cette définition, la n.'"' racine réelle d'une quantité est évidemment la même chose que sa puissance réelle du degré — . De plus, on prouvera facilement que la racine du degré — équivaut h la puissance du degré --],
Enfin , élever la quantité a à la puissance réelle du
degré- — m ou — , c'est diviser l'unité par cette mèir.e
quantité a élevée à la puissance réelle du degré m eu—.
Dans les opérations dont on vient de parler , le nombre ou la quantité qui marque le degré d'une puissance réelle de a s'appelle X exposant de cette puissance, tandis rue le nombre qui marque le degré d'une racine réelle se nomme l'indice de cette racine.
Toute puissance de a, qui correspond à un expcrant dont la valeur numérique est entière , c'est-à-dire , à un exposant de la forme -f- m ou — m [m représentant un nombre entier ] , admet une valeur unique et réelle que Ton désigne par la notation
a"* ou a~'".
NOTE ï." 4lÔ
Quant aux racines , et quant aux puissances dont h valeur numérique est fractionnaire , elles peuvent admettre ou deux valeurs réelles, ou une seule valeur réelle, ou n'en admettre aucune. Les valeurs réelles dont il est ici question sont nécessairement des quantités positives -ou des quantités ncgatives. Mais, outre ces quantités, on emploie encore en algèbre des symboles qui , n'ayant aucune signification par eux-mêmes , reçoivent néanmoins , à cause de leurs propi iétés , les noms de puissances et de racines. Ces symboles sont du nombre des expressions algébriques au^^quelles en a donné le nom d! imaginaires, par opposition à celui ^expressio?js réelles, qui ne s'aj)plique jamais qu'à des nombres ou à des quantités.
Cela posé , il résulte des princi}>es établis dans le chapitre Vil que la racine ji.""' d'une quantité quelconque
a , et ses puissances des degrés —, ~ [,^ étant un
nombre .entier, et — une fraction irréductible] admet-
tent chacune n valeurs distinctes réelles ou imaginaires. Conformément aux notations adoptées dans le même chapitre, on désignera l'une quelconque de ces valeurs, s'il •s'agit de la racine n."" , par la notation
«î, s'il s'agit de- la puissaaice qui a pour exposant — ou , par la notation
((«))" où ((a)) ", Ajoutons que l'expression (( a )) " est comprise comme
cas particulier dans l'expression plus générale ((a)) " ; et qu'en appelant A la valeur numérique de a on trouvera
Dd-
pour les vaîeurs réelles des deux expressions
si 71 désigne un nombre pair
a étant = -\- A dz A " , de A " .
Lorsque, dans le dernier cas, on suppose a négatif, toutes
les valeurs de chacune des expressions ((«)) ",((«)) " deviennent imaginaires.
Si i'on fait varier la fraction — de manière qu'elle s'approche indéfiniment d'un nombre irrationnel B , le dénominateur n croissant alors au-delà de toute limite assignabie, ii en sera de même du nombre des valeurs imaginaires qu'obtiendra chacune des expressions
Par suite on ne peut admettre dans le calcul les notations ou , si l'on fait b = z+z B , la notation
à moins de considérer une semblable notation comme propre à représenter une infinité d'expressions imaginaires. Pour éviter cet inconvénient, nous n'emploierons jamais l'expression algébrique
dans le cas où la valeur numérique de b sera irrationnelle. Seulement, dans cette hypothèse, lorsque a obtiendra une valeur positive -+-A , on pourra faire usage de la notation ' ■ \ \^ ,onc.Cf
a^ ou («j
que lou devra considérer comme équivalente à
[ vovez le chapitre VII, 5- 4]-
Les puissances de nombres et de quantités jouissent de plusieurs propiiétés remarquables qu'il est facile de démontrer. Nous citerons entre autres celles qui se trouvent comprises dans les formules que je vais écrire.
Soient a, a, a", ... b, b', b" , ... des quantités quelconques positives ou négatives, A, A', A", des
nombres quelconques , et m , m', m", ..... des nombres entiers. On aura
( At'Ai-'A^" — A^*'''*''' ,.
ji-n^tm' _„±m _ ^:i,m±m' i,m- .... ^ ^^acun des '
nombres m, m' , m" . ... devant être affecté du même signe dan» les deux membres) ,
a-'".a/-'".o'-'" = {aa'a<^ )-",
Les formules (5) et (4) donnent lieu à une foule de conséquences, parmi lesquelles nous nous contenterons d'indiquer la suivante. On tire de la seconde des formules (3)
^'(vr=''=
ej^,{.'^ çn conclut
Donc , si l'on élève deux quantités positives inverses l'une de l'autre à une même puissance , les résultats seront encore deux quantités inverses.
FORMATION DES EXPONENTIELLES ET DES LOGARITHMES
Lorsque dans l'expression yl* on regarde le nombre A comme fixe, et !a quantité x comme variable, la puissance A' prend le nom ô^ exponentielle. Si , dans la même hypothèse, on a , pour une valeur particulière de x ,
cette valeur particulière sera ce qu'on appelle le lo<iarithme du nombre B dans le système dont la base est A, On indique ce logarithme en plaçant devant le nombre la lettre initiale /ou L, ainsi qu'il suit,
1{B) ou L{E),
Toutefois , comme une senîblable notation ne fait pas connaître la buse du système de logarithmes auquH elle se rapporte , il est indispensable d'énoncer dans le discours la valeur de cette base. Cela posé , si l'on se sert de la caractéristique L pour désigner les logarithmes pri§ dans le système dont la base est A ^ l'équatjon
entraînera la suivante
Quelquefois, lorsqu'on doit traiter er> même temps des
logarithmes pris dans diflërens systèmes, on distingue les lins des autres à l'aide d'un ou plusieurs accens places à la droite de la lettre L , et l'on désigne en conséquence par cette lettre dépourvue d'accens les logarithmes d'un premier système , par la même lettre suivie d'un seul accent les logarithmes d'un second système, &c....
En s'appuyant sur les définitions qui précèdent et sur les propriétés générales des puissances des nombres , on reconnaîtra facilement, i ." que l'unité a zéro pour logarithme dans tous les syst('^mes ; 2." que dans tout système de logarithmes dont la base sui passe l'unité , tout nombre supérieur à l'unité a un logarithme positif, et tout nombre inférieur à l'unité un logarithme négatif ; 3 ° que dans tout système de loerarithmes dont la base est au-dessous de l'unité, tout nombre inférieur à l'unité a un logarithme positif, et tout nombre supérieur à l'unité un logarithme négatif; ^.^ enfin que, dans deux systèmes dont les bases sont inverses l'une de l'autre , les logarithmes d'un même nombre sont égaux et de signes contraires. De plus , on démontrera sans peine les formules qui établissent les propriétés principales des logarithmes, et parmi lesquelles on doit remarquer celles que' je vais écrire.
Si l'on désigne par B , B' , B" , . . . . C des nombres quelconques , par les caractéristiques L , L' des logarithmes pris dans deux systèmes difTérens dont les bases soient A , A , et par k une quantité quelconque positive ou négative, on aura
L{U B' B". ..) — l.(B)-^L {B')-+-L [B") ..., L{B^) = kLiB),
z-jc) „ ^' (g)
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On tire flo h prcnVùic f\c ces foimulrs
et par suite
d'où il résulte que deux quantités positives inverses l'une de l'autre ont des iogarithmes égaux et de signes ron- Iraires. Ajoutons que la quatrième formule peut facilement se dtkluire de la seconde. En effet, supposons que la quantité k représente le logarithme du nombre C dans le système dont la base est B. On aura
et par suite
L {€) — A- L {B) , L (C) := kL' (B) , . d'oii l'on conclura iinmèdiateraent
LiB) — L'iB) — '
On peut remarquer encore que, si l'on prend B=^A , on tirera de !a quatrième formule [ à cause de L{A)r=z^'\
L\C) = L'{A),L{C), ou , en faisant, pour abréger, L' (A) ■= /A, ,
Ainsi , pour passer du système de logarithmes dont la base est A, à celui dont la base est A' , il suffit de multiplier les lo<7arithmes pris dans le premier système par un certain coefficient ,a égal au logarithme de A pris dans le second système.
Les logarithmes dont nous venons de parler sont ceux
qu'on nonuiT^ loi^anlhincs réels , paice qu'ils se réduisent toujours à (les quantités positives ou négatives. Mais , outre ces quantités, il existe des expressions imaginaires qui ont également reçu , à cause de leurs propriétés, le nom de logarithmes. Nous renvoyons sur ce sujet au chapitre ÏX, dans lequel nous avons exposé la théorie des logarithmes imaginaires.
FORMATION DES LIGNES TRIGONOM ETRIQUES ET DES ARCS DE CERCLE
Nous avons remarqué dans les préliminaires quune longueur comptée sur une ligne droite ou courbe peut être représentée tantôt par un nombre , tantôt par une. quantité, suivant qu'on a simplement égard a la mesure de cette longueur, ou qu'on la considère comme devant être portée sur la ligne donnée dans un sens ou dans un autre , à partir d'un point fixe que l'on nomme origine , pour servir soit à l'augmentation , soit à la diminution d'une autre longueur constante aboutissant à ce point. Nous avons ajouté que dans un cercle , dont le plan est supposé vertical , on fixe ordinairement l'origine des arcs à l'extrémité du rayon tiré horizontalement de gauche à droite , et qu'à partir de cette origine les arcs se comptent positivement ou négativement suivant que , pour les décrire, on commence par s'élever au-dessus d'elle ou par s'abaisser au-dessous. Enfin, nous avons indiqué Tes origines de plusieurs lignes trigonométriques qui correspoiident à ces mêmes arcs dans le cas où le rayon du cercle se réduit à l'unité. Nous allons revenir un instant sur cet objet, et compléter les notions qui s'y rapportent.
D'abord on établira facilement , à l'égard des longueurs' comptées sur une même ligne droite ou courbe à partir d'une origine donnée, les propositions suivantes.
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6/ Théorème. Soient a, b , c des quantités
quelconques positives ou négatives. Pour obtenir sur une ligne droite ou courbe l'extrémité de la longueur
comptée à partir d'une origine donnée dans te sens déterminé par le signe de la quantité
a-f-Zi-f-c-l- ,
il siiffîra de porter sur cette ligne, i° la longueur a à partir de l'origine , dans le se?is détermiiié par le signe de a , 2.' la longueur h à partir de l' extrémité de a, dans le sens déterminé par le signe de b , j»/ la longueur c à partir de l'extrémité de b , dans le sens déterminé par le signe de c , et ainsi de suite.
7/ Théorème. Soieiit a et b deux quantités quelconques. Supposons de plus que l'on porte sur une ligne droite ou courbe et à partir d'une origine donnée , i." une longueur égale à la valeur numérique de a , dans le sens déterminé par le signe de a , 2." une longueur égale à la valeur numérique de b , dans le sens déterminé par le sig?ie de b. Pour passer de l'extrémité de la preiniére longueur à celle de la seconde , ou réciproquement , en suivant la ligne que l'on considère , il su^ffira de parcourir une troisième longueur égale à la valeur numérique de la différence
8.' Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent , l' extrémité de la longueur représentée par
sera sur la ligne donnée un point situé à distances égales des extrémités des longueurs a et b [ les distanccs étant comptées sur la ligne elle-même ].
Appliquons mainlenant ces théorèmes aux arcs mesiu-ës sur la circonférence d'un cercle tlont le pian est vertical , et dont le ravon équivaut à l'unité , l'origine des arcs étant fixée à rextrémité du rayon tiré horizontalement de gauche ii droite. Si l'on désigne par tt, suivant l'usage, le rapport de la circonférence au diamètre, le diamètre étant cgal à 2 , la circonférence entière se trouvera exprimée par le nomfjre arr, la moitié de la circonférence par le nombre tt , et le quart par -^ . Si , de plus , on désigne par a un arc quelconque positif ou négatif, on conclura du 6/ théorème que , pour obtenir l'extrémité de l'arc
a --f- 2.m'7T ou a — zwtt
[ m étant un nombre entier] , il faut porter sur la circonférence , à partir de l'extrémité de l'arc a, soit dans le sens des arcs positifs , soit dans le sens des arcs négatifs, une longueur égale à 27«7r, c'est-à-dire, parcourir m fois la circonférence entière dans un sens ou dans l'autre ; ce qui ramènera nécessairement au jioint d'où l'on était parti. II en résuite que les extrémités des arcs
a et a zti ^.jriTr coïncident.
On conclura également du 6.' ou du 7.' théorème , 1 .* que les extrémités des arcs
a et a rt tt
comprennent entre elles un arc égal à :t , et se confondent par conséquent avec les extrémités d'un même diamètre ; 2.' que les extrémités des arcs
« et a zt
comprennent entre elles un quart de circonférence , en
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sorle qu'elles coïncidep.r avec les extrémités de deux rayons perpendiculaires i'un à l'autre.
Enfin on conclura du 8.*^ théorème, i .° que les extrémités des arcs
ft et TT — a sont situées à égales distances de l'extrémité de l'are
et par conséquent placées symétriquement de part et^ d'autre du diamètre vertical; 2." que les extrémités, des arcs
a et a
sont situées à égales distances de l'extrémité de farc — ^
Les arcs tt — a et -^ a , dont il est ici question,, sont
respectivement appelés le fntpplcment et le coniplc'moii de l'arc a. En d'autres ternies , deux arcs représentés par deux quantités a et b sont siipplcmens ovx. complémens l'un de l'autre suivant que l'on a
a ^- h = TT ou a -+- h z=: — .
Puisque les angles au centre qui ont pour côté commun 1(^ rayon mené par l'origine des arcs croissent ou diminuent proportionnellement aux arcs qui leur servent de mesure, et que ces angles eux-mêmes peuvent être considérés comme les accroissemens ou diminutions de l'un d'eux pris à volonté , rien ne s'oppose à ce qu'ils soient désignés par les mêmes quantités que les arcs. G est une convention que l'on a efTectivement adoptée. On dit aussi que deux angles sont complémens ou supplémens
i'un de l'autre , lorsque les arcs correspontlans sont euxmêmes complémens ou supplëmens l'un de l'autre. .
Passons maintenant à l'examen des lignes trigonometriques ; et dans ce dessein , considëions un seul arc représenté pai' la quantité a. Si on le projette successivement, 1." sur le diamètre vertical, 2." sur le diamètre horizontal, les deux projections seront ce qu'on appelle le siims et le sinus verse de l'arc a. On peut observer que la première est en même temps la projection , sur le diamètre vertical, du ravon qui passe par l'extrémité de l'arc. Si on prolonge ce même rayon jusqu'à la rencontre de la tangente au cercle mené par l'origine des arcs , la partie de cette tangente interceptée entre l'origine et le point de rencontre sera ce qu'on appelle la tangente trigonométrique de l'arc a. Enfin la longueur comptée sur le rayon prolongé entre le centre et le point de rencontre sera la sécante de ce même arc.
Les cosinus et cosi7ius verse dun arc, sa colangente et sa cosècanle ne sont autre chose que les sinus et sinus verse , la tangente et la sécante de son com.plément , et constituent, avec le sinus, le sinus verse, la tangente, et la sécante de ce même arc , le système complet de ses lignes trigonométriques .
D'après ce qui a été dit ci-dessus , le sinus d'un arc se compte sur le diamètre vertical , le sinus verse sur le diamètre horizontal, la tangente sur la ligne qui touche le cercle à l'origine des arcs , et la sécante sur le diamètre mobile qui passe par l'extrémité de l'arc donné. De plus , les sinus et sécantes ont pour origine commune le centre du cercle , tandis que l'origine des tangentes et des sinus verses se confond avec celle des arcs. Enfin , on est généralement convenu de représenter par des quantités posi-
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tives les lignes trigonométriques àe l'arc a, clans îe cas où cet arc est positif et moindre qu'un quart de circonférence; d'où i! suit que l'on doit compter positivement le sinus et la tangente de bas en haut, le sinus verse de droite à gauche , et la sécante dans le sens du rayon mené à l'extrémité de l'arc a.
En partant des principes que nous venons d'adopter, on reconnaîtra immédiatement que le sinus verse, et par suite le cosinus verse sont toujours positifs; et, de plus, on déterminera sans peine les signes qui doivent affecter les autres lignes trigonométriques d'un arc dont l'extrémité est donnée. Pour rendre cette détermination plus facile, on conçoit le cercle divisé en quatre parties égales par deux diamètres perpendiculaires entre eux , l'un hoiizontal, l'autre vertical; et ces quatre parties sont respectivement désignées sous les noms de premier , second , troisième et quatrième quart de ceicle. Les deux premiers quarts de cercle sont situés au-dessus du diamètre horizontal, savoir, le premier à droite, et le second à gauche. Les deux derniers sotît situes au-dessous du même diamètre, savoir, li- îi-oisième h gauche, et le quatrième à droite. Cela posé, comme les extrémités de deux arcs > complémens l'un de l'autre, sont également distantes de l'extrémité de l'arc — , on en conclura qu'elles sont pia- «ées symétriquement de part et d'autre du diamètre qui divise en deux parties égales le premier et le troisième <|uart de cercle. Si l'on cherche ensuite quels signes doivent être attribués aux diverses lignes trigonométriques d'un arc autres que le sinus verse et le cosinus verse , suivant que l'extrémité de cet arc tombe dans un quart de cercle ou dans un autre, on trouvera que ces signes sont respectivement
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.lans le i." quart de cercle , daiu le 1 ' , d.ins le 3.' , dnrii le ^.'
pour le sinus 1
et la cosecante . . )
pour le cosinus )
et la sécante,.. . )
pour ia tangente ) _
et ta cotangente. )
On peut remarquer à ce sujet que le .signe cîe la tangente est toujours le produit cîu signe du .sinus par le signe du cosinus.
Les considérations prét-e^dentes conduiscî.t encore à reconnaître que le cosinus d'un arc se confond avec la projection du rayon qui passe par rextrérnité de cet arc sur le diamètre horizontal, et que sur ce même diamètre ii doit être compte positivement de gauche à droite , à partir du centre pris pour origine ; que le cosinus verse peut être mesuré sur le diamètre vertical entre le point le plus élevé de la circonférence pris pour origine et l'extrémité du sinus; que la cotangente, comptée positivem.ent de gauche à droite sur la tangente horizontale menée au cercle par l'origine des cosinus verses, se réduit a la longueur comprise entre cette origine et le prolongement du diamètre mobile dont une moitié est le rayor* mené à l'extrémité de l'arc ; enfin cpie la cosecante , mesurée sur ce diam.ètre mobile , se compte positivement dans le sens du rayon dont iî s'agit, et à partir du centre prispour origine jusqu'à l'extrémité de la cotangente.
Nous avons sufTisanmient développé dans les prélimi-naires le système des notations à laide desquelles nous représentons les diverses lignes trigonométriques et les arcs qui leur correspondent. Nous ne reviendrons pas sur cet objet , et nous nous contenterons d'observer que tes lignes trigonométriques d'un arc sont censées appar-
tenir en même temps à i'angle au centre qu'il mesure , et que l'on desii,nie par la même quantité. Ainsi , par exemple , a , b , .... représentant des quantités quelconques , on peut dire également que les notations
sin. a , COS. b , &c
expriment le sinus de l'arc ou de l'angle a, le cosinus de l'arc ou de l'angle b, &c
Nous terminerons celte note en rappelant quelques propriétés remarquables des lignes trigonométriques.
D'abord, si l'on désigne par a une quantité quelconque, on trouvera que le sinus et le cosinus de l'angle a sont toujours liés entre eux par l'équation
fo) sin." a -+- ros.' a = t ;
et que les autres lignes trigonométriques peuvent être exprimées au moyen de ces deux premicrcs , ainsi qu'il suit :
>in. «
siv. c = I — COS. a , tanc. « =
ros. a
co.-i.a cosiv. a = I — sin. « , cet. a z=- — : , coiéc.n:
Des formules (6) et (7) on déduira facilement plusieurs autres équations , par exemple ,
fH) cot.a= , sëc."a = i-l-tang."«, cose'r.^w = i-}-C()t.^a ,
^ ^ tang. a
Il est encore aisé de voir que , si la quantité positive R représente la longueur d'une droite entre deux points, et cl l'angle aigu ou obtus que forme cette droite avec un axe fixe , la projection de la longueur donnée sur l'axe fixe sera mesurée par la valeur numérique du produit R COS. a. ,
f'I la projection de la même longueur sui une perpendiculaire à l'axe par la va{( ur numérique du produit rt sin. a, Enfin on reconnaitia sans peine que si , en partant d'un point pris au hasard sur la circonférence du cercle qui a pour rayon l'unité, on parcourt sur cette circonférence, dans un sens ou dans un autre, une longueur égale à la valeur numérique d'une quantité quelconque c, le plus petit arc compris entre les extrémités de cette longueur sera inférieur ou supérieur à -^ , suivant que cos. c sera positif ou négatif.
Ces principes étant admis , concevons que sur la circonférence dont on vient de parler on détermine , i ." les extrémités (A) et (B) des arcs représentés par deux quantités quelconques a et b, 2." l'extrémité (iV) d'un troisième arc représenté par -^ . Soit en outre (M) le milieu de la corde qui joint les points (A), (B) ; et supposons que le point (M) se projette sur le diamètie horizontal du cercle en un certain point (P). Si les longueurs mesurées sur ce diamètre, à partir du centre pris pour origine, sont comptées positivement de gauche à droite, ainsi que les cosinus, la distance du c'entre au point {P) devra être représentée [en vertu du H." théorème] par la quantité
co.s. a H- COS. b
De plus, comme [en vertu du même théorème] le point (N) est situé à égales distances des points (A) et (B) , le diamètre qui passe par le point (.V) renfermera le milieu {M) de la corde AB ; et la distance de ce milieu (M) au centre du cercle sera égale [abstraction feite du signe] au cosinus de chacun des arcs NA, '\B, ou ce aut TOM. 1. ^/
4M Norr. i/*
rfvirut au même , à
Pour obtenir la projection horizontale de cette distance , il suffira de la multiplier par le cosinus de l'angle aigu compris entre le rayon tiré horizontalement de gauche à droite , et le diamètre qui renferme le point {N) , c'est-àdire, par un facteur égal (au signe près) à cos. {■——)■ En- d'autres termes, la distance du centre au point (P) aura pour mesure la valeur numérique du produit
,..(j::z±)..os.(-itl).
J'ajoute que ce produit sera positif ou négatif, suivant que le point {M) sera situé à droite ou à gauche du diamètre vertical. En efiét, cos. (— y~) ^^^ positif ou négatif, suivant que le point {N) est situé par rapport à ce diamètre du côté droit ou du côté gauche ; et cos. f-^-^ — \ est positif ou négatif, par suite le produit
c„..(^__-_j.cos. (^— ^j
est de même signe que cos. - — 1- , ou de signe contraire,
suivant que, chacun des arcs NA , NB étant inférieur ou supérieur à -^ , le point {M) se trouve situé du même côté que ie point (?/) ou du côté opposé. Comme d'ailleurs la verticale qui passe par le point (M) renferme aussi le point (P) , il suit de la remarque précédente que la distance du centre au point (P) , dans le cas même où l'on a égard aux signes, peut être représentée par le produit
___j.cos.(^--— J.
Ce produit et la quantité -"-'" ^"^ ' ■ ont donc le même signe , avec la même valeur numérique ; et l'on a par con-
séquent, pour toutes les valeurs possibles des quantités a et b,
(9) COS. U -\- COS. 6=2 COS. ( ~ j . COS. { ^^^ — ] .
Si dans l'équation (9) on remplace b par t -j- è , on en tirera
( I O) COS. a - COS. b = ^ sin. ( ^~" ) . .in. ( ±±L\ .
De plus, si dans les équations (9) et (10) on substitue
aux angles a et b leurs complémens a , - b
on obtiendra les suivantes
;in. a+sin. 6 = .cos. L" ~ ^ Y,,,.. {jl.±±\ ^ in. a - sin. b = 2 sin. ^ " " ^^ Vcps. (-iL±i_Y
Les formules (9), ('o) et (i i) une fois établies, on en déduira facilement un grand nombre d'autres. On trouvera , par exemple ,
( sin. a — sin. b tang. { (a — b)
' sin. o -H sin. 6 tang. ~ [a h- b)
tang. 1 («_ A). tang. : {a-^^b).
COS. b — COS. a COS. b -(- COS. a
a -~ l^) -\- COS. (a -f- b) = icos. a cos. 6 , « — ^) — COS. {a -{- b) z= 2 sin. « sin. b ; a -h 6) H- sin. (a — 6) = 2 sm. a cos. i , a ->r- b) — sin. (a — b) =z 2. sin. i cos. a ;
« dr i ) = COS. a cos. A :p sin. a sin. A , a :±l b) =z sin. a cos. b ± sin. i ces. a ;
COS
cos
sin.
sin.
COS
sin.
( I 6) taog. (a =t i) = tang. ^ ± tang. b _
I rp tang. a tang. A '
f cos.za==cos.'a-sin.'a=zcos.^a_ ,=, - 23ia.^« ,
I .«ill -1 a r^^r- -I cin « .«.no
Sin. 2 a = 2 gin. a «is. a.
Ee
5oi<Mir mainif liant a , b, c trois angles quekon<,xi^s. On filera <îe la première des formules (13) /on) «'os.fa-f-i-t-fVh c.a>i.{b~\-€~a)-\-cns.{c-Jrar~b)-\-con.{a-\-b—f) '( ^=--4 ros. a COS. b COS. c.
Si dans la formule précédente, au lieu de a, è^ c^ o!i écrit ^a, ~h , ^c, puis, que l'on suppose
(19) a -^- b -i- c = TT ,
on trouvera
/ N . ... oie
(20 ) sin. a -t- sin. b -t- sin. c = 4 c^. - .cos. - .cos. - ,
Dans la même hypothèse, la formule (16] donnera
(2,1) tang.o ■+- tang. A -h tang.c = tang. a.tang. i.tang. c.
L'équation (20) devant subsister, ainsi que l'équation (19) , lorsque l'on y remplace deux des angles a, h , c par leurs supplémens, et qu'on change le signe du troisième , on en conclura
S, . aie
sm. b -f- sin. c — sin. 0 = 4 '•■<>''• ~ • ^^^- ~ ■ *'"• ~ '- '- ' . .a. b . e
sin. c •+- sin. a — sid. b :=: A sin. — .cos. — . sm. —
I sm. a -4- sin. 6 — sm. c := 4 sm. — . sin. — . cos. — .
De ces dernières formules combinées entre elles et avec l'équation (20) on déduit les suivantes
il I (sm.a-+-sin A-f-sin.c) (sin.i-j-sin.c — sin.ô) COS. — «=: ; — : 1 — ■-. , ï 4sin. A.sm. C
(, , ( sin. c H- sin. a — sin. i) (sin. aH- sin. i — sin.c) sin. — G r= : 7 — :
2 4 sin. o.sin. c.
Enfin , si l'on imagine que a , b , c désignent les trois angles d'un triangle , et que les côtés opposés soient respectivement A , B, C; six produits égaux deux à deux, savoir ,
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Biia. e=C :iu\.b , Csin. a = /l sin.c , ^sin. 6 =B sin. a ,
représenteront les perpendiculaires abaissées des sommets sur les trois côtés. On aura par suite
sin. b
BC
De plus, en ayant égard aux formules (19) et (^4) > on tirera de la première des équations ( i 2)
(îô) ta„g.i(a_J)^^^co.,ie.
Les formules (19), (^4), (25) et (26) suffisent pour déterminer trois des six élémens d'un triangle rectiligne , lorsque les trois autres élémens sont connus , et que cette détermination est possible. On peut remarquer en outre que les valeurs de cos. a et de sin. a déduites des équations (2 5 ) , à l'aide des formules (17), sont respectivement
) . V iA-^B^C){B^C~A)[C-^A-B,{A^B-C) I sm. a =: „^ • .
La première de ces valeurs peut se tirer directement d'un théorème connu de géométrie. Quant à la seconde, elle fournit le moyen d'exprimer la surface du tiiaugle en fonction des trois côtés. En effet, cette surface , équivalente au produit de la base C par la moitié de la hauteur correspondante B sin. a , sera
(28) ^BCs\n.a=z
Sur les Formuler qui résultent de V emploi du signe > ou< , et sur les Moyennes entre plusieurs quantités.
Soient a ex. h deux quantités inégales. Les deux formules
serviront également à exprimer que la première quantité a surpasse la seconde h , c'est-à-dire, que la différence
est positive. En partant de ce principe, on établira facilement les propositions que je vais énoncer.
AA A" ... > BB' B
DÉMONSTRATION . En effet, chacune des différences A—B, A' — B' , A" — B" - . .
étant positive par hypothèse , chacun des produits {A-B) A A' ...=A A' A' ... —B A A" ... , B{A-B')A" ... —BA A... —BB' A ... , BB\A'-B ) . . . —BB' A ... — BB' B" . . . ,
sera également positif, et par suite il en sera de même de leur somme
A A' A" ... —BB'B
3/ Théorème. Soient a, b , r trois quantités quelconques, et supposons
on en conclura, si r est positif,
r a > rh ,
ei , si r est négatif,
DÉMONS TU ATIOX. En effet, le produit
/' [^a — h) = 7 a — rb sera positif dans le premier cas, et négatif dans ie second.
Corollaire. Si, en supposant n et b positifs, on prend successivement
on en conclura
On se trouve ainsi ramené à cette proposition , évidente par e!Ie - même , qu'une fraction est inférieure ou supérieure à l'unité , suivant que le plus grand de ses deux termes est le dénominateur ou ie numérateur.
4.* Théorème. Soient a et a' deux nombres qui satisfassent à la condition
et b tme quantité quelconque. On aura, si b est positif
■ A' > A", et, si b est 7iégatif ,
DÉMONSTRATION. En effet, le quotient— étant >i^ la fraction
sera évidemment supérieure ou inférieure à l'unité, sui* vant que la quantité h sera positive on négative.
5.* -ThÉORÈMK. Désignons par A un nombre queleonque f et soient b, b' deux quantités assujetties à la condition
on en conclura, si A est plus grand que l'unité ,
A'' > A" , et, si A est inférieur à l'unité ^
DÉMONSTRATION. En effet, la quantité h — b' éUnt positive , par hypothèse , la fraction
sera évidemment supérieure ou inférieure à l'unité, suivant que l'on aura A > \ on A < \ .
6/ Théorème. Soit L la caractéristique des logarithmes pris dans le système dont la base est A , et désignons par B, b' deux nombres assujettis à la condition
On aura, si A est plus grand que l'unité ^
L{B)>L{B'), et , si A est inféî'ieur à l'unité,
DÉMONSTRATION. En effet, le logarithme
sera positif dans le premier cas , et négatif dans le second. Corollaire. Si l'on se sert de la lettre / pour indiquer les logarithmes népériens pris dans le système dont la base est
[ chap. VI, ^\ I.", équation (5)] ,Ja condition
B > B' entraînera toujours la formule
Aux théorèmes qui précèdent nous ajouterons le suivant, duquel on peut déduire plusieurs conséquences importantes.
7/ Théorème. Soit .r une quantité quelconque. On aura
la lettre e désignant , à l'ordinaire , la hase des logarithmes népériens.
DÉMONSTRATION. Le second membre de la formule ( 2 ) restant toujours positif , le théorème énoncé sera évident par lui-même, si la quantité « -+- a; est négative. II suffira donc d'examiner ie cas oii ion suppose
Or, l'équation (23) du chapitre VI [ §. 4] donne, pour toutes les valeurs réelles possibles de x ,
X XX' X^ X
e = IH 1 1 1 7 -i — -+- ûtc.
et, comme les produits
sent positifs , non - seulement lorsque la quantité x est
positive, mais aussi iorsque, étant négative, elle a une valeur numérique inférieure à l'unité, on tirera de l'équation (4), toutes les fois que la condition (3) sera remplie,
Corollaire i." Si, dans le cas où i -f-x est positif, on prend les logarithmes népériens des deux membres de la formule (2) , on obtiendra la suivante
(5) Ky-^^) < ^y
[voyez le corollaire du 4/ théorème]. Cette dernière subsiste donc toutes les fois que son premier membre est réel. Corollaire z.' Soient x, y, z, ... plusieurs quantités assujetties aux conditions
(6) j-f-.r>o, iH-y>o, i-+-z>o, &c..,.
On aura, en vertu de la formule (2) ,
i-J-j;<e', \-\~ij<e-, iH--<e', &c... ; et l'on en conclura [2.' théorème]
Cette dernière formule subsiste donc, toutes les fois que son premier membre ne renferme que des facteurs positifs.
Corollaire 3.' Si dans le corollaire précédent on suppose
X ■=. a a. , \j z^z a et\ z =. a" a" ,
(tf.et',A" ... désignant des quantités positives , et a, a, a" ... d'autres quantités respectivement supérieures à
la (ormule (7) deviendra
( l -+- « et ) ( I -H- « a } ( l -+- « a ) . . . < e
Si de plus les quantités a, a, a", ... sont toutes inférieures à une certaine limite A , on aura [ en vertu des i." et 3.* théorèmes]
a Cl -i~ a a -H a" a" ... < A (db -h- et' -i- a" . . .) ,
et par suite on trouvera définitivement
(8) (i-f-rt^)(n-flV)(i-f-«V')...<e^^*+'''-^*"-).
La formule (8) peut être employée avec avantage dans l'intégration par approximation des équations différentielles.
Passons maintenant aux théorèmes sur les moyennes. Ainsi qu'on l'a defa. dit [ préhminaires , pag. 1 4 ] j or» appelle moyenne entre plusieurs quantités données une nouvelle quantité comprise entre la plus petite et la plus grande de celles que l'on considère. D'après cette définition , la quantité h sera moyenne entre les deux quantités g, k , ou entre plusieurs quantités parmi lesquelles J'une des deux qu'on vient de citer serait la plus grande et l'autre la plus petite,. si les deux différences
sont de même signe. Cela posé, si, pour désigner une moyenne entre les quantités a , a , a" ... on emploie ^ comme dans les préliminaires , la notation
on établira sans peine les propositions suivantes.
8.' Théorème. Soient a, d , a h plusieursquantités assujetties à la condition
et r une autre quantité entièrement arbitraire. On aura toujours
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(lo) rh = M {ra , ra', ra" . . .}.
DÉMONSTRATION . En effet, désignons par^ la plus grande , et par k la plus petite (\es quantités a, a , a" . . . Les deux différences
seront positives ; et par suite les produite
ou , en d'autres termes , les deux différences
rg — rh, rh — rk ,
seront de même signe. On aura donc
et , à plus forte raison ,
rh=.M[ra, ra', ra"...),
attendu que rg, rk sont nécessairement deux des pm* duits
r a , ra , ra" , &c. . . .
9/ Théorème. Soient a, a', a" . . . h plusieurs nombres qui satisfassent à la coîidition
et b une quantité quelconque. On aura
DÉMONSTRATION. En effet, soient G et H ie plus
grand et le plus petit d^s nombres A , A', A''
Les différences
446 koTF n.
étant aiors positives, on conclura du 4-' théorème que les suivantes
sont de même signe. On aura donc H'=zM{G'', K'), et à plus forte raison
Corollaire. Si l'on fait en particulier & = ^ » °" trouvera
Vh =iM [V^' VÂ^/ V^'' . . . )•
10." Théorème. Désigno?is pa?- a im nombre quelconque , et soient b , b' , b" ... h plusieurs quantités assujetties à la condition
On aura
(,4) A'=iM{A\ 4", A'" ...).
DÉMONSTRATION. Désignons par g- la plus grande , et par A* la plus petite des quantités b, b' , b" .... Les deux différences
étant alors positives, on conclura du y" théorème que les suivantes
sont de même signe. On aura donc
A'=zM{A', A'):^M{A\ A'', A'". . .).
11/ Théorème. Soit L la caractéristique des logarithmes dans le système dont la base est A , et désignons par B , b' , b" // plusieurs nombres assujettis à la condition
On aura , quel que soit A ,
DÉMONSTRATION. En effet, supposons que l'on représente par G le plus grand , et par K le plus petit des nombres B, B', B" . . . Alors, les deux fractions G H
étant supérieures à l'unité , les logarithmes
ou , en d'autres termes , les différences
L{G) — L{H), L{H) — L{K) seront de même signe. On aura donc -^
12/ Théorème. Soient b, V , y ... plusieurs quantités de même signe, en nombre n, et a, a, a ... des quantités quelconques en nombre égal à celui des premières. On aura
DÉMONSTRATION. Soit g la plus grande et A la
44B NotE H.
phis pptrte des quantités
Les diftëieiices
seront toutes positives. En multipliant les cïeux premièie» par b, les deux suivantes par b' , &c. . . , on obtiendra les produits
et a — /\b, et a' — A' b' , et (i' — kb" )
qui seront tous de même signe, aussi bien que les quantités b , b' , b" ... Par suite, les sommes de ces deux espèces de produits , savoir >
^(A-hè'-t-é"...) — {a->t-à-Va ...) , a-\-d-\-a... — ^( è-f-i'-j-A' ...^ ,
et les quotiens de c^s sommes par b -+- b' -^ b" . . . . , savoir ,
a-ha -i-a . . . a-î-o -f-a . . . .
seront encoie des quantitéi de même signe ; d'où l'on conclura
.AU TE II, .j,jf)
[voyez dans ies préliminaires le i ." théorème et la formule (6) ].
^ Corollaire ir En supposant les quantités h, h\ h", ... réduites à l'unité, on trouve
Le premier membre de la fonnule précédente est ce qu'on appelle la moyenne arithmétique entre les quantités «, a', a"
Corollaire 2.' La moyenne entre plusieurs quantités égales se confondant avec chacune d'elles , si les fractions y , -^ , ~ ,_ deviennent égales, on aura
(îo) .«-Ha +«.... _^__ a __ a
^ yi b-i-ù'-^b'.... ~-ô~Y—'V = ^c...;
ce qu'il est d'ailleurs facile de prouver directement.
Corollaire ^: Si l'on désigne par «,«',*"
de nouvelles quantités qui soient toutes de même signe,' on aura, en vertu de l'équation (17),
r ^g-f-^'aH-a-q"... /.ta aV a a \
(:io]) '^*-^*'^'-^'=^"^"--- —''H"^' TT' ^T-"-;
Cette dernière formule suffit pour établir le 3.' théorème des préliminaires.
XZ." ThÉORKME. Soierit A, a', a" ... B, P.', B"... deux suites de nombres pris à volonté : et formons avec ces deux suites, que nous supposons renfermer TOM. 1. p.j'
chacune un Jiomhre n de termes , les racineg B B' B"
On aura
B+B'+B'.. .^,..,'-^- tg B' B" \
(2 0 \^^^^---^A A A"... =M yi, Va', /^''...j.
DÉMONSTRATION. Les logarithmes des quantités
indiqués par la caractéristique / sont respectivement
liA)'^l{A)-+I{A")... • 1{A) I{A') /(4^
et l'équation (17) fournit entre ces logarithmes la relation suivante
Si maintenant on repasse des logarithmes aux nombres , ce qui est permis en vertu du théorèrne i o , on retrouvera la formule (21).
Corollaire i.'" En supposant les nombres B, B', B" ... réduits à l'unité , on a simplement
(22) ;/aA'A"... =M [A, A', A" ...).
Le premier membre de la formule précédente est ce qu'on appelle la moyenne géométrique entre les nombres A, A\ A" ....'
Corollaire 2.' Si toutes les racines
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tïevioiinent égaies, leur moyenne se confondra avec clia^ cune d'elles. On aura donc alors
ce qiul serait facile de prouver directement.
La valeur numérique dune moyenne entre plusieurs quantités données n'est pas toujours une moyenne entre leurs valeurs numériques. Ainsi, par exemple, quoique — I soit une quantité moyenne entre — 2 et -+- 5 j cependant l'unité n'est pas une valeur moyenne entre z et 3. Parmi les diverses manières d'obtenir une moyenne entre les valeurs numériques de n quantités
l'une des plus simples consiste à former d'abord ïa moyenne arithmétique entre les carrés
et à extraire ensuite la racine carrée du résultat. En opérant ainsi , on trouvera premièrement
puis, en ayant égard au corollaire du 9."" théorème,
/ t\ v (i''-\-a '-\-it '^ . . . / — /- — /
Or^ les quaiilitos positi\cs
rf"
représentant précisément les valeurs numériques des quantités données
il suit de la formule {24) qu'on obtiendra une moyenne entre ces valeurs, si l'on divise par y/n l'expression trèssimple
Cette expression , qui surpasse la plus grande des valeurs numériques dont il s'agit, est ce qu'on pourrait appeler le module du système des quantités «, a, a" ... Le module du système de deux quantités a et h ne serait alors autre chose que le module même de l'expression imaginaire « -f- Z> ^/^ [voyez le chapitre VJÏ, Ç. 2]. Quoi qu'il en soit , les expressions réelles de la forme
jouissent de propriétés très-remarquables. Dans la géométrie, elles servent à déterminer les longueurs mesurées en ligne droite, et les aires de surfaces planes, par le moyen de leurs projections orthogonales. En algèbre, elles fournissent le sujer de plusieurs théoièmes importans, parmi lesquels je me contenterai d'énoncer ceux qui suivent.
IF' T^' "F
seront égales , et l'on aura en conséquence
«^ a'- a'- fl-^-t-a ■»_f.a"- . . .
En extrayant les racines carrées on retrouvera la formule
15/ Théorème. Soient a, a , a ... des quantités quelconques , en nombre n. Si ces quantités ne sont pas toutes égales entre elles , la valeur numérique da la somme
sera inférieure au produit
|///.-/(«^ -4- «'" -Ha"' ...)\
en sorte qu'on aura
H [z6) val.nnm.[a-ï-a'-i-a"...)<y^7i.-^(a'-^^a''^i-a"'...).
DÉMONSTRATION. En effet, si au carré de la somme
on ajoute les carrés des dilTérences entre les quantités a, a, a" . . . combinées deux à deux de toutes lesma-
nières possibles , savoir ,
(a — a'y, (a — «")% ... (a — a"y, &c. . , , on trouvera
et Ton en conclura
(a-i-a'-^a". . .]' < v (fl*H-a''-t-e"^ . . .).
En extrayant les racini^s carrées positives des deux membres de cette dernière formule, on obtiendra précisément la formule (26].
Corollaire. Si l'on divise par n les deux membres de la formule (26) , on trouvera
, n, , a~\-a'-y-a" . . . y/fa^-i-a'^-ba"* . . .)
(28) vat.num. < -^-^ -^.
Ainsi la valeur numérique de ia moyenne arithmétique entre plusieurs quantités a , a , a" . , . . est inférieure au rapport
qui représente, comme on l'a remarqué plus haut, une moyenne entre les valeurs numériques de ces mêmes quantités.
Se HO LIE i.'^ Lorsque les quantités a, a, a" . ... , déviennent égales, on a évidemment
val. 7ium. (a-\-(f.'-\- u" . . .) = ■j,/w.y'(a*-}-a'*-+-«"* . . .) = w a. ^^Ê
S<:holiE 2.' Si dans l'équation (27) on pose succcs-ijvçment n = 2 , n = 3 , &c. . . . , on en conclura
f {a-h ay -h {a — a'y = 2 (a^ -\-a'^) ,
(-9) j (fl+a'4-a")M»-«')'H-(«-«")'-+-(«'-«")* = 3 («'+«"+«"'). ( &c
16.' Théorème. Soient a, a, a ..., a, a, a!' ... deux suites de cpiantilés , et supposons que chacune de ces suites renfei'me un ?iomhre n de termes. Si les rapports
— > ^7 , -^ , ôfC. . . .
ne sont pas tous égaux entre eux , la somme
sera inférieure au produit
^{a--+-a"-i-a"\..).y^{cL'-h-o,"-^x"\.,]; en sorte qu'on aura
f val.num. {aa. -\~ a* a.' -{- a" a." ,..)
( </(«'-!-«'■'-+-«"' ...)•/ (*' -H*'' -h A"^ ... )• DÉMONSTRATION. En effet, si au carré de la somme
on ajoute les numérateurs des fractions qui représentent les carrés des différences entre les rapports
combinés entre eux de toutes les manières possibles , savoir ,
[aaJ—acLY, («oc"-a"cL)% ... (a'ct"~a'W)\ écc. . . , ou trouvera
( iace.-\'a'ci'-\-a"a" . . .y-i- {(ia.'—a'a)--{- {act"—a"ûiY-h. . , ( 5 1 ) i
^ ,„^(a'cL"-a"a.'y-\-iie... = («^^-a'^+«"^..)(a^+a'^-^a"^..) ;
et l'on en conclura
{aa.-^a'ci.'-^a"a".. .)' < («'-+-« *-!-«" \ . .) (a'-+-a"-4-ci"\ . .)•
En extrayant {es racines carrées des deux membres de cette dernière formule , on obtiendra précisément ia formule (30].
Corollaire. Si l'on divise par ?z les deux membres; de la formule (30) , on trouvera
i ^r aa -1- «' a' H- «"a" . . . . \ vai. tiuni. .-— i-Lii.
Ainsi la moyenne arithméticjue entre les produits
acL , a aJ , a" oL" , ....
a une valeur numérique inférieure au produit de deux . rapports qui représentent des moyennes entre les vaicuis numériques des deux espèces de- quantités comprises ifaus les deux suites
et, cl', et" .... .
SCHOLIE I f Lorsque les rapports
deviennent égaux , on tire de la formule (31)
l.{iia-^a ce,' -^ a" a." . , .y =:^. {a'--^-u':~\- a'"- . . .) {tc^ -\- a' ^ ~'r a." * . . .) « et (iur suite
val. num. [a a. -\- a' et' -^ a" et" . . .)
= y/{a^ -+- a"- -\- a'"- . . .) . ^{et^- -+- et' ' -^- a"".. .)•
II serait facile d'arriver directement au même résultat.
SCHOLIE 2.' Si dans la formule 51) on pose successivement n ^ 2 , n ■=. 3 , &c. . . . , on en conclura
(act-f-a'ct')* -i- (aa' — a'a)^ = (a^ -Ha'-") (a* -f-a'^) , (aa+a'a'H-a"ût")'^+(aa'— a'a)^-t-(aat"— a"a)^+(a'ût"— a"tt')'
= (a^-t-a'^-i-a"^) (a^-t-a'-^-ût"-),
La première des équations précédentes s'accorde avec l'équation (8) du chap. VII \_^. i."^]. La seconde peut s'écrire ainsi (ju'il suit :
( tu. et' — a' cty -+- (a et" — a" a.)' -t- {a' a." — a" et' y
/ = {(i'->ra"-->ra"'-) (ût^-t-a'-^-Fût"') — {aet-^a' et' -\-a" ct"Y \
et sous cette forme elle peut être employée avec avantage dans la théorie des rayons de courbure des courbes tî acées sur des surfaces quelconques , ainsi que dans plusieurs questions de mécanique.
Nous terminerons cette note par la démonstration d'un théorème digne de remarque auquel on se trouve conduit en comparant la moyenne géométrique entre plusieurs nombres avec leur moyenne arithmétique. Voici en quoi il consiste.
\1 .". Théorème, ha moyenne géométrique entre plusieurs nombres A, B, C, D, ... est toujours inférieure à leur moyenne arithmétique.
DÉMONSTRATION. Soit n le nombre des lettres A , B , C, D} ... II suffira de prouver qu'on a généralement
(35) "Jabcd . . : < 4^B^r-^n...
OU , ce qui revient au même ,
{^,6) ABCD... < (^±tl±£±^:^y , Or, en premier iieu, on aura évidemment, pour ?i==2 ,
et l'on en conclura, en prenant successivement n = 4 , n=:B , &c. . . . enfin n = 2'" ,
ABCD< [^y [^y < (d±E±£±R.y^
ABCDEFGH < (±t^±^±R.y (^E-^F^G^ny <( 8 ) '
(37) ABCD ... < (^ -pn ) .
En second lieu, si « n'est pas un terme de la progression géométrique
on désignera par z"" un terme de cette progression supérieur à w^ et l'on fera
,. A-i-B-+-C-hD-\-
puis, en revenant à la formule (37), et supposant dans le premier membre de cette formule les z'" — n derniers facteurs égaux à K, on trouvera
ou, en d'autres termes,
ABCD ..,K^"'~'' < A
On aura donc par suite
ABCD ... < Z^" = ^A-^B-^C-^D... y ,
ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire. On conclut généralement de la formule (36)
(38) A-hB -+-C-i-D ,.. > n'i/'ÂB'cùZ ,
quel que soit le nombre des lettres A , B, C, D, .. , , Ainsi, par exemple,
(39) \ A-\-B-^c > ^ yin,
Sur la Résolution nutnerique des Equatious.
RÉSOUDRE numériquement une ou plusieurs ëqtiations , c'est trouver les valeurs en nombres des inconnues qu'elles renferment ; ce qui exige évidemment que lès constantes comprises dans les équations dont il s'agit soient elles-mêmes réduites en nombres. Nous nous occuperons seulement ici des équations qui renferment uiie inconnue, et nous commencerons par établir à leur égard les théorèmes suivans.
1.'' Théorème. Soit f {x) une fonction réelle de la variable x, qui demeure continue par rapport à cette variable entre les limites j:=Xa, xz=x. Si les deux quantités .f{x a) , J'{X) sont de signes contraires, on pourra satisfaire à l'équation
par une ou plusieurs valeurs réelles de x comprises entre x^ et X.
DÉMONSTRATION. Soit x^\i\ plus petite des deux quantités x^, X. Faisons
et désignons par m un nombre entier quelconque supérieur à l'unité. Comme des deux quantités y (j;J, f [X) , l'une est positive, l'autre négative, si l'on forme la suite
et que clans cette suite on compare successivement le premier terme avec le second , le second avec le troisième, fe troisième avec ie quatrième, &c... , on finira nécessairement par trouver une ou plusieurs fois deux termes consécutifs qui seront dv signes contraires. Soient
deux termes de cette espèce, r, étant la plus petite des deux valeurs correspondantes de x. On aura évidemment
.r„ < x, < X < X, et
A3ant déterminé x^ et X' comme on vient de le dire, on pourra de même, entre ces deux nouvelles valeurs Aq X , en placer deux autres x^ , X" qui , substituées dans /(.!') , donnent des résultats de signes contraires, et qui soient propres à vérifier les conditions
X" — x._=:- {X'~x\^—AX—x ).
En continuant ainsi , on obtiendra , i .' une série de valeurs croissantes de x, savoir,
une série de valeurs décroissantes
qui, surpassant les premières de quantiu'^ respectivement égales aux produits
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ix{X—x^], -^x{X—.x^}, ~x{X-x,), kc,
finiront pai" différer de ces premières valeurs aussi peu que l'on voudra. On doit en conclure que les termes généraux des séries ( 2 ) et ( 3 ) conveigeront vers une limite commune. Soit a cette liftite. Puisque la fonction f{x) reste continue depuis x-=:x^ jusqu'à x-=X , les termes généraux des séries suivantes ,
convergeront également vers la limite commune f{a) ; et, comme en s'approchant de cette limite ils resteront toujours de signes contraires , il est clair que la quantité f{fi), nécessairement finie, ne pourra différer de zéro. Par conséquent on vérifiera l'équation
en attribuant à la variable x la valeur particulière a corn» prise entie x^ et X. En d'autres termes ,
sera une racine de l'équation (i).
SCHOLtE I."' Si , après avoir poussé les séries (2) et (3) jusqu'aux termes
.r„ et XW,
\n désignant un nombre entier quelconque], on prend la demi-somme (ie ces deux termes pour valeur approchée de la racine a , Terreur commise sera plus petite que leur demi-diilérence , savoir ,
Comme cette dernière expression décroît indéfiniment U mesure que n augmente , il en résulte qu'en calculant un nombre suffisant de termes des deux séries , on finira par obtenir de ia racine a des valeurs aussi approchées
oue l'on voudra.
SCHOLIE 2/ S'il existe entre les limites x^, X plusit^urs racines réelles de l'équation ( i ) , la méthode précédente en fera connaître une partie , et quelquefois même les fournira toutes. Alors on trouvera pour .r, et X' , ou bien poiu" x^ et X" , tac... , plusieurs systèmes de valeurs qui jouiront des mêmes propriétés.
SCHOLIE j»." Si la fonction f{x) est constamment croissante ou constamment décroissante depuis x z=z x^ jusqu'à X :=i X , il n'existera entre ces limites qu'une seule valeur de x propre à vérifier l'équation (i).
Corollaire i."" Si l'équation (i) n'a pas de racines réelles comprises- entre les limites x^, X, les deux quantités
seront de même signe.
Corollaire 2.' Si dans I "énoncé du théorème 1 .*'
Ion remplace la fonction f [x] par
[6 désignant une quantité constante], on obtiendra précisément le 4.'' théorème du chapitre II [5. 2]. Dans la même hypothèse , en suivant la méthode ci-dessus indiquée , on déterminera numéiiquement les racines de l'équation
comprises entre x^ et X.
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Nota. Lorsque l'équation ( i ) a plusieurs racines com* prises entre x^ et X , en calculant les séries (2) et (^) on n'est pas toujours assuré d'obtenir la plus petite ou la plus grande des racines dont il s'agit. Mais on peut arriver à ce but en suivant une autre méthode dont M. Le^ gendre a fait usage dans le Supplcinent à la Théorie des nombres. Cette seconde méthode se déduit immédiatement des deux théorèmes que je vais énoncer.
2." Théorème. Supposons , comme dans le theo^ renie //'', que la fonction f{x) reste continue depuis .r = j-o jusqu'à X =«. Jf [X étant supérieur à x^J ; et désignons par <p{x) , x i.^) deux fonctions auxiliaires , également continues dans l'intervalle dont il s'agit , mais de plus assujetties , /." à croître constamment avec X dans cet intervalle , 2." à fournir pour la diffère 7ice
une expressioji variable , qui , d'abord négative lorsqu'on attribue à x la valeur particulière x^ , demeure toujours égale (au signe près) à f(x). Si l'équation
(0 fM = o
a une ou plusieurs raci?ies réelles comprises entre x, et X , les valeurs de x représentées par
(6) X^, X,, X^, .Tj, &C ,
et déduites les unes des autres par le moyen des formules
composeront une série de quantités croissaîites dont le
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terme général convergera vers la plus petite de ces racines. Si au contraire l'équation ( i ) n'a pas de racines réelles comprises entre x„ et X , le terme général de la série (6) finira par surpasser X.
DÉMONSTRATION. Admettons en premjer lieu, que l'ëquation f{x) = o ait une ou plusieurs racines réelles comprises entre les limites x^ ^ X ; et désignons par a ia plus petite de ces racines. On vérifiera l'équation dont il s'agit , ou , ce qui revient au même , la suivante
en prenant x = a ; et l'on aura en conséquence
De plus , la fonction xi-^) étant constamment croissante avec X depuis x=:x^ jusqu'à x-=:X , et a surpassant x„, l'on aura encore
En combinant les deux dernières formules avec ia première des équations (7) , savoir ,
on en conclura
. <p (a) > 9(«,), et par suite
De même, en combinant les trois formules
dont la seconde se déduit immédiatement de la formule (9) , on trouvera
TOM. I. Gff
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et par suite
(lo) a > a-,.
EVii continuant ainsi, on s'assurera que tous les termes de Ta série (6) sont inférieurs h. h racine a. J'ajoute que ces différens termes composeront une suite de quantités croissantes ; et' en effet , puisque fa différence
est négative par hypothèse pour a^ = x„, on aura mais xi^o) = <?(-^.)5 t^onc
(il) X, < X,. ^
De pUis, .T, étant compris entre :r„ et «, aucune racine réelle de l'équation 9 (x) — x i^) = ^ "^ se trouvera renfermée entre les limites x^, x^; et par conséquent [voyez le théorème i/% corollaire i /']
seront des quantités de même signe , c'est-à-dire , toutes deux négatives. On aura donc
<P (a;,) < x(^,), et par suite [à cause de x {x ,) =: ip (x^)] ,
&c. . ... Donc enfin les quantités
formeront une série dont ie terme général x„ , croissant constamment avec n , sans pouvoir jamais surpasser la racine a , convergera nécessairement vers une limite égale ou inférieure à cette racine. Nommons / cette limite. Comme , en vertu des équations ( 7) , on a , quel que soit n ,
on en conclura , en faisant croître n indéfiniment , et passant aux limites ,
La quantité / sera donc elle-même une racine de l'équation ( 1 ) ; et, puisque cette quantité sera plus grande que X, , sans être supérieure à ia racine a , on aura évidemment '^ «■•^= -^Jli'H] liitor
Admettons, en secoml lieu, que l'équation (1), n'ait pas de racines réelles comprises entre x , et X. On prouvera encore dans cette iivpothèse , que ie terme général x^ de la série ( 6 ) croît constamment avec n , du moins tant que ce terme reste inférieur à X. En efiet, tant que cette condition sera remplie , la différence
sera [théorème i.*"', corollaire i.*"'] de même signe que
c'est-à-dire , négative , et par suite on établira comme cidessus les formules ( 1 i ) , {i ^) , &:c. ... De plus , x„ ne pourra converger vers une iiojite fixe / inférieure à X^
puisqoe l'existence de cette limite entraînerait évidemment l'équation ( i 5 ) , et par suite l'existence d'une racine réelle comprise entre x^ et X. Donc il faudra nécessairement , dans l'hypothèse admise , que la valeur de x„ finisse par surpasser la limite X.
. . Corollaire //'' Les conditions auxquelles les fonctions auxiliaires 1^ [x) , X^^) sont assujetties dans l'énoncé du 2.*" théorème, peuvent être remplies d'une infinité de manières. Mais, parmi le nombre infini des valeurs que l'on peut attribuer à la fonction <p(a;), il importe ai en choisir une qui permette de résoudre facilement les équations (7) , c'est-à-dire , en général , toute équation de la forme
(p (x) = constante.
La valeur de ç> (x) étant choisie, comme on vie,nt de le dire, on calculera sans peine les difierens termes de la série [6], et il sulFua de, chercher la limite vers laquelle ils convergent pour obtenir la plus petite des racines de l'équation (i) comprises entl'e a;,, et :X.: Si ceS' mêmes termes finissent par surjîasser X, l'équation (i) n'aura pas de racine réelle dans l'intervalle de x, à X. Corollaire ^.' iSî l'on prend
et si de plus l'équation ( 1 ) admet des racines positives , ies quantités x^ , x^, &c. . . . seront toutes inférieures à la plus petite racine de cette espèce, et en fourniront des valeurs de plus en plus approchées.
3.^ Théorème, Supposons , comme dcms le théorème I f^ , que la fonction / (x) demeure continue depuis x^x^ jusqu'à x=.Ji[ \_X étant supérieur à x^,];
NOTE iir. 469
et désignons par <p{x), x(x) denx fondions auxiliaires également continues dans l'intervalle dont il s'agit, mais de plus assujetties , i.° à croître constamment avec X dans cet intervalle , 2° à fournir pour la différence
une expression variable qui devienne positive lorsqu'on attribue à x la valeur particulière X , et demeure toujours égale [aa signe près^ àf{x). Si l'équation
a une oii plusieurs racines réelles comprises entre a, et X , les valeurs de x représentées par
et déduites les unes des autres par le moyen des formules
composeront une série de quantités décroissantes dont le terme général convergera vers la plus grande de ces racines. Si au contraire l'équation ( i ) n'a pas de -racines réelles comprises entre x^ et X , le terme général de la série (i 'y^ finira par s'abaisser au-dessous de Xq.
La démonstration de ce troisième tlicorème est tellement semblable à celle du second, que , pour abréger, nous nous dispenserons de la rapporter ici.
Corollaire i f Parmi le nombre infini de valeurs qu'on peut attribuer à la fonction <p(.r) de manière à remplir les conditions exigées, il importe &Qn choisir une qui permette de résoudre facilement les équations
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(i6), c'est-à-dire, en général, toute équation de la forme
^ (a') = constante.
La valeur de ^{x) étant choisie comme on vient de le dire, on calculera sans peine ies différens termes de la série (15), et il suffira de chercher la limite vers laquelle ils convergent pour obtenir la plus grande des racines de i'équation (i) comprises entre a;,, et X. Si ces mêmes termes finissent par s'abaisser au-dessous de x„ , l'équation ( 1 ) n'aura pas de racine réeile dans l'intervalle de x^^ à X.
Corollaire 2.' Si, l'équation (1) ayant des racines positives, X surpasse la plus grande racine de celte espèce , les quantités X' , X" , &c. . . . resteront toutes supérieures à cette même racine , et en fourniront des valeurs de plus en plus approchées.
SCHOLIE //'■ Si l'équation (i) n'a qu'une seule racine réelle a comprise entre x^ et X , les termes généraux des séries (6) et ( i 5) , dont la première est croissante, et la seconde décroissante, convergeront vers une limite commune égale à cette racine. Alors, si l'on prolonge ces séries jusqu'aux termes
x„ et X^"\
puis , que l'on prenne la demi-somme de ces deux tenues pour valeur approchée de la racine a, l'erreur commise sera plus petite que
ScHOLIE 2.' Pour montrer une application des principes que nous venons d'établir, considérons en particulier l'équation
(17) x'"-~A,x'"-' — A,x'^--~- -^^_,x — yf„ = o,
ni désignant un nombre entier quelconque, et A, , A. ..... A , A„ ,
des quantités positives ou nulles. Comme le premier membre de cette équation est négatif pour x=.o , et positif pour de très-grandes valeurs de x, il en résulte qu'elle a au moins une racine positive et finie. De plus , cette même équation ne différant pas de la suivante
1 1 r-. . .-H ■ — sri » -m- I »
dont le second membre reste invariable , tandis que le premier décroît constamment pour des valeurs positives et croissantes de x , n'admettra évidemment qu'une seule racine réelle et positive. Soit a cette racine, et A le plus grand des nombres
enfin désignons à l'ordinaire une moyenne entre ces nombres par la notation
M {A,, A,, .... ^_, ylj.
On tirera de l'équation (17) , en y faisant x :=■((, puis ayant égard à la formule ( i i j des préliminaires ,
= ^iT/,>f,, A^, ...J„_,, A^)<A. ;
Par conséquent la racine positive de l'équation (17) sera comprise entre les limites o et yl -|- i . D'un autre côté , comme , en désignant par
A.a""^' et A, a""-'
îe plus petit et ie plus grand des termes renfermés dans le polynôme
A, aT-' -\- A, a"
et par n = ou < m le nombre de ceux qui diffèrent de zéro , on aura évidemment
n A s oT'' ,
et par suite
'{nA^^,
{nAy^,
il est clair que ia racine a sera comprise entre le plus petit et ie pius grand des nombres
(19) nA^ , {nA,y , {nA,)\ ... (w^^)-".
Enfin, puisqu'en vertu du théorème i.^' [corollaire i.'"], ie premier membre de l'équation (17) restera négatif depuis X =.0 jusqu'à x=ia , et positif depuis x=.a jusqu'à X = oc , il en résulte qu'on pourra clioisir encore pour limite inférieure de la racine a le plus grand des nombres entiers qui rendent négative l'expression
et pour limite supérieure le plus petit de ceux qui la
rendent positive. Soient maintenant
ies deux limites inférieure et supérieure calculées d'après l'une des règles que nous venons d'indiquer. Si ion fait en outre
les théorèmes 2.^ et 3.^ seront applicables à l'équation (17); et comme , dans cette hypothèse , chacune ^^s équations (7) ou (16) se trouvera réduite à la forme
x^ = constante ,
il deviendra facile de calculer les c|uantités comprises dans les deux séries
Xf Ji. , X" , X , &c. . . . ,
dont les termes généraux seront les valeurs approchées en plus et en moins de ia racine a.
Se HO LIE 3.' Considérons encore l'équation
m désignant toujours un nombre entier , et
des quantités positives ou nulles , dont la plus grande soit égale à -4, En prenant — pour inconnue, on pourra présenter cette équation sous la forme suivante
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qui est pareille à celle de l'équation (17). On en conclura que l'équation (22) admet une seule racine positive inférieure au quotient
et que cette racine est comprise non -seulement entre la plus petite et la plus grande des quantités
[ n == ou < m représentant le nombre des termes variables renfermes dans ie premier membre de l'équation (22)], mais aussi entre le plus grand des nombres entiers qui rendent négative l'expression
et le plus petit de ceux qui la rendent positive. Apres avoir fixé , d'après ces remarques , deux limites en plus et en moins de la racine en question , il suffira , pour en approcher davantage, d'appliquer les 2,* et 3.*^ théorèmes à l'équation (23), en y regardant ~ comme l'inconnue qu'il s'agit de déterminer.
SCHOLIE 4.' Si l'équation ( i ) avait deux racines réelles comprises entre x^ et X y mais extrêmement rapprochées Tune de l'autre, les termes géniaux des séries (6) et (1 5) paraîtraient au premier abord converger vers la même limite , et l'on pourrait prolonger long-temps les deux séries avant de s'apercevoir de la différence entre les îlrniies vers lesquelles ils convergent effectivement. La
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même remarque est applicable aux séries (2) et (3). Par conséquent les méthodes de résolution fondées uniquement sur le théorème i ." , ou bien sur les théorèmes 2/ et 3.*, ne sont pas propres à faire connaître , dans tous les cas , ie nombre des racines réelles d'une équation numérique ; mais elles fourniront toujours des valeurs aussi approchées que l'on voudra de toute racine réelle qui se trouvera seule comprise entre deux limites données.
Dans le cas particulier où l'équation numérique que l'on considère a pour premier membre une fonction réelle et entière de la variable x , on peut tout-à-la-fois , ainsi que M. La<rra7ige l'a fait voir, déterminer le nombre des racines réelles et calculer leurs valeurs approchées. Pour atteindre facilement ce but , il convient de réduire d'abord l'équation proposée à n'avoir que des racines inégales , en opérant comme il suit.
Soit
l'équation donnée. Désignons par a, h, c , ... ses diverses racines réelles ou imaginaires, et par m le degré de son premier membre , dans lequel nous supposerons le coefîicienl de la plus haute puissance de x réduit à l'unité. Enfin soit ni le nombre des racines égales à a, ni' le nombre des racines égales à b, m'" le nombre des racines égales à c, Uc... On aura
(28) in -t- i7i" -^- ni" -+-...=: m et
(29) F{x) = {x~ar Çv-by" {x-cY" . . .
On en conclura , en désignant par z une nouvelle variable ,
Si maintenant on fait
(31) F(^-Hz) = F(x)-i-sF,(^)H-z"F,(a;)-f-&c...,
et que l'on développe ies expressions
suivant les puissances ascendantes de z, i équation (50) deviendra
puis, en égalant de part et d'autre les coefficiens de la première puissance de z, on trouvera
SF . fj') m m" m" -~-~- = 1 r -^ ^- &c — /* (x) X — a X — 0 X — c
I m (x — b)(x — f)...+?w {x~-a)(x — c)...+m (x—a)(x — b)...+kc.
Comme la formule précédente a pour dernier membre une fraction algébrique évidemment irréductible, il eh résulte qu'il suffit de diviser le premier membre F (x) de l'équation (27) par le plus grand commun diviseur des deux polynômes F[x) , F, [x) pour ramener cette équation à la suivante
qui n'a pins que des racines inégales.
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Nous ne nous arrêterons pas à faire voir comment on pourrait déduire des mêmes principes diverses équations dont les racines, toutes inégales entre elles, seraient équivalentes, tantôt aux racines simples, tantôt aux racines doubles , tantôt aux racines triples, &c... de la proposée. Nous ajouterons seulement ici quelques remarques relatives au cas où l'on suppose immédiatement toutes les racines de l'équation (27) inégales entre elles. Chacun des nombres m', m", m'", &c. . . se réduisant alors à l'unité, on tire de la formule (32)
(34) /^,(j) = (j— i)(x— c)...+(a-— fl)(.r— c)...+(x— a)(x— *)...+&c... ,
et par suite
F, («) = (a — &) (rt — c) ...,
'fAc) = (c-a) ic~b) ..., &c
'=(-■) • {a-h)'{a-cy...(b-cy....
Ainsi , dans l'hypothèse admise , le produit des carrés des différences entre les racines de l'équation (27) sera équivalent [abstraction faite du signe] au produit
FXa).FXb).FXc),.,.,
et par conséquent au dernier terme de l'équation en z que fournit l'élimination de a; entre les deux suivantes
de sorte qu'en appelant H la valeur numérique de ce
dernier terme, on aura
(38) ^a—by{a—cy..,{b~cy... =±h.
Dans la même hypothèse, les valeurs de F^{a), F,(è),
&c données par les formules (35) n'étant jamais
nulies , si l'on désigne par a une racine réelle de l'équation (27) , il suffira d'attribuer au nombre cL des valeurs très-petites pour que les deux quantités
F(a-i-cc) = et F, (a) -h et' F^ («) -K &c
F(a— et) = - oc F, (a) -t- et" F, («) — &c
soient de signes contraires. De plus , si l'on représente par a?„ , X deux limites inférieure et supérieure entre lesquelles la seule racine réelle a se trouve comprise , en vertu du théorème 1 ." [coroll. 1.''], F[X) sera de méràe signe que F(a-+-cL), F{x^ de même signe que F{a — et) , et • par suite les deux quantités
seront de signes contraires.
Lorsque l'équation (27) n'a pas de racines égales, ou qu'elle a été débarrassée de celles qu'elle pouvait avoir , il devient facile de déterminer pour cette équation nonseulement deux limites entre lesquelles toutes les racines réelles se trouvent renfermées , mais encore une suite de quantités qui , prises deux à deux , servent de limites respectives aux différentes racines de cette espèce, et enfin ïes valeurs aussi approchées que l'on voudra de ces mêmes racines. C'est ce que nous allons établir , en résolvant l'un après l'autre les trois problèmes suivans.
1."' Problème. Déterminer deux limites entre lesquelles toutes les racines réelles de l' équation
se trouvent renfermées.
Solution. F(x) étant par hypothèse un polynôme réel, du degré m par rapport à :c, et dans lequel la plus haute puissance de x a pour coeliicient l'unité , si l'on désigne les coefiiciens successifs des puissances inférieures par
et les valeurs numériques de ces mêmes coefficiens par
^.. -4,, yl„_,, A„,
on aura identiquement
Soit maintenant k un nombre supérieur à la racine po* sitive unique de l'équation (17) [3.*^ ihcor. , scholie 2]. Le polynôme (20) sera positif toutes les fois qu'on supposera x-=zk ou > k. Par suite , il suffira d'attribuer à x une valeur numérique plus grande que le nombre A" , pour que la somme des valeurs numériques des termes
devienne inférieure à la valeur numérique de x". II en résulte que le premier membre de l'équation (27) ne pourra jamais s'évanouir , tant que la valeur de x sera située hors des limites
Donc toutes les racines positives ou négatives de l'équation (27) seront comprises eiitre ces rm^mes limites.
ScHOLIE T."" Le nombre A* étant assujetti à la seule condition de surpasser ia racine positive de l'équation (17), on peut le supposer égal soit à la plus grande des expressions (19), soit au pius petit des nombres entiers qui, substitués à la place de x dans le polynôme (20) , donnent un résultat positif.
ScHOLlE 2/ On peut aisément s'assurer que le nombre k , déterïniné comme on vient de le dire , est supérieur non-seulement aux valeurs numériques des racines réelles de l'équation (27), mais encore aux modules de toutes les racines imaginaires. En effet, soit
o^ = r (cos. t -H V~^ *'"• ^)
une semblable racine. On aura en même temps les deux équations réelles
r"'cos. mf±zA^ r"""' cos. {m— i)tzt.A^ r"*"* cos.(m— 2) t±,..
( ±^m-. rcos.t±iA^ — o.
., - Ç /"sïn.mt^i A.r'"-' sm.{m—\)t±iA,r'"-'-sm.(rn—z)t±i... ( ±A^_^rsm.t=o;
et , en ajoutant la première équation multipliée par COS. mi à la seconde multipliée par sin. jnt , on en conclura
,, ^ \ r^ ± A, r'"-' COS. t zh A^ r"~^ cos. zt zt
( ± A„_^ rcos. (m—i) t d= A^ cos. mt= o.
Or il est clair qu'on ne saurait satisfaire à cette dernière équation en supposant 7^> k , puisque dans cette hypothèse la valeur numérique de r'" surpasse la somme des valeurs numériques des termes .
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et à plus forte raison la somme des valeurs numériques que ces mêmes termes acquièrent lorsqu'on les mulcii)lie par des cosinus.
SCHOLIE j>/ En comparant avec le polynôme (26) les premiers membres des équations (27) et (4o) , on prouverait facilement que, si ion désigne par g un nombre inférieur à la racine positive unique de I^quation (22), g sera une limite inférieure non - seulement aux valeurs numériques de toutes les racines réelles de I équation (27) , mais encore aux modules de toutes les racines imaginaires. C'est ce qui arrivera, par exemple , si l'on prend pour g ia plus petite des expressions (25)' ou le plus grand des nombres entiers qui, substitués à la place de x dans le polynôme (26), donnent un résultat négatif. Le nombre g étant déterminé comme on vient de le dire, toutes les racines positives de l'équation (27) se trouveront comprises entre les limites
et les racines négatives de la même équation entre les iimites
SCHOLIE 4.' Lorsqu'on se propose seulement d'obtenir une limite inférieure à la plus petite des racines positives ou supérieure à la plus grande, on peut quelquefois y parvenir en s'appuyantsur le corollaire du 1 7/ théorème [note précéd.]. Supposons, en effet, que tous les termes du polynôme F(^), à l'exception d'un seul, soient de même signe. L'équation (27) prendra la forme suivante
Soit njaitenant n le nombre des termes qui ^,m^ fo ,^re. TOM. ,. ,,,,
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mier membre de l'équation (43) ne se réduisent pas à aéro, et
la moyenne géométrique entre ces termes , B désignant la moyenne géométrique entre leurs coefficiens. En vertu du corollaire du tliéorème 1 7 [note II], toute valeur réelle et positive de x propre à vérifier l'équation proposée , ou , ce qui revient au même , à lui servir de racine , satisfera nécessairement à la condition
et par conséquent à l'une des deux suivantes.
savoir, à la première, si m— s surpasse ^, et à la seconde, dans le cas contraire. Il est bon d'observer que, si le nombre s s'évanouit, As se réduira au coefficient de x*" , c'est-à-dire , à l'unité.
SCHOLIE y' II est encore facile d'obtenir deux limites , l'une inférieure, l'autre supérieure aux racines positives de l'équation (27), par la méthode que je vais indiquer. On observera d'abord que toute équation dont le premier membre n'offre qu'une variation de signe, c'est-à-dire, toute équation qui se présente sous la forme
^,x"'-}-^,j'^'-f-...— ^„jr'"-"— ^.^.x"-"-' — &c.... =0,
OU sous la suivante
[^^, A^, ... A^, A^^^, &c.... désignant des nombres.
quelconques], n'admet qu'une racine positive, évidemment égale à la seule valeur positive de x pour latruelle la fraction
(pii croît sans cesse depuis x = o jusqu'à ^:== oo , puisse se réduire à l'unilé. Par conséquent le premier membre d'une semblable équation aura le même signe que ses premiers ou ses derniers termes, suivant que la valeur de X sera supérieure à la racine dont il s'agit, ou comprise entre zéro et cette même racine. Cela posé, concevons que, dans le polynôme (39)., —AsX' soit le premier terme négatif après or", -^-A.x" le premier terme positif après — Asx', —A.x" le premier terme négatif après A^x% -^A,,x^^ le premier terme positif après — A,,x'' , &c....; en sorte que l'équation (27) devienne
On conclura des remarques précédentes, que toute valeur positive de x propre h vérifier l'équation (27) doit être I .° inférieure à la plus grande des racines positives des équations
2.° supérieure à la plus petite de ces mêmes racines , lorsque A„ est précédé du signe —, et dans le cas contraire, à la plus petite des racines positives des équations de la forme
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-^ ..r"-'-^ ,^ .a;"-^-'-. . . -f-yi X""" -t-^ „4.ia;"'-''-' -4- . . .= o ,
Quelquefois les deux conditions qu'on vient d'énoncer s'excluent mutuellement ; et alors on peut affirmer que i'équation (27) n'a pas de racines positives.
2/ Problème. Ti^oiwcr le nombre des racines réelles de l'cquatioii (.27) , avec une suite de quantités qui , prises deux à deux , servcJît de limites à ces mêmes raci7ies.
Solution. Nous supposerons l'e'quation (27) réduite à n'avoir que des racines inégales. Alors, si l'on désigne par k [ voy. le problème précédent ] une limite supérieure aux valeurs numériques de toutes les racines réelles , par h un nombre moindre que la plus petite différence entre ces racines, enfin par A', , k^, ... k^ d'autres nombres tellement choisis que dans ia suite
(4Q -^f -J'^i, -J^^y ••• -J^n, o, k„, ... A-^, A-,, kf
la différence entre un terme et celui qui le précède soit toujours une quantité positive égale ou inférieure à A , il est clair que deux termes consécutifs de la suite (46) ne comprendront jamais entre eux plus d'une racine réelle. D'ailleurs, loîsqu'on substitue à la place de x dans le polynôme F(^x) deux quantités entre lesquelles une seule racine réelle au plus se trouve renfermée , les résultats obtenus sont de même signe ou de signes contraires ; pour parler autrement , la comparaison de ces deux résultats offie une permanence de signe , ou une variation de signe , suivant qu'il n'existe pas de racine réelle, ou qu'il en existe une entre les deux quantités
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dont il s'agir. Par conséquent , si l'on prend les termes de la suite (46) pour des valeurs successives de la variable X , et que l'on forme la suite des valeurs correspondantes du polynôme FÇx) , cette nouvelle suite offrira précisément autant de variations de signe que l'équation (27) a de racines réelles , et chacune de ces racines sera comprise entre deux valeurs consécutives de x qui , substituées dans F {oc) , donnent des résultats de signes contraires. Ainsi toute la difficulté consiste à trouver j)our le nombre h une valeur convenable. On y parvient de la manière suivante.
Désignons par H la valeur numérique du dernier terme de l'équation en z que fournit l'élimination de x entre les formules (37). Le nombre H , ainsi qu'on l'a àé\a. remarqué, sera équivalent [abstraction faite du signe]
au produit des carrés des différences entre les racines
réelles ou imaginaires de i'équation (27). Par suite H^
sera équivalent au produit des modules de ces diflérences [ le module de chaque différence réelle n'étant autre chose que sa valeur numérique]. Cela posé, soient a, h deux racines distinctes de l'équation (27). Si ces deux racines sont réelles, chacune d'elles ayant alors une valeur numérique inférieure à k, la valeur numérique de leur différence, c'est-à-dire, la différence ou la sonnne de leurs valeurs numériques ne surpassera jamais 2 k. Si au contraire chacune de ces racines ou Tune d'elles seulement devient imaginaire, on pourra, en désignant par ?•, , 7-3 leurs modules , et par t^ , t., deux arcs réels , supposer
a = r, (cos. ;, -H /Z; sm. t, ) ,
h = 1\ (cos. f, -H y/ 117 «'"• l^ ) ;
et l'on en déduira
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a — b = »•, C03. f , — r^ cos. t^ -4- (/•, sin. if , — r^ sin. /.) ^f^ ,
morf. (a — b) = [(?-,co?.f, — r^cos.t^y -h (»•, sin.r, — r, sin. .*,)■*] -
On aura donc
mod. (« — b) < r, -\- r^ ;
et par suite
(^^y) mod. [a — b) < ik ,
pourvu que le nombre k ait été choisi , comme dans îe premier problème, de manière à surpasser non-seulement ÎC3 valeurs numériques de toutes les racines réelles , mais encore les modules de toutes les racines imaginaires. On prouvera de même que chacune des différences
a pour module un nombre inférieur à 2 A* ; et I on en conclura que , si , après avoir formé tous les modules de
cette espèce en nombre égal a — , on met cîe cote
l*un d'entre eux , par exemple , le module de la difTérence a—b, le produit de tous les autres sera un nombre inférieur à l'expression
mfm-0_
Donc , si l'on multiplie cette expression par le module de la diilérence a — h, on trouvera un résultat plus grand que le produit des modules de toutes les diiTérences ,
c'est-à-dire , un résultat plus grand que // ^ . En d'autres termes , on aura
(2 /:) ^ ' X mod. (a — b) > H' ; ou , ce qui revient au même ,
(48) mod. {a-^h) > ^~^ .
Lorsque les racines a et h sont réelles , le module cîe la différence a — b se réduit à sa valeur numérique. Par conséquent on obtiendra un nombre h inférieur à ia plus petite différence «ntre les racines réelles de léquatioa {i.'/), si l'on pose
(49) ^= l^ôT-.
ScHOLlE /."' Il serait facile de prouver que , si chacun des nombres A, , A^, ... A„ [ i ." problème] est entier, le nombre H le sera également. Par suite, dajis cette" hypothèse, le nombre H, qui ne peut s'évanouir tant que les racines de l'équation (27) restent inégales entre elles , aura une valeur égale ou supérieure à l'unité. Cela posé, la formule (48) donnera
(50) mod.{a~b)> ^|^_.._ ■- î
et Ton en conclura que , pour obtenir un nombre h inférieur à la plus petite différence entre les racines, il suffit de prendre
SCHOLIE 2.' Soit
féquation en z que fournit l'élimination de x entre les formules (37). Si, par la méthode ci -dessus indiquée [ I .""' problème, scholie 3 ], on détermine une limite G inférieure aux modules de toutes les racines réelles ou
mod. (a — c ) .
{zky
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imaginaires de i équation (52), on aura, en désignant toujours par a, h, c, ... les racines de l'équation (^7) ,
mod. F^(a) > G ,
ou, ce qui revient au même [ voy, les équations (35)],
Diod. (et — h) {ci — c) . . . > G, On en conclura
mod. ( « — h) > et par suite
(53) mod. (« — h) >
puisque les différences
qui renferment la racine a combinée successivement avec toutes les autres , sont au nombre de ;« — i , ou , si l'on met de côté la différence a — h, au nombre de m— 2. Cela posé, il est clair que le nombre h satisfera encore aux conditions requises, si l'on prend
SCHOLIE 3.' Après avoir déterminé h par l'une Aq^ méthodes précédentes, on pourra choisir pour la suite des nombres
Ai, /i j , .... A-„
une progression arithmétique décroissante dont la différence soit égale ou inférieure à A, en se bornant toutefois aux termes de cette progression qui restent compris entre les limites o , k. De plus , si l'on désigne par g [voyez le i .^'' problème , scholie 3 ] une limite inférieure aux valeurs numériques de toutes les racines réelles de
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fequation (27) , on pourra évidemment dans la suite (46) supprimer tous les termes positifs ou négatifs dont les valeurs numériques seront plus petites que g , en écrivant à la place les deux seuls termes
— ^ > -^' g- La suite (4^) étant modifiée comme on vient de le dire , on substituera successivement dans le polynôme F {x) , I .° les termes négatifs de cette suite depuis — k jusqu'à — g , 2 ." les termes positifs depuis -f- g jusqu'à -j- k ; et toutes les fois que deux termes consécutifs de la première ou de la seconde espèce fourniront des résultats de signes contraires, on sera certain qu'une racine réelle, négative dans le premier cas , positive dans le second , est renfermée entre ces deux termes.
SCHOLIE 4.' Lorsque par un moyen quelconque on a déterminé , pour l'équation (27) , une valeur approchée en plus ou en moins de la racine réelle a, on peut dans un grand nombre de cas obtenir de la même racine une valeur approchée en sens contraire , et fixer deux limites , l'une plus grande que les racines réelles inférieures à a , l'autre plus petite que les racines réelles supérieures, en s'appuyant sur la proposition que je vais énoncer.
Représentons à V ordinaire far
les cocffîciens des 1 J' , 2.', 3.', ... "puissances de z
dans le développement de F{x->rz); par a, h , c ,
les diverses racines de Vécpiation (-27), et par A un nombre supérieur à leurs modules. Supposons en outre que , la quantité ^ étant u?ie valeur approchée de la racine réelle a, la différence a — ^, ci la quantité a.
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déterminée par réqnalion
.soient assez petites [abstraction Jaite des signes^ pour ijue dans le pohjnome
la valeur numérique du premier terme surpasse la somme des valeurs numériques de tous les autres. Knfin désignons par G u?i nombre inférieur à l'excès de la première valeur numérique sur la somme dont il s'agit. On sera certai7i , i ." que la racine réelle a se trouve seule comprise entre les limites
I, ^ -+- 2CL
2.° que la différence a — b ou b — a entre la racine a et une nouvelle racine réelle b ne peut surpasser
(57) (zA)'"-^ •
Pour démontrer la proposition précédente , nous observerons d'abord que dans l'hypothèse admise , le polynôme (56) étant de même signe que son premier terme, on pourra en dire autant à fortiori des deux polynômes
3F.(^ + (.a)F,®-(.arF30 + (2«)5F4©-&;c...,
()8) qu'on obtient en développant les fractions
et ' CL '
.suivant les puissances ascendantes de et, et ayant égard à i'équalioir( 5 5 ). Par suite , les premiers termes des deux polynômes étant de signes contraires , i\ en sera de
même des deux fractions, et de leurs numérateurs
F(|-2CL), F(e-+-2Ct).
II y aura donc au moins une racine réelle de l'équation (27) entre les limites
J'ajoute qu'il n'y en aura qu'une ; et en effet , il est facile de voir que , si plusieurs racines réelles étaient renfermées entre ces limites, en désignant par a et b deux semblables racines prises à la suite l'une de l'autre , on trouverait pour les valeurs des expressions
deux quantités de signes contraires. Par conséquent l'équation
aurait une racine réelle comprise entre a et b , laquc-Iîe serait de la forme
îa quantité ::; étant renfermée entre les limites — 2cL , -f- 2 oL. Or, c'est ce qu'on ne peut admettre. Car , si l'on remplace dans la formule (31) z par y-\-z , et que 5 l'on développe le premier membre de cette formule ainsi modifiée suivant les puissances ascendantes de y , on en tirera
F(x-^-z)-^yF, (x-hz)-¥-&Lc
= F(t) -t- (y -4- -) F. (.r) -4- il/ H- z.y F, (x) -+- &c.. . ;
puis, en égalant de part et d'autre ks coefficiens de la première puissance de y ,
Par suite, le développement de
deviendra
(62) F.(e)H-2zF.(|)H-3;;^F3(|)-h42'F,(|)-4-&c... ;
et, comme dans le polynôme (5 6) la valeur numérique du premier terme surpasse la somme des valeurs numériques de tous les autres, il en sera de même à foi'lioj'i du polynôme (62), tant que ia valeur numérique de z sera supposée inférieure à celle de 2 cC. Il en résulte que , dans cette hypothèse , l'expression (61) ne saurait s'évanouir. Donc l'équation {')()) n'a pas de racines réelles comprises entre les limites ^ — 2ûL, |-|-2£t; et l'équation (27) n'en a qu'une entre ces limites. La racine dont il s'agit est nécessairement celle qui s'approche le plus de la quantité | , et que nous avons désignée par a. D'autre part, comme la fraction
équivalente au second des deux polynômes (58), est de même signe que le premier terme de ce polynôme , savoir ,
on doit en conclure que
F(|) et F(|-H2ct).
sont deux quantités de signes contraires , et que la racine a se trouve resserrée entre les deux limites
Quant à la seconde partie de la proposition ci-dessus énoncée, elle est une conséquence immédiate du scholie 2.*", puisque la quantité G restera évidemment inférieure [abstraction faite du signe] au polynôme (62), c'est-à-dire, au développement de F^ [^-^z) , tant que la valeur numérique de z ne surpassera pas celle de 2cL, et par conséquent inférieure à la quantité F, (a) qu'on déduit de F, (f 4-5), en posant
Il suit d'ailleurs de cette seconde partie que les racines réelles plus grandes que a sont toutes supérieures à la limite
et les racines réelles plus petites que a inférieures à la limite
3/ Problème. Trouver les valeurs aussi approchées que l'on voudra des racines réelles de l'équation (27).
Solution. On commencera par déterminer, à l'aide du problème précédent , deux limites , l'une en plus et l'autre en moins, de chaque racine réelle et positive. Supposons en particulier que la racine a soit de cotte espèce , et désignons par a:., , X les deux limites inférieure et supérieure à ce^te racine. Si l'on forme deux sommes différentes , la première avec les termes positifs du polynôme F{x), la seconde avec les termes négatifs piis en sij^ne contraire, celle qui sera la plus petite pour .r = .r^, deviendra la plus grande pour .rr=rA^. Représentez cette somme par (p(.r) et l'autre par %(j;). Les deux fonctions
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entières <p(x), x(^) jouiront des propriétés énoncées dans les 2/ et 3/ théorèmes ; et par suite, si la fonction ç(x) est telle qu'on puisse facilement résoudre les équations de la forme
<p [x) = constante , '
les formules (7) et (16) fourniront immédiatement des valeurs de plus en plus approchées de la racine a. C'est ce qui arrivera , par exemple , toutes les fois que la fonction (p (^x) se présentera sous la forme
B{x-hCy -{-D, B , C , D étant trois nombres entiers quelconques , et n un nombre entier égal ou inférieur à m; puisqu'alors on obtiendra les termes successifs des séries (6) et (1 5) par des extractions de racines du degré n. Si la fonction (p{x) n'est pas de la forme que nous venons d'indiquer, on pourra facilement l'y ramener , en ajoutant aux deux membres de l'équation
un polynôme entier 4(^) ^o^t tous les tenues soient positifs. En effet, il est clair que les valeurs de <p(x) et de y,{x), modifiées par l'addition d'un semblable polynôme , conserveront toujours les mêmes propriétés. On peut , au reste , attribuer au polynonïe -^{x) une infinité <le valeurs différentes. Supposons , par exemple ,
La Valeur de <p(x), modifiée par l'addition du polynoine ■l(x), deviendra
(:c -H 1)^-4-7, si l'on suppose
OU bien
si l'on suppose
&c. ... II est fjon Je remarquer à ce sujet , i ." qu'on peut toujours choisir la fonction entière 4 (^x) de manière à obtenir i'unîté pour le nombre B , i° que dans beaucoup de cas, l'an des nombres C , D se trouvera réduit à zéro.
Après avoir déterminé par la méthode précédente les racines réelles et positives de l'équation (27), il suffira évidemment pour obtenir ses racines ne-gatives de chercher par la même méthode les racines positives de l'équation
SCHOLIE. Outre la méthode d'approxim.ation que nous venons d'indiquer , il en existe pkisieurs autres ," parmi lesquelles on doit rernafquer celle cïc Ncicton. Elle suppose que l'on connaît de'jà une valeur approchée ^ de la racine que l'on cherche , et consiste à prendre pour correction de cette valeur la quantité cC déterminée par l'équation . f. 1
Toutefois, cette dernière méthode n'étant pas toujours
applicable, il importe d'examiner dans quels cas on peut
l'employer. Nous allons établir à ce sujet les proposition» suivantes.
4.' Théorème. Supposo?2s que , a. désignant l'une quelcomjue des racines réelles positives ou né<>atives de l'équation (27) , et ^ une vaUur approchée d&
cette racine , on dr'termi?ie a. jjarle moyen de l'écjualion (33). Si et est assez petit [abstraction faite du sigjic^ -pour que dans le poUjuamc (36) la valeur numérique du premier terme surpasse la somme des valeurs rmmériques de tous les autres , alors des deux quantités
la seconde sera plus approchée de a que la première.
DÉMONSTRATION. Nous avons dc'fa vu [2/ probl. , sclîolie 4 ] ({ue , dans l'hypothèse admise , la racine a se trouve seule renfermée entre les hmites
f , ^ -4- 2ct.
Cela posé, si l'on prend
{66) a = ^-hz,
z sera une quantité comprise entre les limites o, 2 et, et propre à vérifier l'équation
ou , ce qui revient au même , la suivante ,
(67) F(e) + zF,(|)-f-z^F.(e)H-&c... = o. Si maintenant on fliit pour plus de commodité
(68) q — pj^^
et que l'on ait égard à la formule (55), l'équation (67) deviendra
(69) z=ct-h<7;s*.
On aura par suite ^. ..
(70) a=z^-\-z=i^-it-cL-\-qz*-y
d'où il résulte qu'en prenant ^ -h cjL au lieu de | pour
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"Valeur approchée de a , on commettra une erreur égaie non plus à la valeur numérique de z, mais à celle de ^3^. D'ailleurs, le polynôme (56) étant de même signe que son premier terme /^, (f ) , les deux polynômes
( F.(|)-2(za)F,(^)-2(.a)zF3(^)-&c... = (,-t-4a9).F.(^)
jouiront évidemment de la même propriété ; ce qui exige que la valeur numérique de ^.duq, et à fortioi'i celle de ÇfZ, restent inférieures à \. On en conclura immédiatement que la valeur numérique de ^;:3" est inférieure à celle de \z. Ainsi des deux erreurs que ion commet en prenant
I et ^ -j- CL
pour valeurs approchées de a , la seconde est plus petite que la moitié de la première.
SCHOLIE i/' Comme on tire de l'équation (69)
et que la valeur numérique de fjz est inférieure à 4- , on est assuré que la valeur de z restera toujours comprise entre les limites
— CL , 2 et.
ScHOLIE 2/ En résolvant l'équation (6p) comme si la valeur de ^ était comme , on tiouve '
Le radical y^i — 4ay est ici aiîecté d'un double signe. Mais, puisque la valeur de z doit rester plus petite que celle de 20L, il est clair qu'on devra préférer le signe inférieur. On aura donc
TOM. I. li
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Cela posé, si l'on nomme r/^, 0, fleiix limites dont l'une sort inférieure et l'autre supérieure à la quantité ^ déterminée par la fornsule (68), on conclura de l'équation (72), que la valeur exacte de z est comprise entre les deux expressions
, ^ 1 CL 2 et
Par conséc^ent cette valieur renfermera tous îes chiffres décimaux communs aux deux expressions réduites en nohibres.
SCHOLIE ]/ Supposons que des deux quantités q„, Q la seconde ait la plus grande valeur numérique , et que cette valeur mimérique soit inférieure à l'unité. Alors , si la différence a — f = z est [ abstraction faite du signe ] plus petite cpj'une unité décimale de l'ordre 7i , c'est-à-dire, si l'on a
(74) val. iium. z < i j ,
la différence
a — [^-^<L) = qz-
sera plus petite [abstraction faite du signe] qu'une unité décimale do l'ordre 2 n ; en sorte qu'on trouvera
(75) val num. qz"- < {-^j \
Ainsi, en prenant ^-\-(L au lieu de ^ pour valeur approchée de la racine a , on doublera le nombre des décimales exactes.
Si ion supposait la valeur numérique de Q inférieure non-seulement à l'unité, mais encore à o , i , on conclurait de la formule (74)
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val. niim. qz^ < ( j
Plus généralement, si ion suppose cette valeur jmmérique inférieure à ( — j , ?• désignant un nombre entier quelconque , la formule (74) entraînera la suivaiite ,
{76)9 val. num. qz" < \ j
Enfin, si îa valeur de Q est supérieure à l'unité, mais inférieure à ( i o)'^ , on trouvera
(jy) val num. qz' < ( ,V) " \
SCHOLIE ^/ L'erreur que ion commet en prenant ^-\-cL pour valeur approchée de a , ou la valeur numérique du produit qz^ peut elle-même se calculer par approximation. En effet, si l'on a égard à l'équation (60), on trouvera
qz"- =z q(a,-\-qz-y = q d,"- -t- {2 et) q~ z'- -i- q^' z^ . Or , supposons la valeur numéricjue de 2 a. , par conséquent celle de z, inférieure à (— — ) , et la valeur numérique de Q , par conséquent celle de q , inférieure à (10)^'' ; n et 7' désignant deux nombres entiers. On aura évidemment
val. num. {^2cLj q' z' < ( )
et
val. num, y> z^ < f ]
De plus , si la valeur numérique de la fraction
Il '
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est reconnue inférieure ù (lo)-^, s désignant encore un nombre entier , on pourra prendre
PA'V
pour valeur approchée du terme qcL~ , sans craindre une erreur plus considérable que
Par suite, si ion choisit Ë-\-cL — et" „ ■^, , au lieu
de ^-\-cL , pour valeur approchée de la racine a, c'està-dire , si ion pose
(79) a = ^-\-cL — <L' ^'l' ,
l'erreur commise sur la racine n'affectera plus que les imités décimales de l'ordre marqué par le plus grand des trois nombres
3 7? db 5 ^ 3 w di: 2 r ^ 4 /i zb 3 r.
Dans le cas particulier où la valeur numérique de Q est inférieure à ( — ) , et celle de la fraction (78) à
( — -J , la nouvelle erreur devient plus petite que
Il suffit donc alors de substituer le second membre de l'équation (79) à la quantité | pour tripler le nombre des chiffres décimaux exacts dans la valeur approchée de a. C'est ce qui arrive encore , à très-peu près , quand le nombre n devient très -considérable. Ces résultats sont conformes à ceux que M. Nicholson a obtenus dans un ouvrage récemment publié à Londres , et qui a pour titre : Essay on involutio7i and évolution , Ere.
5.' Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent, concevons que le premier terme du pohjJiome (56) , c'est-à-dire , du polynôme qui représente le développement de F, (^-Hza), ait une valeur numérique supérieure non-seulement à la somme des valeurs numériques de tous les autres termes , mais encore au double de cette somme. Alors, si l'on désigne par ^, iine quantité comprise entre les limites
la seconde des deux quantités
sera plus approchée de a que la première.
DÉMONSTRATION . Pour établir la proposition qu'on vient d'énoncer, il suffit de faire voir que la valeur numérique de la différence
est supérieure à celle de
ou , ce qui revient au même , que la fraction
F.it)-
FAh)
a une valeur numérique inférieure à l'unité. Représentons par — cette même fraction. H smTira de prouver que
V — u et V -\- u , c'est-à-dire, en d'autres termes,.
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. ■• '' « — ^, '^^'^ " — Il
sortt efenix expressions de même signe. Or, si ion fait
'^(8i) a=i^-\-z et |,=:|-f-C,
3 et ^ seront deux quantités de même signe comprises entre les limites o , 2 et ; et les expressions (Bo), après le développement des fonctions
F{^,-\-z), F(e,_f-C), F,(|-hO> deviendront respectivement
C^omme , dans chacun de ces derniers jiolynomes , le coefficient de F„(^^) a une valeur numérique évidemment inférieure à celle de l'une des quantités
et par conséquent au double de la valeur numérique du produit
w ( 2 et ) " " ' ,
il est clair qu'ils seront l'un et l'autre de même signe que F, (f ), si la condition énoncée dans le 5/ théorème se
trouve remplie. Donc, &c
SCHOLIË tA Les erreurs commises lorsqu'on prend successivement
pour valeurs approchées de la racine a, sont respectivemenî égales aux valeurs numériques des deux quantités
F CÇ- "^
« — ^^ rt « — f, -H -7-^7^.
On trouvera d'ailleurs , en ayant égard aux formules (8 i ),
et
puis, en développant les fonctions
Cela posé, concevons que , pour toutes les valeurs de C et de ;3 comprises entre o et 2 cL , la valeur numérique du polynôme
reste inférieure à la limite M , et celle du polynôme
(B 5) ^. ® -h 2 CF. (I) -f- 3C* F3 (I) H- &c. . . .
supérieure à la limite N. Si l'on a
(86) val. mim. {^z — C) < ( , ~)
et
(87) ■^<(,or',
w et r désignant deux nombres entiers quelconques , oi| conclura de l'équation (83),
.jUl NOTE 111.
U est essentiel de remarquer que , poiii- obtenir âes valeurs convenables de M et de N ^ il suffit, i." de remplacer dans le polynôme (84) z et C par 2 et, puis de calculer la somme des valeurs numériques de tous les termes, 2.° de remplacer dans le polynôme (85) C par 2ot , et de chercher ensuite la difî'érence entre la valeur luimérique du premier terme , et la somme des valeujs numériques de tous les autres.
SCHOLIE 2' Les mêmes choses étant posées que dans le 5/' théorème, si l'on fait successivement
ics quantités |, , ^^ , 1,, &c... seront des valeurs de plus en plus approchées de la racine a. Si d ailleins on atti j- !)ue aux nombres M et N les mêmes valeurs que dan,s le scholie i /% alors, en supposant
(»n en loncliira
val. 7mm. (« — |,) < (-7^) ' ' » ^c
Ces dernières formules renterineiU la proposition énon^ cée par M, Fo}irier dans le Bulletm fie la Société phir lomaliquc ( livraison tk- mai 1 8 1 8 ) , relalivenient ai\
nombre de décimales exactes que fournit à chaque opération nouvelle la méthode de Neivton.
AT
Toutes les fois que la fraction -rr est inférieure à
l'unité, on peut prendre 7'=:o, et par suite les différences successives entie la racine a et ses valeurs approchées
sont respectivement plus petites que les nombres
(^)".(-r.(^r-ar.^---
}>onc alors le nombre des décimales exactes se trouve douUé pour le moins à chaque opération nouvelle.
Les recherches précédentes fournissent plusieurs méthodes de résolution pour les équations numériques. Afin de faire mieux sentir les avantages que présentent ces inéthodes, je vais les aj)pliquer aux deux équations
(90) U-' — 2. X — .5=0 el
que Lngra7ti>c a choisies pour exemples [ Résolution des équations numériques , chap. IV ] , et dont la première a été plus anciennement traitée par Newton.
Si nous considérons d'abord Téquation (90) , nous trouverons [ 3 .' théorème , scholie 2 ] qu'elle a une seule racine positive comprise entre les deux limites
V2.i=z2 et y''^.; ^ 2,1 5 . . . .
De plus , la valeur positive de x propre à vérifier l'équïi.tiou
satisfera [ i /' problème , scliolie 4 ] à la condition
OU, ce qui revient au même, à ia suivante , X > (4o)^ = 2,op
La racine dont il sa^^it sera donc renfermée entre les nombres 2,09 et 2, i 5 ... ; en sorte que sa valeur approchée à moins d'un dixième près sera 2, i . Pour obtenir une valeur plus exacte , nous observerons qu'on a dans le cas présent
F(,r) = x5_2x-5, F, (x) = 34^^-2, F, (^) = 5x, Fj^^,,
et que, si l'on prend
la condition énoncée dans le 4-" théorème sera remplie. Cela posé, comme on tirera de l'équation (55)
<^=^-rEr^ r = — 0,005431878...,
on trouvera pour les nouvelles valeurs approchées de l'inconnue X
^ -\- cL = 2,0945<^8l2I ... , et
Enfin , comme, la valeur exacte de x étant présentée sous la forme xz=j:^-\-z, z sera une quantité comprise entre les limites o , 2 cc , et que par suite on aura évidemment
FAI
NOTE in. '^^^
val. juim. z = val. nuiri. (oL-{- <jz')
< val. num. cL -\- (icLy val. num. q < 0,01 ,
on en conclura [4-^ théorème, scholies 3 et 4] quen prenant
on commet une erreur pius petite que c, 00c 1 , et en prenant.
une erreur plus petite que 0,00000 1 .
Au lieu d'emplover les formules générales, on pourrait effectuer le calcul Je la manière suivante. Après avoir troivé 2 , 1 pour la valeur approchée de x , on fera dans l'équation (90)
e^ l'on en tirera , en divisant tous les termes par le coeil'icient de z ,
{ 0,00)45 ' 878 . .. -1- V -Ho, 560997328 ...3"
ou, ce qui revient au même,
(93) s = — 0,005431878 ... -H y-' , la valeur de q étant déterminée par la formule
(94) fj= — 0,560997328 ... — 0,089047195 ••• •=•
Le double du premier terme de l'équation (92) est à trcs-peu près 0,01 ; et, comme le premier membre de cette équation fournit deux résultats de signes contraires, lorsou'on v fait successivement
z zzz: C , i := O, C I ,
on peut affirmer qu'elle a une racine réelle comprise entre les limites o et — 0,0 i . Pour démontrer que cette racine est unique , il» sutîit d'observer qu'en vertu de ia formule (60) i'ëquation
F, (2,1 -+-::;) = o se réduit à
i-|-2xo,5 6o(p9732 8...::;-f-3xo,o89o4:7 1^5 ...z''=.o ,
et que cette dernière ne saurait être vérifiée par aucune valeur de z renfermée entre les limites dont il s'agit. De plus, il est clair que, pour une semblable valeur de z , ia quantité q déterminée par la formule (9 4) reste comprise entre — 0,560 et — 0,^61; et, comme on tire de l'équation {'^l)
on en conclura, i ." en supposant — ^ = 0,560
en supposant — q == o, 5 6 i
Par suite , la valeur réelle et positive de x propre à vérifier l'équation (90) sera comprise entre les limites
2,1 — 0,00544850 = 2,09455150 et
Cette équation a donc une racine positive unique à trèspeu près égaie à
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li est d'ailleurs ilicile de s'assurer qu'elle n'a point de racines négatives. Car , si elle en avait une seule , on pourrait satisfaire par une valeur positive de x à la formule
et cette valeur de x [voyez le scholie 5 du i /' problème] serait en même temps inférieure à la racine positive de i'ëquation
c'est-à-dire , à
et supérieure à la racine de l'équation
c'est-à-dire , à
ce qui est absurde.
Passons maintenant à l'équation (91)' ^^ cherclions en premier lieu ses racines positives. Pour avoir une limite supérieure aux racines de cette espèce , il suffira d'observer que, l'équation dont il s'agit pouvant se mettre sous la forme
on en tire [ i .*" problème, scholie 4]> ^n supposant x positif,
a y 7 x5 ^ rj X ^
et par suite
On peut donc prendre — pour une valeur approchée de
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la plus grande racine positive. Cela posé, si l'on fait dans
l'équation (91)
on trouvera
(97) 0,05 -i-:;-h2,4o.i;--l--^s'=:o, ou , ce qui revient au même ,
(98) s = — 0,05 -f-yz",
Ja valeur de q étant déterminée par la formule
Le double du premier terme de l'équation {^7^ est o, i ; et , comme le premier membre de cette équation change de signe lorsqu'on passe de z^=o à ;;=: — 0,1 , tandis que le polynôme
reste constamment positif dans cet intervalle , il en résulte qu'elle a une racine réelle , mais une seule , comprise entre les limites o et — o, t. La valeur correspondante de a est évidemment renfennée entre les deux quantités
et l'on tire d'ailleurs de l'équation (^98)
(ICO)^ __ (-,^3, — 0.0025( q) 0,00025( qY
— o, 00003125 ( — qY — &c
Si dans cette dernière équation on fait successivement
NOTE m. .)1 1
on trouvera pour ies valeurs correspondantes de z
ei l'on en conclura que la plus graiîcfe racine positive Je i équation proposée est renfermée entre les limites
Donc, si l'on appellea cette plus grande racine, sa valeur approchée à onze cent -millièmes près sera donnée par la formule
(loi) a = 1,6^20.
En partant de cette première valeur approchée, on pourra par une seule opération en obtenir une seconde dans laquelle l'erreur ne portera plus que sur les décimales du douzième ordre.
Outre la racine a que nous venons de considérer, l'équation (91) admet évidemment une racine négative égale [au signe près] à la racine positive unique de l'équation
(102) jr' — 7 X — 7 = 0,
et par conséquent renfermée [ 3 ." théorème , scholie 2 1 entre les limites
— ■/'4=:= — 3,7416.. . et — l/i{=z — 2,4i...
Nommons c la racine négative dont il s'agit. La troisième racine b de l'équation (9 i ) sera évidemment réelle et positive, puisque le produit aie des trois racines doit être équivalent au dernier terme pris en signe contraire , c'està-dire, à — 7. Déterminons à présent cette troisième racine. Pour y parvenir, on cherchera d'abord un nombre
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G égal ou inférieur à ia valeur numérique dé F, (« ) * Or , puisqu'on a dans le cas présent
on en conclura
On pourra donc prendre
Bailleurs, en vertu de ce qui précède, on a encore
rt < 1,6922 , — c < 3,7417, et par suite
a — c < 5,4335^- Cela posé, on trouvera [2/ problème, scholie 2]
a — b > > — ■ ^ri o, 202 12 ... ;
et l'on aura en conséquence
Après avoir reconnu, comme on vient de le faire, que la racine b est inférieure à la limite i ,4o , on supposera
L'équation (9 i ) donnera dans cette hypothèse
(103) 0,05-f-z — 3,75.3' — -ff ^5 =0,
ou , ce qui revient au même ,
(98) Z=: 0,05 -+- qz' ,
U valeur de q étant déterminée par la formule
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(io4) q = 3'75 -+--7F^-
Le double du premier terme de l'équation (103) est o, I ; et, comme le premier membre de cette équation change de signe lorsqu'on passe de 21=0 à z^=■ — :©, i , tandis que le polynôme
reste constamment positif dans l'intervalle , il en résulte qu'elle a une seule racine réelle comprise entre les limites o , — o, 1 . La valeur correspondante de q est évidemment renfermée entre les deux quantités
3,65 et 3,75.
En substituant successivement ces deux quantités à la place de la lettre q dans l'équation (100), on obtiendra deux nouvelles limites de l'inconnue z , savoir ,
i-i-V'1,73 et
puis l'on en conclura que la racine positive h est comprise entre
et
On obtiendra donc la valeur approchée de cette racine à un dix-millième près , si l'on prend
Quant à la racine négative c de l'équation (91), nous savons déjà qu'elle est comprise entre les limites TOM. 1. Kk
— 3,74i^ ... et — 2,4i . ..
On alii-a donc sa valeur approchée à une unité près , si on la suppose égale à — 3. Cela posé, faisons dans l'équation (91)
On trouvera
(ig6) 0,0 5 -4- s — 0,45 .z* + o,o5 .z' = o j ou , ce qui revient au même ,
(98) z = — 0,0^ -^-qz* ,
la valeur de q étant déterminée par la formule
De plus , on reconnaîtra facilement i .° que l'équation (106) a une racine réelle, mais une seule, comprise entre les limites o, — 0,1 ; 2.' que la valeur coixespondante de q est' renfermée entre les deux nombres
3.* que ces deux nombres substitués à la place de la lettre ç dans l'équation (100) fournissent deux nouvelles valeurs approchées de z, savoir,
et
Par suite , la valeur approchée de c à un cent-millième près sera
Au reste, oh aurait pu déduire immédiatement la valeur
approchée de c des formules (loi) et (105). En effet, puisque dans l'équation (9 1 ) le coeificient de x* se réduit à zéro, on en conclut
et par conséquent , à très-peu près ,
Pour terminer cette note, nous présenterons ici deux théorèmes dont le second comprend la règle énoncée par Descartes relativement à la détermination du nombre des racines positives ou négatives qui appartiennent à une équation de degré quelconque. Dans ce dessein , nous allons d'abord examiner le nombre des variations et des permanences de signes que peut offrir une suite de quantités , lorsqu'on suppose les différens termes de cette suite comparés l'un à l'autre, dans l'ordre où ils se succèdent.
Soit (109) «„, a, , a,, . . . a^_^ , «„,
la suite que l'on considère , composée de 7» -f- 1 termes. Si aucun de ces termes ne se réduit à zéro, le nombre des variations de signe qu'on obtiendra en les comparant deux à deux, dans l'ordre où ils se succèdent, sera complètement déterminé. Mais, si quelques termes se réduisent à zéro, comme on pourra, dans cette hypothèse, fixer arbitrairement le signe de chacun d'entre eux , le nombre des variations de signe dépendra de cette fixation même , de manière cependant à ne pouvoir s'abaisser au-dessous d'un certain minimum , ni s'élever au-dessus d'un certain maximum. Une semblable remarque peut être faite sur le nombre des permanences de signe. Ajoutons que, pour obtenir le nombre maximum des variations de signe , il
suffit de considérer chaque ternie qui s'évanouit comme affecté diiix signe contraire à celui du terme précédent. Concevons , par exemple , que la suite ( i op) se compose des quatre termes
Le premier de ces termes étant positif, on obtiendra le nombre maximum des variations de signe, en considérant le second terme comme négatif, et le troisième comme positif, ou , ce qui revient au même , en écrivant
Par suite, dans ce cas particulier, le nombre maximum dont il s'agit sera égal à 3. On aurait obtenu au contraire le nombre minimum des variations de signe , égal à l'unité, en affectant chaque terme nul d'un signe semblable à celui du terme précédent, c'est-à-dire, en écrivant
Ces principes étant admis, on établira sans difficulté les propositions suivantes.
6/ Théorème. Supposons que , la constante h étant réelle et positive , on multiplie le polijnome
(i 10) «oa;'"-t-«ja;'"~'-j-«ja;'"~^-+-... H-a^_^.T-t-fl^
par le facteur linéaire x -h A . Celle mulliplication n augmentera pas le 72omhre maximum des variations de signe entre les coe^ciens successifs des puissances descendantes de la variable x,
DÉMONSTRATION. En multipliant le polynôme (r 10) par x-^h, on obtient un nouveau polynôme dans lequel les puissances descendantes de la variable ont pour coefficiens respectifs les quantités
(i I 1) a,, a,-\~ha^, a^~hha,, ,..a^-^ha^_^, ha^.
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II suffira donc de prouver que le nonîbre des varia lions de signe ne croît pas dans le passage de la suite ( i 09) à la suite ( i i 1 ) , lorsqu'on a porté ce nombre au maxinmtn dans l'une et l'autre suite, en affectant chaque terme qui s'ëvanouit d'un signe contraire à celui du terme précédent. Or, je dis en premier lieu que, les signes étant fixés d'après cette règle, chaque terme de la suite (i 1 i), représenté par un binôme de la forme
a -4- ha .
prendra le même signe que l'un des termes a^, « _j de la suite (109). Cette assertion est également évidente dans les deux cas qui peuvent se présenter, savoir, 1 .** lorsque^ les deux termes a , a sont oriojinairement , ou en vertu de la règle adoptée, affectés de signes contraires, par exemple, lorsque a^ s'évanouit; 2.* iorsque, a^ ayant une valeur différente de zéro, a est affecté du même signe que a^. En conséquence, si l'on attribue aux quantités
(112) /m„, ha, y ha,, ... A«„_. , ha„
les mêmes signes qu'aux ternies correspondans de la suite ( 1 09), on pourra , sans altérer en aucune manière la succession des signes dans la suite (1 1 1 ) , y remplacer chaque binôme de la forme
a -\- ha
par l'un des deux monômes a^ , ha^^^. En opérant ainsi, on obtiendra une nouvelle suite dans laquelle chaque terme de la forme a se trouvera suivi d'un autre terme égal, soit au monôme rt^^, , soit au monôme ha qui est la seconde partie du binôme a ^_ -^- ha , tandis que chaque terme de la forme ha se trouvera suivi du monôme ka^^^ , ou du monôme a^^^ qui est la première partie
du binôme a^_^^-\~ha^^. Cela pose, concevons que dans îa nouvelle suite on distingue , i .° chaque terme de la forme a^ auquel succède un autre tei'me de la forme ha^, 2/ chaque terme de la forme ha auquel succède un autre terme de la forme a^^^ ; et soient respectivement
a^ , ha^ , tty , ha„ , &c. . . .
les difîerens termes de l'une et l'autre espèce rangés d'après l'ordre de grandeur des indices qui affectent la lettre a. La nouvelle suite, compose'e des monômes
S «o> «., ••• «/> ha,, ha,^^, ... ha^y a^^^, ...a,, j ha,y ha,^,, ...ha,^, a,^j^^, a^j^^, &c... ha^,
ne présentera évidemment que des variations de signe propres à la suite (i oc^)avec celles qui peuvent naître dans le passage de ^rt„ à ««^.j, de ha„ à a^^,^^ , &c... D'ailleurs il est aisé de voir que, si les deux quantités
ha^ et a^^^y
ou, ce qui revient au même,
a, et a^^^
sont affectées de signes contraires, la variation de signe correspondante ne fera que remplacer une autre variation de signe propre à la suite ( 1 09) , savoir , celle qui avait lieu entre le terme «,^, et l'un des deux termes a^ , a^^^. Une remarque toute semblable s'applique au cas où les monômes ha,^, a,,,^^ sont affectés de signes contraires; &c.... On peut donc conclure que le nombre maximum des variations de signe n'augmente pas, lorsqu'on passe de la suite ( 109) à la suite (i « 3), et par conséquent à la suite (i » 1); ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire. Si l'on multiphe le polynôme (110) par plusieurs facteurs linéaires de la forme
NOjTE III. Ali^
x-^h, x-^h', x-\-h", &c. . .'.-(i -? rr;rb
h, h', h", désignant des quantités ' pWtives, oh
n'augmentera pas le nombre maximum des Variations ^de signe entre les coefficiens successifs des puissances descendantes de la variable x. ' *" ' 7/ Théorème. Soient, pour le p6f§iiom^ "^ '^
(i lo) F{x) = a^x'"-^a,x'"-'-h"'-\'a„-i^-^^mi
m' le Jiombre minimum des permanences de signe, et m" le nombre minimum des variations de signe entre les coefficiens successifs des puissances descendantes de X. Alors dans l'équation
le nombre des racines 7iegativ.es sera cgdlou inférieur à m' , le nombre des racines positives égal au. inférieur à m" , et le nombre des racines imaginaires égal eu supérieur à la différence "
DÉMONSTRATION. Pour établir la première partie du théorème, j'observe que, si l'on appelle hjji', h", ... les racines négatives de l'équation (i i 4,) , le polynôme F{x) sera divisible par le produit
{x-^h){X'^-''h!){x,-^Jé') ....
Nommons Q le quotient. D'après le corollaire du théorème précédent , le nombje maximum des vaiiations de signe dans le polynoirie FJ^x) sera égal ou inférieur au nombre maximum de ces variations dans le polynôme Q , et par conséquent au degré de ce dernier polynôme. Pur suite, le immbre minimum des permanences de signe
dans le polynôme F{x) sera égal ou supérieur à la dîfTérence entre le nombre m et le degré du polynôme Q^ c'est-à-dire, au nombre des racines réelles et négatives de l'équation
(ii4) F{x) = o.
Pour démontrer la seconde partie du 7/ théorème, il suffira de remarquer qu'en écrivant — a; au lieu de x dans l'équation ( i 1 4 ) , on change à-Ia-fois les racines positives en négatives , les variations de signe en permanences, et réciproquement.
Enfin, conume cette équation, étant du degré m, doit avoir m racines réelles ou imaginaires, il est clair que k troisième partie du théorème est une conséquence immédiate des deux autres.
Corollaire. Pour montrer une application du théorème précédent, considérons en particuher l'équation
On trouvera, i.° en supposant m pair,
w' = o , m"=z o, i.* en supposant m impair,
Par suite l'équation (115) n'a point de racines réelles dans la première hypothèse , et ne peut en avoir qu'une dans la seconde, savoir, une racine réelle négative.
Sur le Développement de la Fonction alternée
iy—x) X (z—a:) (z—y) x x {v—x) (v— y) (v—z) (v — u).
DÉSIGNONS par (p la fonction dont il s*agit. ^insi qu'on l'a dé]^. remarqué [ chap. III, §.2], chaque terme de son développement sera équivalent (abstraction faite du signe ) au produit des diverses variables rangées dans un certain ordre , et respectivement élevées aux puissances marquées par les nombres
De plus , il est aisé de voir que tous les produits de cette espèce peuvent se déduire les uns des autres à l'aide d'un ou de plusieurs échanges opérés entre les variables prises deux à deux. Ainsi , par exemple , on déduira le produit
d'un quelconque des produits de même forme, en faisant passer successivement par de semblables échanges la lettre X à la première place , puis la lettre y à la seconde , puis la lettre 2 à la troisième , &c. . . . Comme d'ailleurs la fonction (p change de signe ( en conservant au signe près la même valeur) toutes les fois qu'on échange deux yariables entre elles , on devra conclure i ." que le développement de cette fonction renferme tous les produits ci-dessus mentionnés, pris les uns avec le signe -{-> les autres avec le signe — ; -•** que, dans le même dévelop-
pement, deux produits, choisis au hasard, sont affectes du même signe , ou de signes contraires , suivant qu'on peut les déduire l'un de l'autre par un nombre pair ou par un nombre impair d'échanges. En partant de ces remarques, on étabhra sans difficulté la proposition suivante.
Théorème. Joignez au produit
tous* ceux que l'on peut en déduire à l'aide d^iin ou de plusieurs échanges successivement opérés entre les variables
X, y, z, Uj V
prises deux à deux. Le nombre des produits que vous obtiendrez sera
et ils se partageront en deux classes distinctes , de telle manière qu'on ne pourra jamais déduire l'un de l'autre deux produits d'une même classe que par un nombre pair d' échanges , ni deux produits de classe différente que par un nombre impair d'échanges. Cela posé , si l'on ajoute t07is les produits d'une classe pris avec le signe ~\- aux produits de l'autre classe pris avec le signe — , on trouvera pour somme , suivant qu'on donnera le signe -f- aii^ produits d'une classe ou à ceux de l'autre ^ soit le développement de -J-?; soit le développement de — (p.
Il suffit évidemment d'avoir égard à la proposition précédente pour construire le développement de la fonction alternée it: (p. Toutefois on doit remarquer encore un autre théorème , à l'aide duquel on peut décider im-
médiatement si cîeiix produits , pris au hasard dans le développement dont il s'agit , s'y trouvent affectés du même signe ou de signes contraires. Nous nous contenterons d'énoncer ici ce second théorème , sans en donner la démonstration qu'on déduira sans peine des principes que nous avons exposes.
2.' Théorème. Pour décider si, dans le développement de la fonction alternée riz <p deux produits de la forme
X y z , . . u V sont affectés du même signe , ou de signes contraires , on distribuera les variables
en plusieurs groupes, en ayant soin de faire entrer deux variables dans un même groupe toutes les fois ^u elles porteront le même exposant dans les deux produits que l'on considère , et formant un groupe isolé de chaque variable qui n'aura pas changé d'exposant dans le passage du premier produit au second. Cela posé , les deux produits seront affectés du même signe , si la différence du nombre total des variables au nombre des groupes est un nombre pair ; et ils seront affectés de signes contraires, si cette différence est un nombre impair.
On faciUte l'usage du théorème qui précède, en écrivant les deux produits l'un sur l'autre, et rangeant dans chacun d'eux les variables d'après l'ordre de grandeur des exposans qu'elles portent.
Pour appliquer à un exemple les deux théorèmes cidessus énoncés , considérons en particulier cinq variables
Le produit de leurs différences , ou , si I on veut , !a fonction alternée
(y—x) (z—x) (z—y) (ji—x) (w-y) (u-z) {v—x) {v—y) {v—z) (v— u)
fournira un développement composé de cent vingt termes respectivement égaux à cent vingt produits dont soixante seront précédés du, signe -\- , et soixante du signe — . L'uii des produits affectés du signe -|- sera celui qui a poùi" facteurs les premières lettres des binômes
y — X, z — X, z — tj , V — M,
savoir ,
Pour juger si un autre produit tel que
doit être pris avec le signe -f- ou avec le signe — , il suffira d'observer que, si l'on compare les deux produits dont il est ici question sous le rapport des mutations qui ont lieu entre les variables données lorsqu'on passe de l'un à l'autre , on sera conduit à partager ces mêmes variables en trois groupes , dont l'un renfermera la seule variable x, un second les trois variables ij , z , v , et un troisième la seule variable u. Si du nombre des variables égal à 5 on retranche le nombre des groupes égal à 3 , on aura pour reste 2 , c'est-à-dire , un nombre pair. Par conséquent les deux produits devront être affectés du même signe ; et puisque le premier est précédé du signe «+-, le second devra l'être également.
Sur la Formule de Lagrange relative à l'Interpolation.
Lorsqu'on veut déterminer une fonction entière de X, du degré n—\ , d'après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues, il suffit d'avoir égard à la formule (i) du chapitre IV [ §. i-"]- Cette formule, donnée pour la première fois par Lagrange , pourrait facilement se déduire des principes exposés dans le premier paragraphe du troisième chapitre. En effet, désignons par
(i) u z=:z a-^-lx -\- cx^ -\-. . .-\-hx'~^
la fonction cherchée, et par
Wo, Wi; «2, "„_,
ses. valeurs particulières correspondantes aux valeurs
de la variable x. Les inconnues du problème seront les coefficiens a, b y c, ... h des diverses puissances de .r dans le polynôme u ; et l'on aura , pour déterminer ces inconnues, les équations de condition
"o = a -H è T., -f- c Jy* -h -{-h x^"-' ,
u, = a -h b X, -+■ cx,^ -4- -4- //x,"-',
«,_,=«-+- A-r,_, -f-cx*„_, H- -i- Ax
ji-i
Cela posé, pour obtenir la valeur explicite de la fonc-
tion u , il s'agira uniquement d'éliminer les coefficiens a, b , c, ... h entre ies formules (i) et (2). On y parviendra en ajoutant l'équation (1) aux équations ( 2 ) , après avoir multiplié ces dernières par des quantités choisies de manière à foire disparaître ia somme des seconds membres. Soient
les quantités dont il s'agit. On trouvera
-f- ( X — x„ .Y„ — X, -Y, — X, -Y^ — — x„_, JY„_. ) «
.4- (x^-x/jr,^-x.^Y.^-x/X,'A-...-x„_,^X„_,)c
et par suite
(3) u=X,n,-\-X,u,-{-X,u,-{-. . ,-|-X_,w„_,, attendu que les quantités
devront être assujetties aux équations de condition
X, X„-Hx, -Y. -Hx^ X^-h -4-x„_j X„_^=x,
(4) ( x„^Y<,-f-x.^Y. -f-x/X,-t- .... -hx„_/X„_. =x* , &c
Si l'on résout ces nouvelles équations par la méthode exposée dans ie III.'' chapitre [5. i."], on obtiendra les formules
^ __ (x — Xq) (x— X,) (jr — j^_J
en vertu desquelles l'ëquation ( 3 ) se réduit à la formule de Lagrange . -j
Au reste , ia formule de Lagrange est comprise dans une autre plus générale à laquelle on se trouve conduit , lorsqu'on cherche à déterminer , d'après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues, non plus une fonction entière, mais une fonction rationnelle de la variable x. Concevons , pour fixer les idées , que cette fonction rationnelle doive être de la forme
,^v « -f- èx -4- ex* -4-. . .-4- Ax"~'
Alors les inconnues du problème seront les coefficiens a , b , c , . . , h ; cL , C , y , ... 6,
ou , pour mieux dire , les rapports
abc h C y 9
eC ' A ' CL ^ CL ^ CL ^ CL
dont le nombre est n-\-m. Il est aisé d'en conclure que la fonction u sera complètement déterminée, si l'on en connaît n-\-m valeurs particulières
(7) M,, w,, w,, ... w^^^_,, correspondantes à n-\-m valeurs
(8) Xç,, X ^ , x^j . . . ar^^^_,
de la variable x. On arrive encore aux mêmes conclusions , en faisant voir qu'une seconde fonction rationnelle de la forme
cl'-y-Q'x -h y'x'--\-. . . -t- O'x'"
ne peut satisfaire aux mêmes conditions que la première, sans lui être identiquement égale. Supposons, en effet, que les fractions (6) et (9) deviennent égales entre elles, pour les valeurs particulières de x comprises dans la série (8). L'équation
j— (a'4-è'x-H...-i-A'x'— ) ict-i-Cx-{-...-\-^x'") = o,
subsistant alors pour w-+-w valeurs de la variable, tandis que son degré reste inférieur à n-i-m , sera nécessairement une équation identique j d'où il suit qu'on aura identiquement /
^ ' ' -^ ci.-^Qx-^yx--i-...-t-^x'" a'-HG 'x-hyx^-^...-hh'-^"' '
On ne peut donc résoudre que d'une seule manière la question proposée. On la résoudra effectivement en prenant pour valeur générale de u la fraction
Uu u ix^-x)(x,-x)...{x^,-x) _^ ^^
dans laquelle le dénominateur doit être remplacé par l'unité, lorsqu'on suppose m=:o , et le numérateur par le produit u^u^ ... u^ , lorsqu'on suppose n =. i . Cela posé, on trouvera, pour w=o.
pour m=z ï ,
H-w, ;^ 77 r-7 r -t- Sic.
pour w=: I ,
"" (.-^o ^^mj \^ i "^ m) ' • '\^ m—t ■^m)
&c Dans chacune des formules précédentes , on
complétera sans peine le numérateur ou ie dénominateur de la fraction qui représente la valeur de m , en ajoutant au premier terme de ce numérateur ou de ce dénominateur tous ceux qu'on peut en déduire à l'aide d'un ou de plusieurs échanges opérés entre les indices. Par exemple , si l'on suppose en même temps m =■ i et n = 2 , on trouvera pour la valeur de u complètement développée
"""■ (^„_.rj(x -xj "*~"°"^ (x„-x,)(x,-xj~*""'"^ (x.-x,)(x,-x„)
" (X,,— xJ(Xo— Xj (X,— Xo)(x,— Xj ^ (J^2— •^o)>.— J--.)
Il est bon de remarquer que la formule (12) est celle de Lagrange , et que pour en déduire la formule ( 1 4 ) il suffit de remplacer n — i par m , puis de prendre pour inconnue la fonction — , supposée entière , au lieu de la fonction w.
TOiM. 1. Li
Des Nombres figwrés.
On appelle nombres ^oî^r^'i- Ju premier, du second, du troisième ordre , &c. . . . ceux qui servent de coefFiciens aux puissances successives de x dans îes deVeîoppemens des expressions
{\-^xy\ {\-\-xy\ (l+.f)-^ &c....
Cette définition fournit un moyen facile de les calculer. En effet, nous avons prouvé, dans le chapitre VI [5- 4], qu'on a , pour des valeurs réelles quelconques de />i, , et pour des valeurs numériques de x inférieures à l'unité ,
Si dans l'équation précédente on pose /Ui=i — (772+ i), m désignant un nombre entier quelconque, on trouvera
I —'^ tX' P" tX • • • — f ■"" ' ^ iX
zp &C. . . .
Comme on a d'ailleurs évidemment
. V. (m 4-1) (m-4-2). . .(m-t-w) i . 2 . ^ ...»n(TO-4-i). . .(»H-n)
(ra-i-i ) (n-t-2) . . ■ (n-\-m)
il en résulte que l'équation (2) peut s'écrire ainsi qu'il suit,
I .2.3 . . .Tre I .2.3 . . .m
Les coefficiens numériques des puissances successives de X dans ie second membre de cette dernière formule , savoir ,
^ 1.2.3...?»' 1.2.3. ..Wî i.2.3...7re
sont précisément les nombres figures de l'ordre w. La suite de ces mêmes nombres ou la série (5) s'étend à l'infini. Son fi."'^ terme, c'est-à-dire , la fraction
est à-Ia-fois le coefficient numérique de x"~' dans le développement de (i-\~x)~"'~' , et ie coefficient de x'" dans le développement de (i -+-.r)""^'"~'. De plus, si dans la série (5) on fait successivement
on obtiendra , i ." la suite des nombres naturels ou figurés du premier ordre
2." la suite des nombres qu'on nomme triangulaires ou figurés du second ordre , savoir ,
3 .* la suite des nombres qu'on appelle piframidaux où figurés du troisième ordre , savt)ir ,
Si l'on écrit ces différentes suites au-dessus les unes des autres, en les faisant précéder par une première suite composée de termes tous égaux à l'unité, et plaçant en outre le premier terme de chacune d'elles sous le second terme de la suite immédiatement supérieure, on obtiendra le tableau suivant :
Les nombres renfermés dans la w-+- i colonne verticale de ce tableau sont les coefïicicns de la ?/."" puissance d'un binôme, Pascal , dans son Traite du Triangle arithmétique , a donné le premier la loi de formation de ces mêmes nombres. Newton a fait voir ensuite comment la formule établie d'après cette loi peut être étendue à des puissances fractionnaires ou négatives.
Plusieurs propriétés remarquables des nombres figurés se déduisent immédiatement de la formule (4) du chapitre IV [§. 3]. Concevons, par exemple, qu'après avoir remplacé dans cette formule n par ^^ — i , on y suppose
X ■=■ m -H I , y z= iji -+- I ,
m , m' étant deux nombres entiers quelconques , on trouvera
- . (m-^m'-i-i) (m-\-m'-\--^). . .{m-hm'-hn)
(m+i)(m-f-2)...(/w+n — i) (m-h\)(m-\-2). . Jm+n — 2) »n -Hi
m+\ (w -f-i^'/?? 4-2V .. ()w +?? — -) (m -\-\ym +i) . ..(m +11 — i) 1 1 . 2 . j . . . (11 — z) 1.2.3.., (« — I ) '
puis , en faisant m =. o ,
/ON (w-4-2) (w-H 3) („j-4-„)
(/«+ 1 ) (»2+2) . . . (ffz+.'i— I ) (to+ 1 ) (m-4-2) . . . (m-l-M— i)
De même, si, après avoir remplacé dans la formule (4) [chap, IV, §. 3] « par ?i— ï , on fait en ouire
x=zm-^ i , ij = — {m' + 1 ) , on en conclura
(w-H I ) (m+i) . . . [m+-n— 1 ) (ot4- i ) 'w+2) . . . [m+n-—i ) m'-{- 1
Lorsque dans l'équation précédente on suppose m' = ou >ni, et en même temps ;/ = ou > m' -+- 2 , on trouve
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(/H'-4-l)ffl (/K-|-,)...(„i_)_„_3)
— fxc
I .2.3...(rt-j
(fn'+ 1 ) (w^+ 1 ) . . ■ {m-+m—m'- 1 ) ■ (pz+i )...(»;4-ra— m'— 2)
Enfin, comme les équations (8) et (10) peuvent s'écrire ainsi qu'il suit :
(il) '•^•3---"^ _. 2-34---("^+0 , , w(ff+l)...(»-|-MZ— 1)
^ '^ I.2.3...WI 1.2. 3... 7» *'" I.2.3...Hi
71 (n -+- 1 ). . .(n -hm)
. n. . .()i+m—\) ni'+i («— i)...(n+m— 2)
in-\-\ (ji-m')...(^n+m-m'-\) _^ {n-m'-\)...(7i-{-m-m'-2)
iî est clair qu'elles entraîneront les deux propositions que je vais énoncer.
l.*"" Théorème Si , après avoir formé la suite des nombres figurés de l'ordre m , on ajoute les luis aux autres les n premiers termes de cette suite, on obtiendra pour somme le ji."" nombre figuré de l'ordre
2." Théorème. Si l'on désigne p)ar m, m deux nombres entiers assujettis à la condition
m = ou > m ,
et que dans le développement de (,— x)""'-*-' on remplace les puissances successives de x par jn'-\-z termes consécutifs pm dans la suite des 7iombres figurés de l'ordre m , on obtiendra un résultat égal à zéro.
Corollaire i."' Si l'on suppose que les différens termes de la suite (
(13) «„, a, , rt,, . . . «^, &c
représentent successivement les nombres naturels , les nombres triangulaires , et les nombres pyramidaux , on trouvera dans le premier cas
('4) (i — 2a -4- Cl = a ,
dans le second
(15) a — 3« -|-^« — «,=0, et dans le troisième
(16) a — La -V-da — Lci ,-V-cl , = o.
La première des équations qui précèdent se confond avec • la formule (5) du chapitre XII [§. i."].
Corollaire 2.' Si l'on désigne généralement par
les nombres figurés de l'ordre m ,
sera une série récurrente dont l'échelle de relation aura pour termes les quantités
, o\ '"•"*"' I (jn-+-\)m {m-\-\)m(m—\) , „
c'est-à-dire , les coefFiciens des puissances successives de X dans le développement de (i — x)'"'^\ Ainsi, par exemple , la série
I, 3:r, 6x''', lO.r^, &:c. . . . ,
dans laquelle les puissances successives de x ont pour
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coefFiciens les nombres triangulaires, est récurrente, et son échelle de relation se compose des quantités
Parmi les propriétés principales des nombres figurés , on doit remarquer encore celles que présentent les équations [y] et (9) , lorsqu'on ieur donne les formes suivantes
^ '^■' 1 . 2 . 3 . . . (wi-t-m'-h I )
^^ (« — i)«...(nH-7ra — 2) 2.3 .4. • •( »ï'-H i)
n (m -+- i). . .(m -t- Tra' — i
n (»-t-i)- - • '(n-hm — »»' — 2 )
n(n-hj)...(n-hm—i) m'+\ (n—t)n...(n+m—2) -
' 1.2.3...»» ' 1.2.3. ..ni
(m'-l- !)...(»! '—«+4) 2.3.4...(7?î+i) (OT'4-i)..(ni'— w+3) 1.2.3...»?
Ajoutons que , dans la suite des nombres figurés de l'ordre w, le wH-i'"' terme équivaut à la somme des carrés des coeiTiciens que renferme la w."^ puissance d'un binôme. En effet, si dans la formule (2) [chap. IV, §. 3] on suppose à-Ia-fois X = 71, y = n , on trouvera
Des Séries doubles.
Soient
des quantités quelconques rangées sur des lignes horizontales et verticales, de telle manière que chaque série horizontale ou verticale renferme une infinité de termes. Le système de toutes ces quantités sera ce qu'on peut appeler une série double ; et ces quantités elles-mêmes seront les différens ternies de la série, qui aura pour terme général
m, n désignant deux nombres entiers quelconques. Cela posé, concevons que l'on représente par
la somme des termes de la série (i) qui se trouvent compris dans le tableau suivant
Mo, w., u^, ... M^_, ,
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G est- à -dire, des termes qui porteiit à-Ia-fois un indice inférieur plus petit que n , et un indice supérieur plus petit que m. Si la somme des termes restans pris en tel ordre et en tel nombre que l'on voudra devient infiniment petite poin- des valeurs infiniment grandes de m et de n , il est clair que la somme s ^'"^ , et toutes celles qu'on pourra en déduire en ajoutant à 5^^'"^ quelques-uns des termes exclus du tableau n.° 2, convergeront, pour des valeurs croissantes de m et de n , vers une liipite fixe s. Dans ce cas, on dira que la série (i) est convergente , et qu'elle a pour somme la limite s. Dans le cas contraire , la série ( i ) sera divergente , et n'aura plus de somme.
Lorsque les termes exclus du tableau n.° 2,, étant ajoutés les uns aux autres en nombre arbitraire , ne donnent jamais, pour des valeurs infiniment grandes de m et de n, que des sommes infiniment petites, on peut en dire autant à fortiori de ceux d'entre les mêmes termes qui appartiennent à une 011 à plusieurs colonnes horizontales ou verticale^ du tableau n.° (i). Il suit immédiatement de cette remarque que , si la série double comprise dans le tableau n." ( i ) est convergente , chacune des séries simples comprises dans leà colonnes horizontales ou verticales du même tableau le sera pareillement. Désignons, dans cette hypothèse , par
le résultat qu'on obtient en ajoutant les sommes des vi premières séries horizontales du tableau n.° (1), c'est-àdire, les m premiers termes de la série simple
(3) ?<„-+-!*, -+-K _,-»-&C. , m/h-î/j-Hw'^-^&C. , tt"o-)-M",-+-u"^-+-&C. , &c >
et par
le résultat qu'on obtient en ajoutant ies sommes des n premières séries verticales, c'est-à-dire, les n premiers termes de ia série simple
(4) J^oH-m'oH-U "<,-f-&C. , U,-l-M/-f-M,"-|-&C. , U^-+-u/-+-U^"-^-^C. , &c
5^""' sera évidemment la limite de l'expression s ^'"' pour des valeurs croissantes de 7i , et s la limite de la même expression pour des valeurs croissantes de m. Par suite , il suffira de faire croître indéfiniment w dans s^'"^ et n dans s^ , pour faire converger s^'"^ et s vers la limite s. On peut donc énoncer la proposition suivante.
1.'^' Théorème. Supposons que la seine double comprise dans le tableau nf (1) soit convergente ; et désii^nons par s la somme de cette série. Les séries (.3) et (4) seront égalemeîit convergentes , et chacune d'elles aura encore pour somme la quantilê s.
Concevons maintenant que les valeurs numériques des quantités comprises dans le tableau n." (1) soient respectivement désignées par
Les termes du tableau n.° (i) qui se trouvent exclus du tableau n." (2) , étant ajoutés les uns aux autres en tel nombre que l'on voudra , fourniront évidemment une somme inférieure ou tout au plus égale [abstraction faite du signe] à la somme des termes correspondans Aw tableau
Ço,
n." (5). Donc, si, pour des valeurs infiniment grandes des nombres m et n, cette dernière somme devient infi-^ niment petite, il en sera de même à fortiori de la première ; ce qu'on peut encore exprimer en disant que , si la série double comprise dans le tableau n." (5) est convergente, la série ( 1 ) le sera pareillement. J'ajoute qu'on sera complètement assuré de la convergence de la série double comprise dans le tableau n," (5), toutes les fois que, les séries horizontales de ce tableau étant convergentes , leurs sommes, savoir,
formeront elles-mêmes une série simple convergente. En effet, soit, dans cette hypothèse, g un nombre aussi petit que Ton voudra. On pourra choisir m assez considérable pour que l'addition des sommes
çJ"0h_ç^('")_j_çJ'«)_4_&C., Ço('"-'-)-i-g/'"-^''^-ç;"'+')H-&C., &C ,
et par suite, celle des termes du tableau n." (5) affectés d'un indice supérieur au moins égal à m, ne produise jamais un résultat plus grand que \ e . De plus , le nombre m étant déterminé comme on vient de le dire, on pourra encore, puisque chacune des séries horizontales du tableau n.° (5) est convergente, choisir ii assez considérable pour que chacune des sommes
Si S«-t-i Sn+2 '
soit égale ou inférieure à -^ g ; auquel cas l'addition des termes qui, dans le tableau (5) , portent un indice supérieur plus petit que m , et un indice inférieur au moins égal à n, ne produira jamais un résultat plus grand que '- e. Les deux conditions précédentes étant remplies , il est clair que dans la série ( 5 ) les termes afTectés d'un indice supérieur au moins égal h. m , et d'un indice inférieur au moins égal a. n , ne pourront donner par leur addition mutuelle qu'une somme tout au plus égale à €. Donc cette somme deviendra infiniment petite , si l'on attribue aux nombres 771 et n des valeurs infiniment grandes , puisque alors il sera permis de faire décroître g audelà de toute limite assignable. Donc l'hypothèse admise entraîne la convergence de la série (5), et par suite celle de la série (1 ). En combinant ce principe avec le premier théorème , on en déduit une nouvelle proposition que je vais énoncer.
2.^ Théorème. Supposons que , toutes les séries horizontales du tahleau n." (i) étant convergentes, leurs sommes , savoir ,
(5) Uo-hW.-hMj-H&C. , Uo'-hM,'-hîl/-t-&C. , Ua"-4-«,"-+-«^"-4- &c. , &c
forment encore une série convero-cnte , et que cette double propriété des séries horizontales subsiste dans le cas même où l'on remplace chaque terme du tableau n." (i) par sa valeur numérique. On pourra dès-lors affirmer , i ." que toutes les séries verticales sont convergentes, 2° que leurs sommes , savoir,
(4) «o-HWo'-+-"o +&C. , u,-i-w,'-+-M,"-t-&c. , W,-i-K/-HMi -H&^i"- .
forment encore une série convergente , 3.' enfui que la
somme de la série (4) est précisément égale à celle de
la série (3).
Corollaire z,"" Le théorème précédent subsiste lors même qu'on suppose quelques -unes des séries horizontales ou verticales composées d'un nombre fini de termes. En effet, chaque série de cette espèce peut être considérée comme une série convergente indéfiniment prolongée , mais dans laquelle tous les termes dont le rang surpasse un nombre donné s'évanouissent.
Corollaire 2.' Soient
V^, V , , V. , V , , KC
deux séries convergentes qui aient respectivement pour sommes les deux quantités s, s', et dont chacune reste convergente lors même qu'on réduit ses différens termes à leurs valeurs numériques. Si l'on fonne le tableau
■UoV^, &c. , &c. ,
on reconnaîtra sans peine que les séries horizontales de ce tableau jouissent des propriétés énoncées dans le 2.*^ théorème , et que leurs sommes sont respectivement
Par suite, en vertu du 2.' théorème et de son premier corollaire, les sommes des séries verticales, savoir,
formeront une nouvelle série convergente ; et la somme de cette nouvelle série sera égale à celle de la série (p) , c'està-dire , évidemment au produit ss'. On se trouve ainsi ramené par ia considération des séries doubles au 6/ théorème du chapitre*^'^! [§. 3].
Corollaire j»/ Si l'on appelle x le sinus d'un arc compris entre les limites — "7" > H- — ^ et z sa tangente, on trouvera
Cela posé, puisque en vertu de la formule (3 9) [chap. IX, 5. 2 ] on a , pour des valeurs numériques de z inférieures à l'unité ,
arc taiiff. Z := Z 1 h- OCC. . . ,
on en conclura, pour des valeurs numériques de x infé- Heures a — ,
arc sin. X arc tang. X (^ l — X J ^ =
-+- kc. . . ,
ou, ce qui revient au même,
arc stn. X
Comme les séries horizontales comprises dans le second membre de l'équation précédente remplissent évidemment les conditions énoncées dans le 2/ théorème, tant que la variable x conserve une valeur numérique inférieure à
— — ; il en résulte que cette équation peut s'écrire ainsi
qu'il suit :
arc sin. X
De plus , si dans la formule ( 5 ) du chapitre IV [ 5- 3 ] , on attribue à y la valeur négative — 2 , et à a; l'une des valeurs positives 3, 5,7, &c. . . , on en tirera successivement
et par suite, on trouvera définitivement
arc sin. ^=::ï;-1 ■ -—
II est facile de prouver, à l'aide du calcul infinitésimal, que cette dernière équation subsiste non-seulement entre
les limites x =^ — , x z=: -i- — - mais aussi entre
les limites x =. — i , x = -f- i .
Corollaire 4.' En vertu de la formule (20) [chap. VI, §.4-], on a, pour toutes les valeurs de x renfermées entre les limites — i et -j- i ,
ou , ce qui revient au même ,
(i-Hx) — i
Comme les séries horizontales que comprend le second membre de l'équation précédente remplissent les condi- TOM. 1. Mm
tions énoncées clans le 2/ théorème, tant cjue la variable .r conserve une valeur numérique inférieure à l'unité , il en résulte que cette équation peut s'écrire ainsi qu'il suit
Mais on a déjà trouvé [chapitre VI, §. 4 > • •*' piobl. , corollaire 2. ]
/ étant la caractéristique des logarithmes népériens. Les formules (13) et ( 1 4 ) devant s'accorder entre elles [voyez le 6.' théorème du chapitre YI, §. 4], on en conclura, pour toutes les valeurs de a; renferaiécs entre les limites — i et M- i ,
U[/(n-aor=-^-(.
Dans ce qui pfecefTe, noiïs n'avons consiJëré d'autres séries doubles , convergentes ou divergentes , que celles dont les difîerens termes sont des quantités réelles. Mais ce qui a été dit à l'égard de ces séries peut égaiement s appliquer au cas où ieurs termes deviennent imaginaires, pourvu qu'alors on écrive par-tout expression imaginaire au lieu de quaniifc , et module au lieu de valeur numérique. Ces modifications étant admises , les théorèmes I,"' et 2." subsisteront encore. C'est ce que l'on démontrera sans peine, en s'appuyant sur le principe suivant.
Le module de la somme de plusieurs expressions imaginaires est toujours inférieur à la somme de ieurs modules.
Pour établir ce même principe, il suffit d'observer que, si l'on fait
ç (cos. 6 H- /in sin. e ) -f- ç' ( CO.S. Ô' -f- /ZT sin. 6' ) -h . . .■ = R (cos. T*-)— -j/— I sin. T) ,
ç, {^','..R désignant des quantités positives, on en conclura
/l' =:(çcos.ô-hç' cos.Q'-f-...)^ -4- (ç sin. ô -{- ç' sin. ô'-j- ...)' = ç'"-t-ç'^4-... -j-2çç'cos.(â ô')-f-
< ç^+e"H-...-i-2çe'-i-...=-(e-i-e'-h...)%
et par suite
Mm
SmtI^^ Fonnujes fpii servent à coni^ertir les Sinus ou ;. Cosinus. des Multiples d'un arc en pohjnomes dont les diffèrens termes Oîit pour facteurs les puissances „., ascendantes du Sinus ou Cosinus de ce même arc.
Les' forrnnies dont il est ici question sont celles que nous avx)ns construites en resolvant les deux premiers problèmes énoncés dans le 5.'' paragraphe du chap. VII, et qui s*y 'trouvent aflTectces des numéros (3), (4)? (0» ('6) , (9) , (i o) , (1 1) et (12). Elles donnent lieu aux remarques suivantes.
D'abord , si , dans le calcul h l'aide duquel on établit les formules (3), (4), (5) et (6), on substitue aux équations (12,) du chapitre VII [ 2 .' paragr. ] les équations (24) chi chapitre IX [2/ paragraphe] , on reconnaîtra immédiatement que les mêmes formules subsistent dans le cas où l'on remplace le nombre entier m par une quantité quelconque /x , tant que l'on suppose la valeur nu-
mérique de z inférieure à — . Ainsi l'on aura , dans cette
Iiypothèse ,
COS. fA,zz=\ —^^ sin.^ z -H ^— ^-^^ -'^ sin.'' z
^~~~~ SI II* <*.* "^ OvC * I
sm. juz = COS. Z ^ u sm. z sin
= cos.z 1 u sir
(/<-f-4) (uH-i) pi f,tt— 2) (u— 4) ..2.3.4.;
et
-^ (/<^-i-3X/^-HO(/t^',X/<f-3,). srrf:*-i'Xîkc^'}'-''-^
(m. -4- f)/*(-^l-H-fît!);î7lûrT r.îiiV'Vi m. /x z ■=. fx sin. — sm.* te ^ •
-. i/fi'M ;».h . i-;hrî Eîiiiz r,";;! >rir, > f:0 .oiirjirçKîni 'luoiav De plus, en vertu des principes établis clans le c|iap.D^ [5- 2] et dans la note précédente, on pourra développer non-seulement cos. ^c:; et sin. ^a. z , mais aussi les seconds membres des formules (1 ) , (2) , („3) j (4) , suivant les puissances ascendantes de /x; et, comme les coefFiciens de ces puissances devront alors être les mêmes dans le premier et le second membre de chaque fôiimiife,-' on obtiendra , en comparant deux à deux Içs coefficiens dont il s'agit , une suite d'équations parmi lesquelles on distinguera celles que je vais écrire, .
X X , , sin.' ;j ^ sin.'^ x; 2.4 sin.'';: „
, ^. . 1 sin. 3 s 1.5 sin.^r; > -i'^;i-'>
(o j z = sni. z H \ \ V- &c. . .
Nous supposons toujours ici ta varialileis' comprise entre
les limites — , -\ — t- . Mais on démontre facilejnewt
à l'aide du calcul infinitésimal que , sans altérer les (kpia-
tions (1), (2), (3), (4), (5), (6), &c , on peut y
faire croître la valeur numérique de z jusqu'à -;-. Ajoutons qu'en prenant sin. z=.x ^ on fait coïncider l'équation (6) avec la formule (12) de la note VII , et retpialiuu (5) avec la suivante
Ô50 NOTE Vin.
(arc sm. XV =lx'' -f \- — 1 f- &c.
Cette dernière se trouve dans les Mélanges d'analyse publie's en 1815 par M. de Siainville j répétiteur à Tecole royale polytechnique.
Concevons h présent que, dans les formules déïiy. citées du chapitre VII [5- 5 ] , on attribue à la variable z une valeur imaginaire. On conclura sans peine des principes développés dans le chapitre IX [^. 3], qu'elles ne cesseront pas d'être exactes. Supposons, par exemple,
l étant la caractéristique des logarithmes népériens. Comme on aura , dans cette hypothèse ,
COS. z
et généralement ( n désignant un nombre entier quelconque )
COS. nz=\ \af-\~ -jrj , sî"- nz= -^ [x^ — -^j r
on tirera des équations (3), (4), (5)^ (6) [chapitre VII, §• 5 ] > ^ •** P*^^'^' ^^^^ valeurs paires de w ,
pour des valeurs impaires de m
(•^-Hi)[' -\-- 1- (^-—7)
■ (;«-t-0(OT-f-Om(m— i)(ffl— O .^ ly i_5.C 1
Les formules (9), (10), (i i), (12) du 5.* paragraphe [cliap. VII] fourniraient des résultats analogues.
Revenons maintenant à la formule (3) du même paragraphe. En vertu de cette formule, cos. mz est , pour des valeur paires de m, une fonction entière de sin. z, du degré m; et, comme cette fonction dort s'évanouir, ainsi que COS. m z , pour toutes les vaieui*s de z comprises dans b suite
zm ' *" 2Mi ' 2ni ' ' ZWl ' 2/rt ' "* -"» ^
il est clair qu'elle sera divisible par cluicun des iiictcurs binômes
i)i)2 NOTE VlII.
sin. z H- sm. , ... sni. z -h sin. -^! — , sin. z -H sin. ,
3 7» zm zm '
. {m—\)-7r . . -i-TT . , -TT
sin.z — sin. } . . . sin. 2 — sin. ~ — , sin.z — sin. ,
zm zm zm '
et par conséquent égale au produit de tous ces facteurs binômes par le coefficient numérique de sin. ^z , savoir ,
^ > 1.2.3 {in-x).m V U -
On aura donc, pour des valeurs paires de m,
(11) COS. mz = 2'""' X
(sin.* sin.'z )( sin.^ ^ sin.^z )...( sin.^ "'"' ' sin.*s ), 2W J\ zm J \ zm J
Par des raisonnemens semblables on tirera des formules (4), (5) et (6) [chap. VII, §. 5 ], i.° pour des valeurs paires de m,
(12) sin. 7«Z = a"""' sin.^ COS. x; X
1 sin.'' sin.^z II sin.*^î sin.* s )...( sin.^ sin, z 1
\ zm J\ zm J \ zm J
pour des valeurs impaires de m
(15) COS. W3 = 2""' cos.s X
(sin.* — sin.*s jfsin.* ^ sin.*z |.., ( sin.* '■ sin.^-i ) , zm J\ zm J \ 2 m J
et
(l4) sin.mz ■=■ 2""' sin.z X
(■ I»^ • t \^ ■ li'^ z\ f ■ 2^î^'^ ■ Z >
sm. — — sip.*;5 )( sin.*^î sin.*3 ). . .( sm. sin. z ) , 21» J\ zm J \ zm J
Si dans les quatre équations qui précèdent on réduit la
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partie constante de chaque facteur binôme à l'unité , en écrivant, par exemple, uteq (j.
sin." z i. r • î ^ • »
I au lieu de sm. — — sm.- z
sin." — ■ im
les facteurs numériques des seconds membres deviendront évidemment égaux à ceux des termes qui , dans les formules (3), (4), (5)> (6) fïii chap. VII [§. ) ], sont indépendans de sin. î on renferment sa première puissance , c'est-à-dire , à l'unité ou au nombre m. En conséquence on trouvera , i .'* pour des valeurs paires de m ,
(15) COS. 7nz =z
(sin. ^3 \ / sin.^;:; \ / sin.* z \
sin.* — Il sin.- ^ — I \ sm. /'
zmj \ 2m J \ zm J
(16) - sin. W.3 3= 7W sin.Z COS. ;:; X
sin.* z. \
sin.- : I
pour des valeurs impaires de m
(17) COS. 77i 3 rrz: COS. ;3 X
(sin.^j \ / sin." ^ \ / sin.* z \
2W / \ 27«/ \ zm J
(•8) sin.7«:j =: 7«sin.C X
(siu.*;: \ / sin.*- \ / sin.* c \
2'» / \ 27« / \ zm J
De plus, si l'on observe qu'on a généralement
, I ros. z a — ro-:. ; /' èUl.- 0 . iixi.- a 1= ,
sm. m:
554 NOTE vm.
on reconnaîtra sans peine que les équations ( i i ) ' ( ' -) ^ (13) et (i4) peuvent être remplacées par celles qui suivent :
s. 7n 3 = 2 ( cas. 2 s — cos. — ] [ cos. iz — cos. ) . . .
■ ffi A-inn / »??— i..t\
COS. 2Z — COS
= 2 3 Sm.2 ( C0S.2Z — COS. ( COS. 2 2 — COS. )...
\ mj\ ■m)
(m — I , 7r\ COS. 2 i — COS. ) :
les deux premières se rapportant au cas où m est un nombre pair , et les deux dernières au cas où m est un nombre impair.
Les douze équations qui précèdent subsistent également, quelles que soient les valeurs réelles ou imaginaires attribuées à la variable z. On peut donc y remplacer cette
variable par -; z, par -j/~i l{x) , &c. . . . Dans le
premier cas , on obtient plusieurs équations nouvelles correspondantes aux formules (9), (ig), (' •)> ('^) ^^ chapitre VII [5." paragraplie]. Dans le second cas, les équations (19) et (20) donnent respectivement, poiu* des^ valeurs paires de m.
COS. 7«Z=2 z C03. Z(
sin. VI z
X^'-i- ~ =f x^—zcos. h -^ )( x^— acos. —H ; )..
X^ 2 COS. 1 r >
T I \ { X^ 2 COS. ^ H
et pour des valeurs impaires ^ç. m y
X"'-<(--,n =(x-t-— )(x^ — 2 COS. — -+- -î^ ) . . .
(m—z . T I N x^ — 2 COS. 1 — ), 7)1 X' /'
ce qui s'accorde avec tes résultats obtenus dans le chap. X
II nous reste encore à indiquer plusiems conséquences assez remarquables que fournissent les équations ( i i ) et (15), (12) et (16), (13) et (17), (i4) et (.8). Lorsqu'on développe leurs seconds membres suivant les puissances ascendantes de sin. z , ies coefficiens numériques de ces puissances doivent être évidemment ies mêmes que dans les formules (3), (4-), (5) et (6) du chap. VU [5. 5 ]. De cette seule observation on déduira immédiatement plusieurs équations nouvelles auxquelles satisferont les sinus des arcs
_27^ JTT^ 4T
2 m zm ' zm '
On trouvera, par exemple, pour des valeurs paires de m,
I'"-' .,'''' . , 1 "^ {m — Ot
I = 2 sm. , sin. . . . sin.' ,
2 w zm z m '
1 "î-i . , 27r . , 4t (fn—2)7r
I m = z sin. , sin." , , . sin. -^ — *
I zm 1 m 2 m '
sin. — sin. - — zm zm
Î . .. zyr ■ i
sm. — sin.
zm
sin.^
(m — zm
il'
sin
et, pour des valeurs impaires de m,
sm.- . sin. — — . . . sin.^
zm zm zm
'"-I zTT . , Att . , (m—\)w
m = z sm. , sm. .... sm. -^ — *
zm zm zm '
fw-t-iV/n — i) I I 1
I sin. — sm. — sm.
I zm zm zm
~ I ^ Sin. — sm. ^— sin.
, . \ zm zm zm
J'ajoute que , si l'on multiplie par (-^) l^s deux
membres de chacune des équations (24) ou (2.6), on en conclura, en faisant croître m indéfiniment,
III I
En eiïet ^ conbidérons , pour fixer les idées , la seconde
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des équations (i^). En multipliant ses deux membres par ( j , on trouvera
("^V /"i^V /^iZV ("Z^ZiilV
sin/— ^ siu/ ^ sin/-^ ( 1) sm.^
TK m m
Soit d ailleurs « un nombre entier niferieur a — • ■Ue-
signons à l'ordinaire par la notation 31 (a , b) une moyenne entre les quantités a et h. Enfin observons
que le rapport —^ est toujours [voyez la page 64]
compris entre les limites i , — —. ; et que 1 on a par suite , pour des valeurs numériques de x inférieures à — ,
-.ri I I
sin. X siu.-x COS. -X cos.'-x
COS
Le second membre de l'équation (2^) sera évidemment la somme des deux polynômes
sin. ■
sin. siii.' —
-,lT »
dont le premier, en verln de l'équation (ri) des préliminaires, pourra être présenté sous la forme
tandis que le second , composé de w — i termes
tous inférieurs à — ; , restera compris entre les limites o et —T. Cela posé, l'équation (2(^) deviendra
et ion en conclura immédiatement
(30) H- — H |-...-h-T- = — ( I— — J X i>/{ I, cos/ — )
Cette dernière formule subsiste , quels que soient les nombres entiers m et ?? , pourvu que l'on ait j m > ?t. En outre , il est aisé de voir que , si l'on prend constamment pour ^ in le plus petit des entiers supérieurs à n" ( a désignant un nombre compris entre i et 2 ) , les rapports
— , — r converi^eront ensemble , pour des valeurs crois-
n ' ni~ "^ *
santés de 7i , vers la limite zéro, et le second membre de la formule (30) vers la limite -^ . Le premier membre
devant avoir la même limite que le second , il eu icsuite , I ." que la série
sera convergente, ce que l'on savait déjà [ voyez le corollaire du 3/ théorème , ciiapitre VI, §. 2] ; 2." que cette
série aura pour somme ^ .
L'équation (22) étant ainsi démontrée, on en tirera, en divisant ses deux membres par 4 >
On aura par suite
Cette nouvelle formule s'accorde avec l'équation (27) , qu'on peut déduire directement de la première Aq?» équations (24-) ou (26).
Avant de terminer cette note, nous ferons remarquer que, pour établir les huit formules (3), (4), (5), (6), (9) , ( 1 o) , (1 i ) et ( I 2) du chapitre VII [5. 5 ] , il suffit de démontrer les quatre dernières , et qu'on y parvient très-promptement en développant les équations ( i o) du chapitre IX [§. i/'], savoir,
(\ • z A ^ « r ' — ÎTCOS. 9 ; I ) i-l-zcos.Q-t-z cos.20-t-z^cos.3g-)-&c. = ■' ' 1— IZCOS
(32) ;3sin.g4-z^sin.2Ô-Hz^sin.59-|-&c. =
z sin. 9 |z = -h I
1 — 2ZCO.S.9+Z-
Considérons, par exemple, l'équation (32). On en tirera , pour des valeurs numériques de ;; inférieures à l'unité ,
560 NOTE vin.
isin.g+z^sin.zg-i-z'sin.^H^- • .-H~*''sin.2wg-i-2^''+'sin.(2n4-i)g+&c. I z sin. fl
1+;:^ 2î;cos.1
z — zî-f- z5 — ±z'"+-=f=&c,\
-hCOS. g(2z^ — 4z'*-+- q=2MZ*''±&C. ) J
. )-^cos/er^z^-l-.z^'+...rp --<"'+^-)z-- ±:S.c.M ï=sin.6xf V^i.2 1.2 ^^ 1.2 y •
et l'on trouvera par suite , en égalant entre eux ies coefficiens des puissances semblaibles de z ,
(33) sin. 2 n& z=.
( 1 ) sin. 6 I 2W cos.â— i J-j-^ -^ C0S.3 ô -f- &C. J ,
(34) sin.(2W-|-l)ô =
( l) sin.ô I -^^ ^cos.^8-4-&C J.
Si dans ces dernières formules on remplace ô par z , et in ou 272-4-1 par m , on obtiendra précisément les équations (i o) et ( 1 1 ) du chapitre VII [ §• 5 ]• Les équations (9) et (12) du même paragraphe se déduiraient , par un calcul semblable, de la formule (31).
Sur les Produits composés d'un 7iomhre infini de Facteurs.
DÉSIGNONS par (0 "o, u, , u,, u„ , &c
une suite infinie de termes positifs ou négatifs , dont chacun soit supérieur à — i . Si les quantités
(2) /(l-4-«.,), /(l-t-tt,), /(l-i-wj, ... l{l~^U„), &C...
[ / étant ia caractéristique des logarithmes népériens ] , forment une série convergente dont la somme soit égale à 5^ le produit
convergera évidemment, pour des valeurs croissantes cfu nombre entier n, vers une hmite finie et différente de zéro, équivalente à e\ Si au contraire la série (2) est divergente, le produit (3) cessera de converger vers une hmite finie différente de zéro. Dans le premier cas, on est convenu d'indiquer la limite du produit que Ton considère, en écrivant le produit de ses premiers facteuis suivi dun &"€. , comme on le voit ici,
(4-) (1 -+-tl,)(l H-?i,)(l -^U,) &c
La même notation peut être conservée dans le cas où cette limite s'évanouit.
TO.M
Pour que la série (2) soit convergente , il est d'abord nécessaire que, le nombre ti venant à croître indéfiniment , chacune des expressions
l{i~^uj, /(i+î^^^J, ^(ï-H«,^J, &c... ,
et par suite chacune des quantités
devienne infiniment petite. Cette condition étant remplie, comme on a généralement
(s) '('+-)-*-T+7-T+^'^-lx:+;|'
on trouvera , pour des valeurs de n très-considérables ,
dbg , zizg^^j , &c. . . . désignant encore des quantités infiniment petites ; puis l'on en conclura , en représentant par m un nombre entier quelconque , et par 1 r±i g une moyenne entre les facteurs iztg^, izfzg^^j, &c.,
Concevons maintenant que dans la formule précédente on fasse croître le nombre m au-delà de toute limite. Selon que chaque membre de la formule convergera ou non vers une limite fixe , la série (2) sera convergente ou divergente. Cela posé , l'inspection seule du second membre suffira pour établir la proposition que je vais énoncer.
l/' Théorème. Si la série (i) et la suivante
(8) uj-, u,\ u,\ . . . u„', &c
sont l'une et l'autre convenyentes , la série (2) le sera 'pareilleinent , et par suite le produit (^) convergera , pour des valeurs croissa/ites de n, vers une limite Jinie différente de zéro. Mais , si, la série ( 1 ) étant convergente , la série (8) est divergente , le second membre de la formule (7) ayant alors pour limite l'infini négatif, le j)roduit (^^) convergera nécessairement vers la limite zéro.
Corollaire /."■ Si la série (2) e'tant convergente a tous ses ternies positifs, ou si elle demeure convergente îors même qu'on réduit ses differens termes à leurs valeurs numériques, on sera évidemment assuré de la convergence de la série (8) ; et en conséquence le produit (3) aura pour limite une quantité finie différente de zéro. C'est ce qui arrivera, par exemple, si le produit en question se réduit à l'un des suivans :
Corollaire 2.' Comme la série
est convergente , tandis que les carrés de ses differens termes , savoir ,
Nn
forment une série divergente, il résulte du i ." théorème que le produit
a zéro pour limite.
Corollaire J/ Le théorème i /' subsiste évidemment dans le cas même oii parmi les premiers termes de la série ( i ) quelques-uns deviendraient inférieurs à — i . Seulement , lorsqu'on admet cette nouvelle hypothèse , on doit remplacer dans la série (2) les logarithmes des quantités négatives par les logarithmes de leurs valeurs numériques. Cela posé , il est clair que , pour des valeurs croissantes de w, le produit
convergera , quel que soit x , veis une limite finie différente de zéro.
Corollaire 4f Toutes les fois que la série ( 1 ) est convergente, le produit (3) converge, pour des valeurs croissantes de n , vers une limite finie qui peut se réduire à zéro.
Lorsque la limite du produit (3) est finie, sans être nulle , on ne peut pas toujours assigner sa valeur exacte. Dans le petit nombre de produits de cette espèce auxquels correspond une limite connue , on doit distinguer ie suivant
dont nous allons à présent nous occuper.
Quand , après avoir posé j; = — , on fait croître n
indéfiniment, le produit (9) converge vers une limite finie représentée par la notation
Pour déterminer cette limite, il suffira de recourir à l'équation (16) ou (iH) de la note précédente... Considérons, pour fixer les idées , l'équation (16). Si ion y écrit
par-tout — au lieu de z , on trouvera , pour des valeurs
paires de m,
sin. z = m siQ.
sin."
2 TT ( * ' ■ \ . , {in — i)7r f >
et par suite [ en supposant la valeur numérique de z inlérieure à 9t , et le nombre m égal ou supérieur à 2 ]
— \ / srii.- \ J siu.- ^ — \
Soient d'ailleurs n un nombre entier inférieur à -7?/^ ; 1 -4- et une quantité moyenne entre les rapports
sin.* — I I sin.^ —
sin.- \
et I -f- C une autre quantité moyenne entre les expressions
/l r-^} lU
I sin/ i!!±0^ ( K:_ 2 ("+^) '^
l sin * •
(m — z)7r sin/ ^:
Le second membre de l'equation (12) sera évidemment la somme des deux polynômes
sin/ I I sin." — / \ sîn.
»n ) f ni / V m
sin. - — / V sïn.
TO \ Il
(H-+-i)7r( ) . („+2)xl ■ ] . ^{m-i)
m J \. nt ' ^ i''*
dont le premier pourra être présenté sous la forme tandis que le second prendra celle du produit
,i„..^( (ELjL)' (EL:!)'
^ \' j («-+-')' ■„."_±ilZ («+^)' -:- ^ ("-^-)'
que l'on peut réduire ( en vertu des principes établis dans la note précédente ) à
sjn/ ■ — •
'", (.-4-C).iV/(0, .).
Cela posé , l'équation (12) deviendra
sin. z
m sin. — cos, —
:(i+ê).il/(o, 1);
sni.
im m
el l'on en conclura, en faisant, pour abréger,
sin/ — - ,
puis, revenant des logarithmes aux nombres,
Ô6S KOTE IX.
V r?2sin. COS. /
Supposons maintenant que, la valeur de n étant choisie arbitrairement, on prenne pour ^m le nombre entier immédiatement supérieur à ii" (a désignant un nombre fractionnaire ou irrationnel compris entre I et 2). Lorsque la valeur de 71 deviendra très-considérable , les quantités
— , — Tî ût, ^,7> o seront mfinnnent petites, le produit
sin.
COS
différera très-peu de 2, et par suite le second membre de i équation (15) s'approchera indéfiniment de la limite
Le premier membre devant converger vers la même limite , on aura nécessairement
Cette dernière foînmîe se trouve ainsi démontrée dans le cas où la valeur numérique de z reste inférieure à TT. Alors les quantités dont nous avons pris -les logarithmes sont toutes positives. Mais la démonstration donnée subsiste également pour des valeurs numériques de z supérieures à tt , lorsque l'on convient de remplacer le logarithme de chaque quantité négative par le logarithme de sa valeur numérique. En conséquence, lequa-
tion ( I 6) demeure vraie , quelle que soit la valeur réelle attribuée à la variable z. On ne doit pas même excepter le cas oii l'on supposerait
z =. zh kir ,
k désignant un nombre entier quelconque , puisque dans cette hypothèse, les deux membres de l'équation s'évanouiraient en même temps.
L'équation ( i 6 ) une fois établie en fournira immédiatement plusieurs autres. Ainsi , par exemple , on en tirera, pour des valeurs réelles quelconques des variables X , y , ^ ,
K-v)(-v)(-^)(-^)(-f)(-iV)-
et
; sin. y
Si dans l'équation (17) on fait j3 = — , on trouvera
et par suite on obtiendra le développement de — en facteurs, découvert par le géomètre IVallis , savoîr,
On trouverait de même , en faisant ::; = — ,
Si dans I équation (18) on pose à-îa-fois
on en conclura
(2 I ) COS. z =
On pourrait déduire directement la même formule de l'équation ( i 5 ) ou ( 1 7) [note précédente] , en y remplaçant z par - , puis faisant converger le nombre m vers la limite 00. Observons enfin qu'on tirera de i'équation ( 1 6) , en y supposant la valeur numérique de z inférieure à tt ,
Comme on a d'ailleurs , dans cette hypothèse ,
sin. z
-ffâro-- y
et par suite [ en vertu des principes établis dans le chapitre VI et dans la note VII ] ; rj-
sin. z
la comparaison des coefficiens des puissances semblables de z dans les formules (22) et (24) donnera les équations
vr'-
(25) ( a< 3* 4^^ J" 1.2.3.4 yo '
dont ia première s'accorde avec la formule (28) de la VIII. " note. Les facteurs numériques —, —, — -, &c. . . . qui entrent dans les seconds membres de ces équations, sont ce qu'on appelle les nojnhres de Bernoulli. Ajoutons que, si l'on désigne par zm un nombre pair quelconque , on aura généralement
(26) «H-T^^ -H-ir H- i;-»-&«^
Dans ce qui précède , nous avons seulement considéré des produits dont tous les facteurs étaient des quantités réelles, et des séries dont tous les termes étaient réels. Mais on doit remarquer , 1 .° qu'en vertu des principes établis dans le chapitre IX [voyez l'équation (37) du §. 2, et l'équation (26) du Ç. 3 ] la formule (5) subsiste dans ie cas même où la variable x devient imaginaire , pourvu que son module reste inférieur à l'unité ; 2.° que le r^ipport
sin.z z' z^
-BUpî' • = i — H , ■ ' . - — - — &c. . . .
converge vers l'unité , toutes les fois que la valeur réelle ou. Iniaginaire attribuée à la variable s s'approche indéfiniment de zéro ; 3.° enfin que les équations (i 5), (16), (17) et (18) de la VIII, "^ note subsistent également pour des valeurs réelles et pour des valeurs imaginaires de z. En partant de ces remarques , on parviendra bientôt à reconnaître comment on doit modifier les propositions et les formules ci-dessus démontrées dans le cas oîi les expressions
Uo, u,, w^^^.&Cf. . . X, y, z,
deviennent imaginaires. Ainsi , par exemple , on établira san^ peine, à l'aide des formules (6), la proposition suivante , analogue au i ." corollaire du théorème 1 ."^
Théorème. Supposons que la sérieux), élant
imaginaire , demeure convergente quand on réduit ses differens termes à leurs modules respectifs. Le produit ( 3 ) convergera nécessairement , pour des valeurs croissantes de n, vers une limite finie réelle ou imaginaire.
De plus , on prouvera facilement que les équations (17) et (21) subsistent, lorsqu'on attribue à z une valeur imaginaire quelconque 11 -\- v y/ —^ '- doit il résulte , I .° qu'on peut exprimer par des produits composés d'un nombre infini de facteurs les expressions imaginaires
\ sin. u -h COS. u.-J —X y
/ COS. u — Sm. U.y/_i ,
et les carrés de leurs modules, savoir,
\ ( ) Sin.^M+ ) COS. U= C0S.2U,
\ ( 1 cos.^«-j-f j sin.^2/= hcos.2«;
que les expressions
arc tanr;. cet. u ) ,
arc tanfî. { tang. u J
sont respectivement égales aux deux sommes
arc tang. — — arc tang. ■ -h arc tang
— arc tang. 4- arc tang. &c... ,
arc tang. arc tang. h arc tan<r.
■^—zu » T+2« ''■:-■
— zn
ZV ZV
— arc tang. 1- arc tançr. ■ &c.i.
îT-i-itt => ex— aM
augmentées ou diminuées d'un multiple de la circonférence 2 77". D'autre part, comme les expressions (29) et les sommes (30) sont des fonctions continues de v qui s'évanouissent toujours avec cette variable , on peut assurer que le multiple dont nous venons de parler se réduit à zéro.
Si l'on suppose en particulier 71 = o , l'on trouvera
Un trouvera encore , en prenant u=: ■—
•Tt
lie tan g. = arc tatiff. arc tansr.
•+- arc tang. — — — arc tang. h &c. ,
et en prenant u = v ,
/ i+vl-N / 24^-4 \ / 24i;4\
Enfin, si dans la formule (32) on suppose la valeur numérique de inférieure à l'unité , les deux membres
de cette formule pourront être développés suivant les puissances ascendantes de v , et la comparaison des cocfficiens des puissances semblables dans les développemens dont il s'agit fournira les équations
3^ ^> ji
III I I
(26) tang. u = 1 ■ 1 . — &c.
U — +U U l-îi U
Comme on a d'ailleurs généralement , pour des valeurs numériques de u inférieures à ceiles de a,
on tirera des formules (35) et (36), en supposant la valeur numérique de w plus petite que —
(27) cot. U = ^ ( I-+-— -+- -T -^- -T -+- &c.. . . )
(38) tang.« = il^^,H-J--t_-l-_H-L+ &c.. . .)
Par suite on aura, en vertu des équations (25) et (26),!
(39) cot. u ==
M 6 1.2 jO 1.2.3,4 4^ 1.2. 3. 4.5.^
(40) tang. ?/ =
Si ion ajoute ces dernières , après y avoir remplacé u par — u , on obtiendra le développement en série de
j COS. —M sin. — M r
cot. - 2i-|-tang. ' « = -: — 7 1 Ç — = ; j — = 2 coséc. w ,
sin. - M COS. -u sin. -w COS. -u
et l'on en conclura
(40 coséc. u =. —
Nous ne nous arrêterons pas davantage sur les conséquences qui dérivent de la formule (17). On peut consulter sur cet objet l'excellent ouvrage âîEnler, qui a pour titre Introductio in anahjsin infinitorum.
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