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INTRODUCTION
Q üelques personnes, qui ont bien voulu guider mes premiers pas dans la carrière sciences , et parmi lesquelles je cite- >■*» avec reconnaissance MM. Laplace et 0iSSOn’ “yuut témoigné le désir de me voir publier ie Cours d’anaivse de fÉcoie
royale polytechnique , je mc suis décHë
a mettre ce Cours par écrit pour la plus grande utilité des élèves. J’en offre ici ia première partie connue sous ie nom <V Analyse alsebH1™> et dans iaqueiie je traite suceessivcmcnt des diverses espèces de fonc-
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lions réelles ou imaginaires , des séries convergentes ou divergentes, de la résolution des équations, et de la décomposition des fractions rationnelles. En pariant de ia continuité des fonctions , je n’ai pu me dispenser de faire connaître les propriétés principales des quantités infiniment petites , propriétés qui servent de base au caîcul infinitésimal. Enfin, dans les préliminaires et dans quelques notes placées à ia fin du volume, j’ai présenté des déveioppemens qui peuvent être utiles soit aux Professeurs et aux Eièves des Collèges royaux , soit à ceux qui veulent faire une étude spéciale de i’anaiyse.
Quant aux méthodes , j’ai cherché à leur donner toute ia rigueur qu’on exige en géométrie , de manière à ne jamais recourir aux raisons tirées de ia généralité de faigèhre. Les raisons de cette espèce , quoique assez communément admises, sur-tout
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dans Je passage des séries convergentes aux séries divergentes , et des quantités réelles aux expressions imaginaires, ne peuvent être considérées, ce me semble, que comme des inductions propres à faire pressentit quelquefois la vérité , mais qui s’accordent peu avec l’exactitude si vantée des sciences mathématiques. On doit même observer qu’elles tendent à faire attribuer aux formules algébriques une étendue indéfinie , tandis que, dans la réalité, la plupart de ces formules subsistent uniquement
certaines conditions, et pour certaines
™ CUrS des quantités qu’elles renferment " detem>ina„t ces conditions et ces valeurs, et en fixant d’une manière précise le 7nS d6S n,)tations dont je me sers, je fais disparaître toute incertitude; et alors les ci entes formules ne présentent plus que es relations entre les quantités réelles, reçus qu H est toujours facile de vérifier
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par la substitution des nombres aux quantités elles - mêmes. II est vrai que , pour rester constamment fidèle à ces principes , je me suis vu forcé d’admettre plusieurs propositions qui paraîtront peut-être un peu dures au premier abord. Par exemple, j’énonce dans le chapitre VI, qu '‘une .série divergente n’a pas de somme ; dans le chapitre VII, qu 'une équation imaginaire est seulement la représentation symbolique de deiix équations entre quantités réelles ; dans le chapitre IX, que, si des constantes ou des variables comprises dans une fonction } après avoir été supposées réelles , deviennent imaginaires } la notation à l’aide de laquelle la fonction se trouvait exprimée , ne peut être conservée' dans le calcul qu’en vertu d’une convention nouvelle propre à fixer le sens de cette notation dans la dernière hypothèse ; &c. Mais ceux qui liront mon ouvrage reconnaîtront,
JL‘ i espère, que les propositions de cette nature , entraînant l’heureuse nécessité de mettre plus de précision dans les théoiics, et d apporter des restrictions utiles à des assertions trop étendues , tournent au profit de i analyse, et fournissent plusieurs sujets de recherches qui ne sont pas sans importance. Ainsi , avant d’effectuer hi sommation d’aucune série, j’ai dû examiner ans quels cas les sériés peuvent être sommées, ou, en d autres termes, quelles sont h s conditions de leur convergence ; et j ai, à et sujet, établi des règles générales
qiU me paraissent mériter quelque attention,
Au reste, si j’ai cherché, d’une part, à perfectionner l’analyse mathématique, tle • autic, je suis loin de prétendre que cette analyse doive suffire à toutes les sciences ‘le. «bonnement. Sans doute , dans les sciences qu’on nottnne naturelles, la seule
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méthode qu’on puisse employer avec succès consiste à observer les faits et à soumettre ensuite les observations au calcul. Mais ce serait une erreur grave de penser qu’on ne trouve la certitude que dans les démonstrations géométriques, ou dans le témoignage des sens; et quoique personne jusqu’à ce jour n ait essayé de prouver par f analyse l’existence d’Auguste ou celle de Louis XIV, tout homme sensé conviendra que cette existence est aussi certaine pour lui que ie carré de fhypothénuse ou ie théorème de Maclaurin. Je dirai plus ; ia démonstration de ce dernier théorème est à ia portée d’un petit nombre d’esprits, et ies savans euxmemes ne sont pas tous d’accord sur l’étendue qu on doit iui attribuer ; tandis que tout ie monde sait fort bien par qui ia France a été gouvernée dans ie dix-septième siècle, et qu iï ne peut s eiever à ce sujet aucune contestation raisonnable. Ce que je dis ici
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d un fait historique peut s’appliquer également à une foule de questions, en religion, en morale , en politique. Soyons donc persuadés qu il existe des vérités autres que les délités de I algèbre, des réalités autres que les objets sensibles. Cultivons avec ardeur les sciences mathématiques, sans vouloir les étendre au-delà de leur domaine; et n’allons pas nous imaginer qu’on puisse attaquer 1 histoire avec des formules, ni donut 1 pour sanction à la morale des théorèmes d’algèbre ou de calcul intégral.
h*n terminant cette Introduction , je 11e puis nie dispenser de reconnaître que les lumières et les conseils de plusieurs personnes m’ont été fort utiles, particulièrement ceux de MM. Poisson , Ampère et riolis. Je dois à ce dernier, entre autres hoses, la règle sur la convergence des Produits composés d’un nombre infini de facteurs , et j ai profité plusieurs fois des
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observations de M. Ampère, ainsi que des méthodes qu’il développe dans ses Leçons d’an al y s c.
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nombres dans le sens où on l’emploie en arithmétique, en faisant naître les nombres de la mesure absolue des grandeurs; et nous appliquerons uniquement la dénomination de quantités aux quantités réelles positives ou négatives, c’est-à-dire, aux nombres précédés des signes -+- ou — . De plus, nous regarderons les quantités comme destinées à exprimer des accroissemens ou des diminutions; en sorte qu’une grandeur donnée sera simplement représentée par un nombre, si l’on sc contente de la comparer à une autre grandeur de même espèce prise pour unité , et par çe nombre précédé du signe -h ou du signe — , si on la. cpnsidère comme devant servir à racornissement ou à la diminution d’une grandeur fixe es¬
pèce. Cela posé, le signe -t- oi^— j)Ia^ devant un nombre en modifiera la simiif iq^tiqd> ^-pep-près comme un a^ecyP^d^cdle^u Nous
appellerons valeur miméy(fueu ^jje, quantité le nombre qui en fait la base, quânfjtés égftlç^. celles qui ont le même signe avec la mep^e^afpur numérique , et quantités opposées deux quantités égales quant à leurs valeurs numériques > ipais affectées de signes contrâmes. En partant de ces principes, il est facile de rendre compte des diverses opérations que l’on peut famé subir aux quantités. Par exemple , deux quantités étant données, on pourra toujours en trouver une troisième qui, pripq pour accroissement d’un nombre fixe, si elle qst positive, et pour diminution dans le cas contraire, conduise au même
, préliminaires. 3
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la quantité opposée à -h Ces remarques suffisent pour établir ce qu’orf appelle la règle des signes [voyez la note Uf’ijb
Ôn nomme quantité variable celle que l’on considère comme devant recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des autres. On désigne une semblable quantité par une lettre prise ordinairement parmi les dernières de l’alphabet. On appelle au contraire .quantité constante , et on désigne ordinairement par une des premières lettres de Falph abet toute quant if p qui rc<;pjt .pnc valeur fixe et déterminée; Lorsque des,, yalcmrs successivement attribuées à une même Ygr^bjç s’qpprocïicnt indéfiniment d’unè wiieUt mgjpèçe (à 'finir
par en différer aussi peu ^ue^n^^a . çèjte dernière est appelée la;
Ainsi , jpâr exempt, nttn, tfomhqp , fpqpelj est la limite des diverses ^^ou^senffdes
valeurs de plusi«iipW»Wjfifh^S^n géométrie, la surface du cercle est la ^tÇhtfef^^^(fn£?n; vergent les Surfaces .des poly goi^^ Mflgpjs ? Tjànd# que le nombre fie leurs cotés çrqtt ^jdus;
&è. !,>t! u-’* 3*>dmort Un. lût] li • ■rmmxvtq/ i
Lorsque les valeurs numérique^ ^cq^ssives d une même variable décroissent indéfiniment, de manière à s abaisser au-dessous de tout npmbrq donne , cette variable devient ce qu’on nomme un infini me ni petit ou une quantité* variable de
cette espèce a zéro pour limite.
Lorsque les valeurs numériques successive*
<J une même variable croissent de plus en phis , de manière à s’élever au-dessus de tout nombre donné, 011 dit que cette variable a pour limite, Xinfini positif, indiqué par le signe oo , s’il s'agit.- d une variable positive , et \ infini négatif, indiqué par la notation — oo , s’il s’agit d’uiïe variable négative. Les infinis positif et négatif soiit désignés conjointement $ous le nom de quantités infinies.
Les quantités qui se présentent, dans le calcul, comme résultats d’opérations faites sur une ou plusieui s autres quantités constantes ou variables , peuvent être divisées en plusieurs espèces suivant la natuie des opérations qui les produisent, C’est ainsi que Ion distingue én algèbre les sommes et dilïer?;n^e^ ’ ^es prddiiits et qtiotiens , les puissances et racmes^ lés exponentielles et les logarithmes ; en cosinus, sécantes, et co- S^aJÎf « ^tuebtahgontçs , et les aies de
cerefe (Jodt’tibe fierté 1 frjgtrnoalf taique est dounée.
^èrWjtrèbJdrè^ qui est -relatif à ces <|prnier^> é ' jl - est nécessaire de se
ramielft! fès^n&jœjl âtvtofosdrijo ub
"nc liS,M' tif-ile ou courbe', ^yutMg.iëomme toute espèce dem andeurs, représentée soit par un nombre, soit par une quantité, sa voip? paf Ünncmbre, lorsqu’on a simplement égaid a la dfëàliPè^ de cette longueur , et par une quantité , c eit -&‘I cîirév par un nombre procédé du f o^ l’on considère la longueur
ont il s agit coiiime portée , à partir d’uu point fixe* ■otimil moq oiàs a 9 vu a 89opiiomun emoUv
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sur la ligne donnée dans un sens ou dans un autre, pour servir soit à l’augmentation soit à la diminution d une autre longueur constante aboutissant à ce point fixe. Le point fixe dont il est ici question v et à partir duquel on doit porter les longueurs variables désignées par des quantités, est ce qu’on appelle l 'origine de ces mêmes longueurs. Deux longueurs comptées à partir d’une origine commune , mais en sens contraires , doivent être représentées par des quantités de signes différons. On peut choisir â volonté le sens dans lequel on doit compter les longueurs désignées par des quantités positives ; mais, ce choix une fois fait, il faudra nécessairement compter dans le sens opposé les longueurs qui seront désignées par des quantités négatives.
Dans un cercle dont le plan est supposé vertical , on prend ordinairement pour origine dés arcs I extrémité du rayon tiré horizontalement de gauche à droite; et c’est en s’éle vaq de ppjnt que Ton compte les arcs positifs, c’est-à-dire, ceux que l’on désigne par des quantités positives. Dans le même cercle, lorsque lé rayon se réduit à l’unité, le sinus d’un arc, c’est-à-dire, la pMjCttfibtt éfir le diamètre vertical du rayon qui passe par l’extrémitc de cet arc , se compte positivement de bas en haut et négativement en sens contraire, à partir du centre du cercle pris pour origine des sinus. La tangente se compte positivement dans le même sens que le sinus, mais à partir de l'origine des arcs et sur la verticale menée par cette origine. Enfin , la sécante
préliminaires. 7
• e compte à partir du centre sur le rayon mené à extrenuté de l’arc cpie l’on considère, et positivement dans le sens de ce rayon.
Souvent le «^‘H’une opération effectué.! sur quantité peut avaji- plusieurs valeurs differentes
„ l,nrjS.<IpS !"'trcs- ^ nous voudrons designer indistinctement une quelconque de ces valeurs,
nuantv"S Sm"'0ns dc "«'••liions dans lesquelles la
SSpXffî* *•*■» ‘f. - d«
ordinii'ro / ’ Ct nous r<' server on s la notation
&sim,,,c ,,H ^ r
nqueme u**™ fJeilx va^eurs numé-
l’une * M Æ ' S u mniS (U' contraires , dont
,,1C (luc COi,*l,îe sera exprimée par la notation
°'u ^norr((>te^x,w,|
' ■ ■ Riiubai 3?
en sorte
»q âbJitruwn . .
^ M,Wh
°U’ Ce T" «-■vient au même,
ti«î3SSf 5 S rep,'éSOn‘C P » 1"àn-
Positive ou négative, la notation
are sia '« otlo > tsf)
“• tiL'g. '$,))
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désignera un quelconque des arcs qui ont la quantité a pour sinus ou pour tangente, tandis que la notation
- & «wiwmb $1 aup ,
arc sin. ( a ) OU arc tang, (<z)
indiquera seulement celui de ces arcs qui a la plus petite valeur numérique. A l’aide de ces conventions , on évite la confusion que pourrait entraîner l’emploi de signes dont la valeur n’aurait pas été déterminée d’une manière assez précise. Afin de lever à cet égard toute difficulté , je vais présenter ici le tableau des notations dont nous ferons usage pour exprimer les résultats des opérations algébriques ou trigonométriques. . tnenotniam tn«
La somme de deux quantités sçjjf iptliqqée ^l’ordinaire par la ^g^eux quantités,
chacune d’elles étant exprimée par une lettre précédée du sigiie -+- ou L- r Vpieyi’on pèurra Supprimer (si c’est le signe loU,c seu'
Iciiunt. Ainsi uq j. K ,rl(lmof, 0, h- a -h b ou -sim > q^h k
désignera la somme des deux quantités a , -+-b; et
-*-a—b ou simplement a — b
désignera la somme des, deux quantités -\-a. —b, équivalente à la différence des deux quantités a ,
-v- b. enoitafi 1T xu
On indiquera légalité des deux quantités a et b par le signe ~ interposé entre elles , comme il suit.
e* Ion exprimera qiie (a première surpasse la seconde , c est-à-dire , que la différence a — b est positive, en écrivant
a > b ou b < a:
Nous représenterons encore à l’ordinaire par ^-ax-^b, ou simplement a.b, ou ab le produit des deux quantités -+-a,+b;e t par
OU a : b
leur quotient.
Soient maintenant m et n deux nombres entiers,
A s .U. tâiiiwi . ’
quantités
i obtient respecti-
• m ?, b deux
quelcBn^iés positives ou'rtégtdîres.
i "''2' 9ÎllV«q V.ll.i ,
"iqri vni4q Itn! $fqT, , Ah
rcpréseiïlcr<4iW,lèï'lqfi!idtHiS’^)0sitives qu’o
6 evant 1° nombre A à des puissances veinent màrquéefc* par* les exposait*
et
la quantité positive on négative que produit l’élé- J °n de ,a quantité a à la puissant ±m. Quant au* notations
nous nous en servirons pour exprimer non-seulement les valeurs positives ou négatives, lorsqu’il en existe, des puissances de la quantité a marquées par les exposans
mais encore les valeurs imaginaires de ces mêmes puissances [voyez ci -après, chap. VIT, ce qu’on entend par expressions imaginaires ]. Il est bon d’observer que, si l’on désigne par A la valeur numérique de a, et si l’on suppose la fraction réduite à sa plus simple expression , la puissance
aura une seule valeur réelle posi^yç, , .négative,
savoir ,
ÿl SJ
lorsque ^ sera uDelractifon de tfeuoinipatenr impair; tandis quelle admettra- les dêux réelles dont
on vient de parler; ou quelle n’en àtlrùèttni aucune, si — est une fraction de dénominateur pair. On peut faire une semblable remarque à l’égard de l’expression
• ufc.erm (H-upno)loup ku ukh m
Dans le cas particulier où, la quantité a étant positive, on suppose Æ- 'fe 4^, Impression ({«)) » n’a
préliminaires. 11
T)ar I- X Va^urs belles 1 une et l’autre, et données
par 1 ormu e (2), ou, ce qui revient au même, Par la formule,^).
Les notations
fVkM*). &c....
tliiré!ens°nt V lo»antIln,cs réels du nombre B dans vaiïtes s^s cmes ; tandis que chacune des sui-
!rn,ogfthmc f
SS?!' f - rr;r-“
ririimcs imn • • 1 * T (luon entencI par loga-
"cs lmaginaircs ]. 0
E" tr,goiiométfiè ;
C“-a' cosec. <7,
siv- a> cosiv. a
,c ;««w, le cosinus,
If ?!^ W let2S veZTdJ i*Jc*CaT
notations e arc aï et les
4rC Si"' arC C0S- «» *" '»"*• H, arc cot. ((„)),
jn I; “rCSe'c- ((«))• «ce cosec. ((4 ,•
~ntplr,f0nque "eSa,CS 1* o- 'a
011 '.Ongomc O" OngeLie,
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arc sin. (a) , arc cos. («) , arc tang. (fif) , arc cot. (a) * arc séc_(tf) , arc cosec. («) ,
ou même, en supprimant tout-à-fait les parenthèses» des notations suivantes
arc sin. a f arc cos. at arc tang. a , arc cot. a , arc sec. a , arc cosec. a ,
lorsque, parmi ies arcs dont une ligne trigonomé' trique est égaie à a, nous voudrons désigner celui qui a la plus petite valeur numérique , ou , si ce* arcs sont deux à deux égaux et de Signes contraires» celui qui a la plus petit? valeur jppsit^e. En coO' séquence ,
arc sin. a , arc tang. (I , arc cot. a , arc coséc /. a ,
indiqueront de$ arcs positifs du tidéaiifë ' hrdis fcorn'
pris entre les. limites !. ^ <0Xf* otinad I
u >ef> *>3 jrroo ç'giôirnoitxeq noitnton onn i£(f f
— ^ hiB'jaiq as MgaoTji 1
•7V désignant la d e m i - c iVcôfi fé r e n c e dans le cercfc qui a pour ray on l’unité ; ,tM&dis,fmft.fJp &\ ias$^f ' } imêM'fyp >ihruii r eioî
i n d i q uc r ont.d?^ positifs compris Ji^elÊs limite*
ttytâlfthuM .piiffs asffcr mu aol eatnoiÿïlib %>iïrai}3
En vertu des CQnv/çutionç obvient \\ établit si l’on désigne pai; , 00
aura évidemment , pour des va^rgj( quelconque* positives ou négatives de U 9Up
1 wùv&À fJO svijieoq of darne/ sauup . '1
arc sin. ((a)) =e:-^-;- =fc_(^ — arc sin* «) ± 2 A’TT ,
J arc cos.
(3)/ arc tan«- ((«)) = arc tang. a r h £
| arc cos. fl4-arc’sra. := ~
arc cosec. a -+- arc sec. a = — ,
On trouveia de plus, pour des valeurs positives de a, (4) arc eot. « arc lang a=^, et, pourfe'vaWrS li^atîvtes de a, et* .O,), , T arc cot. a -v- arc tana. a ~ - — .
* .îoj ma %
converge vers une -te fixe, ,1 est souvent n.ilfc d’inique, °ce«te limite P- une notation particulière V'cW ce que nous ’ en plaçant l a&réyjatioh
M9a ^ *"“f' *0»mJmb.-,nnb rl tn ■
devant laquai Wde dont H .«agit. Qllelque. ots, tandis quune ou plusieurs variables convergent exPression qui renferme limites 7 m 1 ^«verge it- la-fbîs vers plusieurs battes dtlTerentes les unes des autres. Nous indiqnets alors une qdèïconque de ces dernières limites , fa*1. % jf. ‘ ou*,les parenthèses placées à la suite de rtvatton hm. , de manière i entourer i’expresque IVh ^afréi Suppoions, pour fixer les » qu une variable positive ou négative repré-
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sentée par æ converge vers fa limite i , et désignons par A un nombre constant : il sera facile de s assurer que chacune des expressions
lim. ( Ax) , Uni (sin. æ) a une valeur unique déterminée par f équation lim, "(A*-) =&=■ i , ou l/m. (sin. .r) o; tandis que l’expression
admet deux valeurs, savoir, + oo, Too , et lim. )
une infinité de valeurs, comprises entre les limites — i et -h i.
Nousallons terminer ces pretiihmafrès en présentant, sur les quantités moyennes, plusieurs théorèmes dont la connaissance nous sera fort utile dans la suite de cejt ou vrage. 4)n< appelle waycnnc entre plusieurs quantités données une nouvelle quantité comprise entre la plus petite et la plus grande de celles que Ion considère. D’après. cette définition, il est clair quil existe une infinité: de moyennes entre plusieurs quantités inégales , et que la moyenne entre plusieurs quantités égales se confond avec chacune d’elles. Cela posé, on établira facilement, ainsi qu’on peut le voir dans la note II.e , les propositions suivantes.
préliminaires. 15
«JVTH,ÉORfeME- SoicntK V, i" ....plusieurs / " Ues ' ? m*me s,8'“c en ttoifi/ij-e n, et a, a, a...
Quantités quelconques en nombre égal à celui des Premières. La fraction
Sem m°yenne entre les suivantes t. «' «" „
Corollaire. Si I’on suppose l>~6' = l," , >
iclumdu tliéorèinc précédent que la quantité
Tt
«‘ moyenne «ftré dé» sttSvafttés'
p ewiïemrfiiftiqV-t ^Stiint
amyv""e pst «-e quVn uni' ntoijenno arithmétique.
T tt F.éii Rij m a 1 Soient a, a', a
“ -ti. deux suites Ale nombre u J • • / B’ B ’
Ui " ””** ■ * «*„■, /„
VA$.yA\ y a", &c,.. :
i ^4> jyi ^/-« ime nouvelle racine entre tnyj 1 S>* .1 ~ .
W0,/Ph une
J ne entre toutes -les autres.
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Corollaire. Si ion prend
on trouvera que ia quantité positive
est moyenne entre ies suivantes
Cette moyenne , d’une espèce particulière , est celle que l’on nomme moyenne géométrique.
e Théorème Les mêmes choses étant posée
que dans le théorème , si a. , «' , a" - - de'
signent encore des quantités de même signe, U fraction
tt. a r4- CL" a" &c. . ...-
~Ub 4+. et'; V -+-&C.. . .
sera moyenne c fifre., les ruinantes
Corollaire . Si l’on suppose h ±b' - b" .... S* t ,
on conclura du théorème précédent que la somnif a <l -+- a! cl -h a" a!' -h &c. . . . est équivalente au produit de
Ct -+- <L -H cl" H- &c. . . .
par une moyenne entre ies quantités a, a , a",& c.*'
^ oui abréger , lorsque nous voudrons désigner ne m°yenne entre plusieurs quantités a, d , d' nous nous servirons de k notation
__ ^f/a. 1)0Se’ Ï€S tJleorèrncs qui précèdent et leurs oi ou aires se trouveront compris dans les l'orpuiles
\Ô;i _ ' 4 Al -AH— lB & B " \
U ^ ^ yM', »...),
^VTirÂnTT. = ' A.t ^_>})
( I aa+<t' *'-t- «" *"-4- : /
' f, -fl...),
Uans ces formules ,
représentent trois suites de quantités, et
&ri •'»-» d. „
seconde Li t,OISleme «Mte est, ainsi que la
même signe. ^ COmpOS,ie de 1uanti*« «fc
Ie ^y“^rjUC T* VCnons Adopter fournit TU? ?Xpfimer qu’une quantité est comprise
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♦•ntre deux iimites données. En effet, toute quantité comprise entre les limites a , b étant une moyenne entre ces mêmes. limites , on pourra la désigner par
Ainsi , par exemple, toute quantité positive pourra être représentée paV M ( o , oo ) , toute quantité négative par M (— oo , o), et toute quantité réelle par M ( — <x> , oo )• Lorsque nous voudrons indiquer indistinctement une quelconque des quantités renfermées entre les limites a et b, nous doublerons les parenthèses , et nous écrirons M{a, b)).
Par exemple, si lob suppose que la variable x converge vers zéro , i’pn aura
ddfjniiv rî'jjilnaup eob 3TJ03JI o
- .1, rmob; r gol *vïijbnoo nè néêintj no , ^tiuol
attendu qufr ïqJçpresfti«Pio^if((rf^ qjrj) ^mettr# une infinité dè valeurs icüînprisos entre les valeurs extrêmes — *• 1 oh mon ol 2iolr> bu > it
- -n«v al >h ujyon s Kaoinnqxo aètitnaùp
uoitoflol aob olloqqe uo’up 90 itto dnfibuoq^bi ‘
.SQJtrur/ 9tt »ab èupéïoJ
f »HO 2plb
‘JflO'J no « 23UU& Iq ob fiovofrr HH -
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chapitre I
des FOXctroxs f! É ELLES.
Considérai, ons generales sur les Fondions.
Iiées!ntTeVrqurîàfi“r-ÿeS S0Dt tp,le“ent ''«"née, on Du;l ’ VtUr * étant
les autres , on «HiçWt'WWti™<i *** Valctlrs de toutes tiWs ^Primée au diVCT8W 1»“*
prend alors le nom de variable ind' autres quantités exprimées au moy^T’’ * •«dépendante sont ce qu’0„ a|)l)c|u , * a Vai'ii,b,e cette variable. * ^ GS foiictions de
liées entre el'les v"',aWes sont tellement
étant données on ’r> • * eUrs quelques-unes
toutes les autres on • 00 conclure «elles de exprimées au ri" “•*«* V-**
Prennent alors uL ! P'usmms d entre elles, qui alors le nom de variables indépendant,-
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et les. quantités restantes , exprimées au moyen des variables indépendantes , sont ce (pion appelle des fonctions de ces mêmes variables.
Les diverses expressions que fournissent l’algèbre et la trigonométrie , lorsqu’elles renferment des variables considérées connue indépendantes , sont autant de fonctions de ces mêmes variables. Ainsi, par exemple ,
L (#) , sin. X, &C»,.., sont des fonctions de la variable ; x-*-y, xy , x yz,
des fonctions des variables d et y , du x;i/ët 'z\ &c...
Lorsque des fonctions d’Üric W de plusieurs variables se trouvent , comme dans les exemples précédées, rnintëdiàWfttëHt' ê!«WrirWéêi ’élWriii(l^'èh dê fces mêmes Variable^ , ‘&r>
'pücitcs. Mais ;
tiens entré' , les équations sdlïs-
faire , tîïif atgéfiriqu^Tient,
immcdiàtéfi’ietll; atftfrdyeri dèB'V^fàblÀy'MSM îlppclées fonctions implicites s Pouf Jç§ rendre explicites, il suffit de résoudre, lors(jue cela se peut, lies équations qui les déterminent. Par exemple, y efant une fonction implicite de x déterminée par l’équation
si l’on nomme A la basç, du. système de logarithmes
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2j?n cons*dere ’ *a nicmc fonction , devenue ICIte lîar *a ^solution de f équation donnée, sera
^°eyr fonction explicite
Se',le V<*"^ '■* n>- <(e plusieurs variables *, tion" ni' ’ Sa,'s de‘ccminer la nature de cette fono ’ 0,1 cmp'oie l’une des notations
/M. CM, <fW, XWi +Hi .
, 11 est nécessaire et il
la variable ' a’eur particulière attribuée à
dante dç h fnn valeurcorrespon-
v«UuÆfe^3ft ^8f9is, pour cba<|ue Plusieurs diüerpnt \ * "IICIfo" ) dPflflÇÇ ut) obtient
autres. Confor-
«uinaines, „oUS ^ns les préli-
ces va,eurs
quelles k Wiabk sera en ' *"* lcs'
'l'è?'" . “Æfer
arc iin. ((^r*)) .
variable x °n<^Ue des deux racines carrées de Ja ’r suPposee positive, &c....
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5* 2.' Des Fonctions simples.
Parmi les fonctions d’une variable x , on appelle simples celles qui résultent d’une seule opération effectuée sur cette variable. Les fonctions simples que Ton considère ordinairement en analyse sont en très-petit nombre , et se rapportent les unes à 1 algèbre, les autres à la trigonométrie. L’addition et la soustraction , la multiplication et la division , 1 élévation aux puissances et l'extraction des racines, enfin la formation des exponentielles et des logarithmes , produisent les fonctions simples qui se rapportent à l’akèbre, En coqséc^eqcq , si l’on désigne par A un nomère constant , et par a = ±A une quantité constante , les fonctions algébriques simples de la variable n#i ‘sciant aiuoiculq ob obijü
o ir mq omm Lteib rioj to %aa%oasctoa# ?.s\o\\r>u I
Nous ne tenons pas îéf céhl^te ‘WètfrieS1' ! pàrce qu’on peut toüjîmrs les ^itigsanees.
Quant aux forictiôns simple fcé^râjipdrtént: à la trigonométrie , on pourrait èti ébrfi'pW litt grand nombre, si l’on rangeait parmi les foqctions simples toutes les lignés trigonométriques', et les arcs qui correspondent à ces mêmes lignes?; mais nous les réduirons aux quatre suivantes, s . \ *
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ri nous mettrons au nombre des fonctions composées les autres lignes trigonométriques tang. x, séc. x, &c. avec les arcs correspondais , arc tang. x, arc séc. x, &c - . attendu que ees dernières lignes peuvent toujours être exprimées par le moyen du sinus et du cosinus. Nous pourrions même, à la rigueur, ré- <Iuire les deux fonctions simples sin. x et ws. x à une seule , puisqu’elles sont liées entre elles par 1 équation «n.* * h- cos.’ ^ = i ; mais l’emploi de ces t eux fonctions est si fréquent, qu’il est utile de es conserver toutes deux à- la- fois dans le calcul comme fonctions simples.
' a< • ivi >
& i - Ü ‘$3 ' nctions composées.
^ ^ ^ é4«ifiF«aBLt d’une variable à
^*?l^***^*^ le ÜÜIU dç nières°Ëf^”^^^i Ct ^ün di*tingue parmi ces derplusieur ^°.?As dé JotZAiùt qui résultent de
*oob^ Vmar*mr’ ‘ •
sont des fonctions composées ,le la variable x ; et /(sin. X)') l\ cWi>), &C....
lj„ 0"Ct'0ns /"Hétiôiïs , dont chacune résulte de
ux opérations successives»
24 cours d’analyse.
Les fonctions composées se distinguent les unes des autres par ia nature des opérations qui les produisent. Il semble que ion devrait nommer fondions algébriques toutes celles que fournissent les opérations de (algèbre ; mais on a réservé particulièrement ce nom à celles que l’on forme en n’employant que (es premières opérations algébriques, savoir, l’addition et la soustraction, la multiplication et la division , enfin l’élévation à des puissances fixes ; et » dès qu’une fonction renferme des exposans variables ou des logarithmes, elle prend le nom de fondion exponentielle ou logarithmique*. ,b i .r ,
Les fonctions que ion nomme algébriques se divisent ewfondions rationnelles et fonctions i /rationnelles. Les fonctian^rationnellessçnticelLcs dans lesquelles (a variableenc se trouve élevé, e qubiideA-’ puissances entière^ Op appelle pnt|làrtieiiller;/a?action entière tout polyuomerjqufoé i$arînriBCrd}itû des puissances entières dè i«r vwriabie , >par exemple ,
• , ; :-jh l'jÿno'ia yb oioiim nuis :h,) a -+- b x -h c x -h ©vC. . . , ,
et fonction fractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux serohlables polÿ mimes. Lo degré d’une fonction entière de x est (exposant de la plus haute puissance de x dans cette même fonction. La fonction entière du premier degré, savoir,
s’appelle aussi fondion linéaire, parce que, dans l’application à la géométrie, on s’en sert pour re-
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présenter i ordonnée d’une ligne droite. Toute fonction entière ou fractionnaire est par cela même rationnelle , et toute autre espèce de fonction algébrique est irrationnelle.
Les fonctions que produisent les opérations de a ti igonométrie sont désignées sous le nom de Jonctions trigonométriques ou circulaii'es.
Los divers noms , que l’on vient d’attribuer aux onctions composées d une seule variable , s’appliqiunt également aux fonctions de plusieurs va- ’ orâ(loe ceg dernières fonctions jouissent, par rapport à chacune des variables qu’elles renci nient , < es propriétés que supposent les noms
1 i s agit. Ainsi, par exemple, tout polynôme, ^ contiendra que des puissances entières des •’ /Uy sera une fonction entière de
^ltaJ,t)p,oppau^gH de cette fonction ,p Cf'lWMans des viables dans
fonn ^ sbinrne/ edt la plus grande. Une
fonction entière d„ de,,', <1 ”
a % « fÔfojy# + &c. . . . ,
prend le h oui de fonction linéaire.
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CHAPITRE II
Des Quantités infiniment petites ou infiniment grandes , et de la continuité des Fondions • Valeurs singulières des Fonctions dans quelques cas particuliers.
S* I* Des Quantités infiniment petites et infiniment grandes.
On dit qu’une quantité variable devient infini' ment petite , lorsque sa valeur numérique défcroi* indéfiniment de manière à converger Vers la limita zéro. Il est bon de remarquer ifci'uo sujet qu’oli ntf doit pas confondre un' décroissement ronsfant avec un décroissement indéfmû Iiia >swt»f#t)ed?üü:!p€»1vgon« régulier circonscrit «à uU‘ ’eerefrtdormlé décroît conS' tamment, à mesure qtm îfe ntmihmnded côtés au ï* mente , mais non pas indçfinipienj , puisqu’elle * pour limite la surface du cercle. De même encore* une variable, qui «afcfcèll
sives que leè différeUs t?éffrtes dè'larsditëi UP ?c>^ «atsnqo'iq «ujsuiiilq ob inogeiuoj j >
“T ’ *T’ ’■ i*’ i: IV . À
prolongée à I infini , dé^rfl^çajjifjpnstaininent ■] mai* lion pas indéfiniment, puisque scs valeurs succès' sives convergeraient vers la Au contraire.
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une variable, qui n’aurait pour valeurs successives que les différens termes de la suite
piolongée à l infini, ne décroîtrait pas constamment, puisque la différence entre deux termes consécutifs e cette suite est alternativement positive et péga- ,V? ’ et néanmoins elle décroîtrait indéfiniment ,
1 sque sa valeur finirait par s’abaisser au-dessous de toilt nombre donné.
dit quune quantité variable devient infini i \ rh-1ClmG ’ ,orsclue sa valeur numérique croît oo eTp,ment ^ a converger vers la limite
• est encore essentiel d’observer ici qu’on ne pas confondre une variable qui croit indélinien a\pc variable qui moît. constamment. La » ^ * lln ’ régidiet* inscrit à un cercle
nnefcrpîtcénstatiîmentf, mais non pas indéfiniment,
termr T T*e des, notés augmente. Les
termes de Wfcuito)mrttl,e,loi<Jies llomb8s
^miniishn,
9 n >n, i I. .7 ’ 5, > Kc- • • • croissait constamment et indéfiniment.
-.T ? q.Ua‘.ltités ^finiment petites et infiniment j. ; es j0UISsent de plusieurs propriétés, qui coiii
en a |a so[utjon de quest;ons jmp0rt#lltes et
fine ,c vais exposer en peu de mots, unr ^ n'C <j"anfitë infiniment petite , c’est-à-dire, indàf8118 6 ia valnur numérique décroisse miment. Lorsque dans on même calcul ou fait
entrer les diverses puissances entières de ce, savoir, ce, ce1 , ce3 , &c. . . . ,
ces diverses puissances sont respectivement désignées sous le nom d’infiniment petits du premier > du second, du troisième ordre, &c.... En général, on appelle infiniment petit du premier ordre toute quantité variable dont le rapport avec ce converge, tandis que la valeur numérique de ce diminue, vers une limite finie différente de zéro ; infiniment petit du second ordre toute quantité variable avec ce, et dont le rapport avec cl converge vers une limite finie différente de zéro, &c... Gela posé, si l’on désigne par k une quantité finie différente de zéro, et par 6 un nombre variable q y i décroisse indéfiniment avec la valeur numérique de ce , la forme générale des quantités infiniment petites dit premier ordre sera jii:>uj«lip uoii lio/jj Juoq ou uj.
.î^iurjrtq. ub oll'jo b uiiio/itam ju
j foinic gépç^le lSd[ç^ mliuunciil jjetitos
du second ordre ^ j&U*
/(cl1 ou du moins fa-af r zh ^ 1 ,
, >s . vyy» 'A' '•
enfin la forme générale des infiniment pefits de l’ordre n [n représentant un nomfire entier) sera
Æce* ou du moins
On peut facilement établir , à fégard de ces divers
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Ordres de quantités infiniment petites , ies théorèmes suivans.
1. er Théorème. Si l’on compare l’un à l’autre deux infiniment petits d’ordres différons , pendant que tous les deux convergeront vers la limite zéro , celui qui est de l’ordre le plus élevé fnira par obtenir constamment la plus petite valeur numérique.
Démonstration. Soient en effet
**■"( t±e). *'«•'' (>±0 peux infiniment petits, lun de l’ordre n, l’autre de l’ordre nffîï supposons, p >n; le rapport entre le second de çe^qpqpneut petits et le premier, savoir,
tblmi oëëioTvÆS i^p-ddaefa*» ' ' .
ouriol b1 ^pnom/irMuoWw ■
CoflWigjerA>ind«r«|i0ïent avec Avers la limite zéro; ce qui ne peut avoir lieu quautant que la valeur numérique dj£_ second finit par devenir constamment inférieure à celle du premier.
2. e Théorème. Uü infiniment petit de l’ordre n, cest-h-dire, de la forme
change de signe avec a. , toutes les fois que n est un nombre impqjr^ ef conserve pour de très-petites valeurs numericpi^s (le ^ lç même signe que la quantité k , lorsque n est un nombre pair.
Démon STnÀTiib^} En effet, dans la première hypothèse, a" dtangje.de sigue avec a; et dans la
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seconde, «.« est toujours positif. De plus, le signe
u pro I" ( ' — e ) est le même que celui de k, lorsque g est très-petit.
3. THEOREME. La somme de plusieurs infiniment petits des ordres “ J
("; désjg»°»t des nombres supérieurs à n), est un nouvel infiniment petit de l’ordre n. Démonstration. En effet,
?•* fnt.Un n0mbrc V» «Wverge^vec * ver& ,a
limite zéro.
Des principes qnon W0(, on ^
aisément, comme on va^,* |^eurs propositions remarquables qui sc rapportent à des polvnomes ordonnes suivant Içs^urçsançe» ascendantes «ne quantité infiniment petite et.
Théorème. Tout polynôme ordonné suivant
les puissances ascendantes de u, par exemple, CctZ-H&e ....
011 P^US généralement,
r les nombres n «' r
> ? joi niant une suite croîs -
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santé), finit par être, pour de très-petites valeurs numériques de a. , constamment de même signe que son premier terme
a. ou a cl*.
Démonstration. En effet, la somme faite du second terme et de ceux qui le suivent est , dans le premier cas, un infiniment petit du premier ordre, dont la valeur numérique finit par être inférieure à eefle de la quantité finie a, et, dans le second cas, un infiniment petit de l’ordre n , qui finit par obtenir constamment une valeur numérique inférieure à celle d’un infiniment petit de l’ordre n.
ô.e Théorème. Lorsque , dans le pohjnome
acLn -+* 1) CLn' -H CcLn" H- &C. . . .
ovdortnèsSiâtéthi tes' pttissanccs ascendantes de a. , le degré n du second terme est un nombre impair , ce pôhjnêmêypôïifdè'Htës- petites valeurs numériques de 'bt tanWt’ sièpêiictir et tantôt inferieur h son premie¥ térnle à à” , süfvant que la variable « et le etirffléîdHt'b "Softè de même signe ou de signes contraires.
DÉHiOtiSTRÂTWN. En effet, dans l’hypothcse admise, la somme des termes qur suivent le premier, savoir ,
b CL*' -¥■ C CLn" -+• &c. . .
sera, pour de très-petites valeurs numériques de cl, de même signe que chacun des deux produits bd*" ', b cl.
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Théorème. Lorsque, dans le polynôme
cL”-+-l>a,'" + c*,'>" + &c ....
ordonné suivant les puissances ascendantes de «, te degré n du second terme est un nombre pair , ce polynôme , pour de très - petites valeurs numériques de & , /mit par devenir constamment supérieur a son premier terme, toutes les fois quel est positif, et constamment inferieur , toutes les fois que b est négatif.
Démonstration. En effet, dans l’hypothèse admise , la somme des termes qui suivent le premier aura, pour de très-petites valeurs numériques de et, le signe du produit b «*', et par suite le signe de b.
Corollaire. ^ supposant-, dans le théorème, qui précède, «=o, on obtiendra la proposition suivante.
Théorème.' ,Sf> dans le polynôme
- - Æ-+- k cL’ï -K '04M &C#
ordonne suivant les puissances ascendantes de a, *' désigne un nombre pair; parmi les valeurs de ce polynôme correspondantes à des valeurs infini ment petites de a. , celle qui coi'rcspond à a =. o , c'est-à-dire à, sera toujours la plus petite, lors que i sera positif , et la plus grande, lorsque h sera négatif.
Cette valeur particulière du polynôme, plus grande ou plus petite que toutes les valeurs voisines, est ce qu’on appelle un maximum ou un minimum.
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Les propriétés des quantités infiniment petites étant établies , on en déduit les propriétés analogues des quantités infiniment grandes, en obser- Vftnt que toute quantité variable de cette dernière espèce peut être représentée par cl désignant une quantité infiniment petite. Ainsi, par exemple , lorsque, dans le polynôme
axm -+- bxm~ 1 -f- cxm~* -+- &c.... -+- hx -+- k
ordonné suivant les puissances descendantes de la variable x, cette variable devient infiniment grande; en la mettant sous la forme on réduit le polysome dont il s’agit à
Ion reconnaît alors immédiatement que, pour do très-petites valeurs numériques de et, ou, ce ^ui revient au même, pour dé très-grandes valeurs Numériques de .r, ce polynôme est de même signe ^Ue son premier terme
^omme cette remarqua subsiste dans le cas même 0u quelques-unes des quantités b , c ... h, k se jéduisent à zéro , il en résulte qu’on peut énoncer le théorème suivant.
8. Théorème. Lorsque , dans un polynôme °r donné suivant les puissances descendantes de la '’ariable x, on fait croître indéfiniment la valeur TOM. 1 . c
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numérique de cette variable, le polynôme finit par etre constamment de même signe que son premier itnne.
S- 2. De la continuité des Fonctions.
Parmi les objets qui se rattachent à la considération des infiniment petits, on doit placer les notions relatives à la continuité ou à la discontinuité des fonctions. Examinons d’abord sous ce point de vue les fonctions d’une seule variable.
Soit/(*r) une fonction de la variable x, et supposons que, pour chaque valeur de .r intermédiaire entre deux limites données , cette fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en partant d’une valeur de .r comprise entre ces limites, on attribue à la variable a: un accroissement infiniment petit et, la fonction elle -même recevra pour accroissement la différence
qui dépendra en même temps de la nouvelle variable et et de la valeur de .r. Cela posé, la fonction J y) sera’ cntre les deux limites assignées à la variable x, fonction continue de cette variable , si , pour chaque valeur de .r intermédiaire* entre’ ces limites, la valeur numérique de la différence
décroît indéfiniment avec celle de ot. En d’autres termes, la fonction f (a :) restera continue par rap-
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'port à x entre les limites données , si , entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même.
On dit encore que la fonction f(x) est, dans k voisinage d’une valeur particulière attribuée à ia variable x , fonction continue de cette variable, foutes les fois quelle est continue entre deux limites de x , même très-rapprochées , qui renferment la valeur dont il s’agit.
Enfin, lorsqu’une fonction f(x) cesse d’être continue dans le voisinage d’une valeur particulière de ta variable x, on dit qu’elle devient alors discontinue , et qu’il y a pour cette valeur particulière solution de continuité.
D’après ces explications , il sera facile de reconnaître entre quelles limites une fonction donnée de la variable x est continue par rapport à cette variable. Ainsi, par exemple, la fonction sin. x, admettant pour chaque valeur particulière de la variable x une valeur unique et finie , sera continue entre deux limites quelconques de cette variable, attendu que la valeur numérique de sin. et), et par suite celle de la différence
sin.(o: h- et) — sin..r = 2 sin. (-jet) cos. (x -4-^ et),
décroissent indéfiniment avec celle de et, quelle que ^oit d ailleurs la valeur finie que Fon attribue à x.
n général , si Fon envisage sous le rapport de la continuité les onze fonctions simples que nous avons
considérées ci-dessus (chap. I", J. 2), savoir>
a+x, a-x, ax, ±t x‘ , A”, Lx,
Sin. X, cos. x, are sin. .r, arc c05. x,
..n trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux limites finies de la variable .r, toutes les fois qu’étant constamment réelle entre ces deux limites elle ne devient pas infinie, dans 1 intervalle.
Par suite, chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage d’une valeur finie attribuée à la variable x, si cette valeur finie se trouve comprise
pour lei fonctions a -+- x \ a — x a x A*
sin. X |
es.* J - -- wpaH) ‘s. le -
pour fa fonction ' 7e ’ fto. / 1 3li>: •
■ « | 1 *° entre les limites . . .x——oo , x=o ,
\ 2.° entre les limites . . . x = o , x z=oo ;
pour les fonctions
L(x) j entre les limites... x = o, x-oo;
enfin pour les fonctions arc sin. x)
arc o». x I entre ,es limites... o:=_, .
entre les limites. ,.x=—ao , x=-t-co
i ' ( ujiJonol yl: •
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H est bon d’observer que , dans le cas où Ion suppose a = ± m (m désignant un nombre entier), fo fonction simple
est toujours continue dans le voisinage d’une valeur finie de la variable x , pourvu que cette valeur soit comprise ,
SI entre les limites. . ,x= — oo, x=-*-oo ,
(entre les limites. . .x = — oo , x— o ,
ou bien
entre les suivantes . . . x — o , x — oo .
Parmi les onze fonctions que l’on vient de citer, deux seulement deviennent discontinues pour une valeur de x comprise dans l’intervalle des limites entre lesquelles ces mème^ fonctions restent réelles. Les deux fonctions dont il s’agit sont
~ et x * (lorsque a — — m).
L’une et l’autre deviennent infinies , et par conséquent discontinues, pour x= o.
Soit maintenant
une fonction de plusieurs variables x, y, z ... ; ct supposons que, dans le voisinage de valeurs particulières X, Y, Z .... attribuées à ces variables, •) soit à-Ia-fois fonction continue de x, fonction continue de y, fonction continue de z, &c.
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On prouvera aisément que, si l’on désigne para,,
2 y.' ** T'anti‘“ infiniment petites, et si l’on
attribue a x, y, z ... [es valeurs X, Y, Z . ou
des valeurs tres-voisines , la différence
/(*+*, z^y)_nXiy>z ^ sera «Jie-nmme infiniment petite. En effet, il est
111 ,f|Ue’ <ans i hypothèse précédente , les valeurs numériques des différences
Ax+cc, JH-É, ^ yH_Ç, z ...}i
décroîtront indéfiniment avec celles des quantités variables et, Ç v c„ • , , 1 , .
ti .. ’/•••» savoir, la valeur numérique
tlo Plen IC1TC (^®rence avec la valeur numérique , ce e i e a seconde différence avec la valeur meriqufe e £, celle de la troisième avec la vacui numérique de y , et ainsi de suites On doit en
savoir JIC ^ ^ S0Blme toutes ces. différences,
/(^<t .y-C.s+v, y, Tl)
convergera vers la limite zéro , si * , Ç , v vergent vers cette même limite. En d’autres termes,
aura pour limite
La proposition qu’on vient de démontrer subsiste
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évidemment dans le cas même où l’on établirait entre les nouvelles variables et, £, y . cer¬
taines relations. Il suffit que ces relations permettent aux nouvelles variables de converger toutes en même temps vers la limite zéro.
Lorsque , dans la même proposition , on remplace x, y, z ... par X, Ÿ, Z..., et y-+-£, z-i-y. ..
par x, y, z ..., on obtient ienoncé suivant.
l.er Théorème. Si les variables x , y , z ... ont pour limites respectives les quantités fixes et dé terminées x, Y, z..., et que la fonction f{x, y, z ...) soit continue par rapport a chacune des variables x, yf z .... dans le voisinage du système des valeurs particulières
f{x, y, z .... ) aura pour limite f(x. Y, Z ... ).
Comme, dans ce second énoncé, les variables et , C, y ... se trouvent remplacées par x^-X , y — Y \
z — Z, &c _ r les relations qu’on pouvait établir,
dans le premier énoncé, entre et, é, y ...» pourront être établies , dans le second , entre les quantités x^X,y-Y, z+Z; et il en résulte que la fonction f{x, y, s...) aura pour limite f{Xf Y, Z ...), dans le cas même où les variables x , y, z .... seraient assujetties à certaines relations-, pourvu <jue ces relations leur permettent de s’approcher indéfiniment des limites X, Yt Z _
Supposons , pour fixer les idées, que x, y, z ...
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soient fonctions d une même variable t .considérée comme indépendante, et continues par rapport à cette variable dans le voisinage de la valeur particulière
Si Ion fait, pour plus de commodité,
fi* > y> *...)=«/
u sera ce qu on appelle une fonction composée de la variable t ; et, si
désignent respectivement ce que deviennent
dans le cas où l’on suppose t=T, il est clair, d’une part , qu’une valeur de f trêvvo,isjfl^e ' T fournira pour u une valeur uniquij (rt finie • foxifre pU , q41-j| sufDra de faire converger* vers la limite T nn'nr
limites A, 1 , Z . , et par suite la fonction
U—J \X’V’ z- ■ •) vers la limite U=/C X, Y, Z.
On pi ou\ erait absolument de 4a mèmè manière que si Ion attribue à t une valeur tr^voisine de T la valeur correspondante de la foncKon ■« sem la limite e ^quelle cette fonction s approchera indéfiniment, tondis que t convergera vers la valeur donnée; et Ion doit conclure que u sera fonction continue de t dans le voisinage de t=T. On peut donc énoncer le theoreme suivant.
THÉORÈME. Désignons par
plusieurs fondions de ta variable t , qui soient continues par rapport .a cette variable dans le voisinage de la valeur particulière t = T. Soient , de plus,
les valeurs particulières de x, y, z ... correspond dantes a t — T\ et supposons que , dans le vois tfiagc de ces valeurs particulières , la fonction
soit en même temps continue par rapport a x , continue par rapport a y, continue par rapport a z, &c... : u , considérée comme fonction de t, sera encore continue par rapport a t dans le voisinage de la valekr particulière t — T.
Si, darts le théorème precedent, on réduit les quantités variantes x\ 'y , z . . . à urte seule, x , on obtiendra un nouveau théorème, qu’on peut énoncer comme il suit.
e THÉORÈME. Supposons que , dans l'équation
la variable x soit fonction d’une autre variable t. Concevons de plus que la variable x soit fonction continue de t dans le voisinage de la valeur particulière t~T , et u fonction continue de x dans le voisinage de la valeur particulière x — X correspondante à t=^T. La quantité u, considérée comme
fonction de , sera encore continue par rapport U cette variable dans Ip w*- t i , ticulière ,=T •*«”«** la valeur par-
Supposons, par exemple,
** = «•*• et arz=zt%
em£SOnnt Unelquanjité C0Pstante« et « un nombre ent.cr. On conclura du 3.' théorème que
« = atn
est, entre des limites quelconques de la variable t,
fonction commue de cette variable
De même, si l’on fait
U y ’ x s'n*t y = cos. t,
on conclura du *.• théorème que la fonction
u 7= tang. t
est continue par rapport à/, dans le voisinage d’une foil oue'T f|U, n,,|UC V °ettC Variat,le’ t('utes '«
f t'-:1 U" nomI>re entier; c’est-ii-dire toutes
unie (le tang. t. Au contraire la ■ admettra une solution de continuité en°i *“* ! infinie, pour chacune des valent ?
dans la formule précédente.
Supposons encore
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a=za-+- X^y -*-v3-+-&C -
x — ht, y — ctx &c. ,
a, br c... désignant des quantités constantes. Alors, u étant fonction continue de x, y, z ... entre des limites quelconques de ces variables , et vc, y, z... fonctions continues de la variable t entre des limites quelconques de cette dernière , on conclura du théorème }.e que la fonction
est elle -même continue par l'apport à t entre des limites quelconques. Par suite, comme / = o donne u = a , si l’on fait converger t vers la limite zéro , la fonction u convergera vers la limite a, et finira par obtenir le même signe que cette limite ; ce qui s’accorde avec le 4 e théorème du §. i .*r
Une propriété remarquable des fonctions continues d?uiie seule variable ,* c'est de pouvoir servir à représenter en géométrie lès ordonnées de lignes continues (frtrîfcs' "ou courbes. De cette remarque on déduit facilement la proposition suivante.
4.c THÉORÈME. Si la fonction f{x) est continue par rapport a la variable x entre les limites x=.roP x=x, et que T on désigne par b une quantité intermédiaire entre /(*„) et f (x), on pourra toujours satisfaire à V équation
par une ou plusieurs valeurs réelles de x comprises entre x0 et x.
cours d’analyse.
Démonstration. Pour établir la proposition precedente, ,1 suffit de faire voir que la courbe qui a pour équation *
rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui a pour équation
dans l’intervalle compris entre les ordonnées qui correspondent aux abscisses et X : or c’est évidemment ce qui aura lieu dans l’hypothèse admise.
n e et, la fonction f(x) étant continue entre les imites x=xoy x=zX , la courbe qui a pour équation y—./X**’)» et qui passe i.° par le point correspondant aux coordonnées *.,/(*,), 2.“ par le point correspondant aux coordonné^ X et f(X ), sera continue entre ces deux ppints : et, comme l’oronnée constante b de la droite qui a* pour équation y=b se trouve comprise entre' les Adonnées f(x0)y /(V) des deux points que fon mfrdète, la droite passera nécessairement entre cès deux points, ce *1 1 c e ne peut faire sans rencontrer dans l’interva e a courbe ci-dessus mentionnée.
no.°mPeU.t.’ au reste’ comme on le fera ([ans ,a
thodc v demontrer le 4-' théorème par une mé- I'avamfreC‘,e *,* PUrement H^que, qui a même léquation ^ f°Urnir '* résoIution numérique de
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J, 3 e Yaleurs singulières des Fonctions dans quelques cas particuliers.
Lorsque , pour un système de valeurs attribuées aux variables quelle renferme , une fonction d’une ou de plusieurs variables n’admet qu’une seule valeur , cette valeur unique se déduit ordinairement de la définition même de la fonction. S il se présente un cas particulier dans lequel la définition donnée ne puisse plus fournir immédiatement fa Valeur de la fonction que l’on considère, on cherche la limite ou les limites vers lesquelles cette fonction converge,, tandis que les variables s approchent indéfiniment dès valeurs particulières qui leur sont assignées ; et, Vit eiiste une ou plusieurs limites de cette espèce , elles jsont regardées comme autant de Valeurs de fa fonction d ^siliy pot^èse admise. Nous Nommerons 4® ■* ^onct*on Pr0“
posée celles qui se trouvent déterminées comme on r . mTtiaap'jL no i oup . >>
vient de le dire. Telles sont, par exemple, celles fuîipq xuob 01 J n >i > .) •_ | . .
qu’on obtient en attribuant aux variables des valeurs
infinies, et souvent aussi celles qui correspondent à des solutions de continuité. La recherche des valeurs singulières des fonctions est une des questions les plus importantes et les plus délicates de l’analyse : elfe offre plus ou moins de difficultés , suivant la nature des fonctions et le nombre des Variables quelles renferment.
Si , d’abord , on considère les fonctions simples
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d’une seule variable, on trouvera qu’il est facile de fixer leurs \aleurs singulières. Ces valeurs corres* pondent toujours à l’une des trois hypothèses
æ — — oo , je — o , — oo ;
et sont respectivement,
pour la fonction
a~^~x (a désignant une quantité quelconque) <t-|-00=00 . . .a — CO= _ OC ,
n~x (a désignant une quantité quelconque) a — 00=— CO . . . <*— ~ Oo)s=CC , J a désignant une quantité positive a X 00=00. . .a x — 00= _ OO.
( a désignant une quantité négative a X 00= — OO . . . a x _ 00=00 >
Ia désignant une quantité positive - — - — _ ^ a
O ’ -OO
a désignant une quantité négative — «— q , _ — a
oo
„ ) a désignant une quantité positive - - %... <>5 = 0, OC"=CO ,
| a désignant une quantité négative . . O^OO, cc«:_0)
^ | /< désignant un nombre stfp.1 a l'unité A°=zt f A** 5=00 ,
( .d désignant un nombre inf. à l’unité =CO, , } *} — q f
[ la base du syst. de lôg. étant.saip. à l'unUJ JL\çtyca= — (CC)=CO ,
l la base étant inferieure à l’unité. ..... . i(o)=-)-CC, L(co)= _ OO,
S,n”r . *in’(( — OOj)— /W(( — , sin.((oc))=/ty((— i ,-f- 1 )) ,
«•N1- x . co*-(( Ocj)=/W[( — , ,-M )) , co*.([oc D=*^((- , ,4. ,)).
La notation il/ ((- 1 , -h t )) désigne ici , comme dans les préliminaires , une quelconque des quantités moyennes entre les deux limites
-i et 1.
Il est bon d’observer que , dans le cas où l’on
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appose « = ± m (w désignant un nombre entier), k fonction simple
^dmet constamment trois valeurs singulières, savoir,
lorsque | m étant un nombre pair ( — 0c)m = 00 , Qm=0, 00m=00 , a5=-+~m | m étant impair (— 00)m= — OC, 0m=0, CCm=00 ,
ct lorsque j ” iant Pa!r (~00)"m=0, 0“m=00, OO- m= O,
a = —m | m étant impair ( — OC)“’”==0 » ((o))“m==tOO , OC~m=Q.
Considérons maintenant les fonctions composées d’une seule variable x. Quelquefois il est aisé de Couver leurs valeurs singulières. Ainsi , par exemple, SI fon désigne par k un nombre entier quelconque , Gn reconnaîtra sans peine que la fonction composée
sin. x *
tanG- * =
* ses valeurs singulières comprises dans les trois *0rmulcs
tang. ((oo))=yW((-o^^ Cû)) , tang. (^x * T=t -^j)=±oo , tang. ((_ çc)) = 7Pf(C-À- OO , -+■ oej) ;
tmulis que les valeurs singulières de la fonction Averse
arc tang. x = arc sin. -
sont respectivement
arc tang. ( — CO) = - , arc tang. (oo) = — ■
Mais souvent aussi de semblables questions pré-
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sentent de véritables difficultés. Par exemple, on n’aperçoit pas immédiatement comment on peut dé* terminer la valeur singulière de la fonction
lorsqu’on y suppose x= o ; ou celle de la fonction æ~r »
lorsqu’on prend x=oo. Pour donner une idée des méthodes qui conduisent à la solution des questions de cette espèce , je vais établir ici deux théorèmes à l’aide desquels on peut, dans un grand nombre de cas , déterminer les valeurs singulières que reçoivent les deux fonctions
lorsqu’on y suppose x^oa,
l.er Théorème. Si, pour des valeurs croissantes de x, Ici diff'erçft&û aiino sthqram
converge vers une certaine limite k, la fraction
convergera en même temps vers la même limite.
Démonstration. Supposons d’abord que la quantité k ait une valeur finie , et désignons par e un nombre aussi petit que l’on voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font converger la différence
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Vers la limite k, on - pourra donner au nombre h ^ valeur assez considérable pour que , x étant *gaI ou supérieur à h , la différence dont il s’agit SOlt constamment comprise entre les limites °
Ce,a posé , si ion désigne par n un nombre entier Quelconque, chacune des quantités
f(A + n) — f (h-+-n — i ), par suite leur moyenne arithmétique, savoir,
../(/h-*) ~/fopoq<
v ' aab «i . ■ ^ < s&’.ai/, *, < , ,
trouvera comprise entre les limites k— g, k-he. 1 aura donc (^)\- ( t +*,)\
* etant une quantité comprise entre les limites —g ,
fc Soit maintenant
e<luation pièrédtnte deviendra
çt r •/
011 «n conclura v i TOM. 1.
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De plus, pour faire croître indéfiniment la valeur de .r, il suffira* de faire croître indéfiniment le nombre entier n, sans changer la valeur de h. Supposons, en conséquence, que dans l’équation (2) l’on considère h comme une quantité constante , et x comme une quantité variable qui converge vers la limite 00 . Les quantités
renfermées dans le second membre, convergeront vers la limite zéro , et le second membre lui- même vers une limite de la forme
k -H CL ,
cl étant toujours compris entre g et -h g. Par suite, le rapport •
aura pour limite une quantité comprise entre /c — i et k -h g. Cette conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre g, il en résulte qu^ la limite en question sera précisément la quantité k- En d’autres termes , on aura
( 3) lim- %L =kz= lim- [/(*-♦- 1 )-/(•'•)]•
Supposons, en second heu, k=oo . En désignait alors par // un nombre aussi grand que l’oii voudra»
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0fi .pourra toujours attribuer au nombre h une valeur assez considérable, pour que, x étant égal ou supérieur à h f la différence
^UI c°nverge vers la limite èo , devienne constamment supérieure à H ; et, en raisonnant comme ciessi,s , on établira la formule
/(*:+-») — /{h) TT - -
p1 ,Tlaintenant on pose v, on trouvera, au
eu de 1 équation (2), la formule suivante
J,e laquelle on conclura, on Ûisant converger x vers * «mite 00 ,
* f jo
limite du rapport
*^a donc supérieure au nombre H, quelque grand d “ soit. Cette limite supérieure à tout nombre s,gnable ne peut être que fin fini positif.
<j Apposons enfin k = — 00. Pour ramener ce
L ‘!!!fr cas aa précédent , il suffira d’observer que, nilierence
■^ant pour limite *-* 00 , la suivante
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[-/(«"■)]- [-/<*)] aura pour limite -+-00. On en conclura que la limité de ” est égaie à -4- oo , et par suite celle de
/IfLà-cc.
Corollaire i.er Pour montrer une application du théorème précédent, supposons
L étant la caractéristique des logarithmes dans un système dont la base surpasse l’unité. On trouvera
et par suite
On peut donc a^irmeiîque^^ venteitliîcroîtffc'ïndéfmiment, fc ràppûrtt >iniini tnoi/ob {^)\ noiîDfio f td v ijjoqz^iï Jwtesi noitono) 9U90 v
niffil juoq o'iss lltammobivs lijriijf Ü — .i f
convergera vers la, limite zéro : et U en résulte que*
& v- , ,-jji ‘jrn'jriO'jflJ ni; ,*?j -, „ «
nw système dont la base est supérieure a lU‘ .j j 30 iusujsv ifl <?;;) aTic !
7u/e, /es logarithmes des nombres croissent beau '
£02/^3 moins rapidement que tas nombres euæ-mèincS' Corollaire 2.‘ SupposoAs^çp seepud lieu ,
.3K3RQ ,j'A
A désignant un nombre r -supérieur à l’unité. O*1 trouvera * \
f(x + i)—f(x)z^Ay — A*=A*(A — 1),
!•" PARTIE, chap. II.
et par suite
fi=A«>(A-i)=oo 0 ' n peut Jonc affirmer que, .r venant à croître indé- Iïiunent » le rapport m
n'eige vers fa limite oo ; et if en résulte que l '*ponnnticlfe a* , lorsque le nombre a surpasse Wë, fait par croître beaucoup plus rapidement *Ue la variable x.
Corollaire On doit observer, au reste, ^ , n’y a fieu à chercher par le théorème i.er la aHJur du rapport
x v OO f
^rresPon^ante ài^f^ oo , que daus le cas où la s Action f(x) devient infinie avec la variable .r.
Cette fonction restait finie rnour x=oo , le ranport /"(*).,. ^
"T- aui*ait évidemment zéro pour limite.
Je passe au AéorèmeqÜÎ sert à déterminer dans r ‘isieurs cas la valeur de
r/wr
r 2*= oo. Voici en quoi il consiste :
Pou, / H^RÈME- & > la fonction f[x) étant positive r de très-grandes valeurs de x,.le rapport
Verge, tandis que x croit indéfiniment , vers fa
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limite k, V expression
convergera en même temps vers la même limite.
Démonstration. Supposons d’abord que la quantité k, nécessairement positive, ait une valeur finie, et désignons par g un nombre aussi petit que Ton voudra. Puisque des valeurs croissantes de X font converger le rapport
vers la limite k , on pourra donner au nombre h une valeur assez considérable pour que, x étant égal on supérieur à hy le rapport dont il s’agit soit constamment compris e.ut^^Ji^e^jj^,,
k — 6 * k -t- g. f jiihiiiuu t\>
Cela posé, si Ion désignp p^pyu^i nombre entier
quelconque, chacune des quantités
• • ^'ravnoj ,o!dmoin Luoooe ol gnsb goorrrr- •
flk r-h») f i , f[h-ho)
. oiyiol ,id. ob niiiné .
et par suite leur moyenne géométrique, savoir.
'/(Af* tqjrio*) nnojub) J ms
se trouvera comprise entre les Uhiite^ > le -t-0* On aura donc
- et v 1
«t étant une quantité comprise entre les limites — * * c . Soit maintenant
I.*E PARTIE. CHAP. H
h -h ii = ,r.
^équation précédente deviendra
i’on en conclura
t)e plus , pour faire croître indéfiniment la valeur de * > il suffira de faire croître indéfiniment le nombre e«tier n, sans changer fa vaïeur de h. Supposons , en conséquence, què dans f équation (j) l’on considère comme une quantité consitante , et .r comme une quantité variable ^(tii cotivè^gé vers la limite oo. ^cs quantités
^ ndmon A
r f , aojiJxLeup euh su,ku
mermees dans le second membre, convergeront 'ers la limite i f et le second membre lui-méme vers
Ur*e limite de la forme
tiovB? »uprijoniotm om .7 1 liy)\ .
Æ -+- et ,
^ étant toujours compris entre — g et + f. Par suite , i’cxpressjpn
c/wr
ai,ra pour limite une quantité comprise entre k _ e
et*-+-5. Cette conclusion devant subsister, quelle ^Ue soit ,a petitesse du nombre ty il en résulte que
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la limite en question sera précisément la quantité k.
En d’autres termes, on aura
(6) lim. [/(,r)]i = k = Iw, Mfôl ,
Supposons, en second lieu , ïa quantité k infinie, cest-à-dire, puisque cette quantité est positive, k=oo» En désignant alors par H un nombre aussi grand que l’on voudra , on pourra toujours attribuer au nombre h une valeur assez considérable pour que, x étant égal ou supérieur à h, le rapport /(•*- f-»)
/(x) » £'UJ 1
qui converge vers la limite oo , devienne constam* ment supérieur à //; et, en raisonnant comme cidessus, on établira lu» formule !q !) * . oùuz v< q • '
sJdsrûrr *1 Jfionftifitabiii oitîo ib jiid nol i»
Si maintenant on pose h — x , on trouvera, at*1 lieu de lequation (5), la formule suivante
[f{x)Y > [/(A>)i}ml«f
de laquelle on coriéftfta, en faisant cbhWrgér jr vers, la limite 00 , —"t o i '> h- — (i)%
lim. [/(hI[>i]' La limite du rapport
' ùÈtf)
> lilb *\ 911 p 'Ù'IO*
filOVUOD ûù st
sera donc supérieure au nombre U , quelque grand
I." PARTIE. CHAP. II
*lu d soit. Cette limite , supérieure à tout nombre assignable, ne peut être que l’infini positif.
Nota. On pourrait facilement démontrer l’équatl0n (6), en cherchant par le théorème i.,r la limite Vers laquelle converge le logarithme
luwt =1£rL'
repassant ensuite des logarithmes aux nombres. Corollaire i.tr Pour donner une application 11 2.e théorème, supposons
0ïl aura
par suite, en passant aux; limites
J* W < ^ \ W -T- ft) \ j
°nc , si I on fait croître ihdéfihimeni la variable x,
a fonctionoit no v*l=w-+- A oaoq no irwmni ^ eluB/iua oluijpjd ni noÜBiJpô'l ob
Convergera vers fô\Iimii(e\ i\
f ,'n » en second lieu,
/(.r) = axn -+- bx*-' h- cxn~x -+- &c.... = P ,
sorte que P désigne un polynôme en x du degré * trouvera
vno' ni? J
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et, en passant aux limites,
Si donc P représente un polynôme entier quelconque , P x aura pour limite i .
Corollaire 3. ' Soit enfin
On trouvera
f'x- 4-0 _ !(•»-»-.) _ iV) + t(n-;)
et , en passant aux limites ,
Par suite, [ L Çrj ] ' a encore pour limite Iunité.
Les théorèmes i.cr et 2.c subsistent évidemment dans le cas même où la variable x est considéré comme ne pouvant admettre que des valeurs efl' tières. En effet , pour rendre applicables à ce particulier les démonstrations que nous avons do*1' nées des deux théorèmes , il suffit de concevoir qu^ la quantité désignée par h dans chacune de ^ démonstrations devienne un nombre entier tr«5' considérable. Si, dans le même cas, on représente Ie* valeurs successives de la fonction /{x') corresp^ dantes aux diverses valeurs entières de xf savoir
e ’f’lJEOREM^! ( ($i ïa suite des nombres
J9DIV3 taoteiedué «'uno i. .
‘ttâfi'ntrr'tiU ,,*4#^. 6iC. ...
es>t fèlU que tc î'àppoïï entée deux termes consé* Cutlfs , stiMt*, Hqc|B - woq , ;
‘ ’^uovi, rtUon ou,. o.nr,. ,
. . •noaab ' -jT u>
c°nvrrge Cônstamment, pour des valeurs croissantes •e n, veH u/ic limite fixe A ,l’ expression
°ni ’ergrra en même temps vers la même limite .
fiO cours d’analyse.
Pour montrer une application du dernier théorème, supposons
An = i . 2f. 3 ...n.
La suite AlyAzt ... &.c. ... deviendra
et le rapport entre deux termes consécutifs de la même suite , savoir ,
An+l I.2.3. . .*(*+!>
convergera évidemment, pour des valeurs croissantés de n , vers la limite 00 . Par suite , l’expression ►
( A /T= r>C ^ rifi» -
converge vers la méme limite* xuo(T
O11 trouverait, ait Contraire 4 expression
t ifiq iiioni j
( nrjo ).(»-*- ’•» '
converge, pour des valeurs croissantbs de n, ver5 la limite zéro.
Souvent, à l’aide des théorèmes i.er et 2.*, on peut déterminer la valeur smguiiçrei que reçoit un® fonction composée de la variable x, tandis que cette variable s’évanouit. Ainsi, par éxbmple , si l’on vei** obtenir la valeur singulière de ^'.correspondante à x=o , il suffira de chercher la lipiite vers laquelle converge, pour des valeurs croissantes de x , le*'
I.“ PARTIE. CHAP. II
Cession ~ . Cette limite, en vertu du
théorème 2.' (corollaire i.er), est égale à l’unité.
De même , on conclurait du théorème i .er (corol- ^re ï.er) que la Fonction
5 évanouit avec !a variable x.
Lorsque les deux ternies d'une fraction sont des Nantîtes infiniment petites , dont les valeurs nu briques décroissent indéfiniment avec celle de la "friable <t,jf la valeur singulière qtte reçoit cette faction y pourxL^o, est tantôt finie } tantôt nulle °u infinie. En effet , désignons par k, k' deux consentes finies qui ne soient pas nuHes , et par g , g' eux nombres vàriabies qui convergent avec et vers a limite zéro. Deux infiniment petits, l’un de l’ordre ;}Wurront être représentés
espectivement par
kcL”(i±6)\(k'^fi±e');
* tf'Wdky wb nioq
_ *' » zti’ .
_ A' irfct' i
• — — r~X — Z/1 xet
A ‘±» * et"-"'.
évidemment pour limite
bnal jld^i iL J oh
Ti*
Iqfri%W*ll suppose
iiuou n — n »
Oÿf
r ru; sr l’on suppose
ri > n ,
t oo,
ii l’on suppose
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On prouverait de même que la limite vers laquelle converge le rapport de deux quantités infiniment gi'andes, tandis que leurs valeurs numériques croissent indéfiniment avec celle d’une même variable x, peut être nulle, finie, ou infinie. Seulement, cette limite a un signe déterminé, constamment égal au produit des signes des deux quantités que l’on considère.
Parmi les fractions, dont les deux termes convergent avec la variable et vers la limite zéro , on doit placer la suivante
toutes les fois qu’on attribue à la variable x une valeur dans le voisinage de laquelle la fonction f(x) reste continue. En effet , dans cotte hypothèse , I* différence x - <
est une quantité infiniment petite. On peut méntf remarquer quelle est en général un ipfiuipicnt petit du premier ordre , en sorte qqe le rapport
/fx-t-a) _/(«)., tUB .rni
converge ordinairement , tandis que la valeur nU' mérique de a diminue , vers une limite finie diffë' rente de zéro. Cette limite sera, paréxémple,
2x , sfi l’on prend f(x ) = x2,
et - jr , si l’on prend f(x) = .
I*“ PARTIE. CHAP. II
^a,ls le cas particulier où l’on suppose je — o , le apport — ^ — f—1 . se réduit à cet autre
fit
airni les rapports de cette dernière espèce, nous n°us bornerons ici à considérer le suivant
0rîiinc il peut être mis sous la forme
sin. ( — et)
Sa ïiniite restera la même , quel que soit le signe de • Cela posé , concevons que l’arc et reçoive une a eur positive très-petite. La corde de l’arc double 01 étant représentée par 2 sin; et, on aura'évidem- 2 et > 2 sin. et , et par suite
et > sin. et.
0 plus, fa sommé1 des tangentes menées aux excités de Lire 2 et étant représentée par 2 tang. et, ce/°rmant une Port*on poîygone qui enveloppe arc » on aura encore 2 tang. et > 2 et , et par 0liséquent
tang. et > et.
Iji. reuuissant les deux formules qu’on vient d’éta- 11 > on trouvera
sin. et < et < tang. et ;
Puis
> en remettant pour tang. et sa valeur ,
et par suite
sin. a.
*in. et < et < - - ,
cos. a 7
Or, tandis que et diminue , cos. et converge vers fa limite i : il en sera donc de même à fortiori du rapport toujours compris entre i et cos. <t»
en sorte qu’on aura
La recherche des limites vers lesquelles convergent les rapports étalit un
des principaux objets du calcul infinitésimal, non* ne nous y arrêterons pas davantage.
Il nous reste à 'examiner h , videurs singulier^ des fonctions de plusieurs variables. Quelquefois c&
<t, C, & + y , • ' m mWiw
quatre variables positives , dont les deux première5 convergent vers la limite zéro , et les deux dernière* vers la limite oo\ on reconnaîtra sans peine que Ie* expressions
I " PARTIE. CHAP. II
'"'t pour limites respectives
tiorT ° 1> US S°UVent k V®lcm' d’une fonc-
détl!! P US,eUfS vanablcs ne peut être entièrement * nmee «,ue dans le cas particulier où, en faisant
ti J erger ces variaMeS Vl-’1S leurs limites respecta,,?’ °B ét#bl,t entre clles “daines relations; et, sir,, TC 068 relation*’"e ««t pas fixées, la valeur 8" iere dont il s’agit est une quantité ou tonnent indéterminée , ou seulement assujettie à ter compr.se entre des limites connues. Ainsi,
lié?8*! 08 ? r™';,r'l"é l,l,ls haut, la valeur singuinj e a laquelle se réduit le rapport de deux variables
fiai ,m?rtpetItes’ dans le ^ 00 chacune de ces va- (f,,i„CS S ■T™*; Peut u,le quantité quelconque Val ’ n" 0 ou ,nf,n,e- Ën d’autres termes, cette Si singulière sera complètement indéterminée, i',,,’,'.'!. Ieu <c deux 'ai’iatiles infiniment petit*», on S,< crc deux variables iiiltnnnînt grandes on 'H.vci.a qùe le rajijiort de cornières, ta’ndis t*JÜrS Va,CUI S croissent indéfiniment ,
posit ge e"f0re Ve* U1,e haute arbitraire , mais «ont 7°l"',,Sat,ve-> suivant qu tries deux VariaWes «Rai,. 6 me8'C Slg,!e °w de ««“0» contraires. Il est v?i, h-lc dp s'assurer que le produit d’une ,, abje lui.,,, eut petite par une variable infiniment
“"déterminée lm'te ^ qUant‘*é COIUPlétc‘‘nent Afin de présenter une deuiièr» application des
cours d’analyse.
principes qu’on vient d'établir , cherchons quelles valeurs il faut attribuer aux variables x et y pour
m sdwi
nmd uo , i 1 9^? eaaifcztx9 *y*?W* f>l ‘ "
devienne indéterminée. Si Ton désigne par A -n nomlu-e supérieur à l’unité, et par L In cnir-r j ristique des logarithmes dans lé sy’stèdife dont la bas* est A, oh aura évidemment*
aK v y riAinrq èihniîup xhu ins*''
• ?Kt
et pal' suite
yT = A”7"'
Or, il est clair que l’expression , ,y)Jfï9
j* o vûiluoiJiüq iiobfib1
convergera vers une dirfiité indéterminée , lorsqu*
ie, rapport .vn inp nobonol otïu îhirr<jfeob (x)\ j n j , ,D” ;ii i f { j i ; ! A AM v sldidnw b1’ ooyJ} înor^ çjr. ül sup ‘^oifo oiJub îmhù ii
convergera lui-mème vers une semblable limite, c qui arrivera dans deux cas diflMns, savoir, i ° \ti& que L (y) et j: .seront deux
petites,
limites respectives o *
seront deux quantités infiniment grandes , cest . dire , lorsque x ayant une limite infinie, ^
limite o ou oo. Il est bon <f observer que, dans V*
et l’autre cas f k limite indéterminée de l express^
l.*s PARTIE. C1IAP. U.
&era nécessairement positive. Il peut même arriver que cette limite soit assujettie à demeurer comprise entre les valeurs extrêmes o et i , ou bien entre ta suivantes,, 1 êt po. Concevons, par exemple, que chacune des variables .r et y converge vers la limite oc . Dans ce cas , la limite du rapport L (.y)
étant une quantité positive quelconque, celle de
V ï ilOj * , .
= A * ne pourra être quunc quantité
Moyenne entre i et oc/ Cjette moyenne sera d’ail-
l°ürs indéterminée , tant que l’on n’établira pas
€ntrc les variables infiniment grandes .r 'et y de
dation particulière. Maik~si £on suppose
« âanifn 9flu èio t im^'îQTüoa
*{&). désignant une fonction qui croisse indéfini ^ent avec la variable .r,1 alors la moyenne dont il s agit , n étant autre chose que la limite de
? ^imil oldfildrwoiî omr omsrn-iul
£î;ï ,*o|/lS*>.î* «uab «iWi™ lup
°^fi[éh’déâ Une Vâlëùr4déterraltrée, que Ton pouira éaléuWV l’aide du thébrème 2.e
?i > au lieu de la fonction y * , on eut considéré
L Jr Y' < e^Ifrnhs tHorminini ^
k>V^ute
11 ‘ 5Or:b fgup i9Tidpd V fort };: II > l > ~ ;
aurait trouvé que cette dernière devient indéter-
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minée , i .* lorsque la variable y converge vers la limite -a *^et & variable -ssc-vers. tune des suivantes, - OO . + OO ; .Î,° lorsque, la variable x ayant zéro
{( JC a , OO — 2 Jïfs =F OO*- x O SS= CO xo . O ~ o ^ c .
nour limite, y converge vers zéro ou vers iintinl
' çb.rr ~ oc > oo . co S.- oc — * oo - = oo * oo\
positif.
Quelquefois on rencontre dans le calcul des expressions singulières qui ne peuvent être considérées qtie comme des limites vers lesquelles convergent des fonctions de plusieurs variables , tandis que ces mêmes variables deviennent infiniment petites ou infiniment grandes , ou même frpluscgénéraiement , convergent vers des limites fixes. Telles sont , par exemple, les expressions ao '• ° °°~ °( ,
OXOtffoJc, *0X0°, .%* OX.ao r QÜj. F* ,
parmi lesquelles on doit regarder les deux premières comme les limites vers lesquelles convergent le produit et le rapport de deux variables infiniment petites , les deux suivantes comme les limites du produit et du rapport de deux variables positives infiniment grandes, &c. ... Si l’on considère en particulier le* expressions singulières que produisent les fonction*
*y> y. -yx> y*$
on trouvera que les valeurs de ces mêmes exprès* sions, lorsque les variables restent indépendantes» peuvent être aisément fixées par ce qui précède. L®* équations qui serviront à déterminer ces valent* seront respectivement
loo —oo
^ yiotilo^ 00 V» M ((p , oo)) , ox = oo“® = o, •^^V^‘(oTsRt^^>o«tè.Ç>0, .«=s = ((0, oo));
^ fJftfpa.ajilof ?3xii r |
, i o 0 =oo ° = O ou oo , o *>= i ]).
•.Oj^jQ^Ts^oO « «©iflÆfli „££))., tK»e=Af((o, oofl*
^^ioi^'iq xireb asl rébu^oi tiob no eùihirpg',! i lawq '°'lcl oi taogisynoo aoltaupaol giov aorimif aol omrnoo înoininüni aoldcn/îŸ /uob ob j'ieqnfl-i J j-j jiub ^bo-iq ub aolirnil aol oramoo aolu js /iu* xuob go! , gotit naminftni 29/higoq asldjihiîv r.uvb %b lioqqB i nb io
’ioiluoihjsq no o'iôbianoo no'l ; _ t gobas m
*a°b:>noï aol Jnoaiuhoiq 9np «oipilugnia anoigaoiqxa
«J Ni • > «f ***
^q*3 aaoiàm 899 ab «lualfiv go] et/p ü-ievuoii no ^°bujbnoqèbni insiaoi goldsiisv aol onpg'ioi {gnoia
. -dbéoàiq iop 99 isq g99Xïi inorrrâts aVte itmo-ju lü^ay *39 laninn^àb * inoiivioe ’inp enoiicuL.
Jnamov Jooqaoi^no'uw
j.piïAPITRE ftL
Des Fonctions symétriques e t 1 dêsJ Folié fions alter nées, tJsage de ces fonction# pour la résolution des équations du premier degré à un nombre quelconque d’inconnues. Des Fonctions liomO“ gènes.
Des Fonctions symétriques
UNE fonction symétrique de plusieurs quantités est celle qui conserve la même valeur et le même signe après un échange quelconque opéré entre ce* quantités. Ainsi , par exemple, chacune des fonction*
x-\-y , .ry-\-y*, xyz, sin. X-\- sin.y-»- sin. zf &c...
. ia'->ioe ,*UÏh
est symétrique par rapport aux variables qu elle renferme , tandis qbè " % "4" • ’ e ^ ^ ) A
* ‘ x-àÿ, Tfrfàçà? é .
sont des fonctions non symétriques des variables * et ij. De même encore
b + c, F-i-c\ Wgp&ETO «nohtonoi **f sont des fonctions symétriques des dpux quantités h, c; \ ’
b-^c-^-d, b*^-c~-*-d\, bc^* bd b c dé
sont des fonctions symétriqués clés trôis "ipiailtités b , c , d , &.C. ...
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Parmi les fonctions symétriques de plusieurs Quantités b , c . . .g, h , on doit distinguer celles qui Seryent de coeffïcièns aux diverses puissances de a dails le développement du produit
legante de plusieurs équations du premier degré
Cntre n variables x, y, z...u, v, lorsque ces équatl0,ls sont de la forme
j à £,-\- Jÿ h- cz - t- . . . -+- gu -t- h v j a\c -t- b' y XeffX +g‘u -t- h' v—kx ,
f'&fiMMti-m, ,
v (ir~' x-^-b^'y-^c^' z^-...-+-gnr~^i^-hn~'vT=zkn-' .
Çjfet, soient
,J >II‘> irn ^ édiîl ix;/ /
^ "j' r cwjiiix, / /mi: j loqqK'i uj(j otiprrT' <rrrf
( b C ~h &LC _
n~~i oc -+- . . . -+- bg^bh . . -h c g -h c h -t- . ; . -+- gk ,
«?S* * jjrm ùnn:t^t , » ’
== i bc .... g fl M/) )n,} 0J1
(s fonctions symétriques dpiit ij s’agit r en sorte ait
’ >1) eob MiqmBmy^emifjhdoi
Si* dans cette dérnière formule* on remplace sv^c- ^vement « par b, par <•, &c .... , par -, dm; h* Q trouvera
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£”~I *+■ An~x bn~l -+- &c _ -+■ A,b -}-Ao = o ,
Cn~' -+- An, ^ C*“* -H &Ç. . . . -+- A tC -h- A0 r?= o ,
saaimfto s 2 ?
A- H- ^ A- -H &C. . . . H- ^ fi + ÿ = O.
Si l’on ajo.nte ensuite membre à membre tes équations (i), après avoir multiplié ia première par A>}\ la seconde par A , , &c... , l’avant-dernière par A:ji[\ et la dernière par l’unité, ou obtiendra la suivante
( an~l -+- An_x a*" -+- &c. . . . h- A, a A6 ) x — k„l\ A-An2x bn_x -h &C. ... -i-A, b\ +A, b, ; et l’on en conclura
(A-f-c. •4-,'V-4-^)^a_z-<-{^c ■ • ■-Hcg’-H'iS,. . .-h£hjkn _ , — &c . ;£ bc . . ■ghj^’
\ ? , i.Vo» v ),uYfJ aob 'vumtliï bojtauol
On déterminerait par un procédé analogue les valeurs dçsjtMtc#* iuçomwl^s ,,ui u, v. /n/;9 Lorsque, dans les équations (i), on substitué Tât*x constantes
:v-r iup /-ïiV^^i^nïteib bob no
les puissanccaeMtHH'eaauecessivcs d’une mëweqvi**' tité hr .Avoir, ; !•,: 9jdu*dmoj» uni .moaoqqrK? '
otinoT «l jb ar>a , binasa u/s aji<ï.
la valeur trouvée jpour x se réduit ^
Dcj Fondions alternées
n [PI1C ^ü;nct*OÏ? ^teJnee <?e plusieurs quantités, est celle qUi change de^ signe, mais en conservant au Srfgne près la même valeur, lorsqu’on échange deüx Q ces quantités entre elles; en sorte que, par uhe S^,tc de semblables échanges, la fonction devienne ^ ternativement positive et négative* D’après cette ^finition ,
*7kV^k*-. .. •. - .
,*f y ^~~f U f L ÇÇj , sin. x — sin. y , &C. . .
S0,1t des fonctions alternées des deux variables x
et 'J,
une fonction alternée des trois variables x, y, zf éti ajn^otifiauihgpoi ( j nu i/sq jin-ionmt » b , ; 1
Parmi les% fonctions -alternées de plusieurs va-
^l>ksF.i>duè no t(l) «noitRUj)ô f^'j] en»;!* . • > 1 : : '
x, y, z u, Vf
d°it distinguer celles qui sont rationnelles et en- ^■Cvs par nippoft ^ehacune-de e^ mômes variables.
apposons une semblable fonction développée et lJ.S<î S0l,s la lorme d’un polynôme. Un de scs termes, * Is au hasard , sera de la forme
£ hJltSn se t. 'ni’"; ’.** >u n i K/sWt .
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p, qf r ... s, t désignant des nombres entiers, et k un coefficient quelconque. De plus, la fonction devant changer de signe , mais çefl&WVPr an signe près la même, valeur , après l'échange iputrjeL des, deux variables ap et y, il faudra (te , tonte nécessité qu’au terme dont il s’agit cptaresponde un autre terme de signe contraire >, ..w •■■■■
— k x'i y'’ zr' . us , :
m boiq
déduit du premier en vertu de cet échange. La fonction se composera donc de termes alternativement positifs et négatifs , qui , réunis deux à deUx , produiront des binômes de la forme
k xp y* zr ... us v* — k X* yp zr ... us v r = k ( jcp yq — x1 yp ) zr . . . us v\
Dans chaque binorrttpdéfcétté espèce , p'/q' èéront-l nécessairement deilît hditfbMS iéntwés di&finetfc i’àn de l’autre; et, cdliiiifé' tnom )!:•><{
in 'J '.»noo aol orrn aoldftiiGT’ sob oormlla finit - :,*q lï rWnojq À
est évidemment divisible par y**-xio)X, ce qui re*^ vient au même, par .r— y> il en résulte que chaque binôme et par suite' la somme des binômes ou la fonction proposée sera divisible par oiqob* nu l >«!'
: î -i Nfhuv V -I‘ Ki‘jhi7üj 'P — û M*
Comme on peut d’ailleurs, dans les raisonnement qui précèdent, substituer aux variables x et y deux autres variables quelconques x et z, ou y et z, &c..r
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°n obtiendra définitivement les conclusions sui- Vantes : | o.( . ^
i.* Une fonction alternée, mais entière, de plusieurs variables æ, if, z . u,,v, est composée
(^e termes alternativement positifs et négatifs, dans chacun desquels les diverses variables ont toutes (Ies exposans difîërens ;
2-° Une semblable fonction est divisible par le Produit des différences
. \ - vs . ( : X zk(.n— u),
chacune avec tel signe que Ton voudra.
Le .produit d o#j, il iiftt»qiiestion, ainsi qu’on P°ot aisément le e^t.luirmème une fonc-
J,0n alternée des variables que l’on considère. Pour c> prouver , il suffit de faire voir que ce produit (hangq>de signe ^ en conservant au signe près la ^ème valeur, après lechange mutuel 4e deux valides, x et y par exemple. Or en effet, suivant (iUe Ion adopte pour chaque différence le signe -h °u ^ signe — , ce produit se trouve égal soit à s°it a — çp f Ja valeur de <J> étant déterminée par 1 e- 1«8!®nn( - «b ^‘iuoUmb Una an *nm
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et, comme il est évident que cette valeur de change seulement de signe en vertu l'échange mutuel des variables- a? et y, oft péut cortclüie qu’il en sera de même d’une fonction équîvklëtite soit & 4- <p', soit à — c p.
Concevons, pour fixer les idées, que l’on prenne chacune des différences ( i ) avec le signe Le produit de toutes ces différences sera la fonction 4 déterminée par lequation (2)*, ou, ce qui revient au même , par la suivante
Inofuoqçrota mnteaoo oh sJÈioal îe9 l*
{}) 59 - b to . ç>. noitonol «I ob
* v ft*-* ) O— éd • * ( vrn* H
Si, de plus, on appelle n le nomhrS^e^^anatle* -r,y, z ... u , #; i 1 été 1 ëSiïtetf t!
des différence**
et par suite, dans ehaqti^VëriUé lâ^ctioi^^ développée et mise sous la forme d’un p JfÿttBîtie » l’exposant d’unq.vambie quekorçqu^né pourm surpasser v— 1. Enfin, comme dans un même teime les différentes variables devront êtr^ affectées dfeX' posans dilféfens, ifcest clair qtle écfc ttiéëfS éxpOsa^1 seront respectivement égaux aux nombres ,3# l
o, .^, 3 , ^ à-Kt , _r » j
Chaque tenue, abstra etion faite ét
ficient numérique , sera donc équivalent au prtfd^ des diverses variables, rangées 4çn^un ordre quelconque f et respectivement élevées aux puissance? marquées par les nombres o, 1 , 2, 3 f V . ônu^
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jouter que chaque produit de cette espèce se trou- Vera con^pvjs avec le signe -+- , antot avec le sigjjg, 3-),, 4%, le/Iévelop peinent de
» toncüoj*,g>.3JJj^^gppîg0
nn~'1
2£ftS7q nol.ojjp^efsbi Tuut . en*
•$ Pourra etre formé que par la multiplication des
premières lettres des facteurs binômes qui compofont le second membre de l’équation (3).
A l’aide- des principes que nous venons d établir, 1 est facile de construire en entier le développement e la fonction <p , et de démontrer ses diverses projetés [ voyez à ce sujet la note IV]. Nous allons >PfUn tenant faire voir comment on se trouve conduit, J 'u la considération d’un semblable développement, £tejS1iTHîiR/?n%h if ife premier
aa
’ 9|”eiPfloq «ub omol ai zuo? ^.iru î > > 1 < ; ; 1*
£¥■ «fïWû^itjÿMpgoîJapR ?jdp»;^|swfcÿug *. , omëoi nu énab oinrnoo , nnn3 .1 «ïA*1 •r_H fi y -+-c> * *+• f • v. •+• h. v 3b<2 iiir 20ü;>0‘)u/î oiio ino ivop «oiüffnfiv Êofrmonm* loi
I &c. . . ndmon xn« ximgè Jn^movil^oq^n luo.^
I an~ « y^c^t z-h. t v = kn_t
^ ^}UatiQuilli«(éaij?es «fatre les n variables ou inedü-
^wiq ijjî in^lcviupà juob sm? oupnômiui tuoiail ^ip o'iïvio uirr^ny, z . . . u , v , ib aoli
W 'mni.iiup n Jj r9upâo.>
. t — jt ... ;p f s) eandmoiuoi isq a^uniu/n
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aoy b.,
ca , &c. . . .
at , bti
C j-\ fitc. .-.•••
ax, b% ,
Ht*
m îttrbo^q nht
On-, » bn_
1 y cn-i y &C. . .
choisies arbitrairement. Représentons, en outre, par P ce que devient la fonction <j> lorsqu’on y remplace les variables (\ ub
JC , y, z ... u, v
par les lettres
considérées comme autant de nouvelles quantités ^ en sorte qu’on ait
(5) P <±a , *ob ommof
Le produit P sera la fontftfbn afterWé$:jftl simple des quantités a, b,' b sï^lW
développe cette fonction par i^multeplicatibii al$b brique de ses facteurs binômes^ c^qup.r^^ développement sera équivalent, au s.i^e prè^ au. produit de ces mêmes quantités niqg^ps, ,dans up, certain ordre, et respectivement élevées à des puissances marquées par les exposansô, 1 , 4? 3, ...?*— 1 * Cela posé, concevons qdb dans chaqUeWermc foi» remplace les exposans des lettres par des indices» en écrivant, par exemple,
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au lieu du terme ,»»
et feignons par D ce que devient alors le développement du produit P. La quantité D aura évidem- *>ent, tout comme le produit P, la propriété de changer de signe / lorsqu’on échangera entre elles eux des lettres données , par exemple , les deux ettrcs a et b. Il est aisé d’en conclure que la valeur e /) sera rééuite à zéro, si l’on écrit dans tous ses ermes la lettre b à la place de la lettre a , sans lettre en même temps a à la place de b . Il en serait même si l’on écrivait par- tout à la place de la ^tre « I’une des lettres c.... g, h. Par suite, si, le polynôme D, on désigne la somme des termes i111 ont ao pour facteur commun par A0ct0 , la ^me des termes qui renferment le facteur a , par **v,‘ &c eidiii la ^èmme des termes qui ont
vjjj®T 0,1 *0Ete 4ue la
ffttyur de. D ^olt^ donnée par l’équation
A&^4xà1^ti)c...-+.An_lan ,,
%^éra,pën‘ écrivant successivement dans le . ond merhhre lUc cette équation les lettres b, c .. îa lettre *,
eW-ô6b A ipèvalù imniovo , )(fA, . ,
j ° £jphifav. . SÊf A!1_l vn_l ,
ti»<j aoxHol aob amsaoqzo aol eualqon
. I 0 « A.g.-*-A,g< +A,$;Z".. . -grJ.1',
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Supposons maintenant qu’on ajoute membre à membre les équations (4)» après avoir multiplié la première par A0 , la seconde, par A, , la troisième par^44 ... la dernière par A^. On verra, dans cette addition, les coefFiciens ,de$ inconnues y, z . .. u, v disparaître (Feux-mémes en vertu des Formules (7), et l’on obtiendra definitivement lequatiou
D x = A „ kQ-+-A , X', ~\-A t X'^-h&c... A n_ , 1
de laquelle on conclura (B) _T — + **-. ^
Comme d’ailleurs des deux quantités
D et A0 ka -+- A , kl A ^ ht . . . . kn_t
la première est ce que devient le développement du produit x __ . 0 •_+ Jk **, |
lorsque dans ce développement on remplace les ei' posans des lettres par des indices, et la seconde, ce que devient la quantité D , équivalente au second membre de la formule (6), lorsqu’on y substitue 1* lettre X à la lettre a; il en résulte que la valeur de x peut être censée déterminée par l’équation
(A — A)*(c — (h — i)(i — i) ( A— e ) . . . (A — g ( b— a) » ( o— a ) ( c~b )* . . . x-( A— a )( &Zi)(t—c )].. ( h— g) *
pourvu que l’on convienne de développer les deu*
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'ei-mes <|r |â fractiôH f,„i forme le second membre, «e remplacer «St»6 chaque tflfelbùpement les xposans des lettres par des indice*; j„, valeur que «quation (?) prise à la lettre semble fournir pour ^ "comme , n 'étant pas exacte et ne pouvant le rcn.r que par suite des modifications énoncées, ce que nous nommerons une valeur symbolique e cette inconnue.
La méthode qui tmus a conduits à la valeur symja 'que de a- fournirait également celles des autres co„" s Pou* montrer une application de cette "ode, supposons- qu’il s’agisse de résoudre les Rations linéaires
Î a0x b. y tx:koy ax æ + + cx z = Jcx.
s\ iitKr°]UVera Cé\te hypothèse , pour la valeur
(j^) tei-Xf) ( * ~ i) ( ê — * y
UJ} — * ) (&—
*! "utiteo frAv-t- nv_
"Ue? *Mite‘ k Taleur véri*»We * la même incon-
sera
ics ^w)' «
rZ ~ leU,'eS b> c - * A * par de.
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exposons, la valeur symbolique de x donnée paf l'équation (jjJ devient évidemment la valeur vérir table, et coïncide, comme on devait s’y attendre, avec celle que fournit la formule 'Çj’) du §. t .er
J. 3.e Des Fonctions homogènes.
Une fonction de plusieurs variables x, y, z . . • est homogène, lorsque, t désignant une nouvel^ variable indépendante des premières , le changement de x en tx , de y en ty, de z en tz ... fait varie** cette fonction dans le rapport de l’unité à une puis' sanee déterminée de t; et Fexposttrit dè cette puis* sauce est ce qu’on nomme le degré dé la fonction homogène. En d’autres termes, «>*'*«* **
lao.m A : >j ji jp îütiioje Juoq nO / ,Uf ;? moVxue Jiiomo/ièuh/^.
sera une fonction homogène dn'ticgro-a par-rapp"''* aux variables i,y, z taiy ti lfun -at* jqttel quersoM' liüoo v s. . \wl aoldam /.* fff
(0 /(<•*•> % fix, y ’
Ainsi, par exemple, ip sh no^o*0
x: /(xÿ)Tn^^;‘,evir,îl
sont trois fonctions homogènes des variables x et P la première du secondNdegré , la deuxième du pr^ mier degré, et la troisième d’un degré nul. ^ faction entière des variables de termes tellement choisis, que la somme des 6
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i’osans (les diverses variables soit la même dans tous termes, est évidemment b, Mitogène.
S', dans la formule (1), ou fait t=z 4-, on en «onclura ' *
(2) /(.*, y, z. ..) = **/( t> ±} Il
Cette dernière équation établit une propriété des ',/?Ct*ons h^ogenes qu’on peut énoncer de îa ma- Çe Suivante :
Lorsqu’une fonction de plusieurs variables x, CS/' homoël’uc > clIe équivaut au produit i((i UnC (V,clc0)Uluc variables eleree à une cerpuissance par une fonction des rapports entre es mêmes variables ppiftÿijupQ dcujç à deux.
JVcut aiouter (lue. cettte propriété appartient veinent aux fonctions homogènes. Et , en V supposons f (ikptyp a, n uu. .) équivalente au les ^ 'unie fonction des rapports entre
ç* Variab,cs frÿif-L-r • «^binées deux à deux. tu*1*16 ™ l)0U,Ta exprimer tous ces rapports au ^ yen de ceux qui ont .r pour dénominateur, en Crivant par temple, au lieu de
Cn? ®,te que la va,eur dè 'À*; y.*-- )
e équation de la forme
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Cette équation devra subsister , quelles que soient les valeurs de x, y, }z ./V; et, si l’on y remplace
x par tx, y par ty , z par tz . . . ,
elle deviendra
f{tx, ty, tz ...) = t‘.x* cp(±, v ...)•
Par suite , on aura , quel que soit t, dans l’hypothèse admise,
f[tx> ty , tz . . • ) — ** f(x , y, z ...); ou, en d’autres termes, 9ru,b noiionbl suuk,
mï om/h)uo o* , moi oujj'h
sera une fonction Mnogcfte 'du degré a par rap'
port aux VJÉteft «V fifV' °h
oiTfd h , 9iilr-.fi - Jze o , e9iéifn9Ïhj3(T runlu*
ob eidmon nisi-m nu isq DOJïhug al uo odiuoo ^ -dni onréb nulueèi oxfà Juoq noiJeoup etioD .atnioq,
- "l 11 -iorViriBfn oh »)in
-TOfebnB rnàim marftâbm m bcJbUfrpahrff êmon*/ 2ub üJitMtaifu inoo «i fi te ,fiiOêî»‘)o noitKfinit si sîuojb no sènoiorb noiîaopl bI ob 89iéiluDi)TJï<J jisuno tio& «oitonol eiJeo bnp oéaoiqxa noitibno^ -ob éocnisî ë$è 9b oïdmon oi oup tat oigob au’b i* tiuolfix *9b oïdmoa ub kgb Jfftâtt&eiaèiq 9na9Î? j
CHAPITRE IV
Üétermhiatian des fonctions entières , d’après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues. Applications.
l.*r Recherche des Fonctions entières d’une seule variable , pour lesquelles on connaît un certain
nombre de valeurs particulières.
Déterminer une fonction d’après un certain Nombre de valeurs particulières supposées connues, Ce»t ce qu’on appelle interpoler. Lorsqu’il s’agit d une fonction d’une ou de deux variables , cette Onction peut être considérée comme l’ordonnée ^une courbe ou d’une surface ; et le problème de interpolation consiste à fixer la valeur générale cette ordonnée, d’^prçÊ i$n certain nombre de Valeurs particulières, c’est-à-dire, à faire passer fo courbe ou la surface par un certain nombre de
P°ints. Cette question peut être résolue d’une infijjtté de manières; et en général le problème de niterpolation est indéterminé. Toutefois l’indéter- ^foation cessera, si à la connaissance des valeurs
Particulières de la fonction cherchée on ajoute la c°ndition expresse que cette fonction soit entière , d un degré tel que le nombre de ses termes de- Vlenne précisément égal au nombre des valeurs Particulières données.
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Supposons, pour fixer les idé^, que l’on considère d’abord lus, ycL’une seule
variable x. On établira faeifojuejjt à leur égard les propositions suivantes. *
bcr Théorème. Si une fonction en livre de la variable x s évanouit pour une valeur particulière de cette variable , par exemple, pour x=x0, elle sèra divisible algébriquement par x — xo.
Théorème. Si une fonction entière de la variable x s évanouit pour chacune des valeurs de X comprises dans la suite
n désignant un nombre entier quelconque] elle sera
nécessairement divisible par le produit
■ il -il w J 1 aiifilroioa umuioa jîubàb WnO
Soient maintenant <f(jr) et 4(-r) deux fonctions entier. 1 de la vtuia^,^ *<&*
n - i , et ijttt <•"'* mS
chacune des n valeur^ particules jc comprise»
I;.1 s,'i"' q««* ce»
dei!\ loin tion:. seront identiquement égales , c’està-aire, quon aura, <jueî que soit xy
H en èffët , Ai cette égalité n’ârtart lie^ , dd trotf-
verait dans la différence -'uHobui^o
' CJÎ90 «MMraïqifi rj jHoS ' I — K ‘iTBOb ub *
un polynôme entier dont le drp'â aesurpasserait
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pas n — i, mais qui, s’évanouissant pour chacune des valeurs de # ci-dessus mentionnées, serait pourtftnt divisible par le produit
(x— r„) (x-x, ) (x-x,) . . . (x-XM J .
c est-ù-dire , par un poîynome du degré n; ce qui °st absurde. On serait assuré à fortiori de ^égalité absolue des deux fonctions <$(x) et 4'(*r)? si ion Savait qu ’efies deviennent égaies entre elles poui^ un nombre de valeurs de x supérieur à n. On peut donc énoncer le théorème suivant.
3.* Théorème. Si deux fonctions entières de la v Niable x deviennent égales pour un nombre de Vq leurs de cette variable supérieur au degré de lacune des deux fonctions , elles seront identique* 1110 nt égales , quel que soit x.
On en déduit comme corollaire cet autre théo* *èine :
4* ThÊÔRÉME. Dèùx fonctions entières de la V(lr labié x sont Identiquement égales toutes les fois 9U elles dcviérinènl ' eftttPk pour des valeurs éntlGrcs quelconques de cette vanable , ou même pour toutes les valeurs entièrès qui surpassent une limite donnée.
Oansce cas, en effet, le nombre des valeurs do f ' pour lesquelles les deux fonctions deviennent ®ëales, est indéfini.
M suit du théorème j ,e qu’une fonction entière u du degré n — i sera complètement déterminée ,
1 on connaît ses valeurs particulières
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"o * u, I Ux . . . U
correspondantes aux valeurs
de la variable jf. Cherchons dans cette hypothèse la valeur générale de la fonction u. Si l’on suppose d’abord qoe les valeurs particulières u0 , u ...u ■ se réduisent toutes à zéro., à l’exception de la première i/OJ la fonction u, devant alors s’évanouir pour .#=#, »
pour x = xlf &c. _ enfin pour x==xb _t , sera
divisible par le produit
(x — xt ) Çv — xt) . . . ( x — xn_, ) , et sera par conséquent de la forme
u = k(x— xx) '(«-*.) ...(x-x^),
k ne pouvant être qu’une quantité constante. De plus, y devant se réduire à u0 pour xp=xoy on en conclura
u0 = et par su
-imq W2
De même, si les valeurs particulières uoy ut , ut , unj se réduisent toutes à zéro , à l’exception seconde ui , on trouvera
k ( x„—xt ) ( .r„— XX ) . . . ( x—xa_} ) ,
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ï-nfin , si elles se réduisent toutes à zéro , à l’ex- Ception de la dernière on ‘trouvera
réunissant les diverses valeur^ de u correspondantes aux diverses hypothèses qu’on vient de faire, 0,1 obtiendra pour somme un polynôme en x du d°gré' n — i , qui aura évidemment la propriété de Sg réduire à û0 pour x—xox à üi poiir Xt=±.rt ,
^ . à Un t pour x—xn t. Ce polynôme sera
d°nc la valeur générale de u qui résout la quesh°n proposée, en sorte que cette valeur générale Se trouvera déterminée par la formule
oQ
-, rr (* — X, )(* — *,)•.• •
° (Xo-X.) ( j:0-Xa) .
(Xo — x„_t)
..... .. O.— xo)(x— «*»)
■ •** ■{’iv 1
• ’V'tfe™0/! •“ * *
(*“ xo) (x —
. (x — xw_j)
(x^.-^-J.Cx^-x,)..
pourrait déduire directement la même formule de la méthode que nous avons employée ci-dessus (chap. m, 5. i ) pour résoudre dans un cas parti- Gulior des équations linéaires à plusieurs variables ; Lv.°yêz à ce sYqct la note V ].
Si, en dési^iïaht par a une quantité constante, remplace dans la formule’ (i) la fonction u par a fonction u — a , qui sera évidemment de même ^eSl'ô , et Fes valeurs particulières de u par les vaei*s particulières de u — a , on obtiendra Icquation
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(/l\ U — (l zrz (u — fl\ ~ - - — — - - — — — ■■ — - «
^ ' (.«<,-Mxl)(x0>~»jrA'>,...(x0— xn_t)
[ ' ' Cx.-x J(^-xJ...Cx,~x_)
~*-0 - Çj — X^,)
(^o — ^,)(xo— xj...(x0— Xr,)
( x*-.»fc) (g ! — jg. );....( X — X_.)
Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de faire passer Une droite par deux points donnés Désignons par x0 , 7ja les coordonnées rectangulaires du premier point, par xit iji celles du second, et
et, en comparant cette équation à la formule (4)» on trouvera la suivante
?ol
.(«■-üt-' *fàA*n^C-xù; «
Cette dernière équation est identique , et subsiste quel que soit x.
Les équations (l) et (2) peuvent servir l’une et l’autre à résoudre , pour les fonctions entières , le problème de l’interpolation ; mais il convient eri général de préférer pour cet objet l’équation (s\, attendu qn’011 peut y faire dispàntitre l’un (tes tèrmeS du second membre, en prenant la constante « équivalente à l’une des quantités ... (Ui ^
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Par y l’ordonnée varia We de la droite. En rempla- Çant dans la formule (2) la lettre u par la lettre y, Pu,s faisant n=£ 1 , et a=yQ} on trouvera pour l’équation de la droite
Supposons, en second lieu, qu’il s’agisse de faire Passer par trois points donnés une parabole dont aXe soit parallèle à l’axe des y. Nommons
oc t et yt , xx et y % , .v} et y5
*°s coordonnées rectangulaires des trois points. Soit 0 plus y l’ordonnée variable de la parabole. En Remplaçant toujours, dans la formule (2), la lettre u par la lettre y , puis faisant n = 2, et a~yx , on Couvera pour le quation de la parabole
' y -ly= (y i 1 '
^ro' J lirvrym to gj 1,) ■
* • " ‘ » t / * * ; arioii.'jnoi^lsl 4v\ 0 cf* «Tifti bfcèT * 1 ) *
°u> Ce qui revient. au Luémé,
Lorsque 'dUHi [équation ( 1 ) on prend u=zxm, désignant un nombre entier inférieur à n)\ les Va,eurs particulières de U représentées par
4e réduisent évidemment à ^ "fil) ff »
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On a donc, pour les valeurs entières de m qui ne surpassent pas "n- " 900 ‘ï9ury,fim'VI tmri
T»_-_ rW (r-x,)(x-„)...(x-V,)
Cette dernière formule comprend comme cas particulier l équation (3). De plus, si Ion observe que chaque puissance de x , et en particulier la puissance xn~\ doit nécessairement avoir le même coefficient dans les deux membres de la formule (j)i on trouvera,
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® est bon de remarquer que la formule (8) subsiste d&ns le cas même où 4 on suppose m=o , et devient
(|lo) O (*„— x.) (jp0-x1)...(x0-O"
> onimoo "t>i *o)(JF«-..— *5 • • • (Xn-.— xn-, ) *
S* 2.e Détermination des Fonctions entières de plusieurs variables , d'après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues.
Les méthodes par lesquelles on détermine les fonctions d’une seule variable, d’après un certain Nombre de valeurs particulières supposées connues, Peuvent être facilement étendues , comme on va le v°ir, W fonctions de plusieurs variables.
Considérons d’abord, pour fixer les idées, des fonctions de deux variables x et y. Soient [x, y ),
deux semblables fonctions, l’une et l’autre du degré n— i par rapport à chacune des variables, qui deviennent égales entre elles , toutes les fois Hueu attribuant à la variable x une des valeurs Particulière* ~*.x _
°n attribue en même temps à la variable y l’une des suivantes
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<K'r#> y)> 4 (**<>> y) seront deux fonctions delà seule variable y, qui deviendront égales entre elles pour n valeurs particulières de cette variable. Par suite , (en vertu du 3 Ûiéwvwe J, i.er), < es fonctions seront constamment égales, quel que soit y. On aura donc identiquement
On -trouvera de même
D’ailleurs , les premiers membres dps y, dations prec edentes sont autant de ' uleurf ^rtippjiçrçs do la mnefion Ç ,r, y, dans le
x f0,nm;*
représentent les valeurs Mrti^tôes conespoin» \ dantes de la fonction J,(x, y). Les deux fonction*
® (•*’ s}- («tgjyi)'4 .àii ) 83 -liidl
lorsqu’on y attribue à y Une valeur constante Choisie ' arbitrairement, deviennent dotic ‘égales pour n va- ! leurs particulières de *; et, comme elles sont toutes deux du degré n - 1 par rapport à \t , il résulte quelles resteront égales, non-seulement pour une valeur quelconque attribuée à la variable 'jfîj mais encore pour une valeur bâéïAq'dé de'ï ’On'',, ! serait assuré, à fottitri, df
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^eux fonctions f^[x, y) » si ion savait
pelles deviennent égales toutes les fois que les vaîeurs des variables x et y sont respectivement Prises dans deux suites composées chacune de plus n termes différons. On peut donc énoncer la Proposition suivante.
1er Théorème. Si deux fonctions entières des 9ariables x et y deviennent égales toutes les fois fle les valeurs de ces deux variables sont respec - Renient prises dans deux suites qui renferment Xlïle et Vautre un nombre de termes supérieur aux ^posons les plus élevés de x et de y dans ces ^mes fonctions, elles seront identiquement égales.
0n en déduit, comme corollaire, cet autre théo-
rème .
c Théorème. Deux fondions entières des
Xdtlé<i r r>f Il '(i/ïÜA o cm) fntitoe
fo
ois
*s x ëtf sàHt identiquement égales , toutes les
f fié éllès ! d'èvleWielft égales, pour des valeurs 'tft(,rcs (inétèdliffës àe ie’s ^variables , ou même y0?o> foules les vatèïid' dkieresqui surpassait une
k^mkd£jh *9j ^ "
^ans ce cas , en effet , le nombre des valeurs de poucj^quelles les deux fonctions devien- ^ égales est indéfini.
^st SUU ^U1<)l<-'ll)tj l-cr (luc’ s* *a P°ncrion Ç(x ,y) ^ s^PP?sée qntjcqq^t du degré n~ i par rapport c0 ’^Cm nc' x et y , cette fonction sera
j ^çtement déterminée, dès que l’on connaîtra ^ Vu^'urs particulières quelle reçoit, lorsqu’en pre- 11 pour valeur,^ x Tune des quantités
jt0, xt , æx - •* »
on J)rend en même temps pour valeur de y l’une deS suivantes
Dans la même hypothèse, la valeur générale ^ la fonction pourra être facilement déduite de la fo1 mule('i) du paragraphe précédent. En effet, si l°‘l remplace dans cette formule u par y)> on 011
tirera
(a tx v \ - <3>(.r , y)
(x— Jn) (x— X») (^TTf.nzil ? y)
ra). . .(■*
et r on aura de plus , en désignant par m un nombres entiers
(^r (v-yOCy-y^ -dy-yy,-!) Qtx ,/,)
I (v-ÿo)(ÿ-yO>---(y-yB-J , . 4<
( "^Cyn- 1-yo)à,-r-yi)-(ÿn--y„-a)^^/W^,,^<
On conclura immédiatement des deux équations # précèdent la valeur générale de <p(*, y). On vera, par exemple, eu supposant » == 2 ,
CII AP
'H—yt
X — xa
Xi — *o
Xj — x0
y -y o * y.-yo
Si l’on considérait des fonctions de trois ou d’un P Us grand nombre de variables, on obtiendrait des ^ultats entièrement semblables à ceux auxquels riV^nt cîe Parve,lir Pour ({cs fonctions de deux vapj; ios seulement. On trouverait , par exemple j à la ace 2-° théorème, la proposition suivante :
3*e Théorème. Deux fonctions entières de plu-
u ?s variables x, y, z . sont identiquement
p0Q es> toutes les foi*- quelles deviennent égalés
*iTbldeS valcHrS €ntièrùs ‘^conques de ces vales, ou même pour toutes les valeurs entières surpassent une limite donnée.
i \r -$• 3/ Applications.
appliquer les principes établis dans les pa- ;Kdap les Précédens, considérons en particulier des <Its ^ormés par- la multiplication de facteurs d°nt. chacun surPasse le suivant d’une ^ ÿ ° Prcm^cr facteur étant l’une des variables s Z ' ' ' ’ et cherchons à exprimer, au moyen de 0rtes cfe produits , le produit tout semblable i . n
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qu’on obtiendrait en prenant pour premier facteur
la somme des variables données, savoir,
Si l’on réduit toutes les variables à deux, le pro- Même qu’il s’agit de résoudrè pourra s énoncé»' commè il suit.
l.er Problème. Exprimer le produit (i) (x-t-y) (.r-*-y— i) (x+y— »)...(x-vy-»-Hi),
(terris lequel n désigne un nombre entier quelconque, pctr le vfoÿen des produits suib ans
^ ^ ceux qu’on peut en déduire, en ch* *
géant seulement la
n. Alors le promut v», - 4 • , ^
numérateur de la fraction oui .exprime le nond> des combinaisons possibles de x-t-y lettres «[* p puistpte ce nombre est précisément
; f rxn-y- : ) + .
Cela posé, codons «pie , les lettres a, 0, c, ... p, <j, r...
étant eh rfombrc '^al bx+>/, on les divise en#
SôttTlOS. Pdui‘ (pie tien précédente.
y soient des nombres
leur de n.
résotfdft* fferftailüiflft ,a sniitld^ et
' ni iW«! 1 \5® ' si tpérteurs *
\ ne sera autre chose que ^
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groupes de telle manière que les lettres a,b,c... du premlér giWpe soient en nombre égal à ’ .c , et les lettres p, q,r. u du second groupe en nombre ,egal a y. Parmi les combinaisons formées avec ces afferentes lettres, les unes renfermeront seulement es lettres prises dans le premier groupe. Le nombre des combinaisons de cette espèce sera
, üautres renfermeront n- i lettres prises dans le premier groupe, et une lettre prise dans le second n déterminera facilement le nombre des combinaisons de cette secondé espèce, et l'on verra qu’il e*t égal à 1
v. s (ar r-MQ^. farAn*- a a y
n tiouvera *$$$9 ,pqur le nombre des combiij fc- * lettres prises dans le
Pu nue^gi^^.et deux lettres prises dans le second,
„CV; enfin> JW I" nombre des combinaisons qui nfertqgpt seulement des lettres prises dans le der- *uer groupe,
liy-iUy-z)....(y~n+ly
a somme des nombres des combinaisons de chaque , ece evant reproduire le nombre total des corn-
SSS&» "* M~ *-» I*» ***.«
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(x->-y) (x + y— ■) . rj + y-n-f~i)
. ; , • ■ '*». j _ n .. il V.
_ x rx—\). . .(x— w-n) x (x— i ) . . . (x— w-f-z) y
L équation précédente, étant ainsi démontrée pour le cas où les variables æ et y obtiennent des valeurs entières supérieures à n, subsistera, en vertu du 2.* théorème [§. 2], pour des valeurs quelconques de ces variables; et la valeur du produit (1) tirée de la même équation sera
ic JT -i- y ) (x + y — i)..a.(< + ji — tt -+• , )
— x (x— 1). . . .(x— n-Hf) (x-^-i)i . . *(x— n+ij.y
-+- * (*—' )*•••< x^n+i)-y Cy— 1 ) +&cp
Corollaire j." dfflis Itij nation (2) oji remplace x par — x et y par — y , on obtj,çudra J*
suivante
> + y) fx + y+ 1 )....
x fx-ei)'. . /x-f*— i) t 1 .2 .3 . . .«
x (JT 4- r>( è +*1^) ' '
J j--- tofcO
i f if (jh-O-
[ , 4 ■■ i.aT'jTnS-O ■
ao'jqv?^l»frrtoT *■'.
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Corollaire 2/ Si dans I équation (2) on remplace x par — et y par , on trouvera
(r + //> jx + y-z) . fJ + ÿ-I„+Q ! V
(5) ^•■[•6. ..(2») 2.4.6. ..(arc-a), • T*|
] -+- <kc. ...
V, tjrrHrr» . + y Cy»),.. (y-*»*»)
m OLLAIRE 3/ En développant les. deux moniljrqs de 1 équation (2), et ne conservant de part oï , aufre fïH w ! ^ans lesquels- la somme d,es exposan s des variables est égale à 11 , 011 obtiendra la formule
Çjhjj L 21 J" Xn~l y
{. f — \% V.(T-f*~».tt. ..(h — 2) * . 2 cVcC* • • •
J J, as. 1) 1.2.3...» *
La valeur de (•*’-+- y)” tirée de cette dernière formule est précisément celle que fournit le binôme de Neivton.
Les formules quon vient d’obtenir peuvent être acilement étendues au cas où l’on considère plus de eu* variables ; et la méthode qui nous a conduits a la solution du premier problème se trouve égaleïle,1t applicable à la question suivante :
2- Problème, x, y f z ... désignant des variables 1 nombre quelconque, exprimer le produit
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en fonction des suiyans
de tous ceux qu on peut en déduire , en changeant la valeur de n.
On commencera par résoudre le problème dans le cas Ou x, y, z . . . désignent des nombres entiers supérieurs à », en partant de ce principe, que la fraction
(x+y-hs ... 1 (jrf-y-4-* . ■ . -rrt . » . ... -fH-'fl
est égale au nombre des combinaisons que l’on pm*t former avec x+y-h* „ >. » lettres prises» à ». Puis , on passera au cas où les variable^ -m r-.y, z . . . deviennent des quantités quelconques, en s’appuyant sur le 3 .* théorème dur §>2. Lorsque l’oa aura ainsi démontré la formule qui résout U. question proposée, on en déduira sans peine la valeur de la puissance
On y parviendra, en effet, en développant les deux membres de la formule trouvée, et ne conservant de part et d’autre que les termes dans lesquels les exposans réunis des variables x , y, z . . . forment u«e somme égale à n.
CHAPITRE V
Drtr nnination des Fonctions continues d’une seule v (n iable propres a vérifier certaines conditions.
l-lt Recherche d’une Fonction continue formée de telle manière (pie deux semblables Fonctions de quantités variables , étant ajoutées ou multipliées entre elles , donnent pour somme ou pour produit une Fonction semblable de la somme ou du produit de des variables.
Lorsque, au lieu de fonctions entières, on confère des fonctions quelconques, dont on laisse la farine entièrement arbitraire; on ne peut plus réussir H ^ déterminer d’après nu certain nombre cto? vatatirs particulières^ qtmlqMeqpartd que soit ce même èornbre ; mais on y parvient quelquefois dans le cas 0l> l’on suppose connues certaines propriétés géïiératas <fe ces fonctions. Par exemple , une fonction c°ntinuo do :dî>J représentée par Cf) (.#)*, peut être complètement déterminée, lorsqu’elle est assujettie vérifier, pour toutes les valeurs possibles des vanabfcs et y , Tune des équations
(') cP(-t'-|-y) = «K •*■)-*- <?('/)>
011 bien , pour toutes les valeurs réelles et positives
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des mêmes variables,, iuu&.^e^ équations suivantes
La. résolution de ces quatre équations présente q&ftrc problèmes différons que nous allons traiter l’un après i’autre.
i.er Problème. Déterminer la fonction *(*) , de manière qu’elle reste continue entre deux limites réelles quelconques de la variable x, et que Von ait pour toutes les valeurs réelles des variables x et y
.(,1) <p(x^ny)j r,f\
Solution. Si dans I équation (i) on remplace successivement y par y-*-z, z jiàr z + ü,'&. c. on en tirera
^ C* y u ■*" ‘îif!0‘jq)no tm:n';>rcrro ir
= <?(■*)+<* (y) -+■ <? iJ: ; , ^
quel que soit le nombre des variables x, y, z, u, &c. • sî> 4p, p!us.* °n .désigqq par m çeujême nombre, pal* ce une constante positive, et que l’on lasse f
x = y = z=zu . == et ,
la formule que ion vient de trouver deviendra- ^
Cp ( m cl) = m <J> (et)1/' 110 n° r ^ ^
Pour étendre cette dernière équation au cas où 1* nombre entier m se trouve remplacé |>ar un nombre1
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Actionnaire ou ttlê'rtiè par un nombre quelc°nque fx , on fera , en premier lieu ,
et n désignant deux nombres entiers ; et l’on en inclura
• « M ' fï < ? «TUT; nif i
il Ç> — m cl , .
n.<p(S) = m. cp (et) ,
Puis> en supposant que la fraction ~ varie de ma-
?‘<rr? à converger vers un nombre quelconque fx , passant aux limites, on trouvera
q>(fxcc) =z fxq>(<x).
1 1 Maintenant on prend dt=±i , on aura , pour toutes es valeurs ^ositi^e^b^^,
(5) ^ itffi ) — h1 ( 1 ) »
^ par suite , eil faisant ctinverger }x vers la limite
ffeoy- o881i| no'l oui) îo ,0/Ukîou - « )
Cp(o) = o.
adleurs , ,si dans 1 équation (1) 011 pose x =r jx , * ^ — />c , on en tirera
^UMion ( j,) subsistera donc , lorsqu’on y chan-
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géra /a en ^r,eu.- En d’autres teignes ; on aura, poui des valeurs quelconques positives ou négatives de la variable !r,
Il suit de la formule (6) que toute fonction <p(x), qui , deméurant continue entre des limites quelconques de la variable, vérifie l équation (î), est néces- , sairenient de la forme
(?) <p(x) = ax,
a désignant une quantité constante. J’ajoute que Rfi; fonction ax jouira des propriétés énoncées , qiielfo, que soit la valeur de la constante a. En effet, Ie produit ax est, entre des limites quelconques de variable x , fonction continue de cette variable; et» de plus, la supposition <p(,r)=p as change- l’éqO*' tion (i) en cette autre
a[x -i- y) =; ax -t-,ay ;
laquelle est évidemment toujours Metttiquë. La fol* m e (7) fournit donc une solution de la questio*1 proposée , quelle que soit la valeur attribuée a constantes. La faculté que l’on a de choisir arbitré1' renient cette constante , lui a fait donner le nom ofi
constante arbitraire. o
- ' > o ijbnolo -mon '•
2/ Problème. Dfterminqr Infâme fio?i
manière quelle reste continue entre deux H>n'd^\ réelles (quelconques (le la variabte x, ct que ton ^ pour toutes les valeurs réelles rfcàxtértàÏM x}W
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^ * LUTioisf. U est d abord facile de s’assurer que n! °nction (•*), assujettie à vérifier i équation (2), ^adiiiet que des valeurs5 positives : et en effet, si a,ls i équation (2) ou fait on trouvera
Puis on en conclura, en écrivant au lieu de x,
cp(x) = [cp(i^)}\
^ 1 fonction est donc toujours équivalente à
j>! carré, par conséquent toujours positive. Cela su " e ’i Concevons que dans f équation (2) on remplace ^•ssivement, y par y -*-zA.z.ÿ*i' z + u, &c, . rn e» tirera
<{Ue| > ’r
Si j *Ue S0It e nom^re des variables x, y, z,u .
^ ’ e plus , on ué&^nè pair m ce Vnémé nombre , par U,le foïi^^posjtiye, et que l’on fasse
. 1 ■ J * 1 [ 1 rJr sb u _ — et
pu 6 J
°lmuIe (J[U<‘ Ion vient de trouver deviendra
<ÿ{m À) aa
%n ?Ul ®tei,dre cette dernière formule au cas où le f,.. \lU‘ ‘ mi(r m sc trouvo remplacé par un nombre ^t,Ullnui,,‘ T » OLl «“èmc par un nombre quelcon.-. ^ ’ 011 fera, en premier lieu,
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m et 7i désignant deux nombres entiers ; et l’on ('n conclura '
n Ç> == m ce ,
puis, en supposant que la fraction — varie de nière à converger vers un nombre quelconque fi > et passant aux limites , on trouvera
Si maintenant on prend a. ~ i , on aura pour tout*’* les valeurs positives de /a
et par suite, en faisant cotrvèk'gk- fi vèrs la linu'^ zéro,
D ailleurs, si daus fcquatiou (2)1 on pose y~ — /*, on en conclura
L équation (8) subsistera donc, lorsqu’on y changé A*' en En d autres termes ^ on aura pour valeurs quelconques positives où négatives lie la va'
riable .r
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^ suit de l’équation (9) que toute fonction <p (jc) P*!opre à résoudre le second problème est néèesàairenient de la forme
(10) q>(x) = Ax,
4 désignant une constante positive. J’ajoute quon ^nt attribuer à cette constante une valeur quelc°nque entre les limites o et 00 . En effet, pour toute ^«ur positive de A , la fonction Ax reste continue =='— 00 jusqu’à x = -+- 00 , et 1 équation
A*** == ' Ax . Ay
identique. La quantité A est donc une constante Hl%aire qui n’admet que des valeurs positives. p Nota. On pourrait arriver ,ü’è&-simpleaient à le* dation (9), de la manière suivante.
^ l’on prend lüs> logarithmes des deux membres f J dc^uatiqq (2) s>;#ipe quelconque, on
^OUvcm
* L cp'(j? -h y ) =t L Lq> ) :
çt 1’
1 °n en conclura |voyez le i.e‘ problème]
Lq(x) =. JC . L$(\) y
***8’ en repassant des logarithmes aux nombres ,
2? ' Cp = [ cp ( 1 )]-'■.
Î ‘ Déterminer la fonction ç(u') de niGre qu elle reste continue entre deux limites
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positives quelconques de la variable x, et que t»-
ait, pour toutes les valeurs positives des variable * et y,
Solution. Il serait facile d’appliquer à la solutio" du 3 problème une méthode semblable à celle qi|f nous avons employée pour résoudre le premier ; ntf* on arrive plus promptement à la solution cherché ' en mettant l’équation^), ainsi qu’on va le faire, so«s une forme analogue à celle de l’équation (i).
Si I on désigne par A un nonibre quelconque,,
SP / ta . J. I - , 1 ' \ .
par L la caractéristique cfcs logarithmes dans ie sf terne dont la hase est A, on aura , pour toutes P valeurs positives des variables a: et y,
r^AJ
ÿ'&Amj j
en sorte que fé/jùaïîon (y, (fêvienâra
I ;.f , sr
Comme , dans cette dernière formule , Icq quanti variables L x, Ly admettent dès valeurs1 quelc»11' ques positives ou négatives, il onréiirfte qu’onàui’4’ pour toutes les valeurs réelles possibles des variaH^
: ii,:oq .ovolqniocuoyflauO^
I.RL V
et par suite
© (/f") = 9(A).Lx, ce qui revient au même,
II suit «Je la roïmule (1 i), que toute fonction qjft propre, à résoudre ie 3 .e problème, est néces- ^irement de la forme
u désignant une constante. Il est d’ailleurs aisé de vs®fôurer , 1 que la constante a demeure entièrement . ^bitraire , 2.0 qu’en choisissant convenablement le ^mbre A , qui est lui -même arbitraire, on peut k réduire à l’unité.
4.e Problème. Déterminer la fonction y{x) de Manière quelle reste continue entre deux liniSies P°siiines quelconques de la vanable x , et que ton Qîf> pour toutes les valeurs positives d es variables
Solution A î serait facile d’appliquer à la solution ^4 J problème une méthode semblable à celle que tl°us avons employée pour résoudre le second. Mais °n arrivera plus promptement à la solution cherchée, SJ l’on observe qu’en désignant par L la caractéris- *(pW>des tofgarilhrtlcs dans le système dont la hase
A f on peut mettre l’équation (4) sous la forme
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Commç, dans; cette dernière équation , les quantités variables /✓(.**), /,(//), admettront des valeurs quelconques positives ou négatives, il en résulte qu'on aurai, pour toutes les valeurs réelles possibles de» variables .r et y ,
On en conclura [voy. le 2.' problème, équat. (9)] et par suite,
Q(Al') = [Q(A)Y; = xL'"\
ou , ce qui revient au même ,
(■îl .<!
II résulte de lequation (13) que toute fonction Ç (x), propre à résoudre le 4-° problème, est nécessairement de la forme
a désignant une constante. Il est d’ailleurs aisé de s’assurer que cette constante doit demeurer entièrement arbitraire.
Les quatre valeurs de <p(.r) qui satisfont respectivement aux équations (ij, (2), (3), (4), savoir, ax , A * , aLx , xa , ont cela de communique chacune d’elles renferme
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^le constante arbitraire a ou A. On doit en cont-Ure qu’il y a une grande différence entre les ques- ^ns d s’agit de calculer les valeurs inconnues certaines quantités, et les questions dans les- H Çiles on se propose de découvrir la nature incon- ^ e de certaines fonctions d’après des propriétés filées. En effet, dans le premier cas, les valeurs , quantités inconnues se trouvent finalement exauces par le moyen d’autres quantités connues et Terminées , tandis que dans le second cas les fonc- ^,ls inconnues peuvent , comme on le voit ici , ^ le ttre dans leur expression des constantes arbi-
Re cherche d’une Fonction continue formée de p c manière quen multipliant deux semblables ? HfiJion f clé quantités variables , et doublant le > 011 trouve un résultat égal à celui qu’on t le‘ndrait en ajoutant les Fonctions semblables de s°tnme et de la différence de ces variables.
^(kUiis chacun des problèmes du paragraphe préf0|) '} ’ l’équation à résoudre renfermait , avec la ni* ioconnue deux autres fonctions sems^v°ir» (y) et qÇe-t-y) ou <$(jcy). Nous b{^ *‘na,ntenunt I10US proposer un nouveau prod(> C même genre , mai? dans’ lequel 1 équation leril^n(Jlt,on’ <lue la fonction doit vérifier, renv0i| fonctions semblables au beu de trois.
1 quoi il consiste.
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Problème. Déterminer la fonction <p (x) & manière qu’elle reste continue entre deux limité réelles quelconques de la vhriabte x, et que lo ait, pour toutes les valeurs réelles des variable x et y ,
(i) -i- <p(y— *) = 2<K-*)-<Ky)-
Solution. Si dans l’équation (1) on fait x ==0’ on en tirera
La fonction Cj>(o?).se réduit donc à l’unité, pour valeur particulière * = o ; et puisqu’ oh la suppP^ continue entre des limites quelconques , il est en1' quelle sera, dans le voisinage de cette valeur cuiière , très-peu différente de l'unité, par cçnséqt^11 positive. On pourra donc, en désignant par cl ul^ nombre très-petit, choisir ce nombre de telle man»^ que la fonction reste constamment posi«v*
entre les limites
: O , X == fit.
Cela posé, il arrivera de deux choses l’une. 0«, valeur positive de ('<0 sei'a comprise entre limites o et i , ou cette valeur sera supérieure à ait •. Nous allons examiner successivement ces ^
hypothèses. ^
Concevons d’abord que ait une valent' prise entre les limites o et i . On pourra représet1 cette, valeur par le cosinus d’un certain arc 6 & ferméentre les limites o , ; et poser en conséqne®
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. <p fa) ïtt? COS. 9.‘
^eplus, SI, dans 1 équation (i) mise sous la forme
fait successivement -
* = cl , IJ — 0L}
X = et , y x= 2 et,
X = cl,, y = 3 CL,
,;K>q .Mirw'f &p^ûh,4iui»j i yt '
°n en déduira fuifd après l’autre les formules ^ <*<) .’Stfj<2.iîos.?-ô r- \ =c. cos. 2$ ,
^ (3 a) ~ 2 cos- ^ • cos • - Ô — COS. 6 = eus. j 9 , i <^) = -2, cos. ô . cos. 36 — cos. 26 = cos. 4 9 , •
^ ^dnférrily^'déâigilant un nombre entier quel- Coi^ue,
i)\ ^)=2C0S.G. COS.^m— l)G— COS.(w - 2)G = C0S.Wiô.
K°4fe uue la formule
* ’ 9'«ionbq <p (viol) fa cas. *»G
{j ■ c ts(era encore", si l’on y remplace le nombre enqii p: fi*r u,!e fraction, 011 mdme par un nombre . ( J'oiuoK* a. C’est ce que l’on prouvera facilement, ^ÿiuii suit.
0^' dans Ÿ équation (i) on fait y-'-a..
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•diso dut/bèb no idoq (j=) p oF 'iuoIjïv al iu8-or:ot|
puis , en extrayant ïes racines, piosijiyes ^es deu* membres, et observant que les- deux fonctions <p (•*)’ cos.x restent positives, la pretmère entre les limiteS .v — o, æ — cL , la seconde entre les limites x jc — ô , on trouvera
j<) Al OldïfiOfi . t -,; + ï o v «odooTonr'j» r 91^
aoùjtubffëfl xue lnsa*4
De même, si dans lequation (1) on fait
on en tirera
, eulq
r^/i .vi* _ m-cos.fg r ifli*.
[$(♦*)] = — i — = — : — = [cos.¥ej , ■
inubnoo no.
puis , en extrayant de part et d’autre les racifle positives , “ ' J ' 3— G*j4-; yj }y
i ' $i(tï:fS)jô£ 9?feüâtlug M aoiîfiUP3 '
Par (dès raisonnemens semblables, on obtiendra $uC cessïvement léè fortriülé^ I ^P^ùhup twohv 11
sldéhfi' e'
<? (j* ) — cos-ie <$(tîA = cos-^ »
&c. . . .^fnmioi oteimob sites enr.b l
et en' général, n désignant un nombreéiiffièr (\^ conque, ,a03 = = (t)< p (W
Si fon opère sur la valeur précédente dè <j>(y
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P°Ur en déduire icelle de , comme on a
,aooj == - - — i
°Péré sur la valeur de <p (<t) poùr en déduire celle (met)', oh trt)uVélia ‘ Utuyr :txo n > f aiuq WP ^uoitonoï jopb Ad otfp to ^idrnom
H^d éol 9#i^^)fri)oTq l^svifîeôq Jmleox x.eoo
P^s, en supposant que la fraction ~ varie de man,^re à s’approcher indéfiniment du nombre /ul , et Posant aux limites, on obtiendra ï équation
(2) Cp ( et ) = cos. /A, 0. Q-
e plus, si dans la formule (1) on fait
x — fJ-cL , y = o ,
^ en conclura
89* 9I*Uû'k J lfi(I ^ Immpto p t *um
yttût)=[2Cp(o) — I ]^()Ltfit)=cai.ft0=cos.^— -
^^Uation (2) subâàeftt’ cBi(c$ jàrôqu’on y rempla-
* s valeurs quelconques P9$jf jou JX^atiyes de
* friable x,
I3) Cf>^c^x) = co^, 0|?.
fc * .2oj> ~ ) y
1 cette dernière formule on change x en ~ ,
^I^WfiBSKjmon.nu iiwr
(4) <p (j?) — cos»-“ CC = COS. ^ - - X ■
La valeur précédente de Cp(.r) est relative au cas ^ là quantité po,siMypHÇp{(t) Teste comprise entre les
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limites o et i. Supposons maintenant cette mènrô quantité supérieure à l’unité. Il est facile devoir que» dans cette seconde hypothèse , on pourra satisfais par une valeur positive de r 4* ^myitk>q
II suffira, en effet, de prendre
r = <()(«.)-*- { [ <f> (a.) j * — ! JJ'.
Cela posé, si dans l’équation ( J ) 011 fait succès*1' vement
= et, y — cl, r = et , y — 1 ce ■
on en déduira l’une après l’autre les formules
njicoq. Z9tmvi eol no
C & V. y. , lu adrA ,
< o eotiffiii g|l 5i)fio
CJ> 3 a.) ^ -+- 1) (,• + T)^(r-^.4
<?$*•)■ = T f Kr’ + (r‘ -*-?■)
et eh general , m désignant un nombre entier qhe conque ,
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= T (r .tj-»)* «Dibocppf sbfWJj!* aim-Muh
Ajoute que fa’ formule
<p (m et) = j (r”-t- -pr)
Subsistera encore , si Ton y remplace le nombre enm par une fraction, ou même par un nombre Quelconque fx. C’est ce que l’on prouvera facilement, a,Usi qu’il suit.
Si dans l’équation (l) on fait x = 7^» y=^-« t,
{9 h*) ]•■ = -LüifU-
= Kr'^r~‘) *
Puis , en extrayant (es racines positives des deux Ambres, et observant que la fonction XPste
P°sitive entre les limites xy=o, X—&, on trouvera
même , si dans l’équation (1) on fait x — ~ct , y = i ^ ?
°U en tirera
= -((rUr^) ;
no
puis, en extrayant de part et d’autre les racine* positives ,
Par des raisonnemens semblables , on obtient successivement les formules
cf(r,t) = T(r‘ -*-fi *).
(-h CL) — 7 ('• ~ r ~ & ) ,
et en général , n désignant un nombre entier quelconque, . i , . -ii.nï io ï
, . ' _ jr_ . 1011 f l< >> ’• >ll'
Si l’on opère sur la valeur précéderfte de
pour en déduire cefte c/e1 <p ^ <t^| , comme o» a
opéré sur la valeur de <p (et) , pour en déduire ceÜe (mat), on trouvera >l:i ni'*1’
puis, en supposant que la fraction varie de i»#' nière à s’approcher indéfiniment du nombre /*, ^ passant aux limites, on obtiendra l’équation
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plus, si dans la formule'(i) on faîit
X = fj.ct , y = o ,
. > • JC : <p
n en conclura
— t) = [2^0)—' i ] Cp (,a et) = | ÎjoYi^OO^
Quation (5) subsistera donc, lorsqu’on y rempla- ^era f*. par — /ll. En d’autres termes , on aura, pour es valeurs quelconques positives ou négatives de la
variable x ,
ÿÎJfld. stfdftori iw ftifingigab v. no to
dans cette dernière formule on change x en -, e^e donnera
Y Pi "* '<) =5, f jo £ ■ "
ob oi.ioboooiq 'inoltïv fil 1U« noqo
0,squ’on fait dfip^ réq^aticjji (J4), =t A = , et,
(^is l’équation (jÿ^y^lvcnsr «quations prçn-
n^nt respectivement les formes suivantes
(8) <p(.r) = cos. ax , f
(9) < p(.r) = ±(Ax + A~').
^ donc l’on désigne par a une quantité constante. et Par A un nombre constant, toute fonction Cp(.f) ^u*’ demeurant contribue entre des limites queleort- H,ïes Je [a variable , vérifiera 1 équation ( 1 ) , sera ^cessaireraent comprise sous fune des deux formes
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qu’on vient de rapporter» Ii est d’ailleurs facile de s’assurer que les valeurs de <${x) fournies par les équations (8) et (9) résolvent la question proposée, quelles que soient les valeurs attribuées à la quantité a et au nombre s*. Ce nombre et cette quantité sont donc deux constantes arbitraires , dont I’une ne peut admettre que des valeurs positives.
D’après ce qu’on vient de dire , les deux fonctions
cos. a.r, [Ax -1- A~x) ,
ont la propriété commune de satisfaire à lequation (1), ce qui établit entre elles une analogie remat' quable. L’une et l’autre de ces deux fonctions se réduisent encore à l’unité pour jc=o. Mais une différence essentielle entre la première et la seconde , c’est que la valeur numérique de la première constamment au-dessous de. la limite 1 , Iqrsqu’elté n’atteint pas cette limite; tandis que, dans la mème hypothèse, la valeur numérique de la seconde ed constamment au-dessus.
n’ a-, ^v ^bidoq -wiW ^«3
•W al ob
ri ; o*/ü otifTiil ad
ibrii‘1 -«y bfioif «srriw
CHAPITRE VI
Séries convergentes et divergentes. Règles sur Ici convergence des Séries. Sommation de quelques Séries convergentes.
, 1." Considérations générales sur les Sériés.
On appelle sérié Ame suite indéfinie de quantités n0, uti «j» &c. ...
^i dérivent les unes des autres suivant une loi dé*» Ruinée. Ces quantités elles-mêmes sont les différens lpf^ies de la série que l’on considère. £oit
k somme des n premiers termes , n désignant un n°mhrc entier quelconque. Si , pour des valeurs de n toujours croissantes, h somme s„ s’approche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite Convergente, et la limite en question s’appellera la s°mme je [a série. Au contraire, si, tandis que n Cr°ît indéfiniment, la somme ne s’approche d’aulne limite fixe, la série sera divergente, et n’aura Pfiis de somme. Dais l’un et l’autre cas, le terme qui c°rrespond à l’indice n , savon* un, sera ce qu’on n°mme le tenue général H suffit que l’on donne ce
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terme général en fonction de i’indice n, pour que 1*
série soit complètement déterminée.
L’une des séries les plus simples est la progrès' sion géométrique
qui a pour terme général xn , c’est-à-dire , la puis' sauce n.m‘ de la quantité x. Si dans cette série »*3 fait la somme des n premiers termes , on trouvera 3
1 & ■+* x -+- . . . -+- xn 1 — - - - ; f_
'h-HHï èS I 1
et, comme pour des valeurs croissantes de rt ^ valeur numérique de la fraction converge vers la limite zéro, ou croît au-delà de toute limite» suivant qu’on suppose la valeur numérique de * inférieure ou. supérieure à limité , on doit conclut que dans la première hypothèse la progression
i , x, x: (i ,UOq t3fjo^
est une série convergente qui a pour somme— tandis que dans la seconde hypothèse la mèmeupr^ gression est une série d ivergeçitc ?qui n’a plus ^ somme.
D’après les principes ci-dessus établis , pour quC la série
(*) «. «•••• soit convergente , il est nécessaire et il suffit ^que d& valeurs croissantes de n fassent converger indéfiniment la somme , u M
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Û0 ^ irf -4- &C. . . . “+- Un_ J
.dà&ui: / ..
Vçrs une limite fixe cn ‘‘autres tenues, il est ne-
eessairc et iisuffit^que, polir des valeurs infiniment Scandes du nombre n, les sommes
diffèrent de la limite et par conséquent entre elles, de quantités infiniment petites. D’ailleurs, les difiérences successives entre la première somme sn et lacune des suivantes sont respectivement détermines par les équations.
VV -"S^-Sn-U
irions
fev ni siaoqqto fine
^fcbfioo tfobj ~ s*
noK«gftÿ?iq.ri tmdtaq^ri fWéiirmq cl znn ir'mj
^onc, pour que lë'sérîe^i) soit convergente, il est dibprd.iiéç^^.qijf : le terme général un décroisse ^Üéfiniment , tapais que n augmente; mais cette -ÿôdftiôiï ne suffit îf&iy 2tff faut encore que, pour vaftürs1 croissantes de n, les différentes sommes
ôiJP inoq , àkàffo :> ?oqb:
un -h un+t -+- u„+t ,
éc. * ' ,v' ’ v' *
dest-i a-dire , les sommes des quantités » *W » &C* * •*!
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prises, à partir de la première, en tel nombre que
l’on voudra, finissent par obtenir constamment de*
valeurs numériques inférieures à toute limite assi'
gnable. Réciproquement , lorsque ces diverses cofl'
ditions sont remplies, la convergence de la série egt
assurée.
Prenons pour exemple la progression géométriquC (2) 1 » x > x\ , &c. ... ,1
Si la valeur numérique de x est supérieure à (unité* celle du terme général x* croîtra indéfiniment ayec n, et cette seule remarque suffira pour èorisktèi ^ divergence de la série. La série sera encore dive,v
gente, si l’on suppose x=± i , parce qu’alors 1» valeur numérique du terme général xn, seréduisai|{ à l’unité, ne décroîtra pas indéfiniment pour dep% leurs croissantes de n. Mais, si la valeur numeri<P de x est supérieure à l’unité, les sommes des tertatf de la série pris à partir de x" en tel nombre l’on voudra, savoir, 3tnrno$ Otto? , ojïij? isq ?
«lüdlfl v «ob inoq >S> ‘Vurèé cl X9 ooil
-4- X"*1 .îfc « vn\, -4- Xn*‘ —H x"*
^['•^^gfi^b -no'l t
~ on»6*
se trouvant toutes comprises entre les limites
chacune déliés deviendra infiniment petite pour
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v,deujs de n infiniment grandes ; et par suite la série 5eia convergente ,1 ce que l’on savait déjà.
Prenons pour second. exemple la série numérique
terme général de cette série , savoir , — ! — dé- Croît indéfiniment à mesure que n augmente, et cel^ndantla série n’est pas convergente; car la somme *«ke du terme - et de ceux qui le suivent jus- ^’au terme 1 r ifipluçivement , savoir,
toiv
^ste constamment supérieure, quel que soit n , au 5Fpi'ioüiun molsy d U . «ÛjîI f, M ai aohi
*Un
•Ml;
par suite , cette somme ne décroît pas indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, ainsi que cela *Uî>ait lieu si la série était convergente. Ajoutons > si l’on désigne par sff la somme des n premiers truies de la série (3) , et par 2m la plus haute puis- ; de a renfermée dans n- f- 1 , on trouvera
eofrmit :
Jf 'n/n** eoétîb&fO
^ 1 6 ‘ 7 1 «) "*" ■ ■ • • ' ( /""'-hi '+“ { U fortiori ( nrU)1. .. .
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On en conclura que la sommes* croit indi avec le nombre entier m, et par çonséquen ce qui est une nouvelle preuve de la diver la série.
Considérons encore la série numérique
Les ternies de cette série périeur à n, savoir,
^ z . 1 . . .« 1 .,i> »(*+») ’ i - 2 . 3 . . . «(fH** ’ '
seront respectivement inférieurs aux termes cà^Ÿ pondans de la progression géomqtrjque j
Isb Jnsiv no oiiiiho') 9nuirr*i . <■< » (
Pat; suite, la sommtfbtfesrpretniers tenues- pn& en,i( nombre que fou voudra sera toujours inlêricui* * la somme des termes correspond ans dé la prog1^ sion géométrique, qui est une série céiiveigentm* à plus forte raison , a la somme de cette progrès®*^1' c'est-à-dire , à
Comme cette dernière somme décroît indéfini^ à mesure qee ?i augmenté, il en résulté qué^ lie (4) est elle-même convergente. On est con'el
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désigner par ia lettre e la somme de cette série. En ajoutant les n premiers termes , on obtiendra pour valeur approchée du nombre e
d après co qu on vient de dire, l’erreur commise Sera inférieure au produit du n.me terme par 1
Ainsi, par exemple, si l’on suppose n — i” , ou Couvera pour la valeur approchée de e
« l’erreur commise dans cette hypothèse sera inféheure au produit de la fraction _ _
f f ' **-6-i,irc- A e» s°rte quelle
altérera pas la y.e décimale.
Le nombre e, déterminé comme on vient de le Te, sera souvent employé dans la sommation des Utes et dans le calent infinitésimal Les logarithmes 5,s da,is le système qui a ce nombre pour base épellent Népériens , du nom de Néper, inventeur loganthmes, ou hyperhotip, es; parte qu*i|s sernt a mesurer es diverses parties de l’aire comprise «e I hyperbole équilatère et ses asymptotes.
On indique généralement la somme d’une série
sui;eirter la SÜU"no dc premiers termes *Vle dun Ainsi, lorsque la série
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est convergente, la -somme de cette série est repré'
sentée par ^ ^ ^uoa 9UÜ Jcumnnoi
f^stnitevfop» ')rnf‘H"<
En vertu do cette WhventroniW^ïétirdu nombre * se trouvera déterminée par l’équation
èt, si l’on considère la progression géométrique i , .r, or1 , x3 , &c. . . . , on aura , pour des valeurs numériques de x intë* rieures à l’unité ,
.. ... , • ^ lîl ob «nohoflol «oit oioono
^^.série ünuuoj înmiiiaobi va Uj aiéuflf#
i: jnqb ^
cA sflp ' -, >goq. fibO .n<&
étant supposée conv^te^^jg^^sjjg par ,, et par *. la sounneïïe ^1®^ on trouvera <lUOq r ^ sb Wd
js%vt(,^ tr,*.-.;. *.*^*j?*w«tW*»&*-
... ,- • < u jo^ ;wio oldiaaoam aibo91
= s> + "> + t. ®£ü iislsv aau »• * mM*
et par suite
■H _ IML^i apP.. .
5 — Sn^v,n -+- 1
jfi^rnotflibèflilîli
Ain bv ma noiiteoqo'îu al Jiit r
De cette dernière équation il résulte que les <|"J
tités -, *.ivu a
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** # fc % ^ t
formeront une nouvelle série convergente dont fa somme sera équivalente à , St l’on représente •>Ctte meme soinifle par rn, on aura
' n ?îm9p.omy o3r
s az ;s n -+- rn ;
r. sera ce qu’on appelle le reste de la série M a partir du n.”* terme. - '
Lorsque, les termes de la série ( . ) renfermant une di(r vartahle .r cette série est convergente, et ses erens termes fonctions continues de x, dans le dU"e Valeur'Par*ic"iiere attribuée à cette
s», r„ et .Ç
Jnt encore trois fonctions de la variable .r, dont la dJ f16 eit ev'de‘nnient continue par nijjpbrt1 à x s, Me voisinage debla, valeur particulière dont il
cs, trtions'lor^
oi t qàanti te> infiniment petite *. L’accroissed, de '« sera; P0"1, toute* les valeurs possibles dev; " U®6 quantité infiniment petite j «t celui de r "tribu ^ ",SenslblIe en ménje temps que r„, si l’on"
i ‘tJUe a il lino a. ' _ _ - r , I .
tttfil,-; ™ meme temps que r„ si l’on
l'nJ. . a " U"e V“ eUr très-considérable. Par suite
1"aiiti!SSeTntdelaf0llCtion * nePou.,Ta être qu’une '“fiuuuenf^petite^Eje cette remarque on f*.o!™medlatemelU ,S Pruposition suivante, r , R<ÎME- Lorsque lés' différent termes de la
\ 1 “ont des fonctions d'une même variable * ,
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continues par rapport à eetie rànablc dans le voisinage d'une valeur pqrl'mtiè&'ft WW \
onuergentc, la somme s de la séné est i\ dans le voisinfigc de celte valeur partie"’ libre, , fonction continue de x.
En vertu de ce théorème, la somme de la série f 2) cjçvi’fi pester fonction continue de la variable X, xfiWfc ies, limites x==-i , x==i ; ce qu’on peut vérilfor » f inspection de la valeur de s donnée par léquatiüh
Ç 2.e Des Séries dont tous les termes sont positif0.
Lorsque la série. Un •• mopioi rüé ma taoiind
(i) w;\ m • • • • M étcduioq^1
a tous- ses termes pô^tifs YJon peutyprjJijaij-çine'^
décider si elle est convergente ou divergente . "
! ' ■■ ruiüj jv) iHHwrrso'ia slteo 4min&) ^
laide du tneorerne suivante 1 -, g,
l.cr THÉORÈME. Cficrchez la limite ou les ..vefâ,,?*-* jucltcs converge , tandis que » croit iP® f> ni ment y l’ expression (</„)' ; et désignez par i plus grande de ces limites, ou , en d’autres {{?{$; la limite des plus grande, i valeurs de ïeœpwf* dont il s’agita La séri&{ i ) serti convergente, si
et -divergente , si l’o^g h> , [Z £i Démonstration. Supposons d’abord k < 1 ’ choisissons à volonté entre ies deilX ttombres 1 L un troisième n ombré ’ Ü, ett; SÜWé? qu’on ait
I."-- PARTIE. CH4B. VI
'• vA\ o\ ^\vk S < VI OU ( v \v; x
^venant à croître àü-delà dé toute limite assignable, tes plus grandes valeurs do (//..) no pourront s'approcher indéfiniment de m limite k, sans friur par ®tre constamment inférieures à U. Par suite , if sera possible d’attribuer au nombre entier n une valeur >;a&se£ considérable, pour que, n obtenant cette même Yftlpur ou une valeur plus grande encore , ôn ait instamment
( u„ ) " < U, un < Un .
H en- résulte que les termes de la série
boiront par être toujours inférieurs aux termes cor- **spondauè de, ia progression géométrique
, , &lpq7*?q, flo^«)i)ÜjBqf^0£®F^ , <Slc. . . ; miog ta db no olnos'isvnpo tgo ofb . h
lj comme cette progression est convergente [à r vinayr y* omon , v ^
c^H*e de U < 1^03 peijt de^ remarejue précédente
inclure à fortiori la convergence de ta sérié (1). Supposons ien second lieu , k> i ; et plaçons * entre les deux nombres i et h un troisietne ,u»nd>re U , en sotie qu’on ait
' 1 n f croftée au-delà de totite limite , les plus
bandes valeurs de (//„)'', en sappppcliant indéfî- ^^ent de kf finiront par devenir supérieures à U
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On pourra donc satisfaire & la condition
; ÏVVnU StO \^vsç /ÂÔ\ ÿ/riwft «tafyu't y 1»
(«.)” > *Sq,Bax9^ éno
ou , ce qui revient an même , à fa suivante
par des valeurs de n aussi considérables que l’ofl voudra; et par suite, on trouvera dans la série
ua, ut , ux, .. unf un^, u„+lJ &c -
un nombre indéfini de termes supérieurs aux terme» correspondais de la progression géométrique
i, Uy u\ ...
Comme cette progression est divergente ( à cau^ de U> i ) , et qu,’en çpnséquencq ses différens term^ croissent à l'infini, la remar^ue^c^ue l’on vient faire suffira pour établir lacii^er^encejde (a sérié (0* Dans un grarnl n^mbre d^c.reOTsiances, on M déterminer la valeur de la quantité k, à laide d théorème /\.e j chap. II, 5- 3/^Ëli . fcfiet , en vei'lU de ce théorème, toutes les fois que le rapport convergera vers une limite fixe., qçtye fimife set* précisément la valeur de k. On peut donc énon^1 la proposition suivante.
2.' Théorème. Sif pour des valeurs çrqissci^dfi de n, le rapport
converge vers une limite fixe h , la série (i)
I. RE PÀR‘^1 Ef C H A J? . , V I
J, ,. et
divergente toutes les fois que fou aura k> i. Concev ons, par exemple} que l’on Considère ïa série
, stnqviug el ,r cio iesivcn iuggo , no
’ T* t.2 ’ i .2,.Ît ’ *'** i .i.i. . .n ’
°n trouv era
oup ?voicl,B'tohn>nr. . j^anr. st oh e'iu.ofev «ob laq
“n±j- = km-Ua-bv ■-
e* par conséquent la série sera convergente, ce que '°n savait déjà.
Le premier des deüx théorèmes qu’ôh vient iKëtabli r ne laisse d'incertitude srçr la convergence ou ^divergence d’une série dont tous les termes sont positifs , que dans le cas partie iWféMoit là qiïÜrttité ^présentée par /• devient égide à l’unité. Dans ce particulier, Wn’esf pas tpu|dmt^'i^èi|e de décider Ij. question .T ouîc&ljs ,' Vous IffenS démontrer ici fetx nouvelles pronositiqnï ff’Mfilîe desquelles ou l)(<it souven^j parvenir.
.T . Théorème. Lorsqiiedani la sériel Y) Ifiüque t^jnc es/ rnfèrieüP a celui *3ÎH°tc
t lÙ èÛlvdntc °«ono anob iuoq nO
v2) uQ , 7- us ,. 4 w3 » 8 u? , 1 6 ui5 , <kc...
*°tiY éh ’ même ' xtèifàp$ c'dnvérgcrâes ou divergentes.
ÏÏÙMONSTRATiON. Supposons d’abord la séné '*) Convergente, et désignons sa somme par s. On
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"<1 v=t=' fi] iuoq iS ’&ŸiW
(s) anse xr73ljpn<t'jF)ijp^lijnj8ijp anu jnflngreob w
et par suite , la somme des termes de la série (2)» pris en tel nombre que Ton voudra , sera inférieure à
tl0 -f- 2M, -T" 2Mj -+■ 2Mj*+~ 21/ ^ H- &C...; P= 2$ w*-
Il en résulte que la série (2) sera convergente.
Supposons, en second lieu, fa série (1) dhei gente. La somme de ses termes pris eh très-grati nombre finira par surpasser toute limite assignable»
et , comme on aura
"i- ' 1 : ’ ‘ . « 1 vtV
8 «7>M7 + M8 + «, + Wio -+■ M.. •+■ “»* p" “** ’
on devra conclure que la somme des quantités
?/c % 27/, , 4«3 t $ //7 , fcéataWUtt ^
prises en très -grand nombre finit ellé^m^p^ devenir supérieure à toute quantité donnée. La séi’ie (2 ) sera donc alors divergente , conformément aU théorème énoncé.
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Si pour ia série (^r) ou prend la
' t ,M S == ,VS s
'(3) 1 ' ir< -jr.
44 désignant une tjuantité qîieîcoViqué ^U' série (2) deviendra
r • 1 •' oVidmdfliaijialiM
'-'Ptte dernière est une progression géométrique ,
comtfergente lorsqu'on suppose fx> 1 , et divergente dans le ças contraire. Par suite, fa série (3) sera ede-nièiue convergente, si f/. est un nombre supé- ^eur à l’unité ; et divergente , si l’on a = 1 ou Par exemple, des trois séries
< H- £lU -I- itVt H- „W -f- 0^S pM -f- 8\x -+• W < \| g ' ’
k première sera convergente, et les deux autres divergentes.
d.e Théorème. Supposons que Von désigne par ^ ia caractéristique des logarithmes dans un si/ stenie quelconque , et que, pour des valeurs croisantes de n , le rapport
îànnob àii
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converge vers une limite Jimeih. JL&m;rèe sera convergente , si l'on a h > i , et divergentes, si l’ofl a h < i . 9 9 r S'—'v "ïj" '~*t‘ < TT *
DÉMON8TRA TfQFi. xVfthfil’d k th l , et
choisissons à volonté entre Jesrdoux quaiiti|té^ i et/* une troisième quantité a, en sorte qu’on ait
:•» *n0Ml‘l a ' A> à > ’i . •; ; ■■ ’ • «»oeoqqu8 -nâup omôtek A Si eùJÎlriBÔp èot srtfno
Le rapport — , où son égal na . s t?îlJ
LM
7ÎOVB nsq iî'iinil itO s\ sb i'iuvltiv zobu&ÿ
finira par être, pour de très-grandes valeurs de /*/ constamment supérieur à la quantité a. En d’autre5 termes, n venant à croître au-delà d’une certain6 limite , on aura tou jourSmsm nu tnoiv9*i mp no » **$
L {*) 1 ‘ùiug n&q
ou , ce qui revient au mê^ne , J_
L(ir)
et par suite , . tt
^ ’ . ïivn üî su g^rrtiet g3t ‘wp ‘jiluccn u9 *
qjtT >.w* 9qn« înornmalgaoD oïlè
f olns/ine ul ab gnabfl^
Un < —7 -
- _r! _ ; ” J__ _L JL I
11 en résulte que les termes de la séiie (ij finiron< par être constamment inférieurs au* termes cQfreS
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P°Utlaii9 de la suivante
^ * y<- >n t i < jÂ & s\o'J vf. -^v i
1 ’ y 9 ~y ' y • • ■ “sr • » &c* • • >
^ j comme cette dernière sera convergente (à éduse ^c rï> i y, on poffltta de àr remarque précédente inclure h fortiori fa convergence <Je fa série (v):v Supposons , en second lieu , h*< i ; et plaçons enc°re entre les quantités i et h une troisième quanta® a , en sorte qu’on ait
finira par avoir constamment , pour de très- §l’andes valeurs de »,
onn’b nfoÏMM oitkm h -trum
üu> ce qui revient au mémç-feuopjo.1
et par suite
ue jnoim ir,p , i 'i:n
en résulte que les termes de fa série (iv; finiront Par être constamment supérieurs aux termes coires- P0ndans de la suivante
■ : kc- • • ;
et
’ c°Hime cette dernière sera divergente ( à cause
de a <r), on pourra de d.x ^dniaucpàe qu’on vient de faire conclure a fortiori la divèrgcnco do ^ série (ï^vs ' 'a h- • ■ > ; o-y < v \v u „sv ;
JÉ^ant données deux séries convergentes dont ton* les termes sont positifs, on peut , en ajoutant on mwritiptiant ces mêmes termes, former uneuiouvedf série dont ia somme résulte de l’addition ou de 4l multiplication des sommewles>deu* premières, 3j[°u5 établirons à ce sujet les deux Üiéo^çntç^suiyaï^ée^ -înq&« Théorème. Soient »1»
j(."f Ain* '/» :• ,t:i (J) b
. . i ii0 , u , ux ... uh , etc. . . ,
- - jo . iiaqmi j«o « oupe/iui . — o 110-s - J
deux séries convergentes , qui , uniquement cofflp
secs de termes positifs', aient rcsfeciivêmeht p0tir
sorfnites s et s
une nouvelle
Démonstration. Si Ton fait
, ’e. < Jo •
Sm = Ua H- U, -+- ui -+■ • . . . -+- V» — . »
* " «JW 4L ‘iffi'tfVïÇ
u j u mou o J oiimil Qiuol ob
s„ et s n convergeront respectivement , pour d valeurs croissantes de nr vers les limites s et s . * ^ suite, s„-hs„, cest-à-dire, la somme des n prem1 h terme* de la sérié (#), convergera vers la feiiito * ’
ce qui suffit pour établir lethéorèrae énoncé.
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6.e THKORt'Wtti i ‘£>ns> inêfncs choses étant posées r/ue da/is le théàrènie précédent , mi bnoa oiuii
/ S Uo V0 , «J+M.î'o) uo vx-+- u x v { -+- ux vù i . < .
IuqI) «dJnoiiTJvnoo B£>hoi y mh r. •v'Uinob îrtrJ.d v 9 ^ îl*> % m;-| - !11V|J
nouvelle série convergente, qui au m pour somme si \ t r
Démonstration. Soient toujours sn > s'- les Animes des w premiers termes des deux séries >(7), et désignons en outre par s\ la somme de.s «,pre- ^iers termes de la série (9). Si l’on représente par 171 le plus grand nombre entier compris dans — , c’est-à-dire , — lorsque n est impair, et
$5Ujs jq cas contraire , on aura évidemment
M('1’o-+-(u0viH-«i«o)-I-. • ■ .-H*»- !*
i ,'i < (««-♦-«, -H. . ) Cvo -+-«k •H-Vn-, ) .
, „^-+-nw . . . f tu-t-"ÿr ,<$-+- u \a~[ * ,31
d’aiiü-os tcmirs ,
. . . ?hV aof ’-s» f arm vO.
Concevons maintenant que l’on fasse croître « aude toute limite v Le nombre
moq f tnômsyitooq?1)! taoTOaravno') ' •' î
'^ïffTvtq « z\ -
Croitra fùirinàme indéfiniment ; et. k s deux sommes #«> 'feonvorgeiiont vers lu limite s, tandis que
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s',, et s' m+r convergeront vers la limite is<Y Par suite* les deux produits #ns'„, s' „ + , , et la sonuitf
comprise entre ces deux produits, convergeront vers la limite jts'. -, ce qui.suffrf.ppvu’ établir le t^‘ renie 6.'
§. 3.' Des Série » qui renferment des termes posivf*
• et des termes négatifs. • <
Supposons que la série
(i) uotuLl ux....un, &ç*. .. ,
seeômpose de. termes, tantôt p'ositifs, tantôt nég***' tifs : et soient respectivement
^ 'ïfdy 1 ^ ‘ ‘ ’
les valeurs, .ptunprtqqfis dç ;p<^,J^m;^,.ierpfigs1)|^ii
sorte qu'un ait- . , &
La valeur numérique de la somme
. < O : t™»vk ^ JwÇfTZ .ai«5iflôâiiT S
Mo -K rçVrëfcv ib-fts j\ 5 . o\ « r
ne pouvant jamais surpasser
il en résulte que la convergence dé la série traînera toujours celle de la série (i).Oil doit ajott^1 , que la série (Y; sera divergente, si quelques teiu^’5 de la série (i) firiisSent par croître au-delà de tettfo
I.“: PARTIE. €HAP. VI
pi'psente lorsque
,esplus gralRles- valeurs de (/„}k Convergent, pour e^’ valeurs croif&atfrtés de n , Vers une limite süpél*^rè à- Wlfiftfe Avt contraire , lorsque cëtte lirUiie ^'vient inférieure à l’unité, la série (2) est toujours c°nvergente. O11 peut, en conséquence, énoncer le ^corème suivant :
‘ l .” Théorème. Soit j>n la valeur numérique fin te^ic général ùn de' la série (i) ; et designotw par limite vers laquelle convergent , tandis que n Croît indéfiniment , les plus grandes valeurs de
l ^pression (i„) ”• La série (1) sera convergente , *l‘£on a k< 1 , et divergente , si l’on a k> 1.
Lorsque la fraction Pnf' , tf^fta-dire , la valeur
^^tnérique du rapport :-*--* * , coiiVergera vers une
8ft^^t^Pl!Wite)^eA , '"CH ! du 4 e ‘tfied-
^rïîe [ehap. Il, J. 3/] , la valeur cherchée de k.
. eH%remajrque pondit à la proposition que je vais
ecrire.
Théorème. Si, pour des valeurs croissantes la valeur numérique du rapport
Un
^verge vers une limite fixe k, la série ( 1 ) sera j^PrgçntCy tout es les fois que l'on aura k <, 1 , et lLcrgcntc , toutes les fois que l’on aura /-> 1 . exemple, si l’on considère la série
COURS d’analyse-
on trouvera
6lc. . . i
d’où il résulte que la série sera convergente.
Le premier des deux théorèmes qu’on vient dé' tablir ne laisse d’incertitude sur la convergence ou la divergence d’une série que dans le cas particule où la quantité représentée par k devient égate *
l’unité. Dans ce cas particulier* on peut quelque^15
constater la convergence de la série proposée, en s’assurant que les valeurs numériques de différeus termes forment une série convergente, *L)1 en ayant égard au théorème suivant.
3.c Théorème. Si flans la série (i) la valeur r11 mèïique du terme général un décroît constant^ et iadejimmnt, pm? des valeurs croissantes de *' si Je jifas 'lçé dijferem termes sontjalternqtivev^ positifs et convergente-
Considéi pus ^ par exemple , la série V y ’ i 'U> J?» H ; dg % &
La somme des tèmiès dont le r SSÿ surpasse ** on les suppose pris en nombre" égal à m, sera
ZÏZ ( 1 - - 1 H - - — 1 -H &C. . . ifc — - ■")
\ n+i «*+-2 rH- 3 n-t-4 «4>w /
Or la valeur numérique, dç eette somme, sav0ir’
i. Partie, chap. vi.
^rj &c: . . . =fc — f— '
,H- , f/+2 ■*" ( »-Ki) ( M+> ~ H-&.C. . . ,
etaiit évidemment comprise entre
décroîtra indéfiniment pour des valeurs croissantes n * qued que soit m, ce qui suffit pouf* établir «la convergence de la série proposée. Les mêmes rai- ^onnemens peuventévidemment s’appliquer à tontes es séries de ce genre. Je ettorai , entre autres , la vivante ,
v Hodle, en vertu du théorème 3/, restera cohver- ^ente pour toutes les valeurs ^ positives de y*.
daift la sérte^) Oh s\jpptà\tle le signe — dejV ant chacun des. termes de > rang pair , on obtiendra ^.S<:Tie (3)_du §. 2/, qui est divergente toutes les Jïsquél’o» s'upp84e>t±=M oü ^<1 . Par suite, pour ^ns,or,»c*r une série convergente en série diver- If**?.' ou réciproquement, il suffit quelquefois de ianuCT les signes de certains termes. Au reste, cette remarque est uniquement applicable aux séries Sque^es quantité désignée par k dans le théorème se réduit à ‘l’unité.
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Étant donnée une série convergente dont tous les termes sont positifs, on ne peut qu’augmenter la convergence en diminuant les valeurs numériques de ces mêmes termes , et changeant Tes signes de quelques-uns. Il est bon d’observer qu’on produira ce double effet, si l’on multiplie chaque terme par un sinus ou par un cosinus ; et cette observation suffit pour établir la proposition suivante.
e Théorème. Lorsque la série
uniquement formée de termes positifs, est convergente, chacune des suivantes tu? grt*
\ f0 cos.0o, f, cos.ô, , fx cos.ôt, . . . /«cosf.ô;/ &C. . • f
^ ( f0sin.ô0, ?. .V^>jsin.0w, Ï.C -
pareillement f quelles que soient les valeur s
des arcs 0O,, hi ■+■ • '* — ” 1
i ^.lund^/ji «t>v « 9b «oîmwakno &V9 notelÂ
6 désignant un arc quelconque,' les séries viendront respectivement
fol ft cos.ô , ft cos. 2^, ... fn COS. n ô ,
f, sin.G, ft sin.29, , &Ç..,***
Ces deux dernières seront donc toujours coh^ gentes en mêine temps que la série (2).
Si l’on considère à-la-fois deux séries dont ch*
I." PARTIE. CHAP. VI. \.{J
Cunp renferme des termes positifs et des termes négatifs, on démontrera facilement à leur égard les wieorèmes 5.' et 6? du second paragraphe , ainsi ^Uon va le faire voir.
Théorème. Soient
“H 3nivjT mjp$iK> ‘jiRjiTrijiij au m . jjlc, ddiiofc
, K„, U, Ui, - &C.
) Qiimv'iua nor_ti?fHi»vî ■ ■« «dd.»)*» 'tiuw» iuI u
( vo> bgf vx , . ... V„, &C. ...,
deux séries convergentes qui aient respectivement pour sommes s et s $ t
(S) U0 -i-v„ , U[-t-Vl , Ui-+-l\ , . . . £rC
S€ra une nouvelle séné convergente, qui aura pour sommp s + s','}
Démonstration. Si l’on fait
eu, s « ^ y* ui ux ■+* • . . -+- u
S n = Vo -+■ Vt H“ v„^r ; 4<
* n Ç^v^^rontirespoetivéhient, pour des va- CUrs croissantes de n, vers les limites s et s'. Par ^ite, mp c’est-à-dire, la somme des n premiers ^rjnes de là série .^8) cdnvprgera vere la limite ^ ; ce qui suffit pour établir le théorème énoncé.
\ ^TlIÉ0RÈP* Les mémes choses étant posées je dans le théorème précédent, si chacune des <[:JS ft) reste convergente, lorsqu'on réduit ses djerens termes à leurs valeurs numériques,
(p S vk» K, K vx-4~ul Vl+ux Vo , . . . .
( ... Uov^tf V ,l_l H*- ... 4-îtnit'vi-^4tn V#J ...
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sera une nouvelle série convergente , qui aura pour
somme ss. 4
Démonstration. Soient toujours s « sommes des n premiers termes des deux séries (7)» et désignons en outre par s" „ la somme des n premiers termes de la série (9»). On tréuvera
n,. 4* j — K»i " u„_, n„_, -h v„-i ll«-' .
fc >mi ' ■’ • : O™*» O y
De plus , le théorème 6.c ayant été démontré dans je. second paragraphe pour le cas où les séries (7) ne renferment que des termes positifs, il en résulte que dans cette hypothèse chacune des quantités snsn, s'„ converge^ pour des valeurs croissantes dfe », ver * la limite ss, et, par suite, la diiVérc me — s «<
ou ce qui revient au même , là sdilittiè 'm
jfo uip { , 9tni? *ib4 .o*m otuml al *>ne>m
*Ç/V * ,>è vjHjljçnq, ol ammpâ.'UJPCga'ip^ 1
'"•ol'clvonl maintenant que, les termes jfiS&gj
(7) é“"‘ ie» :*• rsi,ife ct lcs autirs ’ "" 1 L
signe rcspect.vement par
\f9> /!<* fl** Iqm >/-
les valeurs numériques de* ces différens termes. SUP posons de plus, conformément à l’énoncé du tbe° rcme , que les séries ( t o) , ct>iiip<»€-cs de ces tm»n>
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va|eurs numériques , soient toutes deux convergentes. En vertu de la remarque qu’on vient de faire ,
la somme ■ uiopjo) .Jri?idR
g'Jt) ‘j/nfrirtë nr v.
convergera, pour des valeurs croissantes de ^ vers la limite zéro : et, comme la valeur numérique de cette somme sera évidemment supérieure à celte de ^Suivante
*l ,cn résulte que cette dernière, ou, ce qui revient au meme , 1^ ( cou verger a ellejuèmç vers la limite zéro. Par suite, ss' , qui est la ^uiite du $era énatfè celle do/*n. Eh
( autres -terpiÇ» rd*V sé^ie ^^sçra, convergente , et aura pour somme le produit s-s'.
§"U01"™t ne
mwknW^l0^-
;tre apres la réduction de cha- (llle terme à sa valeur numérique. Concevons , par exempla, que ÿôur. chacune des séries (7) -on prenne ,a suivante . v.
* 1 nononà'f % Jfl^ni^ffndtnoô anfo*?!
a &éric (g) dey^ndra
k + vk W "■ tt) ’ fi &c
Cette dernière est divergente. Car spp terme général , savoir ,
a une valeur numérique évidemment supérieure à
lorsque n est pair, et à nmurt
n _ X* 3m '10.1 PT'.tm. I' (1
| *• "TiM'jnului •<!■* - :i1''
lorsque n est i m pâlir ;"c ey-a^ire', dans tous les ras possibles, uneTaleor niubndritjüti'sirjjêrletire à Fimité- Cependant la sérieu(i^ çst^qnvefgcnitc. Mais on doit observer quelle cesse de l’etrc , lorsqu’on ml»'1 chaque ternie à sa valeur numérique , puisqu’elle s® change alors en la série (6) du j. 2.'
<5.4.* Des Séries ordonnées suivant tes Puissance s ascendantes et entières d’une variable.
Soit
a01 arr, axx , ■*.. < Gh&'i
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«ne série ordonnée suivant les puissances entières ascendantes de la variable x ,
(2) ao j a: •> ^ a,, , <Sa\ . . .
^signant des coefliciens constans j)ositifs on néga- [',s- Soit déplus A ce que devient pour la Serré (2) ^ quantité k du paragraphe précédent[voj. le J. 3 , 2 ' théorème]. La même quantité, calculée pour la S(irie ( 1 i» sera équivalente à la valeur numérique du
produit
. -T Ax.
^ar su‘te ’ ^ sérle ( 1 ) sera convergente , si cette a eur numérique est inférieure a fiiriité , c’est-à-dire,
« d autres termes, si la valeur numérique de la va^ r,aMe .r est inférieure à -L- . Au contraire , la série ( 1 ) ra di\ ergente^si là (^c 1 surpasse a ' O» suivante.
fo limite vers lÆ&te
de n , la ra-
cine n ** pli^ ^Mès ^d/èt/Ps ÀiÆfflfyti'ès de
^alLa série (0 W eo/tierpM']pôiiPM^t^
a eurs de x comprises entra, les limites
dlVCrge))fr p°)ir {onfcs [(>s vafeurs jc x situ€cs
rs des mêmes limites.
lorsque la valeur numérique du rapport
COURS d’analyse.
converge vers une limite fixe , cette limite est [en vertu du 4 e théorème , chapitre II , 3 ] la valeur
cherchée de A* Cette remarque- conduit à une nouvelle proposition que je vais écrire.
2.e Théorème. Si, pour des valeurs croissantes de n, la vafènt numérique ctu rapport
converge vers la limite A, ta série (1) sera convergente pour toutes les valeurs de x compris es entre les limites yo ^uaroini £io« x oD
et divergente pour toutes les valeurs de x située* hors des mêmes limites.
Corollaire /."" Prenons pour exemple la séfle (3) 1, 2.z , 3-r\ 4.r3, ... (n+\)xn, &c..*
Comme on troüVërtf dàris’tiètftë hypdthése
et par suite,
4 = 1 » • nu* u cf '
on en conclura que Fa série (3) est convergente ponf toutes les valeurs de jç renfermées entre les limita
et divergente pour les valeurs dé ' £ sifaëèté hors ^ c ces limites. n
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Corollaire 2/ Prenons pour second exemple ,a série , Ü siffijiiifi' ,901*
1 Oi* - * - 3 , jup 0”
dans laquelle le terme constant est censé réduit à îero. On trouvera dans cette hypothèse
et par suite A 5= 1. La série (4) sera donc encore convergente ou divergente , suivant que la valeur Numérique de x sera inférieure ou supérieure à l’unité.
Corollaire j.e Si pour la série (1) on prend a suivante , ? . . . . . . ,
xn t &ç...,
^ désignant w^qu^^^Içwqnp^ on trouvera
et Par suite ,
A vt±- lim.
n en conclura qjie la série ($) est, comme les sefIes (3) et (4) , convergente ou divergente , suivant
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que l’on attribue à la variable x une valeur numérique inférieure ou supérieure à l’ugité.
Corollaire 4' Considérons éhcbtà la série
Comme on aura dans ce cas
IdiîITBV fil £)b
xn
kc-
et par suite,
9up 10
on en conclura que la série est convergente cntrc les limites
c’est-à-dire, pour toutes les valeurs réelles possible de la variable x.
Corollaire // Considérons enfin la série (7) ï, I.x, K2. ’f ^.'3 .W1;-!.. • 1 &c.-
En lui appliquant le théorème 2 / , on trouvera
— =s 91 -H I 1 A = oc ■
*- * iMj.iifiviifè xuob soi fiibnaiido 1
et l’on aura par suite ,
On en conclura que la série (7) est toujours di'er gente, excepté lorsqu’on suppose auquel
elle se réduit à son premier torme
I." PARTIE. CHAP VI
En examinant les résultats qu’on vient d’obtenir, 0,1 reconnaît immédiatement que, parmi les séries °rdonnées suivant les puissances ascendantes et entres de la variable x , les unes sont tantôt convergentes, tantôt divergentes, selon la valeur attriu®e à cette variable , tandis que d’autres restent t°ujours convergentes, quel que soit x , et d’autres tou jours divergentes, excepté pour x=o. On peut jouter que le théorème i .er ne laisse d’incertitude jUr la convergence d’une semblable série que dans e cas où la valeur numérique de x devient égale la constante positive représentée par , c’çst-à- ^re> lorsqu’on suppose
ans ce cas partièûïï^,7 fê" série est tantôt conver- ^e,îte , tantôt divergente, et la convërgerice dépend ^e^quéf<ùris,'dd!y?ghëfdè,ltl^ Variable x. Par exemple, 1 (^ans la série (^), pour laquelle A = i , on lait SUccessivemcnt
i no , .s omoiouflt ai îfij
°btiendra les deux suivantes
b) ~ 1 > -t-ÿü — kc...,
*iuoiuo! J»-* > . 4 "
je *** Première est divergente [voyez dans le §. 2 c°rollaire du 3 / théorème] , et la seconde corn er-
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gente , ainsi que cela résulte du 3.' théorème [§■ }]' II est encore essentiel de remarquer que par sude du premier théorème , lorsqu’une série ordonné suivant les puissances ascendantes et entières du116 variable jç sera convergente, poyr valeur 0 mérique de x (différente de zéro ; elle restera vergente , si l’on vient à diminuer cette valeur rique, ou même à la faire décroître indéfiniment.
Lorsque deux séries ordonnées suivant les p1^ sançes ascendantes et entières de la variable x convergentes pour une même valeur de la variai^0’ on peut leur appliquer les théorèmes 5 et 6 du ^ Cette remarque suffit pour établir les deux prof0
sitions que je vais énoncer. ^ ^
- . A . y o\ ^svy^wtwo** s\w\ (01) tamfc
c th fàfàéüJhiïBisww
l bol 4 ‘r r • • j
étant a-larfçis ecmvej'genles , hn'èquan aib'ib^1^ la variable x une certaine valeur, aient alors f° sommes resf>eçljves.j\ft s tj u\orc>0
sera, clans le même cas, une nouvelle série com yente , (jur aura pour somme °*> •
Corollaire. On étendra faeilément ce d14 rèmeà tant de séries que l’on vbudra. Parexeflff si les trois séries *nun
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a0 , atx , , &c _ ,
*' nolxio onrw* onu uppiol , rjrn'Vjoèm. ‘teifaèTff
?<l,!b tîoi^puf?) •,»»*•! - *[
0rit convergèïîtéfe’ pbur line même valeur attribuée Ma variable à, et que l’ôn désighe par s, s', s" Urs sommes respectives ,
S°ra bne nôüvelle séné convergente, qui aura pour
s°*me fk&HÇh
^ Théorème. Les memes choses étant, posées ^ e dans le théorème précédent, si de plus chacune Gs 3 e nés ( i o) reste convergente , lorsqu on réduit Gs différons termes à leurs valeurs Ÿùimériques ,
j «<A é > Ça$x-+-ds b t~^-axb^jcl ,
! ... ffib+Pn -f-. s.Lh»^lbèh-<£'nbé)jêa,'&Lc. . .
Se*a une no uveile bérie convergent e , qui aura pour
SVM» 2fU^S V^èvU'UYV n
^ ko ll ai re i.tr Le théorème précédent se
°Uve compris dans la formule
(r^ ) .r-+-aAx*-*-&C.. .) + +
^ subside ddns le cas où chacune des séries (io) r ^ OQnvétgeoJfce lors thème <juon réduit ses diffés termes à leurs valeurs numériques , et qui sert
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à développer dans cette hypothèse Je produit des somnTes des deux séries en une nouvelle série de même forme. !9?' ^ 3fl
Corollaire 2? En fépëtâtif pîusiéués fois suite l’opération indiquée par f équation (13), °n pourrait multiplier entre elles lés sommes de tro's ou d’un plus grand nombre de séries semblait aux séries (10), et dont chacune resterait convef' gente après la réduction de ses différons termes 9 leurs valeurs numériques. Le produit obtenu sera1* la somme d’une nouvelle série convergente ordofl née suivant les puissances ascendantes et entières la variable x. U(yi
Corollaire 3/ Si dans les deux corollaires ci tiens on suppose que toutes les séries dont ^ multiplie les sommes deviennent égales , on obtie11 dra pour produit uneqmissance^mtière de la son*1116 de chacune d’elles ; et cette puissance se trouve1* encore représentée paît la somme dune série d même genre. Par exemple , si dans* l’éqwation (r3 on fait a0zxè0, « , nn én tirer9
( ( üa -H fl, X -+■ Clx X* -H Stc.' . . >y
^ ) — ciz *+- 2 flu fl, Ai -h (2 a0a1 -f- fl, %s)x* h- &£•***
Corollaire 44 Si ion prend pour termes *o néraux des séries (10) om* id , :ï<
*(/«—«) (<“ — 3).. ..(/y — «-Hj» ) x«
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V*' désignant deux quantités quelconques, et la friable x étant .renfermée entre les limites x — — i , * ' — •— i , chacune des séries (io) restera conver- Sentc même lorsqu’on réduira ses rîiffércns termes
* Jeurs valeurs numériques, et le terme général de a série (12) deviendra
, j n — ) (4 (/u. — »). . .(u — pï
VnrnSm.hff^O.
posé, si l’on appelle Cpf/u,) la somme de la des séries (l ô) dans fhypothèse que i^on di fâfté , c2 ést4-drre , si fori jVOsé J~Ijdo no , aofego tonnoi vob eommoa *ol j qid, ; • al gfo (qa.^ etc tH+offh ar+frM P4 I j 1»^ &c. .q ,
* vuotî 9'KiB^iuq oJloa* i-j • eollob ;»u*> ■
sommes. 4es séries^ 1 oj seront respecti-
eftleut désignées, dans fô . même Ütpothèse , par
*■&'$; en sorte que le-
i^tion (1 j) deviendra
s ^OFsi|iie dans l’équation (13) on remplace la 0lïlIRe de la série
Par
Un polynôme composé d’un nombre fini de
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termes, on obtient une formule qui ne cesse jamais
d’étre exacte, tant que la série
aoy a,x , a-x% y &c .
demeure convergente. C’est ce que nous alloP» prouver directement, en établissant le tbeorèm qui suit.
5.* Théorème. Si, la série (i) étant convef gente, on multiplie la somme de cette série par polynôme
« (I7y -h&c... .-*-px+q,
dans lequel m désigne un nombre entier, on ^ tiendra pour produit la somme d’une nouvelle se> convergente de même forme , dont le terme gêner sera
( qan -¥-pan_, -^ ... I an_m+t -h h an^m)xin >
pourvu que Ion considère comme nulles dans lc$ premiers tonnes celles des quantités
CLn-t » - an-m+t > an-m »
* # /* 9 flfl
qui se trouveront affectées d’indices négatifs ■ d’autres termes, on aura
1(kxm-\-lxm-'-\-...-\-px-*-ti)* (a0-4-al*-+-aa**'t'8C
. ,ay
= qaü+(qal+pa0)x + ...+(<j[am+parn~l+...+ lat+
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Démonstration. Pour multiplier ïa somme la série (i) par le polynôme (17), il suffira de j1 Multiplier successivement par les diflerens termes ce polynôme. O11 aura donc
( A-xm-+- lxm~l . ,-\r px H- qÿ ( «0-+- o,jt -+- a^x1 -l- &c. . .) 5=5 I ( «o -t- a,x -+- a/* H- &c...) +px («„ + a,x + fljx' + &c. . .) H-fcc... .
^ lxm~' (a0+alx^-a1xt+...) + kxm (aa+ atx+ a^x.*- f &c.. .)
^°uune on a de plus , pour des valeurs entières Quelconques de n,
** 7«o-t-îa,^-t-9o2.x1-H .
^ll en conclura, en faisant croître n indéfiniment , et passant aux limites ,
^ ( ao-4-oIx-f-a1x.î-4-&c . ) = qa0-+- qalx-\-qaix*-\-lic.. . s1
trouvera de même
(a0-ï-alx-+-aix1-+-}kc.. . .) ==/>a0x-h-/>a1x*-|-^m2x3H-&c. . . ,
* 1 ( a0-+-a,j:+a1Æî+&c. . .) = la0xm~l+lalxm-\-lalxm+t- ,
**’"(«o+a,x+a1.rIH-&c . ) = A:a0xm-+-AflIxm+,+Aa2xm-'-a-f&c...
Iqu ajoute ces dernières équations, et qu’en foraUt la somme des seconds membres on réunisse les eMciens des puissances semblables de la variable * 0,1 obtiendra précisément la formule (18). f Concevons maintenant que dans la série (1) on e varier la valeur de .c par degrés insensibles. T°M. 1 . L
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Tant que la série restera convergente-, c’est-à-dir<?' tant que la valeur de x demeurera comprise enti* les limites
la somme de la série sera [ en vertu ’ du i .er th e<r rème, §. i] une fonction continue de la variable •*' Soit q> ( x ) cette fonction continue. L’équation
(jr) = aQ -+- axx -h axx 1 -+- &ç .
subsistera pour toutes les valeurs de x renfermée* entre les limites — , -h-jT ce que nous inJl' querons, en écrivant ces limites à côté de la séfle * comme on le voit ici
Lorsque la série est supposée connue , on pcl‘l quelquefois en déduire la valeur de la fonction sous forme finie ; et c’est-Ià ce qu’on appelle sotn#6' la série. Mais le plus souvent la fonction <p (x) c§ donnée , et Ton se propose de revenir de cette foIlC tion à la série , ou, en d’autres termes , de dévelopf J la fonction en série convergente ordonnée sui^1 les puissances ascendantes et entières de la varia” x. Il est facile d’établir à ce sujet la proposition <luf je vais énoncer.
6.e Théorème. Une fonction continue de la ^ viable x ne peut être développée que d’une $cl1^ manière en série convergente ordonnée suivant
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Puissances ascendantes et entières de cette valable*
Démonstration. En effet, supposons qu’on a,t développé par deux méthodes différentes la fonc-
ttan . ct soient
a0 , atx , alx%...anxn, &c.
ba y btx , bz x . . . bn xn , &c. . . ,
es deux dévcîoppcmens , c’est-à-dire, deux séries ‘tant chacune, étant convergente pour des valeurs (ta æ différentes de zéro , ait pour somme , tant ^elle demeure convergente, la fonction Q(x). Ces °ux séries étant constamment convergentes pour e très-petites valeurs numériques de x , on aura, P<Hir de semblables valeurs,
= b0-*-b ^-t-b^x'-t-Si c...
Comme, en faisant évanouir x , on tire de Fé- ^tion précédente
ao = bo ,
^ °n résulte qu’on peut la réduire généralement à «,.r-+-a4 x* -*-kc... = b, x-hbtxx c... ?
On
» ce qui revient au même , à
^ 1 °n multiplie par les deux membres de cette eruière équation , on obtiendra la suivante
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qui devra encore subsister pour de très-petites valeurs numériques de la variable x , et de laquelle on conclura, en posant x = 0 ,
at = b’I
En continuant de même, on ferait voir que les con*tantes aoi a\, ux, &c... sont respectivement égale* , aux constantes b0, btl b\, &c... ; d’où il suit quC les deux' développcmens de la fonction <p (x) son* identiques.
Le calcul différentiel fournit des méthodes trèsexpéditives pour développer les fonctions en séries- Nous exposerons plus tard ces méthodes ; et non5 nous bornerons pour l’instant à faire connaître, a vef? le développement de la fonction (i dafl5
laquelle /x désigne une quantité quelconque, deu* autres déveioppemens que l’on rardlne facilemd1* au premier , savoir , ceux des fonctions
Ax et L ( i -+-x),
A désignant une constante positive et L la carac' téristique des logarithmes dans un système chois1 11 volonté. En conséquence , nous allons résoudre l’üïl après l’autre les trois problèmes qui suivent.
l.er Problème. Développer , lorsque cela se peut , la fonction
en série convergente ordonnée suivant les pîllS sances ascendantes et entières de la variable s*
I -H x)n; = I,H- T œ+Ao
série dont la somme constitue ie second membre (^e cette formule est toujours composée d’un nombre de termes : mais, siTon y remplace le nombre e,1.tier m par une quantité quelconque la nouvelle St'rie qUe I’on obtiendra, savoir ,
..(s) I, -fV,
trouvera composée en général d’un nombre îndé- !!l1 de termes , et sera convergente seulement pour valeurs numériques de x inférieures à funitc.
0lt> dans cette hypothèse, 0{jx) la sommé de la nouvelle série; en sorte qu’on ait
^ vertu du i théorème [ §.'• i.er], <3>(/u,-) sera Ol,ction continue de la variable >t entre des limites ^u°lconques de cette variable , et Ion aura [voyez le théorème, corollaire 4]
°tte dernière équation , étant entièrement sem- } able à l’équation (2) du chapitre V [§. i.*r], se s°udra de la même manière ; et l’oiren conclura
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La valeur de étant ainsi déterminée si on I* substitue dans la formule ( 1 5) , on trouvera, poijr toutes les valeurs de x comprises entre les limita .r = — 1 , x = -+- 1 ,
Lorsque la valeur numérique de x devient sU‘ périeure à l’unité, la série (5), n étant plus convcf' gente, cesse d’avoir une somme; en sorte que Ie* quation (20) ne subsiste plus. Dans la même hyp°‘ thèse, il devient impossible, ainsi qu’on le prouver* plus tard à l’aide du calcul infinitésimal, de dé'rt lopper la fonction ( 1 x Y en série convergent ordonnée suivant les puissances ascendantes et e*1' tières de la variable x.
Corollaire i‘r Si dans l’équation (20) on r etr place par , et x par ctx, et désignant une quat,< tité infiniment petite, on aura pour toutes les vald11* de ûlx renfermées entre les limites — 1 r -+- 1 > ce qui revient au même, pour toutes les valeurs
x renfermées entre les limites — ~ , -t- ~ ,
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Cette dernière équation devant subsister, quelque petite que soit la valeur numérique de ce, si l’on désigne à l’ordinaire , par l’abréviation lim. placée *jevant une expression qui renferme la variable ce, la Wite vers laquelle converge cette expression, tandis 4ue la valeur numérique de ce décroît indéfiniment, °n trouvera , en passant aux limites ,
t v ( lira. ( i -i-duc) • =i-t- — ■+• 777 ■+* &c-..
) jx^-oof
\ . \ x = + oo
reste à chercher la limite de ( 1 -tr-ceo:) « . Or, en
Premier lieu , on tirera de la formule précédente Uni. ( 1 -h oe) * — 1 h- — -4 — - — 1 - - •+■ &c... >
011 > en d’autres termes ,
(22) Uni. ( 1 •+■ cl) • = e ,
e désignant la base des logarithmes népériens [voy.
§• i.er, équation (6)}. On en conclura immédiateiïient
Uni. ( 1 -+- (Ljc) m* = e ,
** par suite
lim. ( 1 -+- et x) * = lim. [( 1 cljc) ‘ x ] = e .
^ maintenant on remet la valeur de lim. (i-t-our) *(ns 1 équation (21), 011 obtiendra la suivante
r= — CO] r = ■+■ OO |
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On pourrait arriver directement à i équation (23)’ en observant que la série
est convergente pour toutes les valeurs possibles ïa variable x , et cherchant la fonction de x qul représente la somme de cette même série. En effet» -soit <p(.r) la somme de la série (6) qui a pour terme général
<p (y) sera la somme de la série qui a pour terril général
et [en vertu du 6.c théorème, §. 3] le produit de ce* deux sommes sera la somme d’une nouvelle sér^ qui aura pour terme général
x* xn~' y x yn~l
( yn _ (* + y)"
Ce produit sera donc égal à cp (x-±-ÿ) ; et par sui^ 1 si l’on fait
Cp (x) = 1 -+■ ~
la fonction £p [x) vérifiera i équation
PARTIE. CH AP. VI
résolvant cette équation , on en tirera
^)=[^(0r = (-^T+zi^rh+&c-)';
c est-à-dire ,
Corollaire 2 ' Si, après avoir retranché ^unité de chaque membre de l équation (20), on divise les deux membres par 1 équation que Ion ^tiendra pourra s’écrire ainsi qu’il suit ,
et> si dans cette dernière 011 fait converger vers a limite zéro, on trouvera, en passant aux limites,
(24) lim. -1- ~ — x — -^--4- — -h
^eplus, comme, en désignant par l la caractéris- ^,(Jüe des logarithmes népériens pris dans le sysdont la base est e;ona évidemment
°n en conclura
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et par suite
(25) lim. = /(i -h x)..
Cela posé, la formule (24) deviendra
L équation précédente subsiste tant que la valeur numérique de x reste inférieure à l’unité ; et , dan* ce cas , la série
est convergente , aussi bien que la série (4), qui eu diffère seulement par les signes des termes de rang impair. Les mêmes séries devenant divergentes , dès qu’on suppose la valeur numérique de x supérieur à l’unité , l’équation (26) cesse d’avoir lieu dans cette hypothèse.
Dans le cas particulier où l’on prend x — 1 , série (27) se réduit à la série (3) du troisième J>‘a' ragraphc, laquelle est convergente, comme on i11 fait voir. L’équation (26) doit donc alors subsiste»*) en sorte qu’on a
Si Ton prenait au contraire x=z — 1 , série (27) deviendrait divergente, et 11’aurait plus de soumit
On peut remarquer encore que, si, après avo,r écrit — x au lieu de x dans la formule (26),
e Problème. Développer la fonction
dans laquelle A désigne un nombre quelconque , en série convergente ordonnée suivant les puissances Qscendantes et entières de la variable x.
Solution. Désignons toujours par la caractér,stiquc / les logarithmes népériens pris dans le sysdont la base est e. O11 aura , d’après la déflation même des logarithmes ,
l’on en conclura
(30) A' = cx,w.
^*ar suite, en ayant égard à l'équation (23),
^tte dernière formule subsiste pour toutes, les vaeürs réelles possibles de la variable x.
'**•* Problème. La caractéristique L désignant Cs logarithmes pris dans le système dont la base **** 4 j développer r lorsque cela se peut, la fonction
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en série convergente ordonnée suivant les .puis' sauces ascendantes et entières de la variable r.
Solution. Désignons toujours par / la caracté* ristique des logarithmes népériens. On aura , cïl vertu des propriétés connues des logarithmes ,
et par suite, en ayant égard à I’équàtion (26) , o*1 trouvera , pour toutes les valeurs de x .compris# entre les limites — 1 , 1 ,
L( I -kt)=
Cette dernière formule subsiste dans le cas même où Ion prend x~ 1. Mais elle cesse d’avoir lieU> iorsqu’on suppose x = — 1 , ou x1 > 1 .
i.BE Partie, chap. vît.
CHAPITRE VII
^cs Expressions imaginaires et de leurs Modules.
^ l-,r Considérations générales sur les Expre ,
imaginaires.
En analyse, on appelle expression symbolique °u symbole toute combinaison de signes algébriques 4ui ne signifie rien par elle-même, ou à laquelle on attribue une valeur différente de celle quelle doit Naturellement avoir. On nomme de même équations yniboliques toutes celles qui , prises à la lettre et Niterprétées d’après les conventions généralement *Hlics , sont inexactes ou n’ont pas de sens , mais ^quelles on peut déduire des résultats exacts , en Codifiant et altérant selon des règles fixes ou ces Rations elles -mêmes, ou les symboles quelles Enferment. L’emploi des expressions ou équations syniboliques est souvent un moyen de simplifier les c*lculs, et d’écrire sous une forme abrégée des ré- Subats assez compliqués en apparence. C’est ce °n a déjà vu dans le second paragraphe du troi- S,e,ïle chapitre , où la formule (9) fournit une valeur Symbolique très-simple de l’inconnue x assujettie à crifier Jes équations (4). Parmi les expressions ou Stations symboliques dont la considération est de
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quelque importance en analyse, on doit sur-toid distinguer celles que l’on a nommées imaginaire** Nous allons montrer comment Ton peut être condujt à en faire usage.
On sait que les sinus et cosinus de l’arc sont donnés en fonction des sinus et cosinus de* arcs a ci b par les formules
cos. ( a-Y-b ) = cos. a , cos. b — sin. a . sin. b f sin. (a-Y-b') = sin. a . cos. b -Y- sin. b . cos.
Or , sans prendre la peine de retenir ces formula» on a un moyen fort simple de les retrouver à v0' fonté. Il suflit , en effet , d’avoir égard à la remarquC suivante.
Supposons que l’on multiplie l’une par l’autre 1e* deux expressions symboliques
cos, a h- ÿ'—i sin. a ,
cos. b -h- j/— i sin. b ,
en opérant d’après les règles connues de la nu>^ plication algébrique , comme si j/— 7 était ufle quantité réelle dont le carré fût égal à — i . produit obtenu se composera de deux parties , l*un<7 toute réelle , l’autre ayant pour facteur « ; e* la partie réelle fournira la valeur de cos. tandis que le coefficient /-T fournira celle & sin. {a-*- b). Pour constater cette remarque, écrit la formule
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cos. + ]/— i sin. ( a -+- b )
= (cos. a-H )/— i sin. a) (cos. /; -f- j/— i sin. Æ).
trois expressions que renferme i équation précepte, savoir,
cos. a ■+■ ÿ'~1 sin- a ?
cos. b -+- j/— • sin. b , cos. (<M-Z>) -+- f/— i sin. (fl+/>) ,
s°nt trois expressions symboliques qui ne peuvent interpréter d’après les conventions généralement ekiblies, et ne représentent rien de réel.. On les a gommées pour cette raison expressions imaginaires, équation (2) elle-mèine, prise à la lettre, se trouve Exacte et n’a pas de sens. Pour en tirer des rc- Suhats exacts, il faut, en premier lieu, développer S°n second membre par la multiplication algébrique, Ce qui réduit cette équation à
^ v j cos. (’rt-H H- ~/~ 1 sin. {ci -+-b ) = cos. fl . cos. b.
( — sin. (2. sin. b -H)/— • (sin. a. cos. b -+■ sin. b. cos. a).
^ faut, en second lieu, dans l'équation (j), égaler la Partie réelle du premier membre à la partie réelle du second , puis le coefficient de j/-i dans le pre- ^tier membre au coefficient de >/ — 1 dans le second.
u est ainsi ramené aux équations (1), que ion doit £°nsidérer comme implicitement renfermées l’une et ^utre dans la formule (2).
général , on appelle expression imaginaire
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toute expression symbolique de la forme cl -+* 1 »
cl, Ç, désignant deux quantités réelles ; et l’on que deux expressions imaginaires '
et -4- o Y~ i , *y -h J\ y/— i
sont égales entre elles , lorsqu’il y a égalité de pflrf et d’autre, i.° entre les parties réelles cl et Vî 2.* entre les coefFiciens de ]/-» , savoir, £ et Légalité de deux expressions imaginaircs's’indiq>ie’ comme celle de deux quantités réelles, par le sigMe = ; et il en résulte ce qu’on appelle une équati0^ imaginaire. Gela posé, toute équation imaginA,re n’est que la représentation symbolique de de«* équations entre quantités réelles. Par exemple , j e' quation symbolique
a. 4. ç yrr = y h- j\ jfcr
équivaut seule aux deux équations réelles
. CL 3Z? y , £ 33 A
Lorsque, dans l'expression imaginaire
pt)mÿiùü xut'nâ >’* ■ ** .
le coefficient £ de s’évanouit , le terme £ V'\ est censé réduit à zéro , et l’expression elle-mém^ * la quantité réelle cl. En vertu de cette convention’ les expressions imaginaires comprennent , cow,llC cas particuliers, les quantités réelles.
Les expressions imaginaires peuvent être
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^sès, aussi bien que les quantités réelles anx diverses opérations de l’algèbre. Si l’on effectue en particulier addition , la soustractiou ou la multiplication de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en °pérant d’après les règles établies pour les quantités belles , on obtiendra pour résultat une nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu’on appelle la So>hine , la différence ou le produit des expressions données; et l’on se servira des notations ordinaires Pour indiquer cette somme, cette différence, ou ce Produit. Pur exemple, si l’on donne seulement deux ^pressions imaginaires
°n trouvera
^ (CL4*-£/-1) — et — y-t-(£ — ,
' J (ct-hÇ/--T)x(y-»-J\/«^r)^<iy— ÜW(otJ^Cyj/I7).
Ost bon de remarquer que le produit de deux ou JJ u sieurs expressions imaginaires , comme celui de ^eUx ou plusieurs binômes réels, restera le même, /,ls quelque ordre qu’on multiplie ses différens Acteurs.
diviser une première expression imaginaire par iui Seconde> c’est trouver une troisième expression j ovaire qui, multipliée par la seconde, reproduise ?uP;^iere. Le résultat de cette opération est le l€,lt des deux expressions données. On se sert
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po ir l’indiquer du signe ordinaire de la division*
Ainsi , par exemple ,
rq>rés<ente ie quotient des deux expressions imag1' naires '
ce -+- £ , y -+- J\ /-« *
Élévér' une expression imaginaire à la puissan^ dii% ré ni ( w désignant un nombre entier), ccS fonder le produit de m facteurs égaux à cette J*' pression. On indique la puissance m.m* de par la notation
Extraire la racine n.me de l’expression imaginait cl -*r-Ç> j/—V , ou , en d’autres termes , élève r expression à la puissance du degré ( n désigné un nombre entier quelconque ) , c’est former nouvelle expression imaginaire dont là puissances reproduise Ce problèrné Admettant p,u"
sieurs solution^ [voyez le § 4], H eiVHiStilte que pression imaginaire ce^t-£j/— > a plusieurs Tti? _ du degré n. Lorsque nous voudrons désigner i o»1 ^ tinctement l’une quelconque d’entre elles, nous ^ ploierons la notation ,,
ou la suivante . ..
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ans *e cas particulier où £ s’évanouit, cch-^/^7 86 réduit à une quantité réelle et, et parmi les valeurs de fexpression
jj^et = ((et))'
1 peut s’en trouver une ou deux de réelles , °n le verra ci-après.
comme
Outre les puissances entières et les racines cor- Çspôndantes des expressions imaginaires, on a soumet à considérer ce qu’on appelle leurs puissances j Actionnaires ou négatives. On doit faire à ce sujet °s remarques suivantes.
1>our élever l’expression imaginaire et-t-Gj/^7 à la ^!ssance fractionnaire du degré f il faut, ensup- ®0s«nt la fraction ~ réduite à sa plus simple expres-
1 ' la racine n.m‘ de l’expression don-
4. ài:” élever cette racine à la puissance entière . tegré m. Le problème pouvant être résolu de s* Usjeurs manières [voyez ci-après le §. 4], nous dé- Snérons indistinctement l’une quelconque des puis- ****** du degré par la notation
^ cas particulier où £ se réduit à zéro, une de ces puissances peuvent devenir réelles. ^ ever Expression imaginaire ot-^£/-Tr à la puis- Ce négative du degré —m, ou — - , 0u— —, c’est
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diviser l’unité par la puissance du degçé m, ou » ou — , de la même expression. Lè pïoWrne mettant une solution seulement, dans ïc premier cas, et plusieurs solutions dans chacun des deüautres, on indique la puissance du degré — m p*ir la notation simple -s-, * e
ÇX-'à • ■-linon n«!i f
tendis que les. deux .notations
représentent, la première, une quelconque des pu*; sauces du degré - ~ , et la seconde,
des puissances du degré — — .
On dft que (toux expressions imaginaires s°n conjuguer? l’une à l’autre , lorsque ces depx expfj sions'ne 'dilTerent entre elles fltm ptW le «gn°,. coefficient de La somme de deux semblât»
expressions est toujoms; eéellèr «ÙBW que leur F ^ duit. En effet , les deux expressions imaginai1 / - / *'7 ènb? no onob jï Y "
conjuguées
p • pr:}** xuob no ’i‘y
donnent pour somme 2<t, et pour produit ^ La dernière partie de cette observation con< ül ^ un théorème relatif aux nombres , ét dont v0 lenoncé. /iS^ntw r„ ■■ '
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1 .er 1 HÉORÈME. Si l'on multiplie l’un par l’ autre (leu £, nombres entiers dont chacun soit la somme vf; df'u.r carres, le produit sera encore une somflie ? deux carrés.
^MONSTRATION. Soient
r; ,* . ' ' loJD ' *v SkJ<j J{< -JOj . . : : : ' i ,lt) Cî T.
CL — H Ct -f-
fs deux nombres' entiers dont îî s agit , «,*, et", désignant des carrés parfaits* Gu aura évidesa? les deux équations
(«4-^ /ZT) = ■4-(ag',H-a,é’)./Z7,
( «-£ yf—, ) = « a'— tC' -3 (* ?'+«'£ ) /=7 !
St"’' ; • •
^uljipljant celles-ci membre à membre , on 0«tiendra la suivante
(p,1 2) = [clcl1— ££ y -h <*. 1 .
j * ^>n échange entre elles dans cette dernière les
ïïlfes cl1 et V J on trouvera
uwa*noa xo »T. ?>b ammi « ü J .
®y » donc en général deux manières de décom- **?* en deux carrés le produit de deux nombres Ai‘<TS dont chacuB esHa somme de deux carrés. ns|, par exemple, on tire des équations (7) et (8)
'v teck =f 41 ^ 7* = ■*“-«- 8*.
n v°*t par ces considérations que l’emplor des ex-
18*2 COURS D ANALYSK.
pressions imaginaires peut être d’une grande utilité» non-seulement dans l’algèbre ordinaire, mais encore dâns la théorie des nombres.
Quelquefois on représente une expression iofia ginaire par une seule lettre. C’est un artifice qur augmente les ressources de l’analyse , et dont no^5 ferons usage clans ce qui va suivre.
§. 2.' Sur les Modules des Expressions imaginaire*’ et sur les Expressions réduites.
Une propriété remarquable de toute expressif imaginaire a.-*- £/-■ , cest de pouvoir se met»? sous la forme
p ('cos. 9 -t- Y~i sin. 9) ,
p désignant une quantité positive , et 9 un arc En effet, si Ton pose l’équation symbolique
(l) cL -+-G j/— i = p(oos. 9 ■+• 1 sin. 9) >
ou, ce qui revient au même, les deux équatio11 réelles
on en tirera
et* -+- -—ÿ' (cos.1 y -+• sin.* 0 J — p »
!.<*,=/ cos. 0 , G = p sin. 0 ,
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après avoir ainsi déterminé la valeur du nombre f ' H ne restera, pour vérifier complètement les eHl,ations (2}, qu a trouver un arc 9 dont le cosinus et ta sinus soient respectivement
(flf
Vi «a *f.&f ) '
Ce dernier problème est toujours soluble, attendu
ïte chacune des quantités - * — —, —t-~- — rr-
I u,le valcur numérique inférieure à l’unité , et xjue s°nime de leurs carrés est égale à 1 . De plus , ^dnict une infinité de solutions differentes, puisjj1! après avoir calculé une valeur convenable de ô 011 pourra, sans changer ni le sinus ni le °sinus, augmenter ou diminuer cet arc d’un nombre ^clconque de circonférences.
Lorsque l’expression imaginaire 1 se
°Uve ramenée à la forme
j> ( cos. 8 •+■ Y~ 1 sin. 9) ,
^ quantité positive f est ce qu’on appelle le module 1 cfîtte expression imaginaire ; et ce qui reste jHJrès |a suppression du module, c’est-à-dire. le f*cteur
cos. 8 -+- ]/— I sin. 9 ,
ffue nous nommerons l’ expression réduite. o®*nme des quantités et et C supposées connues
Çs* ce G
1 ne déduit pour le module p qit'une valeur unique
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déterminée par 1 équation ( 3) , ii en résulte que 1 e module reste le même pour deux expressions im** ginaires égales. On peut donc énoncer^ le théorèu16 suivant. fl0U
1 .er Théorème. IJ égalité de deux expression imaginaires entraîne toujours V égalité des modulât et par conséquent celle des expressions réduites • Si l’on compare entre elles deux expressions in1*1 ginaires conjuguées; on trouvera encore que le«lS modules sont égaux. Le carré du module comm11’1 à ces deux expressions ne sera autre chose que le01 produit . ^
Lorsque dans l’expression imaginaire <l-+-Ç>V^ le second terme £ s’évanouit, cette expression ® réduit à une quantité réelle et. Dans la même pothèse, ou tire des équations (3) .et (4)v *'*°v qH** cl Cst positif,
cos . 8 =ï I , sin. 9 — O ,
et par suite
ô = =fc 2 /■ 7 r , r.^
k désignant nn nombre entier quelconque ; -*• 9 quand cl est négatif ,
cos. 8 = — I , sin. 0 ~ o
et par suite
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ô =tr :±: ( 2 X I ) 7T.
-^insi te moïfule d’iitie quantité réelle et n’est autre cWse que sa valeur numérique y,(cLx)\ et l’expression réduite qui correspond à une semblable quantité ‘é#L *'• :-h ï ou — i , savoir,
& 1 - CUS. ( ;h 2 X TT) H- /-■* sin. (rir 2 X TT ) ,
Jusqu’il s’agit d’une quantité positive , et
*7 I c >s. (-V1-- 2 k fl- 1 .'rr )-*-/-> sûi:(i 2 X-Hi.7r),
lorsqu’il s’agit d’une quantité négative.
Toute expression imaginaire qui a zéro pour ino- ^ul© se réduit çüe-mème à zéro, puisque ses deux 'tonnes évanouissent. Réciproquement, comme le <et le sinus d’un arc ne deviennent jamais ,v,ds en méiné temps , il en résulte qu’une expression ^îaginaire ne peut sc réduire à zéro , qu’autaut que So,i module s’évanouit.
Toute expression imaginaire qui a l unité pour Module est nécessairement une expression réduite, ‘^ûisi, par exemple ,
cos. fl H- 1/— i sin. fl f cos. fl — ■j/— i sin. fl ,
, qos. Umfrfôtrpj sin. fl , — cos. fl i sin. fl ,
s°ut quatre expressions réduites conjuguées deux à Effectivement , pour tirer ces quatre expresde la formule
cas. 6 yf — < sin. ô ,
180 cours d’analyse
il suffira de poser successivement
ô = 2 A 7r <2 , 0 = dr 2 A' 7r — a ,
6 = db(2 A-t-l)7T §—±z(ïk-Jr-\)'7C—(l,
k désignant un nombre entier quelconque.
Les calculs relatifs aux expressions imaginaire* pouvant être simplifiés par la considération de* expressions réduites, il importe de faire connaître les principales propriétés de ces dernières. Ces propriétés sont comprises dans les théorèmes que je vais énoncer.
2. e Théorème. Pour multiplier l'une par 1 autre deux expressions réduites
cos. 0 y/— i sin. 0 , cos. 0* -H )/— i sin. 0^ ,
il suffit d'ajouter les arcs 9 et 9 ' qui leur corrtS' pondent.
Démonstration. On a, en effet,
(cos. 0 -+- y'—» sin. «)( cos. 0' -H sin 0' )
= cos. (0 0' ) -+- y/— i sin. (0 *4- 0' ).
Corollaire. Si dans la formule précédente on fait 0' = — 0 on trouvera , comme çji devait s/ attendre ,
(6) (cos. 0H- yf" 1 sin. 0) (cos. 0 — y'—» sin. 0) ^
3. e Théorème. Pour multiplier les unes par Ie* autres plusieurs expressions réduites
Cos.
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sin. 0 , cos. 0' H- j/— ; sin. ê' , cos. y/— i sin. ê" , &C. . . . ,
^ suffit d’ajouter les arcs 0, 9', 0 . qui leur
c°rrespojic1enl.
, Démonstration. En effet, on aura successivement
(cos. 0 -H ■/— i sin. 0) (cos. 0 -4* /“» sin. ô )
=: cos. (0 -4- 0') -4- >/— ' sin. (0 -4- 0 ) ,
Vcos.G-H|/_I7ün.ô) (cos.0'-H]/— Tsin.0')(cos.0"-4-y/— isia.0'')
l^[cos.(0^0')-^|/-Msin.(0-f-0')] [cos.0u-H-j/— isin.0v]
(0 -4-0’ H- 0") -4- y/— i sin. (0 -H-O* -4-0 ) ,
et, en continuant de même, on trouvera généralement, quel que soit le nombre des arcs, 0, e\ 0" .
I (ro*.9-hy/^Têi»i.{l) (cos.ô'-4-y/— i siü.fl') (cos.^^-j/— 1 sin-fl )■ .
Coroliaire. Si ton développe par la multiplication immédiate le premier membre de l’équatrén ïê développement se composera de deux Patios , lune toute réelle , l’aufre ayant pour facteur Cela posé, la partie réelle fournira la v^teur »de cos^Prb^-t-S1 ... ) , elle coefficient de >/-« (,mis la seconde partie la valeur de sin. (0-+-0'-4-0"....)* ^'typosons , par exemple , qtie l’on considère seulement trois arés 0 , 0'1 0\ LeqUàtion Vjj deviendra
(co«. tfin.8) (cos. ô'-h/^T sin-8') (oos.^h- y/ZTsin.fi )
= cos. ( ô -+- 9' -+- S") ÿ- »in. t'a 4% -H 8" ) ;
et , après avoir développé le premier m, mjbre ^ cette dérnîère par la multiplication alge&riquê, ojj en conclura
cos. ($ -+- 8* -+- j”)^- co«. 8 co?. (■* rosi 8'* — éosl^) SiriV'^ linr^**’ -*-,sfcb 8 cob. t' sin.#! — sio. .ijasAl '• sin. ( 8 -+- 6' -H'8^ — «ÔnV Oï FO». 6' cos. 8" -4- ««M wh. g'. vos^ff
-4- cos. 8 cos. sin. 8”. — *iu. 8 sin. 6' sin. &"• *
. ■■ rn ‘)or»h jmrs fly
e Théorème. Pour diviser l’expression re* dm te
cos. fl sin 9 Vj0
par la suivante jnanooJ) oiU , o ?=|
cos. 0' -4- t/— i sin. 0* ,
lia '* — '8 eor ^-c — - — - fpl
il suffit de retrancher l’arc 9', qui Correspond à
seconde , de l’arc & correspondant à la- première- Démonstration. Soit x le quotient cherché en sorte qu’on ait ■ . ' -r- 8 *<r>
ï) " v nn <.,V p
co.-. (j -+- y sin. o
Ce quotient devina être une nouvelle expressi0* imaginaire tellement choisie, qu’en la multipl^ par cos.0V)/— » sin.ô' on reproduise cos.
En d’autres termes, x devra satisfaire.» J’équatiflfy?
( cos. ô -h )/— i sin ô* ) X = cos. ô -H- \/ —f siri. 8.
Pour tirer de cette équation la valeur de; x, $ sü^
I.“ PARTIE. Ç.HAP. VII
de multiplier les deux membres par
U’î >'"“*• 6‘ - éf s,tt ■ e'-
Qn réduira de cette manière le coefficient de x à Unité [voyez le 2.e théorème , corollaire 1 ], et l’on
trouvera ° 1 .• <
, («w. 5 h- ]/-* ) Ccos* .««*• , ij j
ts (cOs.ô*+-f/— » sîn.ô) [cos.( — i sin.( — 0’)]
~ cos. (8 — 8' ) -+- 'j/— I sin. (6 — 8).
0n aura donc en définitive (8) = co».f6-0')+/^«i".(û-û>
v 1 cos. o -+- y'— 1 811». (t ' ' T v
Corollaire. Si dans féquation (8) on fait y ^ o , elle donnera
fo) - - - - . y= cos. 8" — i/— » sin.8'.
• ' cos.^v-:s»n.ô
Théorème. Pour élever l expression imagi*
^‘ô nb Irroiioup oi >. i-.-jç A ;V' - ^
cos. 8 -4- y—t sin. 8
a la puissance du degré m (m désignant un nombre entier quelconque ) , ïl suffit de multiplier dans cette *àpré&sioh tare ^ par le nombre m.
Démonstration. En effet, les arcs 8, 8', 8*... Poüvant ctre quelconques dans la formule ( 7) , si 0l(* tes Appose tous égaux à l’arc 0 et en nombre m, °n tro^vjera _
(l°) (cOS.0-4-j/— l sia . 8 )m = cos. m 0 j/— » sia 4Hk ij •
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Corollaire. Si dans l équation ( ï o ) on fft,t successivement 6 = ^, ô = — z\ on obtiendra^*5 deux suivantes :
f (cos. sin. -z )m =ï cos. w? ,
^ ^ I ( cos. z — y/~\ sin. z )m = cos. mz — • «in. nti.
Le premier membre de chacune de ces dernières» étant toujours nn produit de m facteurs egaux^ pourra être développé par la multiplication immf'j diate de ces facteurs, OU , ce qui revient au même» par la formule de Newton. Si , après avoir effectyé 1e développement dont il s’agit , on égale de part e* d’autre dans chaque équation , i .° les parties réelle* » 2.° les çoeiFiciens de /-> , on en conclura
cos. mz —cos. z - - - cos. Z sin. Z
'■? -T^Nr-^ôaoa) (fl)
H - - - — - ' Cos. Z sin. Z — &C.-J
1 sin.//ï3±= — côs. Z sin. >3
e Théorème. Pour élever l’ expression ima- 8lnaire
cos. ô -+- }/—' sin. ô
a la puissance du degré — m '(m désignant un Nombre entier quelconque ), il suffit de multiplier Qns cette expression l’arc ô par le degré — m. DÉMONSTRATION. En effet, d’après la défmi- !°n que nous avons donnée des puissances nega- [voyez le J. i], on aura
(cos. ô -+• i/— i sin. 0)“w = - - - - - - — - -
Y ' ( COS. g y^_i SJU.
J | ~~ cod. m ô -f- sin. m f *
suite, en àyânt égard à la formulé (9) , on trou-
'*3) (cos.0-!-]/— ços.JTiO--]/— 1 sin.fwô,
Oii
» ce qui revient au même, 1
^M) (cos.ô-t-j/— • sin. 6)“**= cos.(-7W0)-4-|/— ^ sin.(-fn9).
Après avoir établi, comme nous venons de le ^ife » les principales propriétés des expressions réj> ès> il devient facile de multiplier ou de diviser ?ne par l’autre deux ou plusieurs expressions imaa,res, quels que soient leurs modules, aussi bien ^ e d élever une expression imaginaire quelconque ^ a puissance du degré m ou — ni ( m désignant no,nbre entier). On peut, en effet, exécuter ^ Piment ces diverses opérations à l’aide des théo-
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7.e Théorème. Pour obtenir le produit de deu >l ou de plusieurs expressions imaginaires , il sujjlt de multiplier le produit des expressions réduite qui leur correspondent par le produit des module S> Démonstration. Le théorème énoncé se déduit immédiatement de ce principe, que le prodi^ de plusieurs facteurs réels ou imaginaires reste Ie même dans quelque ordre qu’on les multiplie. Soi*11* effectivement
f ( cos. J+/-. *in. 8 ) . / ( cos. 6' 4- y'=T sin. fi' ) ,
>'-( cos. 6" 4- /-TT sin.. e" ) , &C .
plusieurs expressions imaginaires, dont/,/', / y" désignent les modules. Lorsqu’on voudra^ multiplf# entre elles ces expressions dont chacune est le p*'° duit d’un module par une expression réduite , °n pourra, en vertu du principe qu’on vient de rapp6' 1er, former, d’une part, le produit de tous les nl0' dules, de l’autre, celui de toutes les expressions l'e' duites, puis multiplier ces deux derniers produd* l’un par l’autre. On U’ouvem de cette maniéré p°ul résultat définitif . V
(»5> j» y y. . .'[coï/j+f+ÿs l
Corollaire i/[ Le produit de plusieurs ex sions imaginaires est une nouvelle expression gînaire qui a pour module le produit des mo
pre^
iifl*'
dul<*
de toutes les autres.
Corollaire 2. e Comme une expression iro^1
naire ne s’évanouit jamais quavec sou
module y
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j}“? pour faire évanouir le produit de plusieurs moté,£s’ l[ faut nécessairement supposer l’un deux rèrtU,t . il est clair qu’on peut tirer du théo-
. Le produit de deux ou de plusieurs expressions aS l,^ires ne peut s évanouir qu autant que l’unç : eJles se réduit à zéro .
Théorème. Pour obtenir le quotient de deux *Pres'dons imaginaires , il suffit de multiplier le 0 tient des expressions réduites qui leur corres~ °ndcnt par le quotient des modules.
^^monstration. Supposons qu’il s’agisse de ^ser l’expression imaginaire
' / ( cos. 0 •+- ■/— « sin. 0) ,
^ le module est g , par la suivante
g ( cos. 0' sin.0)T
modulé est g\ Si Fon désigne par x le pre t,e0t ^eman(^ ’ x devra étre une nouvelle ex- Ss,on imaginaire propre à vérifier l’équation
^ (c°s.ôV>/-isin.0')jr =r / (cos. 0 -+-]/-! si n.0]|.
t[p^r l*rer do cette équation la valeur de x, on mulfac*Ia ^es deux membres par le produit des deux
-gr , cos. 0' — )/— i sin. 0' ;
n trouvera de cette maniéré , en écrivant — Tom. i,
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au lieu de f * -y ,
; — -éL £ cos. (9 — 6* ) H“ sin. (9 9 )1*
On aura donc en dernière analyse ,
f ^ J> (ça»- fl a,n- il = 1. rcoV.( g _e' ) + /ri *in.(fl "Ô 1 '
v ' y (cos. 0'+/-! sin. 6 ) S
et, puisqu’en vertu du 4-e théorème
cos. (ô — 6') -h y^Tsin. (9 — 6') ; -
est précisément le quotient des deux expression’ réduites
cos. 9 |/^T sin. 9 , cos. 9' -H /- « sin. 9' ,
il est clair qu après avoir établi la formule (v*^ nous devons considérer le 8.e théorème cou1111 démontré. *
Corollaire. Si dans l’équation (î 6) on 1,1 9 = o, elle donnera
n-lO y~(Ci
fl'—vCTsio:0')'
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/ (oos.8 -H /^7 sin. 6) y / (coa. & -t- j/=rr*in.$') , f (cos. 8" — i sin. , &c .
toutes égales entre elles , et en nombre m , leur Produit sera équivalent à la puissance m.mt de la Première, c’est-à-dire, à
[f ( CO*. 8 -fc- ytZTl sin. 8)]* *
comme dans cette hypothèse l’expression (i ^viendra
fm £ cos. 771 8 -+- sin. 7W 8 J ,
°n aura définitivement
^ ^ EH cos.9-»-j/^T sin.8)]'w==^w{^cos.7w8-»-]/— i sin.Wi8j. ^pression réduite
cos. 771 9 -h j/— i sin. ni 8 égale (en vertu du 5/ théorème) à
(cos. 8 •+■ j/— » sin. 8)**,
^ n résulte qu’après avoir établi la formule (1 8) on 0it considérer le théorème 9.° comme démontré, j* l0;* Théorème. Pour élever une expression &ia'nairC a Pu*ssance du degre — m ( m dési ftti™ Un nom^re ^tier) , il suffit de former les ^éJS(tnces sej?ià tables du module et de V expression ' Puis multiplier ces deux dernières S(lnccs l une par loutre.
^^tQNs tuât ION. Supposons qu’H s’agisse
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d’élever à la puissance du degré — m l expressio
imaginaire
(cos. «H- /CT», fl),
dont le module est f. On aura, en vertu de la de finition des puissances négatives ,
(cos.0 -+• y/— ■' sin. ' [ j) ( cos. 0 y/ sin. ôTl*"
~ j>m (cor m$ H- V'—1 s‘8,
Par suite, en ayant egard à la formule (17) , 0” trouvera « » ^
y{cos.^V=-‘ 8ini)r=^K»n6-i/-'sill''"e]'
OU , ce qui revient au même ,
Cette dernière formule réunie à Téquatipn ( 1 3)
Bit la démonstration complote du l0.‘ théoren^
C 3.* Sur les Racines réelles ou imaginaires des ■ quantités H- , , - > . et sur leurs Puissances J • tionnaires.
jeii*
Supposons que l’on désigne par m et « ^
nombres entiers premiers entre eux. Si °n ^ usa<re des notations adoptées dans le premier F . graphe, les racines de l’unité, ou, ce qui 1 A
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au même , ses puissances du degré seront les diverses valeurs de l’expression
°t de même, les puissances fractionnaires de l’unité, positives ou négatives, du degré —, ou — — , seront
i t ■ ‘vn »
es diverses valeurs de
((>))" ou ((.))“".
en conclura que , pour déterminer ces racines ^ ces puissances , il suffit de résoudre , l’un après *utre, les trois problèmes suivans.
l-er Problème. Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de ï expression
Solution. Soit x l’une de ces valeurs; et, afin e ta présenter sous la forme générale qui com- Prcnd à-la-fois toutes les quantités réelles et toutes es expressions imaginaires , supposons
X =c r (cos. £-+- j/— i sin. f) ,
Résignant une quantité positive , et t un arc réel. u aura , d’après la définition même de l’expres-
r dé
üon i
(>) ** = 1 qui revient au même ,
rn [eos. nt-t- ]/— ‘ sin. n
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On tirera de Cette dernière équation { à I aide du théorème i.er, §. 2]
cos. n t -+- « sin. n t = * ;
et par suite ,
cos. I , sin. 7lt — O f nt — ^ 1 k TC ,
, lit-r
£ représentant un nombre entier quelconque, quantités r et l étant ainsi déterminées , les divers** valeurs de jc propres à vérifier l équation (1) sein*1 évidemment comprises dans la formule
1 Âr *5r y ■ — x h *ir
(2) .r = cos. — - — =r K” 1 8,n* „ *
En d’autres termes, les diverses valeurs de $0). seront données par l équation
y le HT - 1 i' T
Soit maintenant h le nombre entier le plus riff proche du rapport - ïja différence entre les nombres h, , sera tout au plus égale à ~ i sorte qu’on aura
S- désignant une fraction égale ou inférieure à , * 0
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par suite, k' un nombre entier inférieur ou tout *u plus égal à On en conclura
= 2 h'K dr
iI't
COJ.
tllT
— ±i/— i sin. - ■ =
ïA't . , — . ik'-r
z cos. — - — ±/-i Sin. - ■.
^ar conséquent , toutes les valeurs de (( i )) " seront ç°mprises dans la formule
ik'r , y - .
cos. - dr y — > sin. ■ — - — ,
Xl ton y suppose k1 renfermé entre les limites o, V > ou , ce qui revient au même , dans la formule ^3)* si ion y suppose k renfermé entre les mêmes ‘^ites.
Corollaire i.,r Lorsque n est pair, les diverses Valenrs que le nombre entier k peut recevoir, sans 5°rtir des limites o , ~ , sont respectivement
| chacune de ces valeurs de kf la formule (3) °Urnit en général deux valeurs imaginaires conju-
^ées de l’expression ((*))" » c’est-à-dire, deux liftes imaginaires de l’unité conjuguées et du degré n- Seulement, on trouve, pour kz= o, une racine *+- 1 , et, pour A = — , une autre racine réelle
— i . En résumé , lorsque n est pair , l’expression
admet deux valeurs réelles, savoir, i , — i ,
avec 7î— 2 valeurs imaginaires conjuguées deux * deux, savoir,
. — — , co». — -
CO
4* , - . ATT 4 T y - .
cos. ~r> + /- cos. — - ' «n.
fn— 0» . (n- z)T (n-i>
cos. - — +/-, sm. — - — , cos. — - /-» mu. —
Le nombre total de ces valeurs réelles ou ini^r1 naires est égal à n.
Supposons , par exemple , n = 2. On trouvé qu’il existe deux valeurs de l’expression
ou , ce qui revient au même , deux valeurs & ,f propres à vérifier l’équation
xx — i » 'A
et que ces valeurs, toutes deux réelles, sont re^c tivement
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Supposons encore »=4- On trouvera qu’il existe ^atre valeurs de l’expression
°u > ce qui revient au même , quatre valeurs de x Propres à vérifier l’équation
^armi ces quatre valeurs, deux sont réelles, savoir;
deux autres sont imaginaires , et respectivement égales la première à
• y'— i sin. ~ = -+- y/—
seconde à
cos. - - /- . s,n. — = — /- •- [h
Corollaire 2/ Lorsque n est impair, les di- VerSes valeurs que le nombre entier h peut rece-
V°‘r> sans sortir des limites o, — , sont respectif
Vemcnt
^°0r chacune de ces valeurs de h , la formule ( 3) °Uroit en général deux valeurs imaginaires con-
î'âçU^CS ^exPress,on ((*))"’ c’est-à-dire, deux mcs imaginaires de l’unité conjuguées et du
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degré n. Seulement, on trouve, pour Æ = o, une racine unique et réelle, savoir, -+* i. En résume » lorsque n est impair, l’expression
admet , avec la seule valeur réelle
n — i valeurs imaginaires conjuguées deux à deu*1 savoir ,
«n. — , cas.—
>s. — - t-v-i sin. -
— - y/— I sin. »
Le nombre total de ces valeurs réelles ou im*&\ naires est égal à n.
Supposons, par exemple, n — 3. On trouvé qu’il existe trois valeurs de l’exjftè'ssîéh
«or.
ou , ce qui revient au même , trois valeurs de propres à vérifier l’équation
et que ces valeurs , dont une est réelle , sont * pectivement
PARTIE. CHAP. VII
1 ^ / - . iT 2 T , - . 2 T
os* — ; J- y — i sin. — j- , cos. ~ - y — isin.— — .
plus , le côté de l’hexagone étant , comme on Sait 5 égal au rayon , et le supplément de Tare soustendu par ce côté ayant pour mesure on
^tiendra facilement les équations
_ ITT I . 2 T _ JT
cos. — - =r — — , sin. - — H - — »
vertu desquelles les valeurs imaginaires de l’ex- ^ssion JiJ J se réduisent à
C onOLLAiRE ]* n désignant un nombre entier ^Iconque , le nombre des valeurs soit réellçs, soit
,l?aginaires , de l’expression ((i))", ou, ce qui reau même, le nombre des valeurs de X, propres vérifIer l 'équation xn = i , restera toujours égal a n.
' Problème. Trouver les diverses valeurs eelles oU imaginaires de l' expression
Solution. Les nombres m et n étant supposés • ,ers entre eux, on aura, d’après la définition
^me l’expression ((i)) " ,
cours d’analyse.
((or = [((0)T >
puis, en remettant pour (( i )) " sa valeur géneial? tirée de lequation (3), on trouvera
Wj
et par suite
r 2 * t , . ti'Ti»
: [^os. __ ± /- 7 sm. —J . , ((J
I " = cos. ■
3= 1 sin. ■
Pour déduire de cette dernière formule toutes
valeurs de ((1))" , il ne reste qu a donner succès*1 vement à X* toutes les valeurs entières comprit entre o et — . Soient k' , k" deux' de ces vateur*
supposées inégales. Je dis que Içs cosinus
seront nécessairement différens l’un de l’autre.
effet, ces cosinus ne pourraient devenir égaux (l‘l dans le cas où les arcs qui leur correspondent 5 raient liés entre eux par une équation de la fp1,Tl
h désignant un nombre entier. Or on tire de cc équation
U - — » - rm - • •
Il faudrait donc , puisque m est premici: à
nï&
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^ ^ =fc A " fût divisible par n; ce qu’on 11e saurait ^mettre, attendu que, les nombres k1 , k" étant Jn%aux, et chacun d eux ne pouvant surpasser ^nf eur somme ou différence est nécessairement infér,e>Ur© à n . Ainsi, deux valeurs différentes de k com- Prises entre les limites o et fournissent deux valeurs différentes de
n.xk-n
conclut aisément de cette remarque, que les
valeurs réelles ou imaginaires de l’expression ((1))" données par l'équation (6) sont en même nombre
les valeurs réelles ou imaginaires de ((i))‘* terminées par l’équation (3). De plus, comme °n a évidemment
tn . t k tt . f — ■— ,
cos. - de y — 1 sm. •
- cos. m. ik'TC dd |/^T sîn. m . zk'K — r ,
^ en résulte que toute valeur de ((1)) " est une ex- Passion réelle ou imaginaire dont la puissance n C(lulvaut à l’unité, par conséquent, une valeur de
• Ces. observ ations conduisent à la formule
jjans laquelle le signe == indique seulement que Une des valeurs du premier membre est toujours fcS^le à l’une des valeurs du second.
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3.e Problème. Trouver les diverses valeurS réelles ou imaginaires de ï expression
Solution. On aura, d’après la définition & puissances négatives,
puis, en remettant pour ((1))" sa valeur gépér»^ tirée de l’équation (6) , et ayant égard à la mule (p) du paragraphe précédent,
Il suit de cette dernière équation que les divers^
valeurs de (( ï )) " sont les mémos que celles d
((i)) " , et par conséquent égales à celles de ((0) On a donc
le signe = devant être interprété comme dans » quation (7).
Corollaire. Si Ton fait 771 = 1, la formate $ donnera
ïttt -asffiï
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Supposons maintenant que Ion cherche les racjnes et puissances fractionnaires non plus de unité , mais de la quantité — i . Les racines e cette quantité, ou , ce qui revient au même, ses Puissances du degré seront les diverses valeurs ^ expression
et de même , les puissances fractionnaires de — i ,
Positives ou négatives , du degré ou - — ,
*e,'Ont les diverses valeurs de
conséquence, pour déterminer ces racines et ces Pu,ssances, il suffira de résoudre l’un après l’autre s trois nouveaux problèmes que je vais énoncer.
PROBLÈME. Trouver les diverses valeurs eeHes ou imaginaires de l' expression
Solution. Soit
^ X = r ( tas. t -+- ' sin. t )
de ces valeurs , r désignant une quantité po- 1Ve> et t un arc réel. On aura, d’après la défi-
t niême de Fexpression ((— i )) " ,
( * V) xn ±z - i ,
Ou
’ ce qui revient au même,
r [ cos. nt -t- j/— « sin. n f J = — t.
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On tirera de cette dernière équation [ à ï’aide du théorème i 2 ]
rn — i >
cos, nt -4- Y~~~l s‘n- 71 ^ = — 1 »
et par suite ,
cos. nt~— i , sin.7z<=o, nt—àz (ik+ î)^,
Æ représentant un nombre entier quelconque, quantités r et t étant ainsi déterminées, les d1' verses valeurs de .r propres à vérifier l’équation (I r' se trouveront évidemment comprises dans la mule .
•*' = cos- - J— - _
En d'autres termes, les diverses, valeurs de ((—0) seront données par lequation
Soit maintenant Æ le nombré entier le plus rappr° ché du rapport 1 * . La différence entre ^ e
deux nombres h , - * sera évidemment u°e
fraction de numérateur impair , inférieure ou t° au plus égale à L* en sorte ' qu on aura
H~ I ) TT
= cos. ± sin.
^ conséquent toutes les valeurs de ((— i)) * seront ^^prises dans la formule
± j/— i sin. — 1 ^ r «
* ron y suppose 2 *'4- 1 renfermé entre les limites ' n> ou> ce qLli revient au même, dans la for-
le U 6 ^ 1 3 ) ’ s* ^on y suPpose 2 Æ-4-1 renfermé entre s blêmes limites.
C°*0LLAI*Ï i.'r Lorsque n est pair, les diverses j. CUl's que 2 Æ-*- 1 peut recevoir, sans sortir des Ites o, n , sont respectivement
SlerChaCUne dG CGS VaIeUFS de 2 1 » fa for*
e(*3) fournit toujours deux valeurs imaginaires
de i,exPression ((— i))\ Par suite, ^pression , dans le cas que nous considérons 'TOm. 1.
ici , n’admet point de valeurs réelles , mais scidc' ment n valeurs imaginairesconjuguces deux à deux, savoir :
| cos.' — — H j/-> sin.~- , cos. — — • sm. % »
| coS. 2 + y~ »». ff , es. £ - jfS •»•£* •
(CQSSr^+v ,8,n ”V'’
Supposons, par exemple, «p 2. On trouvé*
qu’il existe deux valeurs de l'expression J— 0) ^ ou, ce qui revient au même, deux valeurs de propres à vérifier l équation
et que ces valeurs , toutes deux imaginaires ,
respectivement l
<*»■ v -+- V^' ,in- t - ^
coS. T =-/-'•
Supposons encore » — ' 4' On 'erra quil e*
quatre valeurs de l’expression .((-r- 1 y , °u,y^ d’autres termes, quatre valeurs de x propres * rilier l’équation :
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? C1Ue ces Tatre valeurs sont comprises dans les formules
cos. -J- =fc /-7 sin. -I- „
cos. '3X zt ]/— I sm. £?- 4 4 »
°u » ce qui revient au même, dans la seule formulé
=b cos. ~ zfc j/^T sin. -- . ’
^omme on a d’ailleurs
° cos. — = sm. — = — . .
11 trouvera définitivement
\^°K0L,LAIRE 2/ LorS(îue ” ^ impair, les dide S j S '.a curs <|ue 2^-h- i peut recevoir sans sortir imites o et n, sont respectivement
chacune de ces valeurs de 2Æ-K1 , |a for. ule (13) fournit en général deux valeurs imagi-
^conjugSées de l’expression ((— i)) *, c’est-ànj’ ,CUX ra'",cf miaginaircs de - , conjuguées %e ?re ^ Serment on trouve, pour 2 Æ-h i =n facine unique et réelle, savoir, -i. En ré-
SuRié 1
0rs^l,c n cst impair, l'expression ((— iÿ 1 avec la seule valeur réelle
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n—1 valeurs imaginaires conjuguées deux à deux,
savoir ,
T e . T TT /* — T_j >1 '
cos. sin. — , cos. — — /-T Sin. — ,
cos. s‘n* hï ’ cos* ht - V"~' ?*n- ~n ’
(ti-î)T — . (n — 2)t (w-i)t —
:os. 1 - — 4-/^7 sm. - , cos. — - y/-, jm.
Le nombre total de ces valeurs réelles ou imag1' naires est égal à n.
Supposons, par exemple, w = 3. On trouve**
qu’il existe trois valeurs de f expression ((— 1 ))’ ’ ou, ce qui revient au même, trois valeurs * propres à vérifier l’équation
.et que ces valeurs , dont une est réelle , sont pectivement . ^ ■in'?
cos. j ■+• sm. y = — H - — y-1 ,
x - - .Tl JÎ y -
cos. — — Y~~i sin* ~y — ~~z — ~ y~l
Corollaire j: ' n désignant un nombre ent,eI quelconque, le nombre des valeurs, soit réelle '
Soit imaginaires , de l’expression ((— 1 )) ", ou, ce *1
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evient au même , Iç nombre des valeurs de x propres à vérifier I équation xn — — i ^ restera toul°urs égal à n.
^>e Problème. Trouver les diverses valeurs eclles ou imaginaires de V expression
Solution. Les nombres m et n étant supposés Premiers entre eux, on aura, d’après la définition
^ênie de l’expression (( — i )) " ,
en remettant pour (( — {Jj " sa valeur générale fee de I équation (13), 011 trouvera
i'6) . (( — i)) ^~coS.—
0llr déduire de cette dernière formule toutes les
v^eUrs de ((— 1)) ", il ne reste qu’à donner successic ïlent à 1 toutes les valeurs entières et impaires ^0tïlprises entre o et n. Soient 2f + 1 , 2 X*" -4- 1 , JUx de ces valeurs supposées inégales. Je dis que 5 cosinus
*er(
nécessairement diffërens l’un de l’autre. En > ces cosinus ne pourraient devenir égaux que
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dans le cas où les arcs qui leur correspondent seraient liés entre eux par une équation de la forme
— ± 2 Avr
h désignant un nombre entier. Or , on tire de cette équation
r ± (^'-h t)±çik"~h o j
le
* = — - Vîflf.lfU T
Il faudrait donc, puisque m est premier kn, qué nombre entier
rt ( 2 U -4- i ) ± ( 2 k" i )
fût divisible par n ; ce quon ne saurait admette* attendu que, les nombres 2 k‘ -+- 1 , 2/:"-+- 1 éta*1 inégaux , et chacun d’eux ne pouvant surpasser 11 ’ leur demi-somme, et à plus forte raison leur . différence, est nécessairement inférieure à n. deux valeurs différentes de 2A-W comprises Ç1^ les limites o et n fournissent deux valeurs dJ rentes de
TH ( 2 A -4- I ) T
On conclut aisément de cette remarque que les
leurs réelles ou imaginaires de d’expression (("" l ^ données par l’équation ( 1 6) sont au nombre de 7 ’
comme celles de ((i))'1 et de ((-i))\ De comme on a évidemment
I> PARTIE. CIIAP. Vil.
[co,. ± /^75in. j *
= cos. m[p.k-\- i)7r ± sin. m(zk+- i)t = (-i)”=± t ,
jj ^ ».
1 en résulte que toute valeur de'(( — ij " estime ex- Pression réelle ou imaginaire dont la puissance n.me €tlu>vaut à ± i, par conséquent , une valeur de
jj1))" ou de ((-*- i ))” . Cette remarque conduit ù ^nation
|°Utes les fois que (— i)* = i , c’est-à-diré , toutes es fois que m est un nombre pair ; et à la suivante
(’— Ÿ)* dfc i , c’est-à-dire, lorsque m est ,l,i nombre impair. Ajoutons que l’on peut comjjrendre les équations (17) et (18) dans une seule 0rniule , en écrivant
j R e Problème. Trouver les diverses valeurs eeHes ou imaginaires de l expression
Solution. On aura, d’après la définition des. lances négatives ,
Y— — jj ' , i
puis, en remettant pour ((— i)) " sa valeur généra* tirée de l’équation (16), et ayant égard à> la f or> mule (<>) du paragraphe précédent.
(20) IrriJ n=cos.
II suit de cette dernière équation que les diverse5 valeurs de ((— 1)) " sont les mêmes que' celles &
gi))”. On aura en conséquence
(21) ((-1))"’" = ((i))\ si ni est pair,
(22) ((— " = ((— 1)}*> si m est imj>a£
A la place des deux formules qui précèdent, °n peut se contenter d’écrire la suivante ,
(23) ((-o) Mu-or-
Corollaire. Si l’on fait m=i , la ior&^e
(23) donnera
En terminant ce paragraphe , nous ferons quer que les équatiorts (3), (6), (8), (13),
(20), à l’aide desquelles on détermine lés va»e des expressions
I.*E PARTIE. CHAP. VII
Wr (('))■.
tovpjit être remplacées par deux formules. En e fet, si l’on désigne par a une quantité positive ou n%ativc dont la valeur numérique soit fràctiôn- !la*rc> la valeur de {(t))“ déterminée par l’équation \3)> (6) ou (8) sera évidemment
■i2 5 ) (( ij == cos. 2 Æ a 7T ± */-^T sin. 2 k a 7T ,
^dis que fa valeur de (( — i ^“déterminée par légation (13) , (16) ou (20) sera
(*6) ï^=cos.(2Â*-t-i)^7r=fc/-^:sin.(2Â'H-i)rt7r.
^ans fos deux formules précédentes , Ton peut rendre pour k un nombre entier quelconque.
^ Sur les Racines des expressions imaginaires , et *Ur leurs Puissances fractionnaires et irrationnelles.
Soit
et -+- £ j/^ï
bnc
* ^pression imaginaire quelconque. On pourra troues trouver [ voyez le J. 2 ] une valeur posie rk p et une infinité de valeurs réelles de 9 à vérifier l’équation
et -h ^ y/— 1 — j>Ç cos. 0 -h j/*-T sin. 0).
propres
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Cela posé, concevons que l’on désigne par m et n deux nombres entiers premiers entre eux. Si l°n fait usage des notations adoptées dans le premier pa* ragraphe, les racines n.mes de l’expression cl-*-£ j/-' ’ ou , ce qui revient au même , ses puissances du
degré — seront les diverses valeurs de
et de même , les puissances fractionnaires $ cl -hC j/^T , positives ou négatives, du degré — , °u
_ Jü. seront les diverses valeurs de «
OU
En conséquence , pour déterminer ces racines et puissances , il suffira de résoudre l’un après l’auto les trois problèmes suivans :
l.cr Problème. Trouver les diverses W0* de r expression
Solution. Soit
x — r ( cos. t j/— » sin.
Tune de ces valeurs, r désignant uiic quantité sitive, et t un arc réel. On aura, d’après la <lél*n
tion même de l’expression ((ct-t- £/-»))" »
(2) /(cos.0-+.j/-''
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°u » ce qui revient au même ,
r" [ cos. il /-+-/- 7 sin. il t] =J> [cos. 0 -+- /^Tsin. 0 ].
tirèra de cette dernière équation [à laide du K,er théorème, §. 2]
cos. 72 1 -+- j/— 1 sin. ?? / = cos. 0 -+- y^7 »in. 0 , et par suite
Co *-nt = cos.0 , sin. 72/ = sin.0 , lit— 0 r±r ik 7T ,
Représentant un nombre entier quelconque. Les ^antités r et t étant ainsi déterminées, les diverses .eurs de x propres à vérifier l'équation ( 1 ) seront evtclenimcnt comprises dans la formule
* ±fi [cos. -4- j/--7 sin.
" [cos. A -t-Z^sin. ij [cos. ^sin. ~j ,
» cc qui revient au même, dans la suivante,
(3) .v=f » [c„.s. 1 +/zrSi„. ij |jj : .
Lr rP -
u autres termes, l’expression (( et ■+■ £ j/^7 )) " ,
, si bien que ((1)) " , admettra n valeurs différentes erminées par l’équation
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(4) ((a.-t-Ê/^))" =/' [cos. (('))"•
Corollaire i.*r Supposons n— 2. On trouver» qu’il existe deux valeurs de l’expression
ou , ce qui revient au meme , deux valeurs de $ propres à vérifier l’équation
z= oL -+- £ j/— ‘ = y? ( cos. 0 -+- Y~l sia* 0.) » et que ces deux valeurs sont comprises dans la forint rfc j> - ^cos. y sin. *
Corollaire 2/ Supposons encore n— 3. 0lX trouvera qu’il existe trois valeurs de l’expression
ou , ce qui revient au même , trois valeurs de •* propres à vérifier l’équation
œ '} CL -H £ Y~f = f (cos* 0,-7*- ]/î-‘ s*n* 0) >
et que ces trois valeurs sont respectivement
f * ^cos. -*4- Y*' sin- y)**
f> ^cos. -j- -+- ]/— • sin. -yj (cos. — -Hj/— « sin. y)
= / ' («*• pt'pTO- jiïiÿni) J§
f 1 % /-T » ] [c„, f - 'fît sin. f ]
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Corollaire 3; Supposons enfin n = 4. On r°üvera quil existe quatre valeurs de l’expression
noj .fi6*' ^ )) * ’
°ü» ce qui revient au même, quatre valeurs de x Pl°pres à vérifier 1 équation
^ = cL -b Ç> |/— 1 = ÿ (cos. 0 -+* 1 sin. ô) ,
çt
que ces quatre valeurs sont comprises dans les formules
f * £cos. -+- j/^7 sin. »
nO
• ±/ï [sin. 1-/^7 cos. |].
j, Problème. Trouver les diverses valeurs de ejcpression
Solution. Les nombres ni et n étant supposés emiers entre ^ux , on aura , d’après la définition
^ de l’expression (( cL-t- )) * ,
gv’ e" remettnl,t P°1r ((*-•- ZV^'Ÿ sa valeur craie tirée de l’équation (4) , on trouvera
^ ((<M-C/^)) “ =f 5 [cos. ^ -e/r;siD.^] ((,)) ”
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Corollaire i.tr Si dans l’équation (5)
remet pour ((1))' sa valeur tirée de la formule (6) [§* 3**]» on obtiendra la suivante,
(6) ((*-+-£/=7)) " - f " [cos. - - - -+V-, «o; „ J
Problème. Trouver les diverses valeurs &* ï expression
Solution. On aura, d’après la définition mé*** des puissances négatives,
puis, en remettant pour ((cl -h £j/Z7)) " sa vale1*1 tirée de l'équation (6), et ayant égard à la mule (17) du deuxième paragraphe, on trouver*
G* "=-p • [cos- — * - s,n- — J
-îf «9 . _ _ . mQ T T m.ijar __ . >
es j> * cos. — /— i sin. — cos. — v — 1 s,n• — ^ J
ou , en d’autres termes ,
(?) < ((*-*-£/=!})■ * =* * [cos- — 0
Corollaire 1” Si l’on faitm=î, l’équiitiofl 0 donnera
(8) ^+cvcïj-i»iP-i[.M.i,_ »/=;•«>.-£-] H''*
I” partie, chap. vil 223
|e ^Pres avoir fixé , comme on vient de le faire , s i verses valeurs des cjuatre expressions
-Cv^T))-
®*1 reconnaîtra sans peine que les équations (4), .5 ' (8) et (7), à l’aide desquelles on détermine ces eurs , peuvent être remplacées par une seule for- Si l’on représente par a une quantité positive ^négative dont la valeur numérique soit fraction- *lre, la formule dont il s’agit sera
fô) ((fiC-f-Cj/— 1.^ =r ÿ [cos.flô-4-|/— « sin.flôj^l^-.
. ï^ans les calculs qui précèdent , j> désigne touc>Ur* le module de l’expression imaginaire
"^re ’ ^ (il,ant*t® Pos‘l*ve Y\^ ) » et 0
tj cluelconque des arcs propres à vérifier l’équajj 11 ( 1 ) » ou , ce qui revient au même , les équalls (4) du deuxième paragraphe , savoir ,
tî;,
SIU. U
en
disant ces deux dernières l’une par l’autre , on
c°Oclura
tang. V = — .
U|te» ** ion nomme £ le plus petit arc, abstrac-
5^4 cours d’analyse.
tion faite du signe, qui ait pour tangente en d’auttes termes, si l’on fait
on trouvera
Cela posé, il deviendra facile d’introduire au lieu d l’arc G , dans les diverses formules rapportées p 1 haut, l’arc £ , dont la valeur est complètement d terminée. On y parviendra en effet par les consi rations suivantes. t
Les arcs 0 ct(, ayant la même tangente, auro^ aussi, abstraction faite du signe, le même sinus le même cosinus; et comme d’ailleurs l’équation (, i
il est clair que pour y satisfaire , on devra poser même temps ou
De plus , la valeur de cos. G déterminée par h miere des équations ( i o ) étant évidemm01 même signe que et , tandis que 1 arc £ comp1 KS les limites -f, -f*. a toujours un ce
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Positif , il en résulte que des équatièns (i~4) et (15) <-s deux premières subsisteront, si cl est positif, et ** dcux dernières , si et est négatif. Voyons mainîenant à quoi se réduisent dans ces deux hypothèses es formules (i) et (9).
Si d’abord on suppose et positif, les équations (10) Pourront être remplacées par les équations ( l4) ; ^ Ion déduira de celles-ci une inlinitétJe valeurs de » Parmi lesquelles on doit remarquer la suivante
lorsqu’on fait usage de cette valeur , les formules ( 1 ) tybjffj). deviennent respectivement
(*7) ûL-h(oj/— 1 = ^(cos. Y~\ sin. Ç) ,
(! 8) ((Æ-f-S’/-» ))*:= (cos.fl^i-/^7sin.fl^j.((l))4.
Si fon suppose en second lieu cl négatif, les équa- °Hs (10) pourront être remplacées par les équai°ns ( 1 $ )j desquelles on déduira, entre autres vade 0,
TT
ar suite , on pourra, dans cette hypothèse, aux for- UIes (1) et (9) substituer celles qui survent,
^°) . eL-hCj/—i±: — y?(cos.£-i- j/— 1 sin. ,
■(a + Cj=I r
** «P4 [«o«. (<*£•-+• a T) /I 17 sin.(n£ ax)] ((ij)*
53 (cos.aX-+-ÿ'ZI7sin.aT) (Ji))*.
0n fait en particulier cl h- C = — 1 , c’est- Tom. i. p
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à-dire , ct=i— i , £ = o , on trouvera
£ = arc tang. = O ;
et îa formule (21) deviendra
(22) ((— 1))‘ = (cos. a'K -h ]/~~l s«n. avr) ((1))'.
II en résulte qu’on aura généralement dans l’hyp^ thèse admise
(23) ((*,-*-£/- 1 )y=/(cos.a£+-/-' sin.fl^)((-0) '
En réunissant aux formules (17), (18), (20) ** (23) les équations (25) et (26) du 3/ paragraphe’ on obtiendra définitivement les conclusions su v vantes. *
Soit ct-i-£ •/—* une expression imaginaire quô conque , a une quantité positive ou négative la valeur numérique soit fractionnaire, et k l'n nombre entier choisi arbitrairement. Si l’on fait» a plus ,
(24) / = /(**-*- £*)’ £ — «rc tanS- 4 » on aura , pour des valeurs positives de et ,
!<£-+-£ j/— T =f( COS. £ h- y/-i s in. £) ,
((ct-»-£ /-=^))a — /“ (cos.0 sin.û Ç) (( 1 )) ’
((l))' == cos. zka7C ±: p'-* sin. 2 ka^i et , pour des valeurs négatives de et ,
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!ct ^ |/~« ,az — f ( co «•£-+- f/-r sin. ,
((ct-t-C /-'))* =/- {cos.aÇ+y'Z ï sin.fl^) ((— i))' ,
((— 1 ^ =c<».(2>tV i .«7r)d=/^T sin.(2itH-i.a7r).
°n doit ajouter que, si l’on désigne par w le dénom,nateur de la fraction la plus simple qui repré- J5J®. valeur numérique de a , n sera précisément e nombre des valeurs distinctes de chacune des ^pressions
** que, pour déduire ces mêmes valeurs des for- *des (25) et (26), il suffira d’y substituer succes- %ement, au fieu de 2 k et de lk-+- 1 , tous les ^ombres entiers qui 11e sortent pas des limites o çt n.
Si la valeur numérique de a devenait irratione**e, chacune des expressions réduites .
cos. 2 k a TT d= |/—I sin. 2 k a 7T ,
cos. (îÆ-t-I M7r) ?k. y~-\ sin. ( ik-t-i ,«7t) ;
^Ul’ait un nombre indéfini de valeurs correspondes aux diverses valeurs entières de k ; et, pkr jU‘te> on 11e pourrait plus admettre dans le calcul notations
«or, ((-or.
^ Iïl0lns de considérer chacune d’elles comme propre présenter une infinité d expressions imaginaires
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distinctes les unes des autres. Pour éviter cet incoii' vénient , nous n’emploierons jamais les notation* dont il s’agit que dans le cas où la valeur nuinc lique de a sera fractionnaire'.
Parmi les diverses valeurs de ((i))% il en est ullC toujours réelle et positive, savoir, -h i , que lo*1 indique par la notation (i)tf ou 1% en faisant usagc de parenthèses simples , ou même les supprimé entièrement. Si Ton substitue cette valeur partit' lière de ((i))" dans la seconde des équations (25)’ on obtiendra une valeur correspondante de
que Fanalogie nous porte à indiquer , a 1 aide parenthèses simples, par la notation
( et -4- £ j/^7
Cest ce que nous ferons désormais. Par suite» aura, en supposant cl positif, et les quantités/’ £ déterminées par les équations (2 4)
(27) = /"(cos. 0^4- «n. a0'
Cette dernière équation ayant lieu toutes les ^ qiie la valeur numérique de a est entière ou tionnaire , l’analogie nous conduit encore à la c°u sidérer comme vraie dans le cas où cette vale numérique devient irrationnelle. En conséquent ' nous conviendrons de désigner par
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k produit ÿ* [cos. aÇ ■+■ sin. a ^ ] , dans le Cas où cl sera positif, quelle que soit la valeur réelle at*tibnée à la quantité a. En d’autres termes , si 0,1 désigne par £ un arc compris entre les limites ( 7-, , on aura, quel que soit a ,
[/(cos. 1 sin.(^)]fl=:/‘I(cos.«^-+-|/-.I sin.a^).
sj} dans 1’
^viendra
(2$) (cos. j/— « sin.£)a = cos.a^-k- |/-*i sin. Q-(\
^ette dernière formule est entièrement semblable équations (10) çt (14) du 2' paragraphe, avec Cçtte seule différence quelle subsiste uniquement P°ur des valeurs de £ comprises entre les limites tandis que les équations dont il s’agit 8 étendent à des valeurs quelconques de ô.
Lorsque la quantité cl devient négative, on ne V°*t plus, même en supposant fractionnaire la valeur Jj^mérique de a, quelle est celle des valeurs de expression ((a h-£j/-T))‘7 que l’on pourrait distin- ^Uer des autres et désigner par la notation
** alors, — — cl étant une quantité positive, il est ,ac,fo d’établir, pour des valeurs quelconques de a,
a formule
(——ce— — C izz. ÿa (uos. Cl — ‘ sin.rt^).
équation précédente on fait / = 1 , elle
Nous terminerons ce paragraphe en faisant ob* server que, dans le cas où la valeur numérique àe a devient fractionnaire , les formules (27) et (29) réduisent les équations ( 1 8) et (23) à celles qul suivent ,
l'équation (30) ayant Heu seulement pour des leurs positives de la quantité ce, et 1 équation (31) pour des valeurs négatives de la même quantité.
f. 5.* Applications des principes établis dans leS paragraphes précédens.
Nous allons appliquer les principes établis da,îS les précédens paragraphes à la résolution de trP,s problèmes sur les sinus et cosinus.
I." Problème. Tratisfoimer sin .mz et cos-1,li (m (h signant un nombre entier quelconque ÿ en llfl polynôme ordonné suivant les 'puissances asee]l aantes et entières de sin. z, ou au moins en 11,1 produit formé par la multiplication d’un sémblà M6 polynôme et de cos z.
Solution. Lorsque dans les équations (ta) ^ 2.e paragraphe on remplace les puissances pn*,e3 de cos. z par des puissances entières de x — ««• ces équations deviennent, pour des valeurs pa^5 de m ,
I." PARTIE. CHAP. VII
cos. VIZ =
(l — sin.* z) a — ” (* — «*»•“ z) * sin.*£
sin. VIZ —
c°s. ^ I — sin.1 z) “ sin. Z
- SfcT!?fcg (1 — sin.* S^sin.3 Z -h &C. . .] ; et » pour des valeurs impaires de m ,
cos. Vl Z =r ^
Cos. i£(i— sin.*z)~ — — ( 1 — sin.* 3) ~ «in. *3
0(i _sin,,)V,i„-_&c...l.
* sin. Vl Z =
. . * vîüTÜ . m(wt--i) ''«I— 1) / . t \ — — • 3_
«\*~-sin. 3) a sin. Z - — -^1— sin. Z) *■ sin. Z
Ion développe les seconds membres des quatre '0rmuIeS précédentes , ou du moins les coefliciens de dans ces seconds membres, en polynômes or- ^nés suivant les puissances ascendantes et entière? e on trouvera , pour des valeurs paires de m ,
( cos. vi z — I — — — - — H — ^ sin.* Z
> } + + '■') sin.+3 — &C. ,
. r m m(m— fm — 1 A . ? _
s«n.W3 = cos.3|^-sin.3 - ~ ~
K pfr”-*) (w-4) fl”— ' )(>n~ )) . w~l s . 5-3
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et , pour clés valeurs impaires de m ,
Les équations ( i ) et (2) comprennent évidemme1^ la solution de la question proposée. II ne reste plu:J qu’à les présenter sous îa forme la plus simple. Pouf y parv enir , il suffira d’observer que le çoefFrciept de chaque puissance entière de sin. z renferme ncralement une somme de fractions à lacfuellc • l’6' quation ($) du chapitre IV [§. 3 J permet de sut>5' tituer une fraction unique. Par suite de cette r£dllC' tion, les développemens de cos. m z et de sin J*1* deviendront , pour des valeurs paires de m ,
cos. mZ—\ - sin. z - - - - - - . sin M
— »)(— 4) sjn e &Cl(> ,
1 » _ . _ T m „ (m-4-2) m (m— a) • fi
1 sm. m Z cos. Z — sin. Z — - - — i - - gin. *
H- iS+4) (-*-) ■.(—rifr-j) , » _ &CJ;
fit , pour des valeurs impaires de m >
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Ir (m+ I ) (m — I ) . t
cos. mz — cos. Z I - - - sin. Z
\ sin. m 5 =* — gin. Z — - - sin. 5
sinJz-(iC
Corollaire i.'r Si dans réquation (3) on. fait Successivement
111 — 2 y m =î 4 » rtï=.6 y &c. ... j °n obtiendra les suivantes
I cos. 2 Z I — 2 sin. * £ ,
1 i cos. 4 Z — ,1 — 8 sin. *2 -+- 8 sin/ 5 ,
J cbs. 6 Z — I — 18 sin.’s 48 sin/- — 32 s\n6Z,
Corollaire Xe Si dans l’équation (6) on fait SlJÇccssivement
in—iy m — 3, w— .) ' &c. ...,
sin. 5 =3, sin. je .
«in. 35 = 3 sin. Z — 4 sin-3 5 >
J sin. ^ z ~ ^ si n. Z 20 sin.3 Z A- 1 6 sin/ Z ,
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2.e Problème. Transformer sin. mz et cos.** ( m désignant un nombre entier quelconque ) e1t un polynôme ordonné suivant les puissances ascen dantes et entières de cos. z , ou du moins en produit formé par la multiplication d’ un semblable polynôme et de sin. z.
Solution. Pour obtenir les formules qui résolvent la question proposée, il suffît de remplacer, dans les équations (3), (4), (5) et (6), z paf — — z, et d’observer en outre qu’on a, pour 4e* valeurs paires de m ,
cos. — mfj — ( — i)* cos. mz ,
*»«• — m -) — ( — 1 )1* 1 sin. mz-;
et , pour des valeurs impaires de m ,
c°s. - mzj =z ( — 1 sin. mz f 4
sin. — mzj = (— 1 )~7^ cos. mz.
On trouvera de cette manière^ si m est un nombre pair ,
I ^ — I ) 2 cos.mz — I - cos. .
- 7TÎT3T4T5T6 - cos*
j (-1 )?* ■ ' Sin.m;=sin.;["
, (w-Ht) (m-n) w(n?-a) (ih— 4) , Z — &C .1 »
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et » si m est un nombre impair ,
r 1 (-i)-r Sin.»= — c°s. :
5 j (ot-h) (”»— < ) (m*-))'
(— iJ^T" COS. mz =
_ (wH-i)m(m— h) 3,
Corollaire i.*r Si dans la formule (9) on fait s,,ccessivénient
0,1 obtiendra les suivantes
( — CO». 2Z — I — 2 cos.* Z ,
^ ^ ] COS. I^Z ±3 I — 8 COS.* .3 -H 8 C0S.+ 3 y
] — cos. 6z =z l — 1 8cos.*<3-3-48cos.^ — 3 2co*-*~/
Corollaire 2/ Si dans l équation (12) on fait il,cCessivoment
0,1 cn conclura
Icos. 5 =3 eos. Z ,
— ras. 3^ = 3 cos. 3—4 cos-3- 7
• cos. <y Z = ^ cos. 3 — 20 cos.3^ -4- I 6 cos.* 3, &.C. . . .
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3.' Problème. Exprimer les puissances -entières de sin. z et de cos. z en fonction linéaire des sinus et cosinus des arcs z, 2 z, 3 z , &c.
Solution. Oit résout facilement ce problème en avant égard aux propriétés des deux expression5 imaginaires conjuguées
cos. Z -+- y— I sm.-S , cos. Z — y — 1 sin. Z.
Si Ton désigne la première par 11 , et la seconde par v , on aura
2 cos. z — u v t 2 sin. S]/— 1 = il — v.
En élevant les deux membres de chacune des éqi«a' tions précédentes à la puissance entière du degré ftr les divisant ensuite par 2 ou par 2 j/-*7 , puis effcc' tuant les inductions indiquées par les formules
ne = î , .
~ — cos* v ' T/^r ^ sln- ÎIZ >
dont les deux dernières subsistent pou r des valent5 entières quelconques de n, on trouvera, si m l'e' présente un nombre pair ,
; = cos. mz -+- ~ cos. (m — 2. z)
mfm— 1) ; - TT * , .
H - - cos. [TU —
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( ( — l) 1 2 sin.mZ = cos. mz — — cos. (/72 — 2.z) (i6)/ -+ - — -cos.(m — 4 -z) — &c..
et> si m représente un nombre impair,
i 2 ” COS. W Z = cos. 772.5 H- ~~~ cos. (.iw — 2 . æ)
(i^w ” ( 7 7 ' } cos- {m — - 4~s)-h&c..
»' 2 * s\n.m Z — sm.VlZ — ™sin. (772— 2 . .s)
— —■ ^ ■' ^ sio. (t72 — 4.5;) — &C..
Corollaire i.'r Si dans la formule (1 5) on fait ^céssivértient
°n en conclura
(2 cos. *,3 = cos. 2.Z -+- 1 ,
8 cos.*S =5 cos.4s-*- 4cos-2*-*“3 >
J 3 2 cos ,6Z = cos. 6.5 -+- 6 cos. 4-5 -h I cos. 2 Z 4-10,
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On arriverait aux mêmeséquations, si l’on cherchait* déduire des formules (i 3) les valeurs successives de
cos. XZ, cos.+ ,S, cos. 1 &c. • . .
en fonction linéaire de
COS. 2 Z, COS. COS. 6 Z y &C. . . .
Corollaire 2/ Si dans la formule (16) on fri* successivement
711 = 2 , m = 4, 771 = 6 ^ &c. ...» on obtiendra les équations
— 2sin.*2 = cos. 2* — l ,
8sin.+S = cos.4^ — 4cos- 2^— *— 3 ,
— 3 2sin.6Z = cos .6z — 6cos.4^-+-I ^cos.lZ —
que l’on pourrait également déduire des formules^)» par l’élimination des quantités
sin.1,?, sin ? Z , sin.*2, &C .
Corollaire y.' Si dans la formule (17) on ^ successivement
771= 1 , m= 3 ; m = j , &c. . . . , on en conclura
cos. Z = cos. Z ,
4 COS.3 Z = cos. 3 Z -+- 3 cos. Z ,
1 6 COS. 5 Z = COS. £ Z -f* J'cos. 3 5 -H I O cos.
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arriverait aux mêmes équations, si ion cherchait à déduire des formules ( i4) les valeurs suceessives de
cos .Z, cos.3 cos. *3, &C...«
eQ fonction linéaire de
cos. Z, cos. 3 3, cos. $Z, &C. . . .
Corollaire 4' Si dans la formule (18) on fait 8uccessivement
0ïl obtiendra les équations sin. Z = sin. Z ,
— 4 sin.3 Z == sin. 3 Z — 3 sin. Z f 1 6 sin.3 Z — sin. ^ Z — 3 sin; 3 Z -+■ I O sin. Z ,
*lUe l’on pourrait également déduire des formules (8) Par l'élimination dçs quantités
sin. Z f sin.33 , si i\Jz, &C .
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CHAPITRE VIII
Des Variables et des Fonctions imaginaires .
$. l.er Considérations générales sur les Variable* et les Fonctions imaginaires.
Lorsqu’on suppose variables les deux quantité réelles «, ou au moins l’une d’entre elles, l’e*' pression
est ce qu’on appelle une variable imaginaire . de plus , la variable u converge vers la limite $ f et la variable v vers la limite V ,
U+ VyTTt
sera la limite vers laquelle converge Fex pressé imaginaire u-hvy/^î.
Lorsque les constantes ou variables comprit dans une fonction donnée, après avoir été conside' rées comme réelles , sont ensuite supposées naires , la notation à l’aide de laquelle on exp1’1' niait la fonction dont il s’agit ne peut être conscr' ee dans le Calcul qu’en vertu de conventions nouvelle propres à fixer le sens de cette notation dans dernière hypothèse. Ainsi , par exemple , en vert»» des conventions établies dans le chapitre précédent >
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les valeurs des notations
a x , a — x, ax , —,
*e trouvent complètement déterminées dans lé cas °u la constante a et la variable x deviennent ima- S'Haires. Supposons, pour fixer ies idées, que, la Estante a restant réelle , la variable x reçoive la 'aleur imaginaire
et -+- S I = ÿ (cos. 0 -h ]/—! sin. 0 ) ,
S exprimant deux quantités réelles qui peuvent *tl’e remplacées par le. module j> et l’arc réel 9. n conclura du Vïï.e chapitre [ JJ. i et 2] que les
(lllatre notations
a-h.r, a — x, ax , ~
^signent respectivement les quatre expressions
Sftgjpaires
-+-j> sin.ô •)/—' , a — f cos.ô — j5 sin.Ô.j/— 7,
cos.Ô -t-a P sin.ô .y^-i , — co s.ô - —sin. 6
en d’autres termes, les suivantes
V-Ky—, a
riii
<Jes * ■ °n f,xera sans Par ,e moyen
lei|i.p,lnc/Pes établis dans le chapitre Vit, les va- >S expressious algébriques dans lesquelles rOM. 1. „
212 cours d’analyse.
plusieurs variables ou constantes imaginaires seraient liées entre elles par les signes de l’addition » de la soustraction » de la multiplication ou de 1» division ; et l’on reconnaîtra sans peine que ces expressions conservent toutes les propriétés dont elle* jouiraient , si les variables et constantes qui s y trouvent comprises étaient réelles. Par exemple, sl l’on désigne par
plusieurs variables soit réelles , soit imaginaires , en aura , dans tous les cas possibles ,
Ix+\j+z . . —(ii+v+w. . .)=x-hy-i-z . . -u-v-W- ■ • ’
mxy — yx,
U (^X -4- y -t- Z —H ...)= UX -IrUy + MS + &C... »
vx V _ — - = —XX,
Considérons maintenant la notation
dans le cas où, la constante a restant réelle, l* v* riable x obtient la valeur imaginaire
^ Çj/^î s= f ( cos. G ■+■ >/-« sin.G).
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Si l’on prend pour a une quantité dont la valeur numérique soit un nombre entier m, cette même dotation , savoir ,
xa — x±m f
«ura, pour des valeurs réelles quelconques de «.et «e C, une signification précise. Elle représentera expression imaginaire
fm cos. 7W0 -+- j>m sin. tnù . ,
S| et la suivante
f~m cos. mO — ÿ~m sin. 7/1 S . ]/-^T f
a~.~m [vpyez le chapitre VU, §. 2, équations et 9) T Mais, toutes les foisr que la consente a recevra une valeur numérique fractionnaire °u irrationnelle , la notation
v t :xa
11 aura plus de valeur précise et déterminée, à moins (lUe la partie réelle et, de l’expression imaginaire x ne soit positive. Si dans ce cas particulier on fait
£ == arc tang. ~ ,
^ arc ? restera compris entre les limites — * et . • _ ' a* a *
t en écrivant x au lieu de et -4- Ç ([ans ]e
Y paragraphe du VH.e chapitre [équations (17) et on trouvera
x z=j> (ços. £■-+- j/— 1 sin. Çj ,
X* sz f>a [co*. û^-+- y/—i sin. a Ç] ,
2ii
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en sorte que la notation a? désignera l’expression imaginaire
j>a cos. a ^ -+- ÿa sin. a )/— i »
Il suit encore des conventions et des principes cidessus établis [cliap. VII, §§. 3 et 4], qne, pour une valeur numérique fractionnaire de la constante a , la notation
représente à -la- fois plusieurs expressions imaginaires , dont les valeurs sont données par les deux formules
((j:))- = .3r-((l)^, ((l)y = cos.2Â'«'7r.± sin. 2 kd* >
lorsque la partie réelle ce de l’expression imaginais x est positive , et par les deux suivantes
((— 1 Y = cos.(2^-+- 1 )a7T zt j/-7 sin. (2Æ-+-1 )a'7T ,
la quantité cl devient négative ; [voyez à ce sujet, dans le 4-e paragraphe du chapitre VH, équations (2 5) et (26)]. La même notation ne pcllt plus être employée dans le cas où la valeur nu»^" rique de a devient irrationnelle.
Les expressions de la forme
lorsque
af
conservent les mêmes propriétés pour des valeur* réelles et pour des valeurs imaginaires de la va riabie, tant que l’exposant a pour valeur nmnérique
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,ln n°mbre entier ; mais ces propriétés ne subsistent pîus que sous certaines conditions dans le cas contraire. Soient , par exemple ,
Plusieurs expressions imaginaires , qui se réduiront ^des quantités réelles, si £, £' , C" s’évanouissent, lignons, en outre, par a, b, c . . . des quantités belles quelconques, dont les valeurs numériques S(>ient fractionnaires ou irrationnelles , et par m ,
» 1n' • • • plusieurs nombres entiers. On aura consomment, en vertu des principes établis dans le Vü.e Oiapitre ,
Xm ,Xm' ,Xm" .... = æm + mi+m«. . . ^
x±m . arm x±m " ... ~ (chacun
des nombres m, m , m". . .devant être affecte du inéme’signe dans les deux membres) ;
= (*yz-
Couvera au contraire que des trois formules
(5) æaxlx€-" =. xaJhi*e - t
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(7) (*aY ==? ***>
la première subsiste uniquement toutes les fois que ïa partie réelle cl de fexpression imaginaire x est positive; la seconde, toutes les fois que, et, et', et" — étant positifs , la somme
arc tang. — -+- arc tang. —r -+- arc tang. *4- ;V«
reste comprise entre les limites — — , ; et 1*
dernière, toutes les fois que, et étant positif, le pré' duit
a . arc tang. —
est compris entre ces mêmes limites.
Les conventions laites dans le Vll.e chapitre suffisent pas encore pour fixer d’une manière p«’c' cise le sens des notations
A1, Lx , sin.UT, cos. X, arcsin.,r, arc cos. X p
dans le cas où la variable x devient imaginaire. moyen le plus simple d’y parvenir, étant la cousit ration des séries imaginaires , nous renvoyons cC sujet au chapitre IX.
D’après ce qui a été dit ci-dessus , toute notatioJl algébrique, qui renfermerait, avec les variables y, z .... supposées réelles, des constantes naires , ne peut être employée dans le calcul <]l,c dans le cas où, en vertu des conventions établi* s’ elle aurait pour valeur une certaine expression ù11*1
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ftmairo. Une semblable expression , dans laquelle ta partie réelle et le coefficient de 7 sont nécessairement des fonctions réelles des variables x , y, z ••• , est ce quon appelle une fonction imaginaire de CC9 mêmes variables. Ainsi , par exemple , si i’on désigne par Cf>(.r) et X(x) deux fonctions réelles de .r, une fonction imaginaire de Cette variable sera
Quelquefois nous indiquerons une semblable fonction à l’aide d’une seule caractéristique tzr, et nous écrirons en conséquence
Pareillement, si l’on désigne par Cp (.r, y, z X(r> y y z • •••) deux fonctions réelles des variables y, z — ,
Sera une fonction imaginaire de ces diverses variables.
La fonction imaginaire
prend le. nom de fonction algébrique, ou exponentielle, ou logarithmique, ou circulaire, &c... , et, dans le premier cas, le nom de fonction rationttclle ou irrationnelle, entière ou fractionnaire, &c.., toutes les fois que les fonctions réelles <p(.r, y, z ...), X{vr V> ~ •••) jouissent l’une et l’autre des propriétés
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que Suppose le nom dont il s’agit. Ainsi , en particulier, la forme générale d’une fonction imaginait et linéaire des variables x , y, z . . . . sera
{a-\-bx-+-cy->rdz- +-. . -+b' x-\-c y-+-d' z-*-. .
ou, ce qui revient au même,
a-t-a y/ — \-b y/— T)j f-+-(c-Hc y/ — i )y-\-(d-\-d y/ — i )s-4-&c. . • *
a, b, c, d , ... à , b c , d , . . . désignant des constantes réelles.
On doit distinguer encore parmi les fonctions imaginaires , comme parmi les fonctions réelles > celles qu’on nomme explicites, et qui sont immédiatement exprimées au moyen des variables, de celles qu’on nomme implicites, et dont les valeurs déterminées par certaines équations ne peuvent être explicitement connues qu’après la résolution de* équations dont il s’agit. Soit
■sr(-r) ou vr{x, y, z, ...)'
une fonction imaginaire implicite déterminée paI* une seule équation. On pourra représenter cette fonction par u-*-yy/— i , u , v désignant deux quantités réelles ; et, si dans f équation imaginaire qu’elle doit vérifier on écrit, au lieu de 'zsr , ou de •»•(•*/ y, Z, ...),
après avoir développé les deux membres, puis égald de part et d’autre les parties réelles et les coefficient
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I 6 Vr~' > on obtiendra deux équations réelles entre °s fonctions inconnues u et v. La résolution de ces 'Amères équations, lorsqu’elle pourra s’effectuer, *ra cÇ>nnaitre les valeurs explicites de u et de v, et P**- suite la valeur explicite de l’expression imaginaire
Pour qu’une fonction imaginaire d’une seule vasoit complètement déterminée , il est néces- Sa,re et il suffit que de chaque valeur particulière attribuée à la variable on puisse déduire la valeur Correspondante de la fonction. Quelquefois , pour chaque valeur de la variable , la fonction donnée en ç t*0llt plusieurs différentes les unes des autres, j ^formément aux conventions précédemment adnous désignerons ordinairement ces valeurs tiples d’une fonction imaginaire par des notatr°ns dans lesquelles nous ferons usage de doubles Ults 0u de doubles parenthèses. Ainsi, par exemple,
^ m/ COS. Z - h y'— I sin. Z ,
(( cos. Z -H — i sin. Z )) "
^^'quera l’une quelconque des racines du degré n expression imaginaire
cos. Z |/— i sin. Z.
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5- 2.® Sur les Expressions imaginaires infîniM^ petites , et sur la continuité des Fonctions nna' ginaires.
Une expression imaginaire variable est appelé0 infiniment petite , lorsqu’elle converge vers la limd0 zéro ; ce qui suppose que dans l’expression donne0 la partie réelle et le coefficient de convergé11* en même temps vers cette limite. Cela posé , repi’e‘ sentons par
et -+- C 7 = p (cos. ô -H y' —1 sin. ô )
une expression imaginaire variable; ce, C, désigné1* deux quantités réelles , auxquelles on peut subs&' tuer le module f et l’arc réel ô. Pour que cette e pression soit infiniment petite , il sera évidenuncl1* nécessaire et suffisant que son module
/ = /(ct’-t-C1)
soit lui-même infiniment petit.
Une fonction imaginaire de la variable x supp0 sée réelle , est appelée continue entre deux lim*tcS données de cette variable , lorsqu’entre ces lin11*0* un accroissement infiniment petit de la variable ŸT° duit toujours un accroissement infiniment petit ( la fonction elle-même. II en résulte que la fonc^1()I imaginaire
sera continue entre deux limites données de X >
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^°S Onctions réelles <ÿ{f) et restent continues entre ces limites.
On dit qu’une fonction imaginaire de la variable * est> dans le voisinage d’une valeur particulière de
Onction continue de cette variable, toutes les fois Quelle reste continue entre deux limites même trèsapprochées, qui renferment la valeur dont il s’agit.
Enfin , lorsqu’une fonction imaginaire de la va- ^ble x cesse detre continue dans le voisinage une valeur particulière de cette variable , on dit ^nelle devient alors discontinue , et qu’il y a pour Cette valeur particulière solution de continuité.
En partant des notions qu’on vient d’établir relancement à la continuité des fonctions imaginaires , ^ ^connaîtra facilement que les théorèmes i , 2 et 3 du II. c chapitre [§. 2] subsistent dans le cas même °u 1 on remplace les fonctions réelles
/(*) et -••••) des fonctions imaginaires
9(4^0 /=: et Q{jc,y, z...)+x(x’ÿ>
peut en conséquence énoncer les propositions Vivantes.
Eer Théorème. Si les variables réelles x,y} z ... ^ pour limites les quantités fixes et déterminées ’ y> Z ... , et que la fonction imaginaire
*Q‘l C0,Hinue par rapport à chacune des variables
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x, y, z ... clans le voisinage du système des valeur*
particulières
aura pour limite
ou, si Von fait , pour abréger ,
m\*» y, z> •••) aura pour limite «ar {x, y, z, .«•)»
2.e Théorème. Désignons par x, y, z .. . p^' sieurs fonctions réelles de la variable t, qui soief continues par rapport a cette variable clans le i'ùl‘ sinage de la valeur réelle t = T. Soient de phlS
x, Y, z ... les valeurs particulières de x, y, z .
correspondantes à t = T ; et supposons que dw* le voisinage de ces valeurs particulières la frlC0 tion imaginaire
■sr(x, y. z...) = (tfx, y, z...)-+-x(x, y, z...)/-'
soit en même temps continue par rapport a x,p^ rapport à y , par rapport à z, &c... : tr {x, y, z considérée comme * une fonction imaginaire de 1 ’ sera encore continue par rapport à t, dans le v0tr sinage de la valeur particulière t — T.
Si* dans le théorème précédent on réduit les vîl riables x, y, z ... à une seule , on obtiendra rénoPcC suivant.
HÉORÈME. Supposons que dans l expression
a Variable x soit fonction réelle d’une autre vayi'k L Concevons de plus que la variable x soit faction continue de ï dans le voisinage de la valeur Particulière t ~ T, et * (*) fonction continue de x ans le voisinage de la valeur particulière x ~ x, C°rrespondante à t = T. L expression imaginaire considérée comme une fonction de t, sera en - °[e continue par rapport a cette variable dans le °isinage de la valeur particulière t=T.
^ Des Fonctions imaginaires symétriques , alternées f ou homogènes.
^eil^an^ aux fondions imaginaires les défif 1<)ns que nous avons données [chapitre IfT] des jetions symétriques, ou alternées , ou homogènes plusieurs variables x, ij, z on reconnaît im- ^atement que
yfz ...) + %(x, y, z ...)
^l,ne fonction symétrique, ou alternée, ou homo- J0^e degré à par rapport aux variables x,y, z..., que les fonctions réelles
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homogènes du degré a par rapport à ces même*
variables.
4/ Sur les Fonctions imaginaires et entières d’^ne ou de plusieurs variables.
En vertu de ce qui a été dit ci-dessus [§. i.crJ ’
<?(•*) ■+■ xi*) V~'
et
* ( jc
sont deux fonctions imaginaires et entières, l’une la variable x, l’autre dés variables x, y, z ... , Lof?^
*¥& et xi*)' Qi^’V’ *■■■) et xix’V’z-)
sont des fonctions réelles et entières de çes variables. Pai* suite, si 'sr(x) représente une tion imaginaire et entière de la variablq.r, la de ty (x) sera déterminée par, uue é quation ,4tf forme , . ^
—a0-*-alx-^axx1-+'...+-(bb-+rblx-*-b>x1-i-...) '
a0 , a, , at, ... k0,blf Àa«~~ désignant des consta^^ réelles. On conclura de cette équation , en réull‘ sant les coefliciens des puissances semblables 4® J'f
Pour que la fonction ?? (a:) , déterminée par
!•“ partie, chap. viii. 255
?U,e précédente, s’évanouisse avec x, ii faut que ■on ait ^
cst-à-dire , a„ = o et bQ—o) auquel cas la valeur e (j?) se réduit à
^nsi , toute fonction imaginaire et entière de fa friable x , forsqu’elfe s’évanouit avec cette va- ^le , est le produit du facteur x par une seconde Action de la même espèce , ou , en d’autres termes, e&t divisible par ,r. En partant de cette remarque , !* étendra facilement les théorèmes i et 2 du cha* P^re IV jjj.. i.cr] au cas où les fonctions entières 1 s y trouvent mentionnées sont en même temps ^ aginaires. J ajoute que ces deux théorèmes sub- _ feront encore , si l’on y remplace les valeurs Particulières et réelles attribuées à la variable x . que
•**0 > , xx , &c. . , . .
Par des valeurs imaginaires
je^Ur démontrer cette assertion , il suffit detabfir s deux propositions suivantes.
c Théorème. Si une fonction imaginaire et le,€ de la vanable x s évanouit pour une valeur
particulière de cette variable , par exemple , pour x — — ct0 -+- ,
cette fonction sera divisible algébriquement pu* x — ct0 — Ç>oy~ T.
Démonstration. En effet, soit «*.(*) = <P (*) -+■ x(æ) Z177
la fonction imaginaire dont il s’agit. Si l’on y fat
s désignant une nouvelle variable , on obtient'* évidemment pour résultat de la substitution lUl(J fonction imaginaire et entière de z f savoir ,
'ST (ct0 -f- £0}/-' -H z) :
et, comme cette fonction de z devra s’évanouir p°ur z = o, on en conclura que
'sr ( x) = 'ZF (<t0 -+• Ê0 j/^7 h- *) est divisible par
Z = JT — Ct0 — £0 j/— i.
Corollaire i?r La proposition précédente sub' siste dans le cas même, où la fonction x(x!) se'*' nouit, c’est-à-dire, dans le cas où se rédult
à une fonction réelle
Corollaire 2/ Le théorème précédent subsiste encore, lorsqu’on suppose €=o , et par cpirôéq11 ■ lorsque la valeur particulière attribuée à la variai x est réelle.
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ç Théorème. Si une fonction imaginaire et ^ tici e de la variable x s évanouit pour chacune valeurs particulières de x comprises dans la
^He
^ ’* . . r) • •. iis». ••• f |. 'iHot
eu, -h C, , a,, -*-Çy—f
r . ’t.ÇfôfëiL
* désignant un nombre entier quelconque , cette Action sera équivalente au produit des facteurs
*-*o~Cy= 7, x-~al—Çl , r-cL'i-Ç y—t, &c...
- . —r-S* .iv oc' ,
Unc nouvelle fonction imaginaire et entière de a variable x.
Démonstration. Soit
^‘OÇctiûn propQsée. Comme elle doit s évanouir
sera, en vertu du théorème i.er, algébrique*
****** divisible par
°n aura en conséquence
Q b) «■ (*)=(* -*.-€. /~)ao,
«ati''CSIenant Une nouve,,c Onction imaginaire et ere de la variable x. La fonction -a -{x) devant tom. i.
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s’évanouir encore, lorsqu’on suppose
X — Ot, -H Cj j/— 1 »
cette supposition réduira nécessairement à zéro 1 second membre de .l'équation (i) r «t par oonséq^ l’un des deux facteurs qui le composent [ voye* ‘ VD.e chapitre, §. 2 , 7.* théorème, corollaire *]• V plus , comme le premier facteur
x— <l0 — C/”1 ne peut devenir nul pour
tant que les valeurs particulières et0 £0 ]/-* » <**1 -h
sont distinctes Tune de l’autre, il est clair qu’eJ1 ^ tribuant. à .r la seconde de ces deux valeurs, devra réduire à zéro la fonétroTH ëntîefc Qa , èf P ^ suite , que cette fonction entière sera divisible W briquement par “ r c x ,r
•Ufff
On aura donc
Q0 = {x — et, — G, ,
Ç désignant une nouvelle' fonction imaginait entière de la variable ir; en sorte que PèqüadoiH pourra se mettre sous la forme
(3) ‘aP$ — {x—dua—£Q (.t— et x
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. raisonnant comme on vient «Je le faire, on Cuvera, i.°que, la fonction sr (*) devant s’éva- °ülr en vertu de la supposition
æ = ctx -+- £x y'— i y
/fte supposition réduit nécessairement à zéro le , cond membre de let piation ( j) , et par censément . n de ses tl0IS footeur$;; 2.0 que le facteur réduit *éro ne peut être que la fonction entière Q , tant ^’e *es tro,s valeurs particulières de x désignées par
J* distinctes l’une de l’autre; 3.0 que la fonction bère Q , devant s’évanouir pour
tt;
* ^ébrî^fUement divisible par
eti — Y—î.
aura par conséquent
Par suite
ftyj ^signant -encore une fonction imaginaire et de fa 'ariable *. En continuant de la même O” finira -pur- reconnaître que, dans le ca» tliq-i, °nctI°» entière ^ s’évanouit pour n valeurs ***** de ^respectivement désignées par
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A'+.£oÿCJ/\ o ot^/=T, &c..'
on a nécessairement
f ^(x) = (x-Æ0-^ov/-TKj:-atl-^ ^ x 1 /"
Wj ✓=!)«.
Q désignant une nouvelle fonction entière de variable .r.
Il est à-peu-près inutile d’observer que le the rème précédent subsiste lorsqu’on suppose
XM =
ou bien
c’est-à-dire , lorsque la fonction 'zsr^), ou; les particulières attribuées à la variable .r, devient réelles.
A l aide des principes établis dans ceparagrapjy on démontrera sans difficulté que, dans le chap- j [ §. i .«] , lés théorèmes 3 ? et 4-e aveé la forint c ^ peuvent être étendus au cas où les fonction» ^ variables deviennent imaginaires, ainsi que }^S^, leurs particulières attribuées aux unes et aux a« re> On prouvera de même que les propositions.
2 / et 3/, avec les formule^ (i) et (2), dans |e seC,y paragraphe du chapitre IV , et les formules l .
(3), (4). (5)’ (6). daI,s le 3* paragraphes^*
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belles ou imaginaires des variables, des fonctions, des constantes. Ainsi, par exemple , on reconnaîtra en particulier que lequation (6) du 3.* paragraphe,
_j.iL . _ y.T* .. y"
,eu pour des valeurs imaginaires quelconques des tables' x et y.
• Détermination des Fonctions imaginaires continues d une seule variable propres à vérifier certaines Conditions.
•sr(.r)= <J>(.r)-H £(.»•)
- fonction imaginaire continue <Ic la variable .r, Jv et xi*) désignant deux fonctions continues, s; réelles. La fonction imaginaire 'ar(.r) sera _ aP,Iétement déterminée, si elle est assujettie à k . Ier> pour toutes les valeurs réelles possibles des laules x et y , l’une des équations
'&(x-*-y) = 'ar(x) H- 'Sr(y) ,
<ies IeM ’ Pour toutes les valeurs réelles et positives ^émes variables , l’une des équatious suivantes
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(3) 'sr(.ry) = '5r(. r)-t-'sr(y),
(4) 'sr (xy) = '& (x) x ts- (y).
Nous allons résoudre successivement ces quatre équations, ce qui nous fournira quatre problème5 analogues à ceux que nous avons déjà traités dan5 le 1 .er paragraphe du V.e chapitre.
l.er Problème. Déterminer la fonction irrité1 nairc v(x) de manière quelle reste continue evfl* deux limites réelles quelconques de la variable s> et que Von ait, pour toutes les valeurs réelles deS variables x et y,
(1) 'ar(or-Hy) = *ar {x) -+- as- (y).
Solution. Si , à l’aide de la formule
on remplace dans l’équation (1) la fonction itf1®# narre 'ur par les fonctions réelles <p et cettt équation deviendra
9 (x-r-yH-x (*•+*) • /=■* = <P (x) -+-XOO i/^7 ■+• P(ÿ)-r-X (?) /"*
puis l’on eu conclura, en égalant de part et dallt‘ les parties réelles et les coefficiens de »
<p(.r-f-y) = Cp(a:)-f.Cp(y),
On tirera de ces dernières formules [ voyez Ie ^ pitre V, §* 1, i .er problème]
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e* par suite
Qu > ce qui revient au même ,
(6) 'Qr(.r) = x'G’ (1).
Il suit de l’équation (5) que toute valeur de 'zsr(.r) Propre à résoudre la question proposée est nécesr* Virement de la forme
désignant deux quantités constantes. Il est urs facile de s’assurer qu’une semblable valeur j e “O* (.r) vérifie l’équation ( 1 ) , quelles que soient deux quantités a et b, Ces quantités sont donc eu* constantes arbitraires.
Qn peut remarquer que, pour obtenir la valeur ^cédente de '&[x)y il suffit de remj)Iacer, dans la V^eUr de <p(.r) que fournit l’équation (7) du V.c C ‘apitre [j. i.<r], la constante arbitraire et réelle a ta constante arbitraire , mais imaginaire ,
^ Problème. Déterminer la fonction imagi- ^ r° *» (*) de manière quelle reste continue entre limites réelles quelconques de la variable x , (lUe l*on ait, pour toutes les valeurs réelles des
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SOLUTION. Si dans Iequation (2) on fait-r^0* on en tirera
•ar (o) = I ,
ou , ce qui revient au même [à cause de la fon®^*
'sr(x) = q> (*)-*- x(x) ] ,
et par suite
La fonction Cp (.r) se réduira donc à Iunité pour ^ valeur particulière o attribuée à la variable x) puisqu’on la suppose continue entre des limites qü^* conques, il est clair quelle sera, dans le voisiné de cette valeur particulière , très-peu différente ^ Tunité, par conséquent positive. On pourra doUc’ en désignant par cl un nombre très -petit, cbo^ ce nombre de manière que la fonction Cp(^) rcstC constamment positive entre les limites
x — o , x — cl.
Cette condition étant remplie , comme la quaid,tc <J>M sera elle-même positive , si l’on fait
/ ~ /[(<?*)* ■+• (%*)*] > £== arc tang. ’
on en conclura
*{*) - <?(*)-*-% W VFx =f !>• £+vF sin* Q
i.mr partis. cnAp. vin. 265 Concevons maintenant que dans I équation (2) 0ri remplace successivement y par y+z , puis z par z~*~u , &c....; on en déduira
w(-r+yn-z+ - ) = 'sr &)4&'(y),B‘{z) _ ,
^uel qUe soit jc nombre des variable» x, ij, z, &c... 1 (ie plus on désigne par m ce même nombre , et 'l11® l’on fasse
X — y = z — &C... = CL ,
Quation qu’on vient de trouver donnera *sr (fnctj ['Z*r(cc)]m = ÿm [cos. m £-+• j/^7 sin.
a/°ute que la formule
= f" [cos. m Ç -4- |/~ sin. mÇ\
ti^ a encore, si Ion y remplace le nombre enr ni par une fraction ou même par un nombre . ^conque /x. C’est ce que l’on prouvera facilee,,t ainsi qu’il suit.
0 dans 1 équation (2) on fait x = y = ^<t,
n °n tirera
Kt *)] = ®" (*) =/ [cos-(-*- Y~' ».{] ;
j?U,s » en extrayant les racines carrées des deux pOif* ^ man‘ère <lue *és Parties réelles soient C08Slt,Ves, et observant que les deux fonctions <p(x), 4.^ restent positives, la première entre les limites ^r==£t* la seconde entre les limites x=o , "" V ou trouvera
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= / 1 [cm. -t j/^T «in. -[■]•
De même, si dans l’équation (2) on fait y=;^cc, on en tirera
[^(j *•)]’ =®'(tii)=/‘ [c°s- 4 •+- v/rT sin- 4] 1
puis, en extrayant les racines carrées des deu* membres de manière à obtenir des parties récHe5 positives ,
'ar (? *0 ' [CM‘ 4"1- V'V: 4]'
Par des raisonnemens semblables, on établira siiC' cessivement les formules
^r(ia)-fs tcos- 4 y'~ sin- t] •
kc . ;
et, en général, n désignant un nombre entier qllC^ conque ,
Si Ton opère sur la valeur précédente de -u (j^ *) pour en déduire celle de 'zz,(^ir(i}j , comme on 41 opéré sur la valeur de 'sr(ct) pour en déduire ce^
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^ (m cl) , on trouvera
=^h- (K) -/=7ri»- fëO] •
°u > ce qui revient au même ,
=/^K£0^*-frÜ]*
c* par suite
W» » en supposant que la fraction ~r varie de ma- ^ère à s’approcher indéfiniment du nombre /x , et Assaut aux limites , on obtiendra les équations
9 [/xsl) =j> * cos. fX Ç , % {/* cl) =f ' sin. ^
^Gsquelles on conclura
(8) (/act) =y»^[cos. sin. /^(^].
plus , si dans l’équation — fx <x, on en tirera
f1 formule (8) subsistera donc lorsqu’on y rcni- *Cera P par — fx. En d’autres termes , on aura ,
(2) on pose x — /x a 1
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pour des valeurs réelles quelconques positives ou
négatives de la variable x , t
(?) -ar («x) = jj* [cos. ^x-h/risin. ^x] = [<zar(a)]^' y
Si dans cette dernière formule on écrit — au ÜeU
de x, elle deviendra
(10) (x) = J> ‘ £cos. ^ x ) H- V-~l 8in- {~[ x )] — MM * '
et, si l’on fait ensuite, pour abréger,
on trouvera
(12) ‘Z2J(x) = A* [cos. bx -\-y—î $\n.bx\
Ainsi, toute valeur de 'zsrÇx') propre à résoudre f* question proposée sera nécessairement de la for»10
A x [cos. bx -+- y~ 7 sin. bx~ j ,
A, b désignant deux constantes réelles., dont fô première ne pourra être que positive, II est dV!* leurs facile de s’assurer qu’une semblable valeur 4e ’Gt(x) vérifie l’équation (i), quelle que soit la valeur du nombre A et celle de la quantité b. Ce nombr6 et cette quantité sont donc des constantes arbitraire* Corollaire. Dans le cas particulier où I* fonction <p(.r) doit rester positive entre les limite j-=io, x~ \ , on peut, au lieu de supposer tre petit, prendre <t= 1 ; et l’on conclut alors inime diatement des équations (9) et (10)
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,3.c Problème. Déterminer la fonction imaginaire ©•(*) de manière quelle reste continue entre Cux limites positives quelconques de la variable x, ™ que l’on ait, pour toutes les valeurs positives des Variables x et' y,
( 3 ) ,zsr (.r y) = 'a r (x) -+- 'tsr {y).
Solution. Si, à laide de la formule
*&{£) = 4î^xHy^.?A . ,,‘i
0ïi remplace dans i équation (3) ia fonction imagi- |Jaire 'zsr par les fonctions réelles <f> et puis , que °n égaie de part et d’autre les parties réelles et les c°0flicien^ de ÿf-i , 011 trouvera
!<P (^ÿj - (•*)' -+- Ç (y) ,
1 de piuW on désigne par A un nombre quelconque, et par L ia caractéristique des logarithmes dans ?e Sterne dont la basé ést A, ôn tirera déé équations ^cédentes [voy. lp chapitre V, , J. 1 .er, 3.' probl.]
cp(x) = q>(A).L(x),
^ ^°n en conclura
Ql| . .
» ce qui revient au même ,
(.5) ■zsr{x)=-nr\A).L{x).
Il suit de la tornmj(-(i 4) que toute valeur de xf{x) propre à résoudre la question proposée est née**' s; tire me ut de la forme
a, b désignant deux quantités constantes. H est d’a^' leurs facile de s’assurer qu’une semblable valeur & ^(x) vérifie l’équation (3), quelles que soient quantités «-et b. Ces quantités sont donc deux cofl5' tantes arbitraires.
On peut remarquer que , pour obtenir la rb\eljr précédente de ^(#)-, 41 suffit de remplacer } dan5^ valeur tIe-Çf>( a?) qjLie fournit l’éqviation (t!Ü) dd ^; chapitre [§. 1 .er] , 4a constante arbitraire ét réeHe (1 par la constante arbitraire , mais imaginaire ,
a H- b y CT7.
Nota. On pourrait arriver trçs^iipplppmnt quation ( 1 5) de la manière suivante.
En vertu des formules identiques
x = A , y réquation (3) devient
<r ( A * ’+:^ = + éS n
jrmrnun in r
Comme dans cette derpière les quantités variab‘c Lxj Ly admettent des valeurs réelles quelci)nql,t>* positives ou négatives, ii en résulte qu’on qurai P°U‘
nM
y>llt
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toi,tos ïes valeurs réelles possibles des variables x
'•vr(Ar+y') z= 'Gr(A*)-hvr(A'\
°n en conclura [voyez le i .er problème, équat (6)]
(A *)== X'zsr (A ') i xi?(A)î
et par suite
'zsr (A = zr (A) . L x ,
°u > ce qui revient au même ,
'ZST (.r) = ÇA) . L X, : f;:)
.f** Problème. Déterminer la fonction imagi- **(■*) dè maniéré qu-ellc reste continue entre ^Ujc limites positives^ quelconques de la variable^ 9ue l on ait ^ pour toutes les valeurs positives des tables x et y ,
^ (4) 'ar-(y). • o (I
*àLÔTÏON. Il serait facile d'appliquer à la solu- T'°a ® ce problème une méthode semblable à celle nous avons employée pour résoudre le second. cl\^S 0n '‘avivera fllus promptement à la. solution ®^Hëé'V Si Ton observe qùen désignant pair L la j^^^ristique des logarithmes dans le système dont f0 llSe est A on peut mettre l’équation (4) sous la
[Au+'’) =-&(AL').?ï(AL’).
dans cette dernière équation les quantités
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variables Lx , Ly admettent des valeurs: réelle5 quelconques positives ou négatives , il en résultc qu’on aura, pour toutes ies -valeurs réelles possible5 des variables x et y ,
isr ( A x**) (Ax) (A*).
On en conclura, en représentant par a, un nombî*6 très- petit, et remplaçant dans 1 équation [ io) second problème '&(x) par jsr(Ax),
On trouvera par suite
.'*,.7 ■ar (/1,’) = ['ar('4*)] ‘ •
ou, ce qui revient au même,
Il est essentiel (foÈserver que l;i lonrtion i m»?1' naire ■& (A ' ) , • et par conséquent' sa partie ré*®* se réduisent à l’unité pour x—o ; ou» c ^ d’autres termes, que la fonction imaginaire i3r(f;) sa partie réelle. Ç{x) se réduisant à Tunité p°uf x =z i . C’est ce que i on peut démontrer ■ ment, en prenant dans lequation (4)
Quant au nombre et, il doit seulement être asS^ petit pour que la partie réelle de la fonbtion ïi#®#1 naire (A*) reste constamment positive enti’e
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élites x=o , x —cl. Cette condition étant remplie,
la partie réelfe de l’expression imaginaire
dlc-méme positive; et par suite, si l’on fait
V\W* ‘F - [% Wl > (= - •»*. Sfc .
0l> aura
(A*) —f [cos. £-t- Ÿ~ sin. J.
^îa posé, i équation (17) deviendra
(l8)j [co«.(f sin.^Z^)]
( =5 “ [cos- (^r La) -+-/~ Sin. (-£ Z*r)].
de Vef U dc CCtte dernière équation , toute valeur 'fc'(.r) propre à résoudre fa question proposée * nécessairement de fa forme
'3r (*r) = &a [cos- {pLj?) -t- sin. (bLx) 1 1
dé désignant deux quantités constantes. If est aisé,
’ de s’assurer que ces deüx quantités conses doivent demeurer entièrement arbitraires.
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ÇHAPITflE IX.
Des Sépies imaginaires convergentes et divergente *•. Sommation de quelques Séries imaginaires convergentes. Notations employées pour représenté quelques Fonctions imaginaires auxquelles 0,1 se trouve conduit par la sommation de ces niên*e Séries.
Considérations générales sur les Sent* imaginaires.
Soient respectivement
deux séries réelles. La suite des expressions im*» naircs ,
(3) -+-9.V— 1 » ^,-*"î»v/rÂr » ■•Pn+a$y.rrrl * 1
formera ce qu’on appelle une série imaginé Soit, de plus,
j *=(Pi+P
la somme des n premiers termes de cette sér ^ Selon que, pour des valeurs croissantes de 11 ’ convergera otl non vers une limite fixe , on dir* ll
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série (3) est convergente et qu’elle' a pour somme et'e limite , ou bien quelle est divergente et n’a de somme. Le premier cas aura évidemment eu » si les deux sommes
. ^~Pn~t ,
^ <7, h- . -+- qr.-i
^nvergcnt elles -mêmes, pour des valeurs crois- I ntos n> vers des limites fixes ; et le second, dans ^ supposition contraire. En d’autres termes , la r,e (3) sera toujours convergente en même temps JjJJ* Ie* st*ies féeües (0 et (2). Si ces dernières, ou d’elles seulement, deviennent divergentes, la r,e (3) le sera également.
, Dans tous les cas possibles, le terme de la série 1) qui correspond à l'indice n, savoir,
est
SV
Ce qu’on nomme son terme général I UnÇ dcs séries imaginaires les plus simples est laue (lUon obtie,)t en attribuant à la variable x s progression géométrique
•r , xx
*(téo«VaIeUr ,maS,nairc- Concevons, pour fixer les > que l’on fasse
^sic.
.r — z (cos. 0 -+- j/— 1 sin. 0) ,
"t 6 ^nant une nouvelle variable supposée réelle , " \it devi^ j‘ L“ Pl'0brressio11 géométrique dont
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Pour obtenir I équation qui détermine la somme n premiers termes de la série précédente , il si de remplacer x par z (co9. 0 -+- j/— i sin. ô ) daU formule
On trouve de cette manière r I -+-.*( cos-ù-t-y/ZH sin. ô) ■+■ 2
, ' J , V (cos.n8-^^/r7.su)_ÿ>,
f I— Z (cos.0 -t-yCTÎ sin. fl) i — z (co*. ô y — i sin-ti)
et, comme, pour des valeurs croissantes de module de l’expression imaginaire
tn (cos. wfl -+- \/-—ï sin. «fl)
savoir
converge vers la limite zéro , ou croît au toute limite , suivant qu’on suppose la va mérique de z inférieure ou supérieure à l’i doit conclure de l’équation (6) que la séri< dans la première hypothèse , une série cou qui a pour somme
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> dans fa seconde hypothèse , une série divergente iUl na plus de somme.
s i S°mme ^ unC *e ôoaginaire convergente ^dique, comme si la série était réelle, par la °IlîlTîe de ses premiers termes, suivie d’un &c...
/ ,Ceïa Pose, si l’on appelle s fa somme de fa sérié 3) supposée convergente, et que dans la formule on fasse croître n indéfiniment , ôn trouvera , en Assaut aux limites ,
( — ÛPo-t-,pI-+-/»i>4i&c . -Xy^i:
emèine, lorsqu’on supposera la valeur numérique 0ji v inférieure à f’unité, on tirera dof eqûation (6), aisant croître n au -delà de toute limité assi-
_ 1 _ _• i— * ro^.^-4-s sin.4|/— ,
i— sco«. g— ~ i— iz cos. ô-+- zl
V WP
j, vertu de la formule (7), le premier membre do ^tion (8) peut être présenté sous la forme sui-
I— 2*ÇO*.J-J
eii conc|ura
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i— zeas.f)
.+««4V. co..îJ+J>cos.jî+8Ic.=
0 I . . , . . . . , , 1—3 COS. J (3 = + ‘l
( «sm.^sin.âô+^sin.^
Ainsi la substitution d’une valeur imaginaire &e * dans ia progression géométrique
I , X f X* , .. ... X* ^C,-Yv'n* . /
suffit pour conduire à la sommation des deux séris*
( I, .Scos.ô, zx cos. 2$, ... COS. 720 , . 6fc‘,'V
fl lV \
( Xsin.ô, Z*sîn. 2 9 , ... 3”siii.wD , &clJ{.
toutes les fois que la variable ^ reste comprise eP ftf les limites
c’cst-à-dire , toutes les fois que ces detrX séries s0tl convergentes. .
Les premiers membres des équations (io) ^a [en vertu du i.er théorème, choptre Vît §• fonctions continues de la variable z, dans le nage de toute valeur particulière comprise entre limites * = — i, za**- 1 ; rie* puemûrc membKÇ L’équation (9) sera lui-même, dans le voisinage . d 11 ^ semblable valeur , fonction continue de z. Or t ^ premier membre n’est autré chose que la la série (5), dont les différens termes restent Pl^
tions continues de z entre des limites quclcoiVl En généralisant la remarque qu’on vient de a on obtient la proposition suivante. "
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1 .'r Théorème. Lorsque les dijferens ternies de a sérié (3) sont des fonctions d'une même variable z> continues par rapport à cette variable dans le v°isuiage d’une valeur particulière pour laquelle c°tte série est convergente , la somme s de la, série €st aussi , dans )e voisinage de cette valeur particuhère f fonction continue de z.
DÉMONSTHAÎWiï* Ert èffef, dans le voisinage ^ la valeur particulière attribuée à la variable z ,
4 série (jj) ne peut être convergente et avoir pour Ses différons termes des fonctions continues de z, jlu autant que les séries réelles (i) et (2) jouissent
ane et l’autre des mêmes propriétés : or, dans cette ypothèse, chacune des sommes
q . q, écc. . . .
^tarrt [ en vertu dti î théorèfne , chap. VI, J- 1 •"] fiction continue de la variable z, il en résulte que H soninrë de la<série (3), sàvoir,
5 ^(po+p , -+#.4 ..)-+■ \q0+q jAm
Sora aussi fonction continue de ceUe variable. Supposons maintenant que l’on désigne par
°s uioduïes des différens termes de la série (3) , et par
*in.90 , ,
. *in-0, » &c.
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les expressions réduites Correspondantes , en sorte
qu’on ait généralement
Pn <]„ ï/-* = fn (C»S-9» •**> Y~' «”• A.)- La sérié (3) deviendra
( /Mijtâ-fJ+ÿ*-* *ia. Q t)/ ...... J>„(c06$n-t~y/~, Stn.Q„), &c‘‘
et Ion pourra ordinairement décider si cette séde est convergente ou divergente , à l’aide du théoi’ènlC que je vais énoncer.
2.e Théorème. Cherchez la limite ou les li/»llcS vers lesquelles converge , tandis que n croit
fini ment , l’ e.r pression (/w) * . Suivant que la grande de ces limites Scia inférieure ou supéric a limite , la série (3) sera convergente ou dii'L’r‘ gettie. \ m i; , •- tMtr.sv ^.1, *.,* :>,M .
Démonstration. Considérons d’abord \c fl1*
où les plus grandes valeurs de l'expression (/*J convergent, tandis que « croît indéfiniment» ve,S urië limite inferieure à I*i ;nit<*. Dans ce cas, la M‘l'<
(l3)< A, ••• fn,
étant convergente [chap. Vl; $ 2 , 1 .'r théorènte] > les séries ..
{ J>o COS. 9 a , Jf , COS. 9 , , J>z COS. 9, , ... J>n OOS.9„ » ‘ ‘ *
* ( J>c sin- 0V, «in- (b » . . J>n »*»• » &f " '
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*e seront également [chap. VI, §. 3 , 4/ théorème] ; ** la convergence de ces dernières entraînera celle e ,a série (12), qui n’est que la série (3) présentée S°Us une autre forme.
Supposons en second lieu que , pour des valeurs
Poissantes de n , les plus grandes valeurs de ( fn ) " PRîvergent vers une limite supérieure à l’unité.
a,is cette hypothèse on prouvera , par un raisonnaient semblable à celui que nous avons employé atis le VL* chapitre [§. 2 , 1 ." théorème] , que les Pliis grandes valeurs du module
fn = {Pn^qnlY
Poissent avec, n au-delà de toute limite , ce qui ne être vrai qu’autant que les plus grandes valeurs ^ deux quantités pn , qn; ou nu moins de l’une ^tre elles , croissent de même -indéfiniment. Or , Poiine ces deux quantités sont les termes généraux ^ * Séries (i,) et (a), on doit conclure, que de ces séries , l’une au moins est divergente ; ce qui ^it pour assurer la divergence de la série (3).
Sciiolie j/r Le théorème qu’on vient, d’établir laisse d'incertitude sur la convergence ou la |Vei‘geuce d’une série imaginaire que dans le cas 'boulier où la limite des plus grandes valeurs de
1^") devient égale à l’unité. Dans ce cas particu- ^ u est, pas toujours facile de décider la quesn- 1 outefois 011 peut allumer que, si la série (1 3)
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est convergente , les séries{r 4) et par suite la séi’ie (12) le seront pareillement. La réciproque nest paS vraie, et il pourrait arriver que, la série (12) restai convergente, la série (13) fût divergente. Ainsi* exemple , si l’on suppose
on obtiendra, à la place des séries (i.2),et (.13)* deux suivantes
./ri, — h! ^c-
dont la seconde est divergente, tandis que la pre' mière reste convergente, et a pour somme
/ désignant la caractéristique des logarithmes n^‘ périens.
ScHOtïE 2 * Lorsque , pour des valeurs cr<>1$ santés de n, le rapport
-s’approche indéfiniment’ d’une limite fi te > limite est également belle vers laquelle convergé
les plus grandes valeurs de l’expression (/#) ‘ ' ^ Le 5 / théorème du 3 /paragraphe [chap. VI] évidemment applicable aux sériés imaginaires bien qu’aux séritsirédlcs. Quant au théorème 6*
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^me paragraphe , on doit , lorsqu’il est question séries imaginaires , le remplacer par le suivant. 3.* Théorème. Soient
h. , «, » «. > •••;• Un>
\ Vo y vi » t ..... ,, &C. . . . ,
(}eMæ séries convergentes , mais imaginaires, qui n*ent respectivement pour sommes s et s. Si eha - Cllne dè ces séries reste convergente lonpion ré - ^ it ses différons termes à le un modules respectifs,
/ ( u0Vo> n,v,-^u,v0t u0p%+u,vt-i-u^vmt ...
' te£)
nouvelle série convergente imaginaire , ri^1 aura pour somme s s'.
Démon ST r atjon. Désignons respectivement sj, » £ „ fos sommes dos n premiers- termes des ,IcUx séries (i 5), et par s„" la somme des n premiers terRtes de la série (16). On trouvera
*”Sn'—Sn" = U„_, Vn_t -H (tt*4, V„ "H VA_.) -h. .
. . . -t- ( un_ tv l-+- un^ v x-r...-^-u^v u
^ésignoiîS encore par et f j les. modules des ^pressions imaginaires uà et vn, en sorte que ces ^xPressions soient déterminées par des équations de
a forme
U n — p n (cos. G„ *+- |/^T sin. G* ) ♦
\\ =r ÿ m («os. b ' „ -H y'— > si“* b *).
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Les séries réelles
/• » fi » /* > ••• &îc.../
étant convergentes par hypothèse , on en conclut » comme dans le chapitre VI [§. 3 , 6.c théorème]* que la somme
converge , pour des valeurs croissantes de ver* la limite zéro. Il en sera de même à fortiori àe* deux sommes
cos.(9,wj _t_ )
^ *■*“ C08‘ 0' «-*) h- «Pu-* y oos.(0^a-+.0'
et
-P»-» / —> *in- (0«r, ■+• 6'^, )
■ • • H- J>x J>,_2 sin.O, -4- J ’
ilont la première représente évidemment la pai’tlC réelle de l’expression imaginaire
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*andis que la seconde représente le coefficient de VS1 dans cette expression. Par suite , s s 'n — s"m c°n vengera aussi, pour des valeurs croissantes de y vers la limite zéro : et, comme s„s„' rapproche Indé6niment de la limite ss[, il faudra de toute Nécessité que l’expression sn"., ç’çst-à-dire , la somme t*°s n premiers termes de la série ( 1 6) , s’approche eMe-même indéfiniment de cette dernière limite. Il résulte , 1 que la série ( 1 6 ) est convergente , ** que cette série convergente a pour somme ss\
S- 2.e Des Séries imaginaires ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières d’une variable.
Soit x une variable imaginaire. Toute série imal^ftaire ordonnée suivant les puissances ascendantes entières de la variable x sera de la forme
ao bQ , (al }/^i)x, ....
«V at » ax> an> • 5 Kibt,bx ... bn, &c..., joignant deux suites de quantités constantes. Dans e cas où les constantes de la seconde suite s’eva- ^°uissent, la . série précédente se réduit à
(0 a9l a,x, axx% , .... anx\ &c....
^°U$ considérerons en particulier dans ce para- ^laphe les séries de cette dernière espèce. Si, pour ** Us de commodité, l’on pose
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(2) X = Z (cos. 9 H- j/— i sin. 8 ) ,
z désignant une variable réelle et 8 un arc féel > l* série (1) deviendra
a», «.«(cos.J-f-y/ZTTsin.O), ai*\cos.29-4-j)/ZTan»-*^''‘ ... anzH (cos.n0-|-y/H7 «in.n0) , &c .
Soit maintenant , comme dans le chapitre Vï [S* 4 j» la plus grande des limites vers lesquell05 converge, tandis que n croit indéfiniment, la raci»0 n.mr de la valeur numérique de an. La plus grand6 des limites, vers lesquelles convergera dans la mè&e hypothèse la racine n™‘ du module de l'expresa»01* imaginaire • ... -nrslicv
cinxn = anzn (cos. n 8 -+- j/^t sin. n 9), sera équivalente à la valeur numérique du produit
et en con séquence [vay. ci-dessus Ie§. 1 z.e théofj la série (3) sera convergente ou divergente suiv*flt que le produit Az aura une valeur numérique ifl®" rieure ou supérieure à l’unité. On déduit immédi»' tcgient de cette remarque la proposition suivante-
1." Théorème. La série (3) est convergé pour toutes les valeurs de z comprises entre Ie* limites
et divergente pour toutes les valeurs de z siluee*
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^l0rs des mêmes limites. En d’autres tenues , la serie (i) est convergente ou divergente suivant que ^ '•nodule de ï expression imaginaire x est inférieur °lL supérieur à .
Scholie. Lorsque !a valeur numérique du rapport ■ converge , pour des valeurs croissantes n, vers une limite fixe, cette limite est préciseront la valeur de la quantité positive désignée par
Corollaire i/r En comparant le théorème présent au i.cP théorème du chapitre VI [§. 4]> on Connaîtra <jue ,- si fa série (1) est convergente pour |Jne certaine valeur réelle de la variable x , elle e|Oçurèra convergente pour toute- valeur imagijTire dont cette valeur réelle serait, au signe près, 0 Module. Par suite, si la série (i) est convergente toutes les valeurs réelles de la variable x, elfe Estera convergente, quelle que soit la valeur ima- IPnaire que J’ori attribue à. cette variable. x Corollaire 2* Pour appliquer le premier tliéofliïïlo et le précédent corollaire , considérons les Wtre séries
(5) i£fi=
x\kc. ,
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f* désignant dans la seconde une quantité que^ conque. De ces quatre séries les deux premières i ainsi que la derniere , restent convergentes p°ur toutes les valeurs réelles de x comprises entre Ie5 limites
et la troisième pour des valeurs réelles quelconquCÎ de la variable x. Mais si , au lieu d’attribuer à $ une valeur réelle , on suppose
x — z (cos. 0 -+- 7 si n. 0 ) ,
à la place de ces quatre séries , on obtiendra ^ suivantes
i, z (cos. SH-y^HTsin.O) , z* (cos. z 0-+-|/tTÏ sin. 20) • *'
. . . z" (cos. nQ-l-y/^17 siu.nÇ) > &C .
1 , ~ 2(C0S.B+y/ir7 jin.8) , — 7 ■ '
f g (cos. ain.Q] z1(on<i <in. . .»»
Z9 (cos.n0 H- i/~ sin.rÇ) e
• • • * - - - - , occ .
f - (cos. 0-4-|/ZT7 sin. 0) z1 (cos. iQ -f- ^/H7 >
lO 1 a
| -f- (co*-"9 -f- y/— I sin.n0) ^
Jout les deux premières et la dernière rester®1
lll*
i." PA ft Ti£. LH AP. IX. ijjjg
er»nvergcntos pour toutes les valeurs de s comprises ^ntre ies limites
SSP.!**"* 1 V 3 -f. I , : ,
tan<î,s 1,re l’avant- dernière sera toujours conver- 8ente, quelle que soit la valeur réelle de -
Après avoir lixc les! imites , entré lesquelles il faut 1 enfermer z pourfendre la série ergote , n°us' ^onons remarquer qu’en vertu des ’prhtefpes ^abhs dans le paragraphe précédent les théorèmes 3- , j. et 5‘Adii chapitre M f§. \ ]:, avec leurs éo- ° lajres , peu vent, être étendus au cas où la variable T imaginaire. On devra seulement admettre ,
ans ^ énoncé du 4*e théorème, (jue chacune des séries
. / a0} aæ, at.v', &c _
c > brxf bxx' y <!vc. . i .
convergente lorsqu’on réduit ses différons _e|’»nes non plus à leurs valeurs numériques , mais * ntodtiles respectifs. Cela posé, si l’on désigne ,î* ^ ce devient le second membre de ^nation (r^jjchap. VI, §. 4], lorsqu’on attribue 'c *a valeur imaginaire
^ z (cos. 9 -+- |/— i sin. ô) ,
11 ’ eh d’autres termes, si i’on fait *
f* 5(cOS.'0H-/r7MR. 0)
“77; - - (co«. 20 «iD.aBj-i-iic..,
Tom. i. T
tà \ fx) *a=
â&O CO UU S D \N AL Y S K.
cm trouvera , au lieu de la formule (i6)[chap. ^
4]> la suivante
(13) -sr(;a) '5r(^') = 'sr (//.-+-//).
Il est essentiel de remarquer que cette dernière formule subsistera uniquement pour les valeurs df z comprises entre les limites z — — i , ^ et qu’entre ces limites la fonction imaginaire ^(d’c’est-à-dire , la somme de la série {9) sera en mém<\ temps continue par rapport à z et par rapport à f* [voyez ci-dessus le §. 1 , 1." théoFeme].
Concev ons à présent qu’au lieu de la série (9) 01 1 considère généralement la série (3)» T,c cette dernière on fasse varier la valeur de z par deg1 e§ insensibles. Tant que la série (3^ sera convergent^’ c’est-à-dire , tant que la valeur de z restera comp*'1?1 entre les limites
la somme de la série sera une fonction imagi*^ continue de la variable z. Soit 'zsrÇs) cette fonet** .continue. L’équation
éff (z~) = a0-\-a ^(cos.ÿ — i \COS. a9 -+- ^ — 8,11
subsistera pour toutes les valeurs de z renfet entre les limites — -h~; ce que nouf.i11^ querons en écrivant ces limites à côté, de la ser*f comme on le voii ici :
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(i 4) | ~ a» -P ü [ 'Lfyhÿ -£
+ a^I(coS.aOsy^sin.ie^_H&c>( 1 ^ .
v do,t tàù&èt que l'équation précédente équi-
i,ailt hMljours à deux équations réelles. En effet si 9ft> f>ose
^'5) vfy) Xfcyiy&f
« ^ et j^(-) désignant deux fonctions réelles, on r°fV(Je 1 équation (14)
[ <P(Z) — trtro-H«, Z cos. ô-b atZ* cas. 2$ -+- &C
Urs<|ue fa série (3) est donnée, on peut quel- 'Ois en déduire la valeur de la fonction ‘.v(-\
>Usf . . ',v ,wltuu«' ^r\z)
q s6 .0rme fin,e î et c’est là ce qu’on appelle sommer
réso7'’ ’ iNÎ0US aV(,"S (,!llls le '•"paragraphe, “tt0 <Tuéi‘ion Pf>tn'l« Noirs allons
tJ 1 a - \ ^ui.3 uuons
I /‘nant chercher à fa résoudre pour fesf séries
(9) enant fchéfch
Ç1 *); et en conséquence nous traiterons Prcs I autre les trois problèmes qui suivent
È^OBLÈME. Trouver la somme de la série
1 (fc°»>9 ) , 'kfêvh
(cosig-t-y— ;s
%,/ CÆŸ 011 r°n attribue à la variable z une
comprise entre les limites
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Solutios. Soit tr(|Cc) la somme cherchée, désignant par yJ une quantité réelle différente, <i‘ y,l on trouvera
(13) 'ar^'srO') = *»* (y. -+- y.' ).
L’équation précédente, étant semblable à l’équatie** (2) du chapitre VIII [.§. 5 •] , se résoudra de la mênK manière ; et l’on en conclura
-ar (/u.) = r* [cos. \xt -+■ y/— i sin. yt J ,
lé module r et l’angle t étant deux quantités e°^ tantes par rapport à /x, mais qui dépendent sairement de z et de 6. On aura donc , entre limites 5= — 1 , z=t- 1- 1 ,
( 1 -l — y- Z (cos. 0 -+* y/— 1 sin. 0 )
( 1*7) "+■ V - - -^-<3* (co£. 20 -+- y/— 1 sin. 20) -+"
= r'*[cos. fCf -+- y/— 1 sin. /Af ].
Pour déterminer les valeurs inconnues de r et on fera dans 1 équation ( 1 .7) 1 , et l’on en t*1
I :&(i-4-ixéOS.0-H«a) »#‘[co9./ü/-+iÿ^î Hin.yUf
!* ydeur de t étant déterminée par la formule
(i2,°) / = s 3= 2 k'TT y
laquelle le nombre entier k ne peut dépendre Hue des quantités z et 9.
^ Remarquons à présent que Te premier membre e équation (ip) est,.entrô les limites ; = -.i , 1, une fonction continue de z , qui varie avec
de
degrés insensibles, quelle que soit la valeu f4*' Le second membre de l’équation devra donc
jouir de la même propriété , ou , en d’autres ternies.
les quantités
( I ■+“ 2Z cos. ô -H Z* ) 2 cos. fXt , '
( I -4- 2Z cos. 6 Z* ) * sin. fxi , et par conséquent les suivantes cos. fXt , sin. jxt
devront varier avec z par degrés insensibles, ]>°ur toutes les valeurs possibles de /x. Or, cette coud*tion ne peut être remplie que dïms le cas où t IjjS même varie avec ^ par degrés insensibles. En cflèf ’ si un accroissement infiniment petit de z produit un accroissement fini de t , de manière à changé en t->r-a , «désignant une quantité finie , les.cosù111* et sinus des deux arcs
ne pourraient demeurer sensiblement égaux, quaU tant que la valeur numérique du produit /xn seï'^ à très-peu près un multiple de la circonférence » °c qui ne peut être vrai que pour des valeurs pai'tlcU^ lières du coefficient fx , et non pas générale*11** pour des valeurs finies quelconques do ce coc oient. On doit donc conclure que l’arc est fonction continue de z; et, comme des de11 quantités s, h, la première, déterminée par léqu<l
tion ( 1 8) ,
vec z d’une manière continue eu
les limites i , z = -hi , tandis que la seco»
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assujcttie à rester toujours entière , n’admet que des ^Hâtions finies d’une ou de plusieurs unités , il est c‘aii' que, pour satisfaire à la condition énoncée, la Quantité s devra varier toute seule , et la quantité ^ demeurer constante. Cette dernière quantité sera (1°nc indépendante de z , et, pour en connaître la Valeur dans tous les cas possibles, il suffira de la chercher en supposant z = o. Comme on a dans Cette hypothèse $ = o, t^±nk'7r, on tirera de équation (19)
I jü cos. (2 X- M.,7r) db ,
^elle que soit la valeur de jul, et par suite 1,1 k zz o.
posé , la formule (20) donnera généralement t — s,
e* ^équation (19) se trouvera réduite à
J„. I = (l -+- 2 Z COS.0 + ** ) - ^ (C0S./W5 H- y/^
plus, si l’on a égard à la formule (27) du cha- 4}, on reconnaîtra facilement que le ^cond membre de l’équation (21) peut être reprépar la notation
£ I -t- Z (cos, G ■+■ \/— t sin. ô ^ J •
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On aura donc, en supposant toujours la valeur d<3 z comprise entre les limites — i et i ,
l -7" *(co».Ç+^it7 sin.0) + '^'(cos.z^i^fr sin-2^
(22) / — f- Sic . . .........
== [r z ( cos. 0 -h v/_1 sm. 0 ) ] * .
En d’autres termes, l’équation (20) du chapitre Vf [J. 4], savoir ,
subsistera, non-seulement si l’on attribue à fa vtt' riable a: des valeurs réelles comprises entre ^ limites — 1 , -+- 1 , mais encore si l’on l'ait
X Z ( cos. 0 y/— i sin. 0 ) ,
la valeur numérique de ^ étant inférieure à l’unit0. Corollaire i.er La formule (2 1), comme toMteS les équations imaginaires, équivaut à deux équil' tions réelles , qu’011 obtient en égalant de p»!^ d’autre les parties réelles et les coefficiens de )/" u O11 trouvera de cette manière
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k valeur fie s clan t toujours déterminée par l’équa-
ti()n (18).
(c Corollaire 2? Si dans les formules (21) et (23) 0,1 pèse /n±= — 1 , et que l’on y remplace z par — z, 0,1 obtiendra les équations (8) et (1 o) du 1 .er paragr.
Corollaire j.‘ Si l’on suppose 0 = -^-, ou, ce Ou* revient au même,
1 cos. 0=0, sin. 0=1,
^ valeur de s, donnée par la formuIe(i 8), deviendra
S — arc tang. Z ,
m lestera comprise entre les limites ■ - ~
Wur toute valeur numérique de z' inférieure à ^ Unité. Dans la même hypothèse, on aura évidemment
sin. s
• Z — tang. S = - ,
0 cos. s
1 1 •+• 1Z< cos.0 H- v') 2 = (séc. s') — “ ,
J' V (cos.#) ’
et l’on tirera des équations ( 23 ), mais seulement bout* |e$ valeurs de s comprises entre les limites (^°nt il s’agit ,
I cos. /* s = cos. s — — - - cos. #.sin. s
COS. ’ S .Ù
21)8 c.0 U R S P’ A fi AL Y 8 K;
Par conséquent, si dans ies formules (12) du ^ chapitre [§. 2] on remplace le nombre entier j,ar une quantité quelconque f*, ces formules, quiavai^1 lieu pour toutes les valeurs réelles possibles de lal1 z , ne seront plus vraies généralement que pour valeurs numériques de çet arc inférieures
e Problème. Trouver la somme de la sci'ie
I, — (cos. 9 4-|/^T sin.0) , (cos. 20 -+- &c.. . . ,
quelle que soit la valeur numérique de z.
Solution. Si dans les équations (1 8) et (2 1) otl remplace .s par a,z, et /x par a désignant llI*e quantité infiniment petite, on trouvera, pour toidcS les 'aleurs de clz comprises entre les limites -4- 1 , ou , ce qui revient au même , pour toutes Ie* valeurs de z comprises entre les limites
Z z1 fi (
1 ■+- - (cos-e^/rr 6in.0) ^ (cos.iÇ+y/ZT *iD.2Ô)V
• (cos. 3 0-4- y/~i sin. 3 0) ( 1 — «0 ( « —
= (1 -4- iAz cos. 0 -f- a.
f cos.— - s*n’ a. I
l’arc s étant déterminé par la formule
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'.-y “ arc tang. - - - 7-.
' p 1 H- COB. 0
k* maintenant 011 fait décroître indéfiniment dans Quation (2$) la valeur numérique de et, on trouv<?r*, en passant aux limites,
( 1 H- —■ (cos.0 -4- y/~\ sin.0) -1- (cos. a0 y^HÏ sin. *0)
*7) ; ■*"- , .V73 (cos- 30 si“- . { 3 =H1 oo j
I = lirn. £(i-+.2<x.2 cos.0-+-a*.s*) Tï ^cos. ^ -f-y/ZTT sin. J .
jll r(,ste à chercher la limite du produit
‘!l(I-+-2ct£cos.0-l-ct1,ô1) ^cos. — -H- y/ — 1 sin. ,
et pàr conséquent celle de chacune des quantités
(l -+- 2 et Z cos.0 -+- et* -3*) ** ,
^r> en premier lieu, si l’on fait
2 CLZ cos. 0 -+* et* Z% =3= (o ,
0,i °n conclura
1 "l~2ot J3COS.D -+* et
Par suite
^-1 lim. ^2 cos. 0-1-
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De plus, ïa valeur de s donnée par l’équation (26) étant inliniment petite , le rapport
tang. s
aura pour limite l’miité; et, comme on tire quation (26)
de 1^'
tang. s _ z sin. 0
et i -+-etz cos.0 '
s _ s z sin. 0
a. tang. s * i -+- cos.0 ’
on trouvera, en passant aux limites,
lim. — z sin- 0-
Cela posé, il est clair que le second membre de 1* quation (2 5 ) aura pour limite l’expression imaginé
e ~ co? £ cos. (jZ sin. 0) y/—» sin. (.3 sin. 0 ) J ,
en sorte que la formule (27) deviendra
( I -J- — (cos. 9 -+- »i»i-0)>+- 1 (COS.10-+- 1 /^» 5,D"^
(2 \ -*-&C . . | . gafCpl
I = e~ C°^ [cos. (2 sin.0) -+- sia. (z srn.0)]
la valeur de la variable réelle z étant complète11101 arbitraire * puisqu’elle peut être choisie à voie entre les valeurs extrêmes s = — 00 , z=^-^ Corollaire i/r. Si, en comparant les deu^ membres de l’équation (28), on égale de p8**
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tl’;tuti-e i.° les parties réelles, 2.0 les coelHeiens de , on obtiendra les deux équations réelles
f I H - — COS. 0-1 - cos. 26 -+* &c. . . .
, J ’ eaCOS'® COS. (^ sin. ô) ) jj:=— cc|
^ — * e -c«s ô sjn. (^z sin. 0).
Corollaire 2* Si l’on suppose ô = — , ou, ce <]ui revient au même, cos. ô = o, sin. 6= 1 , les G(JUations (29) deviendront
. i - , - — - &C... =cos.
- - - h &C.... sin.
= -eôoi
Les dernières subsistant , aussi bien que les équations (29), pour des valeurs réelles quelconques de *> il en résulte que les fonctions sin. z et cos. z sont toujours développables en séries ordonnées suivant *Gs puissances ascendantes de la variable quelles Enferment. Comme cette proposition mérite détre arquée , je vais la démontrer ici directement.
La série
etant convergente pour toutes les valeurs réelles Possibles de la variable x , restera convergent [en 'ortu du 1 ,er théorème , corollaire i.er] pour «le»
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valeurs imaginaires quelconques de cette nièfltf variable. Si ion multiplie la somme de cette série par la somme de la série semblable
en ayant egard à-la-fois au 3/ théorème du prenii^* paragraphe, et à la formule (6) du VIII. * chapitré [S- 4J> on trouvera, pour toutes les valeurs' poS" ) sibles réelles ou imaginaires attribuées à ,r et à y/
&c- ••) ( 1 -v-’-f 7^ ^ &cl) ^ -i^L + : ''Jh
Lorsque, dans l’équation qui précède, ori rempli c<^ u' par jc |/-i et y par y j/-. , on obtient la suivant
__ r _J_ j*H*yjÿw. __ f (|
dans laquelle on pourra , si Ton veut, supp^ réelles les variables ^ et y. Faisons, dans ûette bf pothèse, . 41
* tu r. t . j
L’ équation (3 2) deviendra
y^\y) jXÿ : 'ûr('V-t-y) ;
X = —'.CO
* = + 00 ( ... — A* sin. bx.
jj >Ur déterminer les constantes inconnues A et b, ^ d’observer, ».° que les -formules (3$) doij ^bsister lorsqu’on y change a: etV— .**, et que, $üt renipür cette condition , il faut nécessairement
Pposer
Ax = A~
, c°nséquent A
que, si après avoir di-
x les deux membres de ia seconde des for-
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mules (3 4) 011 fait converger la variable x ver-** limite zéro, le premier membre convergera vers ^ limite 1 , et le second membre , savoir ,
jx .«in. b. t Ax «in. bx 7
vcis la limite A; d’où résulte leijHütioii A==t. posé , les formules (33) et (3^) deviendront resppf
tivement
T+.ÙGL
ii$)L
— cos. X -+- sin. X ,
t rr^4 — &r- = ««J . t * =i
TT-: — otc... = gin. x.
Si dans les deux dernières on remplacé la varis^* par la variable 3, on retrouvera les formules (3°^ 11 est essentiel d observer que Inéquation (3^ lorsqu'on y suppose x = z sin. 4,. fournit le àfri loppemeut de
cos. (z sin. 6 ) H- |/— 1 sin. (z sin. ô*) .
suivant les puissances Ascendantes de z. Si multiplie ce développement par celui de
JW*
Q z cos. /}
e Problème. Trouver la somme de la série
[l 1) i 7(C0S^'K/“" "“-9)» ~y(coS.2Ô-+-/^7 sin.20), | *+■ y (cos. 38 H- y/^Tsirt.jÔ), &C. . . .
ans le cas où ton attribue à la variable z une
VQleur comprise entre les limites z — — 1 , z — -+- 1.
Solution . Si ion prend à l’ordinaire la lettre / j*°Ur la caractéristique des logarithmes népériens, n aura
, Par suite iequation (21) pourra être mise sous forme
P 1)<j (coi.itf~h/ZT «in.ifl)
e 1'“ 5 eos.^H-^*) r
L cos. -+• y'»-, sin. /us],
kv
a eiu- de s étant toujours donnée par la formule TOM. 1. v
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(18). Si dans I équation précédente on développa les deux facteurs du second membre en séries cofl' vergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de y,} puis, que ion effectue le produit de» deux développcmens à l’aide de la formule (3 1), on trouvera
I -+- — Z (cos.0-4-y/ZT7 sin.0) — - z* (cos. 20-f-y/lT7 sin.4)
= I -ï - ^ [ T ^ ( 1 2 z cos- 6 3* ) -*- S ;/— 1 ]
-H [7/(1 -H 2 Z cos. Ô -H S y/—* y *+• &c,,‘
Enfin , si, après avoir retranché l’unité de chaqlit membre , puis divisé les deux membres par y * 0,1 fait converger la quantité y vers la limite zéro , ü,) obtiendra l’équation
| — (cos. 0 -h y/^T sin. 0) - (cos. 1 0 -J- y/HT sin.
[ = 7 l ^ î + 2 Z ÇOS. ô -H ) *+■ S y/— 1 y
la valeur de s devant être , comme dans lequatio1 (21), comprise entre les deux limites
— 1 et -h 1 .
Corollaire i.tr Si l’on égale, dans les deu membres de l’équation (37), i.° les parties réeÏÏcSl
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les coefficiens de , et que l’on remette P°u»' s sa valeur déterminée par la formule (18), °n obtiendra les deux équations réelles
— cos. 0 - — cos. 20 H- -
= 7 / ( 1 -h 2 z cos.
-cos. 35 — &c.. ,
— arc tan£.
sin. ’fi H - — 6in. 39 &c..
JS. 0
Corollaire 2 / Si l’on suppose ô = ou, ce ^ui revient au même, cos. ô = 0 , sin. ô = 1 , la sec°ftde des équations (3 B) deviendra
, ‘ &c* • » = arc tang. Z. \ )
^.a S(^r*e qui forme le premier membre de cette derl0re équation étant convergente non -seulement J?Ur toute valeur numérique de s inférieure à l’umais aussi lorsqu’on suppose z'=? 1 [Voyez le |, ^ pitre VI, J. 3,3 / théorème], il en résulte que ^'tiition subsistera dans cette dernière hypothèse ;
conimc on a d’ailleurs
arc tang. (l) = ~ conclura
fotmule (4o) peut servir à calculer par approxi-
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mation la valeur de tt , c’est-à-dire , le rapport àfi
la circonférence au diamètre.
5- 3.' Notations employées pour représenter quelqueS Fonctions imaginaires auxquelles on est conduit ],a1 la sommation des séries convergentes. Proprie1** de ces unièmes Fonctions. *
Considérons les six notations #
A* f sin. X t cos. X ,
L.X , arc sin. X , arc cos. X
Si l’on attribue à la variable x une valeur réelle , cC* six notations représenteront, comme l’on sait, atl tant de fonctions réelles devr, qui, prises deu* ‘l deuXj seront inverses l’une de l’autre , c’est-à-dilC ’ données par des opérations inverses , pourvu toute fois que, A désignant un nombre, L exprimé caractéristique des logarithmes dans le système la base est A. II reste à fixer le sens de ces notations , dans le cas où la variable x dcvà’1 imaginaire. C’est ce que nous ferons ici , en co*11 mençant par les trois premières.
On a prouvé que, dans le cas où la variable est supposée réelle , les trois fonctions représenté par
A , sin. X , cos. X ,
sojit toujours développables en séries convergé1
COS. X — I
la , b
caractéristique l désignant un logarithme népéflen* De plus, comme [en vertu du i .e‘ théorème , c°roHaire i.er, §. 2] les séries qu’on vient de rap- ^er restent convergentes pour toutes les valeurs eeHes ou imaginaires de la variable x , on est eond’étendre les équations (1) à tous les cas posp es> et de les considérer comme pouvant servir à j *er ’> lors même que la variable devient imaginaire, Sens des trois notations
A * f sin. X , cos. X.
^ Observons maintenant que, si dans la première ^cqUations on fait A~e, e désignant la base Gs l°garithmes népériens , on en tirera
• en écrivant successivement , au lieu de x , xlA , xÿ-i , — xÿ~i ,
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( e*,A = , -+- — -t-flüü! ^ îl^dL’
( e~t'/=7= 1 - -f V^- rr, ■+• Y~> ■+• &f'
On aura par suite
\Q) \ e = cos. .r -h ]/— 1 sin. x ,
la variable x pouvant toujours être ou réelle, °u imaginaire. De plus, l’équation (31) [§. 2] d00* nera , quels que soient x et y ,
(5) ex . ey ±t e**? .
Cela posé , il deviendra facile d’obtenir sous fo*’010 finie les valeurs de A* , sin..r, et cos. x , corresP0*1 dantes à des valeurs imaginaires de la variable Ee effet, si Ion suppose
(6) x = et -+- G ]/~ ,
.et , G représentant des quantités réelles , on c°^ dura des deux premières équations (4) joiotc5 l’équation (3) * #
| — A * { cos. Gl A ■+• |/— 1 sin. GlA) ï
C S CS
> sin.^r — - sin. et -4 - cos. et . y — i
= cos. — et — £ j/— i ^
^*nsi , dans l’hypothèse admise , les trois notations A , sin. X , cos. X
^signent respectivement les trois expressions imapilaires
A * (cos. Cl A -4- |/—> sin. Cl A) ,
c -he e —e*
• - sin. et -+- - — cos. et . y— i ,
CS ç -c
- cos. et - sin. et. ]/— «.
J?ans la même hypothèse, si l’on fait A~c , l’équa- °n (7) fournira pour la notation
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la valeur suivante
e* ( cos. C -t- ]/^T sin. £ ).
Les valeurs des trois fonctions A x f sin. X t cos. X
se trouvant fixées par ce qui précède , dans le c*5 où ia variable# devient imaginaire, nous avons en' core à chercher quelles définitions on doit donner » dans le même cas , des fonctions inverses
LéX , arc sin. x , arc cos. X ,
ou plus généralement quel sens on doit alors attf1' huer aux notations
L ((#)) , arc sin. ((#)) , arc cos. ((#)).
Supposons toujours
X — cL £ )/— i — ÿ (cos. ô -4- i sin . ô ) ,
et, £ désignant deux quantités réelles qui peuven* être remplacées par le module j> et l’arc réel ô. T o^e expression imaginaire u v ÿ~\ propre à vérifia l’équation
(io) = #
sera ce qu’on appelle un logarithme imaginait ^ x pris dans le système dont la base est A. Con tf*1* l’équation (i o) fournit, ainsi qu’on le verra ci-apre5> plusieurs valeurs d e« + t/ , dans le cas
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011 £ se réduit à zéro , il en résulte que toute expres- Sl°o , soit imaginaire , soit réelle , a plusieurs logat'Jthmes imaginaires. Lorsque l’on voudra désigner ^distinctement un quelconque de ces logarithmes L parmi lesquels on doit comprendre le logarithme r(i(d, s’il y en a], on emploiera la caractéristique L °11 l suivie de doubles parenthèses, en ayant soin dénoncer dans le discours la base du système. Nous Moisirons de préférence la caractéristique l, lorsqu’il s’agira de logarithmes népériens pris dans le système dont la base est e. En vertu de ces convenions, les divers logarithmes des quantités réelles ou ^pressions imaginaires
I , — I , GL-h£ j/^ï, X
trouveront respectivement désignés, dans le systè«te dont la base est A, par
MO). H- o),
dans le système népérien dont fa base est e , par
Cela posé, pour déterminer ces divers logarithmes, d suffira de résoudre les problèmes suivans.
LCI Problème. Trouver les diverses valeurs belles ou imaginaires de l expression
Solution. Soit l’une de ces valeurs,
uf v désignant deux quantités réelles. On aura » d après la définition même de l’expression /((i)),
(.1) e“W==Ii
ou , ce qui revient au même ,
eu (cos. v -+- sin. v) = i .
On tirera de cette dernière équation
eu — i ,
cos. V H- y/— I sin. V = I ,
et par suite
cos. V =; I , sin. V = O', V dt 2 Æ 7T ,
^ représentant un nombre entier quelconque. t#*' quantités u et v étant ainsi déterminées, les diverse* valeurs de n-t+vy/- ■ propres à vérifier lequati0*1 (ii) seront évidemment comprises dans la forfl111^
En d’autres termes, les diverses valeurs de /((*^ seront données par l’équation
(12) / (( 1 )) = cfc 2 X- vr .
Ile
Parmi ces valeurs une seule est réelle, savoir, cC1 quon obtient en posant k=o , et qui se réduit même à zéro. C’est pour représenter cette vale1^ réelle qu’on emploie communément la notati011 simple
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/( I ) OU l 1 .
Quant aux valeurs imaginaires de /((i)), elles sont ^videmnitut en nombre infini.
e Problème. Trouver les diverses valeurs de l expression
Solution. Soit u + lune de ces valeurs', u, v désignant deux quantités réelles. On aura , d’après la défini tioij même de l’expression /((- 0).
, ce qui revient au même ,
eu (cos. V -+■ ]/ — « sin. v) 5= — Qn tirera de cette dernière équation eu = i ,
cos. V -4- y/— 1 sin. V — — 1 »
par suite
cas. V = — I, sin.V = 0, V =±(2 k-¥- l)7T ,
/f représentant un nombre entier quelconque. Les Huantites u M v étant ainsi déterminées, les diverses valeurs de u+-v/^ propres à vérifier iequation(i 3) trouveront comprises dans la formule
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En d’autres ternies, les diverses valeurs de /(( — 1)> seront données par l’équation
( 1 4) i((— 1)) = ± (2Æ-+- i) 7Tj/~.
I ar conséquent ces valeurs seront toutes imaginaire* et en nombre infini.
Problème. Trouver les diverses valeurs de l’ expression
l([ct -4- £ y 'C7)).
Solution. Soit u v y^i l’une de ces valeurs*
On aura, d après la définition même de l’expressio*1
(ï 5) eu+vV-i =cc-t-^|/-i=:^Ços.0-f-|/irrsin.ô)»
ou , ce qui revient au même ,
(cas. V + /I7 sin. v)=zf (cos.G-*- sin.G) ,
/ désignant le module de et -4- £ /Z?. On tirera de l’équation précédente
cos. V-h y/~ sin. v = cos. G -h /37sin. 0 ; et par suite
cos’V == cos. G , sin. sin.G , v G ± 2 ÆtT*,
Æ représentant un nombre entier quelconque. quantités m, r étant ainsi déterminées, les divers#*
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valeurs de u-^-v y—î se trouveront comprises dans ^a formule
d’autres termes , les diverses valeurs de /((* + £/-))
Seront données par l’équation
^ est bon d’observer que dans cette dernière équatloo la valeur de j> est complètement déterminée , et égale à
j/( cl1 -h' C* ) ,
*a*idis que l’arc 0 peut être l’un quelconque de ceux (llli ont pour cosinus f et P0111* sinus
Corollaire i.,r Si l’on fait, pour plus de commodité ,
(I7) C = tang. ~ ,
^ sera facile d’introduire dans la formule ( 1 6) l’arc lieu de l’arc 0. En effet, on pourra supposer
^ est positif, et
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si et est négatif. On trouvera, dans la première hy*
pothèse ,
et , dans la seconde ,
Si dans cette dernière équation on fait en particule et -k C j/^7 = — 1 , c’est-à-dire , et = — 1 , £ = 0 * et par suite / = 1 , Ç= o , on obtiendra la suivant
Il en résulte qu’on aura généralement, pour des va' leurs négatives de et,
Supposons maintenant que dans les formules (»J) et (21) on substitue à la place de f et de £ leu1’* valeurs
* et arc tan^. ^ .
On trouvera pour les diverses valeurs de
/ (( et h- £ /-1 )) .
1 si et est positff ,
( /((ût H- £ /-l )) =
( Y l(cLx-+- £*)-*- (are tang. ^ ) j/— 1 -+- /((t))' 2.0, si et est négatif,
PARTIR. CH AP. «X
, T (arc Un”- V ) 1 ((— *))•
Corollaire 2 / Si dans les équations (22) et t23) on suppose £== o , elles donneront respectivement , pour des valeurs positives de du ,
(J4) %.))=/(*)-+-/(( 1)) =; /(jt) ± ,
m » pour des valeurs négatives de et ,
(J5) /((ct.))=^-«;)-t-/((- 1 ))=/(-«.)±(2ii:-t- 1 )vr/~,
^ devant toujours être un nombre entier. Ii suit de Ces dernières formules qu’une quantité réelle et a infinité de logarithmes imaginaires , parmi lésais se trouve un seul logarithme réel , dans le Cfts où du est positif. On obtient ce logarithme réel , ésigné par la notation simple /(et) ou /et, en posant l’équation (24) k—o.
. Schol/E z/r Parmi les diverses valeurs de /((rj), *'nsi qu’on pa déjà rémarqué, il en est une égale à ^ro, que l’on indique par la notation /( 1) ou / 1 , ^ disant usage de parenthèses simples, ou même es opprimant tput-à-fait. Si Ion substitue cette ^°Or particulière dans l’équation (22), on obeïldra une valeur correspondante de
/((et -h Ç> y'-'))»
Ju° l’analogie nous porte à indiquer , à l’aide de pa- ^thèses simples , pur la notation
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/ (et -+- £ y/— i y.
Cest ce que nous ferons désormais. Par suite, 0,1 aura, en supposant et, positif,
(26) =1 /(<*/-+-£*) -f-^arc tang. ^
Si au contraire et devient négatif, — a étant aï01* positif, on trouvera*
K ^ *>}/—' ) =7^(ût'i-+-^1)-*-^arctang. |A'M
ou , ce qui revient au même ,
(27) /(• d, ^)/— •)= 7/(ctI-+-C*)-4-^ni’ctang.^.t/'',‘
En faisant usage des notations précédentes, 0,1 réduira les équations (22) et (23) à celles qui suiv^
la première se rapportant à des valeurs positives & et , et la seconde à des valeurs négatives de la quantité. En d’autres termes , suivant que la pa, t’C réelle d’une expression imaginaire représentée x sera positive ou négative, on aura
ou bien
CjO
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t^nantceq„’o„vien,dedire,6„voitque
tio„Ls p7 déterm"iée p!|1' iv
de £«* a“sie ‘“.élément où la partie réeilè Wpwe«ôu imaginaire représentée par*.r est tivc » tandis que lu notation
J,Ss tous les cas possibles une infinité (Je valeurs • mmees par lune des équations (.28) et (29)
fS PK0BLÈMIi- Trouver les diverses valeurs de . prassion
l^riseijue i indiquant un logarithme pris ^ le système dont la hasc.est 4
vafc7' S0it -/ours ,’une des
%tés fC ir1 )reS6‘0n 4Ue i0n co."sidére- On aura,
P ,a ^finition même de cette expression ,
’ Ce fi"' revient au même,
t'tain 1
VioJ ;rCU'nS"f|"C reia“Ve *“ iogantIm.es
«s. U11 en éoncuira
^ suite ,
in* -+. Ç y/ZZïft
ou , en d’autres termes »
Cette dernière équation subsiste dans le* cas mèu?c où £ s’évanouit , c’est-à-dire , lorsque l’expression imaginaire ct-v-Cy'^ se réduit à une quantité réelle* SCHOUE. Si l’on suppose la quantité et positive» à la valeur particulière de /((et -h £ }/—_»)) ref>rt>" sentée par l (et -h Ci/—») correspondra une vale|,f particulière de L({t que l’analogie nons porte à désigner à l’aide de parenthèses simples p»1 la notation L( <*,-+-£ Cela posé, O11 aiu*’
pour des valeurs positives de et ,
üflj
= Z*(ct* H“ £* ) ‘
arc fang. -
De plus, si.dans l’équation (33) on substitue p(>' ^ /((et, -+- €|/^7j) sa valeur tirée successivement t,e formules (2 3) et (29), on trouvera, pour des valent positives de la quantité et ,
r fl P y— \\ 1) jiLl
L((ct ^ C /-»)) = - —lA—L 7*7,71 4 = 1(^4- £ >/— 1 ) -+» z»(( 1 )) ,
et, pour des valeurs négatives de la même q'
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= L {-<*.- € yœfjqt £^Uf ,
Kn d’autres tenues , suivant que la partie rédle 'l'une expression imaginaire représentée par x sera positive ou négative, on aura.
(37) .VjW-UO + £|, )_£(,)* .
OU bien
, ;!(3 8) tfàÀL -M) + z. ((-, J) ^ «
^désignant un «ombre entier quelconque. On peut ajouter que des deux formules précédentes la première subsiste pour toutes les valeurs réelles posit,v es de la variable jc , et la seconde pour toutes les Valeurs réelles négatives de la même variable.
Après avoir Calculé les divers logarithmes de expression ipiaginaire
x = cl Ç j/— 7 ;
^posons-nous de trouver les arcs imaginaires °nl le cosinus est égal à æ. Si ton désigne par
arc cos. (^)) .== W + ï f/~
Ul1 qudeonque de ccs arcs, on aura, pour déter* ,,ler u-hv y/—j , f équation
K. cos. ( u-h w-j/Hï) = et -h £j/CT ,
jjà?’ Ce qui rèviëût au même, la suivante
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laquelle se divise en deux autres., savoir ,
(/±o) ~~ — - cos .1/4= et, - - - sin. W — — y>i
A ces dernières on peut substituer le système équivalent des deux formules
(40 e ; COS. U Stu. U ’ COS. U si». U
De plus , si l’on élimine v entre les formules (*4 0 ^ on en tirera successivement
cos. U sin. u
sin.+ îr — (l 7- cL% — £*) sin.1 U — = O ;
puis, en observant que sin.1 u est nécessairement une quantité positive ,
sin.‘ U = ■ ~ U [(' ~2 ,° )
On aura par suite ( è'
et, comme [en vertu de la première des équation* (4°)] cos* u et * doivent être de même signe , °p trouvera, en extrayant les racines carrées ,
(/l2)cos'“~ 1^-^
Cela posé , si Ton fait pour plus de commodité
■ ( U -= o rc cos. - — - j - - * _
°» conclura des équations (4i) et (^2)
(44) U =: ±: U ±: 2 /cvr , v ~±: V f
k désignant un nombre entier quelconque, et les .eu* ^ttres U , r devant être affectées du même s,gne; en sorte qu’on aura définitivement
(45) arc cos. ([xjj = ifc 2 <(* 7T rfc ( £7 F /-T).
^«u mi les diverses- valeurs de arc cos. ((^ que fournit équation précédente , la plus simple est celle qu’on tient eu posant A = o dans le premier terme du ^cond membre , et prenant l’autre terme avec le tjgue -h. Nous la désignerons . à l’aide de pareilieses simples , et nous écrirons en conséquence
arc cos. {x) — : U -+-
°U même, en supprimant tout-à-fait les parenthèses, '^) arc cos. x = U V |/~7.
Jé*°? le cas particulier où, € étant nul, la quan- 4 rÇste comprise entre les limites + ja ^ (4<S) réduit , comme 011 devait s’y atten-
e> à 1 équation identique
arc cos. et r= arc cos. et.
Utr<‘ Part» si 1 on observe querfc 2X 7 r représente Quelconque des arcs qui ont l’unité pour cosinus.,
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on reconnaîtra que i équation (4s)Peut être, mis® sous la forme
(4y) arc cos. (^rj) = ±: arc cos. X -+- arc cos. ((l )).
Il est encore essentiel de remarquer que , dans le ca* où l’on suppose £=• o , et la valeur numérique dé <*supérieure à l’unité , l’ex-pressiou
obtient toujours une valeur imaginaire. Cette valeur ^ra donnée par lequation
(48) arc cos. et -= l (et) * y'' — 1
si et est positif, et par la suivante I
(49) »rc CO». *. = -WH- /(— *).\/~ï=a [ / ( — ifc) — * (
si et devient négatif.
Considérons maintenant les arcs imaginaires dçflf le sinus est a'=et-+-C/:=^. Si fon désigne un quc1' conque de ces arcs par
arc sin. ((j”)) = II-*- P |/— 1 ,
on trouvera [en ayant égard à la seconde des éq°* lions (9)] /
X — sin. {u-*-V j/-1).— cos. — u v J » et l’on en conclura
(50) arcsin.((^= 1 = arc cos.f^
Si dans la formule précédente otl substitue lr* verses valeurs de arcéofe. fâjf t dont Fuite a été
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s,gnée par la notation *re cos. (or) ou arc cos. x , on ^tiendra les diverses valeurs de arc si», ((.r)) , dont ^ Unc sci a désignée par la notation arc sin. (.r) ou *rc sin. x , et déterminée par 1 équation
(5 ï) arc sin. X =± ~ — arc cos. x.
A l’aide des principes que nous venons d établir, est aisé de reconnaître les propriétés les plus essentielles dont jouissent les fonctions de la variable ^naginaire x représentées par les notations
• L*x , arc cos. X } arc sin. X.
^°ur obtenir ces propriétés , il suffit détendre les formules que ces fonctions vérifient dans le cas où u variable x est réelle, au cas où la variable de- ',('üt imaginaire. Cette extension «'effectué d’ordi- ^ire sans difficulté pour chacune des trois fonctions
Ax , cos. X f sin. X.
^»si, par exemple, A, B, C, .... désignant plus,c‘ürs nombres , on prouvera facilement que les Rations
(Sa) J = ^'n~r
J Ax. Bx . Cx .... = (ABC. ..y,
(S3)| cos* (•*"*" 30 = cos. cos. y — sin. .r sin. y,
( sin. (a? -h y) == sin. x cos .y sin. y cos.x
SuWstcüt également pour des valeurs réelles et Pour des valeurs imaginaires quelconques des va-
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riables x , y y z, ... Mais, si l’on considère des formules dans lesquelles entrent les fonctions inverses"
L,X , arc cos. X, arcsin.#,
on trouvera le plus souvent que ces formules, étendues au cas ou les variables deviennent imaginaires» ne subsistent plus qu’avec des restrictions considérables, et pour certaines valeurs des variables dont il s’agit. Par exemple, si Ion fait
* — *■+•&/— 7, y — a.'-b,Ç'v C7, z = ei'-^C y/~i , &c . . -
et, si Ion désigne par jll une quantité réelle quC^‘ conque , on reconnaîtra que la formule
(54) L{.r) -+- Uj) ■+■ L(zj ■+. &c... = L{jcyz-)
subsiste seulement dans le cas où, a., a,', a.", &<**•• étant positifs , la somme
arc tang. — -+- arc tang. H- arc tang. ~ &C.-
reste comprise entre les limites — ; c* ,
formule
(55) L(xm) = ^L(x)
dans le cas où , cl étant positif, le produit
U . arc tang. —
l'este compris entre les mêmes limites.
i.',F partie: chap. x. 329
CHAPITRE X
(es Racines réelles gu imaginaires des Équations algébriques dont le premier membre est mie fonction rationnelle et entière d'une seule variable. Résolution de quelques Équations de cette espece par l'algèbre ou la trigonométrie.
^ On peut satisfaire à toute Équation dont le premier membre est une Fonction rationnelle et e vli ère de la variable x par des valeurs' réelles imaginaires de cette variable. Décomposition polynômes en facteurs du premier et dû second egre. Représentation géométrique des facteurs r°els du second degré.
Considérons une équation algébrique dfftit le membre -soit une fonction rationnelle et (| ,erc de la variable x. Si n reparésènte le degré n eette équation , elle pourra se mettre sous la °rmc
«o xn-\-alxn~l -h v*
... x -h an = o ,
%l' ’ a+ *•* a“ ®*ant àescoefficîens constarts ^ . S 0,1 Imaginaires. On appelle racine de cette e équation toute expression réelle ou imaginaire
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qui, substituée à la place de l’inconnue x, rend premier membre égal à zéro. Supposons d abord, p°l,r fixer les idées , que les constantes ao , a i , ax . • • se réduisent à des quantités réelles. Alors, si doux va leurs réelles de x substituées dans le premier membrt de l’équation (i) fournissent deux résultats entre quels zéro se trouve compris, c’est- à -dire , dcl1* résultats de signes contraires « on conclura du cb* pitre 2, 4 * théorème] que l’équation tl ’
admet une ou plusieurs racines réelles comp1^1 entre ces valeurs. Il en résulte que tonte de degré impair aura au moins une racine r®? , ,En efîet, si n est un nombre impair, le P1'01111^ membre de l’équation (.i) changera de sigufc aV^ son premier terme aQ xn , toutes les fois qu’en ^ V huant à la variable x des valeurs numériques
considérables on fera passer cette variable du p°* ; au négatif : [voy. le 8.c théorème du chap< Lorsque^? devient un nombre pair, la Xn demeurant positive tant que la variable * réelle , le premier membre de l'équation (i) ^
être, pour de très -grandes valeurs nUmériq*1®* ^ x , constamment de même signe que a0. Bi» ^ même hypothèse, a„et ao sont de signes conti ^ le premier membre changera évidemment de , lorsqu’on passera d’une très -grande valeur 111 ^ |ique de x à une très-petite, en laissant la VîU toujours positive ou toujours négative. L’équatiU1^ aura donc alors deux racines réelles , l une J»06
et l'autre négative.
i.,e partîè. chap. x. 531
Lorsque , n étant un nombre pair , ao et an sont e tWéme signe , il petit Arriver que le premier Membre de 1 équation ( 1 ) reste , pour toutes fes fleurs réelles de x, de. même signe que ao, sans ï^niais s’évanouir. C’est ce qui a lieu , par exemple, P00*' chacune des équations binômes
1 = o , JC*-¥- 1 — o , ^-hi=Ëb , & c....
^a0s un cas semblable, l’équation ( i ) n’aura plus racines réelles ; mais ou y satisfera eu prenant ^Ur a; une expression imaginaire
V désignant deux quantités réelles et finies. Cette ^position , et celles que nous venons d’établir, se
^Uvçnt renfermées dans le théorème suivant.
•4(ifr Théorème. Quel/es que soient les valeurs eeUcs ou les valeurs imaginaires des constantes ér ♦ i i . an_, , an , V équation
118 laquelle n désigne un nombre entier • égal ou ré rieur à l'imité, , a toujours des racines réelles lpiaginaires ,
^Monstration . Désignons, pour abréger, le premier membre de l’équation (i) ; t^)sera une fonction réelle ou imaginaire, mais ^u)°Ucs entière , de la variable x; et, puisque toute ^ Ï^Hsion réelle u se trouve comprise comme cas ^ulier dan s une expression imaginaire u-k-vy/— > ,
il suffira, pour établir le théorème énoucé, dç!^e montrer généralement qu’on peut satisfaire à féq118' tion
en prenant
puis attribuant aux nouvelles variables u et v $ valeurs réelles. Ôr, si Ion substitue la valeur cédente de x dans la fonction f(æl , le résultat de la forme [ r
* - lltfî
<|>(w, w), y {ü, v ) désignant deux fonctions
et entières des, variables u et v. Cela posé, tion (1} deviendra
O {u, v) -+- I ys (il, v) :2c : o ;
et, pour y satisfaire, il suffira de vérifier les équations relies
l<p{ü,v)=zO,
lx(u' v) — o,
ou , ce qui revient au même, l équation uniql,e
Donc , si l’on pose pour plus de commodité
il restera seulement à montrer que l’on peut ou
des
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valeurs réelle^ de u et de v propres à faire éva-
^Uir la fonction
F (ii., v ).
y parviendra sans peine à l’aide des considérais suivantes.
I û’aWd, pour déterminer la valeur générale de fiction F (11 , v) , on représentera chacune des gantes réelles ou imaginaires a0,'an ... an_ , , an , ( lsi (J ue la variable imaginaire, u -+- v , par le d’un’modufe et d’une expression induite; Ion écrira en conséquence
[ > no = wp#(cos.9o-+-y/^T sin.0o) , at =%p,(cos.9l-+-|/^T sin.0,)...
^ , fcos.fe j>„(cos.0 ^y^HTsin.GnX
U -+- v y/—i = 7*(cos. t ]/— 1 sin./ ).
. ^ la par suite
(./(û -+- v y/^T) — J>o rB [cos. (»«-4-0o)-Hy/-Tï sin.(»M-0o)] -f- [cos.(«— *i . K© *)~ i — r a sin.(« — i .f-hGd]
-H r[cos.(f-h0n-I)H-/-i sin.(f -+- 0,^,) ]
-*• j>s (cos. 9 -+• ÿ—i «*»• 6«) ;
0îl eu déduira
u' t ^ fl" flp'.ÇO*. («— «
...*+■ S>n~ I r cos- (e ■+" 0)1-1 ) -H s>. cos. 0, ,
| ^(«,i))s=r J)0rn sia.(vTM-0o) ■+■ J>, r"'“l sin.(J»r . M-0,)-l- ••• *• J»„_r r sia. (M- 0^ )V y„ *in. 9* v; ’
j»c r,cos.(n/-è-f0)T+'J,ir"— ‘cûS'C*1 — 1 «M-0,;
Il . -+-
| . -t-vPn-i r fin* (* “H 0n—. ) ■+" vPn s,n'
V;F/\ ( . 1 J>b .P, c«B‘ (A -4- 8„ — 0iL
I r= r'* * ! J>,co«. (*< -H fto Hbi-
II résulte de cetfe dernière formule que h tîon F [u, if), toujours évidemment positive, ^ produit de deux facteurs, dont fini, savoir,
rtn = (#4* -+■ v*)n
croîtra indéfiniment si l’on attribue aux variable*^' v ou à l’une d’elles seulement des valeurs m»n]C ques de plus en pins grandes, tandis que facteur convergera dans la même hypothèse ^ la limite /„* , c’est-à-dire, vers une limite finie* V^, rente de zéro. On en conclura que la fo,,c t F(u, v) ne peut conserver une valeur finie quîUV^ que les deux quantités u , v reçoivent elles- We ^ des valeurs de cette espèce , et devient intînl^fr grande dès que l’une des deux quantités croît tti* minent. De plus, comme l’équation (^) donW^ F^e F.(u, v) une fonction entière et par conséquent .f fonction continue des variables u et v , fi que F{u, v), variant avec elles par degrés 1 sibks , et nPpouvant s’abaisser au-dessous < e ^[C atteindra une o\i plusieurs fois une certaine
J> PARTIE. CH AP. X
1,1 Prieure quelle ne dépassera jamais. Représentons. îjar A cette limite, et par u0} un des systèmes e valeurs finies de u et de v, pour lesquels F(ti, v) 8e réduit à A, en sorte qu’on ait identiquement
différence F(it, v)-F{u0 , vn) ne s’abaissera jamais dessous de zéro; par conséquent, si l’on fait
(11) u = u0 -h <t h , v r= v0 -+- et /• /
J Résignant une quantité infiniment petite, et h, k quantités finies, l’expression
F( a. h , va h- a, X- ) — F(u0 , v0 )
5e Sera jamais négative. En partant de ce principe, sera facile de déterminer la valeur de la cons- : ,te A , ainsi qu’on va le faire voir.
%’j— nS ^e^I), c^,0,, ‘magmaire/(M-H v \Z~^) on ^ laitue pour u et v leurs valeurs données .par les f/ niuïcs (ii), cette expression, devenant alors une ^tion imaginaire et entière du produit 'V: *(h -+- X‘/-r) t
. urra être, développée suivant les puissances enascendantes de ce meme produit. En désipar
T-W-' /?.(«.. TÏ+y-X slà. T{),
. ) . R„{ C09. Tn+-y~\ sin. T),
lue} ' ^ieilS 1,na8*najres ces puissances dont j)0 Wcsrwns peuvent se réduire, à* zéro, ef faisant l| plus de commodité • .
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(12) Il -+- k j/— 1 — y>(cos. 0 -+- 1 sin.0) t
on obtiendra l’équation
( -•-«(/* = ^(cos.r+y/rTsin.?’)
( 13)-? ^«t/?/j>^à..(rI^ô)4-v^sin.(.rI-^fej]‘H-'-‘
| . . . -+- et" /?n j>* [cos.(r„ -h n$) -hy/ZIJ sin. ( TH -4- w0)]'
dans laquelle les termes du second membre , et plU conséquent les modules
ne sauraient s’évanouir tous en même temps* Comme 011 aura d’ailleurs
on conclura de l’équation (13)
f 9{u0-*-tth,v0-ha.J() = Rcos,r-]-âini j> cos. (T
. .1 . Al" /?, / C08. ( T’a -+- ** ^ *
^ J X {«„-+- «A, v o-l- aA) = Æsin. r-h a/?, j>sin. 7,I-+-0)'+"’
( . -f- a” i?„ j>" sin. ( r» -+" ^ ^
et par suite
f F{n0 + ah,v0-+<tk)
] = [Rcos.T-\-aR l_DCOS.(Tl-b^'~h...-\-el”tlnfincOS.(Tn-^ n
I -+- [7î«in.T'-+-pt/î1i3sin.(TIH-8)-+-.4.-ra’'/înJ3"3in.(irB'L,l®/^
Si dans cette dernière formule on pose ct=^°» °l
Donc IV—A, R = A \ Si maintenant on
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°Ppe le second membre de 1 équation (16) suivant *^es puissances descendantes de R, et que Ton y rem-
Ptace ensuite R par A ' , cette équation deviendra
^7) F(tl0 + <th, VQ + CLk) =
1 <*-j>[IÇlco8.{Tl—T+Q)'+...-hcin~tj>n~l R,cos.iTn—T-+n$)] cbs.(T’r-f-0) J)',“’,/^llcos. {7’n-h«0) |
{-+"•[/?, 8in.(T’ j-4-9) siu. (T^-j-n©)]* j ’
si l’on fait passer dans le premier membre la Entité A=Ffa9, w„), on trouvera définitivement
f («• + <Lh,*><t-+a.k)-7F («*•,>«)«==
posé, puisque la différence
F (zz0 -+-ol/i , u0'-+- a, A) — F(^u0 , vQ )
e (^°it jamais, s’âbaisser au-dessous de fa limite 0 » d faudra de toute nécessité que, pour de très- , ues valeurs numériques de et, le second membre ^ équation précédente , et par suite le premier ^Re.de ce second membre, c’est-à-dire, le terme ^ Enferme la plus petite puissance de ce, ne puisse ^venjr négatif. Or, en désignant par Rm la preere des quantités
ÎOjyj. 1
qui obtient une valent différente de zéro , on trouvera pour le terme dont il &àgit
2 A 2 ctmfw Rm cos. (Tm— T si A niest pas nul , et
*im fim /?;/
dans l’hypothèse contraire. De plus , comme , ** valeur de l’arc 0 étant tout-à-fait indéterminée, 0,1 peut en disposer de manière à donner au facteu*’
cos. ( T m — T -h ra ô ) ,
et par conséquent , au produit
2 A 2 <t.m j>m Rm cos. ( T m — 7'-h m ô )
tel signe que l’on voudra, il est clair que la second hypothèse reste seule admissible. On aura donc «)( cessairement
ce qui réduira l’équation (io) à (20) F(u0, vQ) = 6.
11 en résulte que la fonction Fixe, v ) s’éva si l’on attribue aux variables u, v les valeurs réel u0 , v0 ; et, par suite, que l’on vérifiera l’équaU0*
lies
en prenant
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d’autres termes, u0-v-voÿ'~ sera une racine de 1 équation
’(i) a„ xn -+• ci t xn~l -+- et rtrmI x a n ~ o.
• La démonstration précédente du théorème i.ep, Quoique différente en plusieurs points de celle qu en a donnée M. Légende à [ Théorie des Nombres , ,|-rePart.£ XIV,}, es J fondée sm» les mêmes principes.
; C orollaîrk* Le polynôme
^évanouissant , ainsi qu’on vient de le dire, pour
JC = W. -jr VaY~\ ,
Sera , en vertu du i .er théorème [chap. VIII, J. 4] > ^obliquement divisible par le facteur
æ — iiQ — va ]/— i .
quotient, ne pouvant'ètre qu’un nouveau poly- ^oine du degré n — i ])ar rapport à x , sera encore Nécessairement divisible par un nouveau facteur de Niêjnc forme que le précédent, c’est-à-diré , du premier degré par rapport à x. Désignons par
> x — uv — 1> r j/~- 1
Ce nouveau facteur. Le polynôme sera équi¬
pent au produit des deux facteurs
x — u0 — JC — il, —
un troisième polynôme dit degré n — 2 . On
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prouvera que ce troisième polynôme est divisible par un troisième facteur semblable aux deux autres, et On continuant à opérer de la même manière , <?n finira par obtenir n facteurs linéaires du polynôme f[x). Soient respectivement
x — «0 — roV/-. , i— a- - un_t ^
ces mêmes facteurs. lEn divisant le polynôme ffï par leur produit , on trouvera pour quotient une constante évidemment égale au coellicient a0 de l‘l plus haute puissance de x dans f[x)- On aura en conséquence
(il) f (x)= a0(x — ua — »ol/-*')C-r “■
Cette dernière équation renferme un tnéorèmê q|,( Ion peut énoncer ainsi qu’il suit.
2/ Théorème. Quelles que soient les valeur réelles ou imaginaires dès constantes a01 at , • * ‘ r an_, , an, le polijnomc
a0 xn -4- a , x" ' h- ... x -+- — J (f)
sera équivalent au produit de la constante a0 n facteurs linéaires de la forme
x — et — £ ]/— i .
Déterminer les facteurs dont il est ici question c’est ce qu’cm appelle décomposer le polynôme jfl), en ses facteurs linéaires. 11 n’y a qu’une seule nM
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nière d’effectuer cette décomposition. Pour le démontrer, supposons que deux méthodes différentes aient fourni les deux équations
’f-tifj —a0 (x — u0—v0 ■/_,) x [x-u, -i», y^TT) x ...
...x(*-vt-vlVÉ),
f (x.) = a0 (x — ûf0 — é’o — 1 ) * [x — a, — - (T, y/HI) x •••
n eu tirera
Z'’1 f (.r-4t0-f0/r7)X.r-rt1-fl/IT7).'..Gr-«;i_l-^^,v^=T)
J (x-Uo-^'o/^T)' . /- ) • • • • *
Le dernier membre de la formule précédente s’évanouissant lorsqu’on attribue à la variable .rja valeur particulière uo -h vq j/~ , il faudra de toute nécess,té que, pour cette même valeur de x , le premier Membre , et par conséquent l’un de ses facteurs t'oyez le chap. VU, §. 2 , y.e théorème , coroll. 2] Se réduise à zéro. Soit
x — 0Lo — £c /-i
^ facteur dont il s’agit. On aura identiquement ct0 '■+■' Co /-* = w» -+- 'y. ,
et par suite
x — ol0 — i0 /-■ = x — u0 — va l/-'.
Lola posé, la formule (23) pourra être remplacée Par la suivante
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(■P — et, — £, |/-i) . . . (x—cLn_l — y/-')
= (* — Uj — v, >/- )-
Le second membre de* celle-ci sevanoûissant lors; qu’on suppose
i’un des facteurs du premier membre, paê exempt*
X — ce, — :£,}/— ‘,
devra s’évanouir dans ia même hypothèse ; ce qll! entraînera deux nouvelles équations identique. S & la forme
Ct, -H C, ]/— f = U , H- t>, j/— 7 >
^ — çc, — £, j/— « = r — ut — î'j |/-i .
En répétant plusieurs fois le même raisonnement’ on prouvera qire les différons facteurs linéaires dont se composcnf lês seconds membres des équation5 (22) sont absolument les mêmes dans l’une et l’ant,r équation. Il est essentiel d’ajouter que chaque far teur imaginaire de la forme
• x — cl — £ |/ — 1
se change en un facteur réel x — et , toutes les f°-' que la quantité £ se réduit à sém.
Le premier membre de l’équation (i)» étont ♦* d’apres ce qu’on vient de dire, décomposable dm1 seule manière en facteurs linéaires, ne peut st. notiir qu’avec l’un de ces facteurs. Bi donc ht»
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égai<» successivement à aLyro, on obtiendra toutes jçs valeurs possibles de x propres à vérifier 1 equation ( i ) , c’est -à- dire , toutes les racines de cette équation. Le nombre de ces racines, coinnie celui des facteurs linéaires , sera égal à n. De plus , à chaque facteur réel de la forme x—ol correspondra Une racine réelle et , et à chaque facteur imaginaire de la forme •
x — et — £ j/t1 Une racine imaginaire
et -+- £ V~''
Ces remarques suffisent pour établir la proposition vivante.
S.4, THÉORÈME. Quelles quê soient les valeurs belles ou les valeurs imaginaires des constantes «o , a, , ... a„_, , an , 1 équation
(i] a0 xn ax xn~' #*_, x-¥-a„ ~ o
a toujours n ravines réelles ou imaginaires , et n en durait avoir un plus grand nombre,
il peut arriver que plusieurs des racines de j équation (i) soient égales, entre elles. Dans ce cas , le Uoinhre des valeurs différentes de laVariable propres * vérifier cette même équation devient nécessairement inférieur' à n. Ainsi, par exemple, l’équation 'du second degré
x1 — iax -+- — o
\Vunt ses deux racines égales , en ne pourra y satis-
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faire que par une seule pâleur de x, savoir ,
Lorsque les constantes aD . a, , ... a„_x , a son* toutes réelles, I expression imaginaire v
Ct -+- ç> j/— r " 1
ne peut évidemment être une racine de l'équation ( i ) , sans que l’expression conjuguée
ot — o y— i
soit une autre l'aviné de la même équation. Pa£ conséquent, dans cette hypothèse, les facteurs imaginaires et linéaires du polynôme qui forme & premier membre de l’équation (1) sont deux à de»^ conjugués, et de la forme
x—a.— Cy'^î , .r— a-i-C/-,. . “"i
Le produit de deux semblables facteurs étant on polynomfc réel du second degré, savoir,
(f — ct)‘ -+- £v,
on déduit immédiatement de l’observation qu’oR vient .de faire le théorème suivant.
4/ Théorl?,ïe. Lorsque Hn_x , qn dés*'
gntnt des constantes réelles , le polynôme
(2 j) a x ->r-ci,’r1T^l-\-.,.-)t-an_xjc-¥-an
est décomposai) le en fadeurs rçels du premier <>n du second degré ,
Dans ce q>.i précède, nous avons présenté Ie*
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Peines imaginaires de I équation (i) sous la formé et zt £ y — r .
^fors,*pour le polynôme (2 4), un facteur rcel du Second degré correspondant cà deux racines iniagittyires conjuguées
■ ' ou h— € y — 1 , et — y — 1 ,
^ait de la formé
( X — et)* -+■ 6*.
^ l’on fait, pour plus de commodité,
CL dt £ y~\ zzz JJ (cos. ô zt y~4 sin. ô) ,
[/* désignant une quantité positive, et fl un angle que j0,î pourra supposer compris entre les limites o ,
L lîléme facteur réel du second degré deviendra
(,r — j> cos.ô)* -4- (y>sin.ô)‘
— X* 2 JJ X COS.^fl
K est facile de construire géométriquement cette fiïtuère expression dans le cas où l’on attribue à la ai,Hble x une valeur réelle. En effet, si fon trace Ij11 triangle dans lequel un angle soit égal à fl, les t?u* cotés ad jacens étant respectivement représen- ^un par la valeur numérique de x, l’autre par le u °(‘l^e f ïe carré dn. troisième côté sera [ d’après théorème connu de trigonométrie] la valeur du Atonie
■ X* — 2 P X COS. fl -+-J* y
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toutes les lois que la variable x sera positivç. Si ^ varia!)!e x devient négative, il suffira de remplace»' dans la construction indiquée l’angle 0 par son sup' plément.
Le troisième côté du triangle dont H est ici que*' tion ne peut s’évanouir que dans le cas où les deu* premiers côtés tombent sur une même droite, et o’1 leurs extrémités coïncident, ce qui exige, 1 .° <p|(> l’angle 0 se réduise à zéro' ou à. 7 r, 2.0 quelavalel,r numérique de x soit égale à f. Par suite , le fac$$i
xx — x cos. 0 ■+- fl
ne pourra devenir nul pour une valeur réelle de à moins que l’on ne suppose
cos. 0 qp I ou C9S, 0 — 1 ;
et la seule 'valeur de x propre à faire évanouir ce facteur sera , dans la première hypothèse ,
dans la seconde ,
On arriverait directement au même but en ohsel vant que lcquation
=- Zf JC COS. 0 -i-ÿ' = O a deux racines
ÿ ^cos. 0 -4- — 1 sin . 0), y>(co s.0 — isin.0)r
qui ne peuvent Cesser d’être imaginaires sans dcv el}
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%ales, et quelles seules valeurs de # capables de Produire cet e#èl sont celles qui vérifient la formule
>i«. 6 =? o , laquelle on tire
01 par conséquent
Pour la valeur commune des deux racines.
Jusqu’à présent , nous nous sommes bornés à détorminer le nombre des racines de l’équation (i), avee la formé de ces memes racines et celle des Jeteurs qui leur correspondent. Nous allons , dans s paragraphes suivans , passer en revue quelques Crjs particuliers dans lesquels on e$t parvenu à répare de semblables équations, sans être obligé de cQticevoir leurs cocfficicns convertis en nombres^ ^ exprimer les racines en fonctions algébriques f)'1 h'igonométriques de ces coefficiens. Nous observons ici à co sujet que , dans toute équation algé- ^‘Ique dont le premier membre est une fonction ,ut'oinieUe.et entière de la variable x , on peut ré- 11 u're par la division le coefficient de la plus haute puissance de x à l’unité , et celui de la puissance ‘^Oiédiatement. inférieure à^éro par un changement 0 'ariable. En effet, si dans l équation
a0 æn a. xn~ 1 -h x -\-an = p
* ^’est pas égal à i*, il suffira dç diviser f équation
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par an pour réduire le coefficient de xn à l’unité»
et, si dans une équation mise sous la forme
■» -*- a, xn~' -h an_l x a- an = o ,
at n est pas nul , il suffira de poser
pour obtenir unç transformée en z. du degré n, <]111 n’ait plus de second terme , c’est-à-dire , une trafl5' formée dans laquelle le coefficient de zn~' sév11 nouisse.
* . , ; U. Qt
5* 2.' Resolution algébrique ou t ri go nométrique deS Equations binômes et de quelques Équations, irr nomes. Théorèmes de Moivre et de Cotes. V
. Considérons l’équation binôme
(1) JC" +p= O ,
p désignant une quantité constante. On en tirer» xn — —p>
ou , si l’on désigne par j> la valeur numérique xn,==ztf.
On aura donc à résoudre l’équation
si — p est positif , et la suivante
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S| est négatif. On satisfait à la première en Panant
(4) *=éfy
et à la seconde en prenant
^Uaiu aux diverses valeurs de chacune des deux
^pressions ((1))", (( — ‘1 )) " , elles Sont toujours en ^ttibre égâl àw [ voyez le chapitre VII * §• 3 ] • ct y «luisent des deux formules
(6)i ((.))’ =cos. .
i v\ — 1 )) = cos. v - 4= y-' sin. - — ,
JUlls lesquelles il suffit d’attribuer successivement à Routes les valeurs entières qui ne surpassent pas
* * Lorsque n est un nombre pair , la première des
s l’étions (6) fournit deux valeurs réelles de ((1)) " , j, 0,t, h- 1 et — 1', correspondantes l’une à. X=o, autl‘e à X* — — . Dans la même hypothèse, toutes
les 2
fleurs de ((— np sont imaginaires. Lorsque n • *•
,ent un nombre impair, l’expression (( 1 )) aune e valeur réelle -+- i correspondante à X = o ,
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et l’expression (( — i)\" une seule Valeur réelle correspondante à . Par suite lequati011
(i) admet deux racines réelles, ou n’en admet cune , lorsque n est un nombre pair , et la équation admet une seule racine réelle dans le fS,s contraire. De plus, on Reconnaît immédiatement l’inspection des formules (6) que les racines im0?1 naires sont conjuguées deux à deux, ainsi qll°|1 devait s’v attendre.
Considérons maintenant fé quation trinôme
(7) x'” +px* + <{= O,
p , q désignant deux quantités constantes à volonté. On en tirera
x'n -+-p.tn = — q f
et par suite
(8) (x*+iy = £-q.
gi L - q est positif, f équation qui précédé ent,tl1
nera l’une des deux suivantes
= /(-f-îr)ï
en sorte qne'ar" admettra deu'X Valeurs réelles ce*11 prises* dans la formule
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lorsque le. nombre n se réduit à l’unité, hv formulé (i?) fournit immédiatement les deux racines réelles ^ 1 équation trinomd du secônd degré
< (' ... (10) x1 h- px -+- q = o.
^ans le cas contraire, en substituant la formulé il s’agit à l’équation (7) , on n’a pins à résoudre deux équations binômes semblables à celles nous avons traitées ci-dessus.
Supposons#maintenant la quantité -J - <7 nega-
t,Ve- L’équation (8) entraînera l’une des deux suintes
0,1 sorte que xn -admettra deux valeurs imaginaires C()Iïiprises dans la formule
^ ^ nombre n se réduit à l’unité , ces valeurs seront
jfs racines imaginaires de lequation (16). Mais, si 0,1 suppose n > 1 , il restera encore à déduire des V^°urs connues de xn les valeurs c(e a:. Désignons , dans cette hypothèse, le module de l’expres- ),i imaginaire qui sert de second membre à la for- (11). On aura évidemment
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Faisons en outre , pour plus de commodité ,
Lorsque p sera négatif, les deux valeurs de x* do»' nées par la formule (i i) deviendront
04) —f ( cos. £ j/^7 sin. £) ’,
et l’on en conclura
(15) x = f- [co*. L ± sin. £j ((1)) $ Si au contraire p est positif, on trouvera
(16) xn = — p ( cos. £zfc |/Z7 sin. Q ,
et par suite
(17) .i„. !]((-,))'■ Dans le cas particulier où l’on a
C tJevient nu> ; en sorte que les équations (1 5) $ (17) prennent îa forme des équations (4) et (5).
Si l’on désigne, pour abréger, pT par r, on tl' rera des équations (12) et (13), en supposant I» quantité négative ,
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P — — 2/*" cos. £, q — rxn f ** " + q — xx* — xrn xn cos. ^ -t- rJ
^ans fa même hypothèse, fa formule (i 5) donnera *=r(oo,.i±/rrsi„.i-) (cos.
;„r r(C0S--~Ô^ r^/-' sin- ~±„2/t) .
représentant un nombre entier; et Ton en contra que le trinôme
jSt ‘lécomposable en facteurs réels du second deeré la forme * '
2 rx cos.
Si
, 0n suPpose au contraire fa quantité p positive, b'inome xln -\-pxn -+-q deviendra
zr"x" ,os.Ç->- r‘* ,
c s°s Acteurs réefs du second degré seront de fu °rme
x--2rxcos. S!iü± + r.
une et Pautre hypothèse , on pourra cons-
tf0 e géométriquement les facteurs réefs du second 5. i * Pàl fa méthode ci-dessus indiquée [voyez ic Ws t0Utes ,es fois tfue ,on attribuera des vareelfes à fa variable x. Si l’on prend la valeur *OM. 1. 7
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ii îmérique de eette variable pour base commune & tous les triangles qui correspondent aux différons facteurs , et que dans chaque triangle on fasse aboutn Constamment à une même extrémité de cette ba^ le coté connu , représenté par r , on trouvera <lllC les sommets des divers triangles coïncident avec ^ points de division d’une circonférence décrite «ü rayon r en parties égales. Il en résulte que , si l °* multiplie entre eux les carres des lignes menées i* la seconde extrémité de la base aux points dont1 sagit, le produit de ces carrés sera la valeur 1 trinôme
xxnr^r- pxn^-q = x *n =t 2 rnxn cos. Ç -h r2"-
Dans le cas particulier où £= o , le produit & lignes elles-mêmes représente la valeur numen<ll du binôme
xn ±\ v" ,
laquelle se confond avec la racine carrée p°sitl' du trinôme
i,#±2 r” xu h- r2".
, Iti
Des deux propositions qu’on vient d’énoncer ^ première est le théorème de Moivre , et la seco> celui de Cotes.
j. $.e Résolution algébrique ou (rigonomélnpieJ Équations du troisième et du quatrième deg?0’
Considérons l'équation générale du
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degré. On pourra toujours, eu faisant disparaître le econd terme de cette équation, la ramener à la lonne
(') 'x' + 'px + q =t o ,
P, q désignant deux quantités constantes. D’ailleurs Sl Ion pose
JC — U H- V t
U’ v étant deux nouvelles variables, on en conclura
J ={U + vy = u'-irv' ^uv .X ,
Pour rendre l’équation (2) identique avec la propo-
,te ’ ** su^Ira d'assujettir les inconnues u et v aux aeux conditions
(3) u? H- V* zzz — n .
a resolution de I équation (i) se trouve ainsi ré-
^U(4)à ^ rëS°*Uti°n simu,tanëe des équations (3)
Cherchons d’abord les valeurs de u 3 et de v 3 Si ,0n fait
1 aura, en vertu des équations (3) et (4) ,
- <J , *tzi .
et Par suite, en nommant ^ une nouvelle variable ,
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(z-z,){z-zx)z=z‘-*-qz-^.
H en résulte que z, , zx seront les deux racines de ! équation
(6) z' + qZ-^ = O.
Ces deux racines étant connues , on déduira des formules (5) trois valeurs de u et trois valeurs de ff> qui se correspondront deux à deux de manière * vérifier la formule (4). Soit U l’une quelconque des trois valeurs de u , et V la valeur correspondant de v , en sorte qu’on ait
UV ~ - y.
Désignons en outre par et l’expression imaginaire
î Tr y - . 2 T
cos. - 1- y — ' sin. - :
les trois valeurs de l’expression ((1)) 5 seront respe‘ tivement
ne ✓ — • 1 . 37 1
et = cos. — — I- y — « sin. —y — - ~ i — — y
x 2 T J - , JT I 3 7 ;
et = cos. - y— 1 sin. - = - Y
et les trois valeurs de u, évidemment compr‘sC dans la formulé générale ((]))’ U , deviendront
V , V , OC V
conséquent , si l’on nomme x, , xt le9 trois Peines de 1 équation (i), on aura
Xt — cL U ai1 V ,
X% — cL> U + cL V.
^ est essentiel d’observer que, U , cl U , ol1 U‘ étant
*°s trois valeurs de m = ((*,)) } f et V , <C V f clV
valeurs correspondantes de v = - £ _ , les
ra . , *3(M3
reines xoy .r, , xx , déterminées par les équations
v7)» seront respectivement égales aux trois valeurs r données par la formule
«Lorsque iequation (6) a ses racines réelles, les for- ^tJÎes (5) fournissent un système de valeurs réelles de ,, et Je v qui se correspondent de manière à vérifier ^pUation (4). Si l’on prend ces mêmes valeurs pour t ,et on reconnaîtra immédiatement que des 0ls racines x0 , xt , x; la première est nécessai-
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irment réelle , et les deux autres réelles ou imaginaires, suivant que la quantité
9* . JÜ_
est nulle ou positive, c’est-à-dire, suivant que l’équation (6) a ses racines égales ou inégales. Dans te premier cas, on trouve
jt0= 2 U , r i— .ri = — U.
Lorsque les racines de Icquation (6) devienne»1 imaginaires , on peut les présenter sous la forme
Z , — cos.9-Hj/^7 sin. Ô) , Zx = cos. 9 — Y— i sin.ô) »
le module j> étant détcrmiué par l’équation
Comme, on a , dans cette hypothèse ,
ÎZ‘Y =/T («*• J -*-/“»«>. y) (( I )) ^ i
la formule (8) se trouve réduite à
De plus, en prenant pour U l’expression imaghiallt
/ 7 (cos. y rt- y~i sin. y) ,
on conclura des équations (7)
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*T0 = 2/ 5 COS. y ,
(îo) j X , = 2f ) COS. - - - ,
Xx = 2f > cos. - - - .
Ces trois dernières valeurs de .r sont toutes réelles , et coïncident avec celles c[ue fournit la formule (p).
Dans les calculs précédons, 1 équation (6), dont ta solution entraîne celle de I équation (i), est ce qu’on appelle la réduite. Ses racines 2,, zx équivalent nécessairement à certaines fonctions des racines cherchées x0, æx , Pour déterminer ces foncions, il suffira d’observer que, U et V désignant ^es valeurs particulières de u et* v, on aura, en vertu (tas formules (5) ,
z, = U 3, zx=V\
tire d’ailleurs des équations (7)
3 V = xc -4- CL xt -+- ** x, = * (x, -4- * x, -4- a* x0)
3 V= Xo+ax.+^x, = tffx.+a^ + a'x.)
= a.1 (xx -h &jc0 -h tt 1 x, ).
trouvera donc par suite
J Zt = (X0 “H A xi “V
3 T= (^2 + «Jf, + 4J Xp)
| =(r,+<tïü + 41
5 =i (Xj r, -4- «* xc )
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Il eu résulte que zt , z% sont respectivement égal®5 [à un coefficient numérique près] aux deux seul®* valeurs distinctes que présente le cube de la fonction linéaire
■+* CL JT, -H et* X% ,
lorsque dans cette fonction on échange entre cÜ®5 les racines x„, x, , x1 de toutes les manières p°s' sibles. Le coefficient numérique est évidemment rf ou le cube de la fraction ' .
Considérons maintenant Icquation générale du quatrième degré. On pourra , en faisant disparaiti® le second terme, la ramener à la forme
(12) Xe -4- px' -+-p + r = o,
P , q, r désignant des quantités constantes. Si f°n pose en outre
u, v, w étant trois nouvelles variables , on en conclura
-C1 = U1 -H V 1 -+- Wl zyuv -\-U W -+- VU>) ,
et par suite
ou, ce qui revient au même,
i x* — 2 (w* :+v* — 8 uifw.X
( -4- — qfeilv*-*- u'w'-i-v'w1) rj P'
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j °Ur Pendre cette dernière équation identique avec a proposée , ii suffira d'assujettir les inconnues u, v » w aux conditions
i . 4 («‘ -+-v' + wx) = — 2p,
16 (iixvx -f- uxwx = px — 4r.
a résolution de l’équation (12) se trouve ainsi ré- Ulte à la résolution simultanée des équations (1 4). J Cherchons d’abord les valeurs de 4 “N 4W*> Aw% • ^ ion fait
(‘5) 4ui = z, 4*'* = *. > 4w'1 = ~3,
11 aura, en vertu des formules (i4)»
= — 2 p , = p'—Ar,
Par suite, en nommant z une nouvelle variable,
J'"',) iz~z.) (z—z,) = zWïpzx-i-{p'—^f)z—q\
^ résulte que z, , zt, z3 seront les trois racines équation
z3-i-2pz* — 40-3 — o;
çt
\/î |,S(lUe CGS tl0'S rac*nes (i°‘vent vérifier la forc ^ z1z}=qx , on peut assurer que l’une d’elles l«uf P°s,tive , les deux autres étant toutes deux à- (j^018 positives, ou négatives, ou imaginaires. Lors- 0lî aura déterminé ces mêmes racines , les deux
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premières des équations (15) fourniront pour cha' cune des variables u et v deux valeurs égales al1 signe près. Soient
u = ± U , v =zh V
les valeurs réelles ou imaginaires dont il s’agit; et IV une quantité réelle ou une expression imaginé1* déterminée par i’équatiori
8 U V IV — — q.
Si dans la seconde des formules (i4) 011 supposé , U = -t- U y V = +V,
ou bien
on en tirera
.. , ut l0q
Si l’on y fait au contraire
ou bien
on trouvera
.te = - W.
De cette manière on obtiendra pour les variab^^. v , w quatre systèmes de valeurs propres à vt‘l ^ les équations (1 4); et si l’on représeijytf. par
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«*\ les quatre valeurs correspondantes de l’inc°niiue
aura
x „ = Uy-+- V -+- IV ,
x t =z-u- v h- rr, = u — v -\v , x , =,- u + v - IV.
1 est
aisé de reconnaître que ces quatre valeurs de
Seront toutes réelles , si l’équation ( 1 6)
a scs trois
c,nes positives, et toutes imaginaires, si l’équation a deux racines négatives inégales, tandis que reu* valeurs seront réelles , et deux imaginaires, si ^Uation (16) a deux racines négatives égales, ou t>Ux racines imaginaires.
^>a*' la méthode qu’on vient d’exposer, la résol uj, 11 de l’équation (i 2) se trouve, ramenée à celle de J^ation (16). Cette dernière, qu’on nomme la ré- ^ ilfe, a nécessairement pour racines certaines fonc- ^0,ls des racines de la proposée. Si l’on veut déterlier ces fonctions , c’est-à-dire , exprimer zl , zlf z} v r te moyen de xo , x, , xa , xi , il suffira d’ohser- ^ ^tie, U, V, IV étant des valeurs particulières H> vf w , 011 a, en vertu des formules (15),
4 u: , x, = 4^, z3 = 4ïv\
** h‘re d’ailleurs des équations (17)
4 v = jr„ — * .r , h* — .rk ,
4 ^ = æ*0 — xt -+- x t — x} .
On trouvera en conséquence
14 Zi = (xo — x,-+-xx — x^'—{xt — X0-+-X} — X%Y’ 4 zl=^(-ro~r,~*--*'3 — .rxy=(x, — xQ-+-x 4 S3=z(xo — Xt-+‘Xl — XiY—(xx — X^Xç—x) "
Il en résulte que z, , zt , z} sont £ abstraction fBft e du coefficient numérique -~ = ] respectiveme,,<
égales aux trois seules valeurs distinctes que p,e sente le carré de la fonction linéaire
xD — X, — t— xt — x}
lorsque dans cette fonction on échange entré cil e* les racines x0 , x, , xx , x} de toutes les fnaniè^5 possibles. Cette même fonction linéaire , pouv®*1! s’écrire ainsi qu’il suit ,
b?)! le
n’est évidemment qu’un cas particulier de la foi’11111 générale
xD -+- et x, -+- et1 x1 -+- et 3 x 3 , lorsqu’on désigne par et une des valeurs de l’expreS sion ((i))+*
CHAPITRE XI
Décomposition des Fractions rationnelles.
l*#r Décomposition d’une Fraction rationnelle en deux autres Fractions' de même espece.
Menons pour /'(.r) et F(x) deux Fonctions en- ,èr<-‘s de la variable x.
j,6ra ce qu’on appelle une fraction rationnelle. Si p* désigne* par m le degré .de son dénominateur
fy v o
V*) > l’équation
*di
Mettra m racines réelles ou imaginaires , égales Oh • U °
^égales; et si, en les supposant d’abord toutes
Offries , on les représente par
• x0 , xl , xx y . . . . Xm-x y
v jeteurs linéaires du polynôme F(x) seront res- Vivement
posé , faisons
F{x) — (x — x,) Çi ( x) ,
et
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$(•*'<>) d étant pas nul, la constante A restera ünlC' et la différence
s’évanouira pour x = ’x0 . Par suite il en sera & même du polynôme
f(x)-Aq>(x),
et ce polynôme sera divisible algébriquement P*r x — xa\ en sorte qu’on aura
/(.r) — A <p (x) = (x - .rQ) ÿ(*) »
(4) ,/Xr) = ^4 <J> £r) -h (.r _ x0) ^(.r) ,
% Çv) désignant une nouvelle fonction entière de ^ variable x. Si l’on divise par F(x) les deux inend’1^ de cette dernière équation , en ayant égard à la ^ mule (2), on en conclura^
F{x) x —xa <p{ x) '
Donc , si l’on partage le polynôme F (je) en facteurs dont l un soit linéaire , on pourra dée^1
poser la fraction rationnelle ~~~ en deux al1*'
qui aient pour dénominateurs respectifs ^
facteurs dont il s’agit, et dont la plus simpîe alt numérateur constant.
I.RE PARTIE. CHAP. XI
Concevons maintenant que Ton partage la fono t,0n F(.r) en deux facteurs dont le premier, au lieu être linéaire , corresponde à plusieurs racines de équation F(x)=o. Prenons, jrar exemple, pour C(i premier facteur le facteur du second degré
( .r — xQ ) (.r — x,) ;
posons en conséquence #
(6) FÇr) = (x — xQ) (x — r,) x q> (.r).
fraction ■ conservera une valeur finie, non- ^ulement pour x—x0, mais encore pour x — jcl ; j » si l’on désigne par u un polvnome du premier Uegi'é qui , dans l’une et l’autre hypothèse, devienne ^ ’ on trouvera [chapitre IV, §. i.er],
on vient
’ -go -X,
e polynôme u étant déterminé, comme
L* le dire , l’équation
I nptera parmi scs racines x0 et .r, ; et par suite 6 Polynôme
c'a divisible par le produit
aura tfonc
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/(•*) — w<^(x) = (x — X0.) (x — xf) £(*).»■
(8) /(x) = M<J) (x— xc) (x— x,) ;^(x) .
XC*’) désignant une nouvelle fonction entière àe ^ variable or. Si l’on div ise la* dernière équation paI /'(x), en ayant égard à la formule (6), on en conclu1*1
u _ , xw
(x—x0)(x—xj ç>(x)
On prouverait de même qu’il suflit de poser \
et
[Tf— /(Jo) (*-*,) ' /(*,)
, J. ? (O * (xo xi) ,(*o-*a) $>(*,)* (x,-x0)(s,'X:
{lljj , /(*») (^o) (*-*,)
pour obtenir une équation de la forme (12) I^L— _ “ _ _ x<*)
V ’ f(f) (X-X0) (*-*,) (x-xj “?(*)’
. Ainsi généralement, lorsque féquat’0*1
/î(x) = o n’a pas de racines égales, si l’on paftage_ polynôme F ’(x) en deux facteurs dont le premier # le produit de plusieurs facteurs linéaires , la fra cti°v
rationnelle sera décomposable en deux antlC
fractions de même espèce qui recevront pour àcll° minateurs respectifs les deux facteurs ci-dessus 11 u 11 t ion nés, et dont la première aura un numéral11 d un degré moins élevé que son dénominateur-
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Je passe au cas où Ion suppose que l’équation F{x) = o a des racin et égales. Soient, dans cette Seeonde hvpotkèse ,
a, b, fc ,
•ïes diverses racines de cette mëmç équation, et désignons par ni le nombre des racines égales à a , par nt le nombre des racines égales à b, par ni" le ^>mbre des racines égales à c, ôcc. .... La fonction * (•*) sera équivalente au produit
à ce produit multiplié pai' un coefficient cons- ^nt, et Ion aura
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est divisible par x — a , et l’on aura par suite
p^(x) désignant une nouvelle fonction entière de I® variable x. Enfin , si l’on divise par F(x) les .deu* membres de l’équation (15) en ayant égard à la for' mule (13), on trouvera
F\x) U-af
(x— a)m ' . 1 Vt*) ,
On démontrerait , en raisonnant de la même nière , qu’il suffit de poser
et
pour obtenir une équation de là forme
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î- 2-' Décomposition d’une Fraction rationnelle dont le dénominateur est le produit de plusieurs facteurs Unerures inégaux, en fractions simples qui aient pour dénominateurs respectifs üs mêmes fadeurs ne air es , et des numérateurs conslans.
Soit
k fraction rationnelle que l’on considère, m le degré xV la fonction F(jc) , et
, .r, , ,,jCi ,
racines de lequation
^posées inégales. On aura, en désignant par k ur °eliicient constant ,
en vertu des principes établis dans Je paragraphe (îUl précède , la fraction rationnelle 4— nourri
«Hiv* t' . , F(c) p
décomposée en deux autres, dont la première
r* de la forme
^représentant une constante , tandis que la se* de aura pour dénominateur
* la *
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En* décomposant cette seconde fraction rationnel'** par la même méthode , on obtiendra
i . une nouvelle fraction simple de la forme
une fraction qui aura pour dénominateur k[x—xx) . (x
En continuant ainsi, on fera disparaitre successivement du polynôme
F(x) — k (.r— .rc) (.r— xt) . . . (x—xm_,)
tous les facteurs linéaires qu’il renferme ; en soHp qu’on réduira définitivement ce polynorlie à constante k. Donc , lorsque , par une suite d$ décompositions partielles semblables .à celles ql*{ nous venons d’indiquer, oïl aura extrait de la »aC' tion -4—4- une suite de fractions simples de itl forme
*—'xÔ ’ x—x, ’ x— x, ’ x—xn^, 9
le reste ne pourra être qu’une fraction nUion,,( à dénominateur constant , c’est-à-dire , une lonct,<>1 entière de la variable x. En désignant par R cc>tl fonction entière , on trouvera
An A, A , _ , «
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Il leste maintenant à savoir quelles sont les valeurs dos constantes
Ces valeurs se déduiraient sans difficulté de la métliode de décomposition indiquée dans le premier paragraphe. Mais on parvient plus directement à leur détermination à l’aide des considérations suivantes.
Si l’on multiplie par F(jc) les deux membres de équation (3), on en tirera
x, jr — xm_t *
S' <liln* los Jeux membres de cette dernière for- ^ule on fait
*R somme
+ -+.A.LÏL + ... + A '
(l,u est évidemment un polynôme en .v divisible par * prendra la forme
^ désignant une fonction entière de z; et l’on aura l)ar suite
(5) &*.**) = A.i&±±+zZ.
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Supposons maintenant que fa substitution de x-*-* au lieu de jc dans la fonction F (a:} donne généra' fement
(6) F{x+z)'= F(x)+zFp)+zx Fp)-*&t-
On en déduira
F (xPz) = z F p 0) ■+■ z\£x (x0) h- &c... \ et ï équation (5) deviendra /(.r„-4-s) yl„[ F, (.!•„) + +
Lorsqu'on fut dans c.ett. dernière 3—0 , elle se te duit à-
/W=Af,W;
et Ton en conclut
On trouverait par un calcul entièrement semblable
4 ’i- SJP-L
Les valeurs qu’on vient d’obtenir pour
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sont évidemment indépendantes du mode employé Pour la décomposition de la fraction rationnelle y-fâ- ; d’où il résulte que cette fraction ne’ peut être décomposée que d’une seule manière en fractions simples qui aient pour dénominateurs les facteurs linéaires du polynôme F(x) avec des numérateurs Constats.
Il est aisé de voir comment l équation (7) et la formule (3) du paragraphe précédent s’accordent eptre elles. En effet, F, (.re) est ce que devient le polynôme •
F, & -H zF,(x.) 4- &C... = ,
forsqu’on y fait z = o , ou x~x0\ et par suite , si i°n pose
dn aura F-, (x0) = Cf> (x„) ,
Pour montrer une application des formules cidessus établies, supposons qu’il s’agisse de décomposer en fractions simples la fraction rationnelle
** désignant un nombre entier inférieur à m. On ,riura dans ce cas particulier
f{x) = xn , F{x) — xm — 1 » k =± 1 ;
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et r si ion représente par h un nombre entier q111 ne surpasse pas , les diverses racines de l’équ»' tiôn F Çv) =± o, toutes inégales entre elles, scron1 comprises dans la formule
rh * / — ■ ■ /l1r
cos. - ± Y - « sin. w ~ .
Soit a l’une de ces racines; et cherchons le nurnc rateur A de la fraction simple qoi a pour déno^1' nateur x — a. Ce numérateur sera
A — /(fl) — a’’- * '.y 1
A ~ ~Fl9) — F, (a) ’ *
la valeur de F, (fl) étant déterminée par lequatioB F (a) -+- z F, («) -+- &c. . . .
— F(oh~z) = {a-^zf— i = am— i -w» am~ ' z-h &c* •* ’
et par conséquent égale à On trouvera Pat
suite.
. _ jf
Comme on a d’ailleurs
/ iAt , / - . 2 A T \
(cos.__±/_, — )
2h(n-t-i)v . y — . .iA(n-t-i)*
= cos. - - - - — =t ]/-i sin. - - -
0Ur
on conclura de ce qui précède , en faisant , P1 abréger ,
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cos. 2 0-4- /— 7 sin. 2 0
JlTT — TT
x — cos. - / — i sin. —
cos. 20 — y/_ ! sin. 2 0
cos. 40 + / — i sin- 40 fos.40. — y/ — i sin. 10
îr ZZTT 4t 4t _ . 4^1
x — cos. - /— I Sin. — X— cos. - f-y/ — I sin. — 1
t>n trouverait, en raisonnant de la même manière,
cos.0 -4- >/— ' sin-9
«os. 9 - y/rrshi.a )
x — cos. — • — y'—i sin. — m vi
t _ _ ri
x— cos. - h y— « sm-
cos,j0 -Hy/I^sin. J0
cos» j0 — y/IT, sin, J0
JT - - jt
X— COS. - ]/ — 1 SI
JT ' . 3 T
x— cos. - 4-V — 1 sin. —
® est essentiel d’observer que la dernière des fractions simples comprises dans le second membre de équation (i 2) ou (i 3) sera, pour des valeurs paires de. m, s’il s’agit de l’équation (1 2), et pour des valeurs impaires de m, s’il s’agit de l’équation (13) ,
cos. m 0 _ cos ■ (» -H 0*-
^'Usi , par exemple , on aura
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On peut remarquer encore que, si dans le seco1^ membre de lequation (12)00(13) on réunit j,lU l’addition deux fractions simples correspondantes a deux facteurs linéaires conjugués du binôme la somme senf une nouvelle fraction (]ui aura p°ul dénominateur un facteftr réel du second degré, ei pour numérateur une fonction réelle et linéaire ^ la variable x. On trouvera , par exemple , en nant w = o , m~ 3 ,
11 est facile de généraliser cette remarque ainsi ‘l11
suit.
Supposons que , les fonctions entières
F (x) étant réelles, on désigne. par
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et -+- C j/— i , et — £j/— i
racines imaginaires conjuguées de l’équation (*); et prenons pour A et B deux quantités réelles Pr°pres à vérifier la formule
U jgjf ^-La-bv^x
représentant toujours le coefficient de ^ dans ;e développement de F(x-t-z). On aura nécessairement
/(a-cy-p
par suite, si l’on décompose. la fraction ration-
Nie JM
dai
y les deux fractions simples correspon¬
des aux facteurs linéaires conjugués
x — CL — 6 |/ — i , x — Ct -f- C ]/— 7'
SçfOnt respectivement
A — BV- I _
r — at — C \/ — i * x — -f- C V — *
^iva
ajoutant ces deux fractions , on obtiendra !a
ante
(îo)
2 A (x — et) -f- 2 B£ (x-a-Yïrt1
. Ile dernière , qui a pour numérateur une fonc- ?n réelle et linéaire de la variable x , et pour déftfiuatelir un facteur réel du second degré du yiioine F(x) , ne dilîere pas de la fraction
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que renferme ïa formule (£’) du premier paragraphe dans le cas où l’on suppose
■ro — cLH-Q y/— i , X v—cL — ^ I .
5- 3.e Décomposition d’une Fraction rationnelle don111* en d’autres plus simples qui aient pour deiionid1^ leurs respectifs les facteurs linéaires du dénoffll?lfl leur de la premi ère , ou des puissances de ces rriè^lti facteurs f et pour numérateurs des constantes.
Soient
fl*) * ^
,'M*) iri.H aoiP^
la fraction rationnelle que l’on considère , 111 ^ degré du polynôme F(x)y et
les diverses racines de 1 équation
On aura, en désignant par k un coefficient constat et par m , m" , m" , &c.... plusieurs nombres entier dont la somme sera égale à m ,
(2) F(x) = k {x-a)m ' " (x-cp'f'
Cela posé , si l’on fait usage de la méthode eXP°S^ dans le premier paragraphe, l’on décomposer*1
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Action rationnelle en deux autres dont la
Pondère sera de la forme A
tuitdis que la seconde aura pour dénominateur
^ décomposant cette seconde fraction rationnelle ^ar la même méthode , on obtiendra , i .° une noufraction simple
laquelle A , représentera une constante, 2.° une Action qui aura pour dénominateur
continuant ainsi, on fera disparaître siiccessi- ^ent du polynôme F(.r) les difïereiis facteurs Maires dont se compose la puissance (x — a)mr ; Ct> lorsqu’on aura extrait de -Ç~j- une suite de étions simples de la forme J^4 A, A , ■ &c Am,^
9 tx-a)™1-1' {x-a)'*-1 ’ *” x a »
rcste fera une nouvelle fraction rationnelle dont 0 dénominateur se trouvera réduit à
k{x + b)m“{x->-c)muu ...
Si de ce reste on extrait une seconde suite de fi’aC' tions simples de la forme
c x-Ar " ’ (x-b)”"-' > T7-b)m>>-* » • • • “rrn" ’
on obtiendra un second reste dont le dénominatcur sera
**(jr-ir)-,M .
Enfin , si l’on prolonge ces opérations jusqu’à ce ql,e le polynôme F[x) se trôüve réduit à la constante h le dernier de tous les restes sera une fraction ra' tionnelle à dénominateur constant, c’est-à-dire, u,lC fonction entière de la variable x. Appelons R cC^C fpnetion entière. On aura définitivement pour ^ valeur de décomposée en fractions simple
A> B , Bt , .... Bm,^ ;
C , Ct) - Cmi_t ; kc. . . .
désignant des constantes que l’on peut figalem^ déduire des principes exposes dans le premier paI’a' graphe , ou calculer directement à l’aide des c<UlSl' dérations suivantes.
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disons, pour plus de commodité ,
In B B,
(x— <Ùm"'
^Sera une nouvelle fonction entière de la variable et I équation (3) deviendra
(x-ôr ....
•on multiplie les deux membres de cette dernière
F{æ)=k{jc--a)m' {x-b)m" (x-c)”111.
011 eH conclura
(5) } ■ (JT— a ) H- - - . -+-^ m I (JT— a)m j x ^
• [ -+- kQ{x—a)m' ;
suite , en faisant
trouvera
•/(an-*) = [A-hAtx
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Zj désignant ia valeur du polynôme kQ exprimée en fonction de .c. Supposons maintenant (pie la substitution de x-*-z, au lieu de x, dans les fonction8 f(x ) et F{x) donne généralement
- à* PJ^Uif^
On aura, en prenant et observant <lue
le développement de la fonction
doit éti’e divisible par (x — d)m’ spczm/ ,
{ / («-*-*)' — /(«) -+- * /, («) -4- j? A %f- -+- fcc . :
f F (a~>rz) — [ Pm,{a)-irz Fm>+ , (a) -+-z 1 :
». r , jHf
Cela posé , la formule (6) se trouvera réduite à
X [Fmt(a)-hz F„I+1 (a)+z2
H- zm> Z ;
et l’on en tirera, en égalant dans les deux mend)rC les coefficiens des puissances semblables de z ,
f{à) — A Fm>[a ) , /, (a) = A , Fmi(a ) -+- A ^ '
Ua)=Aj,Aa) -5- A, Fm,„ Ça) + ,/ / «, ■ N
On trouvera par un calcul entièrement sembla^*
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(i 2) | /(c) =CF^). /,(.'>*€, Fm»(cHCF^,(.), /iW=8lc...
Ces diverses équations suffiront pour fixer complé- ^nient les valeurs des constantes A, At , A
Û, Bt , . . . C, Ct , Cx , . . . &c . Elles
donneront , par exemple ,
A _ /*( «)-A,Fml„{a)-AFm,^(a) „
TSôô - * &c
constantes ainsi déterminées étant évidemment ^dépendantes du mode employé pour la décompos*fion de la fraction rationnelle , il en résulte (lUe cette fraction est décomposable d une manière Seulement en fractions simples de la forme de celles (lUe renferme le second membre de 1 équation (3).
Il est aisé de voir que la première des équations ' *3) s’accorde avec la formule (i4) du premier Paragraphe. En effet, la quantité Fm,(a ) est ce que ^evient le polynoine
Fm, {a) z Fm,^ (à) -t- 51 Fm,+t{a) 4- &c ...
~~ zm' ^ (x— -a)”' »•
v^squ’on y fait z = o ou x=a; et par suite, si *00
pose Tom. 1.
Bb
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on aura
Fm\a) = <?(«)>
Dans le cas où, les fonctions /(j:) et F(.t) étallt réelles l’une et L’autre , l’équation F{x) = o admct 7ii racines égales à cl -+- C f/— * , la même équatio*1 admet encore m' racines égales conjuguées >lU* premières , et par conséquent représentées par
Gt — £ ]/— i .
Dans cette hypothèse, si, après la décomposition la fraction rationnelle
on réunit deux à deux les fractions simples qui ^ p our dénominateurs
(jr— et— S/=T)W' et (x— ct-+-Cj/^)w',
et (jc-ctH-C/-!)-'-1 ,
&c. . . . , enfin
x — et — £ i/- 1 et .r— «t-h£j/-i ,
les différentes sommes -obtenues seront des tions réelles et rationnelles qui auront pour minateurs respectifs ►
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( X — Ct )* -H Ç>' ,
Ot dont le système pourra être remplacé par une Suite d’autres fractions qui, avec les mêmes dénominateurs , auraient pour numérateurs des fonctions belles et linéaires de la variable x. Au reste, il est facile de calculer directement cette nouvelle suite de fractions, en commençant par celles qui correspondent aux plus hautes puissances de {x — et)* -4- C\ Cherchons . par exemple , celle qui a ppur dénominateur
d’après les principes établis dans le premier para- IP’aphe , elle sera
(>6) - A - sr-
Pourvu que l’on fasse
tZ&Fr-."
Joutons que , si dans la formule précédente on
et
Ai,
pose successivement i— ^ .. ' ' — rrm**~
# = cL-b-Cy/:^-t-z, x = cl—Ç}/-'-*-z ,
on en conclura , eu égard à la seconde des équations (8) ,
<J>(cH-Cj/-î -4-z)
Fmi ( * — C Fm'+t (* ■+• f t/^T) -h &«•■•». :
et par suite,
G)/— ) — v— 0 (zffyzr»)"^-
l.*r Considérations générales sur les Séries récurrentes
Une série
(1) aot alx f axi r*, . <*nxn> &c.
^donnée suivant les puissances ascendantes et fentoères de la variable x, est appelée récurrente , lorsque dans cette série, considérée à partir d’un terme donné, le coefficient d'une puissance quelconque de ta variable s’exprime en fonction linéaire des coefdciens des puissances inférieures pris en nombre *Ixe ; en sorte qu’il suffise de recourir aux valeurs do ces derniers coefficiens pour en déduire celui que * °n cherche. Ainsi , par exemple , la série
(2) 1, 2.r, 3-r*; . {n+\)xnf &c....
récurrente , attendu que , si l’on fait
aA = n -h 1 ,
0lï aura constamment pour des valeurs de n supértaures à l’unité
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En généré, k série (i) sera récurrente , si, pouf toutes les valeurs de n supérieures à une certaine limite , les coefficiens
de plusieurs puissances consécutives de àc se trouvent liés entre eux par une équation du premier degré. Soit
(4) kaH_M+ïan_m^ ... + qan~o
î équation dont il s’agit , k , l, . . . p , q désignant des constantes déterminées. La suite de ces constantes formera ce qu’on appelle X échelle de relation de la série, échelle dont les constantes elles-méme* seront les différons termes.
Dans la série (i), supposée récurrente, la variai x et les coefficiens a0, a, , ax, .... a„ peuvent du des quantités réelles, ou des expressions imag1' naires. Cela posé , représentons par fn le modu c de l’expression an , et par conséquent la valeui u mérique de cette expression, lorsqu elle est réc On conclura immédiatement des principes étab ^ dans les VI.* et IX.e chapitres que la série (t) sC^ tantôt convergente , tantôt divergente , suivant op le module ou la valeur numérique de x sera 10 rieur ou supérieur à la plus petite des limites v ^ lesquelles converge, tandis que n croit indéfinie1
l’expression (/„) " .
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S* 2.' Développement, des Fractions rationnelles en Séries récurrentes.
Toutes les fois qu’une fraction rationnelle peut se développer en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de ia variable, cette série est en meme temps récurrente, ainsi qu’on va le faire voir.
Considérons d’abord la fraction rationnelle
dans laquelle a, A désignent deux constantes réelles ou imaginaires, et m un nombre entier. Elle pourra *e mettre sous la forme
,ct sera développable , aussi bien que l’expression
tti série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable £ } si la valeur numérique du rapport — supposé réel , ou le module du même rapport supposé imaginaire, est une quantité comprise entre les limites o et i . Cette condition sera remplie, si le module de la viable .r, module qui se réduit à la valeur numérique de la même variable quand celle-ci devient Imaginaire , est inférieur au module de la constante
a ; et Ton aura, dans cette hypothèse
suite
Ax m(n i-4-t) Ax‘
et , si l’on fait
abréger
on obtiendra l'équation
(5) •fijëÿr ^ a<>-+- d,x -f* atx* ... -*-a„.r*-+-&c...
Concevons maintenant que l’on multiplie les deii* membres de l'équation précédente par ; ()l1
en tirera
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°u, ce qui revient au même, :ii5^
(7) T — TT * =«*«.+ («* a, «w-1 «o ) x
am~* a0 ) x4 -+■
'X->— •'Cfc*,-*,) *"
Cette dernière formule devant subsister toutes les fois que le module de la variable x est inférieur au Module de la constante a, par conséquent, toutes fo* fois que l’on attribue à x une valeur réelle peu différente de zéro , on en conclura, par des raison- ^einens semblables à ceux que nous avons employés Pour démontrer le 6.c théorème du VI.e chapitre
généralement
J) est essentiel de remarquer que l’équation (9) a leo seulement pour des valeurs entières de n égales supérieures à m , et quelle doit être remplacée, °rsqu’on suppose n < m, par l’une des formules (8).
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De plus , comme liquation ( 9 ) , étant linéaire paf rapport aux constantes
dn 1 an-i y & n-x y * * * ^n-m »
donnera pour la première de ces constantes une fonction linéaire de toutes les autres , il en résulte que dans la série
(it>) aof a,x, axx* , ... anx” , &c -
considérée à partir du terme am xm , le coefficient d’une puissance quelconque de x s’exprimera ea fonction linéaire des coefficiens des puissances infé’ ricures pris consécutivement et en nombre égal à Cette série sera donc l’une de celles que nous avon* nommées - récurrentes.
Parmi les diverses formules particulières quo»1 peut déduire de 1 équation (3), il est bon de renia1 quer celles qui correspondent aux deux suppositions» 7/1=1, 771=2. On trouve dans la première hypotbè^
et dans la seconde (,2) =
Les deux formules précédentes , dont la pren^f détermine la somme d’une progression gcometibp\_ subsistent, ainsi que l’équation (3), toutes les ^ que le module de x est inférieur au module de ^ Lorsque dans l’équation (1 2). on fait en même tend
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A i= I , Cl — I , on obtient la suivante ( i ^ 1 y. = i 2 x -+- 3 .r* -h £x3 ■+■ &c* • •
qui a pour second membre, la somme de la série (2) [S- I"], et suppose le module de x inférieur à
l’unité.
Considérons maintenant une fraction rationnelle Quelconque
fax), F(x) étant deux fonctions entières de la variable x, Re])réscntons par a,b,c, ... les diverses Peines de l’équation
par ni le nombre des racines égales à a, par vi le Nombre des racines égales à b , par m le nombre des racines égales à c, &c.. • •> ct Par & coefficient de la plus haute puissance de x dans le polysome F(x ) ; en sorte qu’on ait
U méthode exposée dans le chapitre précédent fournira, pour la décomposition' de la fraction rationnelle ^7^ en fractions simples, une équation de la
forme
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A, Ati ... B, ... C, Ciy... &c... désignant des constantes déterminées , et R une fonction en' tière de x qui s’évanouira lorsque le degré du poty' nome f[x) sera inférieur à celui du polynôme F{#)- Cela posé , concevons que le module de la variable x soit inférieur aux modules des diverses racines 0/ b , c , . . . . , et par conséquent au plus petit de ce$ modules. On pourra développer chacune des fraC' tions simples que renferme le second membre & l’équation (17) en une série convergente ordonii^ suivant les puissances ascendantes de la variable puis, en ajoutant les développemens ainsi formés au polynôme R , 011 obtiendra une nouvelle sérig cou,' vergente toujours ordonnée suivant les puissant5 ascendantes de x , et dont la somme sera équiv*'
lente à la fraction rationnelle . Soit
(18) ci0 y a t x, ax x1 , ... anæu , &c, • •• • la nouvelle sérîe dont il. est ici question. La formula
(rp) "rfx) — a* ai x &c- • • •
subsistera toutes les fois que cette nouvelle séi‘c
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Sera convergente, c’est-à-dire, toutes les fois que fe Module de la variable x sera inferieur au plus petit ^es nombres qui servent de modules aux racines de | équation (i 5). J’ajoute que la série (18) sera tou- J°urs une série récurrente. C’est ce que l’on piou- Vera aisément ainsi qu’il suit.
Désignons par m la somme des nombres entiers 7)1 , m", ni", . . . , ou , ce qui revient au meme , ie ^grédu polynôme F(x), et faisons en conséquence
F(x) ^=k xm-+- lxn~' -+■ . -hjpx q ,
^ l, iM. J)} q représentant des constantes réelle* 0l* imaginaires. L’équation (19) deviendra
7 for" -+- lx — f— . . . — f— p x — f- ‘
^ï)^ès l’avoir mise sous la forme (*2) mot »*ni /O) =
W~f- p T . lx™*1 +<ï")x f ûo-!-® I,*’— -H 8tc... ) ,
0lî en tirera , en développant le second membre CotïUne on l’a fait pour l’équation (6) ,
-h (ÿ«„ •*”**»-»Jx*
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Cette dernière formule devant subsister tant que ^ module de la variable x est inférieur aux module» des constantes a, b, c, ... , on démontrera, par de» raisonnemens semblables à ceux do.pt nous avo»» tait usage pour établir le 6.L théorème du \ I. eba pitre [§. 4], que les coellicieus des puissances sei#' b labiés" de x dans les deux membres sont nécess*1' rement égaux entre eux. Il en résulte i .° que leS coefFicicns des diverses puissances de x dans les d* ' férens termes du polynome/(x) sont respective!^ égaux aux coefficicns des mêmes puissances dj©9 J1 série dont la somme constitue le second membre^ l'équation (23), 2.0 que dans cette série les cotu1' ciens des puissances dont l’exposant surpasse le dc^’ du polynomfe f(&) se réduisent à zéro. D’aillcù^j si l’on considère uti terme de la série dans Icq^r l’exposant n de la variable x surpasse le degré d1 polynôme. /(x) , et soit en même temps égal ou stl périeur à m , ce terme sera de la forme
{g (*n -+P «*-i •••'■+- ^an^t ■+• k *n-rn) X"'
Donc, toutes les fois que la valeur de n, étant SjJ périeure au degré du polynôme /(x) , sera de égale ou supérieure au degré m. du polynôme f vr/’ les coefDciens
9e trouveront assu jettis à l’équation linéaire
(24) ï an -*~P an- «-♦"••• ^ £ Ü n-m ^ ° ’
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et par suite, pour une semblable valeur de n , le coefficient a„ de la puissance xH s’exprimera eu fonction linéaire de ceux des puissances inférieures prises consécutivement au nombre de m. La série (*#) sera donc l’une de celles que l’on nomme récurrentes. Son échelle de relation se composera des constantes
Respectivement .égales aux coefficiens des diverses puissances de x dans le polynôme F(x).
Parmi les séries qui représentent les développements des fractions renfermées dans le second membre de la formule (17), et qui sont toutes convergentes dans le cas où le module de la variable x reste in- %jqur aux modules des diverses racines de 1 équation (1 l’une au moins deviendrait divergente, si ^ module de la variable venait à surpasser celui de Quelque racine. Par suite la série (18), toujours Convergente dans le premier cas, sera divergente dans le second. D’autre part, si ion fait croîtie indéfiniment le nombre entier w , et si l’on désigne Pur fm te module du coefficient an dans la série (18), Cette série sera convergente ou divergente [voyez ] suivant que le module de x sera inférieur
011 supérieur à la plus petite des limites (le domine les deux règles de convergence que nous v°nons d’énoncer doivent nécessairement s’accorder entre elles, 011 peut conclure que le plus petit des Adules qui correspondent aux racines de l équa-
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tion (i y) est précisément égal à la plus petite des
limites de V expression (/,;) * •
Lorsque les deux fonctions f(x) , F{-r) son^ réelles*, le coefficient an l’est aussi , et son module j>n ne diffère pas de sa valeur numérique. Si dans I* même hypothèse l’équation F(x) = o n’a que des racines réelles , la racine qui aura la plus petite valeur numérique sera, d’après ce qu’on vient àfi dire , égale ( au signe prés) à la plus petite des
limites de ( fn ) " . Enfin si le rapport -y- converge vers une limite fixe , on pourra la substituer [chap. II, §. 3 , 2.e théorème] à la limite cherchée
de l’expression (/) " . Cette remarque conduit à la règle qu’a donnée Daniel Bernoulli pour déterminer numériquement la plus petite (abstraction faite du signe) de toutes les quantités qui représentent le5 racines supposées réelles d’une équation algcbrique*
5/ 3.e Sommation des Séries récurrentes , et
de leurs Ternies généraux. H
Lorsqu’une série ordonnée suivant les puissance* ascendante^ de la variable x est à -la -fois convergente et récurrente, elle a tou jours pour soniUlC une fraction rationnelle. En effet, soit
(r) a,t a\xf axx* , ... âHx* ,
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**ne semblable série ; et supposons que , pour des valeurs de n supérieures à une certaine limite , le coefficient a„ de la puissance x” soit déterminé , en fonction linéaire des coefficiens des puissances inférieures pris eu nombre égal à n, par une équation de la forme
en sorte que les constantes
forment l'échelle de relation de la série. Si l’on mulfiplie la somme de cette série , savoir ,
a0 h- atx ahxx ■+■ &c. . . .
par le polynôme
kxm -+- lxm~' -4- . . . -+-px -h q ,
produit obtenu sera, la somme d’une nouvelle série dans laquelle le coefficient de x* , calculé comme dans lé chapitre VI[§. 4> 5 .e théorème J , s évanouira pour des valeurs de n supérieures à fa limite assignée. E11 d’autres termes, le produit dont d est question sera un nouveau polynôme d un. degré marqué par cette limite. Si 1 on désigne ce Nouveau polynôme par on aura
(3) /{?)*** ÇÀ^-hls^-h- ■ . &C..J,
par suite
(4) a0+<zxx-ha,xx~t-&c...= Â0*+/*iï+,.'+/'s+f'
TOM . I. cc
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Donc toute aénepqm y ordonnée suivant les puis' sances ascendantes et entières de la variable x, es* à-ia-fois convergente et récOTrente , a pour somme une fraction rationnelle, dont iedénommateur es* un polynôme dans lequel, les puissances successives de x ont pour coefficiens les différens termes de lechelle de relation de la série.
Lorsque pour faire connaître une série récurrente on donne seulement ses premiers termes , et FccheHe de relation qui sert à déduire des premiers ter^®J tous ceux qui les suivent, on détermine sans peine» à l’aide de la méthode que nous Venons d’indiquer j» ta fraction rattonnelle qui représente la somme de la série dans le cas où elle demeure convergente Cette fraction rationnelle étant calculée , on poU^ lui substituer une somme de fractions simples au^ mentée, s’il y a lieu, d’une fonction entière dtf ^ variable x ; et, si l’on cherche ensuite les séries ver currentes qui , pour des valeurs de x cortvenabtè' ment choisies , expriment les développemens fractions simples dont il s’agit , on obtiendra , cl* ajoutant les termes généraux de ces mômes série-5; le terme général de la série proposée.
NOTES
^ur la Théorie .des Quantités positives et négatives.
Mfoii r. ♦ w
On a beaucoup disputé sur la nature des quantités Positives ou négatives , et Ion a donné à ce sujet diverses théories. Celle que nous avons adoptée [ voyez les Préquinaires , pages 2 et 3 ] nous paraît la plus propre à éclaircir toutçs les difficultés. Nous allons d’abord la rappeler en peu de mots. Nous montrerons ensuite comment ^ ou en déduit la règle des signes.
De même qu’on voit l’idée de nombre naître de la mesure des grandeurs , de même on acquiert l’idée de quan1 lÙé (positive ou négative) lorsque l’çn considère chaque Sondeur d' une espèce donnée comme devant servir à Accroissement ou à la diminution d’une autre grandeur h*e de même espèce. Pour indiquer cette destination , représente les grandeurs qui doivent servir d’accrois- 8etUens par des nombres précédés du signe -4- , et les Sondeurs qui doivent servir de diminutions par des n°iubres précédés du signe — . Cela posé , les signes -+» °u — placés devant les nombres peuvent être comparés, Su*vant la remarque qui en a été faite * , à des adjectifs N*cés auprès de leurs substantifs. On désigne les nombres
Transactions philosophiques , année i So6.
ce *
précédés du signe -f- sous le nom de quantités positives, et les nombres précédés du signe — sous le nom de quantités négatives. Enfin l'on est convenu de ranger les nombres absolus qui ne sont précédés d’aucun signe dans la classe des quantités positives ; et c’est pour cett* raison qu’on se dispense quelquefois d’écrire le signe Ar devant les nombres qui doivent représenter des quantité* dfc cette «espece.
En arithmétique , on opère toujours sur des nombril dont la valeur particulière est connue, et qui sont paf conséquent donnés en chiffres; tandis que dans falgèbrfy où l’on considère les propriétés générales des nombres» on représente ordinairement ces mêmes nombres par lettres. Une quantité se trouve alors exprimée par une lettre précédée du signe h- ou — . Au reste , rien n’empêche de représenter les quantités par de simple lettres aussi bien que les nombres. C’est un artifice ql,i augmente les ressources de l’analyse ; mais lorsqu'on vot'1 en foire usage , il est nécessaire d'avoir égard au* cA*1' ventions suivantes.
Comme , dans le cas où la lettre A représente un nombre, on peut, d'après ce qui a été dit ci-dessus, signer la quantité positive dont la valeur numérique égale à A , soit par h- A , soit par A seulement , tandis que — A désigne la quantité opposée , c’est -à ‘dire, ^ quantité négative dont A est la valeur numérique : àin*b dans le cas où la lettre a représente une quantité , l*0*1 regarde comme synonymes les deux expressions a eiA-Bf et l’on désigne par — a la quantité opposée.
D’après ces conventions , si l’on représente par A $°lt UH nombre , soit une quantité quelconque, et que Ion fo*sé
°n aura
y OTE l.n*
-H A ŒVHh À , njp b ,Sf5 — ; À ,
— a = — A , — b ~ -i- ,4. . <7 vi
dans les quatre dernières équations Ion remet pour a et b leurs valeurs entre parenthèses , on obtiendra les Ennuies
' (•) J “•* t-Aï—A.
~ans chacune de ces formules le signe du second membre e$t ce qu’on appelle \e produit des deux signes du premier. Multiplier deux signes l’un par l’autre , c’est former leur l^oduit. L’inspection seule des équations (i) suffit pour ^Jablir la règle des signes, comprise dans le théorème que Ie vais énoncer.
,1." Théorème. Le produit de deux signes scm~ tyuble» çst toujours -t- , et le produit de deux signes apposes est toujours — .
Jfl suit encore des mêmes équations que le produit de Jeux signes , lorsque l’un des deux est -h- , reste égal à autre. Si donc l’on a plusieurs signes à multiplier entre eUx, on pourra faire abstraction de tous les signes -t-. De, Ce*te remarque on déduit facilement les propositions suintes.
2.* Théorème. Si l'on multiplie plusieurs signes Cs Uns par les autres dans un ordre quelconque , le fytyduit sera toujours *4- , lorsque les signes — ~ seront
nombre pair , et le produit sera — - , dans le cas *0tltraire.
I 3.c THÉORÈME. Le produit de tant de signes kjue.
voudra reste le même, dans quelque ordre quion e* multiplie.
Une conséquence immédiate des définitions qüi précè* dent , c’est que la multiplication des signes n’a aucun rapport avec la multiplication des nombres. Mais on n’en sera point étonné, si l’on observe que la notion du produit de deux signes se présente dès les premiers pas que l’°n fait en analyse, puisque dans l’addition ou la soustraction d’un monome on multiplie réellement le signe de ce m°' nome par le signe -4- ou — .
En partant des principes que nous venons cTctablif» on lèvera facilement toutes les difficultés que peut offi'ir l’emploi des signes -H et — dans les opérations de 1 gèbre et de la trigonométrie. Seulement il faudra distin* guer avec soin les opérations relatives aux nombres dc celles qui se rapportent aux quantités positives ou neg^' tives. On devra sur-tout s’attacher à fixer d’une manié*-6 précise le but des unes et des autres, à définir leurs rr sultats, et à en montrer les propriétés principaléfe. U*eSt ce que nous allons essayer de faire en peu de mots, p°lir les diverses opérations que l’on a coutume d’exécuter- .
ADDITION ET SOUSTRACTION
Sommes et différences des nombres. Ajouter aU nombre A le nombre B , ou , en d’autres termes , falff subir au nombre A l’accroissement -t- B , c’est ce o1' appelle faire une addition arithmétique. Le résulta* ( ^ cette opération s’appelle somme. On l’indique en plaÇa à la suite du nombre A son accroissement B, qu’il suit :
On ne démontre pas, mais on admet comme évident, 411 la somme de plusieurs nombres reste la même
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quelque ordre.qiéon les ajoute, Ç’e$t ^ axiome fondamental sur lequel reposent l'arithmétique , l’algèbre , et toutes les sciences de cylçul. ~ s^jrlcrii-Iuctt
La soustraction arithmétique est l’inverse de l’addition. Elle consiste à retrancher d’un premier nombre A Un second nombre B, c’est-à-dire , à chercher un troisième Nombre C qui , ajouté au second , reproduise le premier. C’est-là aussi ee qu’on appelle faire subir au nombre A la di^unution — B. Le résultat de cette opération se nomme différence. On l’indique en plaçant a la suite du nombre if la diminution — B, ainsi qu il suit ,
•nu,. A — B.
Quelquefois on désigne la différence A B sous le nom $ex ces, ou de reste, ou de rapport arithmétique entre ?es deux nombres A et B.
Sommes et différentes des quantités. Nous avons Cliqué dans les préliminaires ce que c’est qu’ajouter 'leux quantités entre elles. En ajoutant plusieurs quantités les unes aux autres , on obtient ce qu’on appelle leur *otnmc. II est facile de démontrer , en s’appuyant sur l’axiome relatif à l’addition des nombres , la proposition Vivante.
Lc Théorème. La somme de plusieurs quantités rme la mêmes dans quelque ordre qu’on les ajoute.
On indique la so»me unique de plusieurs quantités par U simple juxta-position des lettres qui représentent soit leurs fleurs numériques , soit les quantités efles-mêmes , chaque lettre étant précédée du signe quelle doit avoir pour re>ter devenir propre à exprimer la quantité correspondante. Les différentes lettres peuvent d’ailleurs ctre disposées un ordre quelconque ; et il est permis de supprimer
K OTE
le signe devant U. première lettre. Considérons , fsf
exemple, ^
• * 4 ' x • T5 •kd&s'&'&àkuGitsil mif ^ 3idfnO‘t
Leur somme pourra être représentée par l’expression
’xuvïo • rt-'-i ! -, •• V
Dans une semblable expression , chacune des quantités
est ce qu’on appelle un monome. L’expression elle-mêrn* est un polynôme dont les monomes en question sont le* différens termes. : ft. •wpvoJ
Lorsqu’un polynôme renferme seulement deux, ■ tfd# > quatre . ... termes, il prend le nom de binôme , trin#ti&>
quadrinome , . * < v ‘A
On prouve aisément que deux polynômes dont MUS ftk termes sont égaux et de signes contraires, représenté deux quantités opposées. : H j t f l
La différence entre une première quantité et un* seconde, c’est une troisième quantité qui, ajoutée a & seconde, reproduit la première. En partant de cfette défi' nition, on démontre que , pour soustraire d’une premu’re quantité a une seconde quantité b, il suffit d’ajout à la première la quantité opposée à b , c’est } b. On en conclut que la différence des deux quantité* a et b doit être représentée par <
Nota. La soustraction étant l’inverse de l’addition toujours s’indiquer de deux manières. Ainsi , par exempt potA exprimer que la quantité c est la différence dei quantités a et b , on peut écrire indifféremment
« — 6=rc ou a = kis+nfi*
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Produits et quotiens des nosTérès. 3 fiïltiplicr le Nombre A par le nombre B , 6*est opérer sur le nombre -4 précisément comme on opère sur l’unité pour obtenir
Le résultat de cette opération est ce çju’on appelle le produit de A par B. Pour bien comprendre la définition' précédente de la multiplication , ÏI faut distinguer différens cas suivant l’espèce du nombre B. Or ce nombre ItèjUt être tantôt rationnel, c’est-à-dire» entier ou fraction- ^jre, tantôt irrationnel, c’est-à-dire, non rationnel.
Lorsque B est un nombre entier , il suffit , pour obtenir B , d’ajouter l’unité plusieurs fois de suite à elle- R$me. II faudra donc alors , pour former le produit de A Par B , ajouter le nombre A à lui-mcme un pareil nombre dp fois, c’est-à-dire, faire la somme d’autant de nombres à A qu’il y a d’unités dans B.
Lorsque B est une fraction qui a poür numérateur m, Stpouf dénominateur n , l’opération , par laquelle on parvient au nombre B , consiste à parlager l’unité en n parties égales , et à répéter m fois le résultat trouvé. On obtiendra donc alors le produit de A par B, en partageant le Nombre A en n parties égales , et répétant îune de ces Parties m fois.
« Lorsque B est, un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres rationnels des valeurs de plus en plus approchées. On fait voir aisément que dans la même hypothèse le produit de A par les nombres mtionnels dont *1 s’agit s’approche de plus en plus d’une certaine limite. Cette limite sera le produit de A par B. Si l’on suppose, Par exemple , B =r= o , on trouvera une limite nulle , et ^ °n en conclura que le produit d’un nombre quelconque P&r zéro s’évanouit.
Dans la multiplication de A par^i Le nombre A s'ap' prüe multiplicande , et le nombre B mullipUcatçuf' Ces deux nombres sont aussi désignés conjointement sou* le nom de facteurs du produit.
Pour indiquer le produit Je A par B , on emploi IndifïerèmmenPd'une des frbis notations suivantes :
Soi*
Le produit de- plusieurs nombres reste le même d<&* quelque ordre qu’on les multiplie. Cette proposition t lorsqu il sag»t dedeux ou trois facteurs entiers seulement se déduit de l'axiome relatif -à I Edition des nombre On peut ensuite la démontrer successivement , i ,° poof deux ou trois facteurs rationnels; 2.0 pour deux ou trois facteurs irrationnels ; 3.0 enfin pour un nombre quçl' conque de facteurs rationnels ou irrationnels.
Diviser le nombre A par le nombre B , c'est cherche1" un troisième nombre dont le produit par B soit égal à A * L opération par laquelle on y parvient s’appuie divièiotit et le résultat de cette opération quotient. De plus y ^ nombre A prend le nom de dividende , et le nombre fî celui de diviseur.
Pour indiquer le quotient de A par B , on emploi * volonté lune des deux notations suivantes
-jt. A: B.
Quelquefois on désigne le quotient A : B sous le r\orfl de rapport Ou raison géométrique des deux nombres A et B.
L égalité de deux rapports géométriques A : B, C ou, en d’autres termes , l’équation ,im ‘rjj f
•st ce quon appelle une proportion géométrique. Ordinairement au lieu du signe = on emploie le suivant : : qui a la même valeur , et l’on écrit
Nota. Lorsque B est un nombre entier , diviser A par B, c’est, d’après la définition, chercher un nombre qui répété B fois reproduise A. C’est donc partager le nombre A en autant de parties égales qu’il y a d’unités dans B. On conclut facilement de cette remarque que , si m et n désignent deux nombres entiers, la n.mt partie de 1 unité devra être représentée par
et la fraction, qui a pour numérateur m, et pour dénominateur n, par
Telle est, en effet, la notation par laquelle on doit naturellement designer la fraction dont il s’agit. Mais, comme ©n prouve aisément que le produit in x — est équivalent •U quotient de m par n , c est-à-dire , a — , il en résulte que la même fraction peut être représentée plus simplement par la notation
Produits et qugtiens des quantités. Le produit d’une première quantité par une seconde , est une troisième quantité qui a pour valeur numérique le produit drs yaleurs numériques des deux autres , et pour signe le produit de leurs signes. Multiplier deux quantités fune par Vautre, c’est former leur produit. L’une des deux quantités
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s appelle multiplicateur l'autre multiplicande et toutes ies deux conjointement facteurs du produit.
Ces définitions étant admises, on établira facilement la proposition stlhtôïffè.' ' - ' fn°19 ' 80°™
,A‘ Théorème. Le produit de plusieurs quantité# reste le meme { dans quelque ordre qu on les mi^lùpliSf
Pour démontrer cette proposition, il suffif ^e com* biner la proposition semblable relative aux nombres avec le 3.* théorème relatif aux signes [ voyez ci-dessus, page
thviser une première quantité par une seconde, cest chercher une troisième quantité qui multipliée par la se% conde reproduise la première. L’opération par laquelle oq V parvient s’appelle division ; la première quantité dividende, la seconde diviseur, et le résultat de l’operation quotient. Quelquefois on désigne le quotient sous le nom fie rapport ou raison géométrique des deux quantités données. En partant des définitions précédentes , on prouve facilement que le quotient de deux quantités ti pour valeur numérique le quotient de leurs valeurs numériques , et pour signe le produit de leurs signes.
l^a multiplication et la division des quantités s'indi" quent tout comme la multiplication et la division des nombres.
Nous dirons que deux quantités sont inverses fune de 1 autre , lorsque le produit de ces deux quantités sera 1 unité. D’après cette définition , la quantité a aura pour inverse — , et réciproquement.
• On a remarqué plus haut que ce qu’on appuie fraction en arithmétique est égal au rapport ou quotient de deux nombres entiers. En algèbre, on désigne aussi sous le nom J* fraction le rapport ou quotient de deux quantités quel-
conques. Si donc a et b représentent deux quantités , leur rapport — sera une fraction algébrique.
Nous oBserverons encore que la division, étant une opération inverse de la multiplication, peut toujours s’indiquer de deux manières. Ainsi, par exemple, pour exprimer que la quantité c est le quotient de deux quantités a et b , on peut écrire indifféremment
- -- — c , ou a = b c.
' Les produits et quotiens .de nombres et de quantités fouissent de propriétés générales auxquelles on a souvent recours. Nous avons déjà parlé de celle qu’a tout produit de rester le mèm^ dans quelque ordre que l’on multiplie ses facteurs. D’autres propriétés non moins remarquables se trouvent comprises dans les formules que je vais écrire.
Soient
plusieürs suites de quantités positives ou négatives! Qn aura , pour toutes les valeurs possibles de ces mêmes quantités ,
h (a -h b -h c -t- . . = ka -h }.b -+- kc . . . , a a a o a' a .
T * If * -T * ‘ • •••• *
Les quatre formules qui précèdent donnent lieu à une foule de conséquences qu il serait trop long cl énumérer u $ i\ détail. On conclura , par exemple, de la troisième fprtoule i .* que les fractions
ÉLEVA T ION AUX PUISSANCES : EXTRACTION DES RACINES
Puissances et racines des nombres : exposa^ positifs. • Elever le nombre A à la puissance marquée par le nombre B , c’est chercher un troisième nombr^ qui soit formé de A par la multiplication , comme B est formé de l’unité par l’addition. Le résultat de cette opération faite sur le nombre A est çe qu’on appelle sa puissance du degré B. Pour bien concevoir la définition précédente de l’élévation aux puissances , il faut distinguer trois cas, suivant que le nombre B est entier, fractionnaire ou irrationnel.
Lorsque B désigne un nombre entier , ce nombre est la somme de plusieurs unités. La puissance de A, du degré B, doit donç alors être le produit d’autant de facteurs égaux à A , qu’il y a d’unités dans B.
Lorsque B représente une fraction -fmet n étant deux nombres entiers ) , il faut , pour obtenir cette fr*c' tion, T.# chercher un nombre qui répété n fois reproduise l’unité; 2.* répéter m fois le nombre dont il sagd* 11 faudra donc alors, pour obtenir la puissance de A, degré ~ , 1 .* chercher un nombre tel que la jnültipb'
^tion de n facteurs égaux àr ce nombre reproduise A, *•“ former un produit de m facteurs égaux à ce même Nombre. Quand on suppose en particulier m= i , la Puissance Je A que l’on considère se réduit à celle du dçgçp -U, .et. se trouve déterminée par la seule condique le nombre A soit équivalent au produit de n Acteurs égaux à cette même puissance.
Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres rationnels des valeurs de plus en plus approchées. On prouve facilement que dans la même hypothèse les puissances de A marquées par les nombres r&üonneIs dont il s’agit s’approchent de plus en plus d’une ^rtaine limite. Cette limite est la puissance de A , du Jegré B.
Dans l’élévation du nombre A à la puissance du degré top le nombre A s’appelle racine , et le nombre B , qui Marque le degré de la puissance , exposant. Pour repré- SGnter la puissance de A du dègré B , -on se sert de la dotation suivante
, D’après les définitions qui précèdent, la première puis- ^pce, d’un nombre n’est autre chose que ce nombre lui- . tetèiUq. Sa seconde puissance est le produit de deux facteurs égaux à ce nombre , sa troisième de trois semblables jeteurs, et ainsi de suite. Des considérations géométriques ürit conduit à désigner la seconde puissance sous le nom carré , et la troisième sous le nom de cube. Quant à ^ puissance du degré zéro, elle sera la limite vers laquelle c°nverge la puissance du degré B , tandis que le ijombre B ^eCrolt indéfiniment. If est aisé de faire voir que cette limite Se réduit à l’unité ; d’où il résulte qu’on a en général
NOTB I.*6 A=i.
Nous supposons toutefois que la valeur du nombre A reste finie et diffère de zéro.
Extraire du nombre A la racine marquée par 1* nombre B, c’est chercher un troisième nombre qui, élevé à la puissance du degré B, reproduise A. L’opération, paf laquelle on y parvient, s’appelle extraction , et le résulta1 de l’opération est la racine de A , du degré B. Le nombre B, qui marque le degré de la racine, se nomme indicé’ Pour la représenter, on se sert de la notation suivante
‘Va.
Les racines du second et du troisième degré sont ordinairement désignées sous le nom de racines carrées et cubl' ques. Lorsqu’il s’agit d’une racine carrée , on se dispensé presque toujours d’écrire au-dessus du signe / l'indice * de cette racine. Ainsi les deux notations
doivent être considérées comme équivalentes.
Nota. L’extraction des racines des nombres , étant fi°' verse de leur élévation aux puissances, peut toujours ctra indiquée de deux manières. Ainsi, par exemple, pour «*' primer que le nombre C est égal à la racine de A , degré B, on peut écrire à volonté
A = CB OU C = By/ A- Remarquons encore qu’en vertu des définitions , si l°n
désigne par n un nombre entier quelconque , A sera nombre tel que la multiplication de n facteurs égaux * ce nombre reproduise A. En d’autres ternies, on aura
duù l’on conclura
VCKJ’E r.
A = yÂ. '
Aimi. lorsque « est un nombre entier, la puissance de
4’ <lu <le«l<: T - et la »•** * A sont des exprès-
&iûns équivalentes. On prouve facilement qu’il en est de dans le cas où l’on remplace le nombre entier n P**r un nombre quelconque.
Puissances des nombres : exposans négatifs. Éteve* le nombre A à Ta puissance marquée par Xexpo- *ant négatif —Æ, c’est diviser l’unité par AB . La valeur dp l'expression
^ trouve donc déterminée par 1 équation A~* -•
Su on peut aussi mettre sous la forme
Pu •
Hr milite , si l’on élève un même nombre à deux puis- ^Uces marquées par deux quantités opposées , on ob- |,eud,a pour résultat* deux quantités positives inverses uUe de l’autre.
s< Puissances et RAcnfEs réelles des quantités.
. dans les définitions que nous avons données des puisj*nces et racines des nombres correspondantes à des ex- ^sans, ou entiers, ou fractionnaires, oji substitue le mot nj H^ntités à celui de nombres , on obtiendra les défi- ^ons suivantes pour les puissances et racines réelles des Entités.
Elever la quantité a a la puissance réelle du degré TOM. 1. Dd
m [ ni étant un nonlbre entier ] , c’est former le produit d’autant dé feétcius égaux à a qu’il y a dunités dans m.* Élever la quantité a à la puissance réelle du degré -7 [m et n étant deux nombres entiers], ce& (éti supposant, pour éviter toute incertitude, la fraction — réduis h. sa plus simple expression) former un produit de »>» facteurs égaux et tellement choisis que la, n.mt puissaiu* de chacun d’eux soit équivalehte à la quantité a.
Extraire de la quantité a la racine reeUe du degrq ou — , c’est chercher une nouvelle quantité qui , ele'tr à la puissance réelle du degré m ou -f , reproduise fl- [D’après cette définition, la n.m' racine réelfe d’un^ quantité est évidemment la mçme chose que sa püissa»^ réelle du degré . De plus , on prouvera facilement qü‘ la racine du degré équivaut à la puissance du degré Enfin , élever la quantité a à la puissance réelle W degré — m ou — -f , cirât diviser l’unité par cette yv.cWc quantité a élevée à la puissance réélle du degré m ou^* Dans les opérations dont on -vient de parler , le nowl>£ «U la quantité qui marque Je degré d’une puissance rée ^ de a s'appelle X exposant de cette puissance , tandis <î“ le nombre qui marque le dej-ré d’une racine réelle > nomme l'indice de cette racine. ^
Toute puissance dè a, qui correspond h un eXP°s^p dont la valeur numérique esf entière , c est*à*dire , ^
exposant de la forme -+- m ou — m [ m représentant > nombre entier ] , admet une valeur unique et reelle q l’on désigne par fa notation
Quant aux racines , et Mn»nt aux puissances dont la valeur numérique est IVactioniiaiie y elles peuvent admettre ou deux valeurs réelles, oü une seule valeur réelle, «u n’en admettre, aucune. Les valeurs i'éelles dont il est u i question sont nécessairement des quantités positives ou des quantités négatives. Mais, outre cès quantités, on emploie encore en algèbre des symboles qui, n’ayant aucune signification par eux-mcmes , reçoivent néanmoins ü cause de leurs propriétés , les noms de puissances et de racines. Cès syrfiboles sont du nombre des expressions algébriques auxquelles on a donné le nom d'imaginaires, par opposition il celui d ‘expressions réelles, qui ne s’applique jamais qu’à des nombres ou à des quantités.
Cela posé, il resuite des principes établis dans le chapitre VU que la rachat; n.mt d’une quantité quelconque et ses puissances des degrés ~ , — [» étant un nombre entier, et ~ une faction irréductible ] admettent chacune n valeurs distinctes réelles ou imaginaires. Çonformémeiit aux notations adoptées dans le même chapitre, on désignera l’une quelconque de ces valeurs, s’il s»git de la rac ine</i.m', par la notation
*l> s il s’agit de la puissance qui a pour exposant — ou ; par la notation
^jootons I mpression ((■#)) ’ est coittpme Cotilite
C*S particulier dans l’expression plus générale et
«n appelant A la valeur mrinérrque de a on trouvera
Dd *
pour les valeurs jcelies des deux expressions
•il ✓O 3'KJ ! BV ' ,
i , si 7? désigne un nombre impair ,
a étant = -H A . -4- A " , -¥■ A •
a etfnt = — A .... . — ^ ^ »
2* y si n désigne un nombre pair ,
a étant = -+- A . zt A n , zt A . ih<<
Lorsque, dans le dernier cas, on suppose a négatif, toute*
les valeurs de chacune des expressions^ a )) " > ((«]), deviennent imaginaires.
Si ion fait varier la fraction de manière quelle s’ap' proche indéfiniment d’un nombre irrationnel B , le dénominateur n croissant alors au - delà de toute limite assignable , il en sera de même du nombre des valeurs imaginaires qu’obtiendra chacune des expressions
Par suite on ne peut admettre dans le calcul les notation*
ou , si l’on fait b = db B , la notation
à moins de considérer une semblable notation con m propre à représenter une infinité d’expressions imagina*1^' Pour éviter cet inconvénient , nous n'emploierons janaai* l’expression algébrique
dans le cas où la valeur numérique de b sera irrationnelle. Seulement, dans cette hypothèse, lorsque a obtiendra Une valeur positive -\-A , on pourra faire usage de la notation
ah ou (a)* ,
^ue i’on devra considérer comme équivalente à
4 Ah
[ voyez le chapitre VII, 5- 4]*
Les puissances de nombres et de quantités jouissent de .plusieurs propriétés remarquables qu’il est facile de démontrer. Nous citerons entre autres celles qui se trouvent Comprises dans les formules que je vais écrire.
Sofent a, a, a " , ... b , b', b" , ... des quantités quelconques positives ou négatives, A} A', A", ..... des
nombres quelconques , et m, m", . des nombres
entiers. On aura
Ab Ab' Ah" . =A t’ + r + y . \
Ab A'b A"b . = (A A' A" ....y,
(Ab)b‘ == A b' b :
a±m.a±m‘ .a±m" . = a±m±m' *m" • • ” (chacun des
nombres m, m', m", ... devant être affecté du même signe dans les deux membres ) ,
fl"1 . a>m . a»m . = (a a> a» - )m,
( am)m'
^es formules (3) «t (4) donnent lieu à une foule de com ^uences, parmi lesquelles nous nous contenterons d’m- ^uer la suivante. On tire de la second© des formules (3)
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et 1W *;» conclut
Donc, si l’on élêyç deux quantités positives inverses l’une de l’autre à une même puissance, les résultats seront encore deux quantités inverses.
FORMATION DES EXPONENTIELLES ET DES LOGARITHMES
Lorsque dans f expression A* on regarde le nombre A comme fixe, ef la quantité x comme variable, In pufs^ sance A" prend le nom d’ exponentielle. Si, dans b même hypothèse, on a , pour une valeur particulière de Æ'v*
/' Éim&i
cette valeur particulière .sein ce qu’on appelle Je ritkine du nombre B dans le système dont b bq\<' est A • On indique ce logarithme en plaçant devant le nombre b lettre initiale / ou 4, ainsi qu'il suit, l(B) ou L{B).
Toutefois, comme une semblable notation rte fait paS connaître la base du système de logarithmes auquel elle se rapporte , il est indispensable d’énoncer dans le discours la valeur de cette base. Cela posé , si Ion se sert de la caractéristique L pour désigner les logaritlmàes pri* dans le système dont la base est A , l'équation
# A* M entraînera U suivante
• lpi|
Quelquefois, lorsqu’on doit traiter eïi même temps
logarithmes pris dans différons systèmes, on distingue les uns des autres à laide d’un ou plusieurs accens placés à U droite de la lettre L , et l’on désigne en conséquence par cette lettre dépourvue d’accens ïes logarithmes d’un premier système , par la meme lettre suivie d’un seul accent les logarithmes cl lin second système , &c....
En s’appuyant sur les définitions qui précèdent et sur les propriétés générales dés puissances des nombres , on reconnaîtra1 facilement, i .* que l’unité a zéro pour logarithme dans tou* les systèmes ; 2.* que dans tout système «le logarithmes dont la base surpasse l’unité, tout nombre supérieur à L’unité a un logarithme positif, et tout nombre Inférieur à l’unité un logarithme négatif; 3.0 que d*^is 'out Système de logarithmes dont la base est au-dessous de l’unité', tout nombre inférieur à l’unité a un logarithme positif, et tout nombre supérieur à 1 unité un logarithme négatif; 4.0 enfin que, dans deux systèmes dont les bases sont inverses luné de l’autre, les logarithmes d’un même Sombré soivt égaux et de signes contraires.* De plus , on démontrera sans peine Les formules qui établissent les Propriétés prineipales des logarithmes, et parmi lesquelles °P dojt remarquer celles que je vais écrire.
*5i l’on désigne par B, B', B , .... C des nombres ^elcdnques , par les caractéristiques L , L1 des ifiga- «ïthmes pris dans deux systèmes difîerens dont les bases soient A, A', et par k une quantité quelconque positive °ü négative, on aura
!L(B B' B". . ;> ■=* L{B) -H L (?) -4- L (B"), . . , L(Bk) = kL(B),.
Bi(c) — = CL(*\
HW, ” L‘ w *
NO T K I
On tire de b première fie ees formules
et par suite
d ou il résulte que deux quantités positives inverses l’une de I autre ont des logarithmes égaux et de signes- contraires. Ajoutons que la quatrième formule peut facilement se déduire de la seconde. En effet, supposons que la quantité k représente le logarithme du nombre C dans 1<* système dont la base est B. On aura
♦ C — Bk ;
•t par suite
L{C'j — kL ir , L'(Cr^kIJ(B) ,
d’où I on conclura immédiatement
. ïîÉ_~L ï: (g)
L{B) — II (B
On peut remarquer encore, que , si l’on prend B~J , on tirera de la quatrième formule [ à cause de L(iA)=z. jj
L(C)^LÇA).L(C),
ou, en faisant, pour abréger, L (. A ) = jx ,
a sr^4(Ç).
Ainsi , pour passer du système de logarithmes dont la base est A , à celui dont la base est A' , il suffit de multiplié les logarithmes pris dans le premier système par un certain coefficient fx égal au logarithme de A pris dans se< ond système.
Les logarithmes dont nous venons de parler sont* ce11*
Tu on nomme logarithmes réels , par ce qu’ils se réduisent toujours à des quantités positives ou négatives. Mais, °utre ces quantités, if existe des expressions imaginaires qui ont également reçu, à cause de leqrs propriétés, le nom logarithmes. Nous renvoyons sur ce sujet au chapitre dans lequel nous avons exposé fa théorie des logarithmes imaginaires.
t'QRMA TJON DES LIGNES TR tGONOME TRI QU ES ET DES ARCS DE CERCLE. ,
Nous avons remarqué dans fes préliminaires qu’une longueur comptée sur une fignc droite ou courbe peut etre représentée tantôt ppr un nombre , tantôt par une quantité, suivant qu’on a simplement égard à la mesure ‘fe cette longueur, ou qu’on la considère 'comme devant ^toe portée sur la ligne donnée dans un sens ou dans un autre, à partir d’un point fixe que l’on nomme origine , Pour servir soit à l’augmentation , soit à la diminution ^une autre longueur constante aboutissant à ce point.
avons ajouté que dans un cercle , dont le plan est toppôsé vertical, on fixe ordinairement l'origine dès arcs a l’extrémité du rayon tiré horizontalement de gauche à ^oite, et qua partir de cette Origine les arcs se comp~ positivement ou négativement suivant que , pour les. écrire, on commence par s’élever auwJeàsus d’elle ou par *afyaisser au-dessous. Enfin , noys avons indiqué les ori- K'ôes de plusieurs lignes trigonométriques qui correspondit à ces mêmes arcs dans le cas où le rayon du cercle réduit à l’unité. Nous allons revenir un instant sur cet °tyet, et compléter les notions qui s’y rapportent.
d’abord on établira facilement, à l’égard des longueurs tofeptées sur une mèmejigne droite ou courbe à partir
^Unc
origine donnée, les propositions suivantes.
c Théorème. Soient a , b , r . des quantité
quelconques positives ou négatives. Pour obtenir sur une ligne droite ou courbe l' extrémité de la longueur
comptée à partir d’une origine donnée dans le sens déterminé par le signe de. la quantité
fi -+" b c — f- . , ^
il Suffira de porter sur cette ligne, r.° Id longueur <* à partir de l’ôriginf , dans le sens déterminé par 1e signe de* a , 2° la longueur b à partir de l’ extrémité de a, dans le sens déterminé par le signe de b , p° la longueur c à partir de F extrémité de b , dans le sens determiné par le signe de c , et ainsi de suite.
7. e Théorème. Soient a et b deux quantités quel conoues. Supposons de plus que l’on porte sur unt ligne droite ou courbe et à partir d’une origine donnée , 1“ une longueur égale à la valeur numérique de a , dans le sens déterminé par le signe de a, 2.* une longueur égalç à la valeur numérique de b , dans Ie sens déterminé par le signe de b. Pour passer de V extrémité de la première longueur à celle, de la seconde , ou réciproquement , en suivant la ligne <jliC l'on considère , il suffiia de parcourir unç lroisièf*e longueur égale à la valeur numérique de la différence a — b.
r Théorème. Les mêmes choses étant posées qjie
tlansHe théorème précédent , l’ extrémité de la long représentée par J
sera sur la ligne donnée un point situe a distance* égales des extrémités des longueurs a et b \ les d& lances étant comptées sur la ligne elle-même j.
Appliquons uyùntenantces théorèmes aux arcs mesurés s,,r la circonférence d’un cercle dont le plan est vertical , dont le rayon équivaut à l’unité , l’origine des arcs ptont fivfe h F extrémité du rayon tire horizontalement de Quelle à droite. Si l’on désigne par 77, suivant l’usage, le Apport de la circonférence au diamètre , le diamètre étant à 2 , la circonférence entière se trouvera exprimée P^r le nombre 277, la moitié de ia circonférence par le ^nibrc 77, et- le quart par Si, de plus, *on désigne l^v a un are quelconque positif ou négatif, on conclura ^ 6/ théorème que , pour obtenir l’extrémité de l’arc
fl 2 m 77 OU fl - 2.11X71
l tfy étant un nombre entier], il faut porter sur la circon- „ à partir .tfr .l’extrémitç. de. l’arc a, soit cj^ns le ,SoUs des arcs positifs , soit dans le sens des arcs néga* {'\ une longueur égale à iiutt y c’est-à-dire, parcourir m Hs la circonférence, entière dans un sens ou dans l’autre ; (°\qui ramènera nécessairement au point d’où Ton était P^rti. 11 en, résulte que les extrémités des arcs
a et a dr. *ihrr
^hçident.
On conclura également du 6/ ou du 7.* théorème, 1 * que Te?l extrémités des arcs a et a rfc tt
éprennent entre elles un arc égal Ktt , et se confondent ^ conséquent avec les extrémités d un même diamètre ; * que les extrémités des arcs
a «t a ztz - -
‘^prennent entre elle* un quart de circonférence , ew
sorte qu elles coïncident avec les extrémités de deux ray0,lî
perpendiculaires l’un à l’autre.
Enfin on conclura du 8.c théorème, i que les extr*' mités des arcs
a et 7r. - — a
sont situées à égales distances de l’extrémité de l’arc
et par conséquent placées symétriquement de part et d’autre du diamètre vertical; 2° que les extrémités ^ ei arcs
a et — — a
sont sÿuées h égales distances de l’extrémité de l’^rc Les arcs ir — a et -p — a, dont il est ici question, son* respectivement appelés le supplément et le complém de 1 arc a. En d’autres termes , deux arcs représentés pa‘ deux quantités a et b sont supplémens ou complété11* l’un de l’autre suivant que l’on a •
Puisque les angles au centre qui ont pour côté co#1' mun le rayon mené par l’origine des arcs croissent °u diminuent proportionnellement aux arcs qui leur sert^1 de mesure , et que ces angles eux - mêmes peuvent êire
considérés comme les accroissemens ou diminutions l’un d’eux pris à volonté , rien ne s’oppose à ce qu
soient désignés par les mêmes quantités que les arcs. une convention que l’on a effectivement adoptée. Or» aussi que deux angles sont complémens ou supplémefl*
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*un de l'autre, lorsque les arcs correspondans sont dixièmes complémens ou supplément îun de l’autre.
Passons maintenant à l’examen des lignes trigonomélr^iues ; et dans ce dessein , considérons un seul arc représenté par la quantité a. Si oit le projette successivement, i.° sur le diamètre vertical , .£«" sur le diamètre horizontal, les deux projections seront ce qu’on appelle *e sinus et le sinus verse de l’arc a. On peut observer (lue la première est en même temps la projection , sur le fj'afnètre vertical, du rayon qui passe par l'extrémité do *arc. on prolonge ce même rayon jusqu a la rencontre
la tangente au cercle mené par l’origine des arcs , la Partie de cette4 tangente interceptée entre l’origine et le Point de rencontre sera ce qu’on appelle la tangente'Vvi- ^orné trique de l’arc a. Enfin la longueur comptée sur ^ rayon prolongé entre le centre et le point de rencontre Set* La sécante de ce même arc.
Jj.es cosinus et cosinus verse d’un arc , sa cotangente et sa cosécante ne sont autre chose que 1^| sinus et SlllUs verse, la tangente et la sécante de son complément, et Constituent , avec le sinus , le sinus verse , la tangente , n ki sécante de ce même arc , le système complet de ses tytes t ri go nom ét riquel.
I) après ce qui a pté dit ci-dessus , le sinus d’un arc se c°inptc sur le diamètre vertical , le anus verse sur le diamètre horizontal, la tangente sur la ligne^ qui touche le Cercle à l'origine des arcs , et la sécante sur le diamètre m°hile qui passe par l’extrémité de l’arc donné. De plus , es sinus et sécantes ont pour origine commune le centre ,^u corde, tandis que l’origine des tangentes et des sinus Verses se confond avec celle des arcs. Enfin, on estgénémîcîïîeut convenu de représenter par des quantités posi-
Ht
tives les lignes trigqpométriques de lare et , dans le cas 0,1 cet arc est positif et moindre qu’un quart de circonférence d’où il suit que l’on doit compter |>ositivement le sinu* et la tangente de bas en haut, le sinus verse «Je droite*1 gauche , et la sécante dans le sens du rayon mené aie*' trémité de l’arc a.
En |wtant des principes que nous venons d’adopter* on reconnaîtra immédiatement que le sinus verse, et p*r suite le cosinus verse sont toujours positifs; et, de p!uS' on déterminera sans pgine les signes qui doivent affect^ les autres lignes trigonom étriqués d’un ad| dont l’extrC' mité est donnée. Pour rendre cette détermination facile, on conçoit le cercle divisé en quatre parties ég<dc* par deux diamètres perpendiculaires entre; eux , l’un h°ir montai, l’autre* vertical ; et ces quatre parties sont respe^ tivement désignées sous les noms de premier, second' troisième et quatrième quart de cercle. Les deux prr miers quarts de cercle sont situés au-dessus du diainèt^ horizon t^j , savoir , le premier h droite , et le second :l gauche. Les deux derniers sont situés au-dessous du jné^e diamètre, savoir, le troisième à gauche, et le quatrième * droite. Cela posé , comme les extrémités de deux arc5 * complémens l’un de l’autre, soift également distantes ^
l’extrémité de l’arc , on en conclura quelles sont cées symétriquement de part et d’autre du diamètre qul divise en deux parties égales le premier et le troistèfl1 quart de cercle. Si l'on cherche ensuite quels signes de1 vent être attribués aux diverses lignes trigonométricp1^ d’un arc autres que le sinus verse et le cosinus ver»e’ subant que l’extrémité de cet arc tombe dans un qua^ de cercle ou dans un autre, on trouvera que ces sig13^ iont respectivement
poür le sinns {
ft la cosecante. . \ î'-our le cosinus ) et la sécante . . . . } Pour la tangente 1 et U cotangente. J
" quart d<? crtclc, dans Ir a ' , dans 1r
*-n péut remarquer à ce sujet què l& tfgne de la tangente
toujours le produit du srgrtè du sinus par le signe du ^stntis.
ï,ès considérations précédentes conduisait encore à ^t'ôiUiaître que lé CosinUs d’ùn arc se confond avec la Ptèjéction du rayon qui passe par l’extrémité de. cet arc s«r le diamètre horizontal, et que sur ce même diamètre !I doit être compté positivement de gauchè à droite , à P&rtir du centre pris pour origine ; que le cosinus verse péüt être mesuré sur le diamètre vertical entré le point ^ plus élevé de la circonférence pris pour origine et l’extrémité du sinus; que la cotangente, compiée positivement de gauche à droite sur la tangente horizontale me- '•ée: au cercle par l’ofigine des cosinus verses, se réduit ;t longueur comprise entre cette origine et le prolongent du diamètre mobile dont une moitié est le rayon mené à l'extrémité de l’arc ; enfin que la cosécante , mesur^e sur ce diamètre mobile , se compte positivement dans k sens du rayon dont il s’agit , et à partir du centre pris P°ür origine jusqu’à l’extrémité de la cotangeute.
Nous avons suffisamment développé dans les préliuii- . nmres Je système des notations à l’aide desquelles nous ^présentons les diverses lignes trigonométriques et les ,lcs qui leur correspondent. Nous ne reviendrons pas |Ur cet objet , et nous nous contenterons d’observer que *s lignes trigonométriques d’un arc sont censées appar-
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tenir en même temps à l’angle au centre qu’il mesure , et que Ton désigne par la même quantité. Ainsi , p»r exemple , a , b , .... représentant des quantités quelconques , on peut dire également que les notations
expriment le sinus de l’arc ou de l’angle a, le ooftinU*
de l’arc ou de l’angle b, &c .
Nous terminerons cette note en rappelant quelque* propriétés remarquables des lignes trigonométriques.
D’abord, si l’on désigne par a une quantité quelconque on trouver^ que le sinus et le cosinus de l’angle a sont toujours liés entre eux par l’équation
(6) sin.1 a h- ros.1 a = i ;
et que les autres lignes trigonométriques peuvent être exprimées au moyen de ces deux premières , ainsi qu’il sui* :
Des formules (6) et (7) on déduira facilement plusieU»* autres équations , par exemple ,
' = i-htang.s«, <•©?©*•/« = 1 -+ cf»l-
Il est encore aisé de voir que , si la quantité positive fl représente la longueur d’une droite entre deux points, ei a l’angle aigu ou obtus que fonne cette droite avec fr1 axe fixe , la projection de la longueur donnée sur fixe sera mesurée par la valeur numérique du produit
H la prc^etion de la même longueur sur une perpendiculaire à l’axe par la valeur numérique du produit
B. sin. et.
Enfin on reconnaîtra sans peine que si , en partant d’un point pris au hasard sur la circonférence du cercle oui a pour rayon l’unité, on parcourt sur cette circonférence, dans un sens ou dans un autre, uilë longueur égale à la valeur numérique d’une quantité Quelconque c ; le plus petit are compris entre les extrémités de cette longueur sera inférieur ou supérieur h suivant que eus. c sera positif ou négatif.
Ces principes' étant admis, concevons que sur la circonférence dont on vient de parler on détermine, i ,° les Extrémités (A) et ( B ) des arcs représentés par deux quantités quelconques « et b, 2. l’extrémité (N) don troisième urc représenté par Soit en outre {M) le
milieu de la corde qui joint les points ( A ), (/?); et supposons que le point (M) se projette sur le diamètre horizontal du cercle en un certain point (P). Si les longueurs mesurées sur ce diamètre, à partir du centre pris Pour origine, sont comptées positivement de gauche à droite , ainsi que les cosinus , la distance du centre au Point (P) devra êtrè représentée [ en vertu du S.c théorème] par la quantité
cos. a cos. b
Tv 2
plus, comme [en vertu du même théorème] le point (^0 est situé à égales distances des points (A) et (£ • , le diamètre qui passe par Je point (N) renfermera le milieu de la corde AB ; et fa distance de ce milieu (M) 911 centre du cercle sera égale^abstractfon faite du signe] *u c°sinus de chacun des arcs NA , iV B, ou , ce qui TOM. 1. £e
NOTE l.“
AU
revient au même , à
ros. ( - a = co*. ( - - - M = co*. f - - - y
Pour obtenir la projection horizontale de cette distance , il suffira de ia multiplier par le cosinus de l’angle aigu compris entre le rayon tiré horizontalement de gauche à droite , et le diamètre qui renferme le point (N) , c’est-àdire, par un facteur égal (au signe près) à cos. ) «
En d’autres termes, la distance du centre au point (P) aura pour mesure la valeur numérique du produit
cos- [— ~) C03\— —y
J’ajoute que ce produit sera positif ou négatif, suivant que le point ( M ) sera situé à droite ou à gauche du diamètre vertical. En effet , co*. ( ) est positif ou néga¬
tif, suivant que le point ( N ) est situé par rapport à <?e diamètre du côté droit ou du côté gauche ; et cos. f) est positif ou négatif, par suite le produit
cos. (__J.C08 \—)
est de même signe que co*. ——,.011 de signe contraire»
suivant que, chacun des arcs NA , NB étant infériez ou supérieur a — , le point (M) se trouve situé <^u même côté que le point (N) ou du côté opposé. Ccw^e d’ailleurs la verticale qui passe par le point (M) renferfl1^ aussi le point (P) ^il suit de la remarque précédente la distance du centre au point (P) , dans le cas même oü l’on a égard aux signes, peut être représentée par le prodn*1
Ce produit et la quantité" ■' ont donc le raè&e
signe , avec la même valeur numérique ; et Ton a par f 011
séqumt, pour toutes les valeurs possibles des quantités a et b,
(9) cos. a — J— cos. b 2 cos, ^ b. ^ Cos. Ç — ^
Si dans 1 équation (9) 011 remplace b par -tt -4- b , on en tirera
o) cos. a — cos. A =?= 2 sin. ^ ^ . sin. ^ <
Oe plus, si dans les équations (9) et (10) on substitue
aux angles a et b leurs complémens — — a , — - b
un obtiendra les suivantes
"in “ - si" * “ ,ro- (r~) . . (JLTi-) v
I un. a — sin. b = î sin. I - J .cos. f -
formules (9), (10) et (i 1) une fois établies, on en déduira facilement un grand nombre d’autres. On trouera , par exemple ,
( sin. a — sin. b tang. f (« — A)
tan g. ’ a h- b) ’
: taug. 7 (a — b) . tang. 1 (« -h b ) ,
sin. a -t- sin . b je os. b — cos. a cos. b -f- cos. 1
cos. ( a — b) -+- cos. (a -t- ù) = 2 cos. a c os. A ,
cos. (« — $) — cos. (• b) = 2 sin. a sin. A ;
sin. (a A) -f- sin. (a — b) = 2 sin. a cos. A, sin. (é -f- A) — sin. (0 — b) jj: 2 sin. A cos. a;
cos. ( a Hg A ) = cos. 0 cos. A q; sin. « sin. A ,
sin. ( a ± 4) = 8m. a cos. A =fc sin. A cos. a ;
1 qr tang. a tang. A ’
(l7)j C°S aa==cos *a — «“•* « = ioos.'n — 1=1 — ,
1 sw. î a =s a sin. a cos. a.
Ee
Soient maintenant a, b, c trois angles quelconques. On tirera de la première des formules (13)
^ g. ) cos.(«-+*-Hr^. -cos.^H-e-«)-+-eo».(c-ha-é)-t-co».(«-H4-«)
v = 4 cob. a cos. b cos. c.
Si dans la formule precedente, au lieu de a , b, c, on écrit -%ay -b, ~ c , puis, que l’on supposé ( » ç) a -+- b H- c == v ,
on trouvera
abc
(20) sin. a sin. b -4- sin. c = 4 cos. - .cos. - .cos. - . Dans la même hypothèse, la formule (16) donnera
(2 1 ) tang. a -4- tang. b -4- tang. c = tang. a . tang. b . tang.e.
L équation (20) devant subsister, ainsi que 1 équation (io), lorsque l’on y remplace deux des angles <7, b, f par leurs supplémens, et qu’on change le signe du trcr sième , on en conclura
m. b -4- sin. c — sin. a sss \ cos. - . sin. - . sin. ,
(2 2) J »h». e -»- »ia. • — »«»■ * = 4 sin. - .cos. - .sin.-,
| sin. a
-4- sin. b — sin. c = 4 #in. - . sin. - .cos. ■
De ces dernières formules combinées entre elles et avec l’équation (20) on déduit les suivantes
I% t (6in;g-t-sin &-4-sin.c) (fon.6-4-sin.c — sin.a) ^
COS. ~a — 4 sin. b. sin. c
r-4-ain.a— sin.M fsin.aH-sin.^— fin.C,) ) sin. -a:=L 4 sin. b. sin. c.
Enfin, si l'on imagine que a , b, c désignent les trois angles d’un triangle, et que les côtçs opposés soient respect, ..ment A , B, C; six produits égaux deux à deux,
Sîi • vif y
= A sin.c ,
Asm. b ssÆsin. a.
représenteront les perpendiculaires abaissées des sommets sur les trois côtés. On aura par suite
( ^ sin. a sin. b sin.c
et les équations (2 3) deviendront
\ cos. - a = - -n - »
(îS) 4
De plus, en ayant égard aux formules (19) et (î4) , °u tirera de la première des équations ( i 2)
(*6) tang. i(<t— .ft) = 4^f-col Tc-
Ï^S formules (19) , (24),. (25) et (26) suffisent pour déterminer trois des six élémens d’un triangle rectiligne , lorsque les trois autres élémens sont connus , et que cette détermination est possible. On peut remarquer en outre HUe les valeurs de cos. a et de sin. a déduites des équations (1 5) , à l’aide des formules (17), sont respectivement
S(A+B+(^B+C-A) ( C+A-B ) (Â+B-C) (sm.û=: - r iBC
La première de ces valeurs peut se tirer directement d’un théorème connu de géométrie. Quant à la seconde, eHe fournit le moyen d’exprimer la surface du triangle en Action des trois côtés. En effet, cette surface, équivafonte au produit de la base C par la moitié de la hauteur c°rrespondante B sin. a , sera
(î8) - B C sin. (I ZZZZ
Sur les Formules qui résultent de l’ emploi du signe > ou < , et sur les Moyennes entre plusieurs quantités.
Soient a et b deux quantités inégales. Les deux formules
serviront également à exprimer que la première quantité a surpasse la seconde b, c’est-à-dire, que la différence
est positive. En partant de ce principe, on établira facilement les propositions que je vais énoncer.
l.eT Théorème. Si a. d , à , . b, b' , y . •
représentent des quantités assujetties aux conditions
on aura aussi
Démonstration. En effet, lorsque les quantités
sont positives, on peut assurer que leur somme
l’est pareillement.
AA A" ... > B B B
Démonstration. En effet, chacune des différences A— B, A — B , A" — B" . . .
«tant positive par hypothèse , chacun des produits {A-B) A' A" ... A A' A .. . —B A' A" ... . B{A'-B')A" . . . — B A' A' ... — B B' A" . . . , BB'(A"-B") . . . = B B' A ... — B B' B' ... ,
sera également positif, et par suite il en sera de même de leur somme
3. e Théorème. Soient a, b , r trois quantités quelconques, et supposons
°n en conclura, si r est positif , r a > r b ,
9t t si r est négatif,
DÉMONSTRATION. fin , le produit
/• a — b' j =z va — rb
sera positif dans le premier cas, et négatif dans le second- COROLLAIRE. Si , en supposant a et b positifs , on prend successivement
on en conclura
On se trouve ainsi ramené à cette proposition , évidente par elle -, même , qu’une fraction est inférieure ou supé* rieure à l’unité , suivant que le plus grand de ses deu* J termes est le dénominateur ou le numérateur.
4.e Théorème. Soient a et À deux nombres qu* satisfassent à la condition
*t b une quantité quelconque . On aura x si b est positif-
Ah > A'\ et, si b est négatif,
Ah < A'k.
Démons tra tiqn. En la fraction
sera évidemment supérieure ou inférieure à l’uîirté , suiH vant que la quantité b sera positivé ou négative.
effet, le quotient-^- étant
,VC Théorème. Désignons par A un nombre quel conque , et soient b, b' deux quantités assujetties à condition
en conclura , si A est plus grand que f unité ,
Ab > A6',
9t > si a est inférieur à l'unité ,
Ab < Ah\
DÉMONSTRATION. En effet, la quantité b— b' étant Positive , par hypothèse , la fraction
Ah
sera évidemment supérieure ou inférieure à l’unité, suivant que l’on aura A > i ou A < i .
6.c Théorème. Soit L la caractéristique des loga~ c* thmes pris dans le système dont la base est A , et désignons par B , fi* deux nombres assujettis à la
c°ndifion
°« aura, si A est plus grand que l’unité h
tl> si a est inférieur à l’unité,
Démonstration. En effet, le logarithme
Sera positif dans le premier cas , et négatif dans le second.
Corollaire. Si l’on se sert de la lettre l pour indi- JUer les logarithmes népériens pris dans le système dont * W est
(1.) r ïs?>2,7 -i.l>a'8 i 8 . . .
[chap. YI , équation (5)] , la condition
entraînera toujours la formule
Aux théorèmes qui précèdent nous ajouterons le su vant, duquel on peut déduire plusieurs conséquences & portantes.
Théorème. Soit x une quantité quelconque On aura
la lettre e désignant, à l’ordinaire, la base des H0, rifhtncs népériens. ^
DÉMONSTRATION. Le second membre de la (2) restant toujours positif , le théorème énoncé ^ évident par lui-même, si la quantité t -4- x est nega Il suffira donc d’examiner le cas où 1 on suppose
W ' 0uf
Or, l’équation (23) du chapitre VI [§• 4] donne, P toutes les valeurs réelles possibles de x ,
et, comme les produits
sont positifs, non - seulement lorsque la quant
NOTE ir.
positive, mais aussi lorsque, étant négative, elle a une va]eur numérique inférieure à 1 unité, on tirera de 1 équation (4), toutes les fois que la condition ($) sera remplie,
Corollaire i.'r Si, dans le cas où 1 ~¥-x est positif, 0,1 prend les logarithmes népériens des deux membres de k* formule (2) , on obtiendra la suivante
[y oyez le corollaire du 4-e théorème]. Cette dernière subite donc toutes les fois que son premier membre est réel.
Corollaire 2* Soient x, y, z, ... plusieurs quan- *,lés assujetties aux conditions (6) , -4- y > o , i+i>of &c— •
^0 aura , eii vertu de la formule (2) ,
i-+-.r<c*, 1 -t -y<e7, 1 -f -z<elt &c... ;
Ion en conclura [2.* théorème]
(?) (i-Hx) (l-f-ÿ) (î -t-3). • *<
dernière formule subsiste donc, toutes les fois que S°n premier membre ne renferme que des facteurs positifs.
Corollaire 3: Si dans le corollaire précédent on appose
«" ... désignant des quantités positives , et a, a ,
U d’autres quantités respectivement supérieures à
^ ^°rmule (7) deviendra
NO T F. II
(i *+-«at) (i «'fit')' fi a:'*?').'. . <
«ct-H» *-+-« A •
ifé*
Si de plus les quantités a, a, a", ... sont toutes & rieures à une certaine limite A , on aura [ en vertu i .er et 3." théorèmes ]
a a. -+- a et -f- a" a" ... < A ( fit -4- et -4- et" . « . ) »
et par suite on trouvera définitivement
(8) (i+fl<t)(i4-flV)(n-flV)...< e
La formule (8) peut être employée avec avantage dans tégration par approximation des équations différentiel
l’igf
Passons maintenant aux théorèmes sur les moyenl
Ainsi qu’on l’a déjà dit [préliminaires, pag. 1 4 ] 7 °n pelle moyenne entre plusieurs quantités données nouvelle quantité comprise entre la plus petite et la grande de celles que l’on considère. D’après cette de ^ tion , la quantité h sera moyenne entre les deux <1 tités Æ, ou entre plusieurs quantités parmi lesqu<! ÿ l’une des deux qu’on vient de citer serait la plus g1 et l’autre la plus petite , si les deux différences tr — h , h — k
b , j • • nef yn
sont de même signe. Cela posé , si , pour design ^ ?
moyenne entre les quantités a , a', a" ... on etrl^
comme dans les préliminaires , la notation
on établira sans peine les propositions suivantes.
Théorème. Soient a, à , d . h P
quantités assujetties à la condition
(9) h — M (a, a', a" . . .) , pr»
et r une autre quantité entièrement arbit^al aura toujours
NOTE II. 44o
0°) rh=zM(ra , ra, ra' . ..).
Démonstration. En effet, désignons par g la plus
''wuxsTRATiuy . n,n enei, aesigiwM» ***• # *<* r .
^nde , et par k la plus petite des quantités a, a', a ... es deux différences
Ou
*er°nt positives ; et par suite les produits r{g — h) > r(h — k) , er* d’autres termes , les deux différences r g — rh, rh — rk , >€t0nt de meme signe. On aura donc r h = M (rg , rk) ,
a plus forte raison ,
rh = M(ra, ra , ra"...),
que rg, rk sont nécessairement deux des profite. . . .
n°mb rHÉ0RÈME- Soient a, A1, a" ... H plusieurs 1 re* qui satisfassent à la condition
H=zM(A, A', A" ...),
Une quantité quelconque. On aura
tP = M(A\ A'1, A"' ...).
Tra T ion . En effet, soient G et H le plus Lçj k plus petit des nombres A , A A"
trences
446 note n.
étant alors positives, on conclura du 4** théorème (J11 les suivantes
sont de même signe. On aura donc
Hh — M (Gh , K>),
et à plus forte raison
Hh = M (A*, A'\ A "* . ..)• Corollaire. Si l’on fait en particulier ^
trouvera
Vu = A/ ( Va* ' . . . ).
10.e THÉORÈME. Désignons par A un nombre quC conque, et soient b, b' , b... h plusieurs quant' assujetties à la condition
(!}) hz=z M(b, b1, b" . . .). (r. >
On aura
(,4) At=M{A>, A», A‘" ... )• ,
Démonstration. Désignons par la plas g,an^ et par k la plus petite des quantités b, b1 , b" . ♦ • * deux différences
étant alors positives, on conclura du j.e théoren les suivantes
As — A* , A" — Ak sont de même signe. On aura donc
A'sssMfA*, A')zaM{Ar, A*, A*"---)'
1 1 •' Théorème. Soit L la caractéristique des logarithnies dans Iç système dont la base est A , et désignons par b , B* , B" . H plusieurs nombres assu -
Jettl* à la condition
" aura , quel que soit A ,
( 1 Q L(H) = M [ L{B) , L{B') , L[Én)
Démonstration. En effet, supposons que Ion ^présente par G ie plus grand , et par A le plus petit ■ s nombres B , B , B" . . . Alors , les deux fractions
^nt supérieures à l’unité, les logarithmes
’ en d autres termes, les différences
L (G) — L (//) , L {H) — L {K) r°nt (^e même signe. On aura donc ' £(//) = 3/ [L (G), L(K)]
M[L(B), L(B'), HP
y^2,C Théorème. Soient b, b', b ... plusieurs quan des ^ e 7tlènie signe , en nombre n, et a, a, a .... pre ^Uflniités quelconques en nombre égal à celui des nilcr^. On aura
1*7) «+0+0"!.. \ffa * •" >
l^°y^iTRATION. Soit g la plus grande et k la
note 1 1.
plus petite des quantités a a
Les différences
seront toutes positives. En multipliant les deux Prernlè^ par b , les deux suivantes par b' , &c. . . , on obtien les produits
g b — ci et
g b' — a et
g b" — ci' et
qui seront tous de même signe, aussi bien que les <1^ tités b, b', b" . . . Par suite, les sommes de ces espèces de produits , savoir , g Çi-t-è'-j-A”...) — (a-H*-t-a •..) , <*-+-« -i-« • • r-k{b->rl>
et les quotiens de ces sommes par b -4- b -+ savoir ,
n — A- b , a —kb‘, a" — A b",
f> 6-+ b' Li . . . ’ seront encore des quantités
b-+-b'^ri>'. . .
de même signe ; ^ 0
conclura
L'°.yez t,ans les préliminaires le i." théorème et la for-
I" CoROLLAlRE r.er En supposant les quantités b, b', * réduites à l’unité, on trouve
' ^ - = M[at a, a" . . .).
membre de la formule précédente est ce tité aPP°^e k moyenne arithmétique entre les quanat a', a" .
ï\\^0ftOLLAIRE 2‘ La moyenne entre plusieurs quanegaies se confondant avec cliacune d’elles , si les r*ctions , •
t> ’ T* » ~V • • deviennent égalés , on aura
çQ * est d ailleurs facile de prouver directement.
^ 3* Si l’°» désigne par .
^ aUra ° ^ ^uant,t®s <Iui soient toutes de même signe, en vertu de l’équation (17),
sj
Cm. = AI y-> ■■
d der •'
*S formu,e sufld pour établir le 3/ théorème
l3 « Ina»'es.
s* rfREME* Soient A> A>> A" ••• *> *’> e° Ces d e nombres pris à volonté : et formons
Xqa, X SUltes > que nous supposons renfermer
' 1 rf
note 11.
chacune un nombre n de termes , les racines B B' B"
Va, VÂ', &c---
On aura .
Il+lf+K. . ‘ ( B B‘
(zi )1^>'AA‘A"...=MWa’Va’VA
DÉMONSTRATION. Les logarithmes des qu»n««*
indiqués par la caractéristique / sont respectivement
U^HA-)*H4n^. JSf, 2Ç-, VÇ-.S?
“ reU.
et l'équation (17) f°urait entre ces HarithmeS * tion suivante .
B + B' + B" . L ye»,
Si maintenant on repasse des logarithmes ce qui est permis en vertu du theoreme .0, vera la formule (2.1).
COROLLAIRE i." En supposant les nomb B" réduits à l’unité, on a simplement
Z~ÂA‘ A"7T. = M [A , A' , A"
Le premier membre de la formule qu’on appelle la moyenne géométrique en
Corollaire a.’ Si toutes les racines
tiennent égalés, leur moyenne se confondra avec cha- ^une d’elles. On aura donc alors
\^~^JLAA'.*.
Ce qu’il serait facile de prouver directement.
La valeur numérique d’une moyenne entre plusieurs ^Uantités données n’est pas toujours une moyenne entre Urs valeurs numériques. Ainsi, par exemple, quoique """ 1 soit une quantité moyenne entre — 2 et + j ; ^Pendant l’unité n’est pas une valeur moyenne entre 2 3* Parmi les diverses manières d’obtenir une moyenne ,U,e Ies valeurs numériques de n quantités
des plus simples consiste à former d’abord la ^enne arithmétique entre les carrés
1*, extra*re ensuite la racine carrée du résultat. En opéains* , on trouvera premièrement
Puis
* n ayant égard au corollaire du 9.' théorème,
Or
>les
quantités positives
Ff
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/(«*), /(a"), /(«"*). *«•••• représentant précisément les valeurs numériques des qu tités données
a suit de la formule (2.4) q«’°n obtiendra une moy entre ces valeurs, si l’on divise par -/n l expression simple
Cette expression , qui surpasse la plus grande des va * numériques dont il s’agit, est ce qu’on pourrait apP ^ le module du système des quantités a, a, a • • module du système de deux quantités a et nC ‘ j0n alors autre chose que le module même de 1 exp ^ j.
imaginaire «-*-*/-■ [voyez le chapitre VH , V Quoi qu’il en soit , les expressions réelles de la tor
/(a‘ •+“ a<1 ^ a"% - \ ,oJ(ir
jouissent de propriétés très-remarquables/ Dans la
trie, elles servent à déterminer les longueurs mes ^ ligne droite , et les aires de surfaces planes , par « ^
de leurs projections orthogonales. En algèbre, nissent le sujet de plusieurs théorèmes importa”^ lesquels je me contenterai d’énoncer ceux qui *
Théorème. Si les fractions
sont égales, la valeur numérique de chacune sera exprimée par le rapport
*n sorte qu’on aura
Stgne -i- ou le signe — devant être adopté suivant 1Ue les fractions proposées sont positives ou négatives.
Semons TR a tion. En effet , dans l’hypothèse admise es fractions
i fo i » • •
Ser°nt égales, et l’on aura en conséquence
En
k ^xtrayant les racines carrées on retrouvera ta formule
' T'héoRRME. Soient a , a , a ... des quantités Pn C°nf]Ues t en nombre n. Si ces quantités ne sont l S *°utes égales entre elles , la valeur numérique de
s°*ntne
**ra
lnférieure au produit
^ n . ^/( a1, H- a'1 -+- a . ..)j, °rte yu’on aura
(*6 ) , . HPI
^Monstration. En effet, si au carré de la somme a — f- a! -+- a" . . . .
S J frs carrés des différences entre les quantités • • • combinées deux à deux de toutes les ma-
454 note ii.
nières possibles , savoir ,
| = n («* -Ha*' 1 -*-«"* - ) :
et l’on en conclura
v . i dr,I>
En extrayant les racines carrées positives des •
membres de cette dernière formule, on obtiendra P sèment la formule (26).
Corollaire. Si l’on divise par n les deux fl*e de la formule (26) , on trouvera
(2 8) val. num. - — - <
•thinéti(ll1
Ainsi la valeur numérique de la moyenne *rI . ^ ** entre plusieurs quantités a, a , a . ... est in e rapport
qui représente, comme on l'a remarqué plus moyenne entre les valeurs numériques de c quantités. , .**'
Sc’HOUE.ir Lorsque les quantités a, * ’ g deviennent égales, on a évidemment ^ ^
val. num. (a-+- «'-4- «" • • •) = -[/nW^a, ~^a
SCIIOLIE 2/ Si dans l’équation (*7) on ^nClü^ sivenaent n = 2 , » = 3 » ^c* * * * * oïl 6
(a H- a'Y -+- (fl — fl')‘ = 2(0*-+- «'*) » (<H-a,-Hx"),+(a — v')* -\éf*r-<a'')t+(a,' fl")1 = 3 (a'+a'W1) , &c .
16.* Théorème. Soient a, d, a" , et, a , a ... d°ux suites de quantités , et supposons que chacune ces suites renferme un nombre » de tenues. St les r aPport's
ne sont pas tous égaux entre eux , la somme a et -+- a' et' -+- a" a." .. .
*era inférieure au produit
V {a*-i-a,z-ï-a"* ...) • • •) ï tn sorte quon aura
(io) f val. num. (a<L 4- a* cl' -+- a" a." . . .)
j < /(<** -+- fl'2 -ha** ...).•/(** -+ -*'* + *"* ...)• ^^MONSTRATION. En effet, si au carré de la somme
a et -+- a1 et1 -fr- a" a" . . .
a joute les numérateurs des fractions qui représentent s carrés des différences entre les rapports
^0rïlbinés entre eux de toutes les manières possibles, ^voir j
(act-A)% (ad," — ... (a'oL"— bV)‘,
Couvera
N DTK II.
ÇaotA-a'et'-jn*"*" . , .)2-»- (art'— «'«)*-+- (art" — a «)*-+-• - '
.. -t-(a'rt"— a"rt')2-t-&c... = (a2-Ha'J-H»"'*. .)(rt’ -H*' •-+-*"*.«) »
et Ton en conclura
(aa-t-« rt'-+-«"a". . .)* < («M-a . . ;) (rt*-+-rt'*H-a"* . • ■)*
En extrayant les racines carrées des deux membres cette dernière formule , on obtiendra précisément la f°r* mule (30).
Corollaire. Si l’on divise par n les deux membi'eS de la formule (30) , on trouvera
1 a et — H a' et1 — f- n" et" ....
val. nam. — — -
^ (a* a' * -h a"1 . . . ) •/ (rtI->-rt'z-4-rt"1 . .*•
Ainsi la moyenne arithmétique entre les produits *
a du y a cL , a cl y ■ » • .
a une valeur numérique inférieure au produit de d<> rapports qui représentent des moyennes entre les val<’ul> numériques des deux espèces de quantités comprises dal les deux suites
dU y dU y Oü" .....
SCHOLIE i.tr Lorsque les rapports
deviennent égaux , on tire de la formule (31)
(art-t-a'rt'-t-o"a" . . .)* = (a*-t-a'*-+ o"*. . .)
et par suite
NOfE II.
val. num. (aet -+- a' a.' -I- a" a." . . .)
= /(a* -+-«'* . .. )V(«2 -H «'* -t- et"1. . .).
® serait facile d’arriver directement au même résultat.
Scholie 2 / Si dans la formule / 5 1 ) on pose succes- *Iveuient n = 2, n = 3 , &c. . . . , on en conclura
(aac-t-a'*')1 «'«)* = («*-»-•'*) (** -*-*'*) *
îf première des équations précédentes s’accorde avec Ration (8) du cliap. VU [S- * -crJ- La seconde peut ecrire ainsi qu’il suit :
! = (a'-i-a'M-a"1) '*+-*"*) ±- {aet+a' et' -*-a" a")1 ;
s°Us cette forme elle peut être employée avec avantia ^ans Scorie ^es rayons de courbure des courbes sieC°eS SUr c^es surfaces quelconques, ainsi que dans plu- Urs questions de mécanique.
tht; °US terminerons cette note par la démonstration d’un
No,
^ °r^rne digne de remarque auquel on%e trouve conduit comparant la moyenne géométrique entre plusieurs ij )res avec leur moyennp arithmétique. Voici en quoi c°nsiste.
pl^.' Théorème. La moyenne géométrique entre +ie^Urs nombres A, B, C, D, ... est toujours inféa leur moyenne arithmétique.
4 °v S tr a TI ON. Soit n le nombre des lettres
^ent C* ^ su®ra de prouver qu’on a généra-
(J s) VabcdZ < ±t±t£±JL^-
ou , ce qui revient au même ,
CD
A + B-hC-hD-¥-
En second lieu, si « n’est pas un terme de la prog»e géométrique
on désignera par aw un terme ‘de cette progression rieur à n, et l’on fera
puis, en revenant à la formule (57), et supposa^^r* le premier membre de cette formule les facteurs égaux à K , on trouvera
ABCD...K''-n <[-
®u> en d’autres termes ,
ÏOTE II.
A-hB+C-hD- K
ABCD ... K*m~n < K*"aura donc par suite
ABCD...<Kn ==( - - - ; ;
Ce 9U d fallait démontrer.
Corollaire. On conclut généralement de la formuIe (36) .
(38) A-*-B-*-C + D ... > nV'ABCD. ..
^UeI que soit le nombre des lettres A, B, C, D, ... . *nsi, pa» exemple, .
A -t- B > 2 VAB>
a + b + c > 3 yrsi*
Sur la Résolution numérique des Equations.
Résoudre numériquement une ou plusieurs équa tions , c’est trouver les valeurs en nombres des inconm,cS quelles renferment ; ce qui exige évidemment que ^ constantes comprises dans les équations dont il saï> soient elles-mêmes réduites en nombres. Nous nous °c cuperons seulement ici des équations qui renferment inconnue, et nous commencerons par établir à leur ega les théorèmes suivans.
l.er Théorème. Soit f ( x) une fonction rii ^ de la variable x , qui demeure* continue pftr raPP ^ à celte variable entre les limites x = x9 , x = X deux quantités /(x.) , f (X) sont de signes contrat*' on pourra satisfaire à l’équation
par une ou plusieurs valeurs réelles de x cotnp 1 entre x0 et X. ^
Démonstration. Soit x9 la plus petite des quantités x0, X. Faisons
sUpe'
et désignons par m un nombre entier quelconq
rieur à l’unité., Comme des deux quantités f {x
l’une est positive , l’autre négative , si l’on forme
et que Jans cette suite on compare successivement le Premier terme avec le second , le second avec le trois,e»ie, le troisième avec le quatrième, &c... , on finira necessairement par trouver une ou plusieurs fois deux termes consécutifs qui seront de signes contraires. Soient
jeux termes de cette espèce, xt étant la plus petite es deux valeurs correspondantes* de x. On aura évidemment
et
x9 < xf < X' < X ,
^yant déterminé x, et X‘ comme on vient de le dire, ée P°u,Ta de même , entre ces deux nouvelles valeurs (j. X> en P^cer deux autres x2, X" qui, substituées ^‘ns / ( x ) , donnent des résultats de signes contraires , qui soient propres à vérifier les conditions
xt < x2 < X" < X' ,
v^j Cont*n«ant ainsi , on obtiendra , i .* une série de Urs croissantes de x , savoir ,
(2) xa , X , Xx , &c. . .
e sérié de valeurs décroissantes
qui
We!U,paSSant Ies Prer»icres de quantités respectivement aux produits
«x(X-<0. ^x(X-xJ, ^rx(X-*.),
finiront par différer de ces premières valeurs aussi Pe“ que l’on voudra. On doit en conclure que les term ^ généraux des séries (i) et (}) convergeront vers ** limite commune. Soit o cette limite. Puisque la tion f{x) reste continue depuis x=xa jusqu’à *= les termes généraux des séries suivantes ,
convergeront également vers la limite conmuine /W et, comme en s’approchant de cette limite ils reste ^ toujours de signes contraires , il est clair que la f[a), nécessairement finie, 11e pourra différer de* Par conséquent on vérifiera 1’équation
(.) /(*)==•’ en attribuant à la variable a; la valeur particulière a prise entre x„ et X. En d autres termes ,
sera une racine de l’équation (i). j «t
SCHOLIE i.‘r Si*, après avoir poussé les séii^s (3) jusqu’aux termes
x, et X«, e„i
[ n désignant un nombre entier quelconque], ;>* la demi-somme de ces deux termes pour valeur ql>«
de la racine a , l’erreur commise sera plu* P leur demi-difiérence , savoir ,
Çpmme cette dernière expression décroît indéfiniment à Mesure que n augmente , il en résulte qu’en calculant un Nombre suffisant de termes des deux séries , on finira I*r obtenir de la racine a des valeurs aussi approchées ^Ue Ion voudra.
Scholie 2 : S’il existe entre les limites x0, X plu- Slfiurs racines réelles de l’équation (i), la méthode présente en fera connaître une partie, et quelquefois même es fournira toutes. Alors on trouvera pour x, et X' , 011 tien pour .ra et X", &c.... , plusieurs systèmes de Va,eurs qui jouiront des mêmes propriétés.
Scholie 3: Si la fonction f(x) est constamment pissante ou constamment décroissante depuis x==x, ,UsSu’à x^zX, il n’existera entre ces limites qu’une ^e valeur de x propre à vérifier l’équation (i). t , Corollaire i.tT Si l’équation ( i ) n’a pas de racines eeHes comprises entre les limites x0 , X , les deux Entités
Setont j .
oe meme signe.
l’o ^01{°LLaire ** Si dans l’énoncé du théorème i . 11 reniplace la fonction f(x) par
cis . es%nant une quantité constante] , on obtiendra pré- ^ llent 4-e théorème du chapitre II [5* 2]* ^ans ^ quêeG hyP°thèse , en suivant la méthode ci-dessus indi- ^Uaf °n ^terminera numériquement les racines de
f(x) = b x, et X.
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Nota. Lorsque 1 équation ( 1 ) a plusieurs racines coi»' prises entre xa et X, en calculaht les séries (2) et (?) on n’est pas toujours assuré d’obtenir la plus petite ou a plus grande des racines dont il s agit. Mais on peut river à ce but en suivant une autre méthode dont M- Le gendre a fait usage dans le Supplément à la Théo ne des nombres. Cette seconde méthode se déduit ivoX°e diatement des, deux théorèmes que je vais énoncer.
2.c Théorème. Supposons , comme dans le the° r'eme J.‘T, que la fonction /(*) reste continue dep * X = x0 jusqu à X=* X [X étant supérieur à x0 ] > désignons par ç><»), X (*) deux fonctions uuxilialfC^ , également continues dans l’intervalle dont il s ag* ^ mais de plus assujetties i.° à croître constant me avec x dans cet intervalle , 2? à fournir pour la ( tJ férence
une expression variable , qui , d’abord négative qu’on attribue à x la valeur particulière xa ,! dente * toujours égale ( au signe près) à •/(*}. Si l’épi a
(0 /(*) = 0 a une ou plusieurs racines réelles comprises en et X, les valeurs de x représentées par
(6) xof xt, xi} x}, kc.. . . ,
des f°r
et déduites les unes des autres par le moyen mules
O ! ri HC"
(7) X (■*») . <J> (*,) = X (*,) • 9- (*l) SS=, ’ y
composeront une série de quantités croissantes
*ernie general convergera vers la plus petite de ces racines. Si au contraire l équation ( i ) n'a pas de racines réelles comprises entre x0 et X, le terme général dela série (6) finira par surpasser X.
ÜÉMOXSTRATION. Admettons en premier lieu que Quation /( x) = o ait une ou plusieurs racines réelles ^°mprises entre les limites xa , X; et désignons par a !* Pjus petite de ces racines. On vérifiera I équation dont * Sagit, ou, ce qui revient au même, la suivante
(0 *AX) — xi*) — 0 >
*n Prenant x = a; et l’on aura en conséquence
De Plus, la fonction xi*) étant constamment crois- ^nte avec a; depuis xz=xa jusqu'à x = X , et a sur- 83111 XC> l’on aura encore
c°mbinant les deux dernières formules avec la pieere des équations (7), savoir.
ei1 conclura
1 Par
suite
a > xt.
: *(«) , x(a) >xi*,)> Xi*,) — *^’)’
en combinant les trois formules
*(«) = r °nt la
°n trouvera
T°ai. j.
(n\ a Seconde se déduit immédiatement de la formule On ♦-
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et par suite
En continuant ainsi, on s’assurera que tous les let*T de la série (6) sont inférieurs à la racine a. J ajout# 4 ces diflerens termes composeront une suite de quan croissantes; et en effet, puisque la différence
«st négative par hypothèse pour *==*., on aura
?(*») < zC*.)1
mais X (*.)==* (*.)>, t,onc
De plus, x, étant compris entre x„ et «, aucunC & réelle de l’équation ${x) X (x) ° 110 sC * ^ni^1
renfermée entre les limites xo) X, ; et par co [ voyez le théorème i .ef , corollaire i . J
seront des quantités de même signe, c’est-à-dire > t0 deux négatives. On aura donc
et par suite [à cause de % (*.) ^
OO
&c. . . . Donc enfin les quantités
note III.
XQ , ï|j X*. ) ^ C ' • • • •
formeront une série dont le terme général xn, croissant constamment avec n , sans pouvoir jamais surpasser la racine a , convergera nécessairement vers une limite égale ou inférieure à cette racine. Nommons l cette limite, domine, en vertu des équations (7), on a, quel que
soit n ,
*(*„«.,) = * (*Mh
0n en conclura, en faisant croître « indéfiniment , et Posant aux limites ,
^ quantité / sera donc elle-même une racine de l'équatl0n ( « ) ; et , puisque cette quantité sera plus grande que *•» sans être supérieure à la racine a, on aura evideiflt *üent
Admettons, en second lieu, que I équation (1 ) 11 Pas e Peines réelles comprises entre x„ et X. On prouvera ncore dans cette hypothèse, que le terme généra x„
série (6) cro|t constamment avec n, du moins
ç<^e Ce terme reste inférieur à X. En effet, tant que cett édition sera remplie, la différence
^ [théorème ..".corollaire de même signe que
<P (ar.) —
es *~^re > négative , et par suite on établira comme 5* *es formules (I &c... . De plus. * «
^ converger vers une limite fixe /inféneuie a r
puisque l’existence de cette limite entraînerait évidemment l’équation ( i 3) , et par suite l’existence d une racine réelle comprise entre x„ et X. Donc il faudra nécessairement, dans l'hypothèse admise, que la valeur de X, finisse par surpasser la limite X.
Corollaire 1." Les conditions auxquelles les fonctions auxiliaires ?(x), %(*) sont assujetties dans lenoncé du 2.' théorème, peuvent être remplies dune infinité de manières. Mais, parmi le nombre infini des valeurs que l’on peut attribuer à la fonction ?(x), 1 importe d’en choisir une qui permette de résoudre facilement les équations (7) , c’est-à-dire, en général, tou équation de la forme
<p {x) = constante.
La valeur de * (x) étant choisie, comme on vient de dire on calculera sans peine les différera termes de série (6), et il suffira de chercher la limite vers laque) ils convergent pour obtenir la plus petite des racines l’équation (1) comprises entre x„ et A. Si ces m termes finissent par surpasser X, l'équation (.) pas de racine réelle dans l'intervalle de x. a X.
Corollaire 2.' Si l’on prend
et si de plus l’équation (.) admet des racines posi»**’ les quantités x, , x„ &c. . . . seront toutes infc.i ^ la plus petite racine de cette espèce, et en fourni valeurs de plus en pins approchées. ^
Théorème. Supposons, comme dans
rime 1.” , ?«« la fonction f (x) demeure >-0
depuis jusqu'à x = .ï Cxdtantsupeneura
NOTE III. 4GJ
et désignons par »(*>. ZW deux fonctions auxiliaires également continues dans Intervalle don t d s agit, mais déplus assujetties /.' a eroUre constamment avec s dans cet intervalle, a.- a fourme pour la différence
une expression variable gui devienne positive lorsune express, on v ' ,,fa JT, el demeure
gu on attribue a x lavalcu p y. tion
toujours égale \au signe pr J - J
« „«e ou plusieurs racines réelles comprises entre x. et X, les valeurs de x représentées par
(15) X, X , X", X", fcc..;,
,< «MèL fa unes des mitres par le moyen des formules
(>«) f(jc')=x(J0’ .
compté une Ma de
Ce« racines. &i au corn terme se-
racines réelles ^Jter aualess'ous neral de la série (1 y) J1111' P
de
r Æ°i • re troisième théorème est tellement
La démonstration de ce our abréger, nous nous
semblable à celle du second, que, po t> dispenserons de la rapporter ici. .
Corollaire V** * "ombi; f'"’ ££\ '•“on peut attribuer à la foncü011 f ^ Jen choisir re*nplir les conditions exiges, d ££ * ‘
"no qui permette de résoudre fadement I
(16), c’est-à-dire, en général, toute équation de la forme (x) = constante.
La valeur de pV(x.) étant choisie comme on vient de le dire, on calculera sans peine les difïerens termes de la série (15), et il suffira de chercher la limite vers laquelle ils convergent pour obtenir la plus grande des racines de l’équation (1) comprises entre xa et X. Si ces memes termes finissent par s’abaisser au-dessous de x9 , l’équation ( 1 ) n’aura pas de racine réelle dans l’intervalle de xa à X.
Corollaire 2.' Si, l’équation (1) ayant des racines positives, X surpasse la plus grande racine de cette espèce, les quantités X' , X\ &c.... resteront toutes supérieures à cette même racine , et en fourniront des valeurs de plus en plus approchées.
SCHOLIE i.‘r Si l’équation (1) n’a qu’une seule racine réelle a comprise entre x„ et X, les termes généraux des séries (6) et (1 5) , dont la première est croissante, et I» seconde décroissante, convergeront vers une limite commune égale à cette racine. Alors , si l’on prolonge ces séries jusqu’aux termes
et JW,
puis , que l’on prenne la demi-somme de ces deux termes pour valeur approchée de la racine a, l’erreur commise sera plus petite que
SCHOLIE 2.' Pour montrer une application des prin' cipes que nous venons d’établir, considérons en p»lU culier l’équation
Ç<7) *m— AlXm-1 — A1xW1-*-. _ — Am ^
m désignant un nombre entier quelconque, et
A,> Ax, - Am_t, Ami
dcs quotités positives ou nulles. Comme le premier uiembre de cette équation est négatif pour t=o, et Positif pour de très-grandes valeurs de x, il en résulte (fu elle a au moins .une racine positive et finie. De plus f ette même équation ne différant pas de la suivante
^nt le second membre reste invariable , tandis que le Primer décroît constamment pour des valeurs positives et croissantes de x , n’admettra évidemment qu’une seule ^cme réelle et positive. Soit a cette racine, et A le plus 8rand des nombres
A, > A>> . Am_t> Am :
'«fin désignons à l'ordinaire une moyenne entre ces °uibres par la notation
M(Ay A» ••••• A-.’ A.l
, n trrera l’équation (17), en y faisant x = a , puis égard à la formule (1 1) des préliminaires,
^ At am~l Az a™"1 -4-. . . ,-f- Am a \ A ** . . -+-«-h \)M{AV t A lt ... A„_x , a )
Par suite
a-I<!ÂAL^LL<A'
Par conséquent la racine positive de I équation ( ! 7) ser* comprise entre les limites o et A-\- 1 . D’un autre côté* comme , en désignant par
Aram'r et Asam~J
le plus petit et le plus grand des termes renfermés d»ng le polynôme
A, am-' -+- am~t -4- . -4- A^_t « -4 - Am,
et par n = ou < m le nombre de ceux qui diffèrent & zéro , on aura évidemment
am > n Aram~7 , am < n As am s ,
et par suite
a > (nA,)', a < (n A ,) ' ,
il est clair que la racine a sera comprise entre le petit et le plus grand des nombres
(19) nA , , (nA,)2 , (nA,)1 , , . . ( nAm)m •
Enfin, puisqu’en vertu du théorème 1 ,er [ corollaire 1 • \ le premier membre de lequation (17) restera négaü depuis x — o jusqu a x — a, et positif depuis x ^ jusqua x = 00 , il en résulte qu’on pourra choisir cïï^ core pour limite inférieure de la racine a le plus giaI1 des nombres entiers qui rendent négative l’expression
(20) xm — A'Xn-'-A1x7r~'—...-Am_,x-A«>
et pour limite supérieure le plus petit de ceux qu‘
NOTE IÏI.
brident positive. Soient maintenant
les deux limites inférieure et supérieure calculées d’après l'une des règles que nous venons d’indiquer. Si l’on fait en outre
(ai) ?(x)=*m, . ,+A^x+A",
les théorèmes a.* et 3/ seront applicables à l’équation ( 1 7) ; et comme , dans cette hypothèse , chacune des équations (7) ou (16) se trouvera réduite à la forme xm = constante ,
deviendra facile de calculer les quantités comprises dans les deux séries
xa , X , , Xx, x} , &c. . . . ,
dont les termes généraux seront les valeurs approchées çu plus et en moins de la racine a.
ScHOLIE 3.' Considérons encore l’équation
(îa) xm A , xm“l -h At xm~x 4- Am_l x — Am = o ,
m désignant toujours un nombre entier , et
A , , A2 y . Am_ , , Am
des quantités positives ou nulles , dont la plus grande s°it égale à A. En prenant ~ pour inconnue, on pourra Présenter cette équation sous la forme suivante
qui est pareille à celle de i équation (17). On en conclura que l’équation (22) admet une seule racine positive inf«' rieure au quotient
et que cette racine est comprise 'non -seulement entre I* plus petite et la plus grande des quantités
[ n = ou < m représentant le nombre des termes va* riables renfermés dans le premier membre de 1 equati^11 (22)], mais aussi entre le plus grand des nombres efl' tiers qui rendent négative l’expression
(26) xmA-At -H A2 xm~> . A- Am_t x — An,
et le plus petit de ceux qui la rendent positive. Api’^s avoir fixé, d’après ces remarques, deux limites en plu* et en moins de la racine en question , il suffira , pour efl approcher davantage, d’appliquer les 2.e et 3.' th e°* rèmes à l’équation (23), en y regardant comme \ïXY connue qu’il s’agit de déterminer.
SCHOLIE 4.' Si l’équation ( 1 ) avait deux racine réelles comprises entre x0 et X , mais extrêmement i^P prochées l’une de l’autre, les termes généraux des séi'ieS (6) et (15) paraîtraient au premier abord converger la même limite , et l’on pourrait prolonger long-temps ^ deux séries avant de s’apercevoir de la différence entre 1e* limites vers lesquelles ils convergent effectivement. P*
^êrne remarque est applicable aux sériés (2) et (3). Par c°*isequent les méthodes de résolution fondées uniquement Sllr le théorème 1 .er , ou bien sur les théorèmes 2/ et 3.% j*e sont pas propres à faire connaître , dans tous les cas , e Nombre des racines réelles d’une équation numérique ;
elles fourniront toujours des valeurs ^ussi approc^ées que l’on voudra de toute racine réelle qui se trou- Vera seule comprise entre deux limites données, j, tfons le cas particulier où l’équation numérique que 0tl considère a pour premier membre une fonction réelle entière de la variable x , on peut tout-à-Ia-fois , ainsi M. Lagrange l’a fait voir, déterminer le nombre. des fitcines réelles et calculer leurs valeurs approchées. Pour joindre facilement ce but, il convient de réduire d’abord Quation proposée à n’avoir que des racines inégales , en Perant comme il suit.
Soit
Quation donnée. Désignons par a, b, c, ... ses diverses ^Clnes réelles ou imaginaires, et par ni le degré de son membre , dans lequel nous supposerons le coefliç de la plus haute puissance de x réduit à l’unité. *^n soit in le nombre des racines égales à a, m " le ^hre des racines égales h b, m‘" le nombre des racines ^es à c, &c.... On aura
m"-h m1"- 4- ... = ni
^9) F(.r) == {x — aY {x — b)m" (x — cY" . . .
H»[|Cn conciura, en désignant par z une nouvelle va-
Si maintenant on fait
(j i) F(x+j)=F(i)+ïi?,W+î‘ F,(x)-v-&c... ' et que fon-dévefoppe les expressions
suivant les puissances ascendantes de z, 1 équation deviendra
. * - 3-fL
puis, en égalant de part et d'autre les coefficiens Jc première puissance de z, on trouvera
f iW- juL-i-Jt--*-'—
( ” (x-a) (x— 6) Cx— c) . • .
Comme la formule précédente a pour dernier me'» une fraction algébrique évidemment- irréductible , >
résulte qu'il suffit de diviser le premier membre ô de l'équation (27) par le plus grand commun divise» > deux polynômes f (x) , F, (x) pour ramener cette tion à la suivante
qui n’a pies que des racines inégales.
Nous ne nous arrêterons pas à faire voir comment on P°urrait déduire des mêmes principes diverses équations font les racines, toutes inégales entre elles, seraient équi- Valentes, tantôt aux racines simples, tantôt aux racines doubles , tantôt aux racines triples, &c... de la proposée, ^ous ajouterons seulement ici quelques remarques relatives au cas où l’on suppose immédiatement toutes les ^inesde 1 équation *27) inégales entre elles. Chacun des n°mbres m', m", m"', &c.. . se réduisant alors à l’unité, tire de la formule (32)
(H) Ft(x) = (x—b) (x— c) . . .+(*-«) (x— c) . . a) {x—b)...+&c... ,
** par suite
ta)
^msi, dans l’hypothèse admise, le produit des carrés des différences entre les racines de l’équation (27) sera équi- Ment [abstraction faite du signe] au produit
Par conséquent au dernier terme de 1 équation en z que Ur‘dt l’élimination de x entre les deux suivantes
M F(*)=s O, z — Ft(x) = o;
^ sorte qu’en appelant H la valeur numérique de ce
dernier terme , on aura
‘(38) {a — b)\a — cy. ..(b — e)\.. = =*= **.
Dans la même hypothèse, les valeurs de F,(a)>
&c . données par les formules (35) n étant jaïnaI*
nulles , si l’on désigne par a une racine réelle de 1 equa tion (27) , il suffira d’attribuer au nombre et des vale^r très-petites pour que les deux quantités
» F (a- 1— ce) ==. clF, (a) -H et2 Fx(a) -+- &c. . •/
F (a — et) = - et Ft (a) H- et2 Fx (a) — &c - -
soient de signes contraires. De plus , si l’on représent ^ par x0 , X deux limites inférieure et supérieure entre equelles la seule racine réelle a se trouve comprise , en velt du théorème 1 .er [coroll. FÇX) sera de même sig1^
que F(rt-i-ct), F£r0) de même signe que F (a — -et) * par suite les deux quantités
FM, F(X
seront de signes contraires.
Lorsque l’équation (27) n’a pas de racines égales, qu elle a été débarrassée de celles quelle pouvait ^°l{ ’ il devient facile de déterminer pour cette équation n01^ seulement deux limites entre lesquelles toutes les raci*^ réelles se trouvent renfermées , mais encore une suite ‘quantités qui, prises deux à deux, servent de limites ^ pectives aux différentes racines de cette espèce, et en les valeurs aussi approchées que l’on voudra de ces m®01 racines. Cest ce que nous allons établir , en résol? l’un après l’autre les trois problèmes suivans.
l.er Problème. Déterminer deux limites entre Ie* quelles toutes les racines réelles de l’équation
trouvent renfermées.
Solution. F(x) étant par hypothèse un polynôme réel, du degré m par rapport à x, et dans letfuel la plus haute puissance de x a pour coefficient l’unité , si l’on Résigne les coefficiens successifs des puissances inférieures Par
*t les Valeurs numériques de ces mêmes coefficiens par A, , A2, . Am_t , An,
®n aura identiquement
(is)jf,:, = ,- + ,A'+v“+...+ V, + ..
( =xm-±zAlxm-1 zhAtxm~2 dz. . .dzAm_,xztAm.
Soit maintenant k un nombre supérieur à la racine positive unique de l’équation (17) [3/ théor. , scholie 2 ].
polynoine (20) sera positif toutes les fois qu’on supposa x—k ou > k. Par suite, il suffira d’attribuer à x une ^Ieur numérique plus grande que le nombre k t pour la somme des valeurs numériques des termes
A,xm~l , A2x^, ... Am_tx, Am
qeyienne inférieure à la valeur numérique de xm. Il en résufte que le premier membre de l’équation (27) ne P°Urra jamais s’évanouir , tant que la valeur de x sera s,ffiée hors des limites
toutes
hon (27). Se1Qnt comprises entre ces mêmes limites.
les racine* positives ou négatives de l’éoua-
SCHOLIE i y Le nombre k étant assujetti à la seule condition de surpasser la racine positive de lequatio» (.1 7) , on peut le supposer égal soit à la plus grande eS expressions (19)» soit au plus petit des nombres enti®*1 qui, substitués à la place -de x dans le polynôme (*°) ’ donnent un résultat positif.
SCHOLIE 2* On peut aisément s’assurer que le nombre k , déterminé comme on vient de le dire , est supérie ^ non-seulement aux valeurs numériques des racines rée de l’équation (27), mais encore aux modules de.toutes e racines imaginaires. En effet, soit
x = t (cos. t -4” y/— 1 sm- 0
une semblable racine. On aura en même temps les de& équations réelles
( r"*co9. mtdtz A t rm~l cos. (m— 1) t± A xrm~t | . . ztiAm^l rcos. f±z Am = 0t
et , en ajoutant la première équation multipliée Pa cos. m t à la seconde multipliée par sin. mi , on en c°n dura
r" ± A , rn~l cos. t rb At r7"-2 coi. it . . '
. dt A„_, r cos. (m — 1) t rfc A„cos. mt^0'
Or il est clair qu’on ne saurait satisfaire à cette dern^f équation en supposant r>k , puisque dans cette hyP° thèse la valeur numérique de rm surpasse la somme valeurs numériques des termes
et à plus forte raison la somme des valeurs numériques Sue ces mêmes termes acquièrent lorsqu’on les multiplie par des cosinus.
SCHOLÏE j.‘ En comparant avec le polynôme (26) les premiers membres des équations (27) et (4o) , on prouverait facilement que , si l’on désigne par g un Nombre inférieur à la racine positive unique de l'équation (22), g sera une limite inférieure non - seulement *ux valeurs numériques de toutes les racines réelles de l équation (27), mais encore aux .modules de toutes les Peines imaginaires. C’est ce qui arrivera , par exemple > s* l’on prend pour g la plus petite des expressions (25), °u le plus grand des nombres entiers qui, substitués à k place de x dans le polyrtome (26), donnent un récitât négatif. Le nombre g étant déterminé comme on yient de le dire, toutes les racines. positives de l’équation (*7) se trouveront comprises entre les limites -+~ g , -4 - k ,
les racines négatives de la même équation entre les imites
S C HOUE 4' Lorsqu’on se propose seulement d’obte- **,r une limite inférieure à la plus petite des racines positlves ou supérieure à la plus grande , on peut quelquefois y parvenir en s’appuyant sur le corollaire du 1 y.L théorème [•mte précéd }. Supposons , en effet , que tous les termes polynôme F (x), à l’exception d’un seul, soien^de ^ême signe. L’équation (27) prendra la forme suivante
(4,) Um-f
( . . A x -i- A = A ,xm~s .
Sh’ m~ m
11 niaitenant n le nombre des termes qui dans le pre-
TOM. I. H h
mier membre de l’équation (43) ne se réduisent pas *
zéro, et
Bx*
la moyenne géométrique entre ces termes , B désignai la moyenne, géométrique entre leurs coefficiens. En vert11 du corollaire du théorème 1 7 [note II] , toute valeur réeli* et positive de x propre à vérifier l’équation proposée, oüf ce qui revient au même , à lui servir de racine , satisfe*11 nécessairement à la condition
As > n B xp ,
et par conséquent à l’une des deux suivantes,
savoir, à la première, si m-s surpasse ft, et à la coude, dans le cas contraire. Il est bon d’observer quf' si le nombre s s’évanouit, As se réduira au coefficient & xn , c’est-à-dire , à l’unité.
SCHOLIE y' Il est encore facile d’obtenir deux limité' l’une inférieure, l’autre supérieure aux racines positif de l’équation (27), par la méthode que je vais indiqué On observera d’abord que toute équation dont le prern^ membre n’offre qu’une variation de signe, c’est-à-dire > toute équation qui se présente sous la forme
A0xm-t -Alxn-'-+-...—Anxm-n—AL+lXm~'-1 — Stc.... ***' ou sous la suivante
^Aaxm— Atxm-,—...-+-AHxm-n-*-A„+,xm-n-1 -+-&c.. . . ** 01 [ A m, At, ... A y A;^t , &c.... désignant des nombr^
les remarques prêce'dentes , que toute valeur propre à vérifier Tequation (27) cfoit être à la plus grande des racines positives des
484 note in.
bc .
Quelquefois les deux conditions qu’on vient d’énoncer s’excluent mutuellement ; et alors on peut affirmer que
i’équftb<m {27) n a Pas rac*nfcs
2.' PROBLÈME. Trouver le nombre des racines réelles de t équation (27), avec une suite de (junte tîtés qui , prises deux à deux , servent de limites <*
ces mêmes racines.
SOLUTION . Nous supposerons l’équation (27) re duite à 11 avoir que des racines inégales. Alors, si l‘>» désigne par h [voy. le problème précédent ] une limite supérieure aux valeurs numériques de toutes -les racine réelles, par h un nombre moindre que La plus petite di férënce entre ces racines , enfin par kt , K , ••• K alltre* nombres tellement choisis que dans là suite
la différence entre un terme et celui qui le précède so'1 toujours une quantité positive égale ou inférieure * » » il est clair que deux termes consécutif de la suite (4^ ne comprendront jamais entre eux plus d'une «cil réelle. D'ailleurs, lorsqu'on substitue à la place de * » le polynôme F(x) deux quantités entre lesquelles *>' seule racine réelle au plus se trouve renfermée , résultats obtenus sont de même signe ou de sig^ contraires; pour parler autrement, la comparaison e ^ deux résultats offre une permanence de signe , ou variation de signe , suivant qu'il n'existe pas de rat' réelle , ou qu’il en existe une entre les deux quan
NOTE II r. 4s&
^ont il s’agit. Par conséquent , si l’on prend les termes de la juitc (46) pour des valeurs successives de la variable x , et que l’on forme la suite des valeurs correspondantes du polynôme F(x) , cette nouvelle suite offrira précisément autant de variations de signe que l’équation (27) a de racines réelles , et chacune de ces racines sera comprise entre deux valeurs consécutives de x qui, .substituées dans F{x) , donnent des résultats de signes contraires. Ainsi toute la difficulté consiste à trouver pour le nombre h une valeur convenable. On y parvient de la Manière suivante.
Désignons par II la valeur numérique du dernier terme de l’équation en z que fournit l’élimination de x entre les formules (37). Le nombre //, ainsi qu’on l’a déjà remarqué, sera équivalent [abstraction Lite du signe] au produit des carrés des .différences entre les racines
féelles ou imaginaires de l’équation (27). Par suite H * S(*a équivalent au produit des modules de ces différences [le module de chaque différence réelle n’étant autre çhçse 9ue sa valeur numérique]. Cela posé, soient a, l deux Peines distinctes dé f équation (27). Si ces deux racines sont réelles, chacune d’elles ayant alors une valeur numérifiue inférieure à k, la valeur numérique de leur différcnce, c’est-à-dire, la différence ou la somme de leurs Vî)Icurs numériques ne surpassera jamais 2 k. Si au contre chacune de ces racines ou l’une d’elles seulement j^Went imaginaire, on pourra, en désignant par i\ , r, eUfs modules, et par tl} l2 deux arcs réels, supposer
( l = 1\ (cos. tv H- \/—i «in. t*'ft
b ==z rt (fiO sr tx i/—i »in. tx ) ;
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a — b = r^eos.i, — r1co».tt -ï-(rt9in.tt — /*-* f
mod. (a— b) s= [(r^cos./, — r^cos.^)1 -f- (r, sin.f, — rjSin.fJ*] 1 = t»-,1— 7 <{r, 1 '■
On aura donc
mod. ( a — b) < r, -f- r, ;
et par suite
(47) mod. {a — ô) < 2k,
pourvu que le nombre k ait été choisi , comme dans premier problème , de manière à surpasser non-seulement les valeurs numériques de toutes les racines réelles , mais encore les modules de toutes les racines imaginaires. Oit prouvera de même que chacune des différences
a pour module un nombre inférieur à 2k; et Ton en conclura que , si , après avoir formé tous les modules de cette espèce en nombre égal à on met de côté
l’un d entre eux, par exemple , le module de la différence a- b , lé produit de tous les autres sera un nombre in' férieur à l’expression
le module plus grand
que le produit des modules de toutes les différences#
c’est-à-dire, un résultat plus grand que H x . En d’autre5 termes , on aura .
wfm-') ^ 1
(2 k) * x mod. (a — ô) > // * ; ou , ce qui revient au même ,
Donc , si l’on multiplie cette expression par de la différence a— b, on trouvera un résultat
NOTE m.
(48) mod. (a — b) > - - 77 *
Lorsque les racines a et b sont réelles , le module de U différence a -b se réduit à sa valeur numérique. Par conséquent on obtiendra un nombre h inférieur à la plus petite différence entre les racines réelles de l’équation (27), si Ion pose
Scholfe /." II serait facile de prouver que , si cha- «un des nombres Aiy Aiy ... Am [ i.« problème] est entier, le nombre H le sera également. Par suite, dans eette hypothèse, le nombre H , qui ne peut s’évanouir fant que les racines de l’équation (27) restent inégales entre elles, aura une valeur égale ou supérieure à l’unité. Cela posé, la formule (48) donnera
(50) mod. {a — b) > - J— - .
et l’on en conclura que , pour obtenir un nombre h infér,eur à la plus petite différence entre les racines , il suffit prendre
SCHOLIÊ 2 / Soit
^quation en z que fournit l’élimination de x‘ entre les émules (37). Si, par la méthode ci-dessus indiquée [ '•" problème, scholie 3 ], on détermine une limite G crieure aux modules de toutes les racines réefles ou
488 NOTE ut.
imaginaires de l’équation (52), on aura, en désignait toujours par a, b, ... les racines de 1 équation (2.7)’
mod. Ft (a) > G ,
ou, ce qui revient au même [ voy. les équations (35)]» mod. ( a — b) (a — c) . . , > G.
On en conclura
mod. {a — h) > w. ®_e) . J
et par suite
(53) mod. (a— b) >
puisque les différences
qui renferment la racine a combinée successivement ave* toutes le*s autres , sont au nombre de m - 1 , ou , si 1 ofl met de côté la différence a— b, au nombre de m — *1 Cela posé, il est clair que le nombre h satisfera encor* aux conditions requises, si l’on prend , G
ScilOLIE 3.' Après avoir déterminé h par l’une dei méthodes précédentes, on pourra choisir pour la suite nombres
kt) .... kn
une progression arithmétique décroissante dont la diH* rence soit égale ou inférieure a h , en se bornant tout fois aux termes de cette progression qui restent comp1' entre les limites o , k. De plus , si 1 on désigne par 6 [voyez le 1 .er problème , scholie 3 ] une limite inférieUi aux valeurs numériques de toutes les racines réelles
^équation (2^) , on pourra évidemment dans la suite (46) supprimer tous les termes positifs ou négatifs dont *es valeurs numériques seront plus petites que g, en écrivant à la place les deux seuls termes
La suite (46) étant modifiée ‘comme on vient de le dire on substituera successivement dans le polynôme F(x)t * .° les termes négatifs de cette suite depuis — k jusqua ~-g, 2 * les termes positifs depuis -h g- jusqua -J-/t ■ ot toutes les fois que deux termes consécutifs de la première ou de la seconde espèce fourniront des résultats de signes contraires, on sera certain qu’une racine réelle négative dans le premier cas, positive dans le second, est ^enfermée entre ces deux termes.
Scholie 4.' Lorsque par un moyen quelconque on a déterminé , pour 1 équation (27) , une valeur approchée en plus ou en moins de la racine réelle a , on peut ^ns un grand nombre de cas obtenir de la même racine une valeur approchée en sens contraire, ét fixer deux limites, l’une plus grande que les racines réelles mférieures à a , l’autre plus petite que les racines réelles Supérieures, en s’appuyant sur la proposition que je vais foncer.
Représentons à V ordinaire par
f», F Si r), f»,
U(lns le développement de F(x-\-z) ; par a, b, c ,
Cs diverses racines de V équation (27) } et par k un Nombre supérieur à leurs modules. Supposons en outre (lHe, la quantité £ étant une valeur approchée de la rUcine réelle a, la différence a — %, ci la quantité a
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déterminée par V équation
soient assez petites [abstraction faite des signes] pouf que dans le polynôme
(5 6) ^ C^)h-4^«)5>VC|)-»- &c. . • •
la valeur numérique du premier terme surpasse /<* somme des valeurs numériques de tous les autres . Enfin désignons par G un nombre inférieur à texc'es de la première valeur numérique sur la somme dont il S'agit. On sera certain , f.° que la racine réelle a se trouve seule comprise entre les limites
2.* que la différence a — b ou b — a entre la Yacine * et une nouvelle racine réelle b ne peut surpasser
Pour démontrer la proposition précédente , nous ob* serverons d’abord que dans l’hypothèse admise , le poty' nome (5 6) étant de même signe que son premier terme# on pourra en dire autant à fortiori des deux polynom®5
qu’on obtient en développant les fractions
*(!-»«) F(t-j-lCL) et * et 1
suivant les puissances ascendantes de OU, et ayant ég*r^ à l’équation ( 5 ç ). Par suite , les premiers termes d?s deux polynômes étant de signes contraires , il en sera d9
•ftéme des deux fractions, et de leurs numérateurs
F(S+- '2*)/ ^(f-4-ao t).
J1 y aura donc au moins une racine réelle de l’équation (27) entre les limites
2Ct, É-+-2*.
J ajoute qu’il n’y en aura qu’une ; et en effet, il est facile ^ voir que , si plusieurs racines réelles étaient renfermes entre ces limites, en désignant par a et b deux Se«iblables racines prises à la suite l’une de l’autre , on trouverait pour les valeurs des expressions
^eux quantités de signes contraires. Par conséquent ï’é« dation
aurait une racine réelle comprise entre a et b , laquelle ,efait de la forme
k Quantité s étant renfermée entre les limites — s 2 tt , ^ 2 et. Or, c’est ce qu’on ne peut admettre. Car, si j,0*1 remplace dans la formule (31)3 par , et que développe le premier membre de cette formule ainsi °difiée suivant les puissances ascendantes de y f on en l,rera
^(* + *)+ÿf,(x-+-l) + &C .
*s, en égalant de part et d autre les coefliciens de la Minière puissance de y ,
Ft (x+f) *
F, (x)-hi *Fx{x)+i*x F3 {*).-♦- 4*3 Par suite, le développement de
deviendra
(6î) ; et, comme dans le polynôme (5 6) la valeur numérique du premier terme surpasse la somme des valeurs numérique de tous les autres , il en sera de même à fortiori du P0' lynome (62), tant que la Videur numérique de z ser* supposée inférieure à celle de 2 et. Il en résulte quÇ ' dans cette hypothèse , l’expression ( 6 1 ) ne saurait s e vanouir. Donc l’équation (59} 111 31 Pas rac*nes Tee^e comprises entre les limites £ — 2cL ,, £-\- 2ct ; et l équa tion (27) n’en a qu’une entre ces limites. La racine do»*1 il s’agit est nécessairement celle qui s’approche le plllS de la quantité | , et que nous avons désignée par D autre part, comme la fraction
équivalente au second des deux polynômes ( ^8), cst de même signe que le premier tenue de ce poIyuo»ie' savoir ,
on doit en conclure que
F(Ç) et F(Ç-4-2*)
sont deux quantités de signes contraires , et que la racin* a se trouve resserrée entre les deux limites
NOTE Itï. 403
Quant à la seconde partie de la proposition ci-dessus énoncée, elle est une conséquence immédiate du scholie 2.c, puisque la quantité G restera évidemment inférieure [ abstraction faite du signe ] au polynôme (6 2) , c’est-à-dire, au développement de F, (|-Hz ) , tant que la valeur numérique de s ne surpassera pas celle de 2 et, et par conséquent inférieure à la quantité F, (a) qu’on déduit çle "H z)> en Posant
II suit d’ailleurs de cette seconde partie que les racines réelles plus grandes que a sont toutes supérieures à la limite
(53) a -H -jjjÿrzr »
et les racines réelles plus petites que a inférieures à la limite
3.e Problème. Trouver les valeurs aussi approchées que l’oit voudra des racines réelles de l’équation (27).
SOLUTION. On commencera par déterminer, à l’aide du problème précédent , deux limites , Tune en plus et loutre en moins, de chaque racine réelle et positive. Supposons en particulier que la racine a soit de cette espèce , et désignons par x0 , X les deux limites inférieure et supérieure à cette racine. Si I on forme deux sommes différentes , la première avec les termes positifs du polynôme F(x), la seconde avec les termes négatifs pris en signe Contraire, celle qui sera la plus petite pour x = xQ dépendra la plus grande pour x = X. Représentez cette somme par <p (x) et l’autre par ^(x). Les deux fonctions
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entières ?(*), x(x) jouiront des propriétés énonce# dans les 2* et 3/ théorèmes ; et par suite, si la fonction p(x) est telle qu’on puisse facilement résoudre les équ>' tions de la forme
p ( x ) = constante ,
les formules (7) et (16) fourniront immédiatement d# valeurs de plus en plus approchées de la racine a. ce qui arrivera, par exemple, toutes les fois que la fonc' tion p(x) se présentera sous la forme
B , C, D étant trois nombres entiers quelconques , ct n un nombre entier égal ou inférieur à m; puisqu’alors on obtiendra les termes successifs des séries (6) et (i ÿ) Paf des extractions de racines du degré n. Si la fonction n’est pas de. la forme que nous venons d’indiquer, °n pourra facilement l’y ramener, en ajoutant aux deu* membres de l’équation
un polynôme entier 4M dont tous les termes soient p0' sitifs. En effet, il est clair que les valeurs de p{x) et àfi x(x), modifiées par l’addition d’un semblable polynoœe' conserveront toujours les mêmes propriétés» On peut, »u reste, attribuer au polynôme 4M une infinité de valeur* différentes. Supposons , par exemple ,
La valeur de p(x), modifiée par l’addition du polynom6 i(x), deviendra
si l’on suppose
ou bien
si ion suppose
4 (*) = -$xx -H 12^:;
&c. . . . Il est bon de remarquer à ce sujet , i .° qu’on peut toujours choisir la fonction entière 4(ar) de maniéré à obtenir l’unité pour le nombre B, 2 * que dans beaucoup de cas, l’un des nombres C, D se trouvera réduit à zéro.
Après avoir déterminé par la méthode précédente les tacines réelles et positives de 1 équation (27), il suffira évidemment pour obtenir ses racines négatives de chercher par la même méthode les racines positives de 1 équation
SCHOLIE. Outre la méthode d’approximation que nous venons d’indiquer , il en existe plusieurs autres , parmi lesquelles on doit remarquer celle de Newton. Elle suppose que l’on connaît déjà une valeur approchée | de la racine que l’on cherche , et consiste a prendre pour correction de cette valeur la quantité et déterminée par léquation
, ■ v w — _ IA L
Toutefois , cette dernière méthode n’étant pas toujours applicable , il importe d’examiner dans quels cas on peut l’employer. Nous allons établir à ce sujet les proposition! Vivantes.
4.e Théorème. Supposons que , a désignant l’une <fa elconque des racines réelles positives ou négatives <le léquation (27) , et f une valeur approchée de
cette racine , on détermine a parle moyen de V équ aU011 (55). Si a. est assez petit [abstraction faite du sig>ie J pour que dans le polynôme (56) la valeur numérique du premier terme surpasse la somme des valeurs nutn^ riques de tous les autres , alors des deux quantités
la seconde sera plus approchée de a que la premier Démonstration. Nous avons déjà vu [i.e probl » scholie 4 } que , dans l’hypothèse admise , la racine a se trouve seule renfermée entre les limites
Cela posé, si l’on prend
z sera une quantité comprise entre les limites o, 2<t, e} propre à vérifier l’équation
ou , ce qui revient au même , la suivante ,
(67) F(^-»-sF,(|) + sIei(Ç-4-&c... = o.
Si maintenant on fait pour plus de commodité
F, (£ï + -Ft{S).-*-&c.
1— Fa?)
et que l’on ait égard à la formule (55), lcquatiort deviendra
(69) z = a -+- qz%.
On aura par suite
(70) « = ? -W = f -hct-j-çs* ;
d’où il résulte qu’en prenant £ et au lieu de ? p°ul
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Valeur approchée de a, on commettra une erreur égaie non plus à la valeur numérique de z, mais à celle de qzz. D'ailleurs, le polynôme (j 6) étant de même signe que son premier terme les deux polynômes
• j = (.—4 a.q).Ft($,
jouiront évidemment de la même propriété ; ce qui exige que la valeur numérique de 2cLq, et à fortiori celle de 93, restent inférieures k 7. On en conclura immédiatement que la valeur numérique de q z1 est inférieure à celle de '-z. Ainsi des deux erreurs que l’on commet en prenant
? et {‘-fi
pour valeurs approchées de a , la seconde est plus petite que la moitié de la première.
SCHOLIE /." Comme on tire de l’équation (69)
et que la valeur numérique de qz est inférieure à ~ t on est assuré que la valeur de 3 restera toujours comprise entre les limites
ScilOLlK 2.' En résolvant l’équation (69) comme si la valeur de q était connue , on trouve
Le radical •/ , —4 *q est ici affecté d’un double signe. Mais , puisque la valeur de z doit rester plus petite que celle de zdu> il est clair qu’on devra préférer le signe ^férieur. On aura donc
TOM
XOTR III.
(72) « -Ht- y i —
Cela posé, si l’on nomme q0, Q, deux limites dont Une soit inférieure et f autre supérieure à la quantité q déterminée par la formule (68), on conclura de lequation (72), que la valeur exacte de z est comprise entre ei deux expressions
î et ■ ■ 1 tt :
(73) 1 y ’ i-Hy i — W
Par conséquent cette valeur renfermera tous les chiffra décimaux communs aux deux expressions réduites en nombres.
ScHOLIE 3/ Supposons que des deux quantités q„, la seconde ait la plus grande valeur numérique , et cette valeur numérique soit inférieure à l’unité. Alors, & la différence a — Ç = s est [ abstraction faite du signe J plus petite qu’une unité décimale de l’ordre n , c est-à-diif ’ si l’on a
(74) val num ' 3 < ( 7Ô ) ’
la différence
sera plus petite [abstraction faite du signe] quune uni»* décimale de l’ordre m; en sorte qu'on trouvera
(70 vaL- num • q s‘ < (tt) .
Ainsi, en prenant {-h* au lieu de f pour valeur app‘<>' chée de la racine a , on doublera le nombre des décima^
exactes. r u*
Si l’on supposait la valeur numérique de Q mfenei non-seulement à l’unité , mais encore à o , 1 , on con* rait de la formule (74)
val. num. qzx< ^1Q ^
Plus généralement , si l’on suppose cette valeur numé- I rique inférieure à > r désignant un nombre entier
quelconque, la formule (74) entraînera la suivante.,
(76) val. num. qzx < j
Enfin, si la valeur de Q est supérieure à l’unité, mais inférieure à (io)r, on trouvera
(77) val num. qzx < \
SCHOLIE 4.' L’erreur que l’on commet en prenant |-+-oL pour valeur approchée de a , ou la valeur numérique du produit qzx peut elle -même se calculer par approximation. En effet, si l’on a égard à l’équation (69),
qzx == q(eL-\-qz*y = qcLx -f- (2 <t)ÿ* zx q> z*. Or, supposons la valeur numérique de 2*, par conséquent celle de z , inférieure à (-^7) , et la valeur numérique de 0 , par conséquent celle de q , inférieure à (io)qpr ; n et r désignant deux nombres entiers. On aura évidemment
val. num. )’ ^
et
val. num. q1 zf < .
plus, si la, valeur numérique de la fraction
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f st reconnue inferieure à Çi o )T ' , • désignant eneu' un nombré entier , on pourra prendre
pour valeur approchée du terme qx' , sans craindre une erreur plus considérable que
ur-
. . y i ^ on lieu
Par suite , si l’on choisit ç-f-ct cl F »
de Ç-Ht, pour valeur approchée de la racine a, cest-
à-dire , si l’on pose
, *Mjp
(79) « = !-»-* — “- TilT ’
l'erreur commise sur la racine naflécten, plus que le* unités décimales de l’ordre marqué par le plus grand d< trois nombres
Dans le cas particulier où la valeur numérique de Q est inférieure a {-) , « celle de la fraction W » ^_l_y la nouvelle erreur devient plus petite que
' ter-
Il suffit donc alors de substituer le second membre « ,’équation (79) à la quantité ? pour tnpler te nomb des chiffres décimaux exacts dans la valeur approchée de a. C’est ce qui arrive encore , a très-peu près, quant nombre n devient très -considérable. Ces résultats so conformes à ceux que M. KichoUon a obtenus dans « ouvrage récemment publié à Londres , et qju a pour titre Essay on involution and évolution , &c.
5.* THÉORÈME. Les memes choses étant posées que dans le théorème précédent , concevons que le premier terme du polynôme (£6), c'est-à-dire , du polynôme qui représente le développement de Ft (£ -H 2«0 , ait une valeur numérique supérieure non-seulement à la somme des valeurs numériques de tous les autres termes , mais encore au double de cette somme. Alors t si l'on désigne par une quantité comprise entre les limites
la seconde des deux quantités
sera plus approchée de a que la première .
Démonstration . Pour établir la proposition qu’on vient dénoncer, il suffit de faire voir que la valeur numérique de la différence
est supérieure à celle de
ou , ce qui revient au même , que la fraction
IJÎTU
a une valeur numérique inférieure à l’unité. Représentons par cette même fraction* Il suffira de prouver que
v — — u et v 4- m , lv ryi' -V* h,r’ 11
c‘est-k-dire, en d’autres ternies >
Tf OTE IIÎ.
■F-w-nu
et
sont deux «pressions de même signe. Or , si 1 on fait
(«,) * — ?-+■* et +
2 et C seront deux quantités de même signe comprise* entre les limites o, 2 et ; et les expressions (80), âpre» le développement des fonctions
deviendront respectivement
F, (V + (*-+- F> <8 ■+• (** -4- C* O F, CE j ■ -*- ■ . *
f, (|} __ (c-h^of.cE) — (C'-i-cw— <c*) fjCE) - &c-
Comme , dans chacun de ces derniers polynômes , le coefficient de F„(f) a une valeur numérique évidem' ment inférieure à celle de l’une des quantités
nz*~' y 2 n C"”* ,
et par conséquent au double de la valeur numéiique d produit
il est clair qu’ils seront l’un et l’autre de même signe ^ F (J), si la condition énoncée dans le 5/ théorème s
trouve remplit. Donc , &c - ^
ScHOLJE i.‘r Les erreurs commises lorsqu on prCl1 successivement
pour Valeurs approchées de la racine a, sont respectif ment égales aux valeurs numériques des deux quantité^
F\hl
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On trouvera d’ailleurs , en ayant égard aux formules (8 1 ),
FW-F(t)
m-HJ)-F(EH-g) .
puis , en développant les fonctions
F({-t-z), F(j4-C), F,(|-hC),
2gg-»-3gJ)F4(^«tc^
Cela posé , concevons que , pour toutes les valeurs de C et de z comprises entre o et 2 et, la valeur numérique du polynôme
( 84) F% (g) Cm -iC) F,® (*x-4-i£*-+- 3 P) F* &*• . . .
reste inférieure à la limite M , et celle du polynôme (8 j) F, (f ) -t- 2 CF , (f ) H- 3C* F, (?) -1- «ce. . . .
supérieure à la limite N. Si 1 on a
(86) val. nüm. (z — C) < (— ) et
n et r désignant deux nombres entiers quelconqnes , on conclura de l’équation (83),
(f (£,) \ f \ \in*rr
«—?.■+*• FirçT ) < w
t . üLl-
Il est essentiel de remarquer que , pour obtenir des valeurs convenables de M et de N , il suffit, i .c de rem placer dans le polynôme (84) 3 eî £ Par 2 et, puis de calculer la somme des valeurs numériques de tous les termes, 2.0 de remplacer dans le polynôme (85) £ Pal 2ot , et de chercher ensuite la différence entre la valeur numérique du premier terme , et la somme des valeun» numériques de tous les autres.
SCHOLIE 2.' Les mêmes choses étant posées que dans le 5 .* théorème , si l’on fait successivement
LM
Ft<&
F (fr)
TW)
TW '
les quantités (t, % , ? &c... seront des valeurs de plu*
en plus approchées de la racine a. Si d’ailleurs on attribue aux nombres M et N les mêmes valeurs que dans le scholie i.cr, alors, en supposant
val. num.
on en conclura
val. num.
val. num.
val. num.
Ces dernières formules renferment la proposition énon* cée par 'Sl. f owriev dans le Bulletin cle la Société plû' jomatique ( livraison de mai' 1818), relativement »u
nombre de décimales exactes que fournit à chaque opération nouvelle la méthode de Newton.
Toutes les fois que la fraction -jj- est inférieure a l’unité, on peut prendre r=o, et par suite les différences successives entre la racine a et ses valeuis ap prochées
sont respectivement plus petites que les nombres
Donc alors le nombre des décimales exactes se trouve doublé pour le moins à chaque opération nouvelle.
Les recherches précédentes fournissent plusieurs méthodes de résolution pour les équations numériques. Afin de faire mieux sentir les avantages que présentent ces méthodes , je vais les appliquer aux deux équations
et
que Lagrange a choisies pour exemples [ Résolution des équations numériques, chap. IV], et dont la première a été plus anciennement traitée par Newton.
Si nous considérons d’abord l'équation (90); noüs trouverons [ 3.' théorème , scholie a], quelle a une seule racine positive comprise entre les deux limites
l/TTî — i et |/>-J — 5 • • • •
De. plus, la valeur positive de x propre à vérifier l’équatien
2X -+• 5 = xl
satisfera [ i .*r problème , schoiie 4 ] à la condition
ou , ce qui revient au même , à la suivante , x > (4o)T = 2,09....
La racine dont il s’agit sera donc renfermée entre Ie5 nombres 2,09 et 2,15 ... ; en sorte que sa valeur approchée à moins d’un dixième près sera 2, 1 . Pour ob tenir une valeur plus exacte, nous observerons quon a dans le cas présent
F (x) = x3 — 1 x — 5 , Fx (x) = 3 j?1 — 2 , F t GO = 5 * > ’
et que, si l’on prend
la condition énoncée dans le 4-' théorème sera rempli Cela posé, comme on tirera de lequation (55)
cl = — 7" = — o, 00 5 43 1 878... ;
on trouvera pour les nouvelles valeurs approchées de l i*1 connue x
et
Enfin , comme, la valeur exacte de x étant présentée soi* la forme :r=£-+-z, z sera une quantité comprise entre 1<* limites o, 2 et , et que par suite on aura évidemment
. cè
val. num. z = val. num. (<l -4- qz‘)
< val. num. <L 4- (2 *0* val. num. q < 0,01 ,
on en conclura [ 4*e théorème , scholies 3 et 4 ] qu en j prenant
on commet une erreur plus petite que o, 000 1 , et en prenant
une erreur plus petite que 0,000001.
Au lieu d’employer les formules générales, on pourrait effectuer le calcul de la manière suivante. Après avoir trouvé 2 , 1 pour la valeur approchée de 1 , on fera dans l'équation (90)
et l’on en tirera , en divisant tous les termes par le coefficient de z ,
o,o89o47*95-*-aî
ou , ce qui revient au même ,
la valeur de q étant déterminée par la formulé
Le double du premier terme de 1 équation (92) est à très-peu près 0,01 ; et, comme le premier membre de cette équation fournit deux résultats de signes contraires, lorsqu’on y fait successivement
on peut affirmer quelle a une racine réelle comprise entre les limites o et — o,o i . Pour démontrer que cette racine est unique , il suffit d’observer qu’en vertu de la formule (6o) l’équation
se réduit à
i -1-2x0,560997 3 2 8. ..2-+- 3 xo, 089047 «95 ... 2a=o>
et que cette dernière ne saurait être vérifiée par aucune valeur de z renfermée entre les limites dont il s’agit. Ve plus, il est clair que, pour une semblable valeur de 3> la quantité q déterminée par la formule (94) reste comprise entre — 0,560 et — 0,561 ; et, comme on tire de l’équation (93)
on en conclura, 1 ." en supposant — 9 = 0,560 3 = — 0,00544850....’,
2* en supposant — q = o, 5 6 1
Par suite , la valeur réelle et positive de x propre à vérifier l’équation (90) sera comprise entre les limites
2, 1 — 0,005448 50 = 2,0945 5*5° et
Cette équation a donc une racine positive unique à trèspeu près égale à
î,o945ji{.
ÏI est d’ailledvs facile de s’assurer quelle n’a point de racines négatives. Car, si elle en avait une seule, on pourrait satisfaire par une valeur positive de # à la formule
et cette valeur de x [voyez le scholie 5 du 1 .cr problème] serait en même temps inférieure à la racine positive de l’équation
c’est-à-dire , à
et supérieure à la racine de l’équation
c’est-à-dire , à
ce qui est absurde.
Passons maintenant à l’équation ( 9 * ) > et cherchons en premier lieu ses racines positives. Pour avoir une limite Supérieure aux racines de cette- espèce , il suffira dobseiver que, l’équation dont il s’agit pouvant se mettre sous la forme
on en tire [ i.er problème, scholie 4], en supposant x positif ,
et par suite
On peut donc prendre j pour une valeur approch
la plus grande racine positive. Cela posé, si l’on fait dans l’équation. (9 1 )
on trouvera
ou , ce qui revient au même ,
(98) z = — 0,05 -\-qzxx
la valeur de 9 étant déterminée par la formule
Le double du premier terme de l’équation (97) est 0,1 » et , comme le premier membre de cette équation change de signe lorsqu’on passe de z=o à 2 = — 0,1, tandis que le polynôme
. +2«,4oî+3X^s‘
reste constamment positif dans cet intervalle , il en résulta qu’elle a une racine réelle , mais une seule , comprit entre les limites o et — 0,1. La valeur correspondant de 9 est évidemment renfermée entre les deux quantités
et l’on tire d’ailleurs de l’équation (98)
Si dans cette dernière équation on fait successivement 9 = — 2,354, 9 = — 2,4o,
xute m.
pn trouvera pour les valeurs correspondantes de z
et l’on en conclura que la plus grande racine positive de l’équation proposée est renfermée entre les limites
et
Donc, si l’on appelle a cette plus grande racine, sa valeur approchée à onze cent - millièmes près sera donnée par la formule
En partant de cette première valeur approchée, on pourra par une seule opération en obtenir une seconde dans laquelle l’erreur ne portera plus que sur les décimales du douzième ordre.
Outre la racine a que nous venons de considérer, l’équation (91) admet évidemment une racine négative égale [au signe près] à la racine positive unique de l'équation
et par conséquent renfermée [3/ théorème , scholie 2 ] entre les limites
- — V '4 = — 3,7416... et — |/,4 = — 2, 4 1 • .. . Nommons c la racine négative dont il s agit. La troisième racine b de l’équation (91 ) sera évidemment réelle et positive, puisque le produit abc des trois racines doit être équivalent au dernier terme pris en signe contraire , c’està-dire, à — 7. Déterminons à présent cette troisième racine. Pour y pat venir , on cherchera d’abord un nombre
G égal ou inférieur à la valeur numérique de ï\\a Or , puisqu’on a dans le cas présent
on en conclura
On pourra donc prendre
Ü’àilieurs, en vertu de ce qui précède, on a encore «<1,6922,. — c< 3,74^7»
et par suite
Cela posé, on trouvera [2/ problème, scholie 2]
et l’on aura en conséquence
Après avoir reconnu , comme on vient de le faire , q«P ia racine b est inférieure à la limite i,4°> Pii supposer»
L’équation (91) donnera dans cette hypothèse
(103) 0,05 -h z — 3,75 .z1 — -H" rr;0'
ou , ce qui revient au même ,
la valeur de q étant déterminée par la formule
(îo4) q = 3,75 -br ~<z. .~^
Le double du premier terme de l’équation: ( i o 3 ) eit o,. 1 ; et, comme le premier membre de cette «quation change de signe lorsqu’on passe de z = o à £œà-*~ci, 1 tandis que le polynojne
1 — 1 x 3-7!-'— 3 x-fjs* .v.
reste constamment positif dans fintefvdîei, il’ en résulte quelle a une seule racine réelle comprise. entre les limites o , — 0,1. La valeur correspondante de q est évidemment renfermée entre les deux quantités
3,66 et 3,75.
En substituant successivement ces deux quantités h la place de la lettre q dans l’équation (100), on obtiendra deux nouvelles limites de l’inconnue z , savoir,
*-Hv/77^! =”~ °43 *7 •••
et
-^ha=-°’0^
puis l’on en conclura que la racine positive b est comprise entre
et
On obtiendra donc la valeur approchée de cette racine à un dix-millième près , si l’on prend
Quant à la racine négative c de l’équation (91), nous **vons déjà quelle est comprise entre les limites TOM. 1. Kk
— 3,7 4^6 .. * et — '2,4* •••
On cîbiic'sa valeur Approchée à une unité près > sl on h suppose égalé à — 3. Cela posé, faisons clans quation-^) •
On trouvera
(io<?) .QjOj-hs — c,4j.21'+-^05-sî — °* ou , ce qui revient au même ,
la valeur de q étant déterminée par la formule (107) H = °>fo — °>°5-z-
De plus , on . reconnaîtra facilement , que lVquatio’’
. -'-Ua. mwc vin*» «P.llf» . COmPrI
Déplus, on reconna.ua — . -, ► -
(\o6) a une racine réelle, mais une seule, corn pr entre les limites o , — 0,1 ; 2/ que la valeur corresp dan te de q est renfermée entre les deux nombres
que ces deux nombres substitués à la place de la l elt*^ dans l’équation (»oo) fournissent deux nouvelles va approchées de 5, savoir,
et
Par suite, la valeur approchée de c à un cent-n»
près sera
Au reste, on aurait pu déduire immédiatement a
approchée de c des formules (101) et (105). En effet, puisque dans I équation (9 1 ) le coefficient de x 4 se réduit à zéro, on en conclut
a b -+- c = o , c = — a — b ; et par conséquent , à très-peu près ,
Pour terminer cette note, nous présenterons ici deux théorèmes dont le second comprend la règle énoncée par Descartes relativement à la détermination du nombre des racines positives ou négatives qui appartiennent à une équation de degré quelconque. Dans ce dessein , nous allons d’abord examiner le nombre des variations et des permanences de signes que peut offrir une suite de quantités , lorsqu’on suppose les differens termes de cette suite comparés l'un à l’autre, dans l’ordre où ils se succèdent.
Soit
! (109) ao t ai > «d ••• am_, , am>
la suite que l’on considère , composée de m -f- 1 termes. Si aucun de ces termes ne se réduit à zéro, le nombre des variation6 de signe qu’on obtiendra en les comparant deux à deux, dans l’ordre où ils se succèdent, sera complètement déterminé. Mais, si quelques termes se réduisent à *éro , comme on pourra , dans cette hypothèse , fixer arbitrairement le signe de chacun d’entre eux , le nombre des variations de signe dépendra de cette fixation même , de manière cependant à ne pouvoir s’abaisser au-dessous dun certain minimum , ni s’élever au-dessus d’un certain Maximum. Une semblable remarque peut être faite sur le Nombre des permanences de signe. Ajoutons que, pour °btenir le nombre maximum des variations de signe , il
Kk*
suffit de considérer chaque terme qui sevanouit corn»' affecté d'un signe contraire a celui du terme Hute e Concevons , par exemple , que la suite (109) se, coup des quatre termes
Le premier de ces termes étant positif, on obtiendrai* nombre maximum des variations de signe, en consi e le second terme comme négatif, et le troisième comra positif, ou, ce qui revient au même, en écrivant
Par suite, dans ce cas particulier, le nombre maxim»* dont il s'agit sera égal * On aurait obtenu au contra le nombre minimum des variations de s.gne , çgaalun en affectant chaque terme nul d un signe semblable a du terme précédent, c'est-à-dire, en écrivant -+- I , ■+* O , ° — 1 *
Ces principes étant admis, on établira sans difficulté * propositions suivantes. ^
6.* Théorème. Supposons que , la constante h eta> réelle et positive, on multiplie le polynôme
par le facteur linéaire , + k. Cette W augmentera pas le nombre maximum des »««« de signe entre les coefficient successifs des putss descendantes de la variable s. . 0)
DEMONSTRATION. En multipliant le polynôme^
Dar x-t-A, on obtient un nouveau polynôme dans \ les puissances descendantes de la variable ont pou ficiens respectifs les quantités (lit) Oui m
II suffira donc de prouver que Le nombre des varia lions de signe ne croît pas dans le passage de la suite! (109) ii la suite (1 i 1) , lorsqu’on a porté ce nombre au maximum dans l’une et l’autre suite , en affectant chaque terme qui s’évanouit d’un signe contraire à celui du terme précédent. Or, je dis en premier lieu quelles signes étant fixés d’après cette règle, chaque terme de la suite (1 1 1), représenté par un binôme de la forme a n -f- h 1
prendra le même signe que lun des termes , a^] de la suite ( 1 09). Cette assertion est également évidente dans les deux cas qui peuvent se présenter, savoir, 1 .* lorsque les deux termes au_t, an sont originairement, ou en vertu de la règle adoptée , affectés de signes contraires , par exemple , lorsque an s’évanouit ; 2 * lorsque , an ayant une valeur différente de zéro, an_t est affecté du même signe que an. En conséquence, si l’on attribue aux quantités
(112) haOJ halt haxt . . . 4am_, > les mêmes signes qu’aux termes correspondans de la suite ( 1 09) , on pourra , sans altérer en aucune manière la succession des signes dans la suite ( . 1 1 ) , y remplacer chaque binôme de la forme
an "b" /*#„_,
par l’un des deux monomes an, h an l. En opérant ainsi, on obtiendra une nouvelle suite dans laquelle chaque terme de la forme an se trouvera suivi d’un autre terme égal, soit au monome a^t , soit au monorne han qui est la seconde partie du binôme an ^ h an, tandis que chaque terme delà forme han se trou vera suivi du monome 4 a ( , ou du monome a#+i qui est la première partie
du binôme a^+hci^. Cela posé, concevons que la nouvelle suite on "distingue , i .° chaque terme de la forme an auquel succède un autre terme de la forme han , 2.* chaque terme de la forme han auquel succédé un autre terme die la forme » et soient respectivement a, y haui a, y ha„ y &c. . . .
les diffèrens termes de l’une et l’autre espece rangés d’après l’ordre de grandeur des indices qui affectent la lettre a- La nouvelle suite , composée des monomes
j aoy alf ... a,} ha ,, ha,+t, ... hau, au+1,...a,f ("3)j ha,, ha,+,, ... ha,, a.+„ &c... ha.,
ne présentera évidemment que des variations de sign^ propres à la suite (1 09) avec celles qui peuvent naître dans le passage de hau à de haw à aw 4.,, &c... D ailleurs il est aisé de voir que, si les deux quantités hau et av+4, ou , ce qui revient au même ,
au et au+t
sont affectées de signes contraires, la variation de sign* correspondante ne fera que remplacer une autre variation de signe propre à la suite (109), savoir, celle qui a'al lieu entre le terme at^t et lun des deux termes au ,
Une remarque toute semblable s’applique au cas où e* monomes ha„, nr-+-î sont affectés de signes contraires» &c.... On peut donc conclure que le nombre viaxinu^ des variations de signe n’augmente pas , lorsqu on passe la suite ( 109) à la suite (113), et par conséquent à 1* suite (1 1 1); ce qu’il fallait démontrer.
Corollaire. Si l’on multiplie le polynôme (' |0' par plusieurs facteurs linéaires de la forme
4 /t' h", . désignant des quantités positives, on
n’augmentera pas le nombre maximum des variations de signe entre les coefficiens successifs des puissances desccndantes de la variable x.
7.' Théorème. Soient, pour le polijnome (i îo) F(x) = «0x"+a,x”"‘-t-."-H»m-i*-H,».> m- h nombre minimum des permanences de signe, et le nombre minimum des variations de signe entre les coefficiens successifs des puissances descendantes de *. Alors dans l’équation
le nombre des racines négatives sera égal ou inferieur à m ', le nombre des racines positives égal ou intérieur à m", et le nombre des racines imaginaires égal ou supérieur à ta différence
DÉMONSTRATION. Pour établir la première partie du théorème, j'observe que, si l’on appelle h, h , h , ... les racines négatives de l'équation (t >4)< Ie polynôme F{x) sera divisible par le produit
Nommons Q le quotient. D'après le corollaire du théorème précédent, le nombre maximum des variations de signe dans le polynôme F(x) sera égal ou inferieur au nombre maximum de ces variations dans le polynôme 0, et par conséquent au degré de ce dernier polynôme. Par suite, le nombre minimum des permanences de signe
dans le polynôme F (x) sera égal ou supérieur à la différence entre le nombre m et le degré du polynôme Qt c’est-à-dire, au nombre des racines réelles et négatives de {équation
Pour démontrer la seconde partie du 7/ théorème, il suffira de remarquer qu’en écrivant — x au lieu de $ dans I équation (i i4)> on cliange à-Ia-fois les racines p0sitives en négatives, les variations de signe en permanences , et réciproquement.
Enfin, comme cette équation, étant du degré m, doit avoir m racines réelles ou imaginaires, il est clair quc la troisième partie du théorème est une conséquence immédiate des deux autres.
Corollaire. Pour montrer une application du théorème précédent, considérons en particulier l’équation
(115) xm -4- 1 = o.
On trouvera , 1 .° en supposant m pair , m' = O, m" = o,
en supposant m impair
Par suite l’équation (115) n’a point de racines réelle5 dans la première hypothèse, et ne peut en avoir qu’ufl® dans la seconde, savoir, une racine réelle négative.
Sur le Développement de la Fonction alternée (y— x) x (z—x) (s— y) x - x (v— x) (v— y) (y—z) . [y— u).
DÉSIGNONS par <p îa fonction dont il s’agit. Ainsi qu’on l’a déjà remarqué [ chap. III, 2]> chaque terme de son développement sera équivalent (abstraction faite du signe) au produit des diverses variables rangées dans un certain ordre , et respectivement élevées aux puissances marquées par les nombres
De plus , il est aisé de voir que tous les produits de cette espece peuvent se déduire les uns des autres à l’aide d’un ou de plusieurs échanges opérés entre les variables prises deux à deux. Ainsi, par exemple, on déduira le produit
j ;0y‘ z1 . wn“* vn~'
d’un quelconque des produits de même forme, en faisant passer successivement par de semblables échanges la lettre a; à la première place , puis la lettre y à la seconde , puis la lettre z à la troisième , &c. . . . Comme d ailleurs la fonction ? change de signe ( en conservant au signe près la même valeur) toutes les fois qu’on échange deux variables entre elles , on devra conclure i .° que le développement de cette fonction renferme tous les produits ci-dessus mentionnés, pris les uns avec le signe les autres avec le signe — ; 2.° que, dans le même dévelop-
peinent, deux produits, choisis au hasard , sont affectes du même signe, ou de signes contraires, suivant quon peut les déduire l’un de l’autre par un nombre pair ou par un nombre impair d’échanges. En partant de ces remarques, on établira sans difficulté la proposition suivante.
l.*r Théorème. Joignez au produit x% y' zx .... u""1 v*~l
tous ceux que Von peut en déduire à laide d un ou de plusieurs échanges successivement opérés entre les variables
prises deux à deux. Le nombre des produits que vous obtiendrez sera
et ils se partageront en deux classes distinctes , de telle maniéré quon ne pourra jamais déduire l un de Vautre deux produits d'une même classe que par un nombre pair d’échanges , ni deux produits de classe différente que par un nombre impair d’échanges. Cela posé , si Von ajoute tous les produits d’une classe pris avec le signe -H aux produits de Vautre classe pris avec le signe — , on trouvera pour somme , suivant qu’on donnera le signe -H aux produits d une classe ou à ceux de Vautre , soit le développement de _p- ç , soit le développement de — <P-
Il suffit évidemment d’avoir égard à la proposition précédente pour construire le développement de la fonction alternée ±: <p. Toutefois on doit remarquer encore un autre théorème , à l’aide duquel on peut décider fin'
médiatement si deux produits, pris au hasard dans le développement dont il s’agit , s’y trouvent affectés du même signe ou de signes contraires. Nous nous contenterons d’énoncer ici ce second théorème , sans en donner ia démonstration qu’on déduira sans peine des principes que nous avons exposés.
2.e Théorème. Pour décider si , dans le développement de la fonction altemce zt deux produits de la forme
sont affectés du même signe , ou de signes contraires t on distribuera les variables
en plusieurs groupes , en hyant soin de faire entrer deux variables dans un même groupe toutes les fois qu elles porteront le même exposant dans les deux produits que l’on considéré , et formant un groupe isolé de chaque variable qui n aura pas change d exposant dans le passage du premier produit au second. Cela posé , les deux produits seront affectes du même signe , si la différence du nombre total des variables au nombre des groupes est un nombre pair ; et ils seront affectés de signes contraires , si cette différence est un nombre impair.
On facilite l’usage du théorème qui précédé , en écrivant les deux produits l’un sur I autre , et rangeant dans chacun d’eux les variables d’après l ordre de grandeur des exposans qu’elles portent.
Pour appliquer à un exemple les deux théorèmes cidessus énoncés , considérons en particulier cinq variables
Le produit de leurs différences, ou, si l’on veut, la fono tion alternée
(y — x) (z-x) (z-y) ( Ur-x ) (u-y) (u-z) («-*) (*-ÿ) (•“*) fournira un développement composé de cent vingt termes respectivement égaux à cent vingt produits dont soixante seront précédés du signe -4-, et soixante du signe —y" L’un des produits affectés du signe -f- sera celui qui a pour facteurs les premières lettres des binômes
savoir ,
x * y1 zx m* v*.
Pour juger si un autre produit tel que x • z' vl m* y4 ,
doit être pris avec le signe -4- ou avec *fe signe — , ^ suffira d’observer que, si l’on compare les deux produits dont il est ici question sous le rapport des mutations qut ont lieu entre les variables données lorsqu’on passe de
l’un à l’autre , on sera conduit à partager ces mêmes variables en trois groupes , dont l’un renfermera la seule variable x, un second les trois variables y , z, v , et un troisième la seule variable u. Si du nombre des variables égal à 5 on retranche le nombre des groupes égal à 3 > on aura pour reste 2 , c’est-à-dire , un nombre pair. Pal conséquent les deux produits devront être affectés dn même signe; et puisque le premier est précédé du -4- , le second devra letre également.
Sur la Formule de Lagrange relative à V Interpolation.
Lorsqu’on veut déterminer une fonction entière de Xf du degré n-\ , d’après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues, il suffit d’avoir égard a la formule (.) du chapitre IV [J. «//]. Cette formule , donnée pour la première fois par Lagrange , pourrait facilement se déduire des principes exposés dans le premier paragraphe du troisième chapitre. En effet, désignons par
(,) u = a-hbx-^-cx1 -\r. . .-4- A*" ' la fonction cherchée, et par
ue> «,) U2> . Un-X
ses valeurs particulières correspondantes aux valeurs
Xoi 'X, , X>} . • X n-i
de la variable Les inconnues du problème seront les coefliciens a, b, c, ... h des diverses puissances de x dans le polynôme u; et l’on aura, pour déterminer ces inconnues, les équations de condition
.4- Ax0
es O + bxt -h ex, 3
,.+ Ax
ut = a -4- b x, -H
..4- Ax
uH_, = a -4- bx n_ , -4- ex1
. . .4- bx.
Cela posé, pour obtenir la valeur explicite de. la fonc-
tion u, il s’agira uniquement d’éliminer les coeflicienS a, b , c, ... h entre les formules (i) et (2). On y par' viendra en ajoutant l’équation (1) aux équations ( 2 ) > après avoir multiplié ces dernières par des quantités choisies de manière à faire disparaître la somme des seconds membres. Soient
— A., — A,, — A\, ... — les quantités dont il s’agit. On trouvera
u—X0u0— Xlut—Xxui — . — xn_t
= ( « — Xa - Xt — Xz - . -Xn_t)a
-4- (x — x. Xa -x, Xt -xzX,-... ) h
(f*— xJX.*— S^Xf— x/X/ — .. . — Xn-i'Xn-i ) c
-4- (xa-l—x0n-,X0—xln~lXl—x2n-'Xx— A,
et par suite
(3) u=X0u0+Xl Vt-hXtUt-h • • • -+-Ab_i ,
attendu que les quantités
.Y., X, , X . . Xn_,
devront être assujetties aux équations de condition
IX0 + Xt —H Xx -4- . *+" Xn_, = 1 ,
xa X0 -4- x , Xt -4- xx X x -4- • • • • -4- X X„_t s= x , x01X0 -i-xItX1 •+■ xSXz+ .... H- xn^Xn_x = x* ,
x0*“' X„-^-x ln~' X j+x 1n~1 Xx-b . . .-^x n^tn~l X = x*~* •
Si l’on résout ces nouvelles équations par la méthode exposée dans le III.* chapitre [§. i.cr], on obtiendra les formules
(X, — x0) (x,f-xj • ».
(x-xa) Cx-xJ...
(xn_,-x0)(x„^t-x,) .
• • (xBJ,— xB^, J
en vertu desquelles l’équation ( 3 ) se réduit à la formule de Lagrange. ,
Au reste , la formule de Lagrange est comprise dans une autre plus générale à laquelle on se trouve conduit , lorsqu’on cherche à déterminer , d'après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues, non plus une fonction entière, mais une fonction rationnelle de la variable x. Concevons, pour fixer les idées, que cette fonction rationnelle doive être de la forme
a -\- bx -V- c x1 hxn 1 (6) U = et -h Çx-\-yx'-*~. . .-H0X"*
Alors les inconnues du problème seront les coefficiens a , b , ct ... h ; et, C , y,.**®»
ou , pour mieux dire , les rapports
dont le nombre est »+». H est aisé d'en conclure que la fonction « sera complètement déterminée, si Ion en connaît n-t-m valeurs particulières
correspondantes à valeurs N
(8) xof xlf •••
de la variable x. On arrive encore aux memes conclusions , en faisant voir qu’une seconde fonction rationnelle de la forme — y
a -f- 1/ x + ci* -H . . . -4- h xn 1 cl' Q' x -4- y' xx -+- . . . -+- 6xxm
ne peut satisfaire aux mêmes conditions que la. première, sans lui être identiquement égale. Supposons ? en effet, que les fractions (6) et (9) deviennent égales entre elles, pour les valeurs particulières de x comprises dans la sérié (8). L’éqüàtion
( (a-4-ix-H. . .-HÀx"-1) (*'- h iTx-h . . . -4- 6# *” )
^IC | — (o'-4- i'x-H. . [ct-y-C x- 1-. . 6 xm) = o ,
subsistant alors pour 71-f-wt valeurs de la variable, tandis que son degré reste inférieur à .n-+~m, sera nécessairement une équation identique ; doit il suit quon aura identiquement
C11) rtH-Cx-i-^x1-^ . . . -4-6 xm «'-t-C ,£-^>'xi-+-...-t-Vx7'1 *
On ne peut donc résoudre que d’une seule maniéré la question proposée. On la résoudra effectivement en prenant pour valeur générale de u la fraction
_ f*— *m^,) (ï—Xm+l)- • ; &C-
U*U , * 1 * Um (x0-xm+,)...(x0-xm+n_l)x:,.x(xm—xm+i)...(xm—xm+n^t) _ —
(x.-j) (x,TTj)...(j-m-,-j) _ _ y. &C-
^Cx0— xj...(x0— xm+„_I)x...xCxOT_1-^rm)...(jfm_I^rmtn_I)
dans laquelle le dénominateur doit être remplacé par l’unité, lorsqu’on suppose m = o, et le numérateur par le produit u0 «, ... um ) lorsqu’on supposé n = 1 • Cela posé, on trouvera, pour *»== Q.,.
(x— x,) (x— xx). . ,(x— xB.^ x,D (X,— xJ . . .
pour m= i,
_ ° ' (xo-xJ(xu-X3)..(xo-X,,)x(x|-X J(j,-X j)-(x,-X J ~
° (X0-Jf,X^o^J-C*0-*„) "
pour w = i ,
* Cx,-x0)(x1-*i)..(x1-jrI1)
(xo— j) (x x) . . ■ (xm_,— x)
UnU,...Um . 7 - — -
(xo— J?m) (x, xm) . . . (xm_, xm) '
&c . Dans chacune des formules précédentes, on
complétera sans peine le numérateur ou le dénominateur de la fraction qui représente la valeur de u, en ajoutant au premier terme de ce numérateur ou de ce dénominateur tous ceux qu’on peut en déduire à l’aide d’un ou dç plusieurs échanges opérés entre les indices. Par exemple, si l’on suppose en même temps m = i et n = 2 , on trouvera pour la valeur de u complètement développée
(x0-x,)(x0-^J 1 (x.-xJCx.-xJ 2 (x,-^ï0)(x2-x,)
Il est bon de remarquer que la formule ( i a) est celle de Lagrange, et que pour en déduire la formule (jr^T) fl suffit de remplacer n — j par m , puis de prendre pour inconnue la fonction — , supposée entière , au lieu de la fonction u.
TOM. I
Des Nombres figures.
On appelle nombres figures du premier, du second, du troisième ordre, &c,... ceux qui servent de coefficiens aux puissances successives de x dans les dévelop pemens des expressions
Cette définition fournit un moyen facile de les calculer. En effet, nous avons prouvé, dans le chapitre VI [ §• 4 ]> qu’on a, pour des valeurs réelles quelconques de /*,-<* pour des valeurs numériques de x inférieures à 1 unité »
A* _ xn_^ &Ç.
' + TT-* i .-n
Si dans l’équation précédente on pose (X— (tw-H)'
m désignant un nombre entier quelconque, on trouvera
XS - — - X
Comme on a d’ailleurs évidemment . , f*+0 OU-»).
il en résulte que l’équation (2) peut s’écrire ainsi qu’il suit ,
_ 1 ) . . . (n-hm 1 ) (1H-1 X<H-Q • • • («+”») „» _ fa
Les coefficiens numériques des puissances successives de x dans le second membre de cette dernière formule , savoir ,
sont précisément les nombres figurés de l’ordre m. La suite de ces memes nombres ou la série (.5) s’étend à l’infini. Son «.'"'terme, c’est-à-dire , la fraction
est à-la-fois le coefficient numérique de x”~l dans le développement de (h-j?)”"1-1 , et le coefficient de xm dans le développement de (1 De plus, si dans la série ( 5 ) on fait successivement
m= 1 , w == 2 , m = 3 , &c. . . . , on obtiendra , 1 / la suite des nombres naturels ou figurés du premier ordre
2.0 la suite des nombres qu’on nomme triangulaires ou figurés du second ordre, savoir ,
1, }, 4, >0. ... — rr~ > *tc— ;
3.“ la suite des nombres qu’on appelle pyramidaux ou figurés du troisième ordre , savoir ,
Si l’on écrit ces différentes suites au-dessus les unes des autres, en ies faisant précéder par une première suite composée de termes tous égaux à l’unité, et plaçant en outre le premier terme de chacune d’elles sous le second terme de la suite immédiatement supérieure, on obtiendra le tableau suivant :
Les nombres renfermés dans la n-+- \ mL colonne verticale de ce tableau sont les coefliciens de la n.me puissance d’un binôme. Pascal , dans son Traite du Triangle arithmétique , a donné le premier la loi de formation de ces mêmes nombres. Newton a fait voir ensuite comment la formule établie d’après cette loi peut être étendue à des puissances fractionnaires ou négatives.
Plusieurs propriétés remarquables des nombres figurés se déduisent immédiatement de la formule (4) du chapitre IV [§. 3 ]. Concevons, par exemple, qu’après avoir remplacé dans cette formule n par n — i , on y suppose
x — m -±- i , y = m' — l- i , m , m' étant deux nombres entiers quelconques , <>n trouvera
te)
___ (iw-H)(w+i)...(w+w— i) t (w+i )(»H-2) .-.-(m-f-n— i) >«'•+-, i .2,. 3. . .(«— 0 . >«.2. 3... («—2) T"
(W-H)lW-Hî) . . . (wVw— ;) (m 1 ï) , . . (m'-H»— , )
puis , en faisant ni1 = o ,
__ 0+0 («H-»). • .(m+n—i) (iw-f-Q (pi-h*) . . .(m-f-n— 1)
De même, si, après avoir remplacé dans la formule (4) [chap. IV, §. 3] « par n - 1 , on fait en outre
x =r m -t- 1 , xj = — (m' H- 1) , on en conclura
(m — m') (m— wi'-t-i). . .(>« — m'-l-n — 2)
0+0 Q+Q.-.Q+n-- 1) _ (bH-QQ+2). . 2) n'+l
■ m~f~1 - Cf»'— W-4-4) (wt'-hQ w' _ (w — n-t-3)
Lorsque dans l'équation précédente on suppose m' = ou >m, et en même temps n= ou > m1 -+- 2 , on trouve
_ (»?'+ ' ) fo4- i )...(/»+»—! m-\) fm-4- » »»'— ^
Knfin , comme les équations (8) et (10) peuvent s écrire ainsi qu’il suit :
il est clair qu elles entraîneront les deux propositions que je vais énoncer.
l.cr THÉORÈME Si , apres avoir forme la suite des nombres figures de l’ordre m , on ajoute les uns atiX autres les » premiers termes de cette suite , on obtiendra pour somme le n.mt nombre figuré de l’ordre m - 4-1.
2/ Théorème. Si l’on désigne pdr m, m deux nombres entiers assujettis à la condition
m = ou > ni ,
et que dans le développement de (, — on rem " pince les puissances Successives de ± par ternie*
consécutifs pris dans la suite des nombres figurés de r ordre m , on obtiendra un résultat égal à zéro.
Corollaire i" Si l’on suppose que les différons termes de la suite
(13) nof al} a\, ... àn , &c. ...
représentent successivement les nombres naturels , les nombres triangulaires , et les nombres pyramidaux , on trouvera dans le premier cas
('4) an ±An-t an-i — 0 »
dans le second
(1 5) «„ — 3V. "H 3«„-* — Ar* = 0 »
et dans le troisième
(16) an — 4 - 4«n_3 -+-«„_4 — O-
La première des équations qui précèdêht Se confond avec la formule (3) du chapitre XII [§• • • ]•
Corollaire 2/ Si l’on désigne généralement par
les nombres figurés de l’ordre ?n ,
(17) a0,alx,a2x1) ... tinxH,kc....
sera une série récurrente dont (’éciiefle de relation aura pour termes les quantités
cest-'a-dire , les coefficiens des puissances successives de
x dans le développement de ( 1 — x) +'. Ainsi, par
exemple , la série
i, }X, 6**, >ox),
dans laquelle les puissances successives de x ont pour
coefficiens les nombres triangulaires , est récurrente , et son échelle de relation se compose des quantités i , — 3» "+" 3 > — i-
Parmi les propriétés principales des nombres figurés , on doit remarquer encore celles que présentent les équations (7) et (9), lorsqu’on leur donne les formes suivantes
, v w(n-4-i ) . (n-hwi-t-CT7)
' 1 .2.3.'. ,(»»-H»»/-hi)
(w — i)n . . .(n-j-m— 2) 3.3.4. • •( TO ~*~ 0
w (n -+- 1). ■ .(« -+- ta'— I
. « Çyi-t-f) - (n-t-wi — m' — 2 )
n>-Hi)...(«-+-wi— 1) m+i (a— t )n . . . (n-f-m— 2 ) ( gr(,
Ajoutons que , dans la suite des nombres figurés de l’ordre n, le n-+-\me terme équivaut à la somme des carrés des coefficiens que renferme la n.mt puissance d’un binôme. En effet, si dans la formule (a) [chap. IV, J. 3] on suppose à-Ia-fois x == n , y =n , on trouvera
a«(2«— »ij. . . ,(n-Hi)
Des Séries doubles.
Soient
u0 y u 2 , SfC. ,
des quantités quelconques rangées sur des lignes horizontales et verticales, de telle manière que chaque série horizontale ou verticale renferme une infinité de termes. Le système de toutes ces quantités sera ce qu’on peut appeler une série double ; et ces quantités elles-mêmes seront les différens termes de la série, qui aura pour terme général
m , n désignant deux nombres entiers quelconques. Cela posé, concevons que l’on représente par
la somme des termes de la série ( i ) qui se trouvent compris dans le tableau suivant
u © Uy} \ • - * u u'oi u\, u\y ... u' n_
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c’est-à-dire, des termes qui portent àda-fois un indice inférieur plus petit que n , et un indice supérieur plus petit que m. Si la soirtnïe des tertres restans pris en tel ordre et en tel nombre que l’on voudra devient infiniment petite pour des valeurs infiniment grandes de m et de n , il est clair que la somme S , et toutes celles qu’on pourra en déduire en ajoutant à s quelques-uns des ternies exclus du tableau n.° 2, convergeront, pour des valeurs croissantes tPéSw fet de rt , Vers Uîië iiüiite fixe s. Dans ce cas, on dinS que la série (1} est convergente , et qu’elle a pour somma la limite s. Dans le cas contraire, la série (1) sera divergente , et n’aura plus de iomme.
Lorsque les termes exclus du tableau n.° 2, étant ajoutés les nas aux autres en' nombre arbitraire , ne donnent jamais, pouf dés vrffeürs infiniment grandes de m et de il , qtrn dés sommes mfiYrimtfrt pët m, ort ptmt ën'diré autant à 'für'iioti de céti* cfefttrë lés ttiéméS fermés qui appàrriéhilbtit Vttfïé 6Û à pltisiètlfs éôlonnès liôrizontatës oti verticales dù ttbfëâü H.* (i). « &it ifffmddiîitëmént cîc cette remarque que , si la sérié double comprise dans 1e tableau pu0 (4 ) ^t convergente y cliacune des séries simple comprises dans les colonnes horizontales ou verticales do même tableau le sera pareillement. Désignons, dans cette hypothèse , par
tÇ:m)
le résultat qu’on obtient en ajoutant les sommes des jrl premières Sériés horizontales do tàbleau n.° (1), cest-à dire, les m premiers termes de la série simple
et par
NOTE Vït.
le résultat quon obtient en ajoutant les sommes des n premières séries verticales, c’est-à-dire, les n premiers termes de la série simple
Ucr^u'o-+-u"„-h&a- t «f,-t*JMl/-4i4*I"-4-&c. , ,
^ sera évidemment la limrte de l'expression sjm) pour déâ valeurs croissantes de ri , et sn la limite cle la même expression pour des valeurs croissantes de m. Par suite, il suffira de taire croître indéfiniment m dans s(MJ et n dans sn , pour faire converger s{m) et sk xers la limite s. On peut donc énoncer la proposition suivante.
l.cr THÉORÈME. Supposons que la série double « comprise dans lç tableau nffaj, soit convergente ; et désignons par s la somme (J# cet$ç sfirlc. Les séries. (■3) et (4). seront également convergentes , et chacune d’elles aura encore pokr sotribic ta quantité s.
Concevons maintenant que les valeurs numériques' dé& quantités comprises dans le tableau n,° ( r) soient respectivement désignées par :
(. fi'. «■> t*- àiC->
\ &LC.
Les termes du tableau n.0 (1) qui s# trouvent exclus du tableau n.° (2) , étant ajoutés les. un» aux autres en tel nombre que l’on voudra , fourniront évidemment une somme inférieure ou tout au plus égale [abstraction faite du srçpie] à la somme dés termes corresporidans du tableau
n.° (5). Donc, si, pour des valeurs infiniment grandes des nombres m et n , cette dernière somme devient infiniment petite , ii en sera de même à fortiori de la première; ce qu’on peut encore exprimer en disant que, si la série double comprise dans le tableau n.° (5) est convergente, la série ( 1 ) le sera pareillement. J’ajoute qu’on sera complètement assuré de la convergence de la série double comprise dans le tableau n.° (5), toutes les fois que, les séries horizontales cle ce tableau étant convergentes, leurs sommes, savoir,
(.6) , J>0'-hJ,l,-hJ3i,+ &c.r -P0'4-jV'-HA"+&c. ,
formeront elles-mêmes une série simple convergente. En effet, soit, dans cette jiypothèse, g un nombre aussi petit que l’on voudra. On 'pourra choisir m a&ez considérable pour que faddition dès sommes
èt par suite, celle des fermes du tableau n.* ($) affectés d’un- indice supérieur au moins égal à m , ne produise jamais un résultat plus grand que £ g . De plus , le nombre m étant déterminé comme on vient de le dire, on pourra encore, puisque chacune des séries horizontales du tableau n.° (5) est convergente, choisir n assez considérable pour que chacune des sommes
soit égale ou inférieure à g ; auquel cas l’addition des termes qui , dans le tableau (5) , portent un indice supérieur plus petit que ni , et un indice inférieur au moins égal à «, ne produira jamais un résultat plus grand que ^ g. Les deux conditions précédentes étant remplies , il est clair que dans la série ( 5 ) les termes affectés d’un indice supérieur au moins égal à m, et d’un indice inférieur au moins égal à n , ne pourront donner par leur addition mutuelle qu’une somme tout aü plus égale à g. Donc cette somme deviendra infiniment petite , si l’on attribue aux nombres m et n des valeurs infiniment grandes, puisque alors il sera permis de faire décroître g au* delà de toute limite assignable. Donc l’hypothèse admise entraîne la convergence de la série (5), et par suite celle de la série ( 1 ). En combinant ce principe avec le premier théorème , on en déduit une nouvelle proposition que je vais énoncer.
2.c Théorème. Supposons que , toutes les séries horizontales du tableau n.° (1) étant convergentes, leurs sommes , savoir ,
(3) &C. , U0'-+-Ul'-t-u/-»-&C. , «0"-hW, H-Uj ’-t- &c. ,
forment encore une série convergente , et que celte double propriété des séries horizontales subsiste dans le cas même où Von remplace chaque terme du tableau n.° (1) par sa valeur numérique. On pourra dès-lors affirmer , i.° que toutes les séries verticales sont convergentes , 2.° que leurs sommes, savoir,
(4) , w,-4-u1'-hu1'-4-&c. , ,
forment encore une série convergente , ,?/ enfin que la
£ 42 NOTE vu.
somme de la série (4) est précisément égale à celle de
la série (3),
COROLLAIRE i.n Le théorème précédent subsiste lors même qu’on suppose quelques -unes des séries horizontales ou verticales composées d’un nombre fini de termes. En effet, chaque série de cette espèce peut être considérée comme une série convergente indéfiniment prolongée , mais dans laquelle tous les termes dont Ie rang surpasse un nombre donné s’évanouissent.
Corollaire 2* Soient
VQ , V t , V2 , V J , &c .
deux séries convergentes qui aient respectivement pour sommes les deux quantités s , s', et dont chacune reste convergente lors même qu’on réduit ses différens termes à leurs valeurs numériques. Si l’on forme le tableau
iu0v o, w, va , v2v0, u}v0, &c. , u0v, , utv, u2vl , &c. ,
u0v3, utvif &c. ,
on reconnaîtra sans peine que les séries horizontales de ce tableau jouissent des propriétés énoncées dans le 2. théorème , et que leurs sommes sont respectivement
(9) v0 s, vts , v2s , s, &c .
Par suite, en vertu du 2.* théorème et de son premb’r corollaire, les sommes des séries verticales, savoir,
note vu.
!Uol)0, UDV, -+-m,®o, v0v1-h-uIvx~^u2v93. •••
v>+„1»1.r+r. + &cformeront une nouvelle série convergente ; et la somme de cette nouvelle série sera égale il celle de la série (9) , c està-dire, évidemment au produit 55. On se trouve ainsi ramené par la considération des séries doubles au 6.c théorème du chapitre Vï [*§• 3 ]•
Corollaire Si l’on appelle * le sinus d’un arc
compris entre les limites ~~ * '+* 2 ’ et Sa gentc , on trouvera
Cela posé, puisque en vertu de la formule^) [chap. IX, §.2] on a, pour des valeurs numériques de 5 inferieures
à l’unité,
arc tang. Z = 3 - ~ ’ j 7 C. . . ,
on en conclura , pour des valeurs numériques de x infé-
arc sin. X = arc tang.
ou, ce qui revient au même,
*1 fl
JL**
Comme les séries horizontales comprises dans le second membre de l 'équation précédente remplissent évidemment les conditions énoncées dans le 2* théorème, tant que la variable x conserve une valeur numérique infériëure à
; il en résulte que cette équation peut s’écrire ainsi qu’il suit :
x~x -1- CÎ-O -7 f -h Ot
De plus, si dans la formule (5) du chapitre IV [§. 3 ] , on attribue à y la valeur négative — 2 , et à a-’ l’une des valeurs positives 3 , 5,7, &c. . . , on en tirera successivement
et par suite, on trouvera définitivement 2.4 5
arc sin. X = X H - - - H — -
Il est facile de prouver, à laide du calcul infinitésimal, que cette dernière équation subsiste non-seulement entre
les limites x = — x — mais aussi entre
les limites x = — 1 > x = -h 1 .
Corollaire 4* En vertu de la formule (ao) [ chap. VI , §. 4 ] , on a , pour toutes les valeurs de x renfermées entre les limites — 1 et 1 ,
= x — -il ( I - !*)■ -+- Y (i- -/*) ( I- -;A0 -&c. ; ou , ce qui revient au même ,
Comme les séries horizontales que comprend le second membre de 1 équation précédente remplissent les condi- TOM. 1. Mm
tions énoncées dans le 2.‘ théorème, tant que la variable. .v conserve une valeur numérique inférieure à I unjte , il en résulte qiré-cette équation peut s’écrire ainsi qu il suit
Mais on a <ïéjàj trouvé [chapitre VI > $v 4 » P10^- ?
corollaire 2 ]
(.4) ' 1 :i('+*)Y+kc..
I étant la caractéristique des. logarithmes népériens. Les formules (13) et ( 1 4 )r devant- raccorder entre elles [voyez le 6/ théorème du chapitre VI, §.4], cm en conclura , pour toutes les valeurs de x renfermées entre les limites — 1 et -H 1 , — -
Dans ce qui précède , nous n’avons considère' d’autres séries doubles , convergentes ou divergentes , que celles dont les difïërens termes sont des quantités réelles. Mais ce qui a été dit à l egard de ces séries peut également s’appliquer au cas où leurs termes deviennent imaginaires, pourvu qu’alors on écrive par-tout expression imaginaire au lieu de quantité , et module au lieu de valeur numérique. Ces modifications étant admises , les théorèmes i.cr et 2.e subsisteront encore. C’est ce que l’on démontrera sans peine, en s’appuyant sur le principe suivant.
Le module de la somme de plusieurs expressions imaginaires est toujours inférieur à la somme de leurs modules.
Pour établir ce meme principe, il suffit d’observer que, si l’on fait
Ç (cos. â-f-y/ —I sia. ô) -f- ç' (cos. ô' —J — y/— i sin. Q’
= R (cos. T -f— y/— < 1 s»n- 'R) y
ç , ç', ...R désignant des quantités positives, on en conclura
^^^(çcos.fl-l-ç' cos.fl'-j-...)* (ç sin. ô -f- ç' sin. Q'-\- ...)4
= •••"+* 2çç'c01(ô — .
C -+-2ÇÇ -H... = (ç-l-ç
et par suite
M ni
Sur 1rs Formules qui servent à convertir les Sinus ou Cosinus des Multiples d’un arc en pohjnomes dont les dijferens termes ont pour facteurs les puissances ascendantes du Sinus ou Cosinus de ce même arc.
Les formules dont il est ici question sont celles que nous avons construites en résolvant les deux premiers problèmes énoncés dans le j.c paragraphe du chap. VII, et qui s’y trouvent affectées des numéros (3), (4)? (5)» (6)> Cf?)» O °) > 0 0 et (,2)* Elles donnent lieu aux remarques suivantes.
D’abord , si , dans le calcul à l’aide duquel on établit les formules (3) , (4) , (5) et (&)> on substitue aux équations (12) du chapitre VII [ 2.e partogr. ] les équations (24) du chapitre IX [ 2.' paragraphe ] , on reconnaîtra immédiatement que les mêmes formules subsistent dans le cas où l’on remplace le nombre entier m ‘par une quantité quelconque p, , tant que l’on suppose la valeur numérique de z inférieure à Ainsi l’on aura, dans cette
hypothèse ,
, -tlJt , -h ,
__ sin 6z+&lc. ,
= cos. Z A. sin. z - r~"FT
1 COS. fAZ = COS. Z I I —
Om- »)(.** — 0
(^±»xg±.0(gr^çg= 3) ,in ^_&c. ] , •2*3-4 J
! sin. /u. z = /jl sin. s —
OA*(A
sin.* .s — &c.
De plus, en vertu des principes établis dans le chap. IX [ §. 2 ] et dans la note précédente , on pourra développer non-seulement cos. /*z et sin. [/, z , mais aussi les seconds membres des formules (1), (2), (3), (4), suivant les puissances ascendantes de et, comme les coefliciens de ces puissances devront alors être les mêmes dans le premier et le second membre de chaque formule , on obtiendra , en comparant deux à deux les coefliciens dont il s’agit , une suite d’équations parmi lesquelles on distinguera celles que je vais écrire,
1 sin. 3 z
sin- ; i-i 6
sin.* r
Nous supposons toujours ici la variable z comprise entre
les limites - — , 4- — . Mais on démontre facilement
à l’aide du calcul infinitésimal que , sans altérer les équations (1), (2), (3), (4), (5)3 (6)> &c.. . . , on peut y faire croître la valeur numérique de z jusqu a -- . Ajoutons qu’en prenant sin. z — x , on fait coïncider l’équation (6) avec la formule ( 1 2) de la note VII , et l'équation (j) avec la suivante
(arc un, XJ = X H - 1 -
+- kc.
Cette dernière se trouve dans ïes Mélanges d'analyse publies en 1815 par M. de Stainville , répétiteur à lecole royale polytechnique.
Concevons à présent que, dans les formules déjà citées du chapitre VU [J. 5 ] , on attribue à la variable z une valeur imaginaire. On conclura sans peine des principes développés dans le chapitre IX [ §. 3 ] , quelles ne cesseront pas d’étre exactes. Supposons, par exemple.
I étant la caractéristique des logarithmes népériens. Comme on aura , dans cette hypothèse ,
cos.z=±(e,x -h e~lx) =■{ (x-4-i),
et généralement ( n désignant un nombre entier quelconque )
cos. n 3 = 7 (3? —H , sin. Tl Z = ~ — - y
on tirera des équations (3), (4), (5), (6) [chapitre VU* J. 5 ] , 1 ,° pour des valeurs paires de m ,
(7) xm ~
2\_'+- zi - { J
(ffl+4)(m+i)m.m(m-i)(iB-4) / . \6 . .1 ,
+ 7) LT (* ï) ÏT4T6 *•>
. („,++) »x^j?.(é"'lWSA r x — iï* -t- &c. . .1 ;
pour des valeurs impaires de m
r fm+i) (m— » ) / „ » \i
— rn (* J
(rn-+-ti (m-f-Q (m — Q (”* 0, ^^1^4 _p_ &c. . .1.
(10) x't~lrz=:z
0(OT— Ü_ ^ IV -4-&r.1
Les formules (9), (<°) , (• 0. («) du J-* l>«ragraPlie [chap. VII] fourniraient des résultats analogues.
Revenons maintenant à la formule (3) du même paragraphe. En vertu de cette formule, coS. m z est , pour des valeur paires de m, une fonction entière de sin. -, dtrdegr^ m; et, comme cette fonction doit s’évanouir, ainsi (pie d mz, pour toutes les valeurs de s comprises dans la
il est clair quelle sera divisible par chacun des facteurs binômes
(tit • i ) if ît , . ^
sin. z -4- sin. - . ... sin, z sin. - , sin. z + sin. - «
21» ai» 2171
(>7»— l) X îX X
•in.z — sm. - - — .... sin.z — sin. — — , sin.z — sin. - ,
et par conséquent égale au produit de tous ces facteur» binômes par le coefficient numérique de sin. mz , savoir ,
( v - (m-HCT— a)...(77i4-i)w.w(w— a)...(w— w-f-a) n"
On aura donc, pour des valeurs paires de m,
(11) cos. mz = — m_I x
^sin.* — - sin.* z^fsin.*- - - sin.* zV..fsin.* - sin.*
\ 277» im J \ xm J
Par des raisonnemens semblables on tirera des formules (4), (5) et (6) [chap. VII, J. J ], i.° pour des valeurs paires de m,
(12) sin. mz = 2m_I sin.z cos. s X
pour des valeurs impaires de m
(ij) cos.WlS = 2"'1 «os.2 x
et
( l 4) sin. JW S == 2m_l sin.z X
(sin.- £-“* *)• • •(““•■ •
Si dans les quatre équations qui précèdent on réduit la
partie constante de chaque facteur binôme à l’umte , en écrivant, par exemple,
les facteurs numériques des seconds membres deviendront évidemment égaux à ceux des termes qui, dans les for^ mules (3), (4), (î), (*) du chap. VII [J. 5 ]> sont mdependansde sin.s ou renferment sa première puissance, c’est-à-dire , à l’unité ou au nombre m. En conséquence on trouvera, i.° pour des valeurs paires de m,
V V cos./».—
(l6) *in. mz = m rin.Z cos.Z X
‘ pour des valeurs impaires de m ,
711 Z = cos. Z X
(l8) sin.mS = tllnn.Z X
/ siu.1 z \ ( sin.2s \ / «n.» g \
De plus, si l’on observe qu’on a généralement
1 \) - sin.2 U =
on reconnaîtra sans peine que les équations ( i i ) , ( i 2) , (13) et (i4) peuvent être remplacées par celles qui suivent :
aos.zf COS. 2Z- COS.— ) ( COS. 1 z — cos. — ) . . .. ^ V>J \ m J
. (cos.zz-cos.—^),
n.2 f C0S.22— cos. — Jl cos. 2 z— cos. — !...
les deux premières se rapportant au cas où m est un nombre pair , et les deux dernières au cas où m est un nombre impair.
Les douze équations qui précèdent subsistent également , quelles que soient les valeurs réelles ou imaginaires attribuées à la variable z. On peut donc y remplacer cette variable par -j- — z, par y/~i l(x) , &c. . . . Dans le premier cas , on obtient plusieurs équations nouvelles correspondantes aux formules (9), (10), (n), (*2) du chapitre VII [5/ paragraphe]. Dans le second cas, les équations (19) et (20) donnent respectivement, pour desvaleurs paires de m,
OOO
rw_4_ _L ( xx— acos. “-4- .r*— acos. * 1- “i)..
X xm - ^ m xVV rn XJ
. . -lC0S—
-^= («■--?; Cx -2C0S-^r4-^;-**
f J TR— 1.7T > ^
et pour des valeurs impaires de m ,
’+-?"= C*-*- -T-) (**—, CM^£+^r)”
/ wt — i ."y 1
ce qui s’accorde avec les résultats obtenus dans le chap. X
II nous reste encore à indiquer plusieurs conséquences assez remarquables que fournissent les équations (i i) et
05), O*)- et 06), et('7)’ Ct(l8)’ L°rS’
qu’on développe leurs seconds membres suivant les puissances ascendantes de .in. s , les coefficiens numériques de ces puissances doivent être évidemment les memes que dans les formules (3), (4), (s) et (6) du chap. VII [ $• 5 ]• De cctte seidc °^servat^on on d^duira immédiatement plusieurs équations nouvelles auxquelles satisferont les sinus des arcs
556 note vnr.
On trouvera, par exemple, pour des valeurs paires de ni,
i = i sin.2 - . sin.2 2 — . . . sin.i i - —
* m zm 2 ru 7
m_, - , 27r . , Arr (m — 2) t
» = 2 sin.2 - . sin.2 — — . . . sin. - - - — ;
(w-hî)(l>|— 2) 1.2.3
. . iT . , AT
sin.2 — sin. — 2 m 2m
et, pour des valeurs impaires de m,
1=2 sin.
2T . 2 4^ . , C»i— Ot
- . sin.2 - .... sin.2 - - - — *
zm 2 m 2 7» ’
(m+\ym—\) _
(wi-h)(tb — 1) ^ 1.2.3
n. — gin.2 —
sin. -
J’ajoute que , si l’on multiplie par les (^cuX
membres de chacune des équations (24) ou (26) , on en conclura, en faisant croître m indéfiniment,
En effet, considérons, pour fixer les idées, la seconde
dés équations (î4)* En multipliant ses deux membres par
gy . (0 .©
Soit d’ailleurs w un nombre entier inférieur à — • Désignons à l’ordinaire par la notation M (a, l) une moyenne entre les quantités a et h. Enfin observons
que le rapport est toujours [voyez la page 64]
compris entre les limites i , cos— ; et que 1 on a par suite , pour des valeurs numériques de x inférieures à — ,
j gin. — S* cos. jx ^ cos.^x
Le second membre de l’équation (29) sera évidemment la somme 'des deux polynômes
558 note vu r.
dont le premier, en vertu de l’équation (i i) des préliminaires, pourra être présenté sous la forme
tandis que le second , composé de — - n 1 termes
tous inférieurs à ~~î > restera compris entre les limites o et —r. Cela posé, l’équation (29) deviendra
,Jït) -+-5-x-w(°’ •>*
et l’on en conclura immédiatement
_ IÜL M (o , 1).
Cette dernière formule subsiste , quels que soient les nombres entiers m et n , pourvu que ton ait > n. En outre , il est aisé de voir que , si l’on prend constamment pour 1 m le plus petit des entiers supérieurs à na (fl désignant un nombre compris entre r et 2 ) , les rapports JL JL convergeront ensemble , pour des valeurs croissantés de n , vers la limite zéro , et le second membre de la formule ( 30) vers la limite ^ . Le premier membre
devant avoir la même limite que le second , il en résulte , i que la série
sera convergente, ce que l’on savait déjà [ voyez le corollaire du 3-e théorème , chapitre VI, §. 2] ; ±.° que cette
série aura pour somme .
L’équation (22) étant ainsi démontrée, on en tirera, en divisant ses deux membres par 4 >
TT H~ TT •+■ &c .
On aura par suite
Cette nouvelle formule s’accorde avec l’équation (27) , qu’on peut déduire directement de la première des équations (24) ou (26).
Avant de terminer cette note , nous ferons remarquer que, pour établir les huit formules (3), ($), (6),
Ç9), ( 1 p) , (m) et (1 2) du chapitre VII [J. 5 ], il suffit de démontrer les quatre dernières , et qu’on y parvient très -promptement en développant les équations (1 o) du chapitre IX [§. i.kr], savoir,
( . 1 i-i-zcos4-l1-z2cos.a94-23co9.3g-t-&c. = — l- — — C0S~ ^ -
t l-*2ZCOS.94-Za
3sin.fl-+z*sin.29-h«îsin4Ô-t-&c. = - — *n‘ ^ -
1 — azcos.Ç-f-z*
Considérons , par exemple, l’équation (32). On en tirera , pour des valeurs numériques de z inférieures à l’unité ,
560 note vin.
2 sin.9-Hz*sin.a0-4-zîsin.î9-+-. .
l+Z* 2ZCOS.Ç
= sin. 9 {<i-t-zT,-+-aZ,co«-fl(,"*"^*r*-+-4a,co8 fl (« +«*)“* -^&c-]
1z — z} -H Z5 - . ;fcz*"-*q=& C.\
cos. 0(zz* — 4z4-H . + inzl"±8u:- ) I
t-»)in(iiH=Og>, &c\ i .2.3 /
et l’on trouvera par suite , en égalant entre eux les coefficiens des puissances semblables de z,
sin. 2 71 0 -
(__l) sin. 6 [2nc0s.fi - — - cos.3 0 -f* &C.J ,
(34) sm. \ 2Tl-\-
(—1) 8h, fl |_1__ n
sin. (2n -4- 1 )fi —
Si dans ces dernières formules on remplace ô par s 7 et 2 n ou 2n-f-i par m , on obtiendra précisément les équations ( 1 o) et ( 1 1 ) du chapitre VII [ $. 5 ]• Les ^ua‘ lions (9) et (12) du même paragraphe se déduiraient , par un calcul semblable, de la formule (31).
Sur les Produits composés d’un nombre infini de Facteurs.
Désignons par
(i>- U0, U1} uif . un) <;
une suite infinie de termes positifs ou négatifs , dont chacun soit supérieur à — t. Si les quantités
[ l étant la caractéristique des logarithmes népériens ] , forment une série convergente dont la somme soit égale à s, le produit
(3) (l-+-M0) (H-Wf) _(l.-+-»0 • • •
convergera évidemment , pour des valeurs croissantes du nombre entier 7^ vers une limite finie et d$erenfe de zéro , équivalente à es. Si au contraire la série. (.4) w3t divergente , le produit (3) cessera de converger vers une limite finie différente de zéro. Dans le premier cas , on est convenu d’indiquer la limite du produit que l’on considère , en écrivant le produit de ses premiers facteurs suivi d’un ér'c’. , comme on le voit ici ,
La même notktion peut être conservée dans le cas où cette limite s’évahouit.
Nil
;,G2 note ix.
Four cjue la sérié (2) soit convergente , il est d’abord nécessaire que , le nombre n venant à croître indéfiniment , chacune des expressions
et par suite chacune des quantités
un , M|+I , nB+i , &c. ...
devienne infiniment petite. Cette condition étant remplie, comme on a généralement
on trouvera , pour des valeurs de n très-considérables ,
HSt *-“.*.) = “•*. “ i *‘*V. •-*- -'&c-
zh. e , zize , &c. . . . désignant encore des quantités infiniment petiteà ; pu\s Ton en conèlüfa, en représentant par m un nombre entier quelconque , et par 1 dt € une moyenne entre ‘lés facteur^ ‘t fit , 1 iït £,*,.» &c* ,
U r.-+-U f’ ”+*‘ • • )1fT
Concevons maintenant que dans la formule précédente on fasse croître le nombre m au-delà cle toute limite. Selon que chaque membre de la formule convergera ou non vers une limite fixe , la série (2) sera convergente ou divergente. Cela posé , l’inspection seule du second membre suffira pour établir la proposition que je vais énoncer.
K OTE rx.
l,er Théorème. Si la scrie (i) et la suivante (8) «0\ M|\ u2\ . . . w„\ &c.. . .
sont l’une et l’autre convergentes , la série (2) le sera pareillement , et par suite le produit (3) convergera , pour des valeurs croissantes de n , vers une limite finie différente de zéro. Mais , si, là série (i) étant convergente , la série (8) est divergente , le second membre de la formule (7) ayant alors pour limite l’infini négatif, le produit (3) convergera nécessaire* ment vers la limite zéro.
Corollaire / " Si la série (2) étant convergent* a tous ses termes positifs, ou si elle demeure convergente lors même quon réduit ses différens termes à leurs valeurs numériques, on sera évidemment assuré de la convergence de la série (,8) ; et en conséquence le produit (3) aura pour limite une quantité finie differente de zéro. C’est ce qui arrivera, par exemple, si le produit en question se réduit à l’un des suivans :
(.+•') (,+-r) O-1-?-) O-HO,
M) («-r-jr) (h ~jr
(1 ■+■**)( i-t-fr) .('-H-p-) ••• ('-t-^r).
Corollaire 2.' Comme la. série
1 ’ — 71 ’ ^77’ ~v 7’ kc ••••
est conveTgente, tandis que les carrés de ses différens termes , savoir ,
Nn *
forment une série divergente, il résulte du f ." théorème que le produit
(■+•'> (■— Tr) O+tt) 0— T4-) &c---
a zéro pour limite.
C.OROLLAIBE J. e Le théorème i .er subsiste évidemment da«s le cas même où parmi lés premiers termes de
la série{i) quelques-uns deviendraient inférieurs à - i.
Seulement, lorsqu’on admet cette nouvelle hypothèse, on doit remplacer dans la série (2) les logarithmes des quantités négatives par les logarithmes de leurs valeurs numériques. Cela posé, il lest clair que, pour des valeurs croissantes de n , Iç produit ,<■
convergera, quel que soit x , vers une Ihnrté finie 'différente de zéro.
Corollaire 4' Toutes les* fois que la série ’fi^èst convergente j Ig produit (3) conVeige, pju'yr fies valeurs croissantes de n , vers une limite finie qui ]4cut se réduire à zéro. . . 1 ) ’ î -j : ;
Lorsque la limite du produit (3) est finie, sans être nulle , on ne peut pas toujours assigner ~da valeur exacte. Dans le petit nombre de produits de cette espçce auxquels correspond une limite connue , on" doit distinguer le suivant - ï
dont nous allons a présent nous occuper.
Quand , après avoir posé x x=. ~ , on fait croître n
y ote ix. àfiS
indéfiniment , le produit (9) converge vois une limite finie représentée par la notation
Pour déterminer cette limite, il spflira de recourir à l'équation (16) ou (18) de la note précédente. Considérons, pour fixer les idées , l'équation; ( 1 d). Si I’op y écrit
par-tout au lieu de 5 , on trouvera , pour des valeurs paires de m ,
siu. z — m sin. — cos. — x m /«
SIU. - I
et par suite [ en supposant la valeur, numérique de z inférieure à 7 t , et le nombre m égal ou supérieur à 2]
m sin. — cos. —
LiLLziL J..Æü\
m ) \ m ) ( un J
Soient d’ailleurs n un nombre entier inférieur à ^ m , 1 du une quantité moyenne entre les rapports
et i -+- C une autre quantité moyenne entre les ex pressions
Le second membre de l’équation (12) sera évidemment la somme des deux polynômes
dont le premier pourra être présenté sous la forme tandis que le second prendra celle du produit
z , /n-M. TX1
si,^v . I » / , » v m^L + ...
-pry (-+.)■ (»+*)■ sin..£±î2r
, : — v . 7 ■ <■ (i-hc)
que Ton peut réduire ( en vertu des principes établis dans la note précédente ) à
Cela posé , Icquation (12) deviendra
m sin. — cos. — ■ m m
sin.1 — ■
et l’on en conclura, en faisant, pour abréger.
(«4) /tV ■+«
Ss-v-6+>)".
puis, revenant
des logarithmes aux nombres,
Supposons maintenant que, la valeur de n étant choisie arbitrairement, on prenne pour '-m le nombre entier immédiatement supérieur à«J (a désignant un nombre fractionnaire ou irrationnel compris entre i et 2 ). Lorsque la valeur de n deviendra très-considérable , les quantités
— , ~^r > C, y, «T seront infiniment petites, le produit
sin. -
m sin. — co«. — - - z cog. —
différera trcs-peu de z, et par suite le second membre de l’équation (15) s’approchera indéfiniment de la limite
Le premier membre devant converger vers la meme limite , on aura nécessairement
Cette dernière formule se trouve ainsi démontrée dans le cas où la valeur numérique de z reste inférieure à tt. Alors les quantités dont nous avons pris les logarithmes sont toutes positives. Mais la démonstration donnée subsiste également pour des valeurs numériques de z supérieures à m , lorsque l’on convient de remplacer le logarithme de chaque quantité négative par le logarithme de sa valeur numérique. En conséquence, l’équa-
NOTE rx.
tion.(i 6) demeure vraie, quelle que soit la valeur réelle attribuée à la variable s. On ne doit pas même excepter le cas où l’on supposerait
Z === dt À 7T ,
le désignant un nombre entier quelconque , puisque dans cette hypothèse , les deux membres de l’équation s’évanouiraient en même temps.
L’équation (16) une fois établie en fournira immédiatement plusieurs autres. Ainsi , par exemple , on en tirera, pour des valeurs réelles quelconques des variables * > y , z,
<-*X-+X-*X-*X-fX-*)**
y v*—y) \T+yj A y*— y
Si dans l’équation (17) on fait z = — , on trouvera
et par suite on obtiendra le développement de ~ en facteurs , découvert par le géomètre Wallis , savoir ,
On trouverait de même, en faisant
(ao) ~=-±.±.±.
Si dans I équation (18) on pose à -la -fois
on en conciura
('-SX-ïX'-SX'^X'^X'vK--
=('- v) ('~Pp) ('-&) &c .
On pourrait déduire directement la même formule de 1 équation ( 1 5 ) ou ( 1 7) [note précédenté] , en y remplaçant z par - , puis faisant converger le nombre m vers la limite 00. Observons enfin qu'on tirera de l'équation (1 6) , en y supposant la valeur numérique de z inférieure à w ,
Comme on a d’ailleurs, dans cette hypothèse,
NOTE JX.
— V'r^rr^-kc
-t G xî)‘(-tî— .
et par suite [ en vertu des principes établis dans le chapitre VI et dans la note VII ]
_ î J_ 2**6 - _ Sec.. . ;
la comparaison des coefïiciens des puissances semblables de z dans les formules (22) et (^4) donnefa les équations
JT1
St*
dont la première s’accorde avec la formule (28) de la VIII.e note. Les facteurs numériques ÿ, —,
&c. . . . qui entrent dans les seconds membres de ces équations, sont ce qu’on appelle les nombres de Bernoulli. Ajoutons que , si l’on désigne par 2 m un nombre pair quelconque , on aura généralement
(-6) i -Fp 4- ~h &c. .
Dans ce qui précède , nous avons seulement considéré des produits dont tous les facteurs étaient des quantités réelles, et des séries dont tous les termes étaient réels. Mais on doit remarquer, 1 .° quen vertu clés principes établis dans le chapitre IX [voyez Iequation (37) du §. 2 , et l équation (26) du §. 3] la formule (5) subsiste dans le cas même où la variable x devient imaginaire , pourvu que son module reste inférieur à l’unité ; 2.0 que le rapport
converge vers l’unité, toutes les fois que la valeur réelle qu imaginaire attribuée à la variable z s’approche indéfiniment de zéro ; 3.0 enfin que les équations (1 5), (16), (17) et (1 8) de la VHI.C note subsistent également pour des valeurs réelles et pour des valeurs imaginaires de Z. En partant de ces remarques , on parviendra bientôt à reconnaître comment on doit modifier les propositions et les formules ci-dessus démontrées dans le cas où les expressions
uof m, , ui , &c - x , y, z,
deviennent imaginaires. Ainsi , par exemple , on établira sans peine , à l’aide des formules (6) la proposition suivante, analogue au 1." corollaire du théorème 1 .er
2* THÉORÈME. Supposons que la série (1 ) , étant
imaginaire , demeure convergente quan d on réduit, ses dijférens termes à leurs module? respectifs. -Le produit ( 3,) convergera nécessairement , pour des nvoleurs croissantes de n , vers une limite finie réelle où imaginaire. ,
De plus , on prouvera facilement que les équations (17;) et (2, 1) subsistent, lorsqu'on attribue à z -une valeur imaginaire .quelconque u -+- v — * »: d’où il .résulte , i .° qu’on peut exprimer par des produits composés d’un nombre infini de facteurs les expressions imaginaires 1 * •
■ cos. ,
l , >(15 nO
- sin. w./ZT,
et les carrés de leurs modules , savoir*
( {e\+c~v\x . f ey — e-“v\* : clv+e~ir
\ ( — : — ) sm. tt-M - ) cos/mzs, - cos. 2 u ,
( (^)eos
que les expressions
( H>nS- (' ], ~‘-i i -.+•) [
I arc tang. f — - - 'tWïgTV J ~
sont respectivement, égales aux cJeuV /sortîmes. , ,
/ : ■ v < - V r<. \ rr / j
arc A - arc "*? ‘«g-
» j rn - arc tang. î — - -J-; arc tang. — -
, si 2T-U 2 7T+U
0°)\ iv i’> Jmcyfr; ~ " * - - ; v.. ■
lljrc 14ng,_- _. Wç w. 1__ y.H- arc tang. p— ,
l — arc tang- - -h- arc tang. - - - &c ..
V îJflM-a U r.y b 5W--2H ; ,
KQTE IX.
ST
augmentées ou diminuées d’un multiple de la circonférence 3. t. D’autre part, comme ies expressions (29) et les sommes (30) sont des fonctions continues de v qui s’évanouissent toujours avec cette variable y on peut assurer que le multiple dont nous venons de parler se réduit à zéro.
Si l'on suppose en particulier u = o , l’on trouvera
On trouvera encore , en prenant u = ~ ,
!ey — 4« arc tang. - — — = arc tang. -
-+- arc tang.
— arc tang.
— arc tang. AJL Sic. ,
et en prenant u = v >
jiüYfc Cti
Enfia7~si xfatis la forÇpïïîô^ji) on suppose îd Valepr numérique de inférieure^a .l’unité , les-deux membres de cette formule pourront ctre développés suivant les puissances ascendantes de v , et la comparaison dos coefficiens de6 puissances semblables dans les développemens dont il s’agit fournira les -étpialions
TT ZT = -
dont la première coïncide avec i équation (4o) du cliapitre IX ['5. 2 j.
Concevons maintenant quaprcs avoir divisé par v les expressions (29) et les sommes (30), on fasse converger la variable v vers la limite zéro ; on trouvera , en passant aux limites,
U T—+U TT+U ITT— -U 27r-hU . *
U \7T —U i TT —U1 + y*
(36) tang. u = — - 4- — — - ! - h, — - &c.
7— « — +« 2 - u - - h« - - il
Comme on a d’ailleurs généralement , pour des valeurs numériques de u inférieures à celles de a,
àtt - ôï V~^J = a1 ^ -pr ■ + ,
on tirerfc des formules (3^) et (36) , en supposant la valeur numérique de u plùs petite que ~ ?
cot.
,^)TB ijl.
(38) **?*-=■ jr+
' “"‘"îf (."*■ J*-1- Jï -+• 3t -t-*°....)
P» *uite on aura , en vertu des crjuartons fi 5) et (26),
cot. 24 :
: <7f v oniïü! i,| ^iTv 'j oit!
( i®) tang. w =:
4 fi8-» -V(24_ ■ i -±!l m-a (2 « -i!£-
Si 1 on ajoute ces dernières , après y avoir remplacé u par — u, on obtiendra le développement en série de
.. i , ros. 4 « sin. - u ,
Y - u+ung, - v = — f- ± , = 2 cosec. u,
/' *ln: 7 “ cos. - u sin. ^wcos. -«
^t l’on en cdneldra J \ /
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