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Avertissement
La troisième édinon du tome IT de ce Cours d'Analyse a été brûlée à Louvain en 1914-avant son achèvement et n'a pas vu le jour. Elle contenait une contribution assez étendue à la théorie des ensembles et de l'intégrale de Lebesgue. Depuis lors, je suis revenu sur ces questions et j'ai publié mes recherches ailleurs sous une forme plus complète. On en trouvera l'exposé dans mon ouvrage Intégrales de Lebesgue, fonctions d'ensemble, classes de Baire (Paris, Gauthier-Villars, 1916). Pour les raisons que j'ai données dans l’avertissement du tome I, ces questions ont élé écarlées du présent volume, mais elles pourront peut-être trouver place avec d’autres dans un tome III. Par contre, j'ai repris dans celui-ci la théorie des intéorales eulériennes que j'avais exposée dans la première édihon et où l'on reconnaît sans peine l'empreinte de l’enseignement d’'Hernnte ; j'ai traité avec plus de soin
qu'on ne le fait d'ordinaire les théorèmes d'existence et les
propriétés des intégrales des équations différentielles ; enfin je me suis élendu davantage sur la théorie des lignes lracées sur une surface et, en particulier, sur celle des géodésiques. Comme antérieurement, je me suis strictement borné dans loutes ces questions au domaine réel.
CHAPITRE PREMIER
Intégrales généralisées et fonctions d'un parametre
_V —. Intégrales généralisées
1. Intégrales proprement dites, intégrales généralisées. — La définition primitive des intégrales simples ou multiples suppose la fonction et le domaine d'intégration limités. Si la fonction ou le domaine d'intégration devient infini, il faut un passage à la limite de plus pour définir lintégrale. Nous donnerons aux intégrales qui comportent ce nouveau passage à la limite le nom d'intéorales généralisées, par opposition aux précédentes que nous appellerons des intégrales proprement dites. Les principes de ces nouvelles définitions ont déjà été brièvement indiqués dans le premier volume (n° 184). |
Nous commencerons par exposer un théorème qui est souvent
utile dans les recherches relatives à ces intégrales.
2. Deuxième théorème de la moyenne. — I. Soient f(x) et o(x) deux fonctions bornées et intégrables dans l'intervalle (a, b). St, pour x > a et < b, + (x) est : 1° positive, 2° non décroissante, OR on a
(1) MOTO Die D \. f(x) dx (ST
Décomposons l'intervalle (4, b) en éléments infiniment petits par les points x, = 4, X9, X3,... Xn+1 — b. Désignons, en général, par à, Pamplitude et par &; un point intermédiaire de l'élément (x;, x::,). Le premier membre de (r) est la limite de la somme
ñn ds +1 Date \ f(x) dx, L= | 1e
CA LA
Vol zil Î
car la différence de ces deux expressions, à savoir
| n a à 2e | 4 ë À dr cu Le) +6) C) de, 2
tend vers zéro. En effet, soient A; to de dans Pintérieu de 3; et y. la plus grande des intégrales de | 1 | dans les divers inter
LS
valles à;, cette différence est moindre en valeur absolue que
= “à | flax < HO A OR
les à). Donc, en écrivant Fe même somme autrement, le premier
membre de (1) est aussi la limite de
ë PE) ee rs: @], a fax | À k ton | PEZ | Zi : F0
b n Die 3 7 — (4) \ fax : LG) rs GI Jax.
On ne change pas non plus cette limite par l'addition d’un terme qui tend vers Ü, de sorte que le premier membre de (HE est CeGs
la limite de l'expression
b n b | | | ve 5 | fa + Éfe) 88 | fx + 18 cf ax
Les coefficients des trois intégrales de J ax qui sont écrites dans
cette expression sont respectivement positifs en vertu des troi
hypothèses du théorème. Donc, en désignant par y. une moyenn
entre ces intégrales ou, ce qui revient au même, centre les valeurs ; | | de\ Hi dx dans l intervalle (a, b) de % l'expression précédente est F.
de la forme
à LED + : 16) — D + + B EL
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_ intermédiaire . pour une valeur au moins Li ne JE b), ce qui établit l'équation (our
2 Il. Plus généralement, quel que soit le signe de :(x), si, pour x > a Fe DRE CeLIe fonction est :1° S À et < B, 2° non décroissante, on a
de x dans l'intervalle
| é Fa $ si © à LG) dx = a (re +B 0 Jo @<i<n LE de était non croissante, la formule subsisterait sauf qu’il D faudra y permuler À et B.
MEn'eftet, si 20) croît, On a, par le théorème Gex étant positif),
mb : b
ne À|c—nraæ CN fax, a f Ë
# ce qui revient à la formule (2). Si, au contraire, + décroit, on _ changera dans la formule (2) le signe de +, donc ceux de A et de B, ce qui revient à changer les signes des deux membres et, comme 2 + croît, on sera ramené au cas précédent.
La proposition II donne lieu à deux formules particulières, _ souvent employées :
BOUT On a, en particulier, sous les conditions de la proposition XI,
Se 4
OR POTC ET ONTESTEONE
15 eflet, on peut faire, dans la formule (2), À = :(a + 0) et
B— = 4 — 103 en désignant pe R ne Ross 1£ £ quand x tend”
tantes car, dans les deux cas, la variation de ne change pas de sens.
ANA Si la variation de (x) ne change pas de sens dans l'intervalle # a, b), on a | |
À 4029 FC) ds = (a) WE + +) | fax
à En eflet 4(x) reste alors compris entre +(4) = A et 2(b) = B.
3. Définition des intégrales à limites infinies. — Soit /(x) une fonction bornée et intégrable au sens élémentaire, c’est-à-dire n'ayant que des points de discontinuité isolés dans l'intervalle (a, x'}
quelque grand que soit X'; on pose, par définition,
\ JOaRE us | JC dx.
Si cette limite est finie et déterminée, lintégrale existe ou est convergente. Dans le cas contraire, lPintégrale #’existe pas ou est divergente. Ceci peut avoir lieu de plusieurs manières. Si la limite est infinie, positive ou négative, l'intégrale est infinie positive ou négative. S'il n'y a pas de Énite Pintégrale est indéterminée, mais elle n’est pas nécessairement dépourvue de toute signification, car Pindétermination peut être incomplète. Ainsi les plus grande et plus petite limites du second membre de léquation sont les limites d’indétermination de l'intéorale.
Si lon sait effectuer l'intégration indéfinie de f(x), la corinaissance d’une fonction primitive F(x) permet de reconnaitre immédiatement si Pintégrale existe et d’en calculer la valeur. Il faut, pour a l'intégrale existe, que F(x) ait une limite finie F() pour x = > et l’intégrale aura pour valeur F(=) — F(a).
Mais, en général, on ne connaît pas de fonction primitive et il faut un examen plus minutieux.
D’après les principes de la théorie des limites, la condition nécessaire et suflisaute pour que l'intégrale à limite infinie converge, est que la différence des deux intégrales prises dans les intervalles (a, x') et (a, x") soit infiniment petite, X”° et X” étant des infiniment grands indépendants. Cette différence sé réduit à l’intégrale, prise
entre deux limites qui augmentent indéfiniment, a" |. 6 à, œ! 1
que l’on appelle une intégrale singulière. Donc, pour que l'intégrale à limite infinie existe, il est nécessaire et suffisant que l’intégrale singu-
lière correspondante ait pour limite O.
| | RÈGLES DE CONVERGENCE mm S
LS | | SE à La condition se simplifie quand f(x) ne change pas de signe, car, Cr dans ce cas, l'intégrale entre d et X° varie toujours dans le même sens quand x’ augmente, L'intégrale entre 4 et l'infini sera donc | _ nécessairement convergente ou infinie.
Une intégrale est absolument convergente quand elle converge après _qw on y a remplacé f(x) par sa valeur absolue; et alors elle est con-
Ua 4 \: | vergente, car la valeur absolue de l'intégrale singulière ne diminue We 4
certainement pas quand on rend tous ses éléments positifs, et si elle | _ tend vers O après ce changement, elle tendait déjà vers O avant.
_ On considère aussi des intégrales dont la limite inférieure est infinie. En supposant f(x) toujours finie ou intégrable dans l'intervalle Le 0), elles se définissent par la formule analogue à la précédente
À | Fr) Re 1 m | f(x) dx. | | —D Te Elles donnent lieu aux mêmes considérations que les intégrales _ précédentes et s’y ramènent d’ailleurs en changeant x en — x. _ Enfin, si les deux limites sont infinies, on pose (le choix de 4 étant
évidemment indifférent)
( al
| raz | +| ca
_ ce qui ramène aux deux cas précédents.
# 4. Règles de convergence absolue. (Limites infinies). —
As ÊT FA
Nous nous bornerons à la seule intégrale \ f(x) dx, car les règles D. & | relatives aux autres s’obtiennent par analogie. Nous remarquerons _ d’abord que cette intégrale sera convergente ou non, absolument
Res. convergente ou non, en même temps que | f(x) dx où p est un , # : ke
CR nombre aussi grand qu’on veut, car elle n’en diffère que par une FAR intégrale proprement dite. C’est pourquoi, la limite inférieure de D brie étant indiflérente dans les règles suivantes (sous la seule
condition que /(x)soit intégrable), nous nous dispenserons de l'écrire.
ide LÉ , à C Pa eo d ;
tn ve) 1% vi TN a À ne " Oh > | r
ve * > | J ’ y $ G
ne I. Supposons qu’on ait | f Go a 2(X) | à partir d'une cerlaine 3 4 valeur de X, et formons les deux imégrales : pen RASE L'e] FEU F à NT To !
Lo. | fan. Ne 0 Ë | | 3 Mi | | ; À 4 FN no Si la seconde est absolument convergente, la première l’est aussi; 51
la premiére n’est pas absolument convergente, la seconde ne l’est pas
non plus. “14 En effet, si l'intégrale de | + | est finie, ceie de flleseraa à for é
tiori (donc elle convergera); si l'intégrale den est infinie, celle
de |o | le sera a fortiori (donc celle de © ne sera pas absolument | ÿ
-convergente). #
On applique souvent ce théorème dans le cas où f est infiniment F petit par rapport à & pour X = æ ; il prouve alors que, si la seconde ee : , intégrale est absolument convergente, la première l’est aussi. à % IT. Signe change pas de signe et que le quotient f : & tende‘vers :. une limite L finie et différente de O pour X = =, les deux intégrales
à dr, 1e
5 de la règle précédente seront en même temps soil absolument conver= | gentes soit divercventes. 'NPANE
En effet, si x croît suflisamment, f(x) finit par rester compris $ entre (L — <) (x) et (L + :) e(x). Or les deux intégrales n
M ace PV sax, | (L+Dpdr= a+\ ed,
convergent où divergent en même temps que celle de +, et: ES F absolument car leur élément ne change pas de signe; nous en con- ‘2 ‘4 cluons, par le théorème I, que l'intégrale de f 4x ayant son élément intermédiaire entre ceux des précédentes, converge ou diverge en. même temps qu’elles. à
/ IL. Si, pour x infini, f(x) est infiniment petit d’ordre terminé La "3
la condition nécessaire et suffisante pour la convergence de \ : dx ". FRS
que l’on aitax DT et alors la convergence est absolue. | .
On dit que / est infiniment petit d’ordre à si le rapport f\ (x) xs es tend vers une limite EL, finie et différente de D ÉDOUT SE" Cette règle est donc un cas PAR UET de la précédente : HAE de fax
sc £ LA k AT ur X jus , AVE AE ONE PH ART as) Mad (ob
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converge ou diverge en même temps que celle de x7* 4x, laquelle converge si a > I et diverge si x 1. On le vérifie directement au moyen de lintégrale indéfinie
- | Dr ee RME É Nbre sh dHière.der.:
x% ÉCHECS LION"
qui tend vers l'infini avec \, sauf six est > 1.
ExEmPLes — Les intégrales suivantes convergent, par la règle III DU" RAA NC POHADES bre FT 2 2N2 | AT Ixt \ + x) Les intégrales suivantes (dont l'élément est moindre en valeur absolue que celui de la dernière écrite ci-dessus) sont absolument convergentes par la règle I :
De)
Base | sin X dx \ ad? + X?? x (d° + x)
Soient d et » des quantités positives ; les intégrales suivantes (dont l’élément est infiniment petit par rapport à dx : x!) conver-
gent par la même règle :
eo) ee) (+) | RAC he \ À RES TX, \ XP 2100) COSNDN: GC:
5. Règles applicables à la convergence non absolue. — IV. Si une intégrale F(x) de œ@(x) reste finie pour x = >, l'intégrale
\ ge) dx
converge pour toute valeur positive de 2.
On a, en effet, par intégration par parties, puis passage à la limite,
\ #G) D al + a | e
a À X @ « / a A DCX F(a ES HOT 22 | \ RO ax = "0 + à | rs a X (4) aix
Or cette dernière intégrale converge par la règle IT, car F(X) dx : x!Ta est infiniment petit par rapport à dx : X!TE(: < 4), ce qui est l'élément d’une intégrale convergente.
Par exemple, les sinus et cosinus ayant leurs intégrales finies et
périodiques, cette règle prouve l’existence des intégrales
Sin * SITX \ AOPE \ snx LE
V. Soit @(x) une fonction dont le sens de variation ne change pas et
(og
qui tend vers une limite finie pour x = =, formons les deux intégrales :
\/ (x) dx, \/ GORGES
Le
si la première converge, la deuxième converge aussi.
En effet, par le deuxième théorème de la moyenne, on a
Rx! Ë ex" Ve fax = ga) | fax + ec) | as (a ES Ë — ser ;
Si x, x" et, par suite, £ tendent vers l'infini, les deux intégrales singulières du second membre tendent vers O par hypothèse. Comme elles sont multipliées par des quantités finies par hypothèse, le second membre tend vers O et, avec lui, l’intégrale singulière du . premier membre, ce qui prouve le théorème.
VI. Soient ®(X) une fonction dont le sens de variation ne change pas et qui a pour limite O pour X = >, ensuite F(x) une fonction primitive
Net de f(x); si F(x) est bornée pour x = =, l’intégrale \ FX) e(x) dx sera convergente.
En effet, la formule de la démonstration précédente subsiste ; son
second membre peut se mettre sous la forme
ne f co f+ Lo LE @f
et tend vers Ü avec &(x°) et o(x"), car F(x'), F(E) et F(x”) restent bornés.
RÈGLES DE CONVERGENCE
6. Définition des intégrales de fonctions infinies. — Soit maintenant à intégrer une fonction /(x) non bornée dans l’intervallée (4, db)...
1° Si f(x) est bornée et intégrable (au même sens que précédemment) dans l'intervalle (4, h — +) quelque petit que soit :, mais illimitée dans l'intervalle (b -— :, b), on pose, par définition, : restant positif,
b Pb—E D) ax lin \ Jde
Ja g—0
La condition nécessaire et sufhsante pour que cette intégrale existe ou soit conversente, est que la différence des intégrales étendues aux intervalles (a, b — e) et (a, b — £’); ou que l'intégrale
singulière à laquelle elle se réduit, be’ | ax.
pese ait pour limite O, : et «’ étant des infiniment petits (positifs) indépendants. Si l'intégrale existe, elle peut être absolument convergente
ou non; et, si elle n'existe pas, elle est infinie ou indéterminée
comme les intégrales à limites infinies. Pratiquement, on ne ren-
contre guère que des intégrales absolument convergentes.
2° Si f est bornée et intégrable dans l’intervalle (a + <, b) mais: illimitée dans (a, 4 + :), Pintégrale dans (a, b) se définit par la
formule, analogue à la précédente, | b
e er b
|. 69 dx = lim es HO:
À PH CAE / Elle existera si l'intégrale singulière \ f dx tend vers 0, « et € Cs a+E
étant des infiniment petits indépendants.
3° Si f est bornée et intégrable dans l'intervalle (4, b) sauf aux environs des extrémités «4 et b, on partagera l'intervalle en deux autres par un point intermédiaire c (dont le choix est indifférent) et l'intégrale dans (a, b) sera la somme de celles dans (4, c) et (c, b). 4° Plus généralement, f(x) peut être bornée et intégrable dans
toute portion de lintervalle (a, b) ne contenant pas un nombre
limité de valeurs singulières aux environs desquelles elle devient infinie. Supposons, pour fixer les idées, que les valeurs 4 et b soient de ce nombre et désignons les autres par xX,, %... L'intégrale étendue à (a, b) sera, par définition, la somme de celles étendues à (a, x,), (X,, Xo),... ce qui ramène au cas précédent. La condition d’existence de l’intégrale étendue à (4, b) est donc que chacune des inté-
grales singulières :
Pare EME (Mes + \ fax, fax, re fax.
Le
ait pour limite O, < et <:” étant des infiniment petits indépendants.
7. Propriétés des intégrales généralisées. — I. Les définitions précédentes sont évidemment telles que, si lon partage l’intervalle (4, b) en plusieurs parties, l'intégrale dans (ad, b) sera la somme des intégrales dans chaque partie.
s conditions d'existence que nous v s d'écrire exprfi- IT. Les conditi l’exist que nous venons d
Pr
ment que l’intévrale \ f dx est encore une fonction continue de x
dans l'intervalle (a, b). En eflet, en faisant tendre :° vers 0 avant :, on en conclut que les intégrales :
® ae ; (x z CÆt HE ' \ Tan; \ Î dx, \ SES T1] 55 +
sont infiniment petites avec :. Donc l'intégrale entre 4 et X est continue aux points singuliers 4, X,,... les seuls pour lesquels sa continuité soit en question.
IT, On peut énoncer, pour les intégrales généralisées, un théorème analogue à celui de la moyenne. Ainsi, si / a une borne inférieure # ou bien une borne supérieure M dans l'intervalle (a, b), on 4 l
b | fdx > m(b— a) ou bien \ f dx LM (b — a).
En effet, en nt pour fixer les idées que b soit le seul point
singulier
sk:
elles subsistent donc, à la limite, pour : =
Un.
L'yrpots
RÈGLES DE CONVERGENCE II
8. Règles de convergence (fonctions infinies). — I. Supposons qu'ont ait | f(x) | 2 | Ex) | , sauf pour les valeurs singulières de x, et formons les intégrales :
b er b
Les \ o dx.
Ja a
Si la seconde est absolument convergente, la première l’est aussi. Si la première n’est pas absolument convergente, la seconde ne l'est pas non plus.
Ce théorème se démontre comme le théorème analogue relatif aux intéorales à limites infinies (n° 4, 1).
Supposons maintenant, pour fixer les idées, que /(X) ne soit
infinie que quand X tend vers b. La règle suivante, énoncée dans
cette hypothèse spéciale, s’adaptera d’elle-même aux autres cas :
I. So ne change pas de signe quand x tend vers b (unique valeur singulière) et que le quotient f : © tende vers une limite L finie et différente de O quand x tend vers v, les deux intégrales de la règle précédente seront en méme temps absolument convergentes ou en même temps divergentes.
La démonstration faite (n° 4, IT) pour les intégrales à limites infinies se généralise d’elle-même.
[IT Si, pour chaque valeur singulière, f(X) est infinie d'ordre
délerminé x, la condition nécessaire et suffisante pour la convergence Pb
de \ f(x) dx est que tous ces ordres à soient < 1 el alors la conver- [42
gence sera absolue.
Ce théorème se ramène au précédent par la définition de l’ordre
d’infinitude. On dit que f(x) est infinie d'ordre z pour x = c, si
lon a 1(X) - Ya(x)
Nr me <<. CDOUF AIRE Er LDOUL AE C DE CE Dos », les fonctions 4, et b, ayant, quand x tend vers e, des limites finies et différentes de O0. Toutefois, si c est une des extrémités de lintervalle (4, b), on ne tient compte que du seul cas où x varie dans cet
intervalle.
Ceci posé, nous pouvons admettre dans la démonstration que b soit ia seule valeur singulière. Il sufit alors d’appliquer l'énoncé du théorème précédent en y faisant © — (h — x)-#, car l'intégrale de (b==,x)72 dx converse dans l'intervalle) (0p rec pret diverge si x = 1. On le vérifie directement au moyen de linté-
grale indéfinie | dx lb x) (na) suc'diièrede ae lie à CE) EN Los CRE Se qui est infinie quand x tend vers b, sauf si 4 < 1. Par exemple, si p et g désignent deux nombres compris entre Ü
nu , et 1, l'intégrale
\ (re ANT x
est absolument convergente, car, pour chacune des deux valeurs
singulières O et 1, /(x) est infinie d'ordre < 1.
9. Intégrales généralisées élémentaires. Intégrales doublement généralisées. — Une même intégrale peut comporter en même temps les deux sortes de généralisations précédentes. C’est ce qui arrive si l’on intègre dans un intervalle infini une fonction présentant des points singuliers isolés où elle devient infinie.
Si ces points sont en nombre limité, pour définir l’intégrale étendue de 4 à Pinfini, on désigne par à un nombre arbitraire supérieur
à toutes les valeurs singulières et l’on pose, par définition,
9 D ll b M
\ JC) dx = |. 6) ax + \ f(x) dx.
D va b
Pärexemiple,:st l’ona Our intécrale
\ AA URL \ XL ET OX ANNE ler AETER est absolument convergente comme somme de deux intégrales absolument convergentes.
Plus généralement, s’il y a une infinité de valeurs singulières
isolées et que l'intégrale existe dans toute portion limitée de
RÉGLES DE CONVERGENCÉ 1
l'intervalle d'intégration, on la définit dans lintervalle entier par les mêmes passages à la limite qu'au n° 3.
Quand la fonction à intégrer est positive et les valeurs singulières isolées, lintégrale est toujours déferminée : sa valeur est finie ou infinie positive.
Les définitions peuvent se généraliser, mais les précédentes sufhsent en pratique. Nous dirons que les intégrales qui rentrent dans ces définitions sont des intéorales généralisées élémentaires. Ces intécrales sont donc celles de fonctions ne présentant que des points
de discontinuité isolés.
10. Valeurs principales. — Cauchy a fait grand usage de ce qu'il appelle la valeur principale d'une intégrale indéterminée. Soit d’abord /(x) une fonction continue pour toutes les valeurs de x. Il
peut arriver que la définition habituelle,
To
| Go AVIS lim | | HO
ne conduise à aucun résultat déterminé, mais que la limite existe lon tait 0% Dans ce cas, cette limite sera, par définition, la valeur principale de l'intégrale du premier membre.
De même, soit / (x) une fonction continue en tout point de l’intervalle (4, b), sauf un seul point x, où elle est infinie; il se peut que
la définition habituelle,
Rnb 2 MT +: # | | Ga = im +|\ fa, Et vT] LE
ne conduise à aucun résultat déterminé, mais que la limite existe en faisant : — <. Cette limite est alors, par définition, la valeur princibale du premier membre. On aperçoit immédiatement en partageant l'intervalle d'intégration ce que deviendra cette définition sil y a plusieurs points singuliers entre & et b.
Par exemple, l’intégrale de dx : x est indéterminée si on l’étend
de — 1 à + 1, mais sa valeur principale est nulle.
14 CHABITRE Î. INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES
1. Calcul des intégrales généralisées. Intégration par décomposition et par parties. — 1° La FORMULE FONDAMENTALE
pour le calcul des intégrales définies,
| AG) dx = F() — F(a
subsiste si l'intégrale est généralisée, pourvu que la fonction F(x) soit continue en tout point de l’intervalle (4, b) sans exception et qu'elle ait /(x) pour dérivée sauf aux points singuliers de f(x). Nous avons déjà établi ce théorème dans le premier volume (n° 184) et montré qu’il subsiste pour b — = quand F(x) a une limite F (=) DOUTE
2° LA FORMULE D'INTÉGRATION PAR DÉCOMPOSITION se généralise aussi: Soit f(x) = f(x) “+ Rx) ; ton aura t(dret#pouvantiète
infinis)
s se \ 10) du = \, f, (x) dx + \ f(x) dx,
pourvu que deux au moins de ces trois intégralesisoient déterminées, la troisième l’étant alors nécessairement, car la limite d’une somme est toujours égale à la somme des limites supposées existantes.
REMARQUE. — Supposons qu'on sache seulement qu’une des deux intégrales du second membre est déterminée. Si l’on s’interdit de faire passer les termes d’un membre dans l’autre, on pourra encore écrire la formule précédente, mais elle signifiera seulement que les deux membres sont ou égaux ou tous deux indéterminés mais avec les mêmes limites d’indétermination s’il y en a.
Pour justifier cette remarque, considérons un cas particulier, le raisonnement étant général. Supposons 4 et b finis et admettons que ff et Jo n'aient qu'un point singulier b. Si c’est l'intégrale de }, qui est déterminée, on aura, tendant vers Ü avec 2,
b—e *b BE MOLANOTEANN OCR Ja a a Donc, « étant infiniment petit, toute restriction à l’indétermina-
tion d’un des deux membres de cette relation entraîne la même
restriction pour l’autre membre.
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Cette remarque a son importance pour reconnaitre si une intécrale donnée est déterminée ou non, car, si l’on peut simplifier celle-ci par l'addition d’une intégrale déterminée, il suflira de raisonner sur l'intégrale simplifiée.
3° Quand la RÈGLE D'INTÉGRATION PAR PARTIES est encore applicable, elle résulte des précédentes. Soient f(x) et p(x) deux fonctions continues entre a et b mais dont les dérivées f(x) et &’(x) n'aient que des points de discontinuité isolés. On a, par la première
règle qui précède, Pb b À LOG) 8) + 8) O1 dx = LCD #01.
Donc, si l’une des deux intécrales :
, oO
b RD a
\ J (x) #'(x) dx, \, e(x) '(x) 4x
est déterminée, l’autre l’est aussi et l’on a b 0) b À C0) 9°) dx = LG) #1 — À ea) °C dx
Si à ou b est infini, le terme aux limites peut être indéterminé et il faut une condition de plus pour légitimer la formule précédente. Il faut admettre que deux au moins des trois termes qu’elle renferme aient une valeur déterminée et alors ils sont déterminés tous
les trois.
12. Changement de variables. — [La formule de transformation des intégrales définies par substitution établie dans le premier volume, peut être généralisée. Voici cette formule, dans laquelle nous supposerons, pour fixer les idées, que Test > 4, :
Dora to
& JLe0)] + () dr.
ñ On peut énoncer la règle suivante :
Si la dérivée @'(t) est continue et différente de O dans l'intervalle (, T) sauf peut-être aux extrémités, la formule (x) subsiste pour les
intégrales généralisées en ce sens que les deux membres seront ou bien
égaux ou bien tous deux indéterminés, mais avec les mêmes limites d’indétermination s'il y en a.
Cette règle n'exclut pas le cas où e(#) serait discontinue aux extrémités /, et T', ni celui où /, et T seraient eux-mêmes infinis, mais il faut alors, comme la démonstration va le montrer, que o(,) et 2(T) désignent les limites de-o(r) quand # tend vers 4, en décroissant ou vers T en croissant, limites qui seront finies ou infinies (de signe déterminé), puisque, ©” ne s’annulant pas, la vatiation de © ne change pas de sens.
Cette remarque faite, nous pouvons démontrer la règle.
Supposons d’abord que ?, et T soient finis et admettons, pour fixer les idées, qu'il n’y ait de point singulier de f(x) ou de /(e) qu'aux deux limites des intégrales. Quand { varie de t, à T', la fonction @(1) varie toujours dans le même sens et ne passe qu’une fois par les valeurs @(4, + :) et &(T — x), en sorte que l’on a, sans
difficulté, les deux membres étant des intégrales proprement dites,
Co(T—y) ; PT—-» ; (2) le fo | joe à Jeter te) Jurs
Si l’on fait tendre : et x vers Ü, on obtient la relation (1) à la
limite, avec le sens que nous lui avons donné.
Par exemple, par la substitution X = sin* {, on a
Tr
\ APAOTE EN AUREES \ (sin }P2! (cos Ra 0 0
Les
et, par la substitution x = — log f,
A0 ro / 1) 4=| Î t\a=l \ NN Se DOX \ (108 1) ip | (io e dt.
V0 VI V
Si {, et T étaient infinis, il faudrait simplement, pour faire la démonstration, remplacer dans la formule (2), /, + < par un infiniment grand négatif #”, et T — x par un infiniment grand positif T”, la formule (2) subsistant avec ces nouvelles limites en vertu de la
démonstration même que nous venons de faire.
Par exemple, on a, par la substitution x = [/#,
1% 00 ee) D Er, I sin { SAN Ori AE 0 0 2 0 V/# REMARQUE. — Lorsque les conditions de la règle précédente ñe
sont pas vérifiées, il faut le plus souvent, pour procéder avec sécu: rité, partager l'intervalle (/,, T) en intervalles partiels satisfaisant aux conditions de la règle et étudier la transformation dans chaque intervalle séparément. Toutefois, dans certains cas, on peut utiliser la règle suivante : |
Si o(1) est continue entre 1, el T et que ©'() ne soit nulle ou disconlinue qu'en des points isolés de l'intervalle (,, T), la formule (x) subsiste pourvu que son second membre soit déterminé.
En eflet, on peut écrire la formule analogue à (t1) pour chacun des intervalles de { compris entre deux points singuliers consécutifs de ®’({). Pour chacun d’eux, les deux membres de la formule obtenue sont déterminés et égaux. En ajoutant ces diverses formules, on retrouve la formule (1), dont les deux membres sont donc aussi
déterminés et égaux.
13. Nouvelle définition des intégrales généralisées élémentaires de fonctions positives. — Soit /(X) une fonction non négative, admettant une intégrale généralisée élémentaire (n° 9). Définissons une fonction auxiliaire /,(X) en posant :
a hors RE ; SI 72
Cette fonction est bornée et n’est discontinue qu'avec /. Elle peut servir à définir l'intégrale généralisée de f par un seul passage à la limite, au moyen des formules suivantes :
Si l'intervalle d'intégration est borné, on a
Pb D \ RO ATEtEiM \ TC) are va n=n Ja
et si cet intervalle est infini, soit par exemple (— >, + >), on a
Le FC) dx = lim Vi f(x) dx.
LE
VA
En effet, les limites (finies ou infinies) écrites dans les seconds”
membres existent et ne peuvent surpasser les valeurs des premiers membres (car f, < f), il suffit donc de prouver qu’elles ne sont pas moindres.
Faisons d’abord cela pour la première formule. Il y a dans (a, b) un nombre limité de valeurs singulières où f cesse d’être borné, et il suflit de prouver la formule dans l'intervalle de deux d’entre elles. Autant admettre que les valeurs singulières sont 4 et b. On a, dans ce cas, quelque petit que soit « positif, |
b € P he
42 CALE € lim | Foserum \ EEE \ the = 0 JA 1 —2D J a+E si) (LE car f, devient égal à f entre 4 + e et b — <. Il vient donc ana
limite, quand < tend vers zéro,
im || Jade | f dx.
fl 20 C2
Passons à la seconde formule. On a, par ce qui précède, quelque
grand que soit N fixe,
+n : Pre, ®+N | A ee Aer À Le lim \ HPONUUTR io \ Jax ; ND jJ—n ND ,) —N D, NN et, en faisant tendre N vers l’infini, nn 1% 0 . CF URL ra £ lim \ due \ J dx, no ,J -n 00
ce qui achève la démonstration.
14. Théorème. — Soit F,, F,,... F,,... une suile NON DÉCROIS- SANTE de fonctions POSITIVES de x; si chaque fonction est bornée, continue (sauf peut-être pour des valeurs isolées de x indépendantes
den), et si F,(x) tend vers une limite finie ou infinie F(x) quand n tend vers l'infini, on a
Him im À F FT | Etat
que l'intervalle (a, b) soit fini ou non, pourvu que la fonction F n'ait
que des points de discontinuité isolés et admette, par conséquent, une
intégrale élémentaire. Celle-ci d’ailleurs peut être finie ou infinie.
LS É di 1 à M . FRE UE, PE + MOTO AT, €? Us Tr 2 4 RS CELA Pat Bu de ÉLAN . LS LIN da 4 + A ON piété te LEE + 134 ce RS AN PRET NE PIETS House CAT Es ei Ce Re | /
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La démonstration est immédiate si les fonctions F, sont continues et l’intervalle (4, b) fini. L’énoncé revient 4lors à dire que l’on peut intégrer terme à terme la série de fonctions continues et
positives KE F, A Œ or F;) AT (RE Ji Feu à MRC
ce qui est permis (/. [, n° 326).
Si l'intervalle (a, b) est encore fini, mais que les fonctions F, cessent d’être continues en un nombre limité de points xX,, X5,.., on peut, comme au n° précédent, admettre que a et b soient les seules valeurs singulières. On a, dans, ce cas, quel que soit : positif, d’après ce qui vient d’être démontré,
Pb MN b=— € lim | Fax > > lim | PUS F dx.
| {)mp eo) #4
Faisons tendre =: vers zéro, il vient, le second membre pouvant d’ailleurs croître indéfiniment,
D FO
Pb lim À Fees
(Em
Mais légalité seule est possible, car le premier membre est inférieur au second quel que soit #1.
Enfin, si les limites a et » sont infinies, par exemple toutes les deux, on a, quel que soit N positif, d’après ce qu’on vient de prouver, ? +do as PHN lim \ Pre Si im LAN dx Vi Rose Ce N Ce NN
et 1l suflit de faire tendre N vers linfini pour démontrer la proposi-
tion, comme dans le cas précédent.
15. Intégrales doubles généralisées.. — On suppose que les points de discontinuité de la fonction f(x, }) à intégrer sont isolés ou répartis sur certaines lignes de discontinuité satisfaisant aux conditions stipulées dans le premier volume (n° 270). Par contre, la fonction ou le domaine d’intégration n’est plus supposé borné. On
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appelle points singuliers ceux autour desquels la fonction n’est pas bornée.
FONCTIONS NON NÉGATIVES. -— En premier lieu, si le domaine D est borné et limité par un contour C satisfaisant aux conditions déjà rappelées, pour définir l’intégrale d’une fonction f(x, y) non négative,
\\ JC, y) dx dy,
on procède à peu près comme pour les intégrales simples. On commence par enlever les points singuliers du champ d'intégration. À cet eflet, on entoure les points singuliers isolés d’un contour infiniment petit, on enferme les lignes de discontinuité entre deux contours infiniment voisins, et l’on considère la portion D’ de l'aire D qui est extérieure aux contours auxiliaires. L'intégrale étendue à D’ étant une intégrale proprement dite, on pose, par définition,
\| PONT in \| f(x, y) dx dy.
Si cette limite est finie, l'intégrale généralisée existe. Il suffit évidemment pour cela, f étant positif, que le second membre soit borné quand D’ tend vers D, et alors sa limite est indépendante de la manière dont D’ tend vers D. Si lintégrale n'existe pas, elle est infinie positive. |
En second lieu, si le champ d'intégration s'étend à l’infini dans certaines directions ou dans tous les sens, on procède d’une manière analogue. On considère d’abord Pintégrale (généralisée ou non) dans une portion bornée D’ de l'aire D, puis on étend successivement D” à D tout entier : l’intégrale dans D est la limite (finie ou infinie) de celle dans D’. Cette limite sera d’ailleurs indépendante de la manière dont D’ tend vers D; et, si D s'étend à. linfini dans plusieurs directions, D” peut croître à l’infini soit simultanément soit successivement dans les divers sens. |
Le cas des fonctions non positives se ramène à celui-ci par un
simple changement de signe ; il n’y a pas lieu de s’y arrêter.
CALCUL DES INTÉGRALES DOUBLES
FONCTIONS DE SIGNE VARIABLE. — On ne reconnaît d'existence à l'intégrale double généralisée d’une fonction de signe variable que si
elle est absolument convergente, c’est-à-dire que si intégrale
EP
| LG, 2 | dx dr | Jp existe.
Si cette condition est remplie, l'intégrale de /(x, y) dans D se définit par les mêmes passages à la limite que pour les fonctions positives et l’on est assuré que cette limite est finie et unique de quelque manière que D” tende vers D. En effet, la fonction f est alors la différence de deux fonctions non négatives | f | et | f | — f, dont les intégrales existent.
REMARQUE. — Si / est positive, son ébrale généralisée dans D peut encore se définir à laide de la fonction auxiliaire ro déjà définie,
LUS HSE.
En efet, si D est borné, on a
KE
\| faxdy== lim \| ax dy:
D n=e ) Jp
et, si D n’est pas borné, on a, D, tendant vers D quand # tend vers
Les démonstrations se font comme pour les intégrales simples.
Pinfini,
UT
Se
= CPR S CS æ
Er
Se
16. Réduction des intégrales doubles généralisées à des intégrales simples. — Si f(x, y) ne change pas de signe dans le domaine D borné au non, son intégrale dans D se réduit à deux intégrales simples consécutives par la règle ordinaire, pourvu que l’intégrahon par rapport à la première variable fournisse une fonction de la seconde qui n'ait que des points de discontinuité isolés. Cette règle s'applique que l’intégrale double soit finie ou infinie.
PREMIER Cas : L'intégrale double est étendue à tout le plan. Définis-
sons /, comme au n° précédent et posons
FACCESA PE EE
Soient D’ la portion de D entre les abscisses — N et + N; D’, celle de D’ entre les ordonnées — #7 et + #. Utilisons la remarque qui termine le n° précédent. Il vient, la réduction se faisant
sur une intégrale proprement dite, |
La fonction F,(x) est continue, sauf peut-être pour les abscisses
fax dy = im | fx dy = lim \n Eye LES D* L
—_ D? Er
CS
d’une ligne de discontinuité de f(x, y) parallèle à l’axe de y, celles-ci supposées en un nombre limité entre — N et N. On peut donc appliquer le théorème du n° 14 et il vient, en remplaçant F, par sa
limite, AN ?
\\ fax ax | ax\. fax.
JD: J- —
Le
Si lPon fait tendre N vers l'infini, D’ tend vers D et l’on obtient,
à la limite, la formule à démontrer :
DUMP ME \\ PA IQU EE \ ax \ f dy
) JD J
l=20 SRE
Cas GÉNÉRAL. — Les autres cas se ramènent au précédent à l’aide d’une fonction auxiliaire f, égale à f dans le domaine D et à zéro en dehors. L'intégrale de f dans D revient à celle de /, dans tout le plan, laquelle se réduit par la formule précédente. En négligeant les intervalles où f, est nulle, cette formule de réduction revient à celle relative à f.
REMARQUE. — Si f change de signe dans le domaine D, le procédé le plus simple pour légitimer la réduction sera généralement de partager le domaine D en plusieurs autres où f n’a qu’un seul signe
et d'effectuer la réduction dans chacun d’eux.
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CALCUL DES INTÉGRALES DOUBLES 23 17. Interversion des intégrations. — Sif ne change pas de
signe, on a, les limites étant finies ou infinies mais constantes,
dx \ far =\ 4 À NE que
CET) cel
pourvu que les intégrales intérieures soient des fonctions continues la première de x et la seconde de y, sauf en des points isolés.
En effet, les déux membres représentent la même intégrale double, car on peut intervertir les variables x et y dans les formules
du n° précédent.
18. Transformation des intégrales doubles généralisées. — Soient (Q un domaine, limité ou non, dans le plan uv, o(#, v) et Y(u, v) deux fonctions continues ainsi que leurs FI partielles, dont le jacobien J ne changé pas de signe dans Q. On ne stipule
rien sur la frontière. Supposons que les formules :
X — o(u, v) DUT).
fassent correspondre uniformément les points intérieurs à Q aux points iniérieurs à une aire D, limitée ou non, dans le plan xy.
On aura
À fe x à =\\. LI FC, Ÿ) du do
En effet, représentons par Q° une portion limitée de Q, dans laquelle f est continue, et qui tend vers Q ; le domaine correspondant D’ sera aussi limité et tendra vers D. L’équation précédente a lieu sans difficulté quand on y accentue D et Q (t. I, n° 285) ; elle subsiste donc à la limite, et c’est précisément ce qu’on écrit en supprimant les accents.
Le sens de l’équation précédente est le même que pour la formule de transformation des intégrales simples (n° 12). Les deux membres sont soit égaux, soit tous deux indéterminés, mais alors
avec les mêmes limites d’indétermination.
( 2. Intégration et dérivation des intégrales définies. Convergence uniforme. Applications
19. Intégration par rapport à un paramètre. — Soit f(x, x) une fonction continue des deux variables x et x dans un domaine rectangulaire R, limité par les valeurs 4 et b de x et par les valeurs 4, et «, de x; l'intégrale
4) =\ fG, 9 éx
& est une fonction continue de x dans l'intervalle (x, 4,). On peut se proposer d'intégrer ou de dériver cette fonction. Si l’on intègre w(x), on tombe sur une intégrale double
a 6472 rb \ (2) da =\ dal CG, a) dx. C2) ACT (4
LE
On peut utiliser pour la calculer toutes les méthodes de transformation étudiées dans le premier volume, mais la plus employée est la règle d'intégration sous le signe qui consiste à intervertir les intégrations par rapport à X et . Toutetois il ne faut pas oublier que cette règle n’est établie que pour les intégrales proprement dites. Nous verrons tout à l'heure qu’elle ne s’étend aux intégrales géné-
ralisées que sous des conditions particulières.
Dérivation par rapport à un paramètre. Règle de
Leibniz. — Considérons, comme au n° précédent, l'intégrale proprement dite AD o(a) | f(x; 2), 4x Are:
et supposons que la fonction f(x, «) ait une dérivée partielle f'a(x, x) déterminée et continue dans le rectangle limité par les valeurs a êt b de x, ay et ay de a: La dérivée de w(a) dans lmter valle (45, 2,) s’obtiendra en dérivant simplement par rapport à @ la fonction sous le signe d’intégration. Cette règle est celle de la dérivation sous le signe où règle de Leibniz. C’est une conséquence de la précédente.
CONVERGENCE UNIFORME DES INTÉGRALES
Soit, en effet, x un point quelconque de l'intervalle (4,, «,); on a,
COUR par la règle d'intégration sous le signe,
| &\ A0 CAN | re a) "F(X, «)] dx = g(a) va).
FO e
La dérivée du premier membre par rapport à z est la fonction sous le signe d’intégration extérieur (car cette fonction est continue). Il vient donc, en égalant les dérivées des deux membres extrêmes,
ee) Ha 2) UNE o (a).
#) C'estilarèple de/Leibniz.
Cette règle suppose que les limites 4 et b sont indépendantes de 3. 8 q Considérons maintenant une intégrale dont les limites x, et x,
soient des fonctions de x, par exemple p(x) À ON I) PA CRUE v *]
Nous supposerons : 1° que x, et x, sont deux fonctions continues de x ayant des dérivées également continues dans lPintervalle (ay, 1); 2° que la dérivée partielle f'a(xX, x) est déterminée et continue dans le domaine D du plan xx compris entre les droites NON ENCRES COUtThES L'X XIE Ko.
e dis que, sous ces conditions, l’on aura dans l'intervalle (2,, , (0 Il
/ (x? Of 1 dXo dx, (2) = dx + Ga à) = — fs, 9).
On doit donc ajouter deux termes complémentaires à celui fourni par la règle de Leibniz.
Cette nouvelle règle se ramène à celle de Leibniz par un changement de variables. Substituons, en effet, à x une nouvelle variable d'intégration { par la relation
X = Xy + (Xo — X,) é, de sorte que X est maintenant fonction de / et de z et coïncide avec
X, pour { = 0 et avec X, pour { = 1. L’intégrale transformée sera
y Î a ’ Er: à ASS - vs PENS p ON A)? , Le ae «: ni He . 4 À a à MES TER A NN MT CENT TT NE A je 2 sy at La 8 LH A an LA % ,
” He TER MP: S rate 4 AT ARE ’ ? MESÉT " N “QE Se pa à La Var
La fonction à intégrer et sa dérivée partielle par rapport à x sont des fonctions continues de / et de z dans le rectangle du plan fa compris entrer les "valeurs O,et,p del} ai et 4 des Daprécienne Leibniz s'applique donc à lintégrale transformée (aux limites
constantes O et 1); elle donne
A D CO frÉ OEM OO RE 0 ES aus \ D OPEN del on Eu u :
, A 1% ; UE se Cela [rl
Le
C’est, sous une autre forme, la formule qu'il fallait démontrer.
21. Convergence uniforme des intégrales généralisées. — Les règles précédentes et la continuité même de &(x) reposent sur: les, hypothèses : 1° que f(x, 4) "et "sa: dérivée” partiellen(sal s’agit de la règle de Leibniz) sont des fonctions continues; 2° que l’intervalle d'intégration est limité. Ces règles ne s’appliquent pas toujours aux intégrales généralisées et, pour reconnaître si elles subsistent, il est commode d'introduire une notion nouvelle, celle de la convergence uniforme des intégrales généralisées. Il y a deux cas à considérer : | |
1° La fonction est continue sous le signe /, mais une limite de
lintégrale est infinie. Soit o(x) = f(x, à) dx.
Cette intégrale converge uniformément pour un certain mode de variation de x, par exemple dans l'intervalle (as, «,), si à tout nombre positif = si pelit qu'il soit correspond un nombre X, indépendant de à, tel qu’on ait, sous la condition X° > X, et pour toutes les valeurs
considérées de :,
| CEE
(5 PONENLAX
2° La fonction f(x, x) peut croître indéfiniment pour certaines
valeurs de x et x, mais est continue en tout point aux environs duquel elle reste finie. Ce cas est plus complexe que le précédent,
car la répartition des points de discontinuité dans le plan (x, «)
LOUE
1. 0 ‘oil < 5 Pr ; Def ati de, TA Die RE EE PA ee LE A TA We 54 4 mn NET pi w R
ne =
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peut être plus ou moins compliquée. Ces points peuvent être isolés ou bien se suivre d’une manière continue sur certaines lignes. Pour abréger, nous nous bornerons au cas le plus simple mais le
% plus fréquent, celui où f(X, x) n’est infinie que pour un nombre
# limité de valeurs de x indépendantes de 2%.
| Cette condition peut se réaliser de deux manières différentes, soit que f(X, x) ne devienne infinie qu’en des points isolés du plan (X, x), soit qu’elle devienne infinie le long de certaines droites parallèles à l’axe des x. Les deux intégrales suivantes sont des
exemples des ces deux cas :
| XTA (1 TC) ax.
\ dx Dans la première, la fonction sous le signe n’est infinie qu’en un point isolé (l’origine); dans la seconde, elle est discontinue tout _ le long de l’axe des + positifs. Dans les définitions et les théorèmes qui vont suivre, cette distinction n’interviendra pas.
Sous les conditions précédentes, l’uniformité de la convergence des intégrales de fonctions discontinues est tout analogue à celle des intégrales à limites infinies et les théorèmes relatifs à ces diverses intégrales vont s’énoncer dans les mêmes termes.
Considérons d’abord l'intégrale
4e) =| JG, à ds
où f(X, x) ne devient infinie que pour x = b. Nous dirons qu’elle converge uniformément pour un certain mode de variation de &, si à tout nombre positif + si petit qu'il soit correspond un autre nombre
positif à indépendant de à et tel qu’on ait, sous la condition O < 3° < à,
Ps FASO
Cu
ave:
On voit immédiatement comment il faut modifier la définition précédente si c’est pour x = 4 que f devient infinie. Si cette fonction devient infinie pour plusieurs valeurs x,, X,... de x, on partage l’intervalle d'intégration et, en même temps, l’intégrale proposée en
plusieurs autres dans lesquels f ne devient infinie qu’à lune des
PPT TR RE REED EE DIR
limites. Enfin, si f ayant des points de discontinuité en nombre limité, l'intégrale est à limite infinie, elle se décompose en plusieurs autres semblables aux précédentes, avec en plus une intégrale de fonction continue mais à limite infinie. Si chacune de ces intégrales composantes converge uniformément, il en sera de même pour la proposée.
Dans ces conditions, la convergence unitorme des intégrales généralisées correspond exactement à la convergence uniforme des séries étudiée dans le premier volume. Montrons, en effet, qu’une intégrale généralisée uniformément convergente peut se mettre sous forme d’une série uniformément convergente d’intégrales proprement dites.
Si l'intégrale est à limite infinie, on désignera par b,, b,,... b,...
une suite de nombres croissant à l’infini et l’on écrira
20 bise NE se \ fax - + \ \, fx i'
et si l'intégrale du premier membre converge uniformément, 1l en est de même de la série du second membre.
Réciproquement, si la série converge uniformément de quelque manière qu'on choisisse b,, b,,..., l'intégrale converge aussi uniformément, car on peut choisir b,, b,,... assez rapprochés pour que l'intégrale entre 4 et X diffère aussi peu qu'on veut de celle entre a et l’un des b.
D'autre part, si, lPintégrale étant à limites infinies, la fonction sous le signe ne devient infinie qu’à l’une des limites, par exemple à la limite supérieure b, on désignera par b,, b,,... b,,... une suite
croissante de nombres tendant vers b et l’on écrira
\ a + \. + ... + var DORA
Si Pintégrale du premier membre converge uniformément, il en sera de même de la série du second membre, et réciproquement comme ci-dessus.
Il s'ensuit que l’on pourra appliquer immédiatement aux inté-
grales uniformément convergentes les théorèmes correspondants
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relatifs à la continuité, à l'intégration et à la dérivation des séries. Il est donc très utile de savoir reconnaître l’uniformité de la convergence. La règle suivante est loin d’être générale mais suflit dans
beaucoup de cas.
22. Critère de convergence uniforme. — Une intégrale généralisée qui dépend d’un paramètre converge uniformément 51 ses éléments successifs ne surpassent pas en valeur absolue les éléments correspondants d’une intégrale absolument convergente, prise entre les mêmes limites, mais ne renfermant pas le paramètre.
Nous pouvons borner la démonstration au cas d’une intégrale à limite infinie, car elle est analogue pour les autres cas. Comparons
donc les deux intégrales :
\ FERME) a ex) dx,
CT
en supposant que la seconde converge et qu'on ait constamment | FCX, à) | L | e(x) | - On aura évidemment l'inégalité
(e 2) | "8 00 \ f(x, à) ci | e(x) | dx.
J X’ JxX Mais, puisque \ | #(x) | dX converge par hypothèse, à tout
nombre < correspond un nombre X tel que le second membre de cette inégalité soit < =: pourvu que X’ soit > X. Alors le premier membre est a fortiori <<, ce qui est, par définition, la condition de convergence uniforme à démontrer.
Il doit être d’ailleurs bien entendu que la fonction f(x, «) satisfait aux conditions de continuité que comporte la définition de la
convergence uniforme donnée au n° précédent.
23. Continuité, intégration, dérivation des intégrales uniformément convergentes. — I. Une intégrale généralisée qui contient un paramètre à est fonction continue du paramètre dans tout
intervalle où la convergence est uniforme.
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IT. Quand l'expression sous le signe est positive, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une intégrale généralisée soit fonction confinue du paramètre à qu'elle contient, est que la convergence soit uniforme.
IT. L'intégration sous le signe d’une intégrale généralisée par rapport à un paramètre à demeure légitime dans tout intervalle fini où la convergence est uniforme.
IV. Quand l'expression à intégrer est positive, une intégrale fonciion continue du paramètre à peut toujours être intégrée sous le signe enire des limites finies.
V. Une intégrale généralisée, fonction du paramètre à et uniformément convergente dans l'intervalle (xs, a), peut s'intégrer sous le signe entre à, et un point variable à de l’intervalle (x, 4), et la nouvelle intégrale ainsi obtenue est encore uniformément convergente dans l'intervalle (ay, a).
En répétant l’application du théorème et de la règle qui précèdent, on voit que l'intégration entre à, et « d’une intégrale uniformément convergente dans l'intervalle (x, «,), peut être effectuée sous le signe un nombre quelconque de fois de proche en proche et que l'intégrale obtenue après un nombre quelconque d’intégrations sera uniformément convergente dans le même intervalle que la proposée.
VI. Lorsque la dérivation sous le signe d’une intégrale proprement dite ou d'une intégrale généralisée (supposée existante) conduit à une intégrale généralisée, la règle de Leibniz demeure légitime, c’est-à-dire que l'intégrale proposée a pour dérivée l'intégrale fournie par la règle, pourvu que celle dernière intégrale converge uniformément dans le voisinage de la valeur considérée du paramètre.
Comme il est bien entendu que les conditions de continuité que comporte la définition de la convergence uniforme (n° 21) sont vérifiées, tous ces théorèmes se ramènent aux théorèmes analogues de la théorie des séries (t. [, n° 32$ à 327) en écrivant les intégrales sous forme de séries uniformément convergentes. Il serait aussi très simple de les démontrer directement en imitant les démonstra-
tions faites pour les séries.
nn
oi ,
uniformément convergente dans un intervalle (4, x), et montrons qu’on peut l’intégrer sous le signe dans cet intervalle (Règle IT). A cet effet, écrivons, sous forme dg série uniformément convergente, (bi be ên 8) =\ + +... + HUE ie © à b] Det
pl e ; A RO , LA \ Cette série peut être intégrée terme à terme et chaque terme
peut s'intégrer sous le signe; on obtient ainsi la série, unifor-
j ,° _ mément convergente dans l'intervalle (a, «,),
Pa | | bn . a a a \ #6 da = © | dx fax =\ ax | f de, %o | n—| #0 g 20 et cette dernière intégrale est uniformément convergente comme la série.
24. Applications diverses. — 1° Calculons d’abord l’intégrale EL PE 6 EN AE \ ARE
(o) Cette intégrale a déjà été calculée dans le premier volume (n° 190). Nous allons indiquer un procédé plus rapide pour l'obtenir. Consi-
dérons pour cela lintégrale double
| \ |e cit dx dy,
étendue à un carré D compris entre les axes Ox et Oy et les deux
droites X = r, y = 7. On a, en faisant la réduction en coordonnées
_ rectangulaires,
Pr Adi 2 2 \| ee qx dy = \ e- dx | e-v =] | sas |.
D'autre part, soient D’ et D” les quarts de cercle (de centre 0)
respectivement inscrit et circonscrit à D, donc de rayons r et r]/2.
On a, en réduisant avec les coordonnées polaires,
\| Hi ru Fe dx dy — \ 16 | Dre dr = fe ( Mer 2e) DE 4 |
de même, Nue CN NON Fit — er), JD 4
Cr
Mais D'est intérieur à D, qui l’est lui-même à D”; donc l’élément | y étant positif, les intégrales dans D’, D et D” se suivent par ordre de
grandeur, leurs racines aussi, ce qui donne
Si r tend vers linfini, les deux membres extrêmes tendent rapi-
dement vers la même limite ; il vient donc
I ee gx = FT G) \ :
et intégrale | e—*? dX converge très rapidement vers cette valeur (e)
quand r augmente. Cette intégrale joue un rôle important en calcul
des probabilités.
2° Comme second exemple, nous allons calculer lintégrale
M Strhee \ dx.
Dans le premier volume (n° 165), on a obtenu l'intégrale suivante :
e%% (a cos bX°+ b sin bX)
nine ae,
\ el cos bX dx = j
On en conclut
an CT SCOS ANNEE ne \ 1+0 Tous les éléments de cette intégrale sont maximés et positifs pour « — Ü, comme l'intégrale converge encore pour cette valeur, elle converge uniformément de quelque manière que varie à (n° 22). Intégrons donc deux fois de suite de 0 à x, ce qui se fera sous le signe (n° 23); il vient
1 D È 3 P dt \ Da COS OX \ Log(r + «°) 0 {
3 dx =Narctot de =aatctod— ;
EXEMPLES
VU
Supposons « positif et changeant X en x : #, il vient
\ (Nan COS X Log(1 + a)°
e HXRATCIOS N x? Ge 24
Considérons cette intégrale comme dépendant du paramètre 1 :®; tous ses éléments sont maximés et positifs pour 1 : « = Ü, valeur qui laisse l'intégrale convergente. Donc lintégrale converge uniformément (n° 22) pour les valeurs nulles ou positives de 1 : « et elle est fonction continue de 1 : &« (n° 23). Faisons tendre « vers Pinfini ou 1 : à vers O; il vient ainsi, à la limite,
"3 A I — cos X COS \ dx =
De)
Cette intégrale en donne d’autres. On peut d’abord intégrer par
* comme une différentielle, ce qui
parties en considérant dx : x donne l'intégrale du titre. On peut ensuite remplacer 1 — cos x par 2 sin* (x: 2) et prendre x : 2 comme variable d'intégration. On trouve ainsi les deux résultats :
(a) por 2 ES
Re
Soit « un paramètre positif. Changeons la variable d'intégration x en ax dans lintégrale (2), ce qui n’altère pas les limites; il vient
CO
sin aX Tr \ dx = à 2
: Sr 0.
Donc, pour « positif, cette intéorale a une valeur constante indépendante de «&. Si lon change le signe de +, tous les éléments de l'intégrale changent de signe, donc l’intégrale aussi, et sa valeur sera ne Connisia — 0toussles éléments sont nuls et\l'imtésrale
aussi. En résumé,
LL ESTLA AE (3) \ SITEUX FE EE 0, si a — 0:
0 X & sl des 0
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Ainsi cette intégrale est une fonction discontinue du paramètre, sa valeur change brusquement quand « atteint ou dépasse la valeur 0. On en conclut, en vertu du théorème I du n° 23, que la convergence n’est pas uniforme quand « tend vers O, ce qu’il est
facile de vérifier directement. On a, en effet, pour « positif,
GO
\ Sin œX Sin N
dx = | dx x JNx X
et, sous cette forme, on voit immédiatement que la convergence
est uniforme si & ne tend pas vers zéro, tandis qu’elle ne l’est pas si à tend vers zéro.
L'intégrale (3) est un exemple d’intégrale qu'il n’est pas permis O D de dériver sous le signe par rapport à a. L'intégrale étant une
constante, sa dérivée est nulle, tandis que la dérivation sous le signe
‘conduit à une intégrale indéterminée.
25. Intégrales de Frullani. — On donne ce nom à certaines intéorales dont la valeur se détermine par la considération d’une intégrale singulière. Soit f(x) une fonction continue de X pour x
positif, telle que l'intégrale à limite infinie, WC at
ait une valeur déterminée pour À > 0; soient ensuite 4 et b deux.
constantes positives ; l’intégrale
est une intécrale de Frullani. Pour en déterminer la valeur, écrivons
Æclit AE ane AA 7
E=1) LES CRAN b CES NRAR à J MS SEE La valeur de cette intégrale singulière s'obtient par le théorème de la moyenne. Soit £ une quantité comprise entre ds et b: et qui tend vers O avec :, on a
Wore lim f (2) \! = F0) Log n
D à | Der Par conséquent,
les | ( f(ax ba b | BC a fe 9 pu ACER Er AGE = f(0) Fee —, | ) . V0 Ê Enr.
LS Mau: Pat exemple, prenant f(x) = cos #, puis ore (x) = 67%, il vient (a > D PNR cos cos ox | Mer LE nerte ere | 3 (5) \ EC et Er se HP OON:
D: à 3 0: Ê 0 MA 5 : Souvent une intégrale peut se ramener à la forme Eee) par un ‘31e Pb lent de variables. Ainsi, par la relation æ = e—°, il vient Du - (a OR RS D) < | à Fe, La a ORNE RME le ee | x? — x e — b+I Le, { ON a > = [Op ET Ds. Los r o ? He “108 | EXERCICES
‘na pee s Fa ; £ JE CS F; .…. 2" r EP: se RENE s e—tx? x?" dx feu) L/* AE RER ED, Paie 2 ° d } 52 do JA | 2H 0 Etablir la relation Î 0 ” s iv ea + 9 f [l Te = | s ee? cos 2x dx = EE 8-0.
TE | # Î
LCR Soit [ cette intégrale. On prouve que dF FU
pet donné par la formule (x).
& On a, par la relation x = tg #,
n + « T Wa Marti ÉÉE LR PRELS +189) de — S Log 2. . ESA A I + x° *
DR. En effet, fr ot tg ») peut s’écrire ee cos (* — ): cos » et est,
VE # par conséquent, un produit de trois facteurs; donc l’intéorale peut se
Det et la RSS rose la valeur cherchée.
oil, d'oul=de "et
et | décomposer en une somme des trois autres. Les deux dernières se détrüi-
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4. Déduire la seconde intégrale ci-dessous de la premicre : ? A
2 2 PR AT RE 22 De Ve pa x? 2 _… A emanys VC S)a eo 01e [0] [ :
R. On intègre par rapport à x de a à b change x en 1 : x.
s. Montrer que l’on a, si a > O,
et (x + 2) ERA re L déohre ha 7 y 0 0
R. Les deux relations sont équivalentes. La seconde intégrale a pour demi-dérivée par rapport à a l’expression
© 2 ReE FAN d \e (x- £) AXE \ e(x-2) a dx Cu o 0
qui est nulle, car ces deux intégrales se détruisent (elles se raménent l’une
à l’autre en changeant x en a : x). La seconde des deux intégrales proposées est donc constante par rapport à a et on la détermine en posant a = 0.
pe)
6. Montrer (en développant en série par rapport à a) que l’on a
NS sin x T s \ den pe Nes dt CUS (a Se) } O * 2 0
Le
7. Montrer, en développant Log (1 + x) en série potentielle, que l’on a M" dx \ (Bof On ne PER NL TER a ta PARU Te La La série numérique revient, en effet, à
2, n° 2 IP?
s, Valant 7° : 6 (no 398).
\ 3. Passage à la limite sous ie signe d'intégration
26. Considérations préliminaires. — La considération de la convergence uniforme fournit un criterium très simple pour justifier le passage à la limite sous le signe d'intégration. On a, en eflet, le
théorème suivant :
PASSAGE A LA LIMITE SOUS LE SIGNE
THÉORÈME. — Si une suite de fonctions continues de x : f,(x), f(x), f(x), converge uniformément dans un intervalle fini (a, b) vers une fonction limite f(x), on a
ob 4) lim \ CEUX Fa SAGE
En eflet, f(x) est continue, donc intégrable; d'autre part, la différence | f — f, | devient inférieure à tout nombre positif : quand n augmente suffisamment. La différence des deux membres de la relation précédente est donc de module moindre que
ot erb lim |f— f, | dx < \ e dx = &(b — à).
Ja Ale
Elle est donc inférieure à tout nombre donné et, par conséquent, elle est nulle.
Les théorèmes sur l'intégration des séries et des intégrales uniformément convergentes ne sont que des cas particuliers du précédent ; et le théorème précédent est lui-même un cas particulier d’un théorème plus général, dû à M. Oscoop, et que nous allons main-
tenant établir. Nous utiliserons pour cela le lemme suivant :
Lemme. — On considère une suite illimitée d’intervalles
formés suivant une loi assignée,
tous contenus dans un intervalle (4, b). On peut alors énoncer le
NN N 1] DD»... Om:
lemme suivant :
S'il existe un nombre w > O tel que l’on puisse, quel que soit b donné, trouver dans la suite un nombre limité d’intervalles d’indices > p, non empiétants et dont la somme des longueurs soit > w, alors 1l existe au moins un point commun à une infinité d’inter valles de la suite.
Dans la démonstration, nous admettrons que tout intervalle de la suite (1) qui n’est pas contenu dans l’un des précédents, a, au plus, un point commun avec lui. Cette hypothèse est légitime, car on peut la réaliser en modifiant la suite sans rien changer aux condi-
tions du théorème. On peut, en effet, de proche en proche,
TO le a en M SR AE pi PT AM A UE A PA PT 0 DE ER EP OI DNA RER + | Cia : PA AC j PA QE {y ete) LE PRESS à : RAT
décomposer à, d,... en parties à satisfaisant aux conditions précédentes et que l’on écrit successivement, à la suite lune de Pautre, en place de à,, à,,..., avec une nouvelle numérotation.
Convenons de dire qu’un intervalle 3 (ou un groupe de plusieurs intervalles 3) de la suite (1) est privilégié si l'on peut lui faire correspondre un nombre & > 0, tel que, quel que soit p donné, on puisse trouver dans la suite un nombre limité d’intervalles d'indices > p, contenus dans ce à (ou ce groupe, de 3), non empiétants et dont la somme des longueurs soit > &.
D’après cette définition, si à n’est pas privilégié, toute somme d’intervalles d'indices > p, contenus dans à et non empiétants, tend vers Ü quand p tend vers l’mfini. Donc un groupe de plusieurs intervalles non privilégiés ne l’est pas non plus; et si un groupe est privilégié, 1l contient un intervalle privilégié.
Cette remarque permet de montrer que {out intervalle privilegié en conlient un autre de même nature. En effet, supposons que à, soit privilégié et que la suite (1) ne renferme que des intervalles contenus dans à,, ce qui est légitime, car il est évidemment permis de supprimer les autres intervalles. Deux cas sont possibles :
1° On peut former un groupe de À intervalles à,, 3,,... contenant tous les suivants; alors ce groupe est privilégié et contient un intervalle privilégié.
2° Dans le cas contraire, la mesure d’une somme d’intervalles non empiétants de la suite à,, 2,,... a une borne supérieure L & à,. On peut donc former un groupe d’intervalles non empiétants de mesure > L — : : 2. Alors ce groupe est privilégié (avec substitution de : 2 à =), car toute somme > : d’intervalles non empiétants contenus dans à,, renferme une somme > « : 2 d’intervalles contenus dans ce groupe. On est ramené au cas précédent et la proposition soulignée est établie.
La démonstration du lemme s'ensuit. Plaçons lintervalle (4, b) en tête de la suite (x) : cet intervalle est privilégié. Donc il y a, dans
la suite (x), un premier intervalle privilégié à’, puis un premier
intervalle privilégié à
LE
contenu dans 2’, un premier intervalle privi-
légié 3” contenu dans 2”, etc. Ces intervalles emboîtés, en nombre
Théorème d’Osgood. — Considérons une suite de fonctions
continues
Ji@x), LE CRIE nt CAE.
bornées dans leur ensemble, c'est-à-dire quels que soient n et x, quand x varie dans un intervalle (a, b). Si celte suile tend vers une limite f(x) continue dans le même intervalle, on a
b lim \ HT \ FX} dx:
Remarquons que les différences f — f, sont continues et bornées
et ont pour limite zéro; ensuite que l’on a
pb Pb OU hDux) <\ ff, lux Posonsc = | f 7j; | ; le théorème sera établi si l’on prouve que
lon a
sous la condition que la suite des fonctions positives, continues et bornées dans leur ensemble, ©,, »,,... #,,...tende vers zéro. Faisons donc cette démonstration.
Soit < positif donné. Partageons (4, b) en parties égales, assez
= Le
petites pour que l’oscillation de w, soit < ; dans chacune d’elles,
de sorte que le nombre de ces parties a dér#iSoit 0) l’ensemble des parties en un point desquelles +, surpasse + et aussi la somme des longueurs de ces parties. Je dis d’abord que w, tend vers zéro quand # tend vers l'infini. En effet, #, est > + : 2 sur tout «w,. Si w, ne tendait pas vers zéro, il y aurait une infinité d'indices pour lesquels w,, surpasserait un nombre assignable © > 0.
Si donc on écrit dans une suite illimitée :
SN N N (AR IMPR ER Etes
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l'intervalle (4, b), puis les intervalles qui composent «w,, ceux qui composent w,,..., l'intervalle (4, b) de la suite serait privilégié au sens du lemme précédent. Donc il y aurait un point commun à une
infinité d’intervalles à; en ce point, il y aurait une infinité de,
surpassant « : 2 et w, n'aurait pas pour limite zéro. Donc w, tend”
vers Zéro.
Ceci établi, soit » la borne de tous les ©,; comme +, ne surpasse : que sur une longueur < w,,, on a, par le théorème de la
moyenne,
QU
\ ph dX < po, + € (b — à).
Quand 7 tend vers lPinfini, cette intégrale tombe au-dessous de : (b — a) qui est aussi petit qu'on veut ; elle a donc pour limite zéro.
COROLLAIRE. — Le théorème précédent subsiste s1 la fonction limite f(x), au lieu d’être partout continue, admet un nombre limité de points de discontinuité entre d et b. |
On peut admettre qu'il n’y ait qu’un seul point de discontinuité b. Alors le théorème est établi pour l’intervalle (4, b — :) quelque petit que soit <. Mais f et f, sont bornés dans tout (a, b), donc les intégrales de f et de f, sont infiniment petites avec « dans Pintervalle (b — <, b) et, par conséquent, le théorème subsiste, à la
limite, dans l'intervalle (4, b) tout entier.
CEPAXPTELREON
Intégration des différentielles exactes Intégrales curvilignes
( 1. Intégration des différentielles totales exactes
29. Différentielles totales à deux variables indépendantes. — Soient x et y deux variables indépendantes, P(x, y) et Q(x, y) deux fonctions, continues et univoques ainsi que leurs dérivées partielles P', et Q’.. On dit que l'expression Pdx + Q dy est une différentielle exacte s'il existe une fonction # des deux variables x et y dont cette expression soit la différentielle totale,
en sorte que l’on ait (1) du= Pdx + Q dy.
En général, l’expression P dx + Q dy n’est pas une différentielle
exacte. En eflet, la relation (4) revient, par définition, aux deux
suivantes :
Ou Ou ET Qi DE d’où l’on tire OP __ d'u 0Q _ d'u dy dvd dx do
Les seconds membres étant égaux (puisqu'on les suppose continus), on voit que P dx + Q dy ne peut être une différentielle exacte que si lon a identiquement, c’est-à-dire x et y restant arbitraires et
indépendants, (2) dy CFE
Cette condition est nécessaire pour que Pdx + Q dy soit une différentielle exacte. J’ajoute qu’elle est aussi suffisante et, pour le prouver, je vais montrer que, si elle a lieu, l'intégrale # de l’équa-
tion (x) s'obtient par deux quadratures.
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La fonction inconnue # est d’abord assujettie à la condition
Ou |
er
Soit 4 une constante choisie à volonté, l’intégrale définie > * | P(e, 9) de,
effectuée en considérant y comme une constante, est une solution particulière de cette équation. La solution générale s’obtient en lui ajoutant une constante arbitraire par rapport à x, c’est-à-dire une fonction arbitraire #(y). Nous poserons donc RU
(3) = | PGe y) dx + e(y).
| 1 Il reste à déterminer, si c’est possible, la fonction ; de manière
vérifier la seconde condition
c’est-à-dire, à cause de (3) et par la rèelé de Teibnzz, FAP er | se + #U) = Ole, 3) a OY Mais on a, en vertu de lidentité (2) supposée vérifiée,
COe F'AUO Ur \ er A EE \ js iv Qi 7) En Q (a, ae
ce qui réduit la relation précédente à
Cu) OA, M OS) FA Q{(a, 3) dy
Enfin, en substituant cette valeur de + dans (3), et en mettant en’
évidence la constante C comprise dans l'intégrale indéfinie, on trouve : NX
(4). u = \ P(x. 3) dx" \ Q (a, y) dy C. ,
ñ ce : ) 1 { L On voit donc que, si la condition (2) a lieu, l'équation (x) admet une infinité d’intégrales ne différant l’une de l’autre que par la
valeur de la constante d'intégration C.
INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES EXACTES
La constante 4 pouvant être prise à volonté, on la choisira, dans chaque cas particulier, de manière à simplifier autant que possible les intégrations.
Il est clair qu’on aurait pu procéder dans l’ordre inverse et commencer l'intégration par rapport à y. Alors, b désignant une
constante choisie à volonté, on aurait obtenu y (5) He \ Q (x, y) dy + \PGx, b) dx + C.
b Le
ExEMPLE. — L'expression G 1: + 2 7) dx + 2) (x + Y) dy
est une différentielle exacte, car on a
di
® Calculons son intégrale en faisant 4 — 0 dans la formule (4);
il vient
° x u = (30%4-272y) d2, \ 27 dy = 2% + 2xy + ÿ* + €.
LA
30. Remarque. — Les formules (4) et (5) supposent les fonctions P et Q continues et univoques ainsi que leurs dérivées premières pour tous les systèmes de valeurs de x, y qui interviennent dans les formules. Si ces conditions sont réalisées dans tout le plan, il n'y a aucune difhculté. Plus généralement, si elles sont réalisées dans le rectangle R compris entre les abscisses 4, et d,, les ordonnées b, et b,, la formule (4) est applicable dans ce rectangle à condition de choisir & entre 4, et 4,, et la formule (5) à condition de choisir b entre b, et b,. En effet, tous les systèmes de valeurs de x, y à considérer dans ces formules restent alors compris dans le rectangle R. | Ces formules mettent en évidence que, pour chaque valeur de la constante arbitraire C, Pintégrale u<est une fonction continue et univoque de x et de y dans le rectangle R où ces conditions sont
réalisées.
31. Cas de trois variables indépendantes. — La méthode précédente s'étend à un nombre quelconque de variables indépendantes, mais il sufhra de développer les calculs pour trois variables, Soient P, Q, KR trois fonctions de x, j, 7, continues ainsi que leurs
dérivées premières. On dit que l'expression (6) Pdx + Qdy + Rdz
est une différentielle exacte, s'il existe une fonction # des trois variables æ, y, + dont elle soit la différentielle totale. Il faut pour
cela que # satisfasse aux trois équations :
Comme les dérivées secondes (supposées continues) sont indépendantes de l’ordre dans lequel on effectue les dérivations, on obtient trois conditions nécessaires pour que l'expression proposée soit une différentielle exacte, à savoir
ln 2 PGO AO MORE D Sy de à ÿ. œ à
Ces conditions sont aussi suffisantes, car nous allons montrer que si elles ont lieu, intégrale # de l'expression (6) s’obtiendra par des quadratures.
En effet, cette intégrale a d’abord P comme dérivée par rapport
à æ, donc elle est comprise dans la formule générale
(8) He \ P(x, EMONRT SE (y, 2),
où « est une constante choisie à volonté, et v une fonction arbitraire AE USE ter Pour que ait l’expression (6) pour différentielle totale, il faut
encore que l’on ait
Ou
Ou (9) &y dy + su dz = Qdy + Raz.
Mais on a, par la règle de Leibniz et en observant que P',, étant
identique à Q°,, s’intègre immédiatement,
°+ 9P de de A) UD Érie MOVE A VE DEN nn \. ts Q@ D QUrO+S
De même,
CHE “ ù L 0e dx DE Rx, JE D) es R(a, Y, 7) 12 0x ° Par ces relations, l'équation (9) se réduit à 5 rs dz = de = Q(a, 7, 2?) dy + R(a, y, x) dz.
Donc la détermination de © dépend de l'intégration d’une expression différentielle à deux variables. La condition d’intégrabilité est vérifiée en vertu des équations (7). Donc © se détermine par la méthode établie précédemment (n° 29). En désignant par b une nouvelle constante choisie à volonté, et en remplaçant dans (8) « par sa valeur, on voit que l’expression (6) admet une infinité d'intégrales, comprises dans la formule générale, comportant une constante arbitraire,
D = CAS AONTEEE \, Q (a, y, 2) dy + \R(a, Dade
a 3 Les conditions de continuité supposées dans la démonstration
précédente appellent évidemment une remarque analogue à celle
du n° 30.
Courbes rectifiables 32. Définition des fonctions à variation bornée. — Soit
3 = f(x) une fonction de #, univoque et bornée dans un intervalle
fini (4, b). Donnons à æ une suite de valeurs croissantes #, — 4,
D DE Di =1b#s0ttnt\}}, Jose Jnuwles valeurs corres-
pondantes de y. Faisons la somme des différences successives de y;
nous aurons
n (1) . (Jr 44e Yx) v Yan FAT an DE P RNCS
RE 22 à PR LE Er PR FES AE LU on A RATE Re AU
= rex RARE A
| 46 © CHAPITRE II. INTÉGRALES CURVILIGNÉS p désignant la somme des différences positives et — # celle des
différences négatives. Désignons encore par / la somme des diffé-
rences absolues
(2) t=2 RP nu D ce are
Les valeurs extrèmes & et b restant fixes, les trois sommes p, 2, 1 dépendent du nombre et de la position des valeurs intermédiaires. Faisons varier ces deux éléments de toutes les manières possibles ; si l’une des trois sommes est bornée, les deux autres le seront. aussi, en vertu des équations (1) et (2). Quand il en sera amsi, nous dirons que f(x) est une fonclion à variation bornée dans l’intervalle (a, b) (C. Jorpax).
Dans cette hypothèse, on peut choisir successivement les points intermédiaires de manière que p s'approche indéfiniment de sa borne supérieure P. Les équations (1) et (2) montrent que # et tendront, en même temps, vers leurs bornes supérieures N et T, et
ces équations elles-mêmes deviendront, à la limite, FC) — fa) = Yu —H=P = N, Ti PEN
Cette dernière quantité T s’appelle la variation totale de f(x) dans l’intervalle (a, b). Les deux quantités P et — N sont respectivement
les variations positive et négative de f(x) dans le même intervalle.
THÉORÈME. — S5 f(x) est à variation bornée dans lintervalle (a, b) et que l’on divise cet intervalle en deux autres par un point "El intermédiaire c, la variation totale T de f(x) dans (a, b) est la somme . des variations totales, T, et T,, de f(x) dans (a, c) et dans (c, b). N , On peut, par définition, former une somme / relative à lintervalle (a, b) et infiniment voisine de T ; et l’on peut supposer que c soit pris comme point de subdivision. En effet, si « tombait entre \ deux points de subdivision 4; et 4;:,,, on ajouterait le point de . subdivision c et la somme / augmenterait, car le terme | 34, — J; |
serait remplacé par une somme au moins égale
"à ju fOlR On
Or, quand c est un point de subdivision, / résulte de l'addition des deux sommes partielles analogues, /, et /,, relatives aux deux memalles (u,e) et (cb) On ati 1 = donc TD, Æ T, = fret, er lip A 0 AS 9
Réciproquement, toute somme /, + {, est une somme /, donc D Ain fi et sont bornes et f(X)est, à variation, bornée dans (a, c) et dans (c, b). Alors on peut faire tendre /, et /, vers Murbornes Dents etuilvient tadla himite, LR TE <C TT" De la comparaison des deux résultats, on conclut T, + T, =”
Le théorème précédent prouve que, si une fonction f(x) est à variation bornée dans un intervalle (4, b), elle est aussi à variation bornée dans toute partie de cet intervalle. Il s’ensuit que la variation totale / de f dans l'intervalle variable (4, x) est une fonction non décroissante de æ. Le même raisonnement prouve que les fonctions P et N relatives à l'intervalle variable (a, æ) sont aussi des
fonctions non décroissantes de x.
33. Propriétés des fonctions à variation bornée. — I. Une fonction à variation bornée, y = f(x), est la différence de deux fonclions bornées, positives et non décroissantes dans l'intervalle (a, b). Réciproquement, la différence de deux fonctions bornées et non décroissantes est une fonction à varialion bornée.
Soit y, la valeur de y au point 4; on a, les variations P et — N se rapportant à l’intervalle (a, x),
MCE) N.
Donc y est la différence de deux fonctions de x bornées et non: décroissantes. On peut faire en sorte que ces deux fonctions soient positives et même essentiellement croissantes ; il suffit, en effet,
d'ajouter aux deux termes de cette différence une même quantité
croissante et suffisamment grande, par exemple, la quantité | Ji EC — 4).
Réciproquement, si z et # sont deux fonctions de æ bornées et
non décroissantes, la fonction ? — u est à variation bornée. En effet,
la différence des valeurs de 7 — # pour deux valeurs x, et x,:, de x
48 CHAPITRÉ Il. INTÉGRALES CÜRVILIGNES
est au plus égale à la somme des accroissements de 7 et de # dans cet intervalle. Donc la somme de toutes ces différences entre deux valeurs extrêmes de x ne peut surpasser la somme des accroissements de 7 et de # entre les mêmes valeurs, et ? — # est à variation bornée.
IT. La somme, la différence et le produit de deux fonctions à variation bornée sont des fonctions de même nature. L’inverse 1 : y d'une fonction à variation bornée sera aussi de même nature, pourvu que
| y | reste supérieur à un nombre positif fixe.
La première partie se démontre immédiatement en considérant les deux fonctions y et y” comme les différences z — u et 2? — u”
de deux fonctions positives non décroissantes. On a, en effet,
PRIE RECIEE (Gp) EE VOLE un) Ga a7).
La dernière partie se vérifie aussi facilement, en observant que,
stUTeMeste- AA ones
FE
pe
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reste toujours inférieure à un nombre fixe.
IT. Si la fonclion f(x) à variation bornée est, de plus, continue en un point (ou dans un intervalle), ses trois variations T(x), P(x), N(x) dans l’intervalle (a, x), sont des fonctions de x continues en ce point (ou dans cet intervalle}.
Supposons, pour fixer les idées, que f(x) soit continue à droite du point b. Si P(x) ou N(x) est discontinue à droite du même point, l’oscillation w, à droite du point b, de ces deux fonctions croissantes sera la même, puisque la différence des deux fonctions est continue. Définissons deux fonctions P,(x) et N,(æ) comme étant respectivement égales à P et à N pour. 4 <het,à P 6 Ne 6
pour æ > b. Ces deux nouvelles fonctions seront encore non décrois-
santes, nulles pour « = 4 et telles que l’on ait
Mais les variations totales de P, et N, dans (a, X) sont égales aux fonctions elles-mêmes P, et N,; d'autre part, la variation totale d’une différence ne peut évidemment surpasser la somme des varia-
tions totales de chaque terme; il vient donc, pour # > b, T{x) Z P,(x) + N,(x) = P(x) + N(x) — 20.
DER EN donc o—0"Alors, P N'etparsuité, T-sont continues à droite du point b.
Il résulte de ce théorème que foute fonction.continue à variation bornée est la différence de deux fonctions continues non décroissantes. Elle est donc aussi la différence de ‘deux fonctions continues essentiellement croissantes.
IV. Les fonctions à variation bornée sont susceptibles d'intégration. Toute la théorie de lintégrale définie qui a été exposée dans le premier volume leur est applicable, et, en particulier, la définition. Si f(x) est à variation bornée dans un intervalle (4, b) et que Pon divise cet intervalle en parties consécutives d’amplitudes 3;, où la fonction admet les bornes m; et M; (1 — 1, 2... n), l'intégrale de f(x) dx dans (4, b) est intermédiaire entre les deux sommes Xrè;, 2M5: étendues à tous les intervalles à;, et est leur limite commune quand ces intervalles tendent vers 0.
En effet, si l’on se reporte aux raisonnements du premier volume, on voit que le seul appel qui y soit fait à la continuité supposée de la fonction f (x) sert à prouver que la différence E(M; — m";) à; des deux sommes a pour limite zéro. Ce résultat découle aussi bien de hypothèse que f(x) soit à variation bornée.
Boitrenenet (x) sa variation totale dans l'intervalle (a, x); l’oscillation M; — m»”; dans à; ne surpasse pas la variation totale T(x;4,) — T(x;) dans le même intervalle, donc, si toutes les ampli-
tudes à; sont < à, on a
M — m) à < 22] TG) = T(w) | = 2| TE TO |
et cette quantité est aussi petite que l’on veut avec à.
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Courbes rectifiables. — Considérons une courbe plane
définie par les deux équations :
æ = (1), Sr Y(b), où + et 4 sont des fonctions continues de /, ne se réduisant pas
simultanément à des constantes.
Donnons à / une suite de valeurs 4,, ,,... 1,, 1,3, = T. Soient,
en général, æ;, y; les valeurs de x, y pour { = fi. Le périmètre p du
polygone inscrit ayant ces points pour sommets, sera 4 n DCE L'NR 2 ALT RS RER. LT ie À Au ER
[Les pe AN Le 2
A a TOM ES
Faisons tendre vers zéro les amplitudes de tous les intervalles (li, — 1). Si le périmètre du polygone ainsi construit tend vers une limite déterminée et unique, quel que soit le mode de subdivision de lintervalle (/,, T) en parties infiniment petites, l’arc correspondant de la courbe est recfifiable et la longueur de l’arc est égale à cette limite.
Pour que cette limite existe, il faut d’abord que le périmètre considéré ne croisse pas indéfiniment. Or le côté /; /;1, est au moins
— à; | et à | Yj54 — 7; |, mais ne peut surpasser la
égal somme de ces quantités. Pour que le périmètre reste fini, il est donc nécessaire et sufhisant que les deux sommes
ÎT
n : | dis, — x | et : RE 22
soient bornées et, par suite, que 4(/) et 4(/) soient des fonctions à variation bornée dans l'intervalle (4,, T). | Cette condition nécessaire pour que Parc soit rectifiable est aussi suMisante. En effet, supposons-la vérifiée et désignons par S Ja borne supérieure des périmètres de tous les polygones possibles. Nous allons montrer que le périmètre du polygone /, 1... 1,4, tend vers S quand l’amplitude de tous les intervalles tend vers zéro. Pour établir ce théorème, on observe que le périmètre p reste stationnaire ou augmente quand on intercale un nouveau sommet
entre {4 et 44, mais que cette augmentation, ne pouvant surpasser
x F UE SP TT ER TT ]
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COURBES RECTIFIABLES Si
la somme des deux nouveaux côtés, est inférieure au double de la somme des oscillations de x et de y dans l'intervalle (4,, 4,:,). Ceci posé, commençons par inscrire un polygone auxiliaire +” dont le périmètre p soit < S — :, ce qui est possible par définition de S, et soit v le nombre des sommets. Soit + le polygone inscrit de périmètre p, dont les sommets soient de paramètres /,, 1, suflisamment voisins pour que la somme des oscillations de » et 4 soit < = : 2 dans chaque intervalle /, /,:,. Nous allons montrer que la différence L — p èst aussi petite que l’on veut avec <. À cet effet, formons un troisième polygone +” de périmètre p”, ayant tous les sommets de 7 et de +’. Comme +” se construit par l’addition de nouveaux sommets à 7, et que l'accroissement du périmètre est au plus de & : » par nouveau sommet, on a p” < p + <. D’autre part, r" provient aussi de l'addition de nouveaux sommets à +” de sorte
HD AS 2 e;Ona en définitive, p+e>p" >L—., d’où bp > L— 22.
Donc p qui est < S, en diffère aussi peu qu'on voudra à condition de rendre : (donc les intervalles {4 /,:,) suffisamment petits.
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une courbe continue, dont les coordonnées sont des fonctions de 1, soit rectifiable, est que ces fonchions soient à variation bornée (C. JorDAN).
L’arc d’une courbe rectifiable possède les propriètés suivantes :
1° Si l’on partage un arc en plusieurs parties, la longueur totale est égale à la somme des longueurs de chaque partie.
On s’en assure par la considération des polygones inscrits dans chaque partie et dont l’ensemble est inscrit dans l'arc total.
2° La longueur s d'un arc, compitée d'un point fixe 1, à un point mobile t, est une fonclion continue et croissante de 1.
L’arc varie en croissant à cause de la propriété précédente et sa continuité résulte de celle de la variation totale d’une fonction continue. En effet, le raisonnement fait au début montre que la longueur de l’arc dans l'intervalle (4, { + AP) est inférieure à la somme des
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variations totales de et y dans le même intervalle, donc elle est aussi petite qu'on veut avec A}.
3° Réciproquement, t est une fonction continue et croissante de s. Les coordonnées x et y, qui sont fonctions continues de t, peuvent donc loujours être considérées comme fonctions continues de 5.
Ces définitions et ces propriétés s'étendent d’elles-mêmes aux
courbes de l’espace.
Ç 3. Intégrales curvilignes qui ne dépendent que de leurs limites
35. Intégrales curvilignes. — Soient P et Q deux fonctions continues et univoques de æ et y dans une aire D à contour simple. L'intégrale curviligne,
\ P dx + Q dy, Fe
effectuée sur une ligne L tracée dans l'aire D, a été définie dans le premier volume moyennant certaines restrictions imposées à cette ligne. Nous allons faire disparaître ces restrictions et étendre la définition de l’intégrale à toute courbe rectifiable.
Considérons une représentation paramétrique de la ligne L. Soient z(1) et 4(1) deux fonctions continues de / ne se réduisant pas simultanément à des constantes, et supposons que le point TO) y = Ÿ(),
décrive ‘larligne Lquandm/ varie de HAN TENCEERIERERSS
supposée rectifiable. Soient S sa longueur totale, s sa longueur
variable entre les points /, et {. Pour définir l'intégrale curviligne,
divisons Parc L en segments consécutifs par les points /,, b,... lp...
tions æ, y, P(x, y), au point /4. Faisons tendre tous les segments,
ti+a = T. Désignons par 44, 1: PL. des valeurs, des onc>
c’est-à-dire tous les intervalles /, /,1,, vers zéro; les intégrales curvilignes sur L sont définies par les limites de sommes :
Him É Pi GTS AE \. Pat
INTÉGRALES QUI DÉPENDENT DES LIMITES SEULES
Mais il faut prouver l'existence de ces limites, et c’est ce que nous allons faire en les ramenant à des intégrales définies ordinaires. Il suffit de faire le raisonnement pour la première somme.
La courbe étant rectifiable, on peut mettre x sous la forme, u — v, de deux fonctions de / continues et essentiellement crois-
santes. On posera, par exemple, TEE NA MST,
auquel cas # et v croissent plus rapidement que s. Il vient ainsi,
u, et v, se rapportant au point +,
ñn n nl : PL (a+ a 2x) = ? PE (arr — 4) — ë PL Cort: Un)
Mais w et v sont fonctions continues et croissantes de /; alors, réciproquement, { est fonction continue et croissante de # ou de v à volonté. Il s’ensuit que x, y et, par conséquent, P sont aussi fonctions continues soit de # dans l’intervalle (#,, U) soit de v dans Pintervalle (v,, V).
Considérons le second membre de la dernière équation; prenons “ comme variable indépendante dans le premier terme, et v dans le
second ; il vient, par la définition même de lintégrale définie,
HAS
lim È Pire Ti) = | P du 21 P dv.
A v 01 C’est le résultat annoncé.
En particulier, si x et y sont des fonctions de /, continues ainsi que leurs dérivées premières dans l’intervalle (4,, T), s, # et v jouissent de la même propriété. On peut prendre { comme variable d'intégration et l’on a
mT
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de même,
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36. Lemme. —- La lione d'intégration L étant tracée dans Paire D, on peut lui inscrire un polygone + tel que l'intégrale sur L diffère aussi peu que l’on veut de l'intégrale sur +. Il suffit pour cela que les côtés du polygone soient suffisamnient petits.
Il suffit évidemment de démontrer le théorème pour chacune des intégrales de P dx et de Q dy. Considérons seulement la première, la démonstration se faisant de la même manière pour lPautre.
Soient S la longueur de la ligne d’intégration, m, et M ses extrémités. Inscrivons un polygone avant pour sommets les points #,,
Mo, Mn et M. Soient x; et P;les valeurs de æ et de P au point w;;
c; le côté m1; m;+, et aussi la longueur de ce côté. Soit : un nombre positif arbitraire; on peut prendre tous les côtés c; assez petits pour
que l’oscillation de la fonction continue P soit < =: sur chaque côté
et pour que la différence entre X(x,,, — x;) P; et sa limite \ P dt l AIRE soit ausst <e/ Ceci ait, on a
ce qui peut s'écrire
\ PAU D (x: ; — %;)P; + 2 \ (P — P;) dx. YT
l L dE;
Cette relation prouve le théorème, car, si l’on porte son atten-
tion sur le second membre, la première somme diffère de moins
de de | P dx, tandis que la seconde, qui est moindre en valeur
absolue que < Éc; et à fortiori que &S, est aussi petite que l’on veut avec €.
37. Intégrales curvilignes qui ne dépendent que de leurs limites. — En général, l'intégrale curviligne effectuée sur une ligne L, tracée dans le plan xy et allant du point (x,, y,) au point (X, Y), dépend non seulement de ces deux points, mais aussi du tracé de la ligne. Si l'intégrale ne dépend que des extrémités de la ligne d'intégration et du sens du parcours, il est naturel de faire
apparaître cette propriété par une notation analogue à celle des
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intégrales ordinaires : l'intégrale effectuée de (x,, v,) à (X, Y) sur une ligne arbitraire se désigne alors par
PX,Y P dx. Æ+.Q dy
PETEUT et l’on dit que l'intégrale curuviligne ne dépend que de ses limites.
Les intégrales qui ne dépendent que de leurs limites ne sont autres que celles des différentielles totales exactes, ainsi qu’il résulte des propositions suivantes :
THÉORÈME. — Si Pdx + Q dy est la différentielle lotale d’une fonction F(x, y) supposée univoque dans l'aire D, l'intégrale de Pdx + Q dy ne dépend que de ses limites sur toute ligne de l'aire D et elle est égale à l'accroissement de F entre les extrémités de la ligne d’intéoration.
L'intégrale sur une ligne quelconque étant la limite de celle sur une ligne polygonale en vertu du lemme précédent, il suflit de prouver le théorème pour toute ligne polygonale.
Or, sur une ligne polygonale +, on peut considérer x et y comme des fonctions continues d’une variable / qui varie de /, àT, ces fonctions admettant des dérivées continues, sauf aux sommets du polygone où elles restent toujours bornées. On peut alors
prendre £ comme variable d’intéeration et il vient
D dLoehom\s (er, \. É \ ( dl mi \ dE
Par conséquent, x,, y, et X, Y étant les coordonnées des extrémités, 1l vient
le.
\ Par Æ Q dy = He Y) — HER Yi}:
TT
ce qui prouve le théorème.
THÉORÈME. —- Quand elle ne dépend que de ses limites dans l'aire D, l'intégrale de Pdx + Qdy, effectuée entre un point fixe X1, V4 et un point variable x, y, est une fonction univoque de x, y, ayant pour différentielle totale P dx + Q dy, ou pour dérivées parlielles P et Q.
ju
Désignons par *,, y, le point fixe, par X, Y le point variable. Soit alors De:
FORMES \ P dx + Q dy.
Cette fonction F est univoque par hypothèse ; il reste à montrer qu’elle a pour dérivées partielles P et Q.
Laissons Y fixe et donnons à X un accroissement infiniment petit AX — h. Calculons la nouvelle intégrale sur un polygone ayant pour dernier côté la droite menée du point (X, Y) à (X + h, Y). L’accroissement AF se réduit alors à l'intégrale sur ce dernier côté où y est constant et dy nul, c’est-à-dire à Pintégrale définie ordinaire
X+A NE \ NOTANONe
On en déduit, par le théorème de la moyenne, AF—P(X +0h) AX
et, par conséquent,
Fin Fe PIX Vi) delmeme PRES
En rapprochant les deux théorèmes précédents, on voit que l’on peut énoncer la conclusion suivante :
THÉORÈME. — Si P et Q sont des fonctions continues et univoques de x et de y dans l'aire D, la condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale de Pdx + Q dy ne dépende que de ses limites dans l’intérieur de D, est que P dx a Q dy soit la différentielle totale d’une Jfonclion univoque dans cette aire. |
Nous allons maintenant chercher des conditions seulement suffsantes, mais que l’on puisse vérifier directement connaissant les fonctions P et Q.
38. Théorème. — Ja condition nécessaire et suffisante pour que l’intégrale de Pdx + Q dy ne dépende que de ses limites dans l'aire D, est qu'elle soit nulle sur tout contour fermé C tracé dans D.
Il suffit d’ailleurs pour cela qu’elle soit nulle sur tout contour
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triangulaire, et même sur lout contour triangulaire supposé aussi petit qu'on le voudra.
Soient L et L, deux lignes ayant les mêmes extrémités, Li! la ligne L, parcourue en sens contraire. Le parcours LL! est fermé
et l’on a
Donc, si les intégrales sur L et sur L, sont égales, celle sur le contour fermé LL! est nulle, et réciproquement, ce qui prouve la première partie du théorème.
Je dis maintenant que pour que lintégrale soit nulle sur tout contour fermé, il suffit qu’elle le soit sur tout contour triangulaire. En effet, l'intégrale sur le contour fermé est la limite de celle sur un polygone fermé +. Pour que l'intégrale soit nulle sur 7, il suflit qu'elle le soit sur tout contour triangulaire suflisamment petit. En effet, si le contour polygonal x est simple (ne se coupe pas), on peut, par des lignes auxiliaires, décomposer l'aire intérieure à 7 en un réseau de triangles aussi petits qu’on le désire. Sommons les intéorales effectuées sur les contours de tous les triangles ; les intégrales sur les lignes auxiliaires se détruisent, car ces lignes sont parcourues deux fois en sens contraires. La somme se réduit donc à l'intégrale effectuée sur le contour polygonal extérieur, laquelle s’annule avec les intégrales sur les triangles.
Si le contour polygonal x se coupe, il est formé par la juxtaposition de plusieurs contours simples et l’on est ramené au cas
précédent.
39. Théorème. — Si P #t Q et leurs dérivées partielles P', et Q', sont des fonclions continues et univoques de x et y dans l'aire D, la condition nécessaire et suffisante pour que l’intégrale de P dx + Q dy ne dépende que de ses limites sur toute ligne tracée dans l’intérieur de l'aire D est que l’on ait l'identité P', — Q', dans l’intérieur de cette aire.
La condition est nécessaire en vertu du théorème du n° 29. Il
reste à prouver qu’elle est suffisante.
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Cette conclusion se tire immédiatement de la formule de Green. I suffit, d’après le lemme précédent, de montrer que l'intégrale de Pdx + Q dy est nulle sur tout triangle C tracé dans l'aire D. Soit À l'aire intérieure au triangle. Il vient, par la formule de GER ONE étant nul,
\ PA QUE \| (Q”, — p#) dx dy = 0, JE A
ce qui prouve la proposition.
Nous allons indiquer maintenant un autre théorème analogue qui ne suppose pas la continuité des dérivées partielles. Il s’appuie
sur le lemme suivant :
40. Lemme. — Supposons P(x, y) et Q(x, y) différentiables dans un domaine D et sur le bord, celui-ci formé par hypothèse d’un contour unique C. Soit alors w un nombre positif donné. Je dis qu'on peut décomposer D en carrés (ou morceaux de carrés sur le bord), tous aussi petits qu'on veut {mais non pas supposés égaux), de telle façon qu'il existe dans chaque élément (carré ou morceau de carré) un point au moins (£, ) tel qu'on ait, pour chaque point (x, y) du même
élément, les deux relations simultanées :
À OP , | À P(r, 9) = PE mn) EURE D RS 0 mA)
QU, = 06 NF DER Ge où l’on suppose =] ER ES EMEA EE ASS
Pour le prouver par labsurde, supposons que, w étant donné, il soit impossible de satisfaire à ces conditions. Partageons D en un réseau de petits carrés (sauf la restriction déjà indiquée pour le bord) : il y aura au moins un de ces carrés où les conditions seront encore irréalisables. S'il y en avait plusieurs, fixons le choix de l’un d’eux par une loi. Subdivisons ce carré en d’autres plus petits et continuons ainsi de suite; nous prouvons par le raisonne-
ment connu qu’il existe au moins un point (5, n) de D, compris
Er
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dans un carré aussi petit qu'on veut où les conditions sont irréalisables. Ceci est absurde, car P et Q étant difflérentiables au point (5, n), les conditions sont réalisées dans tout carré suffisamment
petit contenant ce point (sans qu’il soit même besoin de subdiviser
ce carré).
41. Théorème. — Si P et Q sont des fonctions continues, univoques el DIFFÉRENTIABLES de x et y dans l'aire D, la condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale de P dx + Qdy ne dépende que de ses limites sur une ligne quelconque tracée à l’intérieur de l'aire D,
est que l’on ait l'identité P°, — Q”, à l’intérieur de cette aire.
Il suffit, comme au n° 39, de démontrer que cette condition est
suffisante, et cela pour un contour triangulaire. | Prouvons donc que, si l’on a dans un triangle T la relation P',= Q,, l'intégrale de P dx + Q dy est nulle sur le contour du triangle. Décomposons le triangle en carrés de manière à réaliser la condition du lemme précédent. Considérons l’un de ces éléments. S'il est intérieur au triangle, c’est un carré de côté x, de péri-
méttemaetndarenss Sullest sur le bord! c’est: une’ portion
ot ,
convexe d'un carré de côté «x, son aire est < «* et son péri-
mètre < 40.
Intéerons P dx sur le contour + de cet de En décomposant
_Pdx par la formule : rs. précédent et en observant que l’inté-
_grale de [PG, n) + E (EE | dx est nulle, car c’est celle d’une
différentielle exacte, il vient
OP É \ Payer \ ydx + eo dX, J? On Jy J7
fi
où l’on a, par le théorème de la moyenne,
| \ cpdx | < 4%,
lu
Cat | €
, ensuite | 9 | < 24 et x décrit au plus deux intervalles d'amplitude ©.
PRE NT Er LÉ EN A Sioa à 5e 0 ;* Lo :
LU
je M) :
He.
+ À % "A * De
On a, de même,
Ajoutons membre à membre ces deux équations. Au second membre, {à a dy et Î var ont, par hypothèse, le même coeflicient et leur somme est nulle, car c’est l'intégrale de la différentielle exacte d(æy). Il'vient donc (—— 1 < 6 < 1)
\ BE RO ds) = cod&.+ \ c'edy = 8ew2.
Sommons maintenant pour tous les éléments du triangle, 1l vient,
l’intégration se faisant sur le contour du triangle 7, \ Pdx + Qdy = 8eu2a’ (ro 1): s NT
Le second membre est aussi petit qu'on veut avec w, car la somme Yo° des aires de tous les carrés surpasse aussi peu qu'on veut celle du triangle T. Donc le premier membre ne peut différer de O, et l’intégrale est nulle sur le contour triangulaire.
42. Extension à un nombre quelconque de variables. — Les propositions des n* 36 et 38 s'étendent d’elles-mêmes à un nombre quelconque de variables indépendantes. Toute l’analyse précédente se généralise alors aisément. Pour plus de facilité, considérons seulement le cas de trois variables.
Soient P, Q, R trois fonctions continues et univoques de +, y, z, admettant les dérivées partielles premières RE PC OR Ne continues dans un domaine D. Ce domaime D peut être limité par une ou plusieurs surfaces, mais on le suppose tel, que tout contour fermé qu'on y trace puisse se réduire à un point unique par une déformation continue sans sortir de D. (Dans le cas de deux variables, c’est la simplicité du contour de Paire qui assurait cette condition).
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On a alors le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que P dx + Qdy + Rdz soit la différentielle totale d'une fonction univoque F(x, y, x?) dans D, ou pour que l'intégrale curviligne
\Pux ROUTE RIZ ne dépende que de ses limites dans D, est que l’on ait, dans ce domaine, RE RUSSE VARIE QE GRR TRS NN NUS NES ENT dE Dans ce cas, F(x, y, x) sera exprimée, à une constante près, par
l'intégrale curviligne
CTU,s
\ Pdx + Qdy +R 47,
PTE effectuée sur un chemin arbitraire entre un point fixe et un point variable du domaine D. |
Le théorème précédent subsiste sans faire d’hypothèses sur la continuité des dérivées partielles, mais à condition d'admettre la différentiabilité des trois fonctions P, Q, KR.
Tout revient, en effet, pour justifier ces conclusions, à montrer que lintégrale de P dx + Qdy + Rdz est nulle sur un contour triangulaire aussi petit qu'on veut, donc tout entier dans le domaine D. Or on peut, dans le plan de ce triangle, considérer %, 3, x comme des fonctions linéaires de deux variables w, v, ce qui ramène l'expression P dx + Q dy + Rdz à la forme À du + Bdv, qui contient deux variables seulement et satisfait aux conditions des théorèmes précédents. On s’en assure en formant les expressions de À et de B.
-EXBRGICES
I. Quelle est la condition nécessaire et sufhisante pour que l'intégrale de surface,
() | À dy dz + B dzdx + C dx dy, s
chAbirRENIT, INTÉGRALES EURVILIGNES LR
ne dépende que du contour L de la surface S et non de la forme de
celle-ci ?
R. Il faut que l'intégrale soit nulle sur toute surface fermée S. Soit.
V le volume compris dans S supposée fermée; l’intégrale de surface revient par la formule de Green à l’intégrale triple |
9A °B 2C | C++) His
Le
Cette intégrale devant s’annuler quel que soit V, la condition cher-
chée est | | DATI OR al
FAN AUA TRUE AG AR
2. Montrer que si l'intégrale de surface (1) ne dépend que du contour L de S, elle se ramène à une intégrale curviligne sur L. R. La Condition (2)Mayant lieu’ 1l est EG de ie iRes trois
fonctions P, Q, R par les relations
On y satisfait, par exemple, en posant .
Die \ Bdz + \ CE Ÿ, 1) dy, (Dee Hd}, R'== 0 *() v #0)
L'intégrale de surface se transforme alors par la formule de Stokes
(t. I, n° 304) dans l’intégrale curviligne
(3) | | Pdx + Qdy + Rdr.
Ce résultat permet de généraliser la notion des différentielles exactes.
On dit (Poincaré) que l’équation (2) exprime la condition pour que (x) soit une intégrale de différentielle exacte. Dans ce cas, en effet, l'intégrale double ( se ramène à l’intéorale simple (8). Cette res alisation peut s'étendre à un nombre quelconque de variables.
bn
CHAPITRE Ii
Intégrales Eulériennes
Ç r. Expressions des fonctions circulaires et hyperboliques en produits infinis et en séries de fractions
43. Décomposition de sin me en facteurs. — Nous considérons seulement le cas où #7 est un entier impair 2% + 1. L'expression de sin #1® se tie de la formule de Moivre :
cos ME + 1 sin me — (cos @ + 1 sin 6)",
en égalant les cofhcients de 2 dans les deux membres. Il vient ainsi,
pour toute Valeur réelle ou imaginaire de ©,
m(m—1)(m — 2) ja
sin me — m cos "Île sin 6 — "#9 sin° @ +.
Par conséquent, #1 étant égal à 2n + 1,
CON FrOosO er.
, — m COS" — sin Oo T2 éd 3
sin #1® HAUT EL) CNED) DANS
Tous les exposants sont pairs au second membre. Donc, si lon
remplace cos’e par 1 — sin’®, le second membre se transforme en
‘un polynôme de degré 7 en sin’e.
Posons, en abrégé, z = sin'@ et soit F,(7) ce polynôme de désret mon peutrécrire, envdésienantipar 4,2%... 4 les)\racines
SEAEOE
ÉHUCTA ERRE ro) RU Q re de £)(: ai te I ap (<= sin @)
les deux membres ayant la même limite 1 quand 6 et, par suite,
z tendent vers O.
Mais les racines à, &,.... de F,(7) s’obtiennent tout de suite. En
: I Te HT effet, sin #1® s’annule pour les valeurs ——, ——,... — de ©, toutes m° m ni
NOUS PE inférieures à 7 (car m — 2n + 1) et auxquelles correspondent les
valeurs croissantes (donc différentes) de z :
: NT (2) à, = sin ——, Uy = SIN —— … pi 1 mi m
qui sont donc les racines de F,(7), car sin® ne s’annule pas.
Portant les valeurs (21 dans (1), on aura la formule de décompo-
sition cherchée.
Décompositions de sh et de sinx en produits infinis
. : x1 — Soit x une valeur réelle; changeons @ en —— dans la formule (1). m
Il faut remplacer sin @ par t sh — et sinme@ par 1 sh x. Il vient donc m
RO Se à À I +- PAC UNEte (m LE 13}
Tout est positif dans le second membre de cette formule. Prenons les logarithmes : le produit sera remplacé par une somme. Soit p un entier < #1; nous aurons mi
sh æ " or nus ee AU LOS ENTER SES x k=—=] OTR
en désignant par R,, la somme des logarithmes non écrits, qui sont tous positifs. Mais, si à est positif, on a e% > 1 + &, par conséquent « > Log (1 + «); il vient donc
TX she
n TER 4?
| m 4e OL Ô IR DT EE eES ES SES PEL MCE M 7 p+1 A
FM, rs LS BATTRE
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS CIRCULAIRES EN PRODUITS 6S
m—I se k= Quand # varie de 1 à 7 — RAR le rapport (sin 2) : — est
m m 5 à > —, car c'est celui du sinus à l'arc, qui décroît constamment sans de atteindre le minimum (sin ° À — On a donc % I m° m° I I HE Sn Cr en 2 4h RE NT
Que ace TC M He) se ;
et, par conséquent, a fortiori
R, <T{(sh: he D Lie — A] ue D AN : k
m /pilhk — 1 AP mi Faisons maintenant tendre #7 vers linfini dans la formule (3), et observons que lon a
sv Lui lim m1 sh— — x, him m° 04, = lim 7#° sin° = hs m m
il vient, quelque grand que soit p,
DÉSTAR REED
Si l’on fait tendre maintenant p vers Pinfini, lim KR, tend vers O
et l’on trouve
Enfin, en repassant des logarithmes aux nombres, on obtient shx sous forme de produit infini, c’est-à-dire comme limite du produit
d’un nombre illimité de facteurs :
PL RRaR D x?
(5) hs CRE À. TE UCT + a)
La décomposition de sin æ peut s’obtenir directement, par un
raisonnement analogue. Mais on peut la déduire de la formule
LA
Male L
TER (is: IN nr.
Le ds ENT ! HS OT TA A mie Vel : Er NE d'a >” AARTEE: ù- + je L'AMLI, EM 0e PP RE SO PE NT TOR cr tee Li t | dl ÿ be 1
" à at LP
précédente. Il sufht de remarquer que la formule (5) subsiste si l’on remplace x par une variable imaginaire z.
En effet, le produit qui constitue le second membre de (5) se développe, par les multiplications successives, en une somme de puissances de æ toutes positives. Donc, l’ordre des termes étant indifférent, ce second membre peut être ordonné suivant les puissances de æ, ce qui le ramènera nécessairement à la série potentielle qui définit sh. |
Cette réduction à la série qui définit le sinus hyperbolique demeure légitime quand on remplace 4 par une imaginaire 7 de module æ, car la somme de puissances de % sera seulement remplacée par une somme absolument convergente de puissances de z et l’ordre des termes demeure indifiérent.
Donc on peut remplacer # par 1% dans et l’on en déduit P (
Fe £ D TS (6) bee æH(s tee
SUD ANUS A © ) cos © = —= [Nr — 2 sin æ k (2h + 1) +?
45. Séries de fractions. — Si l’on dérive la formule (4), vient, pour toute valeur réelle de x, ERA RE TT à I ei I (7) a se I 202 Ra TA EE 4 pi AT? + x
En effet, cette série, ayant tous ses termes inférieurs à ceux de la série convergente à termes positifs È #—?, est uniformément convergente quand æ varie d’une manière quelconque, ce qui justifie la dérivation. |
De même, remplacons, dans (6), sin æ et tous les facteurs par leur valeur absolue ; prénons les logarithmes des deux membres, et
dép one Il CA
TOR SR NEA :
(8) cotx—— 20 D es
Stud at Er ot LE VAR SRE AC Et AE AE ac Fa Û { # . ’ { YA \
a, Le TT VI PR défi tin el dei t Rs | ) >RIE 67
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS CIRCULAIRES EN SÉRIES
En effet, cette série converge encore absolument et uniformément dans tout intervalle où les dénominateurs ne s’annulent pas, car le
rapport de son terme général à celui de la série Z 2? tend vers une
limite finie pour À infini.
S1 l’on remarque que l’on a I I
RENAN NE TT 16 + kr’
on voit que la formule (8) peut s’écrire plus simplement 1e I
(9) à la condition d'associer dans la sommation les valeurs + k et — } ; r ;
Le développement de cot x, en donne encore d’autres +720 I
CONTE COUT he dei ; © ) Lee I de —(} ce 1} x 2
co : I
= — ete tte) 5 = — À “1 DU — 2kT D PR (2h + 1)r”
sin & ou, plus es le o lè I er o (— 1] (10) ———— SE ) _+2% D Ce Sn ee 0h 1 L— kr Remarque. — Il est souvent utile d'écrire la formule (7) sous une
autre forme. On remarque que lon a e” + eTx 3 AE D D
e? Mie ee px QT
On substitue cette valeur dans le premier membre de (7), puis on change x en « : 2. A prend la forme x | > I RU I - = 1e S F3 REVUE
Calcul d’une intégrale d’Euler. — Soit x une quantité
comprise entre Ü et 1;ona
LEZ et 0 est compris entre Ü et 1, car 6 est égal à 1 : (1 + &).
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Donc, si 4 désigne une quantité positive, il vient, en multipliant la relation précédente par 47" dx et intégrant, puis en observant que 9 peut sortir du signe d'intégration tout en gardant le sens d’une
quantité comprise entre Ü et 1,
\ xt T dx MSG 1 )* ï Ce On OU ATEN AE SE
Enfin, en faisant tendre a vers l'infini, on obtient
Supposons maintenant 4 compris entre O et 1; on peut changer
ä en 1 — 4 dans cette intégrale, puis Æ en 1 : X; il vient pi VV % Le — | e k \ ARR \ DDASS Er 20) 6 PEN EE mt DL EE | d—Rh
Ajoutons cette relation à la précédente, nous trouvons, par (10),
(2) NN CDS
re RS |
CR LOEUS tr mi sinur Cette intégrale importante est due à Euler, qui l’a calculée par un procédé très différent du précédent.
Ç 2. Nombres de Bernoulli 7” 47. Développement Cher anes ne série potentielle. — Soit
æ une quantité positive; on a di & 5 RS)
Re AE OR MORTE Li Pas Cr _— — sS ne x) LEE (— x)"
Donc, en changeant æ en x* : 4k°r*, et en supposant seule-
ment x réel,
à (ee nn 2e) ART 0 ENS RON ) na)
NOMBRES DE BERNOULLI
Portons ces développements dans le second membre de la for-
mule (11) du n° précédent ; en posant, en abrégé,
I I De ARNO AMOR OA TE) 4g HE ia VE à ol di 76e ri (1) ne IL UT A2 ca EE 02) Ce ART 2 RON NAT NC RL Te
Si 7 tend vers linfini, s,, tend vers l’unité et le dernier terme tendivers Ü, pourvu que | x | soit < 2x. Donc, si | &Æ | est < 27,
on a le développement en série potentielle convergente
nee FRE BE Sa : FE | AT TAN Et (27): (7) ne
48. Nombres de Bernoulli. — Les nombres de Bernoulli (* sont les nombres B,, B:,... B,,..., définis par le développement en série | L 1 er Bar
Te NAME rt SO ee IPS (2) Free Le + Se = “ +
qui converge, comme on vient de le voir, pourvu que < 27.
A ÈSOIt Comparant cette formule à la précédente, on en conclut que tous les nombres B d’indice impair sont nuls, sauf B, qui est égal à , ét que les nombres d’indice pair, B:, B,,... sont alternative-
ment positifs et négatifs. On a effectivement
Fra (211)) RU Eee JE Er ANS 1 (3) B a ( 1 )" (ri Son:
Quand # est grand, s,, diffère peu de 1; cette formule montre que les nombres de Bernoulli croissent très rapidement quand
n'augmente.
(*) La notation des nombres de Bernoulli est variable avec les auteurs. Nous avons adopté celle d’Edouard Lucas qui est la plus commode,
A DE PER Ne CO PR ON Ne
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Si l’on introduit la notation des nombres de Bernoulli dans la formule (1), il vient, x étant réel et à compris entre 0 et 1, x ,_Bt* B,x” PEROU rN da Boite
DR DE 4 | TU D Crea tTE (an)! °
49. Calcul des nombres de Bernoulli. — Nos allons montrer que les nombres de Bernoulli sont rationnels. Pour les calculer, il est commode de se servir de la notation symbolique suivante :
Convenons de remplacer B'" par B, dans le développement de ei”
en série potentielle; la formule (2) pourra s’écrire symboliquement
46 he (5) ———— = PT,
L’utilité de cette notation vient de la propriété suivante:: Si lon multiplie la série e#* par celle qui représente e2*, on aura
aussi symboliquement eux eBE — p(a+B)® É
En effet, si l’on considère B comme une indéterminée, légalité précédente a lieu par la propriété de l’exponentielle. Les deux membres peuvent être ordonnés suivant les puissances de B; après quoi, les coefhcients des mêmes puissances de B doivent être identiques de part et d’autre. L'identité des deux membres subsiste donc quand on remplace B, B°,... par B,, B,,... Cette substitution donne aux deux membres leur sens symbolique. D'ailleurs les séries convergent pourvu que « soit < 27 en valeur absolue.
Chassons le dénominateur dans l'équation (5); il vient (6) DE EAN pe URES
Par suite, en égalant les coefhcients des mêmes puissances de #,
on obtient les équations symboliques : |
(B+1) —B =: | D (B + 1} — B'—0 2B, +1 —=0 (DEA BR NU NIBNEE DAMON SR RE PR n
(B + 1) — Br — 0 (NE ne 45 LA ES EN EE
nt) $ ’ x | .
NOMBRES DE BERNOULLI
C’est un système des formules récurrentes à coefficients entiers, d’où l’on tire de proche en proche les valeurs de B,, B,, B,,
On trouve (B,,:, étant nul) les valeurs rationnelles :
I 691 SE NEIL NEA Se As [l 2 6 42 B,» 2730
EVE NOMME AUGUE | PE ER MES ARSO ET 4 DA LES 30 Die 66 Die s10
50. Propriétés des nombres de Bernoulli. — Multiplions la formule (6) par e/*; il vient
deze — e(B+I+yx _ ,(B+y)
d’où, en égalant les coefficients de x”! de part et d’autre, (8) 1e A ee 2 0 Pr
Désignons par / (1) un polynome entier quelconque ; on aura
(9j LÉGER T1) —ÿ(y + B) = jf (y).
C’est l'identité symbolique fondamentale à laquelle satistont les nombres de Bernoulli. Elle résulte de la formule (8), qui exprime que (9) est exacte pour chacun des termes du polynome.
Voici quelques cas particuliers :
SOA) MENT) On A Dour M == 0
Pot QUE ET) CRE 2) RNB) ont pour y ='0,
b+B+n(B+2).(B+p=pl
HSONTESU.E D: DOsOns Ep) =) l'un 1)” ÿ4 on a, pour = 0, |
Cette dernière formule, qui est due à Stern, est peut-être la plus
commode pour le calcul des nombres de Bernoulli, parce qu’elle ne
contient pas tous les nombres B, mais seulement ceux qui sont compris entre B, et B,+,.
EAU OR TR PE AR AL ‘ VAPAIT
CA MU TEET 5 #4 S
51. Définitions et premières propriétés. — Legendre a donné le nom d’intégrales eulériennes de première et de deuxième espèce aux expressions :
“1 . (1) B(a, b) Sa LU TA EE OO DEL UE) EA AINSI v0 v0 La première est la fonction Béta, la seconde la fonction Gamma. Ces intégrales sont absolument convergentes pourvu que & et b soient > 0 (n° 4 et:9) Elles cessentid'exister sg 01 ANSE (b n’intervenant que pour B). Il sera donc entendu, dans ce chapitre, que a et b sont réels et positifs.
Assignons aux variables 4 et b un minimum positif :; tous les éléments de l’intégrale B sont alors maxima et positifs si 4 = b = 2, ce qui laisse subsister la convergence. Donc B converge uniformément (n° 22) et est fonction continue de à et de b (n° 23). Supposons maintenant que 4 varie dans un intervalle positif (, A). Faisons la décomposition
LIVE dx \ APM Jt
pi Pia \
© 0 ces deux intégrales convergeront uniformément, car leurs éléments sont respectivement égaux ou inférieurs à ceux des deux intégrales
convergentes :
Î 3 GO \ LED Xe lue 0] I
Donc l'est une fonction continue de 4.
Voici maintenant quelques propriétés qui résultent immédiatement des définitions :
1° Si, dans l'expression (1) de B, on change la variable x en
1 — X, cela revient à permuter & et b. Par conséquent,
(2) BAPE (A0)
2 10 td OpR ER SE à DES LH
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2° Si a ou best entier, on obtient B (a, b) sous forme explicite. EntéTétRsSeDIERUer on ai dabord SPL ENT a”
ENT ess \ MAR UNE
Ensuite, si est un entier 7 > 1, on trouve, en intégrant par
parties,
B (a,.n) =? ‘| RCD ee An de OT Ba 1m Tr) ; ü |
et ainsi, de proche en proche,
ve POS SU NL) (3) RAD es PNG NON ENCRES
3° On a la relation, d’un usage fréquent,
(4) D(a + 1) — al (a),
qui se démontre par l’intégration par parties effectuée ci-dessous : fe GO aie)
Pa + 1) — \ NET IX | xt AA nou \ mn TA
le terme aux limites étant nul.
Si # est entier, on a, en appliquant (4) de proche en proche, (5) La + n) = a(a + 1)... (a + n — 1) (a).
Cette formule permet de réduire à (0,1) l'intervalle dans lequel il est nécessaire de calculer l'(4a).
4° On voit immédiatement, par la formule (x), que l'(a) = 1. Donc, si 2 est entier, on obtient, par la formule (5), L'(n + 1) sous forme explicite :
Vin + 1) = n!
On remarquera, en particulier, que F(2) = 1.
s’ Multiplions par ['(a) les deux termes de la fraction qui forme le second membre de (3); il viendra, par (5) et puisque (4 — 1)! A À (n),
(6) B(a, n) — ES
Cette formule n’est encore établie que si 7 est entier, mais on va montrer dans le n° suivant qu’elle est générale.
6 Soit y un nombre positif; si lon change la variable d’intégration X en JX dans l’expression (4) de 1’, on obtient la formule importante
- xU Te VT GX.
Je
(a) us \ #
Nouvelle expression de B. Réduction définitive de
B à [. — Dans l'expression (1) de B, faisons le changement de variable il u Ey X — — PRE I RES T+y DE Da ACT ED) Les nouvelles limites seront O et = ; il viendra donc 1° Mai dy 8 B(a, b = ( ) ( ) < (I + JDE
Fr.
On tire de cette formule la démonstration générale de la tor-
mule (6). On a, en eflet, par la formule (7), ve Fa +b)
xa+b | e=tl +y)x 4
k Te Cr
Multiplions par y°=! dy et intégrons de O à . On peut inter-
vertir les intégrations dans le premier membre, car les fonctions
sont positives et la règle du n° 17 s’applique ; il vient ainsi
ee) 19
100 yo EI dy sn 2 OU AS UN A et M ÉTyE Et \ TEE 7 | di | ( )\, (@: + y}ere
Cri)
ou, par (7) et (8), LOS ee dx = T1 (a +10) B(a; 5%)
_ Na) TE)
B(a, b) — Ta + b)
Cette formule, dont la démonstration précédente est due à
Jacobi, ramène létude B à celle |, qui ne dépend plus que d’un
paramètre.
PAS x | rar
RE Re T
CA
FICEL LIÉE PR |
LR RE D ig ÉS
Sa __ A
D nnidtté D El
INTÉGRALES EULÉRIENNES ra
Remarque. — Revenons à l'intégrale (8). On peut, en même temps que l'intervalle d'intégration, la partager en deux autres étendues de O0 à 1 et de 1 à =. Changeons y en 1 : 7 dans cette
dernière ; il viendra R1I 4a—1 1b—1 y TE) Go) Ban & 0 é: ne Nos +
formule qui met aussi en évidence la symétrie par rapport à a et b.
53. Relation des compléments. — On a, par ee formules (9) et (8), û ner ae B(a,1— a) = TF(a)F ( — (1) =\ RON 7
La valeur de cette Me a. été calculée au n° 46. On en conclut
es]
la formule importante, trouvée par Euler et connue sous le nom de
relation des compléments, l'A) EC — a) = =—— (11) (a) F(r — a) — re
Ces di0 (JE
La relation (11) ramène le calcul de (a) à celui de F(r — à) et,
Er particulier, & 4 —
| 4 7 el par conséquent, permet de réduire à (0, =) l'intervalle dans lequel il est nécessaire de calculer F(4).
54. Formule de Legendre. — On tire des formules (9) et (10) . 122 { 14 —1 BA ANS sr \ Ras
l'(24) QG +) Faisons le changement de variable ie A je I + = CES il vient ;
| k I + aux MR nr)
B(a, 4) — DA (rene) e
(*) On obtient aussi ce résultat en changeant x en V’xidans l'intégrale du n° 24.
CHAPITRE II
ou, en changeant encore z en LV” 7e cl Le 1) ue DAME Pa: en
Remplaçons B(a, 4) et on à) par leurs expressions en l'tirées
de (9), puis ( ) par /7; la relation précédente donnera Âr (12) (4) (« + je ET
[Ha
Cette relation a été trouvée par Legendre.
(el s En y changeant 4 en —, on peut l'écrire
SUIS Ne a Et ) PA DE
En tenant compte de (n}), cette relation permet de réduire à
(o 5 l'intervalle dans lequel il est nécessaire de calculer I (4)
55. Produit d’Euler. — Substitutons successivement les valeurs NE : NE RAR PET dans la relation (11) et multiplions les résul-
tats ; 1l vient
É (2) (2)... (= lÉ NE MAT VUE SN Re = 11 11 1
Pour évaluer ce produit de sinus, considérons la décomposition
en facteurs — | ki M—r1= (Di KA Toni |.
KI
En y faisant tendre X vers 1, on en tire
n—1 STE ; HAT es nee ml VATE e — h HOUSE
‘ l ï INTEGRALES EULERIENNES
Maultiplions, facteur par facteur, cette relation avec
kRTi (n—1)T à nñn—l nt AS Ê (4 I IT — =
HDi (20) ELU) onu
nous trouvons, en égard à lexpression du sinus en exponentielles
Par conséquent,
ñn—1]
A VEN AO DES or) À?
6e ES or en Mr Ron nl 97 ( DA Cette relation’ a été trouvée par Euler et généralisée par Gauss
56. Intégrale de Raabe. — On tire de la relation précédente en prenant les logarithmes et divisant par
il Log (£)1= SUre)c REP,
DR — — ——— KE
Faisons tendre n vers linfini; on peut faire, dans la somme du
Pi
à I Le premier membre, . Le HXIET «3 — dx, eh davhimiterdercettét somme
est une intégrale définie ; il vient
Ce résultat permet de calculer facilement l'intégrale de Raabe,
qui est la suivante :
?] ra+l == \ Log (a + x) dx | posé)
Jo
En effet, les dérivées de l'(a + x) sout les mêmes par rapport Met Aadidonc
car {a + 1) = aT (a), en vertu de (4). Par conséquent;
le \Log a da —=;a.{(Log 4 1) + Ci: NS
LA
La constante C se détermine pour 4 = 0; il vient, comme on la prouvé, au débutidu'n° actuel, C4 =Tos 1/27 End tive, l'intégrale de Raabe s’évalue par la formule 11700
(4) ME \ Log la + x)'4x = a(Log à — 1) + Log J/27.
; \ Cette intégrale joue un rôle important dans la théorie de la fonc-
tion l'; on verra plus loin qu’elle est la valeur asymptotique de
Log (a =. 2).
S 4 Expressions des eulériennes en produits infinis
57. Formule de Cauchy donnant D Log l'(a). — En dérivant sous le signe lintéerale qui définit [', il vient
Gs) l'a)
GO
+ \ Les PROS ol
Da Men —\ o 0
Cette dérivation est légitime, car chacune des deux intégrales de
O à r et de 1 à ci-dessus converge uniformément quand 4 varie dans un intervalle positif quelconque (:, A) : elles ont, en eflet, respectivement leur élément moindre que celui des intégrales
LA
correspondantes à éléments positifs et bien déterminées :
»] ds DEA \ xe=1 (— Log x) 4x, \ De Tate 0 l Car 6 est EUTIEt DONNE ENT) IDE 4261 PUS AN Nous allons transformer la formule (15). Soit y un paramètre positif; considérons la relation
25 Ye y UT one \ xa—i era on dx — D ml ar | xa— 1 eye Üx, «& 0 ” F7. 0 à à (e)
DÉVELOPPEMENTS EN PRODUITS INFINIS
qui peut aussi s’écrire, en égard à (x) et (7),
à RU — 67 TU F (a 2e I PME ' a tas - À & NAME Le AR IE ETF \, 4 È : Y + G+) He y}
Multiplions par dy et intégrons de O à . On peut intervertir les
signes d'intégration dans le premier membre (n° 17), car la fonc- Pi
tion à intégrer est toujours négative sous Île signe \ GE tt
4] positive sous le signe \ et, en se rappelant qu'on a (n° 25) | Ji
RO CN pag da \ de dy — Log hu 0 2
on voit que les intégrales intérieures sont respectivement fonctions
continues de x ou de y, sauf si X ou y est nul. Il vient ainsi
(1 di me | I dy men AO TE CES (0 \ BE a | +| NO PHON EEE
58. Formule de Gauss. Constante d’Euler. — En faisant a — 1 dans la formule de Cauchy, on obtient la relation suivante,
qui définit la constante d’Euler C :
RAÉT PRES en I dy D TE TN o=\ |: aire
Soustrayons cette équation de (16); il vient
[’(a) NE RS MCN I dy Lo TETE TE
et, en posant 1 + y = I : X, on trouve la formule de Gauss :
ne Luc
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Si «4 est rationnel, on peut effectuer l'intégration; en particulier, SIN ESTNENUER TON {
LOIRE \ (1 A Dh a) AA TR PEACE _ v »)
C’est de cette formule qu’on se sert pour calculer C, en utilisant les formules d’approximation de L’(x) : l'(n) que nous indiquerons
plus loin. La valeur de C est
GUN CoOU OUT 60 En
59. Produit de Gauss. —— C’est une généralisation de la formule d’Euler (n° 55). Changeons, dans la formule (18), 4 en a
où et n sont entiers, ensuite la variable X et x”; il vient
: Je ’ y Hs.
r (« + n A1 res Aire ; fall xl Pare xha-i+k TU CNCTTONE 1e1à = dx =NN\ dx 7 : PAS 0 LEEX 0 Hat V'{a+ D ñ
Faisons } — 0, 1, 2,... (n — 1) et ajoutons; il vient
Y/ Ÿ Fe I (a + 4 JL qu } nx—! 2 LE xna— IS jh 2 FN + nC = n\ IX ee k=0 r'( 2) Jo LEA L »1 rent na 1" nx t XNA = NUE a | axC —X" : DE X
Soustraions de cette équation 7 fois la suivante, tirée de (18) :
1e -NA—A AURA a (fee et Tia) À I—X I—X il vient 3 td Rat (a cp m F'(na) w AUX TEE I DS NT —n = n Are — —— I — X" LT
DÉVELOPPEMENTS EN PRODUITS INFINIS SI
Le second membre se ramène à une intégrale de Frullani (n° 25),
par la substitutiou x — 6; il devient ainsi
mao - NT >p TT l> PAF Era n | Le 2 e)S =n\ x e _ dŒ@— —n Log n.
pr 1e É 7
Remplaçons donc le second membre de l’équation précédente par
— n Log # et intégrons ; il vient
DONCESE =). r(a
Log non LOC:
L(na) PRRESE : : ee I
On détermine la constante d'intégration C en faisant à — 7 CE
qui réduit le produit sous le logarithme à celui d’Euler (n° ss), dont
n _ la valeur est (27) ? :J/n. Il vient donc, pour déterminer C,
n—1 don LC = pr) à
On obtient ainsi la relation de Gauss
Ta)
Go) TG a+=)r(a+2).r(a +)? +.
CHAPITRE It
Dans cette intégrale, substituons le développement
I n—! exe n—! etmr—t}x
TR »—EX NE = ne med D 02 PL) mes = de A ENS FE DH BE ne I — 6e * ë D NAETS (6 étant compris entre O et rt, car le dénominateur ne A TR (etl r) este rent) uRvient nes INT si DÉLOS TL) \ Le a IX à a TNT AU allo 0 TES I f =D +, o(@+k) : a En
Donc, en faisant tendre # vers l’infini, on obtient la série absolu-
ment et uniformément convergente :
TL I
TEE +1)
is
(20) DiPos TUE °z ont
Ga) 61. Formule de Weierstrass : Sn de 1 :1(a)
en produit de facteurs primaires. — Intégrons l’équation (20)
de r à asil vient, puisque la constante d'Euler C == 140);
a. ad+n
et; en intégrant encore une fois de 1 1 4,
D'Losil ta) dite (a). Lg la) + CG ne
Si l'on change 4 en 4 + 1, on peut écrire, plus simplement,
ul ad+n S (ee LOS fan nl n
ENT
Log F(a + 1) + Ca
Revenons des logarithmes aux nombres; nous obtenons Îa
formule de Weierstrass (22) EN
(a + 1) A 1 Les facteurs de ce produit infini sont ce que Weierstrass appelle
des facteurs primaires. Ce produit peut servir de point de départ
pour étendre la définition de F(a) aux valeurs imaginaires du
Pb EE sad BE Sr AN D À VE Ps Pat gi GE A Ad PP DER 2, al À F, d La ‘ ( { Y ñ CET RU S ÿ 1h { CR à 5; d LEE, } À ñ À ÿ
paramètre. Nous ne nous occuperons pas de cette question pour le moment. Cette extension peut aussi se faire au moyen d’une expression de l(a) en produit infini, expression trouvée par Euler
et retrouvée par Gauss, que nous allons faire connaître.
Formule d’Euler : Expression de l'(4) en produit
infini. — Débarrassons la formule (21) de C, en faisant 4 — 2 dans cette formule, puis soustrayant de la formule (21) la formule ainsi obtenue multipliée par (a — 1); il vient : 2+n ad+n EO@E(a)== S| De) LOone Pos | Tire ( ë ( ) (e) I + n O I + n
Effectuons la somme des termes depuis 7 = 0 jusque # — m — 2;
la relation précédente peut s’écrire
M I 1 Ross) lim | (a F1) Éoc m°E 12: Los Le | le MERE ÿ 0 (l + 17
et, en revenant des logarithmes aux nombres,
ANT 4 97 (Et) (a) ue ke a(a + 1)...(a + m — 2)
Multiplions encore par le facteur "” : (4 + m — 1), qui tend
vers l'unité ; il vient, sous une forme plus commode,
| .2...(m — (2374 Ta) = lim m° : UL 1)
Mm=2 a(a + Denon + m — H)
C’est la formule obtenue par Euler.
Expression Log l'(a) par une intégrale définie
Rappelons la formule de Cauchy (16), que nous écrirons comme
suit :
(a) \ " Le Rue «| dy EE marre PT. y) Hpymre A ji GS A ï
Le second membre est ainsi décomposé en deux intégrales, dont
la seconde, qui est à limite infinie, est seule généralisée. Mais cette
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intégrale converge uniformément pourvu que 4 reste supérieur à un nombre positif <, car elle est la différence de deux autres :
\ dy At «y é ie # Ji ; à (1 + y)" A
dont la première est indépendante de 4 et la seconde uniformément
convergente (son élément décroissant quand 4 augmente). Multiplions donc léquation de Cauchy par da et intégrons de
1àad(a > 0); on peut intéorer sous le signe (la convergence étant
uniforme) et l’on trouve l'intégrale uniformément convergente (n° 23)
ee Ces enr 00 | (a RUE 1 )e U — Log (x se 7) ele
LOS LUUYE \
Si ==Ntbn A EN particulier
ee \. Ée 2 7 | dy.
Multiplions par (4 — 1) et soustrayons de l’équation précédente ;
il vient la Je e)
eTta À er re) GENE Log (a) \ PE y he +)
Et En posant LOBC(T PAT PO TON ER CREERTe
6 14 ax | PH rome AA Fc ie SRE 0 | er OT NS À
Enfin en changeant encore X en — x, nous obtenons lintégrale cherchée mo ei æœ dx — € (24) Log l'a) =| = See Se (d Er Pug rx | — Fa
et les changements de variables n’ont pas altéré le caractère de convergence uniforme pour 4 > &
Remarque. — En multipliant l’expression précédente par da et en intégrant de 4 à 4 + 1 sous le signe (ce qui est permis, la conver: gence étant uniforme) on obtient une expression utile de l'intégrale
de Raabe :
Ro TAUer e” 1 GS) 1=| EE (ai) | es 60 UE et —]I 5)
On a d’ailleurs, comme on le sait (n° ss), sous forme finie,
ra+i Chic Ice \ Log F(a)da = a(Log a —- 1) + Log|/2x.
64. Fonction de Binet. —- Soustrayons la formule (25) de (24)
et ajoutons membre à membre avec
la lee) à a] ki 3 à A ne 25 CRU =) EE — 6 x Jo RSR ÿ, M4
tous les termes qui ne contiennent pas le facteur e“” se détruisent sous le signe / et il vient
os
Log (a) — |] IE AL MHEAEE (Xe (26) ne
NET Los x \eT
L'intégrale qui figure au second membre de cette formule est une fonction de 4; on l'appelle fonction de Binet et on la désigne par O(4). On à donc
(27) EAU Le n RC
En remplaçant dans la formule (26) l'intégrale I par sa valeur
rappelée à la fin du n° précédent, on obtient la formule — T” (28) Log [(a) = Log V/27 +(à — =) Log a — a + Q(a).
Quand & tend vers linfini, Q(a) tend vers O0, de sorte qu'en négligeant Q(4) dans la formule précédente, on obtient la valeur asymptotique de Log l(4). Mais nous allons examiner, dans le n°
suivant, les formules d’approximation de Q(a).
65. Série et formule de Stirling. — Dans l'intégrale (27), remplaçons f(x) par le développement trouvé au n° 48 (form. 4)
COR: T
ee
observons que chaque terme s'intègre par la formule
le DE Era PE) SUR
DD = NT NES ANT NE De Dies Qi
æ &. ce ER,
\ix 2k QUX Jx — PRE og “2
LL “ £ EPL AR x 1 4 PS ke Pa " Fes * PEN ÉEE Pe S
et que l’on peut, sans changer la signification générale de 6, en
vertu du théorème de la moyenne, faire sortir 6 du signe /; nous
Re "
obtenons la série de Stirling, avec l’expression du reste KR,
Bovr Be PAU I
OQ can Re T Re ea 2n 2 R Ru:
© A TN 24 api TGn TN Gr Dane < 4
(30) { B I 3 = 9 —— TR er ë
RACE 0200 el ) ;
En UE en faisant n = 1, la série se réduit à R ; et il vient, 1
B, étant ég gal = ; + 6 | 10
I | QUES PERS # (81) Le 24 120 # Air ; APE a 4
Si l’on remplace Q{a) par cette expression dans la formule (28), Ê on obtient la formule de Stirling : 5 Log T'(a) — Log V/27r + (a- —— 5) Log d — 4 + — P 4
I 26 ST
+ DA UEN EeS 0 (a) me 2" M PRO EAS :
Lorsque ad est égal à un entier #1, cette formule, multipliée :
par m, s’écrira sous la forme 150 : te
pate |
ap M = L/ 27m — 4 ;
résultat qui a une grande importance dans le calcul des probabilités.
66. Remarques sur la série de Stirling. — La série (30) porte le nom de Sfirling qui Pa considérée le premier, mais sans faire connaître l’expression du reste. Celle-ci est due à Cauchy. La série de Stirling prolongée indéfiniment est divergente, quel que
: soit le nombre positif 4, car, en recourant à l’expression (3) donnée | au n° 48 des nombres de Bernoulli, on reconnaît facilement que
son terme général croît au delà de toute limite avec ».
Mais 1l est très remarquable que la série de Stirling, malgré sa divergence, fournisse un procédé très exact et très commode pour le calcul de Q{a); et Papproximation que l’on peut obtenir par cette voie est d'autant plus grande que « est plus considérable. Effectivement, cette série est ce qu'on nomme une série pseudo-convergente. Si d est considérable, les termes commencent par décroître très rapidement au début de la série, et la formule (30) montre que l’erreur commise est de même signe et inférieure en valeur absolue au premier terme négligé. On aura donc la plus grande approxima-
* tion possible en arrêtant la série au terme qui précède le terme minimum, et ce terme minimum sera lui-même une limite de l'erreur
commise.
67. Valeur asymptotique de D Log 1(4). — Si Pon dérive les formules (27) et (28), on en tire
(33) PA a nn Q'(a) al HO PCENT TA
Cu —0 En remplaçant dans cette intégrale f(X) par son développement (29), il vient, comme plus haut, 0 étant compris entre CHERE
/ B;, B, Bono 0B,, Q (a) Ho | 9 f FIRE PEN 2n — 2 2n° CHAN AU (21 — 2)d° 2na°"
Ce résultat coïncide avec celui qu'on obtiendrait en dérivant directement la série de Stirling. Cette nouvelle série est pseudoconvergente comme celle de Stirling et elle convient de la même
| manière au calcul approché de Q'(4) quand & est grand. Les formules précédentes fournissent le moyen le plus simple de calculer la constante C d’Euler. On tire de la formule établie au
n° $8, et pour 71 entier,
= D Log Fm),
ANNEE
ee )
Il suffit de choisir » sufhsamment grand et d'évaluer D Log l(#”) par les formules précédentes ; on obtiendra C avec une approxima-
tion aussi grande que l’on voudra. Par exemple, en faisant » — 10
; M | Paz 4 L / Mis ' 47 04 NP LONDRES
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et en prenant les six premiers termes du développement de Q (1),
on obtient déjà C avec quinze décimales exactes (*).
Valeur asymptotique de Log r'a+ =). Si l’on rem
| 16 Æ $ :) ! DIT; place 4 par (« + > dans la formule (24) et qu'on soustraie l'équa-
tion ainsi obtenue de (25), tous les termes qui ne contiennent pas e“ en facteur sous le signe d’intégration se détruisent encore, et
il vient
I — Log (4 Je L) ai FE) ELE (84) Mig LD es
Nous poserons à Q (a) 4 COCA
alors, en remplaçant I par sa valeur, nous obtenons
Si 4 augmente indéfiniment, Q (a) tend vers 0. donc l’intéorale de D 5) [ p 7) à
(35) Log (a e- =) (Lord er) EE or
SL 15 KRaabe est la valeur asÿmplotique de Log | ( a + 3)
Relation entre Q{a) et Q,(4). — Cette formule se tire de
la formule de Legendre (n° $4) :
(a) (x - =) —— d’où | x
Log ['(«) + Log ra aie =) — Los /r (2 27)Los2 LEONE)
Tr Lei 124)
Remplaçons Log (a) et Log F(24) par leurs valeurs tirées de la
formule (28), puis Log (0 + =) par sa. valeur tirée de (36).II
restera, après la suppression des termes qui se détruisent,
(”) Serret. Cours de calcul différentiel et intégral, t. IL, 1877, p. 228.
70. Intégrales de Schaar. -— Les fonctions Q(a) et Q,(a) peuvent s’exprimer par des intégrales de différentielles rationnelles bar rapport à a. Ces formules très remarquables sont dues à Schaar et nous allons les faire connaitre.
Considérons d’abord Q{a). La fonction /(x) de la formule (26) a
été développée en série de fractions (n° 45); on a trouvé
Les termes et la somme de cette série sont des fonctions continues et positives. Si l’on porte ce développement de f(x) dans sis (27)/de Q(4), on peutintervertir les signes jet (tr,
12526) On trouve ainsi
(87) 102 _ DÉCRAURSE S \| 2677 dx l Le
LA
2RTX Changeons dans chaque intégrale x en FLE intervertissons de (
nouveau les signes Ÿ et /, ce qui est permis, les termes de la
nouvelle série étant encore des fonctions continues et positives,
il vient SAUCE UN SORT er x nr OR AE O8 CI ef rx), CROSS ne
C’est la première formule de Schaar.
La seconde intégrale de Schaar s'obtient par la relation (36); il
vient Fa rank Do NE Q a 4 ——— [ [ei — pÊTX nn RC . GÉT = DTrx 1(e) Re CRT DAS JE . 4 + Pos Greta)
On change X en 2x dans cette dernière intégrale; il vient ie a 2TX 70 :
I _d AX I— 6x I CATA Q a ÊxS | Los PSS Pr TU 25 0 ho: Loos ( I + eeTx (39) i( ) Fr a Lx? OT. PATES re g{I )
ce qui est la seconde intéorale de Schaar.
71. Développement de Q (4) suivant les puissances négatives de a. Formules asymptotiques de Gauss. — Si, dans les
intégrales de Schaar, on substitue le développement (0 < 0 < 1)
a I a MANS RE NC rl ANNE Me ( Fe —..(—=) + 6 S)al d + x" a d” d BRU a
et si l’on intègre termé à terme, en remarquant que 4 peut sortir du
sione / en vertu du théorème de la moyenne, on obtiendra les.
développements de Q{a) et de Q,(a) suivant les puissances négatives de 4 avec l'expression du reste. On voit, sans qu'il soit nécessaire de lécrire, que ce reste est de même signe et moindre en valeur absolue que le premier terme négligé.
Les coefhcients de ces développements sont exprimés ainsi par des intégrales, mais il est inutile de considérer ces intégrales, car les coefficients du développement de Q{a) ont déjà été calculés (30) :
| B. te
Or do ea Fe
et ceux du développement de Q,(a) s’en déduisent par la ges (36),
O,(@)= = ne De ques nn Ute he Le
Cette série est den mais elle est pseudo-convergente comme celle de Stirling : elle convient de la même manière au calcul approché, l'erreur commise étant égale à une fraction du premier terme négligé. Aïnsi, en particulier, en prenant une fraction du
premier terme, on a
of ne AR CNIL f BEC a ie (OURS
Si l’on porte cette approximation dans la formule (35), on obtient
la formule de Gauss, qui est l’analogue de celle de Stirling, mais
plus avantageuse,
(40) Log I (4 + #2 re HE pr 1) CCE Vas Ti ogat
Soit # un entier ; en faisant 4 — #1 + = on obtient pour l’évaluation des factorielles la formule suivante, qui donne une meilleure
approximation que celle de Stirling
n ET ntg Re À | Sin MO OK 1).
(AT) UE L1/2r
CHAPILRESIV
Introduction à la théorie des séries trigonométriques
Ÿ 1. Séries de Fourier. Conditions nécessaires et suffisantes de convergence
. 72. Séries trigonométriques. Formules d’Euler. - On appelle série trigonométrique une série de la forme
(1) ad, + © (4, cos mX + b,, sin mX), REA
où x désigne une variable et 4, b des coefhcients constants. Si cette série converge quel que soit x, elle représente une fonction de période 2x. :
C’est EULER en 1753 qui a posé la question de savoir si'une fonction f(x), arbitrairement donnée, mais de période 27, peut être représentée par un développement de cette forme et c’est lui encore qui a trouvé les formules classiques pour la détermination des coefhcients. Voici d’ailleurs à peu près comment il procède pour effectuer le développement de la fonction dounée f(x).
Posons a priori
- d UE :
(2) f(x) == + E (a, cos mx + b,, sin mx)
et proposons-nous de déterminer les coefhcients. À cet effet, multiplions les deux membres par cos 7X dX et intégrons terme à terme
de O à 2z:
nous trouvons les formules d’Euler où de Fourier :
opérons de même, mais en multipliant par sin #X dx; ‘ : ï DT % I CT ds AUTRES =\ FÉXICOS HE A, 4 NE: J'EXESInnx ES (
PEN
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En effet, les intégrales de cos mX cos nx, de sin #1X sin 7x et de cos #X sin ZX sont nulles entre O et 27 sim est différent de #, tandis que, si 1 — 1, la dernière seule est nulle et les deux premières sont épales ar (tr BHhAre6),
Mais il importe d'observer tout de suite que ce raisonnement postule : 1° la possibilité du développement ; 2° la légitimité de l'intégration terme à terme. Il ne prouve donc rien, tant que ces deux démonstrations n’ont pas été faites. Aussi importe-t-il d’abord
de bien préciser lès questions que nous allons traiter.
73. Séries et constantes de Fourier. Problèmes qu’elles soulèvent. — Soit f(x) une fonction susceptible d'intégration. Les constantes d, et b, déterminées par les formules (3) s'appellent les constantes de Fourier de f(x) ; la série trigonométrique (1) formée avec ces constantes comme coefhcients et considérée au point de vue purement formel (qu’elle soit convergente ou non), s'appelle la série de Fourier de f(x). Alors on se pose les questions suivantes :
La série de Fourier de f(x) est-elle convergente ?
Si elle converge, a-t-elle pour somme f(x)?
Converge-t-elle uniformément ?
La fonction /(x) peut-elle admettre un développement trigonométrique autre que celui de Fourier ?
Ces questions ont donné lieu à une foule de travaux intéressants dont nous allons exposer quelques résultats. Aucune d’elles cepen-
dant ne peut encore être considérée comme complètement épuisée.
74. Hypothèses sur f(x). — La fonction f(x) dont nous allons étudier le développement sera, jusqu’à la fin du chapitre, soumise aux deux conditions suivantes : 1° c’est une fonction périodique de période 27 ; 2° elle est utégrable par les procédés que nous COnNaIssONS.
Si f(x) est absolument intégrable, c’est-à-dire si | /(x) | est intéorable, la série est une série de Fourier au sens propre. Dans le cas contraire, la série de Fourier de f(x) est smpropre. Nous ne nous
occuperons de ces dernières qu’à la fin du chapitre.
75. sommation de la série de Fourier par l’intégrale de Dirichlet. — Soit donc /(x) une fonction de période 27 et inté-
orable. Ses constantes de Fourier sont bien déterminées par les intégrales existantes :
(4) din us
CRT L(2T = (a) cos ma da, bis \
| (a) made.
D'ailleurs, par suite de la périodicité de la fonction sous le signe
D 5) on peut remplacer l’intervalle d'intégration par tout autre de même amplitude 27. On a ainsi, en particulier,
c) bn Mr LT
Donc reg I ° æ+ f h TZ f(x) cos m3 da ZA
) sin Wii da.
Le
en
Soit S,, la somme des #7 + 1 premiers termes de la série de Fourier de f, à savoir
I mi
SPA 5% T+È D AC cos PX
+ D, sin kX).
Elle devient, par la substitution des valeurs des coefhcients
| ææ Le
Ses AP D S cos k (a — » | fQ) da:
ou encore, en remplaçant la variable d'intégration x
Ge D'ART:
T PT I 1rl De = + Y cos a (a + X) da.
r'jEr|:2 1 Mais, en sommant pour À — 1, 2,... m les m équations : | SN sin (4 + +) à — sin (f ——) x — 2 cos ha sin a ee “ao puis en divisant par 2 sin + «, on trouve FAPene MA (5) ASUS LE CHERE IN 2 Eu | 2 sin a
Enfin, en substituant ce résultat dans la valeur de S,,, on exprime
S,, par l'intégrale suivante, connue sous le nom d’intégrale de
Dirichlet :
OPA IE HS
Der TN ue da.
Le 2 SIN = %
La convergence de la série de Fourier revient donc à la convergence de cette intégrale quand #7 entier tend vers linfini. à Dans l'étude de cette convergence, le théorème suivant est tout
à fait fondamental.
76. Théorème. — Si /a fonction F(x) est absolument intégrable
(n° 74), les deux intégrales : | | «0
rh Pb \ F(&) sin la da, \ F(x) cos Fa da, [42 : ©
tendent vers O quand k tend vers l'infini d’une manière quelconque.
En particulier, les constantes de Fourier, a, et b,,, d’une fonction f(x) absolument intéorable tendent vers O quand m tend vers l'infini.
Il sufht de prouver le théorème pour la première des deux intégrales, le raisonnement étant le même pour lautre.
PREMIER CAS. — Si F(a) est continue dans l'intervalle (a, b), cette 4
première intégrale ne diffère de chacune des deux suivantes :
nb ph 1kA Êt | F(a) sin ka da |
T a+ — fe
que par des intégrales infiniment petites avec l’intervalle d’intégration supprimé. Il sufht donc de montrer que la somme de ces deux-ci ne.
tend vers O0. Or cette somme, après la substitution de à + +à à
dans son premier terme, s'écrit
Pb URSS s \ IOEIE + &) [sin bu “'NÈRRS
Quand À tend vers l’infini, la différence entre crochets tend uniformément vers O, donc l'intégrale tend vers 0. - k
DEUXIÈME Cas. — Si F(x) est discontinue en ‘un nombre ne de points, on peut admettre que ce soit aux extrémités 4 et b seulement, car lintégrale considérée peut se décomposer en plusieurs
autres satisfaisant à cette condition. Alors il sufhit, ce qui ramène
| "1 me PT LR y #4. “44 Me VERTE '# ARTS ñ : LA 1 . # .
au premier cas, de démontrer le théorème pour la seconde des deux intégrales :
Ê Probe \ Fa) sin x da, \ L'EF(a) sin ko de,
a Jat+s car leur différence est moindre que celle des deux intégrales de | F | da prises respectivement entre les mêmes limites : elle est donc aussi petite qu'on veut avec &.
TROISIÈME Cas. — Si F(a) est à variation bornée, il sufht de faire la démonstration pour F positive et croissante, car toute fonction à variation bornée est la différence de deux fonctions positives et croissantes (n° 33). Ensuite, si F est positive et croissante, on a, par le second théorème de la moyenne (n° 2), dont la démonstration
s'applique aussi bien à ce cas,
ob b cos RE —"cos kb
| \ Fa) sin ka da — F()\ sin ka da — F(b) Me
AA
Cette expression tend vers Ô pour # — =. :
77. Convergence uniforme des intégrales précédentes. — 1° Dans les deux intégrales du théorème précédent, considérons les limites à et b comme variables, mais dans un intervalle fixe (A, B) dans lequel | F | est intégrable. Alors ces intégrales varient avec ‘4, b moins rapidement que lintégrale, fonction continue
de a, b et indépendante de P, °b \ ME ac:
Dans les intégrales du théorème sont fonctions wniformément
continues de a, b : elles tendent donc uniformément vers O quand k tend vers l'infini, puisqu'elles tendent vers Ü pour tout système particulier 4, b.
2° Considérons maintenant l’intégrale
ah \ Fa + x) sin la da,
[42 qui dépend de x variable, mais de telle façon que la variable b—= œ + X ne sorte pas d’un intervalle (A, B) où | F(é) | est
à + x fi LS RE de A 4 DEEE CR iQ tar cie) ( VE Na #1 À & | | | 1 à 96 CHAPITRE IV. SERIES TRIGONOMÉTRIQUES intégrable. Par la substitution de 3 — x à z, cette intégrale se décom-
pose en deux autres, multipliées par des facteurs de modules < 1,
? h+x PER COS Ex \ F(a) sin *a da — sin lx| F(x) cos. ka da, MCE ETE Ur
auxquelles s'applique le raisonnement précédent. Donc elle converge encore uniformément vers O pour k infini.
3° Considérons enfin l'intégrale plus générale
\ F(x + x) Q(2) sin ka da,
où nous supposerons que Q(x) admet une dérivée continue Q”(). Dans les mêmes conditions que la précédente, elle tend uniformément vers O quand k tend vers l'infini.
Posons, en effet,
D(2) — \ F(a + x) sin ka da:
cette intégrale devient, par intégration par parties,
P(b) Q(b) 1 D(x) Q'(x) da,
v 0 et elle tend uniformément vers zéro avec D, auquel s'applique la démonstration précédente.
Il peut se faire que Q(2) dépende de #. La démonstration précédente subsiste alors sous la condition que Q et Q° restent bornés
quand * tend vers l'infini.
78. Théorème de Rieman. -— La manière dont se comporte la série de Fourier de f(x) au point x ne dépend que de la nature de f(x) dans le voisinage du point x, pourvu que f(x) soit absolument intégrable.
En effet, si nous désignons par Q(c) la fonction 1 : 2 sin + à
) D DONS qui est continue ainsi que sa dérivée dans les intervalles (— x, — «) et (s, 7) quelque petit que soit < positif, l’intégrale (6), qu exprime S,, (n° 75), devient
S, — à fCX + à) Q(a) sin (m + À à da.
LES
LA
Donc, en négligeant deux portions de cette intégrale qui tendent uniformément vers zéro quand » tend vers l'infini (n° 77), on voit que cette intégrale converge vers la même limite et de la même
manière (uniforme où non) que
À fx +2 URIEEE 2 SIT] Z %
FE
sin (mi + +) œ on d
79. Forme préliminaire de la condition nécessaire et suffisante de convergence. — Nous allons chercher la condition pour que la série de Fourier d’une fonction absolument intégrable converge vers une limite déterminée S. Aïnsi, S est une quantité indépendante de #7 mais généralement fonction de æ. Multiplions par S la relation sin (m1 +) GE = A UC
mr JTE 2SiN > à
To ; qui s'obtient en intégrant les deux membres de la formule (5) du n° 75; puis soustrayons-la de l’équation (6) du même numéro. Il vient
sin(m + —)a (7) DA Fete . C e) k dl
NES Ca 2 Sin — @
ER
La+a—s
Donc, pour que la série de Fourier converge vers S, il faut et il sufll qu’à out nombre «w positif donné, corresponde un entier positif M, tel que l'intégrale (7) soit de valeur absolue < « sous la condition m > M. De plus, M devra être indépendant de x pour que la convergence soit uniforme.
Mais, dans cet énoncé, nous allons successivement remplacer intégrale (7) par d’autres plus simples. D’abord par
ce qui est permis, parce que la différence des deux intégrales tend uniformément vers Ü en vertu des conclusions du n° 77. Cette
différence est, en effet, de la forme
I fui ; 16 I I | F(x + 2) sin | ( m + +) co | das Jr ALSOL ET AR D 7
où le dernier crochet est une fonction Q(+) continue ainsi que sa dérivée. En second lieu, on peut remplacer lintégrale (8) par la suivante, où < est un nombre positif aussi petit qu’on veut, mais indépendant de "» (et de x),
(9) A. LÉCx + ) — S] sin | (Co + el . ne.
car on néglige seulement deux portions de l’intégrale (8) qui tendent (uniformément) vers zéro quand #7 tend vers l'infini. | "100
Partageons l'intégrale (9) en deux autres, l’une aux limites — et O, l’autre aux limites O et <; puis ramenons la première aux mêmes limites que la seconde par le changement de signe de 4; l'intégrale (9) sera remplacée par lintégrale (tr) dé la règle suivante,
que nous sommes maintenant en droit d’énoncer.
80. Règle de convergence. — La condition nécessaire et suffisante pour que la série de Fourier d’une fonction absolument intégrable fCx) converge (uniformément) vers S est que, quelque petit que soit le nombre positif donné w, on puisse lui faire correspondre deux nombres & et M (indépendants de x) tels qu’en posant
Go): ve(a) = fe + à) f(x) Eee,
l'intégrale
Le . | (xt) . g(a) sin | Ce . +) [5 Fr Jo e2
_ soit de module < «w pour tout entier m > M.
Dans cette règle, on peut laisser tomber la condition que m soit entier. En effet, si lon retranche de l’intégrale précédente celle qu'on en déduit en remplaçant #1 par (m + 6) où 8 est une fraction et m un entier, on trouve, après avoir transformé sin (m + 6 + 5) %
— sin (m1 + ;) + en produit,
», sit 2 (2) ee ES | + Ra KR @ 0
} | da,
. es Ë ; \ et l’on voit que cette différence tend uniformément vers O pour ”
infini, d’après les conclusions du n° 77.
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Ç 2. Critères de convergence des séries de Fourier
Donnons d’abord quelques définitions générales :
81. Points de discontinuité de 1° espèce. Points réguliers. Fonctions à variation bornée. — Nous dirons, avec M. LEeBEsGUr, que le point X, est un point de discontinuité de première espèce de f(x) si cette fonction a une limite finie f(x, — 0) quand X tend vers x, en croissant, et une autre f(x, + 0) quand x tend vers X, en décroissant. Si ces deux limites étaient égales, la fonction serait continue au point 4. à
Nous dirons encore, avec M. Lebesgue, que le point x, est un point régulier si f(x, — 0) et f(x, + 0) existent et que f(x,) soit leur moyenne arithmétique. En particulier, tout point où f est continue est régulier.
Les points de discontinuité d’une fonction bornée non décroissante (ou non croissante) sont toujours de première espèce, en vertu d’un principe général de la théorie des limites (t. [, n° r6).
Une fonction à variation bornée (n° 33) est la différence de deux fonctions : et 4 bornées et non décroissantes. Elle ne peut donc avoir que des points de discontinuité de première espèce.
Dirichlet, qui a traité le premier rigoureusement la théorie des séries de Fourier, a considéré des fonctions bornées n'ayant qu’un nombre limité d’extrémés. Ce sont les fonctions qui satisfont aux
conditions de Dirichlet. Filles sont évidemment à variation bornée.
LA | W
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Ainsi, si la fonction est continue ou régulière au point x, on fait
S — f(x); si x est un point de discontinuité de première espèce,
on fait | | Gr DE/G 0 * 83. Premier critère de convergence (Dixi). — La série de
Fourier d’une fonction absolument intéorable f(x) converge vers f(x)
en lout point régulier tel que l'intégrale
PCI
lo “
existe.
C’est la conséquence de la règle du n° 80. Quel que soit w positif, on peut alors prendre < assez petit pour que cette intégrale soit < w, auquel cas lintégrale (xt) l’est a fortiori quel que soit ". Si cette condition se réalise avec : indépendant de x, la convergence sera uniforme.
Ce critère donne lieu à autant de cas particuliers qu’il y a de règles d'existence pour lintégrale. Par exemple, l'intégrale existe si (x) est infiniment petit d'ordre > 0 quand « tend vers 0.
Donc la série de Fourier converge en tout point x tel que f(x + à) — f(x) soit infiniment pelit d'ordre r > 0 pour « — 0. En particulier,
toute fonction dérivable est représentable en série de Fourier.
84. Deuxième critère (C. JorRDAN). — La série de Fourier d'une fonction absolument intégrable f(x) converge dans tout intervalle, si petit soit-il, où f(x) est à variation bornée. De plus, la convergence sera uniforme dans un intervalle intérieur à un intervalle de continuité. La somme S de la série sera f(x) en tout point régulier ; en un point de discontinuilé non régulier, ce sera ;
FC + 0) + fc + 0)
Remarquons que si / est à variation bornée, + l’est aussi et est, par conséquent, la différence de deux fonctions positives non décroissantes qui tendent vers Ü avec z (uniformément pour x variable
si f(x) est continue). Or, si la condition de la règle du n° 80 se
vérifie pour deux fonctions, elle se vérifiera pour leur différence. Il sufht donc de la vérifier en supposant + positive, non décroissante et tehdant (uniformément) vers OÜ avec z. On a, dans ce cas, en remplaçant m + = par k, et transformant par le second théorème de la moyenne,
à AO RE &(E) \ sin ha, 40) ds sin % U - ;
0 X (ra
ie
Cette quantité est en valeur absolue moindre que (*)
OI RE qu < | #0) |.
Ea be de la règle se vérifiera, w étant donné, en prenant
assez petit pour qu'on ait | e(c) | < «. Enfin, à lintérieur d’un intervalle de continuité de }, cette condition peut se réaliser avec
un < indépendant de x, ce qui achève la démonstration.
85. Troisième critère. —— La série de Fourier d'une fonction f(x)
absolument intégrable converge vers la limite pour x — 0 de la fonction
AC + a) + sie — 2)| ax,
en tout point x tel que cette fonction de à soit à variation bornée dans l'intervalle (0, +).
Soit S cette limite, toujours existante dans notre hypothèse.
Substituons-la dans £(z) (n° 82); la fonction à variation bornée :
re x
AQU LT dx =A [FC + à) + f(x — 2) — 28] da
tend vers OÜ avec a et je dis que la règle du n° 80 est applicable En effet, écrivons À au lieu de » + - et intégrons par parties l'intégrale de l'énoncé de cette règle. Il vient
“à sin £«
MORE
CS
(a ;) sin ka — W(:) sin ke — (6,4
role om
(*) En effet, l'intégrale de ke: à ke est la différence de celles de O à #s et de O à kz”. Ces deux-ci sont positives et Z que l'intégrale de O à +, parce que cette dernière mesure la plus grande arcade de la courbe + — sin & : &« qui se compose d’une suite d’arcades décroissantes de signes alternés. D’autre part, sin&: « est < 1.
di «
Re PE A LR pe ANR AS PONS TEA PS ET AE Te POP ON TA AS COTE PA RATS AU € EPA SR A EN UE DT OT DR CU Re ER A TRE ST PE PRE EN OT PR ’ F 4 %, 11 2 A { k L ’ Fe ae, + X =: (as ”
Soit w positif donné. On peut prendre : assez petit pour que le terme intégré soit < w quel que soit * (donc #}), car g(e) tend vers Ü avec :. Reste à montrer qu’on peut aussi réaliser cette condition pour l'intégrale.
Comme W est à variation bornée, on peut, ainsi que dans le numéro précédent, raisonner sur W comme sur une fonction positive non décroissante. Alors, par le second théorème de la moyenne, l'intégrale revient à |
W(: j\ 71 ue — We) [sin ka], — W(:) | Le da.
Donc, en prenant « et, avec lui, Wie) assez petits, on rendra la valeur absolue de cette expression < w quel que soit X.
Si W{:) tend uniformément vers Ü quand x varie, la convergence sera uniforme.
Il est assez facile de montrer que ce criterium contient les deux
précédents.
6 3. Exemples de développements en séries de Fourier
86. Cas des fonctions non périodiques. Séries de sinus et séries de cosinus. — On peut avoir à développer une fohction non périodique dans un intervalle d'amplitude 27, par exemple, dans l'intervalle (— x, + x). On revient alors au cas de la fonction périodique par lartifice suivant :
Soit F(x) la fonction proposée. On lui substitue une fonction / (x) de période 27, définie par la condition d’être égale à F(x) dans l'intervalle de (— x + 0, x). Le développement de f(x) en série de Fourier sera celui de F(x) dans lintervalle (— 7, + 7).
Les propriétés de /(x) feront connaître la manière dont la série se comporte aux extrémités de l'intervalle. Supposons F(x) et, par suite, f(x) à variation bornée. Pour x = 7, la somme de la série sera
FC — 0) + fr + 0) F(x — 0) + F(— x + 0) 2 2
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Donc, si F est continue mais non périodique, les extrémités de Pintervalle se comportent exactement comme des points de discontinuité. Au contraire, si F est continue et reprend la même valeur aux points X == + 7%, la convergence sera uniforme dans tout intervalle d’après le critère de Jordan (n° 84).
On peut aussi se proposer de développer F(x) en série de cosinus (ou de sinus) seuls dans un intervalle d'amplitude #, par exemple dans (0, x). On substitue alors à F(x) une fonction f(x), paire (ou impaire), de période 27, définie par la condition d’être égale à F(x) dans l'intervalle (0, x). Le développement de f(x) sera le développement cherché, car il ne contient que des cosinus si f est paire,
que des sinus si f est impaire.
87. Exemples de séries de sinus. — Les coefficients b,, du développement er série du sinus sont (/ étant impaire) fournis par _ les formules
Tr dis Rire (ren De = = | — À | À f(x) sin ra a] ue ua y T
d'où, en changeant % en 7 — + dans la dernière intégrale,
pe À LAC) — C— 1) f(r — 2)] sin ma da.
PREMIER EXEMPLE, — Soit à développer 7 : 4 dans l’intervalle (Orion af) = /f(r = «},.dénc by — Det
ae He \ sin (24% + 1) à da = Rs
Par conséquent, entre O et x (limites exclues),
T SDS MM ISINESSE
RAR SION ESS PR 4 3 Entre — * et O, la série a pour somme — + : 4. Pour ‘x — ÜÙ,
sa valeur est Ü, moyenne des valeurs de part et d'autre de ce
point, conformément aux théories générales,
RUE A Su k DEUxIÈME ExEMPLE. — Soit à développer te dans Pintervalle (0, x). On a f(a) = — f(r — a), donc by1, —= 0 et, en intégrant
par parties,
FI TT F1 f 2 2% ; J I 1l bar = TORRES | ne PA do = EEE 2) COS 223 da ee 2 à T 2h CTT Jo 2k
Par conséquent, entre 0 et (limites exclues),
UV InEX ER “e sin .
AR
et la série est encore discontinue pour x —
Si l’on soustrait ce développement du précédent, il vient
# Sin 2X , sin 3X sin 4X — — sin X — — + — = Sin 4x 2 2 3 4 et, les deux membres étant impairs, cette nouvelle formule est valable entre — met + x (limites exclues).
De même, en ajoutant les mêmes développements, T — X Sie UNION
= Sin X + — + ———— 2 Fo) 3
et cette formule est valable de 0 à 27 (limites exclues), parce que les deux membres changent seulement de signe quand on change
AUELILT MERE:
88. Exemples de séries de cosinus. — Les coefhicients à, du développement en série de cosinus sont (f étant paire) fournis
par les formules
Tr
Pat DE se - CCR = —— “A = \ EM (a)COsS ro del LAN te 40 F
d’où, en changeant + en & — 4 dans la dernière intégrale,
TRE Tee
PR 2\' LG LA 1) fm e)) cos mx do,
AN THAT X PREMIER EXEMPLE. — Soit à développer QUES dans l’intervalle (0, x). Comme (a) = — f(T — a), on a dy, = 0 et, en intégrant par parties, T Te z/ 7
2% G} k 2) cos (24 La dr \ sin (24 + 1)24x, ( =) Cas, (2k+ ir, ) d'oud, = 12 (24 ET) x Parconséquent,
T a 2 X COSESX = [cos SEE g: RE nl ?) T F S
4 3 Cette égalité est valable entre O et +, limites comprises. DEUXIÈME EXEMPLE. — Soit à développer sin px (p entier) dans l'intervalle (0, x).
DC UDAiDNIe less (Tes ee 0010 = 0 et de =. de : Se NE AE A2 HE Sn px cos (2/4 DÉMO 2" 2k+1 tje p CL ( = ) - p° ar. (2h < ae
DifiestinDa to a) donc, +1 10e
Te Et ; sx —= Æ\ sin px COS 2ka da — a :
( LAN 7 bp — (2h) Il vient, en définitive, entre 0 et 7, 4p F cos X CORAN COS RSA | il PÉRRRNES I NRAUEE +2 | (p pair) ï Le ND Er EE DNA sin px = \ s sTd COS 2 PRICOS HR 12 ee on | (p impair).
Ur
TROISIÈME EXEMPLE. — Soit à développer Log (2 sin :) en série
de cosinus dans l’intervalle (0, 7). On a d’abord (t. I, n° 190)
2 fe ? À 2 Tr / \ ‘ ——\ Log|2 sin —})dax=2Log 2 — 2\ Log | sin — } dx = 0. LA 2 T ; 2
dut ÿ Lan 10e }
“> \ ! 0 ; U Æ TG ETA ve | &
Ensuite, en intégrant par parties, puis par la formule (5) du n° 75,
SIL COS
À (EU AO I QT 261 DEN ECOS me LOBAlte sn “1 A ee LS dz Jo 2 MT Jo a ic A) 1 l 1 SIDE n_ SION M—— Ja ] Li N #2 I 13 S D JT = \ ie A du 2, ; bre 7 en m | JA ner A ARE STE 2 2 On a donc, entre U et, AE nl COS NA PECOSNEX — Log (: sin =) = COS EEE : 2 2 3 pas ire ! I MR AE Si l’on écrit au premier membre — — Log( 4 sin — ), les deux
membres seront pairs de période 2x et la formule subsistera quel que soit X. La fonction considérée ici n’est plus bornée, elle est, en effet, infinie pour x = #t.
Ÿ 4. Séries de Fourier quelconques
89. Intégration des séries de Fourier. — THÉORÈME. — Une série de Fourier (même divergente) de fonction absolument intégrable (n° 74) peut loujours être intégrée terme à terme dans un intervalle. Si les limites de l'intervalle varient, la convergence est uniforme. (LEBESGUE).
En effet, considérons le développement formel
(ee)
CL) HR) de QE ue (a, cos mX + b
I : 5 m SIN MX
le signe <—— signifiant seulement que le second membre est Ja série de Fourier du premier, donc que 4&,, et b,, sont les constantes de Fourier de f(x).
Soit F(x) l'intégrale du premier membre entre O et x; on aura la relation
(2) Fri ie L/ EX) fe ax = 0.
MR dd
DS der e
Le +:
Mais F, étant continue et à variation bornée et s’annulant aux limites O et 27, peut se développer en série de Fourier ”nifor-
mément convergente entre Ü et 27 (n* 84 et 86), sous la forme a A dis nn DÉS NS MMPECX) EE 4 + - (A,, cos mx + B,, sin »1X).
Les coefficients de Fourier de F se ramènent à ceux de f par une intégration par parties. En effet, les termes aux limites s’annulant par (2), il vient, pour m = 1, | b
EMOGNS IT Pr UNE (0) nt
ni
I twis ; ; 1] TT 4 ( ; By = A! FOEMSINMAAX 7 \ F (x) AS TASSE Ter MT 0 mn
Le
Substituons ces valeurs dans (3). Eliminons ensuite À, et sous-
trayons membre à membre de l'équation (3) ainsi transformée celle
qu'elle fournit pour x — 0. Nous trouvons, pour X compris entre
U et 2r, le développement uniformément convergent
F(x) DE S bon (I aÿ FE COS MX) + in sin ur
l ni
C'est précisément ce qu’on obtient en intégrant le second membre de (x). L'intégration est donc permise entre O et 27 et, par suite,
dans tout intervalle à cause de la périodicité.
90. Sommation des séries de Fourier divergentes. = Sommer une série de Fourier divergente, c’est, connaissant cette série, déterminer la fonction génératrice. En d’autres termes, c'est déterminer f(x) quand on connaît ses constantes de Fourier.
Le théorème précédent fournit un premier procédé pour résoudre
cette question, car il permet de déterminer lintégrale indéfinie de
f(x) et, par conséquent, f(x) lui-même partout où f(x) est la
dérivée de son intégrale indéfinie, en particulier partout où f(x) est
continue.
Ce procédé de sommation est indirect. On peut aussi se servir des procédés généraux de sommation des séries divergentes étudiés par M. Borez (Leçons sur les séries divergentes). Nous allons indiquer
en quoi ils consistent.
91. Procédé général de sommation des séries divergentes. — Le procédé de M. Borel consiste à multiplier les térmes successifs de la série divergente proposée, à savoir
AR ATOME AR AE
ui sont positifs et 1, non croissants d’un facteur au suivant, et RS 3 3
tendent tous vers l’unité quand 7 tend vers une certaine limite r,. On forme ainsi une série auxiliaire AO NTE
On s'arrange de manière qu’elle converge tant que r n’atteint pas sa limite. Alors si la somme de la série auxiliaire, qui dépend de 7, tend vers une limite quand 7 tend vers r,, cette limite sera, par définition, la somme (au sens généralisé) de la série proposée.
Cette généralisation serait évidemment inutile si l’on n'avait le théorème suivant :
THÉORÈME. — La somme d'une série au sens généralisé coïncide avec la somme au sens ordinaire chaque fois que la série converge.
Les termes de la série auxiliaire tendent vers ceux de la proposée. Reste à montrer que l’on peut passer à la limite dans chaque terme et, à cet effet, que la convergence de la série proposée entraîne, pour r variable, la convergence uniforme de la série auxiliaire.
Soit : un nombre positif. Posons RETRO Mes
La série étant convergente, on peut assigner un nombre N tel que
[ R:lrsoit <'e pour 7 > N.Lé reste s dela sénérauxiliairetest
Pre a R te Re Hp Qi (4 ii TER KA +2) +dn+a(Rh: | VRgE RES g) .… ee dk À (CAEY PEU An) R,+1 «p (An+o DU eh R+9 Te
Fc
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Tous les R sont de module < :, toutes les parenthèses négatives,
de sorte que, pour 7 > N, on a aussi OA NUE di) Re 1e
Donc, N étant indépendant de r, la convergence est uniforme.
92. Procédé de la moyenne arithmétique. — Le procédé de sommation qui précède avait déjà été appliqué par Poisson aux séries de Fourier. Poisson faisait 4, — r", r tendant vers l'unité. Nous avons fait connaître nous-mêmes un nouveau procédé du même genre (*). Nous laisserons ces méthodes de côté et nous allons étudier le procédé de la moyenne arithmétique, que M. FEJER a appliqué avec beaucoup de succès à la théorie des séries de Fourier. Ce procédé, qui rentre aussi dans les procédés généraux de M. Borel, consiste à attribuer comme somme à la série consi-
dérée, dont les 7 + 1 premiers termes ont pour somme S,, la limite
nn?
pour 7% infini, quand elle existe, des quantités
D ue On SotA UT) nl IL ko
Les facteurs ad de la méthode de M. Borel sont ici de la forme
(: — “) et tendent vers 1 quand le paramètre 7 (au lieu de r) tend
vers l'infini. Mais les coeflicients 4 deviennent tous nuls à partir d’un certain rang, ce qui peut être considéré comme un avantage, les sommes 5, définissant alors des suiles trigonométriques finies. Quand la série est convergente, le procédé de la moyenne arithmétique coïncide avec le procédé de sommation ordinaire, en vertu du théorème du n° précédent. Mais la réciproque n’est pas toujours vraie. Elle l’est cependant dans un cas important, comme
le montre le théorème suivant :
Théorème de Hardy-Landau. — Lorsqu'une série u, +u
+ 3 + … est positive ou, plus généralement, telle que le produit mu,
reste Supérieur à un nombre négatif fixe — À, alors, si la série est
(*) Bulletins de l’ Académie Royale de Belgique, n° 3, 1908.
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sommable par le procédé de la moyenne arithmétique, elle est conver-
gente et on lut trouve, par conséquent, la même somme par le procédé
de sommation ordinaire. | Soit, comme ci-dessus,
m SEE D
ei 0 A 0 (o)
On entire, pour tout entier p < mm,
mi—1
à Es \ Je
2 Sy Re PO EUEE (mi JE P/Sm—p ET PSn—p AT} MS Li Ci p}e IN —p pl
>: S (mn + bonen RATIO NAE PSn+p Hs (Sp ar CAE
Mais on a, pour À compris entre m — p et m, et pour / compris entre "” et m + p, la parenthèse dans les expressions ci-dessous
renfermant au plus p termes, | A Sk Hi. SE TR OTEr He Un) < SE AM mp
6 À S Rs vu TR (int SET H) + Sn nn dat |
Substituant ces limites dans les précédentes équations, et divisant
par p, on en tire ni Sa PEAR ES Ne ee)" à mn m — p m—p p (om m 4 nt S CRE Penn PE PE L' COE ROUICE U m m m+p p | ( m+tp Sn)
Soit S la limite de s,,. Faisons tendre m vers l’infini, et: m — p:
avec lui, mais de manière que p : #57 tende vers un nombre positif
donné : d’une petitesse arbitraire. Nous tirons des relations
précédentes
lim S,, + ee 0 lim S,, —+<A &S
ie
Donc, étant arbitraire, lim S4=S;
94. Intégrale de Fejèr. — Dans le cas des séries de Fourier, 3 s'exprime par une intégrale remarquable, qu’il faut rapprocher
de celle de Dirichlet, et que nous appellerons intégrale de Fejèr.
à è ji CRE LS AR
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La somme S,, étant fournie par Pintégrale de Dirichlet (n° 75),
il vient, en eflet,
et, en utilisant la formule de sommation suivante :
FRE Le LE ea COS ka — cos(k+r)x 1 — COS 712 Sn — sin (+ se — - CET 2 6 0 D o)
Ke
on trouve l'intégrale de Fejèr :
a] T A I ; Poe COST (5) NET Pas | J (x + se I AU 0 mr) _r CS : TE & é :
Si l’on remplace (1 — cos 4) par 2 sin° m = et la variable d’in-
tégration à par 27, elle se ramène à la forme
m2 LG + 22 + fx — 21 (50) à
L'intégrale de Fejèr présente sur celle de Dirichlet un avantage précieux : le facteur qui multiple / est essentiellement positif, ce qui autorise l’usage du théorème de la moyenne. Nous allons immédia-
tement nous en servir.
95. Théorème obtenu par l’application du théorème de la moyenne à l'intégrale de Fejèr. — Si l’on désigne par L et 1 les bornes supérieure et inférieure de [ supposée bornée, toutes les sommes 5,, de Fejèr sont intermédiaires entre let L.
En effet, le théorème de la moyenne s'appliquant à l’intésrale de
PéléresnestiComprisé Entre
ol\* Eu mx Le et. —— , Ua MT )o MT Jo suc
À Ce
\S Sd
c’est-à-dire entre / et L, car, pour m = 1, on a nécessairement
roi : 2 DEAD NIE | (7) Re) ee mr jo \ Sin &
l'intégrale de Fejèr se réduisant à cela quand f se réduit à 1.
fi2 CHAPITRE IV. SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES
M. Fejèr a déduit de là un résultat très élégant :
Si f(x) est bornée comme ci-dessus par les deux nombres Let L et si les modules des produits ma,, et mb,, de ses constantes de Fourier par leur indice ne surpassent pas deux nombres fixes À et B quel que soit m,
alors une somme S,, quelconque de la série de Fourier est comprise
entre
[+ (AE 'B) et L + (A + B).
En effet, l’équation (4) du n° 92 peut s’écrire
PALIER Sh 1 D Ru, ant) Dans notre hypothèse, on a | Fu | = | Aa, cos RX ++ b, sin FX) | < À + B. Par conséquent, 5, — S,-, est compris entre + (A + B).
D'ailleurs 5, étant compris entre / et L, on obtient ainsi le théorème Énoncé.
REMARQUE. — Le théorème précédent est toujours applicable aux fonctions qui sont à variation bornée dans tout l’intervalle d’amplitude 27. En effet, les produits ma, et mb,, sont essentiellement bornés quand la fonction est à variation bornée. Il suffit de le prouver pour une fonction non décroissante. On a, dans ce cas, par le deuxième
théorème de la moyenne,
COS MX AR,
Vr : de .
\ J (X) cos mx dx =? ni y —T
Dan
— T JT
donc
fC— 7) — f(r) sin mË ESNE Tr cf T mn
et une formule analogue pour b,,, ce qui prouve la proposition.
APPLICATION. — On a, entre Ü et 27 (n° 87),
TX NSIDENESIn 2 CNED x
INT er CLÉ te ddl eu Re MSN Le de EN POS, PERS PARLE ARE | | «real uit = NH, Lee NP tr Dés Si ET EN SE IS EN ET RE. LT Me . C !
: T T MASON CAS pe Be ns A0) Br donc; quelque
soit 2, la somme
HN NSTILX sin 71X
est comprise entre + fé Ce 3
96. Condition de convergence du procédé de M. Fejèr. -— Supposons f(x) absolument intégrable. Cherchons la condition pour que 5,, tende vers une limite déterminée S. A cet effet, soustrayons de l’équation (6) l'équation (7) du n° précédent multipliée
par S. En posant, comme précédemment, (8) (x) = [GX E 24) + (X — 24) — 2S,
il vient
1 le SIT 771 NS pm mT a( ) sin &
La condition pour que 5, tende (uniformément) vers S est que cette intégrale tende (uniformément) vers OÜ. D'ailleurs, quelque petit que soit < positif, on peut, de proche en proche, remplacer
dans cette condition l'intégrale précédente par les deux suivantes :
(s, Sin #14 Sin M0 eh (ot el de, ne. =) c(œ) nu da,
car les différences de chacune de ces intégrales à la suivante s’expri-
ment par les intégrales
Fr UE AUX I I sin 7710 :
DUO MSIE PO | ea den eu rl | jy a (a) Ca sin” à ? se eC JT. il ,
qui sont respectivement de modules moindres que
I HE c ———— | da —— e(a la (a) | (E- Œ sin -) a MT = AAA
et tendent, par conséquent, uniformément vers Ü quand m tend vers infini. De là, la règle suivante :
RÈGLE. — Si f(x) est absolument intéorable, la condition nécessaire et suffisante pour que 5, tende [uniformément] vers S est que, à tout nombre positif w, on puisse faire correspondre deux nombres : et M
_ {indépendanis de x) tels que l’intévrale
; (a (2) do
soit de module < «w pour tout entier m > M.
Cette condition est évidemment réalisée si +(4) tend vers 0 avec %, car alors on peut prendre : assez petit pour que | o(x) | soit < w tant que à est < <, auquel cas l'intégrale précédente est de
module moindre que
P'e AE \ 9 RD D « sin #10 « sin & «) Rene GITES Let a mes MT Jo d 7 Jo 2
cette dernière intégrale ayant été calculée au n° 24.
C'est ce qui arrive : 1° en tout point de continuité, en faisant S — f(x); 2° en tout point de discontinuité de première espèce, en faisant 2S = f(x + 0) + f(x — 0). De plus, la convergence sera uniforme dans tout intervalle intérieur à un intervalle de continuité.
De là, le théorème suivant :
97. Théorème de Fejèr. — Le procédé de la moyenne arithmétique permet de sommer la série de Fourier d’une fonction f(x) absolument intégrable en tout point de continuité de f(x) ou en tout point de discontinuité de première espèce. La somme ainsi attribuée à la série sera
TEA ONE C
Satin ou suivant le cas.
CoroLLAIRE 1. — Si la série de Fourier converge en un point de continuité ou de discontinuité de première espèce, elle doit donc nécessairement converger vers les valeurs indiquées dans le théorème précédent. C’est un cas particulier du théorème établi
au n° 91.
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CoROLLAIRE Il. — Si les produits #14,, et mb, sont bornés, le
m produit #n,, où u,, est le terme général de la série de Fourier est borné aussi. On peut appliquer le théorème de Hardy-Landau. Donc
Si les produits ma,, et mb, sont bornés, la série de Fourier converge / £ . . Cu 7 l \ vers f(x) en tout point de continuité et vers : LFCx — 0) + f(x + O0)]
en tout point de discontinuité de première espèce. C’est ce qui a lieu pour les fonctions à variation bornée dans tout intervalle, d’après la remarque du n° 95. Nous retrouvons ainsi,
dans un cas particulier, le critère de M. C. Jordan (n° 84).
\ 5. Singularités des séries de Fourier
Singularités des séries de Fourier de fonctions con
tinues. — Une série de Fourier peut présenter deux genres de
singularités qui méritent de fixer lattention. D’abord elle peut
diverger sans que la fonction cesse d’être continue. C’est la singularité de P. du Bois-Reymond, qui la signalée en 1876. Ensuite elle peut représenter une fonction continue sans converger uniformément dans un intervalle de continuité. C’est la singularité de M. Lebesgue, qui l’a signalée en 1905.
M. Fejèr a indiqué, pour former ces singularités, des procédés
systématiques. Celui que nous allons exposer est imité des siens.
Remarques préliminaires. — Posons
sin X sin 2X sin 7X
mo =r (Er Lits)
Nous savons (n° 95) que cette fonction ne peut surpasser en valeur absolue une constante fixe À quels que soient # et x.
Soit maintenant # un entier > 7; les deux fonctions :
a(n, X) cos mx,
(1, X) sin mx,
admettent la même borne absolue A. Leurs développements de.
Fourier, écrits dans Pordre naturel des termes, sont respectivement
les sommes limitées de cosinus et de sinus ci-dessous :
1 Tim à ñn 4 () w COS Cm r)x. Ÿ COS (m + r)x
Le 4 À 7: T—| T
(2) Je set) A USIN ML r)x 2 2 Es he RS PT + ML" à
fœn 1 rl 4
Ce sont les propriétés des sommes partielles de ces deux développements qui vont nous servir. Nous appelons d’ailleurs somme partielle d'un développement de Fourier (dont les termes sont rangés dans l’ordre naturel) la somme d’un groupe quelconque de termes consécutifs de ce développement. | |
PREMIÈRE PROPRIÉTÉ. — Quand x varie de 2hk7 + & à 2kr + (27 — «), on peut assigner aux sommes partielles des développements (1) et (2) une borne absolue L(:), qui ne dépend que de &.
‘Il suffit évidemment de prouver cela pour les sommes des deux types suivants (dont les sommes partielles en question ne sont que
des combinaisons linéaires très simples) :
& cos (m + rx 5 Sin (m + r)x ( dd 9 —
CE M A T
car le changement de signe de r revient à ceux de "” et de x. Le module de chacune de ces sommes est moindre que celui de l'expression obtenue en ajoutant à la première somme la seconde
multipliée par 2 (ou V7 — 1}, à savoir
i S ert& enuix sn r=l Ÿ
Mais, comme le facteur I : r est positif et décroissant, cette expression admet, en vertu du théorème d’Abel, la même borne
absolue que l’ensemble des expressions :
PT 5 1# ne "4 Music lié, sde Son
PIE PT ER, COST: CUP ON NET PES TT TER
re ts 1.02:.1 Ces expressions sontider modules AJ = Rsin Set | ont, par conséquent, pour borne 1 : sin —.
DEUXIÈME PROPRIÉTÉ. — Si X tend vers 24t, la propriété précé-
dente disparaît et l’on voit apparaître, dans les développements (1) et (2) respectivement, le germe des singularités de du Bois-Reymond et de Lebesoue.
En eflet, pour x — 2#%, le développement (4) contient une somme partielle, infiniment grande avec 7, à savoir
LA Ce => >\ A EDIT:
jeu |] 72
Pour x — (r : 2m) + 2hn, le développement (2) contient aussi une somme partielle, infiniment grande avec 7, à savoir (m étant > n)
ME LT M—T
NT on 0 ME A De 0 nl
D © DE —S- — —— > Log n — 71:
se r PARA 2m
100. Construction des singularités. — Soit maintenant TES 7 Pl
. une série illimitée convergente à termes positifs.
Considérons deux suites de nombres entiers croissants b
n°2 Cn(b, < c,) définis par leurs indices # — 1, 2,... Formons les deux séries :
ee) (1) ù ren, x) sin (cnx) — P (x); we) L à ù (I) se . (D, X) cos (ex) = F(x).
Ces deux séries sont absolument et uniformément convergentes, cat leurs termes sont de modules moindres que les termes correspondants de la série à termes positifs AËG,. Donc les deux séries ont pour sommes des fonctions de 4: toujours continues.
Faisons croître b,, assez rapidement pour que le produit 4, Log b, croisse à l'infini avec‘. Alors, par la deuxième propriété ci-dessus, le développement de Fourier du terme général de (1) renferme une
somme partielle infiniment grande avec 7 pour x = 247; celui du
terme général de la série (IT) une-somme partielle infiniment grande avec n dans le voisinage de x = 2h7.
Faisons croître c, avec 7 assez vite pour que les développements de Fourier de deux termes consécutifs de la série (1) ou de la série (II) ne renferment pas de termes semblables et ne puissent pas
se réduire entre eux. Il suffit pour cela de faire (*) Cn 7 Cn—1 35 Due a bn.
Alors les séries de Fourier des fonctions D et W° s’obtiennent en écrivant tout simplement à la suite les uns des autres les développements de Fourier des termes consécutifs des séries (1) et (II). Les sommes partielles relatives aux termes généraux de ces deux séries sont aussi, dans ce cas, des sommes partielles des développements de Fourier des fonctions ® et W.
Donc la série de Fourier de ® est divergente pour x = 2hk7; celle de Wne peut converger uniformément dans le voisinage de x = 2h.
Par contre, quelque petit que soit :, ces deux séries de Fourier convergent uniformément vers les fonctions et W dans Pintervalle de 247 + : à 2%x + (2x — :). Démontrons-le seulement pour la première, le raisonnement étant le même pour les deux. La somme S,, des premiers termes de la série de Fourier de ® se compose d’une certaine somme s,_, des premiers termes de la série (D), plus une somme partielle du développement de Fourier du terme
suivant de (1) ; ce terme est
de (be a) sin (een):
Donc cette dernière somme partielle, de module moindre que.
d, L(:) par la première propriété qui précède, tend uniformément vers Ü quand 7 (ou #1) tend vers l'infini. lle est sans influence sur la convergence, de sorte que la série de Fourier de ® converge de la même facon que la série (1).
Les séries de Fourier de ® et W'ne peuvent donc cesser de con-
verger que pour les valeurs 2#7. Nous avons vu tantôt que celle
(*) On réalisera, par exemple, toutes ces conditions par le choix :
I è 12 A = —— D 20, DU ,
: + \ re \ 4 ' T { y «
de ® diverge : elle présente donc, aux points x = 2kr, la singularité de P. du Bois-Reymond. Celle de VW’, au contraire, converge pour X = 27 puisque tous ses termes sont nuls; mais nous avons vu tout à l’heure qu’elle ne peut converger uniformément autour de ces points : elle présente donc aux points x — 2kr la singularité de Lebesgue.
Les deux séries de Fourier de ® et de W sont respectivement des séries de cosinus seuls et de sinus seuls, mais elles ont les mêmes coefficients. On dit que les deux séries sont conjuguées. Les fonctions d et W fournissent donc un exemple de deux séries de Fourier conjuguées présentant l’une la singularité de P. du Bois-Reymond, Pautre celle de M. Lebesgue. C’est M. Fejèr qui a construit le pre-
mier exemple réalisant ces conditions.
oi. Remarque. - Si l’on modifie les définitions des fonctions et Wen remplaçant X par #X dans le terme général des séries (1) et (Il), les fonctions et W ne cessent pas d’être continues. La série de Fourier de ® devient divergente pour toute valeur de x commensurable à mr, mais nous ne savons plus comment elle se comporte pour les autres; la série de Fourier de W ne peut plus converger uniformément dans aucun intervalle, mais nous ne
sommes plus assurés qu’elle converge.
6. Séries trigonométriques quelconques Unicité du développement
102. Théorème de Cantor. — Lorsqu'une série trigonométrique (1) Ë à, cos mX + b,, sin mx est convergente dans un intervalle, ses coefficients tendent vers Xxéro quand m tend vers l'infini.
En posant (2)
nn De Fm cos ATTE b A
la série prend la forme
(2) > Em cos (x CA Âm)
pie a ac Eng Guns Mgr à dé SH Le A vain ner ER RS Pat A TT AG FE NS ER PANNE M Eh SE PEUR k Lx EEE a à re,
et si», tend vers O, à, et b,, tendent aussi vers 0. Nous supposerons donc que, dans cette série (2), il y ait une infinité de &, supérieurs à un nombre # > O et nous allons montrer que tout intervalle à contient un point de divergence.
Soit p un nombre quelconque donné ; montrons d’abord que tout
intervalle d'amplitude à en contient un autre à’ où un terme au moins d'indice tp de hsénerl2 ser dé modules #00:
En effet, un terme dans lequel +, est > #, satisfera à cette condi-
1m tion à la condition de prendre 7%» > p et m > = : à, car alors lintervalle à contient au moins un point X où | cos m (x —2,) | =
et, par conséquent, au moins un intervalle à où ce même cosinus
est de module > à
Parcourons maintenant les termes successifs de la série (2). Il y a un premier terme satisfaisant à la condition d’avoir son module > À : 2 dans un intervalle contenu dans à, soit à’ cet intervalle (où le premier à gauche en cas d’ambiguité); il y a un premier terme après celui-ci dont le module surpasse À : 2 dans un intervalle con-
tenu dans 0 ;"soit à
cet intervalle, et ainsi de suite. La suite illimitée d’intervalles emboîtés 3, 3”, 2",... admet au moins un point commun. En ce point, une infinité de termes de la série (2) sont de
modules > À : 2 et la série est divergente.
103. Dérivée seconde généralisée. — Soit /(X) une fonction de x. Nous poserons, pour simplifier l'écriture, cette différence
seconde ayant cependant ici une définition particulière, A9 = fx + D) Æ f(x — h) — 2 FC.
La dérivée seconde généralisée de f(x) est la limite pour h = 0,
quand elle existe, du quotient
SCD LLC + D + =D — 2/0 2 bp? ;
Cette limite est égale à la dérivée seconde ordinaire en tout
point x où cette dernière existe. En effet, la dérivée première existe
Théorème de Schwarz. — Une fonction dont la dérivée
seconde généralisée est constamment nulle dans un intervalle (a, b), est une fonction linéaire dans cel intervalle.
_ Observons d’abord que, pour h suflisamment petit, A*/(x) est < Ü en tout point où f(x) est maximée, et > Ü en tout point où cette fonction est minimée.
Donc une fonction ne peut pas avoir de maximum dans un intervalle où sa dérivée seconde généralisée est partout positive (et non nulle), ni de minimum si la dérivée est négative (et non nulle).
Soit f(x) une fonction continue dont la dérivée seconde généralisée est nulle dans tout l'intervalle (4, b); on peut déterminer une fonction linéaire px + q prenant les mêmes valeurs que f(x) aux
deux limites de l’intervalle. Alors, quel que soit : positif, la fonction
PC) — (x + 9) + x = G — »),
qui s’annule aux deux limites 4 et b, ne sera pas négative dans l'intervalle, sinon elle aurait un minimum (ce qui est impossible car la dérivée seconde généralisée, — 2:, est négative). Pour une
raison analogue, la fonction FD Gr + D DG = 9 | ne peut être positive. On a donc, dans (a, b), — — 0 G — 2) € CD — Ge + D x — DE — »); et, en faisant andré vers Oibvient (OCTO RDS)
FOX) = px + q.
Ce théorème peut être généralisé de la manière suivante :
Soit f(x) une fonction ayant une dérivée seconde généralisée nulle, sauf en un nombre limilé de points, dans un intervalle (a, b); si, en chacun de ces points AA te la fonclion est continue et que l’on ait
br AAC RACINE
DATES
la fonction f(x) se réduit encore à une fonction linéaire dans tout l’intervalle.
En effet, d’après le théorème de Schwarz, la courbe y — f(x) se réduit à une ligne polygonale continue, dont les sommets correspondent aux points singuliers. Soit X l’abscisse de’ un d’eux, la condition
ES D PE A 8) 2 D À ot 1
exprime que les deux côtés aboutissant à ce même sommet ont la
O == lim
même direction. Ils sont donc dans le prolongement l’un de Pautre et la ligne polvgonale se réduit à une seule droite.
CoroLLaiREs. — Le théorème de Schwarz fixe le degré d’indétermination d’une fonction dont la dérivée seconde généralisée est donnée : Deux fonctions qui ont la même dérivée seconde généralisée ne peuvent différer que bar une fonction linéaire. |
Plus généralement, deux fonctions qui ont la même dérivée seconde généralisée, sauf en un nombre limité de points singuliers, ne diffèrent que par une fonction linéaire, pourvu qu'elles soient continues et qu’elles satisfassent toutes deux à la condition lim A°f : h = 0.
Supposons maintenant qu'une fonction continue F(*) ait une dérivée seconde généralisée {(x) sauf peut être pour un nombre limité de points de l'intervalle (4, b), que f(x) n’ait qu'un nombre himité de points de discontinuité et soit intégrable (absolument ou non), enfin que F(X) satisfasse à la condition lim A°F : » = 0.
Alors on aura
E(1) = \ ax À FCO ax + pr +
En efet, F et l’intégrale double ont la même dérivée seconde
généralisée sauf aux points singuliers, et les deux fonctions satisfont
À Le
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à la condition lim A°F : h — O0, la première par hypothèse et la
seconde, parce qu’elle a une dérivée unique en chaque point.
105. Méthode de Riemann pour sommer les séries trigonométriques. Premier théorème de Riemann. — Considérons la sétie trigonométrique quelconque, c’est-à-dire que ses
coefficients peuvent n'être pas ceux de Fourier, I (/e] »® in \ ; / e (1) > do + = (4, cos mx + b,, sin mX), ou, si, pour abréger, nous posons
Ai COS MX D SIN EX, la série
(ris) AAA A ef ven EN CARRE EN Re ere
Supposons que 4, et b, soient bornés, ce qui a toujours lieu si la
série converge dans un intervalle (n° 102). Formons la série nouvelle
LE
EUX A SA
2? .… m2 que l’on déduit de la première en intégrant deux fois chaque terme. Cette série sera uniformément convergente dans tout intervalle, car, À, ne pouvant surpasser en valeur absolue un nombre positif À, les termes de la série précédente sont inférieurs en valeur absolue aux termes correspondants de la série positive convergente
mr”. Donc la série (2) a pour somme une fonction F(x) continue pour toutes les valeurs de x.
La méthode de sommation de Riemann consiste à attribuer comme somme à la série (1) la dérivée seconde généralisée de F(x)
‘quand elle existe, c’est-à-dire la limite pour à — 0 du rapport Apt EC ae Er 2H) FPE 4
Cette méthode comprend comme cas particulier la méthode de
sommation ordinaire, ainsi qu'il résulte du théorème suivant : THÉORÈME. — S1 la série trigonométrique sommée par le procédé
ordinaire admet les limutes d’indétermination s — Let s + 7}, les
TO OR LL RC NS OR PR DR De den EM AL NP NU RU A
limites d'indélerminalion du rapport °F : 43° quand à tend vers zéro, seront comprises entre s — klel s + kl où kest une constante numérique que l’on peut assigner une fois pour toutes.
Si l’on tient compte des relations COS H(X + 23) + cos NX — 22) — 2 cos HX —= — 4 cos HX SIn° Hz,
sin H(x + 2x) + sin H(X — 2x) — 2sinnX — — 4 sin nX sin” Ha,
il vient facilement
(3) _ HAMERR pin RE (ee ne
(Le
Soit s, la somme des 7 premiers termes de la série (1); en substi-
tuant 5, à AT èt s,,:—5,.à A° ; Pexpression devient
sin &. SIT à sin #2 \” ne aile (ni —T}« na
ou encore, en introduisant des termes s qui se détruisent,
NPA RES (Co (ne r)a Cu De à Pre mx He | (n — I )x )— = ha :
Il reste à montrer que les limites d’indétermination de la somme
ajoutée ici à s sont comprises entre — / et + #!. Mais on peut, pour
cela, faire abstraction d’un nombre de termes aussi grand qu'on veut
au début, car tous ces termes tendent vers 0. On peut donc raisonner comme si toutes les différences s, —- s étaient, à un infiniment petit près, comprises entre — / et + J. Les limites d’indétermination de
la somme ajoutée à s sont donc de module inférieur à
V ( (ei )< ES be 1e e). Eh JQu—lja \ 4 | J(a—T)x œ
où X est la constante purement numérique
jen É ( =).
et cette intégrale existe, parce que son élément est infiniment petit
TO HE
d'ordre 2 pour'a = =:
Si / — 0, on obtient comme cas particulier le théorème fonda-
mental suivant, qui est dû à Riemann : Si la série trigonométrique
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converse en un point x, le quotient A°F : 43° converge vers la même limite quand à tend vers O; autrement dit, le procédé de sommation de Riemann conduit au même résultat que le procédé ordinaire. On
suppose a, et b, bornés.
Deuxième théorème de Riemann. — Quand les
coefficients a, et b, lendent vers O pour n — =, le quotient
AP F{x + 23) — F(x) F(x — 29) — F(x)
tend vers Ü avec à quel que soit X.
En eflet, ce quotient est le produit de la série (3) par 2%. Quelque petit que soit « positif, le produit par 34 de la somme des termes en nombre limité où | À, | > + tend vers OÔ avec &. On majore donc la valeur absolue de la limite en remplaçant tous les A
par <, ce qui donné l’expression
sin & sin 2) (ee na ARE) ES) +. )+..
na
Soit p un nombre fixe; la somme des termes où #4 <7 p a pour
limite, par définition, l'intégrale définie
et elle est aussi petite que l’on veut avec :. La somme des termes
testants est inférieure à
DE
S me, ZE ou ne =) + (À — 1)a Dir A Dons:
elle est également infiniment petite avec :. Donc la mäjorante obtenue est infiniment petite avec :.et la limite considérée ne peut
être que OÙ.
107. Théorème d’unicité. — Si une fonction f(x), périodique de période 27, n’admettant qu'un nombre limité de points-de discontinuité dans la période et intégrable (absolument ou non), admet un
développement en série trigonométrique qui converge vers f(x), sauf
FAR QUE ES NP AT NT NT NE Tr RP EE NE PT TEE RON TO ONE RE TL RS CAN OPA PEU EC LORS
peut-être encore pour un nombre limité de points singuliers, alors cette série est celle (propre ou impropre) de Fourier.
Supposons que /(*) admette le développement
d ee :
+ 24, cos 1x + b, sin nx.
: I Lx
La série étant convergente, les coefficients 4, et b, tendent vers O0. On peut donc employer la méthode de sommation de Riemann et tout d’abord former la fonction F(x). Celle-ci aura pour dérivée seconde généralisée la fonction f(x), sauf pour un nombre limité de points. Mais, en ces points exceptionnels, la condition lim A°F : h — 0 sera réalisée, en vertu du second théorème de Riemann que nous venons d'établir (h étant égal à 2x). On a donc,
ainsi que nous l'avons déduit du théorème de Schwarz (n° 104),
F(x) = ix\ F162 AX + px + q; à
par suite, on a partout
e F'(x) = FO 4x + ph « et, sauf aux points exceptionnels, | 54
FAX EN):
Faisons encore h — 2%, on vérifie facilement l’identité 2 3 a: PE à A°F(x) =i Le + 1) — F'(x — | dt =| 1 FX + u)du. 1 J0 (e) —Ù{ die
«Nous connaissons le développement de A*F(x) en série de Fourier
uniformément convergente, à savoir é
| SEA sin 714 \” A°F(x) = 4 E (a; cos nx + b, sin nx) ( ; ) :
On a donc, par la loi de formation des coefhcients,
sin #a \° rCèr | | à 1( n Jan = à APCE) COS 71X dx: .
AE
dv
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Supposons d’abord que f(x) soit bornée. Remplaçons A*F(x) par sa valeur précédente sous forme d’intégrale double. On peut
intervertir les intégrations et l’on a
S Adi NO Cèr 100724); I :
1( } QE a dl \ du \ JCX + u) cos nx dx.
0 in, AU
Soient 4, et 5, les constantes de Fourier de f(x); on a, f(x) étant
périodique,
(e) ik
°èr ES = fCX + u) cos nx dx — = J{x) cos n (X — u) dx — 4 COS 74 + 6, Sin Nu.
Portant cette valeur dans la formule précédente, on observe que
l'intégrale de sin #u est nulle entre — { et /; et il vient
sin A4 *# 2 sin nf 12 COS 2nû 4 nr SE er D EI Re te HEREN n 2 21 Done x; de /mème sn — ÿ,. Le développement trigono-
métrique est celui de Fourier.
Supposons, en second lieu, que f(x) ne soit pas bornée. Enfermons les points de discontinuité de f(x) dans des intervalles d'amplitude +: et désignons par f(x, :) une fonction égale à f sauf dans ces intervalles où elle sera nulle. Donnons à : une suite de
valeurs tendant vers O0; les deux intégrales us
\ fx + u, €) du \. an f(X + u, +) du a 3
convergent uniformément quel que soit x vers leurs limites respectives L rÈx le \ fCX + u) du, \ dE fCX + u) du, ec (9) LV car elles n’en difièrent que par des intégrales singulières (existantes par hypothèse) dont la définition est indépendante de x.
Ainsi l’on a, successivement,
Ten ARC) lira \ dl \ FOX + u,:) du he à
En ONT10 I Cèr r° êT UNE À A'F(x) cc cosnxdx=—lim—\ cos 1x &x\ a JCX + 4, ©) du. "a 0 £&—0TR #3)
As VONT TT ARE À
dt SE
Maintenant la fonction f est bornée sous les signes / et on peut intervertir et effectuer les intégrations comme dans le cas précédent. Il vient, de la même facon,
sin 7% SAN A DR PT Ki LAN) in AL OR EC OS ARE & ;
n LAS £—0O
et, par conséquent, par définition des intégrales généralisées,
? $) DT ne f(x) cos nx 4x.
Donc 4, et de même b,, sont les constantes de Fourier de f(x). Toutefois, si f(x) n’est pas absolument intégrable, la série de Fourier est impropre.
CoROLLAIRE. — Une même fonction ne peul admettre deux développements trigonomélriques différents qui convergeraient vers la jonction sauf pour un nombre limité de points dans la période 27. (HEINE- CANTOR.)
Ce théorème est la conséquence du précédent. En effet, la différence de deux tels développements serait un développement trigonométrique de O satisfaisant aux conditions du théorème précédent, ce serait donc le développement de O en série de Fourier.
Tous les coefficients seraient nuls. Donc les deux séries dont on a fait la différence seraient identiques.
Les théorèmes précédents sont susceptibles de généralisations très importantes. Mais ces généralisations supposent une extension | de la notion d’intégrale définie qui est due à M. Lebesoue et que
nous nous réservons d'exposer éventuellement dans un autre volume.
bus
CHAPITRE V
Généralités sur les équations différentielles Existence et propriétés des intégrales
S 1. Formation des équations différentielles
108. Définitions. Ordre d’une équation. — On appelle équalion différentielle une relation qui renferme à la fois les variables et leurs différentielles (ou leurs dérivées). Celles qui ne renferment qu'une seule variable indépendante et les dérivées des variables dépendantes sont des équations différentielles ordinaires. Ce sont les seules dont nous nous occuperons pour le moment.
Dans le cas le plus simple, l’équation ne contient que la variable indépendante x, une fonction inconnue y de x ét sa dérivée première y ; elle est alors du premier ordre ou de la forme
JG, 7, 3) = 0.
En général, une équation différentielle de l’ordre n contient la variable indépendante X, une fonction y de æ et ses dérivées jusqu’à l’ordre 7 inclus.
Les relations entre les seules variables qui résultent des équatious différentielles sont les intégrales ou les solutions de ces équations.
La génération des équations différentielles peut se concevoir d’une
manière qui permet de prévoir la nature de leurs intégrales.
Formation d’équations du premier ordre. — Soit une
équation (1) EGROEE 0 entre deux variables x, y est une constante arbitraire C. En la déri-
vant, on a (2) Ha
Vol. IL. 9
) 208 ARR, be PC LP LATE: Ra rh 4 et Ar a ar ;
Généralement cette équation renferme encore C ; mais si l’on peut
éliminer € entre (1) et (2), on obtient une relation
(3) fG, 7,7) =0, au moins aussi générale ; mais qui a lieu entre X, y et y seuls quel que soit C. C’est une équation différentielle. Elle exprime, par exemple, une propriété géométrique commune à toutes les courbes représentées par l’équation (1), C restant quelconque.
L’équation (1) qui renferme une constante arbitraire, s’appelle l'intégrale générale de l'équation (3). On voit ainsi que Pintégration d'une équation du premier ordre a pour effet d'introduire une constante arbitraire. La généralité de ce résultat sera établie dans le
paragraphe suivant.
Exemple. — Soit l'équation des coniques homofocales x” PARA Te EM AG Se
On en tire
Re A EG Ann RU nr ARR nt a CN COMME
et, en portant dans la première équation ces valeurs de x : (a + C) et y: (b + C). On obtient l'équation différentielle de ces coniques
Xe NT SDS ri COR je RS Te A el) 10. Formation d’équations du deuxième ordre. — Considérons maintenant une équation avec deux constantes arbitraires (4) F(x, Y, C; C:) —= 0.
Si l’on dérive une première fois, on obtient
Généralement il est impossible d'éliminer C, et C, entre (4) et (5), auquel cas il n’existe aucune relation sans constante arbi-
traire entre x, y et y’. On dit alors que les deux constantes :sont
1, x TU Age de SRE ge cé dl AU A Pa A Lee GA Es See MURS. ce ES RE RG Ne ER AR PE EG 1 nd . ne, vu VA ; vs \ NX m ù s; ) D 'reS ét PA ET % "Ya 1" u 1! À Ti F à l . 6 | Ÿ "e * ‘
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distinctes, et pour les éliminer, 1l faut dériver une fois de plus, ce qui introduit y”. L’élimination des constantes conduira donc à une équation différentielle du second ordre.
Pour former cette équation, on peut aussi faire l’élimination de proche en proche. On élimine d’abord une des constantes, C, par exemple, entre (4) et (5), ce qui suppose que (5) renferme encore les deux constantes sinon l'élimination serait toute faite. On a de la
sorte une relation
(6) DS y, 4", Co) 0,
qui renferme encore une constante arbitraire. Maintenant on peut éliminer C, entre (6) et sa dérivée, ce qui
fournit l'équation cherchée.
(7) baie D} — 0:
Celle-ci, qui ne renferme plus de constante arbitraire, a au moins la même généralité que les précédentes.
La relation (7) est la seule relation indépendante des constantes arbitraires (suppostes distinctes) qui puisse exister entre x, y, y et y”, car, s’il en existait une autre, en éliminant y” entre elles deux, on trouverait une relation sans constante entre x, y et y”, ce qui est contraire à Phypothèse.
L’équation (7) est une équation différentielle du second ordre ; équation (6) est du premier ordre, mais contient une constante arbitraire : c’est une intégrale première de l'équation (7). Enfin l'équation (4) qui contient deux constantes arbitraires est son intéorale générale.
On prévoit d’après cela que Pintégration d’une équation du second ordre doit introduire deux constantes arbitraires, ce qui sera
démontré rigoureusement dans le paragraphe suivant.
11. Formation d’équations d’ordre quelconque. — Ces résultats se généralisent aisément. Soit une équation avec 7
constantes
(8) F(x, LE Ci, Case. C) QUx 0.
Si on dérive 2 — 1 fois de suite, on forme (7 — 1) équations nouvelles et l’on à en tout 7 équations entre les 7 constantes et
x, Y, 3, "7". On dit que les constantes sont distinctes si l’élimi-
nation des # constantes entre ces 7 équations est impossible, ou s’il
n'existe pas de relation sans constante arbitraire entre X, y, 3”... 37". Mais, si l’on dérive une fois de plus, on a (# + 1) équations entre lesquelles on peut éliminer les 7 constantes, ce qui conduit à une FORAHONTENITE NA AU PEU
Pour former cette relation, on peut d’ailleurs faire lélimination de proche en proche. En éliminant C, entre F — O0 et sa dérivée,
on trouve
Nu RME CCS RAP ENE (0) De même, en éliminant C,-, entre /, = 0 et sa dérivée, AURA De CR CRT 0) Après 7 opérations analogues, on obtiendra (9) nes y; More y") eo D:
Cette relation est la seule qui puisse exister entre X, y, y”, 3" sans constante arbitraire, car s’il y en avait deux distinctes, On en déduirait une autre entre x, ,... }"—' seulement et les constantes ne seraient pas distinctes.
L’équation (9) est une équation différentielle de lPordre #. Les Equations "SuCcésSIvES. fais 7 0 Jose 0, 10/4 —< UPS ment chaque fois une dérivée de moins et une constante arbitraire de plus, sont des intégrales premières, secondes... (n — 1)" de l’équation (9). Enfin l’équation F — 0, qui a lieu entre x et y seuls et renferme 7 constantes arbitraires, est son intégrale générale.
On conçoit donc que l'intégration d’une équation de lordre 7 aura généralement pour effet d'introduire 7 constantes arbitraires, ce qui sera démontré rigoureusement dans le paragraphe suivant.
Exemples. — 1° L’équation générale des cercles
XP + 20x + 2bY%E c+, 0
contient trois constantes arbitraires. Leur équation différentielle sera donc du 3° ordre. Pour lPobtenir, dérivons d’abord deux fois de suite, il vient
CT ESS 6 Dre AU
Divisons par 4” et dérivons une dernière fois, on a
1 LES ON I ae Je F / DRE FAT) ; 9 72 DO Annee QUE OR FR te HAT 14e 2° L’équation générale des coniques étant
RTE ar V/px° + 24X + 1,
leur équation différentielle a été obtenue par Halphen comme il suit :
En dérivant deux fois, 1l vient
_. px a q DAMES pr ur. 4 V re (2) +- A —— ——, y Sn :
px? ARE VU A (PAPE ER TAIRERR)E d’où 7 sa x? 1e 24X . r pe 1 (y) pi) a (: ) a) Hier ; |
Dans le cas de la parabole, p — 0; léquation se réduit au
4° ordre
Si l’on effectue les dérivations indiquées et qu’on chasse les déno-
minateurs, on trouve, pour l'équation différentielle des coniques,
40y FE 457" su SAN . 9y? LM — 0.
et, pour celle des paraboles,
Existence de l'intégrale d’une équation du premier ordre
12. Considérations préliminaires. — Soit une équation du 1° ordre 3 — JC, 7):
Intégrer cette équation, c’est trouver toutes les fonctions y de x
qui la vérifient. Au point de vue géométrique, c’est trouver toutes
PR RE PO RE RME UE ROUE ERP ITS, Et DU PES OI TEE TRES F "'é Tor L Sr hs 4 “ »vŸ en. CS es WT ENS, FENTE 4
’ à nl \ à | er È DES
! 1 : re
PRO
les courbes dont la tangente possède, au point de contact (x, y), la direction déterminée par cette équation.
La première question qui se pose est de savoir si le problème admet des solutions et combien il en admet. L'interprétation géométrique fait prévoir la réponse.
En effet, imaginons qu’une courbe intégrale, c’est-à-dire satisfaisant à l’équation y” — /(x, y), soit décrite par un point mobile. Dans chacune de ses positions successives, ce point marche dans une direction imposée par cette équation. On conçoit aisément que son mouvement sera déterminé de proche en proche, mais le point de départ reste arbitraire. Il existera donc une infinité de courbes répondant à la question, chacune d’elles étant déterminée par un de ses points considéré comme imiial. Par conséquent, il existera aussi une infinité d’intégrales ou de fonctions y satisfaisant à l’équation. Une intégrale sera déterminée par sa valeur initiale y, pour XX Mals Cette valetnnreste arpiirare
Les considérations précédentes sont dépourvues de valeur démonstrative, mais elles font nettement saisir la nature du problème. Elles facilitent lintelligence des démonstrations rigoureuses qui suivent et qui vont mettre en lumière les conditions sous
lesquelles ces conclusions sont exactes.
113. Existence et unicité de l'intégrale d’une équation du premier ordre. — L'existence et l’unicité de l'intégrale d’une équation différentielle ne peuvent se démontrer que moyennant certaines conditions. Nous allons introduire celle de’Lipschitz.
Coxprriox DE LipscHirz. — Soit f(x, y) une fonction continue dans un domaine D. Pour éviter toute obscurité, nous supposerons que ce domaine est limité par un contour convexe. Nous dirons que la fonction f(x, 1) satisfait à la condition de Lipschite relativement à y dans le domaine D, si l’on peut assigner une constante positive M telle que Pon ait, quels que soient les deux points (x, Y) et (x, y)
de même abscisse dans ce domaine,
ACC ON A SMAEN EEE a ee
hr à
La condition de Lipschitz sera réalisée, en particulier, si (x, y) admet une dérivée partielle /”, bornée dans le domaine D, car elle résulte alors de la formule des accroissements finis : M sera la borne supérieure du module de cette dérivée.
T'HÉORÈME D'EXISTENCE ET D’UNICITÉ. — Soil une équation différentelle de la forme normale [c'est-à-dire résolue par raphort à y']
| “uk @) 1JE NICE
St la. fonction f(x, y) est continue et satisfait à la condition de
Lipschuz relativement à y dans le domaine convexe D, et que l’on
désione bar (x, y.) un point intérieur du domaine. l'équation (à) admet le) 0 20 2 q F0 D]
dans ce domaine, une intégrale y — FX) prenant la valeur initiale y, DUT EX) éhcelie intecrale estrunique.
Ce théorème fondamental est la conséquence des trois suivants,
qui se démontrent sous ces mêmes conditions.
114. Théorème I. — Considérons deux courbes tracées dans le domaine D et passant par le point (x,, 34). Soient y et Y les ordonnées, fonctions continues de x, de ces deux courbes ; si ces deux fonctions ont des dérivées bornées et intégrables et satisfont à l'équation (à), sauf des erreurs respectives w et w, dont la somme des modules est < 2, on a,
dans l’intérieur du domaine D
DES AE Ai DE
En effet, on a, par hypothèse,
y —— on 3) + ü, (2)
4 =. ANS) EE y, ne | ji | 4 | Ne
et, par la condition de Lipschitz, RCE) ECS SIRE SN SES à Il vient donc, en soustrayant membre à membre les équations (2), (3) LA ARS An Es BE NE fu PRE Supposons d’abord que Y — y ne change pas de signe on n’en change qu’un nombre limité de fois entre x, et x. Posons
de sorte que l’on a, le signe ambigu ne changeant qu’un nombre limité de fois, | HER (NE) PT Sr YA SDS il vient à fortiori, par (3), u° < Mu + :, d’où Den ere e Mu ere
Les deux membres sont bornés et intégrables, car cette dérivée
n’est discontinue (avec ’) qu'en un nombre limité de points
où Ÿ —— y change de signe. Intégrons de x, à x (supposé > x):
et observons que 4, = 0; il vient
d'où, l'inégalité à démontrer
TARN (eMX—Mro — x),
Si xtétait SX on intéprerait dertax/ce qui DermuteER Xret x,,rét le théorèmerserait encore établi |
Si les deux courbes sont des lignes polygonales, comme on le supposera dans le théorème suivant, elles ne peuvent se couper qu’en un nombre limité de points, et Y — y peut changer de signe qu'un nombre limité de fois. Le cas général (dans lequel Y — y peut changer de signe et #” être discontinu une infinité de fois) se ramène à celui-là. Si l’on remplace les deux courbes par des polygones
inscrits dont les côtés tendent vers O, on commet une erreur
infiniment petite sur chacun des deux membres des équations (2);
le théorème s'applique aux deux polygones sauf une variation infini-
ment petite de &; il s’applique donc, à la limite, aux deux courbes.
15. Théorème II. —- Quelque pelit que soit = positif, on peut tracer dans le domaine D une ligne continue y = @(x), passant par le point (xs, Yo), telle que @'x) ait une dérivée intéorable et vérifie l'équation différentielle sauf une erreur w de module < +. Si : tend vers O, @(x) tend uniformément vers une intégrale F(x) de l’équa-
tion (1) ayant la valeur initiale y.
En effet, partageons le domaine D en éléments rectangulaires à suffisamment petits pour que loscillation de f(x, y) soit < < dans chacun d’eux. Partant alors du point (x,, y,) avec le coefficient angulaire /(X,, Y,), décrivons une ligne polygonale dont la direction ne change qu’à la rencontre des frontières des éléments +, la nouvelle direction étant fixée à chaque rencontre d’une nouvelle frontière par la valeur de f(x, y) au point de rencontre. Le polygone ainsi tracé, qui a ses sommets sur les frontières des rectangles 7, a une ordonnée y — @(x) satisfaisant aux conditions proposées.
Donnons maintenant à « une suite de valéurs tendant vers Ü; les fonctions © correspondantes se rapprochent indéfiniment les unes des autres, en vertu de la proposition I, et tendent, par conséquent, uniformément vers une limite F(x). Or on a, par hypothèse, pour
chaque fonction 9, g = JC, ?) +o, [ol <e;
dou, en intéorant de X 4x,
end “a LAC, ?) + | dx ;
ét, à la limite, « tendant vers zéro,
REXEL +| CAE
CA) Cette formule montre que F(x) est une fonction continue de
valeur initiale y, et, en la dérivant, que F(X) est une intégrale.
16. Théorème III. — L'intégrale F(x) de valeur initiale y, est unique dans le domaine D. Toute fonction y, de même valeur initiale, qui vérifie l'équation (x) avec une erreur de module <<, diffère aussi peu que l’on veut de F(x) sous la condition de supposer < assez petit ;
d'ure manière plus précise, on a, dans le domaine D.
re Ne (eMlz=%l 7x).
Cette formule s'obtient comme cas particulier de la proposition I, car l'intégrale F(x) vérifie l’équation (1) avec une erreur nulle: Il résulte évidemment de là que lintégrale de valeur initiale y, est
unique.
u7. Calcul approché de l'intégrale. — Les théorèmes Il et IT qui précèdent fournissent un procédé pour le calcul approché de Pintégrale ayant la valeur initiale 7.
Le théorème IIT permet d’assigner une valeur de +: qui assure le degré d’approximation désiré. Après cela, le théorème IT donne le moyen de construire un polygone pour lequel ce deoré d’approximation est obtenu.
Il y a lieu d'observer que l’on applique ici le théorème II sans connaître F(x). Pour pouvoir utiliser l’inégalité du théorème II, il faudra s'assurer que lintégrale inconnue y — F(x) ne sorte pas du domaine D. On devra donc restreindre en conséquence lintervalle dans lequel on fera varier X. Il est facile d’assigner a priori des bornes à la variation de la courbe intégrale, puisque l’on sait que
son coefhcient angulaire est compris entre + M.
Ç 3. Propriétés diverses de l'intégrale d’une équation du premier ordre
118. L'intégrale considérée comme fonction de sa valeur initiale. — Considérons encore l’équation diflérentielle
(@) y —J(x, }), où /(X, y) est une fonction continue dans le domaine D. Nous savons que, si cette fonction est lipschitzienne dans le domaine D, l’équation (1) admet une intégrale unique de valeur initiale y, pour X = %,. Si on fait varier y, alors que X, reste fixe,
cette intégrale est fonction de y,,; écrivons-la sous la forme (2) 7 = E(X, Jo).
Les théorèmes suivants vont faire connaître sous quelles conditions
cette intégrale F(xX, 3) sera une fonction continue ou dérivable de y,.
M PE ne Sn AP RES TUE 2) CE SRI Léa ENT de CAL it VER QU 9 PS ES
119. Théorème I. — S; f(x, y) est continue dans le domaine D et lipschilzienne en y avec la constante de Lipschitz M, lintégrale y est fonction continue de y, et les accroissements correspondants Ay et AY, satisfont à la relation
PAye |Ay hate.
Remarquons que y + AÀy — Ay, est une fonction de même valeur initiale 7,, que l’intégrale 7, qu’elle vérifie équation CRE (pe A) EPA) et satisfait, par conséquent à l’équation (1) sauf l'erreur LAC EAN) — fe, y + A — AT < MAY ke La différence des deux fonctions, à savoir CO + AY — 47) — y — AY — AY, doit donc satisfaire, en vertu du théorème IIT du n° 116, à l’inégalité Dan D Sn AL CAE) Si | Ay est & | A7, | , le théorème est vérifié. Supposons donc PAY = A y ..auquel cas |Ay— AY, [ST AyI— ay}, il vient a fortiori
AAA ES) APE ET
ce qui se réduit à la formule de l’énoncé
120. Théorème II. — S: /4 fonction continue f(x, y) admet, en outre, une dérivée partielle f”. continue dans le domaine D, l’intégrale
— F(x, y,) admet, dans le méme domaine, une dérivée parlieïle par rapport à y, ; celle-ci est fonction continue des deux variables x, y, el elle ne peul pas s'annuler dans le domaine D.
Considérons les deux intégrales y = F(x). et y “+ Ay, ayant respectivement les valeurs initiales infiniment voisines }!, et 1, + Ay,. Elles vérifient toutes deux léquation (1). Soustrayons ces deux résultats membre à membre et divisons encore par Av, ; il vient
Re Y + AY) fC 7) ANT UE À,
Les Ver + Z — Le "1 ”" PAT NI LD TE : P: LL nn ON JC 6 NOTES Se . D SAR NUE MTS OPA STORES
Mais Ay : Ay, étant borné, en vertu de la proposition précédente,
le second membre est infiniment voisin de
Par conséquent Ay : Ay,, qui a pour valeur initiale 1, est infini-
ment voisin de l'intégrale de Péquation
RETRACE
qui a la même valeur initiale, car cette équation entre X et u satisfait
à toutes les conditions admises pour l'équation (1). Il est facile
d'intégrer cette équation ; divisant par w, on en tire, puisque #, = I, xp.
D log uw =" f(x, FE), log u =| fx; E) dx.
To
Il vient ainsi 4 62
| CD & M == F (x, = 6
ce qui met en évidence que cette dérivée est, en même temps que F et f(x, F), une fonction continue de x, 7, et que cette fonction
ne peut jamais s’annuler.
121. Théorème III. — Sous les conditions du théorème précédent, c’est-à-dire si f(x, y) et f (x, y) sont des fonctions continues dans le
domaine D, l'intégrale
RNCS) peut être résolue par rapport à y, et la fonction Yo —= P(X, 7)
sera une fonction différentiable des deux variables x, y dans le domaine D.
En eflet, en vertu du théorème précédent, F(xX, y,) et une fonction différentiable dont la dérivée F’, ne s’annule pas. Cela suffit pour entrainer l’existence et la différentiabilité de la fonction impli-
cite y, (t. I, n° 121, remarque finale).
ÉXISTENCE DES INTÉGRALÉS i4i
VW 4. Existence des intégrales d’an système d'équations différentielles
Les résultats obtenus pour une seule équation dans les deux paragraphes précédents peuvent être étendus à un système d’équations différentielles simultanées. A cet effet, il faut tout d’abord
généraliser la condition de Lipschitz.
122. Condition de Lipschitz. — Soit ff, x,, xX,,... x.) ou, en abrégé, f(f, x) une fonction continue de #7 + 1 variables 4, x dans un domaine D. Nous supposerons ce domaine convexe, c’est-à-dire qu'une droite de lhyperespace ne pourra couper sa frontière qu’en deux points. Nous dirons que la fonction f({, x) vérifie la condition de Lipschüz relativement aux variables x dans le domaine D, si l’on peut assigner une constante positive M (constante de Lipschitz) tel CHEQUE que oienties deux points (LM ANA MECS CEE X,), de même {, dans le domaine D, la somme Y s'étendant aux
RHONE 2, 7e | CE; pre X) NU ARE Xn) | < D a nt |
Cette condition sera réalisée, en particulier, si les dérivées partielles de f par rapport aux X sont bornées dans le domaine D, auquel cas leurs modules admettront une borne supérieure com-
mune M, qui sera la constante de Lipschitz correspondante.
123. Théorème d’existence et d’unicité. — Considérons maintenant un système de # équations différentielles simultanées entre #% fonctions inconnues %X,, X9,... X, de la: variable indépendante /. Ce système est de la forme normale s’il est résolu par
rapport aux % dérivées inconnues, c’est-à-dire s’il est de la forme
(1) NPA Ta Nr):
Voici quel est, dans ce cas, le théorème d’existence et d’unicité : THÉORÈME. — S2 les fonctions f; sont continues dans lé domaine convexe D ; si elles satisfont à la condition de Lipschitz relativement aux
variables x et que l’on désigne par (li, Xi5,... X,,) au point intérieur au domaine, le système (2) admet, dans ce domaine D, un système
d’intégrales
\, ZE HF) X, re FC),
se réduisant respectivement à Xj6,.. Xno Pour it = 1, el ce sys!ème est unique.
La démonstration se fait en généralisant, sous ces conditions, les
trois théorèmes du paragraphe 2.
124. Théorème I. — Considérons, dans le domaine D, deux courbes passant par le point initial (t,, x,). Soient respectivement Kai Ko vee Kiel Nu Dose nes valeurs (Jonclionside tt) des Who bles x sur ces deux courbes. Si chacune des fonctions x; et X; (4 — 1, 2,... n) admet une dérivée bornée el intégrable et satisfait à l’équation (2), sauf les erreurs respectives w; et Q;, la somme des modules de toutes les erreurs w; el Q ne dépassant pas <:, on cura,
dans le domaine D,
n < D | X; — x; | St (etes oi U où
te
où M est la somme des constantes de Lipschitz, M;, relatives à toutes les
fonctions f;.
On a, par hypothèse,
Xi fiG, x) + oi, Ki =, X) +0, d'où, par soustraction membre à membre,
Xi ai TAC, X) — AG, à) | + 1 9 — où | | SM PNR ER ANNE
et, en additionnant pour tous les indices,
Pl tt ANR
Posons u ZE | X;—x; |, d'où UV DEUX REED NX" ete il vient a fortiori nu << Mu + 2.
BL
Cette inégalité est semblable à celle qui a été obtenue au ( 2 et la démonstration s'achève de la même manière, en substituant, au
besoin, des polvgones inscrits aux courbes.
125. Théorème II. — Quelque petit que soit : positif, on peut tracer dans le domaine D une ligne continue, x; — @;(n) (i=1,2,...n)
passant par le point (f,,x,),lelle que les w; aient leur dérivée intégrable et vérifient le système (1) avec des erreurs absolues dont la somme est < =. Si: lend vers O, les o; tendent vers des intégrales F;(x) de valeur initiale x;..
La démonstration faité au À 2 se généralise d’elle-même. On peut construire dans l’hyperespace une ligne polygonale qui répond à la question. On partage le domaine D en domaines élémentaires x assez petits pour que la somme des oscillations des fonctions f(#, x) soit < = dans chacun d’eux. Cela fait, on trace, en partant du point initial avec la direction imposée en ce point, une ligne polygonale dont la direction change au passage d’un élément x dans un autre, chaque côté ayant la direction imposée au passage de la frontière. Cette ligne vérifie le système différentiel au degré d’approximation :. Si l’on fait tendre < vers O, cette ligne tend vers une courbe intégrale, comme dans le cas de deux dimensions. Comme dans ce
cas encore, on obtient la proposition suivante :
126. Théorème III. — Ze système des intégrales F(t) de valeurs initiales x;, est unique dans le domaine D. Tout système de fonctions x; ayant les mêmes valeurs initiales qui satisfait approximativement aux équations, diffère aussi peu qu'on veut du système intégral, pourvu que les erreurs soient assez petites. D'une manière plus précise, si la somme des erreurs absolues commises sur chaque équation est < 2, on a, dans
le domaine D,
Ex; — EF) | < st AG QU DE
Ces propositions fournissent une méthode pour le calcul prop approché des intégrales dont on donne les valeurs initiales x;,
pour = Ï,,.
L au FAN Li PR Ta 4 CRE CURE TT NUE OUT CE EN D de 7 de 2e 4 L Ù PU AE D T K LU Mans HA DL" sl
Ç 5. Propriétés des intégrales d’un système d'équations différentielles
127. Le système intégral considéré comme dépendant des valeurs initiales. — Le système intégral des équations () du paragraphe précédent dépend des valeurs initiales X,5,... X,,
pour ft. Ecrivons-lésons la Torme fire GA Xp. AE (1 RTE n).
Nous pouvons énoncer les théorèmes suivants :
128. Théorème I. — Si les fonctions f (1, x) du système différenliel sont continues et, en outre, lipschitziennes par rapport aux x, les intégrales x; sont des fonctions continues des valeurs initiales xs. Si l’on donne, à l’une en particulier x;, des valeurs initiales, un accroisse-
ment AX;,, les accroissements AX, qui en résultent pour les fonctions Xy
(À — 1, 2... n) satisfont à ia condition
dd
me - M — Axx | < | AXE | CRE 1 fol
où M désigne, comme précédemment, la somme des constantes de Lipschiüz relatives aux fonctions f (t, x).
Donnons aux valeurs initiales x;, un système d’accroissement Ax;, et soit Ax; le système correspondant d’accroissement des fonctions x;. Le système de fonctions (x; + Ax; — Ax;,) (de valeurs initiales X;,) vérifie le système différentiel; sauf des erreurs de la forme
| fG, x + Ax — Ax,) — f(, x + Ax) |
dont la somme est inférieure à M £ | Ax;, | . Or la différence de
ces deux intégrales de même valeur initiale est x; + AX; — AX) — x; = AX; — AÀX;; il vient donc, par la proposition IT du n° 126,
\\ cmd
AN A KR NT AAC AC EMIREE or
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Annulons les accroissements des valeurs initiales sauf un seul, Ax;,, dans cette relation; puis ajoutons le même terme | Ax,, | aux deux membres. La relation peut alors s’écrire comme il suit :
Sa pd FUN NE EE A: rs Al AXE RATE ere to É
Mais la somme
| Ax,— A%,, | — | Ax, | + | Ax, |
est nulle si | AX; ; CSM TE RCT DOSItIv ESPN es, ER On peut donc supprimer cette somme de la relation précédente,
qui subsiste alors à fortiori, ce qui prouve le théorème.
129. Théorème II. — S; les fonctions continues f (+, x) admettent, en outre, par rapport aux x, des dérivées partielles continues dans le domaine D, les intégrales F(t, x,) admeltent des dérivées partielles par rapport aux X,, el celles-ci sont fonctions continues des variables 1, x,.
Considérons les deux systèmes d’intégrales x et x + Ax, Île premier de valeurs initiales X,, le second avant les mêmes valeurs initiales sauf une seule x;, qui est remplacée par x:, + Ax,,. Ces deux systèmes vérifient les équations différentielles et, en soustravant membre à membre les équations correspondantes, il vient
CNE TE REA D) FOUT) )e St RAT Ne ft).
Divisons par Ax;, et faisons tendre cet accroissement vers 0; les quotients Ax : Ax:, sont bornés, en vertu du théorème précédent, et les fonctions /, sont difflérentiables en x; on a donc, sauf une erreur infiniment petite sur les seconds membres,
. rs 2 “ Se 1 = GS)=s hd quren
Donc, par la Faure II din? 126, des quotients Axe : Axs
ont pour limites les dérivées, bien déterminées, RU rl À à
qui sont les intégrales de mêmes valeurs initiales du système d’équa-
tions linéaires
Vol. IL. _ 10
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et ces valeurs initiales sont toutes nulles, sauf celle de w;; qui est écale ar. | Ces dérivées #,; existent donc, mais elles sont, de plus, fonctions
continues des x;,. En effet, si l’on altère infiniment peu ces valeurs
initiales, on altère infiniment peu les X; et, par conséquent, aussi les
coefhcients . des équations linéaires qui précèdent. Les anciennes
valeurs des #1; satisfont donc aux nouvelles équations linéaires sauf
une erreur infiniment petite, donc elles sont infiniment voisines des
nouvelles intégrales u;, les valeurs initiales, 0 ou 1, étant les mêmes.
Théorème III. — Sous les mêmes conditions, le jacobien
CE EN) Ù RAS NoDseed 0
ne s’annulera pas dans le domaine D.
En représentant, comme ci-dessus, par w,; les éléments de, ce
déterminant, on a
Us Uoo mar ; » U, | U 99 il nes à ] 2 k ! / Us Ux9 RER U ki u k2
1 l’on rempl : ] leur Si l’on remplace 4,3, # 19,... par leurs valeurs données par le
système linéaire ci-dessus (n° 129), ce dernier déterminant se réduit
RO > | sie car les coefficients des autres dérivées . sont nuls comme 7 OXX i
déterminants à deux lignes égales. Il vient donc
ne PSM ET KE J En J a OX, :
La valeur initiale de J est 1; il vient enfin, en intégrant cette
équation,
on voit donc que J ne peut pas s’annuler.
131. Théorème IV. — Sous les mêmes conditions, le système intégral, Dee RCE (HER CAPE peut étre résolu par rapport aux valeurs initiales x4, et mis sous la forme
MERDE (LS EX) EMA AE
De plus, les fonctions D,(#, x;) sont différentiables relativement aux
variables t, x;.
En effet, les F; sont différentiables et leur jacobien | ne s’annule pas. Cela sufht pour entrainer l’existence et la différentiabilité des
fonctions implicites x4, (t. [, n° 122).
132. Théorème V. — Si, ën plus des conditions antérieures, les fonctions f(+, x) ont leurs dérivées partielles par rapport aux x continues jusqu'à l’ordre n, les intégrales Ft, x,) admettront, par rapport aux
valeurs imiliales X,, des dérivées partielles continues jusqu’au méme
ordre n.
Ce théorème se réduit au théorème IT pour # == 1. Pour lPétablir en général, supposons le démontré pour 7 — 1 et montrons qu'il
subsiste pour #. À cet effet, considérons le système
Te er Qt ee . U}; 1, 2,5%, n}, ]
qui a pour solutions les dérivées premières des X4 par rapport à x; il satisfait aux conditions du théorème V à démontrer jusqu'à l’ordre 7 — 1. Mais le théorème est admis pour cet ordre, donc les dérivées des dérivées premières des x} sont continues jusqu'à
l’ordre #7 — 1. Donc le théorème V subsiste pour #.
133. Cas où les équations différentielles dépendent de divers paramètres. — Plus généralement, supposons que les équations différentielles dépendent d’un certain nombre de para-
Fr
mètres +, 2, Les équations (1) sont alors de la forme
(1) Reg A NOUS MALTE CCE à AA IAE
Le système intégral dépendra des mêmes paramètres et des
valeurs initiales, et sera de la forme
(2) ART EX Sy 0 0E) CET)
f L'analyse précédente s'étend au cas où lon fait varier simulta-
nément les valeurs initiales et les paramètres.
1° Les solutions x, seront des fonclions continues des valeurs initiales el des paramètres dans tout domaine où les fonctions f(t, x, 2,...) sont continues par rapport aux variables el aux paramètres et, de plus, lipschitziennes par rapport aux x,.
En effet, une variation infiniment petite des valeurs initiales et des paramètres entraîne une variation infiniment petite des seconds membres des équations (1); donc les anciennes intégrales sont infiniment voisines des nouvelles.
2° Si les dérivées premières des fonctions f (1, x, 4,...) par rapport à l’un des paramètres sont, en outre, continues, les solutions x, auront,
\ [à . è ° . Xk .
par rapport à 2, des dérivées premières continues uy = =. Celles-ci
seront les solutions u du système À: à a Ôf4 3) Wyyu D he U] de un (/ = Ta; n), |
dont les valeurs initiales sont nulles.
Ceci suppose toutefois que les valeurs initiales des x, ne dépendent pas de x. Le théorème subsiste si ces valeurs sont des fonctions de à dont la dérivée est continue. Maïs alors la valeur initiale de Ux OXk
Üa
Ces conclusions s’obtiennent par les mêmes raisonnements que
est
le théorème IT du n° 129. I y a ici un terme en plus dans l’équation (3), parce que x entre explicitement dans f,, tandis que les valeurs initiales n’y entrent qu'implicitement par les x.
3° Si les dérivées des fonctions f(t, x, 4,.….) par rapport aux variables x et aux paramètres, existent et sont continues jusqu'à l’ordre n, les solulions x, admeitront, par rapport aux valeurs initiales x, et aux paramèlres, des dérivées partielles continues jusqu’à l’ordre n.
Ce théorème se réduit au précédent pour # = 1. On l’étend de
l’ordre 7 — 1 à n, en observant, comme dans la démonstration du
Une seule équation du premier ordre. — Considérons
d’abord l'équation différentielle unique, du premier ordre, HA CA)
Nous avons vu, moyennant certaines conditions, que cette équation admet une solution y dont la valeur initiale y, pour x = x, est arbitraire. La solution doit donc dépendre d’une constante arbitraire C (qui peut être, en particulier, 7,). On appelle intégrale générale de l'équation, une solution y qui dépend d’une constante arbitraire C, ou une équation définissant y et contenant C. Mais il faut que la constante C permette d’attribuer à y une valeur arbitraire y, pour æ = «,. Toute intégrale qu’on déduit de l’intégrale cénérale par une détermination spéciale de la constante, est une intéorale particulière.
Dans tout domaine où se vérifient les conditions de continuité du théorème d’existence (n° 113), en particulier si f et f, sont continues, l’intégrale générale donne la solution complète du problème de l’intéoration, car il ne passe qu’une seule intégrale par chaque point (t,, Y,), c’est donc lintégrale particulière passant par ce point.
Mais, dans un domaine où les conditions de continuité n’ont plus lieu et à supposer que l'intégrale générale définie plus haut subsiste, l’équation peut admettre exceptionnellement des intégrales ne rentrant pas dans l’intégrale générale. On donne à celles-là le nom
d’intésrales singulières.
135. Système d’équations. — Soit un système de 7 équations différentielles simultanées entre une variable indépendante { et 7
OOo Ty n Lors .L, de,
DOTE Ci) do, St) GR PRO TI):
Comme on peut se donner arbitrairement les valeurs initiales des fonctions & pour / =— /,, la solution doit dépendre de # constantes arbitraires. On donne le nom d’intéorale générale à une solution, c'est-à-dire un système de 7 fonctions x (ou de relations servant à les définir), qui dépend de # constantes arbitraires distincles, et lon entend par ce mot que les constantes arbitraires permettent d’attribuer aux % des valeurs arbitraires pour { = f,.
Les intégrales qui sont comprises dans l'intégrale générale par une détermination spéciale des constantes sont des intégrales particulières.
L'intégrale générale fournit la solution complète du problème de l’intégration dans tout domaine où les conditions du théorème
fondamental d’unicité sont vérifiées. Mais, dans un domaine où ces
conditions viennent à manquer, des intégrales singulières non com-
prises dans l’intégrale générale deviennent possibles.
EAGLE AS
résolue par rapport à la plus haute dérivée. Elle se ramène à un système du premier ordre en désignant par p,, ps,... fn les (1 — 1) premières dérivées de y, considérées comme autant d'inconnues.
Ce système sera
Ve fi Pi hihG ii, 2,20 — 02) pars = ÿ(%, V, Dis Pas... Pret)
On peut donc se donner arbitrairement y et ses 7 — 1 premières dérivées pour æ — x,. L’intéorale générale est une solution qui dépend de 7 constantes arbitraires distinctes, c’est-à-dire permettant de donner à y} et à ses 7 — 1 premières dérivées des valeurs initiales arbitraires pour à — x,. Le nombre des constantes arbitraires est
donc égal à l’ordre de équation. En fixant leurs valeurs, on obtient
des intéorales particulières.
CLASSIFICATION DES INTÉGRALES IS
L'intégrale générale fournit la solution complète du problème de Pintéeration dans tout domaine où les conditions du théorème fondamental d’unicité ont lieu (en particulier, dans tout domaine où f et ses dérivées par rapport à y, y',... y"-—' sont continues). Si ces conditions viennent à manquer, des intégrales singulières non comprises dans la générale deviennent possibles.
L'étude des intégrales singulières ne peut se faire d’une manière satisfaisante qu’en se plaçant au point de vue des fonctions
analytiques. Nous ne nous en occuperons pas ici.
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CHAPIDREMVI
Intégration des équations du premier ordre
Ç r. Équations résolues par rapport à y
137. Intégrabilité. — On dit communément qu’on sail intéorer une équation quand son intégration se ramène à des quadratures. En ce sens, il n’y a qu'un petit nombre d'équations que l’on sache intégrer. Nous allons examiner les principales. Nous commencerons par celles qui sont du premier degré par rapport à la dérivée de la fonction inconnue. Nous supposerons que cette fonction soit y; mais il est clair qu'on pourrait aussi bien considérer x comme fonction inconnue de y et c’est ce que l’on doit souvent faire, en pratique, pour être ramené à l’un des tvpes que nous allons examiner. Il doit être entendu, une fois pour toutes, que les équations satisfont aux conditions de continuité et de dérivabilité qui assurent l’existence de l'intégrale générale et la légitimité des calculs
auxquels nous les soumettons.
138. Équations différentielles exactes (ou immédiatement intégrables). — Si l’équation est du premier degré en dy : dx, on peut la mettre sous la forme
(1) Pat RO MTEeA0
où P et Q sont des fonctions données de #, y. On dit que l’équation est wmmédiatement intégrable si son premier membre est une différentielle totale exacte. La condition nécessaire et suffisante pour cela est que lon ait P, — Q,, ces dérivées étant supposées continues (n° 29). Si elle a lieu, le premier membre est la différentielle totale d’une fonction F(x, y); l'équation revient à dE = 0; son intéorale sera donc F — const., ou, en développant (n° 29),
\ PET; 7) dx + \Q(, 3) dy CU
C’est l'intégrale générale et il n’y a pas de solution singulière. Exemples. — Les intégrales sont en regard des équations.
ELA CAPTER A") dy — 0 A GT ee CG
D D Ne RL du a a ne NC) TUE
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139. Séparation des variables. — L'’équation (1) est immédiatement intégrable si les variables sont séparées, c’est-à-dire si P est une fonction X de + seul et Q est une fonction Y de }' seul, car on Dan Ceci NN 0 L'éonitoniprendalors la forme
NUE SA TUEUR
et elle a pour imtégrale générale
\ Xe + \ vu Ce
Considérons maintenant les équations du tvpe (2) XYdx + X,Y,dy = 0
où X, X, sont fonctions de x, Y et Y, fonctions de y seuls.
On dit qu’elles s’intèerent par séparation des variables. HW sufht, en effet, de les multiplier par le facteur 1 : X,Y pour les ramener à la forme
: de Æ — dy = 0 os + y « pi
et les variables sont séparées.
En intégrant cette équation, on obtiendra lPintégrale générale de (2). Toutefois il restera à vérifier si l’on n'a pas supprimé de solution annulant le facteur X, ou le facteur Y.
Les solutions des équations X, — 0 et Y — 0 sont des valeurs constantes 4 = à ou y == $. Ce sont aussi des solutions de léquation (2) dont elles annulent les deux termes ; et elles peuvent être acceptables, car, au point de vue géométrique, elles correspondent
à des droites parallèles aux axes.
Exemples. — Les intégrales sont en regard des équations. (EC) dE (1e?) dy 0 | 2x7? +7? = 2 Log (Cx : y) (a) dx = 2% L'/ax — à dy den L'ax — a° = CES ax — 4”)
sec’xtgydx+sec ytoxdy=0 TS DFE 140. Équations homogènes. — Si les fonctions P et Q dex, y sont homogènes et du mème degré, l'équation PAL RO (8) est une équation homogène. Dans ce cas, le quotient P : Q ne dépend
que du rapport y : æ. L’équation, résolue par rapport à y, se
ramène donc au tvpe ; s!
(3) Me e(Z :
Les variables deviennent séparables en changeant d’inconnue par
la substitution PÉSUL, d'où Vu + du" L'équation entre w et x sera, en eflet, (4) LUE pu) AUS
d’où, en divisant par {@(u) — u] et en multipliant par dx,
da du du L' LA NT SR 1 ou) — È Jo) — u On obtiendra l'intégrale générale de (3) en remplaçant « par y: æ >
dans l’équation précédente.
On trouve aussi des solutions en annulant le facteur supprimé Q(u) — u, ce qui donne généralement pour # un certain nombre de valeurs constantes # — u,,u — u,... Ces relations satisfont à l’équa-
tion (4) dont elles annulent les deux membres; donc les relations Mi, VUS
sont des solutions de l'équation (3).
On peut aussi intégrer les équations homogènes en les ramenant à des différentielles exactes. Nous le ferons dans le numéro suivant,
dde, 2
LEA
Exemples. — Equations homogènes avec leurs intégrales en
regard :
LH EAN AT EE PATRON à ri 2C)
(Co + ) dx + (y £a 5) (A ==> () al c te = DE Log ( JAies A J | FER cie RON MER CLEO ere Ph PEAR lon Cr eve
141. Remarques sur les équations à la fois homogenes et différentielles exactes. — 1° Quand l'équation P dx + Qdy — 0 réunit ces deux caractères, elle s'intègre immédiatement sans aucune quadrature, pourvu que son degré d’homogénéité 7 ne soit ÈS POsons eénceler,
,J)= Pa + Qy.
On aura, eu égard à l'identité P°, — Q°, et au théorème d’Euler
sur les fonctions homogènes (t. [, n° 1 He
dF 0P PROS D co D (2 LA )=u+op, Job 2Q
—0Q+(z ie °0 See 110
FRE ne DV.
y Ov
De là; l'identité (5) PRO N) = (R N (EDEeO TR):
Donc, # + 1 n’étant pas nul, l'intégrale générale de l'équation Pdx + :Qdy = 0 sera PnueS
Exemples. — Equations avec leurs intégrales en regard :
(= AN 2 xt (y —42y 2%) dy=0 x} 6x" y— 6y°x+J"+C COR AMG CE RERO D Ge = C
Le a 1 Fe v Tee ( Abe ae D: nn) (A) 0 À Te Eee
2° Supposons encore que Pdx + Qdy soit une différentielle
exacte. Si P et Q sont homogènes de degrés — 1,on a # + 1 —Ù.
Donc, Pr + Q y ayant une différentielle totale nulle en vertu de
équation (5), on a idenl'quement (K étant une constante détermimée) P# + Q y — k
on ne connaît donc plus d’intégrale à priori et il faut recourir à la méthode générale d'intégration. |
3° Réciproquement, si P et Q étant homogènes et de degré — +, Pa + Q y se réduit identiquement à une constante #, Pda + Qdy sera une différentielle exacte. En effet, cette identité permet d'exprimer P au moyen de ©, et il vient
Pdx +- Qdy “x k ee en
Ü V QD e —+ (Qx) d er
Or Qx étant de degré 0, est une fonction e(u) du rapport u — y : À; par conséquent, on à
14h = —+ o(u) du,
Pdx + Qdy = À
ce qui est une différentielle exacte.
Si, en particulier, # — 0, équation se réduit à o{w) du — 0 ; elle n'a donc d'autre intégrale que # — const. ou y — Cx.
4° Toute équation homogène Pdx + Qdy — 0 peut être rendue différentielle exacte. Il suffit, pour cela, de la diviser par Pa + Q y.
En eflet, l'équation homogène de degré — 1
Pa + QU Prit-Q y e
est immédiatement intégrable, en vertu de la remarque 3° (le
nombre *# étant égal à 1). Mais le degré d’homogénéité de cette
équation est — 1, ce qui est le cas d'exception de la remarque 1°.
N'’était donc ce cas, toutes les équations homogènes s’intégreraient sans quadrature.
Le facteur, mverse de Px + Q y, par lequel 1l faut multipher l'équation pour la rendre immédiatement intégrable, s'appelle le facteur intégrant de l'équation. Nous y reviendrons dans un numéro
suivant.
JET
Toutefois, si Pa + Q v se réduit à 0. il y a une exception, cette expression ne peut plus être l'inverse d’un facteur intégrant. On
rendra l’équation différentielle exacte en la divisant par Px ou
pariQ y,-ce qui ramène son degré à — 1; et lon-retrouve le-cas 3° avec k —, 0. L'intéorale sénérale sera y'="0%:
RIRE
[= = FANS .
2° Si Ab — aB — 0, on change d’inconnue seulement par la
relation
__ Ax an yes ax + Li VE ; HOUR ENT <a A d +: ds
L’équation (6) se ramène à l'équation (non homogène)
et les variables x et x se séparent.
On aura donc à intégrer l’une de cvs deux équations. On remplacera n et 5, ou rx seulement, par leurs valeurs et l’on obtiendra
Pintégrale générale de l’équation (6).
158 CHAPITRE VI. ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE 143. Equations linéaires. — Ce sont celles qui sont linéaires
en y et y’, donc du type (7) PAR ERIEURS, X et X, désionant des fonctions de x seul. Le terme X, s'appelle le l 8 PI second membre; s’il est nul, équation est sans second membre. 1° L'équation linéaire sans second membre s'intègre par une seule quadrature. En eftet, elle réduit à
VEHX y. DE © d'oit, ASS EX
Les variables sont séparées, l'intégrale sera Log 7 = — \ Xdx an Log Las d’où Y ae Ce—/ Xdx.
2° Pour intégrer l’équation linéaire sans second membre, désignons par # une intégrale particulière de l’équation sans second membre. Soit par exemple, | nr Le Xdæx et changeons de fonction inconnue par la relation , A , ’ ’ VEUT, d’où VAR EURE Comme #' + Xw est nul par hypothèse, l'équation (7) se
réduit à
4] ’ 5 dl y à de à UT RC d’où Lu ee QE RE ui à dx.
Remplacons maintenant, dans y = uz, les deux facteurs # et z par les valeurs trouvées. L'intégrale générale de (7) sera donnée par la
formule (comportant deux quadratures) (8) ÿ — ef C + \x, are-fste |
et il n’y a pas d’intégrale singulière.
Remarques. — 1° Si l’on connaît une intégrale particulière y, de de l'équation linéaire, son intégrale générale s'obtient par une seule quadrature. En effet, si lon soustrait de l’équation (7) celle qu’on
en déduit en remplaçant y par y,, l'équation devient
OT) Os | |
veuf or de MO à rar et EP NE 2 1 A See bé ‘L FANS
APE RS ASTON RES RENTE LE ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRÉ is)
C’est donc une équation linéaire sans second membre par rapport à y — y, et elle a pour intégrale VV Ce—/Xux.
2° Si l’on connaît deux intégrales particulières y, et y, de l’équation linéaire, l'intégrale générale s'obtient sans aucune quadrature. En eflet, y, vérifie l'équation précédente pour une valeur particulière de C; et, en divisant membre à membre, il vient di Ar LR Jose
Exemples. — Les intégrales sont en regard des équations.
à 3 ; enmx V + ay = e"? RCE ; , : m + 4 : ny RS 2 pen 1)? 7 PNEUS 3 "NEUG (x + ) Y=(æ + r)t(er + C) y + y cos X = sin À cos x PERCÉE PS ET LES] à do Ûo y y = g(x) = Ce?+o—1i1 J re 2 x 1 ) dx J F
144. Équation de Bernoulli. — En multipliant par y” le second
membre d’une équation linéaire, on obtient lPéquation de Bernoulli
(9) VX Xe Cette équation, divisée par }", se met sous la forme Re ; FN RE Prenons 7? pour inconnue en posant I 3 A / y” to pr d’où À (le 1) 4 > l’équation se ramène à l'équation linéaire Z —(hñ—1)X;=—(n — 1) X,.
Pavaeurdezouder fm Seradonc
I 2H)/xXd: x ; A EPITE L
Cette lormule devient illusoire si 2 = 1, mais, dans ce cas, Péquation de Bernoulli se réduit à l’équation linéaire sans second membre
Exemples. — Les intégrales sont en regard des équations. (1) pe ay = ax y} Pie CITES VOIES A LEZ A + 227) 100 n—1 4 + | Étre J'AT EE A | INUES Ce EREREt / AY, (a f— | j ! D NN A at ! s Te, CS ME 0 N'E UE 12 ) sua V | 31) SsUQUE Le JE (LES) DYRP ANG | 20) PL AC
145. Équation de Riccati. — C’est l'équation YEN VE REV X D Ee. 0
où les lettres X désignent des fonctions de x seul. Cette équation
peut s'intégrer quand on en connaît une solution particulière y,.
ae
Posons, en effet, l'équation devient LRO AIRE NT ENTER RIT QE et, y, étant une intégrale particulière, elle se réduit à LR EREN Entente
C’est une équation de Bernoulli, qu'on ramène à une équation linéaire en posant ? = 1 : #. On serait donc ramené directement à
une équation linéaire en posant tout de suite
à y — y, Æ TA é U
Si l’on connaît trois intégrales particulières y,, Ya, y; de l'équation de Riccati, l'intégrale générale s'obtient sans aucune quadrature. En effet, on connaît alors deux intégrales particulières : 1e I |
Here Ho
; 9 j Je Sa Der 24 :4
de l’équation en #. Donc l'intégrale de l’équation en # est (n° 143)
ner Const.
Celle de léquation de Riccati s'obtient par lélimination des lettres #, ce sera TR, HR Const.
SUR U NN EE 7 Cette formule exprime que le rapport anharmonique de quatre intégrales de l'équation de Riccalt est constant. REMARQUE. — On peut supposer X différent de O dans léquation précédente, sinon elle serait linéaire. Alors, par la substitution
Min iclese rameneis laiforme
RATE te LE ) NN
ou, plus simplement, P et Q étant fonctions de + seul à +- + Pr + (QREEAGE Pasta substtution si "710: #, celle-ci ‘revient à l'équation du second ordre u" + Puy” + Qu = 0.
Cette nouvelle équation, que nous étudierons en détail dans le chapitre suivant, est une égualion linéaire sans second membre.
CAS D'INTÉGRABILITÉ DE L ÉQUATION DE RICCATI. — L’équation PSS ONE
est un cas particulier de celle de Riccati, elle s'intègre sous forme finie, chaque fois que 2 : (mi + 2) est un nombre impair [positif ou négatif], — ou, ce qui revient au même, chaque fois que m : (m + 2)
est un nombre pair (bosilif ou négatif).
LD u ‘ En effet, par la substitution y = el elle devient
ue dbu EM
C’est la transformée obtenue par Euler. Nous prouverons, dans
le chapitre suivant, qu'elle s’intèore sous forme finie pour les
valeurs de 77 indiquées ci-dessus.
Vol. IT. II
Théorie du facteur intégrant ou multiplicateur
Soit l'équation (10) Paso =0.
On appelle multiplicateur où facteur intégrant un facteur n, géné-
falement fonction de x et de y, tel que l'expression u(Pax + Qdy)
soit une différentielle totale exacte.
l. Il existe un facteur intégrant sous les conditions d'existence et d’unicité de l'intégrale générale.
En effet, l’intégrale générale renferme une constante arbitraire et,
résolue par rapport à cette dernière, elle prend la forme EC) 0
Connaissant cette intégrale, on peut en déduire un facteur mtéorant ». En eflet, différentions-la totalement, puis éliminons dx et dy
entre l’équation obtenue et l’équation (10); ii vient successivement le M ? + Eve de Y FAdr PR dy = 0, Re se ren
Cette dernière équation ne renferme plus C et doit être vérifiée en tout point æ, y de l’intégrale générale, donc en un point quelconque, car on peut faire passer une intégrale particulière par ce point. C’est donc une identité : ses deux membres ne sont que deux expressions différentes d’une même fonction de x, y que nous
désignerons maintenant par ». Il vient donc identiquement
FA IGR; PS OS d’où u(Pdx + Qdy) = dE(x, 7).
Donc y est un facteur intégrant. On voit, de plus, que si l’on connaît une forme F — C de l'intégrale générale, on en déduit un facteur intégrant correspondant » = F”, : P.
On a montré au paragraphe 3 du chapitre V que les conditions d'existence et de différentiabilité admises ici pour F seront réalisées,
en particulier, si lon prend la valeur initiale y, pour constante C.
I. Si FCx, y) = C'et Fix, y) = C, sont deux formes ‘différentes
de lintégrale générale de l'équation (to), on a
En eflet, soient y et », les deux facteurs intégrants correspondants ire tue CIN b(Pdx + Qdy) = dE Li(PaT Ode dE, d'où
dE, = — dF.
Cette relation a lieu x et y étant les variables indépendantes. Elle subsiste si l’on change ces variables. Comme F contient au moins une des deux lettres 2 ou y, supposons que F contienne j. Prenons alors 4 et F comme variables indépendantes ; cette relation montre
que l’on a
Donc F, ne dépend que de F et l’on a
« U,, 2 F, = (EF), Den à (OTDE
HT. J! existe une infinité de facteurs intégrants, et si » est l’un d'eux, ils soni tous compris dans la formule générale 5%(F), la fonction ! resiant arbitraire. | |
Tout facteur intégrant y, est de cette forme, car, si u, (Pax + Qdy) = dE,, y», vérifie la dernière équation ci-dessus. Réciproquement,
tout facteur de cette forme est intégrant, car on a uU(E)(Pax + Qdy) = SPIP = dif Y(F)dE,
ce qui est une différentielle exacte.
IV. La connaissance d’un facteur intégrant permet d’oblenir l'intégrale générale par des quadratures et de déterminer immédiatement la solution singulière s’il y en à une.
QUE
En effet, l’équation différentielle peut s’écrire
Pdx + Qdy — UE 0.
À! à ER * x “A 164 CHAPITRE VI. ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE Elle se décompose en deux autres : dF = 0, ce qui fournit la
solution générale, et 1 : » — 0, ce qui fournira la solution singu-
lière s’il y en a une. La solution singulière jouit donc de la propriété
remarquable de rendre infini le facteur intégrant.
147. Recherche d’un facteur intégrant. Cas de l’équation linéaire. — Parmi les équations étudiées précédemment, il y en a que nous avons intégrées par le procédé du facteur intégrant. Ce sont d’abord celles qui s’intègrent par séparation de variables (n° 139), car cette séparation se fait en multipliant l’équation par un facteur intégrant facile à apercevoir. Ce sont encore les équations homogènes, que l’on rend immédiatement intégrables (n° 141) en les divisant par Px + Q y, ce qui est donc l’inverse d’un facteur intégrant.
En dehors de ces deux cas, la recherche d’un facteur intégrant est un procédé peu pratique d'intégration et c’est plutôt l'intégration de l’équation qui conduit à la connaissance d’un facteur intégrant par la méthode indiquée au n° précédent.
_Cherchons les conditions analytiques auxquelles doit satisfaire un
facteur intégrant. Pour simplifier, mettons l’équation sous la forme (xt) | dy + Pax = 0:
La condition pour que (dy + Pdx) soit une différentielle
exacte, est
da. d(4P) OR O VE
C’est une équation aux dérivées partielles et l'intégration de cette équation doit être considérée comme un problème d’ordre plus élevé que celle de Péquation (11).
Comme application, cherchons à quelle condition le facteur » sera fonction de # seul. L’équation précédente se réduit dans cette
hypothèse à 12 ne G2) :
Il faut donc que P”, soit fonction de x seul, c’est-à-dire que P soit
une fonction linéaire de y. Les seules équations de la forme dy + Pda
— 0 dont le facteur intégrant soit fonction de x seul, sont donc les
équations linéaires. Pour celles-ci, P est de la forme Xy — X, et P', est égal à X.
Soit donc l'équation linéaire
de À di NX
son facteur intégrant est donné par l’équation (12), qui devient
— — X, d’où it D
JXde
Multiplions donc lPéquation linéaire par le facteur intégrant ». et observons que uX = y’; il vient
dy) = vX,;dxX,
/% if = à uX dx.
U C’est la formule d'intégration de léquation linéaire (n°143). Le facteur y est l'inverse d’une solution de l’équation sans second
membre.
EXERCICES
1. En prenant y — X, : X pour inconnue, montrer que l’intégrale de l’équation linéaire (n° 143) peut s’écrire
2. Montrer que l’on peut intégrer l'équation P(xdy — ydx) — Qdy — Rax.
où P, Q, R sont homogènes en x, y et Q, R du même degré.
R. On pose y = ux et l’on obtient une équation de Bernoulli pour déterminer x en fonction de .
3. Intégrer l’équation de l’exercice précédent, en supposant que P, Q, R soient linéaires en x, y, mais non plus nécessairement homogènes (Équation de Jacobi).
R. Si P, Q, R sont homogènes, c’est une application de l’exercice précédent. Si cette condition n’a pas lieu, on la réalise par le changement de variables
en déterminant les constantes x, par les conditions
I a Pr
En égalant chaque rapport à une mênmie inconnue ?, on en tire trois
équations linéaires entre x et 5 et l’élimination de z, 5, fournit une équa-
tion du 3me degré pour déterminer À.
4. La condition nécessaire et sufhsante pour que 1 : (Px + Q y) soit
facteur intéorantide Par O1 01est ee P : Q soit homogene de degré 0.
s. La condition nécessaire et suffisante pour que 1 : (Px — Q y) soit facteur intégrant de Pax + Qdy = 0 est que Px? : Q soit fonction du produit xy.
6. La condition nécessaire et sufhisante pour que Pdx + Qdy admette un multiplicateur homogène de degré # est que la fonction.
X(Pyr Q'r) mr nQNT Le Px + Q y
soit homogéene et de degré 0.
2 Équations non résolues par rapport à y
148. Définition de l’intégrale générale. — Soit une équation (1) CR, 3, Y) = 0:
On pourra généralement tirer de cette équation plusieurs valeurs
pour y, peut-être même une infinité,
(2) Y = fix, »), J = faCr, J),.
Ces équations, qui sont de la forme traitée dans le paragraphe pré-
cédent, auront chacune leur intégrale générale, soit respectivement (3) SEE TON EN: FAT C) es at BAND:
Ce sont autant de solutions de l'équation (1) et l’on appelle intégrale générale de cette équation une solution qui comprend toutes les précédentes.
Lorsqu'il nv a qu'un nombre limité #7 d’équations (2) et, par suite, d'équations (3), on peut obtenir cette intégrale générale en
multipliant entre elles toutes les relations (3), ce qui donne (4) | FPE 4, Lo pet J, Ce Et y, C) 0.
Il arrive souvent que toutes les équations (3) peuvent être com-
prises en une seule renfermant des fonctions à déterminations
multiples. Cette relation unique est alors l'intégrale générale. Si les fonctions à déterminations multiples sont des radicaux, on pourra généralement les faire disparaître par des élévations de puissance, mais il est clair que cela revient à former l’équation (4). Il est à remarquer que cette opération a déjà été faite pour plusieurs des
équations proposées au paragraphe précédent. En voici un nouvel
exemple : soit
a Pope, d’où É mes
On en tire l'intégrale générale sous les deux formes
Log Le <—— 2 2) = Loge?, 1 + y = (Cet — 3}
Exemples. — Les trois équations :
y dut D: SE x +- TE un (x°) + 7 A + xy°) y vf CN Le ()
(RTE RE (a y = y be 0
nn ANA PO AURAS y [: es (&* + »y 5 Pr 2 y ee (8)
reviennent aux suivantes, dont nous mettons l'intégrale en regard :
| : : T2 PR V'— LV) 2 —( Rte X(y- 5) AE 1 let OT) QE rm) = 0 ( ; CN y—Ce (: Care À , PEU Ô [(a*—ax*)y?—1](y +bx)=0 Guise = (arc sin =
Gy' — y)" = [7° + y) l Y=Xts (c Se _
149. Équations où manque une variable. — Elles sont de l’une des deux formes suivantes (la seconde se ramènerait d’ailleurs
à la première en prenant 4 pour inconnue) :
A) 0 où ONE 0:
On ramène immédiatement Pintégration à une quadrature en résolvant l'équation par rapport à y”. Mais il arrive que l’équation
soit plus facile à résoudre par rapport à æ (ou à y) que par rapport
à }”. Dans ce cas, en faisant la résolution et en remplaçant y” par p,
on obtient (suivant l'hypothèse)
L' = \o(p) F é Fe y = «(p) HER ONE \rer = O7 ol | Den 2 (ee
C’est une représentation paramétrique de l'intégrale : x et y sont exprimés en fonction de p. En éliminant p entre les deux relations, on met l'intégrale sous la forme habituelle.
Exemples "= T.'Soit l'équation =" pre aliient
—\pur Le ;\p'ur = : DRE
En) éliminant haine l (y — c)|.
ap PE
C=\our RD —\ep= er mn ETS
d Jr En éliminant p, il vient & EE (y —C) =
IP/Sort létuationtee : il vient
150. Équations homogènes. -_ Désignons encore j” par p et soit f(x, y, p) = 0 une équation homogène par rapport aux deux variables 4, y. En divisant par une puissance convenable de x et en posant y — ux, l'équation prend'la forme Fu; 5) = 0Sionmpent la résoudre-par rapport à p, elle. se ramène à la forme étudiéemau n° 140. Laissons ce cas de côté. Si on peut la résoudre par rapport
L'MPAOURAU ES
Cherchons la relation entre «et p. En différentiant y = w1: on obtient dy — pdt =. udx + Xdu:
d'où DOFUS & (p)dp L CP)
L’équation différentielle entre x et p est à variables séparées et donne 4 en fonction de p par une quadrature. On obtient ensuite y en fonction de p par la relation y = ux = x:(p). On a donc une représentation paramétrique de l'intégrale
Exemples. — Voici trois équations avec, en regard, soit æ exprimé
en fonction de p, soit l'intégrale oénérale :
| re RL Es # FI pX — AAC rer + S RE rer I SAR fs MAIRE pe py) Gi CEE ON He 2 DE eo Ge e Équations qui s’intègrent par dérivation. _- Soit une
équation résolue par rapport à
En y remplaçant y” par p, elle devient (6) Y = fr, p).
Cette équation peut aussi être considérée comme celle de l’intégrale, à condition d’y remplacer p par une fonction de æ telle que y = p. Si l’on dérive cette équation, on voit que, pour cela, p doit vérifier la condition nécessaire et sufhsante :
AU
C'est une équation du premier. ordre entre pet t. Si on sait
Die l'AS ARE ; 2 3 l’intégrer, on en tirera
(8) DÉC} 0 d'où De to CO).
Portons cette valeur de p dans léquation (6), nous trouvons intégrale Y= f(x, s).
L'intégrale générale de (5) s'obtient donc en éliminant p entre (6) et (8) et, si l’on a soin de tenir compte de toutes les solutions de équation (8), on ne laissera échapper par cette méthode aucune
intégrale de l'équation (5). On pourrait aussi résoudre l’équation (8)
Ve D MT UENS PT TRE A UT ONE RE TE LAS NT Sr PR en MO ane te d Elite SOEUR LT CE Apr at ES ir à AN ui T2 tb ÉLUS 0 mia ME NE ANT RER ESP EO UT CEE POS PR RARE PIRE ET PET | | ; de V PTIT EU LE TON
par rapport à æ, puis porter la valeur trouvée dans (6) ; on aurait exprimé ainsi « et y en fonction de p et obtenu, par conséquent, une représentation paramétrique de Pintégrale. .
Les équations traitées dans les deux n° suivants fournissent des exemples de cette méthode.
152. Équation linéaire en x et }. -- Elle est de la forme (pb désignant y’) | (9) J = a4(p) + 4»).
En la dérivant, on en tire
Go) b =g(b) + F0 + TOI
dx
: ; d On peut vérifier cette équation en annulant p — <(p) et L ; nous dar
y reviendrons dans un instant. Supposons d’abord qu'aucune de ces
uantités ne soit nulle : l'équation peut s’écrire q ; P
DRE CPS RATE dpi T BEC) APE CN
Cette équation est linéaire en considérant æ comme l’inconnue
et p comme la variable indépendante. On sait l'intégrer et l’on
trouve 4 en fonction de p et d’une constante arbitraire. En élimi-
nant p entre cette relation et l'équation (9), on obtient l’intégrale vénéralé.: Si au lieu kde CEla Mon porte waleuradea dansante x et y sont exprimés en fonction de p et l’on a une représentation paramétrique de Pintégrale.
Annulons maintenant p — :(p). On en tire généralement un cer-
tain nombre de valeurs constantes p,, p,... qui satisfont à l’équa-
db US | |
tion (10), car de SSt alors nul aussi. En portant ces valeurs de p da |
dans léquation (9), on en tire un certain nombre de solutions
singulières qui, géométriquement, représentent des droites. Exemples. — Les équations homogènes traitées au n° 150 peuvent
aussi se résoudre par cette méthode. Voici d’autres exemples où les
équations ne sont pas homogènes. Nous mettons l'équation à
intégrer dans la première colonne, la valeur de x en fonction de p
en regard.
PES Eve HN CPR ANS (CAT) See | ; SUP UP PES ROUTE % | PATTES (© A perte ter PRE er Y = 2)X Me: ee No 2" 2p° 153. Équation de Clairaut. -— La méthode du n° précédent
échoue si 2(p) se réduit à p. Dans ce cas, on obtient l’équation de
Clairaut, qui a donc pour type
(n) D = pr + W(p).
En la dérivant, il vient
v=p+ {x + GE 0,
ét, pour qu'on dit}. —=/p,iil faut et il.sufht que E + ÿ'()| = 0. Cette équation peut être satisfaite de deux manières :
Pan PAErDosint Le 2 dote GC.
ns
es
Portant cette valeur dans (11), on obtient l'intégrale générale MCE LC)
qui représente géométriquement un système de droites.
2° En posant & + d (pb) — 0.
Si on élimine p dans cette équation et (11), on obtient une solution sans constante arbitraire. C’est une intégrale singulière, car elle ne peut rentrer dans lPintégrale générale ( p étant maintenant fonction de +). La solution singulière représente donc une courbe.
L'intégrale générale se compose de toutes les tangentes à la courbe représentée par la solution singulière.
En effet, toute solution particulière est donnée par l'équation J = pa + d(p) où bp est constant. Cette droite passe par le point de la courbe qui à pour abscisse 4 = —- L’(p). Comme le coefhcient angulaire y’ de la courbe en ce point est égal à p par notre calcul
lui-même, la droite touche donc la courbe en ce point.
Kéciproquement, l’éjuation différentielle des langentes à une courbe revient à une équalion de Clairaul.
En effet, l'équation d’une droite étant y = px: + q, pour exprimer
qu’elle touche la courbe & = f(x), on écrira
fa) = px + a, Dre ei
En éliminant + entre ces deux relations, on obtient une relation
de la forme g — ®(p). L’équation générale des tangentes est donc
Den PE MVC et elle dépend d’une constante arbitraire p. Pour former l'équation différentielle des tangentes, il faut éliminer p entre cette équation et sa dérivée y” = p; on forme donc une équation de Clairaut. Exemples. — Voici quelques équations de Clairaut avec leurs intégrales singulières en regard :
D PORC 4) = (x +1) .
pH VE FE | HP + œ a —b) HP 1 +p° L + —=I ANR CT OES
1. Intégrer les équations ayy2 + (2x — D) y — y =0 GS — &) p° — go + = à 20
(y — x) 1 xdy= n(r +)? dx.
R. La première se ramène à une équation de Clairaut par la substitution y? — , et la seconde à une équation linéaire en x, y en la résolvant par rapport à y.
Pour intécrer la troisième, on pose x = tg u, y — tg v, ce qui raméne à l’équation sin (v — u) du — ndv et les variables se séparent en posant V—u— 3.
2. L’équation de Clairaut est la seule qui s’intégre en remplaçant y par C (Mansion).
3. Transformation de Legendre. Elle consiste à prendre comme nouvelles variables XI [= xÿ — y.
| LP) , L + à # * *
En différentiant ces relations, on en tire, sans difhculté, Me MEXTESE RINE VEN ( d> % Par cette substitution, on raméne l’une à l’autre les deux équations AN ENNN TT ; SORA GEAR, ÉReE X} = 0 FC 35 7) J LT PUS Ne
et l’intégrale de l’une fait connaître celle de l’autre. r . / ’ , 7 dY 7 Par exemple, l'équation (x — 7) —xe( 7") dévient®(y) — TK p(X)
et les variables se séparent.
Cette substitution suppose toutefois que y” ne soit pas nul. Si on l’applique à une équation de Clairaut, on ne trouve que la solution singulière.
Ç 3. Applications géométriques des équations du premier ordre
154. Problème des trajectoires. — Soit F(x, y, x) == 0 une équation renfermant un paramètre arbitraire x, et qui représente, en axes rectangulaires, une famille de courbes planes (EF); on demande de trouver les courbes qui rencontrent, sous un inême angle donné w, toutes les courbes de celle famille.
Soit (x, y) un point du plan. Considérons une courbe de la famille (F) et une trajectoire passant par ce point. Soient, en ce point, o linclinaison sur l’axe des x de la tangente à la courbe et
» = 9 + w l’inclinaison de la tangente à la trajectoire. On a
COMENT OS
IL + to 9 to oO
(x) tee —tg(s —w) —
Ceci posé, formons l’équation différentielle des courbes de la famille (F), ce qui se fait en éliminant à entre F — 0 et sa dérivée.
Cette équation sera de la forme “re ; | (2) LME 0:
Dans cette équation, y’ représente tg +. Si nous voulons en
déduire l’équation différentielle des trajectoires, il faut former une
équation dans laquelle y’ représente tg +”. En vertu de la relation (1)
* 1 x “ Le a A Ve Me £ d ? . } ; ne si is | Le Gi} \ 2” Fe rer We f74 CHAPITRE VI. ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRÉ
CAUTÉME MON OL
g #', il faut, pour cela, remplacer, dans léqua-
tion (2), y’ par l’expression
| y SE (3) 1 + too
D'où la règle : L’équalion différentieile des trajectoires s'obtient en formant Péquation différentielle des courbes (F) et en pi remplaçant y’ par (5° NoLe o) : (x —- y to ol 4
Les trajectoires sont orthogonales où obliques selon que l'angle © est droit ou ne l’est pas. Dans le cas des trajectoires orthogonales, te w est infini, l’expression (3) se réduit à — 1 : y”. Donc l'équation des trajectoires orthogonales s’oblient en remplaçant y par — 1 : y: dans l'équation différentielle des courbes (F).
Si l'angle w est nul, la courbe cherchée touche toutes les courbes de la famille (F). On peut considérer le problème de trouver cette courbe comme un cas-limite de celui des trajectoires. L’expression (3) se réduit à y” et l’équation des trajectoires coïncide avec équation différentielle des courbes (F). La solution du problème ne peut donc être donnée que par une intégrale singulière de l'équation (2).
Exemples de trajectoires LE RRSES — Cherchons les
trajectoires des droites 1 NN
L’équation différentielle de ces droites est xy° — 7. Donc celle
des trajectoires sera, d’après la règle,
ACTA ON = CEE d'où | X dy — ydx = tg w (x ax + ydp).
Cette équation homogène s’intègre immédiatement en la divisant par x° # ÿ°;ül vient | JA
arc tg À = tgo É Log (x° + 3°) — Log C|
APPLICATIONS GÉOMÉETRIQUES 175 ou, plus simplement, en coordonnées polaires r et 6, A Ccot c) Les trajectoires sont donc des spirales logarithmiques. REMARQUE. — Si l’on considère un cône circulaire droit ayant le
plan Xy pour base, les trajectoires précédentes sont les projections sur ce plan d’une courbe du cône, qui coupe toutes les génératrices sous le même angle et qu’on appelle hélice cylindroconique. On voit donc que les projections d’une hélice cylindroconique sur le plan
de base sont des spirales logarithmiques.
156. Exemples de trajectoires orthogonales. Systèmes orthogonaux. — Une famille de courbes et ses trajectoires orthogonales forment ce qu'on appelle un sys/ème orthogonal. Nous allons en faire connaître quelques exemples simples :
I. Considérons les courbes paraboliques P À He INT
Leur équation différentielle est xy° — ay. Donc celles des trajec-
toires orthogonales sera
ayy-+ x = 0, d’où 0 == OP
Les traiectoires sont des coniques avant l’orisine pour centre. J te)
En particulier, si 4 — — 1, on a le système orthogonal : HE à, NAS SU
composé de deux familles d’hyperboles équilatères : les axes coordonnés sont les asymptotes des courbes de la première famille et les axes de symétrie des courbes de la seconde.
I. Considérons les coniques homofocales
Leur équation différentielle est (n° 109)
12 ds 1 y° 2 rap b / k AU ax eo 0 MORTE. D
Cette équation se reproduit par le changement de y'en — r : y. Donc le système des coniques homofocales contient ses propres trajectoires et forme à lui seul un système orthogonal. Par chaque point du plan passent effectivement deux courbes de la famille, une
ellipse et une hyperbole, qui se coupent à angle droit.
157. Lignes de niveau et de plus grande pente d’une surface. — Soit F(x, y, z) — 0 Péquation d’une surface rapportée à des axes rectangulaires. Nous supposerons l’axe des z vertical et, par conséquent, le plan xy horizontal.
Les liones de niveau de la surface sont les intersections de la surface par des plans horizontaux.
Les liones de plus grande pente sont celles dont la tangente fait, en chaque point, le plus grand angle possible avec le plan horizontal. Cette tangente est donc perpendiculaire à la tangente horizontale (qui est celle de la ligne de niveau). Les lignes de plus grande pente sont donc des trajectoires orthogonales des lignes de niveau sur la surface.
Nous allons former les équations différentielles des projections de ces deux sortes de lignes sur le plan xy.
On obtient une ligne de niveau en coupant la surface par le plan
z — a. La projection de cette ligne sur le plan xy a pour équation
FR RE
Pour former l’équation différentielle de ces projections, il faut dériver cette équation et éliminer .
Passons aux lignes de plus grande pente. Ce sont les trajectoires orthogonales des lignes de niveau sur la surface. Mais l’orthogonalité subsiste en projection sur le plan horizontal, parce que les lignes de niveau sont horizontales et, par conséquent, le plan
O 2 F ) projetant perpendiculaire à la ligne de niveau. Donc les projections des lignes de plus grande pente sur le plan xy sont les trajectoires orthogonales des projections des lignes de niveau; leur équation
= D > différentielle s’obtient en remplaçant 7° par — 1 : y dans l'équation
différentielle des projections des lignes de niveau.
Re
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 1ÿ7
Appliquons cette théorie aux surfaces à centre du LES degré AXxX° + By” + Q — H. 4 En remplaçant + par 2 et en dérivant, on forme l'équation différentielle des projections des lignes de niveau
DES D te 0!
Celle des projections des lignes de plus grande pente serà
ANDRE RBTiEe D C’est une équation à variables séparées, ayant pour intégrale
y Nan
Si l'on suppose À — B, la surface est de révolution, les projec-
tions des lignes de plus grande pente sont des droites et ces lignes
elles-mêmes sont les méridiennes de la surface.
ÉRDROETCGES
1. Les distances de l’origine aux points où la tangente coupe l’axe des y et où la normale coupe l’axe des x, sont dans un rapport constant a. Trouver la courbe. |
R.L’équation différentielle est ydx — xdy — a(xdx + ydy). La
courbe est une spirale logarithmique.
2. L’ordonnée à l’origine de la tangente est kw", Trouver la courbe. R. On obtient une équation différentielle de Bernoulli.
3. La projection sur le rayon vecteur de la normale terminée à l’axe des x, est une constante a. Trouver la courbe. RC'est une section conique r — à :: (1: — G'cos 6).
Trajectoires orthogonales des paraboles y* = 2p(x
Da
R. Leur équation est Log y — . Trajectoires orthogonales des cissoïdes 3224 — x) = x. Ha copdonnees polaires) CONS Costa)
ÿ R de Erajectoirestorthogonales des/cercles "27 — ax. R. Leur équation est x? + y” — Cy.
7. Trajectoires orthogonales des courbes 7° = a* Log (tg 8 : «).
RAOntrouve 27%(sin 0 CC) —;4?
Volt | 13
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8. Le produit des segments compris sur deux axes rectangulaires entre l’origine et la tangente, est une constante X*. Trouver la courbe.
R. Equation difiéréntielle LCA END EN ER Hop p. Solution singulière 4xy — #. C’est la courbe cherchée.
9. Courbes dont la tangente est à une distance constante # de Porigine. R. Equation différentielle de Clairaut y = px + a J/1 + p?. Solution singulière x? + y? = 42.
10. La portion de tangente entre deux axes rectangulaires est une constante 4. Trouver la courbe.
R. Equation de Clairaut y = px + ap : W/1 + p°. Solution singuliére
a Fe
ARC
11. Trouver une courbe telle que l’aire S comprise entre la courbe, l’axe des x et deux ordonnées quelconques, soit proportionnelle à l’arc s compris entre les mêmes ordonnées.
R. La courbe est une chaïinette ayant pour base l’axe des x.
Ce sé
12. Trouver la développante (trajectoire orthogonale des tangentes) de la ichainette y (6° 5%) bmieniprenant/commetoriBinene cette développante sur la courbe le point le plus bas. — Cette développante s’appelle fractrice ; la tractrice est aussi : 1° la courbe dont la tangente est de longueur constante; 2° la trajectoire orthogonale d’une famille de cercles de même rayon, dont les centres sont en ligne droite.
13. Trouver la route suivie par un rayon lumineux qui traverse un milieu dans lequel l’indice de réfraction varie proportionnellement à la profondeur.
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CHAPITRE VII
Equations d'ordre supérieur au premier
\ r Equations linéaires sans second membre
Lea
158. Notations. Premières propriétés. —- Une équation linéaire el homogène où linéaire sans second membre est une équation linéaire et homogène par rapport à y et à ses dérivées successives.
Celle d'ordre # est donc de la forme DRE ER Pr RE UN Url
où les lettres X désignent des fonctions de x seul, et les exposants des indices de dérivation. On fait varier X dans un intervalle où les fonctions X sont continues et où X,, ne s’annule pas. On peut alors diviser toute l’équation par X,. Autant admettre à priori que
X, = 1, auquel cas l’équation devient (1) y 2 X: 46) FLE NO PE Ne 4 Ab} SF Û,
les fonctions X étant toujours supposées continues. Cette équation satisfait aux conditions de continuité qui assurent l’existence et l’unicité de son intégrale générale. De là, le théorème suivant :
THÉORÈME [. — Dans tout intervalle de continuité des fonchions X, lintésrale de Péquation linéaire et homogène de la forme (x) est entièrement déterminée par sa valeur initiale et celles de ses n — 1 premières dérivées en un point donné x,, ef le choix de ces valeurs est arbiüraire. I n'y a point de solution singulière.
Ce théorème contient, comme cas particulier, le suivant, qui est d'un usage fréquent :
THÉORÈME Il. — Une intégrale qui s'annule ainsi que ses n — 1 premières dérivées en un point donné x,, est identiquement nulle.
En effet, y — 0 est une intégrale particulière qui satisfait à ces
conditions et, par conséquent, c’est la seule.
Le premier membre de l'équation (x) est un polynome symbolique
de degré # en y. Si lon pose, en abrégé,
(2) PL) ASC EEE
équation (1) s'écrit plus simplement
TOE=0:
Soientiui "47. des Monctions der x 0 PROC NES CORTE quelconques; on vérifie de suite que le polynome symbolique (5)
jouit de la propriété exprimée par la relation JC % + Cons +.) = Cf(mi) + Cove) + +:
On en conclut le théorème suivant :
THÉORÈME LIL. — Si u,, u3,... sont des solutions particulières de l’équation f(y) = 0, la fonction y = Cu, + Cu, + . en est une
solution plus générale.
159. Wronskien. — Soient v,, v,,... v, des fonctions de x supposées dérivables jusqu’à l’ordre 7 — 1; nous désignerons par W (v,, v9,... v,) ou simplemert par W et nous appellerons Wronskien
déve. ur ledéterminant
V1 Vo n / f “à W— V, V 9 Un UE à Does Nr ee formé avec les fonctions v et leurs dérivées jusqu’à l’ordre n — 1.
Ces déterminants jouent un rôle fondamental dans la théorie de l'équation linéaire.
On remarque immédiatement qu'un wronskien est identiquement
nul si deux des fonctions v,, ,,... sont égales entre elles.
160. Théorème. — Considérons n solutions particulières u,,u3,.…. u, de l'équation (x). Si leur wronskien W s’annule au point x,, il est identiquement nul et les fonctions u,, u,,... sont liées par une relation
linéaire à coefficients constants et non tous nuls
ay + Solo + ne + au = 0.
En effet, nous pouvons déterminer 7 constantes +, non toutes nulles, par la condition que les 7 équations, linéaires et homo-
BéteS rene,
CO nent Gus «0; fl 4 4 (3) Ai SERA ANE CEE ENT Er UE
DU + UD +... Æ œn DEN mA — 0,
soiént vérifiées pour X — %,, car le déterminant du système est le wronskien W nul au point x,. Ceci fait, y — Ÿ au est une intégrale de (1) qui s’annule ainsi que ses 7 — 1 premières dérivées Pot MDoOnerond 10 (par létthéorementttdumnwse) et la première relation du système (3) est identique : les # sont reliés par une relation linéaire à coeflicients constants non tous nuls. Dérivons # — 1 fois cette identité, il s’ensuit que les relations suivantes du système (3) sont aussi des identités. Alors l’élimination des x (non tous nuls) entre ces # identités, donne, quel que soit x, W—,
Il résulte de ce théorème que le wronskien de n solutions de l'équation (x) ne peut s’annuler qu'à la condition d’être identiquement nul. I] ne faut pas perdre de vue que cette conclusion repose, comme le théorème Il invoqué, sur l’hypothèse que les coefficients X de l’équation (1) sont des fonctions continues de x.
Potsque-7%solutions 1, 5.4 2 sontulrées pan une vrelation linéaire et à coefficients non tous nuls, de la forme X au — 0, on dit qu’elles sont linéairement dépendantes. Dans le cas contraire, elles sont linéairement indébhendantes. Du théorème qui précède, on déduit le corollaire suivant :
COROLLAIRE. — La condition nécessaire et suffisante pour que n solutions de l’équation (x) soient linéairement dépendantes est que leur wronskien W soit identiquement nul.
En eflet, si W s’annule en un point, il s’annule identiquement et l’on a, en vertu du théorème précédent, au — 0. Réciproquement, si l’on a cette identité, et qu’on la dérive # — x fois, élimination
des z donne identiquement W = 0.
Réciproquement, la condition pour que n solutions de Péqualion (x) soient linéairement indépendantes est que leur wronskien ne soit pas identiquement nu}. à
Un système de # solutions linéairement indépendantes de Péquation (1) (ou dont le wronskien n’est pas identiquement nul) s'appelle
un système fondamental de solutions.
161. Intégration de l’équation linéaire sans second membre. — J'équation linéaire et homogène d'ordre n admet toujours n solutions particulières u,, ua, u, formant un système fondamental, auquel cas son intégrale générale est donrée par la
formule
(4) Ÿ Fu Cu, T Co tt ne “He ie er Hs
où les € désignent n constantes arbitraires.
On peut trouver 7 intégrales particulières formant un système fondamental. Pour cela, on détermine ces # intégrales par la condition (n° 158, l'héor. [) que tous les éléments de leur wronskien aient des valeurs assienées au point donné x = £,, valeurs choisies de manière qu’elles n’annulent pas W. Alors, W ne s’annulant pas identiquement, le système est fondamental.
Ceci fait, y est l’intégrale générale. En effet, on peut choisir les constantes C de manière que y et secs 7 — 1 premières dérivées prennent des valeurs assignées au point x, (différent ou non de £,). Pour cela, on fait = x ct lion substitue ces yalenne de is
dans le système
NC, Die (OtANUEe DOS TE CAE
on en déduit les C, car le déterminant du système est le wronskien W
qui ne peut s’annuler.
\ 2, Equation linéaire avec second membre Abaissement des équations
162. Equation linéaire avec second membre. Forme de l'intégrale générale. — L'’équation linéaire non homogène, ou avec
“da L- ro band LL j, ris nt CA 27 La M si d t : LP S ‘4 LA un ‘ L k + | \ é \ D
second membre, ou encore complète, contient un terme X indépendant de y et de ses dérivées successives. Celle d’ordre 7 sera donc de
la forme (5) | FO) = X, où /( }) désigne, comme précédemment, le polynome symbolique PO) EEE EX TT EX
On a le théorème suivant :
L'intégrale générale de l'équation complète est la somme d’une imlégrale particulière de celle équation et de lintégrale générale de l'équation sans second membre. Il n’y à pas de solution singulière.
En effet, soit y, une intégrale particulière de l'équation (5); on a /(y1) = X. Substituons à y une nouvelle fonction inconnue 7 par
la relation y = y, + 7; l'équation (5) devient MORE CE COR Xe
Hess) == QrDonc rest. l'intégrale tsénérale. de l’équation sans second membre. Celle-ci n’ayant pas de solution singulière, l’équation (5) n’en a pas non plus.
Le théorème précédent fait connaître la forme de l’intégrale générale de léquation complète. Il ramène l'intégration de cette équation à la recherche d’une intégrale particulière et à l'intégration de l’équation sans second membre. C’est une méthode d'intégration qui peut être utilisée dans des cas particuliers et dont nous rencontrerons des exemples plus loin. Mais le théorème général
our lintéoration de l’équation sans second membre est le suivant : oO
163. Intégration de l’équation sans second membre. Méthode de Lagrange (ou de la variation des constantes arbitraires). — L'intéoralion de l'équation linéaire complète d'ordre n se ramène à celle de l’équalion sans second membre et à n quadratures.
Nous allons'établir ce théorème par la méthode de Lagrange ou
de la variation des constantes arbitraires.
104 CHAPITRE VIL ÉQUATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR Soit 4, 45,... u, un système fondamental de solutions de l’équation linéaire sans second membre f( y) — 0, de sorte que celle-ci
a pour intégrale générale PGO ICT,
où les C sont des constantes arbitraires.
Nous pouvons faire en sorte que cette même expression devienne l'intégrale générale de l'équation avec second membre, à condition d'y remplacer les C par des fonctions de x convenablement
choisies. D'ailleurs, comme nous disposons de 7 fonctions €, nous
pouvons encore les assujettir à 2% — 1 conditions supplémentaires. Nous poserons les 7 — 1 conditions suivantes : dc dC dE ag [ 2 PÉTER ul + Us ——< + HOUSE 11) ANR OU ane ax ) dC de dE D et r GLo fat u, Ho +... +u 1 —=0 (6) Fois AUS nd dx é 11 (08 1187 AS 7 N=—2 il 2 AU S HOVEREEN.
dx ne x ‘ ue ; i en vertu desquelles les 7 — 1 premières dérivées de y conservent
la même forme que si les C étaient constants, à savoir
Vos Cd ue Os LÉ PMERCENC SH
PEROU ECTS CARRE SET
te — Gtiten + CL Ft + En + CURE
Il vient alors, en dérivant une fois de plus,
; | lC, = Cu, + Cut, + HU + nl EE
x à dx Substituons ces valeurs de y, y’, y" dans l’équation (5) de manière à exprimer que } est une intégrale. Les coefhcients de Gi; Co .srsont y (4) O0 us) 0mdeeorte-queutéquation se réduit à dE, 1er se (7) uit yon Se +... + at ea Us
dx
Me Ts "2 DSRNN 9: L LT + 3 1
Les équations (6) et (7) forment un système de #7 équations,
do
résoluble par rapport aux 7% dérivées inconnues AE le détermi- (Le
nant du système est le wronskien W qui est différent de zéro. On
tire donc de ce système . a ACER (x) (OR (x) HER (x) ARS ER TI 2
étés valeursides fonctions. C0, C4 s'en déduisent par/#iquadratures. L'intégrale générale de l'équation (5) sera
y — U, | GX +- U> \ co(X)dx —- M + U \ a (XX.
LE Le
Si lon réunit tous les termes contenant les constantes d’intégration introduites par ces quadratures, on forme l’intégrale générale de l'équation sans second membre, conformément au principe établi
dans le numéro précédent.
164. Méthode de Cauchy. — On doit à Cauchy une méthode intéressante, qui permet de représenter par une intégrale définie une solution paiticulière de l'équation f(y) = X. Soit y = X Cu l’intégrale générale de l'équation /(y) — 0: Remplaçons X par à
dans le système d'équations D Cut 0) CNE ON DORE
tirons-en les valeurs des C en fonction de x, puis portons ces valeurs dans Pintégrale générale y — 2 Cu (où les # sont de nouveau fonctions de x); nous obtenons y — (x, a). Je dis que l’intégrale
définie
est une solution particulière de f(y) — X.
À n a, par hypothèse, car c’est le système d’où l’on Envtéñet ont par hypothèse, ARC ÆSYSt |
Hienlesi Ci
(8) wa 2) —0,. dm) =0,.. ya, à) = X(a).
AA TON CR OS RE PO OUR ET OS CRE REP Ur ONE EC ES RE SP AUTRE A AU COPA NEC U ME DT EU AUS id ur cn ; PR MEN LE ÿ: "4 UE ha É a ti. FE ft À Ti 1 à AE LR A Aus PE tt " + pe À À 4 : te: + LA RS Le dl { . ( 1» + "0! fe L”
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Or, +, étant quelconque, peut être remplacé par toute autre
lettre. On a donc aussi
DURS ED =D SCT EURE DATE NC 0 LU) RSS 2 Différentions 7 — 1 fois V,, en tenant compte de ces relations ; | il vient
e x Le
SA
ee = WG ee 1 sa Res. dx, Ar =\ on da + X.
© Le Ca
To
Substituons ces valeurs dans /(Y,) et observons que, 4 étant une
intégrale de f(y) — 0,'on.a /(Ÿ) — OA He (CAO MP UA V0 ;
FRET =\ fx Xi Es Xe
Cas PARTICULIER. — Appliquons, en particulier, la méthode de
Cauchy à l’équation NRA
L'intégrale de lPéquation sans second membre est un polynome arbitraire de degré # — 1. Donc d(x, «) est un polynome en x de ‘ degrè 7 — 1. Ce polynome est déterminé par les conditions (8). Les 7 — 1 premières montrent que « en est une racine d'ordre h — 1, donc que le polynome est de la forme (x = x) 1F(@) Alors F(x) est immédiatement déterminé par la dernière équation (8); on a
d’où
165. Méthode d’abaissement de d’Alembert. — S: l’on connaît une solution particulière, autre que D, de l'équation linéaire sans second meinbre, on peut, moyennant une quadraiure, abaisser l’ordre de l’équation d'une unité sans altérer ces deux caractères.
En effet, soit #, cette solution particulière. Changeons d’inconnue
par la relation Da Ve
dia ir AT ra a A at CL ra à RSR
Les dérivées y’, y”, se calculent par la formule QD CR OU 2 ne ET ME QU Ze (Q EE Ter 258. Ÿ.
Portons ces-valeurs dans l'équation .f( y) —='0 d'ordre #;. le toOccienmtide Non celuide,z sertie) = 0: Done ti lon
désigne par les lettres £ des fonctions connues de x, l'équation en x
sera n halles 8 F0 RU TER ER Enr — 0.
: Cette équation linéaire et homogène se réduit à l’ordre n — 1
en prenant ? pour inconnue. Connaissant 7 , on en déduit ? par une quadrature. Il y a toutefois lieu d'observer que la dernière équation ne satisfait aux conditions de continuité qui ont été admises précédemment que dans un intervalle où #, ne s’annule pas.
Plus généralement, si lon connaît p < n solutions indépendantes de l'équation linéaire et homogène d'ordre n, on peut abaisser son ordre de p unités.
Montrons d’abord que, si #,, 4,,... u, sont ces p solutions indépendantes, les p — r solutions
U,, } ( 2) TT
tu HAS
qu'on en déduit pour léquation en 2? qui précède, sont aussi
Hnéaitrement indépendantes. En effet, si ces solutions étaient liées par une relation linéaire à coefhcients constants z, l'intégration de cette relation donnerait immédiatement
(Se Pare +a()= a
d'où au, + …. — 0, et les solutions #,,... 1, ne seraient pas nn | Ce premier point établi, il s’ensuit que les p — 1 solutions de | l’équation en 7 sont autres que O. Par Papplication du théorème précédent, on peut abaisser son ordre d’une unité et l’on connaîtra bp —- 2 solutions indépendantes de la nouvelle équation d’ordre n— 2. On continuera ainsi de suite jusqu’à ce que l’on arrive à une
équation d'ordre 7 — p. ‘
LL * LR D ;" k: dé D AU 2 RE. DS LEUR Ven | CV Lu é “4 “A eY re RE Ce r SAS Yi
Si l’on connait n — 71 solutions indépendantes d'une équation linéaire d'ordre n avec ou sans second membre, l’intévration se ramène à des guadratures.
En effet, l'intégration de l'équation sans second membre revient à celle d’une équation du premier ordre, donc à des quadratures. Ceci fait, l’intégration de l'équation complète revient à 7 nouvelles quadratures.
Ainsi, par exemple, l’équation du second ordre, 3” + X;, y: + Xo es 0,
s’intèore par quadrature dès qu’on en connaît une intégrale particu-
lière u,. Faisons les substitutions
/ / / 1! [24 7 / [44 Dre HUE RME VER TR 24 40 TRES il vient 4 / LE (out EX )ee == À AT ON M NENER ESSSSE Ur OE Cou LE XD 0, d'où TT = ; + XS À 4 D, RTE 1 I Xux ET, aix QUE, À NE Ton € Ne à ut ué) L'intégrale générale, y = u,7 sera
RARE u = | e * X, 4x.
En particulier, X, étant nul, l’intégrale générale de lPéquation 4 7 VERNON UE
Je Cu\©
JU l
3. Solutions communes à deux équations linéaires et homogènes Méthode générale d’abaissement
166. Division symbolique. — Étant donnés deux polynomes symboliques d'ordres m et n (m = n)
SÉOLUTIONS COMMUNES A DEUX ÉQUATIONS LINÉAIRES
les lettres À,, À,,... B,, B,,... désignant des fonctions connues de x, il est loujours possible de déterminer deux nouveaux polynomes symboligues Q et KR tels qu'on ait, quel que soit y,
A») = Q[BO)] + RO), Q étant d'ordre m — net R d'ordre < n. De plus, cetle délerminalion n'est possible que d’une seule manière.
Cette opération peut s'appeler la division de À par B ; Q est le quotient, KR le reste. Si R est identiquement nul, on dira que À est divisible par B.
Pour établir ce théorème, mettons la seconde équation de l'énoncé
sous la forme
Jui (B— B,7t2t — Bin —...).
Dérivons-la m1 — n fois de suite et remplaçons chaque fois dans léSécondimemoren en)" parleurs valéurs déjitrouvées ; Ron RObTEUlTOn AT MP én fonction linéarede BB: RON Sn MP Grtonseces valeurs danissleMpremiEer polynome A( y): il viendra
A(y) = Q(B) + K(y), Q(B) désignant un polynome symbolique en B, B',..: BY et R'un polynome symbolique en y, y,... 7-1, C’est la relation qu’il fallait établir.
Sous les conditions énoncées, les polynomes Q et KR ne peuvent étre déternuinés que d’une seule manière. En effet, soient Q, et R, deux autres polynomes satisfaisant aux mêmes conditions. On aura, quel
que soit },
Q[BONI — Q[BCM] = RC) — RC»).
Il résulte de là que lexpression linéaire (d'ordre #1 — 1) R,() -— R(y) est annulée par l'intégrale générale de lPéquation
(d'ordre n) B(y) — 0, donc par des valeurs arbitraires de y, y’...
yt=1, Donc tous les coeflicients de cette expression sont nuls et
l’on a identiquement R, = K..
La relation se réduit alors à Q[B()] — Q,[B(y)|. Celle-ci ayant liéu B(y) restant arbitraire, on a identiquement Q — Q..
PART CRT LD AM D UE ET UE TP TP PUR ee Pt asia He NE Lis ‘4 Nb es ie VE à ÉCRAN PES ES
167. Solutions communes à deux équations. — Les solu- … tions communes aux deux équations A( y) = 0 et B(5) = 0 d'ordres m el n respectivement (mn => n), sont celles d’une équation linéaire et sans Ne second membre d'ordre Zn, que lon peut former par un calcul analogue à celui du plus grand commun diviseur de deux polynomes à aloébriques.
En effet, divisons À par B et considérons l'identité
es
On en conclut que les équations A0 euB 0 d'une pare les équations B — 0 et R— 0 d'autre part, ont les mêmes intégrales 7 communes.
Si À — 0 admet toutes les intégrales de B — 0, il faut donc que R soit identiquement nul (ou À divisible par B), sinon KR, qui est
d'ordre < 7, ne pourrait être annulé par lintégrale générale de équation B =: 0, qui est d’ordre 7. Réciproquement, si R est ai identiquement nul, les solutions communes seront données par l'intégrale générale de B — 0. |
Si R n'est pas identiquement nul, nous sommes ramenés à chercher les intégrales communes à B et à KR. Nous divisons B par R, ce qui fournit un nouveau reste KR, et ainsi de suite. Comme les ordres des restes vont en décroissant, l’opération ne peut se poursuivre indéfiniment; on arrivera donc à un premier reste R,, NS. divisant exactement le précédent et, par suite, tous les autres. Ce reste R,, est le polynome symbolique de l’ordre le plus élevé qui divise à la fois A et B, il peut s'appeler le plus grand commun diviseur de À et de B. Les solutions communes aux deux équations À = 0 et B — 0 sont fournies par lPintésrale de R, = 0.
Les deux équations À — 0 et B — 0 ont toujours y = 0 comme ni. intégrale commune, en d’autres termes, Îles deux polynomes A RL. et B sont toujours divisibles par y. S'ils n'ont pas d'autre diviseur commun, on peut dire qu'ils sont premiers entre eux. Dans ce cas, les deux. équations À — 0:et B = 0 n'ont pas d'autrersolution
commune que y = U.
SOLUTIONS COMMUKES À DEUX ÉQUATIONS ÉINÉAIRES {0
168. Théorème général sur l’abaissement de l’ordre des équations linéaires. — Si l’on connait p(p < n) solutions indépendantes de l'équation d'ordre n, linéaire sans second membre, lintégration se ramène à celle d’une équation linéaire sans second membre d'ordre n — p et à p{n — p) quadralures distinctes.
Soit f(y) — O0 cette équation d'ordre 7; désignons par #,, U»,... 1, les p intégrales connues et formons l’équation différentielle d'ordre p
ON EN. 14. I) IeAO qui admet ce système fondamental d’intégrales et qui a pour intégrale générale Cius + Coûo sf +. + Con.
Puisque /( 7) — 0 admet les intégrales de #( y) = 0, le polynome
f est divisible par + (n° 167) et si l’on désigne par Q (+) un polynome
de degré 7 — p, qui s'obtient par la division, on a l'identité 10) = Qf(:
L'équation (3) — 0 se décompose donc en deux autres : TO 2 — 0.
La seconde est une équation linéaire sans second membre d’ordre n — bp, qui détermine 7 avec # — p constantes arbitraires. La première est une équation linéaire d'ordre p, avec second membre, mais on connaît l'intégrale générale de l’équation sans second membre, cette équation détermine donc y par p quadratures, quand z est connu. l'outefois, comme 7 entre en facteur dans chacune des p fonctions à intégrer et que x est linéaire par rapport 7 — p constantes arbitraires, chaque intégrale se décompose en 7 — p autres multipliées par ces constantes et qui doivent, par conséquent,
se déterminer séparément. Il y aura donc en tout p(n — p) quadra-
tures distinctes à eflectuer.
REMARQUES. — [. Si on connait 7 — 1 solutions indépendantes de l’équation sans second membre d'ordre #, lordrè 7 — p se
réduit à 1 et l’intégration se fait par des quadratures, résultat connu (n° 165).
IT. Si l’on connaît p{p < n) solutions indépendantes de l'équation
sans second membre d'ordre #, l'intégration de Péquation complète
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se ramène à celle d’une équation sans second membre d’ordre n — pet à p(n — p) + n quadratures. En effet, il reste 7 quadratures à faire quand on a intégré l’équation sans second membre. IT. Les nombres de quadratures dont il s’agit dans ces théorèmes sont relatifs aux équations de la forme la plus générale. Si lon considère des équations de forme spéciale, par exemple des équations où X, est nul, certaines de ces quadratures sont immédiates et leur nombre peut se réduire. Nous Pavons déjà observé pour
équation du second ordre (n° 165).
& 4. Propriétés des wronskiens Leur rôle dans l'intégration de l’équation linéaire
Les propriétés des équations linéaires sont intimement liées à celles des wronskiens dont la définition a été donnée au n° 159. Nous allons reprendre l'étude de ces déterminants. Cela nous permettra de préciser la plupart des propriétés rencontrées dans les
paragraphes précédents et‘d’en découvrir de nouvelles.
Dérivation d’un wronskien.— Pour dériver un wronskien
u lo NI MR
u u u' TE Na 1 2 ‘to ET] M GATE RETIRE
DR pe A1: LH
il suffit de remplacer les éléments de la dernière ligne par leurs dérivées.
C’est un cas particulier de la règle pour dériver un déterminant. Voici cette règle : Si les éléments ne sont variables que dans une seule ligne et qu'on développe le déterminant suivant les éléments de cette ligne, on voit de suite que la dérivée du déterminant s'obtient en remplaçant les éléments de cette ligne par leurs dérivées. Si tous les éléments varient, on applique la règle de dérivation des fonctions composées : la dérivée du déterminant est la somme des déterminants obtenus en remplaçant les éléments d’une seule
ligne à la fois, la première, puis la seconde, etc. par leurs dérivées.
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Dans le cas du wronskien, tous ces déterminants sont nuls comme
avant deux lignes égales, sauf le dernier.
Théorème. — Si le wronskien Wu,, u9,..: u) est identi
quement nul dans un intervalle, et que les wronskiens d'ordre n — à oblenus en supprimant l’une quelconque des fonctions u ne s’annulent pas simultanément en un même point, les fonctions u sont liées, dans cet intervalle, par une relation linéaire à coefficients constants (non tous nuls): Considérons d’abord un intervalle dans lequel lun des détefmi- Hantlordreni tn, par exemple. W(x,; 4,44 /ne s'annule
pas. Dans ce cas #, est une solution de l'équation MNT an) 20:
qui est linéaire et homogène, d’ordre 7 — 1, et dans laquelle le coefficient de 3"-=! est le wwronskien supposé différent de O. Cette équation satisfait aux conditions de continuité admises au paragraphe précédent, elle admet le système fondamental de solutions Uy, U9,... Un-y, elle à donc pour intégrale générale y = Cu, ee ci
+ C,-,u,-,. Mais #, en est une solution particulière, donc (1) UNE U UE Loto ti. 2 a SU
Supposons que Wu, t2,... 4,—,) s’annule en un point x, boïnant
l'intervalle précédent, mais qu’un autre wronskien Wu, u3,... 0)
ne s’annule pas en ce point. Je dis que la relation précédente subsiste
de part et d'autre du point x,. En effet, dans l'intervalle où
Wus,u3,...u,)ne s’annule pas, on a, par le raisonnement qui précède, (2) Uy = Polo + Bylz + ce + Éntn.
Les deux relations (1) et (2) subsistent donc dans un certain intervalle commun. Ceci exige qu’elles se confondent, sinon, en remplaçant dans (1) u, par sa valeur (2), on obtiendrait une relation entre 4, 44,... ut, et le wronskien correspondant d'ordre 7 — 1 serait identiquement nul, contrairement à Phypothèse que nous venons de faire.
On voit ainsi que la relation (1) subsiste tant que lon ne passe pas par une valeur de x qui annule à la fois tous les wronskiens
d'ordté # —"T.
Vol. IT. 13
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REMARQUE. — Si tous les wronskiens d'ordre 7 — 1 s’annulaient simultanément en un point *,, la relation linéaire qui lie les fonctions # pourrait changer de forme de part et d'autre de ce point.
Soit, par exemple,
HIVER Hors ex 1 On a identiquement Wu,, #») — 0, mais u, et #, s’annulent tous deux pour 2500" On 4tu, ASE NO "A eat nn
uy + do = 0 à droite du point x = 0.
Toutefois cette anomalie ne peut se présenter si les fonctions # sont régulières (ou analytiques), c’est-à-dire développables par la formule illimitée de Taylor aux environs de chaque point.
En eflet, si une relation de la forme (1) a lieu dans un intervalle, elle subsiste certainement dans tout intervalle contenant le précédent et dans lequel les fonctions # sont régulières. Pour nous en assurer, observons que, dans le cas contraire, on pourrait assigner un point régulier X, tel que la relation (x) ait lieu d’un côté et pas de Pautre de ce point. Substituons aux fonctions # leurs développements convergents suivant les puissances de x — x,, les deux membres de la relation (1) seront identiques d’un côté de x,, donc composés des mêmes termes, et, par conséquent, l'identité subsiste
de part et d’autre de ce point.
Lemme. — S2 les deux équations linéaires sans second
membre :
D + Xp Xp = 0, + Ep" FE, y + 0,
ont la même intégrale générale, elles sont identiques terme pour terme. 4
En effet, leur différence
(Xi PTE EURE EE) PR NEED) 0
est aussi vérifiée par cette intégrale générale, donc par des valeurs
arbitraires dép. EC Qui exe OnE IE Xe LES
ES tee 0 eh CE à él 5 a god EN STI Det ER GRR LEE ra À -Y 3 we : a rh Ed : Y = u
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Le théorème précédent permet de montrer facilement que le pre-
mier membre de l'équation linéaire, ramené à la forme
HO E X pr ue
s'exprime de différentes manières par des wronskiens, quand on
connaît 7 intégrales, linéairement indépendantes, #,, #5,... 41, ou Fintégrale générale de l'équation /(1) = 0. C’est ce que nous allons faire.
172. Première expression de /( 1) par des wronskiens. — Formons léquation linéaire d'ordre n NE ed) = 0:
Vent OO car, u,, u,,2.71 entétant Munteerales
LA
particulières, elle a la même intégrale générale. Pour réduire son premier membre à f( y), il suflit donc de le diviser par le coefficient de y”, d’où l'identité
RS Wu, PO) (3) sers MC res at
173. Formule de Liouville. Intégrale première de l’équation sans second membre. — Si l’on écrit Wu,, us,... u,, 7) sous forme de déterminant, on remarque que, d’après la règle pour former la dérivée d’un wronskien (n° 169), le mineur relatif «he lest |
— W'(u,, us, un).
Identifions donc les coeflicients de 3-1! dans les deux membres
denla relation (3) ; 11 vient, °W élantilewronskhien: deuil us: #4
W° . SN DER pe de W — Ce Xidx.
Cette formule est due à Liouville. On en déduit une conséquence importante : | On obtient immédiatement une intégrale première de l'équation
f@y) = 0 d'ordre n, si l’on en connaît (n —:1) solutions indépen-
danles U,, 2, Une
Remplacons, en eflet, y par l’intéorale générale Cu, PRG +. + Cu, dans le wronskien MCD AA il vient, par la formule de Liouville, Win 10e, Su PC NE Ce JXidx.
Donc l’équation différentielle d'ordre 7 — 1 avec second membre (5) UC PENEN SAT mr Ce JXidx
est vérifiée par l'intégrale générale de (y) = 0. C’est donc une intégrale première de f(y) — 0 et l'intégration s'achève par des quadratures, cat on connaît l’intégrale de léquation sans second membre WU) 0:
174. Seconde expression de /(}) par des wronskiens. — Muitiplicateurs. — Désignons, comme au n° précédent, par W le wronskien Wu,, 42, un); par W:(y) le même wronskien dans lequel une des fonctions # seulement, la fonction wi, a été remplacée par y. Formons l’équation linéaire d'ordre 7 (D désignant une dérivée)
M CC). 1 (6) D. tn de O,
cette équation admet les 7 intégrales particulières #,, u3,... u,, car le rapport à dériver est égal à 1 si y = u;, et à,0,sivy estégaltätune autre fonction #. Donc, pour réduire le premier membre de cette équation à /(y), il suffit de le diviser par le coefficient de 3”.
Soient, en général, w"; le mineur de W relatif à l’élément wl:, &w,
le mineur relatif à #;; on aura
W;Cy) = ii LES GUEST RE ce
Donc le coeflicient de y” dans l’équation (6) est w;"—1 : W. On
en conclut que l’on a; pour = 1,42; "n, lidentité (7) D WO)_D AP AON AP ROIS RTS Ant y) HW | W Mr
Il résulte de là que si l’on multiplie l'équation f(y) = 0 par
l’une des # quantités wi"! : W(i = 1, 2,... n),'on transforme son
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prenrier membre dans une dérivée exacte. Ces facteurs sont des multiplicateurs de Péquation et nous ferons la théorie de ces multi-
plicateurs au paragraphe suivant.
175. Intégration de l’équation linéaire avec second membre. — L'intégration de l'équation linéaire complète d'ordre n se ramène à celle de l'équation sans second membre et à n quadratures.
Nous avons obtenu ce résultat précédemment par la methode de Lagrange. Il s’obtient immédiatement en se reportant aux formules du numéro précédent. Soit Péquation /(y) — X. Multiplions-la DeEmuitipicateur tel AW. Il vient (pañidéntie (7)ider ce
numéro,
w: n—|] Sens. + AUE n— 1 dE +. + W; 3 W'; n—] x W W ; et, en intégrant,
7 un |
DRE ES ET Ce PR ES IN dd. 40
Multiplions cette relation par #; et sommons pour ? = 1,2,... 1. Dole nier Te 027 prliSontceuxide, la (£ + 1)" ligne du Te W, le coefhcient de y sera W, ceux de y” y”... seront nuls. Il viendra donc, en supprimant le facteur
commun W qui n’est pas nul,
É wW,; es (8) | ee ces D Su W XX:
C’est, sous forme explicite, la formule générale d'intégration de l'équation avec second membre.
Srratrieu de multipherleséquatonsepat 1, 43, 4, avant dé
léAjouter ontlestavait multiphées parut 4"... ut)) on. aurait
MDP SDOUPA "LT, 2.0/1 ctle
RAS AU ME PAST N RS CR TE A PA RE CR PTIT ES LFP TEEr is TC ed Rd Re LAS PE de it |
RE a £ 6 Ë Ÿ y 1” a
Ç 5 Multiplicateurs des équations linéaires
176. Muiltiplicateur. — Considérons l'expression symbolique (1) JO) ER ER RME ESC
Un multiplicateur de f(y) où un multiplicateur de léquation f(y) = X, est un facteur , fonction ‘de, x.seul, tel'que le produit d f(y) soit la dérivée d’une fonction de x, y, y',... 371 et cela quel que soit y.
Il existe toujours des mulliplicaleurs et ce sont les intégrales d’une équation linéaire sans second membre d'ordre 1.
En effet, considérons l'intégrale indéfinie
\ ë f (7) EE \#0" HE Pi ent +, + X, 4) x.
Transformons-la par intégration par parties de manière à ne plus avoir de dérivée de y sous le signe /. On a
\pxa40e x ==: y. ARE —\(@Xx-) x.
"rs
\ox, en (x = MX no). 14 (uXn=0)7 + \(2X, 2)" (AE
Par la substitution de ces valeurs, il vient, Q désignant la somme
des termes intégrés,
()) \2/09 LEE oi | [2 Xn "y (NS a) 4e ri Co 1e ui] dx. | ge Del am [uX, — u | NES +
Donc, pour que y: soit un multiplicateur, il sufht que » vérihe l'équation linéaire d'ordre # (3) Ur — QUE + + (—i) ox, = 0.
Réciproquement, tout multiplicateur doit vérifier cette équation,
sinon, comme on le voit en dérivant l’équation (2), l'expression
JIRX, — (uX,_;) + ...], qui est encore sous le sione-fau
second membre, serait la dérivée d’une fonction de x, 7, y°.."ce
qui est impossible, car elle ne contient pas de dérivée de y.
MULTIPLICATEURS DES ÉQUATIONS LINÉAIRES
177. Equation adjointe. --- L’équation des multiplicateurs ou l'équation (3) s'appelle l’éguation adjointe de f( y) — 0. Il existe une complète réciprocité entre ces deux équations. L’équation f (y) = 0 es! réciproquement l’adjointe de l'équation (3), c’est-à-dire l'équation de ses multiplicateurs.
En eflet, si y est une intégrale de /(7) —0, la relation (2) devient
Lilex, La GX ne sc dx = — Q,
où Q est une fonction explicite de u, x”, Donc y est un multiplicateur dep X, — (ah X,-,) + .2, ce qui prouve la proposition.
178. Théorème. — Les intégrañons complètes de deux équations adjointes sont deux problèmes complètement équivalents.
En effet, supposons qu’on connaisse 7 solutions indépendantes u,, 1», t, de équation /(y) = 0; on obtient # multiplicateurs, donc n solutions de l’équation adjointe, par les formules (n° 174)
TA cos Te
ee ee _— NN PERS (D M Lo er LA
Il reste maintenant à montrer que ces multiplicateurs sont linéairement indépendants. Supposons, par impossible, que ces multiplicateurs ne soient pas indépendants; on aura une identité de la forme Ÿ auwi"l — O où les x sont des constantes non toutes nulles. Ajoutons alors toutes les identités (7) du n° 174 respectivement
multipliées par 4;; il vient, quel que soit }!,
en D RATE LR otre re 2 at; +0) DU 2
ce qui ne peut subsister que si toutes les sommes Ÿ sont nulles. On aurait donc, pour des valeurs non toutes nulles des x, le système d'équations
D ML Se N ŒAU s =— D qu — ( Dot V Y œUw 1) © aw, 0
ce qui est impossible, car le déterminant des quantités &, qui est l’adjoint de W et est égal à W”={, n’est pas nul (W ne l’étant pas).
779. Théorème. — S: l’on connait p (p < n) mulliblicateurs linéairement indépendants d'une équation linéaire d'ordre n, avec ou sans second membre, on peut abaisser l’ordre de léqualion de p unités sans que l'équation cesse d’être linéatre.
Considérons une équation d'ordre #
(4) sh _ HELD + au + Au) — ne Multiplions-la par un multiplicateur u; et intégrons. Le premier membre s’intèere exactement et l’on obtient une intégrale première
de cette équation, qui sera de la forme (5) Qi PCR AE RE PET =\s, OP
Le premier membre de (5) n’est autre chose que lexpression Q du n° 175. Les lettres d;, bi, c;,... sont des fonctions connues de x,
ayant pour valeurs, d’après la formule (2) de ce numéro,
NES peus 7 / PACE T / (7 dj == H;, bi, — HN NEERUS LNSRNTAACRES (tt; Xo) nu M joe.
Si l’on connait p multiplicateurs pu, u,... 4, on obtient ainsi p intégrales premières, comprises dans l’équation (5) pour ? = 1, 2,... p. Ces intégrales premières sont distinctes, c’est-à-dire qu’elles forment un système d'équations résoluble par rapport à 7"! PRE, op." En, efetinle "déterminants Ses écOefcients MERE
inconnues dans ce système d'équations est
7 D 4 El | s / 1# |
| on À; Hg RTE ee ECS AANOISU SE UE A PRE | ’ / 7
Ho Xi Ho UE De a
C'est un wronskien qui ne s’annule pas, puisque u,, ps. sont, par hypothèse, linéairement indépendants. En résolvant ce système par rapport à y*-”, on obtient une équation linéaire d'ordre 7 — p pour déterminer y. Le théorème est ainsi établi.
REMARQUE. — Le théorème précédent fournit une nouvelle démonstration de celui du n° 168 relativement à l’abaissement de l’ordre d’une équation linéaire sans second membre d’ordre #, dont
où connait p intégrales linéairement indépendantes. Ces p intégrales
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sont des multiplicateurs de l'équation adjointe; l’ordre de celle-ci peut donc s’abaisser de p unités. Ceci fait, l'intégration de l’adjointe et, par conséquent, l'intégration de l'équation proposée (n° 178) ne
dépendent plus que de l'intégration d’une équation d'ordre 7 — p.
Ÿ 6. Intégration des équations linéaires a coefficients constants et sans second membre
180. Caractère algébrique du problème. — L'intégration des équations à coefficients constants avec ou sans second membre dépend étroitement de deux problèmes d’algèbre : 1° La détermination des racines d’un polynome ; 2° la décomposition d’une fraction rationnelle en fractions simples. Pour mettre cette dépendance en pleine lumière, il importe de définir et d’étudier les symboles
d'opération avec le signe de dérivation D.
181. Opérations définies par des polynomes en D. Sommes et produits d’opérations. — Soient 4,, d,,... des coefhcients constants, D le signe de dérivation par rapport à x.
Posons CO (D) DEP a DE ES ha DE as
L'expression {(D) est un symbole d'opération, dont le sens s’interprète immédiatement en convenant que si y désigne une fonc-
omte d rOHsa RHODES ARE DM ee te
On remarquera que, dans le cas particulier où /(D) = 1, on a HéDJVe y. Donc, dans ce cas, /(D) désigne une opération d'effet nul.
Les symboles opératoires à coefhcients constants tels que (L), jouissent de propriétés qui les rapprochent des polynomes algébriques.
1° SOMMES D'OPÉRATIONS. — En premier lieu, si /(D) et /,(D)
sont deux polynomes symboliques et qu'on représente par
à "j'a ne DT SOUL OV AR LE) ARR € Re RD TN ess OS EE Nr LE fs SE SR LOT 6 dde 1 ir LS L tot, ; à f e MT CULOTTE : AT EL ET + AVES ANR SE 4": Re & V. ' ) 4 J va , : 4 £ (À,
Le
1) + /,(D) leur somme effectuée, on a, par les propriétés des dérivées,
f0)y + O)y = (OO) + D).
Donc lopération /(D) + /f,(D) peut s'appeler la somme des opérations f(D) et f,(D) et les sommes ainsi définies jouissent des propriétés des sommes algébriques. En particulier, l’opération (D) est la somme des opérations définies par chacun de ses termes.
2° PRODUITS D'OPÉRATIONS. — Considérons d’abord un certain nombre de symboles linéaires D + a, D + b,... D + /. Nous
pouvons définir l'opération (2) (D +7) .. (D + b) (D + a)
en convenant qu'on opère d’abord avec le facteur (D + 4), puis sur le résultat avec (D + b) et ainsi de suite. Or, en effectuant ces opérations, on constate immédiatement qu'on obtient le même résultat que si l’on avait exécuté l’opération unique, définie par le produit algébrique (D + 2) ... (D —- a) préalablement effectué.
L'opération (2) peut donc s'appeler le produit des opérations définies par chaque facteur et ce produit est indépendant de l’ordre des facteurs. Si le produit se compose de 7” facteurs égaux D + 4, on le représentera donc par (D + 4)" comme en algèbre.
On définirait d’une manière analogue l’opération FO) 0) AD)...
composée de facteurs de degrés quelconques. On verrait que celleci aussi est indépendante de l’ordre des facteurs. Cette propriété résulte d’ailleurs de ce que chaque polynome f(D) peut, par les règles de l’aloèbre, se décomposer en facteurs linéaires, ce qui ramène au cas précédent. Nous reviendrons sur cette décomposi-
tion dans le n° suivant.
182. Décomposition des polynomes en facteurs et des fractions rationnelles en fractions simples. Formules symboliques qui s’en déduisent. — 1° DÉCOMPOSITION EN
bte. 6 ec 6 TT, - Le _ R Li SAS 4 à 5 art Ent VV / 2: Ne" Z nr. 27» CE , v FAIT TU 0} ; ; \ $ £
ÉQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS 203 FACTEURS. — Considérons l’équation algébrique de degré 7 (D étant
considéré comme une quantité) FDL A DEEE Aa 0.
Cette équation admet toujours 7 racines qui peuvent être égales distinctes, réelles ou imaginaires. Nous représentsrons les racines différentes par r, s, /,... leurs ordres de multiplicité respectiis par AR, ve Connaissant ces racines, -on connaît aussi la
décomposition de /(D) en facteurs linéaires. On a
(3) DECO ES") (Def)
Considérons maintenant /(D) comme un symbole d'opération et rappelons-nous les résultats du n° précédent. Nous VOyOns que l’opération (D) peut se Ce, en une suite d'opérations consécutives, définies par un seul des symboles D — r, D — 5, et effectuées dans un ordre arbitraire.
2° DÉCOMPOSITION EN FRACTIONS SIMPLES. — La décomposition de f(D) en facteurs se faisant par. la formule (3), celle de 1 : /(D) en fractions simples se fera par la formule
A ns 4 B
(4) fo) HDI Fe jas r) AR CE (D T DS 1410
où À; AT MB)# sont désiconstintes réellesl'ou/imaginaires,
que nous avons appris à calculer (Tome I, n* 95 et 96). Keprésentons par
JD) 10) 10) CODE CD ET RD Er
les polynomes respectivement obtenus en supprimant dans { (D) un facteur (D — r), deux facteurs (D — r),... un facteur (D — 5), etc., et mettons l’identité (4) sous la forme
Ac a JD) sou
HAE + A6 RD
est un polynome et peut être considéré comme le symbole d’une
opération à effectuer. La formule (5) montre que la somme des
204 CHAPITRE VII. ÉQUATIONS D ORDRE SUPÉRIEUR j
opérations définies respectivement par chaque terme du second membre, est une opération d’eflet nul. Cette formule nous sera
très utile.
183. Relation entre les symboles D et (D — r). — Soit r une constante et y une fonction de x; on a Dee pt DR EEE Eee CDS Remplaçcons, dans cette relation, y par (D — 7r) y; il vient ie 4D. a F9, PNUD SC et, en vertu de la relation précédente, DRE Eee RD RTS
Remplaçcons de nouveau y par (D — r) y et continuons ainsi de suite. Après À opérations, nous obtiendrons
(6) D’ .e-rr Mrs TDE r). V.
184. Equation linéaire à coefficients constants. Equation caractéristique. Equation simple. — Une équation linéaire à
coefhcients constants est de la forme FD) = ax)
où l’on a posé, comme ci-dessus (n° 181), les coeflicients 4 étant
des constantes, AD) DE CAD IR EE RAT
Si (x) n’est pas nul, l’équation est complète ou avec second membre; si o(x) est nul, lPéquation est sans second membre. On
donne le nom d’équation caractéristique à l'équation algébrique JD) = 0.
Quand l'équation caractéristique n’a qu’une seule racine distincte, simple ou multiple, l'équation différentielle devient \À (D) Hier
et nous donnerons le nom d’équation simple à une équation de cette
forme,
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185. Intégration des équations simples sans second membre. — Soit l’équation d'ordre 7
Multiplions-la par e-"*, qui n’est ni nul ni imfini, puis translormons-la par la formule (6); elle devient
D'.e-rx RENE
Donc lintéoration est immédiate, e7/7 y est un polynome arbi- (®) 2 se È
traire de degré À — 1. Soit P;_, ce polynome; il contient x con-
stantes arbitraires, qui sont ses coefhcients : Rire — qe + x un EoX + .. + Cox .
L’intéorale générale de Péquation (7) sera HS Den Et.
C’est bien la somme de À intégrales particulières multipliées
respectivement par des constantes C.
186. Intégration de l'équation linéaire à coefficients constants et sans second membre dans le cas général. —
Cette équation est de la forme (8) JO) y = 0.
Son intégration revient à la résolution algébrique de l’équation
caractéristique HD)= DE "a DRE a 0,
ou, ce qui revient au même, à la décomposition de /(D) en ses
facteurs linéaires :
, ) à A HD) (DES DER ER ID The
L'intégrale générale est égale à la somme des intégrales géné-
rales de chacune des équations simples :
CD En 0, DE = 0). 7 (D — y 0:
PT A TN VOLE DEAR DEEE: EPL AE EN PR Là. # AN PRE ‘ : AENTEE (Avr #
et on peut l’écrire immédiatement. Ce sera, sauf une transforma-
tion indiquée dans le n° suivant s’il y a des racines imaginaires, Pop a sa tx (TO) RUE TARN Er ER Qi A COR NS PE A
P, Q,... R désignant des polynomes en x de degrés marqués par
l'indice et dont les coefficients sont les constantes arbitraires de
l'intégrale.
Démonstration. — L'ordre des facteurs (D — F) HD ARTE qui entrent dans /(D) étant indifférent, l'équation {(D) y = 0 peut s’écrire en faisant figurer à volonté l’un quelconque de ces facteurs immédiatement devant y. Donc les intégrales des équations (9) sont des solutions particulières de l'équation (8) et l’expression (10), qui est leur somme, est une intégrale plus générale de cette équation, mais, de plus, ce sera l'intégrale générale, car nous allons montrer que, réciproquement, toute intégrale de l'équation (8) est de la forme (10).
A cet effet, isolons successivement, dans f(D), les divers facteurs (D — r), (D —r)",... (D — 5), L’équation f(D) y — 0 s’écrira
sous les formes
D] 2. :|-0. (De he f\ Te » |- —0,.… D-9[ 2) ;]-0...
Chacune de ces équations devient une équation simple sans second membre en prenant la quantité encore crochets comme
inconnue ; 1] vient, en les intégrant,
les polynomes P étant de degrés < %, les polynomes Q de degrés < 4... Multiplhions respectivement ces équations par les constantes APE
simples et ajoutons-les. Il vient, par Pidentité (5) établie au n° 182,
ÿ = e"ESAP + es SBO + …
Comme EAQ, 2BQ,... sont respectivement des polynomes de
Bit. de la décompokition de 1. (D) Emtrictions
degré moindre que x, moindre que 4, cette expression est de la
forme (10).
PRINT Le ERP PR RTE CU IN LU re LA E-FAPON 17 = ». . # » A / d 4 #,
ds ll } : ) AAA F FAQ ? ] } à / n £ ; ÉQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS HONT
REMARQUE. — L'expression (10) renferme x + & + ... = n constantes arbitraires, qui sont les coefhcients des polynomes P, Q,... On reconnaît ainsi, conformément aux théorèmes généraux, que
La LA
l’intégrale générale de l’équation sans second membre est la somme de 7 intégrales particulières multipliées par des constantes arbitraires. Ces intégrales particulières sont donc linéairement indépendantes, sinon elles ne fourniraient pas l'intégrale générale. On en conclut que sir, s,... sont des constantes différentes (réelles où non), l'identité
REA GE EN CPR EEE RSC = 0)
ne peut avoir lieu que si les polynomes P, Q ,... sont identiquement
nuls (*).
187. Cas des racines imaginaires. - Quand les racines r,s,... ne sont pas toutes réelles, l’intégrale trouvée contient des imaginaires, mais elle subsiste, car les règles de dérivation des exponentielles ne sont pas changées. On peut, par une transformation, lui restituer la forme réelle.
Nous supposons ici que (D) est un polynome à coeflicients réels, de sorte que ses racines imaginaires sont conjuguées deux à Tes otn tn A 0tet sc CAlun, couple dé\ritcines conju-
guées de lPordre x de multiplicité. Les termes correspondants de
(*) Il est facile de prouver directement ce théorème. Admettons, par impossible, que cette identité ait lieu pour les valeurs réelles de x, un coefficient au moins de chaque polynome n'étant pas nul. D'abord Pidentité subsiste pour les valeurs imaginaires (car son premier membre est alors une somme de séries potentielles qui se détruisent). Soit r celle des quantités 7, s,... qui a le plus grand module, ou l’une d’elles s’il y a plusieurs modules égaux. Remplaçons x par x: r et faisons tendre x vers linfini positif. Après cette substitution (qui n’altère pas nos hypothèses sur les polynomes P, Q,...), Pidentité prend la forme
Pet He LH, —0.
Mais les coefficients —,... différent tous de 1 et ont tous des modules < 1 par 12 )
hypothèse, ce qui exige que /eurs parties réelles soient loules 1. Donc, pour x infini positif, le premier terme Pex est d'ordre supérieur à tous les autres et
. l'identité est impossible.
la formule (10) peuvent s’écrire, en désignant par P et Q deux
polynomes arbitraires de degré (4 — 7),
PETER OP es MOpare à}
Or:
Remplacons PT par cos Bx 21 sin Bx, ePiT par cos pre
1 sin 5X; l’ensemble des termes considérés se met sous la forme ex [(P.+ Q) cos Bx EP — Q) sin 8x] ou plus simplement, (11) ex[P; cos Bx + O2, sin 6x],
car on peut considérer P + Q et : (P — Q ) comme deux polynomes réels arbitraires P;_, et Q,_, de degré À — 71. Il suflit, en effet, pour cela, que les deux polynomes P et Q soient conjugués.
Les termes de l’intégrale qui correspondent aux racines conjuguées r et s s’écriront donc sous la forme (11) et l’on opérera de mème pour les autres couples de racines conjuguées s’il y en a.
En particulier, si les racines conjuguées r et s sont simples, les
termes correspondants de l’intégrale générale seront (12) etx[C, ços 6x + C, sin Ex] ou, ce qui revient au même, Ceëx cos (EX + C'),
C et C” désignant deux nouvelles constantes, liées aux premières par
les rélatons Cie COCO ER UE PE
188. Exemples. — I. Les deux équations (D?+ D +6); =0, (DEEE DEAN) ont pour caractéristiques (D + 2)(D + 3) = 0, (D — 1} = 0, et pour intégrales VERGER CIE GT Er ECTS Il. Soit l’équation (D' + 8D° + r6)y =
DD NS PROS RS
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L'équation caractéristique (D° + 4}° — 0 a les racines doubles
imaginaires + 21; l'intégrale générale sera
Net 1-C}*) cos 2% + (Cs + Cr sin2x IT. Soit l'équation (DE 44) y = 0.
L'équation caractéristique DER ar DEEE 207) (24) =0 a les racines + a (1 + 1); l'intégrale générale sera
de Cicom ox ES CNT Ce cos (ax: C'i):
Ç 7. Intégration des équations linéaires a coefficients constants avec second membre
189. Intégration des équations simples. — Soit l'équation simple (1) (De r)' 7 ox).
Multiplions-la par e =" et transformons-la par la formule (6) du n° 183; elle devient De ere GAY:
On en tire d’abord 8-7" y par À quadratures consécutives, et
ensuite 7 par la formule (2) Vi ere \\ pe \e"elx) dx”.
Cette expression est la somme d’une intégrale particulière de équation complète et de lPintégrale générale P;_, e”* de l'équation sans second membre. Pratiquement, pour calculer j, on peut eflec- tuer les quadratures sans introduire de constante, ce qui fournit Pintégrale particulière, et ajouter ensuite l’intégrale de l’équation sans second membre.
RÉDUCTION DE PLUSIEURS QUADRATURES SUCCESSIVES A UNE SEULE
INTÉGRALE DÉFINIE. —— Considérons l'équation différentielle } FR (3) D dx), Vol. IL. 14
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= = 12 = EN" 0 De — ADS eu nee
(4) un = \| “ \20) dx”.
On vérifie directement qu’on oblient une intégrale particulière par
la formule, déjà signalée (n° 164),
(5) a = DT in dr
où x, est une constante arbitraire.
En effet, si l’on dérive d’abord (4 — 1) fois de suite par la règle de Leibniz complétée (n° 20), le terme provenant de la variation de la limite supérieure est nul chaque fois (la fonction sous le signe / s’annulant à cette limite), et il sufht de dériver sous le
signe, ce qui donne
Enfin, en dérivant une fois de plus, il vient D} 1 — UCX).
Si l’on fait maintenant (x) = 6e" .{x), on trouve la solution
particulière + À 2] À % Du \ \e \e EE =\ 5 ele v v + Es .
On obtient donc une intégrale particulière de léquation com-
plète (x) par la formule pratique :
pe =. ET D ene-0 off) dt.
REPRÉSENTATION SYMBOLIQUE DE L'INTÉGRALE. — Il ‘sera com-
mode de représenter l’intégrale générale de Péquation (D — r})’ HAS
__. pCx) mon)
qu'on obtient en résolvant l’équation par rapport à y comme si
par le symbole
(D — 7») était une quantité. Nous allons voir l'utilité de cette con-
vention dans le n° suivant.
RS CPE CORP RME ut ne TU TES PT NN RO VA ane À. Pet SE * \ à » M -
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190. Intégration des équations linéaires complètes à coefficients constants dans le cas général. -_ Comme l'intéorale de l'équation sans second membre est connue, cette intégration se ramène à des quadratures d’après un théorème général
Soit donc à intégrer équation
(7) 1D)y = pCX): |
Nous allons montrer que le problème de réduire celle intégration à des quadratures revient à décomposer 1 : f(D) en une somme de fractions simples. |
Supposons, en eflet, que l’on connaisse la décomposition de {(D) eHiacteurs. : uen
AD) = (D — 7) (D
_et celle de 1 : f(D) en fractions simples
I nn | À B, FD) — ne LA DA ID RE Isolons successivement de (D) les divers facteurs (D — r), (Dr) END)" L'équation à intésrer s'écrird sous! les
diverses formes
(D — 2 = 3 Cr
Chacune de ces équations est une équation simple avec second
pHAo Re
membre quand on prend la quantité entre crochets comme inconnue. Il vient, en les intégrant et en utilisant la représentation symbolique
indiquée à la fin du n° précédent,
HODie Pa 1(D) ? 1099 MORE
(U nr CN dE SUP RM À NRÉRSARE ARUE A! =
Dre (4) y CDR NAN DESERT) SU
10 Ie ces équations par les constantes A,,
Nr DhE den décomposition de 1 : f(D) en fractions simples et ajoutons, il vient, par l’identité (5) du n° 182, ; | À; LES A,® : À Fe 4 JE , +5 B,?
e D —s; (D --7) (Dr) CES
Cette formule s’obtient, tout simplement, en remplaçant dans la
relation = 70) ©)
1 : f(D) par son développement en une somme de fractions simples et c’est la formule de réduction de l'intégrale cherchée à des intégrales d'équations simples, donc à des quadratures.
D’après notre raisonnement, toute intégrale j rentre dans la formule précédente. Mais les constantes d’intégration restent arbitraires, car, en réunissant les termes qui renferment ces constantes, on forme l'intégrale générale de l’équation sans second membre.
Pratiquement, pour obtenir l’intégrale générale y, on remplacera chaque terme de la formule (8) par l'intégrale particulière correspondante fournie par la formule (6), puis on ajoutera l'intégrale de équation sans second membre.
Si les racines r, 5,... ne sont pas loules réelles, la solution sera, en apparence, compliquée de coeflicients et d’exponentielles imaginaires, mais ces imaginaires disparaitront d’elles-mêmes par laddition des termes conjugués, ainsi que nous l'avons vérifié pour équation sans second membre.
CAS PARTICULIER. — Si foutes les racines f(D) sont simples, la décomposition en fractions se fait par la formule connue (t. 1°,
n° 97) et la formule d'intégration devient
OMC EAN ETS
Remplaçons chaque terme de cette formule par l'intégrale particulière (6) du n° 189 et ajoutons lintégrale générale Y de Péquation
sans second membre, nous obtenons l’intégrale
(9), y + | 15 G + a a AO
Exemple. — Soit à intégrer l'équation
(D° + &°)y = (D +.ui) D — m)y = (x).
TR MR PU EL Te MAS M ONE RE EG he RS Se PE T Lex, d x É À LA j «Y = n \ ' : &
: ÉQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS 213 Des racines sont n = ms — +- ar ét lon a f (D) = 2D faisons X, = 0 dans la formule (9), elle nous donne de à CE .
eai(æ—t) Eee e—aix—t) y=Y +| 6 c(E) dt.
a 241 Remplaçons encore Ÿ par sa valeur, nous obtenons l’intégrale [ fu ECO NEEDS et =\ (4) sin a(x — À) di.
191. Intégration de l’équation complète par la détermination directe d’une intégrale particulière. — Quand on
trouve facilement une intégrale particulière de Péquation complète JD)y = 4x),
l'intégrale générale s’obtient le plus facilement en ajoutant à celle-Ki l'intégrale générale de l'équation sans second membre. Nous allons examiner les principales formes de &(x) pour lesquelles on trouve directement une intégrale particulière.
PREMIER CAS. (x) est un polynome P, de degré k. L'équation
est donc de la forme 1@)y 4 Pi
Si f(D) n’a pas de racine nulle, l'équation admet comme solution particulière un polynome déterminé de degré k; si f(D) a x racines nulles, l'équation admet une solution particulière de a forme x? Q, où Q, est encore un polynome déterminé de degré k.
Ces polynomes peuvent s’obtenir par la méthode des coefficients indéterminés, ou par le procédé suivant, qui nous servira de démonstration.
En premier lieu, si /(D) n’a pas de racine nulle, on peut développer 1 : /(D) suivant les puissances de D par la formule de Maclaurin, Arrêtons-nous après le terme d’ordre #; nous aurons,
| M désignant un polynome en D (t. 1*, n° 79), Haas = b + b, D + Le + bi D? + DE*1 pen De | FO)
1 — f{D)(b, + BD + … + b,D*) + MDEKL.
d’où
PR n 1e”
PNR ORNE RO EP PO EN TP A RON TT EE « L 71 NA à CE : n°1 L te Dr TYS np. PACS, hs
Le second membre définit donc une opération d’effet nul ; eflec-
tuons-la sur P,, en observant que D“*IP, — 0; il vient JD) TG + 8,D +. + P,] = Pr.
Donc, si f(D) n’a pas de racine nulle, on obtient une solution parti-
En
culière en faisant la somme des lermes de degrés < k dans le développement de 1 : f (D) suivant les puissances de D, et en effectuant sur P, l'opération représentée par celle somme. Le résullat sera un polynome de degré k.
En second lieu, si f(D) a x racines nulles, observons que lon a f(D) — D’ f(D), mettons l’équation sous la forme
DID VID
et prenons D y pour inconnue : nous sommes ramenés au cas précédent. Donc D’ y est un polynome de degré k, qui peut se calculer à l’aide du développement de 1 : /,(D) par la formule de Maclaurin. Connaissant D’ y, tirons-en une solution y par À quadratures sans introduire de constante : cette solution sera de la forme x” Q.
Chaque fois que l’on connait ou que lon obtient facilement le développement de Maclaurin sur lequel repose le calcul précédent, cette méthode est la plus commode en pratique et, dans les cas simples, elle permet même d'écrire à première vue une solution de l'équation. Mais, si le développement en question ne s'obtient que par des calculs minutieux, il sera généralement plus expéditif d'employer la méthode des coeflicients indéterminés. On substituera dans l’équation une expression de la forme indiquée en laissant indéterminés les coeflicients du polynome Q},. En identifiant les deux membres, on obtiendra un système d'équations linéaires déterminant tous les coefficients inconnus, car, comme aucun terme de la solution particulière cherchée n’entre dans l'intégrale de l’équation sans second membre, aucun des coefficients ne peut rester arbitraire.
DEUXIÈME CAS. — Ss 5(x) est le produit d’un polynome par une
exponentielle, léquation est de la forme
UD EN AE
Ce cas se ramène au précédent par la substitution
y = e He * En eflet, si l’on remplace r par — à dans la formule (6) du n° 183, on en tire
À D’ NEC — eut (D + a) 74
St Pon applique cette formule pour chaque terme de (D), on en
déduit la formule générale (10) PANDA Ur
Donc, après suppression du facteur commun e“*, l'équation trans-
formée sera
FD + ax =P Connaissant une solution particulière ?, on en déduit une solution particulière y.
TROISIÈME cas. — Si ox) est une somme de termes des types pré-
cédents, donc si l'équation est de la forme = SD) = Pr + Que + on cherchera séparément des intégrales #, v,... des diverses équa-
tions
MD) PE HD)e Ou
et, en faisant leur somme # + v + ..., on aura une intégrale parti-
culière de la proposée. On le constate par l’addition des équations
précédentes.
QUATRIÈME CAS. — Si l’équation est de l’une des formes suivantes :
OO RAT COS Be RE (D}e RD Sn pre
on peut la ramener aux types précédents en remplaçant les lignes trigonométriques par des exponentielles imaginaires; mais, si les données sont réelles, on obtiendra plus facilement une intégrale en prenant respectivement pour y et pour z la partie réelle et le coefhcient de ? dans une solution # de équation
FD)u = Pyetr ris car cette équation se décompose dans les deux précédentes en posant
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192. Exemples. -- Soient à intégrer les deux équations | (D APE AT) Pose (DE 1 sta # Nous intéerons donc (D? + 1}u = el". Substituant # — te”, îl vient [CD + 1) + 1lf = 1, d’où (D:+ 2)Di = 1.
Le terme de degré 0 dans 1 : (D + 21) est 1 : 21; on a donc
et;
I 7G Rex Di = —-, d'où LT DEN 21 21 21 Les intégrales particulières cherchées y et 7 seront De CRC 4 tr Lo COS Re A >
Equations d’Euler réductibles à celles à coefficients
constants. —— Elles sont de la forme
dv URI (x)
(an) ve + ax] EE + ÿ “ LL È ha Up. 5 AA
se ramènent aux coeflicients constants en changeant de
et elles
variable indépendante par la substitution
Ve RE er En eflet, soit D le signe de dérivation par rapport à /; avons
égard à la formule D.ettu — e"° (D + a)u; il vient, de proche en
proche,
P MS 2 e-tD(e (Di) = e#D(D — D 1.
AU re et D ! TD — ; Ÿ5 UNE
c'est-à-dire dy ST EU
RE en PT Le (De NT «x Lo Lx ( )j
et, en général,
«ll 7
ÉQUATION DE BESSEL
REMARQUE. — Si l’on considérait Péquation plus générale
nd SM) Ce RARE Lg SR CR ES ET) COMME
On la ramènerait. à la. précédente en. prenant. pX + g
variable indépendante.
EXERÇICES
1. Intégrer les équations suivantes (méthode du n° 190) : CDD En SIn2 x DE DER DE re COS ax (D? + 4)y = x sin° x CDI) Vetenues e CD ce cos 2. Réduire à des quadratures les intégrations des équations précédentes, après y avoir remplacé le second membre par une fonction quel- NA ITO EN SEC:
conque #(x). Etudier, en particulier, les cas où ?(x) 3. Intégrer les équations linéaires :
CX(I — x) 7" + (5 — 2x ) y ca
Le ue, 1) y” + 2x —— 1} RÉ 2 se
Nr LL
sachant que la première admet une solution particulière y — x" (n à déterminer) et que l’équation sans second membre correspondant à la seconde admet comme solution un polynome du premier degré à déterminer. 1 * R. n— — —; le polynome est x — 1. Ces solutions connues, les
équations s’abaissent au premier ordre.
RER
__ S 8. Intégration par les séries Equations de Bessel et de Riccati
194. Fonction et équation de Bessel. — Soit 7 un nombre quelconque (non entier, s’il est négatif). Nous définirons la
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fonction X, de bessel par la série potentielle, convergente pour toutes
les valeurs de x,
HN I | LE ES EG RER EE GT en Po pl (n + 1) (n + 2)... (n + hp) et nous conviendrons que, sLbie Donna UE 0 Er
Cette fonction vérifie une équation différentielle que nous allons
former. On a He de SE — ant, Yu + 1) LAN AR
dx
«l I AXEL
VI, = Ep(n + p)a x = Da, PT,
C’est l'équation cherchée, qui peut s’écrire, tous calculs faits,
RS AU Die — I, = 0.
Donc I, est une intégrale . de l'équation
(2) 52 + (1 + n) © —— — yY= O0,
MU TE
que nous appellerons équation de Bessel (*).
195. Théorème. — L’équation de Bessel ne change pas de forme par la substitution
re, Pon seulement n change de sione dans l'équation.
En dérivant cette formule, il vient
se 1)z
dy LA NINTSTENdE) Pc dz 2H dz n DNS TN ERA TO AE TR RU EEE RAR AE
et, par la substitution de ces valeurs, l'équation de Bessel devient
d°z dz | — — ER PE) (3) AX° “ QG 1) dx b
(*) On prend souvent aussi comme forme canonique de l’équation'de Bessel les équations (xt) du n° 200 ou encore d’autres transformées que nous ne rencontrerons pas ici.
ete Ÿ 4 2 NA. der
ail tir L::
A lens A <P Aoier de dr 6 LRO ET D AS ES A dr A DER NE RSS ÉQUATION DE BESSEL VRAIS REMARQUES. —- [. Si X est négatif, la substitution précédente peut
être imaginaire, mais la substitution
ES sera réelle et conduira à la même équation (3), car la nouvelle valeur de 7 ne diffère de la précédente que par un facteur constant. On peut donc toujours éviter l'introduction des imaginaires.
IL. Il résulte du théorème précédent que, dans Pétude de léquation de Bessel, il sera toujours permis de supposer 7 nul ou positif, car, si % était négatif, on le rendrait positif par la substitution
précédente.
196. Intégration de l’équation de Bessel quand 7 n’est pas un nombre entier. -- Dans ce cas, l’intégrale générale s'exprime par les fonctions de Bessel.
En effet, [, est une première intégrale particulière de léquation (2); [_, est une intégrale particulière de l'équation (3), donc Joey teG Stan seconde intégrale particulière de léquation (2) et elle est évidemment indépendante de la première, parce qu’elle renferme des puissances fractionnaires. L'intégrale générale de équation (2) sera donc
(4) no El vu C; si
Si X était négatif et qu’on voulüt éviter l'introduction des imaginaires, on remplacerait au besoin le dénominateur x” par (—- x)".
REMARQUE. — Si 1 est entier, une des deux séries [, ou [_, cesse d'exister, car tous ses coefhcients deviennent infinis à partir d’un certain rang. Mais il v a toujours une des deux séries et, par conséquent, une des deux intégrales particulières qui subsiste. Dans ce cas, l'intégration se ramène aux quadratures par les théorèmes généraux (n° 165). TR
Supposons que 7 soit positif; c’est alors l’intégrale particulière I, qui subsiste, et la formule d'intégration sera (n° 165)
Fu (CEE Mine
Mais cette intégrale peut encore s’exprimer par des séries potentielles, moins simples toutefois que celles de Bessel. Nous allons
les faire connaitre.
197. Nouvelles séries liées à celle de Bessel. — En dérivant [, par rapport à #, on forme une nouvelle série potentielle, convergente pour toutes les valeurs de x et à coefhcients rationnels. Nous la désignerons par l”, et l’on aura, 4, étant défini par la
formule (1),
: (2) TP DRE Nr EN QUES DATES (5) sr l ÈS P Phit À
A Considérons, d’autre part, la série potentielle, dépendant de deux
paramètres < et 72,
Se Le | À ANUS a ee (a+ 1)(n+2)(e+1)(s +2)
laquelle se réduit à [, pour : — 0.
Celle-ci peut être dérivée par rapport à < et l’on trouve, pour
ce — 0, la série potentielle à coefficients rationnels
| Fe Re (GI AS EN MAUR Die, b, = —4d, 2 I 1 À
Nous allons montrer que, quand # est entier, l'intégration de
Péquation de Bessel se fait au moyen des séries (1), (5) et (6).
198. Intégration de l’équation de Bessel quand 7 est nul. — Dans ce cas, les deux séries [, et [_, se confondent. Nous avons toujours une intégrale particulière I,. Il s’agit d’en obtenir une seconde.
À cet eflet, considérons d’abord léquation dans laquelle # est une quantité positive infiniment petite :. Nous avons les deux intégrales distinctes I, et 1, : x°. Mais nous pouvons remplacer la seconde
par la combinaison linéaire
I 1% Xe L Res Lee © Ne NIUE
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Quand : tend vers O, celle-ci a une limite finie Y,, qui s'obtient
par la règle de l'Hospital :
CLAUNTSEST LT s Es Ts x] le Loc Ie = |) 2
Cette nouvelle intégrale Y, s'exprime donc au moyen de la fonc-
tion de Bessel I, et de la série (5) 1”. Elle est évidemment distincte
de I, puisqu'elle renferme un logarithme. L'intégrale générale sera ni —= CF + (BEÈ UE
REMARQUE. — On a admis, dans cette démonstration, que la limite d’une intégrale de l'équation de Bessel où 7 tend vers 0, est une intégrale de cette équation pour # — 0. Ce postulat est une conséquence des propositions énoncées au n° 133. Nous ferons
usage, dans. le n° suivant, d’un postulat analogue, fondé sur les
mêmes propositions.
199. Intégration de l'équation de Bessel quand » est entier et > O0. — Si n est un entier différent de O, on peut le supposer positif (n° 195). Dans ce cas, la série T_, cesse d'exister, mais l’intéorale particulière [, subsiste toujours. Il s’agit d’en obtenir une seconde.
Remplaçons d’abord 7% par n — 2: (< étant infiniment petit). Les n premiers termes de [_,,: ne renferment pas le facteur : au dénominateur et sont, par conséquent, finis : nous désignerons leur somme par N,. Tous les termes suivants, au contraire, sont infinis et ils renferment un facteur commun indépendant de *, que nous
désionerons par À, : :, en posant
2 Ce ÀÇ — ACTE COTE RER ET ET e
Considérons donc le produit < 1, ; il peut, eu égard à la défini-
s LE am
tion (n° 197) de (x, 7, <), se mettre sous la forme suivante
(8) lin ENS REA A ENT €):
Donc, +: tendant vers O0, on a, à la limite, + tendant alors vers L,;
ea re Role VD a (9) CELAR LA AGD 1e mu 1! (n LR 1) ds
Tant que s n’est pas nul, I :: ét =<I : N°T£ sont deux intéorales — € £ D
AU nr indépendantes de l’équation de Bessel, mais elles cessent d’être distinctes pour : — 0, en vertu de l'équation (9). Pour en obtenir une nouvelle, considérons la combinaison linéaire (qui est aussi une
intégrale)
à EN NM —E ÉLRRNES JAN EU ALE UE
et cherchons-en la limite pour s — 0. C’est une expression de la
forme 0 : Ü; en vertu de la règle de l’'Hospital, sa valeur pour
ste (lisera | _ Deere AE el Mais, pour : = 0, il vient, par la formule (8), Dr RELI )E NE ET ARE CO AO TEEN EUR pus
de sorte que la limite cherchée a pour expression
NE
ne + Ale.Cx, IT, 0) SE 1 at in Log, x] mu AL: <=
Supprimant le dernier terme qui n'est pas distinct dé [,, nous
formons notre seconde intéorale particulière Y.. à savoir F D 11 2
MONENRES a + As ,(x, 1, 0) + T', + I, Log x].
Celle-ci s'exprime donc au moyen des trois séries potentielles I, lets", (x, 2, 0); la première est la fonction de Bessel, et les deux autres sont définies par les formules (5) et (6). Le coeflicient A, est une constante (9) et enfin, par définition de N, , N, comprend les 7 premiers termes de [_,, de sorte que
N ON C4 C4 mo Ére nn ET a D a er POLE NE ee pl(n—1)(u—2)...(n—p)
A di t w,
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L'intégrale générale de l’équation de Bessel sera donc, dans ce
Cas-Ci,
Me GTS EE NS
Transformées de l’équation de Bessel. Equation de
Riccati. — Changeons de variable indépendante par la relation x — s(1). En accentuant-les dérivées par rapport à f, ona
dy Sy TE ei CN TE
TE NIED LE à va ;
équation de Bessel
«y dx
d°y ” X = + (1 +) Nul à AX° :
devient ainsi, après multiplication par x”,
RDS L'E E 2 QUE +( D NE or 5 NU OS
Voici quelques cas particuliers de cette transformation générale : 1° Quel que soit le signe de X, on peut toujours faire, sans
introduire d’imaginaires, une des deux substitutions
tt fes Ÿ t \ l se I NOR ET, d Er qu rt Ut ZE — A 2 \ 2 \ l L’équation transformée sera Pi LR Ont CRT EE (x) Tu Ce er)
2° Plus généralement, faisons la substitution
9 » A , Dee À Metal d’où X — api” k x’ se
L'équation transformée sera tou Le (87 Me 1) ty — ab y tr
On peut disposer des trois constantes x, & et 7 de manière à
identifier cette équation avec toute équation de la forme
29" + dy + y O0, pourvu toutefois que b et #1 soient différents de O, car la substitution suppose + et & différents de O. Mais, si #7 — 0 ou si b — 0,
cette dernière équation est une équation d’Euler (n° 193).
D [ee ex
Les équations de cette dernière forme sont fréquentes dans les
applications. Elles s’intégreront donc par les formules des n° précédents, en remplaçant X par une expression convenable de la forme «P .
3° La transformée d'Euler de l'équation (particulière) de Riccati
(n° 145) s'obtient comme cas particulier de la transformation
précédente.
Si lon fait # = 1:89 et qu'on change « en à : $?, on Voit que Péquation de Bessel se ramène à : 0 SET 21?
y ne NE D; "par a Substtnton ere à
Faisons $ — m1 + 2. On voit que léquation de Bessel où n ==
Î \ à! LA cé ee, 2 . . à HU se ramène à l’éguation transformée de Riccati (n° 145) : ni
L 1 . alt?
(12) 3 — ay = 0, par la substitution x
D'où, les conclusions suivantes :
Si m + 2 n’est pas l’inverse d’un entier, l'équation (t2) s'intègre par les transcendantes I, et [A en faisant # == 1 : (in 4 2) et°en remplaçant X par la fonction de ? qui précède.
Si m + 2 est l'inverse d’un nombre entier, l’intégration exigera l'intervention des séries plus compliquées du n° 197.
Sim + 2 — 0, l’équation (12) se réduit à une équation d’Euler (n° 193) et s'intègre sans difficulté.
On verra, au n° suivant, que, quand 7 : (1 —- 2) est un nombre pair, l'équation (12) s’intèere sous forme finie.
2o1. Intégration de l’équation de Bessel sous forme finie. — L’équation de Bessel s'intègre sous forme finie si n + —
NE est un nombre entier (positif, nul ou négatif). Fee I Supposons, ce qui est permis, # positif (n° 195). Sin + est
entier, c'est un entier positit p. Alors, par lPune des substitutions
l r ° A A 2: f , x — =: —, lPéquation de Bessel se ramène à l’une des deux équa-
tions (11) | (13) MEL y +y=0.
. ERPÈES RE _
ÉQUATION DE BESSEL
Il faut donc montrer que cette équation s'intègre sous forme finie quand p est un entier positif.
À cet effet, observons que, { étant traité comme un paramètre, On à, par une intégration par parties,
A Cu \ eu Qu? + 1)! udu — = (u? + 1} — a\ (u° + 1)?du.
Nous allons tirer de cette relation la solution de l'équation de Bessel, en transformant les deux intégrales indéfinies qui y figurent
par la formule symbolique du premier volume (n° 163), que voici
ee A7] \e E(u)du — E(D:) 7. Rae
et dans laquelle E(x) est un polynome (*). Cette formule s’applique aux deux intégrales susdites si p est entier positif, car u(u° + 1)”-1 et (u° + 1)” sont des polynomes. Désignant par D les dérivées par
rapport à #, 1] vient ainsi, à une constante près par rapport à w, et" DONS on he D (Di 1€ .
Mais cette constante est nulle, car, suppose { positif, les deux membres de cette relation s’annulent pour # = — =. Donc cette relation est une identité. Elle subsiste pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de 1 et de ”, car les dérivées des exponentielles se calculent toujours par les mêmes règles.
Multiplions lidentité précédente par 2p : / et posons, dans les
deux membres,
te 2? + pi a
elle prend la forme | :
; 2p rs (DIET). + Fe Dis (SEL
Le premier membre est précisément celui de léquation (13).
Donc, comme p est > 0, il suffit de choisir # de manière à annuler,
(*) J'ai exposé cette méthode de calcul dans les Annales de la Société Scientifique de Bruxelles, 1905.
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u® + 1 pour obtenir par la formule (14) une solution de l’équation (13). Examinons ces solutions pour chacune des déterminations du signe ambigu.
PREMIER CAS : L’équation est de la forme dr Vaprdy el Il faut alors annuler #° — 1, ce qui donne pour # deux valeurs
+ 1 et —- 1, auxquelles correspondent deux solutions indépendantes :
: e' e (D° Lo. 10 LL Fa (D° PUR TS Art Fu ou, en faisant usage de la formule (10) du n° 197 e'(D + 2) D?-1 - er (D 5 2e D?-! Fa
Supprimant un facteur constant dans chacune de ces expressions,
on obtient les deux intégrales particulières pratiques : Ù
pi I D p—1 I t as ce cbr tr: Ted ni F —) 1p°? PS (: 2% 1
qui s’explicitent entièrement avec la plus grande facilité. L’intégrale générale sera y = Cy + Ci DEUXIÈME cas : L’équation est de la forme dy
2p dy a DR a Li JE 0.
dt? ps dE 14
Il faut alors annuler #? + 1. Faisant # — 1, on obtient la solu-
tion complexe
Po MP AUS qui se décompose elle-même en deux solutions réelles distinctes :
sin — (D' + rÿ-! Eee Ye = (D° + L pl pouvant servir à former l'intégrale générale. Mais, si l’on veut effectuer tous les calculs, il sera plus simple de procéder comme dans le premier cas. Mettant l’intégrale com-
plexe sous la forme
Vie et (D qe 21) Dr-1 -
et supprimant un facteur constant, on a une nouvelle intégrale
complexe D PNRÈT
RARE TE: pts prit rl
Celle-ci s'exprime immédiatement sous forme explicite et l’on obtient deux intégrales réelles indépendantes en séparant le réel et l'imaginaire. Nous ne les écrirons pas. Si l’on ne se préoccupait pas d'obtenir une intégrale de forme réelle, on obtiendrait immédiatement une seconde intégrale complexe, indépendante de la précé-
dente, sen remplacant dans celle-ci parts
CAS D'INTÉGRABILITÉ DE L'ÉQUATION DE RICCATI. — L’équation DE 0 Sétramene.(nt200)atcellétdésbésseko lon.fait Fee NN n = 1: (m + 2). Pour que # + — soit entier, il faut ainsi que en (o m ) ; soit entier [ou = pair ).
Donc, pour que cette équation, qui est la transformée d’Euler de équation de Riccati, puisse se ramener aux équations que nous venons d'intégrer, il faut que # : (m + 2) soit un nombre pair. Telle est aussi la condition d’intégrabilité sous forme finie de
l’équation particulière de Riccati non transformée (n° 145),
y’ ay? = xt. À
S 9. Intégration ou réduction d'équations différentielles par des procédés particuliers
202. Equations où manque y. — Quand la fonction inconnue y manque dans une équation, on abaisse d’une unité l’ordre de dy celle équalion en posant p == ue et en prenant p comme nouvelle ŒÆX à
inconnue.
En eflet, l'équation proposée
da dy I ; pic @) j ke ax ? dx? ?
: dx
C , *. ÉD
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se ramène ainsi à la suivante
(2) f (x, pie Æ, AD)
AXUT ]
On intègre l’équation (2), ce qui conduit à une relation (3) FC, x) = 0.
Le calcul peut alors s'achever de diverses manières :
1° On résout l'équation (3) par rapport à p, ce qui donne bp = sx) et l'intégrale générale y de l'équation (1) s’en déduit par une quadrature :
y =\ pus —\;() (LA
2° S'il est plus facile de résoudre l'équation (3) par rapport à X, on en tire x — %(p). Alors on cherche aussi la valeur de y en fonction de p et il vient, par une quadrature,
y —\ pus A POTETOETOT
32-On exprime: p étivien fonctions kb = to) Te OURS d’un paramètre /. On obtient aussi y en fonction de { par une quadrature
» =\ ous |; D at
Dans ces deux derniers cas, on connaît x et y en fonction d’un paramètre p ou { : c’est une représentation paramétrique de l’intégrale. Il suffirait d’éliminer p ou { pour revenir au mode de représentation habituel.
Exemple. — L’équation (où X et X on de x seul)
d'y dy (2) me | A ax dx se ramène à une équation de Bernoulli (n° 144) dp ND ‘ dx de = X1b
Donc p, puis y s’obtiennent par des quadratures en fonction de x.
Te Libé FAT AN : OR AP LAS On LAS NN AR “4 DRESAUN 2 01 LS ra 4 1 lo à fa i =
Plus généralement, si y el ses k — 1 premières dérivées manquent
k dans l'équation, l’ordre s’abaissera de k unités en posant y u et
axe en prenant # comme nouvelle inconnue.
En effet, l'équation d’ordre # sera ramenée à celle d'ordre # — k
A | Lt ] A ji (x. u, ct Le) LU
TANT ETEE
L'intégrale de celle-ci sera de la forme (4) ER ON ES 0!
Comme ci-dessus, le calcul peut s’achever de plusieurs manières : 1° On résout l'équation (4) par rapport à u, ce qui donne
u — 4(x) et l'intégrale générale y s’en déduit par À quadratures :
(5) | y || as \ 40) dar.
2° On résout Péquation (4) par rapport à x, d’où x — 4(u) et lon obtient y en fonction de w par # quadratures :
(6er =\ #, \ aus —\| se |" | #'G) du |.
le facteur L'(u) du s’introduisant une fois à chaque intégration.
On a ainsi une représentation paramétrique de l'intégrale.
3° On exprime et X en fonction d’un paramètre /, en sorte que u — ç(E), x = Y(f). On obtient y en fonction de f par À quadratures :
| |. Lofroaf
Les quadratures consécutives de la formule (5) peuvent se ramener à une seule intégration par la formule (5) du n° 189. La formule (5) ci-dessus sera remplacée par
HN SL a Pre mio(t)idr, } F1 VS ()
CU
où P,-, est un polynome en X arbitraire de degré < #.
Exemples. — Les équations suivantes s’intègrent sous forme finie :
(RD EE en 8 A On pose y — p. La première équation est linéaire en p; la seconde devient différentielle exacte (n° 146) en la divisant par p/1 + p°.
203. Cas particulier. Equations qui ne contiennent que deux dérivées consécutives. — Elles s’intèorent bar des quadralures.
En effet, elles sont de la forme
dope F( aa) | ax" IAE
L pr donc, par la substitution =
tion du premier ordre et à variables séparées
u, elles se ramènent à une équa-
du ÿ FE ® du / — — f(u d'où x —=\-— — vu qe —/(), \ FGn = 2).
La valeur de y s’en déduit par # — 1 quadratures par lune des
deux méthodes 1° ou 2° du n° précédent. La méthode 2° se présente la première, puisque l’on connaît déjà la relation x = 4(u), et la valeur de y en fonction de # est immédiatement donnée par la formule (6). Pour employer la méthode 1°, il faut commencer par tirer u — o(x) de la relation X == ww) et alors y est donnelen fonction de x par la formule (5).
Exemples. — Voici quelques équations pour lesquelles les qua-
dratures se font aisément sous forme finie :
&l OÙ
BY = (T4 )E a ET, EE AMOR Les deux PA de gauche sont celles d’un cercle et d’une
chaînette.
204. Equations où manque x. — Quand la variable indépendante x manque, l’équation est de la forme
nt
on NT
VON ETATS DID NTI M UT Pan lo RES NC LES AU SARA Lo inde FA de ARS ARE LAN Ce 0 AT ni APN DAS Volt en EN du cg Le TEEN A 44e NT - Le \GnD YEN de y pe D PR RE RTE PE ae OR POUR OT TION LAC A EN LOS IS LÉPRE ie v AUS
Son ordre peut étre abaissé d’une unité.
En effet, ce cas se ramène à celui où c’est la fonction qui manque (n° 202) en considérant X comme fonction de y. Mais il faut, pour cela, remplacer les dérivées de y par rapport à x par leurs expressions au moyen des dérivées de x par rapport à y.
Celles-ci étant désignées par des accents, les formules (2) du n° 129
er M . . ° , Zi du 1° volume donnent, comme cas particulier, en y faisant y = 1, RE 7 Che J En FEto CANCER DANSE NT EN À dy 3x XX FEAR NS AS RES ENSANE ES Des AXE D A PP
On substituera ces valeurs dans l'équation proposée et l’ordre s’abaissera d’une unité en prenant x” pour inconnue. Mais, en pratique, on ne fait guère cette transformation. On
: dy : mes prend plutôt b — _ comme nouvelle inconnue et on la considère
comme fonction de y. On obtient une équation d’ordre moins élevé d’une unité entre y et p, car les dérivées de y par rapport à x s'expriment au moyen des dérivées, d'ordre moindre d’une unité,
de p par rapport à y. Les formules de transformation sont
aa CS EU AS ORNE CNT ( dp
; LERRE Et
LA LS dy? RME RAT 4 PO
Donc l'équation proposée, qui est d'ordre #, se ramènera à une
équation d'ordre 7 — 1 entre y et p. Soit
9 dp Ù AI p RAT Donne al) (8) : (», p; dy J dyp cette équation. Supposons qu’on sache l'intégrer, son intégrale sera (9) F(y, p) = 0.
Le calcul peut alors s'achever de diverses manières : 1° On résout l’équation (9) par rapport à p, d’où p = :(y) et la valeur de X s'obtient par une quadrature :
De .. .
pb Ji»)
C’est intégrale générale de l’équation proposée,
NAN
U9 [ee]
2° S'il est plus facile de résoudre l'équation (9) par rapport à y, on en tire y — Y(p), ensuite X s’obtient aussi en fonction de bp par
une quadrature :
: 2-10 dp __ Yp) He dp be p b PEN Donc x et y sont exprimés en fonction de p : c’est une représenlalion paramétrique de l'intégrale. 3° On exprime p et y en fonction d’un paramètre / par les formules p = g(t), y = v(#). On en tire
Ja (ay DvG)d “ 5 So >
ce qui fournit une représentation paramétrique de Pintégrale.
Soit, par exemple, équation importante dy :
10 IEEE a
Il vient, par la transformation précédente, ]
d 2 A L de É NA 'RAUNe | ir p . _ (3) d’où D — 2\/ (y) dy, % —\| \ (+) 4 dy.
C’est l’intégrale générale de l’équation (10), qui dépend, comme
La
on le voit, de deux quadratures.
Exemples. — Les deux équations :
LE CRE 0 GAS ND En Me
dans lesquelles Y et Y, dépendent de y seul, se ramènent respecti-
vement à une équation linéaire en p, ou linéaire en p* :
dp & d.p° NT dy + Yp = Ÿ,, dy + 2Yp° — 2Ÿ1.
Donc p, puis X s’obtiennent par des quadratures en fonction de y. Pour les deux équations suivantes du dernier type, ces quadra-
tures se font sous forme finie :
Dern tn ME e))5) v w La Sa
SL LE «> M = “ia rs L L CNE;
UD
La première se ramène à une équation à variables séparées
2bdp. = dy + 24—7Y
Mais il est plus simple d’intécrer la seconde en la mettant sous te)
la forme (D? — 1) Log y = 0; d’où Log y — Cef E Cie”.
24. Equations qui ne contiennent que deux dérivées dont les ordres diffèrent de deux unités. — Elles s'inlègrent par des
quadratures. C’est un nouveau cas particulier de la méthode du
TASSE. ET EYS Ex 1 dx" =è pu? 5!
Se-ritnenc ten DOsAnt nie alle drcehe
du
n° 202. L’équation
intégrée au n° précédent, et qui a pour intégrale
ele \/G) um | du —= Yu).
LA
On en déduit la valeur de y par # — 2 nouvelles quadratures en employant l’une des deux méthodes 1° ou 2° du n° 202. On a immédiatement y en fonction de # par la formule (6) (méthode 2°).
pour obtenir y en fonction de x par la formule (5) (méthode r°), il
Yu) ci-dessus.
faudra préalablement tirer # — &(xX)
206. Equations différentielles exactes. — Considérons lPéquation OCR RATER OI Si lon reconnait dans son premier membre la dérivée exacte d’une fonction F(X, , y',... 3-1) quel que soit y, on dit que l’équation est différentielle exacle et on peut en écrire immédiatement
une intégrale première
FOR SRE UE C
URSS Dei JC LE EN 0 MR SE Re TS CT CN SR RS AT OR ES CONS Dé A Re à 2 A ae ras s” , Tr , ; & 0 AT AS Fée #4 9 pot FORTE ù "171
On trouvera ci-dessous la règle à suivre pour reconnaître si l’équation est différentielle exacte et pour obtenir la fonction F quand elle existe, mais cette règle est d’une application assez limitée en pratique.
Dans certains cas simples, on peut rendre l’équation différentielle exacte en la multipliant par un facteur facile à apercevoir et l’on peut abaisser l’ordre de l’équation d’une unité. Il n’y a pas de règle générale à donner, car cette méthode dépend de la perspicacité de Popérateur, mais en voici un exemple :
Considérons l’équation, résolue (autrement) par Liouville, y” + Xy' — Men fs dans laquelle X dépend de x seul et Y de y seul. En la divisant par J”, tous ses termes deviennent des dérivées exactes ; on a
pe NY EAN
On en tire, par une intégration, ? Fs : ’ Yves X dx Log y =\vay —\xus, d'où ie 1 J
Les variables se séparent et l’on trouve l'intégrale générale
Il est à observer que l'équation NA P RO TE s'intègre par quadratures dans les trois cas suivants : 1° si P et Q dépendent de x seul (n° 202); 2° si P et Q dépendent de y seul (n° 204); 3° s1:P dépend de x seul et Q de y seul (onwvient.de”le montrer). | RÈGLE GÉNÉRALE POUR L INTÉGRATION DES DÉRIVÉES EXACTES. — Soit f(x, y, V,... y") une fonction donnée. Pour qu’elle soit la dérivée exacte d’une fonction F(x, 7, y’... 921), il faut qu’on ait l'identité ent = ER LE
Fr à SR ON RE PR I RE AT OS Ut EU NE EDS NOR op PT A ON OT EN MNT SU ri JA re AOÉet à T ps Tee Va RDS (Ÿ , He ‘ jrysd à RUES EURO
On en conclut la règle suivante pour reconnaître si F existe et déterminer en même temps cette fonction :
Il faut d’abord que la plus haute dérivée y n’entre dans f qu’au premier degré. On intègre alors le coefhcient de y” partiellement par rapport à y*-!, c’est à dire comme si y”! était seule variable.
+ Ru a x du, ; Soit #, l'intégrale obtenue; f — — ne contiendra plus de terme ax
Eng desorterque la plusrhaute, dérivée sera y® ? (p =/2). Cette
différence devant être une dérivée exacte en même temps que f, il
faut que y“? n’y entre qu'au premier degré. On intégrera alors Île
coeflicient de 77? partiellement par rapport à y"—?-!, ce qui donnera du, duo
une intéorale,#s. Alors f — TT ao contiendra plus que des
termes d'ordre < #7 — p et devra être une différentirlle exacte si f en est une. En continuant ainsi et si la fonction donnée f est une
dérivée exacte, on parviendra, en dernier lieu, à un reste
du, du, du x
ne contenant plus de dérivée de y. Pour que celui-ci soit une dérivée exacte, il faut qu’il ne contienne plus que x. Si cette condition a
lieu, on aura
la
F=u +u + + ua +\xax.
; se Si cette condition n'avait pas lieu, ou si, dans le cours de calcul, on rencontrerait un reste dans lequel la plus haute dérivée entrat à un degré supérieur au premier, la méthode cesserait d’être applicable et la fonction proposée ne serait pas une dérivée exacte.
Soit, par exemple, la fonction donnée Die a ES RER En VAUT
On aura successivement à «Lu LOIRET AD ï RÉEL "A bay pe JM, Lis,
; du duo Ug — XY, . — — — —— — RS
dx x
Par conséquent, F == x°y" + ÿ*y"? + xy +'C.
207. Equations homogènes. — Il y en a de diverses espèces. Mais les divers cas que nous allons étudier ne s’excluent pas nécessairement l’un l’autre.
PREMIER CAS : L’équalion est homogène par rapport à y et à ses dérivées successives [ou. par rapport à y, dy, d'y,.../, c'est-à-dire que l'équation se reproduit multipliée par une puissance de À quand on y remplace y par Ày sans toucher à x, À désignant une constante. L'ordre de ces équalions peut être abaissé d’une unité.
En effet, faisons la substitution
Je, d'où Yÿ=e«#z, Ji Re
Si nous portons ces valeurs dans l’équation, e° vient en facteur commun à une certaine puissance par suite de l’homogénéité. Après la suppression de ce facteur commun, la fonction inconnue 7 aura disparu de l'équation, donc l’ordre de l'équation s’abaissera d’une unité en prenant 7? comme inconnue (n° 202).
REMARQUE. — Ce procédé s'applique à lPéquation linéaire sans second membre, mais généralement sans avantage, parce qu'il enlève le caractère linéaire. Aïnsi, par cette substitution, léquation du deuxième ordre
JT MEN RON EN se ramène à léquation de Riccati, du premier ordre en z”,
dz° ' ; te UE ur QD
dx
ce que nous avons déjà remarqué (n° 145).
Exemples. — On peut appliquer cette méthode aux équations
ONE YA VC EE ECO ME
Xÿy" — Xÿ? = y + bx y"? (a? — x°)
Les équations en z° sont des équations de Bernoulli et les intégrales s’obtiennent sous forme finie. Toutefois on intègre plus facilement la première équation en remarquant que tous ses termes deviennent des dérivées exactes quand on la divise par yy” (n° 206).
DEUXIÈME cas : L’équation est homogène par rapport à x et dx, c’est-à-dire se reproduit multipliée par une puissance de À quand on remplace x par ÀX sans toucher à y. L'ordre peut êlre abaissé d’une unité.
Ce cas se ramène au précédent en considérant y comme la variable indépendante, et x comme la fonction inconnue. Il faudra donc remplacer les dérivées de 7 par rapport à X par leurs expressions au moyen des dérivées de X par rapport à } (n° 204). Portant ces valeurs dans l’équation, on sera ramené au cas précédent.
En pratique, il est souvent préférable d’opérer autrement. On change de variable indépendante par la substitution x = e’. Si l’on désigne par D les dérivées relatives à /, on a, de proche en proche, par la formule Det 7 — 870% (D — a)7,
Lee AD) CAE D Nu Ne, 01 2 FER Die E DR EEr ED (D 74 HE
et, en général,
dy :
—= ge UD (D — 1)... (D —n + 1) 7.
dx ( ) ( )5 ‘ 2 2] Ainsi l’exposant de e’ dans l’expression de an est précisément d:
égal au degré d’homogénéité — n de cette dérivée. Donc, si l’on
! dy " ; , porte ces valeurs de x, Fra dans Péquation, e’ vient en facteur commun à une puissance marquée par le degré d’homogénéité. Après la suppression de ce facteur commun, la variable indépendante # aura disparu. Donc lordre de l’équation peut être abaissé d’une unité (n° 204).
Il est à remarquer que, pratiquement, quand on substitue dans
| é AVREE l'équation proposée les valeurs de “., ho (12 Xe
on néglige tout de suite les exponentielles e=", e-?f,... qui disparais-
indiquées ci-dessus,
sent du résultat et l’on remplace simplement.x par r. Exemple. -— Soit l'équation (homogène de degré 0)
L& + — | mx (2) + me |.
TR A Te Qi D PUR TR EN PAT NE RUE Se PE M AN DIRE + } A 5 ï #5 KA ERP AE PAT TAN
A es et D 00 SAT ARCS JA Ter LAS QUE
Par la substitution x —%!, on a
DID CDs + ny)?
dl Prenons Dy — p pour inconnue; nous avons D*y — p de 5 (4 db 38 AO NES p— h en DID MENU) ) 2 ( 1]
C’est une équation homogène du 1°" ordre. L'intégration s’achève
par des quadratures.
TROISIÈME CAS : L’équation est homogène par rapport à x, y et leurs.
différentielles dx, dy, d°y,..., c’est-à-dire qu’elle se reproduit multipliée par une puissance de À quand on remplace à la fois X par AX et y par AJ, À désignant une constante. L'ordre peut étre abaissé d'une unité.
Ce cas se ramène au précédent par la substitution y == #X en considérant # comme nouvelle inconnue. En effet, si l’on change x en ÀX sans toucher à #, cela revient à changer x en ÀX:êt J'en et l'équation entre # et X se reproduira multipliée par une puissance de x ; donc elle sera homogène par rapport à x et à 4x.
Pratiquement, on opère directément comme il suit : on change tout de suite de fonction et de variable par les formules
His LEA
désignant la nouvelle variable indépendante. On a alors, eu égard
à la formule du n° précédent, puis par la formule (10) du n° tor,
er et D (D— 1)... (D —n+1),eu
dx" et (D Æ 1)D D — n + 2):
cs
Portant ces'valeurs de x, 7, . dans l’équation proposée, on
obtient une équation entre # et “ où manque la variable indépendante {. Donc l’ordre de cette équation peut s’abaisser d’une unité.
Les équations d’Euler (n° 193) sont des équations homogènes de cette espèce et de degré 0. On leur applique précisément la substitution indiquée ici.
Exemples. — Les deux équations suivantes :
y nd ! 1? J 10 3 MX” tale Eee on) DXE sue SE A 1x £ x HA dx
conduisent à des équations de Bernoulli en Dw et ont respectivement
pour intégrales :
nn LC ÉRRC OET Cp TATS PE (c — arc sin +),
QUATRIÈME CAS : L'équation est homogène par rapport aux quantités x, dx (considérées comme de degré x) et y, dy, d°y,... (considérées comme de degré n), c’est-à-dire que léquation se reproduit multipliée par une puissance de x quand on remplace x par Àx et y par Ay. Ce cas se ramène au précédent en posant y — 7". Mais il est inutile de passer par cette transformation. Il vaut mieux changer
tout de suite de fonction et de variable par les formules D — C X — €”, Y = ue”,
Soit D l’indice de dérivation par rapport à /; on aura, en général, en appliquant encore la formule (10) du n° 1917,
dy
dxP
== 67 PED(D — 1)... (D — p + 1) ue!
= ei (D + n) (D +n — 1)... (D+n ms p +1)".
LA 12 L4 pe , up À L’exposant de ef est égal au deoré d’homogénéité de ee Donc, ; dx?
dy 4 LCR
exponentielle viendra en facteur commun et la variable / disparaîtra
si l’on substitue ces valeurs de x, y, . dans léquation, la même
par la suppression de ce facteur.
Exemple. — Soit l'équation (homogène de degré 4, en considé-
rant y comme un carré)
; dy (sin 0e ” GA RUE #4 je (15 An Je dx
Par les substitutions X — e’ et y — ue*!, on trouve l’équation en x
Du + 2(1 — u) Du = 0.
PT RE PA UE Te D SE Ve voa ed
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Le premier membre est une dérivée exacte, d’où l'intégrale
première
Du — (1 —u} = C.
Les variables se séparent et l'intégration s'achève sans difficulté.
Equation du second ordre où manque (Equation
de Jacobi). — Jacobi a montré que si l’on nou une intégrale
première de l'équation DJ Re, (u) FD),
l’intégration s’achève par des quadratures. Soit, en effet, connue
l’intégrale première (contenant une constante C) dy (12) FN Te (x, J C);
sera le facteur intégrant (n° 146) de l’équation
Üo jeldisQque 5C
dy — ouûx —
de sorte que l'intégrale générale sera
do Le (dy — 9 dx) = C,.
Pour établir cette proposition, nous remarquons que toute intéorale de l’équation (tr), vérifiant (12), satisfait aussi aux deux équa-
tions suivantes : :
dy 09 0? dy
LA. = Le. X, # EE De ? 3 (6
me x | dy dx? RP PT 0Y2 FLO ER obtenues en dérivant (12) puis en éliminant les dérivées de y. Mais la dernière équation, qui a eu lieu entre x, y et C seulement, est une identité, car elle est satisfaite par des valeurs arbitraires de x, y et y” (donc de € qui est arbitraire avec y‘). On peut donc la dériver partiellement par rapport à C; on en déduit une nouvelle identité do do Oz Ù9 Ô Eng ee
5x dC dy CE À dy DC PR
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 241 mer 7 02 s C’est précisément la condition qui exprime que 3C (dy — 3 4x) est une différentielle exacte.
Exemple. — Soit à intégrer l'équation ue M OIeE arte ee), (10e
connaissant l'intégrale première
dy — = ytg x + C cos x.
(TA s DE 22 , , , On aura 5 = cos x; l'intégrale générale sera donc
DC \cos Xdy—(ytex + Ccosx) dX]= y cos x — ê (CEE SIN VOS ER \ ; } 2.
REMARQUE. — L’équation plus générale
HE
s’intèore aussi par des ns quand on en connait une inté-
orale première. En effet, on peut, par une quadrature, faire disparaître le terme du premier ordre; ‘il faut faire le changement d’inconnue ue L’équation entre 7 et X sera une équation de Jacobi et l’on en
connaitra une intégrale première.
$ 10. Applications géométriques
209. Problème. — Trouver une courbe plane dont le rayon de courbure KR soit une fonction donnée de l’abscisse.
Soit X l'inverse de cette fonction, léquation de la courbe sera
I | RE NC Mais r : R est une dérivée exacte par rapport à x, car on a
is
LD NP ÉNERR EE
DR Gi + 3%) Ge A =& ( à 5"
Yo: 16
Fy:
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Il vient donc, en intégrant les deux membres de (x),
I | use t , AE / J'X dx TVR UN do DT EN ee (: de 7) \ ER NT UNS
L’équation de là courbe cherchée sera donc
RE ra are (3) g. =\a Voies GX)
Le radical comporte un double signe qui correspond aux deux
sens dans lesquels la courbe peut tourner sa concavité. |
Cas particulier (Courbe élastique). — Trouver la courbe
dont le rayon de courbure est en raison inverse de l’abscisse.
so EL :
Soit ne la raison constante, en sorte que
(° I D KR se TS Mer Tire (&) Do R ci Il faut faire X — 2x : 4* dans l’équation (3). Il viendra, en faisant
apparaître les constantes d'intégration C et C,,
\x UNE ie (s) A ar ee HONTE ? ne re
C'est l’équation de la courbe cherchée. Cette intégrale, qui ne peut s'exprimer sous forme finie, dépend des fonctions elliptiques. La courbe porte le nom de courbe élastique, parce que c’est la figure d'équilibre d’une lame élastique, quand, une des extrémités
étant fixée, l’autre supporte un poids.
211. Problème. — Jrouver les courbes dans lesquelles le rayon de courbure est proportionnel à la normale.
Soit & le rapport de proportionnalité (4 > 0). On aura (t. I,
ho io)
ne " Ne Et IL Le
On prend le signe supérieur si R et N sont du même côté de la courbe, le signe inférieur dans le cas contraire.
C’est une équation où manque x. Posons y” — p, elle devient
_. dp at : F0. 2p dp 24 d\ VD) —= =: + d(x als où En Ne VD dy: ( rs p’) € I + p” 1 et, en intégrant, RARE Ce pb — /Cyr?e ar À
La valeur de x s'obtient alors par une quadrature
C © d \ TAU NE CT EE ge ml : \ P Cyr? EE ane
Mais cette quadrature ne s’effectue sous forme finie que dans des
cas particuliers, par exemple si 4 = 1. Examinons ce cas. 1° SiR et N sont du même côté de la courbe, on prend le signe supérieur : la courbe cherchée est un cercle
cf per
d'où (x — C,}? + y = C.
2° SiR et N sont de part et d’autre de la courbe, celle-ci est une
chaînette. En effet, prenant le signe inférieur et remplaçant C par I : à”, il vient.
4 x LV y + PAR Re CEA Rent cpu Re | ; j 4e TX — Ci æ — ”) Mes (RCE x Ë LA CARRE SAT 212. Equation intrinsèque d’une courbe plane. — On
appelle équation intrinsèque d’une courbe plane, la relation qui lie son rayon de courbure à son arc. Nous allons voir bientôt la raison de cette dénomination.
Supposons les coordonnées rectangulaires et soit
UC
SPDE So E Ce à pe + TR 2 FRERES MS
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la relation donnée. C’est une équation différentielle du second ordre.
Soit > l’inclinaison de la tangente sur l’axe des *; on a les for-
nules connues
de PAGES
Pour la généralité de ces formules, on doit considérer R comme susceptible des deux signes. En effet, ds étant supposé positif, ds est positif ou négatif suivant que la tangente tourne dans un sens où dans l’autre. Donc, si l’on passe par un point d’inflexion, R change de signe.
On tire de la dernière équation (7) CSS CÈS = pen + /OQEesr RE)
en désignant par ©, la valeur de © au point pris comme origine des arcs. La fonction F ne contient rien d’arbitraire.
Il vient ensuite, en intégrant les équations précédentes,
S Vs NE; HN cos (e, EF) 45, VENUE +\ Sin (OS SRE
CT D
C’est une représentation paramétrique de la courbe cherchée.
Si Pon transporte l’origine des coordonnées à l’origine des arcs, \, et 1, seront nuls; si ensuite on prend la tangente à l'origine pour axe des X, ©, sera nul; les équations précédentes se réduisent alors à ’ k
(8) Er = cos (F) ds, À = sin (EF) ds e Jo et, comme elles ne contiennent plus de constantes arbitraires, elles représentent une courbe complètement déterminée. Donc léquation (6) ne représente que les courbes complètement déterminées de forme qu’on obtient en déplaçant celle-ci d’une manière arbitraire dans son plan. C’est pour cela que l’équation (9) porte le nom d’équation intrinsèque. On peut en déduire toutes les propriétés de la courbe considérée en elle-même, abstraction faite de sa position
par rapport à toute autre ligne.
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 24$ Remarquons encore que, dans l’intégration d’une équation intrin-
sèque, il est inutile d'introduire des constantes arbitraires. On peut
toujours les introduire après coup par un déplacement arbitraire
des axes coordonnés. |
_ Voici quelques exemples :
1° Soit à intégrer lPéquation R — 4. On a, sans introduire de
constantes,
«ds s $ es GARE s DIN EE EN \cos A Dent CIRE à Le \sn, ds —=—-{A1cos—. Red | dl (léeier- a a
Éliminant.s, on voit que la courbe estun cercle : x! Æ y = 4°.
RL ÿ a” 2° Soit à intégrer R — PE .Ona (
ROUTE in NPA CLS FU V —\sin (arc to =) ds one ee As? Te - + E ( k ?
AUS
3 Œ (== es La courbe est une chaînelle y — (ec + Ca é 2 3° Soit encore à intégrer R° + 5° = r164*. On a, en prenant
comme variable indépendante,
| «ds EU) nu Di ET = AdSt MANGA gd
% —\ cos GA ya\ cos” o de — d(2e + sin 29)
se —\ sin os ——— u\ sin 29 d@ — -— (1 COS 29.
Si Pon change 26 en + + ”, ces deux dernières équations
deviennent
N— dr = fu — sin u), Y—u = — (ri — cos u);
+ +} ! ; ° L À 31 à | , ; | et, par le changement d’axes À — 47 — 3, ÿ — Ms Sn = du —snu), | n = ad 122000 D
; Se ; L
elles représentent donc une DONS
REMARQUE. — Le problème de trouver une courbe définies par la
relation R — Fe) entre le rayon de courbure et Pinclinaison de la
he.
A 04e tangente, se ramène au précédent par la relation ds — _ PU On À, 08
> as, :
EE + cos pdp |". y x F(o) sin gd. |
NE UESE Lo
Fe
CCEAPL ERP
Équations différentielles simultanées
\ 1. Systèmes d'équations différentielles Systèmes linéaires
213. Systèmes canoniques. — Nous disons qu'un système d'équations différentielles entre plusieurs fonctions inconnues X, j,.… de { est canonique, si le nombre des équations est égal à celui des fonctions inconnues et si le système est résolu par rapport aux plus hautes dérivées de chaque inconnue. En pratique, on ne rencontre guère que des systèmes canoniques. ou facilement réductibles à cette forme.
Un système canonique d'équations du premier ordre, résolu, par conséquent, par rapport aux dérivées premières des fonctions inconnues, est un sys/ème normal. Nous avons démontré précédemment, moyennant certaines conditions, l’existence et l’unicité des intégrales d’un système normal; et nous avons montré que le nombre des constantes arbitraires comprises dans son intégrale
générale est égal au nombre des fonctions inconnues ou des équa-
tions du système.
214. Théorème I. — Tout système canonique d'équations d'ordre supérieur se ramène à un système normal, ne contenant que des dérivées premières, en considérant comme des inconnues auxiliaires toutes les dérivées, sauf celles de l’ordre le plus élevé pour chaque inconnue, et en ajoutant au système les équations qui définissent ces inconnues auxiliaires.
Ainsi, par exemple, le système canonique
Ke te X, 1 4 J; y WE) Je HUE Y, x V 2 y)
revient au système normal de cinq équations du premier ordre
dx ax’ AG RG TA DE RAS mt AG LEE, 307) Fais LS ART RUE
dt = Dr NN NN RER = EU CESSE
entre { et les fonctions inconnues x, x, 7 7°,
Il en résulte que, pour obtenir le nombre d’inconnues (ou d'équations) du système normal auquel se ramène un système canonique, il faut ajouter les ordres des plus hautes dérivées de chaque inconnue.
Ce nombre sera aussi celui des constantes arbitraires des intéorales générales ; on peut donc le considérer comme caractérisant l’ordre du système canonique.
215. Théorème II. -— L’intéoration d’un système normal de n équations à n inconnues se ramène à l'intégration d’une seule équation d'ordre n entre deux variables, ou bien à l’intéoralion successive de. plusieurs équations entre deux variables, la somme des ordres de ces équations étant n.
Le théorème est vrai pour une seule équation, il suffit donc de montrer qu’il est vrai pour un système normal de 7 équations, s’il est vrai pour un système normal d'ordre moins élevé.
Pour fixer les idées, considérons seulement le système suivant de trois équations à trois fonctions inconnues X, }, z, le raisonnement étant général :
QE) = CG x, 3,2), = RG x, 1,2), 2%, 7, 7).
Si /, ne contient qu’une seule fonction inconnue x, la première équation est du premier ordre à deux variables et détermine x. Portant la valeur de x dans les deux équations suivantes, on est ramené à intégrer un système normal de deux équations seulement. Dans ce premier cas, la proposition est établie.
Supposons donc que /, contienne une autre inconnue que X, par exemple y. Résolvons f, = x’ par rapport à y; il vient
(2) j SE o(l, X, x 7).
SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 249 Portons cette valeur dans les autres équations du système (x). En la substituant dans y” — /,, la dérivée x” s’introduit ainsi que 7’ à J925 À
mais nous résolvons le système par rapport à X” et 7’. Nous for-
.mons ainsi le système à deux inconnues X et x
CNRS ne) arte (ex 2)
Si 7 disparaît de w,, l'équation À” — ©, est du deuxième ordre à deux variables et détermine X. Portant la valeur de x dans la dermère équation, on est ramené à intégrer celle-ci, qui est du premier
ordre. Ensuite y est donné sans intégration par l'équation (x). Dans
ce deuxième cas, la proposition est encore établie.
Supposons enfin, ce qui est la règle générale, que +, contienne z.
Dionstede = 0 "il vient
= ae .!!
(5) | NE a EL À Portons cette valeur dans la dernière équation du système (2); nous introduisons x” et en résolvant par rapport à X”, nous trouvons ARS LE Ml (3) GS TNA VON PE EUR À L’équation (3) est du 3° ordre à deux variables. L'intégration du PHStémentievientiarcellende Cette Mniquerequetiont(g)#icar: X étant connu, on obtient sans intégration ? puis y par les relations (2) et (x).
Dans ce troisième et dernier cas, le théorème est encore établi.
Remarque. — Tout système canonique d’équations
d'ordre quelconque se ramenant à un système normal par Padjonc-
tion d’inconnues auxiliaires, son intégration se ramène aussi à celle d’une ou de plusieurs équations à deux variables.
Quand la réduction à une seule équation est possible, celle-ci peut généralement s’obtenir sans passer par l'intermédiaire du système normal. Il sufht de dériver les équations du système un certain nombre de fois, de manière à former le nombre d'équations nécessaire pour pouvoir éliminer toutes les fonctions inconnues
sauf une.
nt 61 Lu: L RP PS AT LE ET ST 2 AC ge «il 4 D EE PO PSE PA Te eue ct SP ES MNT PE TRE TUE TEE f LIL ERP TANT FA detre en a id ARE PE SR PR US , y ’ 4 3 À d LUE : ac:
} Î à * £ Le "7 1 « 147
; 250 CHAPITRE VII. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES Soit, par exemple, le système canonique entre x, y et / L'as N ENS est On forme l’équation à laquelle satisfait X, en dérivant deux fois :
la première équation et en remplaçant deux fois y” par sa valeur 7 + x”. Il vient successivement see EN EN PE NE EC th NN A C0 A EE L'intégration du système proposé dépend de celle de cette dernière équation qui est linéaire et du 5° ordre. On détermine x par
l'intégration de celle-ci; après quoi, y, y et y” se tirent sans inté-
ration des équations précédentes.
217. Systèmes linéaires. Leur réduction à des équations à deux variables. — On appelle sys/èmes linéaires ceux qui sont linéaires par rapport aux fonctions inconnues et à leurs dérivées ; systèmes linéaires et homogènes (ou sans seconds membres) ceux qui sont linéaires et homogènes par rapport à ces mêmes quantités ; systèmes à coefficients constants, ceux où les coeflicients des inconnues et de leurs dérivées sont des constantes.
Tout système canonique d'équations différentielles simultanées se ramène à un système normal par lPadjonction d’inconnues auxihaires. On constate immédiatement que cette réduction laisse subsister : 1° le caractère linéaire, 2° le caractère homogène, 3° celui de constance de coefhcients, quand ces caractères existent dans le système proposé.
D'autre part, l'intégration d’un système normal se ramène à Pintégration d’une ou de plusieurs équations à deux variables. Cette réduction laisse aussi subsister le caractère linéaire, le caractère homogène et celui de constance des coeflicients quand ces caractères existent.
Donc l'intégration des systèmes linéaires se ramène, par les principes généraux, à l'intégration d’une seule équation linéaire.
De même, l'intégration des systèmes à coefficients constants se ramène à l'intégration d’une seule équation linéaire à coefhcients
constants.
PA
Toutefois, pour les systèmes à coefficients constants et sans seconds membres, cette méthode ne sera généralement pas la plus expéditive en pratique. La méthode directe indiquée au n° suivant sera préférable. Elle a d’ailleurs l’avantage de s'appliquer aussi facilement aux systèmes de forme quelconque qu'aux systèmes. canoniques. Ensuite, pour les systèmes avec seconds membres, 1l y
a lieu d'étudier le procédé de réduction de plus près.
\ 2. Systèmes linéaires à coefficients constants
218. Systèmes linéaires à coefficients constants et sans seconds membres. Déterminant caractéristique. — Considérons, pour fixer les idées, un système (canonique ou non) de trois
équations entre trois fonctions inconnues x, }, z de /, de la forme | PARENT EN E
(1) | Ce M pet Nix 0, | | Lx + My + Nz = 0, L, M, N désignant des polynomes symboliques en D à coefhcients constants tels que
HDI A DFE NCE es
Nous appellerons déterminant du système le déterminant
L'M4N i—/)L, M, N, Li M Ne
et nous désignerons ses mineurs par
Ce déterminant À joue un rôle essentiel dans Pintégration du système (1). Nous supposerons, dans le cas actuel, qu'il n’est pas
identiquement nul.
4 = el An |,
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219. Théorème. — Les rois inconnues x, y, x vérifient la même équation linéaire à coefficients constants el sans second membre Au = 0,
En eflet, multiplions respectivement les équations (1) par ?, 2, L, et ajoutons ; 1l vient, par les propriétés des mineurs d’un détermihante: Je nemerAtEenrAEe 0;
220. Intégration du système (1). — Le théorème précédent conduit à la méthode la plus commode pour intégrer le système. C’est la méthode des coefficients indélerminés.
Résolvons l’éguation caractéristique À — 0; soient r, 5, ses
racines, À, y,.. leurs ordres de multiplicité. On a nécessairement
Noa PPT ANR O0) SERPENT | AE mt Bt Vernon CEE MN ON PEUT:
les polynomes P étant de degré x — 1, Q de degré » — 1,
Substituons donc ces valeurs dans les équations (4) et identifions les résultats à zéro. Il en résultera un certain nombre de relations linéaires entre les coefficients des polynomes P, entre ceux des polvnomes Q ,... séparément, car il ne se fait pas de réductions entre les termes contenant des exponentielles différentes. La solution contiendra autant de constantes arbitraires qu'il restera de coefficients indéterminés. Nous démontrerons, dans le n° suivant, que ce nombre est égal au degré de À que l’on appelle l’ordre du système. |
Cette analyse tombe en défaut si A se réduit à une constante. Si
cette constante est autre que Ü, le système se résout sans intégra-
tion : les équations AY = Ay = \7 — 0, se réduisent simplement à'X ee je ge 0:Ces valeurs -satisfont'au systéme) ea bn ae
pas d'autre solution. | Si À — 0, la méthode ne s'applique plus ; il faut recourir au procédé général développé dans le n° suivant. On constatera que le système est indéterminé. | SYSTÈME NORMAL. — C’est cette méthode que l’on applique, en
pratique, pour lPintégration d’un système normal, linéaire, à coeflicients
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constants et sans seconds membres. Considérons, par exemple, le
système suivant :
(D + a)x + by + cree D dE (D € b,)y + CRM, HN b,y + (D + Lo Ve 0;
Son intégration dépend donc de la résolution de l'équation carac-
léristique, qui est ici du 3° degré :
ED: b c | —=0; | äy D + 6, ce | 4 BE CD re
et l’intégrale générale renfermera trois constantes, conformément aux théorèmes généraux.
Exemple. — Soit à intégrer le système normal (D + 1x — y = 0, x + (D: =:1)y = 0.
On a ici An = D’ == 0. On doit donc substituer les valeurs, VC CT RC ENT
e qui conduit aux relations C’ — NEC rs (Ce tlesnnte. C onduit a lat Œ CPE CE ee CERL té
orales sont, avec deux constantes C et C”,
H=CHECI, JC ECOHET
221. Systèmes avec seconds membres. -— Reprenons le système (1) précédent, mais en mettant trois fonctions T, T, et T,
de / dans les seconds membres. Nous obtenons le système complet
Eee My SN (2) Lx + My + Nix = TL, Lx + My + N:z = T..
La méthode générale d'intégration du système (2), applicable d’ailleurs au système (1), est la méthode de réduction à l’intégration d’une ou de plusieurs équations successives à deux variables (n° 215). Mais cette méthode présente, dans le cas qui nous occupe,
des caractères particuliers qui méritent de fixer lattention.
Elle consiste à appliquer le théorème suivant :
THÉORÈME. — On peut ramener le système (2) à un autre équivalent et de même déterminant À, mais dans lequel deux des coefficients de x sont nuls. | |
En effet, supposons que L et L, diffèrent de O et que L soit de
degré au moins égal à celui de L,. En divisant L par L,, on a et, SiR = LL }L,n'est-pas nul, ilsera de déoré moindre-queb CLASS
Ceci posé, multiplions la deuxième équation (2) par x et sous-
travons-la de la première. Nous formons un système équivalent
à (2) et de même déterminant À :
| CL —2L,)X + (M — AM HN AN, } = TT, (aies ECS My + N;x —=T,, et May + NX Ts,
dans lequel la somme des degrés des coefhcients de X est abaissée. Si deux des coefficients de X ne sont pas nuls dans le système (3), on abaissera de nouveau la somme des degrés des coefficients de x par une transformation analogue. Cet abaissement ne pouvant se répéter indéfiniment, on ramènera finalement le système (2) à un autre équivalent, de même déterminant À, et dans lequel deux des coefficients de x seront nuls. Désignons ce système par RIDE IE e, B,y dr Cr (par B,y + Cxz = TT,
les lettres à, B, C représentant des polynomes symboliques en D, et les seconds membres des fonctions connues de f.
L'intégration de ce nouveau svstème dépend de celle du système à deux inconnues } et +? formé par les deux dernières équations. Mais il existe évidemment, pour ce système de deux équations, un théorème analogue à celui que nous venons de démontrer pour le système (2). On peut donc le ramener à un système équivalent où l’un des deux coefhcients de y sera nul.
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En définitive, après un nombre limité d'opérations (correspondant chacune à une division algébrique), le système (2) sera ramené
à un autre équivalent, de même déterminant A, mais de la forme
\ RS re (4) | dit us (A — 32).
: 2% — To.
Celui-ci est préparé pour l’intégration.
222. Intégration du système (2). — 1° Cas où À N’EST pas do MAleuNEdo tetelro.symboliquest à, h3, 4% etint nu l'intégration du système (4) ne dépend plus que de lintégration d'équations à deux variables : la troisième donne ?, ensuite Îa deuxième donne 7 et enfin la première donne x. Le nombre des constantes d'intégration est égal à la somme des ordres des équations intégrées, donc à la somme des degrés de à, à, et à, c’est-àdire au degré de À. C’est la conclusion fondamentale déjà énoncée au n° précédent.
En pratique, il arrive le plus souvent que à et à, se réduisent à de simples constantes. L'intégration du système (4) revient alors à
l'intégration de la dernière équation seule
97 —— T95 ou A7 EE QI To:
Ensuite x et y sont donnés, sans imtégration, par les deux équations précédentes. |
Dans l'intégration du système (2) ou du système (4), on utilise souvent avec avantage le théorème suivant, qui se démontre comme dans le cas d’une seule équation (n° 162) :
Les intégrales générales du système complet s'obliennent en ajontart respeclivement aux intégrales générales X, YŸ, Z du système sans seconds membres des solutions particulières 7, x, © du système complet.
On en conclut, en particulier, ce second théorème :
L'intégration d’un système avec seconds membres dont le déterminant À esi de degré n, se ramène à n quadratures.
En effet, les solutions générales du système sans seconds membres
s’obtiennent sans intégration par la méthode du n° précédent. Il faut
v ajouter un système d’intégrales particulières du système complet, lequel s’obtiendra comme il suit :
Considérons le système (4). Soient p, q, r les degrés de 5, à, et 2,. On obtient une intégrale particulière z (3° équation) par r quadratures faites sans introduire de constante arbitraire (n° 163); on obtient une valeur correspondante de y (2° équation) par g qua-
dratures sans introduire de constante ; enfin on obtient une valeur
correspondante de X par p quadratures. Cela ‘fait en ‘tout
p + q + r = n quadratures.
Si l’on connaît d'avance ou si l’on trouve facilement une solution particulière du système complet, on sera dispensé de faire les quadratures exigées par le théorème précédent.
2° Cas OÙ À EST NUL. — Le système est indélerminé ou incompalible. Ce cas a peu d'importance pratique. Contentons-nous d’un exemple. Pour que À soit nul, il faut qu'un au moins des facteurs à, à, ou À, soit nul : 1° Si à, est nul, sans que :, le soit, le système (4) est impossible::3° Sifè, et x, sont. nuls ‘tous deux (@ etè, netl'étant
pas), la valeur de z reste arbitraire et le système (4) est indéterminé.
$ 3. Théorèmes généraux sur les systèmes linéaires normaux
223. Systèmes linéaires normaux sans seconds membres. — Nous considérons d’abord un système de 7 équations sans seconds membres entre 7 fonctions inconnues X, j,... v de la
variable /, de la forme
Xi ax + Rire 0, (1)
ÿ + ax by. 0:
les lettres 4, b,... d,,... désignant des fonctions continues données de /.
Les conditions d'existence et d’unicité du système intégral (n° 123)
sont alors vérifiées.
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THÉORÈME [. — Six, y1,...), (x2, Y2,...),... sont des systèmes de solutions particulières du système, les expressions DC CPR CE er CHE CS Vo où C;, Cs,... sont des constantes arbitraires, seront de nouvelles intégrales du système.
Substituons ces valeurs, dans la première équation paï exemple,
il vient effectivement CHAN EE GE EN bin NEC (SARA DT NE
DÉFINITION, mOn dit que pC bn) sOUitIONS Cri vin. ml
(XV... v,) du système (1) sont indépendantes, si lun au moins
des déterminants d'ordre p formés avec p lignes du tableau
EE DANONE AGE si Y'a Y'h UV} V) SA (AT
est différent de 0.
Comme cas limite, une seule solution (x,, 1,,...) est dite indépendante si Pune au moins des fonctions X,, J,,.... n'est pas nulle.
THÉORÈME Il. — Si le déterminant de n solutions (x, y3,...), (X2, Jo,...),.. du système (1) s’annule pour une valeur t, de t, il est identiquement nul.
En effet, on peut alors choisir les C (non tous nuls) de manière que les fonctions X, y,... définies par les formules (2) s’annulent pour { = f,. Mais alors la solution (x, 7,...) se confond avec la solution de même valeur initiale x — CAO bliminmaut ee entre les expressions (2) qui sont identiquement nulles, on voit que le déterminant des z solutions est identiquement nul aussi.
Un système de 7 solutions des équations (1) dont le déterminant n’est pas identiquement nul et, par conséquent, ne peut pas s’annuler, est un sys/ème fondamental de solutions.
THÉORÈME I. — Le système (1) admet toujours un système fondamental de solutions, et si (x,,1745:.2), (xo, Ya...) forment un tel système, l’intéorale générale est donnée par les formules (2) qui cou-
liennent n constantes arbitraires.
Vol. IH. Î
Pour former un système fondamental, il suffit de choisir des solutions dont les valeurs initiales (qui sont arbitraires) n’annulent pas le déterminant du système.
Alors les expressions (2) sont ies intégrales générales, car les équations (2) forment un système résoluble par rapport aux lettres C (le déterminant du système n'étant pas nul). On peut donc disposer des constintes de manière à attribuer à x, J,... des valeurs arbie
traires pour une valeur donnée de /.
_224. Systèmes avec seconds membres. — THÉORÈME [. —- Les intégrales générales d'un système avec seconds membres s’obliennent en ajoutant respeclivement aux intéorales générales X, Y,... du système sans seconds membres des intégrales particulières , ,... du système complet.
Même démonstration que pour une équation (n° 162).
THÉORÈME Il. — L'intégration d'un système normal de n équations avec seconds membres se ramène à celle du système sans seconds membres et à n quadratures.
Considérons le système complet
X° + ax + by +. = T, (3) | + x + by + =T,,
et supposons connues les intégrales générales du système (1) :
HSE I GX ENCRES (4) PC CM ES
On peut aussi considérer, dans ces équations (4), X, },... comme les intésrales du Système/(3) condition de rer on comme des fonctions de / définies par ces équations. Mais alors C;, C,... doivent vérifier un autre système d'équations qu’on obtient en portant les valeurs (4) dans (3). Substituons ces valeurs. en observant : 1° que les C ont maintenant, par rapport à f, des
dérivées (que nous désignerons avec des accents) et 2° que x,,
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3, sont des solutions des équations sans seconds membres. Il
vient
| Re CARE C' à AA PERTE | VE Se CS + so. — ste
C'est un système de 7 équations, résoluble par ripport aux
n dérivées C”. On en tire doné les 7 inconnues € par # quadratures.
295. Réduction des systèmes linéaires. — THÉORÈME. — Si l’on connaît p solutions particulières d'un système linéaire normal sans seconds membres à n inconnues (n > p), l’intégration du système avec ou sans seconds membres se ramène à celle d’un système linéaire normal à n — bp inconnues et à des quadratures.
Pour fixer les idées, considérons un système de quatre équations RO ONE NUE ca du AT, Mdr cu du z + XX + by + 0,7 + dou + Ts,
+ ax + By + x + du = Ts,
et supposons a. connaisse deux solutions indépendantes (xX,,...#)
CERTES PAU ème sans seconds membres.
Pour us Le systone (Ses is nos DAC RE MR URE nouvelles inconnues et faisons la substitution Y — Cr, Das CE & x + Qu + Gr T6, He Cuir Cousin Le système (5) se transformera dans le suivant, où les accents désignent toujours des dérivées par rapport à / : / Le ÆxCS + cÈ —+- LORS MC HaCe RUN T,, / = / 7 _ Frs ACER MAU ONE LOU EC RER A M RO El, à PÉTER PE Comme le déterminant X, 5 — X27, diffère de O par hypothèse,
AS 4 5 A / on peut résoudre les deux premières équations par rapport à C, et
ee MOSS RS UE OS CEE NS RE PAL OR TR RE ETES < ( x NC LE 7:
à AR TRE 0e À!
à C'oset porter les valeurs trouvées dans les deux ‘équations
suivantes. Le système est ramené à la forme normale
CU TAB EENBeREER Ch emo ot Bu ee (RD AU —- B,> + Hour ASC + B.v RAT },
Donc © et » se déterminent par l’intégration d’un système normal à deux variables ; après quoi, €, et C, se tirent des deux premières
équations par quadratures.
Systèmes adjoints. — Considérons les deux systèmes
normaux à /1 inconnues :
X ax + by +.:=0 E—X +aX+a,Y +...—=0 (6) vHaix by Has ÆOT (DRE MSE LA EN PEN Ces deux systèmes sont dans une relation réciproque et chacun d'eux s'appelle Padjoint de l’autre.
Pour mettre la liaison des deux systèmes en évidence, ajoutons ‘:
les équations (6) et (7) respectivement multipliées par X, Y,.…..,
— X, — 7, Il vient, en supprimant les termes qui se détruisent, , / va 4 d Fe D UE VA MOT RATE EE TN CET VILLERS s ; dl à d'où ANTENNES ICONE THÉORÈME. — L'intégration complète d'un des systèmes entraîne
celle de l’autre.
En eflet, si l’on connaît #1 solutions indépendantes du système (6),
A SAVOIE ee) COCA On AMICALE SES (8) xXiX + YiY + .. — C; (4 — ], 2... n)
et on entire X, Ÿ,... avec 7 constantes distinctes.
Si l’on connaissait seulement p solutions indépendantes du premier système, on aurait p relations de la forme (8); elles permettraient d'éliminer p des inconnues du système adjoint et de ramener, par
conséquent, l'intégration de celui-ci, donc aussi lintégration du
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UN RER er Mn = à D Mi ne ln Mara ea CO AU CT TNTUT GOUT Dé RE pue EL OUT ON TT VUE CC CURE RTS | ,
\? j ï À premier système, à celle d’un système d'ordre 1 — p, mais avec & BP Seconds membres. | 1 Enr C’est une nouvelle démonstration du théorème du n° précédent. ‘à 227. Remarque. — La plupart des théorèmes énoncés dans le chapitre précédent et relatifs à une seule équation linéaire d’ordre #1, peuvent se déduire de ceux que nous venons d'établir, en ramenant 4 = l'équation d’ordre 7à un système d'équations du premier ordre. Il en résulte aisément de nouvelles démonstrations de ces théorèmes. ) { * our { \
CHAPITRE IX
Équations linéaires aux dérivées partielles et aux différentielles totales
$ 1. Formation d'équations aux dérivées partielles
228. Définition. — Une équation aux dérivées partielles est une relation entre une ou plusieurs fonctions de plusieurs variables indépendantes, leurs dérivées partielles du premier ordre ou d’un ordre plus élevé et enfin les variables elles-mêmes. Lorsque les dérivées qui figurent dans l'équation sont toutes du premier ordfe, l'équation est du premier ordre. Pour nous faire une idée de l’origine de ces équations et, par suite, de la nature des fonctions qu’elles peuvent définir, nous allons d’abord rechercher les équa-
tions aux dérivées partielles de certaines surfaces.
229. Équation des surfaces cylindriques. -- Une surface cylindrique est engendrée par une droite indéfinie MN, appelée génératrice, qui se meut parallèlement à une droite donnée, en s'appuyant constamment sur une ligne donnée AB, appelée directrice.
Soient, en axes rectangulaires ou obliques, G) x Re Jul
les équations de la génératrice MN ; à et b sont des coefficients constants qui expriment que MN est parallèle à la direction donnée; 4 et ÿ, des paramètres variables avec la position de la génératrice, mais liés par une relation qui exprime que MN rencontre AB.
En effetissoient
(2) FO) Dr) AU LA ir) ee LOS
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les équations de la directrice AB; on exprime que AB et MN se rencontrent en éliminant x, j, z entre (1) et (2), ce qui donne une
relation (3) AR OEX d'où fr DEC
Pour obtenir léquation du lieu de MN, il faut, éliminer les para-
mètres x et 3 entre (x) et (3), ce qui donne (4) JEUX = Pr — ax).
Cette équation, dans laquelle 4 désigne une fonction arbitraire, convient donc à toutes les surfaces cylindriques dont les génératrices sont parallèles à une même droite donnée, quelle que soit la directrice. C’est l'équation en quantités finies des surfaces cylindriques.
Nous allons montrer que l’équation (4) est équivalente à une équation aux dérivées partielles qui ne renferme plus rien d’arbitraire. Pour cela, dérivons (4) par rapport à X, puis par rapport
à y, en considérant Z? comme une fonction des deux variables
“ab HAT d
indépendantes X et y, ayant pour dérivées partielles Fe he ct É 5 (l.
dz
y — 43 nous aurons
— bp = D'(x — 42) (1 — ap), 1 — bg = D(X— az)( — ag),
et, én éliminant D’,
(5) ap + bg = 7.
Cette équation, qui ne dépend plus de la fonction arbitraire ® et qui a au moins la même généralité que Péquation (4), est l’équation aux dérivées partielles des surfaces cylindriques dont les génératrices ont une direction donnée. Elle exprime une propriété géométrique de ces surfaces, à savoir que le plan tangent au point (x, j, z) contient la génératrice qui passe par ce point.
L’équation (5) est une équation aux dérivées partielles linéaire du premier ordre. Nous exposerons dans un prochain paragraphe
la méthode d'intégration de ces équations et nous prouverons
alors que, réciproquement, toute surface dont lordonnée vérifie
équation (5) est une surface cylindrique.
230. Equations des surfaces coniques. -__ Une surface conique est engendrée par une droite indéfinie MN, appelée génératrice, qui passe par un point fixe (4, b, c) appelé sommet, et qui s'appuie constamment su* une courbe donnée AB, appelée directrice.
Soient, en axes quelconques,
(DAT re COS CNT Sa Tr
les équations d’une génératrice, x et 5 étant deux paramètres
variables avec la position de cette droite. On exprime que la génératrice rencontre la directrice en éliminant x, 4!, x entre les équations de la génératrice et celles de la directrice, ce qui donne une relation (2) Ce (RMICD EAU À d'où 8 — (a).
On trouve l'équation du lieu en éliminant 4, & entre (1) et (2),
ce qui donne NET ; ar — (9 nt)
Cette équation, dans laquelle ® reste arbitraire, convient à toutes
les surfaces coniques ayant pour sommet le point (4, b, c). Pour trouver l'équation aux dérivées partielles de ces surfaces, dérivons successivement (3) par rapport à x et à JARCT recardant 7? comme une fonction de ces deux variables; il viendra pri net DL ou d(È me nue HE SR CO ONE ‘à ee QD Left) UN ed een 2h .) (ERA
et, en éliminant D, à
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partielles des surfaces coniques. Elle exprime que le plan tangent contient la génératrice passant par le point de contact. Nous prouverons plus loin que, réciproquement, toute surface dont l’ordonnée
vérifie l'équation (4) est une surface conique.
231. Equations des surfaces conoïdes. -- Une surface conoïde est engendrée par une génératrice rectiligne qui se meut parallèlement à un plan directeur donné, en rencontrant constamment une droite fixe et une courbe fixe, appelées directrices de la surface.
Prenons un plan parallèle au plan directeur pour plan des xy' et la directrice rectiligne pour axe des +. Dans ce cas, les équations d’une
génératrice sont de la forme
Q@) oo = 6x,
Où a et & sont des paramètres variables avec la génératrice. Les équations (1) sont celles d’une droite rencontrant l’axe des 7, mais il reste à exprimer qu’elle rencontre aussi la directrice curviligne. Pour cela, on élimine x, y, z entre les équations (r) et celles de la
directrice curviligne, ce qui donne une relation (2) Panther U), d'où œiEt D(B L’équation du lieu s'obtient en éliminant + et 5 entre (#) et (2), ce qui donne
(3) De (2).
Cette équation, où ® est arbitraire, est celle de toutes les surfaces conoïdes avant même plan directeur et même directrice rectiligne. Pour trouver l’équation aux dérivées partielles correspondante, on différentie successivement (3) par rapport à x et à 7,
ce qui donne
RC) AMEN)
(4) px qi 0,
d’où
Cette équation aux dérivées partielles du premier ordre a donc la même généralité au moins que l’équation (3). Nous démontrerons plus loin qu'elle lui est équivalente. C’est l’équation aux dérivées partielles des surfaces conoïdes. Cette équation (4) exprime que le
plan tangent contient la génératrice passant par le point de contact.
232. Equation des surfaces de révolution. — Celles-ci sont engendrées en faisant tourner une courbe AB, appelée génératrice, autour d’une droite fixe OR.
Prenons l’origine O sur Paxe de révolution OR. Chaque point M de la génératrice AB décrit une circonférence dont le centre est sur OR et dont le plan est normal à cet axe : on peut considérer la surface comme le lieu de ces circonférences.
Soient, en axés rectangulaires,
@ ce
les équations de l’axe OR; un plan normal à cet axe aura pouf
équation
ARE NOT CRC Les équations du cercle variable seront donc (2) Max + by Pier à NÉE A RENE
car on peut le considérer comme lintersection du plan normal à OR avec une sphère de centre Ü. Pour exprimer que ce cercle rencontre AB, il faut éliminer x, y, z entre les équations (2) et celles
de AB, ce qui conduit à une relation (3) o(a, 6) = 0, d'où ess = DOPD
On obtient léquation de la surface de révolution en éliminant x
et & entre (2) et (3), ce qui donne Ga +h+a=dt+N+e) C’est l’équation générale, en quantités finies, des surfaces de
révolution autour de la droite (4), les axes étant rectangulaires ; la
fonction ® reste arbitraire avec le choix de la directrice.
HONTE TE à
ÉQUATIONS A TROIS VARIABLES. CARACTÉRISTIQUES
Pour obtenir l'équation aux dérivées partielles de ces surfaces, on dérive successivement par rapport à x et à }, en considérant z
comme une fonction. On trouve
QE cp PR + y Tr) (2x + 26), De RICE 1 “+, 47) CYR 2ea),
et, en éliminant D,
(5) (cy = bz)p + (az — cX) q = bx — ay.
C’est l’équation aux dérivées partielles cherchée, et la fonction arbitraire à disparu.
Si l’on intègre les équations aux dérivées partielles des surfaces précédentes, cette intégration devra donc réintroduire la fonction arbitraire que nous avons éliminée. On peut prévoir, d’après cela, que l'intégration des équations aux dérivées partielles aura généra-
lement pour effet d'introduire des fonctions arbitraires.
$ 2. Equations à trois variables. Caractéristiques
233. Equations différentielles des caractéristiques. — Soit ? une fonction inconnue de deux variables indépendantes x et y. Désignons par p et g les dérivées partielles de 7 par rapport à x et à y respectivement, par P, Q et R des fonctions données de X, y, 7.
L’équation G) Pp+ Qy=R
est une équation linéaire aux dérivées partielles.
Nous supposerons que les fonctions P, Q, KR sont continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre et que l’une au moins des deux fonctions P, Q ne s’annule pas : nous admettrons que c’est P. Dans ces conditions, nous allons démontrer que lintégration de l’équation (1) revient à celle du système d'équations différentielles simultanées ordinaires
LEE) MENT @) AN ROME LE
Les intégrales des équations (2) sont des courbes de l’espace, qui dépendent de deux paramètres arbitraires permettant de faire passer Pune d’elles par un point choisi à volonté. Les courbes ainsi définies portent le nom de caractéristiques et il v en a donc une double infinité. Les équations (2) sont les équations différentielles des caractéristiques de l’équation (1).
Une intégrale de léquation (1) est, par définition, une fonction
(3) Nr JG, ») qui satisfait identiquement à cette équation, c’est-à-dire telle que, si lon substitue dans l'équation cette valeur de 7 et celles de p et g qui s’en déduisent, équation (1) soit vérifiée pour toutes les valeurs des variables x, y. Au point de vue géométrique, l'équation (3) est celle
d’une surface, laquelle est dite une surface intégrale de l'équation (x).
234. Théorème I. — Si une surface intégrale (3) passe par un point (x,, vs, X), elle contient la caractéristique issue de ce point. En eflet, x étant la fonction de x, y définie par la formule (3), posons, entre x et 7, l'équation différentielle du premier ordre (4) dx dy dy Qi = = O so, é pi o LOUE Cette équation satisfait (P ne Ss’annulant pas) aux conditions d'existence et d’unicité de l'intégrale. Elle détermine y en fonction de X et, par suite, x en tenant compte de léquation (3); elle définit
donc une courbe tracée sur la surface et qui est complètement
déterminée par la condition de passer par le point initial (x,, 3, 4).
Je dis que cette courbe n’est autre que la caractéristique issue du même point. En eflet, le long de cette courbe, chacun des rapports (4) est encore égal à
pdx + qdy _ dx
DRE GO PERARX car la fonction : définie par (3) satisfait à l’équation (1). Donc la courbe considérée vérifie les équations (2), c’est-à-dire celles des caractéristiques ; elle se confond donc avec la caractéristique qui à
le même point initial (x,, y,, x).
ÉQUATION À TROIS VARIABLES. CARACTÉRISTIQUES
Il résulte du théorème précédent que toute surface intégrale est un lieu de caractéristiques. En particulier, si l’on trace sur la surface une ligne différente d’une caractéristique, la surface intégrale sera le lieu
céométrique des caractéristiques passant par cette ligne.
235. Théorème II. — Réciproquement, toute surface qui est un lieu de caractéristiques, et qui est douée d’un plan tangent non parallèle à l’axe des ?, est une intégrale de l'équation (x).
On peut mettre cette propriété en évidence par une interprétation géométrique. L’équation (1) exprime que le plan tangent à la
surface intéorale (3), lequel a pour équation Ne PC À) eq a
contient la droite (D) qui passe par le point de contact (x, 7, ?) et
qui a pour équations
Oh D JUNE Su
(D) OR CARTE a) ACER ES
À chaque point M de l’espace correspond une droite (D) passant par ce point et que nous appellerons la droile du point (M). Intégrer équation (x), c’est déterminer une surface S telle que le plan tangent en chaque point de S contienne la droite D du même point.
Les caractéristiques sont définies par les équations (2), c’est-àdire que ce sont des courbes qui touchent en chacun de leurs points la droite (D) du même point. Il en résulte immédiatement que toute surface lieu de caractéristiques est une surface intégrale, car le plan tangent contient la /angenle à la caractéristique, qui est une courbe de la surface, c’est-à-dire la droite (D).
Le raisonnement tomberait en défaut si le plan tangent devenait parallèle à lPaxe des x, car, dans ce cas, p et q devenant infinis, équation du plan tangent ne pourrait plus être mise sous la forme que nous lui avons donnée plus haut.
Il résulte des théorèmes I et Il que l’on obtient toutes les intégrales de léquation (1) en cherchant toutes les surfaces qui sont
des lieux de caractéristiques. Pour pouvoir former ces surfaces, il
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faut connaître les équations finies des caractéristiques, c’est-à-dire
intégrer les équations (2).
236. Intégration des équations des caractéristiques. — Considérons * comme la variable indépendante, j et comme les fonctions inconnues. Comme, par hypothèse, P ne s’annule pas, les conditions d'existence et d’unicité des intégrales ont lieu pour le système (2). Celui-ci détermine donc }' et x en fonction de x et de deux constantes d'intégration x et #, permettant de faire passer la courbe intégrale par un point initial arbitraire. Les équations finies des caractéristiques sont ainsi de la forme
y — 2(X, z, or AUS UCX, %, G}.
Mais, si on les résout par rapport aux constantes + et 5, les équations des caractéristiques ou les intégrales du système (2)
prennent la forme
o "2 Se AN es > Le à CCE &
(5) DÉRANRSE
237. Intégration de l’équation aux dérivées partielles. — Pour intégrer l'équation (x), il faut former une surface lieu de carctéristiques. Les caractéristiques dépendent de deux paramètres x, fetil v en a une double infinité. Pour former un Jieu géométrique de caractéristiques, il faut extraire de cette double infinité une famille à un seul paramètre, c’est-à-dire poser une relation entre les
deux paramètres a, $, par exemple (6) E(a, 8) = 0.
L’équation du lieu résulte de lélimination de 4, $ entre les trois équations (5) et (6). On voit donc qu’une surface quelconque lieu
de caractéristiques est représentée par l’équation (7) Eu) 0,
où la fonction F peut être choisie arbitrairement. L’équation (7) est donc l'intégrale générale de l'équation (à).
RÈGLE D'INTÉGRATION. — En résumé, pour intégrer l’équation
aux dérivées partielles (1), on pose le système (2) et on l’intègre
| - } ; À L 1 } à x à ! } 1 ) Nan = à ÉQUATION A TROIS VARIABLES. CARACTÉRISTIQUES 271
complètement. On obtient ainsi deux relations entre X, j, et deux constantes arbitraires x et $. On en déduit l’intégrale générale de (x) en éliminant x, 3 entre ces deux relations et une nouvelle relation E(@, 6) — 0 quisreste arbitraire. Si les’ intégrales dut système. (2) sont mises sous la forme u — à, v — f, l'intégrale générale de (1) Ste H 0) — "0.
238. Equation sans second membre. — Si R — 0, l’équation (t) se réduit à (A) FER QE Les équations des caractéristiques deviennent
PAS NS RE d’où HO 0° ;
SR
Les caractéristiques sont des courbes planes parallèles au plan xy. Faisant ? — x dans P et Q, on est ramené à intégrer une équation à deux variables x et y
CNET «3 Fr
Le cas le plus simple est celui où P et Q ne contiennent pas x.
Dans ce cas, l’équation (B) ne contient pas x et son intégrale, résolue
par rapport à la constante d'intégration $, est de la forme Ur 00 où # ne dépend que de x et 7.
L'intégrale générale de l'équation (A) sera, dans ce cas,
HEC
_239. Intégrale singulière. — Les intégrales que nous avons obtenues jusqu'ici et qui sont formées de caractéristiques, sont les seules possibles tant que l’une au moins des deux quantités P, Q ne
s’annule pas. Une autre intégrale devrait donc annuler identique-
ment P,Q et, par suite, aussi KR. S'il existe une intégrale semblable,
on lui donne le nom d’intégrale singulière. Par exemple, si P, Q et R admettent le facteur commun %, l'équation (r) admet x = 0
comme solution singulière.
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240. Problème de Cauchy. — Le problème de Cauchy consiste à déterminer la surface intégrale qui passe par une courbe donnée (C). Le problème est déterminé pourvu que la courbe (C) ne soit pas une caractéristique. La surface cherchée est le lieu des caractéristiques qui passent par la courbe (C).
Soient :X,, 1, «des! coordonnées! d'un pointhvarablendest
courbe (C) définie par les équations
il, Vos tn) Et Û, FX Vos to).
Les caractéristiques qui s'appuient sur cette courbe ont pour équations u(X, Ys +) is 4(80 Vos us V(X, Y; +) A v(X,, d'os Rae
L'équation de la surface intégrale résulte de l’élimination de
Xi Jo & entre les quatre équations précédentes.
241. Applications diverses. — Nous allons appliquer les considérations qui précèdent à lintégration des équations des diverses surfaces que nous avons formées au paragraphe précédent. On verra que les caractéristiques sont les génératrices de ces surfaces est que la directrice est la courbe (C) par laquelle il faut faire passer ces génératrices pour résoudre le problème de Cauchy.
1° L’équation aux dérivées partielles des surfaces cylindriques
est (n° 229)
Ib PUDIEEECTR Celles des caractéristiques sont x dy dx | Vice EE 10 — = — d’où «l b ph y — bb = $
L'intégrale générale est y — bx — F(x — ax).
Le plan dy — bx — C est compris dans l'équation précédente, 5 2 . ? r 3% E 22 A à \ mais n'est pas une intégrale de l'équation, parce qu'il est parallèle à nà
l’açe des ? et que ? a disparu de l'équation.
2° L’équation aux dérivées partielles des surfaces coniques est
FT
Tout plan mené par le point (4, b, c) parallèlement à l’axe des x, y — b==A(x — à), rentre dans l’équation précédente, mais n’est pas une intégrale, parce que ? a disparu de l’équation.
3° L’équation aux dérivées partielles des surfaces de révolution est 232) (cy — DX) p + (ax — cy) q = bx — ay.
Celles des caractéristiques sont
x : dy dx
——— . ee
cy Ste or RER LEE ay
On en tire les deux combinaisons immédiatement intégrables
xAx + ÿdy + x = 0, qu (OX HP EL — ddx + bdy + cdx = 0, | ax + bye 10"
Les caractéristiques sont des cercles. L'intégrale générale sera RON EE C0 A EC RO):
4° L’équation aux dérivées partielles dès surfaces conoïdes est
px + gy — 0.
Celles des caractéristiques sont (n° 238) \ AUX dx dy d? | à É ——=——— doù Ke y ( + o.
+ \ / L'intégrale générale sera ? — (2) Mot: TI: 18
On retrouve donc les équations finies de ces diverses surfaces
telles que nous les avons formées au paragraphe précédent.
242. Remarque. — Nous allons étendre les théories qui précèdent au eas d’un nombre quelconque de variables indépendantes. Mis nous allons modifier la forme de l’exposition pour mettre en
évidence importance des déterminants fonctionnels dans cette question.
Ç 3. Propriétés des déterminants fonctionnels
243. Définition. — Soient u,, #,,... u, des fonctions du même nombre # de variables indépendantes x,, X,,... x,, admettant des dérivées partielles premières continues. On donne, comme on le sait, le nom de déterminant fonctionnel ou de jacobien au détermi-
nant suivant :
Re ACHETE D MNMNO 2 EMO 0u, ACT 0) I 0 RON MO O Re CRU OX AO CS SEA Xe
Théorème I. — S; l'une des fontlions u ci-dessus est
constants, ou s'il exisle une relation identique, ne contenant pas les variables x, entre deux ou plusieurs de ces fonctions, le délerminant fonclionnel T est identiquement nul. |
1° Si l’une des fonctions # 2st constante, tous les éléments de la ligne correspondante dans ] seront nuls, donc J = 0.
2° S'il existe une relation entre plusieurs fonctions #, par exemple
si 4; éstifonctiontde 444: Ona
OU RO LOUE Ou, Ou, Te Lou 0 NO 00 LI Ouy «+ Ouy Ot Ou, Ou, OX Mt O A ONE a OH ON Hits
Donc les éléments de la première ligne de J s’obtiennent en
faisant la somme des éléments correspondants de la seconde ligne
DÉTÉRMINANTS FONCTIONNELS
NAS TS 75 OLNEUES CPR RARE À 78 Ou inultipliés par EL, de la troisième multipliés par =... et le déter- GITE Ou,
minant est identiquement nul.
Théorème II. — Considérons im fonctions d,, H,..: us
de n(n >> m) variables indépendantes x}, x,,.:. x, qui varient dans un domaine D et supposons qu'elles adinettent, dans ce domaine, des dérivées partielles continues du premier ordre: Si le déterminant
(d'ordre p < m) | FICHE u,)
L'HSINE : ni E dx, Xose..e Xh
ne s'annule pas dans le domaine D, tandis que tous les déterminants d'ordre p + 1 formés avec une fonction u,,}, el une variable x; de plus sont identiquement nuls, alors les p fonclions u,,u,,...u, sont indépendantes et les n — p fonctions restantes u,,,,u,42,... s'expriment en fonctions différentiables des p premières u,, u3,... u,.
Les fonctions #,, #,,... u, sont indépendantes, car, s’il existait
Ù une relation entre elles, cette relation subsisterait quand on ne fait varier que X4, Xe, Xp, et J4 serait nul en vertu du théorème précédent.
Considérons maintenant le système des 7 équations
(x) \ IR ne SLCX4; V0 3 suis Xh : (R = k:, DST bp) G=p+rp+aun).
D’après le théorème d’existence des fonctions implicites, ce
système peut être résolu par rapport à X,, X,,... X,, car son jacobien
est le déterminant, non nul,
OT Se AR TU nee TE | A - A A De NE A 7 2 RUE A er No Ent: An) NA Men) On en tire donc les valeurs de X,, X2,... X,, en fonctions différen- ARISTON EN COUR Re):
Portant ces valeurs dans les fonctions w suivantes :
Up+k PTAOTE No. Nh (@ FU AND PE NE p), on obtient celles-ci en fonctions différentiables de #,, #.,....u, et
Xp+5e Xne Mais je dis que les variables x doivent disparaître.
VS
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Montrons-le, par exemple, pour x,,,. On a, par les propriétés
des déterminants fonctionnels et par hypothèse,
CPAM TES Dub OC es au AM OC AR a CE DA OS 1e Os Et jee AAA) RE (ei DEN) TT ATEN IE PES RATES)
Done, cette dérivée étant nulle, #,,,4 ne dépend pas de Xe
246. Théorème III. — Soient m fonctions u,, us,... u,, d’un nombre égal ou supérieur n de variables indépendantes X,, Xa,... Xi. La condition nécessaire el suffisante pour que ces fonctions soient indépendantes entre elles, c’est-à-dire pour qu'aucune ne soit constante et. qu'elles ne salisfassent pas à une relation indépendante des variables x, est que l’un au moins des déterminants fonctionnels qu'on peut former
avec m colonnes du tableau :
Ou: dus ôu, O X/PROCS MP ARC CE De ARR QU ONF: OGM O LE
ne soit pas identiquement nul. En particulier, si les u et les x sont en même nombre n, cette condilion sera que le délerminant fonctionnel J des n fonclions nu bar rapport aux n variables x, ne soit pas identiquement nul.
La condition est suffisante, c’est-à-dire que, si l’un de ces déternu-
nants, par exemple LIÉE RENTE à
HER Ko) FDG ee
nest pas identiquement nul, il n'existe aucune relation entre les u. En eflet, s’il existait une relation entre les #, ce déterminant serait identiquement nul (n° 244),
La condition est nécessaire, c’est-à-dire que, si ces déterminants sont identiquement nuls, il existe une relation entre les w.
En eflet, 1° si toutes les dérivées partielles des # sont identique-
ment nulles, les # sont constants. 2° Dans le cas contraire, soit
ÉQUATIONS LINÉAIRES ET HOMOGÈNES Jp
bp (1 = p < m) lPordre maximum des déterminants différents de 0 qu'on peut former par la combinaison de lignes et de colonnes du
tableau ; soit, par exemple,
un déterminant non identiquement nul d'ordre maximé, alors Up+ys. # sont fonctions de #,, #3, #,, par le théorème IT (n° 245), dans chaque domaine où le déterminant précédent ne
s’Aannule pas.
$ 4. Equations linéaires et homogènes aux dérivées partielles
247. Remarque préliminaire. — Dans l'étude des équations aux dérivées partielles, on a surtout en vue de ramener leur intégration à celle d’un système d’équations différentielles ordinaires. Le problème ainsi posé est complètement résolu pour les équations du 1” ordre, mais nous nous occuperons seulement ici des équa-
tions linéaires.
248. Intégration des équations linéaires et homogènes. Soient À, Xo,:.,1X des fonctions données! de 7 Variables indépendantes x,, X,,... X,, ensuite x une fonction inconnue de ces mêmes variables. Une équation aux dérivées partielles linéaire et
homogène est de la forme
à RE
'étpase KE Ne: (
(1) À x, de X ôX, fi “ À OX ou, en abrégé, | X(X) — 0,
si l’on définit le symbole d'opération X par la formule
AUS A ELA: A HRUN | oo Mist ox, Le OX n NUE (sRSER
À l'équation (1) qui est une équation aux dérivées partielles, nous faisons correspondre le système de 7 -— 1 équations différentielles
simultanées ordinaires
x, UX > ane 2 = RSR EX ( ) À, \ 2e 3
et nous allons montrer que lintégration de lPéquation (1) ou l’intégration complète du système (2) sont deux problèmes complètement équivalents, donc que l’intégration de (x) revient à celle de (2). Nous considérons un domaine dans lequel les fonctions X et leurs dérivées premières sont continues et où l’une au moins des fonctions X ne s’annule pas : nous supposerons que c’est X..
Dans ce domaine, le système (2) peut se mettre sous la forme
UX3 GR DR UX 4 ne Us Le ee TITRORONS: RO PQ RERO,
Considérant X5, X3,... X, comme # — 1 fonctions inconnues de x}, ce système satisfait aux conditions d’existence et d’unicité des inté-
orales. En lintégrant, on obtient les valeurs de X,,... x, en fonctions
de x, et de # — r constantes d’intéoration «;, &,,... «;_,, a savoir,
(3) AL Er ekCs: PRE LE ne) Qi —— 25 3». n)
Ces constantes doivent être choiïsies de telle sorte que le déter-
minant
OX RE) USA Mara
ne s’annule pas et que l’on puisse tirer du système (3) les valeurs des constantes x en fonctions des x. Ces valeurs sont alors de la
forme (os) Eu (te POUR CE No EEE
Ces conditions seront réalisées, en particulier, si lon prend comme constantes d'intégration les valeurs initiales des inconnues (HMS 0)
Une intégrale de l'équation (1) est une fonction x de x,, x3,... x;
.qui vérifie identiquement cette équation.
F. JPTER pa LT, ni LERET Re As
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D'autre part, on appelle intégrale ou invarian! des équations (2), une fonction qui demeure constante én vertu des équations (2).
Les équations (5) obtenues par a du système (2) nous font déjà connaître n — ï intégrales u,,u9,... u,-, de ces équations et ces intégrales sont distinctes, car on peut égaler à autant de constantes arbitraires ; d’ailleurs le déterminant
A(Uy, Hg... Un—4)
(6) | de ACTE 4° Xn)
ne peut s’annuler, puisque son inverse, le déterminant (4), conserve toujours une valeur finie.
Avec ces définitions, on a le théorème suivant :
THÉORÈME [. — L’équation (1) et le système (2) adimetient les mêmes intégrales.
Enveñet, si\+ est une intégrale (de (1),/+ véritie Péquation. (x). ét alors on a, en vertu des équations (2),
ÔX Ôx | 2 A oi ne AR Prue diee U: d’où 0 -MCOTISt
Donc x est une intéorale de (2).
Réciproquement, si # est une intégrale du système (2), on a, en
vertu de (2), par hypothèse, Ou UE AT O0 M OR A du de € hs & AX3 + ….
donc, en éliminant les dx par (2),
Ou + D ct se —= À: _ x, 0x) CécHestune rolationentre x. 0 ctelleestidentique, car
on peut fixer la valeur constante io u en attribuant aux X un système de valeurs initiales arbitraires et il ne peut y avoir, par conséquent, aucune relation entre les x. Donc # est une intégrale de (1).
THÉORÈME I. — Z’équarion (1) ou le système (2) admettent les n — 1 intégrales distincles u,, u3,... 1, , el ouf autre intégrale u,
est une fonction des précédentes.
En effet, #,, u,,... u, étant des intégrales de l'équation (#), on a
les 7 identités
Ô Ui, ox,
du k ÔX
Ou, +. +X, de "0 MCE Re SA
X; + Xe
On en tire, par l'élimination des coeflicients X (non tous nuls), l’identité
d(u,, Hg... Un) are () dCxy, ACTES Xn)
Mais le déterminant (6) d'ordre 7 — 1 ne s’annuke pas; donc
(n°/245);0n002 1 PL NN RE
Réciproquement, toute fonction dérivable de #,, 49, 4-4, demeurant constante avec ces 7 — 1 fonctions, est une intégrale de (1) ou de (2).
On voit donc que lintégration de l'équation (1) revient bien à celle du système (2). L'intégration complète du système (2) fait connaître les #7 — 1 intégrales distinctes ; et l’intégrale générale x de
équation (1) est une fonction (dérivable) arbitraire des précé-
dentes tt = o(u,, 0, Ha):
Quand il n’y a que deux variables indépendantes x, et x,, on retrouve la méthode d’intégration exposée plus haut. Les équations (2) se réduisent à une seule, qui est léquation différentielle
des projections des caractéristiques sur le plan x, x.
249. Changement des variables indépendantes. _— Prenons 7 nouvelles variables indépendantes 7,, 32,... 3, à la place de Xy3 Ko. Xn. Ces nouvelles/variables serontides loncans/tonnees
de X,, X:,... X, telles que le déterminant fonctionnel
ne s’annule pas. On a, par la règle de dérivation des fonctions
composées
D OVINO 0)» 0 OYn Ô
ER CC TPE PCT
aa D Ah
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Par conséquent, l'équation (r) transformée sera
AO E q/ d ON A) LS A! À ARE X() = X(71) Sd KO) gp + 2 + XCON) 0.
Pour calculer X(y), on effectue l’opération X sur y exprimée au ovensdesmeunmencalenl fait on remplhcetlésivariables ht "par
leurs expressions en y.
250. Réduction de l’équation linéaire. — S: l’on connaît k < n intégrales distincles de l'équation linéaire et homogène à n variables indépendantes, l'intévration se ramène à celle d’une équation de même nature à n — k variables seulemeni. |
Soient 11, J»,... JK les intégrales connues. Ajoutons à ces fonctions % — À nouvelles variables 7,:,,... 3, formant avec les précé-
dentes un système indépendant. L’équation transformée se réduit à
ù ur OS X(3% 11) dv.
OC Ex TU) . 2) Zn Cette équation ne contient plus: de dérivées de 7, 70,4. 9, On peut, par conséquent, y considérer ces variables comme des paramètres arbitraires et l’équation elle-même comme une équation à n — À variables indépendantes.
Mais il est utile de préciser un choix des variables complémen-
taires. Le déterminant fonctionnel dé j,, 35,... J£ par rapport à :
k variables x ne s’annule pas pour un choix convenable de ces variables. Supposons qu'il ne s’annule pas par rapport à X,, X3,... A4. Alors on peut prendre x,:,,... X, pour variables complémentaires,
car le déterminant
ae Vh e4e dan EE Y A)
ÉMIS SPP ON RE) ne s’annule pas. L’équation transformée est alors ox XX D CN) ee de ANA Re €) ( | KT 1) ox à) ( n. ox, et elle se réduit à ox OA Xx+1 —— Fan ce n SA ec 0, OX k+1 Où n
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Dans ‘les/coelicients (X} 1, leshyarablest "x Sonteeeulse ment remplacées par leurs expressions en fonction des nouvelles variables y, menée x On Test ain st TAMENs ANR ICONE
système
AXkty 2 xt __ dXn ES X
$ 5. Théorie du multiplicateur de Jacobi
251. Définition. — Représentons encore par X(x:) le prenner membre de l’équation (1) du paragraphe précédent. Jacobi appelle multiplicateur de l'équation X(:) = 9, ou multiplicateur de X(4), un factetr. M fonction deux xs, xt teltatene" prod puisse se mettre sous la forme d’un déterminant fonctionnel, c’està-dire tel que l’on ait identiquement, quels que soient les #,
11 TE AE 5) MX(+) — Ésnre G) d(Xy, Koss. Xp)”
les 2 — 1 fonctions u des variables x étant connues.
252. Théorème I. — Toule équation linéaire et homogène X(x) = 0 admet un multiplicateur M.
En effet, supposons X, difiérent de Ütetisoient 4/70. système dé #7 — 1 intégrales distinctes de l’équation X(x) = 0.
Cônsidérons le système de # identités, linéaires en X,, X,,...X,
HU PO k Ce" ù À, FT xs ARR ME niDies a MIO: Ou; MONO
Al SE RS TN
(ENT, 2 a URL)
dont la première sert de définition à X(x) et les autres expriment que les # sont des intéorales de lPéquation (1). Multiplions-les respectivement par les mineurs à,, à,... relatifs aux éléments de la première colonne du déterminant du système, qui n’est autre que le déterminant fonctionnel | OT tue NT) ARS PAREN NTE
et ajoutons. Il vient identiquement
TANT T CEE
D'ailleurs X, n'est pas nul par hypothèse; le déterminant fonc-
x, HG NTPESNU NES LE X().
tionnel ne _peut être identiquement nul non plus, car les # sont indépendants. On voit donc que à, n’est pas nul et que à, : X,, qui ne contient pas ?, est un multiplicateur M de X(X).
MISSION RON TES D PARA NE
on aura identiquement
Go) PR ner
On eneret,
D au) Lt AÉHNÈES NRA PEN —— D — OC HÉROS) à GORE SE
Donc l'expression (1) est linéaire par rapport aux dérivées
COMENT ee ee se des fonctions ”. Je dis que chacune de ces dérivées a pour rent Fate ea suffit de Pétablir pour lune
d'elles, Fr Te le. Celle-ci ne se trouvera que dans les deux Rs termes de (1), à savoir
DNA, Li0 (es ACTES =D + |
AS CN DL US
nm: x .…. E —— , :%
0x, ÔX | OX; È Ê
X(X) est un déterminant fonctionnel. $
En effet, soit M le multiplicateur à, : X, de X(x) obtenu par la 1
démonstration du théorème T; je +) sera le déterminant fonctionnel : È
AR OS RE e | pt
(2) MX (re Hate nes ) AN.
O(X;, No Xa,-.. À see) QU:
considéré dans cette même démonstration; et l’on aura, en vertu dE
du théorème II, 1 #0 O(MX,) a O(MX; ) à aù AMEN) ET 0 k
ox, EE EN ape 5
Mais cette identité se réduit, en vertu de (x), à la relation E
oM oM oM | Et
X Xs —— +... + X EUX (NL) TEeQU nn
Hoi " 0x, EN OX A Que pe
Donc, M étant une intégrale de X(:) = 0, on peut poser
CU; Ua... Un). v
Déterminons, par une quadrature, une fonction U;,_.,, de #,, #9,
U,-, qui soit une intégrale de léquation
ot LT I |
——— — FAR PA CRIER AUS EST Oui, M DCR OA A te
cette équation peut encore s’écrire, en considérant ? comme une
variable indépendante des w,
LE CCR A Han MEURT
M AR PA PCR Ra
et la relation (2) devient ainsi, par les propriétés des jacobiens,
ie RU over OT RER “ue der, Ujs.ee Uno; Un) dx, À Co Nyse Xx)
He HAUT IMIS DOME Un—4) d(x, aitee Xn- 1 Xn)
L 148 NAT to Es EE
Donc X(X) est un déterminant fonctionnel.
Les théorèmes II et III conduisent à la conclusion suivante : Les
multiplicateurs de X(x) — 0 sont les intégrales de l’équation ox, re 0x; D OX A Pi Ve
255. Théorème V. — S: l'on connaît un multiplicateur M de X(x) — O0, on obtient tous les autres en multipliant M par l'intégrale PÉRCRAIEMROELN (2) 20:
En effet, si l’on substitue M3 à M dans l'équation précédente, qui
est celle des multiplicateurs, il vient, pour déterminer :,
EL RE PA or AL EE
et, le premier crochet étant nul, cette équation se réduit à X(x) = 0.
256. Addition d’une nouvelle variable indépendante. — Souvent, pour plus de symétrie, on remplace le système des équations (1) et (2) par le système correspondant, contenant une varia-
ble { en plus, que voici :
(D) AE X(x) = 0, lo 0 Der
(IT) Hide x. es X, Se rer
n L’équation (1) se réduit à (1) pour < indépendant de /; les inté-
orales #,,4,,... u,_, de (1) sont donc les 7 — 1 intégrales distinctes du nouveau système qui sont indépendantes de / et il n’y en a pas davantage. Pour achever lintégration, il faut donc trouver une dernière intégrale contenant £. Celle détermination w’exige qu'une quadralure.
En effet, considérons le système (II); on en tire
EE PO
th = “|
L'intégration se fait en remplaçant dans X, les variables x,
X3,.. X, par leurs valeurs en fonction de x, fournies par l'intégration
Æ Cu … RSS 4 VUS 2? SR LL 1 L ù L ER, LT FRS LA È ES ju « 14 pu NE TN ER : ; f ROSES 4 Ar
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du système (2), c’est-à-dire tirées du système intégral #) =: G = 1, 2.1) Puis lintésrationtiaite Foteremplacentes
constantes +; par leurs valeurs en X,,... X,, ce qui donne DT Ce) La
On obtient ainsi la dernière intégrale cherchée #, — {. La détermination de #,, n'exige, comme on le voit, qu’une quadrature quand Us Ua Ur SOIMICONNUS:
THÉORÈME. — Quand on a calculé u,, on connaît un multiplicateur de X(%) qui a la forme d’un déterminant fonclionnel, à savoir
AUX d(us, Ua... un) à Hs Noyeee Xh |
En effet, formons le multiplicateur M de l'équation (1) par la méthode indiquée dans la démonstration du théorème I (n° 252), mais en faisant jouer maintenant à / le rôle de #,. Ainsi nous devons
remplacer X, par l’unité, ensuite 3, par le déterminant
(HS RE) M VS) CÉSAR CEE (OA PSE
et nous trouvons le multiplicateur M, indépendant de },
RTC CRAN ES RAT an ee
lequel vérifie identité
X ” LRU HO LE ES URL) an XX te Mr - An fy? 14 + dt, À}, ge. Un —40 4h) Pour revenir à léquation (1), supposons ? indépendant de 4. Alors, { n'entrant ni dans ? ni dans #, tous les éléments de la pre-
mière colonne de ce dernier déterminant sont nuls, sauf le dernier
qui est — 1. La relation se réduit à NA ie 4 4 HyAns res LEA dx, EE Use. RATE) + ds, Los Lysee. 10) 0ie dx, x 2» Vypsee Vn
Donc M est un multiplicateur de X(x). On remarquera que c’est, au signe près, le même que celui que nous avons déterminé pour
établir le théorème I (n° 252).
257. Changement de variables. — Si l’on fait un changement de variables remplaçant X,,x,,... x, par y}, v2,... y, el qu’on connaisse un multiplicateur M de X(x) =: 0, on peut en déduire un multiplicateur M° de l'équation transformée en y, transformée que nous représentons par Y(x) = 0.
ÉnRETeR En EU M Et ENT exprimées anlaide des tou
des y, sont respectivement les intégrales des équations :
# -+X()=0, ou e + Y(:) = 0.
Les multiplicateurs indépendants de / des deux équations ont
respectivement pour expressions générales (n°° 256 et 255) :
SAC mn. ne, N'OLCTEEEL u,)
OA MATE) ÉTIENNE dCi, « Vn) % D
Ce sont aussi les expressions générales des multiplicateurs de X(:) et Y(x). Considérons ceux qui correspondent à la même fonction +; on aura, en divisant membre à membre, et par les propriétés des déterminants fonctionnels,
M’ ta M d(x, Do | 54 ACTE ass HR
Donc on peut calculer M” quand on connait M.
258. Principe du dernier multiplicateur de Jacobi. — S; l'on connaît n — 2 intégrales distinctes de X(:) — 0 et un mulriplicaleur, l’intéoration de cette équaiion se ramène à des quadralures.
En effet, si l’on prend comme nouvelles variables les 7 — 2 intégrales connues #,, 42,... 4, et deux variables indépendantes de
plus 7, et y, l'équation aux dérivées partielles se réduit à
OX OX ra y, + Y, — = 0.
HORS
Par hypothèse, eu égard au théorème précédent, on en connait
un multiplicateur M, et l’on a
2 (M ) + 3e (MY) = 0.
Or, ceci exprime que M est un facteur intégrant de la dernière
équation différentielle ordinaire à intégrer : Yadys — Yidya = 0;
Pintéeration s’achèvera donc par des quadratures.
REMARQUE. — Il arrive souvent dans les applications que l’on ait PR UE 0, alors M — 1 est un multiplicateur, et on peut appliquer PE RME A à M — pa eue PENUARAPAS
ol
le théorème précédent.
pl
L’équation de Jacobi, y’ — f(x, 4), en est un exemple. Eile
revient au système
Donc le système s'intègre par des quadratures quand on en con-
nait une intéorale première, comme nous l’avons déjà vu (n° 208).
6 6. Équations linéaires complètes
259. Équation aux dérivées partielles linéaire de la forme générale. — Soit z une fonction inconnue de X,, Xo,... x. Désignons par p,, po, p, les dérivées de z par rapport à chacune de ces -variables.. SoientiénhiniNX, Xi nX et Z idées Monctbns données deux, ATV r continues Ainsi louer tiers NUE premières, l’une au moins X, des fonctions X n'étant pas identiquement nulle.
L’équation linéaire complète ou avec second membre est de la forme
Xi TE X: Po + Le FF XnPn = Z
ou, ce qui revient au même,
(1) Z AU Xp Ci XP) SORT TE XP "A Û.
d ;- N \ | RE UE mn : | e) a!
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RÈGLE D’INTÉGRATION. — Pour intégrer cette équation; on pose le
système auxiliaire d'équations différentielles ordinaires
dX, d%Xs OT TRUE : = ie
(2) eo En
On intègre ce système, et en le résolvant par rapport aux constantes
ln
arbitraires, on obtient le système de ses n intégrales distinctes :
HO Tr ND maire CRT I En)
L'intégrale générale de Péquation (à) est la fonction implicite 2 définie par la relation
ÉCAPEU IR ERPE EAU F désignant une fonction (dérivable) arbitraire. Exceptionnellement, il peut y avoir nne solution singulière ne rentrant pas dans la précédente, mais ne contenant rien d’arbitraire.
DÉMONSTRATION. — Nous allons établir ce théorème en suivant, sauf quelques modifications, la méthode de Gilbert, qui ne laisse échapper aucune solution. Elle consiste à mettre le premier membre de l'équation (1) sous forme de déterminant fonctionnel.
Désignons, en abrégé, par R le premier membre de léquation (x) et considérons le système de relations identiques, linéaires
AO DCR CRE
OR Z — XP, nr Xopo RSA ET XPn al dd | ou (3) 0 2 x + X, 5x, + X5 Ôx, Ni 0 ED X; ox,
| (tuer to Per)
Ce sont des identités par rapport aux variables 7, x, p, dont la première sert de définition à R et les suivantes expriment que les x sont des intégrales de (2). Le déterminant À du système (3) n’est pas identiquement nul, car, si on le développe par rapport aux
éléments de la première ligne, on a
A NET Di ee — Pan É aOt m Pate eve Poèn | du Oui du:
DROM MAN OX) DCE OC
Vol. IL. 19
PE de
es 4 dir dur VA LUE OR 2,11 eee D ET UE EL CRETE AR à 2 ES ha wi" £ 2 Ë A È ; 267 > Car! HAE DT) d; à k 0 } ( TR < ï. ar PL î : È re { L \ ES ? | l + 2
Ne
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ét les mineurs 5, 3,,:.. à, sont des fonctions explicites de x,,..1;
et z seulement, dont l’une au moins n’est pas nulle, puisque les
ñn fonctions + sont indépendantes (n° 246, théorème III).
D'autre part, je dis que À peut se mettre sous forme de déteriinant fonctionnel NA EH) (Er
à condition de calculer les dérivées partielles des # en considérant z comme fonction de X,, X$,. 17. En eftet; on peut djOuteraueiplés ments de la deuxième colonne, puis à ceux de la troisième, .… les
éléments de la première multipliés par p,, puis par h,,.. Il vient ainsi
RUE Ü Re 00
Ou, Ou, Ou,
OU, Ou,
DE dr NOM RUE 2 et, par conséquent, ;
ce qui est bien un déterminant fonctionnel calculé en considérant z comme fonction des x. |
Si l’on veut tirer X, du système (3), il faut en multiplier respectivement les équations par les mineurs de À relatifs aux coefficients de X, et ajouter les équations. Le premier de ces mineurs étant à,, il vient ainsi Rè, — X, A. Donc à, n’est pas identiquement nul,
puisque X, et À ne le sont pas; et nous avons l'identité
RE Ge) A ) dis Hayes Un)
AUX Ko, ue Xn)!
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L’équation proposée R — 0 est donc identique, à un facteur près, à
dÇus, Ug,... Un) se 0 dEx, No... X,
Sous cette forme, elle exprime que la fonction ? de x,... x, doit être choisie de telle façon qu'il existe entre les fonctions # une relation indépendante des variables x. Par conséquent, pour qu'une fonction 7 vérifie l'équation (1), il faut et il suffit qu’elle soit com- FC EME ARLON g EN NANTES EAU
Les seules solutions qui puissent échapper à cette relation doivent annuler le facteur négligé X, : 3,, lequel est une fonction explicite x, et 7. Donc, si l’on peut tirer une valeur de z de la rela-
de Lysees AN] on Xi
== Ü, ce sera une solution ne contenant rien d’arbitraire. Si elle ne rentre pas dans la solution générale, on lui donne le nom de solution singulière.
Quand elle existe, la solution singulière peut se trouver sans intégration. En effet, nous venons de montrer qu’elle doit annuler tout facteur X, qui n’est pas identiquement nul. Par conséquent, elle doit annuler tous les coefhcients X,, X,,... Z de l'équation (1) et, s’il existe une fonction z satisfaisant à cette condition, ce sera
évidemment une intégrale et on la trouvera sans intégration.
260. Caractéristiques. — Dans le cas d’un nombre quelconque 7% + 1 de variables 7, x,,... X,, la représentation géométrique fait défaut, mais on étend au cas général la terminologie introduite pour 3 variables.
Le système des intégrales générales des équations (2) est formé par une famille de courbes intégrales dépendant de #7 paramètres arbitraires. Ces courbes intégrales sont les caractéristiques de l’équation (1). Toute intégrale (non singulière) de (1) est un lieu de caractéristique et la détermination de ces intégrales revient ainsi à celle des caractéristiques.
Le problème de Cauchy consiste à trouver lintégrale passant une multiplicité donnée à 7 — 1 dimensions, c’est-à-dire définie par
deux relations entre les variables z et x. Ce problème admet une
solution et une seule pourvu que cette multiplicité ne soit pas
formée de caractéristiques.
$ 7. Équation aux différentielles totales à trois variables
261. Intégrabilité complète. — Considérons l’équation (1) De RE OUR NÉ Ne) die
dans laquelle x et y sont des variables indépendantes, 7 une fonction inconnue de ces deux variables, enfin X et Y des fonctions continues données de X, y et 7.
C’est une équation aux différentielles totales. On dit qu’elle est complètement intégrable, si elle admet une intégrale renfermant une constante arbitraire, en d’autres termes, s’il existe une rela-
tion unique
(2) PRO EN) k
renfermant une arbitraire «, dont l'équation (1) soit la conséquence.
262. Théorème I. — La condition nécessaire et suffisante pour que l'équation (x) soit complètement intégrable est que l’on ait, identi
quement (x, yet x restant donc arbitraires),
(3) REV HxS 0y ÔZ OX ÛZz On suppose l'existence et la continuité des quatre dérivées partielles qui figurent dans cette formule et l'on ne s'occupe pas des autres. Pour montrer que cette condition est nécessaire, substituons la valeur (2) de z dans l'équation (1) ; le second membre devient une différentielle totale exacte à deux variables x et y. Donc on a, pour
tout système de valeurs x et y, l'identité
OX OX DANONE
Y AL 07 CHAT NOR NON OR
Mais, &(X, Y, x) étant une intégrale de (x) par hypothèse, ses deux dérivées partielles sont XX, 7, ©) et V(x, y, e). Donc la
relation (3) est identiquement satisfaite pour tout système x, y quand on y remplace z? par &(x, }, x). On en conclut qu’elle était déjà identique avec cette substitution, c’est-à-dire qu’elle a lieu pour tout système de valeurs de *x, y, 7, car, x et y étant donnés, on peut disposer de l’arbitraire « de manière à donner à + (donc à 2) une valeur arbitraire. Ainsi la condition est nécessaire.
Cette condition est aussi sufhsante. En effet, le théorème II suivant prouve que, si elle a lieu, il existe une intégrale renfermant
une constante arbitraire.
263. Théorème II — Soit x,, y,, 3, un système de valeurs iniliales arbitraires des variables, aux environs desquelles X, Y et les quatre dérivées partielles de la formule (3) sont continues ; alors, si l'identité (3) a lieu, l'équation (ù) admet, au voisinage du point initial, une intégrale x — (x, y) et une seule se réduisant à x, au point (xs, V9). De plus, celle intéorale et sa dérivée partielle par rapport à x, sont des fonctions continues de x, y, %,.
Nous allons montrer, en effet, que cette intégrale peut s’obtenir par l'intégration consécutive des deux équations différentielles
ordinaires ER dz CRETE dy
J dans la première, et x dans la seconde, étant considérés comme des paramètres.
Intégrons d’abord l'équation entre € et x
dé
(4) | dx SE X(Xx, Vo» 4
et déterminons son intégrale © qui se réduit à +, pour x — x..
, ox ne Comme les fonctions X et —— sont continues, cette intégrale existe
OX et est unique. De plus, elle est fonction continue de x, et x et admet, par rapport à x,, une dérivée partielle fonction continue de AR AOC EURE
Intégrons ensuite l’équation entre x et y (x étant considéré comme à un paramètre) dx 154 (5). AN 0 12 0 L et déterminons son intégrale ? — 4(x, 7) qui se rédüit à £ pour
DO
— 7,. Comme les fonctions Y, Sr et Fr sont continues, cette ; intégrale, existante et unique, est fonction continue x, 7, 6. Elle | admet, par rapport à ©, une dérivée partielle également continue (n* 133, 2°). Elle est donc aussi fonction continue x, 1, x, et admet, par rapport à x,, une dérivée partielle fonction continue de. XVe
Jerdis que 4 (x gniest intégrale cherchée de l'équation (1).
En effet, g(x, J)seiréduit at pour JW, et, partsuite aie point (x, J,). D'autre part, puisque (x, y) est une intégrale de (5),
on a déjà de(X, 7) à $ (6) = XCD) Il reste à montrer que l’on a aussi, quand x seul varie,
a PAR ox CAS X(X, J', ?).
Cette relation a lieu pour y = 7! car elle se réduit alors à l’équa-
tion (4), il faut établir qu’elle subsiste pour les autres valeurs de y.
GEL ; DA NE Jobserve d’abord que SX xiste et est continue, d’après les con-
ditions de continuité imposées à l’équation (5) (n° 133, 2°). I suffit
donc de montrer que, si lon pose 4 Oa(xX, 7) (7) ox A = X(X, y, o) SE U, la fonction continue 1, qui est nulle pour y = J!, reste encore nulle
quand y varie.
À cet eflet, calculons sa dérivée par rapport à y; on a
du “A OXIM OX 0 MENU pe OX OX 0y d:
a D de 0e ox \ y
pourvu, d’après le théorème de Schwarz sur linterversion des déri-
0 (ds vées secondes (t. I, n° 105), que == 2 ) soit continue. C’est ce
ox\ 0y
qui a lieu, car on a par (6) OMG N Ne DONNE AEEON ner ere OS Mo a
Pottant cette valeur dans Péquation précédente, il vient par
l'identité (3)
DR ON OX OX ,9Y en NA) PEER ee A DEUX GRO 0% 7 Donc #, considérée comme fonction de y, vérifie léquation du DRE ; à È inéaire 4 = RL EPS (où x est remplacé par +) et s’annule pour À
y = 7, Mais u — 0 est une intéorale particulière satisfaisant à cette 0 O
RICE R AE 0Y condition initiale et c’est la seule, puisque 5; st continue ; donc
u est constamment nulle.
Réciproquement, toute intégrale de (1) ayant pour valeur initiale x, doit satisfaire aux équations (4) et (5) (conditions initiales comprises) et, par conséquent, cette intégrale est unique.
On conclut de là que l'intégrale générale de (r) doit dépendre d’une constante arbitraire permettant d'attribuer à x la valeur arbi-
HOT AUEDOINE NS, Jo
264. Théorème et méthode d’intégration de Mayer. — Quand l'équation (x) est complèlement intégrable, son intégration dépend de celle d'une seule équation différentielle ordinaire renfermant un paramètre arbitraire.
Soit , la valeur arbitraire de au point:x,,j;1les tiens de continuité étant supposées satisfaites dans le voisinage de ces valeurs initiales, l'intégrale sera complètement déterminée en un point quelconque X, y par sa valeur initiale x,. Donc, pour en trouver la valeur, il suffit de faire varier X, y en ligne droite depuis Porigine Jusqu'en ce point.
Pour simplifier l’écriture, nous supposerons que lPon choisisse
l’origine comme point initial dans le plan x, y. Il suffit d’ailleurs,
b US
pour ramener le cas général au précédent, de changer x en x, + x et jen 7, + y dans l'équation, ce qui revient à un déplacement d’axes dans le plan x, 7.
Pour déterminer la valeur au point X, y de l’intégrale qui a pour valeur :, à l’origine, joignons donc l’origine à ce point par une droite. Le long de celle-ci, on aura, À désignant un paramètre
constant,
et, en portant ces valeurs dans Péquation (1), (8) DUR RON) dr, Il suflit d'intégrer cette relation entre les deux variables x et x pour en déduire l'intégrale de (1). En eflet, soit (NAN TONSt l’intégrale générale de (8) résolue par rapport/à la constante d’intéoration ; intégrale particulière x de valeur initiale x, est la fonction implicite définie par Péquation EG ONE (ON En remplaçant À par y : X, on obtient la relation qui a lieu entre
X, y, à, c'est-à-dire l’intégrale de l’équation (x) : ce sera
@ rrr)=r@ur)
et elle dépend d’une constante arbitraire :,..
REMARQUE. — En principe, la méthode de Mayer ne fournit l’mtégrale de valeur initiale x, que dans un domaine où les conditions de continuité supposées dans les théorèmes précédents se vérifient. Mais, dans la plupart des cas, les calculs conduisent à définir lintégrale par une équation entre des expressions littérales qui se dérivent toujours par les mêmes règles, de sorte que la formule démontrée dans un domaine restreint subsiste d’elle-même dans un domaine quelconque. Toutefois cette remarque ne peut ètre présentée avec toute la précision qu’elle comporte qu’en s'appuyant sur les propriétés générales des fonctions analytiques,
qui ne seront exposées que plus tard.
Dans les applications que lon rencontre, le plus simple sera généralement de choisir l’origine X, — y, — 0 comme point initial dans le plan x, y. Mais on ne le peut pas toujours, parce que les conditions de continuité peuvent tomber en défaut en ce point. On fait alors le changement d’axes préalable indiqué dans la démonstra-
tion précédente.
265. Exemple. — L’équation complètement intégrable 2X3; dX + 23° dy RE NT er D 57 satisfait aux conditions de continuité aux environs de x — Je 0:
Cherchons l'intégrale + qui a pour valeur x, à l’origine.
Posons y — ÀX, dy — Ad4x et chassons le dénominateur, il vient CN) RS 2 (CP ARENA)
Les deux membres sont des diflérentielles exactes, l'intégrale de
cette équation différentielle ordinaire sera de (CE AE) NX TRE = CONSt: ee
et celle de l'équation aux différentielles totales,
266. Forme symétrique de l’équation. — L'équation plus symétrique (10) Adx + Bdy +Cdr =;
où À, B, C sont des fonctions données de x, y, x et où C n’est pas nul, se ramène à la précédente en la résolvant par rapport à dz. La
condition 5 cie complète est donc Ce) Tate) = at) xte 0y ce Or -)= CPOr Co
ou, tous calculs faits et sous forme symétrique,
(11) ) + B HE )+ EEE )
Quand cette identité a lieu, l'intégration de l’équation (10) peut se faire par la méthode de Mayer. On a d’ailleurs la liberté de résoudre à volonté par rapport à dX, dy ou di et de considérer x, y ou x comme l’inconnue. On choisira comme inconnue celle des
variables dont la détermination paraît la plus facile.
267. Multiplicateur ou facteur intégrant. — Quand la condilion d’intégrabilité complète (rx) est vérihiée, il existe un facteur u fonction de x, y, x tel que l'expression
u (AdxX + Bdy + Cd:) soit une différentielle totale exacte.
En effet, l’équation (10) admet une intégrale renfermant une constante et qui, résolue par rapport à cette constante, prend la forme
(12) | ECM EEE à On en tire, en difiérentiant, =, à / / Î F°.dx + F°,dy + F', dx — et, en identifiant la valeur de dx qui s’en déduit avec celle fournie par l'équation (to), Fe I + = dt — TZ,
Ces relations ne contiennent plus + et elles ont lieu pour tout système de valeurs de æ, 7, x satisfaisant à (12), donc pour un système quelconque (45:14 4), Car onipent faire DEC Rene Ce sont donc des identités. Appelons » la fonction de «, j, + définie
par l’un de ces rapports, on aura identiquement u(Adx + Bdy + Cdx) = F',dx + F',d4y Fr UE AO)
ce qui prouve le théorème.
268. Solution singulière. — Quand l’équation (to) est complètement intégrable, elle peut admettre, en outre de l'intégrale qui renferme une constante arbitraire et qu'on appelle lintégrale générale, une solution singulière ne renfermant rien d’arbitraire. On obtiendra d’ailleurs immédiatement cette nouvelle solution quand
l'intégrale générale sera connue.
it 1 Penal pE ENS RME RU TA | NIUE. , “&r ; LS A < ‘
En effet, supposons connue l'intégrale (12); on en déduit immédiatement un multiplicateur : en formant l’un des rapports (13); il
vient alors
c Ad BYE Car. = AE, 5 à).
L'équation ne peut donc être vérifiée que de deux manières :
1° En posant F— «1: €e’est la solution générale ; 2/0Eniposant 14 \0. Sion peut tirer de une valeur de +,
ce sera la solution singulière.
269. Remarque. — [La méthode de Mayer est la méthode d'intégration la plus simple au point de vue théorique. Mais, en pratique, on rencontre souvent des exemples très simples, pour lesquels on aperçoit facilement un multiplicateur. Soit, par exemple, léqua-
tion complètement intégrable 2A (AL: dy) + (X — y) 4 — 0.
On sépare ariable ©dé x et yen-divisant par 4 (4% — y), ce qui est donc l'inverse d’un multiplicateur. Il vient
2 (dx — dy) Fe LES
XL — Du QE d'OS PR SL.
C’est l'intégrale générale. Il y à une solution particulière, : = 0, qui rend infini le multiplicateur 1 : 3(x — 7), mais elle rentre dans
l’intégrale générale pour x = Ù.
Intégrabilité incomplète. — Si l’équation
(14) dr IR MAN TE YA
ne satisfait pas à la condition d’intégrabilité complète, on ne peut pas lalvérifier- par une fonctionsæ des deux variables æ'et y qui dépende d’une constante arbitraire. Mais on le pourra peut-être par unedfonction,x —<(x#,\y) sans constante arbitraire. En vertu de la démonstration du théorème I, celle-ci doit rendre identique la
condition ox ox ÔY ONE (is) D TS nie
LA
Donc, quand elle existe, la fonction à = +(x, 7) se tire nécessairement de cette relation. À |
Ainsi, pour reconnaître s’il existe une solution et pour le trouver, il suffit de résoudre la relation (15) par rapport à à et de substituer la valeur trouvée dans la relation (14). Si celle-ci est vérifiée, ce qui sera l'exception, la valeur trouvée est une intégrale, mais nous disons que l’intégrabilité de lexpression (14) est incomplèle.
En voici un exemple : Soit l’équation différentielle | dx = x(dxX + xdy).
La relation (15) est D UE dote 0 Te Or z = 0 satisfait à l'équation différentielle. C’est donc une inté-
grale et la seule.
LH BI LR
Notions sur le calcul des variations et le calcul des différences
V 1 Calcul des variations
271. Variation d’une intégrale définie. — Soient y une fonctions] (4) et. y" sa dérivée, F(X, y, 9) une fonction, donnée, continue ainsi que ses dérivées partielles des divers ordres ; considérons l’intégrale ;
(1) I A Ex, YU) dE.
Pour étudier les changements que subit cette intégrale quand on modifie la fonction y et les limites æ, et æ,, on imagine que ces changements résultent de la variation d’un ou de plusieurs paramètres, que l’on introduit de la manière suivante :
béstitanse=niiriéest entre tite NceleudiuT arc de courbe AB et l’intégrale (1) est prise le long de cet arc. Quand on altère y et les limites «,, x,, cela revient à remplacer l’arc AB par un autre A,B,. Pour étudier les changements éprouvés par lintégrale quand on passe d’un arc à l’autre, on fait un changement de variables et l’on considère une représentation paramétrique de Parc; on pose, { désignant la nouvelle variable indépendante et %,, 4,
des paramètres dont dépendent la forme et les extrémités de l’are,
(Rae (D ose EU CPAM SE) à
On conçoit que ces valeurs de #, y ALeUOiseNt ad etiA dy, V4 respectivément pour L=—=\0 ét pour / = 1; ensuite que, pour des valeurs particulières des paramètres (nulles par exemple), Parc défini par les équations (2) se réduise à l’arc AB. Alors cet arc se déforme et se déplace quand les paramètres varient. On verra par la
suite qu’il est généralement inutile de former explicitement les
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fonctions £(/, x), d(I, x) et que le point de vue que nous venons de
définir importe seul pour la conduite des calculs. Placons-nous donc
à ce point de vue, les variations se ramènent à des différentielles par les définitions suivantes : |
La variation de l’intécrale Y'est sa différentielle totale par rapport aux paramètres à. |
La variation d’une fonction quelconque de x, y, v° 3",...est sa différenilielle totale par rapport aux 2.
Les varialions se représentent avec la caractéristique ? pour les distinguer des différentielies par rapport à /, que l’on appelle simplement différentielles et que l’on continue de représenter avec la caractéristique d. D'où la règle suivante : 1
Les symboles d'et à, désignant des différentielles relatives à des variables indépendantes, peuvent toujours être interverlis.
Arrivons maintenant au calcul de la variation ?l de l'intégrale. Ce calcul se fait par lapplication des règles générales des diflérentia-
tion. On prend / comme variable d'intégration ; il vient
ni 1 Fr vo 4 À ( Pen dl ( et, les limites étant constantes, 3T se calcule par la règle de Leibniz it eo Fax + F3 da 2 | dl.
: ë dl à U
Après la substitution ?de = par parties sur le second terme de l’intégrale; et l’on trouve, en
revenant à & comme variable d’intésration,
(3) A [Ex], +\ (Fr — CL} dx.
Il y a lieu de transformer cette A en Posons, en abré écé,
de, on peut faire une intégration
(4) X — Fe
nous aurons
SF END Yep CV oue,
So
dF y dE y’ 0F
dl SAT
MA LM SN
et il viendra
Cæ DS TA I PIN SAV IAE ERP À NA dre [Fèx], +| dx [Y (èy Fed J"èx) cu Ÿ (è =") |. v 0 Pour simplifier, définissons une quantité w (appelée parfois
élément déformateur) par la formule
(s) : DE EN Os il viendra, en difflérentiant par rapport à /, do = ddy — y'èàdx — dy'èx ét, en remplaçant ddy par à(y dx) = dy dx + y'èdx,
5 (6) Lo y dx + aNète, d’où to De HUE
où w’ est la dérivée de w par rapport à x. On a donc
/ sui 1 = [Re] + | Go + Y'o') de.
Cette intégrale se transforme enfin au moyen d’une intégration
par parties sur le second terme, et il vient définitivement
de À LS (7) ol [FÈX + Y ©], + \ (y 1e 2) UT
Jxo Dos
272. Cas où F contient deux fonctions. — Soient z une seconde fonction de æ et ?° sa dérivée. La variation de l'intégrale
| / fs À ÉCRAN ue . Va0 se définit et se calcule en considérant 7 aussi comme fonction de et 3. On obtient donc ?l en ajoutant aux expressions du n° précé-
dent les termes analogues provenant de la variation de 7. Soient
pe . LR 3 les expressions analogues à Y et V'; définissons À À
une quantité auxiliaire x, analogue à o :
n—=èx xx, , d'où ;n —à
Cas où F contient des dérivées d’ordre supérieur
— Les calculs du n° 271 s'étendent facilement à l’intégrale PEL] RTE 4 AU Es I Ai PASTEUR DURE Cr)
dans laquelle F renferme des dérivées de y d’ordre supérieur au
premier. En effet, la formule (3) subsiste et l’on a si Pre A dE k
I Le LE | + \ (2 RSS EN- ve) d'X* L \ da
Si l’on pose, en abrégé,
EF y 9E SES dF
4 VA À = —— a RENE Es HEC ÜX dy” oye 01”
. PANNE nl dE = s ‘ , P* la quantité 0F — n°? à intégrer prend la forme
(1270 Yy VAT x) 2e Y'(dy’ es ns v) ss Y'Gy’ — 3/04) de Le
Mais nous avons posé Qi 0) —— VU d’où rh 0V . Jeux ; ” et on en conclut, en remplaçant successivement J par y; y ; ns àV” —— jo Re
NET PSE DU NET OX, Q
Il vient donc [ Sr ‘ & ol — 15: | +A\ DRC RD ET RE PO AE ‘ De UE On fait disparaître, par un nombre suffisant d’intégrations par parties, toutes les dérivées de w par rapport à x qui figurent sous le signe / et lon trouve ainsi l'expression définitive Fa TA" | ne LE + y RO) - * tu TE Er (Q) + Gr à dx
rA'é HN -) je
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Si F contenait une seconde fonction 7 de #, il faudrait compléter
ô[ en ajoutant des termes relatifs à 7? comme au n° 272.
274. Cas où F dépend des valeurs de x, y, z aux limites. — oi iconuentiles quantités Li, Jh ton das 5% 1] fautvencors ajouter aux expressions déjà obtenues de ô[ l’ensemble des termes
qui proviennent des variations de ces quantités, à savoir
D None À \ ae ‘0 ee X + REY Ju.
NET
Ces termes ne dépendent que des variations aux limites.
275. Condition nécessaire de maximé ou de minimé d’une intégrale définie. — L'objet principal du calcul des variations est de déterminer les maximés et les minimés d’intégrales définies dont les éléments dépendent d’une ou de plusieurs fonctions inconnues.
Dans le cas le plus général, on considère l'intégrale 2: 0 7 AD: R I 3 SE A AE ee ES A cr
La fonction F est donnée, mais les fonctions y et 7 de x sont inconnues. " aux limites &,, #,, et aux valeurs correspondantes dev ag, y F Iles peuvent être soit données, soit complètement ARR soit encore liées par une ou plusieurs équations. Mais . on n'impose aucune relation de condition entre les variables elles- . mêmes et leurs valeurs aux limites. On demande de déterminer les fonctions y et z et ce qui reste d’indéterminé dans les quantités aux limites de manière que l'intégrale I soit maximée ou minimée.
La recherche des conditions nécessaires et sufhisantes à cet effet est un problème ardu, dans lequel nous ne voulons pas entrer. Mais le théorème suivant, qui ne donne qu’une condition nécessaire, sufht à la détermination pratique du maximé ou du minimé s'il CAS
THÉORÈME. — Le sysième des fonctions y, z,... et des valeurs aux
limites qui extrême lirtégrale doit annuler sa variation dl pour tout
Vol. IL | 20
( - te 7, éd A Mat 4 OP à D 7. ls 1 CR D. lens LR RE NE SU TELE LAS MOTS RE OP OR ENS m2,
système de variations de x; y, z,... el des quantités aux limites compatibles avec les conditions imposées.
DOleNLIEN effet, Vire, les fonctionsietie va lens limites qui fournissent le maximé ou le minimé cherché. Altérons infiniment peu ces fonctions et ces valeurs en respectant les conditions imposées, et cela au moyen de la variation d’un ou de plusieufs paramètres a, æ,,...; l'intégrale, considérée comme fonction de ces paramètres, doit être extrémée. Donc (abstraction faite des cas de discontinuüité, que nous écartons) sa différentielle totale
0 est nulle.
276. Décomposition de la condition Ô[ — O0. — PREMIER cas. — Considérons d’abord lintégrale, qui ne dépend que d’une
seule fonction inconnue 7,
il —=\ FT 4 0 0
Sa variation, fournie par la formule (7), est de la forme
à æ1 (9) 0 = À A B w dx,
Fb 4)
où À est une fonction linéaire et homogène des variations des quan-
k Cu 4 IVe tités aux limites et où l’on a B = Y — LR
Comme il n'y a pas de relation imposée entre les variables et leurs valeurs aux limites, l'équation Ô[ — 0 se décompose en deux autres. En effet, on peut d’abord laisser fixes les quantités aux
limites, alors À est nul et il vient
SI = Re)
. as ni . . ni Mais w — Ôy — y'ôx est arbitraire avec Ôy et d% pour chacune des valeurs de x entre x, et x,. La relation précédente ne peut donc
subsister quel que soit w que si l’on a, pour chaque valeur de x,
4 EE" s4 cr ÉR-N TEL | TR" » ni CUS AT... NAT NE NS <. M k nS. Ld LAN. Là | QC OX horse SR ESS ES tr MDN Hire
EXTRÉMÉS DES INTÉGRALES DÉFINIES
L'équation B — 0 est une équation différentielle, qui porte le nom d’équalion principale. L'intégration de cette équation détermine la fonction inconnue y, mais en introduisant des constantes arbitraires. Les courbes ainsi définies portent le nom d’extrémales.
Maintenant, B étant nul, Péquation 91 — 0 se réduit à
Î At | For - Y'a | ES
L’équation À — 0 est l'équation aux limites. Elle sert, comime nous le montrerons dans les exemples traités plus loin, à déterminer les constantes qui figurent dans l’équation des extrémales.
DEUXIÈME cas. — Quand F renferme deux fonctions inconnues 4, x et leurs dérivées premières, la variation de l’intégrale
Il = PL Ar) dE æ0
La
est donnée par la formule (8); ôI est donc de la forme
| (10) = A +\ (Bo + Cr) dr,
en désignant par À l’ensemble des termes aux limites et en posant
Si on laisse d’abord fixes les quantités aux limites, on a
| Ua LC) 4% =.0:
Or ceci exige que Bo + Cn soit nul quel que soit #, car, dans le cas contraire, on pourrait, en changeant au besoin les signes de toutes les variations (ce qui est permis car elles ne sont liées que par des relations linéaires et homogènes) rendre Bo + Cx partout positif, et l'intégrale ne serait pas nulle.
L’équation d[ — 0 se décompose donc en deux autres, comme dans le premier cas : léqualion principale,
Bow + Cr = 0,
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dont lintégration donne les ex/rémales ; et l’équalion aux limites À — O, qui sert encore à déterminer les constantes d'intégration. Mais, en ce qui concerne l'équation principale, il y a deux hypothèses à examiner :
* Si l’on ne donne aucune relation entre «, y et z, les quantités w — Ôy — y'or et n — Ô7 — 7'Ôx sont, avec dv, Ôy et Ôg, des indéterminées indépendantes et l'équation principale se décompose en deux autres : B.æ= 0, C=0/Cesont deux équations /dittérens tielles simultanées dont l'intégration détermine la forme des fonctions inconnues yet ? ou la famille des extrémales. | ° Si lon donne une relation ®(x, y, 2) = 0, les variations
seront liées par la condition
Ô Sa OP k db « TON De Ôx DNS
Mais en dérivant totalement & — 0 par rapport à #, il vient
Ô Ô D r JP
et, en soustrayant de la précédente cette dernière relation multipliée
par 0x, on trouve
Oœs s OA 8 O7) + À Go Donc il existe, pa ce cas, une relation entre w et x et l’on ne
peut plus annuler séparément les deux termes B et € de l’équation
principale. Celle-ci donne, par l'élimination de « et , la relation
qui, jointe à æ(x, y, z) — 0, déterminera la forme des fonctions inconnues y et ?, c’est-à-dire les extrémales.
REMARQUE. — Nous avons supposé que la fonction F sous le signe d’intrégation ne renfermait que des dérivées premières, ce qui simplifie les expressions de A, B et C, mais la discussion
s'étend d'elle-même au cas où il y aurait des dérivées plus élevées.
SONT er La LY1 on Mt Te)”, MEN 1 © DEL TIRE U TT Ce De RAD COL SANTE D dent, RQ , LE TA SC ds CH À Pt A La EE vies PAR ORS QE TES Dé ie WER re EN SEE PE AT PEN FAT
EXTRÉMÉS DES INTÉGRALES DÉFINIES
D'ailleurs ce dernier cas ne se présentera pas dans la solution des
problèmes que nous poserons tout à l’heure.
277. Méthode pratique de calcul. — En pratique, il est plus commode de conduire les calculs autrement et de s’écarter de la marche suivie dans lanalyse précédente. Reprenons les deux cas
examinés ci-dessus.
PREMIER CAS : une fonclion inconnue. — Considérons l'intégrale 3! Lo) Il | HOT UT.
v Lj
Prenons encore / comme variable indépendante et remplaçons y ( V 42 ’ x à par —— ; l’intégrale se ramènera à la forme dx
és F,Cx, J, dx, dy),
CT
où F, est homogène du premier degré en dx, dy. Soient respectivement X, Y, X’, Y” les dérivées partielles de F, par rapport à &, y, d&, dy; il viendra
al
| ol à ÔF, = (Xôx Æ Voy + X'adx + Y'dôy).
0 0 Par des intégrations par parties, on fait disparaître sous le signe /
les différentielles des variations, ce qui conduit à un résultat de
la forme
(HV ROLE ANSE
P = X — 4X Pôx + Qùy
en désignant par À la partie tout intégrée qui ne dépend que des variations aux limites, par P et Q des coellicients indépendants des
variations. | Etudions maintenant la condition dl == 0. L’équation principale sera Pôx + Qôy — O ét l'équation aux limites À — 0. Maïs, comme Ôx et dy sont des indéterminées indépendantes, l'équation principale se décompose en deux autres P = 0 et Q = 0. Il y a donc surabondance d'équations pour déterminer la forme de la fonction inconnue et l’on prévoit qu’elles rentrent l’une dans l’autre.
Vérifions-le.
On à identiquement, en vertu du théorème d’Euler sur les fonctions homogènes, F, — X’ax — Y'dy = 0, d'où
AE, — X'dx — Y'dy) = (X — 4X") dx + (Y — dY°) dy =
PAR AQ dy 0:
et, par conséquent, on a aussi identiquement Pdx = — Q dy.
On peut arriver autrement au même résultat. Pour cela, compa-
rons les deux expressions (9) et (xr) de ôI, elles doivent rentrer l’une dans l’autre après qu’on a remplacé dans (9) w par y — y'àx. Donc, ôx et dy étant des indéterminées, leurs coefficients sous les
signes / sont les mêmes de part et d’autre, il vient donc Pie Dur ER Te OR r
Ainsi les deux équations P = 0 ét Q.=— 0\reviennent lureser l’autre à l’équation B — 0 du n° précédent et ne nous apprennent rien de plus. Il sufhra d'intégrer l’une d'elles choisie à volonté.
Voici encore une remarque souvent utile.
Supposons qu'on fasse varier J'seul, x et les quantités aux limites étant fixes (indépendantes des paramètres); toutes les variations
autres que dy étant nulles, la formule (11) se réduit à al
ôl —\ Qùôy
Ce 0.
et la condition dl — 0 donne Q — 0. De même, si l’on ne faisait varier que « seul, y et les quantités aux limites restant fixes, la condition à[ = 0 conduirait à Péquation P — 0. On voit donc que si l’on se borne à chercher l’équation principale, on l’obtiendra en ne donnant de variation qu’à y ou bien qu’à æ à son choix et en annulant toutes les variations aux limites. Ce calcul est donc tout indiqué si lon se propose seulement de déterminer les équations des extrémales.
DEUXIÈME CAS : deux fonctions inconnues. — Considérons l'intégrale
Pa] l = F(æ, 7, y, & t) dx.
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Prenons { comme variable d’intégration et remplaçons y par dy ? dz 3 , Là \ G —— et z par — ; l’intégrale sera ramenée à la forme da NET «
I | rx, Va DNA da), ox où F, est homogène du premier degré en dx, dy, dz. On en tire, avec des notations analogues aux précédentes, ] pi ol —| ob = (Kôx + Voy + Zôz + X'èdx + V'ddy + Z'èdx) ; 0 0
Le
et, au moyen d’intégrations par parties, ôI prend la forme
(12) Ô = À +\ (Pôx + Qôy + Ro),
CPE =
où À désigne encore la partie tout intégrée, qui ne dépend que des variations aux limites.
La condition 1 — O se décompose dans l'équation aux limites A —0Oet dans l'équation principale Pôx + Qùy + Rôt = 0. Il y a, comme au n° précédent, deux hypothèses à examiner :
lileniexste aucunerreliiontentre %,/, 7, les) variations 0%, à}, x sont des indéterminées indépendantes et l’équation principale SUÉCOMDOSeN CTETOISAMEE NP ON O = OR: 0 Mais en identifiant les expressions (ro) et (12) de ô[, on reconnaît facilement que ces trois équations se réduisent à deux distinctes B = O0 et C — 0. Toutefois la considération simultanée des troïs équations introduit souvent plus de symétrie dans les calculs.
PAS rem temnemeltonoC VE) I0 Eontenitire
AS 0 D ÜD <.
G3) RS NE RE
Dans ce cas, on se sert avec avantage de la méthode des multiplica-
teurs. On multiplie l'équation précédente par À et on l’ajoute avec Pôr + Qôy + RÔx = 0, il vient (P past ee) x + (a + 1) Sy + (R te 1e) et) dx 07 Ôx En vertu de (13), il n’y a que deux des variations qui soient indépendantes. Si l’on choisit À de manière à annuler le coefficient de la
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variation dépendante, les coefficients des deux variations indépen-
dantes seront nuls aussi. On est donc conduit à poser ; OR 0 4 Ô P+i—— Q+x— —=O0 R ra += 0) ONE A0 RES :
Ces trois équations et & — 0 forment un ee de quatre « équations (se réduisant à trois distinctes seulement) qui servira à s #7 déterminer y, x et x en fonction de x. "+ Les méthodes de calcul qui précèdent s'étendent au cas où de x sn, F renferme des dérivées d'ordre supérieur y”,... mais il faut faire, 13 en plus, les substitutions plus compliquées | 400 / 2 2 1104 VA dx dy — dy d'X À HUE da EE | 0 A et, par intégrations par parties consécutives, éliminer les diffléren- KM tielles des variations. Les calculs sont plus pénibles et, dans ce cas, \ les méthodes du n° 276 sont préférables. | M) 278. Muiltiplicateur de l'équation principale. — Quand se y” est la plus haute dérivée qui entre dans la fonction F(x, y, 3°) à Fe intégrer, Péquation principale, résolue par rapport à y”, prend la “ER forme | M à 0 Le / Ë y rh (x, }, y ) et elle revient au système d'équations du premier ordre ; COPIE CN NES dy” UN fs ] GE ÿ; Nr: ? È ; * 2 3 On connaît un multiplicateur M — == de ce système (n° 251) À y’? ; D c'est-à-dire un multiplicateur de l'équation aux dérivées partielles à correspondante | | à NTI Ôz à au + 9 — Ü. 4 AU ù & En effet, en remplaçant 3” par + dans léquation principale Hu. aN” Re | 1 Y — ——— — (0, on obtient l’identité dx oF d'F AIDE DA
00 000 5yoy — *? dy”
PROBLÈMES DIVERS
Celle-ci, dérivée par rapport à y”, donne, comme on s’en assure immédiatement, ce qui prouve la proposition (n° 254),
OMS 0 (M) TO Me)" Ôx go 0 d ae 0y — 0.
Donc, si l’on connaît une intégrale première de l’équation principale,
l'intégration s'achève par des quadralures (n° 258).
6 2. Problèmes divers
279. Surface de révolution minimum. — On donne deux points À et B et une droite dans un plan; on demande de mener entre ces deux points la courbe qui, en tournant autour de cette droite, engendre la surface de révolution dont l’aire soit la plus petite possible.
Prenons l’axe de révolution pour axe des x et une perpendiculaire pour axe des y. Soient æ,, y, et «,, y, les coordonnées des points À et B. Appliquons la méthode du numéro 277. Considérons x et y comme des fonctions d’une variable {, qui varie de O à 1 quand le
point æ, y décrit la courbe AB. L'intégrale à rendre minimum sera pr I = yds, ou ds = }/ dx" + dy.
Jo
Calculons ôl ; il vient successivement
fù
ECTEECE 0 )
à 114 PEER (LRYO TS (ôy ds + y — dèx + y —— d0y) h ds ds
! RES Say a: 1 a A pute, (hf aa cf, &)a| à ds cute AS ds
L’équation aux limites est donc
pe 02 + HA À
ds 4
et l'équation principale se décompose en deux autres :
ne) “al ( .) 4 d (: LE 0, dÙ) ni 0.
+ CEA PA Se
On sait que ces deux équations sont équivalentes et l’on peut se borner à considérer la seconde. Il vient, en l’intégrant, séparant les
variables et intégrant de nouveau,
ydx = Cds = Cy/dx* + dy”,
a Z a A LS FRAME CESR da be ‘ V2 Fo he | Ce
Donc les extrémales sont des chaînetles ayant l’axe de révolution pour base.
Si les points À et B sont donnés, leurs coordonnées ne reçoivent pas de variations et l’équation aux limites disparait. Les deux constantes d’intégration C et C, se déterminent par la condition que la courbe passe par les deux points À et B.
Supposons maintenant que les points À et B, n’étant pas donnés, soient seulement assujettis à se trouver sur deux courbes MN et PQ dans le plan æy. Comme les déplacements des points À et B sur chacune de ces courbes ne dépendent aucunement l’un de Pautre, les variations à la limite O sont indépendantes de celles à la limite 1
et l’équation aux limites se décompose en deux autres : dx x, + dy,Èy, = 0, dt, èx, + dy,èy, = 0.
Ces relations serviront à déterminer les constantes. Elles expriment une propriété géométrique de l’extrémale qui fournit le minimé. La première montre que le déplacement (èx,, à},) du point À sur la courbe MN est perpendiculaire au déplacement (dx, dy,) sur lPextrémale AB. La seconde s’interprète de mème. Donc la courbe, menée entre deux courbes données MN et PQ, qui engendre la plus petite surface de révolution, est une chaînelie qui coupe normalement ces deux courbes. |
C’est Meusnier vers 1776 qui a découvert la propriété de la chaînette que nous venons d'étudier.
A 7 er
PROBLÈMES DIVERS
280. Ligne la plus courte dans l’espace. — Soit à trouver la ligne la plus courte entre deux points A (x,, 7,2.) et B(x,, y, 41) de l’espace. Opérons comme au n° 277 (1° du deuxième cas). Considérons x, y, ? comme des fonctions du paramètre { qui varie de O à 1 le long de la ligne. L'intégrale à rendre minimum sera
I = ds =\ /dx? + dy + dé.
0 Ju
Calculons ÔT ; il vient
] Il LRsRse 4) S } # Ne I e Suds À dx doX + dy dèy +-dx dûx
0 J0 ds dx x 1y dy RAS LS PAS NES ARR 7 Le Re) a SU us D D |
D M) ds Menus ds
ds 0
Les fonctions x, J', x étant indépendantes, leurs variations x, 0)
et 0x sont indépendantes et l'équation principale, S, OX Set S 1h OXd —— + oyd —— + 074 — —=0 ds ne ds ;
se décompose en trois autres (se réduisant à deux distinctes) :
en désignant par «, ÿ, trois constantes. Donc les cosinus directeurs de la tangente à une extrémale sont constants et les extrémales sont des lignes droites.
Si les points À, B sont donnés, les variations aux limites sont nulles et l’équation aux limites disparait. La droite est déterminée par la condition de passer par les deux points.
Si les ponts À et B sont seulement assujettis à se trouver sur
deux surfaces S et S”, ayant respectivement pour équations : a(Xe, d'os 2x) a (de UEX4, D2E U) a 0, Péquation aux limites sera
ds 0
Mais, comme les déplacements des points À et B sur S et S’sont
indépendants, elle se décompose en deux autres : IX Æ dodo + ot 0, AXÔX Ed), + dur U0:
Celles-ci expriment que la droite la plus courte entre les deux
surfaces est une perpendiculaire commune. On démontrerait de
même que la distance la plus courte entre deux lignes est une
perpendiculaire commune.
281. Ligne la plus courte sur une surface. — Soit F(x, y, ?) = 0 l'équation d’une surface S ; on demande de tracer sur la surface, entre deux de ses points A(x,, y, %) et B(x,, yy, U), la ligne la plus courte possible.
Il faut annuler la même variation ôl qu’au n° précédent, mais, conune la ligne cherchée doit être tracée sur la surface, les variations x, dy et Ôt sont liées par la relation
OL oF DÉSIR nn dy ” Mat Era re à
Par conséquent, l’équation principale \
dx x Bugs + TE —— Nue 0x d ne 0 s ne se décompose plus en trois autres. Employons la méthode des multiplicateurs (n° 277). En ajoutant à l’équation principale, que nous venons d'écrire, Péquation qui la précède multiphiée par un
facteur À, on est conduit à poser les trois équations :
OF NET re ÔoF es «dl «ds
Ces trois équations, jointes à F = O0, sont les équations différen-
tielles des extrémales. L’équation aux limites sera
ee + dyÔy + dz *| = 0 A
ds
vi)
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Les lignes les plus courtes sur une surface s'appellent lignes
géodésiques. On déduit des équations précédentes une propriété
oéométrique de ces lignes. On en tire, en eflet,
Re LU ce tUt
ds ds ds
; RON MORE RATE ox En Ôx
Les numérateurs sont les coefhicients directeurs de la normale principale à l’extrémale, les dénominateurs ceux de la normale à la. surface S. De là le théorème suivant :
La normale principale à une ligne géodésique coïncide en chaque point avec la normale à la surface sur laquelle cette ligne est tracée.
Si les points À et B sont donnés, Péquation aux limites disparaît et la ligne géodésique est déterminée par la condition de passer par ces deux points.
Si les points À et B sont seulement assujettis à se trouver sur deux lignes L et L” tracées sur S, l'équation aux limites se décompose dans les deux équations écrites à la fin du n° précédent et
exprime que la géodésique rencontre normalement les lignes L et L’.
282. Brachistochrone. — C’est la ligne que doit suivre un point pesant pour aller du point À au point B dans le temps le plus court possible, Nous allons la déterminer en supposant nulle la vitesse initiale. |
Prenons trois axes rectangulaires, celui des X étant dans le Cohoate a lpésateuriboient (rie, 2) Et (Mme) les coor-
données des points À et B. La vitesse au point (X, y, x) étant v = /2gh = V/28(x — X,), le temps T du parcours AB sera
T() * né /2g x) bike ra x
L'intéorale à rendre minimum sera donc
Fe ds I La ds /
(LA) AU ne
. x” en posant DE DONS.
émet. À "sl
Pr ANT. 0 à rite 2e 20. PRET] L'ONU À À ER RTE Li Lg (MA Le | AT ÿ. cp y Ne ‘1 | « ‘ CR 7
318 CHAPITRE X. NOTIONS SÜR LÉ CALCUL DÉS VARIATIONS Calculons ô[ par la méthode du n° 277, mais en observant que
X, peut varier (n° 274); il vient, sans difficulté, en écrivant sur
la première ligne tous les termes qui dépendent des variations aux
limites,
ST == Fe OX —- ë Ôy A ju Hat ds X ds {) Ge AOUROR xE ) À d ( ! à ( A! sd LX D X dl 7, MERE 24 == ie LÉ é Dot ) + 8x RUE : .
L’équation principale se décompose en trois autres (deux distinctes) :
ds dx dy dx —_— RE EN RS ce 1) NE EE À (5) Dix gr X ds J X ds é X ds
On tire des deux dernières dy = à Xds et dx = 8 Xds, en désignant Ÿ | )
DA te des constantes. Par suite, 6 dy — adx et y = 04 ce qui prouve que l’extrémale est dans un plan vertical.
Pour déterminer l’extrémale, prenons son plan comme plan xy et
plaçons l’origine au point de départ À, ce qui réduit X à |//x. La ; me
’ = I seconde équation (15) nous donne, en appelant Va la constante
d'intégration,
Faisons la substitution X= QU cos ps
il vient (x, 7 s’annulant avec / au point A)
; I — COS / FE rm À CSM TT A VUE COS 19 A1 : \: + cos f C ne
y= af —1sini).
C’est la représentation paramétrique d’une cycloïde. Les extrémales sont donc des cycloïdes verticales, engendrées par un cercle de rayon arbitraire 4 qui roule inférieurement sur une horizontale
passant par le point A.
polis
RAR, L° Sa) AT EE « De", = * à lt et \
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Si À et B sont donnés, la cycloïde se détermine par la condition de passer par ces deux HN |
Supposons que les points À et B soient seulement assujettis à se trouver respectivement sur deux courbes données MN et PQ. Les déplacements des points À et B étant alors indépendants, l'équation aux limites, À = 0, où À est la première ligne de ôl dans (14), se
décompose en deux autres :
dx 0% + dd dudu = 0,
l ds di | o paie LA Dal En HA N2 À ASIE CNET Pin
La première exprime que la cycloïde rencontre normalement la courbe PQ au point d'arrivée B.
Faisons, dans la seconde, les substitutions suivantes, obtenues en intégrant de x, à X, les relations (15) :
RCE ESA Ce (jose Ca.
NE X ds 19” XX ds on ASE a)
elle se réduit à dx; x, Li dy, Vo 4 dx: à, Û,
et elle exprime que la tangente à la cycloïde au point d'arrivée B est normale à la tangente à la courbe MN au point de départ A. Le problème que nous venons de traiter a été résolu par Jean Bernoulli en 1696.
Quand la vitesse initiale est nulle, le problème suppose le point
de départ au moins au niveau de B; mais les deux points peuvent
“être au même niveau et, dans ce cas, la brachistochrone est une
arcade entière de cycloïde.
$ 3. Extrémés relatifs Problèmes sur les isopérimètres
VARIATIONS
ou de problèmes des isopérimètres d’après les applications géométriques qui en ont fourni les premiers exemples. On considère une
intégrale
x] J LR \ EG SX
et il s’agit d’extrémer cette intégrale sous la condition qu'une autre
intécrale, prise entre les mêmes limites,
EE V = | BEX,) 7, dx e TX) conserve une valeur constante /.
La détermination des extrémés relatifs se ramène à celle des extrémés absolus par la règle suivante :
RÈGLE. — Pour délerminer les extrémés relatifs de l'intégrale T, on désigne par R une constante inconnue et on opère comme pour déler-
miner les exlrémés absolus de l’intésraie
RARSANE
On détermine ainsi tous les éléments inconnus en fonclion du para-
mètre inconnu k, et celui-ci se délermine lui-même au moyen de la condition V = |.
Pour justifier cette règle, remarquons que, dans le cas d’un
extrémé relatif, on doit avoir È[ = O pour tous les systèmes de.
‘variations laissant V constant, donc satisfaisant à la condition èl = 0.
En développant ces variations comme cela a été fait au n° 271 et.
avec les notations du n° 276, on voit donc que l’équation dl =:A +\ Bodxe=0 v x) doit être une conséquence de léquation
La :
DV EE +| Bo dx = 0, v T0 les termes À et À, ne dépendent que des variations aux limites. On en conclut d’abord que le rapport B : B, doit demeurer
constant dans l’intervalle (x,, x,). En effet, soient %, et £, deux points
DT
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quelconques de cet intervalle. Annulons toutes les variations sauf dans les deux intervalles infiniment petits (£,, 5, + <}et (2; %; + <); il faudra que la relation
de me P:} dc)
te 1e 6 2 te l >I =| Bo dx +\ Bodx —=.0
je a+
Bo dx +\ Bio dt=i0
Dans ces relations, w est une indéterminée fonction de x. Remplaçons-la par une autre indéterminée + en posant, d’une part, (Mn Dientie. set Gu-histet, dél'autre 6 = 5%" B;'entre
£, et © —+ «. Il faudra que la relation
Céite B S9te B (1) \. EG OX AN RSS TE ÉvbuB: JE; B:
soit une conséquence de la relation PE, TE Péo+e (2) \ x dx À CAS J$1 22
Supposons l’indéterminée + positive et appliquons le théorème de la moyenne, de manière à faire sortir B : B, du signe / dans la relation (1). À cet effet, soient respectivement #7, et #», des valeurs moyennes de B : B, dans le premier et dans le second des intervalles
d'intécration. La relation (1) pourra se mettre sous la forme
QE I re "Éo+ © 1 \ alX = Mo aux, VS! Ce 4) ce qui donne #1, = m,, eu égard à (2). Mais, < étant infiniment
petit, les quantités #1, et #1, tendent respectivement vers les valeurs de B : B, aux points £, et %,. Donc ces dernières valeurs sont égales
et le rapport B : B, est constant. Soit À sa valeur; on aura
Ceci posé, il faut que l'équation I — #IV = O, qui se réduit à A a — kA, =— 0, VOPAIT. 21
RS KMS
ft L'AIR 6: ah Où >? nu LPC BEL NE UP 7 CN ENST CO PRE EP A AR, TE CE" Jo à “1 " Le $ Q UD DAC me pr ge OR CU I 2 NOR Te EN SR PT RER SUIS VOUS PES UNE CON EURE ENTREE FOUR 1 à TT | NAN A NP MR PTE MN OT TE ETS
[l x L 1 , FI F2 L "
soit aussi une conséquence de 3V — 0; mais, comme elle ne contient plus 6, elle doit avoir lieu indépendamment de 2V = 0. On trouve donc les conditions B — #B, = 0 et À — FA, = 0, qui sont celles d’un extrémé absolu pour l'intégrale [| — FV. La règle est
ainsi justifiée.
284. Premier problème. — Ætant donnés deux points À et B dans un plan, trouver, parmi toutes les courbes ayant même longueur 21, celle pour laquelle le segment compris entre l’arc AB et sa corde esl maxime.
Prenons la droite AB pour axe des x et la perpendiculaire au milieu de AB pour axe des y. En supposant que AB = 24, il faut maximer l'intégrale
+a ere S . y dx, sous la condition SO J —a
D’après la règle, cherchons le maximum absolu de l'intégrale
Ca 4
D =| (y ax — kj/ dx? + dy°).
Les points À et B étant donnés, les variations aux limites seront
nulles. Il vient ainsi
La LA * * dXAÈX lyd ày >] pi Ce dx + yd DD An p pis
ds
tu dy dx _—. BY + ke = xd | PR — \ ? ( 2) 6 e).
On doit donc annuler les coeflicients de dx et de 37, ce qui fournit
deux formes équivalentes de l'équation principale (n° 257). On en
tire immédiatement les deux intégrales premières :
Ar el y—C =À
sx
dx | ds ?
puis les extrémales en ajoutant les carrés de ces deux équations
membre à membre. Ces extrémales sont des cercles de rayon # :
(Ge ON AO
ah de nat ar AU ALES LA oé OS ER EE
is
EXTRÉMÉS RÉLATIFS 353 Ro EU TOnAloithavoir er done en: Of et C, = + y/k? — d°, ce qui correspond aux deux solutions symé-
triques par rapport à AB. Enfin, il faut faire en sorte que l'arc soit égal à 27. Soit 26 l'angle au centre sous-tendu par AB; on a 64 — ] et À sin0 — a. En éliminant #, on a, pour déterminer 6 (et, par
suite, k), l'équation transcendante
D ns
En supposant 4 infiniment petit, cette analyse prouve que, parmi toutes les courbes fermées de même périmètre, c’est le cercle qui
enferme la plus grande aire.
285. Deuxième problème. -— Parmi loutes les courbes isopérimères tracées entre deux boints À et B dans le plan xv, trouver celles qui, en tournant autour de l'axe des x, engendrent les surfaces de révolution d'aire maximée où minimée : ou, ce qui revient au même, en verlu du théorème de Guldin, celles dont le centre de gravité est le plus haut on le plus bas possible.
On doit extrémer / yds sous la condition / ds — /, ce qui, selon
la règle, conduit à poser
CG
Le
Cette équation ne diffère de celle traitée au n° 279 que par la substitution de y — À à y, ce qui n’altère ni y ni èx. Il sufht donc de changer aussi y en y — À dans le résultat : les extrémales sont
æ— CI æ = C!
des chaïnettes
Les constantes se déterminent par la condition de faire passer la courbe par les points À et B et de donner à l'arc AB la longueur voulue. Il y aura généralement plusieurs solutions, correspondant à des maximés ou à des minimés suivant que la concavité sera tournée
ou non vers l'axe de révolution.
LP I AO TE PE PTE SN RES Nr eg 4 LA . 7° = ER 127 VE,
286. Troisième problème. — Parmi toutes les courbes isopérimètres lracées entre À et B comme dans le problème précédent, trouver celles qui engendrent les volumes de révolution maximé ou mintmé.
On doit extrémer f y*4x sous la condition / ds — 1, ce qui con-
duit à poser
4] e \ (y*ax — kds) = 0.
Les points À et B étant donnés, les variations aux limites seront nulles. Pour obtenir l'équation principale, on peut ne faire varier que y (n° 277); il vient ainsi successivement
\ (arr Te 5) — 0, NET + hd He Re è «ls ù
L'équation principale est donc
d [dy DYIRAT ER tIEES 2 ux ds
Or, en observant que l’on a (R étant le rayon de courbure et 7 l’inclinaison de la tangente) A e d sin © COS © do do I 4 ES l eee i —_— + . ds
AR RU NT MENT D AD
cette équation peut s’écrire, en changeant au besoin le signe de #,
Donc le rayon de courbure de lextrémale est en raison inverse
de l’ordonnée. C’est la courbe élastique dont l’équation a été intégrée Wars
au n° 210 (sauf que les axes sont intervertis).
V 4. Extrémés des intégrales doubles
287. Extrémés des intégrales doubles. — Nous n'examinerons que le cas le plus simple. Soit x une fonction de deux variables indépendantes x, y et soient p et g ses deux dérivées partielles pre-
mières. Considérons l’intégrale double
=\\rc F4 pq) dx dy,
VE
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étendue à un domaine déterminé D. On donne la fonction F et la valeur de x sur le contour du domaine d’intégration ; on demande de déterminer + en fonction de x, y de manière que lintégrale double soit maximée ou minimée.
Pour résoudre ce problème, on raisonne comme précédemment. On imagine que + dépende de certains paramètres, dont la variation détermine à, et l’on exprime que la variation correspondante èI est nulle dans le cas de l’extrémé.
Pour calculer ôl, désignons par Z, P, Q les dérivées partielles de F par rapport à 4, bp, q. On à, en intervertissant d et à,
ou. > a — 7 5: oùx GE AE MO PRO IEC RTE ù: + P dx Chop
d’où,
; LS | D Eu UN LOST 5 JE \\Zèc dy + \o\p 3x x +\a\o y dy.
Donc, en intégrant par parties sous le signe /, et en observant que àx s’annule par hypothèse sur le bord du domaine D, il vient (les dérivations partielles se faisant maintenant en considérant 7
comme fonction de x et 7)
OEM OO!
0x 0y C’est une équation aux dérivées partielles qui doit servir à déterminer 2:
Surfaces minima. — Proposons-nous de déterminer la
surface d’airé minimée parmi toutes celles qui s'appuient sur un contour fermé donné.
Soit à — f(x, y) l'équation de cette surface; l’aire est représentée
par l’intégrale double, étendue à un domaine donné,
\\ + p? + g dx dy.
On a, dans le cas actuel,
pi nie D) P =" —, QUES HORS Vi +p+a
L'équation aux dérivées partielles à laquelle x doit satisfaire devient
0Q __ r(1 + g) — 2pgs + Ir + p°)
DE RE ET NLIES nl
x dy Le (x x p° ua q°)/2 ;
c’est-à-dire
HÉUTES 47) FORMES) ES 0
Cette équation est l'équation aux dérivées partielles des surfaces minima. Nous verrons plus loin qu’elle exprime que la courbure
moyenne de la surface est nulle en chaque point.
EXERGICES
1. Problème. — Montrer que, parmi les surfaces de révolution de
même aire, celle qui enferme le plus petit volume est la sphère.
2. Abaissement de l'équation principale. — Quand y” est la plus haute dérivée qui entre dans la fonction à intégrer, l’équation principale, DV NRA dar MORE 1 Te — 0, est généralement du 4e ordre (Y” contenant y”). Cet ordre s’abaisse dans les cas suivants :
19 Si F ne contient pas implicitement y, on a Y = 0 et l’on obtient
immédiatement une intégrale première (du 3° ordre) on NT Y + sert Ce dx
29 Si F ne contient explicitement ni x ni y, on peut éliminer Y’ de la relation précédente au moyen de dF = Y'dy + Y'dy”, d’où
PC AN EM NE CNE ETS et on obtient une intégrale deuxième (du second ordre) FO EICy IE NY
3. Problème. — Entre deux points À et B du plan, mener une courbe
AMB telle que l’aire comprise entre cette courbe, les rayons de courbure.
aux points À et B et la développée soit un minimum.
PS re & 4 CT 1" =, LD ST RS RSR HOT À PT # "1 PRES tt td di 07 re Cr in 1.7 CN UE TR VA 1 CR tt ART Ten LE re) "1 SAS : À h } AR ù Naf me td Ge: ë, NUE | : ù ; à M \
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R, Soit R le rayon de courbure ; l'intégrale à rendre minimum est
= | ras = | CE nb
Observons que F ne contient ni x ni y et qne y"Y" — — F; l’intégrale deuxième de l’exercice précédent devient 2F = C, + Cy. Mais
ds
5 = ST T1 ‘ ll 2: 1 1C < F=R SAS il vient donc, en appelant # l’inclinaison de la tangente,
2R _ TAN NE d’où 2R = C, cos ? + C sin #, c’est l’équalion intrinsèque (n° 212, remarque) d’une cycloide.
Si l’on donne les extrémités À et B et Is directions des rayons de courbure en ces deux points, ces conditions serviront à déterminer les constantes d’intéoration. Dans le cas contraire, il faudra recourir à l’équation aux limites.
4. Dérivées exachs.-— Trouver la condition pour que F(x, y, y’... y”) soit là dérivée exacte d’une fonction de x, y,... 2-1 quel que soit y (n° 206).
R. Il faut que / F(x, y, y',...) dx ne dépende que des valeurs de x, y, y... aux! limites de ARTE et non du choix de y; il faut donc que sa variation soit nulle quand les quantités aux limites sont fixes. On a donc, quel que soit »,
1 À d? 7" \, \(* NT EE …. )odx = O.
dx dx?
La condition cherchée est qu’on ait identiquement
y ANT ANA ANS 3 o LAPS TRS AE Sas
s. Problème. — Soit p une fonction f(r) donnée du rayon vecteur OM dans l’espace. Trouver la courbe le long de laquelle f p ds est maximum
ou minimum. .
R. Prenons le pôle 0 comme origine de coordonnées rectangulaires. L’équation principale se décompose en trois autres :
“ J 1 et Æ, d(e )= a 2 i(e< R)= a
Multiplions-les par les cosinus X, Y, Z de la binormale et ajoutons; il vient facilement Xx + Yy +Z2x—0, c'est-à-dire que le wronskien W(x, y, x) est nul. Donc x, y, x sont liés par une relation linéaire homogène et la courbe est dans un plan passant par 0,
Pour trouver son équation, prenons les coordonnées polaires r et 8
dans son plan. L'intégrale à rendre maximum ou minimum est \e ds où
\e L/dr? + r#d6?, Calculons l’équation principale en ne faisant varier
que 0, nous trouvons immédiatement
r°d9 OR ee ae L k a(eT)=0, d’où Se
Les variables r et 0 se séparent et l'intégration est ramence aux quadratures.
6. Cas particulier du problème précédent : f(r) = 1 : (r° + À), — Dans ce cas, on achève facilement la solution, la dernière équation devient, en coordonnées rectangulaires,
xdy — ydx " À à Ne RE AO D Re LE
ou, en appelant » l’inclinaison de la tangente, (1) x sin? — y cos p — k(x? + y? + P?).
Dérivons par rapport à s; il vient (/ étant une constante)
ds
(x cos ? + y sin y) — 2h (x cos ÿ + y sin w).
En annulant la parenthèse, on trouve une solution particulière (droites passant par 0). La solution générale doit se tirer de dy : ds = 2k. C’est donc un cercle de rayon 1 : 2%, mais il faut exprimer qu’il satisfait à (x). Soit 4, h son centre : substituons dans (7) les valeurs sur la circonférence :
I ; X—4 +7 sin, re PES COS 9 ; , ;
nous trouvons, entre les constantes a, b, k, la relation
Conservons a, b comme constantes d’intégration et éliminons #; les cercles cherchés ont pour équation 2 2 / _—_ - (2) EP —2ax—2by = +.
Ces cercles peuvent se définir par leur relation avec le/cercle mixe x, y = PDans, le: Cas ‘du signe Sp d'axerraditalspassespan (etes
.cercles (2) coupent le cercle fixe en deux points diamétralement opposés.
Dans le cas du signe —, l’axe radical est la polaire du point 0 et les cercles (2) coupent orthogonalement le cercle fixe.
CALCUL DES DIFFÉRENCES
Si l’on regarde 1 : /(r) comme l’échelle d’une carte de l’espace noneuclidien dans l’espace euclidien, ces résultats fournissent une représentation intéressante des deux géométries non-euclidiennes, riemanienne (signe +) et lobatschefskienne (signe —). Les cercles trouvés donnent la carte des droites dans chaque système.
$ 5. Calcul des différences finies
289. Définitions et notations. — Soient y}; y4, Yo,... Jus...
une suite de valeurs que reçoit une variable y. Les accroissements successifs de y quand On passe d’une valeur à la suivante s’appellent les différences premières de ces valeurs. La formation de ces diffé-
rences est une opération qui se désigne par À. On pose AYo an de: 0 AY, Vols Vie. Ah AN Eine Les différences des différences premières sont les différences secondes A Yo Ai — AJ An — AY — A.
Les différences troisièmes seront, de même, AVS AVR AT, Ayy = AY, — As.
et ainsi de suite.
Il est avantageux de représenter par y (qui s’énonce pseudodelta)
l’opération qui consiste à passer d’une valeur à la suivante dans la suite y; 4, Ve, On a, par définition,
TT VY1 — Jos... VYn = Jn+t...
L'opération y peut aussi se répéter successivement. On aura NUE — Vi: — Vn+95... Vos + Yn+po--:
APRCTRIDALICUNET EE) ENT REMARQUE. — Comme 7,}, = 7, + Ay,,ona Va = Ja + Aÿn = Q + A), An En (V us 1 )Yn- Ainsi les opérations A et y sont liées par les formules :
v = I + À, Ave +,
Ar ” je +4 ; Pen)
rê: 1" de REP AT PO) TR RS tn dE LP Fi Jo bi y Sr. Ki:
Propriétés des opérations À et Ÿ. - 1° On a, en vertu
des définitions précédentes,
ANG _ Ag A9? RAD À A \ AGE tn % A1 A Vn CS AP rs 5 et, de même,
) 4 _— A1 _—— ee SLT 4 \E Va Ta Ne V'3 QAR V# 1Yn ae Y'a+p+q- Les opérations À et Ÿ jouissent donc des propriétés : AB A9 == AG AP — AP#9, UE d = VA VP — Vrai 2° Sin, v, z,... sont des quantités variables, on à
Qu + y — 2 +...) = Au + Av — Az + .….
Var +) = Vu + VU NT + 4
et, si: 4 est une constante,
AG GAY, VUE AN
291. Expression de 1” ;, en fonction de }, 1,,... 1,. — On a, en vertu des propriétés établies au n° précédent, les symboles À et y se comportant comme des quantités dans les calculs,
AY6 = CV — 1) Apte CU A) CNE LPO EAN s
et, en) général, | ,
AY, == Qu mis à L 2:
Si l’on développe la puissance du binome et remplace F# y, par y, on trouve n{n — 1) AE Fate HV is Vn—2 —— ++. EE J'o-
292. Expression de ;, en fonction de },, 1j,,... A". Lis OA Ve (TR A Va = Vi = QG + AÿY JE AV No (iiee A) y:
Si l’on développe, il vient
et, en général,
rage V 0 | Ya = Yo + #AYo + Afare, AO + Ag.
LPS
CALCUL DES DIFFÉRENCES
Les résultats de ce n° et du précédent peuvent être considérés
comme compris dans les relations symboliques :
NES TT TE)" et Ven RAA.
293. Différences des fonctions simples. — Nous allons considérer simultanément une variable indépendante X et une fonction y de x.
Nous représenterons par 4, Y4, J2,.…. les valeurs successives de 7 quand on donne à x une série d’accroissements égaux représentés par h (ou Ax). Les valeurs successives de 7 et, par conséquent, leurs diflérences successives, dépendent de la valeur initiale de x et de l'accroissement h. Ce sont donc des fonctions de x et de b qu'il s’agit de déterminer.
1° Fonction entière. — Supposons d’abord que y soit un polynome
de degré m
y —: Aymn + Bx”-1! —+- Cxrn—? + + Kx + Ê° On a
APE ACCES DR PXRT BI GT DEN je EE KR:
et, en ordonnant par rapport à X, | Ay = mAXM Ib Æ Ban LE... + K°.
Le premier terme, qui est de l’ordre le plus élevé en x, est de degré m — 1 et son coefficient s'obtient en multipliant celui du premier terme de y par le degré de ce terme et par b.
En opérant de même sur Ay, il en résulte
A UE nes nu) AA OR CHA D RDO RTE KA
et ainsi de suite. Le degré de chaque différence successive va en diminuant d’une unité. Donc A”!y est de degré 0 et se réduit à son
premier terme, dont la loi de formation est connuç. On a donc NEED EN TH ANEER Ainsi la différence m°"“ d'une fonction entière de degré m est constanle
quand la variable X varie par degrés égaux et, par conséquent, toutes
les différences suivantes sont nulles.
3321: CHAPITRE: X-:-NOTIONSISUR -LECALCUTUDES DIFFÉRENCES
2° Fonclion exponentielle. — On a AAnx+D — Aaz+ h)+b A%xT+D — A? +) RAT Lee 1) A?Anz+b _— (AG ne 1) AAaz+d = AGTT b (A se ne
ét Jen Pénérab
An AZ +0 _— A re CASE PS : Tr)".
3° Fonctions circulaires. —Ona
A sin (4x + b) = sin (ax + b + ah) — sin (ax + b)
re ab 2Sin ns re (ax + b + ii
MU th F Hoi mi sin (ax + b + oo)
ét MEL Séneral
Ne MT ANTe ah Fe An sin (4X + b) — (2 sin =) sin (ax + b+n Mau:
De même,
: NT NE ab F ÉMICOS (ARE) EE (2 sin —) COS (aux +b+n ne)
GR HDG ED. GE
on trouve sans peine
x LP] ee
— ph XSEPI EE - = pu ed Dre ANRT AS re) 4 XCX + b)... (x + pb) Re
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a ——]_—_—— er <© ST
d'où, en général, M = 1} pp + 1) (pm — 1) arr an
205. Calcul inverse des différences. Addition d’une fonction périodique arbitraire. — Le calcul inverse des différences est au calcul direct ce que le calcul intégral est au calcul différentiel, il a pour objet de déterminer une fonction quand on connaît sa différence finie ou, plus généralement, une relation entre cette fonction, quelques-unes de ses différences, et la variable indépendante. Nous ne nous occuperons ici que du premier cas.
Soit x la variable indépendante, dont l'accroissement Ax = h est supposé constant ; soient F(x) la fonction inconnue et f(x) la diffe-
rence donnée ; on doit avoir APE TOC CHR COST (CNE EC)
La fonction F(X) dont la différence est f(x) se représente par > /(x) et se nomme l'intégrale aux différences finies de f(x). D’après ces notations, les caractéristiques À et Ÿ appliquées à [a même
fonction se détruisent et l’on a DOG FC).
Dans le calcul intégral ordinaire, quand on a obtenu une intéorale particulière d’une différentielle donnée, on ajoute à cette première solution une constante arbitraire pour former lintégrale générale. Dans le calcul intégral aux différences finies, ce n’est pas une constante arbitraire qu’il faut ajouter, mais la fonction la plus oénérale dont la différence est nulle, c’est-à-dire une fonction quelconque de période » — Ax. Nous désignerons une pareille fonction par II.
D’après cela, /(X) étant une fonction particulière dont la difié-
rence est A f(x), on a
À 5 fC = 1@) EN
Donc les symboles Ÿ et A se détruisent encore, quand Y pré-
cède À, mais il faut ajouter une fonction périodique arbitraire IL.
En vertu de cette remarque, les calculs effectués au n* 293 et 294
donnent, réciproquement,
Rae A% sin (AX — . tb) È cos (ax + b) — Fe —+ I 2 sin — (Re .xtr+i] D'AUTEUR RRREe LE \ l CERL 296. Intégrale définie aux différences. — L'intégrale aux
différences jouit d’une propriété analogue à celle des fonctions primitives dans le calcul infinitésimal : Soient X,, X,,... X, une suite
de valeurs de différence constante h, et- F(x) une intégrale aux
différences de f(x); on a F2) F0) fa), Fa) F2) (0), Fan) F1) (An =1)
et, en additionnant toutes ces relations,
FC) — FX = JG) + 7 Ce) + + Æ fGine):
C’est la propriété que nous voulions établir. Le second membre
s’appelle lintéorale définie aux différences de f(x) et se désigne, en Fe
abrégé, par È /(x). L’équation prend ainsi la forme | æ1 Lan
Y f(x) FX) EU 1 at
et lanalogie avec les formules de quadratures est évidente. Par
exemple, au moyen de Pintégrale de A” indiquée à la fin du n° pré-
, ,b—à cédent, on obtient, h étant égal à He © fe + b—h A? ele A« ù a+ + + Leu HANUNT HE" CES AG + A ŒUME Le RS CH (n-1)h — ni — VAE Fe
ne %
Ve
NT Car LE nt, TRE 1
A Pre RL a ot ME SRE Me Er dite où SF GR er i AT c vi Wr S j d rc:
B AA
x $ Br (1) = 1 + He
DT I p
Ace te
Nous observerons d’abord que la fonction
Le nu mn s) À Fe SE ENT OR CÉSAR 11 2 ‘ A 2 2 e —e
est une fonction paire de x. Il s’ensuit évidemment que B, est égal A Î 2 L L C_ . .
à —— et que rous les autres coefhcients B d'indice impair sort nuls.
Ceux d'indice pair ont pour valeurs (n° 49) :
pro pee FREE NOT à PO EE step 6 30 42 30 MUESt men 6o ANT HS 017 B,, TER ÉGE B,» Te 2730? By; re pe BG SIO 5 43867 174611 H,S34523 Bis — AU RUE à à D 7 2 Bus = rex 330 13
On remarque, dans ce tableau, que les nombres de Bernoulli d'indice pair sont de signes alternés. C’est une règle générale, comme
nous le savons déjà (n° 48).
298. Polynomes de Bernoulli. —— Ce sont les polynomes è z1(v), sv), définis par le développement de Maclaurin suivant :
e (EN EE % 2
(2) PRESS PS = 0 + a()= He (0) Sr + + ee
Ces polynomes dépendent des nombres de Bernoulli, et on obtient leur expression symbolique analogue à celle des nombres de Bernoulli (n° 49), en mettant la fonction génératrice sous la
forme
Le coefhcient de RS DRE
(B + co Au PE B'+!
(3) On( NE n LÉ I $
Les polynomes de Bernoulli fournissent l'expression générale des sommes des puissances semblables des nombres entiers. On'enteñet,
Re 9» Nr eee A Cle PE AT US A
d'où, en égalant les coefhcients de x” : n!,
RE TES MES Te ne
209. Propriétés des polynomes de Bernoulli. — 1° Les polynomes de Bernoulli s’annulent si v = 0 ou si v = 1. C’est la conséquence immédiate de la formule (3) qui précède et
des formules (7) du n° 49.
5 I me 2° Pour déterminer », ul considérons les relations
Î PAG Bx (E r}e 2 de 5 e ee ans |, + 1 TT à = 26 4
et égalons les coeflicients de x**1 dans les deux membres extrêmes ;
= I n+-1 SN re NÉE EEE vo 4 (» de :) Re Ë h
il vient
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HOT pDars(s | L'\iu: ÉMENP TE (4) 16 FR 2: _ antl/n ve f)
Donc les polynomes d'indice pair s’annulent pour v —
3° Si l’on dérive la formule (3), il vient ? n(v) 5 (B nr vu)" Er N?n=1(v) AT B;.
Il y à deux cas à distinguer : selon que # — 2% ou 2k + 1, on aura
(5) ? ax() — 2h To (0) Bons l'a) = GE + D gx).
On en conclut encore, en dérivant une fois de plus, (6) g'an(v) = 2h (2h — 1) qox-o(v).
4° Un polynome s,,:,(v) d'indice impair ne peut reprendre plus de deux fois la méme valeur quand v varie de O à 1.
En effet, s’il reprenait trois fois la mème valeur, sa dérivée (2h + 1)504 s’annulerait pour les valeurs 0, 1 et deux valeurs intermédiaires au moins, donc au moins quatre fois dans l'intervalle O, 1.
Alots sa dérivée seconde (28 + 1) [2koo 1 + Bax]
s’annulerait au moins trois fois, et s,,—, reprendrait au moins trois fois la même valeur dans l'intervalle O, 1. Il en serait de même de Cok—3> Pok-55... 91, Ce qui est impossible, o, étant du second degré.
En particulier, un polynome o, d’indice impair ne peut s’annuler POULE E _. Donc, par la formule (4), aucun nombre de Bernoulli d'indice pair ne peut être nul.
s° Un polynome d'indice impair ne change pas de signe quand v varie de O à tr.
En ‘effet, il ne pourrait changer de signe qu’en s’annulant et, comme il s’annule aux deux limites, il s’annulerait trois fois, ce qui est impossible. |
6° Un polynome s3, d'indice pair s’annule pour les valeurs 0, x et . (voir 1° et 2°), mais il ne s’annule pour aucune autre valeur de v entre O et 1.
Vol. Il. 29
En effet, si #4 s’annulait quatre fois, #31, reprendrait au moins trois fois la même valeur, comme on l’a montré dans la démonstration 4°, ce qui est impossible.
On en conclut que c’est pour v — . que les polynomes d’indice impair prennent leur plus grande valeur absolue entre O et 1, puisque c’est la seule racine de leur dérivée.
7° Deux polynomes consécutifs d'indice pair sont de signes contraires
pour v compris entre O et +.
—, sa dérivée s’annule
En effet, +, s’annulant aux points O et pour une valeur intermédiaire v,; et l’on a, par la formule de
LAyIOL (OAI 1 1 Û ?9k (us a à) ee çak (Vo) pe 2 ?.9k Cu, | DE
en ayant égard à la formule (6),
d'où, pour { = — ,,
O0 = sx (vo) + e 2h (2R — 1) 9x2 (0V0).
Donc z4 et so, qui sont de signe invariable entre O et _ sont
de signes contraires dans cet intervalle. De même, dans lintervalle 2° I 5 \
8° Deux polynomes consécutifs d'indice impair sont aussi de signes contraires dans l’intervalle (0, 1).
En eflet, o+,(v) s’annule pour v — 0; par suite, pour v positif ét sufhsamment petit, ce polynome aura le signe de sa dérivée (28 + 1)o(v). Donc #3,:,, ne changeant pas de signe (5°), a, dans.
tout l’intervalle (0, 1), le signe de +, dans lintervalle (0, #) et il i = \ 2 n'y a qu'à appliquer la propriété précédente. Comme », est négatif, | I on voit que le signe de #4, entre O et > Où celui de w3,:, entre Ü et 1, sera celui de (— 1}t1,
Ce signe est, en vertu de l’équation (4), celui de — B,,:,. Donc
les nombres B d'indice pair sont de signes alternés, propriété connue.
9° La fonction +, (Ç + u) est une fonction paire de u sin est impair,
une fonction impaire si n est pair.
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En effet, la fonction génératrice du développement :
ati) (Cr)
est la fonction paire de X :
Sea u) Ç ra u)z & Meur CPAM GNT
CŸ — Ï]I ei “4
Donc, les puissances impaires de x devant disparaitre, &x+: (5 + u) est une fonction paire. Alors ®,, ( Se u), qui est sa dérivée à un
facteur numérique près, est impaire.
300. Développement des polynomes de Bernoulli en séries trigonométriques. — Ces développements dans l’intere (0, 1) sont donnés par les deux formules suivantes, que nous
allons démontrer :
A AI AS ROSES AE ete Dok—1(X) ne ( 1)°2 (2 me) EE He | n°° | 7) pese
Désignons par æ,(x) la première ou la seconde des deux sommes :
< sin 2NTX N COS 27TX
PEN, el UN ATE ET CN QE
selon que p est impair ou pair. On aura, dans les deux cas, (8) C9) = (= 11270, 0).
Maintenant les deux formules (7) rentrent dans la formule générale
(9) Enr K, | ?n+1(xX) TS Pn+1(0) |
où K,, est une constante convenable. Nous allons d’abord démontrer qu’il existe une relation de cette forme (9) quel que soit #. Pour cela, nous allons vérifier qu’il existe une relation de cette forme pour # — I, ensuite qu’une telle relation existant pour #, on en déduit une autre semblable pour (n + 1).
D'abord, pour # — 1, je dis que l’on a 1 = Kil (x) — w2(0)].
En effet, les deux membres s’annulant pour x = O, il sufñt de montrer qu'ils ont même dérivée. Or on a, entre O et 1, par la
formule (3),
X — X I D 2 2 et, pat la dernière formule du n° 87, ; « Sin 2NTX D TS Do 27h = — 2 ———"© — 27° | x — = );
les. dérivées seront les mêmes si K, = 1: 25°.
Supposons maintenant la relation (9) vraie pour #. Il suffit de l’intégrer pour trouver l’analogue pour #7 + 1. En effet, &, et æ,:, sont respectivement les dérivées de &,,, et de w,}, à un facteur et à une constante additive près. On a donc, en intégrant et en dési-
enant par K,:,, À et B des constantes convenables, Pn+i = Kn+s Lo ta(x) Na Pn+2(0)] + AX + B.
Mais À est nul parce que © et w reprennent la même valeur aux limites O et 1, B l’est aussi parce que & s’annule avec x. Donc l’équation (9) est générale.
Pour déterminer K,, on dérive # fois l’équation (9); d’où, par les équations (5) et (8),
nl GK ET) ne
D'ailleurs les valeurs de w”, et w, que nous venons d'écrire plus haut donnent ®, : ®', — — +, ce-qui conduit aux valeurs de K} écrites dans les équations (7).
Remarque. — Les propriétés. 1°, 5°, 7°, 8° et 9° du n° 299 sont
immédiatement apparentes dans les formules (7).
3oi. Nouvelles expressions des nombres de Bernoulli. — Portons dans la première relation (5) les valeurs de 9,5 et ox:
tirées de (7) et posons, en général,
MERS DES es 2
la relation (5) se réduit alors à
| Gh)!
PS EU) Bar Lei ( 1) far (27) Je
Quand À augmente, 5, tend rapidement vers 1. Cette formule montre donc que les nombres de Bernoulli croissent très rapidement avec À. |
Cette même expression de B,, nous permet de retrouver le rayon de convergence R du développement (t). D’après la théorie
des séries potentielles, ce sera linverse de la plus grande limite
de 1/B;:#!,donc
R=2lim pion
$ 2. Formule sommatoire d’Euler et de Maclaurin Relation entre les sommes et les intégrales
302. Formule préalable. —- Considérons la formule de Maclaurin :
@) JG) —fO)=xf (0) += f5
ee | _ F22(0) 0 Rop+1
avec l'expression du reste (t. [, n° 339):
Riu = 7 \ PAP (RENE) Ru e Cp)! Jo
Remplaçcons successivement dans cette formule la fonction f par scomdérivées ai, 4..-eniremplaçants sen Mémentemps 42) par
(2p — 1), (2p — 2),... 1. Multiplions successivement ces équations
Dix B,x° A Rene ep el pe par B,x, —— ————, les B désignant les nombres 24 ? D Cp El ï
Bernoulliens, et ne -les membre à membre avec (x). Il viendra
un résultat de la forme
- (x 21 RUE 2p— 4 2p — I( Cf (x)—f(0 Vie = LS O1. + D LP (x)
— xf/(0) + CO) Re CONREEE AS x 0 PO) EUR
342 CHAPITRE XI. FORMULES SOMMATOIRES en posant st A3 — . sù À G+BY 2 ue RE ME ste Pate Tale SO
et en désignant par R l’intégrale À B,xt?r-t B,x Pr? | 2p+1 Se an mt ten ER
On remarque d’abord que tous les coefficients A,, A,,... sont nuls par les relations (7) du n° 49. Quant à l’expression entre crochets dans l’intégrale R, elle revient à un HPRoUE de Bernoulli,
car on peut l’écrire comme il suit :
POLE (HSE Br )r = (Br)? à x? ne) Cp)! PRACOD OEO
Il vient donc, + désignant un polynome de Bernoulli, |
Tous les coefficients B d'indice impair sont nuls, sauf B qui est
L4 \ Il 4 L . .
égal à —--—; nous avons ainsi obtenu la formule suivante :
CD) FO =ÉOELO SET Es (3)
Dia VAR AMANESS 2Pp=2 RDF (MN Sen Re | a RO AROIER 303. Simplification de R. — Utilisons les propriétés des
; polynomes de Bernoulli (n° 399). Comme Ç varie de O:à.r'dans l NE tr l'expression (2), + 2-1 (£ ne change pas de signe (propriété 5°),
et lon peut poser par le théorème de la moyenne, 6 étant compris
entre O et r (en sorte que x0 est une valeur intermédiaire de l’argument X — 1)
xX?P is \ L l — es en a ca) ne (E) de,
Changeons encore { en /x dans l'intégrale, il viendra x?p+l f pi RER R Ps (Ox)\ 200 1() dl ÉRTNT rap (2 1) ÿ V0 L'intégration s'effectue immédiatement en remplaçant #,,-, par sa valeur donnée par l'équation (5) du n° 299, à savoir ? 9p 5% By in
et en observant que l’intégrale de +” est nulle, puisque + s’annule
Pap—1 ;
aux limites O et 1 (n° 299). Il vient donc simplement
Dent RP — frrri(6x).
trahsformation de la formule (3). Remplaçons dans le premier membre la fonction f(x) par l'intégrale
Paix
| \ ; HO) dx = + X) dx;
Ja
et, par conséquent, dans le second membre, la dérivée f(x) par DO RSS) EC pour À 0r,.22 1 lvient
! NOTES JG . 2 UN B; 5 Cf (a su x) li © — ,..
(5) Bas RE La + à) — f (0) + R et la valeur (4) de R devient (0 < 8 < 1) Bon PUR (6) Re Es fa + 6x).
La formule (5) est la formule d’Euler et de Maclaurin, mais complétée par l’expression du reste que ces géomètres n’ont pas donnée.
Comme les nombres B:, B,,..… croissent rapidement en valeur
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absolue, cette formule serait le plus souvent divergente si l’on faisait croître p à l'infini. Mais, en donnant à p une valeur convenable, on pourra généralement faire en sorte que R soit suffisamment petit pour être négligé en pratique. L'expression (6) de R permet d’agir en toute sûreté. |
On se sert de la formule d’Euler et de Maclaurin pour ramener le calcul des intégrales au calcul des sommes, et réciproquement. C’est ce que nous allons montrer.
305. Application au calcul approché des intégrales défnies. — Pour appliquer la formule (5) au calcul de lintégrale
b | \ f(x) dx, il suffit évidemment de poser x = b — a. Mais, si
l'intervalle d'intégration est un peu grand, il convient, pour obtenir
plus d’exactitude, de le décomposer en plusieurs parties. Posons
DE) — Dre ; NOUS aurons
RD a+h D) raknh \ as =\ +\ + +À Tate a
Appliquons à chacune de ces intégrales partielles la formule (5),
où l’on remplacera X par h, et ajoutons les résultats ; il viendra
\ Ga He Fe + f(a+h)+.+f(a tn 1h) +10) | ce LC) — /(a)] — “ LC) — C1 —
Bai ob°P—È ra DIE A
et le reste R est donné par la formule
v. désignant une valeur moyenne de f*?(x) entre à et b.
La formule (7) est celle que nous voulions obtenir. Le terme écrit sur la première ligne au second membre est susceptible d’une interprétation géométrique : il représente la somme des trapèzes
inscrits dans la courbe y — /(x) et déterminés par des ordonnées
équidistantes. Quant au premier membre, il représente l’aire de la
courbe.
306. Formule sommatoire d’Euler et de Maclaurin. — Réciproquement, la formule (7) peut servir à ramener le calcul d’une somme à celui d’une intégrale définie. Posons, b étant égal
à a + nb,
DÉC oh) la eo LOC
On tirera de la formule (7)
SF) A0 ax 10 … che
C’est la formule sommatoire d’Euler et de Maclaurin, complétée
op”
LAPS) — Pr (a)] + ne
Eu B,
par lexpression du reste. Elle est très utile quand la quadrature
indiquée s’effectue simplement.
307. Expression symbolique de la formule d’Euler et de Maclaurin. Intégration aux différences d’un polynome. — Soit (y) un polynome. Faisons successivement y = 1,2,...(n—1)
dans la formule (9) du n° so et ajoutons ; il vient
ROC) ER EE Ce EPA):
On généralise cette formule en remplaçant la fonction f(y) par
f(a + hy) considérée comme fonction de y; elle devient ainsi
@) SfG+H)— TARN)
C’est la formule la plus élégante pour la sommation d’un polynome. Ce n’est d’ailleurs qu’une expression symbolique de celle d'Euler et de Maclaurin (où / est remplacée par /”), mais dans le cas particulier où cette formule est limitée et le reste nul.
Si f n’est pas un polynome, on peut encore considérer la for-
mule (9) comme une expression symbolique de celle d'Euler et de
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Maclaurin prolongée à l'infini, mais elle n’est plus légitime que si le
reste de la formule (8) tend vers zéro, ce qui sera l'exception.
6 3. Interpolation
308. Objet de l’interpolation. — L'objet de l’interpolation est de construire une fonction d’une variable, connaissant les valeurs de
cette fonction pour un certain nombre de valeurs données de la
variable. Ce problème est indéterminé tant qu’on ne fixe pas la
forme de la fonction cherchée, car il revient à faire passer une courbe par des points donnés, ce qui peut se faire d’une infinité de manières tant que la courbe n’est pas définie. Le problème de l’interpolation devient déterminé quand la forme de la fonction est donnée et qu’elle renferme autant de paramètres distincts qu'il y a de valeurs imposées à la fonction. Ainsi une fonction entière de degré n — 1 renferme n paramètres et peut se déterminer si l’on donne
les valeurs de la fonction en # points.
309. Formule d’interpolation de Lagrange. — Le polynome y de degré n — 1 qui prend # valeurs données ÿ,, 35,... 3, “pour les valéursx,/%%%71% ide x'est\uniquel En Het SAS avait deux, leur différence, qui est de degré 7 — 1 au plus, ayant n racines X,,... X,, serait identiquement nulle, et les deux polynomes seraient identiques.
On peut écrire immédiatement le polynome P, de degré #7 — 1
qui prend la valeur 1 pour x = *, et qui s’annule pour x == x;, .
LPS EE | pis (ei y X2) (x ER X3) + (x LE: Xn) D'ART RE A ET) ECC RE AVE)
Le polynome P;, égal à r pour X — x; et nul pour les autres
valeurs x,, se déduit du précédent par une permutation des indices 1 et 1. Par suite, le polynome y de degré 7 — 1 qui prend les valeurs 7,,... y, aux points X,,... X, s’exprime par la formule () y; Pi RE EME C’est la formule d’interpolation de Lagrange, qui est très utile dans
les raisonnements, mais se prète mal au. calcul.
310. Formule d’interpolation de Newton. — Soit f(x) une fonction quelconque. Proposons-nous de déterminer le polynome y de degré # — 1 qui prend les valeurs f(x,), f(x)... f(x.) aux DOS XL; Norrees
Désignons, en général, par Q; le polynome de degré : — 1 qui prend les valeurs HART) Aa) ar ponts x, 4,1. x Nous serons conduits à la formule de Newton en écrivant le polynome y
sous la forme
or + È(Q — Q;-,);
mais il faut transformer les termes de cette somme. Le polynome pory Q;—Q;-, de degré : — 1 s’annule (d’après sa définition) aux points Xi, No, Xi. I ne diffère donc du produit (x — x,)... (x — x;-;) que par un facteur constant, égal au coefficient de x'-! dans Q; — Q;-,, donc dans Q;, c’est-à-dire, d’après l'expression de Q; par la formule de Lagrange, égal à fQ) JCX2) de f(x) MR Xi)
X;—X,). : CA
Gr). Ga)
Ce coefficient est donc une fonction symétrique de x,,... x; et
nous désignerons cette fonction par CN ae te Je Ainsi la valeur de y peut s’écrire
OCDE CEE 0e) En Ce mA y} (XX Ka)
(2) | + ne + où Fa con) …. (x ai Xne1).) Cr Ko... Xn)-
Telle que la formule d’interbolation de Newton pour former le polynome y de degré » — 1 qui prend les » valeurs données f(x) AU DONS LUE RUN),
Onédlanne arr M) TON ENS on DeNNesthOmS de premiere, deuxième, … fonction interpolaire de f(x). On calcule ces fonctions
par un procédé de proche en proche que nous allons faire connaître.
311. Calcul des fonctions interpolaires. — Si l’on fait x — x, dans la formule de Newton (2), elle donre f(x,); par
Xi-1)
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cotséquent, ‘si-l'onsremplace x mar Ron nquelP ane sos
l'idenlilé FD = FE GX) fe K) +.
(3) AU À cet NES) HN) De SR NEA] (otre KE
Si lon soustrait de cette identité celle qu’on en déduit en rem-
plaçant # par % —- 1, on en conclut
SAR En X DR UE ns NOT SM Rx JET sa e ds JC 21 a a).
14 re MAS E
Il vient donc pour # — 2, 3,:.. le système de formules :
Fu, 910, ju, 2,919 IE),
fournissant un procédé systématique pour calculer de proche en
proche les fonctions imterpolaires.
312. Reste de la formule d’interpolation de Newton. — Etablissons d’abord une propriété générale des fonctions interpolaires, dans l'hypothèse où f(x) est dérivable jusqu’à l’ordre n — 1. Désignant encore par y le polynome défini par la formule (2), considérons la différence f(x) — y. Elle s’annule aux points Xi, X,:.doncen vertu.du théoremeide Rolle, ses dérivées 10 (n — 1)" s’annulent au moins # — 1, # — 2,... 1 fois respectivement dans un intervalle contenant ces valeurs. Soit donc £ la racine de la dernière dérivée, de sorte que £ est une moyenne entre
Xiovit X, ; nous avons D = fo) — Dty = fn) — (n — 191 FC An):
d’où la propriété en question :
(4) fee 5) = FE.
Revenons maintenant à la formule de Newton.
Transformons, par la propriété précédente, le dernier terme de
la formule (3), mais après y avoir changé # et n + 1. Il vient
LOC COR ECC "2 Ne CCR NET dr @ et X) KE (x 1e Xn=1) J (C4 Nos... Xn) LES (x A: X1) à Ke) = FRERE Ne ),
où £ est maintenant une moyenne entre x,,.… ÉCT HE
Donc KR représente l’erreur que lon commet quand on calcule approximativement f(x) par la formule (2) qui est la formule d’interpolation de Newton. C’est pourquoi R s’appelle le res/e de la formule de Newton; et l'expression que nous venons d'en donner
rappelle celle du reste de la formule de Taylor.
313. Formule de Newton dans le cas de valeurs de x équidistantes. — Considérons le cas où les valeurs successives Xos Xy3 Xo,... SOnt en progression arithmétique. En changeant au
besoin x en * + X,, on peut faire en sorte que ces valeurs soient SN CAE No D: LR ADR Re
Soient y, 31, J, les valeurs correspondantes du polynome y de degré 71 à Fond L’expression de ce polynome par la formule: de Newton peut se déduire immédiatement d’une formule au calcul des différences.
Formons, en eflet, les différences successives À)
2, ÿ , ‘0 A Vos... AS
nous aurons Minis Jo + M AY, se
m(m — NE
Ce développement se termine de lui-même au terme qui renferme A"y,. Remplaçons dans ce développement #1 par X : het poursuivons
le développement jusqu’au terme en A”, ; nous pouvons poser
ne" Let x Jen Ce Me
oo). Fe )
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L’exactitude de cette formule se vérifie immédiatement, car ce
développement se réduit à celui de 7, quand x — mb. C’est l’expression très simple de la formule de Newton pour le cas des valeurs équidistantes, et elle se rattache au calcul des différences.
On peut mettre en évidence l’analogie de cette formule avec celle
de Maclaurin. Posons, d’après la notation des produits équidifférents, XLPT = XX — h) ... (x — ph + b) et remplaçons h par Ax; il vient
ANSE EN AN ai, An Re ne LEA\X n Ax"
Formules d’approximation pour les quadratures
— Les formules d’interpolation peuvent servir au calcul de l'intégrale
*b \ FC) dx,
lorsque cette quadrature ne peut se faire exactement. On remplace, à cet effet, la courbe y — f(x) par une autre que l’on sait intégrer.
On peut remplacer f(x) par un polynome de degré n à l’aide de la formule de Lagrange. Cela) reviént 4 remplacer la courbe y = f(x) par une parabole du #"° degré ayant #7 + 1 points communs avec elle. Si les abscisses de ces points sont en progression arithmétique, on obtient la swmélhode d'intégration de Coles et de Newton, qui est d’ailleurs peu recommandable.
Gauss a considérablement amélioré la méthode précédente en . modifiant le choix des points de subdivision de manière à augmenter approximation. Mais l’exposition complète de la méthode de Gauss exige trop de calculs pour trouver place ici.
Au lieu de faire l’interpolation dans l'intervalle (4, b) tout entier,
on peut partager cet intervalle en parties consécutives et interpoler
dans chaque partie. On peut remplacer /(X) par une suite de polynomes du premier degré, c’est-à-dire la courbe par une suite de droites, et l’on obtient la formule des trapèzes.
On peut aussi remplacer f(x) par une suite de polynomes du deuxième ou du troisième degré, c’est-à-dire la courbe par une suite d’arcs de paraboles, et, en supposant les intervalles égaux, on obtient la formule de Simpson (t. I, n° 356).
315. Expression empirique de certaines lois. — Quand la loi exacte des variations de certaines quantités n’est pas connue, comme cela a lieu pour la plupart des phénomènes naturels, on peut recourir aux formules d’interpolation. On détermine les valeurs de la fonction pour une série des valeurs de la variable et les formules d'interpolation fournissent une règle empirique pour calculer les valeurs de la fonction pour les valeurs intermédiaires de la variable. Les formules ainsi établies ne méritent généralement que peu de confiance.
Parfois on se sert des formules d’interpolation pour calculer les valeurs de la fonction pour des valeurs de la variable qui tombent en dehors de Pintervalle des expériences. On fait alors de lextrapolation. Les résultats obtenus par cette voie ne peuvent être
acceptés qu'avec une extrême circonspection.
CHAPITRE XI Applications géométriques Points singuliers. Contacts. Enveloppes
Ç 1. Points singuliers des courbes planes
Points ordinaires et points singuliers. — Considérons
l'équation d’une courbe plane, en axes rectangulaires ou obliques,
() AG 7) en L,
et supposons que / soit une fonction continue et uniforme indéfiniment dérivable dans le voisinage du point M (4, b) de la courbe.
Si la dérivée partielle /”,(a, b) n’est pas nulle, l'équation (1) n’a, dans le voisinage du point M, qu’une seule solution, y — 4(x), ce qui représente une seule branche continue de courbe, passant par le point M, et douée d’une tangente déterminée dont la direction varie d’une manière continue avec la position du point de contact. C’est la conséquence du théorème général sur l’existence des fonctions implicites (t. [, n° 169). Un point M qui possède ces caractères s'appelle un point ordinaire de la courbe. |
Si la dérivée /”, était nulle au point M, mais /”, différente de O, on pourrait résoudre l’équation (x) par rapport à X et la conclusion serait analogue.
Donc, si nous appelons points singuliers les points qui ne possèdent pas les caractères énumérés plus haut, nous pouvons énoncer la conclusion suivante :
Quand f(x, y) et toutes ses dérivées sont continues et uniformes, la courbe f(x, y) = 0 n’a d’autres points singuliers que ceux dont les coordonnées a et b satisfont simultanément aux trois équations :
SE DAS Oe f( 4) = 0, RD 0,
EMPIRE T Re PS LR TU MER pe LG sr Te VE RO RTE ME te ee fn MT à ; 4 VTT . ’ an + . Ca 1 .
Pour trouver les points singuliers de la courbe, il faut donc chercher les systèmes de solutions communes des trois équations
précédentes.
317. Points singuliers de divers ordres. — Soit M(4, b) un point singulier. Développons f(x, 7) par la formule (limitée) de Taylor suivant les puissances de x — à et y — b. Comme f, f, et /°, s’annulent au point M par hypothèse, les termes des ordres 0 à 1 disparaissent et le développement débute par les termes du
second ordre. On a donc
POLID ige ho ER pe RE
en désignant par w,, w.,,... des polynomes homogènes en (x — a) et (7 — b) de degrés 2, 3,... et par R, le terme complémentaire. Si l’ensemble des termes du second ordre, à savoir
non CAL HONT LU EU DID 2 | db?
| Aes
ne disparait pas identiquement comme les précédents, c’est-à-dire si l’une au moins des dérivées secondes de f ne s’annule pas au point M, le point M est un point singulier du second ordre (*).
Si, au contraire, Pi, ®s, Pa... P—1 Sont identiquement nuls mais que ©, ne le soit pas; on dit que le point M(a, b) de la courbe est
un point singulier de l’ordre n (*).
318. Points singuliers du second ordre. — D'après ce qui précède, un point singulier du second ordre M(a, b) de la courbe fx, y) = 0, est caractérisé par ce fait que le développement de f(x, y) suivant les puissances de x — 4, y — b est de la forme
16% 3) a ne Ly +
où vw, n’est pas identiquement nul.
(*) On dit un point double dans la théorie des fonctions analytiques, parce qu’il passe par ce point deux branches réelles ou imaginaires. Nous nous plaçons ici au point de vue exclusif des variables réelles.
(**) On dit un point multiple d'ordre n dans la théorie des fonctions analytiques, parce qu’il y passe # branches réelles ou imaginaires.
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La forme de la courbe dans le voisinage du point M est liée aux propriétés de l’équation homogène du second degré 6, — 0, qui représente un faisceau de deux droites réelles ou imaginaires, distinctes ou confondues, passant par M.
Désignons, en effet, par À le discriminant de ®9, à SAVOIT
& k da” 0b°”?
nous aurons le théorème suivant, dont nous allons expliquer les
termes et donner la démonstration :
THÉORÈME. — 1° Si l’on a À < O, ou, ce qui revient au même, si les deux droites du faisceau sont imaginaires, le point M est un POINT ISOLÉ.
2° Si l’on a À > O, ou si les deux droites du faisceau sont réelles et distinctes, le point M est un POINT DOUBLE A TANGENTES DISTINCTES, c'est-à-dire que la courbe possède deux branches passant par M et respectivement tangentes aux deux droites du faisceau (fig. 1).
3° Si l’on a À — 0, ou si les deux droites du faisceau se confondent, il,y a doute sur la forme de la courbe, mais, sauf exception, le point M sera un POINT DE REBROUSSEMENT de première espèce (fig. 2).
Pour simplifier l'écriture, supposons qu'on ait préalablement : transporté l’origine au point M; nous sommes ramenés à étudier la courbe f(x, 7) — 0 dans le voisinage de l’origine. Développons f(x, y) par la formule de Maclaurin suivant les puissances de X, 7;
les termes du second ordre ne disparaissent pas, il vient donc f(x, 7) Frans DES 23 ADS UT Pn—1 ce Ke
où les & désignent des polynomes homogènes en x, y de degrés marqués par Pindice, et R, le terme complémentaire.
Faisons ici une remarque préalable. Quel que soit le point (x, y), l’un au moins des deux rapports y : X ou X : y ne surpasse pas l’unité en valeur absolue. Donc on peut toujours trouver les points de la courbe en posant successivement dans son équation y = ux, puis x — vy et en cherchant, dans le premier cas, les valeurs bornées de # et, dans le second, les valeurs bornées de v qui satisfont à
l'équation transformée.
'adrie RIT
Il faut encore s’assurer de la formie que prend le terme complé-
mentaire R,, par la substitution y — ux (les conclusions étant évidem-
ment analogues pour la substitution x = vy). Posons, en abrégé, FO EC
Par la substitution y = x, le développement de f(x, y) écrit
plus haut se transforme dans celui de F(x) suivant les puissances
de x; R, se transforme dans le reste correspondant, qui est de la Drm l n°530)
[ — x” fn) 7, 4 SE FE R= re pi \ NS aan
Comme les dérivées de F s'expriment linéairement à l’aide des dérivées partielles de f(x, y), on voit que, par la substitution M=ux/Kprend la forme
I = X" Lu, iY,
où Yu, x) désigne, comme f, une fonction continue indéfiniment dérivable, pourvu que # soit borné et x suffisamment petit (auquel cas, le point x, y est voisin de Porigine).
Arrivons maintenant à la démonstration du théorème, le point M étant pris comme origine.
PREMIER Cas. À < 0. — Les droites du faisceau sont imaginaires. L'origine est alors à distance finie de tout autre point de la courbe et l’on dit que l’origine est un point isolé. Nous allons le prouver.
Mettons l’équation de la courbe sous la forme pa(x, 7) + R; = 0.
Posons d’abord dans cette équation y = wx et divisons par x”; il
vient, eu égard à l'expression précédente de R,, PaCr, 4) + xY(u, x) = 0,
où 4 garde une valeur finie quand x tend vers O (4 étant borné). Or (1, 4), ayant ses racines imaginaires, reste supérieur à un nombre fixe en valeur absolue. L’équation précédente devient donc impossible quand x tend vers O0. De même, si lon posait x — vy, on
serait conduit à une relation impossible quand y tend vers 0. Donc la courbe n’a aucun point dans le voisinage de l’origine.
DEUXIÈME cas. À > O. — Si les droites sont réelles et distinctes, la courbe possède deux branches qui se coupent à l’origine et qui sont respectivement tangentes à chacune des droites du faisceau (fig. 1).
Prenons les deux droites du faisceau comme axes cordonnés ; ®,(x, j) se réduira au seul terme xy, à FIG. 1 bart un coefficient qu'on rend égal à l’unité en divisant toute l’équation par ce facteur. On ramène ainsi l’équation de la courbe à la forme
AURA EE
Faisons d’abord la substitution y — ux où u doit rester borné,
R; prend la forme x*1{u, x), et, en divisant par X°, il vient u + xd(u, x) = 0.
Cette équation prouve que # tend vers 0 avec x. C’est l'équation d’une courbe dans le plan #, X, que nous appellerons la courbe (u, X) pour la distinguer de la courbe (x, 7). Pour cette courbe (u, x), l'origine est un point ordinaire, car il y a un terme du premier degré en #. Donc il existe une solution # et une seule en fonction de x et elle est infiniment petite avec X.
En remplaçant 4{u, x) par 4(0, x) + ut’ ,(0w, x) où O0 < 8 < rt, on voit que cette solution vérifie la relation
OUTRE
Si Y(0, 0) n’est pas nul, les valeurs principales de # puis de y sont
u = :— Xk(0, 0), = — x*à(0, 0).
UE
Cette dernière relation est l’équation approchée d’une branche de courbe tangente à l’axe des X à l’origine et sans inflexion en ce point.
Si Y(0, 0) est nul, les valeurs principales de # et de y sont respectivement celles de — x4(0, x) et de — x*# (0, x). Il y a donc inflexion ou non, selon que le développement de (0, x) suivant les puissances de x débute par un terme d’ordre impair ou
_ d'ordre pair.
On montre de même, par la substitution x — vy, que la courbe possède une seconde branche, tangente à l'axe des y. Elle ne peut en avoir d'autre dans le voisinage de l’origine.
La courbe la plus simple présentant un point double à tangentes distinctes est le fulium de Descartes, x° + 3° — 3axy = 0.
TROISIÈME CAS. À — 0. — Les deux droites du faisceau se confondent ; en prenant cette droite pour axe des x et divisant par une
constante, l'équation de la courbe prend la forme + PQ, ) + PC, 7) + … = 0.
Aucun point infiniment voisin de l’origine ne s’obtient par la substitution x — vy'où v reste fini, car, après cette substitution, suppression du facteur 7° et dans l’hypothèse de y infiniment petit, l'équation se réduit à 1 — 0, ce qui est possible. Il sufht donc d'étudier la substitution y — #x. Après division par x*, elle fournit
la relation
Heron) exo, (r, 4) HS 0;
qui montre d’abord que # est infiniment petit avec x.
En général, /(X, y) contient un terme en x*, dont le coefhicient w,(1, O) n’est pas nul et la relation précédente contient un terme du premier degré en X, alors l’origine est un point ordinaire pour la courbe (u, x). Il existe une valeur x, fonction de ”, et une seule qui vérifie l'équation au voisinage de Porigine ; elle a pour valeur principale
u? AR WE ro (0).
——. d'où LL O MAMAN g3(r, 0) | JE ART UT
Ces deux valeurs de y sont de signes contraires et ne sont réelles
que si x a le signe de — w,(1, 0). Donc la courbe n’existe que d’un seul côté de l’axe des y, mais se compose de deux
branches qui touchent l’axe des x à l’origine et
l ; TT s'arrêtent en ce point. Ces deux branches sont Le situées de part et d'autre de leur tangente commune et l’on dit que l’origine est un un point de FIG. 2,
rebroussement de première espèce (fig. 2).
Toutefois cette conclusion suppose que f(x, y) contienne un terme en x”, sinon il y a doute et il faut un nouvel examen.
La courbe la plus simple présentant un point de rebroussement de première espèce à l’origine est y* + ax° = 0.
319. Discussion du cas douteux. — Quand les termes du second degré forment un carré *, mais qu’il n’y a pas de terme
en x°, les choses se compliquent. Supposons qu’on ait, en déve-
loppant f(x, 7),
+ sy + 63%)" + day) + (ax + bixy + ….) + (ax + Bx'y Hi TE = 0,
Substituons y — ux, divisons par X° et ordonnons ; il vient (u® + bjux + a,x7) + (ax + bu Æ caxu?) + …. = 0.
Donc l’origine est un point singulier du second ordre pour la courbe (u, x). Nous sommes amenés à recommencer sur cette courbe la discussion déjà faite pour la courbe (x, y). Concluons donc :
1° Si le trinome (n°? + bju + d,) a ses racines imaginaires, l’origine est un point isolé pour la courbe (4, x), donc aussi pour la courbe (x, 7).
2° Si ce trinome a ses racines « et B réelles et distinctes, la courbe (w, x) possède deux branches respectivement tangentes à l'origine aux droites # —otietiy 6x; donc Courbet) possède deux branches correspondantes, ayant pour équations approchées y = ax° et y — fx*, par conséquent, toutes deux tangentes à l’axe des x. Elles sont du même côté ou de part et d’autre de cet axe selon que x et 8 sont de même signe ou non. Si l’une
des racines a, & est nulle, les valeurs correspon-
e M = 7 dantes de # et de y seront d’ordre plus élevé en x
| et la branche correspondante de la courbe (x, 7) pets pourra exceptionnellement présenter un point d’inflexion. Dans ces divers cas, on dit que l’origine est un point double à tangentes confondues (fig. 3). Par exemple, ce sera le cas
_pour la courbe 3° (1 + x) = x°.
3° Si le trinome (n° — byux + a,x°) est un carré (u — ax)° et qu'on ne retombe pas une seconde fois sur le cas douteux, la courbe (#, x) est tangente à la droite (4 — ax) = 0 et possède à l’origine un point de rebroussement de première espèce. Ses deux
branches ont, d’après le n° précédent, pour équations approchées : (u— ax) = + xp/mx
et les équations des deux branches correspondantes de la courbe
(x, y) sont approximativement PRE J/mx).
Ces deux branches sont tangentes à l’axe des x à l’origine, mais s'arrêtent en ce point. Flles sont situées du même | côté de leur tangente, pourvu que & ne soit pas nul, | et l’on dit alors que l’origine est un point de rebrous- : sement de deuxième espèce (Ag. 4).
La courbe la plus simple ayant un point de He rebroussement de deuxième espèce à l’origine est (y — x?) = x”.
Exceptionnellement, il peut arriver que l’on retombe encore une fois sur le cas douteux, alors il faut recommencer une troisième fois les mêmes raisonnements et ainsi de suite. Si l’on arrive à une solution, l’origine ne peut être qu’un point isolé, un point double (à tangentes distinctes ou non), ou un point de rebroussement (de première ou de deuxième espèce). Mais, si le cas douteux se reproduit indéfiniment, la méthode n’aboutit pas.
Cet insuccès ne peut se produire si la courbe est algébrique, c'est-à-dire si f(x, y) est un polynome, car à chaque nouvelle : discussion il faut faire intervenir des termes de f en plus, et un
polynome ne contient qu’un nombre limité de termes.
320. Points multiples d'ordre supérieur. — Supposons maintenant que l’origine soit un point singulier d'ordre # de la courbe
FC, 7) = 0.
Le développement de f(x, 7) par la formule de Maclaurin débutera
par les termes de l’ordre #. Cela revient à dire que f s’annule à
FR F + LES EAU QT t-LuÉ HA À EU PE" à Lu Ris de SR PR EN LA he SAT TAN ! a. ' Î LPO ‘
l’origine ainsi que ses dérivées d'ordre < #, mais qu'une au moins des dérivées d'ordre # ne s’annule pas. L’équation de la courbe se
met sous la forme
PaCX> Y) Æ Pn+CX, Ÿ) Æ + — 0.
Nous allons montrer que les propriétés de la courbe dans le voisinage de l’origine sont liées à celles de Péquation homogène d'ordre n |
Pn(X, y) = 0, qui représente un faisceau de # droites, réelles ou imaginaires, passant par l’origine. Les développements donnés précédemment pour le cas où # — 2 nous permettent d’abréger pour le cas général.
Soit M(x, y) un point de la courbe, infiniment voisin de l’origine 0. Désignons par r la distance OM et par à, y les coefficients
directeurs de OM. Substituons dans léquation de la courbe les
valeurs x = àr, y — pr et divisons par r"; il vient ŒCA, ue) + TO HACAS n} = 0.
Donc, si r est infiniment petit, les coefficients directeurs x, y different infiniment peu d’une solution de &,(%, ») = 0. On en conclut que toute branche de courbe passant par l’origine est nécessairement tangente à l’une des droites du faisceau #,(x, 7) — 0. D’où le théorème suivant :
THÉORÈME. — Toute branche (réelle) de la courbe est nécessairement tangenle à une droite réelle du faisceau @,(x, y) = 0. En particulier, si tout le faisceau est imaginaire, l’origine est un point isolé.
En vertu de ce théorème, on est ramené à examiner séparément chaque droite du faisceau pour reconnaitre s’il lui correspond une branche tangente et de quelle nature.
Considérons, en particulier, une droite d'ordre À de multiplicité du faisceau (k 7). En la prenant comme axe des x, on fera apparaître
dans &,(x, y) le facteur 7° et l’équation de la courbe deviendra DEL, y) 7 Un+ 162 3) ami 0,
les désignant des polynomes homogènes du degré indiqué par:
l'indice et dont le premier ne contient plus } en facteur.
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Posons y — ux dans l’équation de cette courbe que nous appellerons la courbe (x, y), et divisons par x”; nous trouvons l’équation d’une courbe, que nous appellerons la courbe (x, x),
"4 -xCT, 1) ae XVn-E1 CT, u) — 0.
L'étude d'une branche de la courbe (x, y) tangente à l’axe des x, revient à celle de la courbe (u, x) dans le voisinage de l’origine, car # doit être infiniment petit pour que y soit infiniment petit par rapport à x et, si l’on connaît une valeur principale de #, on connaît une valeur principale de y ou de wx. De là, les conclusions suivantes :
_ PREMIER cas. La courbe (u, x) à un point simple à l’origine. —
C’est le cas ordinaire et il peut avoir lieu dans deux hypothèses :
D DS este mais que b (1 One soit.pas nu
° Sik == 1, l'équation de la courbe (x, x) renferme un terme du premier degré en ”, car d,_,(1, 0) n’est pas nul; donc # a une valeur et une seule en fonction de x, sa valeur principale se tire de l'équation | | UDC, 0) ds xD +10, 0) — 0 et il en résulte une seule valeur de y, toujours réelle. Donc, à toute droite réelle simple du faisceau, correspond une branche qui la touche à l’origine.
2° Sikest > 1 mais que d,4,(1, O) ne soit pas nul, l’équation de la courbe (4, X) contient un terme du premier degré en x, etxa une valeur et une seule en fonction de #. Sa valeur principale se tire de l’équation
ue” NEC 0) PRE Pa+ 16 0) = af" Û;
cllétestde la forme 4 —imu entdésionant par mbune: Constante non nulle. On en tire, inversement, les valeurs principales de x
plissué jo É le
nt
L' = UX — X
Si k est impair, le radical a une seule valeur réelle qui change de signe avec x et alors y ne change pas de signe. Donc une droite
multiple d'ordre impair est tangente à une branche sans inflexion.
Si k est pair, le radical n’est réel que si x a le signe de m, auquel cas il a deux valeurs de signes contraires. Donc une droile multiple d'ordre pair est langente en un point de rebroussement (de première espèce ).
Par exemple, l’origine est un point singulier du $s° ordre pour la courbe
te ue EE l’axe des x (droite triple) est une tangente ordinaire et l'axe des y (droite double) une tangente de rebroussement.
DEuxIÈME cas : La courbe (u, x) a un point singulier à l’origine. — Comme il y a un terme en w”, ce point est d'ordre <£k < n. On recommencera sur ce point singulier l’analyse faite pour la courbe (x, y), et ainsi de suite.
Si la courbe est algébrique, la discussion doit aboutir comme
dans le cas d’un point double.
321. Autres points singuliers. — La théorie précédente suppose la continuité et la dérivabilité des fonctions. Il peut exister d’autres singularités tenant à des discontinuités. Voici quelques exemples : |
1° Point d’arrét. Si la fonction uniforme f(x) cesse brusquement d'exister ou devient imaginaire (sans passer par l'infini) quand x passe par la valeur 4, la courbe y — f(x) a un point d'arrêt pour
x — d. Par exemple, l’origine est un point d'arrêt de la courbe
Me al 0 SL 2° Point anguleux. Ce sont ceux où deux arcs de courbe s’arrêtent
sous une inclinaison différente. Par exemple, la courbe
) Le ets Log NAT (UT — x)
a un point saillant où anguleux à l’origine.
ASYMPTOTES DES COURBES PLANES
Pour que cette condition soit réalisée, il est nécessaire et suffisant que la distance du point M à la droite AB ait pour limite zéro, quand on la compte parallèlement à une droite fixe oblique à AB, car la distance vraie et la distance oblique sont dans un rapport
constant différent de zéro.
323. Asymptotes parallèles à l’axe des y. — Elles s’obtiennent directement en faisant usage du théorème suivant :
Pour qu'une droite, x = a, soit une asymplote de la courbe y = f(x) en coordonnées rectangulaires ou obliques, il faut et il suffit que la valeur absolue de f(x) croisse à l’infini quand x tend vers à dans un sens déterminé.
En effet, dans ces conditions, le point M(x, y) de la courbe
2 Fe
s'éloigne à l'infini et sa distance à la droite X — a comptée parallèlement à l'axe des x, distance égale (au signe près) à x — 4, tend vers Zéro. |
Si la courbe a pour équation f(x, y) — 0, on trouve les
asymptotes parallèles à l’axe des y en cherchant pour quelles valeurs finies de X une ou plusieurs déterminations de y tendent vers l'infini.
Par exemple, l’axe de y est une asymptote de la courbe sk Ye", car y tend vers l'infini quand x positif tend vers O : la branche de courbe est à droite de Pasymptote.
On suit une méthode analogue pour trouver les asymptotes parallèles de l’axe des x. Ainsi la courbe précédente a une seconde
asymptote y — 1, car X tend vers l’infini quand y tend vers 1.
324. Asymptotes non parallèles à l’axe des y. — Pour les trouver, on se sert du théorème suivant :
Si une branche infinie de courbe possède une asymptote y = cx + d,
les coefficients c et d sont donnés par les relations #'
(1) Gien ” d = lim (y — cx),
où x tend vers l'infini, le point M(x, y) restant sur la branche de courbe.
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En effet, la distance du point M(Xx, 1!) à la droite y — cx —d = 0 est proportionnelle à l'expression } — cx — d. Pour que cette droite soit une asymptote, il faut donc que 7 -— cx — d ait pour limite O quand M s'éloigne à l'infini sur la branche correspondante ; et alors X tend vers + =o où — = suivant le sens dans lequel cette branche est infinie. Cela revient à dire que l’équation de la branche de
courbe peut se mettre sous la forme EN TPE En A
où z est une fonction de x qui tend vers Ô quand %X tend vers
l'infini dans le sens indiqué. On déduit de cette relation
y l [ (2) Tac+ Ye 6x =d Hu;
et en faisant tendre x vers l'infini dans le sens de la branche infinie, on obtient les deux formules du théorème.
Réciproquement, si les limites (x) existent quand le point M(x, y) s'éloigne à l'infini sur une branche de la courbe, la droile y = cx + d sera une asymptote de celte branche.
En effet, si les limites (1) existent, y — cx — d tend vers O quand M{x, y) s'éloigne à linfini sur la branche, et y — cx — d = 0 est une asymptote.
Il est bon d’observer que X tend vers + = sur une branche située à droite de l’axe des y, vers — = sur une branche située à gauche. D'autre part, # est positif ou négatif selon que la branche
est située au-dessus ou au-dessous de son asymptote.
325. Asymptotes des courbes algébriques. — Soit f(x,.y) — 0 Péquation d’une courbe algébrique de degré #. En rangeant
les termes par degrés décroissants, on la met sous la forme G) PaXs 3) + Paix, 3) HS O0,
les polynomes + étant homogènes de degrés n, n — 1,
Pour trouver les asymptotes non parallèles à l'axe des 7 (*),
posons y — /X ; léquation divisée par x” donne la relation | I (2) PCT, l) Un " PCT; l) HA MSA.
Le coeflicient angulaire c d’une asymptote est la limite de / quand x croît indéfiniment sur une branche; mais l’équation précédente sénreduisant a into (1, 0) 0, 1/tend: alors’ verssune racine de
l'équation (3) ChL Ts c) = 0.
Pour qu'il y aït des asymptotes non parallèles à Paxe des y, il faut donc que cette équation ait des racines réelles. Les directions fournies par ces racines sont les directions asymptotiques. L’équa-
pet tion (3) est l'équation aux directions asymplotiques. Soit c une de ses racines. Posons y = cx + v dans l’équation (1); : puis, après avoir ordonné par rapport à x, divisons par la plus haute
puissance de x; le résultat sera de la forme
(4) DC, = di, c) +. 0.
L’ordonnée d à l’origine d’une asymptote est la limite de v quand
x tend vers l'infini; c’est donc une racine de l’équation
Pour qu’il existe une asymptote de direction c, il faut donc que W(d, c) contienne d et que Péquation d(d, c) — 0 ait au moins une
racine réelle. Soit d l’une d’elles; la droite Y = CcXx + d
sera une asymptote, pourvu qu'il lui corresponde une branche infinie
[réelle] de la courbe, ayant donc une équation de la forme
(6) Y—=cx +d+u,
(*) I n’y a qu’à intervertir les variables pour trouver, par le même procédé, les asymptotes non parallèles à l'axe des x.
366 CHAPITRE XII. APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES où # tend vers zéro quand x est infini d’un signe déterminé. Ce signe correspond au sens dans lequel la droite est asymptote, tandis que le signe de # fait connaître si la branche de courbe est audessus ou au-dessous de son asymptote.
Pour nous assurer de lexistence de cette branche, portons la valeur (6) de y dans lPéquation de la courbe, ce qui revient à
remplacer v par d + u dans l’équation (4). L’équation DA + nu, €) + = (a + u, €) + = 0
devra fournir au moins ‘une- valeur infiniment petite de # pour x
infini de signe déterminé. Remplaçons encore X par r : X”; l'équation (7) dd + u, €) + X'bi(d + u,:c) +. — 0.
devra fournir une valeur infiniment petite de # pour une valeur infiniment petite et de signe déterminé de x”. On est donc ramené à reconnaitre si la courbe (7) possède une ou plusieurs branches passant par l’origine et quelle est leur disposition. C’est la question étudiée dans le paragraphe précédent.
De la nature de la courbe (7) à l’origine, on déduit, sans difficulté, la situation des branches de la courbe (1) qui ont pour asymptote la droite y — cx + d. En effet, à toute branche de (7) correspond une branche infinie de (1) et les signes de # et x se correspondent comme ceux de # et de x’.
En particulier, si d est une racine simple de l’équation (5), la droite y — cx + d est asymptote et cela dans les deux sens. En effet, # == O étant racine simple de d,(d + u, c), l’origine est un point ordinaire pour la courbe (7) dont l’équation renferme un terme du 1° degré en #. Donc la fonction # existe et est infiniment
petite avec x” (positif ou négatif).
EXERCICES
1. Asymptote du Folium de Descartes : x° + y — 3axy = 0. Equation aux directions asymptotiques, 1 -+ c* — 0; une seule direction réelle c = — 1. Substituant y = — x + v, il vient OU 0) ETUI RS
v + a — 5 Ge d’où Heu = 0:
ASYMPTOTES DES COURBES PLANES 367 Il y a une racine simple d — — a, donc une asymptote (dans les deux sens) y — — x — a. Pour reconnaître la position des deux branches
correspondantes, remplaçons v par — a + u et x par 1 : x ; il vient ! I 19 3 u[1 —x(u — a)] + 5 x°Qu — a) = 0.
La valeur principale de # est — a°x? qui a le signe de 4. Si a est positif, les deux branches infinies sont au-dessus de l’asymptote.
Asymptotes de la courbe x — y" + xy
Equation aux directions asymptotiques, 1 — c' — 0; deux directions réelles c = + 1 et — 1. Substituant y = cx + v, il vient
C — 41° ACU — Te HR D: d’où ACHE=AO:
Il ya, pour chaque 6, une racine simple d — 0; donc, en tout, deux asymptotes (dans les deux sens) y = Æ x.
Pour reconnaître la position des branches infinies, remplaçons v par # Et part vi-vient
ACHÉR (D AUt) ET 0;
0 : 1 , « / La valeur principale de w est - x’ et change de signe avec x’; les branches relatives à une même asymptote sont au-dessus d’elle du côté des x positifs, et au-dessous du côté des x négatifs.
3. Asymptotes de la courbe 2x? — ax + a? = (. Equation aux directions asymptotiques, c* = 0; une seule direction ÉÉÉllEA US ubstitnanten= "ct Liu ul vient
Donc une asymptote possible x — 0. Assurons-nous de l’existence des branches correspondantes. Substituons v = d +u—uet x—=1:7x; il vient
u? — ax" + ax"? —
L'origine est un point simple de cette courbe; # a pour valeur principale + /ax pourvu que x’ ait le signe de a. Donc, si a > Q, la droite y — 0 est asymptote du côté des x positifs seulement, mais il y a deux branches infinies situées de part et d’autre de cette droite. L’axe des y est aussi une asymptote.
4. Asymptote de la courbe y?x2 — 2y + a? — (. Une direction asymptotique c — O, d’où d = 0. Mais y — 0 n’est pas une asymptote, parce que l’équation entre # et x’ est
u2 Qx2 — 2ux2 —(
SAT
et l’origine est un point isolé de cette courbe. On montre d’une manière: analogue qu’il n’y a pas d’asymptote parallele à l’axe des y.
Il est facile de traiter diréctement ces deux derniéres courbessen résolvant leurs équations par rapport à x ou à y.
Ç 3. Théorie du contact Courbes et surfaces osculatrices
326. Distance à une courbe plane d’un point infiniment voisin. —— Considérons une courbe plane (C), définie en axes
rectangulaires ou obliques par l'équation (C) F(x, y) = 0,
où F est une fonction uniforme, continue, ainsi que ses dérivées partielles premières. Un point ordinaire est un point où l’une au moins des deux dérivées partielles est différente de 0. Soient 4, b les coordonnées d’un point ordinaire P de cette courbe; ensuite x”, y’ les coordonnées d’un point Q infiniment voisin de P, mais non situé sur la courbe. Proposons-nous de déterminer la distance du point Q à la courbe (C). À cet effet, soient X et Y les coordonnées d’un point Q’ de la courbe infiniment voisin de Q, s la
distance QQ et , v ses coeflicients directeurs ; on a X — x" + us, Y = y +'ve.
Portons ces valeurs dans l'équation de la courbe et observons que
F est différentiable; il vient, : tendant vers O avec b,
0F 0F ) ox’ LOS RE :
D'PCXNS eROrrANeRSe (:
Mais, comme x”, y” sont infiniment voisins de 4, b, cette relation
peut se mettre sous la forme Das dF FE Ve F(x!, Y) 0 p (420 7 PR),
où le nouvel : tend vers 0 avec les deux distances 9 et PQ.
Le point P est, par hypothèse, un point ordinaire, donc F”, et F°;,
_ne sont pas nuls tous deux et uF°, + vf", ne s’annule que pour
I OR ON RE ET EE QC RE CA OR xt + , | +} ; ; à tu j » ; | Fe d Mn" À " M ; * r d L: à
la direction u, v de la tangente à (C) au point P. Donc, si la direction QQ° n’a pas pour limite celle de la tangente, la valeur principale de » est égale à la valeur absolue du quotient F(xX’, 7”) : (UE + vF's).
La plus courte distance du point P à la courbe (C) s'obtient en prenant la direction #, v qui rend le dénominateur maximum, c’està-dire celle de la normale à la courbe au point P.
De là, la conclusion suivante :
THÉORÈME. — Soient x°, y les coordonnées d’un point Q, infiniment voisin d'un point ordinaire P d'une courbe plane F(x, y) = 0; la distance du point Q à la courbe est un infiniment petit du même ordre que Pexpression F(x°", y’) obtenue en portant les coordonnées du point Q dans le premier membre de l'équation de la courbe. — Cette proposition subsiste si l’on comp'e la distance parallèlement à une direction fixe, pourvu seulement que ce ne soit bas celle de la tangente à la courbe au point P.
327. Distance à une surface d’un point infiniment voisin. — Considérons une surface (S) définie en axes rectangulaires ou
obliques par l’équation
(S) HA, y; &) 0,
où F est une fonction uniforme et continue ainsi que ses trois dérivées partielles premières. Un point ordinaire est un point où l’une au moins de ces trois dérivées est différente de O0. Pour déterminer la distance à la surface d’un point Q qui est infiniment voisin d’un point ordinaire P(a, b, c) de la surface, nous procéderons comme dans le n° précédent.
Soient x”, y”, ? les coordonnées du point Q; X, Y,Z celles d’un point Q° de la surface infiniment voisin de Q; & la distance QQ et #, v, w ses coefficients directeurs ; nous aurons, « tendant vers Ô
avec les distances,s et PQ, DORA PV", 2) Ro CREER OR CEIDE + "e) 0.
Mais, P étant un point ordinaire, uF°, + vF', + wF', ne s’annule
que pour une direction parallèle au plan tangent à la surface au
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point P. Pour toute autre direction, la valeur principale de & est égale à la valeur absolue du quotient F(x!, y‘, 729: (4F4 +wE 5 Put) et la plus courte distance du point (x, y”, x’) à la surface s’obtient en choisissant la direction qui rend le dénominateur maximum. Ce sera d’ailleurs celle de la normale à la surface au point P.
De Jà, le théorème suivant :
THéorëme. — La distance à la surface F(x, y, ?) = 0 d’un point Q, infiniment voisin d'un point ordinaire P de cette surface, est un infniment pelit du même ordre que l'expression F(x”, y”, x) oblenue en porlant les coordonnées du point Q dans le premier membre de l’équalion de la surface. — Celle proposition subsiste si l’on compte la distance parallèlement à une direction fixe, pourvu qu'elle ne soit pas parallèle au plan tangent à la surface au point P.
328. Distance à une courbe gauche d’un point infiniment voisin. — Considérons une courbe gauche définie en axes rectangulaires ou obliques par les deux équations
(C) F(Xx, 3° x) = 0, FiCx, Jo x) = 0, où les fonctions F, F, et leurs dérivées premières sont continues. En un point ordinaire, l’un au moins des trois déterminants fonctionnels de (F, F,) par rapport à (x, y), (y, 72) ou (7, x) ne s’annule pas.
Cherchons la distance à cette courbe d’un point Q(x", y’, 77) infiniment voisin d’un point ordinaire P(a, b, c) de la courbe. Soient Q(X, Y, Z) un point de la courbe infiniment voisin de Q, 6 la distance Q'Q et #, v, w ses coefficients directeurs ; nous trouverons, comme ci-dessus, e et :, étant infiniment petits,
F(XÉ SE) SD EE RO(A EME RE TRES e) —.0, Fix”, 7, 2) + EGuE",, + Fin + wF'r Eau) = 0:
Donc » s'exprime des deux manières suivantes :
b == — Eu y # RIRE Fév Ve, x) UE", + vE"r + wEF'e + 0 UE "a + VE 16 + WE ‘1e + €
Si QQ' n’est pas parallèle à la tangente à la courbe au point P,
* l’un au moins des deux dénominateurs n’est pas infiniment petit.
RS À
| ct
Donc & est du même ordre que l’un au moins des deux numérateurs, mais peut être infiniment grand par rapport à l’autre; il est donc du même ordre que le plus grand des deux en valeur absolue, et cela est vrai, en particulier, si + est la plus courte distance. D’où le théorème suivant :
THÉORÈME. — La plus courle distance à la courbe gauche F=F, = 0 d’un point (x°, y, ?°) infiniment voisin d’un point ordinaire de cette courbe, est un infiniment petit du même ordre que la plus
grande en valeur absolue des deux quantités : E(x°,y",2"), Fix”, y", x).
329. Définition générale du contact. — Lorsque deux courbes (C) et (C’) ou bien une courbe (C) et une surface (S) ont en commun un point ordinaire P, on dit qu’elles ont entre elles un contact d'ordre #7 en ce point (# entier), si, prenant sur (C) un point Q infiniment voisin de P, sa distance à (C’) (ou à S) est un infiniment petit d'ordre n + 1 par rapport à PQ.
Dans le cas de deux courbes, le point Q peut être pris indifléremment sur l’une ou sur l’autre, car nous allons voir que les condi-
tions du contact sont symétriques par rapport aux deux courbes.
330. Contact de deux courbes planes. — Considérons deux courbes (C) et (C’}. Supposons la courbe (C”} définie par l’équation
(C7) Ex, y) = 0,
où F est une fonction uniforme, continue et indéfiniment dérivable.
Soit P un point ordinaire commun à cette courbe et à la courbe (C). En vertu du théorème du n° 326, la condition nécessaire et suffisante pour que les deux courves aient au point P un contact de l’ordre n, est que la quantité F(X, V), oblenue en portant dans F les coordonnées d’un point Q de l’autre courbe (C) infiniment voisin du point P;, soit un infiniment pelit d'ordre n + 1 par rapport à PQ.
Appliquons ce principe dans les différentes hypothèses que lon peut faire sur la représentation analytique de la courbe (C).
Supposons d’abord (C) définie par une représentation paramétrique :
C) EE APE UE
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où vw, % sont des fonctions uniformes, indéfiniment dérivables, auquel cas un point ordinaire est un point où l’une au moins des deux dérivées x”, y” par rapport à { est différente de 0.
Soit {, le paramètre du point P; un point Q de (C) infiniment
voisin de P aura pour coordonnées
x = +), y =, + à) et PQ sera du même ordre que ds, qui est lui-même du même ordre que dl, car x” ou y’ n’est pas nul. |
La condition du contact d'ordre 7 est donc que lexpression
F[e(, de dl), (4, IF. dt)] soit d’ordre 7 + 1 par rapport à df. :
Posons, pour abréger,
DC) = F[e(), #1,
on voit que le développement de D(/, + df) par la formule de Taylor devra commencer par un terme en d{"*!, Les conditions analytiques d’un contact de l’ordre n au point f, sont donc en nombre n “+ I, à savoir D) = D) = = (1) = 0.
Mais pour que le contact soit de l’ordre n seulement et non d'ordre plus élevé, il faut ajouter à ces conditions que D"TI(I) ne soit pas nul.
La condition prend une forme particulièrement simple, lorsque les équations des deux courbes sont résolues par rapport à l’ordon-
née, donc de la forme
(CO) y—f=0 (€) 7-60, ce qui suppose que la tangente ne soit pas parallèle à l'axe des y.
On’a dans cercas == donc D (0 == PGA) = CD — AC).
Les conditions d’un contact de l’ordre # au point X, sont : HIEA) = fo); F Co) = AE pos FC) re fo), mais f+l(x,) et f"H1,(x,) doivent être différents pour que le con-
tact ne soit pas d'ordre plus élevé.
art e +
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De là, le théorème suivant : Pour que deux courbes planes aient un contact de l’ordre n en un point où la tangente n'est pas parallèle à l’axe des y, il faut et il suffit que l’ordonnée et ses n premières dérivées par rapport à l’abscisse aient les mêmes valeurs pour les deux courbes. Pour que le contact ne soit pas d'ordre plus élevé, il faut encore que les dérivées de l’ordre n + 1 diffèrent pour les deux courbes.
D’après cela, deux courbes qui ont un contact du premier ordre ou d'ordre supérieur, sont /angentes au point de contact, car, y ayant même valeur pour les deux courbes, les deux tangentes ont fa même direction.
THÉORÈME. — Deux courbes qui ont un contact de l’ordre n se coupent ou ne se coupent pas au point de contact suivant que n est pair ou impair.
En effet, soient y — f(x) et y — f,(x) les équations des deux courbes et x, l’abscisse du point de contact. Nous venons de dire que, dans le voisinage de ce point, la différence des ordonnées des deux courbes, à savoir f(x, + dx) — f(x, + dx) est d'ordre n + 1 par rapport à dx. Cette différence change de signe avec dx si 7 est pair, et ne change pas si # est impair. Dans le premier cas, les courbes se coupent au point «,; elles ne se coupent pas dans le second.
331. Courbes planes osculatrices. — Supposons que lon donne la courbe (C) et le point P sur cette courbe, mais que la courbe (C”) soit seulement assujettie à faire partie d’une famille de courbes définie par une équation
(C') ECO AUS TRE 0 renfermant 7 + 1 paramètres indéterminés : 4,, do... _ On peut se proposer de déterminer ces paramètres de manière que la courbe (C”) ait au point P avec la courbe (C) un contact de l’ordre le plus élevé possible. La courbe (C”) est alors, parmi toutes celles du système considéré, l’osculatrice de la courbe (C).
En principe, # + 1 paramètres distincts peuvent être assujettis à n + 1 conditions. On peut donc les déterminer de manière à obtenir au point C un contact de l’ordre # au moins.
Pour fixer les idées, supposons que la courbe (C) soit donnée par
une représentation paramétrique :
Le), ROUE,
et posons, comme au n° précédent,
(CE) 4 FC, b, dy, dos... Gr):
Les 7 + 1 conditions du contact d’ordre #7 au point { sont P
Ordinairement dans les applications, ce système de 7 + 1 équations entre les #7 + 1 indéterminées 4 n’est ni incompatible ni indéterminé et il détermine les éléments de l’osculatrice. L’osculatrice a un contact de l’ordre # si &*T1(f) ne s’annule pas et exceptionnellement un contact d'ordre plus élevé si cette dérivée s’annule aussi.
Supposons, comme cela arrive aussi dans la plupart des applications, que les 7 + 1 paramètres 4 soient complètement déterminés, soit par les équations ® = ® = ... — &" — (, soit par la condition de faire passer la courbe par 7 + 1 points donnés. Nous allons démontrer le théorème suivant :
THÉORÈME. — La courbe (C'°) dépendent de n + 1 paramètres qui est osculatrice à une courbe donnée (C) en un point également donné P, est la limite des courbes de son espèce qui passent par le point P et par n autres points de la courbe (C) infiniment voisins du premier.
Les courbes (C) et (C”) étant définies comme ci-dessus, désignons par 4, Li, lo, 1, les paramètres du point P et de # points voisins sur la courbe (C). La condition que (C°) passe par ces % + 1 points fournit les 7 + 1 équations
PO) Et) 0)
Donc, en vertu du théorème de Rolle, dans les intervalles de ces
n + 1 racines de w({), se trouvent au moins # racines de w’(#) et,
_ par suite, 7 — 1 de +”(f),.. et une de &(f). Si l’on fait tendre 4,,
l,,... l, vêts f,, toutes ces racines tendent aussi vers {,. On retrouve
donc, à la limite, le système d'équations,
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qui détermine l’osculatrice au point f,.
332. Droite osculatrice. Cercle osculateur. — 1° L’équation d’une droite, Ma ambre 0, renferme deux paramètres arbitraires à et permettant d’établir en un point donné avec une courbe y — f(x) un contact du premier ordre. Les éléments de la droite osculatrice au point x seront définis
par les équations :
p(x) = f(x) — ax — b — 0, d(L) SCC 00
Son coefhcient angulaire 4 est donc f(x). La droite osculatrice est la tangente, conformément au théorème précédent.
La tangente a donc généralement un contact du premier ordre avec la courbe et la courbe ne traverse pas sa tangente. Exceptionnellement, le contact sera d’ordre plus élevé si l’on a &"(x) — f(x) = 0, ce qui arrive en un point d’inflexion. Donc, en un point d’inflexion, le contact de la tangente avec la courbe est au moins du second ordre.
2° L’équation d’un cercle,
renferme trois paramètres, qui permettent d'établir avec une courbe, en un point donné P, un contact du deuxième ordre. Ces trois paramètres permettent aussi de faire passer le cercle par trois points. Le cercle osculateur au point P est donc la limite d’un cercle passant par ce point et deux autres points de la courbe infiniment voisins du premier (Propriété prise comme définition dans le premier volume). Le contact du cercle osculateur avec la courbe est donc généralement du second ordre; et le cercle traverse lafcourbe, sauf
aux points exceptionnels où l’ordre du contact est plus élevé.
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Contact d’une courbe et d’une surface. — Soit S une
surface définie par l'équation
(S) FC, 3,2 = 0,
où F est une fonction uniforme indéfiniment dérivable, ensuite P un point ordinaire commun à cette surface et à une courbe (C). D’après la définition du contact (n° 329) et en vertu du théorème du n° 327, on a le théorème suivant : Pour qu’une courbe (C) ei une surface (S) aient, en un point ordinaire P, un contact d'ordre n, il faut et il suffit que l’expression F(x, y, ?) obtenue en substituant dans le premier membre de l'équation de la surface les coordonnées x, y, z d’un point Q infiniment voisin de P sur la courbe (C), soit un infiniment petit d'ordre n + 1 par rapport à PQ.
Considérons d’abord le cas où la courbe (C) est donnée par une
représentation paramétrique :
DT (D NS ICO) PRET CE
les fonctions f étant uniformes et indéfiniment dérivables. Comme les dérivées 2”, y, z' ne s’annulent pas toutes à la fois en un point ordinaire, on montre par un raisonnement semblable à celui du n° 330 que la condition d’un contact de l’ordre #7 en point ordinaire P(#,) est la suivante : Si l’on pose (1) = F(x, y, 2) où x 57 sont fonctions de 1, il faut et il suffit que (1, + dt) soit d’ordre n + 1 par rapport à dt, ou que l’on ail
DA) = (0) SO) 0 EC
Il faut donc 7 + 1 conditions pour qu’une courbe et une surface aient, en un point donné, un contact de l’ordre 7 au moins.
Supposons, en second lieu, que l’équation de la surface soit
fr TA y) ne 0,
et celles de la courbe y = fa(@), tee at)
Prenant == x nous avons, dans 'cetas cu
8 (@) = fa) — fla, fC)]
- PERL OL 07 OR M En QT NU AS ANT, LOT EPL T ed. EL A Ets L: PES TS 7 , '#
et la condition du contact d'ordre # au point æ, est que lexpression fo de dx) Ar + dx, fi #5 dx) |
soit d'ordre # + 1 par rapport à dx. Cette expression représente la différence des ordonnées 7 de la courbe et de la surface. Nous obtenons donc, comme dans le cas des courbes planes, le théorème suivant :
THÉORÈME. — La courbe (C) qui a, avec une surface (S), un conlac d'ordre n en un point, traverse ou ne traverse pas (S) selon que
nest pair ou impair.
Surfaces osculatoires en un point d’une courbe
Considérons une famille de surfaces à #7 + 1 paramètres pe V; 5 dy, To... CE) = 0.
On appelle osculatrice, en un point P d’une courbe donnée (C), celle des surfaces de la famille précédente qui a, avec la courbe en ce point, un contact de l’ordre le plus élevé possible. Comme il faut généralement #7 + 1 conditions pour un contact de l’ordre n, ces conditions déterminent les paramètres 4,, ds,... 4,+,3 l’osculatrice, dans une famille des surfaces à # + 1 paramètres, a donc généralement un contact d'ordre n avec la courbe.
Supposons que les 7 + 1 paramètres soient déterminés aussi bien par la condition du contact d'ordre n.en un point que par celle de passer par # + 1 points ; on aura, comme au n° 331, le théorème suivant :
THÉORÈME. — La surface dépendant de n + 1 paramètres qui est osculatrice en un point donné P d’une courbe (C), est la limite des surfaces de son espèce passant par le point P et n autres points de la courbe
infiniment voisins du premier.
335. Plan osculateur. — L’équation d’un plan LV Ar) SEE EN ER EE renferme trois paramètres arbitraires, qui permettent d'établir, en
un point { d’une courbe (C)
CC) æ—=f@4), y=f@), x = A0),
un contact du second ordre. Les conditions de ce contact sont
P(E) == ax + by + cz + d = 0, dE) = di Th Pi =N, p"(0) PURE by” + Care QU
Ces équations déterminent les paramètres du plan osculateur au
point /, pourvu que l’un au moins des déterminants A au y'z" no ie B — CA FEU. PU G — Z av, L"Y
ne soit pas nul. Nous supposerons cette condition réalisée. Le plan osculateur a généralement un contact du second ordre et, par conséquent, la courbe traverse son plan osculateur. Pour que
cet ordre soit plus élevé, il faut que l’on ait &"(L) — qx" F5 by" se cz" te O,
auquel cas on peut éliminer 4, b, c entre & = &” = +” — O et l’on
obtient la condition D — O0, où D est le déterminant
D — XL’ y 2 x” 3” a
Le plan osculateur en un point où D s’annule est dit stationnaire, il a avec la courbe un contact du troisième ordre au moins, et généralement la courbe ne le traverse pas. Au point de contact, la
torsion est nulle, en vertu de la formule (t. I, n° 235)
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Le plan osculateur, étant déterminé par la condition d'avoir avec la courbe un contact du second ordre, l’est aussi par celle de passer par le point / et deux autres points de la courbe infiniment voisins du premier, propriété prise comme définition dans le premier volume.
THÉORÈME. — Une courbe dont tous les plans osculateurs sont stationnaïres, est plane dans tout intervalle où À, B, C ne s’annulent pas à la fois.
En eflet, le déterminant D est un wronskien W(x”, y’, x), dont , e . / / 0 . . , .
l’annulation exprime que x”, 7”, x’ sont liés par une relation linéaire à coefhcients constants (n° 170) dans tout intervalle où les mineurs
À, B, C ne s’annulent pas à la fois. Il vient donc Ge > p 2 + Yx = 0, d’où CH + y +- VX == ce
ce qui est l'équation d’un plan.
En vertu de ce théorème, toute courbe dont la torsion est constamment nulle est plane, car, dans ce cas, on a D = 0 d’après Pexpression der: 1 Cerrésultat a été établi autrement: danst le
premier volume.
Contact de deux courbes de l’espace. — Soit (C
une courbe définie par les deux équations (EC) FE y; à) Éd 0, F,Cx, y; t) oo 0,
où les fonctions F sont uniformes, continues et indéfiniment dérivables, ensuite P un point ordinaire commun à cette courbe et à une courbe (C). D’après la définition du contact, et en vertu du théorème du n° 328, la condition d’un contact de lordre # au point P est donnée par le théorème suivant :
THÉORÈME. — Pour que deux courbes (C) et (C°) aient en un point ordinaire P un contact d'ordre n, il faut et il suffit que les deux expressions F(x, y, x) et F,(x, y, ?), oblenues en substituant dans les premiers membres des équations de (C”) les coordonnées d’un point Q infiniment voisin de P sur la courbe (C), soient infiniment petites de l’ordre n + 1 par rapport à la distance PQ, lune des deux exbressions au moins n'étant pas d'ordre plus élevé.
Supposons comme précédemment la courbe (C) définie par une
représentation paramétrique X — f(L), 32 = fit), À — fab),
les fonctions f étant continues et indéfiniment dérivables, et posons,
æ, 3, z étant ces fonctions de #,
PC) = EC, 7,2), AC) = Pix, y,
Les conditions d’un contact d'ordre 7 au point / sont que ®({ + dt) et +,({ + dt) soient de l’ordre % + 1 par rapport à dt, l’une au
moins des expressions n'étant pas d'ordre plus élevé. On aura donc
(0 = 4 (0) = 2" = vi) —0, C0) = 840) = 40) =. 26) = 0;
de plus, une des deux dérivées &*+1(7), &+1(1) ne sera pas nulle, sinon le contact serait d'ordre plus élevé.
Il faut donc 2n + 2 relations pour exprimer que deux courbes de
l’espace ont, en un point donné, un contact d'ordre n au moins. )
337. Courbes osculatrices dans l’espace. — Les courbes osculatrices se définissent dans l’espace comme dans le plan avec une différence toutefois. Si un système de courbes (C') dépend de 2 + 2 paramètres, ceux-ci peuvent généralement se déterminer par la condition d’établir avec une courbe donnée (C), en un point donné P, un contact de l’ordre #7. Mais si les équations des courbes (C’) ne renferment que 2# + 1 paramètres, on ne peut plus établir qu'un contact d'ordre # —- 1, n’imposant que 24 conditions, et il reste un paramètre arbitraire. Il y aura donc une infinité d’osculatrices de lPespèce (C'), ou il n’y en aura pas, comme on voudra l’entendre.
Considérons une famille de courbes (C”) à 22 + 2 paramètres, et admettons que ces paramètres se déterminent complètement, soit par la condition d'établir en un point donné avec une courbe donnée (C) un contact de l’ordre #, soit par celle de faire passer la courbe (C') par 7 + 1 points donnés. On démontrera, comme au n° 331, le théorème suivant : La courbe (C'’) osculatrice de la courbe (C) au point P est la limite des courbes (C') qui passent par le point P et par. n autres points de la courbe {C) infiniment voisins du premier.
Considérons quelques exemples : 1° Droite osculatrice. Les équations d’une droite de l’espace renferment quatre paramètres, permettant d’établir un contact du premier ordre avec une courbe (C)
en un point donné P. Suivant le théorème précédent, cette droite
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est la limite d’une sécante passant par P et un point de (C) infiniment voisin. La droite osculatrice se confond avec la tangente et a généralement avec la courbe un contact du premier ordre.
2° Cercle osculateur. Les équations d’un cercle dans l’espace dépendent de 6 paramètres, permettant d’établir un contact du second ordre ou de faire passer le cercle par trois points. Le cercle osculateur en un point P d’une courbe gauche est donc la limite du
cercle passant par ce point et deux autres points de la courbe infini-
LA
ment voisin du premier, il a généralement avec la courbe un contact
du second ordre.
338. Transformation de contact. — On appelle ainsi une transformation des figures qui conserve, entre les lignes et les surfaces transformées, les contacts qui existaient avant la transformation.
Toute transformation ponctuelle bicontinue et biuniforme est une transformation de contact et elle conserve l’ordre des contacts.
Une transformation poncluelle fait correspondre un point M'(x, 3", ?) à un point M(x, y, z) et, par suite, une ligne à une ligne et une surface à une surface. Fille est biuniforme si les deux points M et M’ se correspondent uniformément; elle est bicontinue si M° varie d’une manière continue avec M, et réciproquement. La transformation est généralement définie par des formules de substi-
tution (continues)
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Une telle transformation conserve l’ordre des contacts, parce que l’ordre du contact d’une courbe, soit avec une ligne soit une surface, peut être défini par la condition de faire passer cette ligne ou cette surface par un certain nombre de points de la courbe infiniment vOIsins.
En particulier, une transformation de contact maintient la tangence des lignes entre elles ou des lignes avec les surfaces. Elle maintient aussi la tangence de deux surfaces en un point, car celle-ci
est caractérisée par le fait que toute ligne tracée sur une des
surfaces et passant par le point de contact, touche l’autre surface en ce point.
Nous ne nous étendrons pas ici sur la théorie très importante des transformations. Il suflira de rappeler quelques propriétés de deux transformations fondamentales : l’homograpbhie et l'inversion.
1° Les formules de la #ransformation homographique sont de la
forme >
EME DS PRES Ch pe
où À, B, C, D sont des polynomes du premier degré en x, y, z. Cette transformation, qui n’altère pas le degré des équations, conserve les droites et les plans, mais elle rejette à l'infini le plan D — 0. Les propriétés des figures qui se conservent dans l’homographie sont dites projectives. L’homographie conserve les pôles et polaires dans les quadriques et dans les coniques : ce sont des propriétés projectives.
2° L'inversion ou la transformation par rayons vecteurs réciproques se définit au moyen d’un pôle appelé pôle d'inversion. Elle fait correspondre les points M et M” dont les rayons vecteurs r et r issus du pôle ont des directions coïncidantes et des valeurs reciproques, de sorte que rr° — À?.
Les formules de transformation, en axes rectangulaires, sont,
1 PA 2 Nu , A d’après cela, l’origine étant au pôle,
ne k'x ; k°y k
= ——, Te es (PR ND DR SES
La propriété la plus caractéristique de linversion est celle-ci L'inversion conserve les sphères et, par conséquent, aussi les cercles (qui sont des intersections de sphères). |
On vérifie immédiatement cette propriété en effectuant les substitutions ci-dessus dans l’équation d’une sphère. Mais le plan doit être considéré comme un cas particulier de la sphère, car, si la sphère passe par le pôle, elle se transforme dans un plan parallèle à celui qui touche la sphère au pôle, et réciproquement. Un plan passant
par le pôle se transforme en lui-même. Une droite (intersection de
deux plans rectangulaires dont l’un passe par le pôle) se transforme dans un cercle qui touche au pôle une droite parallèle à la première.
On en conclut une seconde propriété : l’inversion conserve les angles. En eflet, elle conserve l’angle de deux plans, car elle les transforme en sphères se coupant sous le même angle au pôle (donc partout) ; elle conserve l'angle de deux droites, car elle les transforme en cercles se coupant sous le même angle au pôle (donc au second point d’intersection aussi). Enfin les angles des lignes et des surfaces sont ceux de leurs tangentes et de leurs plans tangents ; ils se conservent donc aussi. Il ne serait pas difficile de montrer d’ailleurs que, pour une transformation ponctuelle continue, les propriétés de conserver soit les sphères, soit les angles, sont équivalentes et se ramènent l’une à l’autre. Mais il n’y a pas de théorème correspondant dans le plan.
Comme l’homographie, l’inversion est une transformation de contact. Elle conserve les cercles et les sphères ; donc l’inversion transforme un cercle osculateur en cercle osculateur, une sphère osculatrice en sphère osculatrice, mais sans établir, en général, la correspondance entre leurs centres.
L’inversion conserve aussi les enveloppes, dont nous allons faire la théorie dans les paragraphes suivants, parce que les enveloppes sont
définies, comme on va s’en assurer, par des propriétés de contact.
Ç 4. Enveloppes des courbes planes
Points-caractéristiques. — Soit une famille de courbes
planes, définie, en axes rectangulaires ou obliques, par une équation (x) F(x, 7, à) = 0,
contenant un paramètre arbitraire «. Nous supposons que la fonction F et ses dérivées partielles successives sont des fonctions continues et uniformes. Nous admettons encore que, si Pune de ces courbes admet des points singuliers, ceux-ci sont isolés les uns des autres.
Considérons, en particulier, la courbe (x), c’est-à-dire celle qui
correspond à la valeur « du paramètre, et soit M un point ordinaire
de cette courbe, tel donc que l’une des dérivées F', ou F”, ne soit pas nulle. Cette condition reste réalisée dans le voisinage du point M, de sorte que, aux environs de ce point, les courbes de la famille sont dépourvues de point singulier. | L’équation de la courbe (x + da) infiniment voisine de la courbe (a)
est de la forme E(æ, y, à) + [Fa(x, y, «) + e] da = 0,
où < tend vers Ü avec dx. D’après un principe connu (n° 326), la distance du point M(x, 7) de la courbe (x) à celle-ci est un infini-
ment petit du même ordre que Pexpression [Fa (x, y, &) + <] da,
obtenue en substituant dans l’équation de celle-ci les coordonnées æ, y du point M. Cette expression est donc généralement de l’ordre de dz. Pour qu’elle soit d'ordre plus élevé, il est nécessaire et suffisant que l’on ait Fa — 0. Les points-caractéristiques d’une courbe (x) sont les points ordinaires de ceile courbe dont la distance à la courbe infiniment voisine est d’ordre supérieur à dx. Ce sont donc
les points ordinaires qui satisfont aux deux équations GARE De eNRE Fa pd) 0, Quand deux courbes infiniment voisines :
ECC ne) ED FAX y a Euda) =, se coupent, les points d'intersection limites sont des points-caractéristiques, car leurs coordonnées satisfont à l'équation
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da Mais la réciproque n’est pas toujours vraie, les points-caractéristiques ne sont pas toujours limites de points d’intersection. Nous
résoudrons cette question au n° 343.
340. Enveloppe et enveloppées. — Il peut arriver exceptionnellement qu'une courbe (+) se compose tout entière de points-
caractéristiques ; mais, en général, les points-caractéristiques sont
isolés sur chaque courbe. On appelle enveloppe de la famille le lieu géomélrique des points-caractéristiques isolés. Par opposition à l’enveloppe, les courbes de la famille (1) s'appellent enveloppées.
S'il existe une enveloppe, son équation en x, y s’obtiendra donc
en éliminant + entre les deux équations (2) PAC PEN
Mais on peut obtenir en même temps des courbes étrangères à l'enveloppe.
En effet, si l’on peut vériñer les équations (2) par une valeur de à indépendante de (x, y), la courbe (4) correspondante est exclusivement composée de points-caractéristiques et ne fait généralement pas partie de l'enveloppe.
En second lieu, les coordonnées +, y des points singuliers (variables ou non avec 4) satisfont aussi aux équations (2), car ce sont des fonctions de x qui vérifñient les trois équations F = O0, er) 1e — 0 et, par conséquent, aussi l'équation F'x = 0 qu’on obtient en dérivant totalement la première par rapport à + en tenant compte des deux autres.
L’équation de l'enveloppe s’obtiendra donc en cherchant les valeurs de æ#, y fonctions de +, qui satisfont aux équations (2) sans
être les coordonnées d’un point singulier. Ces valeurs
(3) Gas), } =),
fournissent une représentation paramétrique de l'enveloppe.
Nous n’étudierons qu’un arc d’enveloppe dépourvu de points singuliers. Une des dérivées &'(x), y'(x) sera donc supposée diférente de zéro. La propriété fondamentale de l’enveloppe s'exprime alors par le théorème suivant :
Chaque enveloppée touche son enveloppe au point-caractéristique.
Les coordonnées des points de l’enveloppe sont des fonctions (3) de x qui vérifient l'équation F(x, ÿ, «) = 0. Dérivons totalement cette équation par rapport à x; il vient, en tout point de l’enve-
loppe, puisque Fe — 0, EN SRE A AE LEUR
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Cette équation ne peut être identique, car, en un point ordinaire, une au moins des dérivées F”,, F°, n’est pas nulle. Les coefficients directeurs x’, y de la tangente à l'enveloppe sont donc déterminés par la même équation que ceux de la tangente à lenveloppée au même point, et ces deux tangentes se confondent.
Réciproquement, si l’on cherche une courbe (E) qui touche successivement toutes les enveloppées, on retrouve l'enveloppe.
En effet, (E) étant le lieu des points de contact des enveloppées, les coordonnées d’un point de (E) sont des fonctions du paramètre à satisfaisant à l’équation, F(x, 7, «) — 0, de l’enveloppée touchée en ce point. Cette équation, dérivée totalement par rapport à «, donne
LODEL d’où F0,
caronaæ F', + y F', — 0 (les tangentes à l’enveloppée et la courbe (E) étant les mêmes). Donc (E) est un lieu de points-caractéristiques. Il suit évidemment de là que foute courbe plane est
l'enveloppe de ses tangentes (*).
Calcul de l’enveloppe pour d’autres formes d’équa
tions. — I. Il arrive souvent que l’on doive chercher l’enveloppe d’une courbe F(x, 7, a, 8) — 0, dont l’équation renferme deux
paramètres liés par la relation o(x, 8) — 0. Considérant & comme,
une fonction de x définie par cette relation, on est ramené au cas
re RU 16 précédent. On doit, pour obtenir l'enveloppe, éliminer +, & et a Y entte les quatre équations :
DH 0000 PTE Üg Oo d8 F0 os. Ù D Pr) cr LE 0:
À | 4 Ôa fe 08 da 4 Ôx je O8 da ?
(*) Il est intéressant de vérifier cette proposition directement. Soit 5 — f(x) l'équation de la courbe, donc
celle de sa tangente au point &. Les coordonnées d’un point-caractéristique satisfont à l'équation dérivée en x |
(x — x) FC) = 0.
Sif”(æ) est nul (point d’inflexion), tous les points de la tangente sont caractéristiques. Mais, en général, ce n’est pas le cas; la relation précédente donne x = «
‘et le point de contact est seul caractéristique.
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ou, ce qui revient au même, x et £ entre les trois équations :
es
(4) ter A ER ae 0;
dont la dernière provient de l’élimination de d3 : dx entre les deux dernières équations du groupe précédent. | II. La courbe dont on cherche l’enveloppe peut aussi être donnée
par une représentation paramétrique (5) me, a), y — (6, à),
{ désignant la variable indépendante sur la courbe. On revient
encore au cas ordinaire en considérant, dans la première équation, { comme une fonction de y et de x définie par la seconde équation
Pour former léquation de l’enveloppe, on est conduit à éliminer
ÔL 2, L et —— entre les équations (5) et les deux suivantes :
Üo OL Üo Fe dŸ ot LL OL x Ôx OL Ôx Oc
FO CR (Le ou, ce qui revient au même, à éliminer / et à entre les équations (5)
et l’équation unique
d(g, d) EE
provenant de l'élimination immédiate de la dérivée de / entre les
équations (6).
342. Condition pour que l’enveloppe ait en chaque point un contact d’ordre 7 avec l’enveloppée. — Ecartons les points singuliers. Nous pouvons alors admettre que l’équation de la famille de courbes soit résolue par rapport à y. L’équation d’une enveloppée sera (x constant)
y == f(x, à) et celle de l’enveloppe résultera de lélimination de x (variable)
entre les deux équations :
D RUES a); RAT
Nous admettrons ici l'existence des dérivées partielles de f(x, à) jusqu’à un ordre quelconque.
Donnons à x l’accroissement dx et soient respectivement Ay et èy les accroissements correspondants des ordonnées de l’enveloppe et
de Penveloppée. On a, pour l’enveloppée (x constant),
qd. da? Ne GNMES OL 21 ‘e x" n!
SS 2 0f 74 OV Era 0x dx +
Si l'enveloppe et l’enveloppée ont un contact d’ordre n, le développement de Ay coïncide avec le précédent jusqu’à l’ordre ” inclusivement. Donc, jusqu’à cet ordre, les dérivées de f par rapport à æ conservent la même forme que pour + constant quand on considère « comme fonction de x sur l'enveloppe. Ceci ayant lieu le long de l'enveloppe, nous allons en déduire que toutes les dérivées partielles de f(x, à) où entre une dérivalion au moins par rapport à à, sont nulles jusqu’à l’ordre n inclusivement.
En effet, pour que la dérivée première en x garde la même forme dans les deux hypothèses, il faut d’abord que
Ua, Oo
Ensuite, si l’on a déjà fait en sorte que la dérivée d’ordre X garde la même forme dans les deux hypothèses, pour étendre cette conclusion à l’ordre # + 7, il faut poser
d:+ Fi fus Dada No
On aura donc, tout le long de l'enveloppe,
DE, me 0 ( di
Dada
Chacune de ces équations (sauf la dernière) dérivée totalement sur enveloppe, donne, en tenant compte de la suivante,
SALE à
FRET 0 (k — 0, RE ps 2},
et on continue ainsi de suite jusqu’à ce que l’on trouve FLE 0, ce qui prouve la proposition.
Il suit de cette proposition que foutes les dérivées d'ordre n + 1 où entre une dérivalion au moins par rapport à a, s'expriment en ARE gant”
En effet, en vertu de cette proposition, on a, le long de enveloppe,
fonction de
to DNA 0
dx"! dx - EE)
Dérivons totalement par rapport à x, en désignant par + la dérivée de z sur l’enveloppe; il vient |
OT OR dx" da +I ‘ dx" =! dan TE
FÉES ne er ad ne
Notre afhrmation est donc justifiée, car ceci est un système
d'équations récurrentes, d’où l’on tire de proche en proche
ibnare nu GR
RSR MR fr RÉ ab e4 EŸ ST NT dx" dar ER dal ( œ)
(RIT ASARENTTE
Ceci nous permet de trouver facilement la condition pour que, ces relations ayant lieu, l’ordre du contact entre l’enveloppe et lenveloppée ne soit pas plus élevé que #. Il faut pour cela que la dérivée en x d'ordre n + 1 de f n'ait plus la même forme pour «
variable que pour + constant, c’est-à-dire que le nouveau terme
Dutif 0x" Üa
ne soit pas nul. Or, en exprimant cette dérivée partielle par la formule que nous venons d'établir, ce terme devient
re (Er jt. me
Donc Ja condition pour que le contact (généralement d'ordre n) ne
OT Jan +ti
soit pas d'ordre n + 1 est que à el soient différents de 0,
Supposons maintenant toutes ces conditions remplies. Nous allons montrer que la nature des points caractéristiques est dans une étroite relation avec l’ordre du contact entre l'enveloppe et les enve-
loppées. C’est ce qui résulte du théorème suivant :
343. Théorème. — S: l’ordre du contact de l’enveloppée avec son enveloppe est constant el égal à n le long de l'enveloppe, deux envelobpées consécutives ne se coupent pas ou se coupent au point caractéristique selon que n est pair ou impair.
En effet, considérons deux enveloppées infiniment voisines :
y = f(x, à), MRC IEEE
Les abscisses & + h de leurs points d’intersection sont données par les racines h de l’équation
GG + ba + a) — f(x + b, a) = 0.
Pour que ces deux enveloppées se coupent en un point infiniment voisin du point! caractéristique, il faut et il sufht que cette équation ait une racine réelle » infiniment petite avec dx. Développons donc le premier membre de léquation suivant les puissances de h et da. Les termes d'ordre < n + 1 se détruisent ou sont nuls (l’ordre du contact étant #). Les termes principaux seront ceux de l’ordre 7 + 1, à savoir
I ni) + Ô Je LÉ gg nl (n + 1)! (0 LEE PA Mere |
Mais, en remplaçant les dérivées partielles par leurs valeurs en EUR Jan +!
aisément à
fonction de indiquées ci-dessus, cette expression se ramène
I dt! ; (mr +1)! sa |: FRE PEER RTE pet].
Les racines infiniment petites » de l’équation à résoudre se con-
fondent donc avec celles de équation
(ou — ba’ ett (= pal}tt = 0,
La résolution algébrique de celle-ci est immédiate. Soit w une te] racine (7 + 1)" de l'unité autre que 1 ; on aura
da — ha = — hr'o, d’où
Ôa (I — w)x"”
ho
Si 2 est pair, 2 + 1 est impair et les 7 valeurs de w sont imaginaires ; il n’y a pas de valeur réelle infiniment petite de b.
Si # est impair, # — 1 est pair et w admet la valeur réelle unique — 1, d’où la valeur réelle infiniment petite
Par exemple, une courbe est lenveloppe de ses tangentes et, l’ordre du contact étant impair, les points caractéristiques sont limites d’intersections. — D'autre part, une courbe est aussi l’enveloppe de ses cercles osculateurs, mais l’ordre du contact étant pair, les points caractéristiques ne sont pas limites d’intersections, On se
borne évidemment dans tout ceci au domaine réel (*).
EXERGICES
Enveloppe de la famille à deux paramètres « et B
UN de avec la condition — Li — 7,
R. L’équation de l’enveloppe est
mp mp
x Mm+p y Mm+p OMC
Caspparticuliers : 19 SM 1,/p— 2,Mhi=üNon,trouve l'enveloppe d’une droite de longueur constante a dont les extrémités s’appuient sur deux axes rectangulaires. C’est l’astroïde, x?[3 + y?]3 = a?]3(t. I, p. 258).
(*) On obtient aussi des résultats intéressants en se plaçant dans le domaine complexe, mais nous renverrons pour cela à notre Mémoire de l Ac. des nuovi Lincei. Vol. XXVIIL, 1910.
20 Sim 2 DEN, bin la conrbetvadriabé test itremelliDsentIOUntS par un des points de la droite précédente et son enveloppe est la même que celle de cette droite.
39 Sim = 2, p = 2, la courbe variable est une ellipse dont les sommets sont les projections dés points d’une ellipse fixe sur ses axes. L’en-
à X y veloppe est un.système de quatre droites Æ =) 217, a )
2, Enveloppe d'une droite. — Les axes étant rectangulaires, on met l’équation d’une droite mobile sous la forme normale
(1) x cos œ + y sin « — f(x) = 0.
Le point-caractéristique est à l’intersection de cette droite avec (2) — x sin a + y cos a — f(x) = 0
et on obtient ses coordonnées x, y en fonction de 4 par la résolution du système. Montrer : 1° que la seconde équation est celle de la normale à l’enveloppe (E) de la droite (x) ; 2° que l’enveloppe de la droite (2) est la développée de (E); 3° que le rayon de courbure R et la différentielle ds de l’arc de (E) sont
ds SR RS PE Ne) SUR lee d’où la formule de rectification de Legendre s= + [SCO + J {C0 de].
3. Enveloppe d'un cercle. — Soit le cercle (a, b, R fonctions de «) Ge — a} + (y — RE 0.
Les points-caractéristiques sont à l’intersection avec la droite (D) ({=g)a (0) RRE= 0,
Cette droite est perpendiculaire à la tangente MT à la courbe (C) décrite par le centre M du cercle, et sa distance au centre est égale à
RR'’ dR L/a + p2 NOR s étant l’arc de la courbe (C) :
19 Si | 4R | < | ds | , la droite D coupe le cercle en deux points et il y a deux branches à l’enveloppe.
En particulier, si R est constant, la droite D passe par le centre et l’enveloppe se compose de deux branches obtenues en portant sur la normale à la courbe (C), de part et d’autre du point M, la longueur constante R.
20 Si dR| > | ds|,la droite et le cercle ne se coupent pas et il n’y a pas d’enveloppe.
30 Si | dR | = | ds | , la droite D est tangente au cercle au point-caractéristique (donc aussi à l’enveloppe) et la normale à l’enveloppe est tangente à la courbe (C). Dans ce cas, /e cercle variable est osculaleur à son enveloppe : la condition nécessaire et sufhisante pour cela est donc
NET
4. Caushiques. — La caustique d’une courbe (C) pour un point lumineux À est l’enveloppe des rayons émanés de À et réfléchis sur (C). Montrer qu’elle est la développée de la podaire, par rapport au même point, de la courbe (C’) semblable à (C) obtenue en prolongeant d’une longueur égale chaque rayon vecteur AP mené du point A la courbe (C). En déduire la relation
MSI 2 HAE Récoëu r étant le rayon incident AP, / le rayon réfléchi terminé au point où il touche son enveloppe, R le rayon de courbure de {C), : l’angle d’incive ReCOS dence. En particulier, si les rayons sont paralleles, / — RSR a TS CAUOLES male à la caustique passe par le milieu du rayon de courbure de (C).
R. On montre que le rayon réfléchi est normal à la podaire de (C') en observant que la normale à la podaire d’une courbe passe par le milieu du rayon vecteur de cette courbe. On applique alors la relation qui lie les rayons de courbure d’une courbe et de sa podaire (t. I, p. 260).
s. Montrer que la caustique d’un cercle par rapport à un point de la circonférence est une cardioide (t. I, p. 303, ex. 6 et 7); celle par rapport à un point à l’infint (rayons parallèles) une épicycloïde à deux rebroussements (tp 259):
5 Enveloppes des surfaces et des courbes de l’espace
344. Enveloppe d’une famille de surfaces à un paramètre. — La théorie est analogue à celle des enveloppes de courbes planes, ce qui nous permet d’abréger. Soit une famille de surfaces
définies, en axes quelconques, par l'équation (1) Ha ae 0
où F est une fonction continue et dérivable.
On appelle caractéristique de la surface (4) le lieu des points-carac-
téristiques de cette surface, c’est-à-dire des points ordinaires dont la
distance à la surface infiniment voisine (x + da) est d’ordre supé-
rieur à dz. En général, et nous supposerons au’il' en est ainsi, ce © 2 ]
lieu est une ligne définie par les deux équations (2) Jr 0, Fu —0:
Si la surface (x + da) coupe la surface (x), la limite de la ligne d’intersection est une caractéristique; mais il peut arriver, par exception, qu'une caractéristique ne soit pas une limite d’intersection. On pourrait faire à ce sujet une étude analogue à celle que nous avons faite pour les courbes planes. Nous n’entreprendrons pas cette étude ici. | ;
L'enveloppe de la famille de surfaces est le lieu des caractéristiques. Chaque surface de la famille prend, par opposition, le nom d’enveloppée.
On remarque que les coordonnées des points singuliers (où FF, = F", = 0) satisfont aussi aux équations (2) et l’on est conduit, comme pour les courbes planes, à la règle suivante
L'équation de l'enveloppe d’une famille de surfaces F = 0 s'obtient en éliminant le paramètre x entre l'équation F = 0 et sa dérivée [par rapport au paramètre) Fa — O. Mais on obtient, en même temps, le lieu des points singuliers s’il y en à.
La propriété essentielle de lenveloppe s'exprime encore par le théorème suivant :
Chaque enveloppée touche son enveloppe tout le long de la caractérislique correspondante.
Le plan tangent à l’enveloppée F — 0 en un point ordinaire, est, en effet,
(E EE x) Ra a Q 7 9) Ee A ( ES t) Fe = 0.
On peut aussi considérer l’équation F — 0 comme celle de
l’enveloppe, à condition d’y remplacer « par sa valeur en X, y, x
tirée de Fx — 0. Donc les coefficients du plan tangent à l'enveloppe
, “Üa ed sont F°, + F'a FT Mais F’x s’annule sur la caractéristique, de
sorte que, sur elle, ces coefhcients ont les mêmes valeurs pour l'enveloppe et l’enveloppée. Donc l’enveloppe et l’enveloppée ont
même plan tangent le long de la caractéristique commune.
Réciproquement, si lon cherche une surface (E) qui touche successivement chacune des surfaces enveloppées suivant une courbe, on retrouve l'enveloppe. |
En effet, l'équation F(x, 7, z, «) — 0 est celle d’une enveloppée si « est constant. On définit la ligne de contact (C) en y joignant équation 4(x, y, z, «) — 0 d’une seconde surface passant par cette ligne. Une surface tangente, lieu de la ligne (C), s’obtient en remplaçant dans F — 0, à par sa valeur tirée de 9 — 0. Plaçonsnous en un point de la ligne (C) et différentions l'équation F = 0 pour un déplacement quelconque sur la surface tangente (x variable) ; il vient
F', dx + F',dy + F7, d3 + F'ada = 0.
Mais cette relation se réduit à F4 — 0, parce que le déplacement dX, dy, dz est aussi tangent à l’enveloppée et annule la somme des trois premiers termes. Donc la ligne de contact (C) est une
caractéristique.
345. Enveloppe d’une famille de surfaces à deux paramètres. — On peut aussi considérer une famille doublement
infinie de surfaces, c’est-à-dire dépendant de deux paramètres à et 6,
(1) Der HAE A BR AU:
Si l’on pose, entre les deux paramètres, une relation
(2) | 6 — 4x), on extrait de la famille précédente une famille simplement infinie dont on peut chercher l’enveloppe. La ligne caractéristique sur la surface s'obtient en joignant à l’équation (1) la relation dé
dax
as
(3) Fa + F'p
En éliminant & et 5 entre ces trois équations, on obtient une enveloppe partielle qui touche une infinité simple des surfaces de la famille et qui dépend du choix de la relation (2).
Mais il y a sur chaque surface (1) des points qui sont caractéristiques quelle que soit la relation (2). Ce sont ceux qui satisfont
simultanément aux deux relations
(4) Era = 0, F°6 ss 0,
# “+ è a ste 7 j Pis : ur | à $ AtE ) I TES
ENT. AR (D OR ET PAC APCE £ er RS MARNE RTL RTL Ne NE RE ET Pa EN 7 RE RUE TS ENTRE CE ab) CE LA .
car alors la relation (3) est satisfaite quel que soit d£ : ds. En éliminant + et & entre (1) et (4) on obtient une surface qui est le lieu de ces points caractéristiques et que l’on appelle l'enveloppe générale ou tout simplement l’enve/oppe de la famille (1).
On montre, comme précédemment, que chaque enveloppée touche l'enveloppe au point-caractéristique correspondant.
Réciproquement, si l’on cherche une surface (E) qui touche chacune des surfaces de la famille en un point, on retrouve l'enveloppe.
En effet, les coordonnées du point où (E) touche l’enveloppée F — O0 sont des fonctions de +, £ qui vériñient cette équation. Différentions totalement cette équation pour un déplacement sur l'enveloppe (a, & variables); il vient
F7, dx ER ET Ed Po de ent ee 0
Au point de contact avec l’enveloppée (x, £), les trois premiers termes se détruisent, parce que le déplacement est tangent à l’enveloppée. Il reste donc
F'ada + Fpd8 == 0:
Mais, comme da et dB sont arbitraires, cette équation entraîne
Fa = 0, F8 — 0 séparément. Le point de contact est un point-
caractéristique et la surface tangente se confond avec l’enveloppe. <
346. Enveloppe d’une famille de courbes dans l’espace. — Considérons une famille de courbes de l’espace dépendant d’un pararètre arbitraire x et définies par les deux équations
(L) SRE RU) TE BC Dose:
Si on appelle encore point-caractéristique de la courbe (x) un c point ordinaire tel que sa distance à la courbe infiniment voisine (x + da) soit un infiniment petit d'ordre supérieur à dz, on voit, comme dans le cas des courbes planes, que ses coordonnées doivent vérifier les deux équations
(2) > Er 0, on =),
En général, les équations (1) et (2) sont incompatibles, sauf pour des valeurs exceptionnelles de &, et il n’y a pas de points-caracté-
ristiques. Mais, s’il existe des points-caractéristiques dont la position
varie d’une manière continue avec «, autrement dit, si les équations (x) et (2) admettent des solutions communes x, y, x fonctions continues de z, le lieu de ces points s'appelle l’enveloppe de la famille de courbes.
D’après cela, une famille de courbes de l’espace n’admet généralement pas d’enveloppe. On voit, en même temps, que la condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait une enveloppe, est que deux courbes infiniment voisines se rencontrent au premier ordre près (ou en négligeant les termes d’ordre supérieur à da).
THÉORÈME. — Si une famille de courbes admet une enveloppe, chaque enveloppée touche l'enveloppe au point-caractéristique correspondant. :
La démonstration se fait comme pour les courbes planes.
Réciproquement, s’il exisle une courbe (E) qui touche, en chacun de ses points, une des courbes de la famille, celle courbe n'est autre que l'enveloppe.
En effet, les coordonnées x, y, x des points M de la courbe (E) seront des fonctions de x, assujetties à vérifier les équations (3). Si l’on dérive totalement ces équations par rapport à «, il vient (les accents désignant les dérivées par rapport à &),
HEMle OF 0
DRE AE APE Er À Vote EME ere D” — UV, To dy - nn ’ FE mt ne
Mais les termes en x’, y’, z se détruisent, parce que la tangente à la courbe (E) est la même qu’à l’enveloppée par hypothèse. Ces équations se réduisent donc aux deux équations F4 = 0, w'x — 0,
qui déterminent lenveloppe.
347. Enveloppe de caractéristiques (Arête de rebroussement). — Une classe importante de courbes ayant une enveloppe est celle des caractéristiques d’une famille de surfaces à un para- Me (NX ar, à) 10 LEs quatre équations (1) et (2)! dun°
précédent se réduisent effectivement dans ce cas à trois seulement
— 0, Fa = 0, FFE D!
Les valeurs de x, y, ?, généralement fonctions de «, que l’on en tire, définissent une courbe qui touche toutes les caractéristiques et
qu'on appelle l’aréle de rebroussement (*) de la surface enveloppe.
348. Surface enveloppe (ou focale) d’une congruence de courbes. — On donne le nom de congruence à un ensemble de courbes de Pespace dépendant de deux paramètres arbitraires « et £
et définies par deux équations :
(:) Ha 7, Rs % BYE En 0, (x, Y; Rs % Di ee O0.
Considérons une courbe particulière [x, £]. On peut concevoir qu’elle fasse partie d’une famille à un paramètre en posant une relation 8 — »(x), compatible avec les paramètres particuliers de la courbe. On peut, en général, choisir cette dépendance de façon à former une famille à un paramètre ayant une enveloppe, c’est-àdire de manière qu’il y ait sur la courbe [x, &] des points-caractéristiques. Les coordonnées x, y, z d’un point-caractéristique doivent satisfaire, en eflet, aux équations
0F ÔF dB Ô D Oœ dB (2) FES PE TL
dx 08 dx vu
da
Si l’on élimine x, y, x entre les équations (1) et (2), on obtient
une équation différentielle du premier ordre entre « et £ servant à
déterminer la relation 8 — +(x) pour laquelle il y a une enveloppe.
: entre les deux équations (2), on a, (1462
pour déterminer les points-caractéristiques correspondants sur la
D'autre part, en éliminant
courbe [«, 8|, les trois équations :
Ph SA 060 SUP. 0 DS ON AE CE 08 0 dz CA
Nous supposerons que ces trois équations soient compatibles et déterminent les coordonnées d’un ou de plusieurs points en fonc-
tion continue de x, ÿ. Ces points s’appellent les points focaux.
(*) Parce que les points de cette arête sont généralement des points de rebroussement pour les sections de l’enveloppe par un plan.
RL
: . PT, ” f + sé
Généralement, et nous supposerons que ce soit le cas, le lieu de ces points est une surface dE l’on appelle l'enveloppe ou la surface focale de la congruence.
Le système de valeurs x, y, ?, fonctions continues. de x, 6, qu’on obtient en résolvant les équations (3), fournit une représentation paramétrique de la surface focale. L’équation en x, y, ? de cette surface s’obtient en éliminant + et £ entre les mêmes équations.
THÉORÈME. — Chaque courbe de la congruence touche la surface focale en chacun de ses points focaux.
En effet, sur la surface focale, *, 7, z sont des fonctions de a, £ qui vérifient les équations (3); les composantes 4x, dy, dz7 d’un déplacement tangentiel à la surface focale correspondent à un système d’accroissements quelconques dx, d des paramètres et
sont liés par les relations
ÔdF ÔF OF ÔF GER AIMER Ha ot ePA PA EM! = 4 — 24 re dx 7 dy + Ge dz + = da + 2 d, 0, oh Ô« Ô ù db UP He 0 de dé + da + ad LES U
En particulier, si dx, d& vérifient simullanément les deux équations :
(5) pe dz FEU dE — AU te 1e mr
compatibles en vertu de la troisième équation (3), le déplacement dx, dy, dx se fera sur la tangente à la courbe [«, 8]. Donc cette courbe touche la surface focale.
Réciproquement, si l’on cherche une surface qui touche en un point chacune des courbes de la congruence, on retrouve la surface focale.
En effet, les coordonnées X, y, z d’un point de la surface seront encore des fonctions de x, $ assujetties à vérifier les équations #0)» —" 0 de la courbe touchée en ce point. /Différentions totalement ces équations pour un déplacement tangent à la courbe [x, 8]; nous trouverons les équations (4), se réduisant aux équations (5), puis, en éliminant d£ : dx, la troisième équation (3), qui détermine la surface focale.
BAERCIGES
1. Montrer que l’enveloppe du plan qui coupe les axes rectangulaires aux distances respectives a? : (a + &), a? : (b + «), x? : (c + «) a pour équation (x + y + 2)? 4 (ax de by 65) —= 0:
2. L’enveloppe des plans tangents aux différents points d’une section plane d’un ellipsoïde est une surface conique. Discuter.
3. Une surface canal est l'enveloppe d’une sphère de rayon constant dont le centre décrit une courbe. La caractéristique est alors le grand cercle qui se trouve dans le plan normal à la courbe. Étudier le cas où le rayon varie en même temps que le centre se déplace.
4. L’enveloppe du plan ax + By + y: — /, dont les paramètres sont liésipantes relations at 6 Re Nriet
x LE Y° ES art US 7h Rare 0, est la surface des ondes 50% b? y? c? 72 :
MR NE np r? 5 = 0 CHERE EL APR
6 6. Systèmes de droites :
Surfaces réglées; Congruences
349. Surfaces réglées, développables ou gauches. — On appelle réglée une surface qui est le lieu des positions successives d’une droite mobile nommée génératrice. Il y en a de deux espèces, les surfaces développables et les surfaces gauches. Nous commençons par l’étude des développables. Ce nom leur vient de la propriété d'être applicables sur un plan, que nous examinerons plus loin au 1121355 2°
Nous supposons, dans toute cette théorie, que les fonctions à considérer sont uniformes, continues et dérivables. La plupart des théorèmes tomberaient en défaut dans lPhypothèse de la non
dérivabilité.
350. Surfaces développables. — On appelle développable toute surface qui est l'enveloppe d’un plan mobile à un paramètre. Soit
le plan mobile
Ax + By + C3 + D =0,
LE LL à © :. .
dou re
SURFACES DÉVELOPPABLES got
où À, B, C, D dépendent d’un paramètre «. Si le plan se déplaçait parallèlement à lui-même ou en tournant autour d’une droite fixe, il n’y aurait pas de surface enveloppe. Nous excluons donc ces deux cas. La caractéristique du plan (n° 344) s’obtient en joignant à la
précédente l’équation dérivée par rapport à &, A°x + B'y + C'z + D’ = 0,
et ces caractéristiques sont les génératrices rectilignes de la surface.
THÉORÈME. — Le plan tangent est le méme le long de toute droite de la développable. Une développable qui contiendrait une droite autre que ses génératrices reclilignes se réduirait à un plan.
Le plan tangent ne peut varier le long d’une droite A de la développable. En effet, le plan tangent en un point de la. développable est le plan AX + By + Cz + D — 0 passant par ce point (n° 344). S'il variait le long d’une droite A, comme il contient cette droite, il ne ferait que tourner autour d’elle et n’aurait pas d’enveloppe.
Il suit de là que toute droite de la surface est une des caractéristiques. En effet, si une droite À m'était pas une caractéristique, la surface serait le lieu des caractéristiques s’appuyant sur A. Le plan tangent, ne changeant ni le long d’une caractéristique ni le long de A, serait le même partout et la développable se réduirait à ce plan.
Ainsi une développable autre qu’un plan ne peut admettre qu’un seul système de génératrices rectilignes et le plan tangent est le
même le long d’une génératrice.
351. Arête de rebroussement. Second mode de génération des développables. — En général, les caractéristiques restent tangentes à une courbe gauche, appelée aréle de rebroussement de la développable (n° 347), et qui se définit en joignant aux
deux équations de la caractéristique l’équation suivante : A"x su B'y se C'z LE D" —_ O,
obtenue par une nouvelle dérivation, ce qui fait un système de trois
équations linéaires d’où l’on peut tirer x, 7, z en fonction de 2.
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Mais il y a deux cas d’exception à signaler : Si l’arête se réduit à un point, la développable est un cône, et c’est un cylindre si ce point est rejeté à l'infini.
Réciproquement, le lieu des tangentes à une courbe gauche est une surface développable, à savoir l'enveloppe du plan osculateur de cette courbe.
En effet, le plan osculateur, variable le long de la courbe, ne dépend que d’un seul paramètre, celui du point de contact. Les caractéristiques (intersections de deux plans osculateurs infiniment
voisins) sont les tangentes à la courbe (t. I, n° 236); donc l’enve- :
.loppe du plan est le lieu des tangentes.
Ainsi les développables sont des surfaces réglées dont les génératrices ont une courbe enveloppe, ou bien passent par un point fixe (cône) ou bien ont une direction fixe (cylindre).
Cette courbe enveloppe est l’aréle de rebroussement de la surface. Si elle était plane, la surface dégénérerait dans un plan.
THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que la droite mobile |
() et CN AD VON e ru
dont les coefficients dépendent d’un paramètre à, engendre une surface développable (ou ait une enveloppe) est que l’on ait
(2) ag — bp = 0.
En effet, pour déterminer le point où la droite touche son enveloppe, il faut ajouter aux équations (1) ses deux dérivées par rapport à « :
RTE ne
La condition (2) exprime que ces deux équations sont compatibles pour des valeurs finies ou infinies de 7. Le point de contact peut être rejeté à l’infini et il peut aussi être fixe ; donc l’enveloppe peut être rejetée à l’infini ou se réduire à un point. La développable peut ainsi se réduire à un cylindre (y compris le plan) ou à un cône.
Remarquons encore que la condition (2) exprime que deux droites
infiniment voisines se rencontrent au premier ordre près.
+ ROSE. NES. RAT nr NP LIS
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352. Equation aux dérivées partielles des développables. — Les surfaces développables satisfont à une équation aux dérivées partielles qui les caractérise. Considérons l’ordonnée 7 comme une
fonction de X, y sur la surface ; et posons, en abrégé,
Ô0Z DO 02 NO RS ERA
TEE 1 5y SPRAR TE * — axdy ET gs
Le plan tangent est le même tout le long d’une génératrice ; les
coeflicients de son équation, qui est
D CC 0) 7 (re) Eat, en particulier p et g, ne dépendent que du seul paramètre qui définit la position de la génératrice de contact. Donc p et q sont aussi
fonctions l’un de l’autre et l’on a, par le théorème général sur les
déterminants fonctionnels (n° 244),
TRE PE
vées partielles du second ordre rt — 5 — 0.
Réciproquement, r/ — 5° — 0 est l’équation aux dérivées partielles d’une développable. En effet, elle exprime d’abord que p et q
sont fonctions l’un de l’autre. Mais on a aussi
Os om) NT x RUNIeE PAP PAL PAU T dx; 3) ve ‘, x EE Ce
Donc le troisième coefficient (? — px — gy) de l'équation du
plan tangent est aussi fonction du premier p. La surface, qui est
l'enveloppe de ses plans tangents, est donc l’enveloppe d’une famille O 2
de plans à un paramètre : c’est une surface développable.
353. Surfaces applicables sur un plan. — On dit que deux surfaces sont applicables Vune sur l’autre, lorsque l’on peut établir entre leurs points une correspondance telle que les arcs correspondants aient même longueur sur les deux surfaces. Nous allons montrer que les surfaces développables peuvent être caractérisées par la propriété d’être applicables sur un plan.
- ‘1° Une surface dévelobpable est applicable sur un plan.
Soient X, 7, z les coordonnées d’un point O de l’arête de rebroussement de la surface, exprimées en fonction de l'arc s de cette courbe. Les cosinus directeurs de la tangente au point O seront x’, , 2x, en désignant par des accents les dérivées par rapport à s. Les coordonnées £, x, € d’un point M de cette tangente située à la distance (positive ou négative) # du point O, seront |
ef vit
Re
Nous avons ainsi exprimé les coordonnées d’un point quelconque de la développable en fonction des deux paramètres w et s.
Cherchons l'expression de la différentielle ds de l’arc d’une courbe tracée sur la développable. On a
don UE NERO US EEE
_ Soient R le rayon de courbure et à, y, v les cosinus directeurs de
la. normale principale de l’arête au point O' On a x = FER
SLT etOoN LV 0: tlMentidonc
9 2 ds° = Re ds® + 2 du ds + du? = (du + ds) + (£ ;
Cette expression ne dépend que de la relation # = (5) qui définit la courbe tracée sur la surface et du rayon de courbure KR de l’arête, nullement de la torsion de celle ci.
Or R est une fonction déterminée f(s) de l’arc; et la relation R = f(s) est aussi l'équation intrinsèque (n° 212) d’une courbe plane que nous pouvons construire. Faisons correspondre au point O de l’arête celui O” de cette courbe plane qui est déterminé par la même valeur de s; les rayons de courbure correspondants seront les mêmes. Portons maintenant, sur la tangente en O” à la courbe | plane, une longueur O’M’ égale à OM, donc égale à #; nous determinerons ainsi dans le plan de cette courbe un point M' correspondant au point M de la développable. Ce mode de correspondance entre les points de la développable et ceux du plan conserve la
longueur des ares, car les différentielles ds des arcs des deux courbes
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correspondantes, donc définies toutes deux par la même. relation u — 9(s), ont même expression pour les deux courbes.
La démonstration précédente tombe en défaut par le cône et le cylindre, mais le théorème subsiste et la démonstration en est immédiate comme le lecteur peut le vérifier facilement lui-même.
2° Réciproquement, une surface applicable sur un plan est développable.
Soient «, & les coordonnées des points du plan sur lequel on applique la surface. Nous pouvons considérer les coordonnées
y, x des points de la surface comme des fonctions de celles «, & des points correspondants du plan. Les longueurs étant conservées, aux droites qui sont les lignes les plus courtes du plan, doivent correspondre les lignes géodésiques de la surface. Faisons varier a, @ sur une droite (D) de direction arbitraire, nous RE prendre da et d& tous deux constants ; alors ds = ]/da? + d£?, qui est aussi la différentielle de l’arc de la géodésique (2) correspondante, est constant également. Les cosinus directeurs de la normale principale de (g) sont (ds étant constant) proportionnels à d'x, d°y et d’z. Mais, d'autre part, puisque c’est une géodésique, ils sont aussi proportionnels aux coefhcients directeurs p, qg et — 1 de la normale à la surface (n° 281). On a donc, pour dx et d£ constants,
les identités en.«, &, da.et dB :
de hdi 0, d'y di 0 Remplaçons dans ces deux équations d°x, d°y et d°z par leurs
expressions développées en dx et dB; les coeflicients de da*, da d£,
et d&? seront nuls séparément. On aura, en particulier,
Ge DER OEX (PA ea Pr A PER Ra Da 00 LP pu DE 05
puis, en multipliant respectivement par da, df et ajoutant,
1e at
D 0 démème, 14 _. nu =, (:
, rer GREEN Il suit de ces deux identités que sa © _ demeurent constants : (0,4 (04 %
en même temps que —— et, par conséquent, sont fonctions de +
Ôc
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seulement, donc que p et g sont fonctions de ce même paramètre. Alors p et q étant aussi fonctions l’un de l’autre, la surface est
développable, comme on la vu au n° précédent.
354. Surfaces réglées gauches. — Toute surface réglée peut être considérée comme engendrée par une génératrice recliligne G qui s'appuie constamment sur une courbe directrice l. Soient x, y, z les coordonnées d’un point de la directrice [exprimées en fonction d’une variable indépendante {; 4, b, c les cosinus directeurs (fonctions de {) de la génératrice G (considérée avec un sens) qui passe par ce point {; u la distance (positive ou négative) d’un point M de G au point x, y, z. Les coordonnées £, r, € du point M de la génératrice G seront données par les formules
(G) EX + au, na Yi bu, = z + cu,
Celles £,, r,, & d’un point M, de la génératrice G, infiniment voisine, menée par le point (£ + Af) de la directrice, seront, de même, CG) 4 = x + du, M = Yi + bits, HU OT Cats où l’on a |
Ni TT ARS (ECO EAN Pal EME
Cherchons la plus courte distance OO, de la génératrice G à la génératrice infiniment voisine G,. Le carré de la distance à de deux points M(E, n, ©) et M,(E,, 1, &) de ces deux génératrices a pour expression | SE £\2 AT . ANSE AT Q) 8 (EEE nr D GE OS
Pour obtenir son minimum, il faut annuler ses deux dérivées par
rapport à # et #,, ce qui donne, eu égard aux valeurs de , £,,...
SURE E — Due Me CNE — Z(E, — E) a = 0, D (ENEO) AEEEU Mais comme d, — 4 + Au,... ce système peut être remplacé
par le suivant :
(2) 2(E, — EE) 4 = O0, S(E, —EMARE 0:
Faisons dans ces deux équations les substitutions
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La première équation montrera que ”, tend vers # quand Af tend
vers O, et la seconde deviendra 2 Ag Ax:+ u,ÿ AG + (u, — u) SE aAa — 0.
Divisons par Af° et passons à la limite; en désignant par des accents les dérivées par rapport à / et en remplaçant #, par sa limite #, il vient simplement
EUR tu Da = 0:
carlétrapport SN VAT reste fini. On s’en assure en retranchant Za*— r de 2(a + Aa) —'7, ce qui donne 2Xa Ag — — 5 Ag’. De là, la valeur ”, de # donnant le minimum : SITE 3) LS RTE
Cette valeur (positive ou négative) , détermine sur la génératrice G un point O, qui est le pied de la perpendiculaire commune OO, avec la génératrice infiniment voisine, et qu’on appelle le point central. Le lieu de ce point quand la génératrice varie, est une courbe de la surface appelée ligne de striction. Dans le cas particulier où la surface est développable, le point central est le point-caractéristique de la génératrice et la ligne de striction devient larête de rebroussement de la développable.
L’équation (3) montre quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que la directrice V' soit la ligne de striction (ou l’arête de rebrous-
sement) de la surface, ou pour que l’on aitu, = 0, c’est D ONE Qi e b'yA Nez O
Déterminons maintenant les cosinus directeurs x, , v de la plus courte distance à considérée dans le sens OO, (ou de G vers G,). À cet eflet, remplaçons dans les équations (2) &, — &,... par les quantités proportionnelles 2...; elles deviennent Xxa — O0, EAAa — 0. On en tire, par les propriétés des fractions égales, en désignant par l’angle des deux génératrices infiniment voisines
GrerG;,
RL A mi Mb Pau sin 4
car on sait, par la géométrie analytique, que PET et 2(b Ac — c Ab} — sin° y.
Enfin Aa et Aa, étant nuls, la plus courte distance à elle-même
sera
DA(E, — E) = ZA (AX E ju, — au) — EX AX;
ou, en remplaçant À, »., v par leurs valeurs (4),
Le ATEN SOUT A I Ÿ à —— ï / } De Ho Ac A=—+ D . » ALT Z
Comme on dispose du signe de 4, on peut le déterminer en prenant le signe + dans les équations précédentes. Cela revient à compter l’angle % dans le sens de la rotation directe autour de OO, (ou &), car si l’on prend OO, pour axe des ?, on a = ret/là dernière relation (4) donne sin % — 4 Ab — b Au, quantité positive dans le sens indiqué. Nous écrirons, en abrégé, 3 sin 4 —{a, Aa, Ax|;
et, en développant jusqu'aux termes du troisième ordre, nous aurons I I à sin d — [a, da, dx] + D [a, da, dx] + s [a, da, d’x] + … | I | — [a, da, dx) + = d\a, da, dx] + …
Le facteur sin 4, qui a pour valeur principale J/E (bdc — cdb)°
ou p/ da? + db? + dc, est du premier ordre, de sorte que, en général, à est du premier ordre en d{. Si à est d’ordre plus élevé, le point central est un point-caractéristique et la surface est développable. Donc /a condition pour que la surface soit développable est que l’on ait constamment |a, da, dx] = 0. Mais alors la différentielle de ce déterminant s’annule aussi, de sorte que à est du troisième ordre. Donc, dans une surface développable, la distance de deux génératrices infiniment voisines est du troisième ordre.
Supposons maintenant la surface gauche. Divisons la dernière
équation par sin° Ÿ et passons à la limite ; 1l vient
An den ARR 2e AR 9 RC ARRETE CREED OUTRE Rare
or (+
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k désignant une quantité de signe déterminé, variable d’une génératrice à l’autre, nommée paramètre de distribution. Si ce paramètre est nul, la surface est développable.
Ce paramètre joue, dans la théorie du plan tangent aux surfaces gauches, un rôle important, que nous allons mettre en lumière en faisant varier le point de contact le long d’une génératrice G, et en cherchant la loi de la rotation du plan tangent autour de cette génératrice.
Prenons cette génératrice G pour axes des 7; nous aurons 4 — 0, b —=0, c == 1, d’où c — 0 (c étant maximum). Les valeurs de w, et de k (3 et 5) se réduisent à ax +by EE
ay —bx" QE bee
DRAM
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Plaçons l’origine au point central, de sorte que #, — 0. Le plan tangent au point central s'appelle le plan central. Prenons-le pour plan x7. Le plan tangent au point de G de paramètre 4 passe par le point infiniment voisin (donc de même paramètre u) sur la génératrice infiniment voisine, ayant donc (puisque £, x sont nuls sur G)
les coordonnées infiniment petites dE — dx + uda, HR US rm DUR Comme le plan tangent passe par OZ, il fait avec le plan central un angle +» (positif ou négatif suivant le sens de la rotation autour
de OG) déterminé par la formule
L'EST u
I PANESS ptfee he le NE dE x +d'u % k
Enetet, W2=—=10 car ss/annulte avechus ensuite 1810, car u, est nul et alors 4° — 0 car X’ n’est pas nul (sinon k s’annulant, la surface serait développable). De là, le théorème de Chasles : La tancente de l’inclinaison du plan tangent sur le plan central varie, sur chaque génératrice, proportionnellement à la distance du point de contact au point central. Quand le point de contact se déplace dans le sens positif, le plan tangent tourne autour de la génératrice dans le sens positif ou négatif suivant que le signe du paramètre de distri-
bution * est positif ou négatif.
Congruences de droites. — Considérons une con
gruence de droites @) LE OCT Ds QUEUE
les coefficients dépendant de deux paramètres +, $ et rappelonsnous les résultats généraux du n° 348. Toutes les droites de la congruence sont tangentes à une même surface S appelée surface focale. Les points où une droite particulière D touche S, sont ses points focaux. Pour trouver ces points, on considère la droite D comme faisant partie d’une famille à un paramètre. Cette famille se définit en posant une relation $ — (x) compatible par les paramètres de D et telle qu’il y ait des points-caractéristiques sur D : ces pointscaractéristiques sont les points focaux.
Ainsi, pour obtenir les points focaux, nous combinons les équa-
tions (1) avec leurs dérivées totales par rapport à +, à savoir
(2) 0O—4az +p, 0O—=bz+a, et nous choisissons #(x) de manière que ces équations soient compatibles, ou que deux droites infiniment voisines se rencontrent (au premier ordre près), c’est-à-dire par la condition
(3) ag —bp —=0, qui exprime que les droites ont une enveloppe (n° 351). Mais on a
maintenant
RERO Ô ñ Ôq a EUR
dir;
de sorte que la condition (3) prend la forme (4) P£?+Q8 + R—0, où P, Q, KR sont des fonctions connues de x, $. Cette équation du
second degré a, en général, deux racines, que nous supposerons réelles
(5) 6" Fe HCA 6), 6’ + PACA 5).
Portant ces valeurs de &” dans les équations (2), celles-ci sont compatibles et nous obtenons deux valeurs correspondantes pour z. Il y a donc, sur chaque génératrice de la congruence, deux points
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focaux F, et F,; et la surface focale S se compose de deux nappes, et Ss, dont chacune est touchée en un point par chaque génératrice de la congruence. |
Les calculs que nous venons de faire résolvent la question de faire passer, par une droite donnée D, de la congruence, une surface developpable dont les génératrices appartiennent à la congruence. Il faut, en effet, pour cela, poser une relation £ — ça), vérifiée par les paramètres particuliers à,, $, de D, et telle qu’on ait la relation (3), donc aussi les relations (4) et (5). Chacune des deux
équations différentielles (5) admet une intégrale particulière 8 — 4(a) complètement déterminée par la condition d'admettre les valeurs initiales «,, 6,. De là, la conclusion suivante :
Il existe deux surfaces développables À, et À, passant par une génératrices donnée (appartenant à la congruence) et formées de droites de la congruence.
Les points focaux F, et F, de la génératrice sont ceux où cette génératrice touche respectivement les arêtes de rebroussement A, et À, des deux développables A, et À,. Ces arêtes sont donc situées respectivement sur les nappes S, et S, de la surface focale, qui est leur lieu géométrique.
Considérons, en particulier, la développable A, engendrée par une suite de générätrices D, D’, D”,... (fig. S). DéSDOmMtS Hiocalaméticcessiis LE ARE, dessinent sur S, l’arête de rebroussement A, ; les points focaux F;, F’o, F’2,... dessinent sur S, une autre courbe de A,, qui n’est pas tangente à la droite D. Donc D et la tangente à cette courbe
déterminent le plan tangent à la développable au
FIG
point F, (donc le long de D) et aussi le plan tangent à la nappe S, de la surface focale au même point F,, et ces deux plans tangents coïncident. De là, les théorèmes suivants :
Les plans tangents à la surface focale aux deux points focaux sur une même génératrice ou les PLANS FOCAUX, sont les plans tangenis aux deux développables qui passent par cette génératrice.
Chacune des deux développables qui passent par une génératrice de
la congruence, a son arêle de rebroussement sur une des nappes de la surface focale et est circonscrite à l’autre nappe.
Un plan focal est donc, en même temps, plan tangent à l’une des nappes et plan osculateur de lParète de rebroussement tracée sur Pautre. Donc si les deux plans focaux sont rectangulaires, le plan osculateur de l’arête est normal à la surface focale. Si cette condition se réalise pour toutes les droites de la congruence, les arêtes de rebroussement des développables passant par les diverses génératrices seront des lignes géodésiques de la surface focale. Comme on le verra au n° suivant, cette condition se réalise dans les congruences de normales à une surface et dans celles-là seulement.
Ces conclusions générales supposent que les points focaux F, et F, ne soient pas confondus et que chacun d’eux décrive une
surface, ce qui est évidemment le cas général.
Congruences de normales. — Demandons-nous si les
droites d’une congruence arbitraire, (6) X = Az + hp, VHbT RO,
restent normales à une même surface, les coefhcients 4, p, b, q étant donc fonctions de deux paramètres indépendants 2 et £.
S'il en est ainsi, les coordonnées x, J', x des points de la surface seront des fonctions de x et de & assujetties à vérifier les deux équations précédentes. Mais, de plus, tout déplacement 4x, dy, dz sur la surface devant être normal à la droite de la congruence qui passe
au même point, on aura (x, }, x étant considérés comme fonctions de 3, €) d'ax + bdy F4 = 0;
ou, en remplaçant dx et dy par leurs valeurs tirées de la difiéren-
tiation totale des deux mêmes équations (6),
(a? + D? + 1)dz + z(ada + bdb) + adp + bag = 0; ou encore, en divisant par W/1 + d° + b”, a dp + bdg:
ARMOR EE ae Te
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C’est une équation aux différentielles totales entre RACING, qui doit servir à déterminer 7 en fonction de +, ÿ. Mais, pour que cette
détermination soit possible, il est nécessaire et suffisant que
nd dp + b:dg * - Ar d Ep
soit une difiérentielle totale exacte en «, 8. Cette condition entraîne
une relation entre les quatre fonctions a, b, p, q des deux paramètres. Donc ÿ n'existe pas, en général, de surface normale aux droites d’une congruence donnée. |
La condition que nous venons de trouver est susceptible d’une interprétation géométrique remarquable. Prenons comme variables indépendantes &, 6 les coordonnées p et 4 du pied de la droite (6)
sur le plan x7 (*). La condition d’intégrabilité sera
a “ 0q ve LR ch à) Op VÉRERIES DE .
D'autre part, considérons une droite particulière D de la congruence. L’équation (4), équivalente à (3) du n° précédent, qui exprime que les droites (6) ont une enveloppe devient ici
dd DU O0: Op
Les deux racines g', et g', de cette équation du second degré sont
les coeflicients angulaires dans le plan xy des courbes d’intersection par ce plan des deux développables passant par la droite D. Les
deux plans tangents à ces développables le long de D, devant con-
tenir D et l’une de ces tangentes respectivement, ont pour équations Qa(X— az —p)=(y— bg) gx — ax —p)=(y—bx— 0).
La condition de perpendicularité de ces deux plans est
LH —ab(qgi + ge) +aq1geQ # #7) —=O0;
(*) Ceci est permis. En effet, si p et g étaient liés par une relation, le plan xy couperait la congruence suivant une courbe et, pour éviter ce cas, on changerait d’axes coordonnés. Il est d’ailleurs impossible que la congruence soit coupée suivant une courbe par un plan quelconque, sinon elle se réduirait à une surface.
ou bien, en remplaçant les somme et produit des racines g” par
leurs valeurs tirées de l’équation (8),
RE+P) +0 (EE) EG
ce qui coïncide avec la condition d’intégrabilité (7) quand on effectue les calculs. On a donc le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une congruence de droites soit une congruence de normales, est que les deux plans focaux
soient reclangulaires pour chacune des génératrices.
6 7. Surface polaire Développées des courbes gauches
357. Enveloppes des plans du trièdre principal. — Si l’on considère un point M sur une courbe gauche et le trièdre principal correspondant, ce trièdre varie avec le point M et chacun des trois plans du trièdre enveloppe une surface développable.
Les trois plans du trièdre sont le plan osculateur perpendiculaire à la binormale, le plan normal perpendiculaire à la tangente, enfin le plan perpendiculaire à la normale principale que lon appelle le plan rectifiant.
Le plan osculateur a pour caractéristique la tangente et pour enveloppe, la développable des tangentes.
Le plan normal, sur lequel nous allons revenir, a pour enveloppe la développable polaire.
Quant au plan rectiliant, 1 enveloppe une surface à laquelle on donne le nom de développable rectifiante. La courbe considérée se trouve sur cette surface, car le plan rectifiant contient la tangente, par conséquent, son enveloppe contient l'enveloppe de la tangente, c'est-à-dire la courbe elle-même. On voit, en même temps, que la caractéristique du plan rectifiant passe par le point M, qui est le point caractéristique sur la tangente. La normale principale à la
courbe est perpendiculaire au plan tangent à la développable qui est :
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le plan rectifiant, donc la courbe est une géodésique de la développable et elle se transforme en droite quand on étend celle-ci sur un
plan. C’est de là que vient le nom de développable rectifiante.
358. Surface polaire. — Etant donnée une courbe gauche : (x) x =f(t), =), x = 0,
la surface (ou développable) polaire est l'enveloppe des plans normaux. Pour obtenir les équations d’une caractéristique, il faut combiner l'équation du plan normal et sa dérivée par rapport à f. Cette droite, dont les équations sont donc
(CEROART (E ei X) x" + Cr RER 7) y” + (£ taie 7) 70 _ qe + Jun + Ce
s'appelle droite polaire où axe du plan osculateur ou encore axe de courbure. Elle est perpendiculaire au plan osculateur, car ses coeflicients de direction y?" — 7 y” — À,... sont les mêmes que ceux de la normale à ce plan. En joignant aux équations de l’axe de courbure celle du plan osculateur, A(£ — x) + ... — 0, on obtient les trois équations qui déterminent les coordonnées du centre de courbure (t. I, n° 229). Donc : Le centre de courbure est le point de percée du plan osculateur par l’axe de courbure.
Les équations de l’arête de rebroussement de la surface polaire s’obtiennent en ajoutant aux deux équations d’une caractéristique la
suivante, obtenue en dérivant une fois de plus :
CE DE Cr dE ra).
359. Sphère osculatrice. — L’équation d’une sphère (de centre £, r, & et de rayon R arbitraires) renferme quatre paramètres, qui permettent d'obtenir avec la courbe, en un point donné f, un contact du troisième ordre. Les éléments £, %, 6 et R de la sphère
osculatrice seront déterminés par les quatre équations : = + EG —RE0 L / pe / "4 , RC SE TE CHARGES GJRS ES 0:
D”(1) = DCE) En
Les trois équations & = +” — +” — 0, qui déterminent £, n, € sont les mêmes que celles qui déterminent les coordonnées du point où la droite polaire touche son arête de rebroussement et que nous avons écrites au n° précédent. Nous obtenons donc le théorème suivant : |
L’arête de rebroussement de la surface polaire est le lieu géomé-
lrique du centre de la sphère osculaltrice.
860. Développées des courbes gauches. — On appelle dévéloppée d'une courbe donnée toute courbe qui est une enveloppe de normales à cette courbe, ou toute courbe dont les tangentes viennent rencontrer normalement la courbe donnée.
Soient { le paramètre et x, y, x les coordonnées d’un point M de la courbe gauche (1); £, r, € celles du point N correspondant de la développée ; : la longueur MN de la normale; s l'arc de la développée (compté positivement dans le sens MN). Les équations du
problème sont
@, LE -t ee ee qui expriment que MN est tangent à la développée, et G) E— x) dx + (ù — 3) à + (ED & = 0 qui exprime que MN est normal à la courbe.
Il y a donc trois relations distinctes pour déterminer £, x, € en
fonction de {. Commençons pour établir quelques propriétés de la
développée. Différentions l’équation Es) + Gp +E-D = en ayant égard à (3); il vient (EE 2) dE Co) An EC ONE Eee cn en remplaçant AR par leurs valeurs (2), \
do L j pds dou: do Me
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Différentions l’équation (3) en tenant compté de la relation d£ 4x — 0 qui résulte immédiatement de (2) et (3); il vient CPR RER ARE a) ER RO PR = ds?
Mais les équations (3) et (4) sont celles de l'axe de courbure du point M. Le point N où la normale MN touche la développée est sur cet axe; donc foutes les développées d’une courbe gauche sont tracées sur sa surface polaire. | Passons maintenant à la détermination analytique des développées. Soit Z le centre de courbure au point M; menons le rayon de courbure R — MZ et l’axe de courbure ZN (fig. 6). Le segment ZN
sera considéré comime positif dans le sens de la
M binormale de direction (X, Y, Z) et comme négatif en sens contraire. Désignons enfin par 6 l'angle de .. la normale MN avec la normale principale MZ, angle compris entre + 90° et de même signe que ZN en à z FIG. 6.
SOI Que NEE R'to 6. Pour obtenir les coordonnées ©, x, € du point N, écrivons que les projections de MN sur les axes sont égales à celles du contour MZN ; nous trouvons e x Rx +IX 190), (5) jy RE Vie) RE ER (HE Zn tent)
En exprimant dans ces équations (4), x, y, x et les seconds membres en fonction de /, on obtient une représentation paramétrique de la développée. Mais, pour cela, il faut encore connaître la valeur de 6 en fonction de /.
A cet effet, différentions la première équation (5); il vient
dE = AX + X AR HR dx + 4X(R tg 0) + XA(R tg 6)
Eliminons 42 par les relations (2) et (5) et dx, dX par les formules
de Erenet (t:1,'n° 238), qui donnent
do do
dE (E — 4) REG EX let),
, >} di = — me + +) ds, HN . ds ;
Vol. IH. | | | af
AE RC PR EE A ROIS + ” DEAN FÉNS APRES “M À TU
Il vient
do É = RX : < À R x (À EX tp.8) = \4R — ST ds Rte 6 + X4(R te 6).
Dans cette dernière équation, on peut considérer x et X comme des indéterminées, car leurs coefficients ne dépendent que de la forme de la courbe et non du choix des axes coordonnés. Les:
coefficients de x et X sont donc les mêmes dans les deux membres,
ce qui nous donne
170) KR d R do KR d R— RE + tg 0 — d(Rtg 0) —
et, en éliminant ds : 9 entre les deux équations,
R ds : ee ds DTA Gr + Lo 6) + Rd to GE O, d ou 192 RES
En définitive, 0 est déterminé par une quadrature
É ds
t étant la variable d'intégration. La valeur initiale 8, reste arbitraire. Si l’on porte la valeur (6) dans (5), on obtient les équations d’une infinité de développées, différant par la valeur initiale 6,.
La formule (6) conduit à une conséquence importante. Si l’on considère deux développées différentes (0) et (8°) engendrées par les deux normales MN et MN, on tire de (6)
CN EN Re
Donc, si deux normales MN et MN° engendrent des développées, elles font entre elles un angle constant.
Réciproquement, si la normale MN a une enveloppe, la normale MN° en a une aussi, pourvu qu'elle fasse un angle constant avec MN.
Si la courbe est plane, la torsion 1 : T est nulle et 0 se réduit à 6. Si l’on prend le plan de la courbe comme plan xy, on a ri VX = 0.et 2 Nr des lommules ts) deviennent
6 — X + R\, a = y + Ro, C—=Rtet,.
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Or £, n sont les coordonnées du centre de courbure. Par conséquent, les développées s’obtiennent en prenant, sur chaque normale au plan de la courbe élevée au centre de courbure, une longueur proportionnelle au rayon de courbure correspondant. La surface polaire est un cylindre, dont la développée ordinaire est une section droite, et les autres développées sont des hélices qui coupent les génératrices de ce cylindre sous un angle constant (complémentaire de 0,).
La développée ordinaire s’obtient en faisant 4, — 0 et elle est l'enveloppe des normales principales. Mais on observe que les courbes planes sont les seules dont les normales principales aient une enveloppe, car la formule (6) montre que 0 ne peut être constant que si la torsion est nulle.
REMARQUE. — Les normales à une courbe gauche (C) forment une congruence de droites (n° 355). Les deux points focaux sur une normale sont le point M de la courbe et le point de contact avec la surface polaire. Celle-ci est donc une nappe de la surface focale, tandis que lautre nappe dégénère dans la courbe (C) lieu du point M. Par chaque normale passe une vraie développable, contenant (C) et ayant son arête sur la surface polaire, tandis que lautre développable est le plan normal perpendiculaire à la première. Ainsi les deux plans focaux sont rectangulaires, la congruence est une congruence de normales à une surface (n° 356) et les développées
sont des géodésiques de la surface polaire.
dix" PR RE PO POP TR ON TE TOR RE ARRETE ANA NV A Qi + d'hnrée Chour eut ES OL EUR : T1) (L j + Je un à L à } : k
CHAPITRE XIII
Lignes tracées sur une surface
V r. Courbure des lignes tracées sur une surface
361. Formule fondamentale. — Il s’agit d'étudier, en un point M d’une surface S, la courbure des lignes tracées sur la surface et passant par ce point. Les axes sont supposés rectangulaires.
Nous mettons l’équation de la surface sous la forme
L = f(x, 7); nous admettons que x et ses dérivées partielles des deux premiers
ordres sont des fonctions uniformes et continues des deux variables
x et y et nous posons, en abrégé,
h 0 / — LES ”. LS Le dx = 0x da 0x” ll el dy” Ce ox?’ Ôx 0” [Er y” d
Ceci entendu, menons la normale MN au point M(x, 7, 2) de la sufface,l dans le séns ou) elle: fait \unsanolé/aiou tavectO SES cosinus directeurs X, Y, Z seront, sans ambiguité de signe (le
radical étant positif),
mu nt RE ER ir Ro TRI Vi+p+r
Soient maintenant x, ®, les cosinus directeurs de la tangente MT
au point M à une courbe (C) de la surface; À, y, v les cosinus
directeurs du rayon de courbure R de cette courbe, et 8 l’angle de R
avec la normale à la surface. Nous avons par les formules de Frenet :
(tee 530)
ds
COS Vs RME NU ENTREE
LA 0 ANNE TI M ET Lire or
Substituons les valeurs
TA d'X es 1 15 BE NI SES RPC QUE GR ds ds ds
7 se.
et observons que X4x + Ydy + Zadx est nul, parce que le déplacement dx, dy, dx sur la courbe (C) est perpendiculaire à la normale
AAisuraces til Vient
(1) cos 5) A CT Y + Y dy 2e Z dx ÈS ii
ds” \ Remplaçons maintenant d°x par sa valeur Pr rdx" + 25dx dy + {dy + pd?x + qu'y:
les termes en d’x et d°y disparaissent, car leurs coefficients X + pZ
et Y + gZ sont nuls; et, en substituant encore à Z la valeur indi-
quée plus haut, il reste cos 8 r ax? + 25dx dy + tdy° (2) HA RENE SES VAS di PP BAR ou encore, en introduisant les cosinus directeurs a, 8 de la tangente
Aa courbe (C),
(3) cos Ô Eee 2 $ ab 110?
PUR VAL ERNST
C’est la formule fondamentale dans la théorie de la courbure,
362. Théorème. — Une courbe tracée sur une surface a même rayon de courbure au point M que la section plane déterminée dans la surface par son plar osculateur. hi
En effet, ces deux courbes ayant même tangente et même normale principale au point M, les quantités 4, «, 5 ont mêmes valeurs pour les deux courbes et la formule (3) fournit la même valeur pour K. |
Ce théorème ramène la courbure des courbes quelconques à celle des sections planes. Toutefois ce théorème tombe en défaut si cos Bet ra + 2526 + 16° s’annulent à la fois, ce qui rend la formule (3) identique. Alors la courbe a son plan osculateur tan-
gent à la surface et elle est tangente aux directions asymbtotiques
(n° 367). Tel est le cas pour la section de la surface par son plan
tangent.
363. Théorème de Meusnier. — Le rayon de courbure au point M d’une section oblique est la projection sur le plan de celte section du rayon de courbure de la section normale qui a même tangente en M.
Soit R, le rayon de courbure de la section normale qui a pour tangente MT. Pour cette section, on a cos 0 — + 1 selon que le vecteur R, est dirigé suivant MN ou en sens contraire. Le premier
membre de (3) se réduit donc à -£ 1 : KR, et, comme le second
membre est indépendant de 6, nous obtenons
@ = =, d'où R Rod)
Dans les deux cas, + cos Ô est le cosinus de l’angle fait que le
vecteur R avec le vecteur R,, ce qui prouve la proposition.
364. Courbure normale et courbure géodésique. — Soit C le centre de courbure de la courbe tracée sur la surface. Menons par ce point l’axe de courbure (ou la normale au plan osculateur) coupant en C, le plan normal à la surface (passant par MT) et en C, le plan tangent.
Le point C, s'appelle centre de courbure normale, le vecteur MC, rayon de courbure normale, la grandeur inverse courbure normale de la courbe au point M.
Le point C, s'appelle centre de courbure géodésique, MC, rayon de courbure géodésique, la grandeur inverse courbure géodésique.
D’après cela, les courbures normale et géodésique ont respective-
ment pour valeurs (abstraction faite du signe)
cos Ÿ sin À RD NT On voit aussi, en se reportant à la relation (4) du n° précédent, que la courbure normale d’une courbe est égale à la courbure de la section normale qui a même tangente MT.
Si l’on projette la courbe sur le plan tangent, la courbe et sa
projection sont respectivement une section oblique et une section
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normale du cylindre projetant. Donc, en vertu du théorème précédent, la courbure géodésique est la courbure au point M de la projection de la courbe sur le plan tangent à la surface. De même, la courbure normale est celle de la projection de la courbe sur le plan normal à la surface passant par la tangente MT.
On peut aussi attribuer un signe aux courbures normale et géodésique. On prend R en valeur absolue, la courbure normale est entièrement définie par la formule cos Ÿ : KR : elle est positive et négative selon que R est du même côté de la surface que la normale MN ou bien du côté opposé.
La courbure géodésique sera définie en grandeur et en signe par l’expression sin 4 : R, à condition de donner un signe à 0. Pour cela, il faut définir le sens direct pour la rotation de MN vers KR, ce qui peut se faire par rapport au trièdre principal. La courbure géodésique sera positive ou négative suivant que le rayon de courbure sera de l’un ou de l’autre côté du plan normal.
Si la normale principale est normale à la surface, 0 — 0 ou 7, et la courbure géodésique est nulle. Les lignes dont la courbure séodésique est constamment nulle portent le nom de lignes géodésiques.
Si la normale principale est tangente à la surface, 0 — 7 . 2 et la courbure normale est nulle. Les lignes dont la courbure normale est
constamment nulle portent le nom de lignes asymptotiques (n° 390).
365. Equation d’Euler. Sections et directions principales. — Le théorème de Meusnier ramène l’étude de la courbure à celle de la courbure des sections normales. Celle-ci a été faite par Euler.
Plaçons l’origine des coordonnées au point M et prenons la normale MN pour axe des x, donc pour plan xy le plan tangent à la surface. On a p — q — 0. Pour une section normale, la formule
fondamentale (3) se réduit à
(6) re + 25a8 +16!
si Rest dirigé suivant MN; tandis qu’il faut changer le signe du
premier membre si R est de sens contraire. Mais nous conviendrons
nt 4 DFA à È beta Re : é j Het à i - St M | D AE À 424 CHAPITRE XII. LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE
de considérer la formule (6) comme générale, en attribuant un double signe à R, positif dans le sens MN et négatif dans le sens
contraire, ;
: Soit w l'angle de la tancente MT à la section avec l’axe des x: 1 oO a) »
vient, par une transformation facile,
al L ». j A r COS” © + 25 cos w sin © + { sin w ; r+Hl r—t AS | = + COS 26 + $ sin 20. RP
Cette équation montre que 1 : R est une fonction continue et
limitée de w : elle a donc au moins ua maximé et un minimé. On les trouve en cherchant les valeurs de w qui annulent sa dérivée, c’est-à-dire les racines de l’équation |
Fiese D
to Die
Cette équation donne pour w deux directions rectangulaires.
Prenons-les pour axes des x et des }'; l'équation précédente ayant
pour racine w == 0, il faut que s — O, et l'équation (2) se réduit à
C0 10 US
ie R
Soient R, le rayon de courbure de la section w = 0, R, celui des”
la section w
obtenons ainsi Péquation d' Euler
ÉRPAMBIEGS Eve sin”
Re RNA |
Sr 29 NOUS AUTOS TRE IT MIROIR
Les deux directions rectangulaires que nous venons de considérer
correspondent aux sections de plus grande et de plus petite cour- :
bure, celles-ci s'appellent les sections principales. Les plans de ces
sections sont les plans principaux. Les rayons de courbure KR, et R,
de ces sections sont les rayons de courbure principaux. Les centres
de courbure correspondants sont les centres de courbures principaux.
Les directions des tangentes aux sections principales sont les direc-
tions principales.
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L’équation d’Euler ne dépend plus en rien des axes coordonnés et elle exprime une propriété de la surface. Elle fait dépendre le rayon de courbure d’une section normale quelconque de l’angle que fait _le plan de cette section avec celui d’une section principale et des
deux rayons de courbure principaux.
366. Courbure moyenne. — Soient R’ et R” les rayons de courbure de deux directions rectangulaires définies par les angles
et w + 7 : 2; on a, par la formule d’Euler,
ERA COS” « sin” © AE 3 ER sin” w ii COS” «) RU EN NOM RENE RTE par conséquent, I I L I RARE RUN N R, K;
Donc /a somme des courbures de deux sections rectangulaires est consiante au point M et égale à la somme des courbures' principales. La moitié de cette constante s'appelle la courbure moyenne au point M.
Le concept de courbure moyenne est dû à Sophie Germain.
367. Forme de la surface au voisinage d’un point. Directions asymptotiques. — On peut distinguer sur la surface trois sortes de points :
1° SiR, ét R, sont de même signe au point M, KR a toujours le même signe quel que soit w, et toutes les sections tournent leur concavité dans le même sens. Dans le voisinage de M, la surface se trouve tout entière du même côté de son plan tangent. C’est ce qui a lieu en tout point d’un ellipsoïde. |
2° SiR,et R, sont de signes contraires, R peut changer de signe.
Les deux directions correspondant aux racines de Péquation
I SE donnent — — 0. On les appelle les directions asyÿmpblotiques, pour
une raison que nous indiquerons au n° suivant, et les tangentes
correspondantes sont les fangenltes aux directions asymplotiques. La
surface n'est pas tout entière du même côté de son plan tangent et l’on dit qu’elle est à courbures opposées au point M. C’est ce qui arrive en tout point d’un hyperboloïde à une nappe.
3° Un cas intermédiaire entre les deux précédents est celui où l'une des courbures principales, 1 : R, par exemple, est nulle. II
vient alors
La surface est située tout entière du même côté de son plan tangent, mais R croît à l’infini pour w — 0. C’est ce qui arrive en tout point d’une surface cylindrique dont la section droite est sans inflexion.
Enfin, il faut signaler le cas particulier où les deux rayons de courbure principaux sont égaux. Alors toutes les sections normales
ont même courbure. Un tel point s’appelle un ombilic de la surface.
368. Indicatrice de Dupin. — On représente géométriquement la variation du rayon de courbure quand le plan de la section tourne autour de la normale, par la construction suivante : On porte sur la tangente à la section une longueur MT égale à la racine carrée de la valeur absolue de R; le point T décrit dans le plan tangent une courbe, appelée indicalrice, qui figure la variation de K. La nature de cette courbe dépend de celle du point M.
1° Si R, et R, sont de même signe, KR est toujours de même signe aussi, par exemple positif. Alors les coordonnées du point T sont x = J/ KR cos w, y — J/R et l’indicatrice est une ellipse
R, R On dit, dans ce cas, que M est un point elliptique. 2°: Siél'une des courbures principales re OR par ER emMpIe nest nulle, l’indicatrice est dite parabolique et devient un système de deux droites parallèles, à savoir (en supposant R, positif)
On dit, dans ce cas, que M est un pois! parabolique.
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3° Si R, et R, sont de signes contraires, R est positif quand MT tombe dans l’un des angles entre les directions asymptotiques, et négatif dans l’autre angle. Les coordonnées du point T sont, suivant le cas, x = W/ÆR cos w, y = W/Æ+HR sin w. L’indicatrice se compose de deux hyperboles conjuguées
HR De Le RE MT TN
et les directions asymplotiques sont celles des asymptotes de lindicatrice, ce qui justifie leur nom. On dit alors que M est un point hyper bolique.
On peut faire apparaître autrement le rapport de lindicatrice avec la forme de la surface autour du point M. Rappelons que le point M a été pris comme origine des coordonnées et les tangentes aux sections principales comme axes des x et des y. Donc, si lon développe x par la formule de Maclaurin suivant les puissances de x
et de y, il vient (p, qg, s s’annulant à l’origine) : DT: 2 es < .
DU GUN CEE ns Ro:(n° "46 )
He eue NETR, RU
Coupons la surface par deux plans parallèles, x = + /, à la distance infiniment petite ! du plan tangent : — 0. Les sections auront pour équations approchées, en négligeant les termes d’ordre
supérieur au second,
D'où la conclusion suivante :
Si l’on coupe la surface par un plan parallèle au plan tangent et infiniment voisin du point de contact, la courbe d’intersection est sem-
blable à l’indicatrice de ce point.
369. Détermination de la nature d’un point en axes rectangulaires quelconques. — Supposons maintenant que le
point M(X, }, ?) occupe une situation quelconque par rapport aux axes. La formule (3) nous donnera, pour la courbure d’une section normale quelconque au point M, et avec la mème convention que
précédemment (n° 365) sur le signe de R,
I ra” + 254$ + 15°
(7) RE re , Per ant
Les trois cas à distinguer quant aux variations de signes de 1 : KR
quand on fait varier x : &, s’aperçoivent encore immédiatement, car elles tiennent aux propriétés du trinome ra + 250$ + 15°.
1° Si ri — 5° > O, le trinome et par suite R ont un signe invariable et ne peuvent s’annuler. Le point M est elliptique.
2° Sirl — 5° — 0, le trinome peut s’annuler mais ne peut changer de signe, le point M est parabolique. Tels sont tous les points d’une surface développable.
3° Si ri — 5° < 0, le trinome et R peuvent changer de signe, le point M est hyperholique.
Les asymptotes de Pindicatrice (n° 368) correspondent aux directions pour lesquelles la courbure d’une section normale est nulle. Les directions asymptotiques sont donc définies par l'équation :
. ra + 2508 + 18 — 0, qui est l’éguation aux directions asymptotiques.
Pour former l’équation de la projection de l’indicatrice sur le plan xy, les axes étant supposés transportés parallèlement à eux-mêmes au point M, il suffit de poser à = 24/R, y — 8p/R et d'éliminer 2, © de l’équation (7). Il vient ainsi
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370. Détermination des sections et des courbures principales. — Les courbures principales sont les maximé et minimé de 1 : R considéré comme fonction du rapport & : &. Or, pour
une section normale, nous avons, par la formule (7),
9 al ne RZ UT LEE SMICEE 10%
A EN 2 OR PS EE an EU CNE di 0 RE CT de ES TS ; Sd . L'RS.E L
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Mais, comme on a e A Enr 2 5 QE 1e L D DA ou Me A) Le l’équation précédente peut être remplacée par une autre où n’intervient plus que le rapport « : 8, à savoir
A0 AE, | 8} CRE pi ie + gé) = ra + 2548 — if".
de sorte que les maximé et minimé de 1 : R peuvent se déduire de cette relation où les variables x, £ sont considérées comme indépendantes. Il faut, pour cela, tirer de cette relation les dérivées de 1 : R par rapport à « et à 6 et les annuler séparément. Il est clair que cela revient à dériver l’équation précédente par rapport à «
puis ÿ séparément, en traitant R comme une constante, ce qui donne
ANDRE JU l 8 + g Ca +98)
R7 sx + 16, c’est-à-dire
D CPRr Pie) 0 Mega ge) (8) ra + 58 Me sa + if Te
L'égalité des deux premiers mémbres constitue une équation du second degré qui donne deux valeurs pour le rapport à : 8. Elle fait connaître les directions des tangentes aux sections principales.
Toutes réductions faites, elle devient
(9) #Cs(1Ep*)— par] alé +9) sr") pat] = 0.
D'autre part, si l’on élimine x : $ entre les deux équations (8),
on forme l’équation du second degré qui a pour racines les deux
courbures principales 1 : R, et 1 : R,, à savoir
DD ORNE CT EE pi) 2pys D (10) UE A TR) 0)
Remplaçant Z par sa valeur connue (n° 361), On conclut immé-
_diatement de cette équation
(rome art + SAR TRE) AT pi) abs ER GIP R TR CPE
La dernière valeur divisée par 2 est celle de la courbure moyenne au point M; la précédente s’appelle la courbure totale de la surface en ce point.
REMARQUE. — On déduit facilement de Péquation (9) la condition pour qu'un point soit un ombilic (n° 367). Les sections principales
étant indéterminées, cette équation doit être identique, ce qui entraîne
r RP 2 l di MPa eve Ces deux équations caractérisent un ombilic. Elles constituent, avec celle de la surface, un système de trois équations entre %, y, 2.
Donc, en général, une surface n’a qu'un nombre linuté d'ombilics.
371. Formules d’Olinde Rodrigue. — Les équations (8) qui déterminent les sections et les courbures principales peuvent être présentées sous diverses formes plus simples ou plus symétriques.
Remplaçons-y d’abord x et & par les composantes proportionnelles 4x et dy d’un déplacement sur une direction principale ; elles peuvent s’écrire
AxX + px dy fe q dx AE
(2 ap aq Substituons à p et g leurs valeurs — X : Z et — Y : 7; il viendra DURS RES Zdy— Ya _p LAX ENRNEL ENZNIE EN 2 ne
c’est-à-dire AXE RAIN ET dy RAM dr PR AZ, X WE Y "1 2 Mais chacune des fractions est nulle, car la somme des numérateurs multipliés respectivement par X, Y, Z est nulle, tandis que
celle des dénominateurs est un. On a donc (13) dx +RaX —0, dy + RaY =0, dx + RaZ = 0.
Ce sont les formules d’Olinde Rodrigue relatives à un déplacement suivant une direction principale. Elles se réduisent à deux
distinctes, car en multipliant par X, Y, Z et ajoutant on obtient une
identité.
COUREURES MOYENNE ET TOTALE
Les formules d’Olinde Rodrigue permettent de démontrer. le théorème suivant :
THÉORÈME. — Une surface dont tous les points sont des ombilics est une sphère (ou un plan).
En effet, toutes les directions étant principales, ces formules (13) doivent se vérifier pour des valeurs arbitraires de dx et de dy ; les
deux premières se décomposent donc dans les quatre suivantes :
ox PRO EN D oY Mae 0. OUR 0
Les deux formules du milieu montrent que X ne dépend que de x, et Y de y seuls; par suite, les formules extrêmes montrent que KR est constant. Les formules d’Olinde Rodrigue sont alors immédiatement intégrables, et on en tire (4, b, c étant trois cons-
tantes d'intégration)
D LU RY 0 7 0) d'où (x — a} E (y — b} + (x — c} = R*°.
Cette démonstration suppose R fini. On satisfait encore aux équations d'Olinde Rodrigue en faisant R = > et X, Y,Z constants.
Dans ce cas, la surface est un plan.
372. Expressions des courbures moyenne et totale à l’aide des cosinus directeurs de la normale. — L’équation, équivalente à (9), qui détermine les directions principales s’obtient en éliminant R entre deux des formules d’'Olinde Rodigue, les deux premières par exemple ; il vient
ax dY — dyaX = 0.
Pour former celle des courbures principales, supposons encore X et Y exprimés en fonction de x et de y. Les deux premières
“ir ra (13) s’écriront comme il suit :
Cr
L’élimination de dx : dy, nous donne alors
Ra one
)LEETE CRE) 0.
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Cette équation du second degré en 1 : R, équivalente à (10), est celle qui détermine les courbures principales. On en tire des expressions élégantes de la courbure totale et de la courbure
moyenne, à savoir
LATEX NO) ALL NELS D CA 100 RME DE R,R° 4,9); R; à Re Ôx je dy
Il sufht d'effectuer les calculs pour retrouver les valeurs (tt).
373. Courbure totale. — Gauss, à qui l’on doit la notion de courbure totale, a montré qu'on peut en donner une définition analogne à celle de la courbure des courbes planes.
Considérons, sur la surface S, une portion d’aire 5 sur laquelle 1 : RRQ ne change pas de signe. Par l’origine, menons un vecteur OP de longueur 1 parallèle à [a normale à la surface au point M (de coordonnées x, 7, +). Si M décrit os, le point P (de coordonnées X, YŸ, Z) décrit une portion de sphère d'air 5, etrétabliense que l’on appelle une représentation sphérique de l'aire 5. On dit que s, est la courbure totale de la portion de surface ©, et o, : o est sa courbure moyenne. Si l’aire + tend vers O autour d’un point M donné, la limite de la courbure movenne sera la courbure totale de la’ surface au point M. |
On vérifie immédiatement qu’on retrouve, avec cetté définition, la valeur 1 : R,R, indiquée au n° précédent. Soient, en effet, s’ ets,
les projections de s et de 6, sur le plan xy. On a
Û —\ dx dy 2 SP D A GA Va UNE 14 0e c'1 ras
Si l’on transforme la seconde intégrale en prenant x, y, comme nouvelles variables, c’est le champ d'intégration 5° qui correspond à s 4, et l’on trouve, en attribuant à 5, le signe + on — suivant
que la correspondance entre 5, et 5’, est directe ou inverse,
4 _N dE VOTE De : 1. 4x dy:
RE A ARTE AA a AN AE TANT
COURBURE
Donc, si l’on fait tendre s° vers O, on a effectivement, par l’appli-
cation du théorème de la moyenne à l'intégrale double,
à O, I lim —L —
(e KR, Fes
La définition précédente subsiste pour les surfaces développables où 1 : R/R, est nul partout. En effet, la courbure totale o, d’une portion quelconque s de surface développable est nulle. On s’en assure en observant que, la normale étant la même tout le long
d’une génératrice, le point P défini plus haut varie sur une courbe.
374. Surfaces à courbure moyenne nulle. — Les surfaces à courbure moyenne nulle portent le nom de surfuces minima, parce que toute portion d’une telle surface limitée par une courbe fermée est d’aire moindre que toute autre surface s’appuyant sur la même courbe. Nous ne démontrerons pas cette propriété ici, mais nous allons vérifier que la condition nécessaire trouvée au n° 288 pour qu'une surface soit d’aire minimum exprime précisément que sa courbure moyenne est nulle.
Les surfaces à courbure moyenne nulle sont caractérisées par l'équation (n° 372)
Si l’on observe que X et Ÿ sont précisément identiques aux quantités P et Q du n° 288, on reconnaît que cette condition exprime que la surface est d’aire minimum. C’est pourquoi on donne aux surfaces à courbure moyenne nulle le nom de surfaces minima. Si on limite par une courbe une portion quelconque d’une telle surface, l'aire de cette portion est moindre que celle de toute autre surface limitée par la même courbe.
En tout point d’une surface minima, les deux courbures principales sorit égales et de signes contraires, l’indicatrice est formée de deux hyperboles équilatères conjuguées et les directions asympto-
tiques sont rectangulaires.
Not rlE: 28
Ç 2. Lignes de courbure
375. Lignes de courbure et développée d’une surface. — Le lieu des normales à une surface le long d’une ligne (C) de celleci est une surface réglée qu’on appelle normalie et qui, en général, est gauche. On appelle lignes de courbure les lignes de la surface qui sont les traces de normalies développables.
D'après cette définition, toute ligne plane est une ligne de courbure de son plan, car la normalie correspondante est un cylindre. Toute ligne de la sphère est une ligne de courbure, car la normalie correspondante est un cône. Les méridiens et les parallèles des surfaces de révolution sont des lignes de courbure, car les normalies correspondantes sont des plans et des surfaces coniques.
Les normales à une surface forment une congruence particulière de droites (n° 355). Par chaque génératrice on peut faire passer deux normalies développables rectangulaires et, par suite, par chaque point de la surface on peut généralement faire passer deux lignes de courbure se coupant à angle droit. Occupons-nous d’abord de déterminer leurs directions et, pour cela, reprenons la question dès le début, sans nous occuper des résultats obtenus au n° 355.
Considérons, comme précédemment, la surface
et conservons toutes les mêmes notations. Les équations de la normale à la surface au point quelconque M(x, 7, x) sont E—x TH pC— D =D, ns + gx) = 0.
Elles dépendent de deux paramètres x et y. Pour que cette normale, en se déplaçant, engendre une développable (ou ait une enveloppe), il faut poser une relation y = :(x) telle què deux normales infiniment voisines se rencontrent (au premier ordre près). Les coordonnées £, », € du point de rencontre ou point focal, qui est celui où la normale touche son enveloppe, doivent vérifier les équations de la normale et leurs différentielles par rapport au para-
mètre qui sont
C2) dp — (ax + pr) = 0, C2 dg — (dy + gi) = 0,
et l’on en tire L | nu, DA AU EnTER (4) A dp Fe dq ;
Pour que ces équations soient compatibles, il faut que l’on ait
dx + bdz dy + qdx (5) l P CE < 7 5 dp dg C’est la relation qui définit la fonction y — (x), c’est donc
l’équalion différentielle des lignes de courbure. Si Von y remplace 42, dp et dg par leurs expressions en dx et dy, elle devient
EE) Cr + p°)dx + pq dy __ pqux + (+ )dy rax + s dy SHARE TN
‘équation (15) ou (16) coïncide avec celle (12) ou (8) qui définit les directions principales (n* 370 et 371). Donc les livues de courbure sont, en chaque point, tangentes aux seclions principales, et il y a, bar conséquent, deux familles de lignes de courbure se coupant à angle droit et formant sur la surface un système orthogonal.
Déterminons maintenant les points focaux sur la normale au
point M. L’ordonnée € d’un tel point se tire de l’équation (14), qui donne, en tenant compte de (12), 6 — x + R7, où R est l’un
des deux rayons principaux KR, ou R,. Donc les deux points focaux sur une normale sont les deux centres de courbure principaux correspondants.
Ainsi la surface focale de la congruence des normales est le lieu des centres de courbure principaux. On l'appelle aussi la surface des centres ou la développée de la surface proposée. Les arêles de rebroussement des normalies développables sont sur la surface des centres et en sont des géodésiques (n° 355). |
Les formules d’Olinde Rodrigue (n° 371) fournissent une forme commode des équations différentielles des lignes de courbure. Ces formules qui définissent les directions principales donnent, en eflet,
dx _ dy dx GT) DST ENT
Ce sont les équations différentielles des lignes de courbure, se
réduisant, comme on le sait, à une seule distincte.
On peut en donner une interprétation géométrique utile. Lorsqu'un point M décrit une ligne sur une surface, la direction de la normale à la surface varie. Si l’on mène, à partir de l’origine, un vecteur de longueur 1 parallèle à cette normale, son extrémité (de coordonnées X, Y, Z) décrit, sur la sphère de rayon 1, une courbe qui est une représentation sphérique de la ligne tracée sur la surface. Les équations (17) montrent que, si cette ligne est une ligne de courbure, les tangentes à la ligne et à sa représentation sphérique
aux points correspondants sont parallèles.
376. Théorème de Joachimsthal. — Jux surfaces qui se coupent suivant une ligne de courbure commune, font entre elles un angle constant ; et, réciproquement, si deux surfaces se coupent sous un angle constant, l'intersection ne peut être une ligne de courbure pour l’une sans l'être pour l’autre.
Ce théorème est une conséquence presque immédiate des formules d'Olinde Rodrigue que nous venons d'écrire (17). Si :deux surfaces S et S, se coupent suivant une ligne de courbure commune, ! les. cosinus directeurs X,.YŸ, Z+et X,,Y,, Z, vériñent tous den les mêmes équations (17) et l’on a, le long de la ligne commune,
POS MONET Ne DRE NV OANE AL Par conséquent, des relations immédiates XdX + YdY + ZdZ = X,aX, + Y,dY, + ZydZy = 0, on conclut aussi, les différentielles étant proportionnelles,
XX, + YdY, + ZdZ, = X,dX + Y,dY + Z,dZ = 0.
Considérons maintenant l'angle + des normales aux deux surfaces.
Nous concluons des deux relations précédentes
d cos 9 = d(XX, + YY, + ZZ)}, —=0; donc # est constant. |
Réciproquement, si l'intersection est une ligne de courbure de S, la relation Ë X,dx — 0, qui a lieu le long de cette ligne, se trans.
forme par les relations (17) en
CT NOTA
Ensuite, si + est constant, la condition d cos + — 0 se transforme, en tenant compte de Péquation précédente, en 2 'XAX y — 0:
On a d’ailleurs toujours PA
Donc 4X,, dY,, dZ, vérifñient, le long de l'intersection, ies deux mêmes relations 2 Xdx = 2 X,;dx = 0 que dx, dy et dx et leur sont, par conséquent, proportionnels : l’intersection est aussi une ligne de courbure de S,.
En particulier, toute ligne plane est une ligne de courbure de son plan. Donc, si une ligne de courbure est plane, son plan coupe la surface sous un angle constant. Pareillement, si une ligne de courbure est sphérique, la sphère qui la porte coupe la surface sous un
angle constant.
377. Surface des centres d’une développable. — Sur une développable, les deux systèmes de lignes de courbure sont les génératrices d’une part et leurs trajectoires orthogonales d’autre part. Celles-ci sont des développantes de larête de rebroussement et, par conséquent, leur détermination revient à la rectification de Parête, donc à une quadrature. |
La première nappe de la surface des centres est rejetée à l’infini.
L'autre nappe, qui correspond aux trajectoires, est la développable rectifiante de l’arêéte. En effet, le plan rectifiant de l’arête coïncide avec le plan normal à la développable le long de la génératrice, car il passe par la tangente à l’arête et est normal à son plan osculateur. Ce plan est le plan normal aux trajectoires. Donc la caractéristique du plan rectifiant est l’axe de courbure commun à toutes les trajectoires et est le lieu de leurs centres de courbure aux points où ces trajectoires coupent la génératrice considérée. Donc la surface des centres est bien l’enveloppe de ce plan. Il suit de là que ’aréte de rebroussement d’une développable appartient à sa développée et est une ligne géodésique de celle développée.
En particulier, si la développable est circonscrite à une sphère, le plan rectifiant (le plan normal le long d’une génératrice) passe par
le centre de la sphère et enveloppe un cône concentrique. Donc l’arêle de rebroussement d'une développable circonscrile à une sphère
est une ligne géodésique du cône concenirique.
378. Surfaces qui admettent un système de lignes de courbure circulaires. — Une surface qui est l'enveloppe d'une infinité simple de sphères, admet les caractéristiques de ces sphères comme sysième de lignes de courbure circulaires. Récibroquement, une surface qui admet un système de lignes de courbure circulaires, est l'enveloppe d’une infinité simple de sphères.
Le théorème direct est immédiat. La caractéristique d’une sphère enveloppée est une circonférence; et celle-ci est une ligne de courbure, car la normalie correspondante est un cône ayant son sommet au centre de la sphère enveloppée.
Réciproquement, si une ligne de courbure C est circulaire, la surface coupe le plan de cette ligne sous un angle constant en vertu du théorème de Joachimsthal (n° 376). On peut construire une sphère passant par la ligne plane C et coupant son plan sous le même angle, auquel cas cette sphère touche la surface le long de C. La surface est alors l’enveloppe de toutes les sphères analogues.
Lorsqu'une surface S est l’enveloppe d’une infinité simple de sphères, le centre de ces sphères décrit une courbe Il” et, par conséquent, une des nappes de la surface des centres se réduit à cette courbe, Nous allons établir la réciproque :
Si lune des nappes de la surface des centres se réduit à une courbe, la surface S est l’enveloppe d’une famille de sphères à un paramètre.
Par chaque point O de cette courbe |’, il doit passer une infinité simple de normales à la surface S. Ces normales coupent S suivant une ligne L, qui est une ligne de courbure (car la normalie est un cône). Le centre de courbure de cette ligne est le point O, lequel est fixe, de sorte que Parc 5 de la développée est nul. Comme 4R = do — 0, le rayon R est constant le long de cette ligne L, et la sphère de centre O et de rayon R touche la surface S le long de L : la surface est l’enveloppe de toutes les sphères analogues.
Lorsqu'une surface est l’enveloppe d’une famille de sphères, les
caractéristiques des sphères enveloppées forment le premier système de lignes de courbure. La détermination du second système de lignes de courbure dépend d’une quadralure. En effet, les normales à la surface sont celles à la courbe 1", et il faut former avec elles des normalies développables ou déterminer les développées de cette courbe gauche. Cette détermination dépend, comme nous le savons, datcaleuhde td MISurt la courbe La seconde nappe de! la surface des centres, lieu de ces développées, est la surface polaire
de la courbe |.
379. Surface canal. — Une surface canal est l'enveloppe d'une sphère de rayon constant R dont le centre O(a, b, c) décrit une courbe T. |
Considérons une représentation paramétrique de la courbe F, autrement dit, considérons 4, b, c comme fonctions d’un para-
mètre /{ sur cette courbe. La sphère a pour équation CDD EG D R
On forme celles de la caractéristique en joignant à celle-ci l’'équa-
tion (dérivée par rapport à /) Ga +G—DP +R =0
Cette caractéristique est un grand cercle de la sphère dont le plan est normal à L'. Donc la surface canal est aussi engendrée par un cercle de rayon constant, qui se meut de manière que son plan reste normal à la courbe V décrite par le centre.
Le cercle générateur de rayon constant R forme le premier système de lignes de courbure. Donc, sur une surface canal, l’un des rayons de courbure principaux, KR, est constant.
Réciproquement, une surface qui a un rayon de courbure principal constant est une surface canal. En eflet, soit L une ligne de courbure de rayon constant R ; le centre de courbure O correspondant sera fixe, car il décrit une développée dont Parc est nul (ds = d4R = 0). La sphère de centre O et de rayon R touche donc la surface le long de L : la surface est l’enveloppe de toutes les sphères
analogues de rayon R constant. On déduit facilement de là le théorème suivant :
THÉORÈME. — Une surface dont les deux rayons de courbure principaux sont constants est une sphère.
Il sufht de montrer que les deux rayons de courbure sont égaux en chaque point ou que tous les points sont des ombilics (n° 371).
Supposons, par impossible, R, et R, différents ; la surface sera de deux manières différentes une surface canal et les deux centres O, et O, décriront les courbes F, et [',. Aucune de ces deux courbes ne peut se réduire à un point, car, si l'}, par exemple, se réduit à un point fixe O,, la surface est une sphère de centre O, et R, = Ka. Mais il est impossible que O, et O, varient sur deux courbes, car la distance O, O, est une constante R, — R, et le point O,, qui est à distance donnée R, — R, de trois points donnés sur |}, est fixé par le fait même.
380. Cyclide de Dupin. — Une surface dont les deux systèmes de lignes de courbure sont circulaires est l'enveloppe d’une famille de sphères tangentes à trois sphères fixes. On donne à celle surface le nom de cyclide de Dupin.
Cette surface est de deux manières différentes enveloppe de sphères. Soient C;, C>, €; trois lignes de courbure du prenuer système : ce sont trois cercles le long desquels la surface touche trois sphères fixes S,, S:, S, (n° 378). Une ligne de courbure quelconque L du second système s'appuie sur C,, Cs, C, ; et la sphèreS qui touche la surface le long de L, touche les sphères fixes aux points, déirencontreude LraveciC AO ent MO EMEA l'enveloppe des sphères S (n° 378), ce qui prouve la proposition.
THÉORÈME DE MaNNHEIM. — La cyclide de Dupin est la transformée d'un tore par inversion.
L’inversion ou la transformation d’une figure par rayons vecteurs réciproques est une transformation de contact, jouissant de la propriété générale de conserver les tangences et les enveloppes et
ayant, en outre, la propriété particulière de conserver les sphères, les cercles et les angles (n° 338).
Soient 51, 53 et SA les trois sphères fixes tauchées par la sphère variable S qui enveloppe la cyclide. Dans le plan des trois centres de Si, So, 93, nous pouvons tracer un cercle C orthogonal à ces trois sphères. Son centre sera au point de concours des axes radicaux des trois grands cercles, intersections des sphères par le plan ci-dessus.
Prenons un pôle d’inversion sur le cercle C; ce cercle se transformera en une droite orthogonale aux trois sphères transformées et dont les centres seront, par conséquent, en ligne droite. La cyclide sera transformée dans l’enveloppe des sphères tangentes à trois sphères dont les centres sont en ligne droite, c’est-à-dire dans un tore. Les sphères qui engendrent la cyclide et qui touchent 200. s0nt en efet, transiormmees dans celles qui. touchentles
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381. Transformations qui conservent les lignes de courbure. — Les transformations ponctuelles qui conservent les lignes de courbure sont celles qui conservent les sphères, el réciproquement (le plan élant considéré comme un cas particulier de la sphère).
La sphère est une surface dont toutes les lignes sont des lignes de courbure. Une transformation qui conserve ces lignes doit donc remplacer la sphère par une nouvelle surface jouissant de la même propriété et dont, par conséquent, tous les points soient des ombilics : une telle surface est encoré une sphère ou un plan (n° 371).
Réciproquement, une transformation qui conserve les sphères conserve les lignes de courbure, car nous allons montrer qu’elle conserve les directions principales. À cet effet, nous allons caractériser ces directions en un point par une certaine propriété des sphères tangentes à la surface au même point, propriété que la transformation ne peut altérer.
Prenons comme origine un point ordinaire M de la surface et rapportons-la à ses directions principales Mx et My et à sa normale Mz. L’équation de la surface prendra, aux environs de ce
point, la forme connue (n° 368)
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les termes non écrits étant d'ordre plus élevé en x et 7. Coupons la surface par une sphère tangente au point M et de rayon KR. (considéré comme positif ou négatif au même titre que les rayons
principaux). L’équation de cette sphère est X° + 3° + (z R)° FLE R?:
d’où, en développant comme ci-dessus, EP PU Re ER ge AS ÉPMTR D RU RENE RU AR R APM
Si l’on soustrait cette équation de la précédente, on obtient celle
de la projection sur le plan tangent de l'intersection de la surface
par la sphère, à savoir, en multipliant par 2,
de ÊE se =) HE re ae EUR
Il y a trois cas possibles :
1° SiR est extérieur à l’intervalle (R,, R,), les deux coefhicients sont de même signe et cette courbe a un point isolé à l’origine : la sphère touche la surface à Porigine sans la couper.
2° Si R est intermédiaire entre R, et R,, cette courbe présente. un point double à tangentes distinctes : la sphère coupe la surface suivant deux courbes qui se coupent à l’origine.
3° SiR est égal à l’un des rayons principaux, par exemple R,, l'équation’se réduit à y: #".:1:—="0; Cette, Courbe présentes général, à l’origine, un point de rebroussement et est tangente à la direction principale : la sphère coupe la surface suivant deux lignes ayant une tangente commune (qui est la direction principale), S'il en est ainsi, cette propriété se conserve dans la transformée et y caractérise une direction principale.
Le troisième cas peut introduire exceptionnellement une singularité plus compliquée. Néanmoins une sphère tangente de rayon principal est toujours caractérisée par le fait qu’il existe deux sphères tangentes de rayons infiniment voisins du précédent dont l’une coupe et dont lautre ne coupe pas la surface. La direction princi-
pale correspondante est la limite de celle de la tangente à la section
faite par la sphère infiniment voisine qui coupe la surface. Ces propriétés se conservent dans la transformée et y caractérisent toujours une direction principale.
Cette analyse prouve, en même temps, qu’une sphère tangente en un point M d’une surface el ayant pour centre l’un des centres de courbure principaux, se transforme dans une sphère ayant encore pour centre l’un des centres de courbure principaux. Mais, en général, ces centres ne seront pas des points correspondants de la transformation.
La similitude, la symétrie, l’inversion et leurs combinaisons sont des transformations qui conservent les sphères, donc elles conservent les lignes de courbure. Il est facile de prouver que ce sont les seules. C’est un théorème de géométrie qu’il est inutile de développer ici.
On peut aussi démontrer que l’inversion conserve les lignes de courbure en utilisant les propriétés des cyclides. À cause de l’'importance du théorème, nous allons encore donner cette démonstration géométrique. Une ligne de courbure d’une surface est aussi une big
ligne, puisque la normalie est commune aux deux surfaces. Il suffit
ne de courbure de la développable circonscrite le long de cette
donc de prouver le théorème pour une développable.
Sur une développable, le premier système de lignes de courbure est constitué par les génératrices qui sont les caractéristiques des plans enveloppés. Celles-ci sont remplacées par les caractéristiques des sphères transformées des plans, qui constituent à leur tour Île premier système de lignes de courbure de la surface transformée, enveloppe de ces sphères.
Le second système de lignes de courbure est orthogonal au premier système pour les deux surfaces. Donc ils se correspondent
encore, puisque l’inversion conserve les angles.
382. Torsion géodésique. — Soit M, un point d’une courbe (C) tracée sur une surface. Construisons en ce point un trièdre trirectangle tangent à la surface, en menant la tangente M,T, à la courbe, la normale M,N, à la surface et une normale M,P, à la courbe dans le plan tangent et dans un sens tel que le trièdre
M,T,P,N, soit de rotation directe comme les axes coordonnés. Si
le point M décrit Parc M, M de longueur ds sur la courbe et vient en M, la normale MN fera avec le plan normal imitial MT, N, un angle infiniment petit div. On appelle /orsion géodésique de la courbe
au point M, et l’on représente par 1 : + le quotient limite
I dw
y. ds”
La torsion géodésique est positive ou négative en même temps que div, qui est lui-même considéré comme positif ou négatif selon que la rotation de la normale MN se fait autour de MT, dans le sens direct ou rétrograde relativement au trièdre défini plus haut.
Prenons ce trièdre comme système d’axes coordonnés, M,x sur MT, M,y sur M,P, et M; sur M,N,.Si l’on développe 7 par la formule de Maclaurin au voisinage de l’origine, on aura (p,, &
étant nuls)
SE (Ce m1 200 2) De at Elo ro D
(2) PRESSE SOUPE DER A CES Mais au point M de la courbe, extrémité de l’arc ds, on a, au prerersordre pres xt ds 0 "doncausse p = rods, GE Us
et les cosinus directeurs de la normale MN sont, avec la même
approximation, Reese ” —— er A SE ATUS, Vo is RENE
Ces cosinus sont les coordonnées (X, Y, Z) du point à la distance 1 de l’origine sur la normale MN, de sorte que Y est la distance de ce point au plan des x? (plan normal initial) ou le sinus de langle diw de la normale avec ce plan. Mais, au début, cet
angle est compté positivement en sens contraire des y; on a donc dé =Ssin OU} = ASS AS
et, par conséquent, I adw
ÿ ds
OREERNS AUS UN FLE SD RL NEA en ER 6 20 SR PIRE PA cf PARLE NA Ne Ve! Ps j” L EX
Ainsi, dans la formule (x), le coeflicient s, représente précisément la torsion géodésique dans la direction de lPaxe des x. Ce coeficient s, ne s’annule que si la surface est rapportée à ses directions principales ; donc, la lorsion géodésique est nulle pour les directions principales et pour celles-ci seulement.
Faisons maintenant tourner les axes des xy de 90° autour de la normale dans le sens direct : il faut remplacer dans l’équation (r) x par y et y par — x, et cela change seulement le signe de s; donc les torsions géodésiques relatives à deux directions rectangulaires sont égales et de signes contraires.
Proposons-nous maintenant d'exprimer la torsion géodésique en fonction des courbures principales et de l’orientation de la courbe (C).
L’équation de la surface rapportée à ses directions principales est
APE de) 40e Er Ro Ant
Supposons que la tangente à la courbe (C) fasse l'angle w avec la section principale d'indice 1. Amenons l’axe des x sur cette tangente par une rotation w des axes, ce qui nous ramène au cas précédent. Il faut, dans l’équation précédente, remplacer x et y par les valeurs
X COS É Aa: sin OR — X sin © + Yy COS «.
La torsion géodésique cherchée sera le coefhicient de xy dans
l'équation obtenue; il vient donc
I À ( I I ) amer 010 COS LE pe Ÿ KR, R;
Cette formule met aussi en évidence les deux propriétés de la torsion géodésique que nous avons énoncées ci-dessus.
REMARQUE. — Le plan osculateur à la courbe (C) en un point mobile sur la courbe tourne, comme la normale à la surface, autour de la tangente. La rotation de la normale à la surface par rapport au plan osculateur à la courbe est la différence entre les rotations
absolues de la normale et du plan osculateur comptées positivement
dans le même sens. La rotation absolue div de la normale est ds : +, celle du plan osculateur est ds : T'; donc la rotation db de la normale par rapport au plan osculateur à pour valeur
ds ds
ÿ TM
DORE On déduit de cette formule le théorème suivant :
383. Théorème. — Si deux surfaces S vers S° se coupent sous un angle Ÿ variable ou non, et qu'on désigne par 1 : y et 1 : y” les torsions géodésiques de la ligne d'interseclion relalivement aux deux
surfaces, on a, pour un déplacement sur celte ligne,
PA I I
AR AE Len Q
en supposant l'angle À comblé de S vers S° positivement dans le sens direct autour de la tangente de l'intersection. |
En effet, soient 4 et L” les angles que font les normales à S et à S’ avec le plan osculateur de l’intersection, en sorte que 0 = 4” — w. On a, par la formule précédente, ds et T se rapportant à la courbe d’intersection, du I I dy I I LROE DIEU LR FH 42
et, en soustrayant,
CAE DRAC
ds ds Y Ya
En particulier, si deux surfaces se coupent sous un angle constant, la torsion géodésique de l'intersection est la même pour les deux surfaces, el réciproquement. |
Ce théorème renferme celui de Joachimsthal que nous avons
établi précédemment. Si deux surfaces se coupent suivant une ligne de courbure commune, la torsion géodésique de cette ligne est nulle pour les deux surfaces, donc 0 est constant. | ‘J
Réciproquement, si 8 est constant, les torsions géodésiques sont j
égales pour ‘les deux. surfacess «si. l’une est”nulle} l’autre l'est
FAC
aussi et l’intersection est une ligne de courbure pour les deux
surfaces.
384. Théorème de Dupin. — On dit que trois familles de surfaces :
F, (x, }, *> 2) *T 0, F; (x, DE € 6) ni 0, F, (x, Y, À) do) en, 0,
forment un système triple orthogonal, lorsque par chaque point passe une surface de chaque famille et que deux surfaces de familles différentes se coupent à angle droit.
THÉORÈME. — Les trois familles d'un système ‘triple orthogonal se coupent mutuellement suivant leurs lignes de courbure (Durnx).
Soient S,, Ss, S, les trois surfaces se coupant en M suivant les lignes dintersection C.:, C:,:C. La torsion géodésique de Ce; est la même sur S, et sur S; (n° 383); nous la désignerons par PR Chinois désISnetONSpar D iv et I: vi les-deux autres torsions analogues. Comme C,, et C3, se coupent normalement
sur S, au point M, on a, en ce point (n° 382),
—+—— —(0; de même,
ce qui exige que chacune des trois torsions soit nulle séparément. Donc les intersections sont des lignes de courbure des surfaces qui se coupent {n° 382).
Le théorème de Dupin fournit une nouvelle démonstration de la
propriété que possède l’inversion de conserver les lignes de cour-
bure. En effet, toute surface fait partie d’un système triple orthogonal, dont ses normalies développables constituent les deux premières familles, et la troisième famille est formée des surfaces
parallèles obtenues en portant des longueurs égales sur ses normales.
Dès lors, le théorème de Dupin met en évidence que : toute trans-
formation qui conserve l’orthogonalité conserve les lignes de courbure, et réciproquement (car les lignes de courbure se coupent à angle droit).
Le théorème de Dupin conduit aussi aisément, par la considération d’un système orthogonal, à la détermination des lignes de
courbure des quadriques à centre.
385. Lignes de courbure des quadriques. — Toute quadrique à centre fait partie d’un système triple orthogonal de quadriques
homofocales. Aïnsi la quadrique
fait partie de la famille homofocale na 3° RES à RENE 7 AUS RS
Or, par chaque point (x, 7, x) de l’espace, on peut faire passer trois quadriques de ce système, car les valeurs correspondantes-du paramètre À sont les racines de l’équation (2), qui est du 3° degré et dont les racines sont toujours réelles et comprises respectivement dans les intervalles (— =, C), (C, B) et (B, A) comme on s'en assure par les substitutions À = — =, C — :, C + s, B B + set À — :. Donc par chaque point passent trois quadriques du système : un ellipsoïde (À < C), un hyperboloïde à une nappe (CE < x < B) et un hyperboloïde à deux nappes (À > B). Ces trois
familles forment un système triple crthogonal. En eflet, les normales
res To
à deux surfaces (À) et (À”) en un point commun %, y, z ont pour coefhcients directeurs respectivement 3 NES z x À — }? BEA GE A—X
et la condition d’orthogonalité
A NAN) ENONCE
est vérifiée, car elle s’obtient en retranchant membre à membre les équations des surfaces (à) et (X°).
Les lignes de courbure des quadriques à centre se déduisent immédiatement de là et on en conclut que ce sont des lignes algébriques. Si la surface (r) est un ellipsoïde, ses lignes de courbure seront les intersections de cette surface avec les familles d’hyperboloïdes à une et à deux nappes comprises dans la for-
mule (2).
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RÉSEAUX CONJUGUÉS. LIGNES ASYMPTOTIQUES
Ç 3. Réseaux conjugués. Lignes asymptotiques
386. Directions conjuguées. — Deux tangentes en un point M d’une surface sont conjuguées si elles coïncident avec deux diamètres conjugués de l’indicatrice et l’on dit qu’elles ont des directions conjuguées. En vertu des propriétés des coniques, il n'existe en chaque point d’une surface (hormis les ombilics) qu’un seul système de deux directions conjuguées rectangulaires, ce sont les directions principales. D'autre part, une direction asymptolique est une direction qui coïncide avec sa conjuguée.
_Proposons-nous de déterminer, en projection sur le plan xy, la relation qui lie les coefficients de directions dy 4x etopNISAaUe deux directions conjuguées au point M(x, y, ?) d’une surface. Les
axes étant supposés transportés parallèlement à eux-mêmes en ce
point, nous savons que la projection de l’indicatrice sur le plan xy
a pour équation (n° 369) SR SV LP 7 LACER PE
Mais une projection parallèle (conservant la ligne de l’infini)
conserve les directions conjuguées, les projections des directions conjuguées sont donc conjuguées par rapport à la conique précé-
dente et, par conséquent, elles sont liées par la relation TdXÈX EE (dx dy E dyèx) + rdy >y — 0, qui peut s’écrire plus brièvement dpèx + dgdy = 0.
Tel est la relation qui lie deux directions conjuguées (4) et (à).
387. Théorème.— Quand le point de contact varie le long d'une courbe (C) sur une surface, la caractéristique du plan tangent est, en chaque point de contact, la tangente conjuguée de celle à la courbe (C).
Soient X, y, ? les coordonnées d’un point M de la courbe (C), lesquelles sont fonctions d’un paramètre sur cette courbe. La
caractéristique du plan tangent en ce point est définie par l’équation
VOL ELE
du plan tangent et sa dérivée par rapport au paramètre, à savoir (puisque dz = pdx + qdy)
Capa) Fate); Œ— x) db + En — y) dg = 0,
La seconde relation est l'équation de la projection de la caractéristique sur le plan xy. Son coefficient de direction èy : èx est — dp : dg et satisfait, par conséquent, à la relation qui lie deux directions conjuguées. |
Le plan tangent le long de la courbe (C) enveloppe une surface développable. Le théorème précédent admet donc l’énoncé suivant : Si une dévelopbable est circonscrite à une surface, la générairice et la tangente à la courbe de contact forment, en chaque point de celte courbe,
un système de deux tangentes conjuguées.
388. Transformations qui conservent les directions conjuguées. — La définition des directions conjuguées est projective et dualistique, c’est-à-dire que deux directions conjuguées restent conjuguées après une homographie ou une transformation par polaires réciproques.
Ces deux propriétés se déduisent aisément du théorème précédent, Si l’on considère une famille de plans tangents le long d’une courbe (C) sur une surface (S), l’homographie les transforme dans les plans tangents le long de la ligne correspondante, et les caractéristiques des plans se correspondent; donc l’homographie fait correspondre les directions conjuguées de la nouvelle surface à celles de la première.
Faisons maintenant une transformation par polaires réciproques. Elle transforme la surface (S) dans une surface (S”), la courbe (C) dans une développable (A7) circonscrite à (S”), et la développable (A) circonscrite à (S) dans la ligne de contact (C’) de la nouvelle développable (A”). Donc les génératrices de la nouvelle développable correspondent à la tangente à (C), et les tangentes à la nouvelle ligne de contact (C’) aux génératrices de la première développable : donc à deux directions conjuguées correspondent encore deux directions conjuguées.
LA
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Réseaux conjugués. — Supposons que deux familles de
courbes tracées sur une surface soient telles que deux courbes de
| S familles différentes se coupent en chaque point de la surface ; on dit
qu’elles forment un réseau conjugué si, en chaque point, les tangentes aux deux courbes qui se coupent sont conjuguées. Ainsi ces réseaux sont projectifs et dualistiques comme les directions conjuguées elles-mêmes. ;
Il existe sur toute surface une infinité de réseaux conjugués, car si l’on a tracé une première famille de lignes ne se coupant pas entre elles sur la surface, on peut déterminer une seconde famille de lignes coupant partout les précédentes suivant la direction conjuguée. Cette détermination dépendra, en général, de Pintégration
de l'équation du premier ordre qui lie les directions conjuguées r dx Èx + s(dx dy + dydx) + Édydy = 0,
où ày : dx est le coeflicient angulaire sur le plan xy de la projection des courbes de la famille donnée, coefficient connu en fonction de DOUÉ |
Si l’on intègre cette équation, on obtient celle de la famille con-
_ jJuguée avec une constante arbitraire.
Il existe un théorème remarquable, qui est dû à M. Koenigs et
_ qui permet de former, sans intégration, sur toute surface, une
, infinité de réseaux conjugués.
THÉORÈME DE M. KozniGs. — La famille de courbes planes oblenues en coupant une surface par un faisceau de plans passant par une droite fixe, admet pour lignes conjuguées les lignes de contact des cônes circonscrits à la surface et dont les sommets sont sur la droite fixe.
Ce théorème est une conséquence presque immédiate de celui
> du n° 387. La génératrice du cône est conjuguée à la direction de
la ligne de contact; mais, comme elle est dans le plan de la section, elle est la tangente à cette section : donc les deux tangentes sont
conjuguées.
© 890. Lignes asymptotiques. — Les directions asymploliques
sont celles qui sont conjuguées à elles-mêmes : leur définition est
donc projective et dualistique. La relation trouvée (386) entre les directions conjuguées dy : dx et dy : 2x est
r ax x + s(d4X dy + dydx) + tdyèy = 0.
Si la seconde direction coïncide avec la première, on retrouve
l'équation connue des directions asymptotiques rAX as ax dy 4V = 0;
Les lignes asymptotiques sont celles qui ont, en chacun de leurs points, une direction asymptotique (ou qui touchent en chaque point . les asymptotes de lindicatrice). L’équation précédente est donc leur équation différentielle.
En se reportant aux formules du n° 364, on constate que les lignes asymptotiques sont celles dont la courbure normale, cos 0 : KR, est constamment nulle. En particulier, joute droite située sur une surface est une ligne asympiotique de celle-ci.
Si les points d’une surface sont hyperboliques, l'équation précédente donne deux valeurs pour dy : dx. Elle définit deux systèmes de lignes asymptotiques se coupant sur la surface. Si tous les points sont paraboliques, la surface est développable et elle n’a plus qu'un seul système de lignes asymptotiques : ses génératrices rectilignes. Si les. points sont elliptiques, il n'y a plus de lignes asymptotiques réelles.
6 4. Extension des formules aux coordonnées curvilignes Déformation des surfaces
391. Coordonnées curvilignes. — Une surface est représentée en coordonnées curvilignes (ou sous forme paramétrique) lorsque ses trois coordonnées X, y, ? sont exprimées en fonction de deux paramètres #, v qui varient dans un certain domaine. Nous supposerons toute condition de continuité et de dérivabilité remplie
dans ce domaine. Les équations de la surface sont alors de la forme
() X, F4 (4, v), ) rue (u, v), RDS (u, v).
COORDONNÉES CURVILIGNES
Les variables #, v sont appelées coordonnées curvilignes, à cause de la représentation géométrique que l’on peut en donner. Pour cela, on trace sur la surface les deux systèmes de lignes # = const., v — const. On observe, en effet, que quand on fixe l’une des variables #, v, le point (X, y, x) qui satisfait aux équations (x) décrit une courbe sur la surface. Un point de la surface est défini par les paramètres #, v des deux courbes qui se coupent sur lui. Toutefois le système de coordonnées w, v n’est pas complètement défini par les courbes de la surface, car ces courbes ne changent pas si l’on remplace # et v par de nouvelles variables #, et v, fonctions d’une
seule des premières respectivement, #, — %,(u), v, — %(v).
392. Notations et paramètres. — Nous conviendrons de désigner les dérivées partielles de x, y, z par rapport à # au moyen de lindice r, celles par rapport à v par l'indice 2, ces indices pouvant se superposer comme les dérivations. Nous posons donc, en
abrégé, DES d°x ATEN ETS Ôu 4 GR IL Gudu 12 5 a en sorte que OX NO UIEE EXO AUS dy = y;du + Yadv,.….
Nous définissons alors les paramètres suivants (les sommes
désignées par X s’étendant à X, y, 7) :
Bo Dr Rx Get
À — Vi%5 — Jo B = 7,%X9 — %X1; C = X1Y9 — XaVi- HA AE LB ER CU ECG ET
Nous remarquons que H ne peut s’annuler en un point ordinaire, car l’une au moins des quantités À, B, C est différente de 0. Nous
posons ensuite
__ AXu + Byi1 + Crus Me 2 AX 9 tre D 'AX99,
L H : Fins FAR
ou, sous forme de déterminants,
_ surface dont la normale principale fait, avec la normale à la surface,
l'angle V, se tire de la formule (:) du 367 Cest
AL = | Xus Yan nu] HM=) Xi Vie ol UN = | Xe Je te | Xi Ji Vocl MMN dA LACS & à & le 9e 10 | 20 NES
Les cosinus directeurs de la normale sont : X — van HAE -B: H? 5 se
— C : Het, avec la convention sur le sens de la normale faite À au n361, il faut donner à H le signe de C.
LE
393. Différentiel de l'arc. — La diférenbele de | lo de courbe sur la surface s’appelle l’élément linéaire de la surface. Son
carré ds” est une forme quadratique en du, dv, —= Edu*.+ 2Fdu du + Se
qui joue le rôle fondamental dans la théorie, | Cette formule montre que J/Æ du etj//G du sont les arcs élémentaires des courbes v — const. et # = const. Les déplacements ax,
dy, dz et 2x, y, z qui correspondent à ces deux arcs ds et ès, sont
respectivement X, du, 7, du, 7, du et X2 àv, Ya ÔV, te°v, faisant entre
eux l'angle a :
HoN ne a NM QU ODA ER ON F0 ds ès du 3v VE vG. | LORS VE ne
COORDONNÉES CURVILIGNES
La courbure d’une section normale dont la direction est définie par
le rapport du : du sera, avec la convention de signe du n° 365,
1 _ Ldu* + 2Mdudv + N dv°
R Edu? + 2Fdudv + Gdv°' Désignons, en abrégé, la courbure par »; cette équation nous donne, en chassant le dénominateur, (L — &E) du* + 2(M — &5F) dudv + (N — 6G) du — 0. Pour obtenir les courbures principales, qui extrèment la valeur
de 9, il suflit, comme au n° 370, d’annuler les dérivées partielles
par rapport à du et dv, car l’équation est homogène. Il vient ainsi (L — $E)du + (M — &F)dv = (M — &F)du + (N — 8G)dv —0. En éliminant +, on obtient l'équation aux directions principales où l'équation différentielle des lignes de courbure Lau + Mdv _ Edu + Fdv Mdu + Ndv Fdu<+Gdv
Celle-ci peut aussi se mettre sous forme de déterminant
LN-M' IN M
SF AAA CT INC ME ARE
395. Lignes conjuguées et asymptotiques. — Si l’on compare l’expression précédente de 1 : R à celle que donne la for-
mule (2) du n° 361, on en conclut l'identité en du, dv
rdx* + 254x dy + tdÿ”
———— —= Lau + 2M du dv + N dv”, PATENT RETE
qui doit résulter de la substitution linéaire OX =z Xj du Xe lv, dy = y;du + Yadv.
En égalant le premier membre à l’unité on obtient, en coordonnées dx, dy, la projection de l’indicatrice sur le plan x, y et les directions conjuguées se conservent en projection. Or, la conique
représentée, en coordonnées du, dv, par l’équation Ldu* + 2Mdu dv EN dv = 1
se déduit de la précédente par la substitution linéaire qui précède et qui fait correspondre les directions conjuguées dans les deux coniques. Donc les directions conjuguées de la conique en du, dv correspondent encore aux directions conjuguées sur la surface. Les coefhcients (du, dv) et (èu, dv) de deux directions conjuguées de la surface sont, par conséquent, liés par la même relation que
sur la conique, à savoir Ldudu + M(dudv + dudu) + N dudv == 0.
Telle est donc aussi la relation différentielle entre les deux familles d’un réseau conjugué sur la surface. |
Les directions asymptotiques sont les directions qui coïncident avec leur conjuguée. .On obtient l'équation aux directions asymptotiques, ou l'équation différentielle des lignes asymptotiques, en identifiant les
deux directions conjuguées dans la formule précédente. Il vient ainsi
Ldu* + 2Mdudv + Ndv° = 0.
396. Surfaces applicables; déformation des surfaces. — Deux surfaces S et S, sont dites applicables lune sur l’autre quand on peut établir entre leurs points une correspondance telle que les arcs de deux courbes correspondantes aient même longueur sur les deux surfaces.
Si les coordonnées x, y, z des points de la surface S sont exprimées en fonctions de deux paramètres u, v, les coordonnées £, n, € des points correspondants de la surface S, seront des fonctions
des mêmes paramètres. Nous pouvons donc supposer que les
DÉFORMATION DES SURFACES *AS
paramètres #, v définissent les points correspondants dans les deux surfaces.
Dans ces conditions, pour que les arcs de deux courbes correspondantes quelconques aient même longueur sur les deux surfaces, il faut qu’ils aient même diflérentielle ds en tout point et en tous sens. Pour cela, il est nécessaire et suflisant que l’expression de l'arc soit la même en ”, v et du, du pour les deux surfaces, ou que
lon ait sur les deux surfaces la même formule ds? = Edu* + 2Fdudv + G dv.
Iles doncenécessaire et suflisant, que les” paramètres E/ F, G soient les mêmes pour les deux surfaces.
Le problème de trouver une surface applicable sur une surface donnée est celui de la déformation des surfaces. Ce problème consiste à changer la forme de la surface sans changer celle de élément linéaire.
Gauss à montré que l’invariance de l’élément linéaire dans la déformation entraîne nécessairement celle d’autres éléments géométriques définis sur la surface. Les éléments invariants les plus remarquables sont la courbure géodésique des courbes tracées sur la surface et la courbure totale de la surface elle-même en chaque point.
Nous démontrerons l’invariance de la courbure géodésique dans le prochain paragraphe. Celle de la courbure totale est la consé-
quence immédiate du théorème suivant dû à Gauss :
396. Théorème de Gauss. — La courbure totale en un point s'exprime en fonction des trois paramètres EË, F, G et de leurs dérivées partielles des deux premiers ordres : elle ne dépend que de la forme de l'élément linéaire. Donc la courbure totale ne change bas quand on déforme la surface.
Nous avons, pour calculer la courbure totale b, 2, la formule (394)
NE NI 04 Pa — TT
HOUR Ce HEIN. CEINDSS
1 da EG dur, : \ qui joue, comme nous le verrons plus loin, un rôle fondamental dans la théorie des géodésiques. TR : 2 4 À tr La ét MES A M Fe
Nous savons déjà que H° — EG — F° ne dépend que de l’élément : linéaire. Il faut montrer que | AC
HL.HN — (HMy
s'exprime en fonction de E, F, G et de leurs dérivées partielles. }
Remplaçons HL, HN, HM par leurs valeurs écrites au n° 392 sous forme de déterminant et effectuons les produits par la règle de 4 la multiplication des déterminants. En tenant encore compte des ; valeurs de E, F, G (n° 392), l'expression considérée prend la forme :
d’une différence de deux déterminants
ZXyXo9 ZX Xo9 2 XoXoo | Xe XXe 2XoX40 |
2 XX e E AR SENS Po die E
DNS NA Re Ge DA LE G et, en retranchant la même quantité | !, "V2
(EG — F°) EX, Xo9 | PR aux deux déterminants, leur différence devient € Ÿ + S 4 4 Sri | 0 ZXiXe 2 Xo%0 D(y9—X11%99) EX, Xyo EXo 49 DTA NUE F SA AUS E Ne DU RO G DYe er G
Pour achever la démonstration, il suffit de vérifier, par le calcul … direct, que les sommes Ex, %,,, EX, Xe, EXo Xyo Et EXo Nos, OÙ il W a un indice commun aux deux facteurs, sont les dérivées partielles de
E et G par rapport à # et v; ensuite que les trois dernières sommes f
à + N' | ee 2 2 Vi X99) 2 X2 X 41; D (9 — X11Xo0), ont respectivement pour valeurs | 43100 DÉRRAETEOE ORAMPENOE 10,0 ENS 0 PE PAEMT PO CES en
Ov. 2 du” Ou. V2 Our 2 ÔÜv° AO à Er Nous ne ferons pas ces substitutions et nous n’achèverons le calcul
que dans un cas particulier.
Supposons que l'élément linéaire ait l'expression réduite
| pi CN Nr ete us fa à IPN À h + à, ds er) # V2 # ; ” * } 4, ri è + Fu, y r da Ar ‘4 at ? pra jen
SU SrEUS Vaur ARE NU PES PS 4 k FA .
Ha PR nt Ve | 2
Vo te). No Re +1 de Ex v Le ( HS | : $ "+ * 1 ue , < E f ki r 4) 1 ! 3
RES un il LIGNES GÉODÉSIQUES 459
Dans ce cas, le premier ar disparaît, car les éléments de la première colonne sont tous nuls. Il vient
1#G 0 1 ÜG 2000: 2 du ) H'pp = —| 0 1 0 OC :
ELA 0 G et, comme RS AE SE dt CS) Done MARNE à 2G du LME ar ipo #1” G G { R, ie UE G NAN R À
Posons, pour abréger l'écriture, 1 = # /G G ;
nous aurons le théorème suivant :
Quand l'élément linéaire le la surface a pour expression
PRESS ONE en LA LE
la courbure totale est liée à cette expression par la formule toute simple
| mL D AE TO" HO RCE PA :
1 Ko
Ce résultat fondamental est encore dû à Gauss.
6 5. Lignes géodésiques
398. Introduction de la courbure géodésique dans . FRS de la variation de longueur d’une ligne. — Les lignes géodésiques d’une surface sont, comme nous le savons QUE 28 1),
les extrémales (sur cette surface) de l'intégrale
UN I “(ya + dÿ? + dz°.
La variation de cette intégrale sur la surface est liée à la courbure
_ géodésique de la ligne d'intégration par une formule remarquable.
A ET L TU te
pe mA at: “Te
Fe me RE ae S FC ns LE
Vu DS ce Ar
DUT LR
Ve te pu
Laissons fixes les quantités aux limites ; la variation à se ramène,
après intégration par parties, à la forme connue
à N < z ADX UÈ VD OL = \e DX EF AE M TONER pehe 2 SEA ds.
où «a, B, y sont les cosinus directeurs de la tangente à la ligne, À, pv, v ceux de la normale principale, et R le rayon de courbure. Désignons par Jo — J/8x* + dy" + 37° la grandeur du déplacement imposé par la variation au point M de la courbe, et par o l'angle que ce déplacement fait avec la normale principale. Nous avons
AÔX + puy + vèz —='È0 coS'»
ét, par. stute,
Supposons maintenant que l’on déplace le point M normalement à la courbe. Alors les angles © et À que fait do avec la normale principale à la courbe et la normale à la surface, diffèrent d’un angle droit : on a, suivant le sens de do, cos 9 = + sin 0. Mais on peut convenir de donner un signe à ès de manière que le signe
ambigu soit toujours + ; il vient, dans ce cas particulier, À SATLEU UE (1) dl = — Re ds do.
Dans cette intégrale, ds est le déplacement normal à la courbe, et sin 6 : R est la courbure géodésique.
Sous cette forme, on aperçoit immédiatement que les extrémales (ou les géodésiques) sont les lignes dont la courbure géodésique est nulle (n° 364).
Cette formule prouve que si deux surfaces sont applicables l’une sur lautre, la courbure géodésique de deux courbes correspondantes est la même sur les deux surfaces, puisque les variations ôl de longueur des courbes correspondantes sont les mêmes et les variations à aussi.
LIGNES GÉODÉSIQUES 461 Cette formule met aussi en évidence que la courbure géodésique d’une courbe définie en coordonnées curvilignes par une relation
— ç(u), ne peut dépendre (comme Ôl) que de la forme de lélément linéaire de la surface. Nous allons le montrer plus explici-
tement dans le n° suivant en développant les calculs.
399. Théorème. — L'expression de la courbure géodésique d’une courbe, sur une surface définie en coordonnées curvilignes u, v, ne dépend que des coefficients E, EF, G qui figurent dans l'élément linéaire, de leurs dérivées partielles premières et’ de la relation entre u et v qui définit la courbe. Par suite, la courbure géodésique d’une courbe tracée sur une surface resie invariable quand on déforme la surface.
Conservons la représentation de la surface et toutes les notations du paragraphe précédent. La condition pour que deux déplacements (dx, dy, dz) et (0x, dy, dx), de longueurs ds et Ô7, soient rectangulaires, est que l’on ait
Zdx dx = Z(x, du + Xodu) (xj du + XÔv) = 0.
En effectuant le produit, cette condition revient à E du du + F(dudv + dudu) + Gdvèv = 0.
Elle ne dépend, comme on le voit, que de la forme de lélément linéaire. | Observons que l’on a identiquement Ex EF du + G dv) — 2F(F du + G dv)(E du + F dv) + G(E du + Fdv) | — (EG — F°) (Edu° 2F dudv + Gdv°).
La relation de perpendicularité nous donne, par les propriétés
des fractions égales et en utilisant lidentité précédente
(2) Ôu mie roy À D ICO EEE Cal EG Fids
où l’on a ds? = Edu* + 2F du dv + G dv”, ds? == E du? + …
Calculons maintenant la variation de lintégrale
I —\« —\ Fur + 2Fdudv + Gdv’,
re u
À t 5 ANR CEE A MA ME EL j 4 , À LS AU a ARE PL He are MORE TEE 6 LE Rs an 462 CHAPITRE XII. LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE
les quantités aux limites restant fixes et en donnant à w, v les variations du, dv; nous trouvons, par le procédé de calcul habituel, un |
résultat de la forme JE
(3) à = \par + Qù, ARE
où les valeurs de P et de Q sont les suivantes : | s pe E qu 2 Ju, qe ns JE + Eu 4
“A Que HU pu + Je FA esS
Ainsi, quand la relation ne u et v est donnée, P et Q ne dépen- NM dent plus que de E, F, G et de leurs dérivées partielles premières. | Remplaçons Ôu et Ôv par leurs expressions (2) tirées de la condition de perpendicularité du déplacement ; il vient _
SI =\* + Gdv) — Q(Edu + Edo) SE ds VEG—F A : 4
Avec cette condition de PR sous le 3e
Le
signe / doit s'identifier avec celle (1) trouvée au numéro précédent. {0
De là, l’expression de la courbure géodésique : sin Ô re PROD ER DDESE Q(Edu + Fav) IN ds J/EGE FE À
Il reste à y remplacer P et Q par leurs valeurs (4) ci-dessus.
Pour une même relation entre # et v, la courbure géodésique ne 5 dépend donc que de E, F, G et de leurs dérivées prémières : Te ne change pas quand on déforme la surface. Donc quand deux sur-
faces sont applicables l'une sur l’autre, la courbure géodésique des courbes correspondantes est la méme, aux poinis CO ER UtE EE sur. É
les deux surfaces. Fe
400. Equations différentielles des géodésiques en core. ip données u, v. — On obtient ces équations en annulant la variation Ô[ et,
lexpression (3) de ôl. On obtient ainsi les deux équations .
par conséquent, les coefficients de ôw et dv dans
différentielles
HS) ES UMR D SEE
Let DE D de
LIGNES GÉODÉSIQUES 463 où P et Q s'expriment par les formules (4). Ces deux équations
rentrent d’ailleurs l’une dans l’autre, moyennant la relation (6) ds E du? E 2Fdudu + Gdr”,
qui permet d'éliminer ds de l’une ou de l’autre, par exemple de Q = 0. Après cela, l’équation Q — 0 est une équation différentielle du second ordre entre # et vw. Son intégration conduit à la relation v — 9(u) qui définit la géodésique. Cette relation contient deux constantes arbitraires d’intégration, qui permettent de faire passer la géodésique par un point arbitraire et de lui imposer une direction initiale arbitraire sur la surface. Si l’on sait trouver une intéorale première de cette équation différentielle, l'intégration s’achèvera par des quadratures, ainsi qu’il résulte d’un théorème général du calcul des variations (n° 278).
Mais on peut encore procéder autrement pour effectuer l’intégration des équations des géodésiques. Si l’on fait abstraction de la
relation (6), les deux équations (5) forment un système de deux
_ équations différentielles simultanées permettant de déterminer # et v
en fonction de s. Prenant s comme variable indépendante et, par suite, ds constant, les deux équations PEN 0ethO 2: Or'divisées par ds sont de la forme
d'u EU e du , dv dv \° po c(#) ae)
ds ds? ds br ds ds
FE) ARR Ut du \’ du . dv \° SR no ie (e) Se Po ) ds? ‘4 ds? DAS net ds A
où les coeflicients 4, b,... sont des nn connues (continues et dérivables) de u, v. Ces deux équations peuvent être résolues par
rapport aux dérivées secondes, car le déterminant du système est
EG — F° ou H° qui ne peut s’annuler (n° 392). Cette résolution
n’altèrera pas la forme quadratique des seconds membres des équations précédentes ; donc les équations différentielles s’écriront encore
sous la forme |
LRd'uria Ce) , du dv )
c) ANA DEVRA TARA er
7 , | ; 3 RTE ARE d du dv. dv
US ds ds ds NA)
où les coefficients 4, b,... ne sont plus les mêmes que dans les
équations précédentes, mais sont encore des fonctions connues, continues et dérivables de #, v.
L'intégration du système (7) déterminera w, v en fonction de s et
de quatre constantes d’intégration, permettant de choisir arbitraire-
ment les valeurs initiales de u, v et de leurs dérivées premières.
Mais on connait d'avance une intégrale du système (7), à savoir
du du dv dv (8) ee #) + 2r Te) + G cel const
Nous savons, en effet, qu’en prenant cette constante égale à l'unité, cette relation fait rentrer les relations (7) l’une dans l’autre. Il doit donc en être ainsi quelle que soit valeur de la constante, puisque les équations (7) ne changent pas quand on multiplie ds par
une constante arbitraire, ce qui revient à modifier la valeur de
ladite constante. Mais la variable s ne représentera l’arc de la géodé-
sique que si cette constante est prise égale à l’unité. Nous voyons donc que la condition nécessaire et suflisante pour que s représente l’arc d’une géodésique dans lintégration des équations (7), est que
les valeurs initiales soient liées par la condition
) (a) Cr ET F E, (+ un 270 ds ds He ds D
auquel cas la même condition restera satisfaite pour toutes les
valeurs de 5.
Si l’on peut trouver une seconde intégrale des équations (7)
renfermant une constante arbitraire, lintéoration du système s’achèvera par des quadratures. En effet, l'élimination de ds conduira à une relation du premier ordre entre w et v et une constante arbitraire, donc à une intégrale première de l'équation du second
ordre qui a lieu entre et v seuls, ce qui ramène au cas précédent.
4oi. Equations différentielles des géodésiques en coordonnées x, y. — Il est intéressant de considérer le cas particulier
où la surface est donnée par équation
Rey (Ga),
et de trouver l’équation des géodésiques en projection sur le plan xy. Ce cas revient au précédent en faisant # == x et v — y. Mais on obtient immédiatement les équations des géodésiques sous la
forme (7), au moyen des formules de Frenet PEL ORNE CRT
A5 CR PA mt Ici, R est essentiellement positif et À et x coïncident avec les cosinus directeurs X et Y de la normale à la surface, aux signes près. Ce signe est le même ou non suivant que le rayon de courbure de la section normale qui coïncide avec celui de la géodésique est considéré comme positif et négatif. On a donc, même en signe, R étant maintenant le rayon de courbure avec son signe de la
section normale de même tangente que la géodésique,
HEX RAA
Se MR 4 R° et, si l’on prend s comme variable indépendante et, par suite,
ds constant,
Gr) HEC RS AREUSERN
Ce ‘sont les équations des géodésiques sous la forme (7). Il n’y
a plus qu'à y remplacer X, YŸ et R par leurs valeurs connues
DV 2 Qi ans
VI+p + Vi1+p + TNA 25 UX di AE dy?
or FR ORNE
Îl ne faut pas perdre de vue que ds est l’arc de la géodésique ellemême, et non de sa projection : on a ds? — dx? + dy + de = (x + p') dx? + 2pqax dy + (1 + 9°) dy’. _ Pour former l'équation différentielle des géodésiques entre x et y seulement, il faut éliminer ds de l’une des équations (10). On arrive plus vite au résultat en combinant les deux équations entre elles. On en tire 6 Bda — adf EX — aY ee
œ a° Ra°
LA
et en divisant par dx et remplaçant ads par dx,
d(dy\ . Xdy — ax [ds \ BXL AU AIO R dx Hi
Prenons x comme variable indépendante et accentuons les déri-
LA
vées par rapport à x; l'équation différentielle prend la forme he G2) JA CON ESS
et enfin, en remplaçant X, Y et s’* : R par leurs valeurs ci-dessus,
D ARE Nr PARU:
c’est l’équation des géodésiques en projection sur le plan xy.
REMARQUE. — Proposons-nous de déterminer la relation qui lie l’angle de contingence d’un arc de géodésique à celui de sa projection. Cette relation se tire facilement de l’équation (12).
Soient s l’arc de la projection, et o l’inclinaison de sa tangente sur l'arc des x. Multiplions l'équation (12) par dx : (1 + y?) = dx : 5%; il vient
He y"ax ee }= nu (5) HE pose Ro aie CROSS
Mais (XB — Ya) est le cosinus de langle de la binormale avec
l'axe des z et est égal à g/1 — y? — Z?; d'autre part
( s Ÿ— ( ds Ÿ— ASS AS MEME o/ Ode? ds —d 1—Y Il vient donc | | ds MN y (4) NO RATES F Nr R Pour que l'angle de contingence ds : R de la courbe soit supérieur à celui dé : p de sa projection, il faut, d’après cette relation, que lon ait | | CLR ETAT E Cette condition sera toujours réalisée si l’équation
PEROU I a ses racines imaginaires Ou si Z > —, ce qui suppose que la nor-
male à la surface (la normale principale) fasse un angle inférieur à 60° avec l’axe des 7. Donc si la normale à la surface fait avec la normale au plan de projection un angle au maximum de 60°, la courbure totale d’un arc de géodésique ne sera jamais inférieure à celle de la projection de cet arc. Il est clair que cette proposition s’applique à la projection de n'importe quelle courbe, mais en considérant sa
normale principale au lieu de la normale à la surface.
402. Théorème. — Soit À un point donné sur une surface ; on peut
limiter autour de ce point une portion suffisamment petite de la surface
pour que les géodésiques issues de ce point ne se coubent pas entre elles.
Projetons la surface sur le plan tangent en À et prenons ce plan
comme plan des xy; l'équation de la surface pourra se mettre sous
Il suffit de démontrer que l’on peut décrire dans le plan xy un cercle de centre À, assez petit pour que les courbes qui sont les
projections des géodésiques issues de ce point À, ne se rencontrent
la forme
pas dans le cercle.
Je vais d’abord montrer que, si le cercle est assez petit, deux courbes de cette espèce infiniment voisines issues de À ne se couperont pas. Cette conclusion résulte du fait que l'équation différentielle de ces courbes est du second ordre.
D'abord on peut limiter, autour du point A dans le plan x, un cercle assez petit pour que Z reste aussi voisin de 1 que l’on veut sur la portion correspondante de surface.
La formule (14) du n° précédent montre que l’on rend ainsi de aussi petit que l’on veut, de sorte que l’on peut rendre aussi petite
que l’on veut la variation de direction de la courbe dans le cercle,
à condition de supposer ce cercle suffisamment petit. Par exemple, on peut faire en sorte que cette variation reste inférieure à 45°. Ceci fait, considérons une courbe particulière AB. Je vais
prouver qu’elle ne peut rencontrer la courbe infiniment voisine qu’à
. distance finie. En effet, nous pouvons choisir l’axe des x de manière que y’ garde une valeur finie sur la courbe, puisque sa direction ne varie pas de 45°. Alors, dans l’équation vérifiée par la courbe,
JAN
OR NOE | F et ses dérivées partielles —— et —; sont des fonctions continues.
ÔY Ôy Désignons par y’, et y’, + y’, les orientations initiales des deux courbes infiniment voisines, par Ôy, dy’, dy” les variations correspondantes de y, y’ et y”. Il vient, en difiérentiant l'équation précédente avec à,
NOR à CO == y TA ET Sy = 0.
Si les deux courbes infiniment voisines se rencontrent pour les abscisses O et x,, cette équation linéaire admet une intégrale y s’annulant pour les mêmes valeurs. Mais nous allons montrer que toutes les intégrales de cette équation qui s’annulent pour x = 0 s’annulent, en ce cas, pour X == X,, qu’elles soient infiniment voisines ou non; d'où il suit que X, n’est pas infiniment petit. En effet, si #, est une intégrale s’annulant pour x — O, et #, une autre intéorale, Pintécrale générale de l’équation linéaire est Cu, + Cou et les seules intégrales qui s’annulent pour x — 0 sont de la forme Cu; ainsi, si lune de“celles-ci's’annule pour x =" x" que #, s’annule, et alors ces intégrales s’annulent toutes pour LEO:
Donc deux courbes infiniment voisines ne se rencontrent qu’à distance finie. Comme alors il est clair que deux courbes qui ne sont pas infiniment voisines ne peuvent se rencontrer qu’à distance finie, il est possible de décrire un cercle de centre À dans lequel les courbes ne se recoupent pas.
La question de reconnaitre si, par deux points, on peut faire passer une ou plusieurs géodésiques est une question importante et délicate sur laquelle nous reviendrons plus loin. Nous verrons que la courbure totale de la surface est un élément qui joue un rôle important dans la solution de cette question.
403. Théorème. — Soit tracée sur une surface un segment de ligne L qui ne se coupe pas et dont la courbure géodésique soit bornée ; si lon élève, le long de cette ligne, des géodésiques normales de longueur suffisamment petite, ces géodésiques ne se couperont pas entre elles.
Je vais d’abord prouver qu’une géodésique AB issue du point A de la ligne L ne peut être coupée par la géodésique infiniment voisine en un point infiniment voisin de son origine. En effet, projetons la figure sur le plan tangent à la surface au point A; les deux géodésiques infiniment voisines se projettent sur ce plan normalement à la projection de la ligne L. Sices projections se rencontraient en un point infiniment voisin de À, comme ces géodésiques se confondent (au premier ordre près) avec les normales à la projection de L et que celles-ci se coupent au centre de courbure géodésique, le rayon de courbure géodésique de la courbe L serait nul et cette courbure infinie au point À, contrairement à l'hypothèse.
Donc on peut supposer les géodésiques AB suffisamment courtes pour que deux géodésiques infiniment voisines ne se coupent pas. Mais deux géodésiques AB qui ne sont pas infiniment voisines ne peuvent se couper qu’à une distance finie de leur point de départ A (au moins pour l’une d’elles). On peut donc raccourcir sufhsamment
ces géodésiques pour qu’elles ne se rencontrent plus.
404. Expression de la longueur d’une ligne géodésique. Théorèmes qui s’en déduisent. — Considérons une ligne géodésique joignant deux points A(x,, %,, &) €t B(%X4, Ya, 1) de la surface. Supposons que, le long de cette ligne, >, y, z soient fonctions d’un paramètre { qui varie de O à 1. Si l’on déplace les points À
et B, la longueur de la ligne, qui est donnée par l'intégrale
El
s =| ds =| /ax? + dy + dx’, 0 0 varie aussi, et sa variation calculée au n° 180 se réduit à l'expression
Ne e + dydy + dz x] # ds 0
parce que lintégrale qui s’ajoute à ce terme (n° 180) disparaît pour
une ligne géodésique.
On tire immédiatement de cette formule les théorèmes suivants, établis par Gauss mais par une toute autre voie.
1° Si, à partir d’un point À, on mène une ligne géodésique AB de longueur constante et que l’on fasse tourner celle courde autour du point À, le point B se déplace normalement à AB.
2° Si, en chaque point À d’une courbe MN, on mène une géodésique AB normale à ceite courbe et de longueur constante, le lieu du point B est encore normal à la courbe AB.
On a, dans les deux cas, en effet, 8x dXo + Jo dJo + Hodto — 0,
car le déplacement Ôx,, dy,, à, du point À est nul ou normal au déplacement dx,, dÿ,, d?, du même point sur la ecodésique. La
relation précédente se réduit donc à dx; dx, + dyidh + dudu = 0.
Celle-ci exprime que le déplacement èx,, ôy,, à, du Point B est normal à la géodésique.
3° Etant donnés deux foyers A(x,, Yo %o) ét A'(x",, Y'o Lo) SUr une surface, les lieux des points de la surface tels que la somme ou bien la différence des distances géodésiques aux deux foyers soit constante, bissecte l’angle des deux rayons vecteurs géodésiques.
En effet, soient respectivement x, y, z et x’, y’, z les coordon-
nées courantes sur chaque géodésique ; on a, selon le cas,
ds ds’
Qi [ RDA CEE LUC RC LE TRE PS CSA EC CSSS 0 à
Mais les variations à sont nulles à la limite O et sont les mêmes à
la limite 1, de sorte que cette équation se réduit à dx ÈX, + dy,0Y1 + d7y ur AX' A ÈX à + AY Y'a d'a 0 ds, et ds’ TT Soient + et ® ‘les inclinaisons respectives des tangentes aux deux géodésiques au point commun B; soit ÿ l’inclinaison de la
courbe décrite par B; soit enfin ès la grandeur du déplacement
élémentaire du point B. Divisons l’équation précédente par ds; elle peut s’écrire | cos (Ÿ — ©) + cos (4 — » ) — 0.
Donc 4 — % est, au signe près, égal à 4 — ©” ou à (4 — r) — »’. Dans les deux cas, le déplacement du point B bissecte lPangle des deux géodésiques.
On peut donner aux lieux décrits par B les noms d’ellipse et d’hyperbole géodésiques.
Ces deux courbes se coupent donc normalement aux points communs. On voit que l’on peut ainsi étendre à une surface le système orthogonal formé d’ellipses et d’hyperboles homofocales dans le plan (n° 156) : on lui substitue un système d’ellipses et d’hyperboles géodésiques homofocales sur la surface.
Ces conclusions se généralisent d’elles-mêmes. Au lieu de considérer des géodésiques égales AB et A’B issues de deux foyers fixes, considérons deux perpendiculaires à deux courbes données sur la surface. Les courbes lieux des points dont la somme ou la différence des distances géodésiques à deux courbes données sur la surface est constante, bissectent l’angle des géodésiques qui mesurent ces distances; elles se coupent à angle droit et définissent aussi un
système orthogonal sur la surface.
405. Surface rapportée à ses lignes géodésiques. Coordonnées polaires géodésiques. — Prenons comme coordonnées curvilignes sur la surface, une famille de géodésiques et leurs trajectôires orthogonales. Ces trajectoires interceptent, d’après ce qui précède, des arcs égaux sur les géodésiques. On peut donc les définir par leur distance géodésique # à une trajectoire particulière.
Les équations des géodésiques seront
DRE CONSÉ:
et celles des trajectoires u — Const.
Ces coordonnées étant orthogonales, le carré de lélément linéaire est de la forme Edu*? + Gdv*'; mais, ds se réduisant à du
sur une géodésique, il faut que E = 1x, et l’on a, en posant G = #°, (15) ds = du? + m°dv”,
Nous vérifierons tout à l’heure que, réciproquement, si ds est de _cette forme, la surface est rapportée à une famille de géodésiques et à leurs trajectoires orthogonales.
On peut,.en particulier, choisir la famille des géodésiques issues d’un même point À pris comme pôle géodésique. On définit alors chacune de ces géodésiques par l’angle v que fait son élément initial avec celui d’une première géodésique de repère. On constitue ainsi, sur la surface, un système de coordonnées polaires, tout analogue à celui des coordonnées polaires dans le plan. Dans cette hypothèse, si lon considère un élément de surface infiniment petit autour du pôle, la partie principale de ds* doit se confondre avec son expression en coordonnées polaires dans le plan. Donc, quand
u tend vêrs O, la partie principale de "1 est u.
406. Détermination de la géodésique infiniment voisine d’une géodésique donnée. — Considérons une géodésique issue du point À de la surface, et soit B un point de cette courbe suflisamment voisin de À pour que la géodésique AB ne soit pas rencontrée par une géodésique infiniment voisine issue du même point (n° 402). Nous pouvons étudier la surface dans le voisinage de la ligne AB en faisant usage des coordonnées polaires géodésiques, le point À étant pris comme pôle. Dans ces conditions, le carré de l'élément linéaire est de la forme (15) ci-dessus
A8 = du’ + m°dv*.
Si l’on fait du = O, l'arc ds se réduit à mdv et mesure l’arc de trajectoire entre les deux géodésiques (v) et (v + du) au point w de la géodésique (v). Le long de cette géodésique # seul varie et m est une fonction de # qui vérifie la formule de Gauss (n° 397)
I In 0 40 dm no et | ou RAR Modus du?
De là, la proposition suivante :
Tant que la géodésique (v) ne rencontre pas la géodésique infini-
ment voisine 15sue du même point, la quantité p —= mdv qu'il faut
porter normalement à la courbe pour obtenir la géodésique infiniment
voisine, est une solulion de l'équation linéaire du second ordre
de) DE ARR = dont la valeur initiale est nulle.
La solution fournie par cette équation sera donc valable tant qu’elle ne passera pas par la valeur 0.
On tire de là quelques conséquences fondamentales :
1° Sÿ la courbure totale est négative le long d’une géodésique, celle-cr ne peut rencontrer la géodésique infiniment voisine issue du même point.
En effet, on peut, dans ce cas, assigner un nombre positif 4° satis-
faisant à la condition a° TER ET Ki 0.
L'équation (16) peut s’écrire
p'— pat = — p(e + RE).
Intégrons cette équation par la formule finale du n° 190, comme
si le second membre était donné ; il vient (a étant remplacé par di) #4 RER te sh ES RER ) il p = Ach au +Bsh au AUIC (a AE pdl.
Mais p s’annule pour # — 0 ét nous désignons par p’, la valeur initiale de p” (que nous supposerons positive). La valeur de p se reduit à |
= Er g| dat —N(e + pi) Les ; sh au À sha(u — 1t){a° + RR pdt.
* D'abord p croît avec s et devient positif; tant qu’il le reste, on a
Donc p reste toujours positif et les formules précédentes sont toujours valables. Les deux géodésiques infiniment voisines s’écar-
tent indéfiniment l’une de l’autre.
2° Si la courbure totale est positive, supérieure à a? mais < b°, le long d'une géodésique, cette géodésique rencontre pour la première fois la géodésique infiniment voisine issue du même point à une distance u de ce point comprise entre x : betr : a.
L’équation différentielle se met sous la forme
p'+ ap = (a — KE )r:
d’où, comme ci-dessus,
dE Pe sin au + 2 Al hoG he DER. fe ) par.
1 Ko
Tant que est < + : 4 et que p est positif, l’intégrale est négative et l’on a p< a sin du ;
donc la première racine # est < x : 4.
Au contraire, remplaçons 4 par b; nous voyons que, tant que n est < x : Det que p est positif, l'intégrale est positive et que l’on a
donc la première racine u est > x : b.
Ce théorème suppose que la géodésique considérée ne se recoupe pas elle-même à une distance de son point de départ inférieure à celle dont il s’agit dans le théorème précédent. Il est clair, en effet, que si une géodésique se recoupe, elle recoupe en même temps la géodésique infiniment voisine. Cependant le théorème précédent s'applique encore, comme on le voit facilement, à condition de ne considérer que le point de rencontre de deux arcs qui diffèrent infiniment peu l’un de l’autre sur toute leur longueur.
Il peut aussi arriver qu’une géodésique se ferme et, dans ce cas encore, l’énoncé peut être mis en défaut. Pour le rendre exact, il faut admettre que la géodésique engendrée par la variation de se compose de spires qui se superposent sans se confondre, de sorte que les points qui correspondent à deux valeurs différentes de x soient distincts. Il ne peut plus y avoir alors de points communs à
nn a dd do \
deux géodésiques infiniment voisines que ceux qui correspondent à la même valeur de #, comme cela est admis dans la démonstration.
407. Théorème. — Entre deux points donnés À ei B sur une portion de surface à courbure négative et limitée par un seul contour, on ne peut tracer qu'une Seule ligne géodésique. |
En effèt, dans le cas contraire, on pourrait tracer deux lignes géodésiques ayant les mêmes extrémités et enfermant la plus petite aire possible sur là portion de surface considérée, et cette aire ne serait pàs nulle car deux géodésiques infiniment voisines ne se coupent pas. Mais alors, à l’intérieur de cette aire, on pourrait tracer deux
. géodésiques infiniment voisines des premières et qui enfermetaient
une aire plus petite, contrairement à l’hypothèse,
En particulier, süf une portion de surface à courbure négative, initée par un seul contour, une ligne géodésique ne peut se fermer. Par contre, cette éventualité peut se présenter dans une aire à connexions multiples. Tel est le cas, par exemple, pour l’équateur intérieur d’un tore.
408. Théorème. — Si lon peut circonscrire, autour d’une géodésique AB, une portion de la surface sur laquelle les géodésiques issues du point À ne se coupent pas, la géodésique AB jouit de la propriété du minimum : elle est plus courte que toute ligne suffisamment voisine menée entre les mêmes extrémités.
Prenons À comme pôle géodésique et soient, en coordonnées polaires géodésiques, (0, v,) et (#,, v,) les coordonnées des points À et B. L'élément linéaire ayant la forme (15) indiquée au n° 405,
la longueur d’une ligne AB à pour expression
; du 2e t1-dui, / 40
Elle est minimée si dv — 0, c'est-à-dire si la ligne est la géodésique,
Le même raisonnement prouve que, si l'élément linéaire est de cette forme, la surface est rapportée à un système de géodésiques v — const. Ces lignes sont, en effet, des extrémales de l’intégrale
précédente.
409. Equation des lignes géodésiques en coordonnées polaires géodésiques. — Si l’on calcule directement les extrémales de l'intégrale précédente en ne donnant de variation qu’à # (n° 277), on obtient immédiatement l’équation différentielle des géodésiques DU OM T
RU
dv.
L'expression du* + m°du° de ds? montre que ds est la résultante de deux composantes rectangulaires, l’une du suivant la géodésique de référence, l’autre " du’suivant la normale à cette courbe. Donc,
si l’on désigne par 6 l’angle que fait ds avec la géodésique, on a
et l'équation différentielle précédente se réduit à
d cos 4 = 7 sin 0 dv; Ou ou, plus simplement encore, à R Om I Ô — — — dv.
G7) du
Pour former la relation entre # et v, il faut encore éliminer dû par la relation
Ôv Ben
mais il est souvent avantageux de conserver lPéquation différentielle des géodésiques sous la forme (17).
410. Théorème de Gauss. — La différence À + B+C—7z entre la somme des anoles d’un triangle géodésique ABC et deux angles droits, est égale, en grandeur et en signe, à la courbure totale de l'aire du triangle ABC sur la surface.
Cette courbure totale s’exprime par l'intégrale double, étendue à l’aire du triangle sur la surface,
[U ds NNEGET Ans =\| RP
LIGNES GÉODÉSIQUÉS 47 On a de Cr Ki RAA HAROU RE
L’intéorale double se réduit donc à la suivante, qui se ramène à
une intégrale curviligne sur le contour du triangle par la formule de
0m Ôm
Cette intégrale doit être effectuée dans le sens direct, c’est-à-dire
Green,
que /dv est positif. Sur une géodésique, d’après l’équation (17), l’intéorale curviligne se réduit à la suivante O O
étendue aux côtés successifs du triangle ABC dans le sens direct relativement à (#, v).
Pour simplifier le calcul, prenons le sommet À comme pôle d’un système de coordonnées polaires géodésiques. Il faudra compter l'angle 4 dans le même sens que v qui est celui de la rotation directe du rayon vecteur autour de À. Seulement le point À est un point de discontinuité relativement à v et la formule de Green n’est pas applicable. Pour éviter la difficulté, nous recoupons le triangle ABC par une géodésique £y infiniment voisine du point À et formant un triangle infiniment petit AB que nous excluons. Il faut maintenant calculer l'intégrale / d8 sur le quadrilatère £BCY8. Sur 6B et sur Cy, l’angle 4 est constant. On considère angle 4 dans le prolongement
et à gauche du rayon vecteur. On a donc \ EE CD (BC) BC
Pour la même raison, on a dans le triangle ABY (assimilable à un triangle rectiligne)
| DEN En RER Re Pr |
Mais, sur le quadrilatère, le côté By est parcouru dans le sens contraire Y£ ; il faut donc retrancher cette intégrale de la précédente.
On trouve donc, en définitive, en intégrant sur le quadrilatère, \u = (a +8 + C) — 7.
Le théorème de Gauss est ainsi établi, pourvu que le système de coordonnées utilisé soit applicable dans tout le triangle. Mais le théorème est général; il subsiste pour un triangle quelconque, pourvu que l’on puisse le décomposer, par des géodésiques transversales, en un réseau de triangles à chacun desquels le théorème s'applique. En effet, si le théorème est vrai pour chaque triangle partiel, une simple addition prouve qu’il subsiste pour le triangle entier. On observe seulement que, si l’on décompose un triangle en deux autres par une droite issue de l’un des sommets, on ajoute deux angles droits à la figure.
Le théorème de Gauss prend une forme particulièrement simple si on l’applique aux surfaces à courbure totale constante. Dans ce cas, l’aire du triangle sur la surface est égale au quotient de l’excès angulaire (positif ou négatif) par la courbure totale constante. L’aire est proportionnelle à l’excès angulaire. Dans le cas de la sphère, on retrouve le théorème classique donnant l’aire du triangle
sphérique.
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