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PRÉFACE
Philippe Gilbert, surpris par la maladie qui devait bientôt l’enlever à la science, n’a pu mettre la dernière main à cette quatrième édition du Cours d'analyse infinitésimale. Le dernier livre est resté ce qu’il était et la rédaction n’a pas subi en général de modifications considérables, mais le livre deuxième s’est enrichi de deux chapitres entièrement nouveaux, les chapitres XXIV et XXV, qui renferment la théorie de la courbure des surfaces et des lignes de courbure, Nous les signalons au lecteur, et nous reproduisons ci-dessous la préface de la troisième édition (1887).
Quoique la destination de ce livre et son plan général soient restés ce qu'ils étaient lors de la première édition (1872), sa rédaction a subi des modifications profondes. Les chapitres concernant la théorie des limites, les séries, les fonctions et leurs dérivées en général, la théorie des points singuliers, les surfaces réglées, les fonctions d’une variable imaginaire, les intégrales définies simples ou doubles,ete.,ete., ont été complétement refondus.
Destiné à fournir aux aspirants ingénieurs les notions de calcul infinitésimal dont ils ont besoin pour aborder la mécanique et les applications, cet ouvrage est assujetti à rester élémentaire dans l'exposition, limité dans l'étendue. Mais il doit aussi servir, pour ceux qui se préparent au doctorat, d'introduction aux théories analytiques plus élevées qui formeront la matière d’un second volume, et à ce titre il réclame, dans l'exposition des principes fondamentaux, toute la rigueur que comporte l’état actuel de la science.
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| 1 Or; depuis üne vingtaine d'années, des écrits nombreux ont eu pour but, surtout en Allemagne, de présenter d’une manière plus précise et plus rigoureuse les théories de l’analyse infinitésimale ; il y avait donc lieu de chercher à introduire ces améliorations dans notre enseignement. Je me suis particulièrement inspiré à ce point de vue des traités publiés dans les dernières années par MM. C. Jordan (Cours d'Analyse), Lipschitz (Lehrbuch der Analysis), Dini (Fondamenti per la teorica di variabili reali), P. du Bois-Reymond (Allgemeine Functionenlehre), Stolz (Vorlesungen über allgemeine Arithmetik), J.Tannery (Introduction à la théorie des fonctions d'une variable), Peano (Calcolo differenziale), ainsi que de divers travaux de MM. Darboux, Weierstrass, Thomae, G. Cantor, Harnack, P. Mansion, etc.
Il faut reconnaitre qu’en adoptant ce nouveau mode d’exposition, on est très exposé à tomber dans la pesanteur, l'obscurité, la minutie. Je n’espère pas avoir complètement évité ces écueils; néanmoins, j'ai cru devoir tenter l’entreprise, parce qu’il y a toujours profit à établir sur des bases plus indiscutables le fondement des théories importantes. D'ailleurs, l'introduction progressive du même esprit dans l’enseignement des éléments aura pour effet d’atténuer les difficultés que les élèves y peuvent trouver aujourd'hui et, d’autre part, e’est seulement par le concours de tous les efforts que les méthodes nouvelles acquerront l'élégance et la limpidité qui leur font encore défaut.
Symboles nouveaux employés dans ce volume :
Le signe > signifie « égal ou supérieur à ».
<. . .. égal ou inférieur à ».
Le signe WA placé devant une quantité signifie « valeur absolue de ».
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I. Si l’on a une suile de rapports égaux
PRE An | HE 1:
etn facteurs arbitraires pi, pe, .… pr, on aura les égalités Ga 9 nids Han pi + peus + pra, b, b; b, b; + Da He LE, pb + pole + + LE prbr Var
IT. Sè au, @o, as, ...; bi, ba, ds, ..…. sont deux suites composées d'un même nombre de quantités, on a toujours identiquement (at + où + ai) (0 +0 He) — ob + db abs)?
SAR PEUT em CAT ES CARE AUIUR DS RIT Nous disons qu’une quantité q est moyenne entre plusieurs quantités”
HR peu
données b;, ba, .… b,, lorsqu'elle n’est ni supérieure à la plus grande b;, ni inférieure à la plus petite b4 de ces quantités, de telle sorte que l’on a
b>q>br.
Nous exprimons cette propriété par le symbole
= 46 (hi, be, bn).
Cela posé: III. Si ai, us, .., an sont des quantités de même signe, bi, b2, … b, des quantités de signes quelconques, on aura toujours
ab: + Gobo + .. + ann = (a: + ae - .…. -L n) D // (b:, bo, . ba). De plus, si les quantités bi, b:, …, b, ne sont pas toutes égales, la moyenne dont il s’agit sera effectivement plus petite que b, et plus grande
que bz.
Û 2. DES QUANTITÉS IMAGINAIRES. APPLICATIONS
2. On appelle quantité ou expression imaginaire toute expression de la forme & + fi, « et 5 désignant des quantités réelles quelconques, ? le symbole Do Une telle expression n’a par clle-mêéme aucun sens et ne représente rien, mais à l’aide de certaines conventions, on introduit ces symboles dans l'analyse et l’on s’en sert pour abréger les calculs, ete.
Conventions. — 1° Deux quantités imaginaires sont dites égales lorsque les parties réelles d'une part, les coefficients de ? d’autre part, sont égaux
dans ces deux quantités. L’équation a+ Bio + Pi signifie done simplement que l’on a
2/ DRE as B ——— ( , en sorte qu’une équation imaginaire n’est que la représentation symbo-
lique de deux équations réelles.
om ‘ 2 Lorsque, dans l’expression « + fi, 6 se réduit à zéro, on admet que l'expression se réduit à «; ainsi les qualités imaginaires renferment
coinme cas particulier les quantités réelles.
5° L’Addition, la Soustraction, la Multiplication s'effectuent sur les imaginaires d’après les mêmes règles que sur les qualités réclles, en convenant de traiter ? comme une quantité dont le carré serait — r. Par exemple, en opérant d’après cette convention, on trouve
(cos a + à sin a )(cos b H 1 sin b) — cos (a +-b) + 1 sin (a + b),
Le À — +) —
c’est-à-dire qu'après avoir développé le premier membre par la multiplication algébrique, on trouvera des termes réels dont la somme est égale à cos (a - b), et un coefficient de à égal à sin (a+ b); ce qui fournit un moyen simple de retenir ces formules.
4° Deux quantités imaginaires sont conjugquées lorsqu'elles diffèrent seulement par le signe du coefficient de ?, comme x + fi et « — fi. Leur somme 2x, leur produit «? f5? sont réels.
Bo Diviser une quantité imaginaire «+ fi par une autre æ’ fÿ:, c’est trouver une troisième expression y—-02 qui, multipliée par la seconde conformément aux conventions ci-dessus, reproduise la première.
Go L'élévation aux puissances entières, fractionnaires ou négatives se définit encore comme pour les quantités réclles. Ainsi (x + Gi)", m étant entier positif, désigne le produit de m facteurs égaux à & + fi; (x + Gi)" est le quotient de l’unité par ce produit, ete...
3. Le principe des opérations sur les imaginaires est celui-ci : Si l’on combine entr'elles des quantités ou des équations imaginaires par addition, soustraction, multiplication, en se conformant aux conventions ci-dessus, les équations ainsi obtenues seront toujours rigoureusement exactes, dans le sens attaché à l'égalité des imaginaires, c’est-à-dire que chacune se dédoublera en deux équations réelles.
En effet, dans les quantités ou équations qu’il s’agit de combiner, remplacons d’abord # par un facteur réel indéterminé À, ce qui est permis d’après la définition de légalité des imaginaires. Faisons ensuite les opérations indiquées; nous aurons encore des équations exactes quel que soit À, ce qui exigera que les coefficients d’une même puissance de À soient égaux dans les deux membres de chacune d'elles. Cette égalité des coefficients subsistera si l’on remplace les puissances de À par tels symboles que l’on veut; par exemple, À, 2°, À5, Àf, À, … respectivement par è, — 1, — 1, + 1, 1, etc... Or, on trouve ainsi le résultat même auquel on serait arrivé en laissant d’abord 2 au lieu de À et opérant comme si ? était une quantité réelle ayant pour carré — 1. Donc, dans ces équations finales, les parties indépendantes de ? seront égales dans les deux membres, comme aussi les coefficients de 2; C. Q. F. D.
Le symbole 2 sert donc ici, uniquement, à maintenir séparées dans les opérations des quantités appartenant à des égalités distinctes.
Il est facile de conclure de là que les propriétés fondamentales des opérations primitives subsistent pour les quantités imaginaires; par
ET En
exemple, que l’ordre des facteurs d’un produit est indifférent, etc... _ 4. Toute expression imaginaire «+ {Si peut se mettre sous la forme très usitée r (cos 0 + # sin 6), r et 9 étant réels et r > o. En effet, il suffit de poser
NICOSV = 4 Pr SIDE, d’où
r—po+6f, c050—— ; sin 0 —Ÿ r "s
et comme ces valeurs de cos 8, sin 8 sont numériquement plus petites que l’unité et vérifient l’équation
sin? 0 + cos 0 — 1,
il existe un arc réel © qui, avec la valeur trouvée pour r, satisfait à la question. Il en existe même une infinité, car on peut augmenter 8 ou le diminuer d’un nombre quelconque de fois 27, sans changer les valeurs de sin 8, cos 0. |
Prenons «, 5 pour coordonnées rectangulaires d’un point M du plan; r, 0 seront ses coordonnées polaires. On dit que r est le module, 0 l’argument, le point M l'affixe de la quantité imaginaire « + fi. Les équations précédentes montrent que
1° L'égalité de deux expressions imaginaires entraîne celle de leurs modules ;
2° Leurs arguments ne peuvent différer que d’un nombre entier de circonférences ;
3° Toute quantité imaginaire s'annule en même temps que son module el réciproquement, car les égalités
ML 0 et = 0) 00 —0;
sont équivalentes, « et (5 étant réels.
4° Une quantité réelle a pour module sa valeur absolue, et pour argument un nombre pair ou impair de fois x, selon qu’elle est positive ou négalive ; car, si 6 est nul, on a
r= ai = Vo, : RTL MEET ral de
suivant que « est > ou < o.
5. Addition. — Soient r, r’,r'',... les modules; 0, 6, 07, ... les
ARR arguments respectifs de plusieurs quantités imaginaires; leur somme sera S— r (cos 0 + x sin 0) Lr’(cos 91 sin 0’) +... = r cos 0 Lr cos’ + 77’ cos 8”... Li(r sin d Lr’ sin 6’ + r”’ sin 0” + ...),
Portons bout à bout, à partir de l’origine des coordonnées, des longueurs OM, MM’, M'M’’, .… respectivement égales à r, r’, r’’, .… et inclinées sur l’axe des x positifs des angles 0; 0’, 0’, … L’extrémité P de la dernière droite aura pour coordonnées rectangulaires
r cos 0 Æ r’ cos 0 + r’’ cos 0 + ..., r sin 0 + r’ sin 0 + r’/ sin 0” +...
P est donc l’affixe de S; ses coordonnées polaires R et T sont donc respectivement le module et l'argument de la somme $. Il en résulte immédiatement que le module de la somme de plusieurs imaginaires est . inférieur ou tout au plus égal à la somme de leurs modules.
6. Multiplication et division. — D’après la définition de la multiplication des imaginaires ct la formule rappelée au n° 2 (5°),on a
r(cos0—Hisin0) Xr’(cos0 Hesin®’)—7rr’ [cos (9 +67) Lzisin (9-07)]. Multipliant les deux membres par une nouvelle imaginaire r”” (cos 9’ —- 3 sin 8’’), on aura de même r (cos 9 H à sin 0) X r’ (cos 8’ + 2 sin 0’) X r’’ (cos 0’ Lx sin 8’) = rr'r/ [cos (9 + 0 + 8) Li sin (6 +0 L6/)], et ainsi de suite. Donc le produit de plusieurs expressions imaginaires est une quantité imaginaire qui a pour module le produit de leurs modules, et pour argument la somme de leurs arguments.
Si l’on désigne par x le quotient de la division de r (cos 0 - + sin 0) par r’ (cos 0’ —E : sin 0’), on a, d’après la définition (2, bc),
x X r’ (cos 8’ E 3 sin 0’) = r (cos 0 + 2 sin 0).
Multiplions les deux membres par r : »’ ct par
cos 6” — à sin #'— cos (— 8’) + à sin (— 6’);
nous aurons, eu égard à la règle précédente, L3 LA LI 2 x (cos? 8’ + sin? 0’) — - [cos (9 — 0’) + à sin (0 — 0/)]. r
Donc r (cos 0 + 1 sin 6) h LR ee POS (OU 9 — 0")].
2 r (cos ÿ'Lisin p) 7 1cos (0 9) + sin ( COIER
CARTE
Le quotient de deux imaginaires a pour module le rapport de leurs modules, pour argument la différence de leurs arguments. Prenons comme cas particulier r — 1, 0 — 0;
: 2 (cbs 9’ — % sin 0’) yo Sy Ne ne in NDS EESTI r'(cos8"—Lisinb’) r’ | 2. Élévation aux puissances. — Pour élever r (cos 0 à sin 6) à la puissance m, m étant entier et positif, il suffit de faire le produit de m facteurs égaux à cette imaginaire d’après la règle de la multiplication. De là | [r (cos 9 + x sin 0)]" — r”" (cos mû + r sin mb). De même, on aura, d’après la règle de la division, es I r (cos 0 2 sin D — LA qE ) r" (cos m0 — à sin mb) = r7" [cos (— m0) + 1 sin (— mb)], formule qui rentre dans la précédente en changeant m en — m. Restent les puissances fractionnaires. Élever r (cos 9 - à sin 8) à la puissance 1: %, c’est, par définition, trouver une expression imaginaire
p(cos 6 + 1 sin €) qui, élevée à la puissance n®”*, reproduise la première. On doit donc avoir
I sue —=— (cos mô — à sin mb) r
p'(cos n£ + t sin nG) — r (cos 8-1 sin 0), d’où les relations
Mr COS NC — C0 0, SIN Eee II0, et par suite
pr né —0—+ 2k7, TT,
k désignant un nombre entier arbitraire, positif ou négatif. On a donc, en substituant à p et à 6 ces valeurs,
ae) 0 + 2k A dE md ET fr (cos 6 + à sin b\}" — | cos DR =
Portons sur une circonférence de rayon égal à l’unité, à partir d’un point À, un arc AP égal à 0: n, puis divisons la circonférence, en partant du point P, en n parties égales. Les arcs comptés de l’origine A jusqu’aux points de division successifs auront pour valeurs respectives
0 6+2r 6+ar 0 2krT l ‘
DUR AR
et seront conséquemment les arguments des diverses racines n’°"es de la quantité donnée. D’où il suit que l’expression
[r (cos 9 à sin pr
admet x valeurs distinctes, sans plus, que l’on obtiendra en prenant pour k, dans l'équation (x), » nombres consécutifs de la suite indéfinie
(B) ++ — 3, — 25 — JT, O, I, 29 3
car les autres valeurs de k ramèneraient évidemment les mêmes valeurs du cosinus et du sinus. Si, dans l'équation (x), on pose successivement F1 00, ebr—1,0710n en déduit
les n valeurs de k étant toujours fixées par la même règle. La première de ces deux égalités montre que l’on a
! 1 1 [r (cos 6 + à sin 0)}" = r” (cos - — à sin =) X 1”, £ les n valeurs du premier membre correspondant aux n valeurs de 1”. Supposons enfin que l’on élève une expression imaginaire à la puissance m:n, met n étant entiers et premiers entr'eux. On combinera les règles précédentes et l’on aura
- SRE T ro UN A RE L [r (cos 8 + x sin 6)]" — r” (cos nr — i sin m Le =)
Remarque. En résumé, toutes les règles pour élever une imaginaire r (cos 0 + 1 sin 6) à une puissance s entière ou fractionnaire, positive ou négative, sont comprises dans la formule
[r (cos 0 H 2 sin 0)]# — r# (cos uÙ + 1 sin pô), ô désignant l’un quelconque des arguments que comporte l'imaginaire proposée ou l’affixe de la quantité r (cos 0 + à sin 0) (4).
8. Résolution des équations. — On observera que les diverses valeurs
des expressions
1, (—1}, [r(cos0 + 1sin 0)",
ANT
n étant entier et positif, ne sont autre chose que les valeurs de z propres à vérifier les équations
2 RL, 2 — RICO PE PSN) et qu’ainsi les formules données plus haut fournissent la solution de ces équations. Les racines des deux premières jouissent, comme on sait, de propriétés remarquables (1).
Soit maintenant un polynôme rationnel et entier en x,
X = a9 + aix H ax? + + L ax", les coefficients &o, a1, .. a, ayant des valeurs réelles ou imaginaires. Si l'on y attribue à x une valeur de la forme «+ (à, il résulte des développements précédents que X se réduira à une certaine expression imaginaire À + Bi, À et B étant réels. Or, si la valeur donnée à x est telle que l’on ait à la fois
A—0, B—=0o, d'où AE Br —0o, on dira que « +- {à est une racine de l'équation X — o. Si 6 est nul, la racine est réelle. L'algèbre prouve qu’il existe toujours n valeurs de x de la forme dite, qui vérifient cette condition, et que si l’on désigne par « +- fi l’une d'elles, X est divisible algébriquement par x — « — fäi, en sorte que l’on a, quelque soit x, X = (x — à — fa)Xi, X, étant un polynôme rationnel et entier de degré n — 1 en x. Il en résulte que si &i fat, ce + (ot, …, on + Bai désignent les n racines de l'équation X — o, on aura identiquement, quelque soit x, X—=H (x — œ1 — fai) (x —- œ2— (ot) .… (x — on — fut),
H étant indépendant de x. |
L’algèbre prouve encore que, si les coefficients @o, &1, .… a, sont réels, et si l'équation X = o admet une racine imaginaire « + (, elle admettra aussi la racine conjuguée « — fi, au même degré de multiplicité.
9. Proposons-nous, comme application des principes précédents,
d'exprimer cos m6, sin m0, m étant un nombre entier, au moyen des puissances de cos 6, sin 0. On reprendra l'équation
cos m0 + à sin m0 — (cos 0 + à sin 6)",
(1) Voir L’Algèbre supéricure de Serre,
HS (rs
on développera le second membre par la formule du binôme, et l’on égalera séparément, d’après le principe fondamental, les parties réelles et les coefficients de ? dans les deux membres. On aura ainsi
mn — 1)
cos MO — cos” Ü — cos”? 0 sin? 9
EUR) OR SENS) cos”—t 6 sint 6 + 2 ET m(m — 1) (m — 14.82,
équations qu'on peut d’ailleurs présenter sous diverses formes(l).
Le problème inverse consiste à exprimer cos” 8 et sin” 0 par les sinus et cosinus des multiples de 8. Pour cela, posons
sin m0 — m cos"! 0 sin 0 — ) eggn-s 8sins0 + ..,
cos 0 —esin0—}, cos0—isin0 — y, d’où l’on tire Res ÂHu—2cos0, À—p—2isin 6, FORTS AE Hu = 2 cos k0, XE — pi — 21 sin k9,
k étant entier. On aura donc
2" COS" (, — (À +- je — À" + mA" u. + (m 72 1) AL
+... SAN TRE rt) Xu. m—2 — HAE + Die
Groupons les termes mu éloignés des extrêmes et appliquons les relations(y); il viendra, en divisant par 2,
271 cos" 0 — cos m8 — m cos(m — 2)9 + "Re Cr (m — 4)0 +.
Si m est pair (m— 2p), le nombre des termes au second membre sera p + 1, et le dernier aura pour valeur
Si m cest impair (m— 2p+-1), le nombre des termes sera encore p + 1 et le dernier sera
(2p + 1)2p ie 2)
S 9. DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES
410. La mesure des grandeurs concrètes au moyen d'une unité de même nature donne naissance aux nombres entiers et aux nombres fractionnaires, dont on étudie ensuite les propriétés abstraction faite des grandeurs qu’ils mesurent, et qu’on nomme ensemble nombres rationnels ou commensurables, On reconnait qu'entre deux nombres rationnels, si petite que soit leur différence, on peut toujours intercaler un nombre illimité d’autres nombres rationnels ; en d’autres termes, £ désignant une fraction aussi petite qu’on le veut, il est toujours possible de former une suite indéfinie des nombres rationnels tels que la différence de deux conséeutifs soit moindre que €. Nous supposons ici acquises les propriétés des nombres rationnels qui se démontrent en arithmétique.
Au point de vue purement abstrait, l’idée de nombre ne parait pas comporter une plus grande extention. Ainsi, la recherche d’un nombre dont le carré soit égal à 2, après qu’il a été prouvé qu’aucun nombre entier ou fractionnaire ne peut vérifier cette condition, n’aurait par ellemême aucun objet; le symbole /2 représente une chose qui n’existe pas. Mais la mesure des grandeurs concrètes nous entraine à élargir encore la conception des êtres numériques. Par exemple, la géométrie fait voir que la comparaison de deux droites bien définies, la diagonale du carré
RS à NE
et son côté, se ramène précisément à trouver un nombre qui ait 2 pour carré. Cet exemple et une foule d’autres prouvent que, sous peine de ne pouvoir représenter par des nombres les rapports d’une infinité de grandeurs concrètes à l’unité de leur espèce, il faut donner au mot nombre un sens plus général. |
41. Formons une suite indéfinie de nombres rationnels dont chacun surpasse ou égale le précédent,
(1) A LG Lys. An, et une autre semblable composée de nombres décroissants (ID) b>b>b:;... > 0, .….,
satisfaisant à ces deux conditions : 4° Un nombre quelconque de la série
(1) est toujours plus petit qu’on nombre quelconque de la série (I), soit an € 0p; :
2 Étant donnée une fraction € aussi petite qu’on le veut, on peut
assigner une valeur »’ de n telle que, pour toute valeur de » supérieure
à n', on aura constamment b, — a, < &.
Je dis que la double suite
De Un PU Ur cm ere
définit absolument un certain nombre q par la propriété d’être toujours compris entre a, et b,, quelque grand que soit n, soit que q puisse s'exprimer par un nombre rationnel, soit qu’il ne le puisse pas, et dans ce dernier cas q sera dit un nombre irrationnel ou incommensurable. Pour prouver cela, nous montrerons d’abord que ce nombre q occupe une place bien déterminée dans la série des grandeurs numériques; en d’autres termes que tout nombre rationnel donné s sera toujours, ou plus grand que g, ou plus petit que q, ou égal à q.
Or, si l’on compare le nombre donné s aux nombres des deux suites (1) et (ID), trois cas seulement sont possibles :
4° Ou bien, pour une valeur suffisamment grande k de n, on aura -ax > 8, ct a fortiori, d'après l'hypothèse,
ayyut DS, dyyo DS, is (RO, Loc Se PO LAS De D et EE PES
Tous les nombres successifs des deux suites à partir d’un certain rang surpasseront $ d’une quantité qui ne sera jamais inférieure à un nombre déterminé a; —s, etle nombre q, étant défini par la condition d’être
D T'ES
indéfiniment compris entre a, et b,, ne peut être qualifié autrement que plus grand ques; © 2° Ou bien, à partir d’une certaine valeur k de n, on aura constamment b, 5 et a fortiori a, < 5, et l’on prouvera de la même manière que la double suite (1) et (II) définit un nombre q plus petit ques; 3° Ou enfin, il pourra se faire que, quelque grand que soit n#, on ait toujours Un e CL Or es Ss en sorte que s restera tndéfiniment compris entre a, et b,. Dans ce cas, les différences S — Any Ün — 58,
étant plus petites que b, — a,, finiront par rester constamment moindres que toute fraction donnée, et s sera le nombre q défini par la double suite : celle-ci définira un nombre rationnel.
Ce nombre s est en effet le seul qui jouisse de cette propriété, car si s” tait un autre nombre rationnel, plus grand, par exemple, que s, et qui serait supposé rester compris entre a, et b, quelque grand que soit n, la différence s’ — s — d aurait une valeur déterminée. On aurait toujours
Un SES SO et par conséquent la différence b, — a,, étant toujours plus grande que d ne pourrait pas décroiître au-dessous de toute fraction donnée € quand n croit indéfinement, ce qui est contre l’hypothèse.
42. Montrons ensuite que le nombre q défini par les suites (1) et (Il) peut, aussi bien qu’un nombre rationnel, mesurer des grandeurs concrêtes, et prenons comme type simple des segments comptés sur une même droite.
Sur une droite O0’ portons, à partir du point O dans le sens OU’, des longueurs OA;,0A:,...
OA, ….s OB:, OBz:, .…, OB,,... respectivement
mesurées par les nom-
Fig, hs
bres &@1, @, ..., Gn5 Di, br, …, bn, . Le nombre n croissant indéfiniment, le point À, s'éloigne constamment du point O, le point B, s’en rapproche constamment et la distance A,B,, sans pouvoir devenir nulle, finit par rester con stamment plus petite qu'une longueur donnée quelconque. L'espace
LT
OA, dans lequel tombent tous les points A4, A2, As, ..…, et l’espace O’B, dans lequel tombent tous les points B;:, B:, B;, ... ne peuvent jamais avoir aucune partie commune ; ils restent donc toujours séparés, soit par un espace déterminé, soit par un point. La première supposition est impossible, car la différence b, — a, ne deviendrait pas alors plus petite qu’une fraction donnée quelconque; il existe donc sur la droite O0 un point unique Q toujours compris entre A, et B,, ou une longueur unique OQ toujours comprise entre O4, et OB,, quelque grand que soit », et c’est cette longueur que mesure le nombre q défini par les suites (T) et (I). 43. Réciproquement, toute grandeur, qu'elle soit ou non susceptible d’être représentée par un nombre rationnel, sera mesurable par un nombre q défini par des suites analogues aux suites (1) et (II). Concevons par exemple, une longueur OQ portée sur la droite O0”, telle que la diagonale du carré qui a pour côté l’unité de longueur. Soient a, le nombre d’unités comprises dans OQ; OA; — 1, OB: — a + 1 deux longueurs entre lesquelles OQ sera évidemment compris. Partageant la longueur-unité en 10 parties égales, on portera à partir de A; une longueur À,A2 comprenant autant de ces dixièmes qu’il y en a dans A1Q, et une longueur A,B: en comprenant une de plus ; Q sera compris entre A2 et B:, Puis on divisera chaque dixième de l’unité en 10 parties égales et on opérera de la même manière. En poursuivant cette opération, ou bien le point Q finira par coïncider avec l’un des points A,, et dans ce cas OQ sera mesuré par un nombre rationnel; ou bien nous déterminerons deux suiles indéfinies de longueurs OA, OA, .. OA, .….; OB:, OBz:, .… OB,, ..… entre lesquelles la longueur OQ restera indéfiniment comprise, et deux suites correspondantes de nombres rationnels
1; a», ss. Un; ..., bi, ba, ... b,, ..
jouissant des mêmes propriétés que les suites (1) et (II), et définissant conséquemment un nombre q qui mesurera exactement la longueur
OQ (1).
(1) Ainsi, le côté du carré étant pris pour unité, les longueurs mesurées par les nombres
Lÿ. Iyds :Ijdls I,4145 1,41425... d’une part, et 2541550 154250 I,4L55 T,4149:.. d'autre Hall:
finiront par différer aussi peu qu’on voudra de la diagonale du carré,
ANT
Ce que nous disons d’une longueur portée sur une ligne droite se dira de toute autre grandeur susceptible de mesure à l’aide d’une unité bien définie.
44. L'égalité ou l'inégalité de deux nombres irrationnels résulte de ce qui a été dit plus haut sur leur comparaison avec un nombre rationnel.
Soient q, q’ deux nombres irrationnels définis respectivement par les doubles suites
a, 9, …. Ans ns bs, bo, “sis bee .…
/ ' 0 : ! / / Ai, Agyes Uyns res DS DES My ve.
S'il existe un nombre rationnel s tel que l’on ait, suivant les principes développés au N° 48,
£ S>4 S<4'; les nombres irrationnel g et q’ seront inégaux et q' sera plus grand que q. S’il n’existe aucun nombre rationnel s satisfaisant à cette condition, c’est-à-dire, si l’on a toujours, pour des valeurs de n et de n’ croissant indéfiniment,
An < pee ni 4 b,,
les nombres irrationnels q et q', bien que définis par des suites différentes, seront égaux et mesureront des grandeurs concrètes égales, comme il serait facile de le faire voir.
45. Les définitions et les principes ci-dessus permettent de définir et d'étendre aux nombres irrationnels toutes les opérations de l’arithmétique; de prouver que les propriétés établies pour les nombres rationnels, telles que l'indifférence de l’ordre des facteurs dans un produit, etc.., subsistent pour les nombres irrationnels; que l’on peut, en un mot, traiter ceux-ci comme des nombres ordinaires(l), Is permettent en outre d'établir les proprétés suivantes :
4° On peut définir les nombres par des suites doubles analogues aux suites (1) et (II), composées de nombres irrationnels, mais il n’est aucun nombre ainsi déterminé qui ne puisse être défini par une suite double de nombres rationnels.
(4) Pour ces détails, en dehors de l’objet de ce cours, on pourra consulter J. TANNERY, Introd. à la théorie des fonct. d’une variable, ch. 1; — Dini, Teorica delle funzioni di variabili reali; — Srozz, Vorlesungen über allgem,. Arithmetik, ete.
Te
2 Tous les multiples et sous multiples d’un nombre irrationnel sont eux-mêmes des nombres irrationnels ;
5° Dans un intervalle arbitrairement petit, c’est-à-dire entre deux nombres rationnels ou irrationnels, si petite que soit leur différence, on peut toujours intercaler un nombre illimité de nombres rationnels et un nombre illimité de nombres irrationnels ;
4° Dans un tel intervalle, il existe toujours des nombres rationnels de la forme
Pipé + Ph E étant entier, ps, pe, … pn des nombres premiers donnés; «, (3, … u des exposants entiers convenablement choisis ;
$o Étant donné un nombre irrationnel q et un nombre entier D aussi grand qu’on le veut, il est toujours possible de déterminer une fraction € telle que, entre 9 —eet g + €, il n'existe aueun nombre fractionnaire dont le dénominateur soit moindre que D; etc...
Enfin, les nombres irrationnels peuvent être affectés des signes + et —, et entrer ainsi dans la catégorie des quantités positives et négatives. Par la suite, nous attacherons toujours aux mots nombre et quantité la signification généralisée qui vient d’être expliquée.
16. Des limites. — On appelle variable toute quantité qui, dans la question où on la considère, peut recevoir successivement une infinité de valeurs différentes, tandis que les quantités auxquelles on attribue des-valeurs déterminées et fixes sont appelées constantes.
On appelle limite d’une quantité variable x, une quantité fixe a dont les valeurs successives de la variable s’approchent indéfiniment, tellement que la différence x — a entre la variable et cette quantité fixe, prise en valeur absolue, finit par rester constamment plus petite qu’un nombre donné €, si petit qu’il soit, sans cependant se réduire définitivement à ZÉTO. |
Ainsi, soit » un nombre auquel on attribue toutes les valeurs entières successives, jusqu’à surpasser tout nombre donné ; le rapport den +7 à n aura pour limite l’unité, car la différence
sera constamment moindre qu’une fraction donnée € pour toutes les
ACTES
valeurs de # au-dessus d’un nombre déterminé, mais ne sera jamais rigoureusement nulle. |
De même, la somme des n premiers termes de la suite indéfinie
a pour limite l’unité quand croit indéfiniment, car on reconnaît sans peine qu’elle diffère de l’unité d’une fraction 1 : 2" qui finit par devenir cet rester moindre qu’une fraction donnée €.
De même encore, la fraction 9 : 11 est la limite de la fraction décimale périodique 0,81818: .….; un nombre irrationnel q peut être considéré, en vertu de sa définition même, comme la limite des nombres rationnels &, a+, ..., 4 .. Où des nombres b:, b:, .…., b,, … qui en fournissent des valeurs indéfiniment approchées; en géométrie, l’aire du cercle est la limite de l'aire d’un polygone régulier inscrit dont le nombre des côtés croit indéfiniment, etc. à
La limite d’une quantité variable s’indique par le symbole lim placé devant celle-ci. Ainsi on écrira
mn
ou mieux, :
lim T1 red,
PE
47. Il importe d'observer qu’une variable ne doit pas s'approcher constamment de sa limite, elle peut s’en approcher et s’en éloigner alternativement, et même l'atteindre un nombre indéfini de fois. Soit, par exemple,
a et « étant des constantes données, n un nombre entier indéfiniment croissant. Pour n —0, 1,2, 3,... les valeurs successives de x sont
œ œ aa, A——3; 4, QH—s A, A——» +; 4 16
la différence x — a est donc alternativement positive, nulle, négative, ete.…, et pourtant x a pour limite «. Le caractère essentiel de la limite est en effet vérifié, puisque la différence absolue x — a finit pour rester
constamment plus petite qu’une fraction donnée €, quelque petite qu’elle soit, pour toutes les valeurs de » surpassant un certain nombre. 18. Principes de la théorie des limites. — I. Soit
Uis Uo, ..) Un, .…
une suite indéfinie de quantités, convergeant vers une limite déterminée u. La différence u»,, — un aura pour limite zéro, lorsque re croitra indéfiniment, p restant arbitraire.
Lorsque n croît indéfiniment, les différences w, — w, u,,, — u ont pour limite zéro, d’après la définition de la limite; par suite
Unip — Un = (Unip — U) — (Ur — U) a aussi pour limite zéro.
1. Réciproquement, s2 la différence u»;p — un à pour limite zéro lorsque n croît indéfiniment, pour toute valeur de p, le terme général u, tend vers une limite déterminée u.
A) Soit, en effet, € une fraction déterminée, choisie aussi petite qu’on le veut. D’après le sens du mot limite tel que nous l'avons précisé, on
pourra trouver un nombre k suffisamment grand pour que, pour toute valeur de n => k, on ait
VA (np — Un) < £,
quel que soit p, de sorte que Ux44, Uryas «ee, Uns so) Unips see SETONT COMpris entre ux — € et ux ke, c’est-à-dire entre deux quantités fixes, et d’ailleurs aussi voisines qu’on le veut l’une de l’autre, puisque € est arbitrairement petit.
B) Cela admis, prenons un nombre fixe qg compris dans cet intervalle (ux — €, ux €) égal à 2:. Nous pouvons faire décroître cet intervalle 2e autant que nous le voulons, pourvu que nous prenions le nombre correspondant k assez grand, et deux hypothèses seules sont possibles :
1° Ou bien, si petit que soit € et si grand que soit k, q fera toujours partie de l'intervalle indéfiniment décroissant ; donc la différence VA (u: — q) sera toujours moindre que 2e pour n > k, et par suite w, aura pour limite le nombre fixe g quand n croiîtra indéfiniment; done u == Q:
2° Ou bien, on pourra prendre € assez petit et £ assez grand pour que q cesse d’être compris entre les valeurs ux — € et #7 H-€e. Dans ce cas, d’après A), w, restant toujours compris pour n > k entre ux — € et ux HE,
TS
c'est-à-dire entre deux valeurs fixes dont la. plus rapprochée de q en diffère d’un nombre déterminé 9, la différence absolue entre ", et q sera supérieure à d pour toute valeur de n > k.
Pour que cette seconde hypothèse se réalisât pour tout nombre fixe q compris dans l'intervalle primitif 2e, comme le raisonnement s'applique à chacun de ces nombres, il faudrait donc que w, finit par différer constamment d’une quantité supérieure à un nombre déterminé, de toute valeur comprise dans un intervalle fixe dans lequel w, doit rester lui
même toujours compris, ce qui est impossible. 49. — III. Si les termes us, us, .….u,, .… forment une suite indéfinie
loujours croissante, sans pouvoir jamais surpasser un nombre fixe À, u, tend vers une limite égale ou inférieure à A lorsque n croît indéfiniment Soit WU LUo LUz oo Uno,
en sorte que la différence w,,, — u. soit toujours positive ou nulle pour toute valeur de # et de p. Deux cas seulement sont possibles : 4° Ou bien la différence w,,, — w, aura pour limite zéro, quel que soit p, lorsque n croîtra indéfiniment. Dans ce cas #, aura une limite qui ne pourra surpasser A, d’après le théorème IT. |
2° Ou bien w,:7 —— Ur ne tendra pas vers la limite zéro, et comme cette différence est nécessairement positive. il existera un nombre positif e’ tel que, si grand que soit #, la différence u,,, — u, surpassera €’ pour une valeur suffisamment grande de p. En effet, si cela n’était pas, Uryp — Un finirait par être constamment moindre que toute fraction donnée, quelque valeur qu’on attribue à p. On aura donc, en désignant par n, ñ1, No, .…, n>, des nombres entiers croissants convenablement choisis, ;
Un, ET Un > ce Uno Mere 4 Un, = ea CT Un, SE Un, _s > ie
. et par suite Un, er Un we: pe”.
La différence u,, — u, surpasserait done ps”, et comme le nombre p est arbitrairement grand, cette différence pourrait surpasser tout nombre donné, par conséquent la limite assignée À, ce qui est contre l’hypothèse.
Le second cas étant impossible, le théorème est démontré. On prouverait de même que st la suttew, u2, ..…., un, .… est constamment décroissante sans qu'un: terme quelconque puisse devenir moindre qu’une quantité
donnée À, le terme général u, tendra, pour des valeurs indéfiniment croissantes de n, vers une limite supérieure ou égale à A. Corollaire. — Si, dans la suite indéfinie (u) de quantités croissantes ou
décroissantes U:, Uo; ..…, Un) se
Al
à chaque terme u, correspond un terme un;# à partir duquel tous les termes surpassent un, le terme général u, croit indéfiniment ou tend vers une limite lorsque n croit indéfiniment.
Il résulte de l’hypothèse que l’on peut prendre, dans la suite proposée, une suite indéfinie (v) de termes toujours croissants, que nous désignerons par Day V9, .., Um, «+ En SOrte qu'après un terme quelconque de l’une des deux suites (x), (v) il en existe une infinité appartenant à l’autre suite.
D’après le théorème 111, le terme général v,, de la seconde suite croît indéfiniment ou tend vers une limite fixe L. Dans le premier cas, il existe un terme v, qui surpasse tout nombre donné G, si grand qu’il soit; et comme tous les termes de la suite (u), à partir d’un certain terme uw», surpassent v», ils surpassent G; la suite w,, +, .… est indéfiniment croissante.
Dans le second cas, à partir d’un certain rang, tous les termes de la suite (v) restent compris entre Let L — €, € étant une quantité positive arbitrairement petite. Donc, à partir d’une valeur de n suffisamment grande, tous les termes w, de la suite (u) seront moindres que L, puisqu’il sont surpassés par des termes de la suite (v) qui sont inférieurs à L ; et ils seront supérieurs à L — €, puisqu'à tout terme v, de la suite (v) correspond un terme #, de la série (u) à partir duquel on a constamment Urip > Um. Les termes de la suite (u) finissent donc par rester compris entre L et L— £ et ont pour limite L.
20. — IV. Deux quantilés variables x et y assujetties à rester constamment égales entr’elles, tendent nécessairement vers des limites égales, car si a est la limite de x, y — a — x — a a pour limite zéro. Autrement : Une même quantité variable ne peut tendre en même temps vers deux limites distinctes. |
V. Lorsqu'une quantité variable z reste toujours comprise entre deux autres x et y, et que celles-ci ont une même limite a, z a aussi pour limite a; car la différence z — a est toujours comprise entre x — a et y — a; elle deviendra donc, en même temps que celles-ci, numériquement inférieure à toute fraction donnée.
LÉO re
21. — VI, La limite de la somme de deux ou de plusieurs variables %, Y; Z; .., Qui ont respectivement pour limites des quantités déterminées a, b, e, … est la somme des limites a, b, c, ... de ces variables. — La limite de la différence x — y de deux variables, est la différence a — b de leurs limites. — La limite du produit xyz... de plusieurs variables est le produit abc... de leurs limites, ce qui s'étend de soimême à la limite de la puissance n*”€ d’une variable. — La limite du rapport x: y de deux variables x et y qui ont respectivement pour limites u et b est égale au rapport a : b de ces limites, pourvu que b soit différent de zéro.
Toutes ces propositions se démontrent facilement ; nous prendrous comme exemple la dernière. On a, par hypothèse,
bo;
limr= a. .limy=t0 MP ONT TAN donc | x—ata, y—=b+6f, « et 6 étant des quantités qui ont pour limite zéro. On a donc, puisque b
n’est pas nul, Lau aie dar bar-a0
y 5 b+E 0 bG+D Puisque « et G tendent simultanément ver la limite zéro, A (bx — af) finira par rester constamment plus petit qu’une fraction donnée quelconque €. D'autre part, b(b + G) ayant pour limite b?, le dénominateur finira par surpasser constamment un nombre fixe k convenablement choisi. Le quotient finira donc par être toujours, en valeur absolue, plus petit que € : h, c’est-à-dire qu’une fraction arbitrairement petite. La
différence TR
1) PE aura donc pour limite zéro, C. Q.F. D.
On conclut des propriétés ci-dessus que la limite du quotient de deux polynômes dont les termes sont des produits de puissances entières de variables x, y, z, :, .…. s'obtient en remplaçant simplement chaque variable par sa limite a, b, c, .… sauf dans le cas où ces substitutions vendraient 1c dénominateur égal à zéro.
22. Méthode des limites. — Pour trouver les relations qui existent entre certaines grandeurs analytiques, géométriques, etc., que l’on ne
MIECYRES
saurait comparer directement entr’elles, on les considère comme limites d’autres grandeurs variables de nature plus simple, entre lesquelles il est plus facile d'établir la relation. Cette relation s’exprimera par une équation dont les deux membres seront des sommes, des produits, des quotients, des puissances, ctc., de ces quantités variables, et en vertu des propriétés rappelées ci-dessus (IV et VI), l'égalité ne cessera pas de subsister lorsqu'on y remplacera chaque variable par sa limite. On aura ainsi une relation entre ces limites, c’est-à-dire entre les grandeurs mêmes que l’on voulait comparer.
Supposons, par exemple, que l’on cherche une relation entre le volume V, la hauteur h et le base B d’un cône circulaire droit. Inscrivons dans le cercle, base du cône, un polygone régulier d’un nombre x de côtés; soient B’ l’aire de ce polygone, V’ le volume de la pyramide qui a même sommet que le cône. On sait, par voie directe, établir l'égalité
LE
D'autre part, on sait établir que lorsque 2 croit indéfiniment, l’aire du polygone et le volume de la pyramide finissent par différer respectivement, de l’aire du cercle et du volume du cône, de quantités moindres qu'une grandeur donnée quelconque. On a donc, dans cette hypothèse
imB'=B, limV'=V,
et par suite, remplaçant les deux membres de l’égalité ci-dessus par leurs limites, |
Ici donc, la méthode des limites conduit à une relation entre des grandeurs qui ne seraient pas comparables directement.
Quelquefois, la méthode sert à tirer d’une relation générale entre diverses quantités, la relation correspondant à un cas particulier dans lequel la formule générale ne subsiste plus, et qui exigerait autrement une démonstration spéciale. Ainsi la relation
1 + aa’ + (a +- a’) cos y = 0, entre les coefficients angulaires a et a’ de deux droites rectangulaires et
l’angle y des axes coordonnés, ne s'applique pas au cas où l’une des droites serait parallèle à l’axe des y, car son coefficient angulaire a serait
infini. Mais si l’on divise l'équation par a, si l’on suppose que la droite qui a le coefficient angulaire a se rapproche indéfiniment de l’axe des y, 1:4
et a’ : a auront pour limite zéro, et par l'application de la méthode des limites on aura
lim a’ + cos y = o.
On peut prouver que lim a’ représente le coefficient angulaire de la droite perpendiculaire à l’axe des y; donc, l’équation détermine ce coefficient.
Les exemples suivants, qui se rapportent d’ailleurs à des points impor-
tants pour la suite, montrent d’autres applications de la méthode des limites et des théorèmes II et III.
23. Limite de l'expression (1 + x)“, lorsque x a pour limite zéro. — I. Nous supposerons d’abord que m désigne un enticr positif, indéfini-
. He À Co EL , ment croissant, et nous chercherons la limite de (: +2) . La formule m
du binôme nous donne
(4) (+, re) LE Eu A Speo
ee 2... p ++.
Le p + 1e terme peut s’écrire, p étant € m,
MO
et sous cette forme on voit 4° qu’il est toujours positif comme composé de facteurs positifs ; 2° que, pour une même valeur de p, ce terme.croit
: Le I constamment avec m; 3° qu’il reste toujours moindre que —————— ;
L L 2 LEE] P puisque tous les autres facteurs sont inférieurs à l’unité. L'expression
proposée est donc constamment croissante avec m, puisque, d’une part, le nombre m + 1 de ses termes augmente; d’autre part, un terme de rang fixe croît constamment. En outre, on a
me?
Fin ee
Hit HER
2 Ta
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car, d'après la remarque du N° #6, la somme des m— 1 derniers termes reste inférieure à l’unité.
La valeur de l'expression (A) étant constamment croissante lorsque m croit indéfiniment, et ne pouvant surpasser 3, à une limite e inféricure ou égale à 3 (N° 49).
II. Supposons maintenant que « tende vers zéro d’une manière quelconque, en restant positif, 1: sera toujours compris entre deux nombres entiers consécutifs m, m +- 1, lesquels croîtront indéfiniment. On pourra donc poser
11 « mia 14 QURO C7 Tr,
et par suite on aura
4 m+y m+y \ m += (+) <(i+3) <(i+:) (+5) + I Li à FENENTERE I mena Areas Je Lara):
Quand m et m +1 croissent indéfiniment,
I m I m+!1 (: +5) et (: —- ) m m I
Le : I ont pour limite e, d’après I. D’autre part, 7 See et 1 +
m1 limite l’unité, donc (24) les derniers membres de ces inégalités ont pour limite e et l’expression (A), constamment comprise entr’eux, a pour limite e.
III. Si « tend vers zéro en restant négatif, 1 + « aura pour limite l’unité en lui restant inférieur, et l’on posera
L QE NE B étant positif et ayant pour limite zéro. On a donc
[ I Æ LEE 1 ee EE TE)
ont pour
et comme le premier facteur a pour limite e d’après IT, tandis que le second tend vers l’unité, le produit a pour limite e. Enfin, si « tend vers la limite zéro d’une manière quelconque, puisque
PASS d'A
l'expression (A) à la même limite e pour les valeurs positives et pour les valeurs négatives de «, on aura dans tous les ces
(x) | lim (1 L a)* — e.
Nous verrons plus loin comment on évalue ce nombre e, qui est irrationnel et sert de base au système des logarithmes népériens ou naturels, que nous désignerons par la caractéristique 1.
Corollaire. Cherchons la limite, lorsque « tend vers zéro, de l’expression
TL
Cette équation nous donne
Le premier membre a pour limite le nombre e, donc e° a pour limite e, ce qui ne peut avoir lieu que si z a pour limite l'unité. On a donc
(2) lim LG+ a) 227
24. Cherchons encore la limite, quand x croit indéfiniment, de l'expression
Considérons deux valeurs très grandes de x, soient x et x + k; la difference 4,17 — U, des valeurs de u sera
Mt a? a à (æ + h)" x" x" (: in 2)
Supposant hk © o et constant, faisons croître x indéfiniment; a* : x” étant évidemment positif, et le facteur entre crochets ayant pour limite a* — 1 qui est aussi positif, #1» — w, sera positif, quel que soit k, pour toute valeur de x surpassant un certain nombre X. On en conclut que w est une variable toujours croissante avec x, au moins à partir de «x —X; il en résulte (49) qu’elle doit tendre vers une limite déterminée ou croître au-dessus de tout nombre donné.
Or, le facteur a* : x" ne peut avoir pour limite zéro, puisqu'il est
OT
positif et croissant ; le facteur entre crochets a pour limite a! — 1 > o,h restant constant; donc le produit, c’est-à-dire la différence w,17 — u,, ne tend pas vers zéro, donc (48)
HA
a Pate (ann O0);
croit indéfiniment en même temps que x.
Posons Z'—NT MOULE 6", d’où nix ES x" e°
Si l’on fait croître indéfiniment x ct par conséquent x, le second membre de cette équation tendra vers zéro, d’après ce qui précède. Nous aurons donc
HUIT lim —— 0, D '2æ=e)00 Hh et en particulier, pour n — 1, ar, V'EÆ109 Hh Posons encore I I xs d'où Ix——1]y, - —7y" (1 x" ?
nous aurons, y ayant pour limite zéro quand x croît à l’infim,
imyly=o, n>o.
On conclut aussi facilement, de l’équation (3), que x* a pour limite l'unité lorsque x tend vers zéro.
25. Les quantités peuvent être regardées comme limites d’expressions de formes très variées, et à chacun de ces modes correspond une branche de la méthode des limites. Nous en considérerons trois principaux :
4° Une quantité peut être regardée comme la limite vers laquelle tend la somme d’un nombre de plus en plus grand de termes pris dans une suite indéfinie de quantités déterminées (Séries).
C’est le cas du deuxième exemple du N° 46.
2° Une quantité peut dépendre de la limite du rapport de deux quantités
NA Y ASE
variables qui tendent simultanément vers la limite zéro (tangentes, caleul différentiel). | 3° Une quantité peut être considérée comme la limite vers laquelle tend une somme de quantités variables qui ont pour limite zéro, mais dont le nombre croit indéfiniment (aires planes, calcul intégral). Nous allons développer successivement les principes essentiels de ces trois sections de la méthode des limites. On considère aussi les limites de produits composés d’un nombre de facteurs indéfiniment croissant, etc., etc...
S 4. DES SÉRIES
26. On appelle série une suite indéfinie de quantités wo, Wi, ... Un, formées suivant une loi déterminée. Le terme w, se nomme le terme général de la série; son expression, donnée en fonction de l'indice n, fait connaître toute la série. Soit
Sn = Uo + +. + uns la somme des n premiers termes de la série. Si, pour une valeur indéfiniment croissante de n, la somme 5, tend vers une limite finie et déterminée s, la série est dite convergente ; s est la somme de la série. Si, au contraire, s, ne tend vers aucune limite ou croît indéfiniment, on dit que la série est divergente. Ainsi, d’après les élements, la série
1Ha—Hat... + ar +...
est convergente si WA &« < 1; elle a pour somme, dans ce cas (1 — «)”!. Si 4 > 1, la série est divergente, s, croît indéfiniment avec n. Si a — — 1, la série I—i1+i— it.
est encore divergente, car 5, a alternativement pour valeur reto lorsque » croit indéfiniment. Soit encore la série
i I 1 en) à ne En) (Ce) En observant que l’on a I o# I I (@Ln—1)(atn) (aEn—1) oœ+n en voit que ï I 1 1 t I
I I ne SU rm NE € CE PONT mA Ue
RTE
et que cette expression a pour limite 1 : & lorsque n croît sans limite. La série est donc convergente et a pour somme 1: : «, pour toute valeur de « autre que zéro.
La série
(x) UE ui EE.
se désigne souvent, pour abréger, par Zu...
27. Si la série Zw, est convergente, ilest clair que la série u, Lu, est aussi convergente et a pour somme s—s,. Désignons par R, la somme de cette série. Nous aurons
LT LE En 1 fe
R, est ce qu’on nomme le reste à partir du n’*" terme. Réciproquement, si la série u, - u»,, + ++ est convergente pour une valeur donnée de n, la série totale Zu, sera aussi convergente. On peut donc toujours, dans l'étude de la convergence d’une série, faire abstraction d’un nombre arbitraire de termes à partir du premier.
28. Propriétés générales des séries. — I. Dans toute série convergente, le terme général u, a pour limite zéro lorsque n croit indéfiniment.
De l'équation
Sn44 — 8n = Un
on déduit que, 5:,1 et s, ayant une même limite s, leur différence w, tend nécessairement vers zéro. Le théorème I du N° 48 montre qu’il en est de même pour la différence
Sn+p — Sn = Un À Unpi À tee + Unyp p désignant un nombre entier tout à fait arbitraire.
29. — II. La condition nécessaire et suffisante de lu convergence de la série | (L)NS Uo + ui He Lou, +.
est que la somme (2) Un + Unis + ee Unipnt = Snip — Sn d’un nombre p de termes successifs à partir du nè"e ait pour limite zéro, lorsque n croît indéfiniment, p restant toujours arbitraire.
Cette condition est nécessaire, d’après la remarque précédente; elle est suffisante, d’après le deuxième principe de la théorie des limites (48). Il faut toujours observer que p peut être constant, ou variable suivant une loi quelconque, même indéfiniment croissant.
LEMOR NEPe
30. — III. Si les termes d’une série (A), à partir d'un rang déterminé, sont tous, en valeur absolue, inférièurs ou égaux aux lermes correspondants d’une série convergente (B) à termes positifs, la série (A) sera ellemême convergente; car, dans la série (A), la différence s,,, — $, aura une valeur absolue inférieure ou tout au plus égale à celle qu’elle possède dans la série (B), et comme, dans celle-ci, elle a pour limite zéro quand n croit indéfiniment (28), elle a aussi pour limite zéro dans la série (A), qui est donc convergente.
34. — IV. Si l’on multiplie les termes successifs uo, u1, ... u,, .… d’une série convergente à termes positifs par des facteurs &o, ct «.., Gn, +. de signes quelconques, mais dont la valeur absolue ne surpasse pas un nombre déterminé À, la série Zc,u, ainsi formée sera encore convergente.
On aen effet (#)
Con Un À GngtUngt À te À Ontpt Untpt = (Un Uni 2e He Ungp4) 5e AM (ans Ant se hip 6
le premier facteur a pour limite zéro quand n croît à l'infini, puisque la série Zu, est convergente ; le deuxième est égal ou inférieur à A, donc le produit a pour limite zéro, ce qui entraîne, d’après le théorème II, la convergence de la série.
Si l’on a &o — à — &o — .., la somme de la série Za«,u, sera évidemment «,S, s étant la somme de la série Zu...
82. Une série dont les termes ne sont pas tous de même signe est dite absolument convergente, lorsque la série formée des valeurs absolues de ses termes est convergente.
V. Dans une série absolument convergente, on peut changer l’ordre des termes comme on le veut, sans que la série cesse d'être convergente et d'avoir la même somme.
Soit Go TETE TE TE une série absolument convergente, s sa somme, r, la valeur absolue de
#7, et admettons que 2r, soit convergente. En disposant dans un autre ordre les termes de la série (1), on formera une nouvelle série
(3) Do + Va + ee HE Un Ho;
soit s, la somme des m premiers termes de cette série. On pourra prendre m assez grand pour que s,, renferme les n premiers termes de
HO
la série (1), avec d’autres indices supérieurs à n — 1, mais inférieurs à n + p. Donc
Sm = 8n + y + Ugo + us, d’où
VA (su — 82) Er, re er rm ag ee A rappns
Comme la série 2r, est convergente par hypothèse, cette dernière somme tend vers zéro quand » croît indéfiniment (28); il en est donc de même à fortiori de sy -— s,, et comme m croit indéfiniment avec n, que $ à pour limite s, il s'ensuit que $, a pour limite s lorsque m croît à l'infini, ce qui démontre la proposition.
Remarques. — 1° La démonstration même suppose que la différence des rangs qu’un terme déterminé u, occupe dans les deux séries ne puisse surpasser tout nombre donné. Dans le cas contraire, si, par exemple, on formait la série (3) en écrivant d’abord tous les termes de rang pair
- de (1), puis tous les termes de rang impair, on tomberait sur les séries multiples dont nous ne nous occupons pas ici.
2° La propriété n’est vraie que pour les séries absolument convergentes. Ainsi, la série
I I I € I I ES Un alfE
est convergente et a pour somme zéro, mais elle est relativement convergente, car la série I LR TARN TIENNE LIN ET Dir iii pe 2 SARA LOTUS composée des mêmes termes écrits dans un ordre différent, équivaut à la série
fs I I I —— = us .….
DER
qui est convergente, comme on le verra plus loin, et dont la somme est supérieure à 0,5.
On peut même établir cette propriété curieuse : Quand une série est relativement convergente, il est possible de disposer ses termes dans un ordre tel que la série converge vers une limite arbitrairement choisie A().
(4) Voir Tnoux, Elem. Theorie der Anal. Funct, einer complexen Veränd., p. 21.
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Les séries convergentes étant les seules dont l'emploi soit légitime,
nous allons donner les caractères qui font voir si une série est conver-
gente ou divergente, en commençant par les séries dont tous les termes sont de même signe.
33. Séries à termes posuifs. — Lorsqu'une série Zu, a tous ses termes positifs, si s, ne croit pas indéfiniment avec n, la série sera convergente d’après le théorème du N° 49.
VI. Si, à partir d’une certaine valeur de n, le rapport u,11 : u, reste constamment plus pelit qu’une quantité fixe k moindre que l’unité, la série est convergente; s'il reste constamment supérieur à l’unité, la série est divergente.
On a en effet, dans le premier cas,
Uni € ku,, Un+2 « kun:1 < k°u,, Un+3 << k5u,, ..
donc la série Zu, a tous ses termes, à partir d’un certain rang, égaux ou inférieurs à ceux de la progression géométrique
Un + Unk + Uk +,
laquelle est convergente puisque l’on a k < 1; elle est donc aussi convergente (111).
Dans le second cas, les termes, à partir d’un certain rang, sont toujours croissants, et l’on n’a pas lim w#, — o.
Corollaire. — Si le rapport w,:1 : w, a une limite déterminée À lorsque n croît à l'infini, la série est convergente si À < 71, divergente si À > t. Car, dans le premier cas, l’on choisira un nombre £ tel que l’on ait
À <kE<1; le rapport Unys : Un, ayant pour limite À, finira par être toujours plus petit que k, et la série sera convergente d’après le théorème. Dans le second, le rapport U,44 : w, finira par surpasser constamment l'unité. Exemples : La série
I | I I | fire RS MU 12.21 Ris est convergente, car
Uni: I
Un n HA
a pour limite zéro.
Dans la série Ge QT EE + tot PE ES 1 TU @> 0)
le rapport d’un terme au précédent est égal à
CAE RNETS n
n+i ns
et sa limite est x. La série est convergente si x < 1, divergente si x > 1.
34. — VII. Si, dans la série (1) l'expression Vu. finit par rester
toujours plus petite qu'un nombre fixe k moindre que l'unité, la série est
convergente; si celle expression finit par rester constamment supérieure à l'unité, la série est divergente.
Dans le premier cas, pour toutes les valeurs de # qui surpassent un
certain nombre, on a
V HT RMTOUEUS SORT
la série a donc tous ses termes plus petits que les termes correspondants de la progression géométrique convergente
CE ne ee me LE et elle est convergente. Dans le second cas, w, finit par être toujours plus grand que l’unité ct la série est divergente. N ,— Corollaire. — Siy/u, a une limite À lorsque n croit indéfiniment, la
série (1) est convergente si À est < 1, divergente si À est > t. Exemple : Dans la série
à à MN 2 PA (oi n+—2 \" PAONOMC:D l'expression considérée plus haut a pour valeur n 2 dont la limite est x lorsque n croît indéfiniment.
La série est donc convergente ou divergente suivant que x est < 1
ou > I.
35. Dans les cas douteux où À = 1, on peut faire usage de la remarque suivante :
Pure
Si Zus, Zv, sont deux séries à termes posilifs dont la première est convergente el si, à partir d'une valeur N den, on a constamment
Unit _ Un+1 ?
Un Un la série Zv, sera aussi convergente.
Car on aura Un Un+1 Un Vus L—Unyis Unie € Unt2 LE —Ungas
Un Un+1 Un
la série Zv, aura donc tous ses termes, à partir de n =N, égaux ou inférieurs aux termes de même rang de la série convergente
et sera convergente. De même, si la série Zu, élait divergente et que, à partir de n —N, on eùt toujaurs
la série Èv, serait divergente.
86. Pour tirer parti de cette remarque, nous considérons d’abord la série
I I if in I Ep À (4) a le Rasta de Ni el
« désignant üne constante positive. Dans la série I I I I I I I en) E+(S+S)+(E+S+E+i)+e
chaque terme est égal ou supérieur au terme de même rang de la série (4); or, en groupant les termes de la série (4’) par r, 2, 4, 8, .… on trouve la série
re ot iaat
progression géométrique dont la raison est 1 : 2*71, qui est donc convergente si « > 1, et dont la convergence entraine celle de la série (4’), puisque la somme de ses x premiers termes est la même que celles des 2"— 1 premiers termes de (4’). La série (4) est donc aussi convergente (80).
4% Prenons, d’autre part, la série Ÿ I I I LS SE À I (4’) et(ets)+(etetete)+ dont chaque terme est inférieur au terme du même rang de la série (4).
En groupant les termes par 1, 2, 4, 8, .. on trouve la progression géométrique
Rtététe= (+ tost)
qui a pour raison 1: 2*7!, et quiest divergente, par conséquent, si x € 1, puisque la raison est > 1. La série (4) est donc a fortiori divergente. D'où cette importante proposition :
La série
+= ee. = +. À — ee (x > o),
est convergente lorsque a est plus grand que 1, divergente lorsque à est égal ou inférieur à 1. Ainsi la série
EN
dite série harmonique, a une somme infinie, quoique le terme général w, ait pour limite zéro, ce qui montre bien que la condition I est nécessaire, mais non suffisante pour la convergence.
37. VIII. — Soient Zu,, Zv, deux séries à termes positifs. Si l’on a constamment, à partir d’une certaine valeur de n,
(5) Un — _ — Un D A > o,
À élant une constante positive, la série Zu, est convergente. Si l’on a au contraire
. Ü 0 I . , . ° et si la série È — est divergente, la série Zu, sera divergente.
ñn
Il suit de l'inégalité (5) que l’on a
UnUn — Un HiUnt1 > Au, à 0;
Le |
A l'expression w,v,, constamment positive et décroissante, a une limite positive ou nulle k (49); la séric
2 (urvr — Un11Un41) — UoVo — WAV Was — UaUe + ve —= UoVo — À est donc convergente, et la série ZAw, — AZu, l’est a fortiori, puisqu'elle a ses termes moindres. De l'inégalité (6), il résulte
Un+1 Un I I
Un Un41 Un41 Un
Q l'E T4 I Q pos U ] et puisque la série Z — est divergente par hypothèse, la série Zu, l'est à
Un
plus forte raison (85).
® ’ 4 Q Q . I Si, dans ce théorème, on prend #,— 1, ce qui est permis, puisque 2 =
est divergente, on retrouve Île criterium VI. Dans le cas douteux où le rapport #11 : w tend vers l’unité, on fera v, — n — 1, ce qui est permis(&æ6). On aura
Uni1 Un1 Un Er, Un 41 —= ñn I art Re I , Un Un
et l'on en conclura cette règle :
IX. Si, dans la série (4) à termes positifs, le rapport d’un terme au précédent tend vers l'unité, la série sera convergente ou divergente suivant que l’on aura, à partir d’une certaine valeur de n,
u 1 Un+1 1 et) > 144, n (is u n
À élant une constante positive quelconque.
Si le premier membre tend vers une limite, la première condition sera remplie si cette limite est > 1, la seconde si cette limite est < x.
PET NE
la série est convergente pour x — 1 sim est > 0. — La série de Gauss af G@+1)8(B+1), pt RS ee
dans laquelle y n’est pas supposé un nombre entier négatif, donne
ANNEES Le («+») (6 + n) ns
un. (+) (G+n) La limite de ce rapport pour n — © est x, la série est convergente ou divergente suivant que æ est <1 ou >1. Si x— 1, on applique la règle IX, On a
{Lea Pitt )n+y— af Un G+n)(y +2) dont la limite est y — x — (5 + 1. La série est convergente ou divergente suivant que y est plus grand ou plus petit que « + f£.
39. Le théorème suivant, dû à Abeï, peut aussi servir à décider de la convergence d’une série :
X. La série (x) étant à termes positifs, posons 6, —=u0—us +... Lu. La série (1) et la série
CR SR me
Ch
seront ensemble ere ou divergentes.
Si la série (1) est convergente, o, croit avec n sans pouvoir surpasser une valeur fixe, 1 : o, décroit donc constamment, et la convergence de la série (y) est une conséquence du théorème IV.
Si la série (1) est divergente, on a, à cause des relations
On <a On+1 < Tn+2 < 0) Un+1 h Es Hatp ss Un Le Un+1 A+ + + Untp :
Gn En+1 Fn+p
Cette dernière fraction peut s’écrire Un Una He Untp —1:|1+ LE on À Un Ungi tee + Untp Un Unga ce np La série (1) étant divergente, si l’on attribue à n et par suite à c,_, une
valeur fixe, on peut faire p assez grand pour que l’expression
Un + Un —+ so + Un+p
ES ETES
surpasse tout nombre donné. On a donc
. Un+1 rie mini,
Cn+1
e étant aussi petit qu’on le veut. Donc, ns. grand que soit n, on peut faire croître p jusqu'à ce que, dans la série (y), la différence 5,3, — Sn diffère très-peu de l’unité, ce qui, en vertu du théorème II, montre que la série (y) est divergente. Le théorème est donc démontré.
Ainsi, de la série évidemment divergente
1Hitbrtit+.
on tire la série divergente I I T I _— — — ...
. On démontrerait de même que, si s, désigne la somme des n 1 premiers termes de la série (y), la série qui a pour terme général w, : o, 0, converge ou diverge en même temps que la série (r), etc. On peut done, au moyen d’une série divergente, en former une infinité d’autres également divergentes, quoique le rapport des termes de même rang de deux séries consécutives ait pour limite zéro (1).
AO. Séries dont les termes ne sont pas tous de même signe. — Les séries dont tous les termes sont négatifs rentrent, au point de la convergence, dans celles que nous venons d’étudier.
Quand les termes sont affectés de différents signes la remarque sui-
vante est souvent utile : Une série
(x) Uy + Us eee un + est toujours convergente lorsqu’elle est absolument convergente. C’est une conséquence évidente du théorème IL.
Il suit de là que les règles de convergence données pour les séries à termes positifs s’'appliqueront aussi aux séries à termes positifs et négatifs.
(1) P. du Bois-Reymond a démontré un théorème en quelque sorte inverse du précédent, savoir que, si dans la série (1) supposée convergente on pose 8 — 5, —{»,
la série
Lot + PATATE sera encore convergente. Voir aussi, dans le Journal de Crelle, t. 76, un important mémoire de cet auteur sur la théorie des séries.
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Ainsi, si le rapport w,,1 : w,, pris en valeur absolue, finit par rester plus petit qu’un nombre fixe k moindre que l'unité, la série (1) sera convergente, etc. Mais une série peut être convergente sans être absolument convergente, et voici quelques règles applicables à ces cas.
41. XI.—- Si les termes de la série (1) sont, à partir d’un certain rang, allernativement positifs et négatifs, et de plus constumment et indéfiniment décroissants, la série sera convergente.
Soit u, un terme à partir duquel ces conditions sont remplies. Nous aurons
Sn ip Sn = Un + Un+1 + ci + Unip—1 ET Le (ra — Vn+1 —- Vn+2 SAS ar Eu
r désignant toujours la valeur absolue de w,. Puisque l’on a ry © ruyr D l'age .., la quantité (ra — Tn41) + (rate — Tn+s) +:
est positive ; elle est moindre que r, puisque l’expression mettrais) (late Tats) ie
a une valeur négative. L'expression $,,, — s, ayant une valeur absolue comprise entre zéro et r, qui tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment, tend elle même vers zéro quel que soit p; la série est convergente (29). On remarque que, si l’on suppose » fixe et p indéfiniment croissant, il résulte de la propriété ci-dessus que l’on a WA(s —s,) <r», donc, l'erreur commise en arrétant la série après le n*”°1erme est plus petite que
le terme suivant, en valeur absolue.
Le théorème XI prouve la convergence de la série
I 1i I I I Fe EMAIL M. re 13.
qui n’est pas absolument convergente (86).
On généralise ce théorème en observant qui si une série est composée de termes de signes variés, et si les valeurs absolues des groupes successifs formés par les termes positifs et par les termes négatifs décroissent constamment el indéfiniment, la série est convergente.
Car 1° la série qui a pour termes ces groupes successifs est convergente, d’après XI; 2° la somme d’un nombre indéfiniment croissant de termes de la série proposée ne peut différer, de la somme d’un nombre indéfiniment croissant de termes de la seconde, que d’une quantité inférieure, en valeur absolue, au premier groupe OS HISE et qui tend par conséquent vers zéro. |
PAS
Les séries non absolument convergentes étant peu fournies en règles de convergence, nous ajouterons les suivantes. AU. Lemme. — Soient z, — uo + ++: Hu, une somme dont la valeur absolue ne peut surpasser un nombre donné € quelque grand que soit p; to, “1, Ga, .., op es quantités positives décroissantes. On aura
VA (ctouo + caius +- cale + ce + Gplp) € 0€.
En effet, on a Uo —= Los Ua = Zi — To Ua = Re — Lis ee Up = Zp — Lp 1, d’où ouo —+ aus Æ ee EE apup = (do — 4) So + (au — eo) 2 + (pi — dp) 2p-1 À App (do ai aie cat tm a) EC ci ces attendu que &o — @1, &4 — +, .… sont positifs (#, III). Mais les quantités Zo, Z1, ... Z? étant, en valeur absolue, égales au plus à €, On aura Ù Æ (nico nee.
ce qui démontre la proposition.
XII. — Si la série à termes positifs ou négatifs
(1) Uo + + Hu, + =Eu,
est convergente, el Sù &o, œ1,.,., Gn ... SOnt des quantités positives décroissantes, la série
(7) Goo + Qui + ++ nur He = E cts
sera convergenle (ABEL).
La série Zu, étant convergente, on peut supposer » assez grand pour que Un Unya + Hu, ait une valeur absolue moindre qu’une quantité arbitrairement petite €, quelque valeur qu’on attribue à p. Le lemme précédent nous donnera
VA (ontn an44 Uni ee 2 auyp Untp) < Ant, cc qui entrainera la convergence de la série (7). XIII. — Si la série à termes positifs ou négatifs Zu, est convergente ow divergente, sans que la somme s, des n premiers termes puisse jamais
surpasser un nombre fixe À, et si &o,c1, …, «, sont des quantités positives décroissantes et telles que lim o, — o, la série
n=AN
Goo + aiU: + + aus + …
sera convergente.
exo 2
On considérera encore la somme œuu, + ++ + œ;pun,,; les sommes Sn Snjty se Snjp AYant, par hypothèse, des valeurs absolues égales ou inférieures à À, les quantités
Un —= Sn+1 —— Sns Un +- Uni41 —= Sn+2 ne 8h) … Un —- Un+1 + ee — Un+p — Sn+p+1 on auront, quel que soit p, des valeurs absolues égales au plus à 2A. Il résulte donc du lemme que l’on a WA (anu» + Œn+1 Un +1 —- es —- Xn+p Unip) «Z 2Â On y quel que soit p. Si l’on fait croitre n indéfiniment, «, tend vers zéro par hypothèse, done la série (5) est convergente.
AB. Séries imaginaires. — Une série imaginaire est celle dont le terme général w, est une expression imaginaire p, +- q, ?. Soit s, la somme de ses n premiers termes,
Sn = (po + Qui) + (pi + qui) +++ + (pus + qn1t) (pop te pas) Æ (go qi + + qui) de Si, n croissant à l'infini, les séries réelles 2p,, Zg, sont convergentes et ont pour sommes respectives P, Q, on dit que s, a pour limite P +. Qu; la série imaginaire est convergente et a pour somme P + Qr. XIV. Une série imaginaire est convergente lorsque la série des modules de ses termes est convergente. Posons Un = Pn + Qui = Tr, (cos 0, — à sin 6,),
et supposons que la série à termes positifs ËZr, soit convergente. Il en résulte, d’après le théorème IV, que les séries
Zp, — "2", cos 0, 29: — 2r, sin 0,
sont convergentes, car cosô,, sin, ne peuvent surpasser l’unité en valeur absolue. Donc, d’après la définition ci-dessus, la série Zu, est convergente.
La réciproque n'est pas générale : une série imaginaire peut être convergente sans que la série des modules le soit. Mais lorsque cette dernière est convergente, la série proposée est dite absolument convergente.
XV. Lorsqu'une série imaginaire est absolument convergente, on peut intervertir arbitrairement l'ordre de ses termes sans que la série cesse d’être convergenlte el d’avoir la même somme.
La démonstration se fait exactement comme au n° 82 ; il suffit de remplacer le mot « valeur absolue » par le mot « module ».
A4. Combinaison des séries. — XVI. Soient Zu,, Zv, deux séries convergentes, réelles ou imaginaires, ayant pour sommes respectives s et t La série
(uo + vo) Æ (ui vs) + ee + (un Hu) He = Zur + 1) sera loujours convergente et aura pour somme S + {.
Soient 54, tn, S les sommes des x premiers termes des séries respectives Zu,, Zu», Z(u, + v,). On a
Sn = $n + ln
Mais «,, t, ont pour limites respectives, par hypothèse, s et &; donc(21)
on aura lim S,—5s+t.
n= ao
A5. XVII, Si les séries Zu,, Zv, sont absolument convergentes, la série Zu, vg formée par la multiplication deux à deux des termes des deux séries, pris dans un ordre arbitraire, sera convergente et aura pour somme s L.
Posons mod u, —T», mod v, —r,,
et supposons les séries Zr,, Zr, convergentes. Le nombre n étant choisi aussi grand qu’on le veut, on peut toujours prendre dans la série Zu,vs un nombre m de termes assez grand pour que tous les termes du produit
Sntn — (uo + ue ce uns) (Vo + vi + ee vs) figurent dans la somme $,, de ces m premiers termes. S,, se composera donc de ces n°? termes, et d’une série d’autres dans lesquels « ou v au moins ayra un indice supérieur à # — 1, en sorte que l’on peut écrire Sm — Snln = À (Un4avs + Ug! On+a’ ) a, , « B! étant des nombres entiers ou nuls. Soit # Ep le plus grand indice qui figure dans cette somme de termes. On aura évidemment
mod (Sy — suty) € Z (rater _. r'aTnta!) < (fn Papa À ee EE ragp) (4 ETS He HE rnyp) + (ra ra He ruse) (ne na eee HE rusn)e
3 4 * Q , Q Q D'après l'hypothèse, pour n indéfiniment croissant, les sommes
Pat le He laps D Te He rep
UT
tendent vers des limites finies, et RE Pan Tnt HE Pugps Pa Tag He eee ap ont pour limite zéro. Donc on a lim(Ss — 5,4) —0n ou lim S, —5st. CRONPAD:
Le théorème s'applique aux séries réelles; les modules des termes se réduisent alors à leurs valeurs absolues.
Parmi les modes de groupement des termes, on considère surtout celui où l’on réunit les produits dans lesquels la somme des indices est 01,2, Ona: alors
St — U9Vo + (Uovi + Uavo) + (Uovaz H Wava + Uavo) ++. + (uoUs + WaUn 4 + te Uno He
MÉTHODE INFINITÉSIMALE
46. Nous avons dit, au n° 25, qu’une quantité peut encore être regardée comme la limite du rapport de deux quantités variables tendant simultanément vers zéro, ou de la somme d’un nombre indéfiniment crotssant de quantités de celte espèce. La partie de la méthode des limites dans laquelle on cherche les relations qui existent entre des grandeurs quelconques, en les considérant comme limites sous l’un de ces deux points de vue, porte le nom de méthode infinitésimale.
Cette méthode se simplifie au moyen de deux propositions que nous établirons après avoir posé les définitions suivantes :
Une quantité infiniment petite, ou un infiniment petit, est une quantité variable qui a pour limite zéro. Telle est « dans la question du n° 28.
Lorsqu'une variable reçoit des valeurs indéfiniment croissantes, en sorte qu’elle finit par rester constamment plus grande qu’un nombre donné quelconque, on dit qu’elle devient infiniment grande ou qu’elle a pour limite l'infini.
Lorsque le rapport qu’une quantité variable à une autre a pour limite zéro, la première est dite infiniment petite par rapport à la seconde.
473. THéoRÈME I. — La limite du rapport de deux infiniment petits a et n’est pas changéelorsqu’on les remplace par d'autres, x’ et (3, pourvu que les rapports « : «!, (5 : G’ aient pour limite l’unité.
Désignons par p, p’ les rapports « : 6, «’ : /; nous aurons.
EC
Les deux termes de ce rapport ayant pour limite l’unité, par hypothèse, le rapport a lui-même pour limite l’unité (22); on a donc
Vin ; =], d'où limp=yp,
ce que nous voulions établir.
Pour reconnaitre si le rapport de deux infiniment petits tend vers l'unité, on se sert souvent de la remarque suivante :
Soient «, «’ deux infiniment petits dont le rapport a pour limite l'unité; € une quantité comprise entre « et «”, en sorte que l’on ait
CPATA DATI
Divisant par «’ supposé > o, on aura (4 € Fee 7 PL et comme «: « est supposé tendre vers l'unité, il suit du principe V (n° 20) que € : «’ tend vers la même limite. On aura donc
RE ARE MN PE lim—=—1, lim-— lim ——1.
Si x’ était < o, les inégalités changeraient de sens, mais la conclusion subsisterait.
Par exemple, on sait que la longueur d’un arc moindre, qu’un quadrant est toujours comprise entre celles de son sinus et de sa tangente. Si donc à désigne un arc infiniment petit, on aura
tg « > à > sin «.
Mais
—limCoOs4— 7,
donc on a aussi
On pourra donc, dans un rapport dont l’un des termes serait +, sin «, tang «, remplacer ces quantités l’une par l’autre sans altérer la limite du rapport.
AS. THÉORÈME II. — La limite d'une somme d’infiniment petits de même signe, c1, +, .…, än, dont le nombre n croît indéfiniment, n'est pas changée lorsqu'on remplace ces infiniment pelits respéctivement par
RE et d'autres B4, Ba .…., Br, pourvu que les rapports B; : «; tendent uniformé- ; > Pn) [1 ment vers l'unité.
Nous entendons par là que, si l’on pose en général
on peut faire en sorte que tous les €; soient moindres simultanément, en valeur absolue, qu’une quantité arbitrairement petite donnée 5. On a en effet, dans cette hypothèse, d’après le n° 4
Ba + Ba + 2e Bu — (os + aa + eee Han) (anti + és + + + aus) — (eut aa tee on) (1 +0)
e étant une quantité moyenne entre E€4, €2, +. En, et, par conséquent,
moindre en valeur absolue que 5. De là
mme ou
donc, lorsque n croit indéfiniment, on a
NET PSE nn AA ME
ce qui exige Que &4 + à + ve Lo, et B, +- (BP + «+: + P, aient même
limite finie, nulle ou infinie,
Si l’une des sommes avait une valeur constante À, l’autre aurait pour limite A.
A9. THÉORÈME III, — Quand deux infiniment petits à el &’ ont pour limite de leur rapport l'unité, leur différence d est infiniment petite par rapport à chacun d’eux, et réciproquement.
En effet, l’équation d — à — à’ peut s’écrire
A) EE HE
le second membre a pour limite zéro, d’après l’hypothèse, donc aussi le premier, done d est infiniment petit par rapport à 4’ (46). On verrait de même que 9 : « tend vers zéro. Réciproquement, l’équation (A) montre que si d : & a pour limite zéro, à : « a pour limite l'unité.
Cette remarque permet d’énoncer les théorèmes I et IL sous cette autre forme : |
On peut, sans altérer la limite du rapport de deux infiniment petits,
el à} ue
négliger dans chaque terme de ce rapport une partie infiniment petite par rapport à lui.
On peut, sans altérer la limite d’une somme d’infiniment petits dont le nombre croit indéfiniment, négliger dans chaque terme une partie in finiment petite par rapport à lui.
On aura égard, dans ce dernier énoncé, à la restriction du n° 48.
L’utilité de ces théorèmes dans l’emploi de la méthode infinitésimale consiste, comme on va le voir, en ce qu’ils permettent de négliger, dans la plupart des cas, précisément les parties des infiniment petits qui font la difficulté du problème; et cela, sans que l’exactitude des résultats soit altérée. Nous allons donner des exemples des deux classes de problèmes auxquelles s’appliquent ces théorèmes. |
50. Le problème des tangentes aux courbes planes dépend de la limite d’un rapport d’infiniment petits.
Soit M un point donné sur une courbe plane ; MM” une sécante menée par ce point. Si, lorsque le point M’ se rapproche indéfiniment du point M, la sécante MM’ tend vers une position limite MT, cette limite des sécantes se nomme la fangente à la courbe au point M.
Appelons (x, y) les coordonnées du point M; x—h, y +k celles du point M’, s le coefficient angulaire de la sécante MM’,
Fig. 2. Tr celui de la tangente. On a VOGUE EYE
CO —= — t+h—x h | Quand M’ se rapproche indéfiniment de M, o a pour limite r. D’autre
part, k et k tendent simultanément vers zéro, mais leur rapport devra tendre vers une limite déterminée, et l’on aura (20)
ak L z —lim-:
(1) g _ Cr, het k sont ce que nous avons appelé des quantités infiniment petites.
L’équation de la courbe permet de trouver cette limite de k:h. Considérons la courbe donnée par l'équation
sin 2X —- sin 2y = 4,
PRINT
a étant constant. Les coordonnées x et y du point M vérifieront cette équation ; celles du point M’ la relation
sin 2 (x + k) + sin 2 (y +4) — a.
Retranchant la première de celle-ci, et transformant les différences de sinus en produits, on a
2 sin h cos (2x + h) + 2 sin k cos (2y + k) — 0. De là sin & cos (2x + h) Sinh cos (y EE)
Ici se présente l’application du théorème I; k et k étant infiniment petits, on peut, d’après une remarque faite plus haut, remplacer sin k par k, sin par h, sans altérer la limite du rapport. On a ainsi
lim k in | cos (2x ] cos 2x
cos(2y +)
Tel est, d’après l'équation (1), le coefficient angulaire de la tangente à la courbe donnée, au point M (x, y).
54. Ce problème des tangentes nous mène à une question importante : l'équation (1) montre que la détermination générale de la tangente à une courbe dont l'équation est donnée, revient à la recherche de la limite du rapport # : h des aceroissements infiniment petits correspondants de l’ordonnée et de l’abscisse, à partir d’une valeur quelconque de cette dernière. Or, en vertu de l’équation de la courbe, l’ordonnée est une variable qui dépend de l’abscisse et est déterminée par elle; nous sommes done conduits à ce problème d’analyse :
Trouver la limite du rapport des accroïissements infiniment petits correspondants de deux variables qui dépendent l’une de l’autre, à partir d’une valeur quelconque de l’une d’entr’elles.
Ce problème fait l’objet du calcul différentiel.
62. Limites de sommes. — La mesure des aires des courbes planes offre une application du deuxième principe de la méthode infinitésimale. Soit ABMP l’aire à évaluer (fig. 5), comprise entre une courbe BM, l'axe des x et deux ordonnées AB, MP. Partageons cette aire en n segments par des parallèles mp, m’p',... à l’axe des y; l'évaluation de chacun de ces segments offrirait les mêmes difficultés que celle de l’aire totale. Supposons, pour simplifier, que l’ordonnée croisse constamment du point
DORE ES
B au point M, et menons, par les sommets m des ordonnées, des parallèles mg à l'axe des x. L’aire du segment mpp/m' sera comprise entre celles des parallélogrammes construits sur la même base pp”, et sur les ordonnées mp, m'p' respectivement, aires qui sont entr’elles dans le même rapport que ces ordonnées. Si donc on peut faire voir que le rapport m'p’ : mp diffère de l'unité, quel que soit le segment considéré, d’une quantité moindre qu’une fraction arbitrairement petite e, lorsque n croit indéfiniment, il en sera de même, a fortiori, du rapport des aires mpp’m', mpp'q, et l'aire cherchée ABMP sera, en vertu du théorème IF, la limite de la somme des aires des parallélogrammes construits sur les ordonnées et sur les accroissements correspondants de l’abscisse.
Soit à chercher l’aire S de la courbe y = e” entre les ordonnées qui
Fig. 3.
répondent à x —a,x—b, et faisons b — a — na. Les ordonnées qui répondent aux abseisses a, a + «,. ., a + (n —1)« ont pour valeurs es esta... estin-D4, le rapport de deux ordonnées consécutives e* diffère de l'unité aussi peu qu'on le veut; la somme des aires des rectangles intérieurs sera
” [es + eatx - LES - ET SUR] =
d'ou
ert+ra — et a
CR
Mais, si l’on pose et— 1 —$f, d'où « — 1. (1 +6),
G sera infiniment petit en même temps que «, et l’on aura (23)
donc S — e? — es sera l’expression de’aire cherchée. La même méthode s'applique à d’autres courbes planes.
53. Remarques. — 1° Dans cette question, nous avons, sans altérer l'exactitude des résultats, remplacé les éléments de l’aire par d’autres plus simples, mais ceux-ci auraient pu être choisis différemment. Ainsi, nous aurions pu prendre, soit les parallélogrammes extérieurs, soit les
AR
trapèzes inscrits pmm/p’, etc. Il suffit toujours que la condition énoncée au N° 48 pour l’application du théorème II soit vérifiée.
2% Dans la mesure de l'aire de la courbe y — e”, nous avons été conduits à faire la somme des ordonnées des différents points de la courbe multipliées par l'accroissement infiniment petit de l’abscisse quand on passe d’un point au suivant, et à prendre la limite de cette somme. La même question se présenterait pour toute autre courbe. Donc, d’après l'observation faite au N° G4, nous sommes amenés à ce problème d'analyse :
Étant données deux variables x et y dont la seconde est déterminée par la première, trouver la limite de la somme des valeurs successives de y multipliées respectivement par les accroissements infiniment petits correspondants de x, celle-ci étant supposée passer d’une valeur a à une valeur b.
Ce problème appartient au calcul intégral, et offre avec celui du calcul différentiel, énoncé plus haut, une relation intime.
54. Longueur d'un arc de courbe. — La longueur de l’are d'une courbe donnée, plane ou non, entre deux de ses points, fournit un autre exemple de la limite d’une somme d’infiniment petits,
Les coordonnées x, y, z d’un point quelconque de la courbe étant censées exprimées au moyen d'une variable f, si A, B sont deux points correspondant aux valeurs {— «, t—6 de la variable, nous dirons qu’un point M appartient à l’are AB s’il répond à une valeur de £ comprise entre « et 6. Nous admettons, on verra plus loin sous quelles conditions cela a lieu, que l’on puisse inscrire dans l’are AB un polygone à sommets assez rapprochés pour que la distance de deux points quelconques de la courbe, compris entre deux sommets consécutifs, soit moindre qu’une quantité arbitrairement petite a. Nous désignerons par P, un polygone satisfaisant à cette condition, par II, son périmètre.
Soient MN, (fig. 4) un côté du polygone P,, R un point déterminé et fixe, pris sur l'arc sous-tendu par ce côté; à une quantité moindre que la plus petite des longueurs
MR, RNe, MR + RNo — MoNu
considérées sur chacun des ares sous-tendus par les côtés du polygone P.. Soit c une quantité satisfaisant à l'inégalité
ea
PVR —
et considérons la portion K.H:-.-MeN.-.. UV. du polygone P, comprise entre les points M, et N, : nous allons montrer que son périmètre est plus grand que M,N:.
Pour cela, prenons trois points E, F, G sur l'arc MR dont la: corde surpasse 9; menons les cordes; nous aurons
ME +EF + FG + GR > MR > d > 4c,
donc, au moins un des côtés de ce périmètre M.EFGR surpassera c; ainsi, il est impossible que le polygone P; n'ait pas plus de trois sommets entre M, et R, il en aura donc au moins quatre, ct de même sur l’are RN,, et sur tous Îcs autres arcs analogues du polygone P..
Observons maintenant que, la distance de deux points sur un arc sous-tendu par un côté du polygone P, étant <c, et 9>4c,ona
Fig. 4
MK + MR + RN, + VeNc < 0 ; d’autre part, on a évidemment MR + RNe<MKRe + : + MR HRN, +... + UV, + VoNe, et enfin, par hypothèse, À LMGR — RNa — MN.
Ajoutant membre à membre ces inégalités et réduisant, on a o € KHe +. LM, + NP +... HUV, — MN, d’où, a fortiori, en ajoutant le côté MN, Périm. KH +. MN: UVe > MON, ce qui démontre la propriété énoncée.
La même démonstration s'applique à chacun des arcs sous-tendus par les côtés du polygone P,, et l’on en conclut évidemment que l’on a, dans l'hypothèse 4c << 0, Ie > [ua
55. Il suit de là que si l’on attribue à a une suite indéfinie de valeurs a, a',a’”,.. ayant pour limite zéro, et suivant une loi quelconque, on
us p/ 0 Dee
formera une suite indéfinie de polygones P4, Pa, Par... dont les périmètres [l,, I, ., seront tels, que l’un quelconque d’entr’eux I[;, sera moindre que tous les termes qui suivent un certain terme Il, de la série. D’après une lemme établi (89), ces périmètres forment une suite tendant vers une limite déterminée ou croissant indéfiniment.
&6. Cette limite, finie ou infinie, des périmètres Il, ne dépend pas de la loi suivant laquelle a tend vers zéro. Imaginons, en effet, que deux * systèmes différents conduisent à des limites différentes L et L'. On formera un troisième système en combinant les deux premiers, c’est-àdire en considérant une série de polygones inscrits dans laquelle Ia valeur de a serait empruntée alternativement au premier et au deuxième système. Le raisonnement fait plus haut montrera qu’à ce troisième système correspondra encore une limite L/, finie ou infinie, pour les périmètres inscrits. Or, il est impossible qui cette limite L’’ diffère de L, puisque les polygones qui conduisent à la limite L font tous partie de la troisième suite; ni de L’, pour le même motif. On a done L — L'— L”’.
Nous conclurons donc que si, dans un arc de courbe AB, on inscrit une série de polygones dont les côtés décroissent indéfiniment, les périmètres de ces polygones inserits tendront vers une limite finie L, toujours la même, ou croitront indéfiniment.
Dans le premier cas, L est ce qu’on nomme la longueur de l’arc AB; dans le second, cet are a une longueur infinie.
53. La méthode des infiniment petits s'applique de bien des manières à la solution des problèmes de géométrie, et nous en donnerons comme exemple la recherche de la tangente dans un cas où la méthode du n° 50 ne s’appliquerait pas. :
Un angle constant A se déplace, ses côtés CT reslant toujours tangents respectivement à deux courbes données (C) et
(C’) (fig. 5). Son sommet décrit une courbe © à luquelle on demande de mener la tangente.
Soient À, A’ deux positions infiniment voisines du sommet de l'angle; M, M’ les points de contact correspondants sur (C); P, P’sur (C'); T, U
° . Q , les rencontres des tangentes infiniment voisines. Les triangles ATA’,
RD ee
AUA’ ont, comme on le voit facilement, des angles égaux en T et en U, ce qui donne les égalités sin AAT sinT sinU sin A’AU UE VU VUE Ur à Désignons par « et 8 les angles que font les tangentes AT, AU avec la direction AA’ considérée à la limite, c’est-à-dire avec la tangente cherchée à la courbe 2 en A.
On reconnait sans peine que
lim AAT — a, lim A’AU — f, lim AT — AM, lim A’U — AP,
et l’on a, par suite (26, IV) sinx sinf AM AP
Mais le triangle MAP fournit la relation sin APM sin AMP AM NBA
et comme la somme des angles & et (3 est la même que celle des angles APM et AMP, savoir, le supplément de l'angle A, on en conclut que l’on a
a — APM; 5—AMP;
car on sait que deux angles dont la somme donnée est moindre que 180° et dont les sinus sont dans un rapport donné, sont déterminés.
Il est donc facile de construire la tangente à la courbe Z d’après ces relations. De plus, on voit par là que la tangente cherchée est en même temps la tangente au cercle circonscrit au triangle MAP. La normale en A à la courbe Z passe done par le centre de ce cercle, ou par le point de rencontre des perpendiculaires aux milieux de AE ct de AP; elle passe donc aussi par le point de rencontre K des perpendiculaires en M et en P aux tangentes AM, AP respectivement, ce qui conduit à une construction fort simple.
58. Des divers ordres d’infiniment petits. — Ces applications de la méthode infinitésimale aux questions de géométrie sont facilitées par la considération des infiniment petits d’ordres différents, basée sur les limites de leurs rapports mutuels.
RER ARS
Deux infiniment petits sont de même ordre lorsque leur rapport tend vers une limite finie différente de zéro.
Généralement, dans une question, on choisit un infiniment petit principal « auquel on rapporte les autres, et si r désigne un nombre entier ou fractionnaire, tout infiniment pelit p dont le rapport à «' tend vers une limite finie k différente de zéro est dit un infiniment petit de l’ordre r. On a donc
lim _ #4, d'où p—a(k+o),
« désignant une quantité qui tend vers zéro en même temps que «. Telle est la formule générale d’un infiniment petit de l’ordre r.
Sir=— 1, pest de même ordre que «.
59. Les propriétés suivantes sont souvent utiles. Soient p, p’, p'’, … des infiniment petits d'ordres r, r”, 2”, .. par rapport à «; supposons r LT. TI €...
4° La somme p + p +0" +: sera,un nouvel infiniment petit de l’ordre r, car on a
pH EH eee = arf + à) + a" (R a) 77 (En),
‘et la limite du rapport de cette expression à a’ est &, x", æ"//-r,,., ayant pour limite zéro.
2° Le produit pp’ est un infiniment petit de l’ordre r +-r', car pp ip vp" artr/ a” a”!
a pour limite (24) kk’, quantité finie différente de zéro. On en déduit
facilement que op’ p’” est de l’ordre r + r’ +r’’, et ainsi de suite. 5° Le rapport p’: p est de l’ordre r’ — r, car on a
p' a’! (k’ + (2) : k' - AU
a (ht ’
p of (k + w) k + o et ce dernier facteur a une limite finie k’ : k. On voit par là que, de deux infiniment pelits p et p’, celui qui est de l’ordre le plus élevé est infiniment petit par rapport à l’autre, et que, par suite, t{ finit par avoir constamment une valeur absolue plus petite que celle de cet autre.
4° Si l’on prend un nouvel infiniment petit principalG, de même ordre
PERDRE
que le premier «, on ne change pas l’ordre infinitésimal des autres infiniment pelits, car on à
À. Papy be) ||
et p étant de l’ordre r par rapport à «, les deux facteurs du second membre ont des limites finies différentes de zéro; p est donc de l’ordre r par rapport à 5.
60. Les figures géométriques présentent de fréquents exemples d'infiniment petits de différents ordres. Si l’on projette une droite de longueur « sur une droite qui fait avec elle un angle infiniment petit C, la projection «’ est donnée par l’équation
œ'—acos C, x— ax — «(1 — cos C) — 20 sin? { C.
La différence entre la droite el sa projection est du second ordre par rapport à l'angle compris.
Dans un triangle rectangle dont ’ hypothénuse « et un angle adjacent C sont du premier ordre, les autres côtés ont respectivement pour expressions
«cos C, «sin C, et sont, l’un du premier, l’autre du second ordre, car sin C est de même ordre que C (47).
De même, si l'on projelte un angle X sur un plan faisant avec le plan de RC es un n angle infiniment pelit 9, la différence X — X' entre l'angle el sa projection sera du second ordre au moins par rapport à 0.
Soient (fig. 6) BAC —X, B'AC'—X', AD l'intersection des deux plans, BDB’ un plan perpendiculaire à AD; l’angle BDB’ — 0. On a, par les triangles rectangles ADB, ADB’,
Fig. 6. to DAB’ — tg DAB cos 0,
Ô tg DAB — tg DAB’— tg DAB(r — cos d) — 2 tg DAB sin? - ; d’où l’on tire sans peine
0) sin (DAB — DAB') — 2 sin DAB cos DAB sin°
Mais l'angle DAB — DAB’ et son sinus sont des infiniment petits de même ordre; donc le premier est aussi du second ordre. Le même
NN raisonnement montre que DAC -- DAC’ est du second ordre par rapport à 0, et par suite |
X — X’ = (DAB — DAB/) — (DAC — DAC
sera tout au moins du second ordre, d’après le N° 589, 1° (1).
(1) L’application de la méthode infinitésimale à la géométrie, indépendamment de l’algorithme différentiel, n’a pas été exposée méthodiquement, mais on en trouvera d’excellents exemples dans les ouvrages suivants : DunameL, Éléments de Calcul infinilésimal, 8° édit, — J. Benrrann, Traité de Calcul différentiel, Ch. 1. — Paur Serrer, Théorie géométrique des lignes à double courbure. — A. Mannuelm, Cours de géométrie descriptive. — Rucuonner, Exp. géométrique des propriétés générales des courbes,
1880, etc,
PRINCIPES DE LA THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE
61. On dit qu’une variable x varie dans un intervalle (a, b) lorsqu'elle peut recevoir toutes les valeurs réelles depuis + — a jusqu'à x — b, inclusivement (1).
On dit qu’une variable y est fonction de x dans l'intervalle (a, b) lorsque, à toute valeur déterminée de x appartenant à l'intervalle, correspondent une ou plusieurs valeurs déterminées de y, de quelque manière que cette dépendance s’établisse. On représente une fonction de x par la notation f(x), ou F(x), ou g (x), ou d’autres du même genre.
Les expressions tirées de l’algèbre et de la trigonométrie, lorsqu'elles renferment une variable x, sont des fonctions de celle-ci; telles sont
a—bx", logx’, sin2x, etc.
On en a choisi un certain nombre que l’on nomme fonctions élémenaires, Savoir :
ax; x, FA*, Sin Te COS TRE Ce ECS,
(1) Nous supposerons habituellement, sauf indication contraire, a < b.
AD
et leurs inverses
a—x, x‘, logzx, arcsinx, arccosx, ete.
Dans ces expressions, a est une constante positive ou négative, À une constante positive; log. désigne le logarithme pris dans un système à base quelconque A; les fonctions trigonométriques se rapportent toujours à un cercle dont le rayon est pris pour unité de longueur.
Une fonction f (x) est explicite lorsque son expression au moyen de la variable x est donnée en symboles connus; elle est implicite dans le cas contraire. Dans l’équation |
log x + log y = 7x,
y est fonction implicite de x. Une fonction explicite est algébrique lorsque, dans son expression, la variable n’est soumise qu’aux opérations fondamentales, l'addition, la soustraction, la multiplication, la division et l'élévation à des puissances constantes, en nombre limité. Elle est transcendante dans le cas contraire. Une fonction algébrique est rationnelle ou irrationnelle, entière ou fractionnaire, dans les cas définis en algèbre. Ainsi
a + dx + ex? +. + ka est une fonction rationnelle et entière de degré n.
On représente géométriquement une fonction de x en portant sur l’axe des abscisses, à partir de l’origine, des longueurs OP représentant les valeurs de la variable x, et élevant, à l’extrémité de chacune de ces longueurs, une ordonnée PM mesurée par la valeur correspondante de la fonction. Le lieu des points M obtenus de cette manière donnera la figuration géométrique de la fonction.
62. Lorsque la fonction f(x) n’admet qu’une seule valeur pour chaque valeur de x dans un intervalle (a, b), nous disons qu’elle en est une fonction simple. C’est de ces fonctions seulement qu’il s’agira dans les propriétés générales que nous allons établir dans ce chapitre et dans les suivants.
Taéorëme L. — Toute fonction simple f (x) qui, dans un intervalle (a, b) de la variable, reste toujours comprise entre deux valeurs fixes À et B, A <B, admet dans cet intervalle une limite minimum l telle que 1° aucune valeur de la fonction ne peut étre moindre que l; 2° la fonction admet la valeur l ou des valeurs qui en diffèrent d’une quantité moindre que toute grandeur donnée €,
Partageons la différence B— A en n parties égales « — » et
considérons la suite des valeurs A, Aa, A2a, .…, A+(n—tia, A+na—B.
La fonction f(x) restant comprise entre À et B, désignons par A'= A<+pa le plus grand des termes de cette suite qui est tel qu’aucune valeur de f(x) ne puisse devenir moindre que A’. S'il existe des valeurs de x.pour lesquelles f (x) — A’, A’ est la limite cherchée |; sinon, on aura toujours f(x)> A’, et il y aura des valeurs de x pour
lesquelles f(x) sera < A’ — 4. Raisonnons sur l'intervalle (A’, A’ + à) comme sur l'intervalle (A, B) : soit
il existera un plus grand terme A’ + p'a’ — A” (p’ entier) tel qu'aucune valeur de f(x) ne sera inférieure à A”, et si f(x) admet des valeurs égales à A’, A/’ sera la limite minimum /; sinon, il existera des valeurs de f(x) comprises entre À’ et A’ + a’. Partageant de nouveau cet intervalle en
en NES n parties égales à
» et continuant de même, on formera une suite de
quantités croissantes (ou non décroissantes). !
A, A , AE .. Am), ..e
telle que f(x) n'aura, dans l'intervalle (4, b), aueune valeur inférieure à ces quantités. Si f(x) peut acquérir la valeur A”, la suite s'arrête et A(” est la limite cherchée; sinon, la suite est indéfnie et tend (49) vers une limite fixe L. Je dis que L est la limite minimum cherchée, car 4° la fonction f(x) ne peut jamais acquérir une valeur inférieure à /, sans quoi, la différence / — A" finissant par devenir moindre que toute grandeur donnée lorsque m croît à l'infini, f(x) pourrait acquérir des valeurs plus petites que At” ; 2° la fonction f(x) acquerra des valeurs aussi voisines qu’on le voudra de !, puisqu'il existe toujours des valeurs de f(x) plus grandes que A" et plus petites que A°" H atm-1), quantités que comprennent {et qui diffèrent l’une de l’autre d’une quantité moindre que toute grandeur donnée €.
On verrait semblablement que, dans les mêmes conditions, la fonction f(x) admet une limite maximum L telle que 1° aucune valeur de la fonc-
y} y Pt
tion ne peut surpasser L; 2° la fonction admet la valeur L ou des valeurs qui en diffèrent d’une quantité moindre que toute grandeur donnée :.
La différence L —- / se nomme l’oscillation de la fonction dans l’intervalle (a, b).
Remarque.— Soit (a’, b’) un intervalle faisant partie de l'intervalle (a, b), c’est-à-dire tel que l’on ait a > a, bb; la limite maximum dé f(x) dans l'intervalle (a’, b’) sera € L, sa limite minimum sera >> /, en sorte que l’oscillation de la fonction dans l'intervalle (a, b’) sera <(L — b). Si l’on décompose l'intervalle (a, b) en plusieurs autres, (a, &), (ai, Ga), +. (ün_1, D), la même remarque s’appliquera à chacun de ces intervalles, mais, de plus, il est clair qu’il y aura au moins un de ces intervalles partiels dans lequel la limite maximum de f(x) sera égale à L, et au moins un dans lequel sa limite minimum sera égale à L.
63. Continuilé des fonctions. — Une fonction simple f(x) est dite continue pour une valeur & de la variable, lorsque la différence f(x + h) — f(&) est infiniment petite en même temps que h, quel que soit le signe de À; ou, en d'autres termes, lorsque f(x + h) a pour limite f(x) lorsque h tend vers la limite zéro (47). |
Cette définition suppose essentiellement que f(x) ait une valeur finie et déterminée.
Pour abréger, on désigne souvent par f(« — o) la limite vers laquelle converge f(x + h) lorsque h tend vers zéro en restant négatif, et par f(aæ + o) sa limite, k restant positif. On peut, d’après cela, dire encore que la fonction est continue pour la valeur à de la variable lorsque l’on a
fa —o)= f(x) — (4 +o).
On voit sans peine que si f(x) est différent de zéro pour une valeur & de la variable pour laquelle cette fonction est continue, le signe de f(x) sera le même que celui de f(x), pour toute valeur de x suffisamment voisine de «.
Une fonction, qui cesse d’être continue pour une valeur «& de la variable, cst dite discontinue pour cette valeur. D’après les définitions ci-dessus, cela peut arriver
1° Ou bien parce que la fonction devient infinie pour æ — a, ce qui signifie que la valeur de f(x) finit par surpasser constamment toute quantité donnée lorsque x tend vers la limite «, et que, pour x — c, la
fonction x : f(x) acquiert la valeur zéro. Ainsi la fonction tg x est infinie
Tr LI pour æ ——; la fonction poureT=EvMelc.
x— a 2° Ou bien, parce que la fonction devient indéterminée pour x = «. Tel
s s AIL . UNS est le cas de la fonction sin - pour x — 0. La fonction est généralement
finie et déterminée, mais si l’on fait tendre x vers la limite zéro, la valeur de la fonction oscille entre — 1 et +-1 sans converger vers aucune valeur fixe ; f(o) n’existe pas, non plus que f( 0), f(— 0). 5° Ou bien, parce que la fonction éprouve une variation brusque de valeur pour x — «. Considérons la fonction et8® — 1]
Tee
Sa définition ne fournit aucune valeur déterminée pour x = 7 : 2. Mais si l’on fait tendre x vers cette valeur, d'abord en croissant, tÿg x > o, et8* croit indéfiniment, lim f(x) — r. Si x tend vers la limite 7 : 2 en décroissant, tg x < o, et&% a pour limite zéro, lim f(x) = — 1.
T T Tr Ici, 10 n'existe pas, (C - o) et 1É — o) existent, mais ont des
valeurs différentes ; la fonction est discontinue. Considérons encore la fonction définie par l’équation
ACER + sin 7x) — Le LE) en EN (E + sin rx) + 11
Pour toutes les valeurs x — 0, 1, 2, ..., on a sin rx — 0, (1 + sin rx) 1, et/(t) 0:
Pour une valeur quelconque de x > o et <r, sin rx est > 0, 1 +-sin rx surpasse l'unité, et lim (1+sin xx) est infini; donc f(x) — 1. Si l’on a 1 <x <2, sin rx est négatif, lim (r + sin rx) — 0, f(x) — — 1; et ainsi de suite. La figuration géométrique de la fonction se compose d’une série de droites égales, parallèles à l’axe des x, alternativement placées au-dessus et au-dessous de cet axe, et de points isolés situés sur l’axe des x. Pour chaque valeur entière de x, ona
f(&)=0, f(x to) = Er, fo) Set la fonction est discontinue pour toutes les valeurs entières de la variable. 64. Remarques. — 1° Une fonction peut être continue par une valeur «
Rogtee
de la variable, quoiqu’elle n’admette que des valeurs rationnelles pour toute valeur de x comprise dans un intervalle auquel appartient «, car f(a« + h) peut s'approcher indéfiniment de f(x) par des valeurs rationnelles seulement. On peut même concevoir et représenter analytiquement des fonctions qui sont continues pour toute valeur irrationnelle de x, et discontinues pour toute valeur rationnelle.
3° Lorsqu'une fonction f(x) est généralement continue, mais que, pour une certaine valeur particulière « de la variable, l’expression qui la représente ne donne plus aucun résultat déterminé, comme on en a vu plus haut des exemples, la fonction n’existe plus, à proprement parler. Toutefois, si f(x + o) et f(x — o) existent et sont égaux, on est convenu, pour conserver le caractère de la continuité, d'attribuer à f(x),
pour x —«, cette valeur limite. C’est ainsi que l’on dit que se est égal à 24 pour æ—«, que A*— 1 pour æ—0o, etc..., et la détermination de ces valeurs-limites est un des objets du caleul différentiel.
65. La fonction simple f(x) est dite continue dans un intervalle (a, b), a < b, lorsqu'elle est continue pour toute valeur de x comprise entre
a et b, et que l’on a, de plus, fa+o)=—f{a), f(b—0o)=/f().
Nous dirions que la fonction f(x) est continue dans l'intervalle (a + 0, b — o) si ces deux dernières conditions manquaient, dans l’intervalle (a + 0, b) si la première seule manquait, ete.
Enfin, la fonction est dite continue dans le voisinage d’une valeur « de x, lorsqu'elle est continue dans un intervalle (œ — €, « Le), € étant une quantité positive, quelque petite qu’elle soit.
66. Propriélés générales des fonctions continues. — Outre la propriété du N° 62 qui appartient même aux fonctions discontinues, les fonctions continues possèdent des propriétés spéciales très importantes que nous allons étudier.
THÉoRèME IT, — La fonction f(x) étant continue dans un intervalle (a, b), 81 f(a) et f(b) sont de signes contraires, il existe au moins une valeur £ de x, comprise entre a et b, telle que l’on ait f(E) = 0.
Pour fixer les idées, supposons f(a) < o, f(b) > o. Partageons l’inter-
EX
Lay se.) Xn_1, 0 deux termes eonsécutifs, a, et b1, donnant des signes contraires pour f(x), donc tels que l’on ait f(a) < 0, f(b1) > o.
Partageons de même l'intervalle (a:,b,) en n parties égales à (b1—a):n ou à (b — a) : n°; nous verrons de même qu'il ya au moins un de ces intervalles, soit (a2, be), tel que l’on ait f(a:) < 0, f(b:) > o; et ainsi de suite. On forme ainsi une suite de valeurs croissantes a, &, a2 ... dy, ... et une suite de valeurs décroissantes b, bi, ba .… b,, telles que f’on aura toujours f(a,) <o, f(b,) > o, et ces deux suites convergent vers une limite commune, puisque la différence
ba
b, — p —= ne a pour limite zéro lorsque p croit indéfiniment
Soit donc lim a, — limb, — 6. Si f(Ë) était différent de zéro, f(£) et f(a,) seraient de même signe, ou négatifs, d’après une remarque faite plus haut, la fonction étant continue pour x — &. Un raisonnement semblable montrerait que f(é) et f(b,) finissent par être de même signe ou positifs, et comme ces deux résultats se contredisent, il faut que l’on a (6) 0:
On raisonnerait de même si l’on avait f(a) > o, f(b) < o.
67. Tuéonème III. — Si la fonction f(x) est continue dans l’intervalle (a, b), et si À désigne une quantité comprise entre f(a) et f(b), à existe une vuleur Ë de x, comprise entre « et b, telle que l'on ait
En effet, la fonction f(x) — A est, comme f(x), continue dans l’intervalle (a, b); elle admet, pour x — «a et x — b, des valeurs
f(a)— A, f(b) —A qui sont de signes contraires d’après l’hypothèse; donc, d’après le
théorème IL, elle s’évanouit pour une valeur ë de x qui est > a et < b, doncon a
Dis
On exprime cette propriété en disant qu'une fonction continue ne peut passer d’une valeur à une autre sans passer par toutes les valeurs intermé-
. L L La LU L LA . . I diaires, mais la réciproque n’est pas exacte. Ainsi la fonction sin—; à E
laquelle on attribuerait la valeur zéro pour x — 0, ne serait pas continue dans le voisinage de cette valeur, comme on l’a vu, et cependant elle passe par toutes les valeurs comprises entre — 71 et +1 dans le plus petit intervalle comprenant la valeur + — o.
68. Tuéorème IV. — Une fonction f(x), continue dans un intervalle (a, b), atteint dans cet intervalle sa limite maximum L et sa limite minimum L.
Partageons l'intervalle (a, b) en n parties égales à (b — a) : n. D’après une remarque faite plus haut (62), il y aura un de ces intervalles, au moins, dans lequel la limite maximum de la fonction sera L. Soient «4, b: les valeurs de x qui comprennent cet intervalle. Divisant l'intervalle («1, bi) en n parties égales à (b — a) : n°, on verra de même que l’un de ces intervalles partiels admettra la limite maximum L pour la fonction f(x). Soit (a, be) cet intervalle. En continuant à raisonner de la même manière, on formera une suite de valeurs croissantes a, &1, ... a, .… et une suite de valeurs décroissantes b, bi, … b,, telles 4° que dans l’intervalle (a, b,) la fonction f (x) admettra toujours la limite maximum L ; 2° que la différence b, — a, — (b — a) : n? aura pour limite zéro lorsque le nombre p croîtra indéfiniment, de sorte que les suites à, &1, +, .…..; b, b,, be, .. convergeront vers une limite commune Ë,
lim ap — lim b, == nl p=
La limite £ appartenant à l'intervalle (a, b), la fonction est continue pour x —Ë; on peut donc déterminer un nombre Ô tel que, x variant dans l’intervalle (£ — 9. £ + d), la valeur absolue de f(x) — f(£) restera constamment moindre qu’une quantité arbitrairement petite donnée &, De plus, on peut attribuer à p une valeur suffisamment grande pour que a», b, soient compris entre £ — d, £ +9, en sorte que, dans l’intervalle (a, b,), on aura constamment
M [f(x) — FN <e:
Mais la limite maximum de f(x) étant L dans l'intervalle (a,, b,), il existe (62) dans cet intervalle une valeur x’ de x telle que l’on ait
ON Nous aurons donc L—f(E)=[L— f()]+ Le") — FE) < 2e.
La différence L — f(£) peut donc être supposée moindre que toute grandeur donnée, et comme elle est déterminée, elle ne peut être que zéro. On a donc
fÉ)=L.
On verrait de même que la fonction atteint effectivement sa limite
minimum / pour une valeur de x appartenant à l'intervalle (a, b). Remarques. — 1° Il pourrait se faire que l’on eût
Qi —= 2°: = G°e =, ou bb = Tr
auquel cas on aurait Ë — a ou Ë —0b, la fonction atteindrait sa limite maximum ou minimum pour l’une des valeurs extrêmes de x. La démonstration se ferait de même, avec quelques modifications faciles à apercevoir. Tel est le cas, par exemple, où la fonction est constamment croissante avec x : on a alors
2° Le théorème IV ne subsiste pas pour une fonction discontinue. Considérons la fonction
f(&)= x —E (x), E (x) désignant le plus grand nombre entier compris dans x, et soient a—0, b— 3:2. La fonction est égale à x dans l'intervalle (0, 1 — o) où E(x)— 0; à x — 1 dans l'intervalle (1, 3 : 2); elle passe brusquement de 1 à o pour x — 1. La limite maximum de f(x) est r, elle n’est atteinte pour aucune valeur de x dans l'intervalle (0, 3 : 2).
69. Tuéorème V. — La fonction simple f(x) étant continue dans l’intervalle (a, b), soit & une quantité arbitrairement petite; il est toujours possible de trouver un nombre d tel que, si l’on partage l'intervalle (a, b) en intervalles égaux ou inférieurs à 9, l’oscillation À de la fonction dans chacun de ces intervalles sèra moindre que &.
Divisons l'intervalle (a, b) en n parties égales à (b—a):n; chacun de ceux-ci en n intervalles égaux à (b—a):n°, et ainsi de suite. On arrivera ainsi à des intervalles (b—- a) : n° qui satisferont à la condition imposée, et À sera égal à (b — a): n?, ou bien on n’y arrivera Jamais, quelque grand que soit p, et dans ce cas, comme l’oscillation de la fonction dans un de ces intervalles ne peut que rester constante ou
OP
décroiître lorsque p augmente (62), il existera nécessairement un intervalle (a, b) égal à (b — a) : n, dans lequel À surpassera €; dans cet intervalle, un autre (a2, b:+) égal à (b — a): n? dans lequel on aura encore À > €; dans celui-ci un troisième (as, b;) égal à (b — a) : n5 jouissant de la même propriété, et ainsi de suite jusqu'aux intervalles de grandeur (b — a) : n?. Mais comme, d’après l'hypothèse, p peut croître indéfiniment, la suite de quantités croissantes à, &1, Ge, .. a, .… tend vers une limite &, et la suite décroissante b, b,, be, ... b,, … tend vers la même limite &, car (b — a): n° décroit indéfiniment lorsque p tend vers l'infini.
La-fonction f (x) étant continue pour x = £, on pourra déterminer un intervalle (£—9,Ë-—+-d) dans lequel l’oscillation de la fonction soit moindre que € (638). D’autre part, a, et b, ayant pour limite £, on peut prendre p suffisamment grand pour que l'intervalle (a,, b,) soit compris dans l'intervalle (£ — 9, 6 + d), en sorte que l’oscillation de la fonction serait moindre que € dans l'intervalle (a,, b,) ce qui serait contraire à ce qui a été supposé plus haut. Cette seconde hypothèse est donc fausse, et il existe une valeur déterminée de p telle que, si l’on partage l’intervalle b — a en n? parties égales, l’oscillation À sera moindre que € dans chacun de ces intervalles.
20. Taéorème VI. — La fonction f (x) étant continue dans l'intervalle (a, b), il est possible d’assigner un nombre À el que la différence f(x) — f(x’) soit, en valeur absolue, moindre qu’une quantité arbitrairement petite donnée €, x et x’ étant deux valeurs quelconques de x appartenant à l’intervalle (a, b), et telles que l’on ait
VA (x — x') < 0.
En effet, commençons par partager l'intervalle (a, b) en intervalles plus petits d, égaux entr’eux, et tels que dans chacun d’eux l’oscillation A de la fonction soit moindre que € : 2, ce qui est possible d’après le théorème précédent. Cela fait, considérons deux valeurs x et x’ de la variable telles que l’on ait
Ou bien elles tomberont dans un même intervalle 9, et il est clair, dans ce cas, que l’on aura
fu VE
ou bien, elles tomberont dans deux intervalles contigus d, et d+, séparés par une valeur x, de x, et dans ce cas l’on aura
M f(x) — fe) < 2 VAL) —f{) <<»
d’où M [f(x) — f(x) < ce qu’il fallait prouver.
34. TuéorèME VII. — Une fonclion f(x) qui est définie, dans un intervalle (a, b), pour toutes les valeurs de x satisfaisant à une certaine loi telle qu’il existe un nombre indéfini de ces valeurs dans le plus petit intervalle, et qui est supposée eontinue, est définie pour toutes les valeurs de la variable.
Soit x’ une valeur quelconque de x dans l'intervalle (a, b), et prenons une suite de valeurs x, x, ..., x, .. qui satisfont à la loi pour laquelle la fonction est définie, et qui tendent vers la limite x’. Une telle suite est possible, d’après l'hypothèse, puisque tout intervalle arbitrairement petit (x’, x’ + €) renferme un nombre indéfini de ces valeurs de x. Les valeurs correspondantes f(x1), f(x), ..., [(x,) .… de la fonction, en vertu de la continuité, doivent tendre vers une limite égale à f(x’). Donc f (x') est déterminé et égal à lim f(x,).
22%. Taéorème VIII. — Si y — f (x) est une fonction simple continue de x dans un intervalle (a, b) et u — œ(y) une fonction simple continue de y dans l'intervalle des valeurs correspondantes de y, u sera fonction simple et continue de x dans l’intervalle (a, b).
Soit x une valeur de la-variable appartenant à l'intervalle (a, b); pour un accroissement k donné à x, l'accroissement k = f(x + h) — f(x) de y sera infiniment petit en même temps que ; d'autre part, (y + k) — o(y) représente l’accroissement de w, et comme il est infiniment petit en même temps que k, il sera aussi infiniment petit en même temps que h, ce qui entraine la propriété énoncée.
23. Supposons que, dans le voisinage d'une valeur « de la variable x, y — f(x) soit une fonction simple continue de x, et posons Ê — f(x). A chaque valeur de x répond une seule valeur de y; donc, à chacune de ces valeurs de y répond au moins une valeur de x; nous admettrons qu'il n'y en ait qu’une seule, d’où il résulte que y varie toujours dans le même sens dans le voisinage de la valeur « de x. On peut donc dire
nil: dm
que x est une fonction simple œ(y) de y dans le voisinage de y — f. Cette fonction est continue. En effet, e étant arbitrairement petit; aux valeurs de x comprises dans un intervalle (4 — :, 4 -L €) correspondent, d’après le théorème III sur les fonctions continues, toutes les valeurs que peut admettre y dans un intervalle correspondant (6 — n, fi +»), ñ et n’ décroissant indéfiniment avec s. Done, puisque (y) est une fonction simple de y, à toute valeur de y dans l'intervalle (5 — 1, 54») corréspondra une seule valeur de x comprise dans l’intervalle (4 — e, & + €), intervalle qui décroît indéfiniment avec n ou »/, ce qui démontre la proposition.
Supposons maintenant # — fi (x), fa étant une fonction simple et continue dans le voisinage de x — «. Sous les conditions du théorème précédent, # pourra être considéré comme une fonction simple et continue de y dans le voisinage de y —f. En effet, x étant une fonction simple et continue de y, comme on vient de le voir, f1(x) une fonction simple continue de x, il résulte du N° 72 que w sera une fonction simple continue de y.
24. La définition de la continuité suffit pour vérifier si une fonction donnée explicitement est continue, et dans quels intervalles elle jouit de cette propriété. On s’assure ainsi que les fonctions élémentaires sont continues dans tout intervalle où elles restent réelles et finies. Par exemple, pour la fonction exponentielle, on à
AztA NAS (A CE 1),
et le facteur A! — +1 ayant pour limite zéro si h est infiniment petit, tandis que A a une valeur déterminée et finie, on voit que l’aceroissement de A* est infiniment petit en même temps que h; cette fonction est continue dans tout intervalle de la variable x. De même pour x” (m entier et positif), sin x, ete... On reconnaît aussi, à l’aide des théorèmes sur les limites énoncés au N° 24, que toute fonction rationnelle et entière de x est continue dans tout intervalle; qu’il en est de même d’une fraction rationnelle, dans tout intervalle qui ne renferme aucune valeur de x pour laquelle le dénominateur s’évanouisse, etc... Nous supposons tous ces détails établis dans les éléments.
D ee
Exercices.
4. Si æ et æ’ désignent des variables qui croissent indéfiniment d’une manière quelconque, et si le rapport f(x’) : f(x) a pour limite l'unité, /(x) tend vers une limite finie et déterminée lorsque x croît indéfiniment.
R. On prouvera 1° que f(x) ne peut croître au-dessus de toute grandeur quand x tend vers l'infini; 2° que f(x’) — f(x) a pour limite zéro.
2. Si f(x), » (x) sont deux fonctions telles que, æet x’ croissant indéfiniment, la différence + (æ’) — f(x) ait pour limite zéro, f(x) et ? (x) tendent vers une même limite finie.
R. On prouvera d’abord que f(x’) — f(x) a pour limite zéro, puis on appliquera le théorème 4.
æ. Si f{e + 1) — f(x) tend vers une limite déterminée L lorsque x tend vers l’infini, et sif(x) ne peut croître indéfiniment pour aucune valeur finie de x, on aura aussi
R. On prouvera d’abord que l’on a
(ie Fe) CAES
< étant aussi petit qu’on le veut, x, une valeur de x fixe et prise suffisamment grande, ñ un nombre entier aussi grand qu’on le veut, » une quantité comprise entre + 1 et—1. Posant ensuite x — æ, + n et faisant croître n indéfiniment, x, restant constant, on verra que
d’où l’on tirera le théorème énoncé.
4, Si f(x + 1) — f(x) croît indéfiniment avec x dans les mêmes circonstances, il en sera de même du rapport /(æ) : æ.
Démonstration analogue.
Si l'on a, L étant fini et déterminé
et si /(x) ne peut pas croître ou décroître indéfiniment dans aucun intervalle fini, on aura aussi
lim f(x)* = L.
Le théorème subsiste si L est infini.
R. Se déduit de æ en posant. f(x) — + (x).
&. Toute fonction qui reste finie pour toute valeur finie de æ et qui satisfait, pour des valeurs quelconques de x et de y, à la relation
fe + y) = f(x) + (y),
est de la forme f(x) — ax, a constant.
R. On déduira successivement de la relation donnée (0) = 0, f{ — x) — — f (x), f{næ) = nf (x), (n entier quelconque), d’où ASS lim Die) .
% n=w NX Puis, posant /(1) = a, on aura [K@ +1) — (x) — a quel que soit æ, d’où l’on conelura, par l’ex. æ et par l’équation ci-dessus, que f(x): x —a. 3. La seule fonction f(x) qui, restant finie par toute valeur finie de x, satisfait à légalité | Êe + y) = f(x) (y), est la fonction f(x) — A*, A constant, R. On posera I, f(x) — + (x) et on appliquera la propriété de l’ex, 6.
DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS
25. Si l’on donne à la variable x un accroissement Ax — h, l’accroissement de la fonction y — f(x) sera Ay — f(x + h) — f(x). Le rapport de ces accroissements
Ay _f(e+h)— f(x)
Ax h pourra tendre vers une limite déterminée, finie, dépendant de x seulement, lorsque tendra vers la limite zéro. Ainsi, soit y — x; on aura
AUS APR
= 32 + 3x + he,
dont la limite est 3x? lorsque h tend vers zéro, quel que soit le signe de h.
Celle limite du rapport des accroissements correspondants de f(x) et de x, lorsqu'elle existe, se nomme la dérivée de f(x) et se désigne par f” (x) ou par Dy, ou, lorsqu'il est utile, par D,y.
eann tite) Au
26. Lorsqu'une fonction admet une dérivée pour une valeur x de la variable, elle est continue pour cette valeur, car le rapport Ay : Ax ne tendrait pas vers une limite finie si f(x + h) — f(x) ne tendait pas vers zéro en même temps que k. Mais la fonction peut être continue sans que la dérivée existe : 1° la limite de Ay : Ax peut différer suivant que tend vers zéro par des valeurs positives ou par des valeurs négatives. Par exemple, dans la fonction
Gal
à laquelle nous devons attribuer la valeur zéro pour x — 0 (46, 5°), la limite du rapport Ay : Ax pour cette valeur x — o est
MU (She si hA>o,
lim — PROPRES ASE SLR CO:
2 Le rapport Ay : Ax peut croître indéfiniment, À tendant vers zéro. Ainsi, la fonction
pour x — 0, donne
ce rapport a pour limite « , quel que soit le signe de h. La fonc-
tion r—-x°, pour æ —o, donne oo ou —c pour la limite du rapport Ay : Ax, suivant le signe de h. Par extension, on dit souvent dans ce cas que la dérivée est infinie pour une telle valeur de x.
5° Le rapport Ay:Ax peut osciller entre certaines valeurs sans tendre vers une limite déterminée, Tel est le cas, pour la valeur x — 0, de la fonction
f(x) = x sin —»
en admettant que f(o) — o.
4° Enfin, on a même reconnu que ces singularités peuvent se présenter non seulement pour des valeurs particulières et isolées de la variable, mais pour des valeurs existant en nombre indéfini dans le plus petit
Ho
intervalle, ou même pour toutes les valeurs possibles de la variable, sans que la fonction f(x) cesse d’être continue (1).
Remarque. — D’après ce qui a été établi au N° 56, si y — f(x) est l'équation d’une courbe plane, f’(x) représentera le coefficient angulaire de la tangente au point dont l’abscisse est x. L'existence de la tangente en un point d’une courbe est donc liée à celle de la dérivée dans la fonction qui représente l’ordonnée.
27. Règles de dérivation. — 1° Soient u, v, w,.… des fonctions de x, continues et ayant une dérivée pour une valeur x de la variable. Pourun accroissement Ax de x, on aura
Au + 0 — ww +...) — Au + Av — Aw H …., A(uHu—w—+#.…) Au, Av Aw
Ax . Ax |! Ax Ten
et, en faisant tendre Ax vers zéro, en vertu des théorèmes connus (24), .. A(u+v—w+..… (1) lim SEE put o we) — Du + Dv—Dw—+ La dérivée de la somme algébrique de plusieurs fonctions est la somme algébrique des dérivées de ces fonctions.
On en conclut, a étant constant, D (u + a) — Du, c’est-à-dire que l’addition d’une constante à la fonction ne change pas la valeur de la dérivée.
2° On a ensuite Auv) — (u + Au) (v + Av) — uv = vAu + uAv + AuAv, d’où A (uv) Au Av , Au = V— — + —. Av.
Ax D A Egalons les limites des deux membres et observons que, Au : Ax ayant une limite finie, son produit par Av tend vers zéro; il viendra
(2) D.uv — vDu + uDv.
Si v se réduit à une constante a, Dv — 0, on a donc
D.au — aDu.
(1) Voir la note I à la fin du volume,
ri)
La dérivée du produit d’une fonction par une constante est le produit de la constante par la dérivée de la fonction. On aura, par la même règle, Duvuw — vwDu + uD.vw = vwDu + uw (wDv + vDw)
ou D. uvw — vwDu + uwDv + uvDw,
et en général, quel que soit le nombre des facteurs,
Du , Do, Dw (3) D ,uvw --: —= uvw -:: + ete).
Si l’on fait u — v — w = : - et le nombre des facteurs égal à m, on en déduit (4) D.u" = mu”! Du.
Les règles 1° et 2° suffisent pour trouver la dérivée de toute fonction rationnelle et entière de x.
5° Poür trouver la dérivée d’un quotient, on a, v étant supposé différent de zéro pour la valeur de x considérée,
pH v vvE Ar)
Divisant par Ax, faisant tendre Ax vers zéro et par suite Av, on aura u vDu — uDv G) DS Ent
Supposons successivement « €t v constants, nous déduirons de cette
formule Or.
ZS. Soient, dans le voisinage de la valeur de x que l’on considère, y — f(x), u = (y) des fonctions simples continues; w est donc (72) une fonction simple continue de x, dont on cherche la dérivée D,w, connaissant les dérivées f” (x) et +’ (y) des fonctions f et o. Soient Ax l’accroissement infiniment petit de x, Ay et Au les accroissements correspondants de y et de w. On a identiquement, Ay n'étant pas nul,
et en faisant tendre Ax vers zéro et égalant les limites des deux membres,
Diu = g’ (y): f(x).
La dérivée de u par rapport à x est le produit des dérivées de u par
rapport à y et de y par rapport à x.
indéfiniment décroissantes de Ax, f’ (x) ne pourrait être que zéro pour cette valeur de x; d’autre part, le raisonnement précédent s’appliquant pour les valeurs de Ay différentes de zéro, la limite de Au: Ax serait toujours déterminée de la même manière et D.,u serait nul aussi.
Le théorème se généralise : soit z — Ÿ (u) une fonction dont la dérivée est / (u). On aura, z étant fonction de x,
Dez = Q'(u)-9 (y): f(x), et ainsi de suite. C’est la règle de la dérivation des fonctions de fonctions.
Ainsi, a étant une constante, on verra en posant successivement
Y—=A+HX, y —AX, que D,q(a+x)=(a+x), D,p(ax) — ap (ux), ete.
49. Soit encore y — f(x) une fonction de x simple continue dans le voisinage d’une valeur donnée de cette variable, et x — © (y) la fonction inverse, simple et continue (78). Si Ax, Ay désignent les accroissements infiniment petits correspondants des variables, on a identiquement Ax .Ay Ax Ay
— — 1: d’où Im— — 1 : lim— Ay I AE! ou qu, I Im?
On peut supposer Ay Do, car si Ay était nul pour une suite de valeurs
ou, en supposant [' (x) 2 O,
Dix = q(y) = 1: f'(x).
La dérivée de x par rapport à y est la réciproque de la dérivée de y par rapport à x.
C’est en cela que consiste la règle des fonctions inverses.
80. Des différentielles. — La dérivée f’ (x) d’une fonction y de « étant la limite du rapport de deux infiniment petits, on a jugée utile de la représenter par un vrai rapport, et l’on a nommé différentielles des variables y et x deux quantités dont le rapport est égal à la limite du rapport des accroissements infiniment petits correspondants de y et de x.
Lg, Jr
Ces différentielles s’indiquent par la caractéristique d devant la variable. Ainsi l’on a, par définition,
CE EMEA EN Lee à AV:
— f(x) = lim.
dx fa) Ax
L'une de ces deux différentielles peut être prise arbitrairement; on suppose toujours que ce soit celle de la variable x qu’on appelle la variable indépendante. Ainsi dx est arbitraire, dy est le PHOBDSS f’(x) dx de la dérivée de y par la différentielle de x.
Voici quelques propriétés des différentielles :
4° Si f'(x) est différent de zéro, on a, © tendant vers zéro en même temps que Ax,
AA A lim = l'(x), += l'a) +0, d’où Ay = f'(x)Ax + oAx.
Le second terme est infiniment petit par rapport à Ax et conséquemment par rapport à Ay; d’autre part, dx peut être pris égal à Ax; on a donc
Ay=f{x)dr = dy, en négligeant un infiniment petit par rapport à Ay. Donc, en prenant la différentielle de la variable indépendante égale à son accroissement infiniment petit, on pourra aussi prendre la différentielle de la fonction au lieu de son accroissement, dans les cas (47 et AS) où il est permis de négliger une partie infiniment petite par rapport à cet accroissement.
2° On a vu que siy — f(x), u — E (y) sont deux fonctions qui dépendent dex,ona
r du Du p(y) f(x), où (y). f(x),
du étant la différentielle de « définie ei-dessus. On en déduit
du = o'(y):f{) dx = (y) dy, “car dy = f'(x) dx; ainsi, du s'exprime au moyen de dy par le même formule que si y élait la variable indépendante On peut dire encore que le rapport des différentielles de w et de y, prises en les considérant comme deux fonctions de x, représente toujours la dérivée de w par rapport à y.
RER
5° Si dans les formules (1), (2), (3), (4), (5) on multiplie les deux membres par dx, on obtient les équations suivantes, qui ne diffèrent des premières qu’en ce que les dérivées des fonctions sont remplacées par leurs différentielles :
d'(u+v—w+...) = du + do — du +...
d, uv = a Fr
d.uvw -.. — uvw .- 4e Lee ):
d.u" = mu"z! du,
814. Différentiation des fonctions élémentaires. — I1 suit immédiatement des formules ci-dessus que l’on a
GUÉEL) PEUT:
En second lieu, soit y — x, a étant une constante quelconque. On aura Re A nm one ve ME ont s Ax Ax œ en posant ÀAx :x— a; « étant infiniment petit avec Ax, nous ferons (+o)ÿ—1=$f, d'où (1 a) = 1 +46, A
se —=
L (1+ à) Mais f tend vers zéro en même temps que x, et d’après l'équation (2) du N° 28 et le théorème du N° 47, la limite du premier membre n’est pas altérée si l’on remplace 1. (1 + f) par G, 1. (1 + x) par «. On a donc
CRE ll, œ d’où Ay lime are A%=0 Ax
et par suite Dre ax Net
I] importe d'observer que, d’après la remarque 2 du N°80, cette
équation subsiste, soit que x soit pris comme variable indépendante, soit que x désigne une fonction quelconque d’une autre variable. Cus particuliers : a = 2, d. x? — 2xdx; a — À},
dy/x—
2 V/x 82. Soit maintenant, I, désignant toujours le logarithme népérien,
Nous aurons, « désignant encore Ax : x, et x étant supposé différent de zéro,
Lorsque « tend vers zéro, 1. (1 + x): « a pour limite l’unité (28), on a done Ay I lim—==DI.x—- Im Læ mn donc
es
Si le logarthime se rapporte à un système à base A, on aura, comme on sait,
d _ d'logx ="
ST TX
3. Fonctions circulaires. — 1. Considérons d’abord la fonction
y = Sin %.
Nous avons Ay sin(x—+ Ax)—sinx 2 sin? Ax cos (x +: Ax) Avit Ax F7 Ax :
Mais Ax étant infiniment petit, le rapport sin + Ax : + Ax a pour limite l'unité (47), donc Ay
lim —=— D sin x — cos x, Ax
et par suite d sin x — cos x dx,
PO
: T s COS X — SIN | —- — ZX }»
en appliquant la remarque 2° du N° 80, on aura
deos a — cos (7x) d(T— x), 2 2
d cos x — — sin xdx.
IV. De même
dsecs—dà(—
__sin xdx _ — (9 x sec xx.
cos x cos x
Enfin, en observant que
T T cot x — tg me US y COSEC X — SEC or AS ,
et raisonnant comme pour cos x, on déduira de ce qui précède
dx d cot x — Aer d cosec x — — cot x cosec xdx.
sin? x
84. Fonction exponentielle. — Soit encore AQU TE== 10017 La dérivée de x par rapport à y est, d’après le N° 82, r : yl. A, done, d’après la règle des fonctions inverses, on a D.y = yl.A, d’où dA* —A°|l'A dx, et en particulier de: —e* dx, De’ —e:.
La fonction e* jouit donc de la propriété de se reproduire elle-même
par la dérivation.
et /0 0 —
85. Appliquons encore la règle des fonctions inverses aux fonctions are sin x, arctg x, etc... Mais comme il existe une infinité d’ares qui correspondent à un sinus, à une tangente,.… donnés, il faut, pour ramener les fonctions ci-dessus à être des fonctions simples de x, les déterminer d’une manière plus complète. Nous désignerons donc exclusivement ici par arc sin x, arc tg x... le plus petit arc, en valeur absolue, qui corresponde aux valeurs de la variable x pour lesquelles la fonction
: PET ; L T T existe. Ainsi arc sin x sera compris entre es et + —;, etc.
D'après cela, posons
y=—=arcsinx, d'où x—siny;,
le radical étant pris positivement puisque cos y est positif. On a donc
: dx d arc Sin x = ——— ° 1 — x?
On aura, de même,
y—=arctgx, x—tgy, ——
dy COS? y ” M LUN NS DÉLITS UE « FPE D 1+tgy 1+ x!
ou d darctge= re
y I L: 4 y — Arc SECX, X — SCC, dx — igysecy” DIE
ou, à cause de la relation tg y — p/sec? y —1, dx PORN SRREE 3 xya?—1 le radical étant pris positivement. Enfin, on trouvera de la même manière
dx dx d arc cos x — —-, arc cot x — —
= per À res 1 + x dx
Fa.
dy = d.arc sec x —
d arc cosec x — —
y pe
Il importe de bien connaitre toutes ces formules, auxquelles se ramène, comme on va le voir, la différentiation de toutes les fonctions explicites.
S6. Différentiation de fonctions explicites quelconques. — Etant donnée une fonction explicite quelconque y de x, pourvu qu’elle ne soit composée qu’au moyen des fonctions élémentaires introduites jusqu'ici, on pourra toujours la ramener, par lintroduction de variables auxiliaires, à des sommes, produits, quotients,.… de fonctions élémentaires et lui appliquer les règles de différentiation déjà connues; puis, par l’élimination des variables auxiliaires et de leurs différentielles, obtenir l’expression de la différentielle dy de la fonction proposée en fonction de x et de dx. Pour obtenir la dérivée Dy, il suffira de diviser par dx.
Soit, comme premier exemple,
y=—4tL ts.
On posera tg x — z, d’où y —1.z. Les formules trouvées plus haut (82 et S3) donneront
et en éliminant z et dz, dx dx
d — dit L = —= -——— — 2° J : tg x cos? x sin x cos x
Si l’on a y=l. (c++), on fera z—x+p/1 La, d'où y—1.z, et par suite dy =, dz = dx + d.y/1 + a?.
Soit encore 1 + x? — w, d’où
dyi+a=dy/u— CHEN du — 2xdx,
d’où encore
Ft7oe et en substituant dans l'expression de dy, D DE d 5 dy=d.1.(x +y1 Dee) ar V/T + x?
87. Avec un peu d'exercice, on se dispense de représenter effectivement par de nouvelles lettres les fonctions plus simples dans lesquelles on décompose la fonction donnée, et l’on fait mentalement cette série de substitutions. Ainsi, ayant à différentier
2% y —= arc ig
Eye ee
on considérera mentalement 2x : (1 — x?) comme une variable que l’on différentiera par la règle des quotients, et l’on trouvera ainsi, d’après
les N°5 86, S0, S1, + (2 ) |= (1 — x°) 2dx + 4x°dx I — %° (Tr — x?) + 4x
2(1 + x?) dx 24x
== ee — °.
On a donc
mp d.arctg
Si la fonction y est un produit de fonctions élevées à des puissances positives ou négatives, on simplifie le calcul en prenant d’abord le logarithme de y et déduisant de la différentielle du logarithme celle de la fonction, Soit
LP Sr AY RRUS 2e nt ET nn Ÿ (ec — 1)° (x — 3)"
on en déduit LOIS 2) —Î1.(t—1)—©1.(æ—3),
et en égalant les différentielles des deux membres,
dy doc 5 dx 11 dx
d’où, réduisant au même dénominateur, multipliant par y que l’on remplace par sa valeur, et simplifiant, on trouve
7 PE PR ee @— 1) — 3)
(a? — 7x + r)dx.
RIT re Si l’on avait à différentier une expression de la forme y — u°, u ctv étant des fonctions données de x, on opérerait de même :
Pyvrl.u; do or. u . dv,
dy = d.u° — w (A du+ ludo) .
Ainsi l’on trouverait
di —=%"{(1#©lx) dx:
Exercices.
2 Ma 2. y — (90? — Gabx + 5b*x?) (a H- bx)5 ; R denae fe 7 dx 3 (a +- bæ)5 I dæ 2. . y—=tgx+-tgx; Rd ==.
3 cosi æ 3. y = 6% cos bæ; BR. dy — 6% (a cos bx — b sin bx)dæ. 253 3 3 i ‘ Fu 4 4. Dr FAGOS AE LEURS æ }sin x; R. dy —4 cos xdx. 5. y = co (1 ©): R. dy = V2 cos (1.x) dæ.
œ? x'arcigæ 6. = > t ct — =. 1—+a*); R. dy — V— ( arc se) g x (x + Te Mas et —b 2abdx 7. =], ——— ; AT TER EEET . ae + D” RES ae? — breT* 8. Lt ÉCRAN RAS RU nr.
V’a + bœ + V'a — ba fr] Va? — b°x° a+ btg x 2abdx : =], ———— ; EE ENT RER RE Et a—0btgz 4 a? cos? æ — b? sin? x a. MS , Fe É ee) BA ee Ad fe a+b 2 a + b cos x Ar. re sin æ cos x : RATER - HO E PEUR &. _ Va cos? # + b sin? x (a cos? x +- b sin? æ)?
45 45 À ar, 8 2 QE CH E—, p qu Chen
V4) PRÉ R LRE
A TENTE fee Et au — [(2n — 1) a — 248] &° — [(2n — 2) 8 — 3ay] xi — (2n — 3) yx6 (x? + a)" +1 Va + Ba? + yxt
14. y—=(1 + atjarctgæs KR. dy —1(1 + x*)arctgæ —1 [2x are tgx—+l.(1+x?)] dx. 45. Vérifier que la seconde des équations I1—x dy dx y — = AURA RER 1x V'y — y5 Vx— x est une conséquence de la première.
#6. De même pour les équations
I— 2° dy dæ A NP Le I— y! I1— 2x4
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE LA DÉRIVÉE
S8. Une fonction f(x) est dite croissante pour une valeur x de la variable, lorsque f(x + h) — f(x) est de mème signe que h, pris suflisamment petit; elle est dite décroissante, lorsque f(x + h) — f(x) et h sont de signes contraires.
Supposons que, pour la valeur considérée de x, f(x) admette une dérivée déterminée f? (x).
Si la dérivée f! (x) est positive, la fonction est croissante ; si la dérivée est négative, la fonction est décroissante.
On a
d’où l’on tire, w décroissant indéfiniment avec h, | fe +) — fl) hf @) + ol.
Pour toute valeur de h inférieure, en valeur absolue, à un nombre
très petit €, © sera numériquement moindre que f’(x), puisque cette dérivée n’est pas nulle ; le second nombre aura donc le signe de h f’ (x),
PA donc f(x + h) — [(x) sera de même signe que À si f’ (x) > o, de signe contraire si f! (x) < o.
89. La même condition étant remplie, si l’on désigne par x’ et x’! deux valeurs de la variable telles que l’on ait x! <'x < x”’, on aura toujours
! JA en « A (1) lim LES) —= fu).
En effet, on a
La") — fe) = fe") — (+ [0 — fr) LG) — 1 ur _ 9 + =)
g — x x — x’ EEE BE
et comme, par hypothèse. x” — x, x — x’ sont de même signe, on a par un théorème connu (4)
fe perte) 6 [OR OI).
Divisant par x’ — x’ que l’on fera tendre vers zéro, x” — x et x” — x auront aussi pour limite zéro, les rapports entre crochets tendront vers leur limite commune qui est f” (x), d’après l'hypothèse; on aura donc l'équation (x).
On remarquera 1° que ce théorème suppose essentiellement que [f(x + h) — f(x)] : h tende vers la même limite f” (x) quel que soit le signe de »; 2° qu'il subsisterait même si ce rapport croissait indéfiniment [f(æ) = © ], pourvu qu'il fût de même signe pour h È O.
90. Lorsqu'une fonction f(x) est simple et continue dans un intervalle (a, b) (65), on dit qu’elle admet une dérivée dans cet intervalle, si la dérivée f’ (x) existe pour toute valeur de x appartenant à l'intervalle (a, b), les
valeurs de x + h restant d’ailleurs comprises dans le même intervalle. En sorte que, si a £ b, pour x — a, h sera supposé positif seulement ; pour x — b, h sera négatif.
TaéorÈème DO. Bonner. — La fonction f (x) étant continue dans l’intervalle (a, b), si elle a une dérivée dans l'intervalle (a + 0, b — 0), à existe dans cet intervalle au moins une valeur E de x pour laquelle on a
b—a Soit À la valeur du premier membre. La fonction
20600 Dee
est continue dans l'intervalle (a, b); elle a une dérivée f” (x) — A ; elle s’annule pour x — a et pour x — b, d’après la signification de A. Donc, ou elle est constamment nulle dans l'intervalle (a, b) : dans ce cas il en est de même de sa dérivée et f’ (x) — A ; ou bien elle admet des valeurs différentes de zéro. Si o (x) est positif dans une partie de l'intervalle, sa limite maximum L sera > o, et comme elle atteint cette limite au moins pour une valeur Ë de x, il existera entre a et b une valeur £ de x telle que l’on aura, k étant positif,
p(ÊZHEk) —H(E) <o, d’ou
pE—h) — p (6) — h
SEE ES cr,
Lorsque hk tend vers zéro, ces deux rapports doivent tendre vers une même limite o (£) par supposition : cette limite ne peut donc être que zéro. On a donc
DAÉ)E= OMOUR CEE
d’où l’on conclut, en remplaçant A par sa valeur,
LOI pe, «<E<v
Sio (x) admettait des valeurs négatives dans l'intervalle (a, b), on raisonnerait de même.
On doit observer que ce théorème ne suppose nullement que la dérivée f' (x) soit une fonction continue dans l'intervalle (a 0, b — o), et que la démonstration subsiste même si elle devient infinie dans cet intervalle, pourvu toujours qu’elle soit indépendante du signe de h.
91. Conséquences du théorème de M. O. Bonner. — I. Si la fonction f (x) reprend la même valeur pour x —aet pour x — b, f (a) — f (b), il existe une valeur Ë de x, comprise entre a et b, pour laquelle la dérivée f’ (x) s'évanouit, f” (£) — o (Théorème de Rolle). |
II. Le théorème général s'applique évidemment aussi bien à deux valeurs quelconques %o, xo +- h de la variable, 2% comprises dans
l'intervalle (a, b), qu'aux valeurs extrêmes a et b. Il suit de là que si l’on désigne par 9 une quantité inconnue positive et moindre que l’unité, la
ER QT
valeur £ comprise entre %o et %o + À pourra se représenter par %o +- 6h, et l'équation (2) nous donnera
(3) fo + h) — f(xo) = hf (to 0h), o LKO< 1,
équation importante.
IT. Toute fonction continue f (x) dont la dérivée f! (x) est constamment nulle dans l’intervalle (a + 0, b — o), se réduit à une constante dans l'intervalle (a, b).
Soient %o, To + L deux valeurs de x appartenant à l'intervalle (a, b); d’après l’équation (3), x, + 0h étant > a et << b, on a, d’après l’hypothèse, f” (xo + 0h) — o. On a donc
f&o+h)—/f(m)=0o où f(x+kh)= f(x),
la fonction a la même valeur pour deux valeurs quelconques de x dans l'intervalle (a, b); c’est une constante.
IV. Si deux fonctions f (x), © (x) sont continues et ont leurs dérivées égales pour toute valeur de x dans un intervalle (a, b), elles ne peuvent différer que par une constante dans cet intervalle.
C’est une conséquence du principe IIT, car la fonction f (x) — © (x) est continue et a une dérivée nulle dans l'intervalle (a, b), elle se réduit à une constante C, et l’on a
D2. V. Si la dérivée f! (x) est finie et déterminée dans un intervulle (a, b), et si elle converge vers une limite déterminée À lorsque x tend vers une valeur x, comprise entre a et b, on a f’ (x:1) = A.
Car le théorème de M. Bonnet étant applicable, on a
HN cn Ie pe ESS 0
Faisons tendre h vers zéro; le premier membre tend vers f” (x:), le second, par supposition, a pour limite A, donc etc. La démonstration subsiste si À — 0 . Mais f” (x1) pourrait exister même si f” (x, +- 0h) ne tendait vers aucune limite. Ainsi, soient
I 1 I — x? sin — ? — IN — — COS — - 1) ="x sin —» f(x) = 2x sin = =:
RE QE
Pour x — o, la fonction s’annule ; sa dérivée ne tend vers aucune
limite quand x tend vers zéro, et l’on a, cependant, f' (0) = lim h sin? — 0.
VI. — Une fonction simple f(x) tendant vers une limite finie et déterminée lorsque x croit indéfiniment en valeur absolue, si f(x) tend vers une limite, cette limite ne peut étre que zéro.
Soient x et x (x > x) deux valeurs de la variable. On a, en désignant par Ë une quantité > æ et < x,
fæ) — fe) = (x — x) f' (6).
Supposons que lim f” (x) soit différent de zéro; à partir d’une valeur x = co
suffisamment grande X de x, on aurait donc constamment WA f’ (x) > B, B désignant un nombre déterminé > o. Donc si l’on prend x, > X, on aura, pour toute valeur de x, VA f’ (£) > B, d’où
M [/(&) — f{xo)] > (x — 20) B, et si l’on conçoit que x reste constant, que x croisse indéfiniment, (x — x) R croiîtra indéfiniment et il est impossible que f(x) tende vers une limite finie. On raisonnerait de même si x tendait vers — ©.
VII. Si la fonction f(x) reste de même signe et croît indéfiniment lorsque x tend vers une limite finie a, la dérivée f! (x) ne peut tendre vers une limite finie.
Soient x et x deux valeurs aussi rapprochées qu’on le veut de a, du côté de a où WA f(x) croît indéfiniment. On a
fx) — f(x) = (x — 0) f'(), £ étant compris entre x et x. Concevons que x restant fixe, x tende vers la limite a; f(x) — f(x) croîtra indéfiniment, et comme VA (x — %) reste moindre qu’un nombre déterminé, il faut que f” (£) croisse indéfiniment.
La fonction f’ (x) peut donc acquérir, dans un intervalle (xo, a) aussi petit qu’on le veut, des valeurs absolues supérieures à tout nombre donné, il est donc impossible qu’elle tende vers une limite finie lorsque x tend vers la limite a. |
938. VIII, — Nous pouvons actuellement compléter ce qui concerne la longueur d’un arc de courbe plane ou non plane (84). Soient
= ft), y=/f1(, z2=f(0
MASON RRE
les valeurs des cordonnées rectangulaires de la courbe en fonction d’une variable indépendante 1; t— x, t — f les valeurs de t qui répondent aux extrémités À et B de l’arc considéré. On suppose que les fonctions f, fi, f2 sont simples, continues et ont des dérivées déterminées dans l'intervalle (x, f).
Nous pouvons partager cet intervalle (69) en intervalles (41, 2) tels que, dans chacun d’eux, l’oscillation de chacune des fonctions f, fi, fa soit moindre qu’une fraction donnée €: 3. Comme la distance de deux points quelconques m et n pris sur l'arc correspondant à l'intervalle (t1, ta) est moindre que la somme de ses projections orthogonales b, k, L sur les troisaxes, moindre, par conséquent, que la somme des oscillations des fonctions f, f1, fa dans l’intervalle (f1, &2), elle sera plus petite que &, ce qui justifie l'hypothèse admise au N° 54.
D'autre part, la formule (3) nous donne
h=VA[f(e) —f(H)]= M (E—4)f CE), et de même REV — 4) fi Gi) LA (eh) f (3), T, Taet re étant compris entre # et &. Nous aurons donc, G désignant un nombre supérieur aux valeurs absolues des dérivées f” (t), f, (0), f: (D dans l’intervalle (a, B), RHkHT< 3 (te — th) G.
Par conséquent, si IT désigne le périmètre d’un polygone quelconque inscrit dans l’arc AB, on aura toujours I <Z(hHRH D < 3(B—4)6, le périmètre IT ne pourra donc croître au dessus d’une limite fixe, done (49) il tendra vers une limite finie et déterminée qui sera (56) la longueur de l’arc AB.
94. IX. — Application du théorème de M. Bonnet à la théorie des séries. — Soient f(x) une fonction constamment posilive et indéfiniment décroissante pour x > a; F(x) une fonction dont la dérivée est f(x). La série
@) fa) + fa +1) + fa + 2) + + an) + ee 25 fa + n) est divergénte ou Rrsente selon que F (x) croît ou ne croît pas indéfiniment avec x.
La fonction F (x), étant continue et à dérivée positive, est constamment croissante avec x à partir de x — a. Elle ne peut donc (49) que croître
PAS GUEE indéfiniment ou tendre vers une limite finie. On a, d’après l’équation (2) Fa+i)—F@)=F(c+6)= f(x+9, (o<8<:1) et, d'après l'hypothèse, f@) > {+ 0) > f(x + r).
fe) > F@+ 1) —F@) 7 f@ +3).
Faisant x = a, a +1, a +2, ...,a—+n— 1 etajoutant ces inégalités membre à membre, on aura, en désignant par s, la somme des n premiers termes de la série (4),
Sn D F(a+n)—F(a) > 8171 — f(a).
Si F (x) croit indéfiniment avec x, F (a+ n) tendra vers l’infini avec n, SA eroitra aussi à l'infini et la série (4) sera divergente. Si F (x) tend vers une limite finie, F (an) et à fortiori 11 — f (a) ne pourra jamais surpasser un nombre fixe, et comme la série (4) a ses termes positifs, elle sera convergente.
donc
Soit comme exemple f(x) = 1 : x*, « >> o. La fonction F (x) aura pour valeur, si « # 12 F(x) = — (a sen , etsia— 1, F(x) —1L. x. Six > 1, F (x) tend vers zéro lorsque x croit indéfiniment; si « < 1, F (x) tend au contraire vers l'infini. Il suit donc du théorème ci-dessus que la série
. (a + n)* est convergente pour & > 1, divergente pour « € 1. Pour a = 1,.on. retrouve la proposition du N°36.
Exercices.
#. Démontrer que l’on a, pour toute valeur positive de x,
L(1+x) Læœ, 1.(1+x) > x — "5 R. On observera le signe des dérivées des fonctions LUxLa)—+, L(1Lx) — a+ >
qui sont nulles pour x — o.
Ne 2. Démontrer que x?(e* -- e-*) est positif pour æ > o.
3. Démontrer que, pour x > oet 3 , On a toujours I 25 x € —tg x + -sin +.
: Le 22 Nu Ar R. La fonction æ — - tgx EN est nulle pour æ—o. Sa dérivée est négative
dans lintervalle considéré,
4. Si f(x) admet une dérivée déterminée dans l'intervalle (a, b) et si f’ (a), f’ (b) sont de signes contraires, il existe une valeur & entre «a et b pour laquelle /”’ (æ) s’annule.
R. On montre que f (x), étant continue, atteint pour une valeur & de x, plus grande que a et plus petite que b, soit une limite maximum L, soit une limite minimum L, et l’on a (90) f’ () — 0.
On déduit de là que si l’on a, en général, f” (a) = A, f’ (b) = B, et si K désigne une quantité comprise entre A et B, on aura, pour une valeur ë de x entre a et b,
l'E=RK.
5. Si f(x) a une dérivée f’ (x) dans l'intervalle (a, b) et si, s désignant une quantité donnée arbitrairement petite, on peut assigner un nombre & tel que lon ait, pour toute valeur de x appartenant à l’intervalle (a, b),
af pole à nca
la dérivée f’ (x) sera une fonction continue de æ dans l’intervalle (a, b).
6. Si f’ (x) a une limite déterminée lorsque x tend vers une limite æ,, et si À, A, désignent des infiniment petits de même signe, k, > hk, on aura
res Ps + ha) — f(21 + À) — f'(æ).
ha— h
R. Conséquence de l’équation (3) et de la propriété V. Cette remarque complète le théorème du N° ss.
DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES
95. Soit y — f(x) une fonction de x, f’(x) sa dérivée qui est, en général, une fonction de x. Si elle est continue et si elle admet une dérivée, on appelle celle-ci la dérivée seconde de f (x) et on la représente par f/’ (x). Si f”’ (x) admet à son tour une dérivée, celle-ci sera la dérivée troisième de f(x) et s’écrira f’/’(x), et ainsi de suite. On emploie aussi les notations
Dy, D°y, D5y, …, D'y.
La définition de la différentielle d’une fonction entraine les équations Go) df@)= (dx, df(n=f' (dr, df'(@)=f" (de,
On appelle différentielle seconde de y la différentielle d?y de sa différentielle dy; différentielle troisième la différentielle d5y de d?y, et ainsi de suite. Comme dx est arbitraire, on peut le supposer indépendant de x et l'on a, en appliquant les règles de différentiation et ayant égard aux relations (x),
dy = f(x) dx, d'y = d.f’ (x) dx = f' (x) dx’, dy = d.dy = d,f'!(x) dx = f(x) dxs, "etc.
et en général dy = [" (x) de”, d’où l’on tire | 2 n () pe, po. pt,
dx?
c'est-à-dire que la dérivée ne d'une fonction est le quotient de sa différentielle ne par la puissance n°" de la différentielle de la variable, prise comme constante. Ce qui fournit une nouvelle manière de représenter les dérivées successives.
96. La dérivée ou la différentielle d’une fonction explicite de x, obtenue par les règles du Chapitre IT, se présentant comme une nouvelle fonction explicite, sa dérivée s’obtiendra par les mêmes règles, et ainsi de suite. Nous effectuerons ce calcul pour quelques fonctions élémentaires.
Ze 4 =
J, On a trouvé d.x® — ax2=! dx; a et dx sont constants, donc d'.x= a (à — 1) 2 * dx?, dx = a (a — 1) (a — 2) x°-5 dx, et en général d".xt — a(a —1)...(a—n—+ 1) x"dx", ou encore
EE
D’ = dx” == a (a — 1) Lan (a — n—- 1) an,
Si a est entier et > o, cette dérivée se réduira à la constante a (a —- 1)... 2.1 pour n = a, et les dérivées d'ordre supérieur à a seront nulles. Cette remarque s'applique à toute fonction entière de x, de degré a.
II, De l'équation
feu Le ele
on tire immédiatement par la règle ci-dessus
d' É TL — (de # ae) ds = (-— 1) (— 2) TE (— ñn + 1) x "dx" ou \ d'l.x
ny de2e (— 1) EE DATI EE
Pour avoir D’ log x il suffira de multiplier par le facteur constant T4 II, La formule d.A*— A: 1. Adx donne, 1. À et dx étant constants, DIAMETAS (PANTIN NArAU=;A (LA) dr", d’où 3 DEA AS LEA)" et si À — e, | Diese" IV. On a trouvé
d. sin x — cos xdx — sin (:+°) dx.
11 suffit donc, pour différentier sin x, d’ajouter un quadrant à l'arc et de multiplier par dx. On déduit de là immédiatement
DSP (= + Hu
ErÔODE— et de même
nt d" cos x = cos ( + =) dx".
En divisant par dx", on aura les dérivées correspondantes. V. Soit y = arc tg x, d'où x—=tgy;ona
dx 1
= , — 2 Her dy — cos? ydx, Puis dy = — 2 cos y sin ydydx — — cos? y sin 2ydx?, dy. 2 (cos 2y cos y — sin 2y sin y) cos ydydx?= — 2 cos y cos 3ydx,
d'y = 2.3 (sin 3y cos y —- cos 3y sin y) cos? ydydx* — 2.3 cos" y sin 4ydx",
et l’on voit sans peine que, en général, re T d'y=1.2...(n — 1) cos" y sin y + n =) Remplaçant cos y par sa valeur en x, on a enfin
F 1.2...(n— 1), T | arc tg x — 2 a ñ ' —- arc tg x |}:
Ga)! 97. Formule de Leibnitz pour la dérivée n'°”° d’un produit. — Soit uv le produit de deux fonctions de x; on a trouvé D. uv — vDu + uDv, et en appliquant la même règle à cette équation, on aura D? uv — vD?u + DuDu + DuDv + uD°v, d’où D? . uv — vD°u + 2DvDu + D’v : u; de même D5 . uv = vD5u + 3DuD?u + 3D°vDu + Dôv : u, et en général, en montrant que si la règle est vraie pour D"! . uv, elle est vraie pour D’.uv, n(n — 1)
(3) D'uv — vD'u + nDv: D'-!u + rs
D?v : D'u +... + D'ou: u.
Cette équation peut s’écrire symboliquement D'uv — (Du + Dv)',
pourvu qu'après avoir développé le second membre par la formule du binôme, on change les exposants de Du, Dv en indices de dérivation.
one
98. Cette formule de Leibnitz s'applique souvent pour former une relation entre plusieurs dérivées consécutives d’une même fonction. Soit, par exemple.
y — cos (m arc sin x).
On reconnaît que, dans l'intervalle (— 1, +1) de x, les dérivées successives de y existent.
Posant arc sin x — z, d’où x — sin z, y == cos mz, on tire de la règle des fonctions de fonctions
m sin mz 2 m COS MZ COS Z —- Sin MZ sin Z
D,y = — ————— ; DR GE = D’
COS Z cos ou, en remplaçant au second membre, Cny A of = D,y LS ue S 202 T — x? Mises D:y; d’où l’on tire (1 — 2°) D?y — xDy + m'y = 0.
Le premier membre est une fonction de x dont la valeur est constante, puisqu'elle se réduit à zéro ; sa dérivée n°”, que nous formerons par la règle de Leibnitz, sera donc nulle, ce qui nous donne
(1 — x?) D'2y — 2nxD"Fty — n(n — 1) D'y — xD'Fty — nD'y + m°D'y — 0, (1 — 2°?) D'2y — (2n + 1) xD" y + (mm? — n°) D'y = 0.
Cette relation entre trois dérivées consécutives facilitera le calcul de ces dérivées, en particulier dans le cas où x — o et où l’équation se réduit à D'E2y = (n° — m°) D'y d’où l’on déduit facilement, Dy étant nul et y égal à r pour x — 0,
D'y—=—m, Dy—=o, D'y——m?(2 — m°), D'y = 0, Dôy = — m° (2 — m°) (4? — m°), etc.
99. Des différences successives. — Pour un accroissemnt Ax — h de
la variable x, la fonction y — f(x) reçoit un accroissement
Ay = f(x + h) — f(x),
qu'on nomme aussi sa différence première. Un nouvel accroissement h; donné à x détermine dans la fonction Ay un accroissement A (Ay) — A°y
OU
qui est la différence seconde de y, et ainsi de suite. Si l’on suppose ki — h; on à
Ay = f(x + 2h) — 2 f{e +R) + f(x);
À5y = f(x + 3h) — 3f (x + 2h) + 3f (x + h) — f(x), ete. et il existe une relation importante entre ces différences successives et les dérivées de f(x) supposées déterminées dans le voisinage de x. Posant
fe +R) — f(x) = 9 (x),
on a My=q(x+h)—p(x)=hg (x + 06h),o KB <1.
Or, on a v@)=f(x+h)— f(x), donc |
y = h if" (œ + 6h +R) — f' (+ Oh) = R9 f°' (ù + 6h + Ou), 61 étant aussi compris entre zéro et l’unité. On verrait de même que A5y = 15 f!!" (x + 0h + d1h + Oh), o € 0: < 1, ete. On conclut de là que, si h ou Ax a pour limite zéro, ona
AE 3) RS PL ET) lim is = f(&), im = f(x), etc.
Exercices.
y —= 6% cos bx
R. Se ramène au cas précédent en posant a — p cos 0, b — p sin 8, et l’on trouve d'y = p" e%* cos (bæ + n6) dx”. |
4, y—=ax"(r — x)", n entier. Trouver d'y.
cr TRE n'a) à R. crane |r-$ 2 (1—:x} NAT — 2}? ñ Ln(n—iÿP(n—2) x LE td".
Læ d'y Lin I I >. y = — R. nn JC His).
æ dx
SE ina
6. y — sGEerr à R. En décomposant en deux fractions plus simples, on trouve
d'y DZ ju I SE Gao lA dx" 24 (a — bæ)"T1 (a + bx)"+t 3. Trouver la dérivée (n + 1 }è"e de arc sin æ. R. De l'équation dy 4 L: 1 Etre él &%) 2(I— x) 2 —= uv de 7e AE RATE rt
on tire, par lapplication de la formule de Leibnitz et de l’ex. 4, d'y 1.3... (2n —1)(1 —x)" CR I I—7x dent ? 2° V’x — a«°
n(n—1:) 1.3 (LE mE) RON (1 —x)" 2 a 1.2 (2n —1)(2n —3)(1 + x)! + el S. Étant donné | y = (1 — x)"-2
démontrer que l’on a
d'y _ 219 mel es 5 sin (# arc cos à).
APPLICATIONS ANALYTIQUES. VRAIES VALEURS DES FONCTIONS
4100. Lorsqu’en substituant dans l’expression analytique d’une fonction o (x) de x une valeur particulière a, on obtient un résultat sans
LU LU O 09 L2 L signification, tel que - » — » 0. w , etc., on cherche la limite vers laquelle O
tend la fonction ® (x) lorsque x a pour limite a, c’est-à-dire o (a — o) ou o (a + o) suivant que x tend vers a en croissant ou en décroissant. Si ces limites sont égales, leur valeur commune s’appelle la vraie valeur de la fonction pour x — a (64).
« e) RE Considérons d’abord le cas où ® (a) est de la forme s; nous établirons
ce théorème :
RU PE NE
I. Soient f(x), F (x) deux fonctions continues de x ayant une dérivée; si f(x), F(x) s’annulent pour x — a, et si le rapport f! (x): F' (x) tend vers une limite À lorsque x tend vers la limite a, sans que F’ (x) change de signe, le rapport f (x): F (x) aura la même limite A.
Pour fixer les idées, supposons que x tende vers a en croissant. Étant donnée une quantité arbitrairement petite €, on pourra déterminer un intervalle (a — 9, a — o) dans lequel on aura constamment.
f(x AT RS Az, et comme nous pouvons regarder F’ (x) comme positif dans cet intervalle (puisque l’on peut changer les signes de f et de F ensemble), on aura
f()—(A+e)F'(x) Ko, f(x) —(A—:)F (x) > 0.
La fonction continue f(x) —- (A + €) F (x) dont la dérivée est négative décroit constamment (88); elle est nulle pour x — a; elle est donc positive dans l'intervalle (a — 9, a — 0). On voit de même que la fonction
f(x) — (A — €) F (x) est toujours négative dans ce même intervalle. Ainsi l’on a "
f@)—(A+9F (x) > 0, fr) —(A— 0) F (x) < 0; d’où, divisant par F (x) qui est négatif [car F (a) — o et F’(x)est > o], on à
f(x) __ f& FT) A on
Le rapport f(x) : F(x) finit donc par différer aussi peu qu’on le veut de A, pourvu que l’on prenne d suffisamment petit, C. Q. F. D. La démonstration se ferait de la même manière si « tendait vers a en décroissant : on considérerait l'intervalle (a + o, a + 0).
Par exemple, la fonction
sin x
O , LT e prend la forme — pour x — 0. On a done, en vertu du théorème ci-dessus, aix
ee eine LOUIS a—1b1.(5)
x=0 SIn X cos x
Remarques. — 1° Le théorème I reste vrai même lorsque
AL: | nes
À = + oo, c’est-à-dire lorsque le rapport f” (x): F’ (x) croît indéfiniment, æ ayant pour limite a.
Soit À — + , et G un nombre aussi grand qu’on le veut. On aura, dans un intervalle (a — 9, a — o}, f' (x): F’ (x) > G, d’où l’on déduira comme plus haut
f(x) —GF'(x) > 0, f(x) —GF (x) <o,
et par suite f(x): F(x) > G.
20 Le théorème I est vrai aussi pour a—, c’est-à-dire que, si f' (x): F’(x) tend vers une limite À lorsque x croît indéfiniment, f(x): F(x) tend vers la même limite A.
En effet, pour toute valeur de x supérieure à une valeur X, on aura comme plus haut, € étant arbitrairement petit et F’ (x) restant toujours de même signe,
RCA EE) TOC) ES 0 RS GAS) RU()E #0; d’où l’on conclura encore
æ étant > X; d’où l’on verra enfin que l’on a
f(x) A € 4 F (x) 4 À Ar. €, c’est-à-dire que f(x) : F(x) finira par différer de A d’unc quantité moindre que toute grandeur donnée.
402. Si f’ (x), EF’ (x) étaient nuls aussi pour x — a, le théorème I ne ferait plus connaître directement la vraie valeur de la fonction f(x) : F(x),
° , . . A O . 0 puisque À se présenterait lui-même sous la forme —. Mais en appliquant e)
A L4 nl Q Q 0 O ce même théorème à la fonction f”(x) : F’(x), qui affecte aussi la forme; 0)
on en conclurait que si le rapport f”’ (x) : F’’ (x) tend vers une limite A, il en est de même du rapport f” (x) : F’ (x) et par suite du rapport proposé. Et ainsi de suite, si f’’ (a) — 0, F’’ (a) — 0... Exemple. La fonction CCE A2
SOU
On a, en poussant les dérivations jusqu’au troisième ordre,
. ee t—om NO etLer—2 . er—es . ele x=0 X— Sin I — COS % sin x cos x
et cette deraière limite étant évidemment égale à 2, on en conclut que la vraie valeur de la fonction donnée pour x — o est égale à 2.
103. Il importe d'observer que le théorème permet de déduire la limite de f(x) : F (x) de la limite de f’ (x) : F’ (x) lorsque celle-ci existe, mais que f’ (x) : F’ (x) pourrait ne tendre vers aucune limite déterminée, sans qu’on püt affirmer qu’il en est de même du rapport f(x) : F (x).
. , e e e , O Considérons la fonction suivante qui se présente sous la forme s pour
in ) +5
LT
K(x)#enie tr On a ici
el I I f(x) — 2x sin-— cos-, F’ (x) — , L x 1+x
et l’on voit sans peine que le rapport de ces dérivées ne tend vers aucune limite fixe quand x tend vers zéro ; À est donc indéterminé. Mais on peut écrire
f (x) % in!
—— = ———— : x Sin-»
F{x) l(1+7x) et comme le premier facteur tend vers l’unité (28), le second vers zéro, on en conclut que la vraie valeur cherchée est zéro.
CO
204. Forme ur IE, Si f(x) et F (x) croissent indéfiniment en valeur
absolue lorsque x tend vers une limite a, et si f! (x) : F' (x) converge alors vers une limile déterminée À, F’ (x) restant de même signe, le rapport f(x) : F (x) convergera la même limite A.
Si x tend vers a en croissant, on démontrera, comme pour le théorème I, que dans l'intervalle (a — 9, a — o) on a, en prenant F' (x) > o comme on peut le faire,
f(x) —(A+e)F' (x) Ko, f(x) —(A—:)F(x)> 0, d’où il suit que, k désignant une constante positive arbitraire, les fonctions
De ON
qui ont respectivement pour dérivées les précédentes, seront l’une toujours décroissante, l’autre toujours croissante dans cet intervalle. D'ailleurs on peut prendre la constante k assez grande pour que, pour x = à — 0, la première fonction ait une valeur négative, la seconde une valeur positive; on aura donc dans l'intervalle (a — d, a — o),
f(x) — (A +e)F(x)—k Lo, f(x) —(A—:)F(x)+k> o, d’où, F (x) étant positif,
f(@) À: HORS Fe) STE) FG) F@
Lorsque x tend vers a, k : F (x) a pour limite zéro, et comme £ est une quantité arbitrairement petite, f (x) : F (x) finira par différer de A aussi peu qu’on le voudra ou aura pour limite A. |
On démontrerait comme plus haut que le théorème subsiste si x tend vers a en décroissant, ou si À — + w , ou enfin si a — .
Nous sommes donc ramenés pour rechercher des vraies valeurs des
. 0 co « fonctions qui se présentent sous la forme —; à la même règle que pour ee]
O : . x celles de la forme -; mais elle paraît ici sans usage, car d’après la o)
remarque VII du N° 92, la dérivée tend généralement vers l'infini en même temps que la fonction pour une valeur finie de la variable. Le
; 00 rapport f” (x) : F’ (x) se présentera donc aussi sous la forme aol de
même f”’(x): F’’(x), etc... Mais on pourra souvent effectuer, sur le
rapport des dérivées du premier ou du second ordre, des simplifications
qui permettront de trouver sa limite et par suite celle de f(x) : F (x). Par exemple, pour x — 0, Il. x et cot x sont infinis. On a donc
l. © si sin? % PSI TT lim ———]im Je — — ]im — : Sin T— ©.
x=0 COt Æ _ sin x XL
4105. Si f(a) —0, F(a)— + ©, le produit f(x)-F(x) se présente sous la forme 0: , pour x — a. Pour trouver sa vraie valeur, on écrit
CCE EL
è O ces deux dernières expressions affectent, l’une la forme - ; l’autre la O
CO , Q e ? A forme — ; ct l’on détermine leur limite par l’une des règles données
ci-dessus.
Exemple: f(x) —sinx, F(x)—1. sin°x, pour « — mx, m étant entier. On trouvera successivement
ee sn . Lsin®æ . [2sinxcosx cos x lim (sin x 1. sin? x) — lim = — — ; — — GMT (sin x)! sin? x sin? x — — Jim (2 sin x«)— — 2 sin mr — 0.
106. Si f(a)— ©, F(a)—, la fonction f(x) — F(x) a la forme %®—o pour x —a. On met les fonctions f(x), F(x) sous la forme 1:@(x), on réduit au même dénominateur, et l’on est ramené à la
O QE! 4 s forme —et à la première règle. Soient e)
40; fa) ==, F (x) = cotx,
on a SL: . SINT—xXCo8sx . x Sin x lim {—— cot à ) = lin —— — 1m —o rar x sin x sin x + x cos x
407. Considérons enfin la fonction F(x}”. Si l’on a f(a) — 0, F(a)—0o; ou f(a)—0, F(a) =; ou f(a) = +, F(a)— 71, la fonction prend, pour x — a, l’une des formes o°, w °, 1°. On posera
pr) =1F(ÿ® = f(x) 1 F (x), et (a) aura, dans les trois cas, la forme o:x . La règle du N° 4105 fournira sa vraie valeur, et par suite la limite de F (x).
Exercices.
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Lorsq'une série (1) Uo Ua He Lu He
dont le terme général w, est fonction de x, est convergente pour toute valeur de x appartenant à une intervalle (a, b), la somme s de la série est elle-même, en général, une fonction de x. Pour chacune de ces valeurs de x, il existe un nombre N tel que la différence s — s, — R, (26) soit, pour tout nombre # => N, plus petite en valeur absolue qu’une quantité donnée arbitrairement €. Mais ce nombre N dépend à la fois de € et de x et peut même croître indéfiniment, pour une valeur donnée de €, lorsque x s'approche d’une limite déterminée.
Nous dirons que la série (1) est équiconvergente dans l'intervalle (a, b) lorsque, si petit que soit donné €, on peut assigner un nombre N tel que l’on ait WR, << pour toute valeur de x dans l'intervalle (a, b) si nest égal ou supérieur à N.
AUDI
409. Taéorème 1. — Une série est équiconvergente dans un intervalle (a, b) lorsque, dans lout cet intervalle, ses termes sont, en valeur absolue, égaux ou inférieurs au termes de même rang d’une série convergente à termes constants et positifs
Go + &i + ee an +
En effet, soit R; le reste de cette dernière série. Pour toute valeur de x > a et <b on a, par hypothèse,
MA (Snip — 5n) € (An + Ang + + Gnsps) Rs, et, puisque p est arbitrairement grand, Si donc, € étant donné, on détermine N de façon que R+ soit <e, a fortiori on aura, pour toute valeur de x dans l'intervalle (4, b),
R, moindre que € en valeur absolue, pour n > N. Exemples. — La série
Ps es A re
est équiconvergente dans un intervalle fini quelconque (a, b); car, soit
r un nombre fixe aussi grand qu’on le veut; la série
D dre
est convergente, le rapport w,,1: u, (88) ayant pour limite zéro.
De même, la série Z(a, sin b,x), dans laquelle b,, ba, .… b,, .… sont des constantes et Za, une série convergente à termes positifs, est équiconvergente dans toute intervalle assigné à x.
Considérons maintenant la série (x > o)
x œ x x Sr PT CC ER ET An = T) Ce wT) ENS Le décomposition x mise | I (1 nx) (x Unix) 14 : + (n +i)x donne ici
En —= Ii —
Si x est > o, $, a pour limite l’unité quand n tend vers l'infini, la somme de la série est donc l'unité. Mais, pour x — o, quel que soit n, On a $, — 0, donc s — 0. La somme de la série est donc fonction discontinue de « pour x — o.
Cela posé, pour x > o,ona
D 1 Lnx |
si x varie dans un intervalle (a, b) ne comprenant pas zéro, on aura toujours L
I 1 AR a PAT
et si l’on détermine N de manière que cette dernière fraction soit moindre qu’une quantité donnée € pour # = N, on aura R, < € pour toute valeur de n > N, x étant compris dans l'intervalle (a, b). La série est donc équiconvergente dans cet intervalle. Mais si l’on suppose a —0, quelque grand que soit #, on pourra attribuer à x des valeurs telles que nx soit très petit, et par suite R, > €. La série n’est donc pas équiconvergente dans un intervalle (0, b).
410. TuéorèME. Il. — Une série dont le tèrme général u, est fonction continue de x dans un intervalle (a, b) et qui est équiconvergente dans cet intervalle, a pour somme une fonction continue de x.
De l'équation s — 5, +R, on déduit, pour un accroissement À de x,
As = As, + AR,.
Soit une fraction arbitrairemet petite donnée. Si l’on prend n suflisamment grand pour que WAR, soit < € pour toute valeur de x dans l'intervalle (a, b), on aura, quelque petit que soit h, VA AR, < 2e. D'autre part, n étant invariable, 5, — 0 4-4 + +: + w,_, est une fonction continue de x dans l'intervalle (a, b), on peut donc prendre À assez petit pour que $&, varie d’une quantité moindre que €, on aura M A5, < €. On a donc
M Às < 3e,
et puisque € peut être pris aussi petit qu’on le veut, s est fonction continue de x.
411. On appelle série potentielle toute série ordonnée suivant les puissances entières, positives et croissantes d’une variable x ou de la forme
(2) Go Æ dix Æ ao? + ce Lan" Le,
les coefficientes &o, &i, .. an, ... étant des constantes positives ou négatives. Ces séries jouissent de propriétés spéciales dont voici les plus importantes.
THÉORÈME, III. — Si pour une valeur positive r, de x, le terme général an x" ne peut jamais surpasser en valeur absolue un nombre fixe, la série (2) sera absolument convergente pour toute valeur de x numériquement moindre que ra.
Posons &, — WA 4, r — VA x. La série à termes positifs
est convergente, comme on sait, pour r < r. Donc, d’après le théorème du N° 81, puisque «, r” ne peut pas surpasser un nombre fixe, la série obtenue en multipliant les termes de la précédente respectivement PAT os ŒaTiy Mol rs ses CnT# SAVOIT
Co À ar + or? + + nr sera encore convergente, ce qui (4) entraine la convergence absolue de la série (2).
Ainsi la série
rat Ent. RME PA EE Et PERS
Ph 4... 2n
est absolument ns À si A x < 1, car, pour x — 1, on a, quel que soit n, 1.3...(20 — 1) 2,4... 21 222. Il suit de là que, pour déterminer l'intervalle de convergence de la série potentielle (2), on supposera que x croisse à partir de zéro, on cherchera la plus grande valeur r, de x pour laquelle l'expression &,r% ne croit pas indéfiniment avec », ou du moins la limite supérieur r, des valeurs de x qui remplissent cette condition. La série (2) sera absolument convergente si — r1 < x <r1; elle sera divergente si x < — r; ou si x > r1, Car le terme général croîtra indéfiniment en valeur absolue. Pour x — Æ r,, elle scra tantôt convergente, tantôt divergente.
Ainsi, la série X — est absolument convergente pour toute j 1.2..:.N
valeur de x; la série
IX —Hi.2at+r.2.3 25e
est divergente pour toute valeur de x, sauf x = o. La série
x? XS TH Gt L +.
NUE 3 n
est absolument convergente si l’on a — 1 x < 1 ; elle est divergente siWæx>1, car l'unité est la plus grande valeur de x pour laquelle x": n ne croit pas indéfiniment avec n (24). Pour x — 1, la série est convergente (44), pour x — — 1, elle est divergente (86). L’intervalle de convergence de cette série est donc (— 1 + 0, + 1).
123. TuéorèMEIV. — La série (2) est équiconvergente dans l'intervalle (— p, + p), p désignant un nombre déterminé quelconque inférieur à rs, et elle a pour somme dans cet intervalle une fonction continue s de x.
En effet, d’après le théorème précédent, la série
Go —- tp + &2p° + SES À n°" —+ ..
est convergente; donc, d’après le théorème I, la série (2) est équiconvergente dans l'intervalle (— p, + p). Il suit alors du théorème II que la somme s de cette série est fonction continue de x dans l’intervalle (— p, + p), puisque x, est une fonction continue.
Mais cette démonstration ne prouve pas que la somme s est une fonction continue de x dans l'intervalle (— r1, + r;), et il faut ici recourir au
424. TuéoRÈME V (Are). — Si la série (2) est convergente pour une valeur x, de x, elle est convergente pour toute valeur de x numériquement moindre que %1, et a pour somme une fonction continue de x dans l’intervalle (0, x).
Soit r1 — VW %,; d’après l'hypothèse, il est impossible que æ,r” croisse indéfiniment avec n ; la série est donc convergente, d’apès le théorème III, pour toute valeur de r < r1, ce qui démontre la première partie de la proposition.
Ensuite, nous avons
Snip —— Sn — An" = Gns4X"T! —— … + PR,
LH n x x = | — anX + = DÉETRE lt e. —|- LE, AE Goes MH T n , 1 Xi x:
La série étant convergente pour x —%1, on peut supposer # assez grand pour que lon ait toujours, quel que soit p,
VA (ana + Quant EE Gap nette 1) C6,
« étant pris aussi petit qu'on le veut. Si x est compris entre o et x, les facteurs
sont positifs et décroissants ; le lemme du N° 42 donne donc
TX ñn AU (Sn+p rer 8n) A Lee €, X1
et comme p peut croître indéfiniment % ñn WA (s—5,) — WAR, <(£) €.
La série est donc équiconvergente dans l'intervalle (0, x,) et a pour somme une fonction continue f(x) de x dans cet intervalle. Donc, lorsque x tendra vers la limite x1, f(x) aura pour limite f (x).
Ainsi la série
étant convergente pour x — — 1, est convergente dans l'intervalle (0, + 1), et si f(x) désigne la somme de cette série, on aura At Fo lim L=z I — — mt — ..e net) SELS - FE
THÉORÈME VI. — Deux séries potentielles
(3) Go + x — aex? + +, bo + dix + Dex? +. .,
ordonnées suivant les puissances d’une même variable x, et dont les sommes sont égales pour toute valeur de x qui assure la convergence des séries, sont identiques terme pour terme.
Soit (— p, + p) un intervalle dans lequel les deux séries (3) soient convergentes. Les sommes des deux séries seront des fonctions continues de x dans cet intervalle.
Faisons tendre x vers la limite zéro ; la première somme aura pour limite &, la seconde b:; donc, ces sommes étant constamment égales, on aura (20)
do — bo.
Retranchons des sommes ao aix + ax? —E + + et bo bix ban? +...
respectivement ces quantités égales, et divisons par x, nous aurons
di — aox + asxt + = bi + bar + bsx? +
Faisons tendre x vers zéro et appliquons le même raisonnement, nous aurons O1 — bs, et ainsi de suite. On aura, en général, a, — b,, et les deux séries sont identiques.
I] suit de là qu’une fonction f(x) ne peut être développée en série potentielle que d'une seule manière.
S 2. FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN
426. La formule de Taylor a pour objet le développement d’une fonction de x h en série convergente ordonnée suivant les puissances de À.
La fonction f(x) étant supposée continue ainsi que ses n—1 premières dérivées f” (x), f’’ (x), .… f"-‘(x) dans un intervalle (a, b), tandis que la dérivée n°” f" (x) est simplement déterminée dans l'intervalle (a +0, b—-- 0), posons b — a + h et développons /f{(b) suivant les puissances entières de k comme si f(x) était une fonction entière de degré n — 1, en complétant l'égalité par un terme R, — h?P, où p est supposé > oet € n, tandis que P est une quantité inconnue à déterminer. Nous aurons donc
(3) AO) AMG) EP) ee OP
Pour déterminer P, désignons par x une quantité qui varie dans l'intervalle («, b) et posons
p (x) = (a) + (b— a) (9 + PET ae RE de br)
On verra immédiatement 1° que o (x) a une dérivée déterminée dans l'intervalle (a + o,b — o), en vertu des propriétés attribuées à la fonction f(x), et que cette dérivée se HPLE P étant indépendant de x, à
À sed x)" b >
Tr ai (x) — p(b— x) 2° que pour x — a, on a, à cause de b—a—h et de l'équation (A), p(a)== f (b); 5° que pour x —b on a o( b) — f{b), donc
fr (@) + (b — ap
Appliquons le théorème de M. O. Bonnet, et désignons par 9 une quantité inconnue > o et < 1; nous aurons g” (a +- 0h) — o, ou, d’après la valeur de æ (x),
Pt te a - Oh) — phe-t (1 —0ÿ-1P—0, 1.2..(2 —1) ce qui donne pour l'expression du terme complémentaire PP, (1) R, — Date jrs f(a+ 0h), (0 <0<1).
Cette quantité R, est ce qu’on nomme le reste de la série de Taylor. On se sert surtout des deux cas p — n, p — 1, qui donnent les formules particulières
(2) Re, = fn (a + 6h),
hr (x — 6)!
La quantité 0 reste inconnue, elle dépend de n et n’a pas la même valeur dans les formules (2) et (3), mais elle est toujours > oet < 1. Si l’on remplace b par a +- h, l'équation (A) deviendra
flan) = F(@) + hf (a) + fr (0) + (4) hr-1 Ar .2...(N — NE EE
Supposons maintenant que l’on attribue à n des valeurs indéfiniment croissantes, et que, d’une part, les conditions imposées aux dérivées successives de f(x) ne cessent pas d’être remplies; d’autre part, R, ait pour limite zéro. La somme des # premiers termes du second membre de l’équation (4) aura nécessairement pour limite f(a + h), en sorte que l’on aura le développement cherché de f(a h) en série convergente suivant les puissances entières, positives et croissantes de À. C’est là proprement la série de Taylor.
127. Remarques. 1° La fonction f(a—-h) ne peut être développée en série suivant les puissances entières de h que par la formule (4), d’après le théorème du N° 445.
2° La série indéfinie de Taylor ne peut être employée qu'après qu’on
s’est assuré que lim R, — o. Cette condition est toujours remplie lorsque n = ©
pour des valeurs indéfiniment croissantes de #, WA fn (x) finit par rester moindre qu’un nombre fixe À dans l'intervalle (a, «a + h). En effct, on a remarqué (442) que la série
LR
est absolument convergente pour toute valeur de h, son terme général tend donc vers zéro, quel que soit k, lorsque n devient infini. Donc
2 nn
VAR, < WA A
aura pour limite zéro.
5° Si l’on sait déterminer la limite maximum A et la limite minimum B de la fonction f" (x) dans l'intervalle (a, b), on aura
RNZ (a — 2); 102%. MEL. 2..07
on connaîtra donc deux limites entre lesquelles est comprise l’erreur que l'on commet en arrêtant la série de Taylor après le n°?” terme.
AS. Série de Maclaurin. — On écrit la formule de Taylor sous diverses formes. En représentant la fonction f(x) par y, en marquant par l'indice la valeur de la variable à laquelle la fonction se rapporte, on a
jun (E) it (Ou) +. +). rT
+ GUUR —
Si, dans l'équation (4), on remplace a + h parx, k par x — a, elle devient
ui {' (a) +.
| fe) = f (a) + (& — 0) P{a) + LTD (6) AA D
et si l’on choisit comme cas particulier a = 0,
NA Fo)+af(o)+ = f'o)+ re
ere Ce
Cette formule est celle de Maclaurin, ct d’après les principes sur lesquels elle est fondée, elle suppose 1° que f(x), f” (x), .… f"—! (x) soient des fonctions continues dans l’intervalle (0, «); 2° que f" (x) soit déterminée dans l'intervalle (Ho, x —o), si x > o. Elle sert au développement de f (x) en série suivant les puissances acendantes de x,
à la condition que l’on ait lim R, — o. Or, l'expression de R,, déduite n = ©
des formules (2) et (3) en faisant a — 0, h — x, sera
x" (@) ce (Al ou 9) X(r — n—1 (9) he NS (nt) f" (Ex).
On emploie l’une ou l’autre forme suivant les cas. Les remarques faites plus haut sont applicables ; ainsi R, tend vers zéro lorsque VA f(x) est constamment moindre qu'un nombre fixe dans l'intervalle (o, x); le développement n’est possible que d’une seule manière, etc.
V 3. APPLICATIONS
419. Posons f(x) — A*. D’après la formule connue (98, III), on a f" (x) — A* (1. A)". La fonction et ses dérivées jusqu’à un ordre quelconque sont continues dans tout intervalle. Les formules (7) et (8) donnent
A—1Lxl. RReAtes Es nn Re
(n— 1) 1.2...n D’après la remarque faite, (x 1. A)" : 1 .2 ... n a pour limite zéro quand x devient infini; A®* a une valeur comprise entre o et A; done lim R, = 0, et l’on a en série convergente, pour toute valeur de x,
Leu lon à pee ARE au
AE Si l’on prend À —e,;onal. A—7ret
—i+r+— er +.
Pour x — 1, on en déduit cette série propre au calcul du nombre irrationnel e :
ae 2. Le FER er
120. Pour f(x) = sin x on a f" (x) — sin (: + 2), dérivée tou-
jours continue et numériquement € 1, quel que soit ». La formule de Maclaurin s’applique et l’on a 12 œ x?
L209 NT OP NE
Pour évaluer l'erreur maximum, on a la formule
L rie nt VAR, — Ï 0 er VA ME sin ( e+ = )< I
On trouve de même, en série convergente dans toute intervalle de x, la formule
Il est à peine nécessaire d’ajouter que les séries qui représentent e”, cos x, sin x sont équiconvergentes et absolument convergentes dans tout intervalle, |
421. Fonction logarithmique. — La fonction 1. x n’est pas développable par la série de Maclaurin. Nous développerons donc la fonction
f(x) = (1 + x)1. (1 Lx), qui donne Po) Te LG ER) OUR EE OE
f(x) =(— 1) PRE re
19,2 LACS Te
La fonction et toutes ses dérivées sont continues dans l'intervalle (— 1 + 0, o ). Développons par la formule (7) jusqu’au terme de rang n + 1, nous aurons en faisant usage de la forme (9) pour R,11,
x? x° x" ati I 0) ñ EN Re Re RE ET er)
Soit r — VA x. La série qui a pour terme général x" : (n — 1) n est divergente si r > 1, d’après la règle du N° 88. Nous n’avons donc à considérer que le cas où r € 1. Or, on a dans ce cas
IH0x>1—6r>1—0, done ni) < %
et par suite
WAR
qui tend vers zéro lorsque » croît indéfiniment. On a donc en série convergente, pour toute valeur de x dans l’intervalle ( — 1, + r),
CÉAIN EN EE Le second membre peut s’écrire sous la forme
ee)
et si x n’est pas égal à — 1, ont peut diviser les deux membres de l’égalité ci-dessus par 1 + x et l’on a
Cette formule est done démontrée pour toute valeur de x dans l’intervalle (— 1 Ho, + 1), Pour x — r elle donne
I I I Po |...
MAD
222. Si, dans cette formule, on change x en — x, on a la suivante, valable si WA x < 1 :
d’où, retranchant, | 3 6) L(i+zx)—1L(i—x)—1l. = 2 (EE).
Posant
TEEN LES 1e d'où. — EN CNE
et supposant p, q choisis de facon que l’on ait Wx<1, on pourra appliquer cette série et l’on aura
ur CE) +]
Si p — q est très petit et p + q très grand, la série convergera rapidement. Ainsi, pourp=2,q{—1,0na
Te fe te S+- +).
Pour p — 128, q —125,0na
F 3 ÊTE Lr DE ) et comme |. 128 — 1. 27 — 71, 2, on en tirera la valeur de 1. 5. Er ainsi de suite.
On passera de ces logarithmes népériens aux log. vulgaires en les multipliant par (l. 10)-' dont la valeur est fournie par la seconde des séries précédentes.
123. Formule du binôme. — Proposons-nous de développer par la formule de Maclaurin la fonction (1 + x)", m étant une constante réelle quelconque. On a done
fe) = Ga), fe) = me (1 9, P (= me (ie — 2) (1 a), f(x) mm—i)..(m—n+i(G +).
Toutes ces dérivées sont continues dans l'intervalle (— r 4-0, æ ). On a done, par la formule (7), (a) (Ha) = mat ——— Eu À a+. Pet HR.
Désignant par w, le terme qui en a # avant lui, on a
Un+1 NN — nn I L. Un1 7" — Hrcdmes L, lim lbs Un n n—=0o Un
Donc (49) la série est convergente si Ax < 1, divergente si Ax > 1. Dans le premier cas, on a par la formule (9) rie 0 NAS = a m(m—1)...(m—n—+}1) (1 + 0x)"-"
AE
A M pn . = TDi rs 1/20 (14) DA QE ire x(2=) î
Le premier facteur devient zéro pour n infini, car c’est le terme général d’une série qui est convergente si WAzx < 1. Le deuxième ne peut croître indéfiniment, même sim—1<o,carona
Le troisième facteur ne peut surpasser l'unité comme on l’a vu plus haut (420). R, a donc pour limite zéro et la série
1) en ne LEA AT RATE
HET LA
est applicable par toute valeur numérique de x moindre que l’unité. Lorsque WA x > 1, la série est divergente, sauf le cas où m est entier
et positif. En effet, dans ce cas, f” (x) s’annule et avec lui R,, pour
n >m. La formule de Maclaurin donne exactement le développement
de (1 + x)" en un polynôme ordonné suivant les puissances ascendantes
de x. Signalons les cas particuliers suivants qui se rencontrent souvent :
Les
(1H x)" = 1 + mx + ———
Si l’on pose enfin f(x) = arc tang x, on aura
LR Ur f(x) — 240 sin n (© — arc tg «) (1 + a) et par suite HO OR AO) Er, Mo) 0 ONE x 73; 01 d’où x$ x? x2i+1 BEBE Denon ete 2m DAT ELLE La série est convergente si WA x < 1, divergente si A x > 1. Dans le premier cas on a, par la formule (8),
ax? Te2 ee (1 —
pm no Pr (Ur III n (2 + are tgôx) PAU
x" cos (n arc tg Üx)
On a évidemment lim R, — 0; la somme de la série est donc égale à
n = 0 arc tg x, Pour x — 1, T TT ET = |] — + —- 4.
4 3710587 On se sert, pour le calcul numérique de 7, d’une série plus convergente, en posant
arc t ; : 4 CR Do AR EU 51004 |
d’où l’on tire
T (RATE TNT 20 LD { — ns cd a —— ———————— 4 cb 1C 2) (g4z 1 120+ 119
car, en calculant tg 4z en fonction de tg z, on trouve tg 47 — 120: 119. On a donc
tg u : = arc t < arc :
ere Re ES ne 230 re) Ne ° 239
d’où enfin, par la série ci-dessus,
TRE É I I | I I dE I ) A ET NC 239 3-+239° 5-239°
425. L'emploi de la formule de Maclaurin exige que l’on vérifie si lim R, — o, ce qui présente des difficultés à cause de la formation de
n = © la dérivée ne, Aussi a-t-on recours à divers artifices.
Si l’on sait d'avance, par un moyen quelconque, que f(x) est développable en série potentielle, le développement devra coïncider avec celui que fournirait la formule (7). On se bornera à former les coefficients des puissances de x, soit par la méthode des coefficients indéterminés, soit par le calcul de proche en proche de f (0), f’ (o), f'' (o), .…; par exemple, comme au N° 98. |
Pour développer une fonction composée, comme une somme, un produit, il sera souvent plus simple de développer chacune des fonctions dont elle se compose et de combiner les séries. Soit à développer, pour xæ > —1ret < 1, la fonction
ER: x) 1 x
On a, dans cette hypothèse, d’après les N°: 424 et 128,
L. RAR at ARR Gr PET (Hat = 1 — 0 + 0 — à
De plus, ces séries sont absolument convergentes. On peut done les multiplier d’après la règle donnée au N° 45, et l’on a
ee Co) Ohé)enr
et cette formule sera toujours applicable dans l’intervalle (—1+-0, 1 —0o).
Exercices.
4. Développer e% cos bx par la formule de Maclaurin. R. On pose a = r cos +, b— r sin +, et l’on trouve par lex. æ, Ch, [V,
c2% cos be = 1 ra 008 g + cos 2 29 + — = 008 3p +
C id
a e0az cos (0bx ny), lim R, —0.
ñn = 0 On développe de même e%* sin bx, 2. Développer cos (m arc sin æ) par la formule de Maclaurin. R. On s’assure d’abord que la formule est spolisehles on calcule les coefficients par la formule du N° #8, et l’on a mx? es 21), 112 12,271
cos (m arc sin æ) = I —
m2 (m2 — 22) (m°? — 4?) ge 1.2...0 æ. Développer y — (arc tg x).
R. On s’assure que le développement est possible, si — 1 € x < 1, et l’on caleule les coefficients par la relation |
(D"E2y)o + 2n* (D'y)o + n (n — 1} (n — 2) (D y) = 0: 4. Développer are sin æ par la formule de Maclaurin. R. On se servira de la formule de l’ex, 3, Ch. IV, pour calculer les coeflicients et
vérifier si le reste tend vers zéro. On aura, pour WU x € 1,
sinx— + HT arc sin x +- 2141500211 0
Démontrer que, m et n étant entiers, on a
ose
I 1 L li + ——© + — + 0 + — — |], m, RS (: n + I n +2 mn
R. On trouve, par la formule de Taylor, 1 I Pnpa) n See 0<8 < I, et par suite à
LS I UNS I Lente te EE) EE
I I Re CE
d’où l’on déduira facilement le résultat annoncé. 6. Développer (1 + x + x? + a%)- suivant les puissances ascendantes de x. R. On met la fonction sous la forme (1 — x): (1 — *«t), et, comme au N° #85, on trouve, pour — 1 < x < 1, (te Hat Has) = 1 — x mi — ùù + as — a +...
3. Développer x arctg æ — 1. V1 Fa; (—1<x<1). R. On trouve la série convergente œ° œ4 FA md NL —— ne ne.
Fo NS ARR E CRT.
qui subsiste pour x — +- I ou
CHAPITRE VIT
APPLICATIONS ANALYTIQUES (suile), — MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE.
426. On dit qu'une fonction simple f(x) de la variable devient maximum pour une valeur a de x, lorsque, pour toute valeur de x dans un intervalle déterminé ‘(a — €, a He), on a constamment f(x) < f(a); ou, pour toute valeur de h numériquement moindre que €, f(a + h) — [(a) < 0, quel que soit le signe de h.
Si,au contraire, on avait /(a—-h)—f{a)> o, on dirait que f(a) est un minimum de la
Fige 7. fonction. Géométriquement, l’ordonnée de la courbe AMNB (fig. 7) figurant la fonction f(x), il y aura un maximum au point M, un minimum au point N.
Une fonction peut donc admettre plusieurs maxima et plusieurs minima.
Supposons la fonction f (x) continue dans le voisinage de x — a, Si elle admet une dérivée déterminée f’(a) > ou < o pour x — a, on sait (88) que la différence f(a +- h) — f (a) sera de même signe que À dans le premier cas et de signe contraire dans Je second; dans les deux cas elle changera donc de signe avec k et il n’y aura ni maximum ni minimum pour x = a. Donc, pour que la fonction f(x) devienne maximum ou minimum pour une valeur a de la variable, il faut, ou que f'(a) soit égal à zéro, ou que f(x) n'ait pas de dérivée pour x = a.
423. Supposons donc que f”’(a) soit nul et en outre que f’(x), f''(x) soient des fonctions continues dans le voisinage de x = a. On aura par la formule de Taylor, f’ (a) étant nul,
fa+ fo = À fat (o <0< 5).
Or, h? est positif; f’’(a 4 0h) sera de même signe que f/’(a), supposé différent de zéro, pour des valeurs suffisamment petites de h (68), donc f(a—+ h)— f(a) aura le même signe que f/'(a), quel que soit le signe de h. Il suit de là que f(x) sera maximum pour x = a si f/'(a) est négatif, minimum si f''(a) est positif. Si f'(a) est nul, un nouvel examen est nécessaire.
Supposons, en général, que les n — 1 premières dérivées de la fonction s’annulent pour x — a,
SR, PEAR EX eS fa) Zo,
toutes ces dérivées étant d’ailleurs continues dans le voisinage de x — a. Le théorème de Taylor donnera |
Fa (oO = fra +0) (o <O < 1)
et en raisonnant comme plus haut, on verra 1° que si n est impair, le second membre changera de signe avec h et il n’y aura ni maximum ni minimum pour x — a; 2° que si » est pair, f (a h) — f{(a) sera, dans le voisinage de À — o, de même signe que f”(a), en sorte que f (a) sera un maximum si f#(a) est négatif, un minimum si f(a) est positif.
La règle pour trouver les maxima et les minima d’une fonction explicite est donc celle-ci : on égalera à zéro la dérivée de la fonction, on cherchera les racines réelles de cette équation, et on les substituera dans
la dérivée seconde : si le résultat est négatif, la racine correspondra à un maximum; s’il est positif, à un minimum; sil est nul, on recourra aux dérivées suivantes comme il est dit plus haut.
On peut se servir des différentielles au lieu des dérivées dans l’application de la règle, car d'f (x) = f" (x) dx”, et le facteur dx" étant différent
de zéro, et positif lorsque n est pair, sa présence ne change rien aux résultats énoncés.
Prenons comme exemple la fonction f(x) = x (x — a
n étant entier ct positif, a positif, cette fonction satisfait à toutes les conditions énoncées. On trouve
f(x) —=(x— a)" '[(n+i)x — a], f(x) = n(x — a)"?[(n Lr)x — 24].
L’équation f’(x) — o admet les racines
ne n +1 La première donne
et répond à un maximum si x est pair, à un minimum si n est impair. La seconde x — a annule f(x) et les dérivées suivantes jusqu’à l’ordre n — 1 inclusivement. On a ensuite, par la règle de Leïbnitz (93),
fn(@)=n(n— 1)... 2.1{(n+Hi)x— na], f(a)=1.2...n.a; si n est impair, la première dérivée qui ne s’annule pas étant d’ordre impair, x — à ne donne ni maximum ni minimum; si # est pair, /"(a) étant positif, / (a) est un minimum. :
Enfin, les valeurs de la fonction qui correspondent à ces racines sont
(=) rm ( de f(a) = 0.
129. Les règles ci-dessus se rapportent aux cas où f’(x), f’'(x), satisfont à certaines conditions de continuité. La fonction peut admettre d'autres maxima et minima, pour des valeurs de x pour lesquelles la dérivée n’existe pas. On les reconnaît à ce que la dérivée, positive pour x <a, devient négative pour x > a, ou inversement. Dans le premier cas, la fonction f(x) cesse d’être croissante pour devenir décroissante pour æ = @, il y a maximum; dans le second cas, il y a minimum.
SL Ainsi, la fonction f(x) — 1 + <) donne f(x) — 2x ÿ; la dérivée ne s’annule pour aucune valeur de x, mais elle devient Her pour % —0, qui donne f(o)— 1. Comme f”(x) est négatif pour x <'o, positif pour x > o, x — 0 correspond à un minimum de f(x). De même, la fonction
fa) = x — ei
s’annule pour x — 0, et le rapport f(h):h a pour limite + 1 ou — 1 suivant que k est > ou <'o; il n’y a pas de dérivée. Mais on voit directement que f(h) — f(o) est positif, quel que soit le signe de h, donc f(o) = o est un minimum de la fonction. ; Il y a quelquefois avantage à déterminer ainsi directement le signe e f(a + h) — f(a) au lieu d'employer la dérivée seconde, même dans les cas où cet emploi serait légitime.
Exercices.
Trouver les max. et min, des fonctions suivantes :
2. flx) = x5 — 78x5 + 1620x — 1000. R. x — — 6, max., f — — 2296; x — — 3, mIN., /— — 4078; æ — 3, max., f — 2078; x — 6, min., f — 296.
2. VERRE —- V'ab, MAX.; X — — V' ab, min, (£ + cos x) cos x — sin? x. R. : m— 0; *max:;°2—7T, max.; x — arc cos (= :) min, 4, f(x) —=(2 + 3 cos x) sin x. À. cos ue, max, ; se min.
5. f(x) —=(1t + x5) (7 — x)°. R:æ@—=0,; min, f—=40 4 I\FP mars = 72; æ —7, MiINn., f—=0.
æ) —(a + bx) (x + Ba?) ?. R. x — «bas, min. si a8 > 0, max. si ag € 0. 2, f(&)—=e"—2cosrHe"t, R.x—o,min.; f=0.
1 + 2x arc tg x
S. f(x) — LES ei R, x——1, max.; æ—0, min.; æ —+ 1, max. sin (2n + 1)æ ; - .
9. f(x) = HO EUr » nentier. À. On a pour l’équation de condition sin æ
(2n + 1) sin æ cos (2n + 1)æ — sin (2n + 1)æ cos x — 0. L2
1° æ—(2i+ 1)r:2, à entier quelconque, max. si n est pair, min. si n est impair; 20% — ir, max. f —2n +1; 5° tg (2n + 1)æ = (2n + 1) tg x, équation transcendante dont les racines se construisent par l'intersection de deux courbes; valeur approchée æ—(2i-1)x : 2(2n + 1); donne alternativement des maxima et des minima (Théorie des réseaux).
40. Dans un levier du second genre, pesant et homogène, quel doit être le bras de levier æ de la puissance Q, pour que celle-ci soit un minimum, le moment M de la résistance étant donné ?
R. Soit g le poids de l’unité de longueur du levier. On trouve ga? —2M, Q —V/2Mg.
44. Couper un cône cireulaire droit par un plan parallèle à la génératrice, de sorte que le segment parabolique obtenu soit un maximum,
R. Soient a le rayon de la base du cône, x la portion de ce rayon entre la génératrice et le plan sécant. On trouve æ — u: 2.
#2. Chercher, sur une droite OM, la position du point lumineux M à laquelle répond le maximum d’éclairement d’un élément plan situé en A, sachant que l’éclairement est en raison inverse du carré de la distance AM et en raison directe du sinus de l’inclinaison de AM sur le plan de l'élément éclairé.
R. Soient O le point de rencontre de la droite OM avec ce plan, x = OM, a — OA, a, — OA, la projection de OA sur OM. On trouve
,— EWV'at+ 80 —— 4 2 ce qui détermine deux points situés de part et d’autre du plan de l’élément, et qui répondent tous deux à un maximum.
#3. Étant donné un prisme hexagonal régulier ABCDEFLMN... (fig. 8) on mène, par un point S pris sur l’axe, trois plans par les diagonales respectives AC, CE, EA de la base supérieure, et l’on remplace cette base par le pointement à trois faces ainsi obtenu. Démontrer que le nouveau solide a même volume que le premier, quel que soit le point S, et choisir ce point de manière que la surface totale du solide soit un minimum (Alvéoles des abeilles).
R. Appelant æ l'inclinaison des faces du pointement sur la base du prisme, on trouve
CT
sinx=3 ?.
44. Étant donné un point A dans l’intérieur d’un Fig. 8. angle XOY, mener par ce point une droite PQ qui retranche de l'angle un triangle d’aire minimum (pe SLus). R. Soient (a, b) les coordonnées du point A par rapport à OX, OY; OP — x, OQ = y. La fonction qui doit être un minimum est æ* : (æ — a). On trouve
THÉORIE DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
4130. On dit que deux variables indépendantes x et y varient dans une région T lorsque, pour chaque valeur de x appartenant à un intervalle (a, b), y admet toutes les valeurs comprises dans un certain intervalle (y', y”), y’ et y’’ étant, en général, des fonctions de x. Le système de valeurs (y’, y”, a, b) définit le contour de la région T.
Tout système de valeurs (x, y) des variables appartenant à la région T se nomme un point. La région T est connexe lorsque, pour passer d'un point quelconque (x, yo) de la région ou de son contour, à un autre point (x, y1), il est possible de considérer x et y comme des . fonctions simples et continues d’une même variable auxiliaire { qui croit d’une valeur {, à une valeur 4, sans que le point (x, y) cesse d’appartenir à la région T.
433. Une variable w est fonction de deux variables x et y dans la région T lorsque, pour tout système déterminé de valeurs (x, y) ou pour tout point appartenant à la région T, la variable uw reçoit une ou plusieurs valeurs déterminées. Nous supposerons ici que w soit une fonction simple, ou qu’à chaque point (x, y) réponde une valeur unique de w. Ainsi, sin (ax + by +-c) est une fonction de x, y définie dans une région
illimitée ; (: pus * est une fonction définie dans la région dont
tous les points satisfont à la condition x° y?
ou dont le contour est défini par le système de valeurs
Au reste, la détermination de w comporte la plus grande latitude : ainsi on peut concevoir que # soit nul pour tout système de valeurs rationnelles de x et de y, égal à l'unité pour tout système irrationnel, et égal à 1 : 2 pour tout autre système, etc.
Bien que les propriétés à étudier soient indépendantes de toute figuration géométrique, nous adopterons, pour plus de clarté, la représentation des variables x et y par deux coordonnées rectangulaires dans un plan. Le système (x, y) sera figuré par un point P du plan et la région T par l’espace plan compris entre les droites x = a, x —b parallèles à l’axe des y et les lignes droites ou courbes:y = y’, y = y”, qui représenteront le contour de la région T. Tout point pris sur le contour est censé appartenir à la région, à moins qu’il n’en soit explicitement exelu. Si la région est connexe, on peut réunir deux quelconques de ses points par un trait continu qui y sera entièrement situé et la variable € sera, par exemple, le temps, ou l’arc parcouru par un point mobile sur ce trait. La fonction w serait figurée par une ordonnée élevée, normalement au plan de la région, sur le point P, et l’ensemble de ses valeurs dans la région T par le lieu géométrique des extrémités de ces ordonnées.
On démontre, sur les fonctions de deux variables, quelques propriétés qui généralisent celles du Chapitre I.
132. TaéonÈène 1. — Si, lorsque x et y varient dans une région T, une fonction u — f (x, y) reste comprise entre deux valeurs fixes À et B, À <B, elle admet une limite maximum L et une limite minimum l dans le sens défini au N° 62.
Donnons à x une valeur quelconque x dans l'intervalle (a, b); w devient une fonction de y seul dans l'intervalle (y', y”) qui correspond à cette valeur x, et # étant compris entre À et B, admet dans cet intervalle une limite maximum (6%). Cette limite, en général, dépendra de la valeur x et nous la désignerons, pour cette raison, par L(x). Le raisonnement s'applique à toute valeur de x dans l'intervalle (a, b). La fonction L(x) de x est elle-même comprise, nécessairement, entre A et B; donc, lorsque x varie de a à b, elle admet à son tour une limite maximum L laquelle jouira, par rapport au système des valeurs que u — f(x, y) peut acquérir dans la région T, de toutes les propriétés de la limite maximum définie au N° 62.
On démontrerait de même l’existence de la limite minimum £. L’excès L — | de la limite maximum sur la limite minimum est ce qu’on nomme l’oscillation de la fonction f(x, y) dans la région T.
433. Une région T est partagée en deux ou plusieurs autres T', T/’, :.. lorsque 1° tout point de Ja région T appartient à l’une des régions T’, T/', .… et réciproquement; 2 lorsqu'aucun point ne peut appartenir à
deux des régions T’, T’’,.. à moins qu'il n’appartienne à leur contour. Si l’on trace un système de lignes droites, par exemple, de parallèles à l'axe des x ou des y, dans l’espace plan qui représente la région T, les aires dans lesquelles sera décomposé cet espace figureront des PÉeIons T’, T/’,... dans lesquelles T sera partagé.
Concevons que l’on partage la région T en deux parties, T’ et T’’; par exemple, par une droite parallèle à l’axe des y. La limite maximum de f(x, y) sera encore L dans une au moins des régions T”, T”’; elle sera égale ou inférieure à L dans l’autre, Il en serait de même si l’on partageait la région T en un nombre quelconque d’autres T’, T/’, T’””, … par des lignes arbitraires. Une conclusion semblable s’applique à la limite minimum /. II en résulte nécessairement que dans chacune des régions T”, T’’, …… l’oscillation de la fonction est inférieure ou tout au plus égale à L — |.
4134. Continuité. — Une fonction u — f(x, y) de deux variables est continue en un point («,{f) lorsque l’accroissement f(a« + h, (+ k) — f(x, B) de la fonction, quand on passe du système (4, B) de valeurs des variables à un autre (4 + h, 6 k), a pour limite zéro, de quelque manière que les accroissements À et 4 des variables tendent simultanément vers zéro. En d’autres termes, pour que la fonction f(x, y) soit continue au point (&, 5), il faut et il suffit que l’on puisse délimiter autour de ce point une région déterminée, assez petite pour que l’oscillation de la fonction f(x, y) dans cette région soit moindre qu’une quantité donné €, quelque petite quelle soit. Cela suppose évidemment que la fonction w ait au point (x, 5) une valeur finie et déterminée.
Il importe d’observer qu’il ne suffit pas, pour que « soit une fonction continue en un point (æ«, f), qu’elle soit continue par rapport à x, y restant invariable, et par rapport à y, x reslant invariable, Ainsi la fonction
u = sin { 2arct
à laquelle on donnerait la valeur zéro pour x — «, y — f, est nulle pour y—f, x restant variable; de même, si l'on pose x — « et qu’on fasse varier y, on a
— sin (2 arcigo)—sinr —0;
la fonction est donc constamment nulle et, par suite, continue, lorsqu'on
fait varier x ou y à partir du système de valeurs x = «, y —f. Elle n’est pourtant pas continue pour le point (+, f), car si nous supposons que x, y tendent respectivement vers les limites «,f, en établissant entre les accroissements x — à, y — B un rapport déterminé
Creel 2P À
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nous aurons
lim sin (= arc tg “hsn =) — sin (2 arc tg À), X— à d’où il suit que f(x, y) a une limite différente de f(x, B), lorsque x ety tendent respectivement vers «, GB ; cette fonction n’est donc pas continue au point (x, (5).
435. Une fonction de deux variables peut cesser d’être eontinue pour un système de valeurs (x, {>) des variables, soit en devenant infinie, soit en devenant indéterminée, soit, comme dans l’exemple ci-dessus, en tendant vers des limites différentes lorsque le point (x, y) se rapproche indéfiniment du point (c,{) en suivant des chemins différents. Ainsi la fonction
u ZT am L? + y* est indéterminée pour x — 0,y—0o. Pourx=oet}y 0, 0Nna#—0;
pour y —oet ne o,onau—1. La limite vers laquelle tendra , x et
y ayant pour limite zéro, dépendra du rapport arbitraire que l’on établirait entre x et y.
Une fonction de x et de y peut aussi devenir discontinue pour tout système de valeurs de x et de y qui satisfait à une certaine relation, ou le long d'un chemin déterminé.
Une fonction f(x, y)est continue dans une région T lorsqu'elle est continue pour tout système (x, y) de valeurs des variables dans cette région; il suffit, lorsque le point (x, y) appartient au contour, que la différence f(x + h, y + k) — f(x, y) soit infiniment petite pour les points (x + h, y + k) intérieurs au contour.
Enfin, la fonction f(x, y) est continue dans le voisinage d’un point (æ, B) lorsqu'elle est continue dans une région («+ e, 6 + e).e étant très-petit, mais déterminé.
136. Propriétés des fonctions continues de deux variables, — Taéorèwe II. La fonction u— f(x, y) étant continue dans une région connexe T, si l’on prend deux points (x%o, yo); (%1, ys) de cette région et si l’on désigne par À une quantité quelconque comprise entre Uo = f(Xo, Yo), Ua —= ff (X1, Ya), existe dans la région T au moins un système (E, n) de valeurs tel que l'on ait
D’après la définition de T, on peut concevoir que x, y soient deux fonctions continues d’une variable t telles que, t croissant de la valeur t, à la valeur {, x et y passent respectivement des valeurs x, yo aux valeurs %1, Yi. Or, w étant fonction continue de x, y qui sont des fonctions continues de t{, on reconnait sans peine (38) que « est une fonction continue de t dans l'intervalle (t, 4); donc, en vertu du théorème du N° 67, il existe entre {, et {; au moins une valeur 7 de cette variable t£ pour laquelle la fonction w acquiert la valeur À comprise entre w et wi. A cette valeur 7 correspond nécessairement un système (Ë, n) de valeurs de (x, y), appartenant à la région T. Donc, etc.
Ainsi une fonction f(x, y) ne peut passer d’une valeur à une autre, dans une région où elle est continue, sans passer par toutes les valeurs intermédiaires.
237. Tuéorèue III. — Une fonction u — f(x, y) continue dans une région T, atteint sa limite maximum L pour un système au moins de valeurs de (x, y) appartenant à cette région. Il en est de méme pour sa limite minimum |.
Partageons la région T en plusieurs autres; par exemple, par deux: systèmes de droites parallèles respectivement à l’axe des + et à l’axe des y. Il existera au moins une de ces régions, T’, pour laquelle la limite maximum de f(x, y) sera L (48%). Subdivisons cette région T’ en plusieurs autres par deux systèmes de parallèles aux axes, et soit T”’ l’une de ces régions, dans laquelle la limite maximum de « soit encore L. En continuant ainsi, on déterminera une suite de régions T, T’, T/’, ... T°"), dont chacune sera comprise dans la précédente, et qui toutes donneront pour limite maximum de f(x, y), la même quantité L. Comme les parallèles à l’axe des x par lesquelles nous effectuons ces subdivisions successives sont espacées suivant une loi arbitraire, nous pouvons admettre que les deux valeurs de y, qui comprennent la région T’, puis
la région T’’, .… se rapprochent indéfiniment et tendent vers une limite commune ». De même, les valeurs successives de x qui comprennent ces mêmes régions tendront vers une même limite Ë; la région T(" finit donc par devenir moindre que toute aire donnée, # croissant indéfiniment. Mais, d’après le théorème I, il existe dans cette région T un point (x, y) tel que f(x, y) diffère de L d’une quantité absolue moindre que €, € étant donné et arbitrairement petit. D’autre part, la région T(® étant aussi petite qu’on le veut, la valeur absolue de f(x, y) — f(Ë, n) peut aussi être supposée moindre que €, en vertu de la continuité; on aura donc
VA (f(x, y) — FE, n) +L— f(x, y)] < 26,
MAIL — f(Ë,n)] < 2e.
La différence L — f(£, n) étant déterminée, et sa valeur absolue pouvant être supposée plus petite qu’une quantité arbitraire 2e, cette valeur ne peut être que zéro. On a donc
fé; n) = L,
On prouverait de même qu’il existe dans la région T un point (£’, n') satisfaisant à la condition f(£’, n') — L.
138. THÉORÈME IV. — La fonction u — f(x, y) élant continue dans’ la région T, il est toujours possible de partager T en d’autres régions suffisamment petites pour que, dans chacune d'elles, l'oscillation de la fonction u soit moindre qu’une quantité donnée s.
Partageons la région T, par des droites parallèles aux axes, en un nombre quelconque n d'autres régions plus petites, dans chacune desquelles l’oscillation de la fonction sera inférieure ou au plus égale à L— /. Si, dans toutes, l’oscillation de uw est < €, le problème sera résolu ; s’il y a des régions dans lesquelles elle reste €, nous décomposerons chacune d’elles, par des parallèles aux deux axes, en un nombre n ‘de régions plus petites. Si l’oscillation de w est <e dans chacune de ces nouvelles régions, le but sera atteint ; sinon, on décomposera chacune de celles dans lesquelles l’oscillation égale ou surpasse € en n régions plus petites, et l’on continuera ainsi autant que l’on voudra. Si, en poussant les subdivisions assez loin, on atteint un système de régions dans chacune desquelles l’oscillation de w est < €, le problème sera résolu. Si l’on n’y parvient pas, quelque loin qu’on pousse les subdivisions, on formera
ou
ainsi au moins une suile indéfinie de régions T, T’,T/’,... T® dont chacune sera comprise dans la précédente, dont on prouverait comme plus haut que l’aire finit par devenir moindre que toute grandeur donnée autour d’un point déterminé (Ë, n); dans lesquelles, enfin, l’oscillation de la fonction f(x, y) reste toujours égale ou supérieure à e. Mais, d'autre part, la continuité de la fonction w permet de délimiter autour du point (£,») une région déterminée dans l’intérieur de laquelle f(x, y) différera de f(é, n) d’une quantité moindre que € : 2 en valeur absolue, dans laquelle l’oscillation de la fonction sera donc moindre que €, et qui finira pourtant par renfermer la région T®, puisque celle-ci peut devenir aussi petite qu’on le veut. Ceci est contradictoire, le théorème est donc démontré.
139. THéorÈèue V. — La fonction f(x, y) étant continue dans une : région T, ets étant une quantité arbitrairement petite donnée, il est possible d’assigner un nombre 0 tel que la différence f(x’, y’) — f(x, y) sera, en valeur absolue, plus petite que &, si les points (x, y), (x’ y’) appartiennent à la région T et si les quantités VA (x’ — x), VA (y — y) sont plus petites que 0.
Partageons d'abord la région T, par des parallèles aux axes, en d’autres © assez petites pour que, dans chacune d'elles, l’oscillation de la fonction soit < € : 2 (488), et désignons par d la plus petite distance entre deux de ces parallèles. Si nous prenons deux points (x, y), (x’, y’) tels que l’on ait
Mix —x)<0, WA(y—4y)<o,
il faudra, ou que ces deux points tombent dans une même région ©, auquel cas on aura évidemment
MA (x, y) — f(x, y) <3e <e; ou bien, qu’ils appartiennent à deux régions différentes, mais qui ont
au moins un point commun (Ë, x). On aura done
A[f(,y)— {En <£e May) —/E n] <5e, et par suite AE (&,y)—f(em1<e.
On pourrait exprimer cette propriété en disant que, lorsqu'une fonction
f(x, y) est continue dans une région T, elle y est uniformément continue. On pourrait aussi établir, comme au N° 32, que si une fonction con-
tinue de deux variables est définie, dans une région T, pour un système de points tels qu’il en existe un nombre indéfini dans la plus petite partie de la région, elle est définie pour tout système (x, y) appartenant à la région T.
440. Les fonctions de trois ou d’un plus grand nombre de variables x, y, z, .… définies dans une région déterminée, donnent lieu à des considérations tout à fait analogues aux précédentes ; seulement, au delà de trois variables, la représentation géométrique fait défaut. Une fonction continue en-un point, c’est-à-dire pour un système x, y, z … de valeurs des variables, se définit de la même manière qu’au N° 484 et jouit de propriétés analogues à celles des fonctions de deux variables et qui se démontrent de même. Ces généralisations se faisant facilement, nous ne nous y arrêterons pas.
DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES OU TOTALES
441. Considérons une fonction u — f (x, y) de deux variables, simple, finie et continue dans une région T. Si l’on attribue à y une valeur constante et que l’on fasse varier x, u devient une fonction continue de x seul, et si elle admet une dérivée celle-ci se nomme la dérivée partielle de w par rapport à x. Nous la désignerons, soit par f;(x, y), soit par D,u et nous aurons en conséquence
fEHR y — fs y)
lim ; fe, 9) = Du;
de même, en regardant x comme constant et w comme fonction de y, on aura
fe (x, y) — D,u,
pour la dérivée partielle de w par rapport à y.
On représente aussi ces dérivées partielles par les rapports des différentielles partielles du, dyu de u aux différentielles respectives dx, dy des variables, en sorte que l’on aurait
f(x; y) Ta
d,u , du.
dxt MC Enter
mais l’usage a prévalu de supprimer les indices au numérateur et d’em-
ployer alors la caratéristique d pour les différentielles partielles, de sorte qu’on écrit
du ; __ du PENSAIS:
On écrit aussi, au lieu de d,u, du,
(0 du Se dx, du
0x Les fonctions de trois ou d’un plus grand nombre de variables donnent lieu à des définitions et notations analogues.
442. Au moyen de ces dérivées partielles, on obtient une expression remarquable de l'accroissement Au d’une fonction f(x,y) de deux variables, lorsque celles-ci prennent les accroissements h et k. Supposons que, dans le voisinage d’un point (x, y), la fonction « soit continue et admette des dérivées partielles f(x, y), f, (x, y) ; de plus, que k et k soient assez petits pour que le point (x + h, y k) reste compris dans la région de continuité. On a
Au— f(+ hi, y + — f(x, 9) = [f(x + h, y +) — f(x, y + H)] + LÉ (es y + À) — f(x, y]. En vertu des hypothèses faites sur la fonction w, le théorème de M. Bonnet s’applique et donne Les y +8) — fs 9) E y (eg + 0h) f@+h,y+) — fe, y +) = fe (+0 h, y +), 0 et 0, étant plus grands que zéro et plus petits que l'unité. D'autre part, si l’on udmet encore la continuité des dérivées partielles 2x, y), [a (æ& y) au point (x, y), on aura les égalités fe, y +0k)= fr @, y) +0, fee + Oh, y +R) = fr, y) +0, o et wo’ désignant des quantités qui ont pour limite zéro lorsqu'on fait décroître indéfiniment h et k. On peut donc écrire (1) Au—hf;(x, y) + kf,(e, y) + oh + w'k.
143. — Conséquences : 1. Le théorème précédent subsiste indépendam-
ment des hypothèses sur la nature des variables x et y. Si celles-ci désignent des fonctions simples, continues de {, admettant des dérivées,
dy.
u sera une fonction continue de f, dont la dérivée s’obtiendra comme il suit : h et k étant les accroissements respectifs de x et de y qui correspondent à un accroissement At de la variable indépendante, l’équation (x) s’appliquera. Divisant toute l'équation par At et faisant tendre At vers zéro, on observera que h et & tendent vers zéro et que leurs rapports à At ont pour limites respectives dx : dt et dy : dt ; que « et w’ tendent vers zéro en même temps que At, et que, par suite, les dérivées de x et
de y étant finies, on aura
Au lim — f. (a Dale DE
ou À du _Oudx | du dy (2) dd 0x dt Eu Par dt
On a ainsi la dérivée de w par rapport à {, exprimée au moyen des dérivées partielles de w par PADDEES à x et à y, et des dérivées de x et de y par rapport à £.
Cette loi s'étend sans difficulté, comme l’équation (1) dont elle dérive, à une fonction w de trois, quatre, .… variables x, y, z, ..… fonctions de t;
on a donc du du dx , du dy Ou dz (3) dt 0x Ho de dt | 0z Tama
ce qui constitue la règle de dérivation des fonctions composées. En prenant u—x+y—2..,u—2xy,etc…., on retrouve les règles du N° 737. 444. Tirons de là une propriété des fonctions homogènes, On dit qu’une fonction f(x, y, z,..) est homogène de degré m lorsque, chaque variable étant multipliée par f, la fonction est multipliée par {”, en sorte
que (A) ACTU EI E CRUE PAT Considérons { comme une variable indépendante de x, y, z,...; s — tx, vu — ty, w—tlz,.. et par suite f(s, v, w,...) comme des fonctions de t. L'application de l’équation (3) donnera, en égalant les dérivées par rapport à { des deux membres de l’é équation (A),
a+ dE yet = mt fa, y, 2, ….),
vw
et si, danscette égalité, on fait {t — 1, d’où s— x, v —7y, w—z,...0ona of ie (B) ne
ce qui est la propriété annoncée. On peut la vérifier immédiatement sur les fonctions homogènes
2e. HN (ET: Us 2, ..),
ax? + by? Hez?, à + y?z|. : rnetCe..
245. — II. L’équation (1) s'applique également au cas où les variables x et y étant indépendantes, leurs accroissements À et k ne sont liés entr’eux par aucune condition. Mais comme le point (x, y) ne peut passer d’une position (%o, Yo) dans la région T à une autre position (x, y1) sans que cette variation s'effectue suivant une certaine loi, il convient de considérer les variables x et y comme étant encore des fonctions d’une même variable auxiliaire {, mais des fonctions dont la forme reste arbitraire. Nous nous limiterons d’ailleurs au cas où ces fonctions seraient simples et continues par rapport à { et admettraient des dérivées. La différentielle de w, prise sous ce point de vue général, se nomme sa différentielle totale. L’expression de cette différentielle résulte immédiatement de l’équation (2) multipliée par dt; on a |
du (4) du dx ee 5 ds
les différentielles dx et dy étant arbitraires ee ce qu’on vient de dire. On trouverait de même, pour la différentielle totale d’une fonction de trois variables indépendantes, u — A y; &),
(5) du = Ta Te ay + dz,
et ainsi de suite, On peut écrire, plus brièvement, du = du + dyu + du
et énoncer ce théorème : La différentielle totale d’une fonction de plusieurs variables indépendantes est la somme de ses différentielles partielles par rapport à chacune d'elles.
4146. Le théorème précédent n’est applicable que si 1° la fonction est continue dans le voisinage du point (x, y,z,...); 2° ses dérivées partielles D,u, D,u, D.u existent dans ce voisinage, et sont de plus
continues pour le point (x, y,z,...). Considérons, par exemple la fonction ne
U = ——— ) continue et finie dans une région arbitraire, pourvu qu’on lui attribue la valeur u — 0 pour x — 0, y — 0. On trouve, par les règles connues,
du y5 Ou x?
ut 9 Guy) et ces dérivées sont également finies et continues, sauf au point x — 0, y — 0, où leurs expressions deviennent indéterminées. Le théorème s’applique donc à tout point (x, y), sauf à celui-là. Comme la fonction uw est nulle pour x— 0 quel que soit y, et pour y—0o quel que soit x, il suit de la définition même des dérivées partielles que
l’on a, pour x — y — 0,
dy == et l’application de l’équation (4) donnerait du — o. Mais on a en réalité,
pour T — y —0,
hk
AU = ———— ; VRTE
et si l’on pose h — x At, k — BAT, à et B étant des constantes quelconques, At V/a? LG? V/a? + (6°
ainsi la différentielle totale de w dépend des constantes « et G et n’est pas nulle en général, pour x — y — 0
447.— III. La formule (5) subsiste encore lorsque, au lieu de supposer x, y, z, .… variables indépendantes, on les considère comme des fonctions données de plusieurs autres variables indépendantes Ë, n, 6, . .; mais dx, dy, dz, .. désignent alors les différentielles totales de x, y, z, … considérées comme fonctions de &, n,6, … et l’on peut les remplacer par leurs valeurs en dé, dn, dé, … données par la même formule (5),
dx, dæ, 0 de = dan de.
Pour démontrer cette conclusion, on remarquera que, d’après le point de vue auquel nous nous plaçons pour définir la différentielle totale du, ë,n, 6 .… doivent en définitive être considérés comme des fonctions non définies d’une certaine variable auxiliaire {; que x, y, z, ... et par suite u, deviennent aussi des fonctions de f, et que la différentielle totale du peut être exprimée, par conséquent, au moyen des différentielles dx, dy, dz, .… de x, y, z.…, par l'équation (3). Or, ces différentielles dx, dy, dz, .. ont précisément la signification des différentielles totales de x, y, z, ..… et s’exprimeront, par conséquent, au moyen de celles des variables Ë, n, 6, … par l’équation (5). Il est bien entendu que ces relations subsistent toujours sous la réserve que les conditions de continuité énumérées au N° 449% soient remplies.
Comme conséquence de cette remarque, il est clair que les règles du N° SO pour différentier une somme, un produit, etc... de fonctions u, v, w, .… de x, subsistent si u, v, w ..… sont des fonctions de plusieurs variables indépendantes.
2148. Les dérivées partielles d’une fonction u = f(x, y) de deux variables étant elles-mêmes, en général, des fonctions de ces variables, si l’on cherche leurs dérivées partielles, soit par rapport à x, soit par rapport à y, on obtiendra les dérivées partielles du second ordre de u, et ainsi de suite.
Désignons encore par f;(x, y), f(x, y) les dérivées partielles du premier ordre, et posons
PSE D aps 10e CE 9)
Dr D fr, 9) réa (e 9)
Ce sont les dérivées partielles secondes, que l’on désigne aussi, respectivement, par D’u, D,D,u, D,D,u, D'u. Mais il existe sur ces dérivées un théorème important que nous allons démontrer.
Soit, dans une région T, un point (x, ÿo) dans le voisinage duquel les fonctions f(x, y), f!(x, y), f, (x, y) existent et sont continues, tandis que les fonctions f(x, y), f,. (x; y) sont supposées seulement être déterminées. Soient h, k des accroissements arbitrairement petits de signes quelconques, et posons
(&) Au f(xo+h, yo k) — f (60 + hi, yo) — f(Xo; Yo + k) + F0, Yo).
Posons d’autre part, x restant variable,
px) = f(&, yo HA) — f(x; yo); Au pourra être regardé comme l'accroissement de o (x) quand x passe de la valeur x à la valeur x, + h, et puisque la fonction œ(x) est continue et a, dans cet intervalle, une dérivée déterminée
g')= f(x, Yo + À) — fa(x, yo), on aura, par le théorème de M. O. Bonnet, Au — @ (ao + À) — @ (0) = hp (0 + 0h) — À [fe (ao + 0h, yo +) — fx(xo + 0h, yo)], (o KO K1).
Mais le multiplicateur de À dans le dernier membre est l'accroissement de la fonction de y, f:(%o + 0h, y), lorsque y passe de la valeur yo à Yo + k, sans que «+ 6h varie. Or, la fonction f;(x0+- 0h, y) est, par hypothèse, continue dans l'intervalle (yo, yo + k) et admet une dérivée déterminée f:y(x0 + 0h, y); donc, d’après le même théorème, on a
fa + 0h, yo + k) — fx (%o + oh, Yo) = kfay (Go + 0h, yo +: Ok), 8 étant > o et < 1. On a donc enfin (8) Au = hf (ro + 6h, yo + Ou)
De la même manière, on peut considérer l’expression (x) comme l'accroissement de la fonction de y
Fo + h, y) — { (0, y)
lorsque y passe de Yo à yo + k, et en raisonnant comme plus haut, on établirait de même la relation
(y) Au — khfj (to + 0h, y OK),
9’ et 6” étant encore > o et < 1. Égalons les valeurs (8) et (y) de Au; nous aurons
fau (@o + 0h, yo +Gk)= fus (ro + 0h, yo + 0,R).
Si l’on admet enfin que les fonctions f:, et fyx soient continues au point (%o; Yo), faisant tendre simultanément h et À vers zéro, on aura à la limite
feu (os Yo) = fx (cos Yo).
Ainsi, en général, l'égalité (6) D,D.u = DD,u
subsiste pour tout système de valeurs (x, y), pourvu 1° que la fonction u et ses dérivées partielles D,u, Du soient continues dans le voisinage de ce système; 2° que les dérivées D,D,u et D,D,u soient déterminées dans ce voisinage ; 3° que ces dernières dérivées soient continues au point (x, y). 449. Pour montrer la nécessité de ces conditions, prenons la fonction
> es Jarts ni uU— f(x, y)—= x arctg” y ROSE
qui donne en général FD aaretgt y fe D=z—yarcge.
Ces trois fonctions w, Du, D,u sont généralement finies et continues, mème dans le voisinage du système (x— 0, y — o), pourvu qu’on leur attribue la valeur zéro en ce point. De plus, on a
2 __ 12 CHERE )T PACE y) =" L AC) EEE T., A eut D + de sorte que le théorème établi se vérifie ici en général, sauf pour x — 0, y —0, auquel cas f;, et f,, deviennent indéterminés, et il est facile de voir que ces fonctions sont discontinues en ce point, Or, on a pour T0; à 0 F(o;y)=—y, D,f(0,y)=— 7, et pour y — 0, L4 4 fs(æo)—=x, D.f, (x, 0) = x.
Donc, au point (x — 0, y—o),ona D,D,u——1, D,D,u = 1; ainsi le théorème ne se vérifie pas en ce point.
450. Aux dérivées partielles successives correspondent les différen-
tielles partielles successives définies par les équations
deu — Diu-dx?, d,d,u —D,D,u:dx dy, etc... L’équation (6) entraine donc celle-ci (7) d,d,u = d,d,u.
Il suit de là que l’on représente encore les dérivées partielles successives d’une fonction w au moyen de ses différentielles partielles, car on a
du d,d,u D?u — ) DT
dx? 1. ELC..
Mais on simplifie l'écriture en supprimant les indices x, y au numérateur et remplaçant d par 0 ; on écrit
{44 du [14 du Ou nt A net LL CUITS tue
Dyu = f,, (x, y—=—:
Mais le théorème du N° €48 peut être généralisé. Concevons que l’on effectue sur une fonction u— f(x,y) de deux variables un nombre quelconque de dérivations partielles successives, les unes par rapport à x, les autres par rapport à y dans un ordre arbitraire. Il suit de ce théorème que deux opérations consécutives dont l’une se rapporte à x l’autre à y, sur une même fonction ou dérivée, peuvent être permutées sans que le résultat soit changé.
On pourra donc, par la répétition convenable de ces permutations, ranger les dérivations successives dans l’ordre que l’on voudra, sans altérer le résultat final, et faire en sorte, par exemple, que toutes les dérivations relatives à une même variable soient faites consécutivement. Il suffira donc d’une seule caractéristique, affectée d’un exposant et d’un indice convenables, pour marquer la suite des opérations relatives à une même variable. Ainsi l’expression
du DiDjiu où —— LT: … Ox50y?
suffit pour représenter le résultat de cinq dérivations partielles successives, dont trois par rapport à x et deux par rapport à y, exécutées sur w
dans un ordre arbitraire. De même, l’expression
À du RU OÙ ——
sera employée pour représenter la différentielle partielle du 5° ordre, résultant de trois différentiations par rapport à x et de deux par rapport à y, dans quelque ordre qu'on les effectue. Il faut se garder, quand on
emploie la dernière notation, de supprimer le facteur dx5 dy? au numérateur et au dénominateur.
dx dy?
Il va sans dire que ces définitions, ces propriétés et ces notations s’étendront sans difficulté aux fonctions de trois ou d’un plus grand nombre de variables, et que le calcul des dérivées patielles des fonctions
explicites n’exige pas de nouvelles règles, attendu qu’à chaque opération on n’a à différentier qu'une fonction explicite d’une seule variable, puisque les autres sont traitées comme des constantes.
151. Différentielles totales successives. — Soient toujours u — f (x, y) une fonction de deux variables x et y, indépendantes ou fonctions ellesmêmes d’une ou de plusieurs variables indépendantes ; f: (x, y), fy (x; y)
ses dérivées partielles par rapport à x et à y, et
(8) du — fi(x, y) dx [y (x, y) dy sa différentielle totale. Considérons du comme une nouvelle variable, qui dépend de x, y, dx, dy; elle pourra admettre une différentielle totale d. du, qui sera la différentielle seconde d?u de f (x, y), et ainsi de suite. Nous nous proposons d'exprimer ces différentielles successives de # au moyen de ses dérivées partielles par rapport à x et à y et des différentielles successives de x et de y, définies d’ailleurs comme celles de et d’après la nature dépendante ou indépendante de ces variables, On admettra toujours que f(x, y) et ses dérivées partielles successives soient continues dans la région où les quantités x et y varient.
Appliquant à du les règles pour ditférentier une somme et un produit, nous aurons d’abord
d.du= d'u df}(e, y): de + dfh (es y} dy +f2 (0,9) da fy (e, y) d'y, et en développant les différentielles totales de f; et f, par la même règle (8) et ayant égard au théorème du N° 448, Eu far (3y) de 2fay (6,9) da dy + fonc y) dy + fa (c,y) d'a fs (0,9) d'y. On trouverait l'expression de d5u en continuant par les mêmes règles, mais il est plus simple, dans l’application à des exemples donnés, d’opérer
directement sur les fonctions explicites qui résultent de chaque opération. Dans le système de notations adopté, ces équations s’écriront comme
il suit :
e ou du d?u du 2 = — 2 y? 2 (9) d'u — FPE dx +23 os dd Sn dy LE de + d'u.
152. Lorsque x et y sont des variables indépendantes, ou en général
lorsque leurs différentielles dx et dy sont supposées constantes, d?x, d°y,
d5x,.…. s'annulent et l'équation (9) devient du du d'u (10) ne MU EE nn
On peut même alors former une expression symbolique de d'u. En effet, écrivous la valeur de du sous la forme symbolique.
Ô 0 du (oder + dy) us
nous en concluons que pour avoir la différentielle totale d’une fonction de %, y, il faut multiplier cette fonction par le facteur symbolique
et effectuer les opérations indiquées par ce symbole. On a donc aussi
du d du (5 dr + à du du = LE 7 dx dy 0x dy 4
en interprétant les puissances de d comme des indices de différentiation. On aura donc, en général,
formule symbolique que l’on traduira 4° en développant le premier
facteur, comme si — ; etc... étaient des quantités, par la formule du
dx binôme; 2° en introduisant dans chaque terme le facteur « sous le signe dP ; 5° en interprétant l'expression obtenue conformément aux notations ci-dessus.
4143, La facilité avec laquelle se forment les différentielles totales successives de f(x, y), par la simple application des règles du chapitre I, conduit à se servir de ces différentielles, en traitant dx et dy comme constants, pour calculer les dérivées partielles successives de w. On ôbtient en effet ainsi des résultats de la forme
du — pdx + qdy, d?u — rdx? + 2sdxdy +- tdy°,.…. où p, q, r, 8, 1... désignent des fonctions explicites connues de x, y; en égalant ces valeurs à celles que fournissent les formules générales (4) et
_— 139 — (10), et observant que dx, dy sont des indéterminées, on trouvera évidemment les relations
du ou d?u d'u
PCR ay 7? re dog
et l’on connaîtra les dérivées cherchées.
Par exemple, si u — e** cos by, on aura directement
du — e* (a cos by dx — b sin by dy), d'u = ec” (a? cos by dx? — 2ab sin by dx dy — b? cos by dy°),
etc., .…, d’où l’on tire immédiatement du
ou Ë Se MU by, ET be“* sin by, du du — n2paz —#—# —— az G] .
Ta 4697 008 by, er abe* sin by, etc
Tout ce que nous avons dit des fonctions de deux variables s'étend sans peine aux fonctions de trois, quatre, .… variables.
Exercices.
Des ; x? — y° 4. Dérivées pose de w — PRET É R Ou as 2xy° du a 22%°y . * mr La Fr RIRE SUCRE Et 1 eh Eee (at — y)? (22 + yeÿ?
Ou ayt(yttant— ag), Ou | guy (at y + y) dt E 5? ae 5 5° is 1 A Ex 4 GE (x? — y23)? (x? + y2)?
u — sin (ax +- By + y
dm+n R. D ang sin ( ue + #9 +7 ÈS )
D TASER T Ox"0y" 2
æ. Trouver les dérivées partielles d’ordre n de la fonction u — e%* cos by. R. On forme la différentielle totale née et l’on trouve
d'a—"e" É cos by dx" + na" D cos C - :) dx"-1 dy
3 n a a"—2h2 cos C + 2 :) da"? dy} + + + b" cos ( + ju | 4
et l'on en tire (454) les dérivées partielles d'u
——= a" e%* cos by, etc...
Ox" 5. u—arctg 2 ; différentielles totales successives, R. En faisant x = r cos w, y = r sin w, on aura dr =cosudx<+sinudy, du— —° (sin u dæ — cos u dy},
et au moyen de ces relations, on trouvera sans peine la loi suivante :
I. . Lo T d'u =(— 1} LRU sr nu dx" — n sin (n« su :) da"! dy
at ee 1) Fu C M) dx"? dy? mn (ne —|- =) a | ’
de laquelle se déduisent sans peine les dérivées partielles successives de u,
Ptu 1.2... (p- | . ... p + q SE 1) . SÉSE q ——© = (— 5 2x |.
Our dut (— 1) ue m(rrautir) Can D On peut aussi mettre d'u sous une autre forme, en posant dæ — pcose, dy=psinpy,
Pet + étant constantes. On trouve d’abord dr = —É si r—p Cos(p — u), Dre — 4), et en calculant du, d$u. .. au moyen de ces relations, on a
d'u=(—1)"11.2... (n — n(£) sin n(y — u).
AA
3. T étant une fonction des cinq variables 4”, 0’, #’, 0, #, definie par les relations 2T — Ap° + Bg° +- Cr*, p = Ÿ’ sin 0 sin # + 8” cosy, q = Ÿ" sin 8 cos p — 6 sin », r —#% +" cos 6, A, B, C étant des constantes, trouver les dérivées partielles du premier ordre de T, par rapport à ®”, 07,
T À. ” — (Ap sin © + Bg cos +) sin 9 + Cr cos 6,
dv OT ; te Ap cos © — Bg sin », OT ÔT : ; — —= Cr, — —#[(Ap sin » + Bq cos ©) cos 0 — Cr sin 6] de’ 09
OT
D ( ) pq
8. Soient u, v deux fonctions de x, y; (dx, dy}, (5x, y), deux systèmes de valeurs attribuées aux différentielles des variables, (du, dv), (du, dv) les systèmes correspondants des différentielles totales de # et v. Démontrer que l’on a
du Sv — du äu Ou Ov Ou dv dx 5y — dyôx Oxdy dy 0x
pe
CHAPITRE X
THÉORÈME DE TAYLOR ET THÉORIE DES MAXIMA ET MINIMA POUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES,
454. Soient f (x, y) une fonction de deux variables; a, a + k, deux valeurs attribuées à x; b, b + k deux valeurs de y; il s’agit de développer fa + h, b + k) en série procédant suivant des termes homogènes et de degrés croissants en h et k. Ce problème se ramène au problème analogue du n°446 comme il suit :
Soit { une nouvelle variable indépendante; posons
x = a + hi, y=b+k, f(a+ht, b+ki) = f(x, y) —9(0,
et développons o (f) par la formule de Maclaurin. Faisant ensuite { = 1,
nous aurons @(1) = f(a+- h, b + k), ce qui nous fournira le développement cherché. Or, nous avons
p(t}—+p(0)+tp(o) tar (o) + (A) pre 1 (
où o < 0 < 1; d’autre part, si nous prenons dt, qui est arbitraire, égal à l’unité, nous aurons, p étant entier,
qe (9) = dep) = d' f(x, y).
D'ailleurs, comme on a dr = hd her il suffira, dans le développement de la différentielle d? f (x, y), de remplacer dx par h et dy par k. Enfin, comme on doit faire { — o dans p(t) et
dans ses dérivées pour avoir les coefficients du développement, quet — o donne x — a et y — b, on voit qu’en général on aura
g? (o) — [dr f (x, y)la, v en mettant en indice les valeurs respectives qu’il faut attribuer à x et à y dans la fonction entre crochets. On trouverait de même p" (Ot) = [d" f (x, y)] à + Ont, 0 + 0x4.
Posons maintenant {— 1 dans l'équation (A) et ayons égard à la remarque ci-dessus, il viendra
| LR 6 D (ab) + Ldf (es part EG Plat.
Qu).
\ érse ere LROVE »Y)la,
Il est entendu que dx, dy seront Res par À et k dans ces différentielles développées.
455. À l’aide de la formule symbolique (11) du chapitre précédent, on développe les termes de cette équation, Comme, en effet, dx — h et dy — k sont constants par rapport à {, on a d?x — o, .… d?y — 0, ..., et l’on peut faire usage de cette formule. On a symboliquement
den (+)
[d"f f(x, Y)la + On, d+ 0x.
et pour indiquer que x, y sont remplacés respectivement par a et b dans les dérivées partielles de f, nous emploierons la notation
dr+a f dr+a Es:
e OY1 } ad 7 0æ db
donc
CITE) EE CLR EL
Nous aurons ainsi, en substituant dans la formule (1) et développant les premiers termes,
fta—+h,b+k) — f(a, b)+ List TER = (Eh + LE 2 me Le
: n ae) mt) lies [CG x DL nn
Comme la formule de Maclaurin suppose @© (t) et ses dérivées continues dans l'intervalle (o, 1),et que l'expression des différentielles totales au moyen des dérivées partielles suppose celles-ci continues pour la même valeur de {, on ne peut faire usage de l’équation (2) que si f (x, y) et ses dérivées particlles jusqu’à l’ordre » inclusivement sont continues dans la région limitée par les valeurs x — a, x — a + h, y — b,y—bk.Elle fournit alors, comme on le voit facilement, la solution du problème proposé, |
Faisons, dans la formule (2), a —0o, b—0o, h—x, k— y; nous aurons la formule qui Le à celle de Maclaurin :
FERRER + (Er +S ue Le 1 Er + ee F4 + ”).
Peer (ES 4 er rnelQtat) fl,
les indices marquent les valeurs par lesquelles il faut remplacer x, y respectivement dans les dérivées partielles entre parenthèses. Si, dans les équations (2) et (3) on suppose que n croisse indéfiniment,
sans que les conditions imposées aux dérivées partielles cessent d’être satisfaites, et si en même temps le dernier terme ou le reste tend vers la limite zéro, ces formules fournissent le développement en série indéfinie
convergente, l’une de f (a + h, b + k), l’autre de f (x, y).
La même méthode conduit, sans difficulté, au développement des
fonctions de trois ou d’un plus grand nombre de variables.
Exercices.
Développer x sin y + y sin x par la formule
R. On a [d? (æ sin y+ y sin x)o,9 — P Sin (p — 1) = (dx? —? + dy?) dx dy ; et comme R, a pour limite zéro,
c 2 4 4 6 æ SIN y —- y sin æ = xy Le y Pt _ APR ARE «| 1.2.3 2: 500R14.7 : b+k 2. Développement de arc tg Ts par l’équation (4),
R. Posant o — are tg — et appliquant les formules de l'ex. &, ch. IX, on trouvera a
are tg LÀ a
arc BP {as Lis) [an — k sin (+) | + « 2 à de I ; 2 Le sin 20 — 2hk sin (2 + >. -) + Je sin (2 de -)|
+2 (a +) I — I 2 3 Re 3 (a+?) ? | n5 sin 30 — 3h%k sin| 30 27 + 3h82 sin | 30 + 2" — k5 sin| 304 27 CRT Pour s’assurer si lim R,—o pour n—®, on fera x —7rcos u, y=rsinu,
h—p cos #, k = p sin ?, et l’on mettra (ex. cité) d” arc tg Ÿ sous la forme
(— 1}! 1.2... (n — 1) (= ) sin n (» — u).
Le reste prend la forme TT n—1 ñn 4 fr 8 sin n (9 — u),
[a + SA) + (b + OP etilsuffit, pour que la formule soit applicable, que l’on ait
3. Soit f(x, y, z, .. ) une fonction homogène de degré m de x, y, z. ..; on a, « étant une variable quelconque,
fie où, y + ay, z Has) = (1 + a)" f(, y, 2).
Développant le premier membre par la formule de Taylor, suivant les puissances de
ax, «y, az, @t(t + x)" par la formule du binôme, puis égalant les coefficients des mêmes
puisssances de « dans les deux membres, on trouve 1° le théorème des fonctions homogènes (444); 2° une suite d’égalités comprises dans la formule symbolique
à CONSCRNRCNE (ertrpteste f—=m(m—z)e.(m—p+#1) f(x, y, 2).
456. Une fonction f (x, y) de deux variables indépendantes devient maximum pour un système (a, b) de valeurs de ces variables, lorsque pour tout point (x, y) compris dans une région (ae, b+e), eete’ étant des constantes positives, on a constamment f(x, y) < f (a, b). Si, dans les mêmes conditions, on avait constamment f (x, y) > f (a, b), la fonction f aurait un minimum au point (a, b).
La recherche des systèmes de valeurs de x et y qui rendent maximum ou minimum une fonction de deux variables se ramène au problème correspondant pour les fonctions d’une seule variable, par un artifice analogue à celui du N° 854. Observons que si h, k, désignent des quantités arbitraires, et { une variable, on aura nécessairement, dans le cas du maximum,
fa + ht, b + ki) — f (a, b) Ko pour toute valeur absolue de { moindre qu’une certaine fraction d (sauf 1 — 0); et dans le cas du minimum,
fa + ht, b+ ki) — f(a, b) > o.
Si nous posons o (t) = f (a +- ht, b + kt), ces inégalités deviendront respectivement (1) pOÜ—p(o<o, plt)—?(o)>0o, et la fonction œ (t) de la variable t deviendra, pour t — 0, un maximum dans le premier cas, un minimum dans le second (126).
Réciproquement, si la première inégalité (1) est vérifiée pour toute valeur très petite de f, les valeurs de À et k restant quelconques, comme (x = a + ht, y — b + kt) peut représenter tout point compris dans une région très petite autour du point (a, b), il résulte de la définition que [ (æ, y) deviendra maximum pour x — a, y — b; de même, il y aura un minimum si la seconde inégalité est vérifiée.
D’après cela, il suffit de chercher les conditions pour que o (t) soit maximum ou minimum pour { —0o. Nous supposerons, pour simplifier, que f(x, y) et ses dérivées partielles du premier et du second ordre soient des fonctions continues dans le voisinage du point (a, b); alors
les fonctions œ(t), &’ (1), +” (1) seront continues dans le voisinage de t — o. Donc, pour que o (0) soit un maximum ou un minimum, il faudra que l’on ait o’ (0) —0(426). Or,ona
et comme cette égalité doit être vérifiée pour des valeurs arbitraires de het de k, on devra avoir
p'()—SER SEE, AO TE
of 10 feu (2) am D
Donc, tout système dé valeurs de(x, y) qui rend maximum ou minimum la fonction f (x, y) doit annuler les dérivées partielles D.f, D,f, à moins que la fonction f ou l’une de ces dérivées ne devienne discontinue dans le voisinage de ce système de valeurs.
On égalera donc à zéro les dérivées D.,f, D,f; on tirera de ces équations, en général, un nombre déterminé de systèmes de valeurs pour x et y, propres à fournir des maxima ou minima de f; soit (a, b) un de ces systèmes. On sait que { — o répond à un maximum de o (t) si ®”’ (0) < 0, à un minimum si o’’ (0) > o. Mais nous avons, en calculant ®/”’ (t) par la règle des Es composées et faisant { — 0,
Do) Le + ne + = as + 2 Bhk + Ck?.
I] faut donc que cette ee ne soit pas nulle, sauf pour h — k = 0, et reste constamment de même signe, quelques valeurs qu’on attribue à hetk.
Si A était nul, +” (0) se réduisant à k (2Bh + Ck) changerait de signe avec k, supposé très petit; il n’y aurait ni maximum ni minimum.
457. Supposons A différent de o, et écrivons +” (o) sous la forme
(3) A C JU st) Ps (c # +) k2.
e e B? e « La
Si les coefficients A, C — ni sont de même signe, c’est-à-dire si AC — B°? > o, cette expression restera de même signe que À, quelques valeurs qu’on attribue à h et à k, car ces coefficients multiplient des carrés ; f (a, b) sera donc un maximum si À < o, un minimum si À > o. Si, au contraire, on a AC — B? <o, comme on peut toujours disposer
des arbitraires k et & de facon à annuler l’un des termes de æ”’ (0), et comme ces termes ont des signes contraires, q”” (o) changerait de signe, il n’y aurait ni maximum ni minimum pour x — 4, y — b.
Enfin, si AC — B? — o, o”” (0) s’annulera encore pour des valeurs de h, k différentes de zéro, et l’on ne peut rien conclure sans recourir aux dérivées supérieures de 9 (1).
Ainsi, la fonction
(ee, y) = yi — 2 (a + Ê) 2y° + 4 aPr°
conduit, en vertu des équations (2), aux relations
ay —4(a+f)ay=0o, 8afx — 2 (x + 6) y? — 0,
système d'équations qui n’admet que la solution x = 0, y — 0. Formant la différentielle seconde d?f, on trouve
df—= 4 {2 afdat — (a + 6) ydxdy + [3y° — (a + F)xldy" }
et par suite À = 8 af, B—0o, C—0o, AC—B—0;
on a donc ici ®”” (o) — 8afh°, quantité positive qui ferait croire à un minimum, mais qui s’annule pour h — o quel que soit £. On ne peut donc conclure. On trouve en effet, en posant y? — Àx, f@,y)=2 (— 24) (À — 2f),
et l’on voit que f(x, y) est toujours positif, sauf pour À compris entre 2a et 25, où f devient négatif; f (0, o) n’est donc pas un minimum.
458. Une méthode semblable s'applique aux fonctions de trois ou d’un plus grand nombre de variables. On verra d’abord que, pour que f(x, y, z) devienne maximum ou minimum pour un système (a, b, c) de valeurs des variables, il faut (sauf les cas de discontinuité) que D,f, D,f, D.f s’annulent pour ce système (a, b, c), et ce principe fournira trois équations dont les solutions pourront donner des systèmes convenables.
Ensuite, d?f devra rester de même signe, pour x = a, y—=b, z —c, quelles que soient les valeurs de dx, dy, dz (sauf dx = dy — dz — 0), et en transformant d?f en une forme quadratique homogène comme ci-dessus, on en déduira un certain nombre de conditions qui devront être vérifiées pour le maximum ou le minimum. S'il y a doute, on passera à d‘f, et ainsi de suite.
Dans certains cas, les conditions particulières du problème indiquent
d'avance s’il y a un maximum, ou s’il y a un minimum, et dispensent de cet examen détaillé.
459. Application. — Trouver la plus courte distance entre deux points appartenant à deux droites données D et D; dans l’espace.
Mettons les équations de ces deux droites sous une forme convenable. Soient X, Y, Z les cosinus directeurs de la droite D prise dans un sens déterminé; a, b, c, les coordonnées d’un point fixe P, x, y, z celles d’un point variable M sur cette droite, w la distance PM, positive dans le sens (X, Y, Z), négative en sens contraire. Les équations de D peuvent s'écrire
(4) x=a#+Xu, y—=b+Yu, z2=c+ Zu, et de même celles de D;, (5) œa = Xi, Yi=bi + Yiu, = 04 + Zi,
en marquant de l'indice 1 les lettres qui se rapportent à D:. Le carré de la distance æ des points M et M, a pour expression
me (es — G) + (ya — y} + (ui — 2),
et pour que #° soit un minimum, il faut, d’après la règle du N° 156, u et uw, étant deux variables indépendantes, que les dérivées partielles de æ° par rapport à ces variables s’annulent, ce qui donne les équations (a a)X Hyi—yY +(u—2)Z =o,
Q@i — x) Xa + (ya — y) Yi + (ai — 2) 1 = 0, ce qui fait voir que la droite de longueur minimum O0, est perpendiculaire à D et à D,. Posons (7) A—YZ1—Z2Yi, B—2ZX;—XZ,, C—=XY:— YX;,
ce qui nous donnera (8) AXEBY—HCZ=0o, AX:+ BY: + CZis=o et en désignant par o l’angle compris entre les directions de D et de D4, AH BHLC—= I — (XX HYYi +22) = 1 — cos ?p = sin *w, (9) sin ç = /A? + B? + C?.
Les équations (6) nous donneront
di —X _Yi—Y 2 DE, AE _ A(xi—x) + B(ys — y) + C(z1 — 2)
ee
A B GENE SeTe sin ?®
A cause des équations (4), (5) et (8), le numérateur de cette dernière expression se réduit à
(10) H— À (ai — à) + B (bi — b) + C (ei — €)
et nous avons enfin
sr > Li — 2 —— TA T—= + sin? ®, sin? o sin @
(11) Ra rene o, æ étant positif, il faudra prendre le signe + ou le signe — selon que H sera positif ou négatif, c’est-à-dire selon que x, — «x sera de même signe que A ou de signe contraire ; ou encore, que la droite O0; sera dirigée ou non dans le sens.où la rotation de (X, Y, Z) vers (X;, Y1, Za1) paraît se faire de la gauche vers la droite. Pour trouver les valeurs de « et #; qui déterminent ces points O et O;,, on remplacera dans les équations (11) Li — XL, Yi — Y, Z1 — Z par leurs valeurs tirées de (4) et (5), et en multipliant les équations ainsi obtenues respectivement par X, Y,Z et ajoutant, eu égard à l’équation (8), on aura
(as — a) X + (bi — 0) Y (ci — c)Z — u + uw cos o — 0.
Posons (ai — a) X + (b1 — db) Y + (ci — c)Z = p, (12) Ma a)x EU Da zip, nous aurons U—U COSP—D, U COS P — Ui = Pi, la seconde équation s’obtenant par un procédé analogue. D’où, immédiatement, (13) perse LE at pl = P:S sin? @ sin? @
L'interprétation géométrique de ces équations est facile, Il reste à vérifier si ces valeurs correspondent effectivement à un minimum de 7°. Or, on voit sans peine que
0? w° 0? æ° a — 2 2 2\E Us ee FRS 2 (XPH Y HZ) = 2, du % 02 œ° Ter 2 (XX: + YYi+ZZ)=— 2000, i |
et l'expression AC — B? du N° 458 devient 4 sin? ® > o; d’ailleurs A = 2 > o, c’est donc bien un minimum.
Exercices.
f(x, y) = ax? y — 2ax%y + &ty — 2ax°2y? + 2a5y?2 LE r2y
La fonction a-t-elle un max. ou un min. pour + = 0, y = 0?
R. On trouve ici ?’” (0) = 0, #’” (0) — 6a%h%k, ni max. ni min.
4. On donne, sur une droite OX, n points successifs A1, A2... À,5 trouver un point M tel que la somme des carrés de ses distances à ces points ait avec l'aire du triangle A,MA, le plus petit rapport possible (Scuss).
R. a, Gay... an étant les distances respectives de A, A2,..., An à l'origine O; (x, y) les coordonnées rect. du point M, la fonction qui doit être minimum est
Y 2 AN { (= LE + ny
On trouve re 2a es V'nZas — (Za;)?
n D APTE .
PNR te ep ent V'nZa, — (Za;)
Q LÉ: FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE INDÉPENDANTE
460. On appelle fonctions implicites celles qui sont liées aux variables indépendantes par des équations non résolues. Dans l'équation
x5 — y5 — 3uxy — 0, y est fonction implicite de x. Les règles de différentiation de ces fonctions découlent des principes que nous allons établir sur l’existence et la
continuité des fonctions définies par des équations de cette espèce, en commençant par les équations entre deux variables,
Tuéorème. — Soit F (x, y) une fonction simple des variables x, y, qui s'annule pour un système de valeurs (a, b). Si dans le voisinage de ce système, la fonction F (x, y) et ses dérivées partielles par rapport à x et à y, F, (x, y), F, (x, y) sont finies et continues par rapport à ces variables ; si de plus E (a, bjest © ou < 0, il existe, dans le voisinage de la valeur a de x, une fonction simple y dè x qui est finie et continue, qui vérifie l'équation F (x, y) == o, qui prend la valeur y — b pour x — a, et qui admet une dérivée également finie et continue.
D’après les conditions supposées, on peut déterminer deux quantités À et m telles que, pour tout système (x, y) compris dans la région (a + À, b + y) ou T, on aura WA F° (x, y) < Aet WA F' (x, y) > B, A et B étant des nombres finis, car F° (x, y) ne s’annulant pas au point (a, b) ct étant fonction continue ne peut s’annuler dans une région déterminée autour de ce point. De plus, comme ce qui est vrai pour une valeur de À est vrai à plus forte raison pour une valeur plus petite, on peut toujours admettre que À et p vérifient l'inégalité (1) AA € uB.
Cela posé, soient h, k des accroissements respectivement égaux ou inférieurs en valeur absolue à À, u; la formule de Taylor donnera, F (a, b) étant nul par hypothèse, (2)F(a+h,b+k)—RF, (a +0h, b + 0k) +RkF, (a + 0h, b + 0k), 0 étant > o et < 1. Dans le second membre, F° a une valeur absolue < A, F, une valeur absolue © B, et si nous prenons Wh <,k—ÆE, il viendra
WhFe(a—+0h,b+0h) < 14 < uB VAE’ (a + 0h, b + 0k).
Le second membre de l’équation (2) aura done le signe de son dernier terme, et comme F° a un signe invariable dans la région T, ce dernier terme changera de signe avec k. Donc, pour chaque valeur de À dans l'intervalle (— À, +), F(a+h,b+k) a des signes contraires pour k——u et k— Lu; donc, pour toute valeur de x de l'intervalle (a —), a+), F (x, y) admet des signes contraires pour y —b —p, y —=0 + y, et s’annule (66) pour une valeur de y > b—.uet < by, mais pour une seule, car s’il existait dans cet intervalle deux valeurs de y
donnant F (x, y) — 0, F° (x, y) devait s’annuler (94) entrey—=b— et y —b—+u, ce qui est contre l'hypothèse.
Le système de ces valeurs de y qui, pour chaque valeur de x, annulent la fonction F (x, y), constitue évidemment une fonction simple y = ® (x) qui vérifie l’équation F (x, y) — o dans la région T. Pour x — a, cette fonction prend la valeur y — b, car on a F (a, b) — o et o (x) est fonction simple. Elle est aussi continue pour x = a, car si h, k désignent les accroissements correspondants de x et de œ@ (x), on a F (a +, b— k) = o, et en vertu de l'équation (2),
(3) RE! (a+ 0h, b+0k)+kF, (a + 0h, b + 0k) = o.
Si k a pour limite zéro, comme F° et F} conservent des valeurs finies et que WF" ne peut être inférieur à B, il faut que Æ ait pour limite zéro. Remarquons d’ailleurs que les raisonnements faits Jusqu'ici subsistent si l’on prend, au lieu du point (a, b), tout autre point (x, y) de la région T qui vérifie l'équation F (x, y) — o, donc la fonction o (x) sera continue dans l’intérieur de cette région. Enfin, de l'équation (3) entre les accroissements de x et de o (x),
k_ F,(a—-6h, b +0) k F'(a+-06h, bb)"
nous tirons en faisant tendre À vers zéro, F! et F, étant continus pour le système de valeurs (a, b),
lim-= ———:
(4) h ONE (a db) La fonction o (x) admet donc une dérivée ®’ (a) pour x = a, et il en est de même pour toute autre valeur de x comprise entre a — À, a + À, puisque le même raisonnement lui est applicable. Ainsi l’on a, dans le voisinage du point (a, b), dy F; (x, y) LC En 0 OR Er A e ? (a) dx F, (x, y) 4 d’où la relation entre dx et dy, Fi (x, y) dx + F7 (x, y) dy = 0,
ou
OF, OF (2) Ge dd = 0:
On prouverait de même que, si les dérivées partielles du second ordre de F sont continues dans la région T, + (x) admettra une dérivée seconde p’’ (x), et ainsi de suite.
161. Au reste, l’existence de la fonction simple et continue de x définie par une équation donnée entre x et y, et celle de ses dérivées, étant une fois prouvées, la détermination de ces dérivées successives se fait facilement au moyen des dérivées partielles successives de F (x, y). En effet, regardant F (x, y) comme une fonction composée de x par la substitution y — @ (x), sa dérivée DF (x, y) sera nulle puisque F (x, y) s’annule pour y = ® (x), et Len la règle du N° 148, on aura
OF di (5) Œ + oy de — © ce qui détermine Dy et s’accorde avec l’équation (x). De même, puisque DF est constamment nul, sa dérivée totale D?F par rapport à x est nulle aussi, et en la formant par les principes du N° 454 et observant que l’on peut prendre dx constant, on aura 0°F SES dy , d’Fdy? , OF d° (6) 0x? ? Oxoy Te VA 2e dy Em a équation qui donnera dy : dx? ou D?y. Et ainsi de suite pour D5y, ete. 462. Soit, comme exemple, l'équation
(A) y — 3axy + a — 0.
La règle (5) donne, en divisant par 3, d (B) (®— ax) + (at — ay) = 0, d’où
d (y® — ax) Lay y TE — 20 À + 28 = 0,
d’où, remplaçant dy : dx par sa valeur NT
d2 pr de | Aa 2 = 2 etes Jr) e. =
y — ax y ax — ax)?
ne — ax)? + a Ge — ay) G — ax) + y (x? — ay].
On remarque que ces dérivées, et en général que les dérivées obtenues par cette voie, renferment dans leur expression la fonction y en même temps que la variable x, mais l'équation F (x, y) — o permet souvent de simplifier. Ainsi, si l’on développe la valeur de d?y : dx? et que l’on ait égard à l’équation (A), on trouvera
d°y 2a%xy TEE © 463. Remarque. La théorie ci-dessus montre que, dans une région où F, F’, F, sont des fonctions continues de (x, y) et où F, ne s’annule pas, l'équation F = o définit une fonction y — @ (x) simple et continue dans le voisinage de chacun de ses points, mais céla n’exclut pas la possibilité que l'équation admette plusieurs solutions pour ehaque valeur de x. Seulement, ces divers systèmes de valeurs de y sont séparés et constituent en quelque sorte autant de branches d’une même fonction ; ce n’est que dans le voisinage d’un système (a, b) pour lequel les conditions ne
seraient plus remplies, en particulier, pour lequel on aurait F, (a, b) ou OF AL :
on — 0, que plusieurs branches pourraient se réunir et que la fonction simple cesserait d'exister. On remarquera que, pour ces valeurs, les équations (4), (5), (6) ne s'appliquent plus à la détermination des déri-
vées de JE
Exercices.
dy a --- 6x tg (ax +- by)
. Bx2192 Ï by) — , = = — ————————— 0.
xls An PEE Lt dx b + 2y tg (ax + by) dy y l.æ—71 LA L ce e = = — = — e DOVE D dæ a l.y—1 dy xi— ay d’y Gaxy (x5y5 + 2?) 5 — 5 — 0: ES — RE RE 8. y5 — 5axy + x — 0; TE pr pausy* Le try d b2 — y?
4. arc sin = are sin Ÿ — 0: LE TETE a b dx V'a— 2 dy a — y + y/ a — 2 me Ve MEN (2) 2 2 2 2 2 NOR (LE A) PP A © en RE ICDer ter (3 æ dx x—y da? (x — y}°
&6. Démontrer que si l’on a, entre æ et y, l'équation a Bay" — «y (x? + y?) — 70 — 0, on aura celles-ci dx dy ———— + Va? + 5) (ga? —n) V/ (ay? +3) (8y? — à)
Ba? — By? 8 m/s Va
2. Démontrer que les fonctions y — arc tg æ, y = arc sin x satisfont ÉPDérA NE aux équations suivantes, n étant entier et positif :
d't1y anx d'y n(n—1) — 1) d'y dati = +? da" rat dat
dM+2y (2n + i)x d'tiy ny
8. Démoutrer que la fonction y = x : (e* — 1) vérifie, pour n > 2 etæ —0, l'égalité
d'—! 2e. n—2 n (+), +2 (+). A ame (&), + Yo —0.
R. On met l’équation donnée sous la forme (#*— 1) y— æ — 0; on applique la théorie ci-dessus et la formule de Leibnitz.
S 2. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES
464, On établit un théorème analogue à celui du N°60 pour les équations renfermant trois ou un plus grand nombre de variables. Nous nous bornerons ici au cas de trois variables, la démonstration étant la même dans le cas général,
Soit F (x, y, z) — o une équation entre trois variables ; si la fonction F et ses dérivées partielles F', F}, F' sont des fonctions continues de ces variables dans le voisinage d’un système de valeurs x — a, y — b,z—0c qui vérifie l'équation F — 0; si de plus F! (a, b, c) n’est pas nul, il existe une fonction z — (x, y) qui jouit des propriétés suivantes : 1° elle vérifie identiquement l'équation F — 0; ® elle se réduit à z—c pour x — a, y = b; 5° elle est simple et continue par rapport aux variables (x, y) dans le voisinage du point (a, b, c), et admet des dérivées partielles également continues par rapport à x et à y.
Eu égard aux conditions supposées, on peut déterminer une région T
limitée par (a + À, b+Æu, c + v), À, u, y étant des quantités positives
telles que, dans cette région T, les fonctions F,, F, ne puissent surpasser
en valeur absolue des nombres fixes A, B, et que WF’ reste toujours
supérieur à un nombre C > o. On pourra supposer en outre
(1) A1 + Bu < Cv,
car on peut réduire à volonté À et 1. Désignons par k, k, l des quantités
positives ou négatives, en valeur absolue égales ou inférieures à À, 1, v
respectivement ; il sera permis d'écrire, par la formule de Taylor
(2) F(a+h,b+k, Care a + 0h, b + 0%, c + 01) HUF, (a + 0h, .….) + 1F, (a + 0h, .….), (0 <9 < 1),
On prouvera par l'inégalité (1), comme au N° 160, que le second membre doit être de même signe que son dernier terme, si l’on prend DECER SARA TOUS RTE EAU
F(a+h,b+%,c+T1) changera donc de signe si, pour des valeurs données de h, 4 on prend successivement z2=c—71, z2—=Cc+7%, ct s’annulera par conséquent pour une valeur de z comprise entre ces deux limites; donc, pour chaque système de valeurs de x, y pris dans l’intérieur de la région T, il existe une valeur de z (et une seule, à cause de WF; > C) qui vérifie l'équation F (x, y, z) — 0. Cette valeur de z est une fonction simple z— (x, y) des variables, qui se réduit à c pour x = 4, y —b. Cette fonction est continue par rapport à x et y au point (a, b), car si h, k, l désignent les accroissements infiniment petits de x, y et de cette fonction z, on aura F (a h,b+k, c+ 1) = 0 et l'équation (2) montre que l'tendra vers zéro en même temps que À et k. De plus, si l’on fait £ — 0, on tire de cette même équation
hE3 (a + 0h, b, ce LOU HUE (a + 0h, b, c + 01) = 0,
d’où, k tendant vers la limite zéro, l__ Oz F3(a, b, c) RENDENT, (a, b,c)
Mais on peut raisonner de même sur tout système de valeurs (x, y, z) qui vérifie l'équation F — o dans l’intérieur de la région T; la ‘fonction
p (x, y) est donc continue dans le voisinage du point (a, b), et de plus, on aura en général
c’est-à-dire que la fonetion z des variables x et y définie par l’équation F — o admettra une dérivée partielle par rapport à x dans la région T, dérivée qui sera elle-même continue. Le mème raisonnement s’applique à la variable y, le théorème est donc démontré.
165. Les dérivées partielles premières de z sont données par les équations OF 0z OF dz G) k Are où ” e es dy —
On en tirera la différentielle totale dz par la formule connue
(4) da = de + dy Si l’on admet que les dérivées partielles successives de F(x, y, z) soient encore des fonctions continues des variables x, y, z dans la région T, on établira de la même manière l’existence et la continuité des dérivées partielles successives RE EE GTA dx?" Ox0y OY? 0x5 et par suite des différentielles totales d?z, d5z, ... Mais leur existence admise, on les calculera le plus simplement comme il suit : La fonction F (x, y, z) a une valeur constante nulle si z représente p (x, y), sa différentielle totale est donc nulle, et en la formant par la règle du N° 447, ce qui est permis, on a l'équation
OF OF OF (5) M Male 0-
qui fournit la valeur de dz, puisque D,F est supposé Zo. En ayant
égard à la formule (4), on aura ensuite les dérivées partielles de z par le principe du N° 158 et l’on retombera sur les relations (3). De même, considérant le premier membre de (5) comme une fonction de x, y et égalant sa différentielle totale à zéro, on aura (152) Pt Mt de AE Y+ des ni Oxdy
RES sd 0:
cette équation donnera la valeur de d?z, lorsqu'on y aura substitué celle de dz calculée plus haut, en fonction de dx, dy. On en déduira D£ z, D; z, D, D, z au moyen du principe du N° 45%. Et ainsi de suite.
166. Exemple. Soit z une fonction de x, y définie par l'équation
tite
Égalant à zéro la différentielle du premier membre, nous avons
d EE LE d’où Cé7ar y C0)
Différentions une seconde fois l'équation ; dx et dy sont constants, et il vient
re die 0,
d’où, tirant la valeur de d?z et remplaçant dz° par son expression, on trouve
Lars Ye NN UE de £ (+ SE) + dedy-+ (EE) SE ,
ce qui se réduit par l'équation entre x, y, z, à c* d?z — — PT Lu — Yÿ?) dx? 2xydxdy + (a? — x?) ap | - Connaissant dz, d?z, on aura sans peine
D>z22#D/D-2 0/7, 1etcHet
167. Enfin, des théorèmes analogues peuvent être démontrés pour un système de m fonctions y,, .…, y" de n variables æ1, .., x», définies par un système de m équations entre ces variables, lorsque ces équations satisfont à certaines conditions; mais pour ne pas entraver la marche du cours, nous ne ferons pas ici cette généralisation (1), et, supposant établie l’existence et la continuité de ces fonctions et de leurs dérivées partielles successives, nous allons montrer comment on les détermine.
(1) Voir la note IT à la fin du volume.
Soient F, (ED .…s ns Y15 …s Ym) — O, Fe (CIF cp Xny Yi, ce) Ym) RO)
Eu (rs 4.3 Ans Yi ce Un) — 0)
les équations données. Leurs premiers membres, considérés comme des fonctions de x, ..., x, par la substitution des valeurs de y1, ..., y», sont nuls constamment. On a donc dFi —0o, dF: — 0, …, dE, — 0, et en développant ces différenticlles par le principe du N° #49, nous aurons les m équations suivantes
| OF OF OF Se. TES RS lation md + — dy + + + din = 0,
OF: OF: OFa ie, Lab LA CAR RAR FE ETS m late Hide Ho tdu + Fa DEC
Er Li le mi + nas, RE RULES + En duo.
Elles sont du premier degré par rapport à dy1, +, dy, et l’on en tirera les valeurs de ces différentielles totales, si le déterminant de leurs coeficients est différent de zéro, comme on doit d’ailleurs le supposer.
On différentiera ensuite ces mêmes équations (7) par rapport à Lis 009 On Yo see Yms AY15 2. lYm, les différentielles des variables indépendantes étant prises constantes; on aura un système de m équations du premier degré par rapport à d°y1, .…, dy», que l’on résoudra par rapport à ces différentielles, et l’on aura ainsi les différentielles secondes des fonctions implicites; et ainsi de suite.
De ces différentielles totales on déduira immédiatement les dérivées partielles par le principe connu (464).
168. Si n se réduit à l'unité, ce qui a lieu quand le nombre total des variables ne surpasse celui des équations que d’une unité, il n’y a qu’une variable indépendante x, et une différentielle constante dx. Les opérations restent les mêmes, sauf que dy:, .…, dy» deviennent des différentielles ordinaires, et pour obtenir directement les dérivées de y1, .…., Ym par rapport à x, il sera plus commode de diviser chaque fois les équations par dx en même temps qu’on les différentie,
Exercices.
Une seule variable indépendante x
m+yts=a, a+y+ae pe, dy z—x dz CE d'y _30?—a? d?z 3h?— a?
dx y—z’ de pr de (2— y) ? de? (y—2ÿ 5. Deux équations entre cinq variables æ, y, z, u, v no — [a (a — 2) + 8 (0 — y) +y(c—2)] = 0.
(@— 2 + by + (e— 200,
Former les dérivées partielles des deux premiers ordres 12 u et et prouver que l’on a
Top de vw 6. Etant données deux équations entre quatre variables
Fi(æ,y,u.v)—0o, Fa(x, y, u,v) —0,
on peut y considérer uw, v comme fonctions de x, y, ou æ, y comme fonctions de w, v.
2 Mpt —
Les dérivées partielles de u, v dans la première hypothèse, celles de æ, y, dans la seconde, vérifient les équations
Ou dx , dv 0x Ou dy , dv dy oo es d% du0x , 0v0»x Oudy , dv dy
70 mr CHEN VIRE dv ” Oy du dy dy 3. Soient #, v des fonctions implicites de x, y, «, B, définies par deux équations de la forme u—atæp(uv) 0 —=8+ 7 vu, 0), et f (u, v) une fonction quelconque de w, v. On a
of OO Of re COUR Re
MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS IMPLICITES
169. Les principes relatifs à ce problème ont été exposés aux chapitres VII et X, mais lorsque les fonctions ne sont pas données explicitement, le calcul se fait de différentes manières suivant les cas. Nous ne considérons iei que ceux où les fonctions et leurs dérivées satisfont aux conditions de continuité.
I. Soit y une fonction de x, définie par une équation F (x, y) — 0; il faut trouver les valeurs de x qui rendent cette fonction un maximum ou un minimum.
L’équation donne
OF dy TR dx” et la dérivée de y devant être nulle pour que y soit maximum ou minimum, on devra égaler à zéro la valeur de dy : dx fournie par cette équation. On cherchera les systèmes de valeurs de (x, y) qui vérifient à
la fois cette condition et l'équation F (x, y) — o, et on les substituera dans l'expression de d?y : dx? tirée de l'équation
ëF OF dy, dFdy® , dF dy dx T “Oxoyd dx V 0p de dy dx*
Le signe qu’elle prendra fera connaitre quelles sont les valeurs de x qui donnent un maximum pour y, quelles sont celles qui donnent un minimum.
Exemple. — Soit l'équation
4Yÿ$ — 3y + sin x — 0.
On en déduit
2 2 3 (4% — 1) T2 60 x — o, 3 (49° — a = sin & — 0. 4y* — 1 ne peut être infini, il faut donc poser cos x — o pour que dy soit nul ; de là sin « — Æ 1. La première hypothèse transforme l’équation donnée en 1m) UE0S
qui admet une racine simple y = — x et une racine double y — 1 : 2, mais cette derniére doit être écartée puisqu'elle annule D,F. On a d’ailleurs, quand dy = 0,
d?y sin x de 3(4ÿ— 1) ce qui, pour sin © = 1, y == — 1, devient égal à 1 : 9 > o; minimum. L'hypothèse sin & = — 1, combinée avec l’équation 4ÿ° —3y — 10, conduit à un système sin x = — 1, y — 1 qui rend la dérivée seconde
égale à — 1: 9, maximum.
En résumé, toutes les valeurs de x fournies par l'équation sin x — 1 correspondent à un minimum y = — 1, toutes les valeurs fournies par l'équation sin x = — 1, donnent un maximum y = 1.
4370.--11. Soit f (x, y) une fonction de deux variables, liées entr’elles par une équation
F(x,y)=0, en sorte que f, au fond, dépend de la seule variable x. Il faut trouver ses maxima et minima.
On égalera à zéro la dérivée complète de f par rapport à x, y étant considéré comme fonction de x, et l’on différentiera l’équation F (x, y) —0 pour en tirer dy : dx. On aura ainsi
of of dy OF dy DCE du M PR ru %
et en éliminant dy Of OF ofoF
— = = me ee
Ox 0y Odyodx
Cette nouvelle relation entre x et y, combinée avec la première, donnera les systèmes de valeurs de x, y pour lesquels f peut devenir maximum ou minimum, et l’on vérifiera s’il y a l’un ou l’autre, soit par
le signe de d?f, soit par les conditions mêmes du problème.
273. 1III. Considérons enfin le cas général où l’on cherche les maxima et les minima d’une fonction f (x, y, .….., u) — o de n variables liées
entr’elles par m équations
RAC
En AUS eu) 0;
de sorte que f est fonction de 7 — m variables indépendantes. D’après la théorie cxposée au N° 858, tout système de valeurs de ces variables qui rend f un maximum ou un minimum annule la différentielle totale df. D'autre part, les relations (1) entre les variables entrainent les équations dF;, —0, dF:= 0, …, dF, — 0, entre leurs différentielles. On devra
donc poser le système d’équations
do de dy + SE du — 0,
(2) Te + +. + du — 0,
D. si TL de aa CL +. + TT du = 0.
Si, entre ces m + 1 équations, on élimine les différentielles du, …
des m variables que l’on regarde comme dépendant des autres x, y, …
on aura une équation résultante
Pdx + Q dy + +. —
qui ne renfermera plus que les différentielles arbitraires dx, dy, …
qui, par suite, se décomposera en n — m autres (3) D==10) 00 ...0
et
Les équations (1) et (3) constituent un système de n équations entre n inconnues æ, y, …, u; les systèmes de valeurs qui vérifient simultanément (x) et (3) comprendront ceux qui satisfont au problème. Il restera à vérifier, par le signe de d?f, si ces systèmes correspondent réellement à un maximum ou à un minimum, à moins que la nature du problème ne dispense de cet examen.
272. L’élimination des différentielles dx, dy, ... du se fait d’une manière élégante et souvent commode par la méthode des multiplicateurs. Après avoir multiplié les équations dF, —0, …., dF, — 0 respectivement par des facteurs à déterminer À, .…, À,, on les ajoute membre à membre avec l'équation df — o, en ayant soin de grouper les termes en dx, les termes en dy, ete... On suppose ensuite que l’on dispose des m facteurs arbitraires A1, .…., Âm, de facon à faire évanouir les coefficients des différentielles du, .… que l’on regarde comme dépendantes ; il ne restera dans l'équation résultante que les termes affectés des différentielles indépendantes dx, dy, ..… et ces termes devront être égalés à zéro, comme on l'a vu plus haut.
Nous sommes done conduits à égaler à zéro, quoique pour des raisons différentes, les coefficients de toutes les différentielles, ce qui fournira les n équations
Of - 0F3 (5] A TA FRA de te A ln 0) of à, “+ F»
Se Aa C2 Àm — —= 5 (4) ou "ou art ay À an di
of. 2 Fr pr F7 DA .
Jointes aux m équations (r), ces » équations serviront à déterminer les valeurs des n quantités x, y, .…, u pour lesquelles f est un maximum ou un minimum, et les multiplicateurs As, Àe, «.., Âme
Les équations (4) sont les mêmes auxquelles on serait conduit en cherchant les maxima et minima de f+ MF +. HF, x, y, ...u étant traités comme variables indépendantes, À, …, À, comme constants.
La vérification du maximum ou du minimum de f se fait, comme on l’a vu, au moyen du signe de d?/, où l’on traitera dx, dy, ... comme des
arbitraires, et où les différentielles des variables dépendantes du, .., du, … seront remplacées par leurs valeurs tirées des équations dF; — 0, …. dEn = 0, d'F1 = 0, ...,d?F,, — o. Mais cette nouvelle élimination se fait aussi au moyen des multiplicateurs, car, d’une part, l’expression
(5) d?f + À dE, 4 cher: +- À G£ES
équivaut à d°f à cause des équations d°Fi — 0, d’F» — 0; d’autre part, le coefficient d’une différentielle d?u dans cette expression sera, d’après les règles de différentiation,
of OF; ES OF»
Lame — —— .. Un ?
ou FA du | | ou
c’est-à-dire zéro, en vertu des équations (4). Les différentielles du, … des variables dépendantes auront donc disparu dans la valeur de d°f mise sous la forme (5), et il suffit d'y remplacer x, y, ... uw par l’un des systèmes de valeurs fournis par les équations (4) pour reconnaître, par le signe qu’elle prendra, s’il s’agit d’un maximum ou d’un minimum de f. On remarque que l’expression (5) est encore la différentielle seconde de fi+ Fi +. L2,F,, prise dans la même hypothèse que ci-dessus.
Exercices.
4. Trouver la route que doit suivre un rayon lumineux pour aller d’un point À à un point B dans le moindre temps possible, ces points étant situés dans deux milieux distincts où les vitesses de la lumière sont respectivement # et v.
R. A’, B, étant (fig. 19) les projections des points À, B sur le plan de séparation MN des deux milieux, AA’ —=a, BB'—6, A'B'—c; x, y les angles respectifs du rayon incident et du rayon réfracté avec la normale au plan MN, la fonction qui doit être un minimum est
a b U COS X U COS Y LES Fig. 19.
x et y satisfaisant à la relation à tg x + b ta y —c. On trouve siNæ siny v
2. Par un point A dans un angle XOY, mener une droite dont la partie PQ interceptée par les côtés de l’angle soit un minimum.
R. Soient a, b les coordonnées du point A par rapport à OX, OY; x, y les angles aigus que fait la droite PQ avec les axes; on trouve
bcos x acos y
sinfæ sin?y ‘
Les perpendiculaires à OX en P, a OY en Q, à PQ en A, concourent en un même point.
8. Max. et min. de cos x cos y cos z, æ, y, z étant les trois angles d’un triangle.
R. On trouve æ — y = z, triangle équilatéral, min.; æ — 0, y = 0, z = 7, trois côtés en ligne droite, min.
4. Déterminer les axes de la section faite dans un ellipsoïde par un plan passant par le centre.
R. Si x, y, z sont les coordonnées du point de la surface où aboutit l’un des axes, l,m,n les cosinus directeurs de la normale au plan sécant, la fonction qui doit étre maximum ou minimum est
ra + y +2, les variables æ, y, z vérifiant les équations a? y 2?
75 PRE or 1, Lx + my +nz =0o.
La méthode des multiplicateurs donne
m y Z Eh 0, VASE Ann Dane br Er Ci multipliant par x, y, z et ajoutant, on trouve
r?L 4 =0, L—=— Fr, d’où la? mb? nc?
r? — a?? y — ds 2= 3 2
LT —)s pt ue 2 Far Sn Has t
d’où a?/3 bm? cn?
Deux valeurs pour 7? : ce sont les carrés des demi axes de la section. On a enfin P
a2l2 b2m°2 cn? — ne (52 a2)2 ay (r2 —b2}? + (r2 — ce)? 4
ce qui achève de déterminer le point (x, y, z) auquel aboutit le rayon maximum ou minimum.
Même problème pour la surface
Ft ot 3 RU
6. Partager un nombre donné a en trois parties x, y, z telles que f — x" y" zP soit un maximum (#, n, p entiers et positifs).
HA Z R. nan CCR CO NE 1
ff = — 1(Ë dx? +L aus . = a) < 0, max.
7. Par un point donné (a, b, c) mener le plan qui fait avec les plans coordonnés rectangulaires, le tétraèdre de volume minimum V. R. Soit
l(æ—a)+m(y —b)+n(z —c)=0 l’équation du plan cherché. On trouvera
= 0M== CN, AN — = abc.
S. Quel est le triangle sphérique de moindre périmètre parmi ceux qui ont une surface donnée ?
3. Soient x, y, z les côtés du triangle, 2p son périmètre, On a
D Dit ep EU Di à 20 = x + 3 (VAE FETES, SES 7 Le.
E + Y , 8; 5 2 5 2 5 2 ons
On trouve D—Y—=Z, le triangle est équilatéral, 9. Déterminer les maxima et minima de la fonction ((e, y, 2) = à? + y? + 2°, les variables étant liées entr’elles par l'équation Fi (æ, y, 2) = aan + a2y? + a32? Æ 2biyz + 2basx + 2bsxy — 1. R. L’anplication de la méthode (432) conduit aux équations x + on (ax +- b:y | baz) = Y + ds (sx + ay + biz) = 0, Z + li (Dax + by + us7) = 0,
d’où, posant 1:1——«, ontire 4 CG) — Us =— D; — ba — b3 © —ba — b, | = 0.
— ba —0Ù, © —b:
L’équation à trois racines réelles en w. Discussion (Voir Liescairz, Diff. und Integral Rechnung, p.326).
Soit y une fonction, ordinairement inconnue, de x, et
dy d'y (1) V=— 1C V7 dx ? dr )
une expression renfermant les variables et les dérivées de y jusqu’à un certain ordre. Le premier problème que nous allons-résoudre est celui-ci : Etant donnée une équation x = 9 (t) entre x et une nouvelle variable, introduire t au lieu de x dans V, et par suite les dérivées de y par rapport à © au lieu des dérivées par rapport à x. C'est le changement de la variable indépendante.
Nous exprimerons d’abord comme il suit les dérivées D.y, Dy, … au moyen des dérivées de x et de y par rapport à t, que nous désignerons respectivement par x’, x’, x", y',y"', y!!, .… Considérant y comme fonction de x et x comme fonction de t, la règle des fonctions de fonctions nous donne successivement
y' as. D,y: xt, ya le Dy : x'2 + D,y d mes Y = Déy:ex'5 EL 3Diy.x' x" + D,y-x'/, et ainsi de suite. De là on tire successivement
, x 1, lot!
Diy == Dy— te, X X ( ) ; 6 LEA — y COTE — 3 (x HT 4 pe y fx!t) LE D
et ainsi de suite. La loi générale est assez compliquée. On peut aussi écrire ces formules, en désignant par dx, dx, ... dy, dy, .… les différentielles successives de x et de y par rapport à t, dx dy — dy d?x > ax:
(dx d5y — dy d5x) dx — 3 (dx d’y — dy d?x) Pre dacÿ
Déy =
ete. Il suffit de multiplier haut et bas la première par d{, la deuxième par d{5, la troisième par di’, etc.
174. Cela posé, pour résoudre le problème, on commencera par exprimer les dérivées de y qui figurent dans l'expression de V, au moyen des formules (2), en fonction des dérivées de x et de y par rapport à #; l'équation entre x et { permettra de calculer x’, x”, … en fonction de #, et il ne restera plus qu’à éliminer x de l'expression (1) au moyen de cette même équation pour que le problème soit résolu.
Exemple. Étant donnée entre x et y l'équation différentielle
la transformer en une équation du même ordre entre y et t au moyen de la substitution x — cos 1.
On a x'——sint, x”—— cost,
et par les formules (2),
dy 1 dy dy 1 dy cost dy
Ces ne)
dx sint dd’ dx? sin’tdt® sintdt
Substituant et réduisant, éliminant x, on a, pour l’équation entre y et t,
175. Le deuxième problème est celui-ci : Étant données deux équations entre x, y et deux nouvelles variables w et t,
F(x,y,u;t)—=0, Fi(x,y,u,t) —=0, exprimer V au moyen de w, t et des dérivées de w par rapport à #. C’est le changement de toutes les variables,
Différentions les équations F — 0, F; — 0, en considérant { comme variable indépendante, d’après la méthode du N° 467. Nous en déduirons x’,x’”, ….y’,y",..… en fonction des variables x, y, u, t et des dérivées successives de «w par rapport à {; en les substituant dans les équations (2), nous aurons les dérivées D,y, Diy, .… exprimées au moyen des dérivées de même ordre, au plus, de w par rapport à {. Nous porterons ces valeurs dans l’expression de V, nous éliminerons x et y au
moyen des mêmes équations F — 0, F, — 0, et nous aurons une expres-
sion de la forme
qui donnera la transformation demandée.
Ce cas se présente lorsque, une grandeur géométrique étant exprimée
en coordonnées rectangulaires x, y, on veut trouver sa valeur en coordonnées polaires r, 0, par les relations.
mr cos 0, ÿy—rsin0: 5 On a dx dr dy Dj — 005 0 — r sin 6, D = sin 0 Dr cos 0.
2 2 TE — cos ee 2 sin9T— r 0060, d2
RE Te PRE AA Sp ds = Sin ST TRLE 2 cos — risin 6, etc.
Les relations de donnent ensuite
sin 0 — + r cos 0 1 Mie LUE nr CC ae LT RENE EE (cos 5% —r sin )h db | dé Substituant les valeurs de x, y, D,y, Dy, .… dans une expression de la forme de V, on aura résolu la question.
Exercices.
: d V= (aa) to — = (et — et)
R Les 7 di
d 2. + + 3H TEE (aa) + iy=o, «tr
L5y À. D b nE mt y = 0.
æ. Transformer, en prenant y pour variable indépendante,
HOMO
R. On exprime les dérivées D,y, D?y en fonction des dérivées D,x, DÉx en faisant t= y dans les équations (2). On trouve
d'æ — x = € dy? si 4. Transformer, par les relations x = r cos 6, y = r sin 6, les expressions dy d, dy” \s UF FINE a — y (:+# 1 PUS NS
DE La en } = — dr: à dr? d?r
r Les, na
VA Tan Frans "an
Q 2. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
476. Les fonctions de deux ou de plusieurs variables donnent lieu à des problèmes analogues aux précédents. Soit z une fonction inconnue de deux variables indépendantes x et y, et
Oz Oz 0?z (1) (opera)
une expression renfermant les variables et les dérivées partielles de z jusqu’à un certain ordre.
Le premier problème (changement des variables indépendantes) .consiste à exprimer V en fonction de deux nouvelles variables w et t liées à x et à y par deux équations données, et des dérivées partielles successives de z par rapport à w et à {.
La première chose à faire est d'exprimer, en fonction de ces dernières dérivées, les dérivées partielles D,2, D,z, D?z, ... La méthode la plus commode en pratique est celle-ci : z étant fonetion de x, y, qui sont
eux-mêmes des fonctions de #, ft, on a, par la règle des fonctions composées, (2) Te AT Oz _0z0x | 0z0y, du Ox0u dy0u Ôt Oxôt 0y ot Les dérivées partielles de x, y par rapport à w et à { sont données, en fonction de w, {, par les deux équations entre x, y, u, t. On a donc là
deux équations du premier degré qui donneront, F en fonction Oz 0z Cia Ou Oo!
On aura ensuite, en opérant “ le même principe. EP Er dz 0x y 0y Oz dx , 0z0°y Qu? 0x? CE) art Es + 6 | dE dy du?” OR Ur OT OT Ox dy | dy 0x Oz y Oy , Ox dx , Oz 0 G) Fe Qudt Ox? Ou ot + Ou dt Hoi ot ) Grau dd Ôz RATER D 0y duûl ,
CR OI dz Ox0y , 0*z /dy OZ DOTE OT UN | 2 ox 6 | ne Ox0y dt Nr (3 2) dise ne Ces trois équations feront connaître les dérivées D5z, Déz, D.D,z en fonction de Déz, D?z, D,Dzz, et des dérivées premières ; et ainsi de suite. Substituant ces valeurs dans l’expression (1) et éliminant les variables
x et y, on aura la transformation demandée.
Prenons comme exemple l'expression
= + rl avec les relations x = w cos d, y — u sin Ÿ.
Les UE (2) AN (t—=1}) z 6) ET os y + Sin D pau sin + Du 6084, d’où l’on déduirait sans peine D,z, D,z.
On aura ensuite, en dérivant de nouveau partiellement,
d2 d? 2% (A un = a cos? | Er sin d cos d + En sin? Y, Oz 0?z
—— ü? sin? d — o u? sin ÿ cos ÿ + En cos?
q) 0 ne MCE
0x dy
u sin Ÿ,
d’où l’on tire, en divisant la seconde équation par uw?, ajoutant, et ayant égard à la valeur ci-dessus de D,z, OR AT OZ MO QUE:
Gé Tr u2 OÙ + u Où”
donc, enfin, ï PS LU I MALE
0z® | dy? Ou? ! u?04? ! uw La forme des équations a permis ici de simplifier quelque peu la méthode générale.
178. On suivrait une marche analogue si l’on avait à transformer une
expression dépendant d’un plus grand nombre de variables, et nous en donnerons un exemple remarquable. Supposons qu’il s’agisse d'exprimer
la fonction = Eee | 0x? Toy? 02?
U étant une fonction de x, y, z, au moyen des coordonneés polaires r, 0, Ÿ, avec les relations x —=rsinGcos®, y—rsinôäsinY, z—rcos6.
Au lieu de suivre la méthode sans modification, nous opérerons deux
transformations successives; posant rsin0—u, d'où x=—u cos Ÿ, y — u sin Ÿ, et éliminant d’abord x et y seulement, nous aurons, le calcul étant le même que ci-dessus, (a) TEA CAURPART Pare a Rd Redon VE MUST SUR US DU OO LEE UE LT OÙ? udu Ensuite, éliminant # et z au moyen des relations Zi T7 COS 0, U —MSmMiU, on aura évidemment, par un calcul identique, (6) AE PES I LT ATAU Oz? Or re On E Ajoutant membre à membre les deux égalités (x) et (5), on trouve
OU OU Ur, d'U ,-roU 1 OU 1 OU , 1 OU de dy AC dr’ +3 Or rs OÙ À us Of ue
du?
IL faut encore exprimer ce dernier terme en r et 0; comme x et 8 peuvent être considérés comme fonctions de w et z, vu que l’on a
ur, tg0—u:z,
d’où Ôr _u ep 00 _cost0 cos 0 du Tr 0 z Puel on aura aussi OU aoU , OU cos 8 = — ro mm
2 OU , 1 ŒU cos Ü AU OL | + SH % Or F6 Tr in 0 00 À réeint 0 ge Si l’on observe enfin que l’on a OU de 20U 1 0°.Ur dr? l'ror r dr?”
OU cos O OU 1040 n g2U + LE 8 = ge 20 (ein 05 '
on trouvera pour la transformation demandée
1 0°.Ur I te oi k ET ETC ICE 5) tro ? sin? 0 OÙ?
479. Le second problème, celui du changement de toutes les variables dans l'expression (1), consiste à introduire, au lieu des variables x, y, z trois nouvelles variables v, w, t, liées aux précédentes par trois relations données, de sorte que, w et { étant regardés comme les nouvelles variables indépendantes, il faut introduire dans (r), au lieu des dérivées de z par rapport à x et à y, les dérivées partielles de v par rapport à w ct à t.
Soient les relations données
(4) x = f(", u, t), y = fiv, u, t}, Zi [2 (v, u, Lt);
ÿ étant fonction de w, t, les relations (2) prendront la forme suivante : D'ameois où Ov 0z E aer Ov pure 0x ff SEC dv du | Ovou 0x RE r du 0y du AUpy Ou}.
CRE : CE
Ces deux équations donneront les expressions de D,z, D,z en fonctiou des variables et de D,v, D,v, car les autres dérivées partielles qui y figurent se tirent facilement des équations (4).
En dérivant partiellement les équations (5) par rapport à w et à t, et observant toujours que v est fonction de w et de t, on trouvera trois équations distinctes, qu’on pourrait d’ailleurs tirer des équations (3), et desquelles il sera facile de déduire D£z, Dyz, D,D,z en fonction des variables, des dérivées partielles du premier et du second ordre de v par rapport à w et à f, et ainsi de suite. Substituant ces expressions dans la formule (1) et remplaçant x, y, z par leurs valeurs en v, u, t, on aura la transformation demandée.
Ces principes s'étendent au cas où le nombre des variables indépendantes est supérieur à deux; il suffit de les appliquer directement à chaque cas, ce qui sera plus commode que d'établir des formules générales assez compliquées.
Exercices.
4, Transformer, en posant x — r cos 6, y — r sin 6, les expressions
e Ôz . Oz R. 1 RP ? Bi” r dr x 2. Transformer par les relations x + y —u, x — y —=1, l'équation Oz 00’: , d?z oem — O, ° —= 0.
Ox? Oy° Oudt . d?z d?z 27 IN 8. et one | mere x = au = au [A dx? dy? Ox0y ? x ct B > %1 + Bi
R eee [07.00 j 7 (281 — 281) | du? de — es
Cette propriété peut être généralisée.
ONCE
par la substitution orthogonale ee ami bhyti Hicz”, at ll, Li r00at, + bb, + cles, = Me. a'æ! + b'y' + C2 a'2 +- b'? + c’2 — ue a’! | bb!’ + ce!" — LE 1, Z — a''x + b''y" + US a'/?2 + b'’2 + çc''? — FRA re + b'b!! + c'e! = Fe
AU\? OU \? OU Ga) +) +) =) +G) +):
d'UENOU EAU OUI UNE PE PE TA re 5. Transformer l’expression RL et 7 Ox? y? 02? dy0z Oz0x AE
au moyen des relations LD'=UMUNRUEAUT I, à 3 (ea ŒU EU — sut : as dus Lee dv?
6. Transformer l'expression ds? — dx? + dy? + dz? en prenant À, y, v pour variables, au moyen des relations D y? 22 x? 2 2?
Tort GE LU moe ver En mt CO er x? y? 22 TE LT VAN EN À 1 LE a + b + » € + y avec la condition À > y > ».
R. Résolvant par rapport à æ°, y?, 2°, on aura les expressions de ces variables en fonc-
tion des nouvelles, (a? +20 (a? +) (a+) (a? — b2)(b2 — 02) ?
y?, 2? par permutation de aen b,bene, c en a. On démontre facilemeni que l’on a 2 2 2 + (a® Ha) (at +u) (b?+))(0b%+u) “e2+3)(e2-u) et deux autres équations semblables ; puis x? F DÉS re : #6 (1 — ) (1 — ») (a2+ 2)? (LE) (et) (a? +2) (b? + à) (c? +) ?
et deux autres semblables. Tirant dx, dy, dz des valeurs de x?, y?, z* et réduisant, on a
PEU EN de — — " — di —> a — +, RÉ Roue) a) 0) a (y —))(» — pu) :
a (a% + ») (0% + ») (ce? +
3. Deux fonctions +, », des variables æ, y, z vérifient l’équation
ds dr 0 pes D de | dj OÙ drone
transformer cette égalité en introduisant les variables À, u, » (ex. @).
0 dy R. La8 HA) (BI) (8) —
dp ps + (+ 2) (b® + à) (c* +») are
Er HE (u2 4 (8 LE) (84) = 0 SE 0
/1(6)+(T à) +( ): transformer en r, 6, Ÿ par les formules
du N° 435.
| Lt dr\°? dr\* _ Ôr R. V = / sn [+ (5) | (5) : sin 6 (si 0 Fe + r cos s).
TANGENTES ET NORMALES AUX COURBES PLANES
480. Il a été établi au N° 50 que si l’équation d’une courbe plane en coordonnées rectilignes est y — f (x), et si la fonction f(x) admet une dérivée pour une valeur de x, le coefficient angulaire 7 de la tangente au point correspondant M (x, y) sera donné par l’équation
CRT.
Ax
Si donc nous désignons par (ë, n) les coordonnées courantes de la tangente, l’équation de cette droite sera
RP
L'équation de la eourbe se présente souvent sous la forme
F(x, y) = 0, d’où l’on déduit par différentiation OF dy (e) Ke HS Oydx ?
et en substituant la valeur de dy : dx tirée de cette formule dans
l'équation (1), on a l'équation de la tangente sous cette forme commode F (2) Ce Petra Le) NE
481. La normale est la perpendiculaire à la tangente, élevée par le point de contact. Lorsque les axes sont supposés rectangulaires, son coefficient angulaire est — r : 7, et en joignant à cette condition celle de passer par le point (x, y), on a pour l’équation de la normale
dax n—y—=——(ê—x (3) Pet 0:
ë, n étant ici les coordonnées courantes de la normale, On lui donne aussi la forme suivante pour le cas où l’équation de la courbe est F (x, y) — 0 :
(4) ED =D To
482. La sous-tangente S; est la distance PT (is: LA du PRRATE de l’ordonnée au point T où la tangente coupe l’axe des x, prise avec le signe + lorsqu’elle tombe à droite, avce le signe — lorsqu’elle tombe à gauche du point P.
La sous-normale S, cst, de même, la distance PN du pied de l’ordonnée au point N où la normale coupe l’axe des x.
On voit par là que S;, $, sont les valeurs de £-— x tirées respectivement des équations de la tangente et de la normale où l’on fait n — 0, On a donc
Fig. 10.
dx dy
(5) Er tn
Enfin, les longueurs T et N de la tangente et de la normale se comptent
du point de contact M aux points où ces droites coupent l’axe des x. On a donc, par les triangles rectangles MPT, MPN,
(GA ty /1+ DE TTVAES its
On donnera au radical le signe convenable pour obtenir un résultat positif.
183. On a souvent à calculer la perpendiculaire OM, — P abaissée de l'origine des coordonnées sur la tangente. Soient (x1, y:) les coordonnées du point M;; ce point étant à la fois sur la droite OM, parallèle à la normale, et sur la tangente en M, satisfait aux équations
d DT, ya)
dx
d’où l’on tire par l'élimination de dy : dx
(B) LS Yi — XX1 — YY1 = 0.
On peut aussi écrire (7) a de Lydy—=0o, aidy— ydx — x dy — ydx.
Elevant au carré et ajoutant, on a
Gi + y) (dx? + dy?) = (x dy — ydx}?,
d’où l’on tire PSM ESS xdy — ydx (8) Papa Lai = + / dx? —+ dy?
en déterminant le signe de façon à avoir un résultat positif. Si l'équation de la courbe est sous la forme F (x, y) — o, il suffit de remplacer dy par sa valeur tirée de l'équation (x); on trouve
n vw v rie
f Si Pon remplace dy par sa valeur dans les équations (7), qu’on supprime 22 : le facteur dx, et qu’on élimine x et y entre les équations (7) et l’équation 4 de la courbe, on aura entre x, y, l’équation du lieu géométrique du
point M;. C’est la podaire de la courbe donnée par rapport au point O. 484. Application à quelques exemples.
; x? ÿ° 4. Ellipse : RE Une 1, a —b?— 0.
u Ex , n a? b?n Tangente : — pu — 1; Normale: né —— —0c:
(LRU Æ y S — = — — Ju —— — LS Ô x » Sn 2%) 7: at Se bi ?
2 2 2, Hyperbole : cs JET a + b? — c?;
ONCE changer b? en — 6? dans les résultats obtenus pour l’ellipse. 3. Parabole : Y}=—2pTe Tangente : ny —p(£+-x); Normale : (Ë — x) y + (n — y) p — 0.
2 RTE de Le LE Si = = S, = p, constante; T=—p/2x(p+2x), N—p/p(p + 2x). SU I 4. Logarithmique : y — ae”*, Ss = — nv Const.
b. Cycloïde. — C’est la courbe OMD engendrée par un point d’une circonférence qui roule sur une droite OX sans glisser, c’est-à-dire de manière que la distance entre deux points de contact successifs O et À soit égale à l’are MA compris entre les points correspondants sur la circonférence.
L'origine étant au point O, Fig. 11.
OX étant l’axe des x, l’axe OY perpendiculaire, appelons a le rayon AC du cercle, « l'angle ACM entre le point de contact À du cercle mobile et le point décrivant M; abaissons MP, MQ perpendiculaires sur OX et sur le rayon OA. On aura immédiatement
x — OP = O4 — AP — ao — a sin ©, y = MP — AQ — AC — CQ = a — a cos w.
Les équations de la cycloïde sont donc (y) x —= @(® — sin @), y—a(r — cos w).
L'élimination de w donne
+ 2 ay —y,
a X —= 4 arc cos
mais il vaut mieux conserver les équations sous la forme (y), x et y étant exprimés en fonction d'une même variable w.
Ces équations montrent que la courbe se compose d’une suite indéfinie d’arcades égales OMDX, contiguës, ayant une base 27xa égale à la circonférence du cercle générateur et une ordonnée maximum égale à 2a, de
part et d'autre de laquelle l’arcade est symétrique. Il suffit donc de faire varier & de o à 2T.
Cherchons le point où la normale en M coupe l'axe des x ; l'équation de la normale donne pour ce point
à. # EX +y A et l'équation de la courbe dx — a (1 — cos w) do — y do, dy = a sin « de, donc 6 = a (o— sin w)+ a sin © — aw — OA;
la normale MA passe par le point de contact du cercle générateur et de la droite OX, et la tangente MD passe par le point D diamétralement opposé à À.
185. Coordonnées polaires. — Soient M un point quelconque d’une | courbe, O le pôle, OX l'axe polaire, OM — r le rayon vecteur, XOM — 0 l'argument du point M;
r —/f(0) où F(r,0)=0o l'équation de Ja courbe dans ce système de coordonnées polaires. Pour trouver la tangente à la courbe en M, nous déterminerons _ l'angle & que fait la direction MF de la tangente, menée dans le sens où croit l'angle 0, avec la direction OM du rayon
Fig. 12. vecteur. Menons une sécante MM’, le rayon OM’, MK perpendiculaire sur OM’; appelons r Ar, 0 AO les coordonnées du point M’. Le triangle rectangle MKM’ donne
MK — MK tg MM'K.
En négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur à A6, on a MK = r sin A0 —7+r A0, M'K = OM — OK = OM’ — OM — Ar, l'angle MW’K a pour limite s; donc enfin, en vertu du principe sur la limite d’un rapport d’infiniment petits (47) on a r AO
lim tg MM K= lim ,
ou _.® ft) (10) BE R ro
La sous-tangente ct la sous-normale polaire se comptent sur la perpendiculaire au rayon vecteur menée par le pôle, du point O aux points T et N ou elle est coupée respectivement par la tangente et la normale. Les longueurs MT, MN sont celles de la tangente et de la normale. On a, par les triangles MOT, MON,
dr
do T — = + — A = Jp — = — y (11) O S,=rigu—=1 DE ON =—S,;— rcotp D
do? dr?
nn, —— 2 à —— — eo (E2 MM n/1+r de MN = N — 745 +
Pour la généralité des formules (11), on devra regarder S;, S, comme positifs ou négatifs selon que r sera une fonction croissante ou décroissante de 0 (69).
La distance OM; — P du pôle à la tangente a pour expression
r? d0 Soient r1, 0, les coordonnées du point M;; l’équation de la podaire de
la courbe par rapport au pôle O s’obtiendra en éliminant r, 8 et u entre l'équation de la courbe r — f (6), et les équations
(13) P—rsinp—
(14) ri = r sin p, O— = —p,
Exercices.
4. Dans la courbe qui a pour équation 2 2 2 les distances x, 8 de l’origine aux points où la tangente coupe les axes ont pour expres-
sions 2 14
B—= ay"; ®& la normale passe par le point (x, 8). La portion de la tangente entre les axes est égale à a. On a, de plus,
Mains,
2 1 3 Yi: = % QUE
P—(azy)5, a —=x°y5, l’équation de la podaire est Gi + vif = (ax1y1),
2. Un cercle de rayon a roule sur une droite OX ; un point M situé sur le rayon à une distance b € a du centre décrit la cycloïide allongée
æ = a —bsinew, y—=a—b cos w.
La normale à la courbe passe encore par le point de contact du cercle générateur et de
la droite OX.
3. Trois droites fixes sont données par leurs équations æ cos x +- y sin « — à —0,
æ cos B—+ y sinB—d9 —0, æcosy+ysiny—0’—0o; les distances p, q, r d’un point quelconque (+, y) du plan à ces droites respectives sont représentées par les premiers membres de ces équations. On représente une courbe par une équation entre les rapports p : r,gq: r pour l’un quelconque de ses points, ou par une équation homogène f(pq;r) 0;
(coordonnées trilinéaires). Trouver l’équation de la tangente.
R. Si l’on remplaçait p, q, r par leurs valeurs en «x, y, f(p, q, r) deviendrait une fonction de x, y.On a
of of of of of.
RT = TL cos à + Sens 8 + Sen bn GE aUe
et en substituant dans l'équation Of Of (GE UE) y de la tangente, on aura pour celle-ci, en désignant par P, Q,R les coordonnées trili-
néaires d’un point de la tangente, et ayant égard au théorème du N° 144,
Ô PQ HR
4. Mener la normale à la podaire d’un courbe donnée. R. On tire de l’équation (8; par différentiation
(224 — æ) ds + (27: — y) dys = 21 dx +- y: dy = 0; L'équation de la normale à la podaire est
y — 2Y1 ZX — 2%1
Gr Elle passe par le point (x : 2, y : 2), milieu du rayon mené de l’origine O au point M. 5. Podaire de la courbe
mn m x 4 OHOE par rapport à l’origine.
R. L’équation de la podaire est
(aus) + (by) = (2? + pi},
Dans l’hyperbole équilatère, m — 2, b — ai, on trouve (x? + y} + a (y — 5) —0;
c’est la lemniscate de Bernoulli.
6. Une courbe (C) est définie par une relation f(u, v, w,...) = 0 entre les distances normales u, v, w,... de chacun de ses points M à des courbes données U, V, W,... Si l'on porte sur les directions w. v, w,.. des longueurs respectivement égales à
Of O RO.
Ou” dv dw à partir du point M et dans le sens marqué par le signe de ces dérivées, la résultante de ces droites sera normale à la courbe (C).
R. Soient +, +’, #’",... les angles que fait l’élément : de la tangente à la courbe (C) avec les directions w, v, w,.. prolongées au-delà du point M. On a
du—ccosp, du—=e cos»...
et en substituant ces valeurs dans l'équation df —0,ona
of Op homo f % LE FR g 2 FAR g+ee—=0, équation qui renferme le théorème énoncé. Il s'applique au cas où U, V, W,... se réduisent à des points (coord. multipolaires). Coniques définies par l'équation u = eu entre les distances au foyer et à la directrice : La droite qui joint le foyer au point où la tangente coupe la directrice est normale au rayon vecteur.
7. Etant donnée la tangente MT en un point M de la courbe y — f(x), on construit la courbe (C), lieu des milieux des cordes M,M parallèles à MT. Trouver le coefficient angulaire 7” de la tangente en M à cette courbe (C).
R. Soient M (x,y); Mi (xs, y1)3 Ma (dos V2); di — x +- 4, a — x + ha, On a
V4 — : > ÿà T1 — L2 hi =0 T1 + Ta — 2%
Développant y1, y2 suivant les puissances de 4, A2 par la formule de Taylor jusqu'aux termes du 5° ordre, tirant de la première équation la valeur de k, + k, et la portant dans la seconde, on trouve
FLReR 31" (x) ÉRIC 8. Spirale logarithmique : r — ae", a, m constants. R. On trouve
i r L. $ 2 gu—= —-) S,—= — D = nr — = m?, P = —— .
m Tu Se V1 + m2
La courbe coupe le rayon vecteur sous un angle constant. Le podaire a pour équation
r, = ae”bl ; & désignant une constante. Les points T, N, M, décrivent des spirales
semblables à la proposée.
9, Cuardioïde : r — 2a (1 +- cos 6).
Ropu=— 5 S;—=—-rct}6, S;,—=— 2asin86,
T=risinf0, CN: teps Le, Podaire : T1 — 44 COS5 3 bi.
Strophoide
1+ sin dr r FL LES Di
— = — te pu — cos 0.
cos 8 d dû cos 0 ” Ce
Pie
Construction facile de la sous-normale.
42. Podaires de la parabole par rapport 1° au pied de la directrice; 20 au sommet. R. La première est une s{rophoëde ; la scconde une cissoÿde p sin #6, KES , 2 COS Üs
le pôle étant au sommet de la parabole.
23. Développante de cercle (fig. 15). — On porte sur la tangente au cercle, à partir du point de contact R, une longueur RM égale à l’arc du cercle AR compté d’une origine fixe A. Soient (r, 6) les coordonnées du point M, « l'angle AOR ; on a pour le lieu du point M:
r— a (1+ 0), 0—u—arctgo, tg pu — 0—=tg (0 — 6).
La tangente à la développante est parallèle au rayon OR; la normale est MR, tangente au cercle.
ASYMPTOTES DES COURBES PLANES
486. On appelle asymptote d’une branche de courbe indéfinie, une droite telle que la distance à cette droite d’un point M qui s'éloigne indéfiniment sur la courbe ait pour limite zéro. Il existe aussi des asymp-
totes curvilignes dont nous ne parlerons pas ici. ER DO T TOUTE ne
Si la branche infinie admet une asymptote non parallèle à l’axe des y, l'équation de cette droite sera de la forme
k, l'étant des constantes; la différence entre l’ordonnée de la courbe ct celle de l’asymptote, pour un même x, aura pour limite zéro d’après la définition, lorsque x tendra vers + © si la branche est infinie du côté des x positifs. L’équation de eette branche pourra donc être mise sous la forme
(1) y—=hx ++,
V tendant vers zéro pour x infini. De là [HV lee
Ensuite, l'équation (1) donnant encore
y—kx=1l+4+N, d'où lim(y—kx)— |,
mr ; ne
puisque lim V = o, on conclut que les limites de y : x et de y — kx tirées de l'équation de la branche infinie donneront successivement les coeficients k et / de l’asymptote.
Réciproquement, si ce calcul conduit à des valeurs déterminées pour k et {, la courbe aura une asymptote y — kx + l, car les coordonnées (x, y) de la branche infinie vérifiant la condition
lim(y—kx) —{, d'où y—kx—l+v,
V tendant vers zéro lorsque x croit à l’infini, l'équation de cette branche sera
y=kx+l+N,
et sous cette forme, on voit que la courbe s'approche indéfiniment de la droite y = kx + {quand x croit indéfiniment.
Si la branche s’étendait à l'infini du côté des x négatifs, il faudrait chercher les limites de y : x et de y — kx pour x — — .
Cette méthode ne s'applique pas aux asymptotes parallèles à l’axe des y. On peut les trouver en permutant x et y dans l'équation de la courbe ct procédant comme plus haut.
Lorsque y a pour limite H æ ou — æ quand x tend vers une limite
finie a soit en croissant, soit en décroissant, on voit sans peine que x = 4 est une asymptote de la courbe.
187. Supposons que l'équation de la courbe soit algébrique, c’est-à-dire que le premier membre soit une fonction rationnelle et entière de x et de y; ou, plus généralement, qu’elle soit réductible à forme suivante, en posant y:X—u;
fu) Hama fi (u) Ha" À fe (u) + + — 0; m,m— a, m — f, … étant positifs et décroissants ; f(u), f1 (u), … des fonctions qui ne peuvent devenir infinies pour aucune valeur finie de u. Divisant l'équation par x”, nous aurons
(2) AOC THOE MEET
S'il y a une asymptote du côté x > o, il faut, en faisant croître x indéfiniment, que lim f(u) — o, et comme la limite de w est précisément le coefficient k, on trouvera les coefficients angulaires des asymptotes en résolvant l'équation
FE
Considérons une racine # de cette équation, et posons, { étant une variable,
u—k+=s d'où limé— lim (y— kr)
HH—1e) Substituant cette valeur de w dans l’équation (2), appliquant la formule de M. Bonnet et ayant égard à l'équation f (k) — 0; puis multipliant par x, nous aurons (0 0 < 1)
HORDE TTCES A CRE CEE
Si l'on a f(k) > ou < 0, fi (k) > ou <o, « < 1, il sera impossible qu’une valeur indéfiniment croissante de x donne une valeur finie pour lim t, il n’y aura aucune asymptote pour la racine k considérée. Si fi (k) —oousi « > r, on aura { — lim { — 0, l'asymptote passera par l'origine. Enfin, si l’on suppose à — 1, f1 (k) > ou < 0, on aura, en faisant tendre x vers l'infini,
lim [e f° (k) + fi (1 = 0;
() it
Si l’on avait f” (k) — o, on pousserait jusqu’aux termes du second ordre le développement de si u), ce qui donnerait
for (+) <u<, et en multipliant toute Re ne (2) par x°, on aurait Lo l ï CR l f (+ai)+ ir (Cinmese ar vie (e+es)+. —
Si fi (k) n’est pas nul, il faudra que « soit égal ou supérieur à 2 pour qu'il y ait une asymptote; la valeur correspondante de ! sera zéro si a > 2, et si & == 2, On aura
ni 2u0) FO Il faudra donc que le second membre soit positif, auquel cas / admettra deux valeurs réelles, égales et de signes contraires. On continuerait la discussion de la même manière si d’autres tre larités se présentaient. Soit, comme exemple, la courbe ay? + 50°y + 4x5 Hay — 9 — 0.
Divisant par x°,ona
QE su 4 += 0.
On a ici f(u) = u? + su +4, fi (u)—= u, « = 71. L’équation en k est donc
k° + 5k + 4 — 0, et a pour racines K—— 1, k — — 4. Comme « = 1, l’équation (3) s'applique, on a LR ree 2k+ 5
ce qui donne respectivement pour l les deux valeurs { — 1:3,/——4:3. La courbe a donc deux asymptotes non parallèles à l’axe des y,
1 £ pe A — — CT ——.
ERA ira RE re : 3
En outre, l'équation de la courbe, résolue par rapport à y, donne deux valeurs de y qui tendent respectivement vers + æ et vers — lorsque
x tend vers zéro en restant positif; l’axe des y est une asymptote dans les deux sens.
Pour les courbes transcendantes dont l’équation ne serait pas réductible à la forme (2), il faudrait procéder directement à la recherche de lim (y : x) et lim (y — kx).
488. Coordonnées polaires. — Si l'équation de la courbe est donnée en coordonnées polaires r ct 0, et si la courbe admet une branche infinie MZ(fig. 14) douée d’une asymptote AZ, nous abaisserons du pôle O, sur l’asymptote, une perpendiculaire OA — d, et projetterons le point M en P sur OA. La distance PA du point M à l’asymptote ayant pour limite zéro, lim OP — OA — ), donc
lim (OM sin OMP) — OA.
Comme OM = r tend vers l'infini, il faut que sin OMP et par suite OMP ait pour limite zéro. Menons par le pôle OZ; parallèle à AZ, et soit « — XOZ, l’angle que fait cette parallèle avec l’axe polaire. L’angle OMP — Z,OM = Æ (0 — à); on a donc
Fig. 14.
lim(ô—x)—o, lim0— x; la direction limite du rayon vecteur, quand le point M s’éloïgne à l'infini
sur la branche de courbe, donne la direction OZ; de l'asymptote. De plus, l’équation ci-dessus donne
d= + lim r sin (9 — «) — + lim r (0 — à), car sin (0 — x): (0 — x) a pour limite l’unité. On observera que 0 — « est > ou < o suivant que la rotation de OZ, vers OA est dans le sens où 0 croit ou en sens opposé; on peut donc prendre simplement
Ô— lim r (9 — à),
en se rappelant que le signe + de d répondra au premier cas, et le signe — au second. On aura ainsi les éléments nécessaires pour construire l’asymptote AZ dans sa vraie position,
Réciproquement, si 0 et r (0 — x) tendent vers des limites déterminées a et À lorsque le point M s’éloigne à l'infini sur une branche de courbe, cette branche a une asymptote AZ déterminée par ces valeurs de « et de 9, car l’équation
0 — Jim r (0 — à) — lim r sin (9 — à) — lim OM sin OMP
montre que la distance du point M à cette droite a pour limite zéro.
Exemple : Soit l'équation d’une conique rapportée à un foyer comme pôle P
F—ecos 0
T —= Pour que r croisse à l'infini, il faut et il suffit que 1 — € cos 0 tende vers zéro, donc COS & —— € .
Cet angle « ne peut être réel si € < 1, l’ellipse est exclue. Pour e > 7,
l’équation donne deux valeurs pour l’angle x, deux directions OZ: également inclinées sur l’axe polaire. Ensuite on a
— à p l 0 — ————— — A 7 PME den esinæ
d’après la règle du N° 400. Si — 7, sin « — 0, il n’y a pas d’asymptote, ce qui exelut la parabole. Pour l’hyperbole, € © 1, on a deux valeurs finies
Ç À. DU SENS DE LA CONCAVITÉ
489. Lorsqu’en un point M d’une courbe, la tangente MT (fig. 15) n’est pas parallèle à l’axe des y, on dit que la courbe tourne en ce point sa concavité du côté des y posihifs ou du côté des y négatifs suivant que, dans le voisinage du point M, la courbe se trouve par rapport à la tangente MT du même côté que l’axe des y positifs ou que l'axe des y négatifs.
Pour distinguer par l’analyse ces deux cas l’un de l’autre, on observe que la différence 9 entre l'ordonnée de la courbe et celle de la tangente MT, pour une même abscisse, est constamment positive dans le premier cas et négative dans le second, pour les points suffisamment voisins de M. Soient
donc
y = f(x) l’équation de la courbe, (x, y) les coordonnées du point M, (x + h, y') celles d’un point voisin M’, k-étant positif ou négatif et arbitrairement petit. Nous aurons, par le théorème de Taylor, f(x), f’(x) et f’’(x) étant fonctions continues dans le voisinage du point M,et0 > oet < 1,
= fe) =) A fe) EP (+ 0h)
Fig. 15
L’équation de la tangente en M,
tony UT) NÉE)
donne, pour l’ordonnée de cette droite qui répond à x + h,
d’où h?
St D 0 (x + 6h).
Si 4 (x) n’est pas nul, 1 (x Oh) sera de même signe que 12% (x)
pour À très petit numériquement, et comme k? est positif, quel que soit le signe de h, le signe de d sera celui de f/’ (x). On en conclut que la courbe tourne sa concavité du côté des y positifs ou du côté des y négatifs, en un point donné, suivant que la dérivée seconde ro dre est positive ou négative en ce point.
490. Si9 changeait de signe en même temps que k, en un point déterminé M de la courbe, la courbe traverserait sa tangente en M; le point M serait ce qu’on nomme un point d’inflexion (fig. 16). La discussion précédente prouve qu’un tel point ne peut exister que si f(x) — 0. On trouvera donc les points d'inflexion d’une courbe en cherchant ceux dont les coordonnées Fig. 16.
vérifient l'équation
Il faudra toutefois que f”’’ (x) soit différent de zero, sans quoi on verrait, en poussant plus loin le développement de y’, que d sera de même signe que f(x) quel que soit le signe de h, et la courbe ne traverserait pas sa tangente; etc.
On observera encore que la théorie ci-dessus suppose la continuité des premières dérivées de y; il pourra donc se trouver des points d’inflexion non compris dans la règle précédente, pour les valeurs de x qui rendent discontinue f” (x) ou f”’ (x).
_ Exercices.
4. Cycloïide allongée : æ = au — b sin w, y —a—beos « (Ch. XIV, ex. ®). dy b(acos w —b) da (a — b cos w)* | s b : de b > De w—0 à «w — arc cos 1 concavité vers les y positifs. Pour cos o — 2 point
d’inflexion, Au delà, concavité vers le bas.
Points d'’inflexion des courbes suivantes :
4] 2a 2. ns ee | R. æ—-;: Y—= —*° # r 3 9
y — 32° — 30% + 11025 — 189x° +- mx + n
R. Trois points d’inflexion, ŒT—I, L—2, X—3.
4. y—sinsx. R. Une infinité de points d’inflexion correspondant à
æ—ir, y—0O (tentier),
et a a to EEE V2.
5: xt— ax°—+ ay —0o. R. Deux points d’inflexion, (de me De: y —= 5? .
V6 36 6. «+ y5—a5. R. Deux points d’inflexion T—O0, Y—A; T—a, Y—Q.
2. y —=arc (gx — oui R. Trois points d’inflexion, pour x—=O0, L—+HI, A——]I.
S. y—atzxs, x—0o, y—a est un point d’inflexion pour lequel
S 2. DES POINTS SINGULIERS
194. Soit F (x, y) — o l’équation d'une courbe plane rapportée à des axes rectangulaires OX, OY; supposons F (a, b) = o, le point A (a, b) appartient à la courbe. Supposons de plus que F (x, y) et ses dérivées partielles F; (x, y), F; (x, y) soient continues dans le voisinage du point (a, b). D’après le théorème du N° 460, si F, (a, b) n’est pas nul, il passe par le point À une branche de courbe simple et continue qui vérifie l'équation F (x, y) — 0, et qui a en A et dans le voisinage du point A une tangente déterminée dont la direction varie d’une manière continue. Le point A est alors ce qu'on appelle un point ordinaire, à moins que la courbe en À ne traverse sa tangente, ce qui (890) donnerait un point d'inflexion.
Si l’on a F,(a,b) — o, mais F; (a, b) > o ou < o, on pourra raisonner par rapport à x comme on a raisonné par rapport à y au N° 8460, et l’on verra sans peine que la conclusion précédente subsiste, avec cette seule particularité que la tangente en A scra parallèle à l’axe des y. Si donc nous nommons points singuliers les seuls points où la courbe ne jouit pas, dans le voisinage du point À, des propriétés énumérées plus haut, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Lorsque la fonction F (x, y) et ses dérivées partielles F;(x, y), F,(x, y) sont continues dans le voisinage d'un point À (a, b) qui vérifie l'équation F (a, b) —: 0, ce point ne peut étre un point singulier à moins que les équalions
(0 be (a bo NE (th)
ne soient satisfaites simultanément.
Donc, pour trouver les points singuliers d’une courbe, il faudra chercher s’il existe des systèmes de valeurs pour (x, y) qui rendent discontinue lune des fonctions F, F7, F,, ou qui satisfassent aux équations F(x,y)= 0, F;(x, y) — 0, F,(x, y) = 0.
492. Considérons donc un point À (a, b) qui vérifie ces conditions, en sorte que l’on ait OF OF Dati DE et cherchons à discuter la nature de la courbe dans le voisinage de A. Pour cela, nous décrivons de A (fig. 17)comme centre, avec un rayon p que nous pourrons supposer aussi petit que nous voudrons, un cercle; soient M un point de ce cercle, © l'angle du rayon AM avec AX, parallèle à OX, compris entre o et 27; les coordonnées du point M seront a <- p cos 6, b + bp sin 8, et pour que M appartienne à la courbe, il faut et il suffit que Ô vérifie l'équation
F (a + 0 cos 0, b + p sin 0) — o.
Développons le premier membre suivant les puissances de p par la formule de Taylor, [155, éq. (2)] en supposant les dérivées part'elles de
F (x, y) continues jusqu’au cinquième ordre inclusivement ; nous aurons, vu les relations (1),
0°F 0°F DÉS CF | 2 cos MEN EU UE )
5F su (cost 0 ANT) TT ue mnt
pa CARE És Te APT p +. STE ce
Il faut, dans les dérivées partielles du dernier terme, remplacer x, y par a + Àp cos 0, b + Àp sin 8, À étant > ovet < 1. Cette équation divisée par p°? donne un résultat de la forme
(2) LO)+ ef 6) + p° C6) + p5 9 (6, p) — 0.
[ (8), fi (8), fa (8) étant des fonctions entières de sin 8, cos 8, donc, des fonctions continues de 0; @ (9, p) une fonction continue de 0 et p qui ne peut surpasser en valeur absolue un nombre fixe dans un cercle de rayon déterminé 0. On observera de plus que /f{(6), f:(0) ne changent pas, non plus que leurs dérivées successives, lorsqu'on change 6 en
sf + DEC
6 + r, et que fi (6) et ses dérivées changent seulement de signe.
La propriété caractéristique du premier membre de l'équation (2) est celle-ci : pour une valeur donnée de 6, on peut toujours supposer p assez petit pour que la somme des trois derniers termes soit moindre numériquement qu'un nombre donné €. Donc, si f(8) ne s’annule pour aucune valeur de 0 dans un intervalle (,, @), W/(6) restera supérieur à un nombre fixe, et si p est suflisamment petit, ie premier membre de (2) restera de même signe que son premier terme de 0 — 60, à0—6etne s’annulera pas; il n'y aura aucun point de la courbe sur la circonférence de rayon p entre 0= 0 et 6 — 0: De là résultent les conséquences suivantes :
1. Si l'équation f(8) — o n’a pas de racines réelles, la courbe n’a aucun point autre que À dans l’intérieur du petit cercle ; A est un point isolé ou conjugué.
Exemple :
F (x, y) = y? + ax? — xt = 0.
L'origine (x = 0, y — 0) vérifie les conditions (1). L’équation (2) est ici sin? 9 + a? cos? 9 — p? cost 0 = 0, f(8) = sin? 9 H a? cos? 9 ne s’annule pour aucune valeur de 8; l’origine est un point conjugué.
193. — II. Si l'équation / (9) — o a des racines réelles, le premier membre de (2) ne pourra s’annuler que pour des valeurs de 8 qui rendent f(6) très petit, c'est-à-dire des valeurs très-voisines des racines de l'équation f (0) = o. Si donc on mène les droites ATo, AT, ... dans les directions données par ces racines, les points de la courbe ne pourront se trouver sur le petit cercle que dans le voisinage des points To, Ti, … et les sécantes menées du point À à ces divers points feront avec les directions respectives ATs, AT,, . des angles tendant vers zéro en même temps que p. Il suffit donc de chercher à vérifier l'équation (2) par des valeurs de 6 de la forme 65 + +, & étant une racine réelle de l'équation f (8) = o, x un angle positif ou négatif qui ne pourra être que très petit lorsque p sera lui-même très petit.
L’équation (2) devient par cette substitution
G)_ fBo+- a) pf0 Go + 2) + p'fa (Bo à) + pp (80 + à p) — 0. Mais le théorème de M. Bonnet est applicable à f(), et f(0o) — 0, donc
[Bo + à) — af” (Bo + ©), « désignant une quantité qui tend vers zéro avec «. Donc, l'équation (3) deviendra
(4) af (@o +0) + ph (00 + à) + p'fa (Bo + à) + p5e (Bo + 0, p) = 0 et nous supposerons d’abord f” (8) > ou < o. Choisissons un nombre € assez petit pour que f” (9 «) soit de même signe que f/(%) pour a M (— €, He), et faisons décroitre p suffisamment pour que le premier membre de l'équation (4) ait le signe du premier terme pour a = + e; il aura donc des signes contraires pour a = — €, a — +6, et s’annulera pour une valeur de à dans l'intervalle (— €, L €), La courbe aura un point M dans le voisinage du point To, et un seul, car si le premicr membre de l'équation (2) s’annulait deux fois, sa dérivée
fE)+ ef: ®) ++
s’annulerait, d’après le théorème de Rolle, pour une valeur de 8 entre
9% — & et do + &, ce qui est impossible si f”(@) n'est pas nul et si p est très petit.
Ces conclusions subsistant pour toute valeur de p inférieure à un certain nombre 9, la courbe présente un are simple MA qui, d’après la remarque faite ci-dessus, est tangent en À à AT:.
On tire de l'équation (4), pour la valeur approchée de à qui vérifie celte équation,
f” (Bo)
Le signe de « est opposé à celui du rapport fi (60) : f” (00), si nous admettons d’abord que fi (do) ne soit pas nul. Ce signe fait connaître de quel côté de la tangente AT, se trouve l'arc AM.
D'après la remarque faite (492) sur les fonctions f (8), fa (8), …, 6 +- 7 sera une autre solution de l'équation f (&), et déterminera une direction AT’ opposée à AT,. On ferait voir comme ci-dessus qu’il existe
un arc de courbe simple AM’ tangent en A à cette droite AT’; la valeur correspondante de « sera
férn PO
donc a’ sera de signe contraire à «, ce qui montre que AM, AM’ sont du même côté de la tangente commune TT’. Il n’y a pas d'inflexion.
Chacune des racines réelles de l’équation f (8) — o donne lieu à une discussion analogue ; à chacune répond une branche de courbe simple passant par le point A et ayant sa tangente propre en ce point.
Le point À se nomme un point multiple.
294. III. Nous avons admis que /fi(%) n'était pas nul. S'il en était autrement, on aurait fi (00 + x) — à f; (804 w’), ©’ tendant vers zéro avec «, et l'équation (4) serait remplacée par celle-ci,
à f' (Bo + 0) +-pa fi (Bo + 0°) + p° fa (Bo + à) + pr p (Bo + ap) = 0: L'existence des ares MA, M'A tangents en À à la droite TT’ se démontrerait comme plus haut, mais la valeur approchée de « étant ici 225 f2 (do) 9 (6) A f &)° Ù
et fe (00), f! (8) ne changeant pas par le changement de & en 6 + 7;
æ' serait de même signe que «, la branche MAM traverserait sa tangente TT” et aurait un point d'inflexion en A.-Exemple :
y? — xt + xt = 0.
L'origine (x — 0, y — 0) vérifie les conditions (1), l'équation, (2) se réduit à sin? 9 — cos? 0 + p? cost 0 — 0; F8) = sint.0 — cos 0, f:(8) —o, fs: (8) —.cost.8,
L'équation f (8) —,0 admet quatre racines réelles
Ts As. SE de Na 7 TN FN PPT ENT NIE on a donc deux tangentes ToT”, TiT”’ (fig. 18) se coupant en O, également inclinées sur les axes. L'origine est un point double. L'équation (6) donne cos do , js 4 Sin donc à < o pour = 7r:4 et do = 57 : 4, « > o pour & — 37 : 4 et do —7Tr:4; les deux branches ont chacune une inflexion au point O.
4195. — IV. Considérons le cas où f” (0) — 0, et où l’équation (5) devient impossible. En poussant plus loin le développement de f (8 + x) dans l’équation (3), on aura, f (60) et f” (do) étant nuls,
QG) & f" Go + 0) + 2pf1 Go + à) + p'fa (Po + à) + 2p5p (Go + à, p}= 0, « tendant vers zéro en même temps que &. Si f/’ (6) n’est pas nul non plus que f1(0), on pourra supposer < assez petit pour que f”’ (8 + w), f1(6o—+ x) soient de même signe que f’(80), f1(00) respectivement, entre a=——e€ et «a ——<+e,et p assez petit pour que 4° le premier membre de (7) ait le signe du premier terme pour «—Æ+e; 2 la somme des trois derniers termes ait le signe de f19(o +- x) dans l'intervalle (— €, + €) de «x. Donc
4° Si f/(@o) et f1(8) sont de mème signe, positifs par exemple, le premier membre de (7) restera de même signe que ff” (d0) de & — — € à a — + €, et ne pourra s’annuler; la courbe n’aura aucun point dans le voisinage de To, donc, aucune branche tangente en À à AT;
Fig. 18.
20 Si f//(60), f1(00) sont de signes contraires, le premier membre de (7) aura le signe de f’/(0,) pour «= + €, le signe de f1(9,) pour « — 0; il changera de signe entre «a——e€ et x —0o; entre a—O et «——+}e, la courbe aura un point de chaque côté de Ts, donc, deux arcs de courbe MA, M,A (fig.19) toucheront AT, en À, de part et d’autre de cette tangente. Il n’y en aura pas davantage, car si (8) + pf1(9) + +. s’annulait trois fois dans l'intervalle (— €, €) de «x, sa dérivée seconde devrait s’annuler, ce qui ne peut se faire si f”” (6) est > ou
NO
Les valeurs approchées de x sont données par la formule
ar" fa (05) rer
et sont réelles et de signes contraires dans l'hypothèse actuelle.
3° Lorsqu'on change 4, en 8, + 7, fi (6,) change de signe et f/’.(,) ne change pas, donc, si dans l'équation (7) f’’ (6,) et fi (60) étaient de signes contraires, ils deviendront de même signe et vice versa. Done, sur le prolongement AT’ de AT;, il y aura permutation des cas 4° et 2 l’un dans l’autre. Il y a donc toujours deux branches de courbe tangentes à la droite T, T’ de part et d’autre au point A, s’arrêtant toutes deux à ce point : c’est un point de rebroussement de première espèce.
Exemple : y? — x5 — 0. L'origine O vérifie les équations (1); l'équation (2) est
sin? 0 — p cos5 0 — 0,
f(6) —0o a pour racines o et x; pour Û—0 on a f(8,)— 0, f’ (8) — 2 sin 4, cos 0, = 0, f” (00) — 2 (cos? 9, — sin? 06) = 2, f1 (0) — — cos$ 6, — — 1; fi (0) ct f”’ (6,) sont de signes contraires; pour 4, — 7x ils sont de même signe; le rebroussement est situé du côté des x positifs; les valeurs approchées de « sont + Ve, — V/e.
496. -— V. Considérons actuellement le cas où fi (8) — 0. Il faudra développer, dans l’équation (3), f, fi et fe suivant les puissances de «, et en ayant égard aux équations g
f@o) = 0, f(@) —=0, fi(&) = 0,
"oÙ—
on trouvera, w, ©,’ désignant des quantités qui tendent vers zéro avec a, (8) {SP GO E à8 P" (Be a) + 200: fi (Eu) + pa fé (En + 0) (20? fa (00) + 2p°a f} (00 + ®°’) + 2p5 p (00 + à, p) = 0, ou, en posant à — Le SR par 0°? f”” (0o), u? 2 f2 (Bo) SA 4 ® (Go (8') Via AL ee u + fil (00) Sr ne fr: G)! (Go +- y P 20 f{ (+ 0 a 1 [Bo + @') Hu f” (Bo + w)] — 0.
On raisonnera comme dans les cas précédents, Si l’on attribue au
rapport w de « à p une valeur finie, déterminée, on pourra toujours supposer p assez petit pour que le premier membre de l’équation (8) ait le signe du trinôme
2/4 (Bo (to), RURCUA (9) Sr UM (8 7) LUZ (00)
Donc 4° si cette expression ne s’annule pour aucune valeur finie de w, l'équation (8) ne sera vérifiée, pour de très petites valeurs de p, par aucune valeur de «. La courbe n’aura aucun point dans le voisinage de T, sur le petit cercle, aucun arc langent en À à la droite AT. Il n’y en aura aucun non plus tangent à AT’, car le changement de 6, en 8, + x ne fait que changer le signe du second terme du trinôme (9), les racines restent imagi-
Fig. 20, naircs.
90 Si le trinôme admet deux racines réelles et inégales, il changera deux fois de signe lorsque l’on fera varier w, et l’on en conelura que, p étant très petit, l'équation (8') admet deux racines réelles pour w, u, et w, auxquelles correspondront deux valeurs réelles %y = Puo, 4 — pus de a; la conclusion subsistera en changeant 6, en0,+-7; la courbe présentera donc deux branches tangentes en À à la droite TR T,T’ de part et d'autre du point A ; elle aura la forme de la figure 20 ou de la figure 21 suivant que ces racines wo, u, seront de même signe ou de signes contraires.
4197. — VI. Enfin, si le trinôme (9) a ses racines égales à une même racine %, nous développerons ® (9, p) dans l’équation (2) et, en désignant
par /f: (0) le premier terme du développement, il est facile de voir que le premier membre de l’équation (8') pourra se mettre sous la forme
Go) Qu) 3 Eu 2) nt fe Ou) au f4(8)-+ fs (0) +0,
Q désignant une quantité que l’on peut rendre aussi petite qu’on le veut en supposant p suffisamment petit, pourvu que # conserve une valeur finie invariable. Cette expression (10) sera positive en même temps que son premier terme, si (u — %)° a une valeur fixe différente de zéro et
si p est pris très petit. Pour uw — u,, l'expression (10) se réduit à
O0 gui MP C0) + a AB) a fa (Be) + 25 (Po) + et nous avons encore à distinguer trois cas :
4° Si l’expression (11) est positive, on reconnaît que l'expression (10) ne peut changer de signe pour aucune valeur de w, en supposant p suffisamment petit, et qu'aucun arc de courbe ne touche la droite AT, en A, dans le sens AT,. |
2e Si l'expression (11) est négative, l’expression (10) change deux fois de signe, pour des valeurs très petites de p et pour des valeurs de w, l’une plus petite, l’autre
plus grande que #,. On en conclura que
fig. 22. l'équation (8) admet, pour «, deux racines réelles, très petites à cause de la relation « = pu, et dont les valeurs approchées sont
autel )/ — fe Lui") nf (Boau fGD ar (Ge
La courbe a done deux branches MA, M.A (fig. 22) tangentes en À à la droite AT, placées du même côté de cette droite, et qui ne se prolongent pas au delà du point À. En effet, si l'on change 0, en 69 + 7, le second terme du trinôme (9) change de signe, uw, est remplacé par — %5; fo), f'’ (85), f; (8) ne changent pas, f4 (@) et fs (0) changent de signe, la quantité sous le radical change de signe et les valeurs de à deviennent imaginaires. La courbe présente, en A, un point de rebrousement de deuxième espèce.
. Remarquons que, dans le cas 4°, le changement de 6, en 0, + 7 à pour effet, au contraire. de changer le signe de l’expression (11), et de rendre réelles les deux branches tangentes à T, T’ du coté AT’. La courbe a done aussi, dans ce cas, un rebroussement de deuxième espèce, mais placé en sens contraire du premier.
5° Enfin, si l’expression(r1) s’annulait encore dans sa partie principale, il faudrait pousser plus loin les développements suivant le puissances de p et de « et procéder de la même manière.
Exemple : Y — 2yX? + x — à — 0.
L'origine satisfait aux conditions (1). L’équation (2)
sin ?0 — 29 sin 8 cos* 0 + £? cos! 8 — p5 cos 8 — 0,
donne f (8) = sin? 0, fi (8) = — 2 sin 0 cos? 6, f2 (0) — cost 6, fs (8) — — cos 0. Les racines de f (0) — o sont o et x. Pour 8 — o, on a f! (8) = 0, f1 (05) — 0, et l'équation en « devient
u—2au+i1+p(—1+Q)=o, ou (u—1}+p(--1 +Q)—o, les racines du trinôme (9) sont réelles et égales à l'unité; d’après ce qui précède la courbe a à l’origine un rebroussement de deuxième espèce tangent à l’axe des x du côté de x positifs et au dessus de cet axe, puisque la racine double du trinôme est positive. 198. L'équation (2) peut encore offrir d’autres particularités. Ainsi, si l’on avait
OUT RAR TTL ETES OT LR
il s’ensuivrait identiquement f(f) — o quel que soit 8. L'équation (2) admettant le facteur p, se réduirait à
[1(0) a pf2(6) ar p?p(8, p) — O;
et l'équation f,(8) — o étant du troisième degré en sin 0 ou cos 6, pourrait admettre six racines réelles pour 0; on aurait en général trois branches de courbe se coupant au point A, qui serait un point triple; etc. La méthode suivie précédemment indiquera assez comment il faut procéder dans ces cas plus compliqués.
Nous traiterons encore l'exemple suivant :
(x? — y?) — x! sin x — 0.
Si l’on se borne à considérer la portion de la courbe entre x —o et x—", On trouve seulement deux points qui vérifient les conditions (1), savoir : (x — 0, y — 0),
T (x — EE oO).
Pour le premier point, l'équation (2) est
(cos? 6 — sin? 6)? — cos* 8 sin (p cos 8) — 0, ou, en développant sin (p cos 0), cos? 20 — p cos® 0 + 05 p (9, p) — 0.
On a donc
Fig. 23. [(8) = cos? 20, fi (0) = — cos 0, fa (0) = 0,
et les racines de l'équation f (9) — 0 sont
ou ne 00 + T, Gi + Tr.
Pour la première, on trouve
PÉ)=o, fH)=S8 fo) =—2";
on est donc dans le cas du N° #95, 2°; la courbe a un point de rebroussement de première espèce à l’origine, la tangente faisant un angle de
| wo
45° avec l’axe des x. Pour la valeur 0, fi (01) — 2 ?, il n’y a donc aucune branche tangente à la direction correspondante, mais il y a un point de rebroussement de première espèce sur la direction opposée. Pour le second point singulier, on substituera dans l'équation de la
courbe
x =" —+ceosb, y = p sin 6, et l’on développera. On aura ainsi 14 À T à :
(E-+ecos6) Et cos (co 9] — 2p° sin? (74-0060) +0" sinti—0,
puis, en développant cos (op cos 6) et réduisant,
| (EC) ÈS 5 2sin° 0 |+reenso[ © cos? 0 — 2 into | +800).
L'équation f (9) = o a pour racines T (g6— +»,
ce qui donne deux tangentes également inelinées sur l’axe des x; comme fi (80) et f” (%o) ne sont pas nuls, on à ici un point double.
4199. Comme on l’a remarqué, il peut se rencontrer d’autres points singuliers tenant à des discontinuités dans les fonctions F (x, y), F:(x,y), F}(x, y), etc..., mais on n’a pas de règles générales pour cet objet. Nous observerons seulement que si y— f(x) est l’équation d’une courbe, et si f(x) est une fonction simple qui cesse d’être réelle, sans devenir infinie, pour une valeur «a de la variable x, la courbe s'arrêtera brusquement; elle aura un point d'arrêt. Si la fonction f(x) reste continue, mais que le rapport Ay : Ax tende vers deux limites différentes pour Ax>oet pour Ax <o, en un point de la courbe, ce point sera un point saillant, la direction de la tangente variera brusquement.
On peut remarquer encore les points de dédoublement signalés par Plateau(t).
Exercices.
Analyser les courbes suivantes et discuter leurs points singuliers
a. (2% + y) + a? (y? — x) — 0. (Courbe en forme de wo , symétrique par rapport aux axes; point double à l’origine, deux branches tangentes aux bisectrices des angles des axes coordonnés).
2. yt — 96 a?y% + 100 a2x — xi — 0. (Courbe au diable (fig. 24), Syÿmétrique par rapport aux axes; une branche fermée en forme de 8, avec point double à l’ori-
gine, (8 0 — +5: V/24; deux autres branches s’éten-
dant à l'infini; deux asymptotes y — Æ x ; quatre points
d'inflexion dans les intervalles (x = Æ 8a, x = Æ 10 a). 3. Cos x + cos y —2. (La courbe se réduit à une Fig. 24.
infinité de points conjugués, donnés par les équations æ = + 2ix, y = + 21/7,tet i’
entiers).
4. [y — p(x)f — I. sin ax — 0. [La courbe se réduit à une infinité de points conju-
x T 2nT : BA , gués, aux abscisses x — m 2 + (» entier) distribués sur la courbe y = + (x)].
5. y*— ay?x + bx$ — o. (Courbe ayant deux feuilles du côté des x positifs, entre les droites x — 0 et x — a? : 4b, et deux branches infinics du côté des x négatifs, l’origine
(1) Bulletin de l’Académie R, de Belgique, 2° série, t. XLUT, p. 255,
est un point triple; une branche tangente à l’axe des y, deux autres inclinées sur cet axe, 180 =+Vb: Va. &. œt— 245 — 3a%y° — 2u%x° + a! — 0. (Trois points doubles : x — a, y —0; T——0, WE 0; X — O, —— a), 2. yS{2x — a) + «2x? — xi—0o. (Courbe indéfinie dans le sens des x positifs et négatifs, une asymptlote x — a : 2 parallèle à l’axe des y; une autre ayant pour équa-
. r+ a tion 25 y=n+e. La courbe coupe l'axe des æ sous un angle droit en x — a,
æ— — a. L'origine est un point de rebroussement de première espèce, la tangente coïncide avec l’axe des y positifs).
8. (y — sin &)° — 25 sin* æ — 0. (Courbe serpentante à deux branches, tout entière du côté des x positifs. Rebroussement de première espèce à l’origine, la tangente inclinée à 45° sur l'axe des x; une infinité de points doubles pour æ—nT7, y—o.)
9. y + axt — b?xy — 0. (Rebroussement de première espèce à l’origine, tangent à l’axe des x positifs. En outre, par ce point passe une branche tangente à l’axe des y et offrant une inflexion).
10. xt + 2°y3 — Gax*y + ay? — 0. [Courbe à deux feuilles limitées à æ — + 2a V'2. L'origine est un point double dont les deux branches sont tangentes du même côté à l'axe des x (186, 2°)].
22. [y— 9 (x)]P — (x — a)ÿ(x) — 0, p et q entiers et positifs, p est pair. [Si g > p, le point x = a; y —# (a) est un rebroussement, de première espèce si q < 2p, de deuxième espèce si g > 2p].
DIFFÉRENTIELLES DE L'ARC ET DE L’INCLINAISON DE LA TANGENTE
200. La longueur de l'arc d’une courbe plane y — f (x) (54), comptée depuis un point fixe A de la courbe jusqu’au point variable M (x, y), est une fonction s de l’abscisse x, fonction dont nous allons chercher la dérivée, au moyen du lemme suivant.
11 résulte du théorème de M. Bonnet que si, en chaque point d’un arc
de courbe MM’, la tangente est déterminée, il existe sur la courbe entre M et M’, au moins un point où la tangente est parallèle à la corde MM’. Cela admis, inscrivons dans l’are MM’ un polygone dont tous les côtés tendront vers zéro; soient +; un de ces côtés, G; sa projection sur la corde MM’, 9; l'angle compris entre à, et B;. Nous aurons BP: = à; cos o,, Hu I— —2 sin? © et l’on pourra poser
Bis } UE PE Mn
Si nous supposons qu’en chacun des points de l’are MM’ la tangente fasse, avec la corde MM’, un angle dont le carré soit moindre qu'une quantité donnée 25, il résulte de la remarque faite plus haut que l’on aura VW, < 56, et en vertu du théorème du n° 48, 3 désignant une somme qui s ‘étend à tous les côtés du polygone, on aura aussi
D —id<e
Mais celte inagalité subsistant quand les côtés du polygone décroissent indéfiniment, comme 2£; est égal à la longueur c de la corde MM’, que Za; a pour limite la longueur s de l’arc MM’, on aura aussi
Concevons maintenant que le point M’ se rapproche indéfiniment du point M. La corde MM’ fera avec la tangente en M un angle qui décroitra au-dessous de toute grandeur donnée. D’autre part, si la dérivée f’(x) de l’ordonnée de la courbe est continue dans la voisinage du point M, on peut supposer le point M’ assez voisin du point M pour que, en chaque point de l’arc MM’, la tangente fasse avec la tangente au point M un angle plus petit qu’une fraction donnée quelconque. La quantité e pourra donc être supposée aussi petite qu'on voudra, et par conséquent, on aura
ac lim-—= 1.
Donc, un arc infiniment pelit et sa corde ont pour limite de leur rapport l'unité, si la direction de la tangente varie d’une manière continue,
201. Ce lemme admis, soit, pour un accroissement Ax de l’abscisse, As — MM’ l'accroissement de l’arc s. On aura donc, x + Ax, y + Ay étant les coordonnées rectangulaires du point M’,
‘10 As SAN - Ay?
Le signe + se rapporte au cas où les arcs sont comptés positivement dans le sens des x positifs, le signe — au cas contraire. Dans le premier cas, on a donc
NP (1) | de / à RD .
Si l'équation de la courbe est donnée en coordonnées polaires, on peut résoudre le même problème directement, ou mieux par un changement de variables.
Les équations
x=rcos0, y—rsin0 entrainent celles-ci
dx — cos 0 dr — r sin 6 d0, dy — sin 0 dr + r cos 0 db,
ds? = dx? + dy? = dr? + r? d0?,
dr?
as 2 (2) da /r +5 une
en nous bornant au signe + du radical, ce qui suppose que s et 0 varient dans le même sens.
202. La tangente à la courbe au point M (x, y) fait avec l’axe des x un angle © dont la tangente est donnée par l’équation
Dérivant par rapport à x, multipliant par cos* y, nous aurons
CRUE à à MENT SE dx dt der tigo dx dy LT dus
On sait que, si l’on prend dx égal à Ax, comme on peut Île faire, l'expression précédente donnera l’accroissement Ao de l’inclinaison de la tangente sur l’axe des x, aux quantités près d'ordre supérieur à Ax, Or, si l’on mène les tangentes MT, MT’ (fig. 25) en deux points infiniment voisins correspondant à x, & + Ax, l'angle infiniment petit TNT’ compris entre ces tangentes est égal en valeur absolue à Ao. Il | sera donc donné par la formule ci-dessus LOC
au signe près, en prenant dx — Ax et négligeant des quantités infiniment petites par rapport à Ax; do s'appelle l’angle de contingence de la courbe.
203. L'expression de Av conduit à une conséquence utile. Soit à l’angle infiniment petit M’'MT entre la tangente MT et la corde MM’; MP étant perpendiculaire sur cette tangente, on a
MP
tg à —
Prenons pour un instant MT pour axe des x; nous aurons, au point M,
dy Ax? d'y O, —"— Ax —=MP, Ay= MP =
Are in 2 dx” en développant Ay par la formule de Taylor et négligeant les termes du troisième ordre par rapport à Ax. Substituant dans l'expression de tg «et observant que tg «& et & ne diffèrent que de quantités infiniment petites par rapport à &, nous aurons
Mais la formule (3) nous donne pour Av, dans le choix particulier d’axes que nous avons fait,
donc a—+?Ap, angle M'MT —2TNT';
l'angle compris entre la corde d’un arc infiniment petit et la tangente à l'origine de cet arc est la moitié de l'angle des tangentes extrêmes, abstrachion faite d’une quantité infiniment petite par rapport à cet angle.
204. Dans un système de coordonnées polaires, o est l’inclinaison de la tangente sur l’axe polaire; si w désigne l’angle du rayon vecteur avec la tangente (485), on aura toujours
g=p+0 où p=u+È— 7",
d’où do = du + d8.
De la formule (10) du N° 186 on tire, d8 étant constant, de. SRE rer . todri— rar I 1 vdr= rain dB de PF dm 1 Lieu dr!
d’où | dp 2dr° —-rd?r + r?d6?
dd dr Erdt donc dr? dr r: + 2 PTE el de (4) A MIRE ET ET 9 VE 2 te.
MAT
Telle est l'expression de l’angle de contingence en -coordonnées polaires.
Exercices.
#. La chaînelte a pour équation
prouver que l’on a les relations ads —ydr, y—asecy, s—atgy, y?—=a?+s+, l’are s étant compté du point (x —0, y — a). Conséquences géométriques. 2. Cycloïde : x — a (w — sin w), y — a (1 — cos w). On trouve
ds — 2a sin = dx = — 2d.MB,
MB étant la portion de la tangente comprise dans le cercle générateur (fig. 11, p. 181). On en conclut que l’arc de cycloïde DM, compté du sommet D de la courbe, a une longueur double de la corde MB.
3. Chercher la différentielle ds, de l’arc de la podaire d’une courbe donnée.
R. Les équations faciles à tirer des équations (7) (183).
dxdy, — dydri= (21 — x) dy, dxdæes + dydys = — ysd°y donnent
dæ; dy dxd?y des dsi a — — es y — 2Y1 2%, — X ds? V’(y a 271) —+- (x — 2%1)°
r étant le rayon mené de l’origine au point de tangente (x, y). On a donc
ds: == r d.
Démontrer géométriquement cette équation,
4. On prend le rayon vecteur d’une courbe (C) égal et parallèle à la droite qui joint, sur deux courbes données (A) et (B), les points où les tangentes sont parallèles. Démontrer que la tangente à la nouvelle courbe (C) sera parallèle aux tangentes à (A) et à (B) aux points eorrespondants, et que la longueur de l’arc de cette courbe (C) sera la somme ou la différence des ares correspondants de (A) et de (B).
Différentielle de l’arc d’une ovale de Deswartes
r°— 2r (a cos 8 + b)—c.
R. dE eme | 1e Va V/ (a cos 8 + bŸ + ec 6. Démontrer que la différence entre un are infiniment petit et sa corde est du troisième ordre par rapport à l’arc.
2. L’équation d’une courbe étant donnée entre les distances de chacun de ses points à deux pôles fixes, trouver la différentielle de l’arc dans ce système de coordonnées. (Mathesis, t, IL.)
R. Soient 2e la distance des pôles, q et gs, la demi-somme et la demi-différence des rayons vecteurs. On a
ds?
LS HS ere ir de g—e e
Rif
8. Trouver la différentielle de l’arc d’ellipse en coordonnées bipolaires. R, Conservant les notations ci-dessus et appelant a le démi grand axe, on a
a? = q1° ds a dqs CHATS qu .
COURBURE ET DÉVELOPPÉES DES COURBES PLANES
205. Soit MM’ (fig. 26) un arc de courbe plane, tel que la direction de la tangente varie d’une manière continue et toujours dans le même sens du point M au point M’. L’angle TNT’, compris entre les directions des tangentes MT, M'T' prolongées dans le même sens, se nomme la courbure de l'arc MM’.
Si l’on prend sur la courbe, à partir d’un point donné M, un arc MM’ de longueur variable, le rapport TNT’ : arc MM de la courbure de cet arc à sa longueur varie généralement avec la longueur de l’arc, et quand le point M’
Fig. %. se rapproche indéfiniment du point M, ce rap-
port de deux infiniment petits tend vers une
limite déterminée lorsque l’équation de la courbe satisfait à certaines
conditions. Cette limite est ce qu’on appelle la courbure de la courbe au point M.
Dans un cercle, la courbure est constante et égale à l’unité divisée par le rayon, car l’angle TNT’ est égal à l’angle au centre qui répond à l'are MM’, c’est-à-dire au rapport de l'arc au rayon. C’est pour cela que pour avoir la mesure de Ja courbure en un point M d’une courbe quelconque, courbure généralement variable avec la position de ce point, on la compare à celle d’un cercle, en assignant le rayon R du cercle qui aurait en tous ses points une courbure égale à celle de la courbe donnée au point M. Ce rayon R est le rayon de courbure de la courbe en M.
Pour trouver son expression, nous partirons de l'équation
Le N RO LOPATONAC
qui résulte de la définition précédente.
L'arce MM’ n’est autre chose que l'accroissement As de l’arc de courbe quand on passe du point M au point M’; l'angle TNT’ au signe
près, est à Ap (202), d’où cette première expression du rayon de courbure (F) | BA lin PE
R étant une longueur absolue, on prendra le signe + où — de manière à trouver un résultat positif.
206. Si l'on remplace ds et do par les expressions (1) et (3) des N° 200 et 202, on a l'expression du rayon de courbure en coordonnées
rectangulaires dy?
(+) dy dx° Si l'équation de la courbe est donnée en coordonnées polaires, on prendra pour ds et do les expressions (2) et (4) des N°* 201 et 204, et
il viendra dr? 2 + ur Res (: +7)
dr? dr ,2 EN NViN ee | mTTRRMTT
b9 jou
On observera que, d’après l’équation (11), le rayon de courbure devra être infini si le point M est un point d’inflexion, à cause de l'égalité d'y — 0. En transportant cette condition dans l’équation (III), on en déduira le moyen de trouver les points d’inflexion d’une courbe dont on a l'équation en coordonnées polaires.
La formule (IT) se rapporte au cas où dx est constant. Si x et y étaient donnés en fonction d’une même variable indépendante dont la différentielle serait prise constante, on se servirait des formules du changement de variables (478) et l’on aurait
dx? + dy? à | dxd?y — dyd?x Enfin, si du point M’ on abaisse M’P perpendiculaire sur la tangente MT, on aura, d’après la remarque du N° 203, M'P
INT 2 PM TR UpE
abstraction faite de quantités infiniment petites par rapport à TNT’. D'autre part, l'arc MM’, sa corde MM’, et la projection MP de celle-ci sur la tangente, sont des quantités qui ont pour limite de leur rapport l'unité ; on aura donc, d’après le théorème du N° 47,
arc MM’ MP°
(V) lin |
Lee
Cette expression géométrique du rayon de courbure est utile pour construire approximativement le rayon de courbure d’une courbe donnée graphiquement.
207. À partir du point donné M, on porte sur la normale, du côté où la courbe tourne sa concavité, une longueur MZ égale au rayon de courbure R. Le point Z ainsi obtenu est le centre de courbure relatif au point M; le cercle décrit du centre Z avec le rayon R est le cercle de courbure; il a même tangente en M que la courbe proposée.
Le centre de courbure Z coïncide avec la limite du point de rencontre Q de la normale MQ au point considéré et de la normale M'Q en un point infiniment voisin.
Le triangle MQM' donne en effet la relation
MM' MQ = sin MMQ ——.
és pers MQM' L’angle MM’Q à pour limite un angle droit, car l’angle MM'N < TNT’ a pour limite zéro. Dans le rapport d’infiniment petits MM’ : sin MQM’, on peut remplacer la corde MM’ par Parc MM’, sin MQM’ par MQM' ou par son égal TNT’; donc, M’ se rapprochant indéfiniment de M,
arc MM’
lim MQ — lim —— im MQ im TNT
= RM7 De plus, l’inclinaison de la tangente M’T’ sur MT étant supposée varier toujours dans le même sens du point M au point M’, le point de rencontre Q des normales en M et en M’ se trouvera du côté de la concavité de la courbe ; donc le point Q aura pour limite le point Z. 208. Pour déterminer les coordonnées (x, B) du centre de courbure Z
relatif à un point (x, y), nous exprimerons que la distance MZ est égale à R, donc
(1) @— a+ (y— 5 = Re
Le point Z étant sur la normale en M, ses coordonnées vérifient l'équation de la normale [881, éq. (3)|, d’où
6 MAS F2, (2) Ga) + y A) SALUE Prato; Substituons, dans l'équation (1), à R son expression (IT), et éliminons x — à entre les équations (1) et (2) ; nous aurons
nf) (+5) (2)
Supprimant le facteur commun aux deux membres et prenant la racine carrée, nous aurons _ LR — 2e y —$— (: Me pre ere Il faut choisir le signe inférieur, car le point Z étant, sur la normale, du côté où la courbe tourne sa concavité, y — f sera négatif si d°?y est positif et vice versâ. On tire done de là légalité
(3) SL (y — f) 4 0.
Les équations (2) et (3) déterminent complètement « et f. 209. Le cercle osculateur, en un point M d’une courbe, est la limite du cercle passaut par ce point et par deux autres points M’ et M’’ de la
courbe, qui se rapprochent indéfiniment du premier.
Si nous désignons par x, %1, «2 les abscisses respectives des points M, M’, M”, par f (x) l’ordonnée de la courbe et par o (x) celle du cercle passant par les points M, M’, M’’, la condition des trois points communs entraîne évidemment, pour déterminer le centre (+, 5) et le rayon R du cercle, les équations
fa)—ep()=0o, flu)—p(u)=0o, f(x) — (x) — Nous en tirons, par l'application du théorème de Rolle (94), en désignant par Ë, Ë, certaines quantités comprises, la première entre x et x, la seconde entre x, et x+, les équations
PE—(E)=0o, f(E)—9()—
et de celles-ci, £’ étant compris entre Ë et Ë;, PE) —g"E)— 0.
Lorsque les points M’, M’’ se rapprochent indéfiniment du point M
suivant une loi quelconque, x, et x2 ont pour limite x, et il en est de même nécessairement, de Ë, &, et £’. On a done, à la limite, les relations
f(x)—=œ{x), f(x) —+œ'(x), f(x) = (x), auxquelles doivent satisfaire l’ordonnée du cercle limite et ses dérivées par rapport à x au point M. En d’autres termes, si l’équation du cercle limite est mise sous la forme (p— a) (y = RI=S,
et sion en tire les deux dérivées premières,
dy dy° d rt Cr ee 14 + T0, Re À res ; dy d°y ces équations devront être vérifiées lorsqu'on y remplacera #, y, =; —“* doit
par les valeurs des mêmes quantités appartenant à la courbe au point M, Mais on voit que l’on retombe ainsi sur les équations (1), (2)et(3) du n° précédent, pour déterminer le centre (x, G) et le rayon R du cercle osculateur. Il en résulte que le cercle osculateur ne diffère pas du cercle de courbure. |
On trouverait encore le même cercle en cherchant la limite d'un cercle tangent à la courbe en M et la coupant en un point infiniment voisin M’.
220. Si la position du point M varie sur la courbe, celle du centre de courbure Z variera également. On peut considérer y, x, B, R comme des fonctions continues, en général, de x, déterminées par l'équation F(x, y) = o de la courbe et par les équations (1), (2), (3).
Le lieu du centre de courbure Z sera une nouvelle courbe, dite la développée de la courbe primitive, laquelle prend alors le nom de développante.
Pour trouver les propriétés de la développée, différentions les équations (x) et (2) en observant que y, «, B, R y dépendent de x. La seconde donnera
da dy dE\ dy d?y go rh te de dort
dx dx dx) dx
équation qui se réduira, par (3), à
De la première, on tirera
Mai TE)+u-B (EE) RS
d’où, en vertu de l’équation (2),
(5) (x — a) da (y — 8) dB = — RdR.
Enfin, combinant (2) et (4), on a
ma _y—8_ @— 2) dat (y —P) dB, Ve) + =D
= ——— | EE ——_—_——p
de dB da? + dp? dé + df
et cette dernière égalité se réduit, par les équations (5) et (x), à (6) dR = + y/da? + de’.
L’équation (4) nous montre que la tangente en Z à la développée, dont le coefficient angulaire est d£ : dx, est perpendiculaire à la tangente en M à la courbe, et comme elle a un point sur la normale, savoir, le point Z, elle se confond avec cette normale. Donc, la normale à la courbe en un point touche la développée au centre de courbure qui correspond à ce point. ù
De plus, si l’on désigne par o la longueur de l’arc de la développée compté à partir d’un point fixe jusqu’au point Z, dans le sens ow le rayon R va en croissant, on aura, comme on sait
da TE,
et la formule (6) donnera dR — do. R et o sont done deux fonctions
de x qui ne diffèrent que par une constante (94), et si R’, R’’ repré-
sentent deux rayons de courbure de la développante ; o’, «’’ les arcs de
la développée qui se terminent respectivement à ces rayons, nous aurons R'—R'—0" — 5’;
la longueur d'un arc de la développée est égale à la différence des rayons
de courbure de la développante, tangents à ses extrémités.
Cette propriété suppose, comme on l’a dit, que dR : dc reste de même signe sur toute l’étendue de l'arc, ou que Île rayon de courbure R varie toujours dans le même sens de R’ à R’’.
211. Le théorème précédent conduit à la conséquence que voici : concevons un fil parfaitement flexible, inextensible, sans épaisseur, appliqué sur la développée dont il se détache tangentiellement en Z pour venir se terminer à la développante en M. Imaginons que l’on développe ce fil en le détachant successivement de la développée et le tenant toujours tendu ; le point M, extrémité du fil, décrira la développante. En effet, la portion rectiligne du fil s’accroît, d’une position MZ (fig. 27) à une autre M’Z', d'une longueur égale à l’arc ZZ/ de la développée sur lequel le fil était appliqué ; égale, par suite, à l’acroissement du rayon de courbure R entre les points Z et Z’; M’Z’ sera donc encore égal au rayon de courbure qui touche la développée en Z/, et coïncidera avec lui; M’ sera donc sur la développante.
Cette remarque permet de faire voir que le cercle de courbure relatif à un point traverse généralement la courbe en ce point en même temps qu'il la touche. Considérons trois rayons de courbure MZ,M'Z',M/’Z'',infiniment voisins. Joignons M et M’ au centre de courbure Z’ qui répond au point M’. D’après le théorème ci-dessus, on aura, dans les triangles Z/MZ, Z'M''Z/', les relations k suivantes : |
Fig. 27. M'Z' = MZ + arc ZZ' © MZ + ZZ' > M7, M'7' = M''7' — arc Z'7!' M’'7/' En ve AY SE < M''Z'.
Le cercle décrit du centre Z’ avec le rayon M’Z' coupera donc MZ’ au delà du point M, MZ/’ en deça de point M”, et traversera par conséquent la courbe au point M.
232. La recherche de l'équation entre « et de la développée d’une courbe F (x, y) — o se fait en remplaçant dans les équations (2) et (3) les valeurs de dy : dx, d?y : dx? en x et y tirées de l'équation de la courbe, puis éliminant x et y entre ces équations et celle de la courbe.
Réciproquement, si l’équation o (x, B) —o de la développée d’une courbe est donnée, pour remonter de cette équation à celle de la développante, on tirera de l’équation o — o l’expression de dB : dax en «et G, et on la substituera dans l’équation (4), ce qui donnera une relation
entre «, 3 et dy : dx. On éliminera « et 6 entre cette relation, l'équation p(x, B) = o ct l'équation (2), ce qui fournira une équation entre x, y et dy : dx, qui sera l'équation différentielle de la développante. Le caleul intégral sera nécessaire pour en tirer l’équation F (x, y) — 0 de cette courbe, et, comme on le verra, cette dernière renfermera nécessairement une constante arbitraire qui permettra de trouver, pour une développée donnée, une infinité de développantes. Ceci s'accorde avec ce qu’on a vu plus haut de la génération de la développante par le moyen d’un fil ‘enroulé sur la développée.
213. Applications. — I. Coniques en général. L’équation des coniques peut se mettre sous la forme
(a) y = p} + 2pex — (1 — 6) x”,
l’origine étant à un foyer F (fig. 28), l’axe des x suivant l’axe focal de la courbe, p désignant le demi-paramètre et € le rapport des distances d’un point de la courbe au
foyer F et à la directrice correspondante, On tire de cette équation (x), réductions faites,
dy 6 dy p ae CE NOM EQUT EN EpenT
Soit N la longueur de la normale ; l'expression
générale du rayon de courbure, d’après les équa- Fig, 28. tions (6) du N° 482 et (II) du N° 206 peut se mettre sous la forme N° N° = E —— — — R SD: ou (5)R “=
dans le cas actuel. Donc, dans les coniques, le rayon de courbure est égal au cube de la normale divisé par le carré du demi-paramètre.
Projetons la normale MN sur le rayon vecteur FM en MG; soient FM — r, FMN — y l'angle entre la normale et le rayon vecteur. On à par l’équation (x) |
r = p + ex, EN — + y e(p ex) cr,
FG— FN cos NFG — er cos NFG — ex, MG = FM — FG= 7 — ex = p,
ce qui nous apprend que la projection de la normale sur le rayon vecteur est constante et égale au demi-paramètre.
De la relation MG=Ncosy=p
et de l’équation (B), on conclut pour l'expression de R,
cos” y k
d’où la construction suivante pour le centre de courbure des coniques : on élève sur la normale MN, au point N. où elle coupe l’axe focal, une perpendiculaire NH, et au point H où celle-ci coupe le rayon vecteur FM, une perpendiculaire à ce dernier; cette perpendiculaire ira rencontrer la normale MN au centre de courbure Z, correspondant au point M.
II. Parabole. — Il faut poser € — 1 dans l'équation (x); on a Gps MOY pe 2 — — = — — = — — 3
() y =p(p + 2x), dx y AL AE 5 et la formule du rayon de courbure donne
po (pe de y}, P
Cherchons la développée. Les équations (2) et (3) deviennent
HIS Ke — 10 I p° — PERS + (y D EURE (y D
et de la dernière on tire
41 2 + ou y— — (ip.
De la première Ep y° & — 2p L—A——Pp+——=—p——-— —2p—2X, X————— .
Substituant ces valeurs de x et de y dans l'équation (y), on trouve pour l'équation de la développée de la parabole 2 24 —9p
65 me n 3p° Courbe symétrique par rapport à l’axe de la parabole, ayant son sommet et un rebroussement de première espèce tangent à cet axe au point
ne Rt— 0).
III. Ellipse. — On a, sous la forme ordinaire
TU RME} a LUE à. CRRRENENS DRARENTE dVORRdr a?y5
d'où l’on déduit
Si c désigne l’excentricité de l’ellipse, r et r’ les rayons vecteurs menés des foyers de la courbe au point M (x, y), P la perpendiculaire du centre sur la tangente en M, on sait que l’on a
Ccx Cx Ca ne b?x?
1 — cmt, ie —- NE tnt — 7: + TT — (« ) C ) a n a HA 3
a? y? b2x? x? y? x? y? NE] mec) EE)
donc
Le rayon de courbure de l’ellipse en un point donné est une quatrième proportionnelle à la perpendiculaire du centre sur la tangente en ce point el aux rayons vecteurs menés des foyers à ce point. Construction facile de Z.
Les équations (2) et (3) deviennent ici
b?x br bt ER ROIERU Ch) ee I AIT A (y RrTes d'où x—a y—f$ x, y? y 7 y°\ PRET RETIRE ri Ep (s 5) + nr On tire de ces égalités, d’abord, br Œ CIE 2 EN NE SRE" FL ou — —= At
d’où
SE et de même EE € a b c?
Substituant ces valeurs dans l’équation de lellipse et posant pour
simplifier c?: a — A, c°:b—B, on a pour la développée de lellipse
Courbe (fig. 29) symétrique par rapport aux axes de l’ellipse; quatre
pa sommets avec rebroussements de première espèce situés sur les axes. Aux sommets À etB de l’ellipse sur le grand et le petit axe, répondent des rayons de courbure respectivement égaux à b? : &, a? : b. Leur différence
PLAN
Fig. 29. ab représente donc (240) la longueur de l’arc AB; de la développée, ou le quart du périmètre de cette courbe.
HI. Hyperbole : l'équation de cette courbe
or
se déduisant de celle de l’ellipse par le changement de b? en — b?, il suffira de faire ce changement dans les calculs précédents. Le rayon de courbure aura la même expression; l'équation de la développée, en
posant c? — a? + b?, Achat cAi D:
sera
2 2 5 5 A B IV. Cycloïde. — Les équations de cette courbe
x — a (o — sin &), y —= a (1 — cos w)
donnent immédiatement (ch. XVII, ex. 2) ds — 2a sin + wdo.
D'autre part, la tangente MB (fig. 30) à la cycloïde passant par le point B, diamétralement opposé au point de contact A, son inclinaison p sur l'axe
des x (considérée comme positive ou négative selon que ® est < ou > t), aura pour expression
et la formule (1) du N° 205 nous donnera (d) R— LT — qusin so.
Mais la longueur N de la normale MA a évidemment pour expression N — 2a sin 5 ©, done R—2N. Le rayon de courbure de la cycloïde est double de la normale.
Cette propriété permet de trouver la développée de la cycloïde presque sans calcul. Le centre de courbure étant au point Z, la droite MZ est partagée en deux parties égales au point A, ce qui donne immédiatement (184, 5)
a — OA —+ a sin © == a (© + sin w), B——y——a(1 — cos),
Posons ax +ar, B—y —2a, o—TrT+", ce qui revient à transporter l’origine au point D’ qui a pour coordonnées : aT, — 24.
Nous trouverons
xz'=a(o —sinw), y —a(r— cos w’), équations d’une cycloïde égale à la première, puisque le rayon a du cercle générateur est le même, mais dont la position est différente ; on l’obtient en déplaçant la cycloïde primitive d’une quantité ra parallèlement à l’axe des x positifs, et d’une quantité 2a parallèlement à l’axe des y négatifs: Les sommets de la développée coïncident avec les points de rebroussement de la développante.
Des considérations géométriques conduisent aux mêmes résultats.
D’après lé théorème connu, l’arc OZD’ de la développée est égal à la différence des rayons de courbure correspondants de la développante. L'expression (9) donne R—0o au point O et R— 4a au point D. Donc l'arc OZD’ — 4a, la longueur d’une arcade de la cycloïde est donc égale à 8a, ou à quatre fois le diamètre du cercle générateur.
234. — V. Spirale logarithmique. — De l'équation r — ae”Ÿ de cette courbe on tire
dr ELA PES —, Ho eu ns me UE R=ry1+m"!,
d’après l’équation (IV). On a vu d’ailleurs (ch. XIV, ex.8) que dans cette courbe la longueur N de la normale polaire est donnée par la même
expression rp/1—+m°. Dans la spirale logarithmique, le centre de courbure est donc au point de rencontre N de la normale ct de la perpendiculaire au rayon vecteur menée par le pôle O. Si donc r’, 0’ sont les coordonnées du centre de courbure, on aura
r'—ON—=S,— mr, 9 = = +0,
et l'élimination de r et 8 entre ces équations et celle de la courbe donnera r' = mac pour l’équation de la développée de la spirale. Mais celte développée est une sptrale égale à la première, car en faisant tourner l’axe polaire autour du
pôle, de manière à augmenter l’argument d’une quantité « vérifiant
mae =, on retombera sur une équation identique à celle de la spirale primitive.
l'équation
Exercices.
4. Démontrer les formules suivantes, où R désigne le rayon de courbure, # l’inclinaison de la tangente sur l’axe des x; r, P les distances de l’origine au point de contact et à la tangente :
I d'x \° d'y \° I dsinpy dr me —— =, n R — —— 0 :=(%) (a): Rai UT
Rayon de courbure de la courbe ! D'aud y" Te l
am Um
nu 1 a b" gtm—£ de ts 2 m— {ant y" \) a" b Soient T, T’ les segments de la tangente entre le point de contact et les axes OX, OY respectivement, P la distance de l’origine à la tangente. On a (m ec 1) R——— »)
R. On a
ce qui donne une construction facile.
5. Rayon de courbure R, de la développée de l’ellipse (243, III). R. Cas particulier du problème précédent. Si l’on exprime R, en fonction de x, y, on
trouve RP NUE K __ 3 Cxy Re sea ( D n) Esp: R.
Soient T, N les segments compris entre les axes de l’ellipse, sur la tangente et la normale respectivement, On a
&. Soient R le rayon de courbure de la courbe y — f(x) au point M, R; celui de sa développée. Exprimer R; en fonction des dérivées de f(x) et montrer que R, — 3R tg Ÿ, ÿ étant l’angle de la normale à la courbe en M avec la tangente, au poiut M, à la courbe (C), lieu des milieux des cordes perpendiculaires à cette normale. Construire R;.
R. On démontre que R; — d.R? : ds, d’où
fG@) 3/"" (x)
re 1 (r\2 ert iCar ae n
Combinant avec la formule (ch. XIV, ex, 3),on a
2 Rayon de courbure de la podaire d’une courbe donnée par rapport au point O (ch. XIV, ex. 4 ch. XVII, ex. 3). — R. Conservant les mêmes notations et affectant de l'indice 1 les quantités qui se rapportent à la podaire, on a
ds = rd = 2ÿ—6—- = = FT A IA CNE en 22 \"R; gr 73 7 15
Les équations
x? # y* LS x? y?
RES Eee RS EC NEU TU T ETEN LE
où 4, b sont donnés et }, 4 sont des paramètres arbitraires satisfaisant à la condition 1> —b3> u, représentent respectivement une infinité d’ellipses et d’hyperboles ayant toutes les mêmes foyers.
Par un point M (x, y) passent une ellipse } et une hyperbole y se coupant à angle droit. Exprimer les rayons de courbure R), R de ces deu x courbes au point commun, en fonction des paramètres } et s. Prouver que le centre de courbure de l’une des deux courbes est le pôle de sa tangente en M, par rapport à l’autre.
R. Ona
3 13 O— }° PU PE ARE CE CETTE 9. Rayon de courbure et développée de la courbe
R. On a d’abord 1 1h — 3(ary), P—{(ary); eR=3P:
Construction facile du centre de courbure, Ensuite 41 2
d’où
Les 1 NET HR + y), a —8—(x — y);
d’où l'équation de la développée
SU | X — HE
D'URRS
(cé — ja) (2 MAO
42. Rayon de courbure de la podaire de la courbe #5 ++ y5— a par rapport à l’origine.
R. L’équation de la podaire est, en coordonnées polaires, (a? — 3r2}
2a? CAE ar
a . ne msn; d'ousR==
238. Rayon de courbure de la courbe F (x, y) — o en un point singulier A (eh. XVI,
R. Si le point (a, b) est un point ordinaire et 6, l’inclinaison de sa tangente sur l'axe
des x, on trouve
of 0 cos 6 D me 6e — PARA C : CROR :
s 2(8 —6@) O?F 02F CIE Ge cos? 05 + 2 SET: sin 0 cos 05—- FE sin? 6,
On peut remplacer sin 6,, cos 6, par leurs valeurs tirées de l’équation
OF dŒ .
FE Bo Va bi O.
St (a, b) est un point singulier, F! (a, b), F}, (a, b) sont nuls et /(8.) — 0; on trouve
DU CONTACT DES COURBES ET DES COURBES OSCULATRICES
215. Soient (A), (B) (fig. 31) deux courbes planes, ayant respectivement pour équations, par rapport à un système d’axes rectangulaires ou obliques,
M (x, y) étant un point de la courbe (A), si la courbe (B) passe par ce point, pour Ë = x on aura — y ou ® (x) — f(x). À partir du point M, donnons à l’abscisse x un accroissement infiniment petit hk, positif ou négatif. La différence f (x + h) — ® (x + h) des ordonnées des courbes (A) et (B) qui répondent à l’abscisse x - k sera, en général, un infiniment petit de même ordre que h, comme on le verra plus loin. On dit alors que les courbes (A) et (B) se coupent au point M.
Mais cette différence f (x —- h) — o (x + h) peut être du dexième
(1) On peut consulter sur cette question Parnvin (Annali di matematica, série IT, t, IV, p. 215).
ordre par rapport à h, et les courbes (A) et (B) ont alors un contact du premier ordre au point M. En général, les deux courbes (A) et (B) sont dites avoir en un point commun M un contact de l'ordre n lorsque, pour un accroissement infiniment petit h de l’abscisse x de ce point, la différence des ordonnées correspondant à l’abscisse x h dans les deux courbes est un infiniment petit de l'ordre n + 1 par rapport à h. | Cette définition exclut essentiellement le cas où la tangente en M à l’une des courbes (A) et (B) serait parallèle à l'axe des y, car l’ordre infinitésimal de l’accroissement de f (x) ou de ® (x) serait alors altéré. Abstraction faite de cette hypothèse, on s’assure que l’ordre du contact ne dépend pas du choix des axes et que la définition exprime une propriété indépendante de leur direction. En effet du centre M, avec un rayon infiniment petit, décrivons l’arc de cercle M'M”’. L’are MM’ de la courbe (A) et l'accroissement correspondant k sont de même ordre, car la limite de leur rapport ds : dx (200) a une valeur finie, déterminée, puisque dy : dx n’est + pas infini dans le cas actuel. La différence M’ des Fig. 31. ordonnées des deux courbes est de même ordre que la corde MM”, car dans le triangle rectiligne M'uM’’, la direction M
a pour limite celle de la tangente en M à la courbe (B) comme il est facile de s’en assurer (ch. IIT, ex. 6); la direction M’M”, à la limite, est également inclinée sur les tangentes à (A) et à (B) au point M; les angles en u' et M’’ tendent donc vers des limites déterminées différentes de zéro, et il en est de même du rapport de leurs sinus; il en est donc aussi de même du rapport des côtés Mu’, MM’.
L'ordre infinitésimal de M’ par rapport à h est donc le même que * celui de la corde M’'M’’ par rapport à l’arc MM’, et est ainsi indépendant de la direction des x, sauf dans le cas que nous avons exclu.
Si les courbes (A) et (B) ont au point M un contact de l’ordre n, il est impossible qu’une troisième courbe (C), ayant avec l’une d’elles en ce même point un contact d'ordre inférieur à n, passe entre:les deux premières. Autrement, l’ordonnée de cette courbe (C) différerait moins de l’ordonnée de la courbe (A) pour des valeurs infiniment petites de h, que l’ordonnée de la courbe (B); or cette seconde différence, étant d’un ordre plus élevé que la première, par hypothèse, finit par devenir toujours plus petite en valeur absolue (88).
216. Supposons que les fonctions f (x) et o (x) soient continues ainsi que leurs dérivées jusqu’à l’ordre n + 1 inclusivement, dans le voisinage de la valeur x qui appartient au point commun. Développons [(& + h)— (x + h) par le théorème de Taylor, ce qui nous donnera
Asus —9(+h)= f(x PARLE €
DE tp (x) — 9 — q" (x)] LP (20h) gt (0 1.2... (nr) * Ÿ <
f(x) — ® (x) étant nul, comme on l’a vu, il suit qu’en général f(x +h) — œ({x + h) sera de l’ordre de h, ainsi qu'on l'avait annoncé. Si f (x) = ® (x), f(x + h) — o (x + h) sera du second ordre et les deux courbes auront un contact du premier ordre. Pour que f(x +) — p(x + h)soit de l’ordre n + 1 par rapport à h, il est nécessaire et suffisant, d’après l'équation précédente, que les termes d'ordre inférieur
ñn
à n + 1 disparaissent tous du second membre, mais que le coefficient du h"t1 ne soit pas infiniment petit. De là résultent les équations
() Fo) = (@) fo) = p (n), 2, fr (6) = q (x), PA (eZ et (x).
Ces équations expriment les conditions analytiques du contact d’ordre n de deux courbes planes en un point M. Donc, pour que deux courbes planes (A) et (B) aient, en un point M, un contact de l’ordre n, il faut et il suffit que les ordonnées de ces deux courbes et leurs dérivées de même ordre par rapport à l’abscisse, soient égales deux à deux jusqu’à l’ordre n inclusivement, pour la valeur de x qui correspond au point M ; tandis que les dérivées de l’ordre n Æ 1 auront des valeurs différentes.
217. Si l’équation de la courbe (A) est donnée ainsi qu’un point M (x, y) sur cette courbe, tandis que l’équation de la courbe (B) est donnée de forme, mais renferme un certain nombre de paramètres indéterminés, on pourra se proposer de déterminer ceux-ci de manière que la courbe (B) passe par le point M et ait avec la courbe (A), en ce point, un contact de l’ordre le plus élevé possible. La courbe (B) est alors, parmi toutes celles dont l’équation a la même forme, celle qu’on nomme l'osculatrife de la courbe (A).
Supposons que l'équation de (B) renferme n + 1 coefficients arbitraires. D’après la théorie exposée plus haut, on exprimera que l’ordonnée et ses dérivées successives jusqu’à l’ordre n, par rapport à x ont des
valeurs égales dans la courbe (A) et dans la courbe (B), pour la valeur de x qui répond au point M. On obtiendra ainsi n + 1 équations qui, généralement, pourront être vérifiées par des valeurs convenables des paramètres, et suffiront à les déterminer complètement. La courbe osculatrice (B) sera ainsi déterminée. L'ordre du contact d’une osculatrice sera donc inférieur d’une unité, en général, au nombre des paramètres arbitraires renfermés dans l’équation des courbes de même espèce.
218. Applications. — I. Droite osculatrice. L'équation de la ligne droite
n = aË + b
renferme deux paramètres a, b : le contact sera généralement du premier ordre. On devra satisfaire aux équations (1), savoir
y—=ax+b, f(x) — a, et en éliminant a et b, on aura pour l’equation de la droite osculatrice
On reconnaît l’équation de la tangente à la courbe (A) au point (x, y). La tangente n’est donc autre chose qu'une droite osculatrice. Le contact, généralement du premier ordre, peut s'élever au second en certains points particuliers. L’équation de la droite donne, en effet, o’’ (x) = 0; done, si f”’ (x) — 0, ce qui a lieu pour un point d’inflexion, le contact sera du second ordre.
II. Cercle osculateur. — L’équation du cercle en coordonnées rectangulaires | (2) E—caÿ +(i—f$} =R, renferme trois paramètres «, 5, R, ce qui permet un contact du second ordre en général. Dérivons deux fois cette équation par rapport à E(x, et R étant constants), et remplacons, dans l’équation (2) et dans ses deux équations dérivées, les quantités &, n, Dn, D?n respectivement par x, y, f (x), f(x), conformément à la théorie des contacts exposée plus haut : nous aurons les trois équations auxquelles doivent satisfaire «, B, R pour que le cercle (2) ait un contact du second ordre avec la courbe donnée (A) au point (x, y). Nous avons ainsi
(ra) (y SIR, x —a+(y —)/f'&)=0, 1+ fc) + (y — 6) f'()= 0.
Ces équations sont précisément (208) celles qui déterminent le centre de courbure (x, B) et le rayon de courbure R au point M : le cercle de courbure est donc, parmi tous les cercles qui coupent une courbe en un point donné, celui qui a avec cette courbe le contact de l’ordre le plus élevé.
Remarquons que, ce contact étant du second ordre, la différence f(x +. h) — o(x + h) entre l’ordonnée de la courbe et celle du cercle osculateur est du troisième ordre par rapport à h; elle change donc de signe en même temps que h, et l’on retrouve cette propriété déjà démontrée (241), que le cercle de courbure traverse la courbe au point même où il la touche.
IT. Paraboles osculatrices. — Nous désignons par le nom de paraboles d'ordre n les courbes comprises dans l’équation
n= a+ bË + c£ +. per, qui renferme n +1 paramètres arbitraires a, b,... p. Une telle courbe peut avoir un contact d’ordre n avec une courbe (A) en un point donné, et la détermination des paramètres peut ici se faire très simplement. Développons n — o (x + h) suivant les puissances ascendantes de À par la formule de Taylor, en remarquant qu'ici les dérivées d’ordre supérieur à n de @(£) sont nulles. On a donc
(œ+h)—=œp(x) +ho (a) + Ep" (++ rtemorrnpu(a) :
mais les équations (1) nous donnent immédiatement ® as: op’ es Gi et en remplaçant h par Ë — x, nous aurons
= a) + EE — 2) Pa) ED pr (2) + ET pe (a)
Telle est donc l’équation de la cpl osculatrice à la courbe (A), et la détermination des paramètres a, b, ... p se trouve ainsi faite d’une manière indirecte.
Cette théorie du contact des courbes suppose, comme on l’a dit, certaines conditions relatives à la continuité des fonctions f (x), ® (x) et de leurs dérivées : elle n’est donc pas applicable aux points où ces conditions cessent d’être vérifiées, et l'ordre du contact peut même alors devenir un nombre fractionnaire. Ainsi, pour la courbe qui a pour équation (ch. XVI, S 1, ex. 8)
on a, au point (x — 0, y — à), f(x) — 0, f’' (x) = + « . On s’assurera que la courbe a avec sa tangente en ce point un contact de l’ordre 2 : 3. Le rayon de courbure est nul.
Exercices.
#4. Etant données une courbe et sa tangente en un point A, on déplace chaque point M de la courbe, parallèlement à cette tangente, de façon que la droite qui joint sa nouvelle position M’ à la projection P du point M sur la tangente fasse avec MP un angle constant «. Montrer que la transformée a, avec la courbe primitive, un contact du second ordre au point À. Que faut-il pour que le contaet soit du troisième ordre.
R. Soient, par rapport à la tangente et à la normale au point A, x et y les coordonnées du point M ; +’, y’ celles du point M’. On ay'—= y, x’ — x +- y tg «. Calculant dy’ : dx’ et d?y’ : dx'?, et appliquant au point A, on trouve le théorème. Le contact est du troisième ordre si d?y : dæ? = 0.
2. Si l’on détermine les n + 1 paramètres arbitraires de l’équation d’une coutbe (B) de manière que cette courbe ait, avec la courbe (A), n + 1 points communs infiniment voisins, la courbe (B) a pour limite l’osculatrice de la courbe (A).
3. Si deux courbes ont, en un point, un contact de l’ordre n, leurs développées auront, au centre de courbure correspondant, un contact de l’ordre n — 1 ; les développées de ces développées un contact de l’ordre n — 2, et ainsi de suite.
4. On prend sur une courbe, à partir d’un point M, un arc infiniment petit MM’ —s. Soient c la corde de cet arc, R le rayon de courbure de la courbe en M, R’ celui de la développée; # et « les angles formés avec la tangente en M par la tangente en M’ et la corde MM’ respectivement ; T le point de concours des deux tangentes.
Démontrer que l’on a
55 2 R’ 3 ne 2 MIS ENT Re
en négligeant des infiniment petits d'ordre supérieur.
5. Lorsque deux courbes ont, en un point M, un contact du second ordre, si l’on prend, à partir de ce point, des arcs infiniment petits égaux sur les deux courbes, la distance entre leurs extrémités, projetée sur la normale en M, est un infiniment petit du 5° ordre
ee rs À — Ki), et, projetée sur la tangente, un infiniment petit du’quatrième ordre He PAPE À sn L'on
R’ et R, désignant les rayons de courbure respectifs des développées des deux courbes au point M.
ENVELOPPE D'UNE COURBE PLANE
219. Une équation de la forme (1) F(x,y, a) = 0, dans laquelle « désigne un paramètre arbitraire, représente un système de lignes, droites ou courbes, en nombre infini, que l’on obtient en attribuant au paramètre « des valeurs déterminées. A deux valeurs «, «a+ h du paramètre répondent deux lignes (C), (C’) qui, en général, se couperont en un ou en plusieurs points. Soit M, l’un de ces points d’intersection. Si l’on attribue à À des valeurs indéfiniment décroissantes, la ligne (C1) tendra à se confondre avec la ligne (C), et le point M, tendra, sur cette dernière, vers une position limite M. Le lieu de ces points M sur toutes les lignes du système (r) est ce qu’on appelle l'enveloppe de ces lignes.
Pour trouver l'équation de l’enveloppe, appelons (x1, y:) les coordonnées du point M,; elles vérifieront les équations des deux lignes (C) et (C’), donc
Fairy a)—0, Fa, y, ah) — 0, et par suite F (a, ya, @ H h) —F (as, ya, à) = 0.
Si la fonction F(x:, y:, x) est simple et admet une dérivée partielle par
rapport à «, on aura (94), 0 étant > oet <r. Fais ya + h)—# (a, ya, à) — h FY (as, ya, « 0h), et par conséquent FX (au, y, & 0h) — 0.
Mais, k ayant pour limite zéro et x1, y1 tendant respectivement vers les coordonnées x et y du point M, celles-ci satisferont à l'équation (2) Fa ya} 0:
D’après cela, les points M qui, sur la courbe (C), appartiennent à l'enveloppe, sont déterminés par les équations (1) et (2) :
HiTAU a) = 0, FA (7 aG) EE TO.
Si l’on élimine « entre ces deux équations, on aura entre x, y une
relation indépendante de la valeur du paramètre à; ce sera l'équation de l'enveloppe. Ainsi, l'équation de l'enveloppe d'un système de courbes s'obtient en éliminant le paramètre à entre l'équation F (x, y, «) = 0 des courbes du système et sa dérivée partielle F} (x, y, «) — o par rapport à
ce paramètre.
220. Si la fonction F (x, y, «) était à détermination multiple, le point
M, pourrait répondre, sur la courbe (C), à l’une des formes de la fonction, sur la courbe (C”) à l’autre, et la formule de Bonnet (94) ne serait plus applicable. Ainsi, l'équation d’un cercle de rayon donné a dont le centre parcourt l’axe des y, peut s’écrire sous les deux formes x L(y—a)} —a—=0o, y—=a+t /a? — x’; sous la première, F est une fonction simple, l'application de la règle ci-dessus donne pour l'équation de l’enveloppe DU ON OUT EU, système de deux droites parallèles à l’axe des y, ce qui est exact. Mais, appliquée à la deuxième forme, la règle conduirait au résultat absurde 1 — 0, parce que les points d’intersection de deux cercles infiniment voisins correspondent, sur l’un des cercles, au signe + du radical, sur l’autre, au signe —. En égalant les valeurs de y, on trouve 2Wat—x—h,
cet à la limite À — o on retrouve l'équation des deux droites a? — x? — 0.
221. L'enveloppe du système de lignes (1), en général, touche chaque enveloppée (C) au point d'intersection limite M.
On peut considérer les équations
F(x,y,aæ)—0o, Fix; y,«)—0o comme exprimant les coordonnées x, y d'un point quelconque de l'enveloppe en fonction d’une variable auxiliaire «, et en les dérivant totalement par rapport à «. on en tirera les dérivées de x, y par rapport à «. La première donne ainsi OF dx , dFdy , 0F ED 220
Mais, chaque point de l'enveloppe satisfaisant à l'équation (2), le
dernier terme disparaît, et l’on a
Cette expression du coefficient angulaire de la tangente est la même que fournirait l’équation (1) considérée comme équation de la courbe (C), c’est-à-dire, « étant constant. Donc au point M, où x, y, « ont la même valeur pour les deux courbes, la tangente est la même.
C’est ainsi que la développée d’une courbe, qui peut-être considérée comme l'enveloppe des normales d’après la remarque du n° 207, est tangente à chacune de celle-ci au centre de courbure correspondant (210).
Mais ce théorème souffre des exceptions. Si, par exemple, l'équation (1) était de la forme
PXQ—=o,
P et Q étant des fonctions de x, y, «, on aurait, pour trouver l’enveloppe, à éliminer « entre cette équation et l'équation
0Q OP P — ——= 0 du + do Ce système se ramène aux trois suivants :
oP 0Q
DO 0 00 0 Pl 0, 0 —
Le premier donne l’enveloppe des courbes P — 0; le second celle des courbes Q — 0 ; le troisième, le lieu des points doubles des courbes PQ — 0, lieu qui, en général, ne sera pas tangent aux courbes P — 0 ni aux courbes Q — o. Au reste, dans ce cas, la valeur ci-dessus de dy : dx se présente sous la forme o : o (491). |
222. Le problème des courbes enveloppes se présente souvent sous une autre forme. L’équation du système de courbes
(3) - | F (x, y, a, 6) — 0 renferme deux paramètres variables « et G, liés entr’eux par une équation Oh p(& PB — 0.
On peut donc, dans l’équation (3), considérer G comme une fonction de «, définie par l’équation (4), et pour appliquer la règle du N° 249, on devra poser
OF dé do d6 RH F HER “je
ou par l'élimination de dB : da, OF do OF 09 (5) RIRE Cette équation, qui remplace l’équation (2) pour le cas présent, jointe
à (3) et à (4), permet d'éliminer « et G et d’arriver à l'équation de l’enveloppe. Soient, comme exemple,
ARIRÈL Lu CAPES
les équations (3) et (4); a, b sont donnés, ainsi que les nombres m et p. L’équation (5) sera ici
eee ne mm
LME y SET
et par suite
a+? ZA a” br? br
d’où, éliminant « et 6 de l'équation entre « et G,
Kb d' dd 2 4 m+p m+ G) es
ce qui sera l'équation de l'enveloppe.
Pour m—1,p — 2,b = a, on trouve l’enveloppe dance droite de longueur constante dont les extrémités s’appuient sur deux axes rectangulaires. C’est la courbe
25 sl == dé, épicycloïde engendrée par un point d’une circonférence du rayon a : 4 roulant intérieurement sur un cercle de rayon a. Pour m— 2, p —0, la courbe variable est une ellipse dont les sommets sont les projections des points d’une ellipse fixe sur ses axes. L’enveloppe est un système de quatre droites
223. On doit observer que la règle du N° 229 subsiste intégralement si dans l'équation (1) x, y, au lieu de représenter des coordonnées rectilignes, représentaient des coordonnées polaires ou d’autre nature. On choisira donc, pour représenter la courbe variable, le système de coordonnées dans lequel l'équation de cette courbe sera de forme simple par
rapport à æ.
Exercices.
4. Enveloppe d’un cercle de rayon variable dont le centre parcourt l’axe des æ : (@ — aa) + y? = a? sin° «.
R. L’équation de l’enveloppe résulte de l’élimination de x entre les deux équations
æ—- (24 — sin 2x), y —-(1I— cos 2x).
D Ie
C’est une cycloïide engendrée par un cercle de rayon a : 2.
2. Un angle constant À tourne autour de son sommet fixe A ; ses côtés coupent une droite fixe PQ en deux points B et C. Trouver l’enveloppe du cercle circonscrit au triangle ABC. |
R. Soit a la perpendiculaire du point A sur PQ, Cette perpendiculaire est prise pour axe des x, l’origine en À, l'axe des y parallèle à PQ ; l'équation de l’enveloppe est
A EN CP Ca UP er (e + y sin A Ent A He:
elle se compose du point À et d’un cercle dont il est facile de trouver le centre et le rayon. (Ce problème se résout aussi géometriquement). 8. L’enveloppe (E) de la droite mobile
(x) x SIN & — y COS «a — p(a)— 0 s'obtient par l’élimination de « entre cette équation et celle-ci : (8) x COS & + y sin &« — y?’ (x) = 0.
Montrer 1° que cette seconde équation est celle de la normale à l'enveloppe au point de contact; 2° que la développée (E:) de la courbe (E) s’obtient en éliminant « entre l'équation (8) et (1 .. œsina—ycos à + (a) =0; la développée de (E;) en éliminant « entre (y) et æ cos & + y sin « +?” (x) —0, et ainsi de suite ; 3° que les rayons de courbure R, R;,... des courbes (E), (E:).... sont
donnés par les formules R=y()+g"(e) Ri=g'(e) + (a)
4. De chaque point P d'une courbe on mènc des parallèles aux axes coordonnés, et l’on joint par une droite les points où ces parallèles coupent les axes. Trouver l’enveloppe de cette droite.
R. Soient (x, 8) les coordonnées du point P, f(x, B)— 0 l'équation de la courbe. L’équation de l'enveloppe résulte de l’élimination de «, 8 entre les équations
| Ra Si l’on prend successivement pour la courbe f (x, 8) = o une droite - Ê— 1, une a
parabole 8% — 2px, une hyperbole «8 — c? : 4, on trouvera pour l’enveloppe
1 1 ART Le à c?
5. On donne un cercle fixe (A) et une eourbe (C), de chaque point P de celle-ci comme centre on décrit un cercle (B) qui coupe orthogonalement (A). Trouver l'enveloppe (E) de ce cercle. Cas particulier où (C) est une ellipse concentrique à (A).
R. L'origine des axes rectangulaires étant au centre O du cercle (A), soient (x, 8) les coordonnées de P, f(x, 8) —o l’équation de (C), c le rayon de (A). L'équation de l'enveloppe résulte de l'élimination de «, 8 entre les équations
d a+y—2ax— 28y +0, æ+y—o, f(a8)=0.
Taéonëme : Si du point O on mène OT perpendiculaire sur la tangente à (C) en P, les deux points où OT coupe (B) appartiennent à l'enveloppe, et l’on a r? — 2Pr + c?—0; r, P étantles distances de O à l’un de ces points et à la tangente. Pour l’ellipse, on a |
GE 8 AE 2 2 2,2 3,2 1 eu fm OU Le PU te Al or CO LE
6. Démontrer que, dans le problème du N° 222, les rayons de courbure R et R, d'une enveloppée et de l'enveloppe, au point de contact M, ont entr'eux la relation
en (er )n.
2. La caustique par réflexion d’une courbe (C) pour un point lumineux A (1) est la développée de la podaire, par rapport au même point, de la courbe (C') obtenue en prolongeant d'une longueur égale chaque rayon AP mené du point À à la courbe (C). Déduire de là la relation
(1) On nomme ainsi l'enveloppe des rayons émanés de À et réfléchis sur la courbe (C).
r étant le rayon incident AP, 4 le rayon réfléchi terminé au point où il touche son enveloppe, R le rayon de courbure de (C), i l’angle d'incidence. 8. Caustique par réflexion d’un cercle de rayon a, le point A étant sur la cir-
conférence.
R. Pour un choix convenable du pôle et de l’axe polaire, on trouve
= (1 +- cos 6) (Cardioïde).
9. Trouver l’enveloppe de la perpendiculaire au rayon vecteur d’un point quelconque P d'une courbe, menée par ce point,
R. Soit 8 = f(x) l'équation en coordonnées polaires de la courbe donnée ; celle de l'enveloppe résultera de l’élimination de (+) entre les équations.
r cos (9—x) —f(a); rsin (8— a) — f" (x).
CHAPITRE XXI
TANGENTE ET PLAN NORMAL EN UN POINT D'UNE COURBE GAUCHE; PLAN OSCULATEUR, COURBURE ET TORSION.
224. On nomme courbe gauche ou courbe à double courbure toute courbe qui n’a pas tous ses points dans un même plan. Une telle courbe est représentée par deux équations entre les coordonnées x, y, z d’un quelconque de ses points, par rapport à trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, en sorte que deux de ces variables sont fonctions de la troisième. Mais, pour plus de symétrié dans les formules, nous considérerons x, y, z comme des fonctions d’une même variable indépendante t, dont la différentielle dt sera toujours prise constante, et nous admettrons que ces fonctions aient des dérivées par rapport à {, que nous désignerons respectivement par x’, y’, z’. Nos formules comprendront le cas où l’on choisirait pour variable indépendante l'une des coordonnées, x par exemple; on ferait { — x, x — 1, dx — const.
225. Soient M, M’ deux points sur une courbe dans l’espace; £, t + A t les valeurs correspondantes de f. La droite menée du point M au point M’ a ses cosinus directeurs respectivement proportionnels à
Ax Ay Az ANNOPAT NET et lorsque le point M’ se rapproche indéfiniment du point M, At tend vers
zéro, ces rapports ont pour limites respectives x’, y’, z’. La droite MM’ tend donc vers une droite limite ou tangente qui a pour équations, 6, n, 6 désignant les coordonnées courantes de cette droite, qui passe par le
point (x, y, 2),
(1) x’ nan y 2! d ses cosinus directeurs «, G, y sont donnés par les relations (2) 2, AP PECNT. pe cASAP ANT ERNEES dx dy dz /dx? + dy? + dz°
le double signe correspondant aux deux directions que l’on peut distinguer sur la droite à partir du point M.
L’équation de la projection de la tangente sur le plan XY, RUES 2 E— x), comparée à l’équation (1) du n° #80, montre que la projection de la tangente à la courbe sur un plan arbitraire est tangente à la projection de la courbe, au point de contact projeté.
226. La définition de la longueur d’un arc de courbe (56) s'applique aux courbes à double courbure, ainsi que le théorème du n° 200 : La longueur d'un arc de courbe infiniment petit et celle de sa corde ont pour limite de leur rapport l'unité.
D’après cela, désignons par s la longueur de l’are de la courbe, depuis un point fixe À jusqu’au point M (x, y, z) que l’on considère; s est une fonction de t, dont l'accroissement As pour un accroissement At de la variable, est égal à l'arc infiniment petit MM’; soit c la corde MM’. On a done
ds A
0) C ne —— lim— = € lim— — 12 12 12 a Jr lim + IA + y? 4 7/2,
le radical étant pris positif si l'on compte l’arc dans le sens où la variable t est croissante. On aura donc (3) ds = y dx? + dy? + dz?
pour la différentielle de l'arc. 1] suit de là que les équations (r) peuvent s’écrire
dx dy dz (4) Cr PE PTE
les cosinus directeurs se rapportant à la direction de la tangente prise dans le sens où l'arc s va croissant.
227. Le plan normal, en un point M d’une courbe à double courbure, est le plan mené par ce point perpendiculairement à la tangente en M. La condition de passer par le point (x, y, z) et d’être perpendiculaire à la droite qui a pour cosinus directeurs «, B, y, donne immédiatement
É—ax)a+n—y)PÎ+E—-z2)7=0 pour l’équation de ce plan; ou
(5) E— x) dx + (n — y) dy + (6 — z) dz — 0.
Remplaçant dx, dy, dz par leurs valeurs tirées des équations de la courbe et supprimant le facteur commun dt, on aura l'équation du plan normal.
Tout plan passant par la tangente en M est dit fangent à la courbe; toute droite menée dans le plan normal en M et par ce point est dite une normale à la courbe.
228. Le plan osculateur en un point M d’une courbe gauche dont les équations sont
s=f(n, y=/f(), 2= fi,
est la limite du plan mené par ce point et par deux autres points M’, M’’ de la courbe, se rapprochant indéfiniment du premier. Soit
(a) XE + Yn+Z+P—=o
l'équation du plan MMM”; X, Y, Z désignant les cosinus directeurs de la normale à ce plan. Posons
PE =XFO + Yf (D) + ZE) + P, et soient {, {1, l les valeurs de t auxquelles répondent les points M, M’, M’. La condition pour le plan (a) de passer par les points M, M’, M’ entraine les équations
pÜ—=0, pu)=0o, p(h)—0,
d’où
p(u)—op(t)=0, pla) —p(i)—0, et par suite du théorème de Rolle (9)
l’étant compris entre t et 41, ! entre f, et t:. De celles-ci, par le même théorème,
g'(")=0, t'’ étant compris entre ?’ et t/. Lorsque les points M’, M’’ se rapprochent indéfiniment de M, {i et t: et par suite (’ et {”” tendent vers t. Les valeurs limites de X, Y, Z, P satisfont donc aux équations
pÜ=o, p(t)=o, p’(t)—0, en sorte que X, Y, Z sont déterminés par les équations (6) Xdx + Ydy+-Zdz—0o, Xd'x + Ydy+Zdz=0o, X°+Y += 71. La résolution de ce système donne
X Y Z dyd?z — dzd°y dzdx — dud’z dxd?y — dydx” et l'équation du plan osculateur devient par cette substitution,
(8) (Ë-— x) (dyd?z — dzd?y) + (n — y) (dzd?x — dxd?z)
(EC — z)(dxd?y — dyd?x) = 0.
On remplacera dx, d’x, dy, par leurs valeurs fournies par les équasms tions de la courbe, on supprimera le facteur dt5 et l'on
aura l’équation du plan oseculateur. On observera que. les termes de l’équation (8) se déduisent l’un de l'autre par permutation circulaire.
229. Soit MT (fig. 52) la tangente en M; leplan mené par la tangente MT et par un point M’ infiniment voisin de M a encore pour limite le plan osculateur.
Soit, en effet, (a) l'équation du plan TMM’. La condition de passer par le point M et par la tangente MT, dont les cosinus directeurs sont proportionnels à «’, y’, z', donne les deux équations
PCT ONE ER, et celle de passer par le point M’ donne œ (t,) = o, d’où pH) PE 0,0) 0 PA ON) 0 re EC On a donc, à la limite, pU=o, p=o, p’()—0o, les coefficients du plan limite de TMM! sont déterminés par les mêmes équations que ceux du plan osculateur.
Fig. 32.
Enfin, on trouvera encore le plan osculateur en M en cherchant la limite du plan mené par la tangente MT et par une parallèle MT, (fig. 32) à la tangente MT’ en un point infiniment voisin M’.
Soit encore (a) l'équation du plan TMT;. La condition de passer par le point M et par la tangente MT donnera, comme ci-dessus, les équations
p(t—=0o, (t)—0, et celle de passer par la droite MT;, parallèle à la tangente M’T’, donnera la relation æ’ (t,) — 0. De ces deux dernières on tire, par le théorème de Rolle, p()—p(=0, p’(f)=0, et quand le point M’ tend vers le point M, on a, à la limite,
pÜ—=o, g'(t}=0o, p’()—o, ce qui nous ramène aux équations (6) et montre l’identité du plan limite de TMT, avec le plan osculateur.
230. Lu droite, intersection des plans bilaitlire en ET points infiniment voisins M et M’, a pour limite la tangente en M. L’équation du plan osculateur en M peut évidemment s’écrire
(b) XÉ—2)+YM—y)+ZÉ—2z)=0, et x, y, z, X, Y,Z varient avec t lorsque le point M se déplace sur la courbe. Au point M’, l'équation du plan osculateur est
(X + AX) (6 — x — Ax) + (Y + AY) (n — y — Ay) + (Z + AZ)
(6 — z — Az) —0,
et l'intersection des deux plans vérifie ces deux équations et aussi celle qui résulte de leur soustraction
AX(E— x) +AY(n—y)+AZ(C— 7) —(X Ax + Y Ay+-ZAz)—0, dans laquelle on a négligé les termes du second ordre AXA%, etc. Divisant par At, faisant tendre At vers zéro et observant que Xdx + Ydy + Zdz est nul (éq. 6), on verra que la droite d’intersection limite est déterminée par les deux équations (b) et () EE — x) dX + (n — y) dY (6 — 2) dZ — 0.
Or, les valeurs de £ — x, n — y, 6 — z tirées des équations (a) de la
tangente vérifient l'équation (L), ce qui était d'ailleurs évident, et donnent, dans l'équation (c),
dxdX + dydY + dzdZ = 0,
ce qui est une identité, comme on le voit en différentiant la première équation (6) et ayant égard à la seconde. La tangente satisfait donc aux équations de la droite d’intersection limite et se confond avec elle.
231. Dans les courbes gauches comme dans les courbes planes, la courbure en un point M est la limite du rapport de l’angle des tangentes en deux points infiniment voisins M et M’, à l'arc compris MM’. Cette courbure se représente aussi par celle d’un cercle ayant une courbure égale à celle de la courbe en M, et dont le rayon R se nomme le rayon de courbure de la courbe au point M.
D’après cela, conservant les mêmes notations que ci-dessus, nous aurons
I . . TMT
R areMW
Décrivons, du centre M avec un rayon égal à l'unité, un are de cercle TT; (fig. 53) qui mesurera l'angle infiniment petit TMT, des deux tangentes. Soient q sa corde TT: ; À, p, » les cosinus directeurs de cette corde, prise de T vers T,; As l’arc infiniment petit MM’. Les cosinus directeurs de la tangente MT étant a, f, y, ceux de la tangente M'T’ ou de MT, seront « + Aa, B + AB, y+ A, et en projetant sur l’axe des x
le contour triangulaire MTT,M, on aura x qh—(ax—+Aa)=0o, d’où Aa= qi, et en divisent par As, faisant tendre At vers zéro et observant que
Te CNET aLN TTi À At=0 AS As ‘RS
on trouvera, à la limite,
dx À dB y dy Q ds ds À à les deux dernières équations s'obtenant, comme la première, par la projection du contour MTT,M sur les axes des y et des z. Il est clair que les valeurs de À, p, y se rapportent ici à la direction limite de TT1.
On tire d’abord, des équations (9), 1 d#+dB@+d} RARE à 2 PE Meter
R° ds?
Fig. 33.
d’où l'expression du rayon de courbure
ds (ro) =" —;
de + d8 + dÿ le signe du radical sera déterminé de manière à fournir pour R une valeur positive. L'expression p/da? d£? + d}?, qui représente, comme on le voit sans peine, l'angle TMT; lorsqu'on regarde dax, d£, dy comme les accroissements de «, GB, y et que l’on néglige des termes d’ordre supérieur, s'appelle l'angle de contingence.
232. Le direction (À, x, v) définie par les équations (9) est la limite de la direction TT,; celle-ci est dans le plan TMT, qui a pour limite le plan osculateur en M (229); de plus, les angles qu’elle fait avec MT et MT, étant égaux et l’angle TMT, étant infiniment petit, cette direction TT à la limite devient normale à la tangente MT.
La parallèle MZ à cette direction limite de TT;, menée par le point M, se nomme la normale principale au point M. Elle est, d’après ce qui précède, dirigée dans le plan osculateur, perpendiculairement à la tangente MT, et, d’après le sens dans lequel nous avons pris la direction TTi, du côté où la projection de la courbe sur son plan osculateur tourne sa concavité. Ses cosinus directeurs sont donnés, sans ambiguité de signe, par les formules (9),
(at) À—=R— BE de V—=R—:
283. Transformons l’expression du rayon de courbure, au moyen des expressions (4) de «, B, y. Nous aurons
(ds d?x— dx d?s ? + (ds d'y — dy d?s)? + (ds d?z-— dz d?s)
ds
de d6®+d)—
Mais on a ds? — dx? + dy? + dz?, et en différentiant cette équation, (12) dsd?s — dxdx + dyd?y + dzd?z, ce qui donne 2 (12 r2 212 2,9% 2122 __ »1le?nl2ct SORT A Enr Res (d?x? + dy RÉRUEEe 2ds*d°?s _ Pa? + dy? + d?r? — ds".
ds?
et par conséquent ds?
Remplaçant d?s par sa valeur tirée de l'équation (12) et éliminant ds? sous le radical, on a encore
dsÿ (dax? +-dy? +de?) (dx + dy + d'2?) —(dxd?x+-dyd y+ dzd? 2) ou, d’après une formule du N° #4, que (dx? + dy? + dz*)° V/dyd?z — dzd?y} + (dzd?x — dxd?z} + (dxd?y — dyd?x) Cette expression ne renferme plus que les différentielles premières et
secondes de x, y, z; on l’écrit plus simplement, en désignant par À, B, C les coefficients de l’équation (8) du plan osculateur,
(14) A = dyd?z — dzdy, B— dzd?x — dxd?z, C— dxd?y — dyd?x, sous la forme
dsÿ
234. Le cercle de courbure en un point donné M de la courbe, est le cercle de rayon R (ayant donc même courbure que la courbe), placé dans le plan osculateur en M, tangentiellement à la courbe, et tournant sa concavité du côté MZ. Son centre Z (x, y, 1) est donc sur la normale principale, à une distance R du point M (x, y, z); il est déterminé par les équations
Gi—L—RÀ, y—y—Ru, 2, — 7 —= Rr.
d’où
d fdx d {dy d /dz == 2 — =— 5] as. 2 a — , ur 2 —— — e.
dire ds (à) lignes ds à) RAP ds ()
On peut aussi donner du rayon R une expression géométrique semblable à celle du N° 206 pour les courbes planes, au moyen du théorème suivant : L'angle TMM’ que fait la corde d'un arc infiniment petit avec la tangente en M est la moitié de l'angle TMT; des tangentes aux extrémités de cet arc, abstraction faite de quantités d'un ordre supérieur à cet angle.
Projetons sur le plan osculateur en M l’are MM’, sa corde MM’, la
Fig. 34.
tangente M'T’ dont la projection nm’! (fig. 34) touchera en m’ la projection Mm’ de la courbe, comme on le sait. La courbe plane Mm’ jouit (2038) de la propriété
angle TMm’ — À Ta’,
car MT touche aussi cette courbe en M.
D'autre part le plan TMM’ mené par la tangente MT et la corde MM’ fait un angle infiniment petit avec le plan osculateur (228); donc d’après un principe établi au N° 60, l’angle TMM’ et sa projection TMm’ sur le plan osculateur sont égaux, en négligeant une quantité infiniment petite par rapport à eux-mêmes; il en est de même de l’angle des tangentes MT, M'T’ (l'angle TMT;) et de sa projection Tnt’, car l’angle TMT, fait un angle infiniment petit avec le plan osculateur (228). L'égalité ci-dessus subsistera donc aux quantités du même ordre près, lorsqu'on remplacera TMm’ par TMM’ et Tnt’ par TMT;, ce qui démontre la proposition.
Cela posé, abaissons M’P perpendiculaire sur MT, et nous démontrerons par le même raisonnement qu’au N° 206, que l’on a l'égalité
sn?
R— lim MP
Les considérations qui précèdent font voir aussi que le rayon et le centre de courbure en un point M de la courbe, coïncident respectivement avec le rayon et le centre de courbure de la courbe plane, projection de la courbe donnée sur son plan osculateur en M.
235. La courbure considérée jusqu'ici, dans une courbe gauche, est la seule que possède une courbe plane. Mais dans une courbe gauche il en existe une seconde, qui résulte du déplacement du plan osculateur quand on passe d’un point à un autre, et à laquelle on donne le nom de seconde courbure ou de torsion.
La torsion, en un point M d’une courbe gauche, est la limite du rapport de l'angle des plans osculateurs en deux points infini- Fig. 35. ment voisins M et M’, à l’arc de courbe MM’ entre ces deux points. Nous procéderons comme. pour la première courbure. Élevant au point M la normale MU (fig. 55) au plan osculateur en ce point, et une parallèle
MU: à la normale M'U’ au plan osculateur en M’, l'angle UMU,, compris entre ces normales et qui est égal à l’angle des plans osculateurs infiniment voisins, a pour mesure l'arc de cercle UU, décrit du point M comme centre avec le rayon 1. Projetant le contour triangulaire MUU,M sur les axes rectangulaires successivement, et désignant par 1 :T la torsion, par X, Y, Z les cosinus directeurs de la normale au plan osculateur, on aura comme au N° 234, 1 VE, TE ds Mais les équations (6), différentiées en tenant compte de la seconde donnent XdXÆEYdY+ZdZ = 0, dx dX + dy dY + dz dZ = 0, d?x dX + d'y dY + d?z dZ = — (X dix + Y dy + Z d5z), et si l’on résout ces équations par rapport à dX, dY, dZ par la méthode
ordinaire, on aura, en observant que le dénominateur commun X (dy d?z — dz d'y) + +. n’est autre chose que AX + BY — CZ, dx s dY ce dZ __. Xdix+Y dy+Zd5z Ydz—Zdy Zdx—Xdz Xdy—Ydx AX+BY—LCZ
Mais ces rapports égaux sont encore, comme on sait, égaux au rapport
y’ dX? + dY? + d2?
mm 9) V/(Y dz —2 dy} + (2 dx — X dz) + (X dy — Y dx)? et comme la quantité sous le radical au dénominateur se réduit à (X2 + Y? +2?) (da? + dy? + dre?) — (X dx + Y dy +-Z dz} = ds’, cette dernière fraction n’est autre chose que Æ 1 : T ; on a donc 1, X dix + Y dy +Z dix Te AXE BYE OZ ou, X, Y, Z étant respectivement proportionnels à A, B, C, À d5 3 3 (16) HE DE dix + Bd'y+Cdz 4h A? + B° + C?
Cette expression de la torsion, où l’on remplacera A, B, C par leurs valeurs (14), ne renfermera plus que les différentielles premières,
Fa we
seconde s et troisièmes des coordonnées x, y, z. On doit prendre le signe qui donne pour T une valeur positive. T s’appelle le rayon de torsion, et ds : T l’angle de torsion.
Remarque. Lorsqu'une courbe est plane, le plan osculateur en un point quelconque se confond avec le plan de la courbe, et la torsion est nulle en tous les points. On a donc, pour tout point de la courbe,
Ad5x + Bd5y + Cd5z = o.
On voit d’ailleurs que toute courbe plane doit vérifier cette équation,
car si ses coordonnées vérifient une équation de la forme
ax + by Lcz+d=o, a, b, c, d étant des constantes, et si l’on différentie trois fois cette équation, on entire
adx +-bdy + cdz —0, ad?x + bd?y + cd°z= 0, ad5x + bd5y + cd?z—0.
L’élimination des constantes a, b, c conduit à la condition unique (dyd?z — dzd°y) dix + (dzd?x — dxd?z) dy + (dx d?y — dyd?x)d5z — 0, qui n’est autre que l’équation ci-dessus.
236. Le plan UMU,;. mené par les perpendiculaires MU, MU, aux deux plans osculateurs infiniment voisins, est normal à l’intersection de ces deux plans, qui a pour limite la tangente en M. Le plan UMU,, à la limite, se confond done avec le plan normal, La droite UU;, située dans ce plan et faisant avec MU un angle qui tend vers 90°, est parallèle, à la limite, à la normale principale MZ. Elle est de même sens ou de sens contraire selon que l’on a élevé la normale MU d’un côté ou de l’autre du plan osculateur, et nous verrons plus loin comment on choisit la direction MU de manière que UU, et MZ soient de sens contraires. Ses cosinus directeurs seront donc — À, — pu, — v.
D’après cela, si l’on projette le contour MUU,M sur les axes comme on
Va dit plus haut et si l’on raisonne comme au N° 284, on trouvera facilement les équations
a dx À dY me PACE 7 PRUTU EE ls, CD TOUR De Exercices.
4. Hélice. — Cette courbe est tracée sur un cylindre circulaire droit par un point M dont la distance z au plan d’une section droite du cylindre varie proportionnellement à
l'angle t, que fait le plan passant par l’axe et par la génératrice au point M avec sa position initiale. |
D’après cela, prenant l’axe du cylindre pour axe des z et menant l'axe des y par un point de la courbe, on a pour les équations de l’hélice
rm —\asint; 07000 2e DL)
a étant le rayon du cylindre, b constant.
Équations de la tangente :
Ë—x NES VS ae JL œ LIT NE
ds = dtY/ a? + b?; l’are est proportionnel à l’ordonnée z. Cosinus directeurs de la
tangente :
y æ b De 1) Tu Re SE RAA sr LE 2 À Va? +0 V/ a? + 0? Vu? + b2
y est constant. La courbe coupe les génératrices du cylindre sous un angle cunstant. Si l’on désigne par à l’angle d’intersection,
: b | a a COSO—— 7 sin — : RTE V/a? + b? a? + pb?
Coefficients de l’équation du plan osculateur : A—bydi, B——bœdi5, C—— a*dt;; d’où, pour l’équation du plan oseulateur, $ a?
LES chbntre tent EUX Cosinus directeurs de la normale à ce plan :
b ba Xe ne VE RE PR a Va? +- b? aV’a? -b? Va? + 6° inclinaison constante du plan osculateur sur le plan XY. Rayon de courbure constant :
RE preal a Cosinus directeurs de la normale principale : T .
1— — —-; LE 0 a «
Elle est normale à l’axe du cylindre et va rencontrer cet axe, — Coordonnées du centre de courbure :
b? DA b° b?
Li———%———-sInmÉé a ——— — ac z 1 24/S mŸ = COS F0, 0 Le lieu du centre de courbure est une hélice. Rayon de torsion constant :
Courbe représentée par les équations x? æ° Ta Ga
intersection de deux cylindres paraboliques.
Cosinus directeurs de la tangente :
a x y Mr re arr PRRLÉIER IEEE a Plan osculateur :
Ëy nx © rar: Ga? |
Normale au plan osculateur :
y CE a+ y
Rayons de courbure et de torsion :
Normale principale : = —£8, u=x—7y, » —8.
Centre de courbure :
ne Zi = X —+- 47.
< Ta—=—3% Y=Y+
3. L'ellipse sphérique est le lieu des points M tels que les arcs de grand cercle menés de ces points à deux points fixes F et F” donnent une somme constante.
Trouver la tangente et le plan normal.
À. Soient O le centre, a le rayon de la sphère, 2: l’angle FOF’, 25 la somme des ares ME + MF’. Prenant OZ normal au plan FOF’, OY passant par le milieu de Parc FF’, on a pour équations de l’ellipse sphérique
E—s)z_(W—y)y _ G—2)z — tg* 5 a tg° € 18 5 — tg°? e”
Plan normal : (5) (2-5) 60:
4, La courbe, intersection des deux surfaces
sin? € cos? € RER x RTS Sin” 5
Tangente :
at y? 2° ide 1, a(bt—ct)l,æ + Bb (ct—o)l.y+e(at—L2)l1.z=k,
PER d . > ON à pour les équations de la tangente et du plan
Us Te den (DICO e-pe(- DATÉE a)+e-oe(%-3)=0
Différentielle de l'arc :
TUE R. Posant Then +
normal
ds — nee (r= a + y? +2).
On projette une courbe sur un plan passant par la tangente en un point Met incliné de l'angle 8 sur le plan osculateur en M, Les rayons de courbure R et R; de la courbe et de sa projection sont liés par l’équation
R—R, cos 0.
6. Démontrer les formules d) CHER, EN | Ye d ) Z es PÉMRRPATEA RL SR — ds Ram T ds Rap T de RAT
3. Les équations d’une courbe étant données sous la forme x —(s), y —=%}(s),
z = Ÿ (s), démontrer les relations
g'? 122 + 44 r' + d'p — 0; p'22 + te + VE Re =
(2 r? = R’ L , 111 ’ I I AE he p"o"!! "x , ! Ÿ gr! Labs RTE A KT CM 12 % 9 Ÿ DIRES UT | R: , dR ou R’ — % et A— (0472 ! — ÿl4 (7) p'/ { (Y'o r’ ? y) 4" + (2"+ r L p"")9'”. 2
8. Soit s— MM’ un arc infiniment petit d’une courbe gauche. Démontrer que la distance à du point M’ au plan osculateur en M, la plus courte distance d’ des tangentes en M et en M’, la différence € entre l’arc 8 et sa corde, ont respectivement pour expressions, aux infiniment petits près du 4° ordre,
RT 12RT 24RT
9. Dans une courbe sphérique, le cerele de courbure au point M a pour pôle, sur la surface, le point de rencontre des arcs de grand cercle normaux à la courbe aux points infiniment voisins M et M’. Ce cercle est l’intersection de la sphère et du plan osculateur en M.
40. 9 étant inclinaison du plan osculateur en M sur le plan tangent à la sphère, l’angle des grands cercles tangents à la courbe en Met en M’,ona
ds d cos0, R—sin06, A 2 Ta mr (e) = I.
NON
11. Une courbe est définie sur une sphère de rayon 1, par une équation entre l’arc de grand cercle p mené d’un pôle A, et l'angle « que fait cet arc avec un grand cercle fixe. V étant l’angle entre la tangente à la courbe et le rayon p, prouver que l'on a
AA d : J . Hud tg V—=sinp _e ds — dp? + sin pdu?, sin V —sinp _ . [4]
ds À (dp? + sin? pdu°)?
BU 0 sans Se dV + cos pd ” 5 (2 dp? +- sin? pd«*) cos p — sin pd?p
8 ayant la même signification que ci-dessus,
PLAN TANGENT A UNE SURFACE COURBE. SURFACES ENVELOPPES
237. Lorsqu'on rapporte une surface à un système d’axes coordonnés OX, OY, OZ, l’ordonnée z de la surface est une fonction
des coordonnées horizontales x, y. Soit M (x, y, z) un point pris sur la surface; par ce point, faisons passer une courbe quelconque (C) tracée sur la surface. Sa tangente en M aura pour équations (226)
EE ms ==
dx, dy, dz étant les différenticlles des coordonnées de la courbe (C). Celle-ci étant tracée sur la surface, ses coordonnées doivent vérifier l'équation z — f(x, y) de la surface, et leurs différentielles dx, dy, dz doivent satisfaire à l’équation
dz = pdx +- qdy, p, q désignant les dérivées partielles de f par rapport à x et à y. Si, dans cette équation, on remplace dx, dy, dz par les facteurs Ë — x, n —y, 6 — z qui leur sont proportionnels dans les équations de la tangente, on obtient l’équation (2) Gr np. (QE) AT)
entre les coordonnées Ë, n, 6, d’un point quelconque de la tangente en M
à une courbe quelconque (C) sur la surface. C’est donc l'équation de lieu de ces tangentes, et comme clle est du premier degré en 6, n, G, le lieu des tangentes menées en un point M d’une surface, à toutes les courbes que l’on peut tracer sur celle-ci par ce point, est un plan, qu’on appelle le plan tangent à la surface en ce point. Il est représenté par l'équation (2).
Si l'équation de la surface est donnée sous la forme
les dx, dy, dz d’une courbe tracée sur la surface vérifieront l'égalité OF OF OF Tr Pr ler x RE o x ie %
et en opérant comme plus haut on trouvera
0F 0F dF (4) Er rm Er AA
pour l’équation du plan tangent au point (x, y, z).
Cette théorie repose sur la propriété qu'ont les différcutielles dx, dy, dz d’une courbe quelconque (C) tracée sur la surface, de satisfaire à une relation homogène du premier degré, dont les coefficients (p, q, — 1) dans le premier cas, ou (D,F, D,F, D.F) dans Île second, sont déterminés et indépendants de la détermination particulière de la courbe. Cette propriété suppose l'existence des dérivées partielles p et q, et cessera d’être vraie en certains points de la surface si p et q cessent d’être déterminés; par exemple, lorsque D,F, D,F, D.F s’évanouissent simultanément en ces points. Dans ce cas, si l’on différentie une seconde fois l'équation (3), en observant que les coefficients de d?x, d?y, d?z sont nuls au point considéré, et si l’on remplace encore dx, dy, dz par les facteurs proportionnels £ — x, etc.., tirés des équations de la tangente à la courbe (C), on aura pour le lieu des tangentes à la surface au point considéré
OF OF d?F 0?F a Ti — N— vie cn AT ht LS 22 — En OO SE
OF | o?
Cette équation représente un cône du second degré qui a son sommet au point (x, y, Z).
238. La normale à une surface au point M est la perpendiculaire au plan tangent en M, élevée par ce point. Les axes OX, OY, OZ étant supposés rectangulaires, et À, x, v désignant les angles directeurs de la normale par rapport à ces axes, on sait que les équations de la normale sont
D’autre part, l’équation du plan tangent étant sous la forme (2), les cosinus directeurs de la perpendiculaire à ce plan satisfont aux relations
connues
cos À cos COS y I (5) —___ — Eu en à P GT fe PERTE
done, les équations de la normale seront Fe Lo EE do P q ue
ct ses cosinus directeurs seront donnés par les équations (5). Si l'équation de la surface est sous la forme (3), on aura de même, par l'équation (4) du plan tangent,
cos À cos D Cosy
D SE SE SL + NET PTT
et les équations de la normale prendront la forme
PAM Le double signe dont sont affectées les cosinus directeurs de la normale se rapporte aux deux directions opposées que l’on peut considérer sur cette droite à partir du point M. Généralement, la surface sépare dans l’espace deux régions, l’une extérieure dans laquelle F (x, y, z) est positif, l’autre intérieure dans laquelle F (x, y, z) est négatif. Le signe supérieur,
dans les formules (5) et (7), se rapporte à la normale menée vers la région extérieure.
239. Si la surface est de révolution, par chaque point M passent un méridien AMB (fig. 56) et un parallèle CMD qui a son centre O sur l’axe de révolution AN. Le plan tangent en M est déterminé par la tangente au méridien et par la tangente MT au parallèle; celle-ci étant perpendiculaire au rayon OM et à l’axe AN, l’est au plan du méridien AMB. Le plan tangent en M est donc perpendiculaire au plan du méridien ; {a normale en M se trouve dans le plan méridien et va couper l'axe de révolution en un point N. Cette normale MN se confond évidemment avec la normale à la courbe méridienne AMB. Faisons tourner autour de l’axe AN le méridien AMB qui va engendrer la surface, et sa normale MN. Le point M décrira le parallèle CMD, Dans une quelconque des positions de la figure mobile, la droite MN ne cessera pas d’être normale au méridien mobile, et par suite, normale à la surface. Le point N restant fixe dans cette rotation, on en conclut que les normales à la surface de révolution, menées aux différents points d'un même parallèle, coupent l'axe de révolution en un même point et sont
Fig. 36,
également inclinées sur cet axe.
240. Surfaces réglées. — On appelle ainsi toute surface engendrée par une droite ou génératrice D, qui s’appuie constamment sur une courbe ou directrice fixe, la direction de la génératrice étant déterminée par le point P où elle rencontre cette courbe. Les cônes, les cylindres, l’hyperboloïde à une nappe sont des surfaces réglées.
Si (a, b, c) sont les coordonnées du point P; X, Y,Z les cosinus 1 directeurs de la génératrice correspondante D, « la distance du point P à un point quelconque M (x, y, z) de cette génératrice, compte positivement dans le sens (x, y, Z), négativement en sens contraire les équations (S)x—=a+Xu, y—b+Yu,
z—=c Zu pourront être considérées comme représentant la surface : a, b,c, X, Y,Z scront des fonctions données d'une même variable, par exemple, l'arc s de la directrice, et x,y, z seront
Fig. 37,
donnés en fonction de deux variables indépendantes s et uw.
Soient D, Di (fig. 57) deux génératrices correspondant aux points infiniment voisins P (a, b,c) et Pi (a da, b +- db, c + dc). En leur appliquant les formules du N° 4159, ou aura
Xi=X<+dX, Yi—=Y<+dY, Z1—=2+1d2, (9) A—YdZ —ZdY, B—ZdX—XdZ, C— XdY — YaX, (10) AXE BY +LCZ—o, AdX + BdY + CdZ = 0, (11) BZ— CY —uxX, CX—AZ—dY, AY — BX — dZ, à cause des relations
X?EY?LZ— 1, XdX + YdY + ZdZ — 0,
Ensuite, on a (x) A? BE C? — dX? + dY? + d2?, d’où, o désignant l’angle infiniment petit des génératrices D et D,,
(12) sinpg—p—#y/dX?LdY?LdZ?, cosq—XX1+YYi + ZZi= 1.
On a ensuite
H — Ada + Bdb + Cdec, = +
et pour les cosinus directeurs de la perpendiculaire commune O0, d’après les formules (11) du N° #59 rappelé ci dessus,
_ — AH CHE BH suvQ CH (13) cos zX — : COS BY — —» COS m2 — —>.
T mp
2 mp?
Enfin, on trouvera p = Xda + Ydb+Zdc, p; = p + dadX + dbdY + dcdzZ,
d’où, pour la distance w’ du point P au point O, appelé point central de la génératrice D, |
dadX + dbdY + dcdZ RS TL
241. Ces résultats posés, déterminons le plan tangent en un point quelconque M de la génératrice D. Les équations (8) donnent (6) dx = da + udX + Xdu, dy = db + udY + Ydu,
À dz — de + udZ + Zdu,
en sorte que si À, , y désignent les angles directeurs de la normale en M, l'équation
(14) Ce
cos Adx + cos udy + cos vdz = 0
devra être vérifiée pour des valeurs arbitraires de ds et du, et se partagera en deux autres
bg X cos À + Y cos u + Z cos » — 0, ÿ (da wdX) cos À + (db + udY) cos (de + udZ) cos » = 0.
La première montre que la normale MN est perpendiculaire à la droite D; donc, dans toute surface réglée, le plan tangent en un point contient la génératrice qui passe par ce point. On a ensuite, en résolvant ces équations et ayant égard aux formules (9), (11), (12), (10),
cos À cos pe cos y Ydc— Zdb+ Au Zda—Kdc+Bu Xdb — Yda + Cu __ AcosÀ+Bcosu—+Cecosy cos AdX + cos dY + cos vdZ _ dadX + dbdY + dedZz + uç? DUT (Ada +- Bdb + Cdc)
D’après ces équations, en général, cos À, cos , cos » sont fonctions de «, le plan tangent varie donc d'un point à l’autre d’une méme génératrice, La surface est alors une surface gauche. Pour trouver la loi de cette variation, il suffit d’interpréter géométriquement la dernière équation. Pour cela, menons par le point P une parallèle D’ à D, ; le plan
DD’ a pour limite le plan asymptotique. Si, dans ce plan, on mène une perpendiculaire G à la génératrice D, on a, par un raisonnementsemblable à celui du N° 288, pour déterminer la direction PG,
(7) dX—=ocos GX, dY —œcos GY, dZ— cos GZ.
La dernière équation (16) devient, eu égard aux relations (13), (14),(17), et en désignant par Nz, NG les angles que fait la normale à la surface avec les directions O0’ et G,
mç* cos NG Le cos NG, Ha (6 ui) qu H ou (18) CNT UT cos NG &
En général, le rapport
m . Ada + Bdb— Cde
p ” dX'—+ dY!—+ d2?
aura une valeur finie et déterminée Æ pour chacune des génératrices D, ct l'équation (48) pourra s’écrire | cos Nz w'—u
cos NG k Au point central O, #’ —u —o, cos Na — 0, et comme évidemment la direction limite de O0’ est perpendiculaire au plan asymptotique, la normale à la surface sera dans ce plan. Donc, au point central, le plan
tangent est perpendiculaire au plan asymptotique. On a done cos NG — sin No, et l’équation précédente se réduira à
uw —u
ke
C’est le théorème de Chasles : La cotangente de l'inclinaison du point tangent en un point quelconque, sur le plan asymptotique, varie proporhionnellement à la distance du point de contact au point central. Cette inclinaison est de 90° au point central, elle devient nulle à l'infini sur la
cot Nx —
génératrice. Le signe de cos Nu change avec celui de u’ — u, ce qui montre que le plan tangent s'incline en sens contraire suivant que le point de contact s'éloigne du point central dans un sens ou dans l’autre,
242. Cherchons sous quelles conditions le plan tangent sera le même tout le long d’une même génératrice. Au point P, où w — 0, les équations (16) donnent
cos À COS kz. cos Xdb — Yda
Pour que ces valeurs conviennent à un point quelconque de la généra-
trice, d'après (16), il faut et il suffit que l’on ait
Yde—Zdb Zda—Xde Xdb — Yda” équations qui se réduisent, en vertu des relations (10), à Ada + Bdb + Cdc—o ou H—=o.
Or, on peut satisfaire à cette équation 1° en posant AË=30; NB,=—=0,mM0=0
d’où l’on tire, d’après l'égalité (x),
EX
c’est-à-dire que la génératrice a une direction constante, la surface est une surface cylindrique. On sait qu’en effet une telle surface jouit de la propriété énoncée.
2° En général, l’équation H = o donne
la plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines sera donc infiniment pelite par rapport à l'angle qu’elles forment entr'elles. La surface est appelée développable. Les équations (16)'donnent, dans ce cas,
COS À cos cosy EN EE ———— = ———— — — 9
la direction de la normale en un point quelconque de la génératrice D est parallèle à la direction limite O0’; donc, dans une surface développable, le plan tangent est le même tout lé long d’une génératrice et se confond avec le plan asymptotique.
243. Les surfaces développables jouissent de propriétés remarquables. Le lieu du point central O des génératrices D est, en général, sur la surface, une courbe appelée ligne de striction. Si x', y’, z! désignent les coordonnées d’un point de cette ligne, on a, en vertu des équations (f),
dx’ = da + u'dX + Xdu', dy'= db + u'dY + Ydu’, etc. et en multipliant par A, B, C, ajoutant et ayant égard à l’équation H — O et aux équations (10), (y) Adzx’ + Bdy’ + Cdz' = 0.
D'autre part, si l'on multiplie ces équations par dX, dY, dZ, et qu’on les ajoute en ayant égard aux équations (10) et (12), on trouvera dXdx' + dXdy' + dZdz' — dXda + dYdb + dZdc + u'4”,
ou, d’après la relation (14),
(9) dXdx' + dYdy’ + dZdz' = o. Des équations (7) et (9) on tire dx’ dy! dz’
BdZ — Cdv CEUX AZ DAGYIE RUXN Or, il résulte des équations
AXE BY CZ—0o, XdX + YdY + ZdZ— 0,
que X, Ÿ, Z sont respectivement proportionnels à ces mêmes binômes. Donc on a
équations qui montrent que la tangente à la ligne de striction, dont les cosinus directeurs sont proportionnels à dx’, dy’, dz’, se confond avec la génératrice D.
Ainsi, dans toute surface développable, les génératrices sont tangentes à une même courbe à double courbure, qui est le lieu du point central de ces génératrices, et qu'on nomme l’arête de rebroussement de la surface.
Une développable peut être considérée comme le lieu des tangentes à une courbe gauche, et le plan tangent à la surface le long d’une génératrice, ou le plan asymptotique, se confond avec le plan osculateur de l’arète de rebroussement (229).
244. Cherchons l'expression de la différentielle de de l'arc d’une courbe tracée sur la surface développable. Nous avons
do? — dx? + dy? + dz?, et en vertu des équations (G), si l’on observe que da? + db? + de? = ds°, XdX + YdY + ZdZ = 0, on a | do? — ds? + u°?@? + du? + 2u (da dX + db dY +- dc d?) + 2(X da + Y db + Z de) du.
D’après l'équation (14), si DT désigne l’angle de la génératrice D avec la tangente PT à la directrice, les deux derniers termes se réduisent à — auu'ç? + 2duds cos DT; on a donc
2 2 2 T— I 4 (ut — au) EE à Los DT.
Cette équation a lieu pour une surface réglée quelconque, mais dans les surfaces développables, on peut prendre pour directrice lParête de rebroussement ; on a w — 0, cos DT — 1, d’après le théorème ci-dessus; de plus, + : ds est précisément la courbure 1 : R de l’arête de rebroussement; il vient donc
do? AUNSPSETE ÿ Cia
Or, cette expression ne dépend que de la relation u—ot(s) qui définit la courbe tracée sur la surface, et du rayon de courbure R de l’arête; nullement de la torsion de celle-ci.
On dit qu’une surface È est applicable sur une autre surface 5’, lorsqu’on peut faire correspondre point par point ces deux surfaces, de telle manière que la longueur de l'arc entre deux points d’une courbe quelconque, tracée sur la surface à, soit égale à celle de l’are de la courbe correspondante entre les points correspondants sur la surface 2’. On conclut facilement de là que deux courbes données se coupent, sur À, sous le même angle que leurs correspondantes sur 2.
Cela posé, étant donnée une surface développable, le rayon de courbure R de l’arête de rebroussement de cette surface sera une fonction déterminée de l'arc s de cette arête. Concevons que l’on trace sur un plan une courbe (C) pour laquelle la relation entre le rayon de courbure R et l’arc s soit la même, ce qui est possible, comme on le démontrera plus tard. Traçons une seconde courbe en prenant sur la tangente à la première (C), à partir du point de contact, une longueur u — o (s). En vertu de l’équation (e), la différentielle de la fonction 5 de s qui mesure la longueur de l’arc de cette dernière courbe aura la même expression que la différentielle de l’arc de la courbe tracée sur la développable; les arcs correspondants seront donc égaux sur les deux courbes.
Toute surface développable est donc applicable sur un plan; c'est de là que le nom de développables a été donné à ces surfaces.
245. Surfaces enveloppes. — La théorie des surfaces. enveloppes est analogue à celle des courbes enveloppes (249). Une équation renfermant un paramètre variable «, |
représente un système de surfaces. Deux surfaces (S), (S'), correspondant à deux valeurs «x, « +h du paramètre, se coupent généralement suivant une courbe qui a pour limite une courbe déterminée, dite caractéristique, lorsque h tend vers zéro. Le lieu de ces caractéristiques est l'enveloppe des surfaces du système (A).
On obtient l’équation de l'enveloppe en éliminant « entre les équations
cela suppose que F désigne une fonction simple des variables x, y, z, «.
L’enveloppe est tangente à une enveloppée quelconque (S) tout le long de la caractéristique correspondante. En effet, nous pouvons considérer les équations (A) et (B) comme deux équations qui ont lieu entre les coordonnées x, y, z d’un point quelconque de l’enveloppe et une variable auxiliaire &. Nous tirons de l’équation (A), entre les différentielles totales de ces variables, la relation
OF JF 0F EPA RUE CE + dz + Mais comme, en chaque point de l'enveloppe, les variables x, y, z, «
satisfont à l'équation (B), le dernier terme est nul identiquement, et la relation devient
OF
dx — 0.
OF dx
Il en résulte, pour la différentielle totale dz, la même expression que l’on tirerait de l’équation de la surface (S), où « est une constante. Donc, les dérivées partielles. p et q de z par rapport à x et à y auront respectivement les mêmes valeurs sur la surface enveloppe et sur l’enveloppée, en tout point de la caractéristique qui répond à cette enveloppée. Le plan tangent sera donc le même pour les deux surfaces.
Quand la surface (S) est un plan, la caractéristique est une droite, l'enveloppe est donc une surface réglée dont la caractéristique est la génératrice. Elle est, de plus, développable, puisque, d’après le théorème précédent, le plan tangent à l’enveloppe est le même tout le long d’une génératrice. Réciproquement, toute dévelopyable peut être considérée comme l'enveloppe d'un plan variable, savoir, le plan osculateur de l’arête de rebroussement de la développable. En effet, deux plans osculateurs infiniment voisins ont pour limite de leur intersection la tangente à l’arête (280), et l’on sait que la surface développable n’est autre chose que le lieu des tangentes à son arête de rebroussement,
Trois enveloppées
Pr; y;2,a«)—0, 0F(r, y, 7, )—0, F(x,7, x, «)—0o qui répondent à des valeurs infiniment voisines &«, &,,&, du paramètre,
OF OF A NE a 0e dei
se coupent généralement en un ou plusieurs points qui vérifient ces trois équations, et qui, à la limite, comme on le voit en suivant le même raisonnement que pour le plan osculateur, satisferont aux équations
F(x,y,z,a)—=0, Fix, y,z,a)—o, Fé(x,y,2, a) — 0.
Le lieu de ces points est une courbe, dont on obtient l'équation en éliminant « entre ces trois équations. On l'appelle l’aréte de rebroussement de la surface enveloppe; elle est tangente à chacune des caractéristiques du système (A); cela se démontre par un raisonnement tout semblable à celui du n° 221.
247. Si l'équation des surfaces (S) renfermait deux paramètres variables « et B, liés entr’eux par une équation
F(x,y,2,«, 6)—o, p(a, É)—0, on verrait que la caractéristique est définie par ces équations et par l'équation
en sorte que l'élimination de +, 6 entre ces trois équations conduira à l'équation de l'enveloppe. On opérerait de même si l’on avait trois paramètres liés entr’eux par deux équations.
On considère une autre espèce de surfaces enveloppes. Soit (D) F (x, y, 7, «, B) —0, l'équation d’une surface variable renfermant deux paramètres arbitraires æ, 6. Si l’on suppose une relation arbitraire entre « et G, on reconnait en vertu des égalités (A) et (B), que l'intersection de la surface (D) par une surface infiniment voisine, prise à la limite, doit satisfaire à l'équation (D) et à celle-ci :
, d Fa (x, y, z, x, P)+Fe (x, y, 2, à, Bo.
Elle dépendra done, par le rapport dB : da, de la relation arbitraire que l’on a établie entre G et «. Mais il y a un point (ou plusieurs) qui appartient à cette intersection limite indépendamment de la relation entre « et B; c’est celui qui vérifie l'équation (D) et les équations
A CARTES A CEE Fox, 125, 4, 0)=0,
Le lieu de ces points où une surface du système (D) est coupée par toutes les surfaces infiniment voisines, se nomme encore l'enveloppe des surfaces renfermées dans l'équation (D). L'équation de cette enveloppe résulte donc de l'élimination de x et GB entre les équations
F OF
Fix y; z, 4,5) 10; = —0» oe
On démontrerait, par une méthode calquée sur celle du N° 224, que chaque enveloppée, correspondant à des valeurs déterminées de «x, , est touchée par la surface enveloppe au point d’intersection limite déterminé par ces trois équations.
Exercices.
2. Surface qui a pour équation æyz — «5. Équations du plan tangent et de la normale :
LS 3, nG—n=yh-p=2E—2.
COAUNEZ
2. Trouver, en coordonnées rectangulaires, 1° la distance P de l’origine O au plan tangent à une surface z — / (x, y); 2° le lieu du pied (x:, y1, z1) de cette perpendiculaire
(podaire de la surface par rapport au point O). R.On a
l'équation de la podaire résulte de lélimination de +, y, z entre l’équation de la surface et les suivantes :
É 4 8 —=p(rs—T) +4 (Yys—7Y), rit rare
On en déduit (ta — €) di + (ya — 9) Ya + (21 — 2) z1 = 0, et en différentiant
œdæ + ysdy + z1d2 — (221 — x) des +-(2y1 — y) dys 4- (221 — 2) dzs, d’où ce théorème : La normale à la podaire passe par le milieu du rayon vecteur mené de l’origine au point (x, y, z).
æ. Plan tangent et podaire de la surface
at y" PAL am pm om TPE Jon FA Tpde
a” pm cn
m m nm mn (CON ER UP A CODE A CAE CAR ETES) ET
Pour l’ellipsoïde, m»# — 2, la podaire est la surface d’élasticité de Fresnel,
4. Un point (x, y1, 71) étant pris pour pôle, le plan Ex: + ny1 52, — &° est son plan polaire par rapport à l’origine O (% constant). La polaire réciproque (S') d’une surface (S) est le lieu du pôle du plan tangent à (S). Prouver que le plan tangent à (S’) en un point a pour pôle le point de contact du plan tangent correspondant à (S).
L’équation de la surface des ondes est
RS —T+g—o,
66e où l’on a posé x yt 222 R 000 EN TRS ENTREE S a(bs+e)a +Bh(®+a)y +Het(at +) 222T, ag, a>b>e. Plan tangent :
æ[aR—b?—0?)+S]E— 2) +ylb(R— c°— a?) HS] (n—y)-Ez[eRt— a—b?)+ST(E- 2)=c. Soient a! = + V8 = 0e ch Wa =e ici Va — 0 b?, Les quatre points ce’ aa”
HD =EERN,) 7 = O, LL —
pb sont des points singuliers où il n’y a pas de plan tangent. Le cône, lieu des tangentes, a pour équation
0) EN Cm ON SRE PE anse ie eu aa! cc’ ARTS SE
æ et z ayant les valeurs ci-dessus, 6. Enveloppe du plan qui coupe les axes rectangulaires OX, OY, OZ aux distances .
respectives a? a?
a+ax ba c+a
a, b, c étant donnés.
R. (& + y +2) + 4(ar Hby + 02) —o.
. Enveloppe des sphères ayant leurs centres sur une ellipse et passant par le centre de celle-ci.
R. Les équations de l’ellipse étant æ2 y°?
LI
celle de l’enveloppe sera (2 + y? + 2) — 4 (ax? + by?) — 0.
8. Enveloppe des plans tangents à l’ellipsoïde aux différents points d’une section plane. R. Soient
2 2 2 UNE T1, x +my<+nz—=?p
atRte
les équations de l’ellipsoïde et du plan de la section; celle de l’enveloppe sera x? y? 2° (a? + bm? + cn? — p° Te -|- pa +- PDT di (le + my + nz — p}? — 0.
Surface conique à discuter.
9. Enveloppe du plan qui détache d’un trièdre tri-rectangle un (ÉUSUREE à volume constant 45. — R. xyg—27k5.
10. Enveloppe du plan passant par les projections d’un point quelconque de l’ellipsoïde sur ses trois axes,
41. Enveloppe du plan {x + my +nz= V,l,m,n, V étant des paramètres arbis traires qui vérifient les équations
MES 2 m° n° ] 2 + n°? — ——© + —————© + — DCE Le TT SRI PA M1 PRET VOL T ang og a, b,e donnés,
R. Posant r? — x? + y? + 22, on trouve
y? ne AT PORTAL —- 73 pe —- 7 == }i (Surface des ondes).
CHAPITRE XXIIL
THÉORIE DES COURBES A DOUBLE COURBURE (suife), — SURFACE POLAIRE, SPHÈRE OSCULATRICE, DÉVELOPPÉES,
248. La droite polaire, en un point M (x, y, z) d’une courbe gauche, est la limite de l'intersection du plan normal en ce point avec le plan normal en un point infiniment voisin M’. Soient ?, t + At les valeurs de t qui répondent aux points M, M’; les équations des plans normaux seront N — 0, N + AN — 0, et leur intersection vérifiera les équations N — 0, AN — 0; sa limite, les équations
N—0o, dN—0, ou, en développant les calculs (1) (E — x) de + (n — y) dy + (6 — 2) da — 0,
(2) (E — x) dx + (n — y) dy H(E — 7) d'z — ds? = 0, à cause de la relation dx? dy? + dz? = ds’. La droite polaire est normale au plan osculateur en M, car l'intersection des deux plans normaux infiniment voisins est perpendiculaire à la fois aux tangentes MT, MT’, ou au plan TMT, (229), qui a pour limite le plan osculateur
en M. Elle passe par le centre de courbure Z qui a pour coordonnées ZX +R, y—y+#+uR, z1—2—+7YR (284).
En effet, si l’on remplace Ë, n, € par ces valeurs dans l'équation (1), on a l'équation identique |
Adx + udy + vdz = 0.
-… Dans l'équation (2), si l’on prend t = 8 pour variable indépendante,
on peut écrire l’équation |
(E — x) da + (n — y) di + (6 — z) dy — ds — 0, et la substitution Ë — x, etc... donne R (Ada + pdB + vd) — ds — 0 ou, en ayant égard aux relations (9) du N° 281, L+u? Lu — 1 — rie ce qui est encore une identité.
La droite polaire coïncide donc avec la normale au plan osculateur élevée par le centre de courbure. D'après cela, ses équations peuvent s'écrire | |
X, Y,Z désignant toujours les cosinus directeurs de la normale au plan osculateur. |
249. On appelle surface polaire de la courbe le lieu de la droite polaire relative à chacun des points de cette courbe. Son équation s’obtiendra en éliminant x, y, z entre les deux équations de la courbe et les équations (r) et (2). Cette surface peut être considérée, d’après cela, comme l’enveloppe des plans normaux à la courbe, et la droite polaire est sa caractéristique (245).
Mais la surface polaire est donc une surface réglée, et même développable puisqu'elle est l'enveloppe d’un plan mobile. Son plan tangent le long d’une génératrice D n’est autre que le plan normal à la courbe donnée, au point pour lequel D est la droite polaire.
L’arête de rebroussement de cette surface polaire est le lieu du point central O(x’, y’, z') d'une génératrice quelconque D (248). Si on la considère comme l’enveloppe des caractéristiques D, comme au N° 246, on obtiendra ses équations en éliminant le paramètre { entre l’équation du plan normal et les deux équations qu’on obtient en la différentiant par rapport à &. On aura ainsi
(x — x) dx + (y! — y) dy + (z' — x) dz — 0,
(4) (a — x) dx + (y — y) dy + (7! — 2) d?z — ds? — 0, | (@"— x) dx + (y! — y) dy + (z' — 2) d5z — 3dsd?s = 0,
en ayant égard, dans la dernière, à la relation dxd'x + dyd?y + drd?z = dsd?s.
Eliminant x,y,z,t entre ces trois équations et les équations de la courbe, on aura, entre x’, y’, z/, deux équations qui seront celles de l’arête cherchée.
On a vu aussi que le plan tangent à la développable, c’est-à-dire le plan normal en M à la courbe donnée, se confond avec le plan osculateur de son arête de rebroussement au point O.
L’angle de deux plans normaux infiniment voisins, en M et en M’, ou l’angle de deux tangentesinfiniment voisines MT,M'T'(fig.58), est donc égal à l’angle des deux plans osculateurs de la courbe 00’; et de même, les tangentes OZ, O’Z’ à l’arête de rebroussement Fig. 8. étant respectivement normales aux plans osculateurs en M et en M’, l'angle qu’elles comprennent est égal à celui de ces deux plans, De là ces
propriétés :
1° L’angle de contingence d’une courbe gauche, en un point M, est égal à l'angle de torsion de l’arête dè rebroussement de la surface polaire de celte courbe au point correspondant O ; 2° l'angle de contingence de l’arète est égal à l'angle de torsion de la courbe.
On voit aussi que les normales principales à la courbe et à l’arête sont parallèles entr’elles.
On peut mettre sous une autre forme l'équation de la surface polaire, en employant le mode de représentation adopté au N° 240, pour les surfaces réglées. D’après les propriétés de la droite polaire, signalées au N° précédent, les équations de cette droite peuvent évidemment s’écrire
x—=% EXu, y—=Yy Yu, 2z—= 7 + Zu,
u désignant la distance du point (x, y, z) au centre de courbure. Au point O,onaura
DT MU US TU URETIE et w” sera donné, d’après la formule (14) du N° 240, par l'équation
dedX + dydY + dzdZ [dx dX , dy dY |, dzsdZ\., Fa ç men craie
T étant le rayon de torsion de la courbe donnée, car l’angle © de deux génératrices consécutives de la surface polaire est égal, d’après la remarque ci-dessus, à l’angle de torsion ds: T de la courbe donnée. Mais les formules (17) du N° 286 permettent d'écrire encore
HU d dzi ue (1% À — me + y TE =) LT:
D'autre part, les équations m2 +AR, Y=y+UR 7 —=27+7R différentiées, multipliées respectivement par À, p, y et ajoutées, donnent,
à cause des équations
Adx + udy + vdz = 0, Ad + udu + vdy = 0,
cee-ci Ada + udy, + vdz, — dR, donc dR (5) (TM = Le 2
et ainsi, pour déterminer le point O, on a dR dR (6) mat ExT À, J=YyHUR ET, z'=2+VYR ZT 1
Si l'on élimine x, y, z, t entre ces trois équations ct les équations de la courbe donnée, on a entre x’, y’, z’ deux équations qui sont celles de l'arête de rebroussement de la surface polaire.
250. Par le point M, et par trois autres points M’, M”, M’”’ de la courbe, qui se rapprochent indéfiniment du point M, on peut faire passer une sphère : la limite de cette sphère se nomme la sphère osculatrice en M.
Par démontrer que cette sphère limite existe et calculer son rayon r el les coordonnées x’, y’, z' de son centre, soient #, li, t:, ts les valeurs de lauxiliaire t qui déterminent les points M, M’, M”, M’”. L'équation de la sphère passant par ces quatre points étant mise sous la forme
E— 2H ny P HE — 2) 7 = 0, désignons par (t) ce que devient le premier membre de cette équation lorsqu'on y remplace Ë, n, 6 respectivement par f{(t), fi(t), fa(t). 11 est clair que les équations exprimant que la sphère passe par les points M, M',M”,M/”’, seront
p(t)— 0, pih)—0o, pls)—0o, p(t:)—0,
et l’on en déduit pour la sphère limite, par le raisonnement souvent employé (229), les relations
c’est-à-dire, à cause des équations dx
(er Ty = y) EE),
() (x — x’) dx + (y — y’) dy + (z — 2’) dz — 0, en y") dy + (z — 3!) d?z + ds? — 0, (a == 2°) dx + (y — y!) dôy + (x — 2°) dx + 3dsd?s — 0.
Les trois dernières sont évidemment les mêmes que les équations (4), donc le centre de la sphère osculatrice, pour un point M, est au point O où la droite polaire correspondante touche l’arête de rebroussement de la surface polaire.
Le rayon r de la sphère osculatrice est l'hypoténuse OM d’un triangle rectangle dont les côtés sont le rayon de courbure MZ — R et la distance ZO — u’ du centre de courbure au point central O de la droite polaire.
On à donc, d’après la formule (5),
de ds 2
Le cercle osculateur d’une courbe gauche en un point M est la limite du cercle passant par ce point et par deux autres M’, M’’, infiniment voisins de M. Il suit évidemment de là qu’il est dans le plan osculateur en M (228), ct sur la sphère osculatrice : il coïncide done avec la section de cette sphère par ce plan. Son centre est done au point Z, projection du centre O de la sphère osculatrice sur le plan oseulateur, ct son rayon est MZ. Le cercle osculateur ne diffère pas du cercle de courbure.
252. Le lieu de la normale principale à une courbe gauche est une surface réglée, mais non développable. En effet, si les normales MZ, M’7’. …. étaient tangentes à une même courbe SS’....., le plan osculateur de cctte courbe au point S où elle est touchée par MZ serait le plan tangent à la développable le long de cette génératriee MZ; il contiendrait les droites MZ, MT et se confondrait avec le plan osculateur de la courbe donnée en M. Celle-ci et la courbe SS'...,, ayant mêmes plans osculateurs
TOR
aux points correspondants, auraient aussi même tangente (280), MT se confondrait avec MZ, ce qui est absurde.
Il n’y a d'exception que pour le cas où la courbe étant plane, le plan osculateur en un point quelconque se confond avec le plan de la courbe, et la tangente n’est plus déterminée par la limite de l'intersection des plans osculateurs infiniment voisins.
Toutefois, les courbes gauches admettent aussi des développées, jouissant de propriétés analogues à celles des courbes planes. On nomme développée d’une courbe gauche toute courbe dont les tangentes vont rencontrer normalementla courbe donnée.
D'après cela, soient tou-
Fig. 89, jours (x, y, z) les coordonnées d’un point M de la courbe; (6, n, €) celles du point correspondant N (fig. 59) de la développée, o l’arc de cette courbe compté positivement dans le sens MN, p cette distance MN. Les conditions du problème sont exprimées par les équations
(9) RE FH ee
do p
(10) LE — 2) de + (1 — y) dy + (G — 2) de — 0. Mais en différentiant l'équation Eau) + += et ayant égard à l’équation (10), on a (Ë— 2x) dé + (n— y) dn + — 2) dé = pdp,
d’où, remplaçant dé, .… par leurs valeurs (9),
LE += y + ET = ps ou do = dp.
On conelut de là, comme nous l'avons fait pour les courbes planes (249), que la longueur d'un arc quelconque de la développée est égale à la différence des longueurs des normales à la courbe, tungentes aux extré-
mités de cet arc. Si donc on plie un fil flexible sur la développée et qu’on le détache tangentiellement pour le terminer en M à la courbe, cette extrémité M décrira la courbe lorsqu'on développera le fil en le tenant constamment tendu, |
Remarquons encore que l’équation (10), différentiée, donne (11) (E—— x) dx + (n — y) dy + (6 — z) d'z — ds? — 0, car dé dx + dn dy + dé dz est nul, la tangente MT à la courbe et la tangente MN à sa développée se coupant à angle droit. Mais les équations (10) et (11) sont celles de la droite polaire au point M (248), donc le point N où la normale MN à la courbe louche une développée de celle-ci est sur la droite polaire correspondant au point M. T'outes les développées d’une courbe gauche sont donc tracées sur sa surface polaire.
Enfin, le plan oseulateur de la développée NN’... au point N n’est autre que le plan tangent à la développable, lieu des tangentes à cette courbe ou des normales MN, M’N’, ... à la courbe donnée. Ce plan tangent contient la tangente MT à la courbe, TMN est donc le plan osculateur cherché. Le plan osculateur en un point N d’une développée est donc perpendiculaire au plan normal à la courbe donnée, ou au plan tangent à la surface polaire en N. Il s'ensuit que la normale principale de la développée en N est parallèle à la tangente MT.
252. Toute développée de la courbe MM’M” …. jouit d'une propriété qui achève d'établir l'existence de ces courbes. Appelons 8 l’angle NMZ (fig. 59) entre la normale principale MZ et la tangente MN à la développée. Cet angle étant le complément de celui que fait la direction MN avec Ja droite polaire ZO, on a (12) psin0=(Ë—x)X+(n—y)Y+(C—2)2, d’où, différentiant et observant que Xdx + Ydy Zdz = 0, on a
sin 0dp HE pcos 0d0 — (6 — x) dX + (n—y)dY + (E— 2z)dZ+XdE + Ydn+-Zdé.
Mais on tire des équations (9), (12) et de l’équation do — dp,
XdE+ Ydn + Zd6= sin 0dp, d’où | p cos Ed0 — (£ — x) dX + (n — y) dY + (C— 2) dz. Remplaçons dX, dY, dZ par leurs valeurs (286), et observons que
E—x)1+(n—y)u+(—z2)r—=p cos 06,
nous trouverons enfin
ds (13) do — — T'
L'angle que fait la tangente à la développée avec la normale principale varie, d'un point de la courbe au point infiniment voisin d'une quantité égale à l'angle de torsion de la courbe.
Concevons donc que, du centre d’une sphère de rayon égal à l’unité, on mène des rayons parallèles aux droites polaires successives ZO, Z'0',.. Leurs extrémités traceront sur la sphère une courbe dont l’arce infiniment petit dr mesurera l'angle de deux droites polaires consécutives et sera, par suite, égal à l’angle de torsion de la courbe donnée. On aura donc
D = — — d0, et par suite 7 —C—0,C désignant une constante arbitrairement choisie (94).
D'autre part, la portion NZ de la droite polaire entre la développée et
le centre de courbure, est égale à R tg 0, donc É—m—RXtg0, n—y; —RYtg0, € — 71 —RZtg, et l’on a pour les coordonnées d’un point quelconque de la développée
S—=x+RA+Xitg(C—7)], (4 n=y+RIUHY IE (C— 7), GC—2z<+HR(r + Zig(C—7)].
Si l’on a exprimé, en fonction de la variable indépendante t, les quantités x, y, z, R, À, 1, v, X, Y,Z,T qui entrent dans ces équations, on aura aussi 6, n, 6 en fonction de cette variable t, et ces équations seront celles d’une développée quelconque. À chaque valeur de la constante C répond une développée particulière. Il y en a done une infinité.
258. L’équation (13) peut se mettre sous une autre forme. L’angle de la tangente MN à la développée avec la droite polaire ZO, est le complément de 0. On a donc
ds” : R’ désignant l’angle de contingence de l’arête de rebroussement (249). Supposons que l’on développe la surface polaire sur un plan: l’arête de rebroussement se transforme en une courbe plane AB dans laquelle la longueur de l'arc s’ et le rayon de courbure R’ ne subissent
aucun changement; les angles x restent aussi les mêmes, d’après une propriété remarquée au N° 244. Si donc nous désignons par ®’ l’inclinaison de la tangente à la transformée plane de l’arête de rebroussement sur une tangente déterminée OZ (fig. 40), l'angle de contingence do = ds’: R’ de cette transformée restera égal à du, et l’on aura
du —dg, = +A,
À désignant une quantité constante.
Mais m — ©’ représente l'angle « que fait la tangente à la transformée plane de la développée NN’N’/’... avec la mème droite fixe ZO. On a done + — A, c’est-à-dire que les tangentes à la transformée de la développée sont toutes également inclinées sur une droite OZ, propriété qui n'appartient qu’à une ligne droite. Les développées d’une courbe gauche jouissent donc de lu propriété de se transformer toutes en lignes droites, lorsqu'on développe la surface polaire sur un plan. On voit facilement que toutes ces droites vont passer par un même point du plan.
De plus, comme le développement n’altère pas la longueur des courbes tracées sur la surface, les développées sont les lignes les plus courtes qu'on puisse tracer entre deux quelconques de leurs points sur la surface polaire, car cette propriété appartient aux droites qui sont leurs transfor-
Fig. 40.
mées planes.
Dans une courbe plane, Ie plan osculateur se confond partout avec le plan de la courbe; la surface polaire est une surface cylindrique dont les génératrices sont normales au plan de la courbe; sa trace sur ce plan coïncide avec le lieu des centres de courbure de la courbe. L’angle de torsion est nul, d8 est done nul aussi, et l'angle 0 que fait la tangente à une développée donnée avec le rayon de courbure est constant. Les développées coupent les génératrices du cylindre sous un angle constant, ce sont des hélices.
Parmi ces développées, une seule est plane, elle correspond 10 0: C’est le lieu des centres de courbure ou la développée ordinaire des courbes planes.
Dans une courbe sphérique, tous les plans normaux passent par le centre de la sphère; la surface polaire est une surface conique dont le sommet est au centre de la sphère,
254. Contact des courbes qauches. — Deux courbes (A) et (B) ayant un point commun M, si l’on mène à une distance infiniment petite du point M un plan qui coupe ces courbes respectivement en M’ et p, et si la distance M’ u’ est de l’ordre n — 1 par rapport à l’arc MM’, ont dit que les deux courbes ont, au point M, un contact de l’ordre n. Cet ordre sera d’ailleurs indépendant de la direction du plan sécant, pourvu qu’il ne soit pas parallèle à la tangente en M à l’une des courbes (A), (B).
On le prouverait en décrivant de M comme centre une sphère de rayon MM’ et raisonnant comme au N° 245.
Supposons le plan sécant parallèle à XY. L’arce MM’ étant de même ordre que l'accroissement de z quand on passe du point M au point M’, et la distance M’ y’ étant, en général, de même ordre que ses projections sur les plans XZ, YZ, on conclut de ce qui précède que si les courbes (A) et (B) ont un contact de l’ordre n au point M, leurs projections respecüves sur les plans XZ, YZ auront un contact de même ordre. Les dérivées
do li d'x dy d'y d'y
—— 9 — y 9 , pnoAne 7 dz dz? dz"? dz dz? dz"
auront respectivement les mêmes valeurs dans les deux courbes, au point considéré.
Si les équations de la courbe (B) renferment un certain nombre de paramètres arbitraires, on les déterminera par la condition que la courbe (B) ait avec la courbe donnée (A), au point M, un contact de l’ordre le plus élevé possible : on aura la courbe osculatrice de l'espèce (B).
En cherchant la droite osculatrice et le cercle osculateur en un point donné d’une courbe donnée (A), on retrouvera la tangente et le cercle de courbure.
255. Contact des courbes et des surfaces. — Une courbe (A) et une surface (S) qui ont un point commun M ont en ce point un contact de l'ordre n si, prenant sur la courbe un arc infiniment petit MM’ et abaissant du point M’ une normale M'M/’ à la surface (S), on trouve cette distance MM’ de l’ordre # + 1 par rapport à MM’. On conclut de là que la différence des ordonnées z de la courbe et de la surface, qui répondent à un même accroissement A{ de la variable indépendante à partir du point M, sera aussi de l’ordre n 1 par rapport à Af, pourvu que Ia direction de ces ordonnées ne soit parallèle, ni à la tangente à la courbe
(A), ni au plan tangent à la surface (S), au point M. On développera cette différence des ordonnées par la formule de Taylor suivant les puissances ascendantes de At, et l’on obtiendra les conditions analytiques du contact de l’ordre ». Ces conditions pourront servir à déterminer les paramètres arbitraires de l'équation d’une surface (S) de manière que celle-ci ait, avec une courbe donnée en un point donné, un contact d'ordre aussi élevé que possible.
Si la surface (S) est un plan, on retrouve le plan osculateur; si c’est une sphère, on retrouve la sphère osculatrice.
256. Contact de deux surfaces. — Deux surfaces (S) et (2) qui ont un point commun M ont, en ce point, un contact de l'ordre n, si, à une distance infiniment petite MM’ du point M sur la surface (S), la distance M'M’' des deux surfaces, mesurée normalement à l’une d’elles, est de l’ordre n + 1 par rapport à MM’. Si l’axe des z n’est pas parallèle au plan tangent à l’une des surfaces en M, la différence des ordonnées de (S) et de (2) parallèles à cet axe, dans le voisinage du point M, sera aussi de l’ordre n + 1 par rapport aux accroissements infiniment petits k et k de x et de y, considérés comme du premier ordre.
D’après cela, si l’on développe par la série de Taylor (455) la différence des ordonnées parallèles à l’axe des z, des surfaces (S) et (2), suivant les puissances de À et de k, on voit immédiatement que la condition ci-dessus revient à celle-ci: il faut et il suffit que les dérivées partielles de z par rapport à x et à y jusqu’à l’ordre n inelusivement,
Oz Oz d?z ‘dz 0?z 0"Zz d"Zz 0x?” Ox0y Op LA dy" ”
or} ®|
conservent la même valeur, au point M, quand on passe de la surface (S) à la surface (>).
Si l’équation de la surface (2) renferme des paramètres indéterminés, et que l’on détermine ces paramètres en assujettissant la surface (2) à avoir, au point M, un contact d'ordre aussi élevé que possible avec (S), on trouvera la surface (Z) osculatrice de (S).
Ainsi, l'équation du plan renfermant trois paramètres distinets, la condition d’un contact du premier ordre avec une surface (S) suflira pour les déterminer. On retrouve le plan tangent à la surface (S).
L'équation d’une surface du second ordre renferme neuf paramètres ;
on peut lui donner un contact du second ordre, et il restera trois arbi-
traires dont on pourra disposer de manière à satisfaire à d’autres conditions.
(Voir, pour de plus amples développements, HermiTe, Cours d'analyse, pp. 116 et suiv. — Jorpan, Cours d'analyse, t. I, pp. 216 et suiv.)
Exercices.
4. Hélice (Ch. XXI, ex. 1). — Les équations de la droite polaire pour le point (+, y, z) sont ( Ey—nx+b(—z)=0, l Ex + ny + b — 0.
Le point où cette droite touche l’arête de rebroussement de la surface polaire satisfait à ces équations et à Ëy — nt — 0, d’où ë — z— 0. Ce point coïncide avec le centre de courbure; l’arête de rebroussement de la surface polaire coïncide donc avec l’hélice, lieu des centres de courbure, et la surface polaire est l'hélicoïde développable, lieu des tangentes à cette hélice. Le rayon de la sphère oseulatrice est égal au rayon de courbure. Pour trouver les équations d’une développée, on observe que l’on a
a? + b* ds bdt ds=dtV a+, T— TES"
| b Va? + b3 d’où bt Tes a +0?
D'ailleurs on a 2 1 p2 RE Ne u——?, Y 0, a a a b b a PERS AA | ARR LR TE Z = -———— , a V/a? + 0? aV/a? + b2 V' a? + b?
et en substituant ces valeurs dans les équations (14) et remplaçant x, y, z par leurs valeurs, on a pour les équations d’une développée
b? bV' a? + pb? bt+C RL re CA LGTEET cosltg UC :
* a Va? +?
b? b 21 p? bt 1 C n = — — 006 MAG eee. RUE R, F 2 Va? +7 PRE 2 bt + C = D VA ES g
2. Sur un rayon d’une sphère comme diamètre, on décrit un cercle que l’on prend pour base d’un cylindre droit. Trouver la courbe d’intersection du cylindre et de la sphère et lui appliquer les formules générales.
R. Le rayon de la sphère étant pris pour unité et son centre pour origine, l’axe des z parallèle à la génératrice du cylindre, l’axe des æ passant par le centre de sa base, soit « l’angle du plan passant par un point (+, y, z) de la courbe et par l'axe des z avec le plan YZ.Ona |
x = sine, Y— Sin COS&, 2—COS «.
Tangente et plan normal :
Se RO RE
- - y E SIN 20 —- n COS 20 — Ë sin w.
Sin 2œ COS 20 — SIn «
Différentielle de l'arc : ds — du V/ 1 +- sine. Plan oseculateur :
Ë COS & (1 —- 2 Sin?) — 2 sin?o + 25 — cos w (2 +- sin).
Rayons de courbure et de torsion :
(1 + sin?w)°? r 5 + 3 sin?
Æ UT rimes
Vars | Gvns Équations de la droite polaire :
Ë sin 20 —- 4 COS 20 — é sine, Ë COS 20 — n sin 20 — EE COS w.
Équation de la surface polaire :
4 2 4 (EH n°) — 85 — 355 15 — 0.
æ. Démontrer la relation (ch. XXI, ex. #) r? LT?
RITES
4. Trouver, pour une courbe quelconque, l’angle < de deux normales principales infiniment voisines, leur plus courte distance », l’inclinaison 6 de cette plus courte distance sur la tangente, l’élément ds, du lieu des centres de courbure, l’angle # sous lequel ce lieu coupe la droite polaire.
RARES I I Tds , MT n R°T?
+ AC) VOS Mt en VA On
rds ds: == TT , tg ?—
g’/72 se 472 -À- g///2 ——
&. Une courbe dont le rayon de courbure R est constant et le lieu de ses centres de courbure ont même normale principale en chaque point; chacun d’elles est le lieu des centres de courbure et l’arête de rebroussement de la surface polaire par rapport à l’autre; leurs rayons de courbure sont égaux ; le produit de leurs rayons de torsion est constant et égal au carré du rayon de courbure commun,
CHAPITRE XXIV
COURBURE DES SECTIONS PLANES DANS UNE SURFACE; SECTIONS PRINCIPALES, OMBILICS, TANGENTES CONJUGUÉES.
25%. L'un des moyens les plus simples d'étudier la courbure d’une surface autour d'un de ses points M consiste à couper la surface par différents plans menés par ce point M, et à déterminer la courbure des sections ainsi obtenues, surtout des sections normales, dont le plan passe par la normale à la surface en M.
Supposons d'abord que l’on trace sur Îa surface une courbe quelconque (C) (fig. 41) passant par M, et soient à, 6, y les angles directeurs de sa tangente MT ; x, y, z les coordonnées du point M ;
dz Oz 0?z 0?z d?z ET ner DE = Grôy Gys les dérivées partielles de z en ce point. Nous supposons qu'elles aient des valeurs finies et déterminées. Les cosinus directeurs X, Y, Z de la normale à la surface en M sont donnés (238) par les formules XL Z I I
(:) mn = Se RS
Fig. 41.
en déterminant le signe du radical de manière que ces cosinus se rapportent à la portion MN de la normale qui fait un angle aigu avec l'axe des z positifs ; £ représente le radical.
La courbe (C) appartenant à la surface, les différentielles dx, dy, dz de ses coordonnées satisfont à la relation
(2) dz = pdx + gdy, et comme dx, dy, dz sont proportionnels à cos «, cos f, cos y, on a aussi (3) cos y — p cos & + q cos É.
Substituant cette valeur de cos y dans l'équation
cos? à + cos? Ê + cos? y — 1,
on obtient celle-ci :
(4) (1 + p?) cos'a + 2pq cos à cos 5 + (1 + q?) cos6 — 1, à laquelle satisferont les cosinus directeurs d’une tangente quelconque à la surface au point (x, y, 2).
Menons la normale principale MZ de la courbe (C) au point M: elle sera dans le plan osculateur de la courbe et dans le plan normal en M à la tangente MT, ct fera un angle 0 avec la normale MN. Ses cosinus directeurs (À, p, v), qui sont donnés par les formules (9) du N° 288, satisfont à la relation
cos 0 — XÀ + Yu 7», qui devient, par la substitution des valeurs de X, Y, Z, et des valeurs de À; LV,
cos 0
d cos y — pd cos à — qd cos G R 0,
k L'équation (3), différentiée, donne d cos y — pd cos « — qd cos 5 = cos à dp + cos É dg,
et comme on a d’autre part (5) dp = rdx + sdy, dq = sdx + ty,
si l’on substitue et qu’on remplace dx et dy par cos & ds, cos £ds, on trouvera
cos0 r cos?a + 25 cos « cos 8 + 1 cos’f (2) TES ARE FE
Cette formule conduit à deux conséquences importantes : 1° Le second membre ne dépend que des quantités p, q, r, s, {, qui ont des valeurs déterminées au point M, et des angles directeurs «, 5 de la tangente à la courbe (C); le premier membre a donc la même valeur pour deux courbes (C) qui ont le même plan osculateur en M, et comme cos 0 est évidemment le même pour ces deux courbes, R aura aussi la même valeur et le centre de courbure Z sera le même. Donc le centre de courbure d’une courbe tracée sur la sur face, en un point M, coïncide avec celui de la section que son plan osculateur en M détermine dans la surface, théorème qui ramène la courbure des courbes quelconques tracées sur la surface à celle des sections planes.
2e Si l’on mène par la tangente MT une section normale, son rayon de courbure sera dirigé suivant la normale à la surface, on aura cos 9 = Æ 1, le premier membre de l’équation (x) se reduira à 1 : Rou—1:R, selon que le rayon de courbure sera dirigé vers MN ou en sens contraire, ou simplement à 1 : R, si nous convenons de regarder R comme positif dans le premier cas et comme négatif dans le second. L’équation («) donne alors, pour l'expression du rayon de courbure d’une section normale définie par les angles (x, (5),
(6) Tr eos L 28 cos à cos D + { cos É ?
et le signe dont R est affecté détermine la sens dans lequel la section normale tourne sa concavité par rapport à la direction MN. L’équation (a) donne alors, pour le rayon R’ d’une section oblique, dont le plan fait un un angle 9 avec celui de la section normale,
cosÛ 1 ———— où R'—R cos,
R’ R équation qui renferme le théorème de Meusnier : Le rayon de courbure d’une section oblique, en un point M d’une surface, est la projection sur le plan de cette section du rayon de courbure de la section normale qui a la même tangente en M.
Ce théorème ramenant l’étude de la courbure de toutes les sections planes à celle des sections normales, il nous reste à nous occuper de ces dernières.
258. Nous avons pris jusqu'ici des axes rectangulaires quelconques; concevons maintenant que l’on place l’origine au point M, qu'on prenne la normale MN (fig. 42) pour axe des z positifs, et le plan tangent en M pour plan XY.
Il faudra évidemment faire dans les formules précédentes
VX )YEier= 0) DEEE cos 5 —sin &«, K—7,
et l'expression (6) du rayon de courbure d’une section normale donnera
Fig. 42.
r Tr — |
= r COS?x — 25 sin c cos a — + sin?a —
COS 24 + $ SIN
ml
D’après cette expression, la courbure est une fonction continue de l’angle «; nous chercherons si elle admet un maximum ou un minimum, en égalant à zéro sa dérivée par rapport à «, ce qui donnera
28 COS 24 — (r — 1) sin 24 — 0,
ou | tg 204 — PRET
Cette équation donne pour « deux valeurs réelles entre zéro et 180°, différant l’une de l’autre de 90°, car tg 24 et tg (24 + t) ont la même valeur. Comme la dérivée de 1 : R change de signe lorsque tg 24 passe par une de ces deux valeurs, elles correspondent bien, l’une à un maximum, l’autre à un minimum, ce que le signe de la dérivée seconde établirait d’ailleurs. Les tangentes aux sections normales déterminées par ces deux valeurs de « étant perpendiculaires l’une à l’autre, on en conclut ce théorême important : En un point d’une surface il existe en général deux positions du plan sécant normal auxquelles répondent les sections de plus grande et de plus petite courbure : leurs plans se coupent à angle droit.
On les nomme les sections principales au point M. Leur existence établie, nous pouvons encore prendre pour l’axe des x, indéterminé Jusqu'ici, la tangente à l’une des sections principales. L’une des valeurs de tg 2x devant être nulle, il faudra que l’on ait s — 0, et l’expression générale de 1 : R si réduira à —— r COs?x { sin°x.
Soient R’, R’’ les rayons de courbure des sections principales tangentes respectivement à MX, MY, répondant, par suite, aux valeurs 4 — 0, « — 90°; l'équation donnera
I I RS RE
d’où, pour une section normale quelconque,
1 cos?æ , sin?« G) RIRE Ru
équation due à Euler, et qui, ne dépendant plus en rien du choix des axes coordonnés, exprime une propriété générale. Ainsi, il suffit de
connaitre les rayons de courbure des sections principales en un point d’une surface, pour obtenir celui d’une section normale quelconque en fonction de l’angle que fait le plan de cette section avec le plan d’une des sections prineipales.
L’équation d’Euler conduit à plusieurs conséquences — I. SiR, R, sont les rayons de courbure de deux sections normales rectangulaires, « et « —- 90° leurs inclinaisons sur le plan XMZ, on a, d’après l’équation (7),
cos?x , sin°?x I sin?æ , Cos?æ
RON OR" RON OUR
RO : I I RUROOR UM La somme des courbures de deux sections normales rectangulaires, en un point d’une surface, est constante et égale à la somme des courbures des sections principales.
II. Si, en un point d’une surface, on a R’’ — KR’, l’équation (7) donne pour une section normale quelconque
cos?a — sin?a T
RTE RURALE
c'est-à-dire que st les rayons de courbure principaux sont égaux en un
point d'une surfuce, toutes les sections normales ont la même courbure.
Un tel poiut s’appelle un ombilic de la surface.
IT. On doit remarquer que R, R’, R’” peuvent étre positifs ou négatifs, suivant que les sections correspondantes tournent leur concavité vers la portion positive de l'axe des z ou de la normale, ou en sens contraire. On peut toujours supposer R’ positif, il suffit de choisir l’axe des z positifs dans le sens de ce rayon. L’équation (7) fournit alors le moyen le plus simple d'étudier le sens de la courbure autour d'un point M et conduit aux conséquences remarquables que voici :
1° Si R’, R’’ sont de même signe, c’est-à-dire si les sections principales tournent leur concavité dans le même sens, on a
RU 0, Ro:
et par suite R est positif quelque soit «. Toutes les sections normales ont
donc leurs rayons de courbure dirigés dans le même sens (fig. 42), la surface est dite concavo-concave (Gauss) autour du point M. Dans le voisinage de ce point, elle est partout du même côté du plan tangent en M, comme cela a lieu en tout point de l’ellipsoïde.
2 SiR’ > o,R/’ < 0, en faisant croître x à partir de zéro, dans l’équation (7), R sera d’abord positif, jusqu’à ce que l’on ait
a cos*a + sine —©O ou tgfa — — L ,
valeur de « qui donne une courbure nulle. Au delà de cette valeur de «, R devient négatif, le sens de la courbure change donc, jusqu’à ce que «
continuant à croître, dépasse 90° et atteigne la valeur donnée par l’équation
qui donne de nouveau une courbure nulle,
Au delà, la courbure redevient positive jusqu’à « — 180°. Les valeurs entre 180° et 360° ramènent évidemment les mêmes valeurs de R. Dans ce cas, les plans des sections à courbure nulle partagent donc la surface autour du point M en quatre régions, deux comprenant les sections normales qui tournent leur concavité dans un sens, deux autres où elles tournent leur concavité en sens inverse (fig. 43). La surface est concavo-convexe en M, comme l’hyperboloïde à une nappe. Il n’y a plus, en valeur absolue, de rayon de courbure maximum ; R’ est un minimum parmi les rayons positifs ; > R’’, étant un minimum parmi les rayons Fig. 43,
négatifs, est algébriquement un maximum.
3° Enfin, il peut se faire que R’’ — 0. Dans ce cas, l’équation (7) devenant
I cos? «x
montre que tous les rayons de courbure sont encore positifs ; toutes les sections normales ont leur concavité du même côté. Le rayon de courbure
minimum correspond à «— 0, le maximum à «= 90°, d’où R— .L’une des sections principales a donc ici une courbure nulle.
IV. On peut représenter géométriquement les résultats précédents. Construisons une section conique ayant son centre au point M; ses demi-axes, dirigés suivant MX, MY, égaux respectivement à VF, Re
Elle aura pour équation
x? y* RON RS
Il suit évidemment de l’équation (7) que le rayon vecteur de cette courbe, suivant la tangente à une section normale quelconque, sera égal à ’R, et pourra ainsi figurer géométriquement la variation du rayon de courbure. Cette courbe se nomme l’indicatrice de la surface ; c’est une ellipse quand la surface est concavo-concave, une hyperbole quand elle est concave-convexe, un système de deux droites parallèles quand l’une des sections principales a une courbure nulle.
259. L'existence des sections principales étant établie, revenons à leur détermination pour un système d’axes rectangulaires quelconque. En égalant à zéro la différentielle de l’expression (6) de 1 :R, considérée comme fonction de «, (>, et ayant égard à l’équation (4), on a les deux équations
(r cos à + s cos É) sin «da + (s cos « +- t cos 3) sin BdB — 0, [(x Hp?) cos à pq cos 5] sin «da + [pq cos «(1 + q?) cos ] sin BdB = o.
L’élimination de dx, df entre ces égalités conduit à celle-ci :
{ reosa—+-scosf seosa—+tcosf CFP me E prose FU et | = eee + 2 0 as Penn TUE (1 + p?) costa H 2pq cos «a cosBL(1+g)co® 6 R
Elles déterminent à la fois les valeurs de «, 6 qui répondent aux sections principales et les valeurs correspondantes de R, savoir, R’ et R”. Pour obtenir d'abord l’équation qui a pour racines ces rayons de courbure principaux, nous tirons des relations (8) celles-ci :
[Rr — k (1 + p*)] cos « — (kpq — Rs) cos b, (kpq — Rs) cos à — [Rt — k (1 + g*)] cos GB,
qui, divisées membre à membre, donnent (Oo) [Rr—Æk(r+pt)}IRt — k (1 + 9°) — (Rs — kpq} = 0, ou, en développant et observant que
RG Hp) (+) — pq = +p += (+p +), (ro) (rt—S)R— pr pt qù [(1 H Q) r — 2pgs + (1 + p°) ÜR
+ +p+ go.
Cette équation du second degré en R a deux racines réelles, R’ et R”,
comme nous le savons déjà. Il est facile de s’en assurer en observant que les substitutions
OUR k(1 + p°)
dans le premier membre de l’équation (9), donnent des résultats de signes contraires.
On tire de l’équation (ro) les valeurs
I 1 _(1+q*)r — 2pqs +(1 + p°hi I rt — 5°
TE ——————————— — — PR
R' IR 3 RES 2 2\2 Gp + gr SARA ER
La première est celle de la courbure moyenne de la surface au point M. La seconde montre que le produit R’R’’ est de même signe que le binôme rt — s?. Done, les surfaces concavo-concaves sont caractérisées par rl—s? © o, les surfaces concavo-convexes par rt — st o. Si ri— s— 0, l’un des rayons principaux est infini. Cette condition étant vérifiée en chaque point d’une surface développable, comme il est facile de s’en assurer, il s'ensuit que, dans une telle surface, les tangentcs aux sections principales se confondent avec la génératrice rectiligne et sa perpendiculaire dans le plan tangent.
260. En exprimant que l'équation (10) a ses racines égales, on obtient une équation qui se décompose en deux autres, pour déterminer les points de la surface où R’ — R/’, c'est-à-dire les ombilics. Mais on arrive plus vite à ces relations en observant que, toutes les sections normales ayant même courbure, la valeur (6) de 1:R doit être indépendante de cos à. Posant
on à donc (r + 28u — tu*) cos?a — const. — h.
[( tnt 2pqu (1 + q?) u?] costa — 1, et en éliminant cos?x, exprimant que l'égalité a lieu indépendamment de toute valeur de p, on trouve les conditions
(11) Re
PUS HUMEUR pour caractériser un ombilic. Si l’on remplace p, q, r, .… par leurs valeurs tirées de l'équation de la surface, on a, avec celle-ci, trois équations en Z,Y,Z, Ce qui montre que, en général, une surface n’admet qu'un nombre limité d’ombilies. Toutefois, il existe des surfaces sur lesquelles tous les points d’une certaine ligne sont des ombilies, et même, les équations (11) étant vérifiées identiquement en tout point d’une surface sphérique, la sphère jouit de cette propriété, que tous ses points sont des ombilics.
261. Application des résullats précédents à l’ellipsoide. — Soit
(a) EEE:
l'équation de cette surface ; elle donne par différentiation (466)
a? b2 9 dr dy dr z a eines qi:
d?z == rdx? + 2sdxdy + 1dy? — — — Ce: se Die =);
z d’où
2% 2 52 r cos?a + 28 cos x cos B + 1 cos?f5 — (Te LE Ê = 2}.
à cause des relations dx : ds — cos a, ete... On a donc, par la formule (6), si z est positif,
GE EE ar
MENT
Le signe de R indique que le rayon de courbure est dirigé vers l'intérieur. De plus, si l’on désigne par P la distance du centre au plan tangent en M(x,y,z), par p le rayon vecteur de l’ellipsoïde mené
parallèlement à la tangente en M à la section normale, on aura par l'équation (A)
I Ty Ne TREND soie cos} PV TE ROUTE AE TETE
et par suite, abstraction faite du signe,
PE (B) R
c’est-à-dire que Le rayon de courbure d’une section normale en un point M de l’ellipsoide, est une troisième proportionnelle à la distance du centre au plan tangent en M et au demi diamètre parallèle à la tangente à cette section. On en conclut sans calculs ultérieurs 4° que pour les différentes sections autour d’un même point, P étant constant, R varie comme le carré de p; 2° que, par suite, le maximum et le minimum de R répondent au maximum et au minimum de p, en sorte que, si l’on mène une section diamétrale de l’ellipsoïde parallèle au plan tangent en M, les axes 2a’ et 20” de celte section seront respectivement parallèles aux tangentes aux sections principales en M, ce qui détermine simplement ces dernières;
3° On aura donc a’? 12 12/2
l'A b 4 FER, R HD: RER p?
et comme on a, par une propriété connue de l’ellipsoïde,
il viendra 2h22 P‘
4° Enfin, l’équation (B) montre encore que le point M ne peut étre un ombilic de l’éllipsoïde, à moins que l’on n’ait p? — const. pour la section diamétrale indiquée ei-dessus; celle-ci sera done une section circulaire. Done l’ellipsoide (A) n’admet que quatre ombilics réels ; ce sont les points où la surface est coupée par les diamètres conjugués des plans des sections circulaires. Leurs coordonnées sont donc
= EG ——, y=O0, 2 Ec———.
V/a RTE | V/a? — ç!
262. Revenons au problème général de la détermination des tangentes aux sections principales en un point M d’une surface donnée. La première équation (8) nous donne, entre « et f5, la relation
E(r + q*)s — pqt] cos?B + [(1 + q?)r — (1 Æ p?) f] cos « cos 6 + Lpgr — (x ++ p°) s] cos*4 — 0, à laquelle il faut toujours joindre la relation (4). On peut, en observant
que dx, dy sont respectivement proportionnels à cos «, cos 5, lui donner la forme
(22) [G +9?) s — pat] 2 IG) (TEE) 1% + Lpgr — (Gi +p)sl—0,
sur laquelle nous reviendrons. On peut encore écrire les équations (8) sous d’autres formes, telles que
rdx + sdy far sdx +- tdy te k (c + p°)dx + pqdy padz ++) dy R ou, eu égard aux équations dz = pdx + qdy, dp—rdx + sdy, dq — sdx + idy, dp (CRAN dx Epdz dy+gdz R les différentielles étant toujours prises suivant une des sections principales. Désignons par la caractéristique 9 une différentielle prise suivant l’autre section. Nous aurons, d’après (13),
dp _ dq dpdx + dqdy dx + pdz dy + qdz — dxûx — dydy + dz (pdx + qÜy) etcomme px +qy—0dz, que dxdx + dydy + dzdz est nul par
la condition de perpendicularité des tangentes aux sections principales, on doit avoir la relation
(14) dpdx + dqdy = 0.
On tire aussi, des équations ), EP Z I
les suivantes :
kdp — pdk I ?) dp — pqdq kdk = pdp + qdq, ax — PP (EAN PI.
Siles différentielles se rapportent aux directions dessections principales, les équations (13) auront lieu, d’où l’on déduira
GE er EU en) k2R 2 RL mt ar ND mL) TS k2R R On aura évidemment de même, par raison de symétrie, L dæ dy dz R'
relations qui caractérisent les sections principales en un point d’une surface.
263. Tangentes conjuguées. — Supposons que l’on mène deux plans tangents à la surface, en deux points infiniment voisins M et M’: l'intersection de ces deux plans, considérée à la limite, se nomme la fangente conjuguée de MT. Le plan tangent en M ayant pour équation
pÉ—x)+q(in—y) —(6—z:)=0, et les coordonnées de M’ étant x + Ax, y + Ay, z + Az, la droite d’intersection est représentée par l'équation précédente et par celle-ci : Ap (Ë—x) + Aq(n—y) — pAx — qAy + Az: — 0,
ou, puisqu'on néglige les termes du second ordre, ce qui donne Az — pAx + qAy,
(Ë — x) Ap + (n — y) Ag — 0.
La tangente conjuguée a done pour équations
0 —dpË—x)+dq(n— y).
C’est une droite passant par le point M, et située dans le plan tangent en M.
Remplaçons dans la seconde dp et dq par leurs valeurs (5), et revenons au système de coordonnées du N° 258 ; nous devons poser
I I X—=Y—2r—0, S—0, ni = 55
l'équation (16) deviendra ainsi
= me, Se
Si «, «’ désignent les angles respectifs des droites MT, MT’ avec la
section principale de rayon R’, cette dernière équation peut s’écrire
(17) gage = relation qui, rapprochée de l'équation de l’indicatrice, établit cette propriété : En un point M d’une surface, les directions MT, MT’ de deux langentes conjuquées sont celles de deux diamètres conjugués de l’indicatrice en ce point.
I en résulte, vu la loi de réciprocité des diamètres conjugués d’une conique, que si le point de contact du plan tangent se déplace suivant la direction de MT’, la direction de la droite d’intersection limite sera suivant MT.
On sait qu’une conique à centre n’admet qu’un seul système de diamètres conjugués rectangulaires, celui des deux axes; donc, en un point d’une surface, il existe un seul système de tangentes conjuguées se coupant à angle droit, c’est celui des tangentes aux sections principales.
Si l’on trace sur la surface donnée une courbe arbitraire (C), et si l’on veut déterminer la surface développable, circonscrite à la surface et admettant (C) pour courbe de contact, la génératrice de cette développable passant par le point M de la courbe (C) sera la tangente conjuguée de la tangente à (C) au point M, car cette développable n’est autre chose que l'enveloppe du plan tangent à la surface le long de la courbe (C).
264. Par le point M’ (fig. 44) infiniment voisin du point M sur la courbe (C) dont MT est la tangente, menons la normale M'N’ à la surface.
Soient MN: parallèle à M’N’, MP la projection de MN: sur le plan de la section normale TMM ; MT’ perpendiculaire au plan NMN:. MT’ est, à la
limite, la tangente conjuguée de MT, car MT’ est perpendiculaire aux normales MN, M'N’. L’angle NMN: est l'angle des normales infiniment voisines ; l’angle PMN: mesure l’inclinaison de la normale en M’ sur le plan de la section normale TMN.
Enfin, MP est parallèle à la normale à la courbe (C) en M’, dans le plan de la section normale, donc l’angle NMP est l’angle de contingence de cette section normale. Nous poserons donc
d NN MDN END {x 7 R
Fig. 44.
ds étant l’élément MM’, R le rayon de courbure de la section normale, 1 : f ce qu’on appellera la flexion de la surface suivant MT, 1 : y la forsion géodésique de la courbe MM’. Décrivant les arcs NN2, PN2, PN d’un rayon
égal à l’unité, le triangle infinitésimal NPN: rectangle en P donnera les relations
NP — NN: cos PNNe, N2P — NN: sin PNN;,
et comme PNN: est le complément de l’angle o des tangentes conjuguées MT, MT’, on a à la limite
1 sino I COS a mi —— — 3 Ra ANT Fu dati d’où 1 I I y (18) F Rte ALU
Mais, d’après la remarque du N° 263, l’angle © des tangentes conjuguées est l'angle que fait le rayon vecteur p de l'indicatrice suivant MT avec la tangente à celle-ci à l'extrémité de ce rayon p; il est donné (885) la formule de re L2
dp
ou coto RS A EN Eu ne fe A ae
B?—Pp
La scconde équation (18) donne
DE cot pin, TN CREME AT RUN O2RAI da ME sale
done, d’après l'équation (7) d’Euler,
I T TN (19) + pp )snacos à, ce qui donne l’expression de la torsion géodésique en fonction de «. On a ensuite
2 in? 2 2 BR de CEE —- (rx) sin?æ COs?@, d’où TEMICOS AE SIN (20) PRE A ce qui fait connaître la flexion suivant MT.
Il importe, pour la généralité de la formule (19), d'observer que o est l’angle formé avec MT par la tangente conjuguée MT’ menée du côté où la rotation de MN vers MN: parait se faire de gauche à droite, et que la torsion géodésique 1 : y est positive quand du point T on voit la rotation de MP vers MN: se faire de gauche à droite, négative dans le cas contraire. L'équation (19) est vraie alors dans tous les cas.
265. Conséquences : 1° D’après l’équation (19), la torsion géodésique ne peut s’'annuler que si l'ona æ—o ou &æ—90°; donc, en un point d'une surface, il n’y a que deux directions suivant lesquelles la torsion géodésique soit nulle, ce sont les tangentes aux sections principales.
2° Si l’on remplace, dans l'équation (19), « par & + 90°, ; ne fait que changer de signe : Quand deux lignes se coupent à angle droit sur la surface, leurs torsions géodésiques sont égales et de signes contraires.
3° Suit æ’ l’angle de MT’ avec la section principale NMX ; 1: f” la flexion suivant MT’. La formule (20) donne
I cos®a’ , sin’o’ Æ CU REMEMQUS |
Mais, de l'équation (17) mise sous la forme sin?æ sin?æ" R772
cos?a cos®æ R'*
on tire cos?’ sin?c.’ I Rsinx R?cosx R'?sin’a + R''? cos’a
d’où, substituant,
TU | I VOIR COS xt sin FAURE Sinta + R' cos'x CRERSMVURE pre /?
et au moyen de l'équation (20), I I ff? RER On a donc ce théorème remarquable : Le produit des flexions de la
surface suivant deux directions conjuguées, en un même point, est constant et égal au produit des courbures principales.
Exercices.
2. L’équation de la surface étant mise sous la forme F(x,y,z)—0,
trouver l'expression du rayon de courbure d’une section normale dont la tangente a pour angles directeurs «, 8, y.
R. On trouve, soit par le calcul des dérivées p, q, r, .., soit directement, et en
posant OF 02F O?F Rss PA ÉrEr AE EE ES VF ESF
7 Fu costa Æ Fag cost8 + Fss cosy + 2Fas cos 8 cos y + 2F3, cos « cos y —+- 2Fi2 COS x cos 8 ;
2. Soient, autour d’un point, n sections normales équidistantes, dont les extrêmes sont également inclinées en sens contraire sur les plans des sections principales; la moyenne des courbures de ces n sections aura pour valeur
Yo I 2 (z LE 772 æ. Dans une surface développable, l’une des sections principales en un point M est
tangente à la génératrice rectiligne, l’autre lui est normale. Le rayon de courbure de
celle-ci a pour expression Ré L Ù £ PetT étant les rayons de courbure et de torsion de l’arète de rebroussement au point x où la génératrice touche l’arète, # la distance uM.
4. Soient X, Y, Z les cosinus directeurs de la normale à une surface, Exprimer en fonction de X, Y, Z et de leurs dérivées partielles 4° la somme et le produit des courbures principales ; 2° l’équation qui détermine les sections principales ; 3° les conditions qui caractérisent un ombilic.
R. Exprimant p, g en fonction de X, Y, Z et ayant égard à la relation X? + Y? + Z* = 1, on en déduira les valeurs de r; s, !, et de simples substitutions donneront
A has OX 0Y 1 ÔXOY ÔXÔY Lo a NS | ne PUY En re nr nee R R 0x dy, R'R x dy y dx ; ox Ph OX =) OY :
ENT E de dy ET à OX OY oy ox 99 "PE pr
Dao ye FR Fe
5. Démontrer que la somme des rayons de courbure suivant deux directions conjuguées est constante autour d’un même point, et égale à la somme des rayons de courbure principaux.
LIGNES DE COURBURE; SURFACE DES CENTRES; THÉORÈME DE CH. DUPIN
266. Si l’on trace sur une surface une courbe quelconque (C) et que par les points de cette courbe on élève des normales à la surface, le lieu de ces normales sera une surface réglée, une normalie, qui, généralement, sera une surface gauche comme le calcul va le prouver. Mais si l'on se propose de déterminer la courbe (C) de manière que la normalie soit une surface développable, on obtient un double système de lignes remarquables qu’on appelle les lignes de courbure de la surface proposée.
Soient M (x, y, z), M’ (x + Ax,y + Ay, z+ Az) deux points infiniment voisins sur la courbe (C); les équations des normales correspondantes
seront (1) En pie) nt) Roc) (2) E— x — Ax — —(p + Ap)(6 — z — Az),
9 — y — Ay = —(g+ Ag) (6 — z — A).
La plus courte distance de ces deux droites sera, en général, un infiniment petit de même ordre que Ax, .….; pour qu'elle soit d’un ordre supérieur, il faut et il suffit qu'en ne conservant que les termes du premier ordre, les quatre équations soient vérifiées par un même système
de valeurs de &, n, 6, comme si les droites se rencontraient rigoureusement. Or, les équations (2) se réduisent, par les équations (1), à
Ax + pAz— Ap(t— 2), Ay+gqAz—Aq(& — 2), et en égalant les valeurs de € — z fournies par ces deux équations, on trouve la condition | T1 79 OPA RSR 01 G— z Ax+pAz AyLqAz qui devient, à la limite,
d d I (3) PA Re à
EE
dx pdz dygdz E—2z Cette équation comparée à l’équation (13) du chapitre précédent, suffit pour montrer que la courbe cherchée (C) doit être tangente en M à l'une des sections principales qui passent par ce point. En remplaçant dans cette équation dz, dp, da par leurs valeurs respectives
pdx Lady, rdxÆsdy, sdx + tdy, chassant les dénominateurs et divisant par dx?, on trouvera, comme au N° 202, l'équation
dy° dy
(4) (GHa)s- past +pi (Hg) +lpgr — (+ ps) 0,
qui est ce qu'on appelle l'équation différentielle des lignes de courbure. Elle détermine, en un point quelconque de la surface les deux valeurs de dy : dx appartenant aux deux lignes de courbure passant par ce point. On y substituera les valeurs de p,q,r,s,t en fonction de x, y, tirées de l’équation de la surface, on aura une équation différentielle entre y et x. Le calcul intégral, comme on le verra plus loin, permettra de remonter de cette équation à l'équation entre x, y de la projection de la courbe cherchée sur le plan XY, et fournira deux équations
f(x, y, C)=0, fi(x, y, C) = 0, dans lesquelles C sera une constante arbitraire. Chacune représentera un système de lignes de courbure projetées sur le plan XY, et comme on peut généralement déterminer C de manière à faire passer une courbe de chaque système par un point donné de la surface, il passera par chaque
point deux lignes de courbure qui, étant tangentes aux sections prineipales, se couperont à angle droit. On conclut donc de là que
Une surface admet généralement deux systèmes de lignes de courbure qui se coupent partout sous un angle droit. En chacun de ses points, une ligne de courbure est langente à l’une des sections principales de la surface en ce point.
Par exemple, dans une surface de révolution, les normales à la surface aux différents points d’un même méridien sont dans le plan de ce méridien, qui est donc une ligne de courbure ; les normales menées aux différents points d’un même parallèle vont se couper sur l’axe de révolution, le parallèle est aussi une ligne de courbure. Les deux systèmes de lignes de courbure sont ici les méridiens et les parallèles, et l’on sait qu'ils se coupent rectangulairement. On remarquera que, dans ce cas très simple les lignes de courbure des deux systèmes sont planes.
267. L’équation (4) est vérifiée indentiquement quel que soit dy : dx, lorsque le point M est un ombilic; car les équations (11) du N° 260 rendent nuls les coefficients de l’équation. On pourrait donc croire que, par un ombilic, passent une infinité de lignes de courbure.
Pour éclaircir cette difficulté, observons d’abord que, d’après l’équation (19) du chapitre précédent, la torsion géodésique est nulle, en un tel point, quelle que soit la direction suivant laquelle on se déplace sur la surface, puisque l’on a R’ = R’’. Toutes les normales infiniment voisines de la normale en M tombent dans le plan de la section normale et coupent la normale en M; la condition qui caractérise les lignes de courbure doit donc être vérifiée, au point M, quelle que soit la courbe (C). Mais ce n'est là, en quelque sorte, qu’un élément de ligne de courbure ; pour reconnaitre véritablement les lignes de courbure de longueur finie qui viennent passer par l’ombilic, concevons que l’on parcoure une telle ligne en se rapprochant indéfiniment du point M, et qu'on détermine l'équation que vérifient les valeurs limites de dy : dx. Nous aurons ainsi le nombre et la direction des lignes de courbure passant en M.
Or, l'équation (4), mise sous la forme
est vérifiée en chaque point d’une ligne de courbure ; il en est donc de
même de celle qu’on obtiendra en la différentiant totalement par rapport à x; et comme on a
dp dy 1 oo de de +1 etc...
le résultat sera évidemment de la forme
dy dy \° dy\? dy CZ BHO) +e,(9) HO (TE) ++ so
P1, Q1, .… étant des fonctions de x, y. Mais puisque P, Q tendent vers zéro lorsque le point (x, y, z) s'approche indéfiniment de M, on a, à la limite, la relation
dy\° dy\°? d (6) P; —) + Q: æ) HR HS — 0
à laquelle doit satisfaire la direction des lignes de courbure en M. Comme cette équation est du 3%° degré en dy : dx, elle admettra trois racines pour celte dérivée; toutes trois seront réelles, ou il y en aura une réelle et deux imaginaires. On en conclut donc que généralement il passe par un ombilic trois lignes de courbure ou une seule.
Il se pourrait cependant que l’équation (6) elle-même, à l’ombilic, devint indentique, P;,, Qi, ... se réduisant à zéro; on continuerait à procéder de même, et l’on aurait quatre, ou deux lignes de courbure passant par l’ombilic. Il peut même se faire qu’il passe une infinité de lignes de courbure par l'ombilic, comme cela a lieu, par exemple, au sommet d’une surface de révolution.
Appliquons ce qui précède à l’ellipsoïde,
Gars RTE a Dec.
On a, par différentiation (486),
17 pve Ga #e ri ra er = — =: Q —= Pine Nr eee . — I ae 1 DAC Liz AC
| CES Y PUR arbres it. AT RTE A (E a £)
Substituant ces valeurs dans l'équation (4), supprimant le facteur
— € :25, multipliant toute l'équation par z? : c! et faisant les réductions, on obtient d’abord l'équation des lignes de courbure sous la forme
Graves [(G- es JetG-s)alé
Au moyer de l’équation de l’ellipsoïde, on élimine z? dans le coefficient de dy : dx, et l’on a enfin, pour les lignes de courbure de l’ellipsoïde, l'équation
bien que 2 2 2 AW pm |(e— 0) (ae ET
Ms S sig © xy— 0.
Nous verrons plus tard comment on intègre cette équation. Actuellement, observons qu’elle devient identique pour
nl a? — b? b? — c?
y—0; se EE, ta / NS valeurs qui appartiennent à l’un des quatre ombilics de l’ellipsoïde : mais
si l’on applique la méthode ci-dessus, on trouve d’abord pour l'équation (6)
DCE NOT R CRC D RCA ENTER Ra c? — a?
TE de a PA Do
Elle se réduit, pour l’un quelconque des ombilics, à
dy [/b?—c? dy? c'— a? Te dx b? dx? a? Na
équation qui admet une seule racine réelle
dy dx
Par les ombilics de l’ellipsoïde il ne passe done qu'une seule ligne de courbure, qui est la section principale comprenant ces quatre points.
268. Reprenons l'étude générale des lignes de courbure. Par une normale quelconque MN (fig. 45) passent deux normalies développables
correspondant aux deux lignes de courbure se croissant en M. La normale MN touche donc les arètes de rebroussement de ces deux normalies en deux points C’ et C’”’, qui sont les points centraux de la normale MN, considérée successivement comme génératrice des deux | normalies. Ces points sont donnés, pour chacune des normalies, par les équations (1) et (3), en sorte que l’on a
En YA MMUT DE
p q mi, dp __ dy + qdz — d On voit immédiatement que les coordon- kg. 45.
nées &, n, 6 sont celles du centre de courbure de la section principale à laquelle est tangente la ligne de courbure que l’on considère. On » done ce théorème : Le point où une normale à la surface touche l’arête de rebroussement de la normalie développable dont cette normale est une des génératrices, coïncide avec le centre de courbure de la section principale à laquelle cette normalie est tangente.
Les arêtes de rebroussement des normalies correspondant à un premier système de lignes de courbure sont sur une même surface, tangente à toutes les normales à la surfuce donnée. Il en est de même des arêtes des normalies qui répondent au deuxième système Ces deux surfaces sont deux nappes d’une même surface Z, qui est le lieu des centres de courbure principaux de la surface donnée S, et qu’on appelle, pour cette raison, la surface des centres de celle-ci.
Soit (N’) la normalie correspondant à la ligne de courbure (C’) qui passe par un point M; chacune de ses génératrices étant tangente à la surface 2 en deux points, le lieu de ces points de contact se compose de deux courbes, dont l’une est l’arête de rebroussement de (N’). Il ne s'ensuit pas que la normalie touche la surface 2 le long de cette arète, car la ligne qui joint deux points de contact infiniment voisins a pour limite la génératrice même ; mais la seconde courbe est une courbe de contact, parce que la ligne qui joint les points de contact de deux génératrices voisines étant distincte de la génératrice, les plans tangents à la surface Z et à la surface (N’) sont nécessairement identiques. Chacune
des normalies développables a donc son arête sur une nappe de la surface 2 et est circonscrite à l’autre nappe. Il suit de là que, les plans tangents aux deux normalies qui se coupent suivant une normale MN étant évidemment rectangulaires, il en est de même des plans tangents à la surface È aux deux points C' et C'' où elle est touchée par la normale MN.
Et l’on voit par là que toute normalie a le plan osculateur de son arête de rebroussement normal à la surface ZX sur laquelle elle sc trouve.
269. Concevons deux surfaces S et S, se coupant suivant une courbe (C), dont MT est la tangente en M (fig. 46), et soient MN, MN, les normales respectives à S et S; au point M, en sorte que NMN; est le plan normal à (C). Si par le point M on mène des parallèles aux normales M’N’, M'N’, aux surfaces Set S, en un point infiniment voisin M’; que
Fig. 46. lon projette ces parallèles sur le plan MNN, suivant Mn, Mn, respectivement, on voit immédiatement 1° que l'angle NMn peut être considéré comme celui dont la normale à la surface s’écarte du plan de la section normale NMT quand on passe du point M au point M’;.son rapport à MM’ est donc égal à la torsion géodésique (264) de la courbe (C), mesurée sur la surface S; de même N,Mn, : MM’ sera égal à la torsion géodésique de la courbe (C), par rapport à la surface S, ; 2° que les plans normaux infiniment voisins NMN,, N'M'N;, comprenant entr'eux un angle infiniment petit, l’angle N'M'N, et sa projection #»Mn, sur le plan NMN, peuvent être regardés comme égaux aux infiniment petits près d'ordre supérieur, d’après un lemme connu (60).
Il suit de là que, si les surfaces S et S; se coupent sous un angle constant, les angles NMN, et N’M’N' étant égaux, il en sera de même des angles NMN, et nMn, et par suite aussi, des angles NMn, N,Mn,, en négligeant des quantités d'ordre supérieur au premier ; d’où ce théorème : Si deux surfaces S et S; se coupent sous un angle constant, la torsion géodésique de leur courbe d’intersection a la même valeur et le même signe, quelle que soit celle des deux surfaces sur laquelle on la mesure.
D'où résulte cette autre propriété : si la courbe d’intersection est une ligne de courbure de l’une des surfaces, elle est aussi une ligne de cour-
bure de l'autre, car sa torsion géodésique est nulle par rapport à la première (265).
Ainsi, toute courbe plane pouvant être regardée comme une ligne de courbure du plan sur lequel elle est tracée, lorsqu'un plan coupe une surface sous un angle constant, la section est une ligne de courbure de la surface, ce qui se vérifie sur les méridiens et les parallèles d’une surface de révolution.
270. Théorème de Charles Dupin. — Supposons que trois surfaces $, S:, S2 se coupent deux-à-deux orthogonalement, suivant les courbes MA, MB, MC (fig. 47), en sorte qu’au point M la tangente à l'intersection de deux surfaces coïncide avec la normale à la troisième. La torsion géodésique de chacune des courbes MA, MB, MC ayant même valeur et même signe sur les deux surfaces auxquelles elle appartient (269), nous pouvons désigner simple- Pig. 47. ment ces torsions par
VERRE DONS À Mais, d’après le théorème du n° 265, 2°, les lignes orthogonales MA,
MB, situées sur une même surface S2, ont au point M des torsions géodésiques égales et de signes contraires, on a donc la relation
TORT LL —0o Ur ;
et par un raisonnement semblable sur les deux surfaces S et S,, LHRT L'REL ES + DO RES -L 0; V1 Ya ÉÉ T À
équations qui ne peuvent coexister, évidemment, que si l’on a
Lt era RIT RDE TS
Donc les courbes d’intersection MA, MB, MC, des surfaces S, Si, Sa deux à deux sont tangentes, au point M, aux sections principales de chacune des surfaces auxquelles elles appartiennent.
Conceyons donc trois systèmes de surfaces (1), (11), (IT) se succédant
dans l’espace d’une manière continue, et telles que toutes les surfaces d’un même système soient coupées partout à angle droit par les surfaces appartenant aux deux autres. [Ex. : sphères concentriques, cônes de révolution autour d’un diamètre, plans passant par ce diamètre]. La courbe d’intersection d’une surface S du système (1) par une surface du système (II) jouira, en chacun de ses points, de la propriété ci-dessus, puisque en ce point les tangentes aux trois courbes d’intersection des surfaces (I), (IT) et (III) forment un trièdre rectangulaire. Elle sera donc constamment tangente aux sections principales de la surface S, et sera une de ses lignes de courbure. Le même raisonnement s'applique à toutes les courbes d’intersection, d’où le théorème de Ch. Dupin:
Lorsque trois familles de surfaces se coupent partout orthogonalement, elles se coupent suivant leurs lignes de courbure.
En sorte que les lignes de courbure d’une surface S du système (I) ne sont autre chose que ses intersections par toutes les surfaces des systèmes (ET) et (HD).
Exercices.
4. Trouver les rayons de courbure principaux et les lignes de courbure de l’hélicoïde gauche qui a pour équation y Z—= a arc tg —:- 8%
R. Introduisons deux variables auxiliaires u et 6, et mettons l’équation de la surface sous la forme
(x) D—UCO80, 2y—uSIN0 02000.
Différentiant et appliquant la méthode du changement de variables, on trouve facilement
a sin 6 a cos 2a sin 8 cos 8 a (sin? 8 — cos° 6) P = — , Q—= 9 She RES TT 0 Ve u u (7 u Il en résulte a+ y? a? :
np gr = TEE Ne (TR) NES, APE (TT; pi) EC) et l'équation des rayons principaux donne Re RCE u
C’est le rayon de torsion de l'helice représentée par les équations (x) où w est supposé constant.
Pour trouver l'équation différentielle des lignes de courbure, on part de la formule (3) dp 2 dq dæ + pdz dy <+qdz
et en substituant à dp, dg, .… leurs valeurs, on trouvera l’équation
sin ôdu — u cos Od8 Le cos Odu +- u sin 0d6 u cos Odu — (a + u°) sin 049 ” usin ôdu + (a° + u°) cos 040 |
ou réductions faites du
| Ve + Le premier membre est (86) la dérivée de L(u+V/a tu,
en sorte que l'équation des lignes de courbure, C désignant une constante arbitraire,
et 00:
peut s’écrire
L(u+Va Hu) =C+06,
A désignant une constante arbitraire. Discuter. 2. Lignes de courbure de l’ellipsoïde, R. On appliquera le théorème de Dupin. L’équation
ou, résolue par rapport à u,
DL TE DL POLE a+) Brita 1, a>b>c, À étant un paramètre variable, représente une ellipsoïde si } > 0; un hyperboloïde à une nappe, si — €? >) — b°; à deux nappes si — b > 1 >> — a°. Ces trois sysièmes de surfaces se coupent à angle droit. Les systèmes des hyperboloïdes à une et à deux nappes tracent sur un ellipsoïde À toutes ses lignes de courbure.
FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES D’UNE VARIABLE IMAGINAIRE ; LEURS DÉRIVÉES
2214. Soient x, y deux variables réelles quelconques ; l’expression
z= 2x4 y est ce qu’on appelle une variable imaginaire. On la représente aussi par
z = r (cos o +1 sin p), r étant le module, o l’argument de z; la variable z est figurée géométriquement par un point M du plan, l’affixe de z, quia pour coordonnées rectangulaires x et y, pour coordonnées polaires r et g (4).
Lorsque les variables x et y tendent respectivement vers des limites fixes a etb,on dit que la variable z a pour limite a L bi; si a = 0, b— 0, z a pour limite zéro et s'appelle une quantité imaginaire tn/fint-
,ment petite. Pour que z soit infiniment petit, il faut et il suffit que son module r soit infiniment petit (4).
Les théorèmes établis au N° 24 subsistent, comme il est facile de le démontrer, pour la limite d’une somme, d’un produit, etc., de quantités imaginaires.
Soient o (x, y), x (x, y) deux fonctions réelles des variables réelles
x, y. L'expresion | FR)= (@, y) ix (y)
est ce qu’on nomme une fonction de la variable imaginaire z, dans le sens le plus étendu. Si les fonctions o (x, y), y (x, y) sont simples et continues dans une région T (834) du plan XY, on dit que f (z) est une fonction simple et continue de z dans cette région. Le point variable z allant d’un point z à un point z,, par un chemin quelconque dans cette région, à un accroissement infiniment petit
Az — Ar + iAy
de la variable correspond un accroissement infiniment petit Af (z) de la fonction. Le point Z, qui représente la fonction f(z), décrira un chemin continu dans une région déterminée T’ du plan.
Les développements donnés aux N°: 6 et 7 suffisent pour définir la fonetion z”, m étant un nombre entier, positif ou négatif. On a, dans les deux cas
z = r" (cos mp —+ 1 sin my).
Toute fonction rationnelle, entière ou fractionnaire, de z, est définie par là même. Ainsi
f(z)—a+bz+ cz +... Liz,
a, b, .… l'étant des constantes réelles ou imaginaires, est une fonction rationnelle entière de z.
232. Pour définir la fonction e*, nous poserons, x et y étant réels,
evi— cos y +1siny et et+yi — ex eut,
Ces conventions donnent (1) ef — e* (cos y + 1 sin y).
Il en résulte que si l’on pose z' — x’ — y'i, on aura, par des propriétés connues (6),
ee — e* (cos y + 1 sin y) X e*’ (cos y’ Li sin y) — 6°+# [cos (y + y’) + à sin (y + y'}]—= +, donc la propriété fondamentale de la fonction exponentielle,
e£ € — ess,
subsiste lorsque les variables z et z’ sont imaginaires.
On remarquera encore les équations
Ti
GIRET, et — 7, e ? — }
La fonction 1.z est la variable # — vi définie par l’équation CENT, On a donc e“ (cos v + 2 sin v) — r (cos p + 1 sin y), et d’après ce qu’on a vu (4), sr, U—Ep+ 2k7,
k étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. Donc
(2) Lz=]lr+oœoi—+ 2kri.
La fonction !. z est donc une fonction à détermination multiple, qui admet, en un même point z du plan, une infinité de valeurs imaginaires différant l’une de l’autre d’un multiple de 27. Parmi ces valeurs, il convient de distinguer celle qui correspond à k — 0,
l’angle o étant compris entre o et 27.
223%. Nous définirons les fonctions cos z, sin z, z étant imaginaire, par les égalités ei er‘ k ei É44 1 e” zi (3) ne ARR SiN Zz = —— , 2 21 en vertu desquelles l’égalité ei cos z + sin z subsistera pour z imaginaire. On déduit des relations (3) e + 6e? CIE DIET
COS Z — — COS X — À ——— sin Y, 2 2
: (dome or pe SIN Zz = ———— . Sin & + ? —— cos x.
On déduit aussi des formules (3) que les relations trigonométriques
cos (z + 2’) — cos z cos z' -— sin z sin 7’, sin (z + z’) — sin z cos z’ + cos z sin 7”, sin?z + cos?z — 1,
etc.., subsistent pour des valeurs imaginaires de z et de 7’.
Les autres fonctions trigonométriques sont définies par les relations
gz——, secz— ——, etc.
cos z cos z Ainsi l’on a (4)
I ei paie, à et I = PLEL tg Pere in t I Let
On considère aussi les fonctions dites hyperboliques, définies par les relations
es Le: € — e7*°
Chr She ee
(5) X 5 z z , par lesquelles on établira facilement les propriétés
Ch(— z) = Ch z, Sh (— z) = — Sh z, ChzEShz—e, Chz—Shz—e-, Ch? z — Sh?z — 1, Ch zi— cos z, Sh zi — 2 sin z.
elc.:. etc...
Les fonctions inverses w — arc sin z, u = arc cos z, etc... seraient définies par les équations respectives
—= Zoe
e“i ete. eTui ei À eut
Nous ne les étudierons pas ici, mais nous ferons observer que, de l’équation (4), on tire
1, I+ityz À et RE Eu 22 1—11g7z et en posant tg z — Ë, 1 12 SIREN ait à 1 — 0
Enfin, la fonction z”* est définie, pour des valeurs quelconques, réelles ou imaginaires, de met de z, par la formule
(6) Zn — eme,
qui montre 1° que si m est réel et fractionnaire, en vertu de la formule
(2), z" admet un nombre fini de valeurs distinctes qui s'accordent avec celles qu’on a trouvées au n° 7 ; 2° si m est irrationnel ou imaginaire, 7" admet une infinité de valeurs; 3° que l’on a encore, pour "= réel,
comme lorsque m est entier et positif (6).
274. Les formules qui précèdent donnent licu à de nombreuses applications. 1° Prenons l'égalité 2% — 1
1H ztet EL. LE gi — GES
qui subsiste évidemment pour toute valeur réelle ou imaginaire de z. Si nous y faisons z — e°i, nous aurons
e2n0i ss, fi ent eme e"0i
I + ex + e40i +... + e(2n—2)0i Les és etn—1)0i e20i NT e0i — pe-0i sin n0 = — cos (n — 1)0 L2sin(n — 1)01.
ne Ceos (n — 1) 0 +-à sin (n — 1) 6]
Egalant séparément les parties réelles et les coefficients de 2 dans les deux membres, on a
sin #0 cos (n --1)0
| 1-4 008 295$ 008 40e cos (on NES dl
sin #0 si — 1)8
sin 20 + sin 48 + . + sin (2n — 2) 0 SOS (SAUT :
sin 0
Si l’on multiplie les deux membres de l'égalité ci-dessus par e/° on a
aussi
sin n0 ïj.
PULL + es)... — et2n-n0i —
et en séparant les parties réelles,
sin @
sin n0 cos nô
cos 0 + cos 30 L ... L cos (2n — 1) 0 —
sin Ô (8) n° " ge ; sin? nô sin 0 + sin 30 +... sin (2n — 1)0 = ———.
sin 0 2° Soit encore à trouver la valeur du produit 27 . N—I =n—1 kT
tr = II sin —.
QUES SIN — SIN — +. Sin n n
D’après l’expression des sinus en exponentielles imaginaires, on a
te : kTri kTti L KTTi 2kT4 Les, Me DRASS NEA 2 RENE SA RUT PTE TEA If; sin ñ (21)! Ir’ (e n e n = Gi CRT (e n 1). Or kTTi Ti Ti 4 —— — (1424. +n—1) ———(n-—1) Ir'aLe n—e " w 02 = (— it,
D'autre part, on sait (8) que les racines de l’équation x" — 1 — o s’obtiennent en faisant k—o, 1,2,..., n — 1, dans l'expression
2 KT AM CRT Le COS — + 1SIn— — 6 * , n n en sorte que l’on a identiquement 2k Ti
a —1—(x—1)U%t(x—e"), d’où e If '(c—e”" )}—i1+xta +... Lori, et en faisant x = 1 et changeant les signes, Un IT (e " —1)—(— 1)" tn.
Substituant et réduisant, on a la formule remarquable
AT T . N—I n (9) SIN — + Sin — ++. Sin TE n n
275. On dit qu’une fonction f (z) admet une dérivée, pour une valeur z de la variable, si pour cette valeur le rapport Af(z)_ Ar(x, y) +iAy (x, y) Az Ax LiAy tend vers une limite déterminée et unique, Ax et Ay tendant vers zéro d'une manière quelconque. Cette limite se désigne par f’ (z) ou par Df(2) et s’appelle la dérivée de f (2).
Partant de cette définition, on démontrera sans peine que les règles du N° 73 pour dériver une somme, un produit, etc... de fonctions d’une seule variable, subsistent pour des fonctions d’une variable imaginaire, et qu'il en est de même des règles de dérivation des fonctions inverses et des fonctions de fonctions (78, 79). Il suit immédiatement de là que l’on a, pour m entier (positif ou négatif),
Dz" == mz”°1,
Pour trouver la dérivée de e’, reprenons l’équation e —e* cosy + 1e” sin y, et soit Az = Ax + iAy l'accroissement de la variable z. Nous aurons, d’après la formule (1) du N°142.
Ae— e: (cosy Ax — sin y Ày) Lie’ (siny Ax + cosyAy)LwAx—LoAy, &, & étant des quantités imaginaires, qui tendent vers zéro en même temps que Ax et Ay tendent vers zéro. On tire de là
Ae = e* (cos y + à sin y) (Ax + iAy) + wAx + w'Ay,
Posons Ax + 1Ay — p (cos à + i sin à); il faut et il suffit que p tende vers zéro pour que Ax, Ay tendent vers zéro. Le dernier terme de l'équation devient
p (o cos à + w’ sin &) p (cos « + 1sin «) et comme cette expression a pour limite zéro, quel que soit æ, puisque © et w’ sont infiniment petits avec p, il vient
— (w cos « + w’ sin x) (cos « — 1 sin à)
lim———e, ou De = e,
La dérivée première étant égale à la fonction elle-même, il en sera de même de toutes les dérivées suivantes.
Si l’on fait u —1.z, on a z —e", ct d’après la formule ci-dessus et la règle des fonctions inverses
D,z = LÉ D.u =— —_—
donc
On en conclut, par la règle qui donne la dérivée de z"', I 1.2 1.2...(n — 1) D°1.z = ——; D5l.z—— » … D'I. z — (— à Lie LENS ERA RENE ER Pere LA 2 23 VAL
comme lorsque la variable z est réelle.
La formule pour dériver e* donne immédiatement
e’i et et et ; Decen —1——— — —sinz, 2 2
j ei Res 4 ei ei + ei D sin z = D —— — — cos z, 21 2
et l’on retrouverait ainsi, pour z imaginaire, les formules connues drs dérivées de tg z, cot z, etc... On a de même
CHAPITRE XXVIIL
SÉRIES ORDONNÉES SUIVANT LES PUISSANCES ASCENDANTES D’'UNE VARIABLE IMAGINAIRE. EXTENSION DE LA FORMULÉ DE TAYLOR.
276. Une série, dont les termes sont des fonctions d’une variable imaginaire z, est équiconvergente dans une région T du plan, lorsque, étant donné un nombre € aussi petit qu’on le veut, on peut assigner un nombre N tel que le module du reste R, de la série soit moindre que & pour toute valeur de x égale ou supérieure à N, et pour toute valeur de z appartenant à la région T.
Parmi les séries dont les termes sont des fonctions de z, on distingue les séries potentielles ou séries de la forme (1) Go + @17 + 27? + +. + az" os Giyses Ans... étant des coefficients constants, réels ou imaginaires. On peut d’ailleurs établir sur ces séries une suite de propositions analogues à celles du chapitre VI, S 1, et dont les démonstrations se feront exactement de même. Il suffira de remplacer partout les « valeurs absolues » des quantités par les « modules » des quantités, et la variable réelle x comprise dans un intervalle (a, b), par une variable imaginaire z variant
dans une région T. Cette remarque faite, nous pouvons nous borner à énoncer les propositions :
I. Une série imaginaire est équiconvergente dans une région T lorsque, dans toute cette région, les modules de ses termes sont égaux ou inférieurs aux termes de même rang d’une série convergente à termes positifs.
II. Une série dont le terme général u, est fonction continue de z dans une région T et qui est équiconvergente dans celte région, à pour somme une fonction continue de z.
IL. Si, pour une module r, de z, le module du terme général a, z" de la série (1) ne peut jamais surpasser un nombre fixe, la série (1) sera absolument convergente pour toute valeur de z dont le module sera inférieur à rs.
Donc, pour déterminer la région de convergence de la série (1), on fera croître le module r de z à partir de zéro; on cherchera la plus grande valeur R de r pour laquelle mod a,z" ne croît pas indéfiniment avec n, ou la limite supérieure R des valeurs de z satisfaisant à cette condition, On décrira de l’origine comme centre un cercle de rayon R : cest ce qu’on appelle le cercle de convergence de la série (1). La série sera absolument convergente si mod z <°R ou si le point z est dans l’intérieur de ce cercle, d’après le théorème IIT ; elle scra divergente si le point z est hors du cercle, puisque mod a,z" sera indéfiniment croissant avec n. Sur la circonférence même, la série sera, tantôt convergente, tantôt divergente.
IV. La série (2) est équiconvergente dans la région limitée par un cercle qui a l’origine pour centre, et un rayon déterminé p <R; elle a pour somme une fonction continue de z dans cette région.
V. Deux séries potentielles ordonnées suivant les puissances d’une même variable z et dont les sommes sont égales dans l’intérieur d’un cercle qui a pour centre l’origine, sont identiques terme pour terme.
Ilen résulte qu’une fonction f(z) ne peut être développée en série potentielle que d’une seule manière.
277. Soit o (z) une fonction de z, g’ (z) sa dérivée, z, et z, deux valeurs de la variable, « et b leurs affixes. On aura (2) mod #69 8) € mod 9 (®,
FF
Zi —— Zo 6 désignant une valeur de z dont l'affixe sera un certain point du segment rectiligne ab.
Supposons, en cffet, m et M étant (fig. 48) les affixes respectives de z et de @ (2), que le point M déerive l’arc de courbe AMB pendant que le point m décrit le segment rectiligne ab. Posons s — am, S — are AM. D'après la règle d’addition des grandeurs imagi- | naires (5), on aura
mod[o(z:)—@(z0)}— AB, mod(z;: —zo) — ab.
D'autre part, l’arc et la corde ayant pour rapport limite l'unité,
j . Ap(z) :. modAp(z)! . AS mod o’ (z) — mod. lim eee eee lim ne
Done, si l’on avait constamment, de z, à 2,
mod ç’ (z) < mo VAR 4) es AEA LR
RIRE
dS _AB +7 PTS ou — ee
AB ne La fonction continue S — EE serait constamment décroissante quand a
on aurait aussi
le point m va de a à b, et comme elle est nulle pour s — 0, que pour s—ab ona S — arc AMB, il viendrait
arc AMB — AB < 0, ce qui est impossible.
On conclut de l’inégalité (2) que, À désignant une quantité imaginaire dont le module ne peut surpasser l’unité, on à
P (21) — 9 (Go) = À (ei — 20) g’ [ro + (1 — 8) (21 — 2)], ÿ étant une quantité réelle comprise entre zéro et l’unité. Considérons maintenant une fonction f(z) simple et continue entre deux valeurs a et b — a + h de z, et posons (DEA EEE 2 PE ET fe (2); 2 1.2...(n—1) d’où l’on trouve sans peine ni
NT en SUN cRe
À cause de la relation b — h — a, on a aussi
he hr (k)— p(o)= f(a)+ hf (a)+ mnt) (a) +. ONE fa) — f(b), et d'autre part, le lemme ci-dessus nous donne pk) — 9 (0) = kg" [(1 — 6) 4],
À et 6 ayant même signification que ci-dessus ; donc, remplaçant b par a + het o’ par sa valeur, on a
QD PC AMP + TE (a)
Ah (1 — 0)!
ete 1)
C’est la formule de Taylor étendue à une fonction de variable imagi-
fr (a +0h).
naire. L'expression du reste est due à M. Darboux. Si l’on y fait a — 0, h— z, on obtient la formule de Maclaurin —!
FO OO ÉPUOE Æ — F)HR
.(n avec l’expression du reste Àzr (1 — 0j
(a) LA 1.2...(n—1)
Les quantités 8 et À restent inconnues.
278. Applications. — La fonction e° ayant pour dérivée d’ordre quel conque e°, l'application de l’équation (4) donne
_ OP Er AR rs RATE EE Run) ME
et l'équation (A)
Il est visible que le module de R, a pour limite zéro pour toute valeur donnée de r — mod z (449), donc on a en série convergente, pour toute valeur imaginaire ou réelle de z,
Remplacant z par r (cos o + 1 sin ®) dans les deux membres, et égalant séparément les parties réelles et les parties imaginaires, on a les deux égalités
2 5 ereos? cos (r sin ©) — 1 + r cos ® + — cos 29 + 7 cos 3p —+ 12 1272 É roosp = pb Et PR 1 ..e er? sin (r sin œ) PE Te PS
Si, dans les équations (3) et (5) du N° 278 qui définissent les fonctions cos z, sin z, Ch z, Sh z, on remplace les exponentielles par leur developpement en série donné ci-dessus, on trouvera, pour toute valeur de z, les séries convergentes
Remplaçant dans ces formules z par r (coso—#sinæ) et ayant égard aux équations du N° 278, puis, décomposant encore chaque équation imaginaire en deux équations réelles, on obtient diverses séries remarquables, telles que celles-ci
ersino - eTrsing r° r!
co :0S == I] - — rene ra AIR SE A 2 s(rcosp)==1 A UN RTE ESA 49 ervinp La e"sinp : r? 4 r* ; ne oo (7 COS 0} ES 20 Eire SI rt | 9) re DAT Die SO RAQUE etc...
Développement de 1. (1+ 27). — En raisonnant absolument
comme au N° 824 et désignant par 1. (1 + z) le log. qui s’annule avec z, on trouvera encore la formule
Z FA (1 MURS: oc ST Re
et l'équation (A) donnera
À 1 —0 \* + n—A _yn+i 5 le n° C x)
Le module du rapport du n°” terme au précédent est (n —2)r:n; si rest > 1,ce module finit par surpasser l’unité et la série est divergente. Il suffit done de s'occuper du cas où r € 1. On a, en posant toujours
z = r (cos p + 2 sin p), mod (1 + 82) — pp/1 + 26r cos p + 6?r?, et comme cos? >—1,0na
1 + 20 r cos o + 027? > (1 — Gr}?,
donc u
p>1—0r > 1—0, er. (——Y <.
Done, la valeur de R,,, nous donne
put!
mod Ra <
quantité qui tend vers zéro si n croît à l'infini.
La série trouvée ci-dessus est donc convergente et a pour somme (1 + z) 1. (1 + 7) pour tout point z dans le cercle de rayon 1 autour de . l’origine ou sur ce cercle. On en déduit, comme au N° 824, que si z n’est pas égal à — 1, on a l’égalité
(5) LG += er +E Et
équation qui se trouve ainsi démontrée pour toute valeur réelle ou imaginairc de z dont le module est inférieur ou égal à l'unité, sauf, dans ce dernier cas, pour @ = T Ou z = — 1.
Dans l'équation (5), remplaçons z par sa valeur r (cos o + tsin +), et observons que, d’après l’équation (2) du N° 27%, nous aurons
L(1Hz)= 1. (1 Lreos +irsing) =1.y/1—+ 2r cos ® +r°
| r sin ’ t ———————., AE Sr res o
Décomposant l’équation en deux équations réelles, nous trouverons ces deux développements
QE Da Hg ir cos pe Cot AGE 608 39 — +,
ctg —7 ang rsin Li si + ds sin 3 ATC tg ——— — — — sin 2 — — \ 87 + r cos o TE ? 3 Ces formules subsistent pour r — 1, sauf lorsque cos 9 — — 1; dans
cette hypothèse, nous aurons
RE I Ly/1tarcosp+r=1l.p/2(1 + cos?) — 1.260829,
arc t Leut — arc t in —aretg(ts5e)—10 81 —Lr cos S 1 cos p 2 2 si l’on suppose l’arc @ compris entre — et + 7x. On a donc, pour toute valeur de p > — x et < Tr, en séries convergentes,
I I I 1. C — == — = (0 —— 08 er 000 AO D COR LATE 39
I Q I Q I L 4 — p — — -sin 290 —-- sin 39 — ...
1 SR SOU EE Rene
280. Développement de (1 + z)". — D'après la définition de z" lorsque m n’est pas entier (278),ona
(1 + g)" bu enLl(s), et cette fonction admet, comme 1. (1 -4- z), une infinité de valeurs. Nous ne considérerons ici que celle de ces valeurs de 1, (1 + z) qui répond à k — o dans la formule (2) du n° 27%, et qui s’évanouit avec le module r de z. On a d’ailleurs
D(1—- 7)" — eml(1+r) dés
De en sorte que les dérivées de cette fonction restent de même forme que si z et m étaient réels. Pour étendre le plus possible la région de convergence de la série, nous développerons d’abord la fonction f(z) — (1 + z)"ti, m étant supposé réel, et nous aurons
PR)= (mr) (+) PC) Gi à) m (1 +2), rc fa) =(m+i)m... (m—n+Ho2)(i + ze,
Il faut donc exclure la valeur z — — 1 qui rendrait infinies les dérivées à partir d’un certain ordre. Substituons dans la formule (4), où nous changerons n en n + 1; il viendra
m m—i)m...(m—n+ 2 (Grant (mo) z + PDP a ne Ge ee PSV Le module du rapport du Fee terme au précédent est, pour n>m+ 2, a CL n n
il tend vers r lorsque n devient infini.
Donc, si r est > 1, la série sera divergente, le terme général ne tendant pas vers zéro. Il faut supposer r € 1. Nous allons prouver que, si m—+ 1 > o, l’expression mim—1)..(m—n+1x) (7) = 1er
a pour limite zéro, n croissant indéfiniment. On a en effet U, m—n—+11 mi Un
si m+1<o, le rapport U, : U,,, est égal ou supérieur à l’unité en valeur absolue, et U, ne tend pas vers zéro pour n infini. Mais si m +1 > o, il est clair que l’expression
finira par être toujours positive et moindre que l’unité. On aura d’ailleurs, p ayant une valeur entière quelconque,
= 7 Untr Up
“er SC ET (SE
On sait que, « étant > oet <1,ona
Li g=a + TT nn 70
WU —
donc
DT) EE) CGR
et comme le second membre de cette inégalité croît indéfiniment avec p (86), il en est de même du premier. Donc
CE
a pour limite — , et le produit lui-même a pour limite zéro. Il suit de là que U,.,, tend vers zéro lorsque p croit indéfiniment, donc enfin, il est démontré que l'expression U, a pour limite zéro lorsque n devient infini, sim#n + rest > o.
281. Ce lemme étant établi, revenons à l'équation (6), et considérons, dans l'hypothèse r € 1, le reste donné par la formule (A),
DUR me (mn) GX He ie 1.2... SAUT 9 CAE
Si nous posons encore c — mod (1 + 0x), nous verrons comme au
N° 239 que 1 —0 v* 1—0\" (= = de Fe ( p )
ne peut surpasser l'unité, quelque grand que soit #. On a semblablement
p>y/1 + 20r cos p— br? cos° © où p > 1 + Er cos p. Si cos o est positif ou nul, o est supérieur ou égal à l'unité. Si COS PO, elr == 1, on à 1 +0 cos® > 1 + cos y donc o > 2 cos* ? +.
Donc, dans aucun cas o ne peut descendre au-dessous d’une limite bien déterminée et le module de (1 + Or)" ou p” ne peut croître indéfiniment, même si m est négatif.
Cela posé, 1° sir est < 1,ona
mod R,,, < mod (+ 1)r X mod Ur” X 0" x CT ë
Le premier et les deux derniers facteurs ne pouvant croître indéfiniment avec n, comme on vient de le voir, et le facteur Ur” ayant pour limite zéro parce que la série ZU,r” est absolument convergente, R,,: tend vers zéro avec 1 : n, quel que’ soit m.
2 Si r—1, le premier et les deux derniers facteurs ne peuvent croître indéfiniment; le facteur U, tend vers zéro lorsque n croît à l’infini, si m— 1 > o, donc, sous cette réserve, R,,, a pour limite zéro.
Observons maintenant que l'on a
MHI=IEM, ———
en général,
(m—+-1)m...(m—n—+2) Le m(m—1)...(m—n +2) de m(m— r)..(m—n tt)
INF 2 TL
2" LR,,:,
les deux derniers termes tendant vers zéro avec I : n. La division par
1 + x est toujours possible puisque z n’est pas ésal à — 1. On a donc,
en divisant par 1 +- z et faisant croître n indéfiniment, le développement
de (1 + z)", savoir
(m — — (m — HAS 3 SEE
mn P—
(8) (+ =1+T Fes ARE free BA PAte
Cette formule est done applicable 1° pour toute valeur réelle de m, si mod z < 15 2° pour mod z — 1 (saufz ——1), si m—+1 > o.
L'équation (8) conduit à de nombreuses conséquences. Remplaçant z par r (cos o + : sin &) et posant, pour abréger,
r sin g
r'=pV/1t2rcosohrt, op = arc 8 ———— no
on aura évidemment, d’après la formule (2) du N° 237%, où k — 0,
(x + Lab EL emnle(1+5) Lu ne em. + r Cus + fr sin 4)
= eme +87 — enlr! (cos mo’ + 1 sin moy’) = r'" (cos mp’ + à sin my’).
Remplaçant aussi z par sa valeur dans le second membre, et dééomposant en deux équations réelles, on aura
m (m — 1 r/" c0$S MD — 1 H- mr cos © + AIS ARR cos 2p +... | PR
m—I r'" sin mo — mr Sin JET) T.2
r? sin 2@ +...
Dans le cas particulier où lonar— 1, ce qui suppose m > — 1, cos® > — 1, on trouve | AE = 2 005 3, Pie Ps
et les équations précédentes deviennent
m mm — 1 2" cos" À cos? — Fe 2® +:*, 2 2 172
m 2" cos" L sin —©— m sin + — 2 2
En 29 +
On tire de ces relations, en posant o — 27,
Re (mn — 4)x +.
260$" x — COS MX —+-m cos (m — 2) x + Si, dans l'équation (8), on fait z —itg Ÿ, on aura
(1 Hitgd)"=1 +mitgh— PEUR g? d—
2) sg 4
(cos + ésin ÿ}" —e LPS ERA | et par suite ) cos mb = cos” dr — fees Ed — t gp ET ae Le ns) eene, | | À DORA TA J’
sin my = cos”"h Ê tg d — ANR 2)
elC, BIC:
DIVERSES MÉTHODES D'INTÉGRATION
282. Le Calcul intégral est l'inverse du calcul différentiel ; il a pour but de remonter, de relations données entre les variables et leurs différentielles, aux relations primitives entre les variables elles-mêmes.
Le cas le plus simple et celui dont nous nous oceuperons d’abord, est le cas où l’on se propose de trouver une fonction d'une seule variable, connaissant sa dérivée en fonction explicite de cette variable seulement ; ce problème est celui des quadratures. Nous établirons plus loin l'existence générale de la fonction primitive, lorsque la dérivée satisfait à certaines conditions, et nous nous bornerons ici à établir ce théorème:
Lorsqu'on a trouvé une fonction F (x) de la variable x, dont la dérivée est égale à une fonction continue f(x) dans un intervalle détérminé (a, b), on aura une fonction plus générale en ajouitunt à la première une constante arbitraire C, et ce sera lu fonction continue la plus générale qui satlisfasse à cette condition. |
Si la fonction F (x) a pour dérivée f(x), il est évident que F (x) + C aura la même dérivée. Réciproquement il résulte du théorème IV, N° 914,
que toute fonction de x dont la dérivée est f(x) dans l’intervalle (a, b), est continue et ne peut différer de F (x) que par une constante.
Cette fonction la plus générale dont la dérivée est égale à f(x) se nomme l'intégrale indéfinie de f(x) dx, et se représente par la notation
[ f(x) dx
comprenant implicitement la constante arbitraire. Ainsi, les symboles d et [ indiquent deux opérations inverses l’une de l’autre qui se neutralisent :
df f{x)dx — f(x) dx.
Nous nous occuperons ici des méthodes connues pour la recherche des intégrales indéfinies, en exposant d’abord les procédés dont on fait le plus souvent usage dans cette recherche.
283, La différentiation et l'intégration constituant deux opérations inverses, chaque proposition concernant la première a sa réciproque . dans la seconde. Ainsi, a désignant un facteur constant, on sait que
d. a [ f(x) dx = ad À f(x) dx — af (x) dx, donc faf(x) dx = a À f(x) dx.
Tout facteur constant peut être mis hors du signe d'intégration. Les autres règles de différentiation donnent pareillement lieu à autant de procédés d'intégration que nous allons examiner.
Intégration immédiate. — Lorsque, dans l’expression à intégrer f(x) dx, on reconnaît la différentielle d’une fonction connue F (x), il suffit (282) d'ajouter à celle-ci une constante arbitraire C pour obtenir ff(x) dx. Cette remarque, appliquée aux différentielles des fonctions simples, donne le tableau suivant, sorte de dictionnaire que la mémoire doit bien posséder, parce que toute intégration s’y ramène en définitive :
Le dx a — - ue — —= (x dx RANCE 1} (ec,
f cos x de — sin x +C, f sin x dx — — cos x + C,
dx [ d — tg x + C, | . — — cotx +C,
COs® x sin? x
| dx = are din à Date cheap (= Dikim or), mn: 176 T — ne dx (: UE —arctwxæ EC, etc...
284. Intégration par substitution. — Cette méthode est basée sur la
règle pour différentier une fonction de fonction. Soit x la fonction qui vérifie l’équation du = f(x) dx, et posons x — (2), z étant une nouvelle variable. Nous aurons (78)
== f{(x)p'(z), du = ff (2)] g’ (2) dz
et w, considéré comme fonction de z, est donné par l'équation
u — [ffp(z)]®' (z) dz.
Si l’on choisit la relation x — @ (z) de manière à simplifier l'expression de du, et à la ramener à l’une des formes immédiatement intégrables, on aura w en fonction de z, et éliminant z à l’aide de la relation x —o®(z),. on trouvera « en fonction de x et le problème sera résolu. On a ainsi immédiatement
sin ax
et?
[e dx = — +C, [eus LL u
(0 en
dx De
re sin= + C == are sin — arte ete... Soit à ehcrcher dx re on posera a +- bx —z, d’où bdx — dz, et il viendra dx rfdz 1 I y a À — — — |, — — À, à > : ï| pl. 5! (a + 6x) + C.
De même
ARTE CARRE I | Le 2 | .
le + bx)" bd | CU (m—1)bz" (m—r)b(a+ br)": Are
L'intégrale de
dx u? - b2 x?
s'obtient en posant bx — az, bdx = udz, et l’on a
LE … le Ar 0 ee E e) a
a+ bia? ab}1Lz? ab Enfin, en divisant haut et bas par cos? x et posant tg x — 7, on 4
d dt. te % | SE (— tg x + C.
sin X COS X
Exercices.
dx evene HET Le
dx dæ I ae” == | É : . + |’ Le la< ° ue = 2 )+ ÿ
ædx 1 es Bai au te TC dx 1 ——— are SIN ({ — 2x) — — = [aresin(r— 22)}° RG; Dee LEE
dx | ee V' 1 — x°
ns
En général, si F'(æ) = f(x), on aura
[FE 0°) de = : F(a+a)+C; f f(e*)erdx — F(e*)+C,
Jf{sin x) cos xdx = F (sin æ) + C, etc
285. Intégration par décomposition. — En vertu de la règle pou différentier une somme de fonctions (3 é on a d{ f(x) dx + fo(x)de + [D(x)de + +.) = [f(x) + g(x) + Lx) +... ]dx,
donc, réciproquement, SE/(x) )+ p(x) + d(x) +... dx = [ f(x) dx + [o(x) dx + [4 (x) dx.
L'intégrale de la somme algébrique de plusieurs différentielles est égale
à la somme algébrique des intégrales de ces différentielles En décomposant une expression différentielle donnée en une somme
de plusieurs autres plus simples, on pourra ainsi dans beaucoup de cas ! léffectuer l'intégration. Exemple :
x ( dx me Jr A dx”
À | AR
PCR LCR a—bx)(a+bx) a? — b? x° a bx RU Le L. (a + bx) — SE :
24 rcre ni sl" (Ge TE
d’où enfin a? —b?a? -2ab a —bx
De même, en introduisant le facteur sin? x cos? x — 1, on trouvera
( dx dx ; dx Le LC FR ie IR nn Vi —=1gx —cotx — — 2C0t2x-fC.
sin? x cos? x cos? x sin?x ©?
Exercices.
dx Her 2 (æ — 1 (a + de] + C;
ARTE + = are sin — x = m0; [rgtede = 1ge + We
EE < iE
Lu æ Cos5 ie cosæx 2 + =
+2l.tgr+C;
s L | t | cost tir — = (1H cos 2x) dx = - (x + sin x cos x) + C; 2 2
PS EAP cos {a + b) x cos (a —bix c, sin ax COS DT OL = — PARAIT — ; RE T b) er I bæ 1, a—-bæ = (ot 12z sn 286, Intégration par partie. — On a trouvé pour différentier le
produit uv de deux fonctions de x la formule d.uv == vdu + udv, d’où udy = d.uv — vdu.
On a donc, par le n° précédent, fudv = uv — [vdu.
Cette équation contient la règle de l’intégration par partie. Chaque fois que la différentielle donnée f(x) dx sera décomposable dans le produit d’une fonction « par la différentielle dv d’une autre fonction connue, la règle ramènera la recherche de l'intégrale de f(x) dx à celle de fvdu, qui pourra être plus facile à trouver. Ainsi, si l’on a à chercher l'intégrale de arc tg x dx, on fera u — are tg x, v = x. et l’on aura
x dx I , arc tg © de = x are tg à — | ——— — x arc tg x — -1,(1 + x?) + C. De même, m étant entier et positif, tbcosr dead in sin 0m |viansin ex.
Une seconde intégration par partie ramènera à l'intégrale de
a"? cos x dx, et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on arrive à [cos x dx ou à fsin x dx, qui, étant connue, fera connaître toutes les précédentes.
Exercices.
xe*dx NOTE
G+aÿ 142
[are sin rie a are sin +7 = +0; ( LC;
œ arc sin ædx — , (RE à ra ane in 8 + C;
dx x k I fre SIN &—— = —— are sin æ + = (rx) C; (1 — x)? V'1—2?
am—4 dx I 4 x m—1 _. . m—2 x a EE — Au ; .… —— + |, Ga C0:
Te = Éd + Te (1 —x)
287. Remarque. — 1° Si l’on sépare, de la constante arbitraire C qui complète une intégrale indéfinie, une constante déterminée pour la réunir avec la fonction intégrale, on arrive à donner à celle-ci des formes
variées, qui pourraient faire croire, au premier abord, à l’existence de fonctions distinctes ayant même dérivée.
hote T Ainsi, en posant C— C; ——, C; désignant une nouvelle constante
arbitraire, on a
PE AT
dx (= are 18 8 40 — are tg x — arc ts 1+C; — arc ig
2 De ce que, dans un intervalle déterminé (a, b), une même expression différentielle ne peut admettre comme intégrales que des fonctions identiques, à une constante près, il faut se garder de conclure que l’intégrale de f(x) dx soit nécessairement représentée par une même expression analytique dans tout intervalle des valeurs de la variable.
Il arrive méme que l'expression qui représente l’intégrale dans un premier intervalle devient imaginaire dans un second, sans que l’on soit en droit d’en conclure que la différentielle n’admet pas d’intégrale réelle dans ce second intervalle. Ainsi, lorsqu'on suppose x < a, ona
[ PET AE Pi Lau
Pourx > a,l.(a—x) est imaginaire, mais la fonction à intégrer restant réelle, on écrira
dx = | da — — |. (x —a)+cC,
et l’on voit qu’il existe, dans tout intervalle de la variable, une fonction réelle qui a pour dérivée (a— x)". L'intégrale de la différentielle proposée est donc —1.(a—x) ou —1.(x— a) suivant que «x est < ou > a. On ne doit pas perdre de vue cette remarque lorsqu'on intègre par logarithmes.
Exercices, (Combinaison des méthodes.)
4, (avez BL V/a a+ Ÿaresin ? + c.
dx Cha TA a V2? — a? — Va? — a? — a arc cos - - C
N |. DÉCOMPOSITION D'UNE FRACTION RATIONNELLE EN FRACTIONS SIMPLES
288. Soient f(x), F(x) deux fonctions entières de x, a une racine réelle de l'équation F (x) — 0, m son degré de multiplicité, en sorte que
(1) F(x) = (x — a)" Fi (x), F, (x) étant une nouvelle fonction entière de x qui ne s’annule plus pour x — 4. Posons, À désignant une constante qui ne pourra être infinie,
a a f(a) — AF, (a) — 0.
La fonction f(x) — AF; (x) s’annule donc pour x = a, elle est divisible par x — a; en d’autres termes, on a
f(x) — A (2) = (x — a) fi (a), fi (x) étant une fonction entière de x. Divisons les deux membres de cette équation par F (x) en ayant égard à l'équation (1), nous aurons (2) | ft) — RIRE era PMP) TES FG) Go Ta" Fi)
Il résulte de là ce théorème : La fonction rationnelle f(x) : F (x) est toujours décomposable en deux autres, l’une qui a pour numérateur une constante et pour dénominateur le facteur (x — a) élevé à la plus haute puissance à laquelle il entre dans le dénominateur F (x) ; l'autre qui a pour numérateur une fonction entière f, (& et pour dénominateur la
fonction F(x) dans laquelle l’exposant de (x — a) serait diminué d’une unilé. | |
Appliqué au dernier terme de l’équation (2), ce théorème permettra de le décomposer à son tour en deux autres, ct ainsi de suite, jusqu’à ce : que, l’exposant de x — a au diviseur s’abaissant chaque fois d’une unité, on arrive à une fraction dont le dénominateur ne contient plus ce facteur.
On aura donc ft) __ A Ami £ ,
(3) F(x) (x —— a)" mer (x — de ne IS amer NE A, A1, An étant des constantes dont aucune ne pourra être re et fm (x) une fonction entière de x.
Si a était une racine simple de l'équation F (x) — 0, m serait égal à l'unité, on aurait une seule fraction simple
Soit b une deuxième racine de F (x), # son degré de multiplicité; de sorte que (x) — (ù — a)" (x — 0) Fax), Fi(x) = (ù — 0)" Fe (a), F;(x) désignant encore une fonction entière.
On appliquera le théorème ci-dessus à la fraction rationnelle
MONET E Fix) (x — 6)" Fi(x)
et l’on aura
fm (x) (x) B B, _: fin (@) Fi(x) (x—b} = Je Le lAre LOST NE MNT F; (x) |
F;(x) ne renfermant plus le facteur (x — b). On continuera cette série
d'opérations jusqu’à ce que l’on arrive à une fraction dont le dénominateur, ne renfermant plus aucune des racines de F(x), sera nécessairement une constante, c'est-à-dire à une fonction entière E (x) de x.
289. La méthode de décomposition qui vient d’être exposée s'applique de la même manière lorsque les racines a, b,... sont imaginaires, les propriétés sur lesquelles nous nous somines appuyé étant communes à ces racines et aux racines réelles. Les coefficients A, A:,... sont alors imaginaires en général, et des réductions ultérieures ramènent à des
expressions réelles. Mais si l’on veut obtenir immédiatement la décomposition en fractions simples sous forme réelle, on procédera comme il suit :
Soit x - Br une racine imaginaire de F (x), mn son degré de multiplicité. Les racines imaginaires étant conjuguées deux-à-deux(1), l'équation F(x) — o aura aussi m racines égales à & — ft; F (x) sera donc divisible par
(@ — a — fi" (@ — à + Bi)" = Lx — a) + 67”,
en sorte qu’on aura, quel que soit x, l'identité
(4) F(x) = [(œ — &)° + F1" Fi(x), F;(x) étant une fonction entière et réelle de x qui ne s’annulera plus pour x — à Æ fi. Posons
fa + Fi)
(5) Ma BD) N = EEE
Le second membre de cette égalité se réduira (7, 8) à une certaine expression imaginaire P + Qi qui ne pourra pas être infinie, et l'équation
Mo + fi) HN = P + Qi se décomposera en deux équations réelles Ma + N —P, MB — Q, qui détermineront pour M et N des valeurs toujours réelles et finies. L'équation (5), mise sous la forme
feu ++ Bi) — [M (a + Bi) N] Fi (e + Bi) = 0, montre que la fonction f(x) — (Mx + N) F;(x) s'annule pour x — « + (5, et comme elle est à coefficients réels, pour x = « — fi. Donc, pour toute valeur de x on a
fe) — (Max + N) Fi (œ) = [Qc — à) + F1 fi (œ), fi (x) étant une fonction entière et réelle de x. Divisons les deux membres Et F (x) et ayons égard à l'équation (4); il viendra f (@) (&) Mx SE N + f1 (x) Fa) Lee +er ea +éT RG D'où ce théorème, analogue au premier : La fraction rationnelle f(x) : F(x) sera décomposable en deux autres, une fraction simple dont le
(1) Nous supposons que F (x) ait ses coefficients réels,
numéraleur sera du premier degré en x et le dénominateur le facteur [(a — à)? + f5*?] élevé à la plus haute puissance à laquelle il entre dans: la fonction F (x); et une fraction ayant pour numérateur une fonction entière de x, pour dénominateur la fonction F (x) dans laquelle l’exposant de ce facteur sera diminué d’une unité.
Le dernier terme de l'équation (6), par ce même théorême, se décomposera en deux autres, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on arrive à une fraction dont le dénominateur se réduise à F; (x).
Combinant ce que nous venons d'établir avec ce qui a été démontré plus haut, on peut conclure que toute fraction rationnelle f(x) : F (x) sera décomposable 1° en une somme de fractions simples à coefficients réels, ayant pour numérateurs des constantes ou des fonctious du premier degré en x, et pour dénominateurs les facteurs réels du premier ou du second degré qui correspondent aux racines réelles ou imaginaires de F (r), élevés à des puissances égales ou inférieures à celles auxquelles ces facteurs entrent dans F (x); 2° en une partie entière E(x). Donc, connaissant les racines de l’équation F (x) — 0, on peut immédiatement écrire la formule de la décomposition, les constantes A, A;, ... M, N.. restant à déterminer.
La marche suivie pour établir ces propriétés pourrait servir à déterminer les coefficients, mais il est pour cela des procédés plus expéditifs.
290. Après avoir cherché les racines de l'équation F(x) = 0 et décomposé F (x) en ses facteurs réels du premier ou du second degré correspondant à ces racines, on posera la formule de décomposition suivant la nature et le degré de multiplicité des racines, comme on l’a dit plus haut. Multipliant ensuite par F(x) les deux membres de l'égalité, le premier se réduira à f (x); dans le second les dénominateurs des fractions simples disparaitront, puisqu'ils sont des diviseurs de F (x); ee second membre se réduira donc aussi à une fonction entière de x. On pourra alors procéder de deux manières :
1° Par la méthode des coefficients indéterminés. On ordonnera les deux membres suivant les puissances croissantes de x, et comme légalité doit avoir lieu quel que soit x, on égalera les coefficients des mêmes puissances de æ dans les deux membres. On aura ainsi une suite d’égalités, du premier degré par rapport à A, A:,... B, B;,... N,N:..., et toujours en nombre suffisant pour les déterminer, ainsi que E (x).
De là une conséquence importante : si le degré de f(x) est moindre
que celui de F (x), lu fonction entière E (x) sera nulle. Car, soit À le degré de F (x), f(x) étant, par hypothèse, de degré inférieur à À; les termes du second membre qui proviennent de la multiplication des fractions simples par F (x), seront aussi évidemment de degré inférieur à À. Au contraire, si E (x) n’était pas nul, le produit E (x) F (x) renfermerait au moins un terme de degré égal ou supérieur à À, irréductible avec tous les autres du second membre. Les deux membres de l'équation ne seraient pas de inême degré par rapport à x, ce qui est absurde.
Cette méthode, commode lorsque F (x) est d’un degré inférieur, conduit à des calculs complqués lorsque F (x) est de degré élevé ; la suivante est alors préférable.
2° Après avoir ramené, comme ci-dessus, les deux membres de l'équation à être des fonctions entières de x, supposons que l’on veuille déterminer les coefficients A, A:,... À,_;, qui correspondent à une racine réelle a du degré m de multiplicité. Le second membre de l’égalité peut évidemment s’écrire sous la forme
(7) | f(x) —AF; (x) + Ai(x — a) Fi (x) + A2(x — a)? Fi (x) + Ans (x — a)! Fi (æ) + (& — a)" @ (x),
F, (x) étant toujours le quotient de F (x) par (x — a)" et © (x) une fonction entière de x, car la multiplication par F (x) doit introduire le facteur (x — a)” dans tous les termes qui n’ont pas (x — a) au diviseur.
L’équation (7) ayant lieu quel que soit x, faisons x — a. Les termes du second membre s’annulent sauf le premier, et l’on a
f(a) — AFi (a),
équation qui détermine A.
Dérivons les deux membres de l'équation (7) par rapport à x et faisons x — a. D’après la règle pour les dérivées successives d’un produit et pour celles de x”, on voit facilement que la dérivée d'ordre p de (x — a)" Fi (x) renfermera (x — a) en facteur si p <r et s’annulera pour x — a, mais sip > r,(x — a) ne sera plus facteur de cette dérivée. Donc, nous aurons
f’(a) = AF, (a) + A [D.(x — a) Fi (lo,
A étant connu, cette équation donnera A,. Prenons les dérivées secondes des deux membres de l’équation (7) et faisons x — a. D'après la remarque
ci-dessus, tout les termes du second membre s’annuleront à l'exception des trois premiers, et nous aurons
['' (a) —AF* (a) + A [D2. (x — a) Fa (x) a + A2[D°.(x— a)? FU)
ce qui donnera A; et ainsi de suite. Après » — 1 dérivations, suivies de l'hypothèse x = a, les coefficients A, A1, .…. An_, seront déterminés, Il est inutile de développer les calculs sous forme générale ; il vaut mieux appliquer la méthode sur chaque cas particulier.
On remarquera que le dernier terme de l’équation (7), (x — a)" o(x), renfermant (x — a) à la puissance m, s’annulera pour x — «a après chaeune des %# — 1 dérivations. On n’a donc pas besoin d’en tenir compte dans ces calculs relatifs à la détermination des numérateurs qui correspondent à la racine a, ce qui abrègera le travail.
Si a est racine simple, l’équation
f (a) — AP: (a) suffit pour déterminer le numérateur de la seule fraction simple correspondante.
Mais la théorie des équations apprend que, dans ce cas, F; (x) se réduit pour x — a, à F’(a), et l’on a la formule commode (8) à 10) F' (a)
pour déterminer les cocfficients qui se rapportent aux racines simples.
294. Ce qui précède s’appliquerait aussi à la détermination des cocfficients correspondant aux racines imaginaires, mais si l’on veut faire la décomposition immédiatement sous la forme réelle, on déterminera les coefficients M,N, M1... ; par une voie analogue. Soit « + fr une racine imaginaire de F (x), m son ss de multiplicité, F; (x) le quotient de la division de F (x) par [(x -- «)? + B?]".
La formule générale de décomposition, après multiplication par F (x), donnera un résultat de la forme
o) | (fx) = (Max + N) Fi (x) + (Max + Ni) [(x — à)° + B?T Fi (x) + +
À Qt ur Nas) ({e — 0)? Fi (ur) {(e— a) pme), p(x) désignant une fonction entière de x. Si dans cette équation on pose x = à + fi, il viendra
fa 859 = [M (a 69) NIF: (a + Bi)
mt) =
équation imaginaire qui se décomposera en deux équations réelles, d’où l’on déduira M et N. Prenant les dérivées par rapport à x des deux membres de l'équation (9), puis faisant x — à +- fi, tous les termes du second membre s’annuleront sauf les deux premiers, comme renfermant [(x — x) + f?] en facteur, et l’on aura une équation pour déterminer M, N,; et ainsi de suite. Il suffit de m — 1 dérivations pour trouver tous les coefficients M et N, et il est inutile de tenir compte du terme final [(x — x)? + 6°?]" p (x), qui donnera zéro après chaque différentiation.
On voit, par cette méthode, que la décomposition sous la forme demandée ne peut se faire que d’une seule manière, car si les coefficients A,A:,... M,N,... admettaient plusieurs valeurs, le procédé que nous venons de suivre pour les déterminer devrait les donner toutes; or, chaque coefficient est donné par une équation du premier degré et n’admet qu’une seule valeur,
Lorsque l’équation F(x) — o n'a pas de racines égales, le moyen le plus rapide d’opérer la décomposition consiste à former SUN f(x) : F'(x), et à y faire successivement x — a, b, ..., x + fai, … numérateurs sont alors déterminés par les Ant
DPI née F” (a) US qui s'appliquent, que a,b,... soient réels ou imaginaires. Il suffira ensuite de réduire deux à deux les fractions imaginaires correspondant aux racines conjuguées pour obtenir la décomposition de f(x) : F (x) sous la forme réelle.
292. Supposons les racines de F (x), a, b, .… l, réelles et inégales, et f(x) de degré moindre que F (x). Done F (x) — SC (x — 1), HONOR F(x) x—a (
A, B, .. L étant constants. On a
F’ (a) = lim RCE) — (a — b)(a — €)... (a — L),
a=a X — 4 (Or mo f (a) | RADAR vif (O)e 1 À — Fa) — TETE STE et de même B— Tete
elc.
Substituant, multipliant par F(x) et réduisant, on obtient la formule
d'interpolation de Lagrange | (x — b}(x—c)...(x— 0) 7 (x —a)(x —c)... (x — 1)
SERRE EN RME er DOI EU b
= Gao. Eu. Ed (0 — 0)
(39) (x — a) Fa
1H rene)
qui sert à former une fonction entière de x connaissant les valeurs que prend cette fonction pour des valeurs données @, b, .… l de la variable, en nombre supérieur au degré de f(x).
Exemples. — L. Soit à décomposer
fie à rats ea
(x) — 28 Lx L’équation F(x) — o à une racine simple x — o, deux racines doubles x—1€tx—=— 1. Donc F(x) = à — 225 L x = x (x — 1}°(x + 1}.
On posera 25 x? + 2 B: C C PRET DE ee ARR MANS ATEN CUT a — 2x5 + x 1 (x+i)} x+i1 il n’y a pas de partie entière, f(x) étant de moindre degré que F(x). Chassant les dénominateurs, on a 5x2 A (x — 1)? (x + 1) + Bac + 1)? Bix (x — 1) (x + 1)? + Cx (x — 1) + Cix (x — 1) (x +1).
L'hypothèse x — 0 donne 2— A; x —1 donne 4 — 4B ou B— 1. Dérivant et faisant x —1, sans s'occuper des termes en (x— 1)°, on trouve
sh pal he
Enfin, posant x — — 1 dans l'équation ci-dessus, on trouve C=—71:2; puis, différentiant et faisant x — — 1, on aura TE 8C — 40, d'onl Ge.
N4 La formule cherchée est done x5 La? L 2 RES 3 : I 5 (x —
four à 4 s
PU 4@—1) 2wpi #w+i
ThBSUIE
IT. Soit encore
fx) x — 7] Fc) 25 — 2242 8x? — 12x 8 Les racines de F(x) sont x——2, x—1 + 1, racine double,
x = 1 — 1, double. Donc F(x)= (x + 2) [(x — 1) + if = (x Æ 2) (x? — 2x L 2}, et l’on devra poser, E(x) étant nul,
x5— 1 sk A se Mz+N dote Q$— 2x 8x —12x +8 2x2 (x—2x +2) a— 2x2
Multipliant les deux membres par F(x), il vient
1 A (at —20--2)" (Ma N)( 2) (Mia N)(a-2) (2% 20-10).
On détermine A en faisant x — — 2, d’où
— 9—100-À ou AN NE R
On fera ensuite x = 1 +1, ce qui donnera
(EH — 1 = (MN + Mi) (3 +5),
ou, en développant et séparant en deux équations réelles,
d’où M AN 10 5 Pour trouver M;,,N;, on dérivera l'équation ci-dessus et l’on fera x = 1 +2, en négligeant le terme A (x? — 2x + 2)?; on aura d'où l’on tirera M N—8M; —2Ni—0o, 2M + 4M; + 6N: — 6,
et en résolvant et substituant à M, N leurs valeurs,
Il suffira de porter ces valeurs dans l’équation (x) pour avoir la décomposition demandée.
S 2. INTÉGRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES
294. Soit à intégrer o(x)dx, o(x) désignant une fonction rationnelle de x. Si cette fonction est entière, ou de la forme
p{x) — a + bx + ex? + + LE ke”,
les principes établis au ‘ee Rene donneront
patois = 00 EE RE 40:
Si o(x) est fractionnaire, on effectuera la division algébrique du -numérateur par le dénominateur, et l’on décomposera œ(x) en une partie entière E(x) [qui sera nulle si le numérateur est de degré moins élevé que le dénominateur]| et une partie fractionnaire f(x) : F(x) dans laquelle f(x) sera de degré moins élevé que F(x).
L'expression E(x)dx s'intègre sans difficulté comme on l’a vu plus haut. La fraction f(x) : F(x) se décomposera, par les méthodes exposées ci-dessus, en une somme de fractions simples qui appartiendront à l’une des quatre formes :
À A Mx + N Mz + N !
m—a (x—a)" (x — a)? + G?° [(xæ — 2) EG" a, à + fi désignant des racines de F (x); A, M, N des constantes. Or, on sait déjà (284) que A dx A dx A L = LT — 0 C, a —————_—— , ( ET = 4 I. ( )+ (2) ere a)" (m— 1)(x — a)"—! + C
Pour intégrer les fractions de la 5"° forme, nous poserons 2—a4—f5z, d'où dr — fdz, et il viendra, par substitution et décomposition,
Mx + N d> = (ES Nate dz ere ane
FL
Remplaçant z par sa valeur et faisant rentrer — MI. 8 dans la constante C, nous aurons
Mx+N | & … X—0 9 = ad LE a)? + gr — arc tg —
De tg z + C.
Ho
La même substitution donnera, pour la quatrième forme,
Mx + N * TE M QE 2z dz + | dz rer ee per Vs
“ES M Ma Ma + N N dz EN 2 (nm — 1) [(x — a) + 27" “ReaTere EE ca ee + z?)"
Le calcul de cette dernière intégrale se fait par une méthode de réduction. On a
LUE 0e 6 mom CS ï LEUR le Ste ee) “ (I —+ Ra} ( + Fi hr } (x + z?}"
Mais, en intégrant par partie, on obtient
zdz Fier SET - sL I dz a ee mer ee dass
et la substitution de cette valeur dans l'équation précédente donne
dz z 2M — 3 dz (4) Rene —+ 7} — (am—2)( Eat te LE gp
L'intégrale est ramenée à une autre de même forme, mais l’exposant m est abaissé d’une unité. En changeant dans la formule (4) m en m— 1, on fera dépendre la nouvelle intégrale d’une troisième où m sera remplacé par m—2, et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on arrive, m étant entier, à
dz Éner arc tg £ +
Cette dernière, étant connue, fera connaitre toutes les précédentes, en sorte que l’intégrale (4) doit être regardée comme connue, pour toute valeur entière et positive de m. En y remplaçant z par sa valeur en x, on aura l'intégrale de la quatrième expression. I] suit de là que
L'intégrale d'une différentielle rationnelle par rapport à x peut. toujours être obtenue au moyen d’un nombre limité de termes ne renfer-
mant que des fonctions rationnelles, des logarithmes ou des arcs de cercle.
Exercices.
A) Déduire, du cas où F (x) n’a que des racines simples, uue formule générale pour
décomposer f(x) : F(x) en fractions simples dans le cas de racines multiples (Hermire, Annales de la Soc. Scient. de Bruxelles, t. IT).
R. Supposons d’abord F (x) — (x — a) (x — b) ... (x — 7). On sait (294) que l’on a
F(xæ) x—aF'(a)
U désignant une somme de termes dont aucun ne renferme æ — a en diviseur. L’équation (x} étant vraie quelles que soient les valeurs de a, b,... l, si l’on dérive les deux membres « fois par rapport à a, 8 fois par rapport à b..., on aura encore une équation exacte. En posant 1,2... 4 —x!, le résultat des opérations indiquées sera, sur le premier membre.
«lg! )!f(œ) (ae — a)}%+1 (x — b)B+ (x — L)AF D'autre part, comme on a F'(a) — (a — b) (a — c)... (a — l), le résultat des dérivations par rapport à b, c,.. { sur le second membre sera, quant au premier terme, f(a) | Style Ah Sn) æ —a (a —0)5tt (a — ec)... (a — L)XH PP nr (a) désignant le quotient de f(a) par (a — b}ÊË+1 (a —1)1+1, Il reste à dériver x fois par rapport à a. D’après la règle de Leibnitz (#3) on a
x! »'(a) æ!£''(a) al g% (a) D* (a) ! g (a) Fa 7 5e PSE LES Ca 50 Sd Ù GE SENS (@œ — a):t! a I PV à . 2 (x — a)*T! 10 AT T— 4 Egalant les dérivées indiquées des deux membres de (x), et simplifiant, on a f(&) HAx TA) ?' (a) ?” (a) (x — a}ett. (æ — 1) (x — a)xt! Nr CV 1.2 (x — a)! a 1 g"(a) | Le } ar DÉPADAU
Ce dernier terme n’en renfermant aucun qui ait (æ — a) en diviseur, la somme des autres termes représente l’ensemble des fractions simples qui correspondent au facteur (æ — a)*T! du dénominateur du premier membre. Les fractions correspondant aux racines multiples b, .… { se détermineraient de la même manière.
B) Trouver les valeurs des intégrales suivantes :
"1 Em ve R. LES) Grise à xt — 52° + 4 sas) (te 2) dx I I æ—1 2. ES R. SAP : +-C.
20 — 5x5 + 1 a ESS TE e (ar (er — 30e
R. AGE REX (x* + ter mu
INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES IRRATIONNELLES
295. L'intégration des différentielles algébriques irrationnelles, dans le petit nombre de cas où elle est possible au moyen des fonctions élémentaires admises jusqu'ici, s'effectue généralement par l’un des procédés suivants : 4° ou bien l’on rend rationnelle l’expression donnée, par une substitution de variables, ce qui ramène au cas du Ch. XXIX; 2° ou bien l’on fait dépendre, au moyen de l'intégration par partie, l'intégrale cherchée d’une autre plus simple, celle-ci d’une autre plus simple, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on arrive À une intégrale connue. Appliquons d’abord la première méthode.
Supposons que f(x) soit une fonction rationnelle des quantités x, x, x, .…., D, Q.. Étant fractionnaires. Désignons par p le plus petit multiple des dénominateurs de p, q …, et faisons
RSA I TARN Le
Up, 19, étant entiers, x?, «7, seront rationnels en z, ainsi que dx, donc f(x) dx deviendra rationnel en z et pourra s'intégrer par les
méthodes exposées plus haut, On substituera ensuite à z sa valeur x”.
Si f(x) était une fonction rationnelle de x, (a bx}?, (a + bx}1,.… on poserait de même a + bx — 7" et l’on rendrait la différentielle rationnelle. De même encore si f(x) renfermait des puissances fractionnaires de l’expression
a + bx
Exemples :
FE Er teb] +0
1 + x RP OR NT EN TE TE EE É el ÉPRTIE U à 1 + x" 1—2z+72? 12 27 — 1 142 — 2 AO TE 0) AT CA rte 7e 3
| x dx 2 Er à LT e 1 | a 2 (1 + 2 0 x) 1É - 7
F6 + +3lu c.
296. Différentielles renfermant laracine carrée d’un trinôme du second degré. —Soit à intégrer une expression de la forme f(x, y) dx, f désignant une fonction rationnelle de x et de y, ct y le radical p/A—-BxCa?, où A, B, C sont des constantes. On peut supposer C — Æ 1, il suffit de diviser sous le radical par la valeur absolue de C. Nous poserons donc simplement
y =V'a+bx + x, a et b ayant des signes quelconques.
1 cas : y—y/a+bx Kat. — Désignons par z une nouvelle variable et posons y—=z—x, d'où a—bx— 7 — 2x2, et en différentiant, z?— a 2(z— x dr Dur rate
b+2z Dep
bdx — 22dz — 2xdz — 2:dx, x =
x étant fonction rationnelle de z, si l’on substitue à x sa valeur dans les expressions de dx et de y, on trouvera les fonctions rationnelles de z Rs TèrEe)s e _Z+br+a
Donc f(x, y)dx sera rendu rationnel et s’intégrera. On remplacera z
par sa valeur = à + y'a + bx + »?.
2e cas : y—=V/a+bx —x?. — L'équation x? — bx — a — 0 doit avoir ses racines « et 5 réclles, sans quoi y serait imaginaire pour toute valeur de x, et de plus, x devra varier dans l'intervalle (x, 5) compris entre les racines. On posera
y=Va+bx—a=p(x— 0) (6— x) —( d’où l’on tirera successivement
B—x—(x—a)z, —dx— 2? dx + 2(x — a) zdz, B+ az? | 2(x — a)zdz
, dx = — ———— TH 1 +?
x, dx, y s’exprimeront rationnellement en z, et par suite f(x, y) dx. Après l'intégration, on remplacera z par sa valeur
NE
La même transformation s'applique au premier cas lorsque le trinôme e sous le radical a ses racines réelles.
9e cas :y—=ya—bx Has, a > o. — On posera y=Va+xz,
d’où, élevant au carré et réduisant,
b+rx—2zv/atxz, x ———— \,
Es dz E dx — z°dx + 2 (/a Lxz) dz, dx = E(PCREONE ° RE x étant rationnel en z, il en sera de même de dx, y, et de f(x, y) dx.
On aura ensuite | V' a + bx + x — a
La
29%. Prenons comme exemple de la première transformation
nn
On a immédiatement
donc
dx É ENTE) À —ll-—+x b ? C.
Ps SRE + ya + x + x SE En particulier, si b — 0, a — «?,
a ua ———— |L + pa + x!) ne V/a + x°
De même, la seconde transformation donnerait
dx (5 2dz /=+ —— — — 2 arc tg V'a + bx — 7 1 +2 Mais cette intégrale s’obtient sous une forme plus eommode si lon écrit — b — arc sin
dx ne dx RÉ PR Mere) or
d’après la formule connue
dz DAY
( ——— arc sin — + C.
/a? nr œ
Cela suppose b? + 4a > o. Si cette quantité était négative, a + bx — x?
serait toujours négatif et il n’y aurait plus lieu de chercher une intégrale
réelle.
Comme exemple de la troisième transformation, soit
LPC V'ax — x?
» m entier et > o.
On fera —— x"dx V/ax —%—%z, d'où { Do a ME ns | ax —% er
On est ramené à l'intégrale traitée au n° 288, et qui est connue, On remplacera ensuite z par sa valeur
ax — »°
V4 Exercices.
eg CE Vitatt (@+Vi tant 1. fe +vrrs He one LC 2. mr et 4 {+ax)Vita— x æ , dx nn: a SES ES I RTE 8. = (Vita + pi —e)+ SL (x+ Vi + a De ei on © “.
—- arc sin x + C.
a Ja + 8) Vatoe pr EN ERE à ç, si ap? + be —=k>0o, I ? aB — bax ; — = QC Sin —" "+ C, si ag +bat——k<o, (+ Bab
£ Pire * : 2 ee N/ ES re si -a8—+-ba« — 0.
298. Supposons que, dans la différentielle f (x, y) dx, x et y soient liés par une équation algébrique de degré n, F (x, y) — 0. Si l’on peut exprimer x et y rationnellement au moyen d’une même variable f,
EN 4 (t), bars ÿ (&), dx — (0 (1) di, il est clair que cette substitution rendra rationnelle la différentielle proposée. Ainsi, l'équation
F (x, y) = y° + à«° — 3axy — 0
fournirait pour y une valeur assez compliquée qui ne permettrait pas l'intégration de f(x, y) dx ; mais si l’on fait y — {x, on en déduit
3 at 3 al?
2 UT p 1H 1 +1
et x, y sont des fonctions rationnelles de £. La théorie générale de cette transformation est liée à celle des courbes
as , —
unicursales. On appelle ainsi toute courbe dont les coordonnées x ety peuvent s'exprimer rationnellement en fonction d’une même variable f. Nous nous bornerons ici à établir que, si la courbe algébrique (A) de degré n, F (x, y) — 0, admet £(n — 1)(n — 2) points doubles, [en d’autres termes si le système F — 0, F;, — 0, F; — o admet + (n — 1) (n — 2) solutions réelles ou imaginaires], à sera possible d’exprimer x el y en fonctions rationnelles d’une variable t.
Prenons une courbe
(B) 1 ax + by + cr? LE dxy Hey? +... = 0o de degré n — 2, renfermant dans son équation À (n + 1)(n — 2) para-. mètres arbitraires a, b,c .. que nous pourrons déterminer en assujettissant la courbe (B) à passer par des points donnés (x, y), (A2, y), .…, ce qui fournira les équations
1 + ax + by + ex ++ 0, (x) 1.—- axe + bye L ex2-+ +. — 0,
pour déterminer a, b, ce, ..… Si le nombre des points donnés est seulement S(n—r)(n — 2) — 71, il restera un coefficient arbitraire que nous appellerons {, et en vertu des équations (x) tous les autres s’exprimeront en fonction linéaire de celui-là, en sorte que les courbes (B) passant par les points donnés seront comprises dans l'équation M N/— 0, MetN étant des fonctions entières de degré n — 2 en x et y. Cette équation représente donc, par la variation du paramètre {, un faisceau de courbes de l’ordre n — 2 qui ont £(n H 1)(n — 2) — 1 points communs.
. Choisissons pour les points fixes (xs, ya), (x2, y2), .… les ?(n — 1) (nr — 2) points doubles de la courbe (A), et comme on a
o(n+i)(n—2)—1—=£%$(n — 1)(n — 2) +(n — 3), il faudra y joindre x — 3 autres points simples (x’, y’), (x', y’), … de la
courbe (A) pour la détermination du faisceau M + Nt— 0. Mais, d'autre part, une courbe (A) de degré # et une courbe (B) de degré n — 2 ont n (n — 2) points d’intersection réels ou imaginaires, et comme ici chaque point double de (A) compte pour deux points simples, la Souroe (A) est coupée par une courbe (B) du faisceau en
(n— 1)(n —2)+n—3—n(n—2)—1 points fixes ; il reste donc un point d’intersection variable avec (B), c'est-à-dire avec le paramètre {, Cherchons à exprimer les coordonnées de ce point en fonction de t{. Pour cela, éliminons y entre les équations F(x, y) = 0,M<+Nt— 0; nous obtiendrons un résultat de la forme
x" + px"! + qare + == O0,
m étant égal à n (n — 2), et p, q, .… étant, d’après les règles de l’élimination, des fonctions rationnelles de {. Or, cette équation doit admettre les racines doubles x = x1, x — %2, … et les racines simples x = x’, &æ —= x”, 5; son premier membre est donc divisible par le facteur
qui est de degré n (n — 2) — 1, et donne un quotient du premier degré
Kx +L= 0, K, L étant toujours des fonctions rationnelles de t. On aura donc L ; L’ eV? et de même RTE Te AU)
par exprimer les coordonnées d’un point quelconque de (A) en fonction rationnelle de £.
Une conique est toujours unicursale, car on a ici n—2,(n —1) (n — 2) — 0, la condition est vérifiée. L'application de la transformation, qui donnerait une autre solution du problème du n° 296, se comprendra par le cas suivant.
Considérons une courbe du troisième ordre,
F(æ,y)=S + A By + Can? + Day + By? + Fa ce I —
Icin—3,${(n —1)(n —2)—= 1, la courbe doit avoir un point double (comme le folium considéré plus haut) pour être unicursale. Admettons qu’il en soit ainsi, et que, pour plus de simplicité, on ait par un changement de coordonnées placé Porigine en ce point. L'équation F — 0 devant être vérifiée, ainsi que ses dérivées
F, = À + 2Cx + Dy + 3Fx° + 2Gxy + Hy? — 0
F, — B+ Dx + 2Ey + Gx° + 2Hxy + 31y° = 0, par les valeurs x—0,y=—0, on aura nécessairement S — 0, À — 0, B — o, l'équation (A) sc réduira donc à la forme
Cr — Dxy + Ey° + Fr — Gx°?y + Hxy° + [y — 0, et en coupant la courbe par un faisceau de droites passant par l’origine, ou en posant y —{x, on en déduira immédiatement
(C + De + EE?) a? EF Æ Ge + HE? 15) x5 = 0, d’où | CL DI+E# VA Ci + DEL Er FE Gi EH EU NO Fe CEA ITS ce qui effectue la transformation désirée.
299. Parmi les expressions différentielles irrationnelles, les plus importantes à considérer sont celles qui renferment un radical de la
forme VX, X étant un polynôme du 4° degré en x. Prenons d’abord l'intégrale |
Ah
dx
les racines a, b, c, d étant réelles ou imaginaires, et proposons-nous de ramener le radical à ne plus renfermer que des termes de degré pair, par une substitution de la forme
LA L — X RU rEl ” Md'oU , 1+ 4 X — q les constantes p et q étant réelles. Comme à chaque valeur de x qui annule X correspond une valeur de t jouissant de la même propriété, et
que ces valeurs de t doivent être deux-à-deux égales et de signes con- : traires, On aura
P,55, 0 PNCAND CONTI Re p — d a— QU ND ESC EE
ou (a +6) (p+ 9) — 2pq — 2ab— 0, (ce + d)(p + q) — 2pq -— 26d — 0, ou encore, en posant p+q—g, pq —=h,
(a+b)g—2(ab+h), (c+d)g—2(d+h).
Résolvant par rapport à g, h, on a, en Li PROSEN que GHb—c—14d soit différent de zéro,
__ 2(ab —cd) p — (CH d) — cd (a + b)
Mob cd a tbe —d
Mais p, q devant être réels, il faut que g, h le soient. Cette condition sera remplie, évidemment, si les racines a, b, c, d sont réelles. Si deux racines sont imaginaires, on les choisira pour a et b, ct comme les expressions de g et de À ne renferment que la somme et le produit de ces racines conjuguées, g et k seront réels (2, 4°). Si les quatre racines sont imaginaires, « et b seront conjuguées, c et d de même, € et le même raisonnement conduira à la même conclusion.
Mais il faut encore que p et q soient réels. Or, p et q sont les racines de l’équation en &
C? — gG —+- h=— O;, d’où la condition y? — 4h > o. Remplaçant g et h par leurs valeurs, on a, en divisant par 4 et observant que le dénominateur (a+-b — c— d) est positif, (ab — cd)? — [ab (c + d) — cd (a + b)] (a db — c — d) > o.
On voit sans peine que le premier membre se réduirait à zéro pour a=c,a—d, b—c, b — d, il est donc divisible par les facteurs a — c, a— d,b—c,b—d, et comme le coefficient du terme a? b? est + 7, l'inégalité se réduit simplement à
Considérons encore les trois cas : 1° si les racines sont réelles, il suffit de les ranger dans l’ordre a > b > c > d, pour que la condition précédente soit remplie; 2° si l’on a deux racines imaginaires, soient
a—œ af, b—a— fi, (a —c)(b — c) sera le produit de deux imaginaires conjuguées et sera positif; de même (a—d) (b—d); 3° si les qnatre racines sont imaginaires, a— af, b—0— fr, De d= y— di, on aura
(a—c\b—d)=[a—y+(B—0)ia—y—(B—0)i]=(2—7y)+(6 —0)
et de même (a— d)(b—c) = (a —3} ++ > 0, done l'inégalité sera encore vérifice. La substitution est donc toujours possible, et en l’effectuant, on aura un résultat de la forme de (g — p) di
a’,b',a/',b'’, étant réels. Des transformations ultérieures ramènent la fonction sous le radical à la forme (1 — {?)(1 — k°t?), et l'intégrale à la forme classique des intégrales dites elliptiques, qui ne peuvent s'exprimer au moyen des fonctions élémentaires. Mais la théorie des fonctions elliptiques, qui sont les inverses de ces intégrales, fournit des méthodes plus commodes pour la solution de ce problème, et nous ne nous y arréterons pas.
L'hypothèse a + b — c — d — 0 que nous avons écartée, rend impossible la transformation précédente, mais on peut alors poser
tte +,
et l’on trouve
(e — a)(x — b)(x — c)(x — d) = E _ ( = : j Le = (' = ‘) |
ce qui réalise immédiatement la transformation désirée.
300. Une différentielle f(x, V/X) dx, f désignant une fonction rationnelle de x et p/X, étant donnée, on ramènera évidemment la fonction f, les puissances paires de /X étant rationnelles, à la forme.
__G+Hyx es X.
Get H étant rationnels et entiers en x. On aura donc
RENE G—H/X
Met N étant aussi rationnels. L'intégrale { M dx s’obtiendra sans difficulté, la fonction rationnelle NX se décomposera en une fonction entière et une somme de fractions simples par la méthode exposée au chapitre précédent. On sera donc, en définitive, ramené à intégrer des expression
de la forme dx x" dx dx
VX VX (@—yyX
m, p, étant entiers, et par des réductions successives, on ramène tous les CAS à M — 2, p —1I.
301. Différentielles binômes. — On donne ce nom aux expressions de la forme
(1) x" (a + bx")r dx m, n, p étant des nombres entiers ou fractionnaires de signes quelconques.
Sim, n, p étaient entiers, on retomberait sur une expression rationnelle. Ce cas étant écarté, on peut toujours poser
= 7, d'où T—72",)ldr—-2" «is, n et : m+l_, &" (a + bx"ÿ dx —-27 " (a+ bz} dz.
On posera
TEE
et l’on voit que l'intégrale d’une différentielle binôme pourra toujours être ramenéc à la forme
(2) [as (a + bx}? dx — B,,5.
On peut l'écrire aussi (ar (" Ses ) dx.
. Done, si p est entier, ou q, ou p + q, on rentrera dans un des cas d’irrationnalité étudiés au n° 295 et l’intégration s'effectuera par substitution. On en conclut que la différentielle binôme 2" (a + bx"} dx s’intêgre si l’un des nombres
mi m+np—+i OT F* 4 À est entier ou nul, quel que soit son signe.
Exemples :
x dx
ELLE Re & (a bx®)* 3a(a + bx°)°
30%. Appliquons maintenant la méthode des réductions successives, en prenant pour exemple l'intégrale suivante, qui rentre dans les intégrales binômes :
» menticr.
En observant que
on a, par l'intégration par partie,
x” dx PRET PSE = — pm! /1 — x? + (m—1) fa: dx VÆ: — %° I — X°
m—2 L role = — gi V’ I nl —— 1 — x
Décomposant cette dernière intégrale, on y retrouve la proposée que l'on fait passer dans le premier membre, et en divisant par mon a
G) x"dx SH à /1 — x° % m—1f x" {dx 3 = ———————— D ——— | ——.
/1— x? me MATE Cette formule de réduction permet d'abaisser de deux, quatre,… unités l’exposant de x, et si m est positif et pair, on sera ramené à l'intégrale | ( x°?dx mi + ( dx V’1—x° = 2 J/1— x?
Si m est impair, on arrivera à
cn 1 —x%? + C.
Sim était entier et négatif, il faudrait disposer la formule (3) de
= — 1 . - arcsinx+C.
manière à élever l’exposant de x de deux unités. Pour cela, résolvons l'équation par rapport à l'intégrale du second membre et changeons m en — m2, il viendra
dx 1 — x? M2 dx (4) (—— AN ee — + — — a" /1 — (m—1)x Lo CE PA ET
Au moyen de cette formule, on abaissera d’autant de fois deux unités
qu’on le voudra l’exposant de x au dénominateur, et l’on sera ramené 1° Si m est pair, à dx 1 — x?
Fi — — re + C; L? V/1 — y? x
2° Si m est impair, à l'intégrale
dx
Re er
à laquelle la formule (4) ne s’applique plus et que nous chercherons directement par la troisième non (296). Nous aurons
303. Appliquons la même méthode aux différentielles binômes, ramenées à la forme (2). L’équation
fat (a + bx)? dx — [at (a + bx) (a + bx)?7t dx
donne immédiatement, par décomposition, la relation (5) Bp,a = aBp_1,9 + 0Bp_1,44
D'autre part l'intégration par partie donne
g+1 bx)r b (= (a + bx)? D el ne (ant (a + bx)r=! dx, qa+i q+i
d’où la relation (6) (q +1) Ba = at (a + dx)? — bp Bo ,q11
Entre les relations (5) et (6), on peut éliminer, soit B,_, ,41, soit B, », et l’on trouve ainsi les deux équations
(7) (b+q +1) B,4 = 2ttt (a + dx)? + ap B,_1,0, bp+qg +) Boson = at (a + x) —- a (g + 1) Br,
dont la seconde devient, en remplaçant p par p + 1 et q par g — 1.
(8) bp + q +1) Ba = xt (a + bx)Pt! — ag B,, 9-1.
Chacune des formules (7) et (8) établit donc une relation entre deux inté-
“grales B,,, dans lesquelles l'indice p ou l'indice q diffère d’une unité. Elles permettront donc d'augmenter ou de diminuer d’autant d’unités
qu'on le voudra, suivant son signe, chacun des LE pet q, et pig
suite de le ramener à une valeur absolue inférieure à l’unité.
Exercices.
: x" dx a! V1 — x sh 28 om ES x"—2dx , BETA VT ta x°"dx me N x? 1 x?n—$5 2 ( Daid EVE 2Sn—3 (1— 2°) * (2n—1)(1—a°) * (2n—3)(1—2*) * g2n—5 4 F NET anale re UC SIT CS (2n—5)(1—2°) *? (1 —2°)°
CHAPITRE XXXI
INTÉGRATION DES EXPRESSIONS RENFERMANT DES FONCTIONS EXPONENTIELLES OÙ CIRCULAIRES.
304. Dans un grand nombre de cas, le changement de variable ramène à une expression algébrique. Si f(z) est une fonction algébrique de z, les différentielles de la forme
f{e')e'dx, ft 5) <
» f(arcsin x) ABUTE
2 % a ———— —— cos V4 TU RTE prendront la forme f(x) dz par les substitutions respectives
eZ, (gx —72z, arcsinx —Z7, ..…,
et l’intégration se fera sans peine si f (z) est rationnel en z. Ainsi, en posant 6% — z, on trouve |
SC É SCT RS te EC eur L gaz 1e a)ji1+z a
Les fonctions 1. x, are sin x, arctgx, ..… ont des différentielles algébriques. Cette remarque permet de rendre algébriques les différentielles de la forme
f(e*)dx, f(sinx)dx, f(sinx,cosx) dx, f(tg x) dx, f désignant d’ailleurs une fonction algébrique. En effet, posant e° — z, on a x — 1], z, dx — dz : z, donc
dz MOT ETICES et de même pour les suivantes.
Les expressions de la forme f (sin x, cos? x) cosxdx, f (sin? x, cos x) sin xdx,
où f désigne une fonction rationnelle, sont immédiatement réductibles à des différentielles rationnelles en z. Posant en effet, dans la première, SIN Z — Z, on à f(sin x, cos? x) cos «dx = f(z, 1 — z?) dz; de même, on fera cos x — z dans la seconde.
Ainsi l’on aura (cos x — 2)
dx tn sin «dx "+ dz sinæ(a + bcosx) sin? x (a + à cos x) st (1 — 2?)(a + *) (a + bz) b?dz dz dz
UE ————————_—_—_—_—_—_——— + ES
(a®—Db?)(a+-bz) 2(a+b)(1—2:) 2(a—b)(1+2) par la décomposition en fractions simples.
Intégrant et remplaçant z par cos x, on trouve
dx b l.(1—cosx) 1.(1 Hcosx) pile (atbcosx) + 2 @-Lb) me sprl
sinx(a—bcosx) u?
Les différentielles de la forme / (sin x, cos x) dx, dans la même hypothèse, sont aussi rendues rationnelles par la transformation
I Or 27 1 — 7° 247 . Zz—=tg-x, d'où sNt———;, COS x = ———»
dx = ———.
Ainsi l’on a
dx Fr 247 en ce nes
On peut toujours faire que a + b soit positif; a — b sera positif ou négatif, donc a+b=a, a—b— + f;, et d’après les formules connues Rasa — ge arc tg cs , LUS ve a Pz Pz.
fr af œ a? — (527? a" a — fr"
il viendra, pour a — b > o,
2 a — is ee (V/ Este) te:
pour a —b < 0, dx I LB + a 6os # æ + /b— a sin £ x Énere Vrai BE as! x — pb — asin x
QUE, 1 Lo a cos x + pb? — 0? sin x € Tr a + b cos x Te |
3056. L'intégration par partie s’emploie utilement pour l'évaluation ou la réduction des intégreles des fonctions transcendantes. En général, soient w, v deux fonctions de x, #7 un nombre entier positif, et posons
V1 — fvdx.
De la formule (1) fur vdx = wo, —n fu" tu, du on déduira, si # et v vérifient la condition | _vdu = gvdx, où g désigne une constante, la formule de réduction (2) furv dx = uv — ng [uv dx, qui donnera immédiatement pour la valeur de l'intégrale proposée Jurv dx vu —ngu"t Æn(n—7r)qu"?—... +En(n—1)...1g"]+4-C.
Si l’on prend u = x, v = e**, on aura
Vin ee — —\9 Ge NI
ns — N(Nn— 1)" I fred" le ne 1) PA LU NTE (n ) l+c a
Reprenons l’équation (1), et supposons que l’on ait foidu—v, v:du = gudx; en intégrant une seconde fois par partie, on trouvera (3) fuv da — uv, — nu vs: +n(n — 1)g [u"-?vdx, formule de réduction qui abaissera de deux unités à la fois l’exposant de w. Soit, comme exemple, u—X, V — COS X; On aura Vi siNnX, Ve——Ccosx, vidu— — vdx,
done, g étant ici égal à — 7,
fa" cos x dx = x" sin x + næ"-! cos & — n (n — 1) [x"-? cos x dx.
On sera ramené, suivant que » est pair ou impair, à
fcosx dx =sinx, [x cos x dx — x sin x + cos x.
La même formule (3) s'applique à fx" sin x dx.
806. Si l’exposant n était négatif, il faudrait diriger autrement l’intégration par partie, sans quoi l’on augmenterait sa valeur absolue au lieu de la diminuer, Ainsi l’on a |
es dx etr a etc dx pe
x" (nr ALU NORN TI] ANSE
et si n est entier, l’application répétée de cette formule-conduira à
(= dx
qui n’est pas susceptible d’une réduction ultérieure et constitue une nouvelle fonction transcendante.
L'intégration par partie peut, dans certains cas, ramener à l'intégrale même que l’on cherche, et qui se trouve alors déterminée avec d’autres par un système d'équations du premier degré. Ainsi, en intégrant par partie, on trouve
ex b 1 fe cos bx dx — — cos bx + - [e sin bx dx, a a
et en opérant de même
ax
: eux b (e sin bx dx — — sin bx — = (er cos bx dx.
Résolvons ces deux équations par rapport aux intégrales qu’elles renferment; il viendra e%® (a cos bx + b sin bx) e2® (a sin bx — b cos bx
( W) LG
On peut remarquer que ces équations se déduisent immédiatement de la règle (275) pour différentier e*, z étant imaginaire. En effet, soit z — (a +- bi) x ; cette règle donne
(e cos bx dx — + C,
(4) | (e sin bx dx —
d’où CHEN 0 eta+bi x (a — bi) ee ; abi a +b l Remplaçant e(@+#?+ par sa valeur e1* (cos bx à sin bx) et séparant le réel de l’imaginaire, on trouve les équations (4). 307. On rencontre souvent des différentielles de la forme sin” x
eta+bi)x dx Per
cos" «dx, m, n étant entiers, mais positifs ou négatifs. Il est facile de les ramener à des différentielles algébriques par substitution; on peut aussi exprimer sin” x cos" x par une somme de sinus ou de cosinus des multiples de x, mais le moyen le plus simple est de réduire les exposants met n par des formules semblables à celles que nous avons données pour les différentielles binômes. Posons
Pyn —= | sin" x cos" xdx; nous aurons f sin” x cos" xdx — [ sin” x cos"? x (1 — sin? x) dx, d’ou (5) Pur = Pmn-2 — Pmy2n-2.
D'autre part, l'intégration par partie donne
sin”+! % cos"! x
sin”+? x cos"? xdx,
Prin —= sin” X cos”! X d. sin TXT —
AN à
ou bien (6) (m + 1) Pn,n = sin"+t x cos"! x + (n — 1) Puyo,ne.
Entre les équations (5) et (6), on peut éliminer Pyys,n_e Où P, », et l’on a (7) (mn) Pr = sin"+tt x cost x LL (n — 1) Pur,
(m + n) Puiano = — sin"+tt x cos"! & EE (m + 1) Prune, dont la seconde devient, par le changement de m en m—2 et de nen n +2, (8) (mn) Pur = — sin" x cos"tt @ (m — 1) Po.
Les formules (7) et (8) établissent des relations entre deux fonctions P,,n dans lesquelles les indices m ou les indices n diffèrent de deux unités. Elles serviront donc à ramener la fonction P,, , à une autre dans laquelle l'indice m et l’indice n seront diminués, ou augmentés s'ils sont
négatifs, d'autant de fois deux unités que l’on voudra. On pourra donc toujours ramener ces deux indices à l’une des valeurs 0, 1, —1.0r,ona
Poo—= fd x +0, Pio = fsin xdx = — cos x + C,
sin? x
Po = [cos xdx =sinx+C Pis — sin x cos x dx — + C,
sin xdx
fes RE — — |, cos x + C, Ps —|
d Un pe
sin x
lg T-) 0, pu (ue —| EE
SE Ep TUE TONNE 2 Sin 5 & COS 4 æ
sin X COS æ
OR
EE Pr ere ——1(T+5)#c in)
Remarquons encore 1° que l’on a
» sin”+! x ET |sin” X COS X dx = —— m È cos"! % Pin = | sin x cos” x dx = ———— + cC:
nr
2° que la formule (6) donne pour n = — m, Gn + 1) ty" œde = (gt à — (im + x) [tg"+? xd, d'où, changeant m en m — 2, on tire
(m — 1) ftg" xdx = 181 2 —— (im — 1) [tg”-? «dx.
Exercices.
Vite 1, V1 He Li
daV/1-+ear — É OWrter—1r
Hu
ab — «? eos x == sare sin ae een En ie à GE —0
sin xdæ
; b 1 à Run ie
— sin æ
4, nl —— arctg| —t C.
nd Mt ar “G g — 2)+
I—#r cos æ fi = - C.
ee ER dos à rs 2 rarcts eur) se 304), D s r sin —— ,b—rcosx, c—=rsin«.
en mo ar cds (220) (a — b cos x) dx b— a cos x
Ne 0 AIN À C.
sin æ ÿ/— (a? +- 6?) + zab cos x +- ce? sin? x Ve? — a? sin x
e?— a > 0. On. mettra la quantité sous le radical sous la forme (ec? — a?) sin? æ — (b — a cos æx)?.
s. [[L (@+V/1+a)f" de =[L (V1 Ha) [el (+1 Hat) —nV/1 +x?] + n ( (n— 1) [[I. ( (œ+ Vi + a?)]"2 da.
area à (a ne sin ar ee sin te C
ex = 10. \ e% cos? x dx — —— (4? cos? æ —L 2a sin x cos æ L 2) 1 C. ere Al 1 fe È ie elt à AA. SIN æ dx = ———— (a? sin? x — 2a sin x cos æ - 2) + C. a (a° +4)
. ax s FA 12. | enr sin æ cos æ d — 2" (RSIN2Y— 200828), &
æ dx 13. — — x Cot Il, si ; (ae æ cotæ +1, sin æ + C cos æ :
aa. (snrade = 3 sin* x + = Asia +24) +c D sin* æ dx sin? x 25. = — —— C te = ins +L (T4 +5)+ 16 Pt (1 + 2 sin? x) + C " Jsiniæ 3sinfx £ 4 2 13. (ir eue tre He pe cos + C.
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PRINCIPES GÉNÉRAUX
308. Soit f (x) une fonction de x, continue dans l'intervalle fini (a, b),
> a. Partageons cet intervalle en un nombre quelconque n de parties par des valeurs de x interposées &1 — @, 2, L3s .., Xn, nya —= 0, et soient di = %iy1 — x l'un quelconque de ces intervalles partiels qui sont tous positifs, &; une valeur arbitraire de x prise dans l'intervalle d; ; concevons que l’on fasse la somme
(a) > Edit EN oufle) d Me F(E) Os
et désignons par A l'oscillation de la fonction f(x) dans l'intervalle (a, b), par X une valeur arbitraire de x dans cet intervalle, en sorte que les
différences f(£1) — f(X), f (E2) — F(X), +, f(x) — f(X) seront toutes,
en valeur absolue, égales au ar à À; on aura donc VA [f(E) — FX EE AZ, 20; = bd — a,
d’où (Ë) MAD ()%—(b—a)f(RI<(b— a) A
Cela posé, admettons que les intervalles d; soient pris assez petits pour que, dans chacun d’eux, l’oscillation de la fonction soit moindre qu’une quantité arbitrairement petite donnée o, ce qui est possible (70) vu la continuité de f(x). Subdivisons chacun des intervalles d; en un nombre quelconque d’autres plus petits 07 par l’intercalation de nouvelles valeurs de x, et désignons par Zf(Ëx) dx la somme, analogue à (x), étendue à tous ces nouveaux intervalles dans lesquels on a divisé l’intervalle (a, b). Chaeun des termes f(£:) d; de la somme primitive (x) se trouvera donc remplacé par une somme };f(E;) dx de termes correspondant aux intervalles dj compris dans l'intervalle d;, et cette somme, en vertu de l’équation (6), différera de f(£:)d:, en valeur absolue, d’une quantité moindre que dis, en sorte qu’on aura
VA Zi f (Er) di — FE) 0] <di6, VA LZ2f (Er) O1 — f (Es) di] << d25, … et par conséquent, en ajoutant membre à membre et observant que la
valeur absolue d’une somme de quantités est au plus égale à la somme des valeurs absolues de ces quantités,
(7) VA L2f (Er) dr — Ef(E:) 21 € (b — a) c.
Donc, si l’on compare les sommes Z2f(£;) d;, Zf(E;) dx qui se rapportent à deux modes de division de l'intervalle (a, b), tels que le second résulte de la subdivision des parties d; du premier mode en parties plus petites dy, leur différence absolue sera moindre que le produit de l’intervalle d — « par o. Et puisque c« peut être pris moindre que toute grandeur donnée, la différence absolue Zf (Ex) dr — ZfIEs) d:
finira par rester toujours moindre que toute grandeur donnée quand les divisions 9; décroîtront indéfiniment, donc (48) la somme Z/(£;)d, tendra vers une limite finie et déterminée, indépendante de la manière dont on choisit les valeurs Ë;, lorsque les intervalles d; tendront vers zéro par des subdivisions successives. Appelons S cette limite.
Il reste à prouver que cette limite S est la même, quel que soit le mode de division de l'intervalle b — a en intervalles indéfiniment décroissants. Soit 2/f(£}) 9; la somme qui se rapporte à un autre mode quelconque de division de l'intervalle, et S’ sa limite quand les 0} tendent vers zéro. Admettons d’ailleurs que les intervalles d; et df soient déjà assez petits pour que l’oscillation de f(x) y soit moindre qu’une fraction o. Considérons un troisième mode de division de l'intervalle (a, b) formé par la superposition des deux premiers, c’est-à-dire par l’intercalation de toutes les valeurs 21, æe, .…., @, et, x2, …, %n de la variable x qui appartiennent aux deux groupes. Soit Zf(£}) 9; la somme correspondant à ce troisième mode de division. Comme il peut être regardé, relativement au premier mode, comme résultant de la subdivision des d; en intervalles plus petits, on aura par l'équation (:)
VA [3/(87) — 2f(6) 91 € (b — a)o et pour la même raison,
VA [2/(87) 97 — 2f(E5) 97 < (b — a) c, d’où il suit évidemment que l’on a
VA [SD 9 3) À] € 2 (b— a)e.
Ainsi la différence des sommes Zf(E;) d; qui répondent à deux modes de division arbitraires décroit indéfiniment en même temps que les éléments d, de ces divisions, et l’on a S' —S,
Nous pouvons donc conclure que la somme (x) désignée par Xf(E:) à, tend vers une limite déterminée et finie lorsque les partiesd; dans lesquelles on a divisé l’intervalle (a, b) tendent vers zéro suivant une loi complètement arbitraire.
Cette limite est l'intégrale définie de f(x) dx prise entre les limites a et b; on la désigne par la notation
(1) À FC) dx = lim 3 f(E) 2,
- da à cause de sa relation intime avec la fonction qui a pour dérivée f (x), comme on le verra plus loin.
La valeur Ë; de x étant choisie à volonté dans l'intervalle %:41 — 2%, on prend d'habitude &; — x, ct l’on a par suite
f f(x) dx = lim sf (æi) 9,
nN=©œ =]
309. Remarques. — 1° On a supposé f (x) continu dans l'intervalle (a, b), mais la somme (x) tendrait toujours vers une limite fixe et l’intégrale définie ne cesserait pas de subsister, si cette fonction devenait discontinue (63) pour un certain nombre de valeurs de x appartenant à l'intervalle (a, b), pourvu qu'elle reste toujours moindre (en valeur absolue) qu’un nombre fixe M. En effet, considérons encore les valeurs de Z f(E:) di, 2 f(x) 0x qui se rapportent à deux modes de divivion de l'intervalle (a, b), le second résultant de la subdivision des éléments 0; du premier ; nous prouverons comme au N° 808 que la différence absolue de ces deux sommes sera moindre que (b — a) « pour l’ensemble des intervalles d; dans lesquels l’oscillation de la fonction sera moindre que 5, et l’on verra facilement, d’autre part, qu’elle est inférieure à 2Me pour l’ensemble des éléments d; dans lesquels l’oscillation surpasse 0, c désignant la somme des intervalles d; dans lesquels la fonction f(x) devient discontinue. Comme so et € décroissent indéfiniment quand les 0; tendent vers la limite zéro, les valeurs successives de Zf(é;) d; tendront vers une limite fixe.
Il résulte évidemment de là que la deuxième partie de la démonstration ci-dessus, établissant que la limite est indépendante du mode de division de l'intervalle (a, b), s’étend aussi au cas actuel.
Ces conclusions peuvent encore être généralisées (1), mais nous nous bornerons aux cas considérés ici, où la fonction f(x) est continue dans l'intervalle (a, b), ou ne devient discontinue que pour un nombre limité de valeurs de x, sans que sa valeur absolue puisse surpasser un nombre fixe, et nous dirons alors que la fonction f(x) est intégrable dans l'intervalle (a, b).
2° [I résulte évidemment de la remarque précédente que l'intégrale b { (x) dx a
ne cesse pas d'exister et ne change pas de valeur, si l’on change arbitrairement la valeur de f(x) pour un nombre limité de valeurs de x, quelque grand qu’il soit d’ailleurs; parce que la somme des intervalles d; qui renferment ces valeurs de x décroissant indéfiniment, les termes correspondants de 2f(£;) d; sont sans influence sur la limite S.
(1) V. la note 1 à la fin du volume.
Par exemple, si f(x) passait brusquement d’une valeur à une autre pour x = à où pour x — b, l'intégrale ci-dessus ne serait pas altérée si l’on remplaçait f(a) par f(a + o) ou f(b) par f(b — o), ete.
3° Nous avons supposé, pour la démonstration, b > a, mais le raisonnement se ferait de la même manière si l’on avait a > b et toutes les différences æiy4 — x; — 0; négatives, Il suffit d'observer que l’on a
i=n IN st ÉTEd=— 2 FE) (—d)=— À FE) (—0), et comme cette somme rentre dans le premier cas considéré, elte a pour
a limite ( f(x) dx; on a donc: en passant aux limites,
chole Lcd = — (ça
Ainsi, renverser les limites d’une intégrale définie revient à changer son signe.
4° La définition de l'intégrale définie montre encore immédiatement que, À désignant un facteur constant, on a
3) (a et f HO
5o La signification géométrique de l'intégrale définie ressort de ce qui a été dit au N° 52. Soit une courbe dont l’équation, en coordonnées rectangulaires, serait y — f (x); décomposons l’aire entre les ordonnées f (a) et f(b) par des parallèles à l’axe des y; l'élément de l'aire entre deux parellèles correspondant aux abscisses x; et %;,4 sera compris entre les aires des rectangles qui ont pour base d; et pour hauteurs respectives l’ordonnée maximum et l’ordonnée minimum dans cet intervalle. Doncäl pourra être représenté par f(£;) d;, l’'ordonnée étant supposée continue et positive dans l'intervalle (x;, x:11). L’aire totale sera donc égale à lim 2f(E:;) di, ou à l'intégrale définie (1).
Si l’ordonnée était négative ou si b était < &, on trouverait une valeur négative pour l'aire cherchée.
310. Premier théorème de la moyenne. — Il suit évidemment de l'équation (x) que si f(x) est constamment positif ou nul dans l’intervalle (a, b), b > a, l'intégrale définie (1) scra nécessairement positive. Ce principe admis, soient (x), d (x) deux fonctions intégrables entre a et b;
il en sera de même du produit o (x) 4 (x). Admettons que Ÿ (x) ne change pas de signe dans cet intervalle, que @ (x) ne soit pas constant et ait pour limites maximum et minimum L et /. On aura, Ÿ (x) étant supposé > 0,
fu—emibeeæxo, (ete nya > d’où à b L (ptdr > (ete v(e de > 1 4 Ge dr,
done, si l’on désigne par g une quantité > let <°L, on aura, b b (1) Letpedr=p| dar
a Si (x) était constamment négatif, ou si b était < a, les inégalités changeraient de sens, mais la conclusion subsisterait. Si la fonction o (x) est continue dans l'intervalle (a, b), il existe une quantité £ © a et < b, telle que l’on ait p(£) — (63). On aura done, dans ce cas,
(5) RTC ETTCIRTL
Prenons, ce qui s'accorde avec notre hypothèse, Ÿ (x) — 1, les équations (4) et (5) deviendront respectivement
4) (eat 1>0>8 ct (
b (5) (etdr=(@—e@ b>E> a
349. Nous avons démontré que la valeur de l’integrale définie ne dépend pas du mode de division de l'intervalle (a, b) en intervalles 0; indéfiniment déeroissants. Si donc @, &+, .…, a, sont des valeurs déterminées de x entre a et b, il sera permis de supposer que tous les 0; soient des subdivisions des intervalles, fixes et tous de même signe, a — a, Ge — 4, .…., b — à», et l’on voit aussitôt par là que l'intégrale (x) sera la somme des intégrales partielles correspondant à ces intervalles, ou que l’on aura
(6) f(x) = (rte) a+ (rte) de À “+ f 0) da.
Il est de même facile de s'assurer, au moyen de l'équation (2), que la relation (6) ne suppose nullement que les quantités à, &1, @e,... a», b forment une suite toujours croissante ou toujours décroissante ; quelquesunes d’entr’elles pourraient même ne pas appartenir à l'intervalle (a, b), le théorème subsisterait, pourvu que f (x) soit intégrable dans l'intervalle compris entre la plus petite et la plus grande de ces quantités.
822. Si nous représentons par « une valeur quelconque de la variable entre a et b, et si nous formons, d’après les principes exposés ci-dessus, l'intégrale définie
Fr (x) de,
elle sera nécessairement une fonction déterminée æ (x) de sa limite supérieure. Cette fonction sera continue dans l'intervalle (a, b), car, pour un accroissement h, positif ou négatif, de la variable, on aura en vertu de la relation (6)
a (eh) — 0 (0) = | a donc, d’après l’équation (4), m (x + h) — (x) = uh,
u étant compris entre les limites maximum et minimum de / (x) dans . l’intervalle (x, x + h). Si h cst infiniment petit, comme Wu ne peut croître au dessus d’un nombre fixe, æ (x + h) — æ (x) aura pour limite zéro, ce qui démontre la proposition.
Si nous admettons en outre que la fonction f (x), qui peut devenir discontinue dans l'intervalle («, b), soit telle néanmoins que f (æ + o) et f(x — o) existent toujours pour chaque valeur de x qui rend la fonction discontinue (68), on aura, d’après la relation ci-dessus,
m(x+h)—a(x) hk BAS
FT rer,
et si l’on fait tendre À vers zéro, 1 aura nécessairement pour limite f (x + o) pour h © o, et f(x — 0) pour h <.o; on aura donc im ET) SG) f{&æ+o)sih>o,
ne ——
RER h f(x — o)sih <o;
et si la fonction f(x) est continue pour la valeur considérée de x, ce qui entraine f(x +0) = f(x) — f(x — 0) (63), il viendra (7) imee th) — (x)
te) h
= f(x), quel que soit la signe de h. Donc, l'intégrale («2
est une fonction continue de x qui admet une dérivée égale à f(x), pour toute valeur de la variable x pour laquelle la fonction f(x) est continue.
313. Ce théorème résout affirmativement la question posée au N° 282, savoir si, dans un intervalle (a, b) où la fonction f(x) reste finie et continue, il existe toujours une fonction qui admette pour dérivée f(x). La fonction
Aoe \ f(x) dx
jouit en effet de cette propriété. Nous savons de plus que x (x) + C, C étant une constante arbitraire, est la fonction la plus générale qui satisfasse à cette condition, et de là résulte une relation fondamentale entre l'intégrale définie ct l’intégrale indéfinie.
Admettons que l’on connaisse une fonction F (x) qui, dans l’intervalle (a, b), ait une dérivée égale à f(x) et qui soit par conséquent continue dans cet intervalle. Elle ne peut différer de æ (x) que par une constante C, et l’on a
f(x) de = F (x) + Ci.
Faisant tendre x vers a et observant que l’intégrale a alors pour limite
zéro (842), que F (x) a pour limite F (a), on trouve
F(a) + Ci=0o, C ——F(a), d’où
(8) Ç f(x) dx = F(x) — F (a).
Enfin, faisant tendre x vers la limite b, on aura
) () |. fe) de = F (D —F(u),
d’où ce théorème important : L'intégrale définie de f(x)dæ entre deux limites a et b entre lesquelles f(x) est continu, est égale à l'accroissement que prend une fonction F(x), dont la dérivée est égale à f(æ) duns l’intervalle (a, b), lorsque x passe de la valeur a à ia valeur b. Pour abréger l'écriture, nous écrivons cet accroissement comme il suit : b
Remarques. — 1° Ce théorème subsiste si f(#), étant intégrable, devient discontinu pour un nombre limité de valeurs Gi as ce Gp de P dans Pintervalle (a, b), du moment où F(x) reste continu dans cet intervalle et où l’on a F’(x) — f(x) pour les valeurs de x ou f(x) est continu. En cffet, on a vu (842) que la fonction æ(x) est aussi continue dans l'intervalle (a, b); donc les fonctions F(x) et æ(x) qui ont même dérivée dans chacun des intervalles (a + 0, ai — o), .. (ay + 0, b — o), sont égales, à une constante près, dans chacun de ces intervalles, et comme ces fonctions sont continues pour æ—=@, © = Guy 0 X —= Op, X —= D, la constante a la même valeur dans tous ces intervalles et dans l'intervalle (a, b). L’équation (8) subsiste donc ainsi que l’équation (9).
2° Une précaution est nécessaire dans l'emploi de l’équation (9) lorsque F (x) est une fonction à détermination multiple, telle que are tg x, le symbole are tg étant pris dans le sens général (85); F(a), F(b) admettent alors plusieurs valeurs qui, substituées dans l’équation (7), fourniraient des résultats différents pour l'intégrale définie, laquelle évidemment n’admet qu’une valeur unique si f (x) est une fonction simple. Le choix est déterminé par la condition de continuité imposée à F(x): après avoir attribué à F (a) l’une des valeurs que comporte F (x) pour x — a, il faudra choisir pour F (b) celle que l’on obtient en supposant que F (x) varie d’une manière continue lorsque x passe de la valeur a à la valeur b. Ainsi, l’on devra prendre
mur arc tg (1) — arct e
parce que, si are tg x est pris égal à zéro pour x = 0, et si x varie d’une
manière continue de o à 1, la fonction arc tg x, restant continue, atteindra la valeur 7 : 4. |
314. Les théorèmes sur l'intégration par décomposition, par partie, ete... s’appliquent aux intégrales définies. Il résulte d’abord, de la définition des intégrales définies et de l’égalité évidente
SF (E) Æ p(é) Æ +10; — Sf(E:) di ÆE 2p(Ë:) à E +
f(x), o(x), … désignant des fonctions intégrables entre a et b, que l’on aura
b b b (10) ( Lf(x) + o (x) Æ +] de — | f(x) de + | p (x) dx +...
En second lieu, partant de la formule de l'intégration par partie,
Jo(x)Ÿ' (a) da = p(x) p (x) — J Y (x) (x) dx
et appliquant l'équation (9) du N° 848, on aura évidemment
En) Leterptae ete) 4 (077 — À" pee ge de
ce qui est la règle de l’intégration par partie appliquée aux intégrales définies.
Revenons encore à l'équation
a (2) =— (°c dr,
f (x) étant une fonction intégrable dans l'intervalle (a, b)etx variant entre a et b. Posons æ = @ (2), @ (z) étant une fonction continue de z dans une intervalle (30, z;) tel que l'on ait pe) a (a) —b6, et admettant une dérivée œ’ (z) intégrable dans cet intervalle. On aura, comme ou l’a vu (822),
D fo) TO j (0) 9 (6) — fe (M ()
d’après la règle des fonctions de fonctions. Il en résulte, d’après le N° 313 æ (x) — ® [p(2)] étant une fonction continue de z, 7, (re (1 g (0 de = à Lo (a) — æ Le(e)1 = O — x (0, ou enfin
Zi b (12) l flp(z)19(:) de =[ r 6) dx.
C’est l’intégration par substitution appliquée à l'intégrale définie. On peut donc remplacer x par une fonction © (z) d’une nouvelle variable sous le signe d'intégration, pourvu que l’on prenne pour limites de la nouvelle intégrale les valeurs de z qui correspondent aux limites primitives, et que p(z) varie d'une manière continue dans cet intervalle. Ainsi, si l’on applique à l’intégrale la transformation
on aura, si a et b sont de même signe,
| rs) dx —— MIE _
parce que Z —1:2z Varie d’une manière continue entrez—1:aet z— 1:D; mais cette transformation ne serait plus permise si a et b étaient de signes contraires, parce que 1: aet 1: b étant aussi de signes contraires, 1 : z passerait par l’infini entre les limites de l’intégration.
316. Deuxième théorème de la moyenne. — Soient o(æ), L(x) deux fonctions intégrables dans l'intervalle (a, b), en sorte que l'intégrale b | 2 (e) 4{e) de
aura une valeur déterminée et finie. De plus, admettons que o(æ) soit toujours positif et non décroissant dans cette intervalle. Il sera toujours possible, par un certain nombre de valeurs
X: —= u, X9s Love ln Ln+1 —— b, de décomposer l'intervalle (4, b) en n intervalles dans chacun desquels
l’oscillation de la fonction o (x) sera moindre qu’une quantité arbitrairement petite c, car on pourra toujours prendre pour l’une des valeurs x,
ci-dessus, toute valeur ë de x pour laquelle o (x) serait discontinue, et remplacer, sans changer la valeur de l'intégrale, o () par o (£ — o) ou par @ (ë + 0).
Désignons par C; une moyenne entre les valeurs de. P (x) dans lintervalle (&:, &;41), et par g (&) la différence (4) — G: dans cet intervalle; il s’ensuit que g (x) aura, dans tout l’intervalle (a, b), une valeur absolue moindre que oc. Nous aurons donc
Le cy(e x) dx = AMC jar = 2 (° LG g (x)] Ÿ (x) dx
i=1 Xi XLÿ+r == 5 | U (x) dx + [ g (x) Ÿ (x) dx. Xi (e Nous posons b b b Y(x) dx — d4, TON re | (a) dette x, Lo Lh d’où
sc, [pa dx Ci (di — 32) + Ca(2 — 35) 44 On (us — de) + Cudn
—= C; J1 + (C2 — C1) Jo “use + (C —C,_ 1)dn = C MC (J4, J>, ……s dan); car, d’après les propriétés attribuées à o (x), les quantités Ci, C2 — C,, Cr — C,_, sont toutes positives. Mais la fonction de x
b Lt) de œ estune fonction continue de sa limite inférieure x; done, la valeur moyenne entre les intégrales J1, Jo... d, ne peut être que la valeur de cette intégrale qui répond à une valeur & de x comprise entre a et b. De ià
>, | “E Y{x) dx = C, (. U(x) dx.
D’autre part, désignons par M la limite maximum des valeurs absolues de Ÿ (x) dans l'intervalle (a + 0, b — 0); on a évidemment
WA ( g(x)Ÿ (x) dx € [gt ax) de M (b — a),
donc, si l’on désigne par À une quantité comprise entre — 1 et + 1, on aura
(ac phase ME),
— 1 lle et enfin b b \ p(x) Ÿ (x) dx = C; | #6 dx + ÀoM(b — a).
Faisons tendre vers zéro les intervalles (x, x:14); C, différera aussi peu
qu’on voudra de o (b — o), « pourra devenir moindre que tout nombre donné; on trouvera, à la limite,
b b (A) À 0) 4 (2) de = 0 (b—0) |, 4 (a) de.
Supposons maintenant que o (x) soit de signe quelconque, mais variant toujours dans le même sens dans l'intervalle (a + 0, b — 0). La fonction @ (x) — o (a + o) sera donc constamment positive et croissante, ou constamment négative et décroissante. Dans le premier cas, on prendra cette fonction pour la fonction o (x) de l’équation (A), ce qui donnera
(Le (a) — 6 (a 0j] (e) de 19 (b— 0) — g (a+ 0) ta) de,
d’où b ë b (3) fete) bye e (ao) (fu (a) de +8 — 0) [4 (a dr
Dans le second cas, on remplacera dans (A) o (x) par © (a + 0) — o (x) et l’on arrivera au même résultat. L’équation (13) est donc générale et constitue le second théorème de la moyenne.
317. Toutes ces propriétes et l'existence même de l'intégrale définie ont été fondées sur les hypothèses 1° que les limites a et b aient des valeurs finies; 2° que la fonction f (x) ne puisse croître au-dessus de toute grandeur donnée dans l'intervalle (a, b). Si ces conditions cessent d’être remplies, de nouvelles définitions sont nécessaires. Nous nous bornerons ici aux premiers principes.
1° L'intégrale de f(x) dx prise entre les limites a et o désigne la limite vers laquelle tend l'intégrale prise entre les limites a et x lorsqu’on fait croître indéfiniment x. Ainsi, par définition, on a
fe fl) de — lim j as
ax=0 à U
Par exemple, « étant > o,
Le Mucl rer I e% dx = lim | — — —.
le) a=0 & [|O œ
La limite est, tantôt infinie, tantôt indéterminée, tantôt, comme ici, finie et déterminée; nous indiquerons plus tard les caractères qui distinguent ces divers cas.
On interpréterait dans le même sens les notations
(ee)
(a f(x) de, Li f() dx.
2° Concevons que f(x) croisse indéfiniment en valeur absolue, lorsque x tend vers la limite b, et soite une quantité positive, aussi petite qu’on le veut. On posera, comme définition,
(fe) 1e im f(x) dx ;
cette limite pourra être, suivant les cas, infinie, indéterminée, ou finie et déterminée, Ainsi, l’on aura
19 dx ! ; T ——— — lim [are sin (1 — €) — arc sin o] ——- OYr—x ‘= <
De même, si f(a + 0) = +, on posera b b d — li D d Ve (rte) de — tm (fe dr
3° Enfin, si f(x) devenait infini pour une ou plusieurs valeurs de x comprises entre a et b, on regarderait l’intégrale comme la somme des intégrales étendues à chacun des intervalles dans l'intérieur desquels la fonction reste finie, et ces intégrales partielles seraient définies par la règle précédente. Ainsi, si l’on avait, a, étant > aet < b,
flai—o)=Eo, f(u +o)=+Ho,
on prendrait comme définition b LE b f(æ) dx = lim | [ f(x) dx + f(x) dx |:
a a Ft
e et n étant des quantités positives, infiniment petites et indépendantes l’ane de l'autre.
318. L’équation (9) du N° 8#8 subsistera pour ces intégrales que nous venons de définir, si {a fonction F (x) reste continue dans l'intervalle des intégrations. 1 n’y a nulle difficulté pour les intégrales à limites infinies. Mais si nous considérons le troisième cas, qui comprend le
second, nous aurons, la fonction F (x) étant continue dans les intervalles (a, ai — €), (a: + n, b), ce qui permet d’appliquer l'équation (0),
(re) dx = lim [F (a; —<)—F(a)+F(b) — F(a + n)] — F(b)— Fa) Him [F (a; — €) — F (ai +), ct comme le dernier terme se réduit à zéro à cause de la continuité de F (x) pour x = a;, on retombe sur l’équation (9).
De même, si dans l’équation (12) la dérivée &’ (z) de x par rapport à z devenait infinie pour une valeur de z de l'intervalle (z,, z:), on partagerait les intégrales relatives à x et à z en deux autres dans lesquelles cette difficulté ne se présenterait pas, et l’on démonterait ainsi que l’équation (12) subsiste, même lorsque +’ (z) passe par l'infini. De même pour les théorèmes du N° 314.
Ces remarques suffisent pour lever les difficultés qui se rencontrent dans les applications les plus usuelles.
S 2, APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES AU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES.
819, Lorsqu'on connai tl’intégrale indéfinie d’une expression f (x) dx, l'équation (9) du paragraphe précédent conduit presque toujours immédiatement à la valeur de l’intégrale définie. Ainsi, de la formule
ati
fr PRE En (CES
ai on déduit
(a dr ai
De même, de l'équation
€ , Sn2mx cos? mx de = + |? cç 2 Te au Lac on déduit, si = cst cnticr, Ti
2% T cos? mx dx — -:
Si m et n sont entiers et inégaux, on aura
{cos mx cos nx dx =; [co (m + n)x + cos (m — n) «| dx
__sin(m+n) nie sin (M —- n) x _ 2(m—Ln) 2(m—n) d’où
T COS MX COS nx dx = 0.
De l'équation du N° 804,
dx 2 ad —0 : | Pen VA (Vu) +ou> 0,
on déduira pour l'intégrale entre les limites o et x, en ayant égard à la condition de continuité imposée à la fonction,
Ç dx 2 A 0) T ——_—_—— = ————— (arc tg oo — arc tg o) = ——,. oa—+b cos x a? — b? 5 # /a? — b°
320. On trouvera aussi immédiatement, d’après la définition donnée pour les intégrales à limites infinies, si a est > o,
Dr APT Ê a? + ve KE 2a ; et en appliquant les formules (4) du N° 806, (ee) a (ee) pa b Ê e7%2 cos bxdx — PTTÉ Ç CRAN hIE al
Les formules de réduction, souvent rencontrées, se simplifient parfois notablement lorsqu'on les applique aux intégrales définies, et conduisent rapidement aux valeurs de celles-ci.
Par exemple, la formule (8) du N° 807 nous donne
m [sin” xdx — — sin”-1 x cos x + (m — 1) (sin”-? xdx,
d’où, prenant l'intégrale entreoetr:2,0na ee
( sin"? xdx,
sin” xdx — O m
et l’on en conclut immédiatement, en supposant m égal à un nombre entier, positif et pair 2n,
T T 22° 2n—I 2n — 1 (2 1.3...(2n —1)T sin?" XX ————— . 3h 1 Lu LEE EN EL eme D LR o 2 - 2n—2 2)o 2H 2 NUZ et en prenant m — 2n +1, FT SX 2 DA isa sin?+! RATE ne ee o 3.5...(2n +1) On a d’ailleurs T T Z 25. 5j Oo cos” xdx —\ sin” (+) de —| sin” zdz (e] (e) 2 T T ee en posant z—=-—x; d'où g Li 2 2 ( cos" ad — (sin x dx.
0 ge
Reprenons encore la formule du n° 294.
dx x ie 2M — 3 dx (a —at)" (2m—2) (1 Hat) om — 2 J(1 Ha) ; et cherchons l'intégrale entre zéro et l'infini. Le terme hors du signe f
s’annule pour x —0o et tend vers zéro lorsque x tend vers l'infini si m est entier et > 1. On a donc
Ç dx 2M — 3 F dx
rap o (1 + 2 5) Home. É
et cette formule de réduction nous ramène au cas de m = 1 traité ci-dessus, d’où co dx :1.3...(2m — 3)T Ç (ta) 2,4...(2m — 2)2.
En posant ax — x? — x (a © o), nous avons ramené (800) l’intégrale de
xd
/ax — x°
à celle de (1 + z°)-("+'dz. Aux valeurs x==0, x — a correspondent z = etz—0o, donc, en renversant les limites, changeant le signe et appliquant la formule ci-dessus, on trouvera F TTUX 1.3...(2 — 1) Jop/ax — x? 2:42
On a encorc, par le même procédé,
Tu m 4
eargnTi An — I
(evar-tz — --
( esta le,
d’où, a étant supposé positif et ñn > 7,
(» +) # CO A 11 ; earx" dr — er tra 2x, [e] a [e]
On en conclut, n étant enticr,
1.2.3...(N — I earç"— 1 dx _— 3 ) 2 o a” Enfin, on trouverait encore par des formules de réduction tirées des équations (7) et (8) du N° 807, met n étant entiers et > o,
a. 1.3...(2M —1)1.3..(2n — 1)% | sin?" x Cos*" rde = 3m) (nt) o
Mm + 2n
2k 2i4,..0n sin" x COS GX = ——— — \, { (mi + 1) (mm + 3)...(m Han + 1) (siutnt: x cos" zx — LL Re PAT MR EME * 0 (n + 1)(n + 3)...(2m + n + 1)
321. La formule (6) du N° 810 facilite souvent l'évaluation des intégrales définies. Soit à chercher l’intégrale
("= sin xdx f: sin + (re sin xdx
Jo 1+cos?x o 1—+-cos?x r 1H cos?x Dans la dernière intégrale, posons œ—nm—z, d’où dx — — dz,
les valeurs de z correspondant à x = x : 2 ct x — + sont respectivement
z—=Tm:2,z—0; donc, changeant le signe et renversant les limites, cette intégrale devient
(x — z)sin zdz
Jo: 1 cos" z
nn D |A
et l’on a, réduction faite,
fr x sin «dx 2 sin zdz ts ( |? T Re RE Te te (COS 7) le o1—+ cos? x ot —cos?z È 4
322. Considérons encore une intégrale définie importante, après quelques remarques préliminaires. Supposons m, n entiers et positifs, et n > m; faisons
TEA NOTE == (4,5) D — ms,
en observant que sin n0 — o; les formules (8) du n° 274 nous donnent immédiatement
k=n —I k=n—1 (a) - cos m(k, s) — 0, 2 sinm(k,s)—0; (—=0 =O0
de plus, en dérivant par rapport à 0 la première de ces deux équations (8) et faisant encore 0 — ms, on trouvera
k=n—1 L n (Ë) 2h (2k + r) sin m (k, s) — — Le
Décomposons maintenant en fractions simples la fraction rationnelle
ae.
I —- mr
en observant que les racines, toutes inégales, du dénominateur sont
données (7, S) par la formule
cos (24 —|- D) 4 sin (2k + == AURULE
où k reçoit les valeurs 0, 1, 2, ..., (n — 1). Donc, d’après la remarque du n° 260, le numérateur de la fraction correspondant à la racine
%y = ef) sera etm—n) (k,s)i e"” (,s)t
m—n QT = — =
DE mr T7
car on a e—" (k,8)? — e— (TITI 12 De là nous tirons x! pÉ—=A—T pm (k,s)t = — — EST ANR RU 142" Nino A — ete
ou, multipliant haut et bas par x — ef et ayant égard à l'expression du cosinus en exponentielles imaginaires, observant d'ailleurs que la fonction étant réelle, la partie imaginaire doit s’annuler d’elle-même,
12 No a—2xcos(k,s)Lr nn x?— 2% Cos(k,s) +1 Intégrons cette expression d’après la formule (3) du n° 294, et observons que l’on a ici « — cos (k,s), B—sin(k,s), d’où -
Ma + N cos m (k, s) cos (k, s) — cos (m — 1}(k, 5)
x" 1 1 k=n—1 xe"t,s)i _— etm—1) (k,s)i I XCosm (k, s) — COS (m EN 1)(k, s) CR ER PRESS, RE Les fe PER
sin mi k,s HT sin (k, s) | (Es), et nous trouverons pour l'intégrale indéfinie x"—tdx p À—N—1 ———Z cosm(k,s)l.[x?— 2x cos(k,s)Lr PE > cosm(k,s)l.[ (, s) + 1]
ner 1 Sin (k, oaretg | ROUES)
AUS
Le premier groupe s’annule évidemment pour x = 0, ct aussi pour Vi ON CAL ON AE 1. [x? — 2x cos (k,s) + 1] —1. x? LI, É — < cos (4,5) +àl et à cause de la formule (x), on a l'icone (fs) —0;
donc il ne reste dans ce premier groupe que des termes qui s’annulent pour x —= « . Quant au second groupe, comme on a
æ — cos (k,s) cos (#, 5) x sin (k, s) g | — — | — tel" "| —=aret :
te | sin (k, 5) | PE | sin (k, a se É — æ cos (k, |
et que cette expression tend, pour des valeurs indéfiniment croissantes de x, vers |
arc tg [—tg(k, s——(k,s) = —(2k + 12
nous aurons la formule
(ne) —1 K=n— æ"=! dx T 1 T ER one (2k + i)sinm(k,s) = ——— I + x n°1 . MT Ç À n Sin —
en vertu de l'égalité (f).
Cette intégrale donne la suivante. Posons
V— #7 — — X Le LT — À,
les limites d’intégration seront encore o ct « , et nous aurons
A SE? 4 T o I+Z sinar Cette formule est donc démontrée pour toute valeur rationnelle de a entre zéro et l’unité.
Exercices.
4. Trouver la valeur de l’intégrale TT L. (1 — 2x cos x + 2?) dæ, (e)
en partant de la définition de lintégrale définie (3e@#). R. Partageant l'intervalle (0, x) en n parties égales, on trouve d’abord que cette
intégrale n’est autre que k=n—1 k T T lim -], I] 1— 24 C08 — +2 }; HE 0) n k=0 Li
et d’autre part, on déduit des formules du n° 3,
es pet k on a CPS 1 ax —]I Il 1— 24 C0$ — + à ] —(a—1) = a" — 1).
FE 2 AS) Eu ei re fe = te Donc 4 L(x°% — 7 1. (1 — 22 cos æ + 2°) dæ — 7 lim ( }# [e) = n
Cette limite est zéro, si «? L1; rl. &, sie? I.
5 2 dx " Joa cos®æ + b*sin®æ 2ab
(T —— dx T (5 1) tm a: 0) I —1(&—4)V1— 2 Y'a — 1 À “ sin æ dx Purin & do "1; 1 + a Oo 1 — 2% COS æ + a PS OPEL A T a WT Al 6. ROLL 2 — 2.
[ m—i1 x"! d Re ÉCRAN Te 1 ci A x) ICE (m, n cnticrs et > 0).
T s. [ cos" x cos mr dx —=— ° 2m
9 is cos" x cos nx dx, m et n entiers.
R. L'intégrale est nulle si m est n, et si m est > n mais de parité différente. Si m>n, met n étant de même parité, on a
EN OI EA eE 2.4..{(m—n)(2n +2) (2n +4)... (m+n) ne
[ 1.2...n : À J racer senc ue rocrme SE CS CELL TIALLS PRES SE ENT NES ANT TS É 10 eut sin" œ dx = J0 1.2...7
sin cst pair.
a (a? + 2°)... (a? + n?) , T #4. Dans l'intervalle | 0, 2 Jona constamment, n étant entier et > 0,
sin®" #1 æ € sin?" x € sin°"-! >, d’où |
sin?+1 x dx < sin®” æ dæ 0 (e)
sin®*—! x dx.
Divisant les termes de cette inégalité par le premier qui est positif, et remplaçant ces intégrales par leurs valeurs (82@), on aura
k <Ÿ 5°...(2n — 1) (2n +1) Tr 2n +1 2HA (2H) 2 an Faisant croitre n indéfiniment, on a la formule de Wallis T 2 2.
DRM 2°.4*... (2ni
2 no (En
INTÉGRATIQON PAR LES SÉRIES
323. Soit /(x) une fonction développable en série équiconvergente (4108) dans un intervalle (a, b), en sorte que si l’on fait
(1) fa)= ue Hu Hurt HER,
VAR, scra < , € étant arbitrairement petit, pour toute valeur de x égale ou supérieure à un nombre fixe N et pour toute valeur de x dans l’intervalle (a, b). Si les termes de la série et la fonction f(x) sont intégrables dans cet intervalle, on aura, pour a € x € b,
æ x x HA x f(x) dr —| vd + | mde + +| td + | R,dx.
Ja a a a a Mais sin =>N,ona M rude < e (ar € e(b— 0); a a
donc la valeur absolue du dernier terme peut être supposée moindre qu'une quantité donnée pour toute valeur de x dans l'intervalle b — a, donc la série du second membre est équiconvergente et a pour somme l'intégrale du premier membre, |
(2) (rar ne U uodx + . usdx + +. + F Un_adx + +.
On a donc ce théorème : St une fonction f(x), intégrable dans un intervalle (a, b), est développable dans cet intervalle en une série équiconvergente dont lès termes sont eux-mêmes intégrables, les intégrales de ces termes entre les limites a et x < b formeront une série équiconvergente qui aura pour somme
(4 324. Ce théorème conduit à un autre également utile : Si une fonction f(x) est développable en une série convergente, dont les termes sont des fonctions de x qui ont des dérivées continues, dans un intervalle (a, b),
et si la série formée par ces dérivées est équiconvergente dans le même intervalle, la somme de cette seconde série sera la dérivée de f(x). Soit f(x) = uo + Us + ue + la série donnée, et | px) =, Hu Hu, + la série formée par les dérivées des termes de la première. Cette seconde série satisfait aux conditions du premier théorème, et l’on a, par suite, x TX X x ( p(x) dx {Tu dr +(° u! a+ u, dx +...
Mais, d’après le théorème du n° 812,0ona
ï ! x Un ALU
(le ça) de = {ue + us = f@ — fo et, en dérivant les deux membres par rapport à x, on obtient p(x)= f (a).
325. Le théorème du n° 328 est susceptible de deux sortes d’applications : 1° on peut, lorsqu'on sait obtenir sous forme finie l'intégrale de f(x) dx, déduire le développement de cette intégrale de celui de sa dérivée; 2° si l’on ne sait pas obtenir l'expression de [ f(x)dx au moyen des fonctions élémentaires, le théorème fournira le moyen de calculer sa valeur par approximation au moyen de séries convergentes. Considérons d’abord le premier problème.
I. On sait que, pour toute valeur de x comprise entre — p et +p, p < 1, on a la série équiconvergente
— = 1 x xt — 06 + 1 + x?
On conclut, par l’équation (2),
Dane du 2 | z'dx — Le Far (ads + | arde
ou 3 5 7 CO nes ee 4 (re rca)
résultat obtenu au n° 424.
II. De même, on a la série équiconvergente entre deux valeurs de x moindres que l’unité
2 2 I. x“ 1.3.5 Ga) tr +lot ES ere de
Appliquant le mème théorème et Pre que
CAN ET 4 —— = arc sin X,
Op/1— 2? S
on trouvera l’équation
DIRES TISSU arc sin PARENT Lo RENE TE 2.4 5 RAT 7 qui sera applicable pour toute valeur numérique de x moindre que l'unité. Pour x — 1, la série reste convergente, car on a ici (æ7,IX)
Uni (2n — 1} . 6n—1 3 ] me % = a —_—_—— — | ——————— —= — I im n (2 æ) DE l an (2n + | ETC 1) 4 Donc, d’après le théorème d'Abel (444), l'équation subsiste et représente arc sin 1, donc La pa 0 Eee PAR PE NME RENE UE 20a0 ie US ‘À AE EEE 326. Comme exemple d’intégrales qu’on ne sait pas exprimer sous
forme finie, considérons, k étant une constante comprise entre zéro et 1, l'intégrale finie et déterminée
; h ik? sin? o On a, par la formule du binôme, AE TEE, Pa AE HE EU A 1 2 ER - [2 2 © k#sint k° 6 :
(1 — k?sin? +) ae sin bn, sin ex me sinio—+ …,
et cette série est équiconvergente dans tout intervalle, comme il est facile de le voir. On a donc
Ps = = ze (° sin? pd + Lau ( siné odp + «…., op/1 —k?sin?p
ou, en remplaçant les intégrales définies du second membre sil leurs
valeurs (820), Tr
ere MOMIE) 1
Si l’on remplace sin o par x dans l'intégrale, on voit que la série obtenue donne le développement de l'intégrale définie
F dx | 20p/(1 — x?) (1—kx?)
qu'on appelle l’intégrale elliptique complète de première espèce. Soit encore l'intégrale (a > o, x > 0)
æe* dx æ dx æ I (x fe = dx Te je \ se 1.2 Ê
f d'dz+..,
comme on le voit en développant e* par la formule connue. On aura donc
x el Css Bebe. PR fe RTE EAN Ati pilre LS RP a ©
ou, les termes constants formant une série convergente, æe “dx = ee + A PRES
C désignant une constante.
327. Le développement en série conduit parfois aux valeurs d’intégrales définies remarquables. Ainsi, on a, d’après une formule du n° 278, a étant une constante positive,
e7 4006 cos (a Sin Æ) — 1 — à COS x ape mL Me VS
cos 3x +...
et cette série, qui se déduirait d’ailleurs de la formule de Maclaurin, est équiconvergente dans tout intervalle de la variable x. On a donc, par l'équation (2),
T 2 T aÿ aÿ
ea cos (a sin ©) de = - — Q + ——— — +... Ç 2 T'AS 2e Eu
D'autre part, développant sin z par la formule connue, on a, en vertu
du même théorème, pour toute valeur positive de a,
f sin zdz a5 se a ——— —})(( EE ———————————————— — le) ve 1.2.3:3 1.2.3.4.5.5 donc T 2 ; T a sin Z era sr cos (a sin æ) dt = —— dz.
Si l’on fait croître indéfiniment a, on reconnaît que l'intégrale du premier membre tend vers zéro, car le facteur e-2%%* finit par devenir
. Là La T [4 moindre que toute grandeur donnée dans l'intervalle (, Re DE étant
une quantité fixe aussi petite qu’on le veut, tandis que cos (a sin x) ne surpasse pas l’unité. D'autre part, la portion de l'intégrale comprise entre
L L2 FT TT j L les limites — — <, - est moindre en valeur absolue que 2 2
Ç dx — &.
Il résulte de là, nécessairement,
‘. sin zdz 7
On trouve de même, 1. (1 + x) étant développable par la série équiconvergente
pour toute valeur absolue de x < 1,
zl.(1+x SN RC 2 US ren en it PAIE o TL 2? 22 43 ct comme la série reste convergente pour x = 1, 11. (14%) I I I 1 ——— dx=1—--+-—- +. ——, (e) x 2 3 4 12
d’après une formule numérique connue.
328. Comme dernier exemple de la détermination d’une intégrale
définie au moyen des séries, considérons æe”s*sin bxdx ar ceseml
O EH
D'après la formule de Maclaurin, nous avons
b5xs b2r—1%2n—1 b?r 72»
sin bx — bx — He LE ———— ZE ——— sin (0bx), 1202 1: 22071) 2 on
0 étant D oet € 1. On en conclut, en posant
œ Ps; =| e2x?dx, e)
æ e7s# sin bxdx b5 I LS SRE SPORE RER Pi NID : x 1223 1.2...(2n — 1) bis co Æ =) es# g°* sin (6bzx) dx.
La dernière intégrale a une valeur absolue moindre que P:,. Faisons tendre x xers o , observons que l’on a (820)
. Le) . I L] 2 ..e 2 lim P2» = erar Pr dix — Me en %—=o 0 a a?rti et il viendra © e—a#sin bx dx bb 1b5 rb° £ 1 b?r-1 À b?r a = = — — _ —— 00 A s + ]
À désignant un nombre moindre que l'unité. Ce dernier terme tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment, si l’on a Wb € a, ct l’on reconnait la série convergente qui a pour somme arc tg (b : a). On a donc, pour toute valeur de b moindre numériquement que a,
(° e-s#sin bx dx — — arc tg-.
re) x a Exercices.
T dx I I A 4 7 en À Ne US on.
OI 3 Vi x to V3 2— 2% 4 72e T0
(— 1 Lx<Ii).
I zV xs axÿ x?
= — arc (g =t+—-— ——— + — ea ertis +
T arc tg x dx . AECREM CT
(—1<zx<1).
LE
larct œ de I I 4, (eee RU mn er AN re
0 3 < 5 ai7e
5. ( œa*dx. — R. On développe xe* —e%*l:7 par la série exponentielle, on est o)
RER = = (arc 182)" = (r+ :)e = (0: ide + - 5
ramené à des intégrales de la forme far (L.æ)? dæ (802). On trouvera
I a a? a a* LEUR PE — +— Re — — 000 h 22 3° 4* 5° T 6. eaeos& cos (a sin x) dx —=T.
O ; 2 eat dx I ee 12 ji I1.2.3.4 Ê name el NO — L— ——— a OS SAP ES + (at +23)(a +4)
I a s. (RE EN Es En ue Di
On obtient cette série au moyen de
l'intégration par partie;
après le ntème terme résulte du calcul et montre la convergence de la série.
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL INTÉGRAL
329. Le calcul intégral s’applique avec succès à un grand nombre de problèmes importants de la géométrie, tels que la quadrature des aires planes, la rectification des courbes, etc. En effet, ces problèmes se ramènent à trouver Ja limite d’une somme d'infiniment petits, et en s'appuyant sur les principes de la méthode infinitésimale (47, 48) et sur les propriétés des fonctions continues, on parvicntà mettre l’élément infinitésimal de la grandeur cherchée sous la forme simplifiée d’une fonction d’une certaine variable multipliée par l’accroissement infiniment petit de cette variable. La limite de la somme de ces éléments sera donc une intégrale définie et au moyen du théorème du n° 818, il suffira de calculer l'intégrale indéfinie de la fonction sous le signe [ pour obtenir la valeur de la grandeur cherchée.
S 1, QUADRATURE DES COURBES PLANES
330. Coordonnées rectilignes. — Soient y — f(x) l'équation d’une courbe plane BM (fig. 48) rapportée aux axes OX, OY se coupant sous un angle y, et S — ABMP l’aire comprise entre cette courbe, l’axe des x et deux ordonnées AB, MP qui correspondent aux abscisses x, et x. Décomposons cette aire en segments infiniment petits mpp'm' par des parallèles à l’axe des y; soient 1, æ; les abscisses Op, Op', dx; — 5 la distance pp’. L’aire du segment mpp'm' étant
Fig. 48. évidemment comprise entre celles des deux parallélogrammes de même base pp', construits sur la plus petite et la plus grande des ordonnées de la courbe dans l'intervalle d;, si l'on désigne par &; une ceriaine valeur de x prise dans cet intervalle, on pourra poser
aire mpp'm' —= f(E) d; sin y, . aire ABMP — sin y 5 f (Ë;) à,
et en faisant tendre vers zéro les éléments d;, on aura à la limite , x (1) S — sin | f(x) dx.
æo Si les axes sont rectangulaires, sin y — 1, donc
(2) SE ï. fx) dx.
æxo On conclut de là que l’aire comprise entre une ordonnée fixe et une ordonnée variable, considérée comme fonction de l’abscisse de celle-ci, a pour différentielle f(x) dx ou y dx, les axes étant rectangulaires. 331. Parabole. — La parabole, rapportée à un diamètre OX et à la tangente OY (fig. 49) à l’origine de ce diamètre, a pour équation y*—2bx, d’où
ang Lt
f(&)—=Vv 20.2.
L’aire OMP entre la courbe, l’abscisse OP — x et l’ordonnée MP — y, est donc, d’après (1),
Nr COL Ro Pas S— 26 sin; | dde —V'2bsiny. <a ou, en vertu de l’équation de la courbe,
= xy Sin 3 /
Cette aire vaut donc les deux tiers de celle du Fig. 49. parallélogramme OPMQ construit sur OP et MP. Si l’on prolonge MP jusqu'à sa rencontre en M’ avec la courbe, on verra que l'aire OPM' est exprimée, abstraction faite du signe, par la même intégrale, puisque OX est un diamètre des cordes parallèles à OY. Il en résulte que le segment MOM’ entre la parabole et une corde quelconque MM’ vaut les deux tiers du parallélogramme MQ Q'M’ construit sur celte corde et sur sa flèche OP.
332. Segment circulaire. — L'équation du cercle rapporté à deux diamètres rectangulaires est x? y? — a? ; le segment compris entre les deux ordonnées positives qui répondent à æ4—0 et x—x, a donc pour valeur
x SR s— | de y'a? — x?.
On trouve facilement, par la substitution x = a sin z, que cette intégrale a pour expression
ALES
elle se déduit de celle du cercle de rayon «a par l'introduction du facteur constant b : a; il en sera donc de même pour les aires correspondant à une même abscisse. [1 s'ensuit que l'aire du quart de l’ellipse est
| LI; 4 et l’aire totale de l’ellipse égale rab.
333. Hyperbole rapportée à ses asymptotes. — L'équation de la courbe, c designant l’excentricité, est 2 c?
XY—=— OÙ Y
4 4 4x Donc, y étant l’angle des asymptotes,
SR CI “LATE En L(£) 7 =, ? To
On remarquera que S deviendrait infini si l’on faisait x — 0, c’est-àdire si l’on comptait l’aire à partir de l’asymptote OY. 334. Cycloïde. — Si l’on prend pour variable d'intégration l’angle w (184), on aura ydx = a? (1 — cos w)° do, et l’on trouvera
(c — COS a) du =? à — 2 sin & -=sin © cos w + C.
Done, si l’on compte l'aire de la cycloïde à partir de l’origine O pour
laquelle © — o, jusqu’à une ordonnée MP qui répond à une valeur w de l'angle variable, on aura
LU I LI S— a? ( À 0 — 2 sin ü 4 sin c cos a )- 2 2
Retranchons cette aire OMP (fig. 50) de celle du rectangle OPFG qui a pour valeur 2ax — 24° (wo — sin «), lereste, c’est-à-dire l’aire OMFG, sera égal à
= (co —- sin © cos &),
ce qui est précisément l’aire du segment AMQ déterminé, dans le cercle générateur, Fig. 50. par la perpendiculaire MQ sur le diamètre AB. On a done
surf. OMFG = surf. AMQ.
Pour © — 27, on trouve S — 3Ta° : L’aire totale entre une arcade de cycloïde et sa buse est triple de l'aire du cercle générateur. 335. La cissoide est représentée par l’équation
PA xt
—— PRE | 24 —Z%X 20X — x?
a étant le rayon du cercle générateur. Cette courbe, symétrique par rapport à J’axe des x, a une asymptote parallèle à l'axe des y, représentée par æ — 2a. L’aire comprise entre la courbe, l’axe des x et cette asymptote a donc pour expression
24 x°dx ( V/2ax — x°
Si, dans la formule du n° 320,
2 x" dx 1,3. (2M — 1 M — 0 nn
Op/ax — x° 2.4. so. 2711 on remplace a par 2a et m par 2, on aura
et en doublant cette valeur, on trouvera 37a° pour l’espace indéfini
compris entre la cissoïde et son asymptote. Cette aire est done égale à celle de l’arcade de cycloïde engendrée par le cercle de rayon a. C'est là un premier exemple d’un espace non fermé qui possède une
aire finie et déterminée.
Considérons encore la courbe représentée par l’équation
CO
m, n étant des constantes. positives, et cherchons l'aire S entre cette
courbe et les axes positifs. Cette aire est finie, car on a
y of À ,
et pour x — 0, y —b; pour x = a, y — 0. On a donc
s=v("(: mn) dx, o a”
ou, en posant x — az", substituant, et faisant pour abréger 1 : m— y,
(a) Li Ç gui (1 — 2) da.
Nous désignerons cette intégrale par B,, _4. Si dans les équations (7) et (8) du n° 308 nous faisons a = 1, b— — 1, p— y, q = pu — 1 pour les accommoder au problème actuel, elles donneront, puisque » et x sont des quantités positives, | |
y u — 1 B;, VE | via B;, HA en B, 0.
On déduira d’abord de la seconde, en supposant u > k + 1, k étant entier et positif,
== BR (B) Bu (uv) (uv)... (u+v—k+r)
Puis, en supposant » >> k, k entier et positif, la première donnera
on) v(v—i)..(v— k' +7) Qu + v — K)(u Hu —hk — 1). (uHv—k—k Hi)
By, B-k—1 e
By, ur: BV_5 uh te
Substituant dans (6), on aura (u— 1Qu— 2) (uv — 1 +) (y) B,, 1 TL nc Eve ee RE LL ke B,_ —k/,pakte Ge + vu +v 1). Qu + # + .
On ramènera ainsi les exposants de z et de 1 — z à être compris entre zéro et l’unité.
Si # est un nombre entier # + 1, et si l’on observe que
Bo À (4 a [le
on aura par les formules (6) et (x),
HS (JE ES @ me NE eR ARTE)
Sigest > oet < 1, et si u+-v est un nombre entier, on fera, dans
l'équation (y), k— 0 et k — pu + », et l’on aura Y(v— 1)...(1 —u) Ç RAR SL PU rh es ue (uv) (M v—1)...2.1 Jo ) Mais la substitution DE Ant) el du AUTEUR M4 ML ur G+u}”
transforme cette intégrale en celle-ci I (AUPARUU T ( ant (1 — 2) de = | = — , O 0 i +4 sin (4T d'après la formule du n° 82%, puisque « est une fraction moindre que l’anité. On a donc, dans ce cas
SE AU OR ie | 2... (x + v) sin UT
Dans le cas de l’ellipse, omnau—r—1:2,u—<+v—=1,
Pour la courbe
on aura
337. Les équations (1) et (2) donnent nécessairement, lorsque f(x) est négatif dans l’intervalle (x1, x), des valeurs négatives pour S, en sorte que les aires situées au-dessous de l’axe des x sont négatives. S'il arrive que la courbe traverse cet axe plusieurs fois, les aires comprises entre cette courbe et l’axe OX, seront tantôt d’un coté, tantôt de l’autre par rapport à OX, l'intégrale définie fournira l'excès des aires situées du côté des y positifs sur les aires situées du côté des y négatifs.
Il arrive fréquemment que l'aire S à évaluer est comprise entre deux courbes BM, B'M' (fig. 51) et deux parallèles AB’, PM’ à l’axe des y. Or, si l’on décompose l’aire BB'M'M en segments infiniment
Hip le petits par des parallèles à l’axe des y, on verra, comme au n° 880, que si l’on désigne par f(x), f(x) les ordonnées respectives des courbes BM, B'M', le segment compris entre deux parallèles «3, «'B' à OY correspondant aux abscisses æ;_1, +; sera représenté, les axes étant rectangulaires, par une expression de la forme
[A(E:) 7% fi(Ë)] 0
et l’on aura encore
(3) EE (. Lfa(e) — fi(æ)] de.
S'il s’agit, par exemple, d'évaluer l’aire comprise dans une courbe fermée que les parallèles à l’axe des y ne coupent qu’en deux points, on emploiera la formule (3), en prenant pour f(x) et f(x) respectivement la plus petite et la plus grande valeur de y tirées de l’équation de la courbe, et pour %, x respectivement la plus petite et la plus grande valeur de x auxquelles répondent des points de la courbe.
228. Coordonnées polaires. — Soit r — f(0) l'équation d’une courbe en coordonnées polaires. Pour évaluer l'aire S du secteur compris entre cette courbe et deux rayons vecteurs OÀ, OM (fig. 52), on la partagera en secteurs infiniment petits par des rayons vec= teurs. L'aire du secteur mOm’ entre deux rayons Om, Om’ qui comprennent un angle AO sera comprise entre celles des deux secteurs circulaires de même ouverture, ayant pour rayons le plus petit et le plus grand des rayons vecteurs de la courbe entre Om et Om’. Elle s’exprimera
donc par
nn?
SÉ A6, Fig. 52.
p étant une moyenne entre ces rayons, et l'on aura, par suite,
1/9 (4) S—? | ru,
0, 9 se rapportant aux rayons OA, OM. On remplacera r par sa valeur f (8), on effectuera l'intégration, et l’on aura l'aire cherchée. 339. Exemples. — 1° Folium de Descartes. — L'équation de cette
courbe, y — 347y +2 = 0, transformée en coordonnées polaires, prend la forme
. 34 sinÿ cosû sin50 — cos’
L’aire du secteur compris entre l’axe polaire (9, — o) et un rayon vecteur quelconque a pour valeur S ga? fo sin? cos?0 d0 2 Jo(sin50 + cos59) Pour intégrer, on divise haut et bas par cos‘, on pose z — tg50 et
l’on a
3a? ( dz | I | - 3a° tg50
a ata a [itel 26 + 8)
Si l'on fait 9 — x : 2, on obtient pour l’aire totale de la feuille 3a° : 2
90 Secteur elliptique. — OA — a, OB — b étant les deux demi-axes (fig. 55), sur le grand axe comme diamètre décrivons un cercle; soit N le point de ce cercle qui a même projection P sur OA que le point M (r, 0) de l’ ie ; posons BON — u. Nous aurons
: b æ=—1r Co—a sinu, y—r sing — a NP—b COSU,
d’où do b du
b tw0——çcotu, ————— r? d0 — — ab du.
& a * cos’0 a sin°u
L’aire du secteur elliptique BOM a donc pour expression
T sf = © [ Ti VIRE 2 J0 2 Ju 2
340. On verrait de même que l’aire comprise entre deux courbes AM, A'M’, ayant respectivement pour équations T1 —= f1(8), Te —= f2(8), ra LT et deux rayons vecteurs OAA’, OMM' s'exprime par l'intégrale
ô g (5) —; ( cr).
Exercices.
#4. Aire de l’hyperbole entre la courbe, l’axe réel et une ordonnée quelconque y.
bb. ,y———— œ ab = "Va, S S=+—— (+ +2):
La courbe
passe par l’origine O, présente un point d’inflexion À pour æ=— a: 3, y — 2a : 27; un point B d'ordonnée maximum pour æ— 2a : 3, y — 44 : 27, de sorte que les points 0, A, B sont en ligne droite; enfin, elle coupe l’axe des æ en C pour æ— a. L’aire OABC entre la courbe et l'axe des æ est égale à a° : 12 ; Paire OMAP terminée au point d’inflexion — a* : 12-9; l’aire OABQ terminée au point B— 4a° : 92 et vaut le triangle OBQ. Les aires comprises entre la courbe et la sécante OAB, de part et d’autre, sont égales entr’elles (DE SLusE).
Spirale logarithmique
r— ae"), S———(ç2m9 — cm0), am 2. Développante du cercle. (Ch. XIV, ex, 44.) r=a(1H au), 0—0w—arctguw; 0, —=0.
a?o° S= ——° S. Podaire de l’ellipse par rapport à son centre. 2 b? gt a = + (1)
Aire totale de la courbe fermée — la moitié du cercle qui a pour rayon V/a? +0. 9. Aire de la courbe fermée qui a pour équation
r2— a c05 0b2sin 00, — 0; S— sin 6 cos 6.
r —= 20 Cos 28 cos 6. R. sw (+3).
40. Lieu des projections du centre de l’ellipse sur les normales.
% (a? — b°) sin 8 cos 8
| Re es a = 7 V/a® sin® 6 + b® cos’ 0
o 2 2 ph? b b Ses ai ne - in 0 08 6 — F'are 1e ( 150 ).
Aire totale de la courbe, composée de quatre feuilles égales — x (a — b}* : 2.
42. Une corde de longueur constante c + c’ se meut en appuyant ses extrémités sur une courbe fermée donnée. L’aire comprise entre la courbe et le lieu du point M qui partage la corde en deux segments c et c’ a pour expression rcc’, quelle que soit la courbe donnée.
ET
D’après cela, on a immédiatement
() s=[ VARIE dx y/1 + f(x}:
Si l'équation de la courbe est donnée en coordonnées polaires, r = f (6), on verra par un raisonnement semblable que l’on a
eo sofa /r+efavrorre,
6, et 0 se rapportant aux deux extrémités de l’arc. Dans ces formules,
dérivée
s est supposé croître dans le sens où la variable indépendante, x ou 6, est elle-même croissante.
342. Exemples. — 1° Parabole. — L’arc est compté du sommet de la courbe, l'axe étant pris pour axe des y. On a %o = 0, x? — 2py, d'où x? x 1fz = foyer let = far re LE P P Jo VP Mais on sait que | ( x?dx dx dxy/ p° + x? — es 1
Lise (2 E re ut JVr+x Vp'+ 2 Hop +—[dry/p+ x, d’où, d’après une formule du n° 297, CRE 2 rien de Sda PF = pe Ha +0 («+ pp +x)+c.
Retranchant de cette intégrale sa valeur pour x = o, on trouve pour l'arc de parabole
RE. ? Dr?
nn rie (Erre }
2° Ellipse. — On exprime les coordonnées de la courbe au moyen de l'angle w du n° 889,
x — asin u, y —b cosu,
dx? + dy? = du /a? costu + b? sin?u — adu /1 — e* sin’u,
en posant ae — j/a? — b?. Si l'arc est compté du sommet B du petit axe, On aura
1/1 s—a| duy/ 1 —e* sin°u.
Cette intégrale, qu’on appelle l'intégrale elliptique de seconde espèce, ne peut s'exprimer sous forme finie, mais comme onae < 1, on peut développer le radical en série équiconvergente et l’on a
Fe eésinfu +,
se Î . LÉ RATIERRE (1 — €? sin?u)* — 1 — - €? sin?u — ——€" sin‘u — 2 à
d’où, par le thérorème du n° 8323,
e? fu et fu 1.3€ fu, CEST É — À sin°udu — =| sin‘udu — 3° sin‘udu | 2 24419 2450110 Toutes ces intégrales se caleulent sans peine (807). Pour avoir le quart du périmètre de l’ellipse, on fera uw = r : 2, et en appliquant la formule
ART 1,.3...(22— 1I)T sin?"udu — Aa) TE
on aura en série conyergente l'expression demandée,
AL É _OË (Ne :3 ) | 2 2 2 ANS 2H ATOS 3° Cycloïde. — On prendra l’angle w (484) pour variable d’intégration. On trouvera /dx? + dy? = ado /(i — cos w}? L sin°w — 24 sin 30 do. On en déduit, pour la longueur d’un arc de cycloïde commençant à © — 0 et se terminant au point «w,
$ — 4a (1 — cos + w), et pour la longueur d’une arcade entière,
si o00,
AUD
résultat connu (243, IV).
4° Cardioïde. r = 24 (1 + cos 0), 0, — On a dr , ÿ NE RE = 4 | cos — 040 — Ba sin = 0.
re) (e] 2 2
Le périmètre entier de la courbe a pour mesure 16a.
5° Lemniscate. r® — a? c0820, 0 = 0.
On trouve dr a? à ) a‘ ù — —— —sin20, s—\ dû a? c0520 — sin?
di F , [ + a Sin 20 ou fo do . a\ date à 0f/ cos26.
On ramène cette intégrale à une intégrale elliptique de première | espèce en posant
V/2sin0—sinu, 2 cos0d0 — cos udu, /cos29 = 1 — 2 sin —p/1 — sin? # — cos u,
a (7 du S— — TER sy mn sp?
V2 LIRE À I —- sin” Exercices.
4. Chaïnette (Ch. XVII, ex. 4). — On trouve pour l'arc, compté à partir du point le plus bas (x, — 0) jusqu’au point (x, y),
ne (Se *)= Var
Spirale d’Archimède. r — ab
= OVI+E+L (+ VTT).
a ab 6° «T—-( — 1), 4, —0. —Ona s = —| — D conte “(ns
s. Démontrer que, dans la lemniscate, les ares comptés de 8—0 à 0—0", et de
p—- à 0—0”, sont égaux entr’eux si les angles 8’ et 9” vérifient la relation
V/2 cos 6’ cos 0” — 1.
9. Démontrer que dans la courbe 3y —xf, si l’on appelle s, s’, s”’, s”” les ares comptés de l’origine aux points qui ont respectivement pour abscisses æ, æ’, DS RIS et 4, #,', 1’ les longueurs des tangentes correspondant à ces points, et si l’on pose les relations
CET TEE on aura (8 — 8) —(s —s)—(t7" —17) —(# —
10. Démontrer que si l’on prend sur l’ellipse deux points M et M’, tels que les
angles w correspondants (339, 2°) satisfassent à la relation
a tgulgu—})
4° la distance / du point de contact à la projection du centre sur la tangente aura la même valeur pour ces deux points; 2° les ares BM, AM’ compris respectivement entre
ces points et les sommets de l’ellipse satisferont à la relation BM — AM’ —}; 5° on aura enfin l'équation
is du f du’ pnmmeensess 2) Le à = CONS OV 1 — s° sin°u Oo V1 — €? sin°u’
343. Pour obtenir l'expression de la longueur s de l’are dans une courbe à double courbure, soient
= ft), y= fift), z = fat) les équations de la courbe en fonction d’une variable auxiliaire t; x’, y’,
z' les dérivées de x, y, z par rapport à t. On a établi au N° 226 ques est une fonction de { dont la différentielle a pour expression
DE TA LE NTLE TE
done
t RE Le De rune 2h (3) s—[ dy/x'?+y?+z?,
& et t se rapportant aux extrémités de l’arc.
On pourra prendre pour variable t l’une des variables x, y, z. 844. Considérons la courbe, passant par l’origine,
qui cst l'intersection de deux cylindres, l’un parallèle à l’axe des z, l’autre parallèle à l'axe des y. On a ici, en faisant t — x, dy a Dr DORA
—— = , se ee en Ÿ 10 —0 TL doc fe para TL 2 dx 2 a — x? 4 ?
2x dd mr x +- D
Exercices.
4. Intersection de la sphère et du cylindre droit ayant pour base le cercle décrit sur un rayon de la sphère comme diamètre (Ch. XXIIE, ex. 2).
x —= Sin, Yy—SiNw COSu, Z —COSu.
a / I 8 — V2 ( do 1 — — COS.
le) 2
La longueur de la branche fermée AMXA (fig. 54), qui est la moitié du périmètre de la courbe, est égale à celle d’une areade de la sinusoïde ({ 2, ex. 8), 2. Arc de la courbe
L= — 2a Gu?
compté de l’origine. — R. 8 — x + 2.
Intersection des deux cylindres
x? y? a La _Xx mi Cire TE és eee
Fig. 54,
l’arc étant compté du sommet de l’hyperbole représentée par la première équation. À. s—eV/x? — a?, ae = V a* + P?,
4. L'équation d’une courbe sphérique est donnée en coordonnées p et « (Ch. XXI, ex, 41); trouver l'expression de l’arc compté de « — 0, et appliquer à la loxodromie qui a pour équation
er eko,
(2) Ê dr? 2 R. = | AVAL ARE RES)
VOLUME D'UN SOLIDE
345. Considérons une surface dont les sections, parallèles à un plan fixe, sont des courbes fermées dont l’aire est unc fonction donnée p(x) de la distance du plan sécant au plan fixe, Le volume V compris sous cette surface, entre un plan donné x = x, et un plan variable quelconque x, est une fonction F(x) de l’abscisse x de ce dernier, fonction dont l'accroissement AF(x), pour un accroissement Ax de la variable, est égal au volume de la tranche infiniment mince MPNM’P'N’ (fig. 55) comprise entre les plans x, x + Ax. Projetons chacun des points de la surface latérale de la tranche MPNM'P’N’ sur le plan de la section MPN, ces projections tomberont dans un certain espace qui sera limité extérieurement par un contour RSQ, intérieurement par un contour R'S/Q’, et le volume de la tranche AF(x) sera évidemment compris entre ceux des cylindres qui ont pour bases respectives les aires limitées par les contours RSQ, R’S/Q/, et pour hauteur commune l'épaisseur MK — Ax de la tranche. Or, le Fig. 55. rapport du volume de l’un quelconqne de ces deux cylindres, au volume
du cylindre de hauteur MK qui a pour base la section MPN, a pour limite l’unité, car ces trois cylindres ont même hauteur MK, et les aires limitées par les contours RSQ, R’S’Q’ ont l’une et l’autre pour limite l’aire de la section MPN lorsque MK tend vers zéro. Il en est de même, par suite, du rapport des volumes de la tranche MPN M’P'N' et du dernier ‘cylindre.
Or, le volume du cylindre quia pour base MPN a pour expression o(x) Ax, donc le volume V dont il ssagit est une fonction F(x) de x qui a pour dérivée (x), qui s’annule pour x — x; il a donc pour expression (1) V — [ p(x) dx.
Xo
Toutes les fois que la fonction œ(x) qui représente l’aire de la section sera donnée, la formule (1) ramènera à une simple intégration la détermination du volume V.
346. 1° Ellipsoïde. — L'ellipsoïde qui a pour équation x? y? 2?
srBta— a pour section par un plan x quelconque, une cllipse dont les demi-axes sont donnés par les expressions
Donc, d’après la valeur connue de l’aire de l’ellipse (882), nous aurons
x° o(e)— ie ( : —$ ); et en prenant % — 0,
V — rbc Ne —£) de — nbe (a — ©) £ o) a 34°
Si l’on fait x — a, on a la moitié du volume total de l’ellipsoïde, qui est symétrique par rapport au plan YZ. Ce volume total est donc
+ rabc.
Construisons le cylindre qui a pour base l’ellipse dont les axes sont
24, 2b, dont la hauteur est égale au troixième axe 2c. Son volume sera 2rubc; le volume de l'ellipsoïde en vaut les deux tiers.
2° Paraboloïde elliptique. — La surface a pour équation ÿ 12 DATE
la section faite par un plan‘ x est une ellipse dont les demi-axes sont
by/2%, c V/2x, et l'aire
p (x) = 27bcx.
Le volume du paraboloïde entre la surface et un plan x normal à l’axe est donc
V — 2rbc Ç dx — rbcr?.
C’est la moitié du volume du cylindre qui a pour base la section faite par le plan x et pour hauteur la distance de ce plan au sommet. 343. Volume compris entre le plan XY, le plan z — «, et la surface qui a pour équation (RH y)" (at + 2°) — (y? — 2?) (2? — a?) 2° — qaxyz$ — 0.
La section faite par un plan z quelconque, projetée en vraie grandeur sur le plan XY, est une courbe dont l’équation est
(+ y} (: +£) NUE) (: ne =) pr ge = # Posant a : z — tg C, cette équation devient (ae? + y)? — 22 (y? — x?) cos26 — 2xyz* sin2£ — 0. ou, en coordonnées polaires, r? — 7° cos 2(0 — €) — 0.
C'est une lemniscate dont z est le demi-axe, et dont l'aire totale (Ch. XXXIIL, S 1, ex. 6) est z°.
On a donc ici
œ 6j INTER v= | la (e 3
C'est Le tiers du volume du cube de hauteur «.
848. Solides de révolution. — Une courbe plane BM A (fig. 56), qui a pour équation y — f(x), tourne autour Fig. 56. de l'axe OX situé dans son plan; elle engendre une surface de révolution. La section faite par un plan normal à l’axe OX est un cercle dont
le rayon est l'ordonnée y de la courbe; on a ici o(æ) — rg° — rf(x)’; le volume V entre le plan * et un plan arbitraire x est donné par la formule
(2) V=—= Tr Ç y? dx.
C'est la formule pour la cubature des solides de révolution. Si la courbe génératrice est une cycloïde, on a y'dx = aÿ(1 — cosw) dx,
et en prenant x — 0, d’où wo = 0,
V = rai Fe — 3 cos — 3 cos? — cos5w)do o
(A) À : sin5o — Tûÿ (E—4 sin + sin & COS À )
wo — 27 donne, pour le volume engendré par une arcade entière, 57r°a5. Si l’aire génératrice du volume est comprise entre deux courbes BM, B'M’, situées d’un même côté de l’axe des x, et ayant pour équations
yi= f(x), ys = fax), (yi < ye), la section normale à l’axe sera un anneau circulaire compris entre deux cercles de rayons y1 et 725 on aura q(x) = T(y5 — y), et
V — r (Gi — 5) dx Lo
exprimera le volume compris entre les plans x et x normaux à l'axe. Supposons que l’on prenne pour courbe génératrice le cerele
x +(y—c}—=a, c>a, dont l’équation nous donne yi=c—pa—a, ys=c+pa a, yi— y} —40p/a— a,
Le volume du tore engendré par la révolution de ce cerele autour de l'axe des x, entre les plans x — o et x, sera
x Lt x V=aTc\ dx g/a? — x? — arc | x /a? — x? a° arc sin - }; o | a
et le volume total sera, comme on le voit sans peine, égal à 27°ca?. Si c était <a, le cercle générateur serait coupé par l'axe OX; le
AI
volume à évaluer se composerait de deux parties, l’une dont la section œ(x) est un cercle ayant son centre sur l’axe et son rayon égal à c + pa — x°; l’autre dont la section est un anneau circulaire, et qui se calculerait comme ci-dessus. |
Dans tout ce qui précède, on a supposé que la fonction œ(x) qui exprime l'aire de la section de la surface normalement à l’axe des x, était donnée d'avance. S’il en était autrement, le problème de la
cubature exigerait une double intégration, comme on le verra plus loin,
Exercices.
4. Volume de l’hyperboloïde gauche x? y? 22 a? L? 2 pe entre les plans 2—0,z2—=6c R. V=— a4nabc: 3, 2. Volume compris entre le paraboloïde æy — az, le plan x + y + z— a, et le plan XY.
* Path PRPERR A — PERS à :
R p (x) PATES ON à (2 4 3, Volume compris entre le plan XY ct le conoïde qui a pour base l’ellipse
x? pue:
ss — = I, a vb?
pour directrice rectiligne la droite y —0, z2—c, la génératrice étant parallèle au
plan YZ.
b ele a 7 R. p(x) = — ar Dee Vi = = abc.
4. On prend pour directrices l’ellipse construite sur les demi-axes OA = a, OC—c (fig. 57) dans le plan XZ, et une droite AB coupant les axes OX, OY aux distances respectives OA — a, OB=—b; pour génératrice une ellipse MN dont le centre est sur OX et les axes parallèles à OY, OZ. Trouver le volume compris entre la surface et les trois plans coordonnés.
rbe —— rabc fr I À. L)=—(a— x a? — x? V= —— = — e DÉCÉELCETREE É :) 5. Démontrer que le solide engendré par un triangle Fig. 57
variable dont le plan reste parallèle à lui-même et dont les sommets glissent sur trois droites fixes a pour expression
h à (Se + 48: + Sa),
Sos Sa, Sa étant respectivement les aires des sections extrêmes et de la section moyenne, h la distance des sections extrêmes,
6. Volume engendré par la révolution de la chaînette (Ch. XVII, ex. #) autour de l’axe des æ, entre le plan x — 0 et un plan æ quelconque.
a R. V — — + | 4 3. Même problème, la courbe génératrice étant la logarithmique y — al. æ. R. V=—= raz [(Lx)? — 21.x + x].
8. Volume engendré par la révolution de la développée de l'ellipse (228, II) à autour de l’axe des x.
R. v— 37 rap.
9. L'aire comprise entre la courbe qui a pour équation en ccordonnées polaires r — f (0) et deux rayons vecteurs définis par les angles 60 et 6, tourne autour de l’axe polaire. Prouver que le volume engendré a pour expression
2 ) V—=- {(0)° sin6d6.
JO
10. Volume total engendré par la révolution de la cardioïde r — 2a (1 + cos 6) autour de l’axe polaire.
R. Vi & ru$.
41. Volume engendré par la révolution de l’aire de la spirale logarithmique (Ch. XIV, ex. S) comprise entre les angles 6o —0, 0 — arc B= :
R. Se 3 9m? + 1 42. Volume engendré par la révolution de la lemniscate r? — a* cos26 autour de l’axe polaire,
À, — rai — de — e.
S #. QUADRATURE DES SURFACES DE RÉVOLUTION
8349. Nous appellerons aire d’une portion de surface courbe la limite de la somme des aires des facettes d’un polyèdre inscrit dans cette portion de surface, lorsque ces facettes décroissent indéfiniment dans tous les sens (V. plus loin, n° 875). Nous admettrons que l’on soit parvenu,
en partant de cette définition, à l'expression connue de la surface latérale du tronc de cône droit.
D'après cela, supposons qu’on ait à évaluer l'aire S de la surface engendrée par une courbe plane BM (fig. 58) tournant autour d’un axe OX, entre deux plans menés normalement à l'axe par les points A(x — x) et P(x — x). Si nous décomposons cette surface en bandes infiniment étroites mpp'm'... par des plans perpendiculaires à l’axe OX, puis ces bandes en éléments «f39y par un second système de plans, infiniment rapprochés, passant par l’axe OX, nous prendrons pour facctte élémentaire du polyédre inscrit le trapèze «fy9 qui a mêmes sommets que cet élément de surface, et la somme des aires de ces facettes, prise à la limite, nous donnera l’aire de la surface proposée. Or, la somme des aires des facettes comprises dans une même bande mpp'm/ a pour limite, lorsque tous les côtés «y tendent vers zéro, la surface latérale du tronc de cône qui a pour bases les cercles mp,..., m'p',... engendrés par les ordonnées y, y + Ay des points m et m’, surface donnée par l’expression r(2y + Ay)9, 9 désignant la corde de l'arc mm’. Nous aurons done, en désignant par 2 une somme qui s’étend à toutes les bandes,
S — 27 limZ(y + { Ay)d.
On peut prendre les éléments mm’ assez petits pour que Ay soit moindre, en valeur absolue, qu’une quantité arbitrairement petite « pour l’un quelconque de ces éléments, et comme 29 a pour limite l'arc BmM, ZAy.9 aura pour limite zéro. Donc
Fig. 58,
; : Ay° S — 2r lim 2y9 — 27 lim ZyAx I Re ,
ou enfin, en exprimant Ay: Ax par le théorème de M. Bonnet et ayant égard à la définition de l’intégrale définie (806),
(1) S=—=2T [E ydx V4 h + f'&),
y — f(x) étant l’ordonnée de la courbe génératrice. On écrit cette formule d'une manière abrégée
(2) S— ar |
ds désignant la différentielle de l'arc.
bu
yds,
L'équation de la courbe fait connaître y et ds, et une simple ARE ture suffit pour obtenir l’aire cherchée.
350. Prenons comme exemple l’ellipsoïde de révolution autour de son grand axe. L'ordonnée de la courbe génératrice a pour expression
DITES JR V/a ait a d'où, posant a? — b? — a’, on tire ds dx y a? — c°x° ARE É Vita ER eEE : _depa—eéx ( — X na? — x?) a 2 MAIRES
et en substituant dans l'équation (2), posant % — 0,
2Tb fx anbe (x a?
S—— | dxy/a? — cx? — — \ dx 4 (22 O (4) O e?
ou enfin, d’après une formule déjà établie (882),
ST (2 /a? We + ares À) :
Si l’on fait ici x — a et que l’on double la valeur de S, on aura pour la surface totale de l’ellipsoïde
he al arc Sin € S,— arab (1 — 8 + 3 ):
On en déduit la surface de la sphère en faisant b— a, d’où 5 — 0: = Fee S'il s'agissait d’un ellipsoïde aplati, ou de révolution autour de son petit axe 2b, on aurait
y = Fr LS iNMainebtes be?,
= dx VE + se,
et en cherchant l'intégrale indéfinie, puis déterminant la constante de façon que l'intégrale soit nulle pour x — 0,
SF lever LÉ (EEE).
— MB —
En posant x — b et doublant le résultat, on trouvera pour la surface de l’ellipsoïde aplati
Se — arab | x F4 EEE) ; 354. On tire des équations de la cycloïde (842) yds — 2a? (1 — cosw) sin “odo.
L’aire de la surface engendrée par un arc de cycloïde commençant à & = O aura pour expression
(4) CA | o ., I S — gra | (1 — cosw) sin -wdo — Sra?| sin — wdo 0 2 0 2
(® nn: À 02 I LR — 87Ta 1 — cos’ -@ }sin-wdo — 16ma? | —— cos-« + - cos - «w )- [e) 2 2 3 2 3 2
Pour © — 27, on a l’aire engendrée par une arcade entière de la courbe. Sa valeur est
Paraboloïde de révolution : y? = 2px, x
2. Surface engendrée par la révolution, autour de l’axe des æ, de la chaïinette, (Ch. XVII, Ex. 4).
SRE" Er +È AUS" ra V étant le volume de révolution correspondant, aS — 2V. 3. Surface totale engendrée par la eardioïde r — 2a (1 <+- cosô), tournant autour de
son axe.
R. Si ; x (2a)°.
4. Même problème pour la podaire de l’ellipse r? — a? cos?0 <- b°? sin°9.
2T bs ER CEE RS —EeT sin6d8 V/ a* cos? +-b*sin?0—27 | a+ ———— |. CENTRES NT eET ES À (e) Va? — b? |
Méme problème pour la lemniscate r? — a? cos
R. st).
6. Surface du tore engendré par le cercle x? +- (y — c)? = a? tournant autour de l’axe des æ (c > a).
R. Cette surface se compose 1° d’une partie qui répond à l'ordonnée y —c +- V'a?—z?, et qui a pour valeur
(( ydx Nr c ) ( =) 2 ——— = ATG 1+ ————— jdx — 4ral a+ — }).
ASE \ O V'a? — 2 a
20 d’une partie dont l’ordonnée génératrice est c — Va? — x? et qui a pour valeur
FC VE ECS 274 — —1 }dx—4ral ——a }):
Ajoutant pour avoir l'aire totale, on trouve S — 47°?uc — 274, 2nc.
3. Démontrer que si une courbe tracée dans le plan XZ, z — f(x), engendre une surface de révolution en tournant autour de l’axe des æ, la portion de cette surface entre le plan XZ, un cylindre vertical y — +(x), et deux plans x,, x, a pour expression
Se [ f{æ) de V1 + f'(æ)?.arc sin _ :
CA to (x)
CALCUL APPROCHÉ DES INTÉGRALES DÉFINIES
352. Un grand nombre de problèmes de mécanique et de physique conduisent à chercher la valeur d'intégrales définies dont l’expression rigoureuse ne peut être obtenue sous forme finie. On doit recourir aux méthodes d’approximation, et l’on a établi dans ce but des formules où
l'on se propose d'obtenir une approximation suffisante avec le moins de calculs possible.
L'intégrale définie b ftx)dx œ
représente, comme on l’a vu, f(x) étant > o et b > a, l'aire S de la courbe qui a pour équation y — f(x) entre les ordonnées qui répondent aux abscisses a et b. Le problème est donc le même, d'évaluer approxi-
mativement l'intégrale définie, ou de trouver approximativement la valeur de l’aire S, et c’est sous cette dernière forme que nous allons traiter la question, en donnant le moyen d’assigner une limite supérieure de l'erreur que comporte chaque formule approchée.
353. Le principe de la méthode est celui-ci : 4° Si l’on sait qu’une quantité inconnue S est comprise entre une limite inférieure L et une limite supérieure L, ! <S < L, l'erreur € commise en attribuant à S la valeur moyenne
sera moindre que ; 2° si l’on sait, de plus, que S est plus rapproché de la limite supérieure L que de la limite inférieure /, on pourra poser
iQ n = L— [
» Avec EL ——.
Cela posé, soit AN (fig. 59) un arc de courbe, que nous supposerons en tous ses points tournant sa concavité vers l'axe des x; aANn —S l'aire à évaluer, comprise entre la courbe, l’axe des x, et deux ordonnées aA,
Fig. 59.
nN. Nous la partageons en un nombre pair 2n de parties par des ordonnées équidistantes Aa, Bb, Cc,... Mm, Nn, et soient y;, Ys,... Yen Yanat ces ordonnées, hk la distance ab entre deux ordonnées consécutives. Nous poserons
E = y: LE yanys, P = ya E ya + + + Yan,
) = y3 Lys + Lyon, ge VE
E est la somme des ordonnées extrêmes, P la somme des ordonnées de rang pair, 1 des ordonnées de rang impair, moins les deux extrêmes.
Pour trouver une limite inférieure de l'aire S, menons les cordes AB, BC... LM, MN qui joignent deux à deux les sommets des ordonnées consécutives; la somme / des aires des trapèzes inscrits aABb, bBCc..…. mMNn, qui a pour expression
2 un Ve) + (ge + ys) Æ ce (an + Yann),
sera évidemment moindre que S. Nous aurons donc, comme première limite inférieure,
(2) (À (E+ 21 ap).
Cette limite / fournit d’ailleurs une première valeur approchée de l'aire S; c’est la formule des trapèzes, qui a l’avantage de s’appliquer avec un nombre pair ou un nombre impair de divisions À.
354. Pour obtenir une limite supérieure L, nous menons par les sommets B, D, .… M des ordonnées de rang pair des tangentes à la courbe, en les terminant chacune aux deux ordonnées voisines. L’aire aABCc de la courbe est plus petite que celle du trapèze aB’B'’c compris entre la tangente en B et les ordonnées y, et y; prolongées; de même pour les segments cCDEe, .… [LMNn. Or, la somme des aires de ces trapèzes est
L— 2h(y2 + ys + ee Loyer) = 2hP, donc
(3) L — 2hP
est une limite supérieure de l’aire S.
Enfin, nous aurons une seconde limite inférieure en prenant le polygone aABDF...MNn formé en joignant deux à deux les sommets de rang pair du premier polygone inscrit, et conservant le premier et le dernier côté de celui-ci.
L’aire l’ de ce polygone a pour expression , 1 1 n n
l' — Mure "AL À (yo + y:) + (y + y) +. + (Yen lys) ie EE a | ya + Yanys my: = |
—_h [aus + 2Yà ee + 2yan +
d’où enfin (4) l'=h(2P— d), et S>/7.
Toute quantité comprise dans l’intervalle ({, L) ou (/’, L) fournira une valeur approchée de S, mais du choix de cette quantité dépend, pour un même nombre 2n de divisions de l'intervalle (a, b), le degré de l’approximation. Indiquons les principales combinaisons.
Si l’on choisit, conformément au principe
LT He l EEE d'où € Sr
on aura la formule d’approximation d hd (5) $— à (2P — =) avec € pe
C’est la formule de Poncelet, fort simple pour le calcul et d’une exactitude remarquable. La limite de l'erreur peut se représenter géométriquement, car si l’on joint les sommets extrèmes À et N, puis les sommets suivants B et M, les droites AN, BM couperont respectivement en deux points P et Q l’ordonnée du milieu Ee ou y,,,, et nous aurons
donc € sera moindre que la moitié du rectangle construit sur PQ et sur la distance h entre deux ordonnées consécutives. On devra donc choisir h assez petit ou n assez grand pour que cette quantité ne surpasse pas l'erreur que l’on peut admettre.
La tangente se rapprochant de la courbe plus que la corde, on doit supposer que, généralement, l’aire S se rapproche plus de sa limite supérieure L que de sa limite inférieure l’, et l’on est ainsi eonduit, d’après le principe 2°, à poser
ce qui donnera d (6) S—h(2P—°); avec e
C’est la formule de Parmentier, qui comporte, dans l’hypothèse admise, une erreur maximum moindre que la formule (5).
356, On peut aussi combiner la limite L avec /, mais pour procéder rationnellement dans le choix de la combinaison, nous considérons d’abord un seul segment aAIBb = 3 (fig. 60), le trapèze intérieur aABb — t, ct le trapèze extérieur aAA’'b = T compris entre la tangente en À et les deux ordonnées.
Cherchons l'expression du rapport de l'aire AIBA — 2 — { entre la courbe et la corde, à l’aire AIBA/’A — T — Z entre la courbe, la tangente en A et l’ordonnée A’’Bb. Nous admettrons que la fonction f(x) qui représente l’ordonnée soit continue ainsi que ses dérivées jusqu’au troisième ordre, et nous désignerons par F(x) la fonction qui a pour dérivée f(x); par x l’abscisse du point A. Nous aurons alors
2 = Fxo + h) — F(xo) = hf(xo) + . f(x)
h3 + Pa) RR,
h | T2 (ee) + fl) + ho d’après l'équation de la tangente,
ELA + += af) PA +2 PE) FR |
Fig. 60.
R, R; étant des quantités finics. Il suit de là que l’on a, en supprimant le facteur h°,
T— > 100) 2 f(x) — 6RR = à
et que le rapport de l’aire AIBA à AIBA'’A tendrait vers 1 : 2 si h tendait vers zéro. On devra donc, si h est supposé assez petit, considérer 1 : 2 comme la valeur la plus convenable à adopter pour ce rapport, et l’on est amené ainsi à poser 5 — ALL ee _ TH 21 :
On arriverait au même résultat en prenant, au lieu du trapèze aAA'’b,
le trapèze aB'Bb, entre les deux ordonnées et la tangente en B. Done, si
nous revenons au problème proposé et à la figure 59, et si nous appliquons ce qui vient d’être établi à chacun des segments aABb, bBCc, .…, mMNn compris entre deux ordonnées consécutives, comparé au trapèze formé par la corde et au trapèze formé par la tangente à l’une des extrémités de l’arc correspondant, nous serons conduit à poser la formule suivante comme offrant le maximum d’approximation pour k très petit :
«Li
ce qui donnera l'équation h (7) RARE RRQ
C’est la formule dite de Simpson, qui présente en effet une exactitude remarquable, même pour un nombre restreint de divisions À. Elle donne : un résultat rigoureusement exact, lorsqu'on l’applique à une parabole du deuxième ou du troisième degré.
En combinant différemment les limites L et { ou /’, on obtient d’autres formules connues, mais les précédentes suffisent dans la pratique.
Si la courbe ABC … N tournait, dans toute son étendue, sa convexité vers l’axe des x, la même méthode s’appliquerait à l’évaluation de l'aire aANn, et conduirait aux mêmes formules, mais la limite supérieure deviendrait une limite inférieure et vice versa. Enfin, si la courbe tournait sa concavité, tantôt dans un sens, tantôt dans l’autre, on partagerait l’aire à évaluer en plusieurs parties, dont chacune satisferait à l’une des conditions ci-dessus.
Exercices.
Calculer, avec dix divisions, l’intégrale
T1 dx 7 Se Det ge 07RSaoB re
On a ici h—O,1; Yi—1,0; Ys—0,99010; yYy:—0,96514; Yi—0,01743; y5—0,86207; Ys—0,80000; ÿY1—0,73529; Ys—0,67114ÿ Yo —0,60976; Yio — 0555249; Yi1 — 0,5.
On trouve 1° par la formule des trapèzes : S —0,78534 ; 2° par la formule de Poncelet: S—0,78517; par la formule de Parmentier : S—0,78552; 4° par la formule de Simpson : S —0,78540. L'erreur, par cette dernière formule, est donc inférieure à 0,000002.
EL
R. Formule des trapèzes : 0,69377; formule de Poncelet: 0,69352; formule de Parmentier : 0,69298 ; formule de Simpson : 0,69315 ; erreur < 0,00001. 3. Calculer, avec 10 divisions, l’intégrale
log x dæ — 11,6776552.
R. La formule de Simpson donne 11,67765, erreur << 0,00001. 4, Calculer avec dix divisions l’intégrale
A PAR Sa man Me MT Ge \e TE dr => 1.2 — 0,27219826.
R. La formule de Simpson donne 0,27220, erreur < 0,000002.
DES INTÉGRALES DOUBLES
353. Soit f(x, y) une fonction simple, finie et continue de x,ydans une région déterminée T (480). Partageons cette région, par deux systèmes de lignes droites ou courbes, en un nombre arbitraire de régions infiniment petites dans tous les sens, et soit Zf(E, n) © la somme, faite pour tous ces éléments de la région T, de la valeur (6, n) de la fonction en un point arbitraire. (£, n) de l'élément multipliée par l'aire « de celui-ci. On peut démontrer, comme nous l'avons fait pour les fonctions d’une seule variable, que la somme Zf(ëé,n)w tend vers une limite finie et déterminée, indépendante du mode de décomposition de la régionT et du choix du point (E,n), lorsque tous les éléments w décroissent indéfiniment.
D’après une propriété établie au n° 488, il est permis de supposer que les éléments w soient pris assez petits pour que les oscillations de la fonction f(x, y), dans l’un quelconque de ces éléments, soit moindre, qu’un nombre donné sc arbitrairement petit. Subdivisons un élément ow;en éléments plus petits suivant une loi quelconque; soit w’ l'aire de l’un de
ces sous-éléments, f(£’, 1’) la valeur de la fonction en un de ses points, if (Ë',n')w’ la somme des produits correspondants pour tous les éléments w’ de w;. D'après la remarque ci-dessus, on aura
M IF (En) — fn] < 0, AZ [F(E,n°) — fon) ©" = VA Di (E',11) © — (Ein) ©] < ao, et en raisonnant de même pour chacun des éléments «;, désignant par Zf(Ë’,n') w’ la somme, analogue à Xf(E, n) w, étendue à tous les éléments w’ compris dans la région T, on aura évidemment
(CES SF (Ein) w = 3f (Er) © + neT,
T étant l'aire totale et n une quantité > — r et << 1. Comme T a une valeur fixe, que © peut décroitre autant qu’on le veut en prenant les w suffisamment petits, il suit de l’équation (x) que Zf(E, n’) w’ et Zf(E, n) w finissent par différer aussi peu qu’on le veut et que ces sommes ont une limite S (48).
Cette limite est indépendante du mode de division de la région T en éléments indéfiniment décroissants, car si l’on compare les sommes Z/(E, n) w, S{(Ë’, n°) w’ qui se rapportent à deux modes de division différents, les éléments w et w’ étant assez petits pour que, dans l’un quelconque d’entr'eux, l’oscillation de f(x,y) soit moindre que os, on considèrera un troisième mode de division résultant de la superposition des deux premiers, ou de la combinaison des systèmes de lignes qui les déterminent. Tout élément w’’ de ce troisième mode sera donc une subdivision d’un élément w du premier mode et d’un élément w’ du second; soit (£/’,n’) un point qui appartient à w”’, Zf(E’’,n'')w/' la somme correspondant à ce troisième mode de division. En la comparant successivement aux deux premières et ayant égard à l’équation (x), on aura
SH (En) w"" — 2f (é,n) A) —- noT, > f (Sn) D!!! — Sf(E',n’) a’ + n'oT, n et n’ étant compris entre — 1 et + 1; donc Zf(E', n)o'— Ef(é,r)© =(1—")eT aura une valeur absolue plus petite que 206T et qui décroitra indéfiniment lorsque w et w’ tendront vers zéro. On a donc
lim Zf(E’, n!) ©’ — lim Zf(E, n) w —S.
Comme aucune supposition n’a été faite sur le choix du point (£, »)
dans l'élément ©, il suit de la démonstration que S ne dépend pas non plus de ce choix.
La limite S dont l'existence vient d’être établie s’appelle une intégrale double étendue à la région T, et nous la désignerons par la notation
Îr /(&: y) AT ;
T se nomme le champ d'intégration.
358. Le théorème s'étend au cas où la fonction f(x, y), tout en restant numériquement moindre qu'un nombre fixe M, deviendrait discontinue en un nombre fini de points ou sur un nombre fini de lignes dans le champ d'intégration T. Supposons que f(x, y) devienne discontinue en un point (x, y:1) de la région T. Décomposons, comme ci-dessus, T en éléments w tels que l’oscillation de la fonction f soit moindre que « dans chacun d’eux; il n’y aura d’exception que pour l'élément (ou les éléments) w, auquel appartiendra le point (x, y:). Si l’on subdivise les éléments w en éléments plus petits «”’, l’oscillation de f(x, y) sera encore moindre que o« pour chacun de ceux-ci, à l'exception des éléments w’ auxquels appartiendrait le point (x, y:); donc, la différence absolue des sommes Zf(E/,n)w’ et Zf(E, n) « sera moindre (853) que oT pour l’ensemble des éléments w qui ne renferment pas (x, Y1), et moindre que 2Me pour les autres, € désignant la somme des aires de ceux-ci; comme € et a peuvent être rendus aussi petits qu’on le veut, la différence des deux sommes ci-dessus aura pour limite zéro. La seconde partie de la démonstration s’étendra sans difficulté de la même manière.
S'il y avait plusieurs points de discontinuité de la fonction f dans la région T, le même raisonnement s’appliquerait à chacun d’eux et la conclusion serait la même.
Supposons que f(x, y) devienne discontinue, tout en restant finie, en tous les points d’une ligne ab (fig. 62) comprise dans la région T, et susceptible d’être renfermée dans un espace plan
Fig. 62. aussi petit qu’on le voudra; on lraisonnera de même. Il ne sera plus possible de décomposer T en régions infiniment petites dans tous les sens, telles que l’oscillation de la fonction y soit moindre qu'une quantité donnée ©, mais la portion de la région T dans laquelle cela ne pourra avoir lieu, ou la somme des aires des éléments w
dans lesquels l’oscillation surpasserait ©, pourra, d’après l'hypothèse, être rendue plus petite que tout nombre donné, et le raisonnement fait plus haut sera encore rigoureusement applicable. En sorte que Zf(E, n) w finira par ne plus éprouver que des variations insensibles lorsque tous les éléments © tendront vers zéro d’une manière quelconque, et cela quelle que soit la détermination du point (6, 1) dans chaque élément correspondant.
359. Le même mode de raisonnement permet encore de montrer que la limite vers laquelle tend la somme Zf{é, n)w, étendue à tous les éléments © d’une région T, ou l'intégrale (r f(x, y)dT, n’est nullement altérée si, dans les termes de cette somme, on augmente ou diminue un nombre fini ou indéfiniment croissant des éléments © de portions infiniment petites w’, même non comprises dans la région T; il suffit toujours que la somme s des aires de ces éléments «’ finisse par décroître au-dessous de toute grandeur donnée, lorsque les éléments &@ tendent vers la limite zéro. Cette remarque nous sera fort utile.
Enfin, la région T pourra être composée de plusieurs régions distinctes dans le plan : il suffira de regarder l'intégrale
Jrf(x, y) dT
comme la somme des intégrales étendues à chacune des parties.
8360. Il suit immédiatement de la définition de l'intégrale double que si L et { sont respectivement les limites maximum et minimum de f{x, y) dans la région T, on aura toujours
(1) Jr {es AT = Ty,
a étant une certaine quantité comprise entre let L.
Si la fonction f est continue dans la région T, on conclura de là et du théorème du n° 4187 que
fe f(x, y)dT = TJ(E, n), (Ë, n) désignant un point de la région T, mais qui n’appartient pas à son contour.
361. L'évaluation d’une intégrale double se ramène à deux intégra-
tions successives par rapport à deux variables. Pour le démontrer, nous établirons le principe suivant.
Soient y:, y2(y1 < y2) deux fonctions de x, continues dans un intervalle
(a, b); f(x, y) une fonction de (x, y) continue dans la région T limitée par le contour (y — y:, Y — Y2, & — à, x — D) (L80). L'intégrale
(re (x; y) dy, Ys
dans laquelle x est traité comme constant, est une fonction ® (x) de cette quantité : cette fonction (x) est continue dans l’intervalle (a, 6). En effet, soit À un accroissement infiniment petit de x; on aura
Tr LE RD dy — F f(, y) ay
TEDETOE ie =." Va
f(x+h;y)dy —
9 A 2 ( ÆN: fe hp.
=f Lf(h,y)—f (ay) dy +
D’après ce qu'on a vu au chapitre XXXII, si l’on prend k assez petit pour que l'on ait, quel que soit y, A+, y)— f(x y) <e, ce qui est possible en vertu du théorème V du n° 489, et si y', y’ désignent des quantités respectivement comprises entre 7, et y: + Ay:; Ya et y2 Ay:, on aura
Alp(+h)—g(x)i<e(ye—y1) EVA h,y7) Ayr + Af(e + h,y") Aus.
D'après notre hypothèse, €, Ay: et Ay; tendent vers zéro lorsque h tend vers zéro, quel que soit son signe ; donc o (x + h) — o (x) sera infiniment petit avec h.
Plus généralement, si y et y2 sont des fonctions intégrables de x (807, 1°) et si la fonction f(x, y) ne devient discontinue qu’en un nombre fini de points de la région T, ou sur un nombre fini de lignes pouvant être renfermées chacune dans une aire aussi petite qu’on le veut, la fonction œ (x) sera intégrable dans l'intervalle (a, b). En effet, o(x) a une valeur finie ; de plus, d’après ce qui vient d’être établi, cette fonction est continue dans l'intervalle (a, b), ou bien l’on peut décomposer l’intervalle (a, b) en un certain nombre d’autres, dans chacun desquels elle jouit de cette propriété.
Cela posé, reprenons l'intégrale double
1= fr f(e; yet,
et supposons que le contour de la région T ne puisse être rencontré par une droite en plus de deux points, que a et b soient respectivement la plus petite et la plus grande valeur de x appartenant à ce contour. Décomposons la région T en bandes par des parallèles à l'axe des y, et soient mnn/m'. une de ces bandes, comprise entre les valeurs x;, x;,, de x, di = œiys — x: Sa largeur. Par les points de la droite mn, menons des parallèles à OX; soit Yyry1 — Yyx — yx la distance entre deux parallèles consécutives. En opérant de même pour toutes les bandes, l’aire T sera décomposée en éléments infiniment petits en tous sens si 0), ya peuvent décroitre indéfiniment, et nous prendrons pour l'élément « l’un quel- _ conque de ces rectangles! compris entre deux parallèles à l’axe des y et deux parallèles à l’axe des x, d’où w — dy»; pour le point (£, r) de cet élément, le sommet (x, y:) le plus rapproché de l’origine.
Nous aurons donc
Fig. 63.
Sfr) © = 3f (to y) qe
Il est vrai que, de cette façon, nous ajoutons généralement à la région T, ou nous en retranchons, des éléments w’, en nombre indéfiniment croissant, situés le long du contour de cette région; mais on voit sans peine que la somme des aires de ces éléments w’ finira par devenir moindre que toute grandeur donnée lorsque les d; tendront vers zéro, puisque la somme des rectangles de hauteur mn et de base d; a pour limite l’aire de la région T (887); l’intégrale double n’en sera donc pas altérée.
Groupons d’abord les éléments de la somme ci-dessus qui appartiennent à une même bande mnn'm’ ; nous aurons pour résultat
OPA LU TE Yx)yr;
et lorsque les éléments y; tendront vers zéro, le coefficient de d; aura pour limite l'intégrale définie
yo (fa, ay,
ey1
y. et y: désignant respectivement les ordonnées des points n et m (y:<y2). On peut donc poser
yo Zf(ai, yx)yx = ( f(x, y)dy + H, YA
H; désignant une fonction de x; qui a pour limite zéro lorsque les intervalles y. tendent vers zéro. En répétant ce raisonnement pour toutes les bandes, on trouvera
Ye
Sf (a ya) don = 3d, fu y) dy EL SH ÿ1 Mais, d’ane part, les d; et les y; étant indépendants, on peut faire
décroître les intervalles y; pour toutes les bandes simultanément, jusqu’à ce que la quantité H; soit moindre qu’une fraction arbitrairement petite e dans chacune d'elles, en sorte que l’on ait
W\A2H,0; « (b res. a) €.
D'autre part, y, et y: sont des fonctions de x déterminées par le contour de la région T, et nous supposerons que ces fonctions, ainsi que
f(x, y), satisfassent aux conditions d’intégrabilité indiquées au numéro précédent. Dans ce cas, l'intégrale
\ f(x, y) dy
sera une fonction intégrable o (x) de x dans l'intervalle (a, b), (864) et nous aurons
2 b lim 29, [ fx» y) dy = p (x) dx, Ya "
donc, définitivement, b ya
(2) (fee, var —( de |” fa pay.
Ainsi l'intégrale double est obtenue par deux intégrations successives, l’une par rapport à y, x étant invariable, entre deux limites qui dépendent généralement de x; l’autre par rapport-à x, entre deux limites constantes.
363. Ilest clair que l'on aurait pu procéder dans l’ordre inverse, décomposer T en bandes par des parallèles à l’axe des x, et chaque bande en éléments « par des parallèles à l’axe des y. Dans ce cas, si l'on désigne par x, 2 (ti x) les valeurs de x qui se rapportent, sur le
contour de T, à une même valeur de y quelconque et qui sont des fonctions données de y, par c, d (cd) les valeurs extrêmes de y qui appartiennent à la région T, on aura de même
d x (3) Fu fes DT = À dy [ fe, par.
Tout cela suppose que le contour de T soit continu et ne puisse être coupé par une droite en plus de deux points. Si ce contour était d’une nature plus complexe, on pourrait décomposer la région T en plusieurs autres dont chacune satisfasse à ces conditions; on appliquerait alors le théorème précédent à chacune des régions partielles, et la somme des intégrales qui s’y rapportent donnerait, comme on le voit facilement, l'intégrale double [rf(x, y) dT étendue à toute la région T.
8364. Un cas très simple est celui où la région T se réduit au rectangle compris entre deux droites x — a, x — b parallèles à OY, et deux droites y —c, y — d parallèles à OX. On a, dans ce cas, y, et y2 se réduisant à c, d, et x1, x à à, b,
b d d b Fefesy)d7 = {x À fe y dy = (ay (tes de a C C a
Il en résulte que st l’on a à intégrer une fonction f (x, y), satisfaisant aux conditions du n° 861, successivement par rapport à x et par rapport à y, entre des limites constantes données, l’ordre des intégrations est indifférent.
365. Supposons maintenant que f(x, y) soit une fonction continue des variables dans le voisinage d’un point (x, y) de la région T (135), limitée par le contour rectangulaire (a, b, c, d), et considérons l’intégrale suivante, qui est évidemment une fonction de x et de y,
7 y Ç dx ( x, y) dy —F (x, y).
Si h, k désignent des accroissements infiniment petits de x, y, on a
F(x+h,y+k) —F(x,y)— fs dx (os f(x, y) dy -—- fl dx ÿ fa, y) dy
x yk æ—-h y+k = | |? ACCES A CT C7
(42 d’après la décomposition établie au n° 810. Si M désigne la limite maximum des valeurs absolues de f(x, y) dans la région T, on voit sans
peine que les deux intégrales dans le second membre sont numériquement moindres que WAÆM (x — a) et WAAM (y + k — c); elles tendent donc vers zéro en même temps que hetk et F(x, y) est une fonction continue de (x, y).
De plus on a
F(e-hy)—F(ry) 1f#th, (v Cape ue =; de (ftp dy =; | p (x) dx,
@ (x) désignant la fonction intégrable de x y (rc y dy.
Mais o (x) étant continue dans le voisinage du point considéré, on peut mettre le dernier terme sous la forme ® (6), ËE étant compris entre x et x + h, (809), et en faisant tendre À vers zéro, on aura
F(xLh,y)—F(x,y)
lim F —= (x),
D, (ax (7 rte) dy = (tan) dy. On trouverait de même, en intervertissant l’ordre des intégrations, D, (ue (ren ay = (rende, et enfin, de l’une de ces deux équations, on tirera D;D, B dœ f f(x, y) dy = f(x, y).
366. Pour ramener l'intégrale double à deux intégrales successives, nous avons décomposé la région T en éléments « par deux systèmes de droites respectivement parallèles à deux axes coordonnés rectangulaires, mais on pourrait adopter d’autres modes de décomposition.
Par exemple, si l’on prend pour lignes de décomposition des droites partant d'une origine O (fig. 64) et des cercles ayant ce point pour
Hig.264, centre, un point quelconque de la région T sera déterminé par l'intersection d’un cercle de rayon r et d’une droite
d’argument ©, et aura pour coordonnées polaires r et 0; l'élément @, compris entre deux cercles de rayons r, r + Ar, et deux droites d’arguments 0, 0 + A0, aura pour expression
4 [(r + Ar)! — r?] A0 — (r + À Ar) Ar A6, et l’on aura, en substituant à x et à y leurs valeurs en r et 0, {7 f(&, y) dT = lim Zf(r cos 0, r sin 6) (r +4 Ar) Ar A6.
Comme f(x, y) Ar peut être supposé moindre qu’une fraction donnée e pour tous les éléments simultanément, et que l’on sait déjà que ZArAG tend vers une limite finie et déterminée (857), on peut négliger dans la somme 2 les termes en Ar°A6, leur somme ayant pour limite zéro, et l’on a fr f(@; y) d?T = lim Zf (r cos 6, r sin 6) rArA6.
Done, si l’on désigne par ri et re, r, re, les valeurs de r qui se rapportent à une valeur quelconque de © sur le contour de T et qui sont des fonctions de 0 données par ce contour, par 8, et 6 la plus petite et la plus grande valeur de 9 qui répondent à la région T, on aura
rt pure Fe do (° f(r cos 8, r sin 6) rdr.
367. La théorie des intégrales doubles présentée ci-dessus suppose essentiellement 1° que la fonction f(x, y) ne puisse croître numériquement au-dessus de toute grandeur dans la région d’intégration T; 2° que cette région elle-même ne s’étende pas à l'infini. Dans le cas où ces conditions ne seraient pas remplies, l'existence même de la limite de somme cesserait d’être établie, et il faudrait des définitions nouvelles et un examen spécial que nous ferons plus loin.
368. Des intégrales triples. — Les considérations développées dans ce chapitre peuvent être généralisées sans difficulté et étendues à des fonctions de trois variables x, y, z. La marche à suivre étant la même, nous nous bornerons à indiquer les résultats.
Soit f(x, y, z) une fonction que, pour éviter toute difficulté, nous supposerons finie et continue dans une région U à trois dimensions. Nous décomposerons l'espace U en éléments infiniment petits dans tous les sens par trois systèmes de surfaces, planes ou courbes, et soit « le volume d’un de ces éléments, (£, n, 6) un point quelconque appartenant
à cet élément. Désignons par 2f(E, n, 6) © la somme, étendue à tous les éléments de la région U, du volume de chaque élément multiplié par la valeur correspondonte f (ë, n, G) de la fonction. On fera voir :
1° Que cette somme tend vers une limite finie et déterminée, indépendante du mode de décomposition de la région U comme de la loi suivant laquelle le point (Ë, n, €) est choisi dans chaque élément w, lorsque tous ces éléments w décroissent indéfiniment dans tous les sens.
2° Que cette propriété subsisterait même si la fonction f(x, y, 2) devenait discontinue, sans surpasser une valeur absolue donnée, en certains points, sur certaines lignes ou sur certaines surfaces appartenant à la région U, pourvu qu’on puisse circonserire chacune de ces lignes ou de ces surfaces dans une région d’un volume aussi petit qu’on le voudra.
3° Que cette limite d’une somme d’éléments, qu’on appelle une intégrale triple et que l’on désigne par la notation conventionnelle
Try) AU,
a une valeur égale à Uf(£, n, 6), U représentant le volume de la région U et (£ë, n, 6) un certain point de cette région.
4° Que l'intégrale triple se ramène à trois intégrales successives par rapport à x, y, z, dans l’hypothèse où la surface S qui limite la région U est telle qu’une droite quelconque ne la coupe pas en plus de deux points. Dans ce cas, désignons par
Zi px, y), Z—=pr(x, y), (Zi < 22),
les valeurs de z qui correspondent à un même système de valeurs quelconques de x, y, sur la surface S, valeurs qui sont évidemment des fonctions de (x, y) définies par cette surface; par y1 — 4 (x), ys — Ve (x) les deux valeurs extrêmes de y (y: < y2) qui se rapportent à une même valeur de + dans la région U, et qui sont des fonctions déterminées de x ; enfin, par %, Le (x < æ2) les valeurs extrêmes de x qui appartiennent à la région d'intégration. On démontrera que
Ta Ye Ze Suftes y, 2 40 = (ax (ay (res y, 2 de, TX; Y1 Z1 &ely étant regardés comme invariables dans l'intégration par rapport à z; x dans l'intégration par rapport à y.
5° Que lorsque les limites d'intégration par rapport à z et à y sont constantes; en d’autres termes, lorsque la région U est limitée par un
parallélipipède rectangle dont les faces sont parallèles aux plans coordonnés, l'ordre dans lequel on effectue les trois intégrations successives est indifférent, la valeur de l'intégrale triple n’en est pas modifiée.
6° Que l’on peut employer, pour ramener l'intégrale triple à trois intégrales successives, au lieu de la décomposition en éléments par des plans parallèles aux plans coordonnées, une décomposition en éléments par tout autre système triple de surfaces infiniment voisines, par exemple, le système qui correspond aux coordonnées sphériques, ete. ete.
CUBATURE DES SOLIDES EN GÉNÉRAL
369. Nous reprenons le problème % l'évaluation du volume compris sous une surface donnée (Ch. XXXIV),e | d’abord, nous chercherons l'expression du volume V compris entre une surface EFGH (fig. 65) dont on a l'équation
le plan XY, deux plans AEDH, BFGC parallèles au plan XZ, et deux autres plans ABFE, DCGH parallèles au plan YZ. | Fige 6
Pour cela, nous décomposerons le volume à évaluer en filets prismatiques par deux systèmes de plans infiniment voisins, les uns parallèles au plan YZ, les autres parallèles au plan XZ; soit MNPafy un de ces éléments prismatiques. Son volume est compris entre les volumes des deux prismes qui ont pour base commune le rectangle Pafy, et pour hauteurs respectives la plus petite et la plus grande valeur de z dans ce rectangle; il est donc égal au produit de l'aire w du rectangle Pafy par la valeur f(Ë,n) de z qui répond à un certain point (E, n) de ce rectangle. Done, si l’on désigne par Z une somme qui s’étend à tous les éléments © de l’aire ABCD ou T, on aura
(2) V=limZf(,n)o= [1/(2,y) dT
Cette formule se transforme par le théorème du n° 362. Soient x:, æ2, les valeurs de x qui déterminent les plans ABFE, DCGH, ou leurs traces AB, DC sur le plan XY ; y1, y2 les valeurs de y relatives aux traces AD, BC. On aura donc, soit
Lo Ye (3). v— | az | (Cæ; y) dy, T1 Ya soit - Ye Lo (4) v=| ay Fc y a, Ya Ti
suivant qu’on commencera par l’intégration relative à y ou l'intégration relative à x.
820. Comme exemple, cherchons le volume du solide entre les plans
coordonnés et la surface engendrée par une
droite MN (fig. 66) qui se meut en restant parallèle au plan YZ et s'appuyant sur deux droites fixes, AC dans le plan XZ, BD parallèle à OX dans le plan XY.
Posant OA — a, OB — 6, OC — c, on trouve pour l’équation de la surface
DOTE
a. Donc
et les limites d'intégration sont y: — 0, y: = D, ti — 0, %e —
me = ( de ( AR
Le volume cherché OADBC cest donc le quart du volume du parallélipipède construit sur OA, OB, OC.
324. Reprenons le problème du n° 8&9, mais en supposant que le solide à évaluer, au lieu d’être limité en avant et en arrière par des plans parallèles au plan XZ, soit limité par deux cylindres CBFG, ADHE, (fig. 67) dont la génératrice est parallèle à l’axe des z, et dont les traces sur le plan XY sont deux courbes données AD, BC, ayant pour équations
respectives Ji=qx) y px), y y.
Nous décomposerons encore le solide en filets prismatiques par deux systèmes de plans parallèles à YZ et à XZ, et si MNPafy représente un de ces filets, w l’aire de sa base Pafy, on verra comme dans le premier cas que le volume du filet est f(Ë,n) w, le point (Ë,n) appartenant à l’élément ©, Il y aura dans chaque tranche STT’S’ du solide entre deux plans consécutifs parallèles à YZ, deux filets extrêmes ayant pour bases les éléments curvilignes SsS’, T{T’, que l’on pourra négliger dans la sommation, parce qu’ils ont un volume moindre que les prismes rectangulaires construits sur leurs dimensions Fig. 67. maximum parallèlement aux axes, et que la somme des aires des bases de tous ces prismes a pour limite zéro. On aura donc, d’après la remarque faite au N° 859 sur les intégrales doubles,
V—= lim Zf(Ë, n) O,
la somme 2 s'étendant à tous les éléments rectangulaires © compris dans l'aire ABCD ou T, d’où
V— fr f(c,y) dr.
Ramenant cette intégrale double à deux intégrations par rapport à x etày,ona Le Ye (5) v—| dx | f(x, y) dy.
Ti Ya C’est la même expression que (3), mais les limites 7:, y, constantes dans le premier cas, représentent ici des fonctions | | der Calculons, par exemple, le volume compris entre la surface OCDC’D’ (fig. 68) du paraboloïde
elliptique 2 = ax + Bye, le cylindre vertical qui a pour base l’ellipse | ABA’B’ dont l'équation est Fig. 68, Xe y’ ; a 41h? :
et le plan XY.
Nous trouverons immédiatement, par l'équation de l'ellipse,
b b Leman nn ice
et pour les limites d'intégration par rapport à x, %41 — — @, %2 — + a. Donc
a Ya a B Va a Par Pat + Bye) dy = à (pau (y = y) + É (y = vo de
o Yi Oo
On a d’ailleurs HER 205 3 pp Eee, gigi = at),
ou, en introduisant une variable auxiliaire œ par l'équation x — a sin, ee L_ ce qui donnera ® — 0 et p—— pour x—0,x— 4,
Ya — Yi = 2b cosp, y5 — y} — 2b5 cop,
donc T T
V — 4aba5 (Ê sin’® cos?o de + ab F cost do.
Mais, d’après les formules du n° 320, on a
Li 7 ( sin?® cos?o do — Ê cos? do — Ç cos‘o do — = : (0) O (o) 1
T 2 3 cos‘o do — —"T, h Age 4
d'où, réductions faites, Ve ab (a? + Bb?) — : ab,
si l’on désigne par c le z du paraboloïde qui correspond à x — a, y —b.
322. Ce qui précède conduit à l'évaluation du volume compris sous une surface fermée F(x, y,z)—0, que nous supposerons d’ailleurs ne pouvoir être coupée en plus de deux points par les parallèles à l’axe des z. L’équation de la surface, résolue par rapport à z, donnera deux valeurs
Zi — f1(2, y); Ze = fa(x, y), ART Fig. 69. qui se rapporteront aux deux points M’ et M (fig. 69) projetés en un même point P(x,y) sur le plan XY. Traçons
sur le plan XY le contour fermé ABCD qui renferme les projections de tous les points de la surface, élevons sur ce contour une surface eylindrique parallèle à l'axe des z, A’AB’BC/CD’D, A’B'C'D’ étant la courbe commune à ce cylindre et à la surface donnée. Cette courbe séparera, sur la surface, la partie supérieure S; qui répond à l’ordonnée z2, de la partie inférieure S; qui répond à z1, et le volume cherché sera la différence des volumes compris entre la surface S: et la surface cylindrique d’une part; entre la surface S, et la surface cylindrique d’autre part. On aura donc, en appliquant l’équation (5),
(6) ve “dr \ Cfa(x, y) — fifa, y)] dy,
Y1, Y2 étant les fonctions de x qui représentent les deux ordonnées de la courbe ABCD pour un même x; x, et x: les valeurs extrêmes de x : ÉARE le champ d'intégration T, limité par ABCD.
Il est bon d’observer que l’intégrale TS
[( Cfa, y) — fi Ce, y)] dy
n’est autre chose que l’aire œ(x) de la section faite dans le solide par le plan x, ce qui ramène à la formule (1) du n° 343. On peut aussi se servir de l'équation |
V— Ja (fte 9) — file, y) dr,
à laquelle on arriverait d’ailleurs en décomposant le volume V en filets verticaux par des plans ou des surfaces cylindriques parallèles à l’axe des z.
323. Habituellement, la ligne ABCD, qui forme le contour apparent de la surface sur le plan XY, est la trace sur ce plan d’un cylindre vertical circonscrit à celle-ci, et la ligne A’B'C/D’ est la courbe de contact du cylindre et de la surface. Le plan tangent, commun à la surface et au cylindre, est donc parallèle à l’axe des z en tous les points de A’B'C/D’, ce qui donne, pour ces points, les deux équations
Éliminant z entre ces deux équations, on aura, entre x et, une équation o (x, y) — o qui sera celle du contour ABCD et qui fournira y et y2. Quant aux valeurs x, et x: qui se rapportent aux limites du contour
ABCD dan: le sens de l'axe des x, dans les cas ordinaires, elles répondent aux points A et C pour lesquels la tangente à ABCD est parallèle à l’axe des y, et le plan tangent à la surface normal à l’axe des x. Ces points sont caractérisés par les équations
F(x, y,z) —0, F, (ty; 2) = 0 1F; (x; y; 7) —0;
L'élimination de y et de + donnera les valeurs de x, et xe. 3974. La décomposition du volume en éléments prismatiques par des plans parallèles aux plans coordonnés se présente naturellement, mais elle n’est pas toujours celle qui conduit aux intégrations les plus simples. Soit à chercher le volume V entre la sphère at Lyt Las = a, le plan XY, et le cylindre vertical OPXMA (fig. 70) qui a pour base un demi-cercle T décrit sur le rayon OX comme diamètre dans le plan XY. En décom- Fig. 70. posant T en éléments « par des droites partant du point O et par des cercles ayant ce point pour centre, comme on l’a vu au n° 866, on aura
V=( ft,9) dt = (a rdr /a? — r?,
a cos 0 le] na
car on a, par l’équation de la surface,
128 CRETE PDT EU 2 2 32=V/a —x —y —=p/at—r!,
et les valeurs de r qui se rapportent aux extrémités O et P d’un même rayon vecteur du cercle sont r —0 et r — a cos0. On a d’ailleurs
a cos 0 —_———— a? — y?}? la cos0 aÿ — Sin?
are] | D LS er
[e) 3 e) 3 d’où T T 3 PS LI Sp Fa — sin50) d9 =® Fe — sin 0 + cos? 6 sin6) de, 320 2210
ou, calcul fait,
En quadruplant, on aura le volume total compris entre le cylindre complet et la surface de la sphère.
Exercices.
4. Calculer le volume V compris entre le conoïde dont l’équation est cz—y Va? — x, le plan XY, et les plans x —0, x —a; y —0, y —b.
ra?b?
k. ee &c
2. Volume compris entre la surface gauche qui a pour équation
:=oarctg?»
le plan XY, et les plans x—0, x —=a; y —=0, y —b. br R. V= ab arc 18 42 (0% — at) la? 4-6) at LLat — 91.0 — 2].
Sie —b—tc, on a
8. Volume compris entre la surface e77 — COSX COSY, le plan XY,ebles/plans®æ=0x—=17;2 1/0; 7—=7T.2. R. On est ramené à chercher l’intégrale de I. cosæ dx entre o et x : 2, et l’on y arrive en observant que
TT 2 LU 1{2, sin 2x Leosede = | Lsinode =} | Éd dæ ; (e] (e] 2 Jo 2 que, d’autre part, LL 4 227 AE 2:06 Lsinards =} | Lsinade = | 1, sin x dx, o 2 Jo o On trouve ainsi T 2 n° l.cosædæ——2=l.2, V——1.2.
4. Volume V compris entre la surface z — e*"Y cos (x + y), le plan XY, et les quatre plans verticaux représentés par équation T HER
T ST AR. V—=e—e ?,
5. Volume OADBC (fig. 71) compris, dans l’ellipsoïde x? y° 22 PORN TN en entre la surface, les plans coordonnés, et le plan ABD mené par les sommets A et B parallèlement à OZ.
e bx R On a ici %X, —0O;, Xe =; Y1 —=0; ler ete
b Ee v— pa (SV/2— 4).
C’est la huitième partie du volume qui reste lorsqu’on coupe un ellipsoïde par quatre plans parallèles à un même axe et Fig. 71. passant chacun par deux sommets adjacents non situés sur cet
axe, La somme des quatre solides retranchés a pour valeur
en (8—5V/2).
6. Volume total compris sous la surface qui a pour équation 2 2 2 2 @5 EL y5 + 35 = ai, R. La partie comprise dans le trièdre des coordonnées positives est le huitième du volume total. On a
2 2 M0; Ma 04, Ya O0) Va— (a — 0
}?« Pour faciliter la première intégration on pose
y —=(a5 — 5)? sine.
On trouve V — 47aÿ : 35.
3. Volume V compris entre la sphère de rayon « qui a l’origine pour centre, le plan XY et le cylindre vertical qui a pour équation æt(x° L y°) — a{x? — yÿ*) — 0.
R. On emploie la décomposition du n° 834,et l’on a
as fr É
8. Une surface gauche est engendrée par une droite PQ coupant l'axe OZ sous un angle constant x, à une distance du point Q proportionnelle à l’angle 6 que fait le plan (OZ, PQ) avec le plan XZ. Trouver l'équation de la surface et le volume compris entre cette surface, le plan XY et un plan ZOA qui fait avec XZ l'angle 0, < 2x.
R. On trouve pour l’équation de la surface entre les coordonnées (z, r, 8), a étant constant,
2 = 00 — r'cotp.
et pour le volume
I / = — a tgv,0.
mi
9. Démontrer que, si l’on rapporte les points de l’espace à un système de coordonnées sphériques (r, 8, 4), le volume compris sous une surface fermée r — (6, 4), le pôle étant pris à l’intérieur de la surface, aura pour expression
T T Ve=x | 7 f(6, #)5 sin 9 de.
K 2, QUADRATURE DES SURFACES COURBES EN GÉNÉRAL
323, De même que la longueur d’un arc de courbe, l'aire d’une portion de surface courbe doit être définie. Soit (C’) un contour fermé A’B'C'D’ (fig. 72) tracé sur une surface courbe : l’aire de la portion de surface renfermée dans ce contour (C’) est la limite S vers laquelle tend l'aire d’une surface polyédrique à facettes triangulaires infiniment petites MNM', inscrile dans cette portion de surface et s'appuyant sur un contour polygonal inscrit dans le contour (C’). Mais il faut démontrer que cette limite existe et est indépendante de la loi qui détermine les facettes indéfiniment décroissantes.
Projetons le contour A’B'C'D’ sur un plan convenablement choisi XOY, en Fig. 72.
ABCD, et soit T la région limitée par ce contour (C). Nous admettrons 1° que les angles des facettes triangulaires ne puissent pas tendre vers
zéro; 2° que, l’équation de la surface étant
z = f(x, y), la fonction f et ses dérivées partielles p — f;(x, y), 9 = f} (x, y) soient des fonctions simples, continues de +, y dans la région T, ce qui entraîne la conséquence qu’en aucun point de la portion de surface à évaluer le plan tangent ne soit normal au plan XY. Prenons une facette MNM’ du polyèdre, ayant pour sommets
M(x,y,2); McHh,ytk,z+0; N(x+h,y+k,z+"); son aire w” sera donnée par l’équation 20 — MM’ - MN : sin NMM’ — MM'-MN:y/1 — cos NMM'
= V/(h2 LE + l2)(h"2 + k'? 4/3) A (hh + kk' 30 TOC = (hk — KR} LRU Uk) Eh — RP),
et sa projection Pa — « sur le RAS XY sera exprimée par la même formule en faisant | — l' — 0,
20 = p/(hk — kh}.
Mais la formule de Taylor donne, 0 étant > oet < 1, = f{e-h,y +4) — Fey) = hf (e + 0h y 06) HHf! (+0h,y +08)
et comme les triangles P«B décroissent indéfiniment, que les fonctions f- et f, sont continues dans la région T, on peut (488) supposer que l'oscillation de chacune de ces fonctions soit moindre qu’une quantité arbitrairement petite « dans chacun des triangles P«f; les coefficients de h et de k diffèreront donc respectivement de f! (x, y) et de f/(x, y), en valeur absolue, d’une quantité moindre que o. En désignant donc, dans tout ce qui suit, par la lettre n affectée de divers accents ou indices, une quantité comprise entre — 1 et + 1, nous pourrons poser
l= hf (x, y) + no] + k Cf (&, y) + mel.
Soient p et p’ les côtés Pa, PB du triangle projeté, z l’angle «P£ qu'ils comprennent; et k étant numériquement moindres que p, on peut écrire encore
E— ph + qk' + 20»:p, et de même = ph + qh + 2m,p’,
d'où l’on tire, en observant encore que h, k sont moindres que p; h et k’ que p’ en valeur absolue,
kU — 1h = p{kh! — hk') + 40n/'pp,
IRERIE= q(Eh La. hk') + 4on)/' pp’.
Substituons dans l'expression de w’, mettons en facteur sous le radical (ER — hk'} = 40° — p?p"? sin°x, il viendra @ = wp/1 + (p + 40n/’ cosec )° —- (q + 40n//’ cosec æ)°.
On voit sans peine que la valeur du radical est comprise entre les deux quantités
+ + p? + q° + 40 cosecz J/n/'? + n'”2, 1 + p? + q° — 40 coseez p/n/? + n’’?,
Rae
car si on élève ces trois expressions au carré et qu’on les compare, on reconnait que cela revient à l'inégalité
VIH pq En > NA (pr +”)
qui est évidente en vertu du théorème (1, Il). I1 s'ensuit que w” peut être représenté par une expression de la forme suivante (— 1 <À< 1):
@ = w(p/1 + p° + g2+ 8 cosec x).
Nous aurons donc, Z désignant une somme qui s’étend à toutes les facettes, ki
Zw' — Zop/1 + p? + q° + 8a2lo cosec x.
D’après les suppositions faites sur les limites de grandeur des angles des facettes MNM’ et d’inclinaison du plan tangent à la surface sur le plan XOY, nous devons admettre que, pour aucune des facettes, WA sinz ne devient plus petit qu’une fraction déterminée; cosec admet donc une limite supérieure H; À est compris entre — 1 et +1, donc ZA cosec x est, en voleur absolue, moindre que HT, T désignant l’aire comprise dans le contour (C). Comme co est abitrairement petit, on en conclut que le dernier terme a pour limite zéro lorsque les facettes MNM” tendent vers zéro. D’autre part, la sorime des éléments Paf — «© compose l'aire T si le contour (C) est polygonal, ou a pour limite Paire T si ce contour est curviligne. On a donc, en général,
lim Zop/T + p° + q° — dt + p? + q°, d'où, S étant la limite de Zw’,
(1) S— [dt 72 + p° + 9.
Il est ainsi démontré que la surface du polyèdre inscrit tend vers une limite déterminée, et que cette limite est la même, quelle que soit la loi de détermination de ses faces, pourvu qu’elles soient toutes infiniment petites et satisfassent aux conditions indiquées.
On remarque que, d’après les formules des cosinus directeurs de la normale à une surface (288), le radical représente 1 : cos »,v étant
l'angle aigu de la normale à la surface au point (x, y, z) avec l’axe des z positifs. On peut donc écrire aussi
Tr COS?
Nous avons supposé dans notre démonstration 4° que la fonction f(x, y) était une fonction simple dans la région T ; 2° que le plan tangent n’était, en aucun point de cette région, normal au plan XY. Si ces conditions n'étaient pas réalisées, on partagerait l’aire à évaluer en plusieurs parties dont chacune y satisferait, ou l’on changerait le plan de projection XY.
826. L'intégrale double (1) se ramène, comme d’habitude, à deux intégrales simples successives. Si l’on suppose que le contour (C) ne soit coupé en plus de deux paints par aucune parallèle à l’axe des y, et si l’on désigne par y: = p1(x), y2 — px) les valeurs de y, fonctions de x (Yi Ye), qui répondent à une même valeur quelconque de x sur ce contour, par æ1, æe (ai << 22), les valeurs extrêmes de x dans le champ d'intégration, on aura
(3) s— dx j IPATI UPS TE
Si le contour ABCD se réduit à un rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes OX, OY, y: et y: seront des constantes données comme x, et X2. |
Si l’on a à évaluer l’aire d’une surface fermée F(x,y,z) — 0, que les parallèles à l’axe OZ coupent généralement en deux points, on opérera comme au n° 827%. On tracera sur le plan XY le contour ABCD qui renferme les projections de tous les points de la surface; le cylindre vertical qui aura pour base ABCD déter-
Fig. 73. minera sur la surface un contour A'B'C'D’ qui partagera cette surface en une nappe supérieure S2 dont l’ordonnée z: se déduira de l’équation F(x,y,z) — 0, et une nappe inférieure Si. On évaluera séparément les portions S, et S2 par la formule (2). Ordinairement, le contour ABCD se déterminera comme il a été expliqué au N° 3272.
322. Considérons, sur la surface conique z? = 2xy, l'aire OADB
(fig. 73) limitée par les intersections de la surface par les plans Z—0,X—4,y—0,y— 0. On à d’abord
pl, q=—5, 1tptg = EN,
en ayant égard à l'équation de la surface. Donc
s—— (a ef Lay — fard (+ ( © (ray 240 do /xy V2do Joy padoy/x do et si l’on effectue les intégrations,
AE ab À a at) =! Are
Si, sur cette même surface, on voulait évaluer l’aire délimitée par les axes OX, OY et par le cylindre vertical
dont la tracc sur le plan XY est une parabole, tangente à OX pour x — 4 et à OY pour y — b, on ferait, dans la formule (3),
HS X1—O, Lo—G, Yi—=O, D En CO .
On trouverait
PRO AOROI
et par suite
aff (eff OT
On a, tout calcul fait, I ab | = —— b .
S—=\/ +0 378. Comme nous l’avons exposé dans la théorie des intégrales doubles, on peut employer, pour évaluer l'intégrale (1) ou (2), tel mode de décomposition de la région T que l’on juge convenable. Ainsi, on
peut, comme au n° 366, se servir des coordonnées polaires r et 0 et l’on a |
0e ro rdr (4) = | æ
r, COS Y
O1, 0e, ra, re ayant la même signification que dans ce numéro.
Il suffira d'exprimer 1 : cos » ou //1 + p? + q° en fonction des coordonnées r et 0, d’après les formules du n° 426. On arrive souvent ainsi à des intégrations plus simples.
Soit, par exemple, à évaluer sur la surface sphérique
x? + y? + 22 — aq? | l'aire AMXA délimitée par le plan XZ, par le cylindre vertical OPXMA décrit sur le rayon a comme diamètre (874, fig. 68). La normale se confondant ici avec le rayon de la sphère, on a | /u? —r° ee 207
Z COS V=- — a a
et en exprimant en coordonnées polaires l'équation du cercle de base,
on voit que | | "10, ls—0C050, 0, 00 72;
d’où
— a (1 —sin0),
rdr ( cos0 rdr
o COS? le) | fa —7r?
d’où l’on tire facilement
TT
$— a ( — sin 0) d0 = a? (5 1).
le) 2
En quadruplant, on aura, pour l'aire totale détachée de la surface sphérique par le cylindre prolongé dans les deux sens, 2a°(T — 2).
329. Voici un exemple remarquable de l'avantage d’un mode de décomposition convenable, en ce que l’on ramène à des intégrales simples un problème qui dépend, généralement, des intégrales doubles. Considérons l’ellipsoïde à trois axes inégaux.
2 2 2 matter G>b>0.
Cherchons sur la surface le lieu des points (x, y, z) pour lesquels cosy a une valeur constante w. D'après les formules du n° 288, ces points vérifieront l'équation
z? ; x? y° 22 ou (Er ele)?
C at dec
et en éliminant z° entre cette équation et celle de la surface, on aura
pour la projection du lieu cherché sur le plan XY, en posant
a?— cc? — a?k?, b? — c? — b?k”?, l'équation at1—hu , y? 1 —k''u?
C’est une ellipse dont les demi-axes ont pour valeurs
ap/1—u bl/1—u?
Aya PUF si lon fait A—p/1—ku, A'=y/1— k''u?, et dont l'aire E est donnée par l’équation
E — rab ———— Ta AA
Cela posé, décomposons la région T, qui est ici limitée par l’ellipse principale située dans le plan XY, en éléments du second ordre © au moyen des ellipses E et d’un système de rayons. Pour tous les éléments eompris entre deux ellipses w et u + Au, cosy ayant la même valeur,
(e) la somme D se réduira à AÂE : u, AE étant la différence des aires
des deux ellipses.
On aura donc, w variant depuis 1 jusqu’à o dans l'intervalle de l'intégration pour la nappe supérieure de l'ellipsoïde, l'expression
Pour transformer cette intégrale, observons que
dE ,E Edu aout
et que
Edu b du b du TEE É PNR A4
D'autre part, par différentiation,
AA’ k2A' k'?A AA’ k2A’ A d. F3 = — A QU UE OU A du — "=; du £?A’ du du pr Lu. | ARE z = AA A d’où, en substituant, Edu AA _ du Re ERET et = ALES À | rab eo LE du—(1—k |
et par suite
dE 1—u? © AA", A", k nds ne nl
D’après cela, on a pour l’expression de la surface totale de l’ellipsoïde 1—u? — A’A'?]1 1 A7 du S = — 2r0b | —— k2\ —du—(1 —{k?
2T0 | AN | — 2rab| Va du—(1—k À nie En remplaçant A?A’? par sa valeur et faisant u — 0, u = 1, on trouve
pour le premier terme 2xab p/(1 — k?) (1 — k'?) = 27c?, et enfin
eee (pee (à za tal, S — 27c + arab [Re T du (1 te
Ces deux intégrales se ramènent aux intégrales elliptiques (826, 342) en posant ku — sin ®.
Exercices.
4. Calculer l'aire de la surface z — c arc tg (y : æ) comprise entre les plans XZ, YZ et le cylindre vertical x? + y = a?.
R. s= TT cel a + AVES |.
Le paraboloïde à axe vertical Là LE — = AE 2a Yu 2b
est coupé par une sphère de rayon c qui touche, comme lui, le plan XY à l’origine des coordonnées. Evaluer la portion de surface sphérique limitée par la courbe d’intersection. R, On trouve, par l'application de la formule (4),
S—4rcV ab.
Tr ARONE
8. Le même paraboloïde elliptique (x) est coupé, par le ej lindre elliptique vertical
a — nl 0 FE EE suivant une courbe. Trouver l’aire du paraboloïde limitée par la courbe d’intersection,
arab, 3 À. S nm (2? PF I).
4. Trouver, sur la surface du même paraboloïde (x), les courbes pour lesquelles cos » est constant, et l’aire limitée par une de ces courbes, » = »,.
R. On emploiera le mode de décomposition du n° 838, et l’on trouvera, pour l’équation des courbes projetées sur le plan XY,
Fa — —= te? »,
27rab ( 1 Si — I |}.
3 cos®»,
5. Trouver l’expression de l’aire totale d’une surface fermée dont l’équation est
donnée en coordonnées sphériques (r, 6, 4) (#38), le pôle O étant dans l’intérieur de la surface.
(27 (rrSsin0 dÿ A. D — dy ee P O O
et pour l'aire demandée
P étant la distance du pôle au plan tangent.
@. L’équation d’une surface étant donnée sous la forme
æ— f(u;v), y—=/filu,v), 2—=f:(u,v),
où u, v sont des variables indépendantes, montrer que l’aire comprise dons un contour fermé (C’) sur la surface a pour expression
foudz 704. fozèm dd Ÿ? fèxiy yoz\ sæ= (au fev /(2E-x2) +(55-5%) 1 Judv duov) ?
les limites des intégrales étant celles de la région déterminée sur le plan XY par la projection du contour (C’).
2. L’aire totale de la surface d’élasticité de Fresnel (x? +- y? —— 22): AL de (ax + by? -|- c?z°) = 0 est égale à celle de l’ellipsoïde qui a pour demi-axes be : a, ca: b, abc. R. Pour démontrer ce théorème, on calculera l’aire de la surface d’élasticité par la formule de lex, 5, et celle de lellipsoïde par celle de l’ex. 6, en posant ca
bc .
Œ —— Sin w COS V — a » ÿ b
; : ab SINUSINV, 2—— COSU,
8. Une courbe tracée sur la sphère de rayon I est définie par une équation entre les coordonnées p et w (Ch. XXI, cx. 44). Montrer que l’aire sphérique entre cette courbe et deux rayons p, et p qui répondent aux angles w — 0 el w, a pour expression
ü) S—=w—\ cosp du, O Si la courbe est fermée et le pôle placé à l’intérieur, o — 27 donnera l’aire totale. 9. Appliquer cette formule à la loxodromie sphérique qui coupe le rayon L sous un angle constant.
R. On trouve, pour l’équation de la courbe et pour l’aire entre les angles o et w, eh L 640
ta
Pet, S—u+-l.
CHAPITRE XXXVIII
DÉVELOPPEMENTS SUR QUELQUES POINTS DE LA THÉORIE DES INTÉGRALES DÉFINIES.
380. Nous avons vu (34%) comment on définit une intégrale lorsqu'une des limites est infinie ou que la fonction sous le signe f passe par Pinfini; cherchons comment on peut reconnaître, dans ces cas, lorsqu'on ne sait pas obtenir l’intégrale indéfinie, si l’intégrale définie a une valeur déterminée ou non. Nous examinerons la question d’abord pour les intégrales à limites infinies. Soit
u — u f(x) dx = lim fi f(x) dx,
TES
a étant une constante donnée, f(x) une fonction continue dans l’intervalle (a, w ).
Pour que la valeur de cette expression soit finie et déterminée, la condition nécessaire el suffisante est que l'intégrale
(e) (er de, x’ désignant une quantité arbitraire plus grande que x’, tende vers zéro lorsque x tend vers l’in fini.
C’est une conséquence immédiate des principes I et II de la théorie des limites (88). L'intégrale () est ce qu’on nomme une intégrale singulière.
384. On peut, dans un grand nombre de cas, s'assurer si la condition ci-dessus est vérifiée. Soit k une quantité constante. D'après le 1° théorème de la moyenne (30%), si l’on désigne par Ë une quantité > x’ et CH ODA
(a de =? tt ft)
AT TE
» gi
Si k a une valeur positive, quelque petite qu’elle soit, le dernier facteur a pour limite zéro quand x’ et x”’ croissent indéfiniment, Si donc le facteur EF f(E) ne peut croître, en valeur absolue, au-dessus d’un nombre fixe, l'intégrale singulière aura pour limite zéro. Done
I. Pour que l'intégrale u ait une valeur finie et déterminée, il suffit que l'expression WA xl+* f(x) ne puisse croître indéfiniment avec x, k étant un nombre positif, si petit qu’il soit. |
D'autre part, on peut mettre l’intégrale singulière sous la forme
mA x” dx x!!
(rade E=ser (=).
et comme le dernier facteur a une valeur indéterminée qui dépend du rapport x” : x’, l'intégrale singulière ne peut tendre vers zéro, à moins que Éf(£) ne converge vers la limite zéro. De là cette seconde règle :
Il. L'intégrale u ne peut avoir une valeur finie et déterminée si l'expression Vzf(x), pour des valeurs indéfiniment croissantes de x, reste constamment supérieure à un nombre déterminé.
Exemples : La règle I montre que les intégrales
{ cos ax dx 0 (Us An d sont finies et déterminées; la règle IT fait voir que les intégrales
[ x dx Ç arc tg x
O0 111 | Ph
co : REA e-* dx, 9 x ‘“lzdx O
O X ne le sont pas.
382. Il est à remarquer que, si f(x) ne cesse pas de changer de signe pour des valeurs croissantes de x et même, dans certains cas, sans que f(x) change de signe, le produit x f(x) pourra acquérir des valeurs
absolues quelconques sans que l'intégrale soit infinie ou indéterminée, parce que ésuit une loi inconnue lorsque x’, x’’ croissent à l'infini. Considérons, par exemple, l’intégrale
oo _1 ( x *cos x dx, Ju
dans laquelle x f(x) — æ? cosx peut surpasser tout nombre donné lorsque x croit indéfiniment. On a
co _1 1 DÉETNPERS x ?cos x dx — | æ*sin x | x ?sin x dx, (4 a 2 et comme la dernière intégrale a une valeur finie et déterminée d’après la règle I, il en est de même de la première. On verrait qu'il en est de même pour les intégrales
© _1 co co
x *sinx dx, cos x? dx, ( sinx? dx,
dont les deux dernières se ramènent aux précédentes. Les intégrales de la forme
[ Hot
CO
(ee)
\ f{(x)dx
se ramenant sans peine à la première, il est inutile de nous en occuper.
883. Considérons maintenant une intégrale prise entre des limites finies, mais dans laquelle la fonction sous le signe [( passe par l'infini. Supposons que l’on ait
b Ua [ f{x)dx, f(b—0o)— oo,
la fonction f(x) étant d’ailleurs continue dans l’intervalle (a, b—e), où €
est une fraction aussi petite que l’on veut. Pour que l’intégrale (34%)
b—e ui im | f(x)dx
ait une valeur finie et déterminée, il faut et il suffit, d’après les principes de la théorie des limites, que l’intégrale singulière
(6) | er (x) dx,
où £’ est un nombre arbitraire moindre ques, tende vers zéro lorsque € tend vers zéro. Ainsi, l'intégrale
1—e dx ri I—E€ | — X "€?
ayant une valeur indéterminée qui dépend du rapports :e’,on peut en conclure que l'intégrale
1 dx
ne saurait avoir une valeur finie et déterminée.
Or, on peut, au moyen du premier théorème de la moyenne et en désignant par # un nombre positif constant, par & une quantité comprise entre b — € et b — £, écrire
(es fa) de = (— 8) 1) |
Le facteur (e* — <’*) tendant vers zéro lorsque € et £’ décroissent indéfiniment d’une manière quelconque, si (b — &)!-* f(£) ne croît pas
b—c’ dx ch çc'x b—c
Feet nbiqus, L'ub
indéfiniment, l’intégrale singulière (5) aura pour limite zéro. Done
II. Pour que l'intégrale uw” ait une valeur finie et déterminée, lorsque f(b — o) est infini, il suffit que l'expression (b — x)" f(x) ne puisse croître en valeur absolue au-dessus de toute limite lorsque x tend vers la limite b, k étant une constante positive, si petite qu’elle sont.
D'autre part, l'intégrale singulière peut aussi s’écrire
(Treo de = 69 @ 0"
_. b—x le dernier facteur a une valeur indéterminée dépendant du rapporte:e’;
u’ ne pourra avoir un sens que si (b—Ë) f(E) tend vers zéro. D'où cette règle :
=(b—H OL;
IV. L'intégrale u' ne peut avoir une valeur finie et déterminée si VA (b — x) f(x) reste toujours supérieur à un nombre fixe, x tendant vers la limite b.
Si, dans l'intégrale w’, on avait f(a + 0) —w , ou si la fonction f(x) devenait infinie pour une valeur x — a, comprise entre a et b, on raisonnerait de même et l’on aurait des règles analogues faciles à énoncer; ces cas se ramènent d’ailleurs, comme on l’a vu, à celui que nous venons de traiter.
884. La règle [IT fait voir que les intégrales 1 dx 1 dx | Fr 99 M POUR EST — 3100
sont déterminées, car les produits
deal _29 Like" (x — æ)# (1 — x?) 10e (1 + x) 100 (1 2% r) 4e
s'évanouissent pour x = 1, si l'on prend k < 1 : 2 dans le premier cas; k << 0,01 dans le second. Mais on voit par la règle IV que l'intégrale
11 7° [. dx
n'existe pas, car (1 — x) (1 — x)! — (1 + x)! ne peut tendre vers zéro lorsque x tend vers l’unité. On sait en effet que cette intégrale est infinie. L'intégrale
( at (1 — x) dx, SEE
où oOLp<L1,0<q<1, a une valeur finie et déterminée, bien que la fonction sous le signe ( devienne infinie pour x = 0 et pour x = 1. L'intégrale importante
(ee) T (1) =| tester dr
est déterminée si p est © o. En effct, d’une part, lorsque x tend vers zéro, le produit ne croîtra pas indéfiniment si l’on prend k < . D’autre part, pour des valeurs indéfiniment croissantes de x, on aura lim'zlt métiers 0; X=o quelque grand que soit u (24). D'ailleurs, pour toute valeur de x entre zéro et l’infini la fonction sous le signe f est continue. 38%. Remarque. — Lorsque la fonction f(x) devient infinie pour une valeur c de x comprise entre a et b, on sait que, par définition, À "
, fl) d2 = lim ho fx) dx H fo de |
e et n tendant vers zéro d’un manière quelconque, et les règles ci-dessus montreront dans quels cas l’intégrale existe. Dans certains cas, l'intégrale peut être indéterminée, mais elle acquiert une valeur déterminée lorsque l’on prend n—e: cette valeur est dite alors la valeur principale de l’intégrale indéterminée. Ainsi, l'intégrale
Hide . f{(—sdx , fidx À ñ ( = lin (| RE + )= 1im 1.2
nt !
est indéterminée, mais elle a une valeur principale, qui est 1. 1 — 0, Certains problèmes d’analyse et de mécanique conduisent à des intégrales définies dont la valeur principale fournit la solution véritable de la question.
886. Les intégrales singulières ne sont pas seulement utiles pour vérifier l’existence d’autres intégrales, comme on l’a vu plus haut, mais aussi pour trouver leurs valeurs. Considérons, par exemple, l'intégrale
U£, MU
® cos ax — cos Br ur ——————————— o x
On peut poser
[e +) Q0 ; Te PE du — | T7)
la décomposition étant permise, parce que chaque intégrale a une valeur déterminée, ce qui n’avait pas lieu lorsque sa limite inférieure était zéro. Mais en faisant Ox — «z dans la seconde, on trouve
ee) X Q0O cos Üx COS az cos ax
A x A nz BE x œ a d’où Be À ax COS ax u = lim dx.
O0 JE X
La valeur de cette intégrale singulière s’obtient sans difficulté ; elle est égale à
Be 6
cos aË 1. — — cos aË 1, =; QE (o 4
E étant compris entre les limites de l'intégrale, et ayant, par suite, zéro pour limite lorsque £ tend vers zéro. On a donc, à la limite,
in cos ax — cos x à. x
Tree Œ
38%. Différentiation sous le signe Î. — Une intégrale définie, dans laquelle la fonction sous le signe | renferme un paramètre arbitraire «, est une fonction de ce paramètre et l’on peut se proposer d’en chercher la dérivée par rapport à &«. Soit donc
b (1) p(= | fix,
et nous supposons d'abord que a, b soient des constantes finies ct indépendantes de «; que la dérivée partielle f4 (æ, «) de f(x, «) soit continue par rapport à (x, «) dans l'intervalle (a, b) de x et (a —e, «+ e) de «, e étant une quantité constante, si petite qu’elle soit d’ailleurs. Donnons à « un accroissement infiniment petit *, positif ou négatif; nous aurons, 0 étant > oet < tr,
S ns
PEER RE EC fa, a +de — 5 fre, a) dx
= (REED à == re (x, « + 0h)dx.
On peut poser fa(x, œ —+- 0h) a fa(Z, a) RH; H étant une fonction de x, « et h qui, pour toute valeur donnée de 1 tend vers zéro en même temps que h, et l’on a, par conséquent,
ah) — o(x b im LED RE ( fa (x, a)
b bite ( Hdz.
k=o Ja Mais, d’après l'hypothèse sur la continuité de f, (x, «), on peut supposer Wh assez petit pour que H soit moindre qu’une quantité donnée o, arbitrairement petite, pour toute valeur de x dans l'intervalle (a, b)(1389), donc
M (da € 5 (5 — 0
peut êtré supposé aussi petit qu’on le veut, donc sa limite est zéro lorsque h tend vers zéro, On a donc
(2) ea) = | fa (a, ads, a ou, sous une autre forme,
. | f(x axe (. DEEE) É à dx
Ainsi, quand les conditions énoncées sont vérifiées, pour différentier une intégrale définie par rapport à un paramètre variable, il suffit de différentier la fonction sous le signe d’intégration.
388. Cette règle de Leibnitz ne peut être étendue, sans restriction, aux intégrales dont une limite est infinie ou dont la fonction sous le signe [ passe par l'infini. Soit
o(a) (ft c) de,
et admettons que cette intégrale ait toujours une valeur dans l’intervalle (œ — €, « Le); que f(x, «) soit toujours continue dans l'intervalle (a, ©) de xet (x — €, « He) de «. Désignons par x’ une valeur de x, aussi grande que nous voulons, en sorte que
o(«) =( f(@, à) dx + f{æ, «) dx;
par suite, la règle de Leibnitz s'appliquant sans difficulté à la première de ces deux intégrales,
p’(a) ( fa(æ, &) dx + inf as na LEZ sa)
Si lintégrale de f(x, «) dx entre a et a un sens, on voit sans peine que cette équation peut s’écrire
(3) (a) —\ fax, à) dx + if” fat, a + 0h) — f{x,a)]dæ.
Dans le dernier terme, x’ peut avoir une valeur aussi grande qu’on le veut; si donc on peut prouver que, pour des valeurs suffisamment grandes de x’ et suffisamment petites de h, ce dernier terme devient aussi petit qu’on le veut, sa limite sera zéro et l’équation (2) subsistera pour le cas b— w,
Cest ce qui aura lieu, en général, si l'expression VA ct+# fu(x, «), où k est > o, ne croît pas au-dessus de toute limite pour des valeurs arbitrairement grandes de x, et pour des valeurs quelconques de « dans l'intervalle (x —e, «+ e), car on prouvera sans peine comme au n° 884 que la dernière intégrale décroit indéfiniment en valeur absolue lorsque x’ tend vers l'infini.
Ainsi, l'intégrale finie et déterminée
ee 2 ( e* cosaxdx O
nous donne
gi f(x, a) = — Fe *"sinar, qui tend vers zéro avec 1 : x, donc d C9
(ee) Rad À e- cosaxñ dx ——\ xe-** sinax dx.
da O O
389. Considérons encore le cas où dans l'équation (1), pour la valeur x —b, la fonction f(x, x) ou sa dérivée f; (x, «) deviendrait infinie, ou discontinue, dans le voisinage de la valeur de « que l’on considère. En désignant par x’ < b une quantité aussÿ voisine de b que l’on voudra, on aura, comme ci-dessus,
o(e)=Â" f(x, ajde +( ft a) de,
et l’on suppose d’ailleurs que © (x) a une valeur déterminée. On aura, d’après (2),
ah v(=[" fa(x, &) dx Him. lORSONSE
= AC: 2)+tim( Cfa (æ; x L 0h) — face, a)] dr,
et si l’on peut rendre le dernier terme aussi a qu'on le veut, en faisant tendre h vers zéro et x’ vers b, o’ (x) se réduira au premier terme et l’équation (2) subsistera. C’est ce qui aura lieu si, pour toute valeur de « entre « —e et axe, la LHOE WA(b — x) # fo(x, æ) reste inférieure à un nombre fixe.
Si la fonction f(x, «) devenait discontinue pour æ— a, ou pour certaines valeurs de x dans l’intervalle (a, b), on traiterait la question par une voie analogue facile à trouver,
Rd te a St D
390. Il reste à examiner le cas où les limites & et b dépendent elles-mêmes de «. Nous supposons d’ailleurs que les fonctions f(x, «), fa(æ, æ) vérifient les mêmes conditions qu’au n° 88%, et que a et b admettent des dérivées par rapport à «. En raisonnant comme au n° 361.et désignant par a;, b, des quantités comprises respectivement entre a et a + Aa, entre b et b + Ab, nous aurons
push) va) b fx, a + h) — f(x, à) re k à h | Ab Aa bah) fus ah) d’où, faisant tendre h vers zéro et ayant égard à ce qui a été démontré ci-dessus pour le premier terme (88%), da (o4
(4) e (= (Fe (x, «) dx + f(b, DT f(a, a)
Cette formule fournit la solution du problème.
391. Intégrales doubles(1}, — La définition des intégrales doubles (3%%) suppose que le champ d'intégration T soit limité dans tous les sens et que la foncton f(x, y) sous le signe [ reste finie dans toute la région T. Lorsque ces conditions ne sont plus vérifiées, il y a lieu de définir à nouveau l'intégrale double et de s’assurer si elle a encore un sens.
Supposons d’abord que le champ d'intégration T s’étende indéfiniment dans une ou plusieurs directions, la fonetion f restant finie et continue dans toute son étendue. On limitera par une ligne arbitraire (C’) une portion T’ de la région T, et l’on fera varier cette ligne de manière que la portion T’ finisse par embrasser tous les points de la région T. Si l'intégrale
fr f(& y) d'” tend vers une limite fixe, indépendante de la forme du contour arbitraire (C’), cette limite sera, par définition, la valeur de l'intégrale ,f(&;, y) dT étendue à la région indéfinie. Par exemple, si la région T est la portion indéfinie du plan comprise
(1) Pour les cas où ces intégrales peuvent se réduire à deux intégrales simples successives, voir la note à la fin du volume.
dans l’angle des coordonnées positives XOY, 1° on prendra l'intégrale dans le rectangle T’ limité par les droites x — 0, x — x", y —=0,y—Yy", on fera croître x’ et y’ indéfiniment et l’on cherchera la limite de l’intégrale ; d’ailleurs, l’intégrale prise dans la région T’ se calculera par deux intégrations par rapport à x et à y comme on l’a vu; 2° on s’assurera que la limite vers laquelle converge l'intégrale pour x’ et y’ infinis ne serait pas changée, si l’on substituait aux droites x = x’, y — y’ dans l’angle XOY un autre contour arbitraire, terminé aux axes OX, OY, et s'étendant indéfiniment dans toutes les directions à partir de l’origine O.
Si l'intégrale doit s'étendre à toute l’aire indéfinie de la parabole y? —2px, on la prendra d'abord dans une région T’ limitée par la courbe et par la droite x — x’, en sorte qu’on aura à intégrer par rapport à y entre — L/2px et + L/2pz, et par rapport à x entre x = 0, æ —=%", puis on fera croître x’ indéfiniment; il faudra que l'intégrale tende vers une limite finie et déterminée. Puis, on devra démontrer que cette limite resterait la même si l’on remplaçait la droite x — x’ par un contour arbitraire intérieur à la courbe, terminé de part et d’autre à celle-ci, et s’éloignant indéfiniment dans tous ses points du sommet de la courbe.
392. Les règles générales manquent, mais pour tracer la marche à suivre, concevons que la région T comprenne l’angle des coordonnées positives XOY, et que f(x, y), pour des valeurs indéfiniment croissantes de x et de y, finisse par rester constamment de même signe. 1° Prenons l'intégrale dans la région T’ limitée par les axes OX, OY et un cercle de rayon r” ayant pour centre l’origine; donc (866)
2 " ( A RONOARES | 45 | fr cos 6, r sin 6) r dr.
T 2020 Pour que cette intégrale ait une limite, r’ devenant infini, il sera nécessaire et suffisant que l’intégrale
_ Ç de [ f(r cos 0, r sin 6) r dr o) “
ait pour limite zéro, r”’ étant arbitraire, mais > r”. Cette condition sera remplie si, pour toute valeur de r supérieure à un nombre fixe, on a
(y) WA r?#t f(r cos 0, r sin 6) < M,
AG
M étant fini, À une constante positive, si petite qu’elle soit. En effet, on aura | 27 fr” HMRUT RTE I WA l do h fer dr < 2e [° COTES (x) et cette quantité aura pour limite zéro, r' et r’’ devenant infinis.
La condition lim p —o pourrait d’ailleurs être remplie sans que la condition (y) le fût; mais on verrait de même que, si Wr?/f(x, y) finissait par rester supérieur à un nombre fixe lorsque r croît à l'infini, l'intégrale p ne tendrait pas vers zéro et l’intégrale proposée n'aurait aucun sens.
3° Si lim p — 0, l'intégrale double aura un sens; car, quel que soit le contour (C’) par lequel on remplace le cercle de rayon r’, pourvu qu'il s’éloigne indéfiniment de l’origine, on pourra toujours le renfermer entre deux quarts de cercle de rayons r” et r”” indéfiniment croissants; f(x, y) étant parlout de même signe, l'intégrale étendue à la région limitée par (C’) et le cercle de rayon r’ sera, en valeur absolue, moindre que l’intégrale p dont le champ est limité par les cereles de rayons r’ et rh iet tendra vers zéro en même temps que p.
Donc, l'intégrale entre les OX, OY et le contour (C’) aura même limite que l'intégrale entre OX, OY et Le cercle de rayon r’,
Mais il importe de remarquer que cette conclusion cesserait d’être légitime, si f(x, y) ne finissait pas par être constamment de même signe lorsque r croit indéfiniment ; dans ce cas, la condition lim p — o est donc toujours nécessaire, mais elle n’est plus suffisante.
Si le champ d'intégration était déterminé par des conditions différentes, s’il s’'étendait, par exemple, à toute l'étendue du plan autour de l’origine, on procéderait par des voies analogues à la précédente.
393. Supposons maintenant que la région T étant limitée de toutes parts, la fonction f(x, y) devienne infinie en un certain point (x, y1) de l’intérieur de cette région, et qu’elle soit, partout ailleurs, finie et continue. On décrira autour du point (21, y:1) un cercle de rayon r; aussi petit qu’on voudra; l'intégrale double, étendue à la région T’ comprise entre ce ccrele et le contour de la région T, aura une valeur déterminée. Il sera nécessaire, pour que l'intégrale ir [ (x, y)dT existe, que cette valeur tende vers une limite déterminée lorsque r1 tend vers zéro, et pour cela, il sera nécessaire et suffisant que l’intégrale double, étendue
à la couronne circulaire comprise entre deux cercles concentriques de rayons ri et ro (re < 71), ait pour limite zéro lorsque r, tend vers zéro. Cette condition sera exprimée par l'équation
(8) lim g — lim de & je far + r cos 0, y + r sin 0)rdr — o.
Mais cette condition nécessaire ne sera pas suffisante : il faudra prouver encore, pour que l'intégrale double étendue à la région T ait un sens, que l'intégrale converge vers la même limite déterminée lorsqu'on remplace le petit cercle de rayon r, par tout autre contour infiniment petit enveloppant le point (x, y1).
Si la fonction f(x, y) tend vers l'infini en restant de même signe lorsque r tend vers zéro, la condition (9) entrainera celle-ci, car, soit (C) un contour fermé, arbitraire, circonscrivant une aire indéfiniment décroissante autour du point (#1, y1); on pourra toujours décrire autour de ce point deux cercles de rayons r, et r2 indéfiniment décroissants, comprenant entr’eux le contour (C), et l’on verra comme plus haut que l'intégrale double, étendue à la région comprise entre le contour (C) et le cercle de rayon r;, a pour limite zéro. Donc, etc.
Supposons, par exemple, que f(x, y) restant toujours de même signe, on ait pour toute valeur de r inférieure à un certain nombre
MA 72 f(x, + r cos 0, y; + r sin 0) M, M étant une quantité fixe et # une constante positive, qui peut être très petite. Nous aurons
Ag <|
et cette quantité tendant vers zéro en même temps que r. et r2, l’intégrale q aura pour limite zéro et la condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale [x f (x, y) dT existe sera vérifiée.
Mais si la fonction f(x, y), en devenant infinie au point (æ:, yi), changeait de signe dans la plus petite région autour de ce point, on ne pourrait pas conclure de l'existence de la condition (9), que l'intégrale double a une valeur déterminée.
Si l’on avait constamment, dans le voisinage du point (t1, Ya),
nf (a: + r cos 0, y; Lr cos 6) > M,
on verrait de même que l'intégrale double a une valeur infinie.
2 1 QE = ri
[e) PO PR k
394. Si la fonction f(x, y) devenait infinie en un point du contour qui limite la région T, il faudrait, dans l'intégrale q, modifier les limites d'intégration par rapport à 0. Par exemple, si la région T est limitée par un rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes, et dont un sommet est à l’origine O, et si l’on a f (0,0) — ©, on voit sans peine que l’intégration par rapport à 0 devra se faire entre 0—oet0— Tr: 2.
393. Si la fonction f (x,y) devenait infinie en plusieurs points (1, y), (xe, y2),.… de la région T, il faudrait procéder pour chacun de ces points comme nous l'avons fait pour le premier.
Il peut encore arriver que la fonction f(x,y) devienne infinie pour tous les points d’une ligne ab tracée dans la région T, ou pour un nombre indéfini de points de cette ligne (fig. 60, n° 838). On prendra d’abord l'intégrale double dans une région T’ comprenant toute la région T, à l'exception d’une aire infiniment petite t enveloppant la ligne ab. On supposera que le contour de l’aire { se resserre de plus en plus en se rapprochant de ab, et si l'intégrale étendue à la région T’ tend alors vers une limite fixe S; si, de plus, on peut démontrer que cette limite reste la même de quelque manière que l’on fasse ainsi varier le contour de l’aire t, pourvu que cette aire décroisse indéfiniment, on dira que l'intégrale Îr { (x, y) dT existe, et sa valeur sera précisément cette limite S.
Des considérations analogues s’appliqueraient aux intégrales triples.
DÉFINITION ET GÉNÉRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
396. Le calcul intégral, comme on l’a vu au n° 282, a pour but de remonter, des relations données centre les variables et leurs différentielles, aux relations entre les variables seulement. On nomme équations différentielles ces équations qui renferment à la fois les variables et leurs différentielles ; celles qu’on en déduit entre les seules variables sont les intégrales des premières.
Le problème de l’intégration présente différents cas que nous étudierons successivement : 1° Deux variables x et y sont liées entre elles par une équation qui renferme la dérivée de y par rapport à x,
f(on TE):
c’est ce qu’on appelle une équation du premier ordre. Elle est en même temps du premier degré si la dérivée n'y entre qu'à la première puissance, auquel cas on peut l'écrire
Si, dans cette équation, f(x,y) ne renferme pas y, la dérivée est exprimée en fonction de x seul, et l’on retombe sur le problème des quadratures (Livre troisième).
2e L’équation différentielle renferme les dérivées de y jusqu’à un certain ordre n inclusivement : l’équation est dite alors de l’ordre n.
Elle a la forme ne x LR CE BRON À RE 10 Pax' ax 3) nie
3° Plusieurs fonctions d'une même variable indépendante t sont liées à celle-ci par un nombre égal d'équations, où figurent en outre leurs dérivées par rapport à f{ jusqu’à un certain ordre. C’est un système d'équations différentielles simultanées.
Outre ces équations différentielles ordinaires, dans lesquelles il n’y a qu’une variable indépendante, on considère d’autres équations dans lesquelles une fonction de plusieurs variables indépendantes et déterminées par ses différentielles totales ou partielles. Nous ne les étudierons pas ici.
39%. La génération des équations différentielles peut se concevoir d’une manière qui donne une idée de la nature de leurs intégrales. Soit
(1) LE (x, y; C) —'o une équation entre deux variables x, y, qui renferme en outre une
constante arbitraire C. En la différentiant, on a
OF , 0Fdy (2) ER +— Ad
0x | Oy dx et cette équation renfermera encore, en général, la constante C. Mais si l’on élimine C entre (r) et (2), on aura une troisième égalité
ne renfermant plus cette constante, et qui, par suite, aura lieu entre x, y, dy : dx, quelle que soit la valeur particulière qu’on attribue à C. Cette équation (3) est une équation différentielle, exprimant une propriété
commune à toutes les courbes qui résultent de l’équation (1) par la variation du paramètre C. Par exemple, l'équation
donne par différention
ct en éliminant C,
dy AU y° — 28ÿ 5 — y dr? 0;
équation différentielle à laquelle satisfont toutes les paraboles que représente l’équation (x) lorsque le paramètre C reçoit toutes les ELA possibles.
Supposons une équation avec deux constantes arbitraires
différentions-la deux fois de suite, éliminons C; et C2 entre les trois équations ainsi obtenues ; nous aurons une équation
(5) (> y 2, 0 EC
à laquelle satisfera toute fonction y de x comprise dans l’équation (4), quels que soient C; et C2.
Et, en général, si l’on a une ‘équation à deux variables F (x, y, C;, Ca, «.. Cn) — 0, renfermant # constantes Ci, C2, ... Cr, si l’on y joint les n équations obtenues en la différentiant n fois de suite, on aura un système de # + 1 équations entre lesquelles, en général, on pourra éliminer les n constantes. Le résultat sera une équation différentielle de
Ale ou d?y Le
dx da?” TT débarrassée des constantes arbitraires, et à laquelle satisfera toute fonction y de x définie par l’équation F —0, quelles que soient les valeurs particulières attribuées aux constantes Ci, Cr, .…. Cu.
On arrive donc à cette conclusion importante, qu’une équation entre deux variables x et y, renfermant n constantes arbitraires, peut être
l’ordre n
comprise dans une équation différentielle d’ordre n qui a au moins la même généralité et ne renferme plus aucune de ces constantes. Si donc on parvient à remonter de l'équation différentielle à la relation centre x et y, il faudra que les constantes C;, C2, … C, reparaissent dans l'intégrale.
TE
399. De quelque manière qu’on fasse l'élimination entre l'équation F (x, y, C1, C2, .. Cn) — 0 et ses n premières dérivées, on trouvera la même équation différentielle d'ordre n. Supposons par écble DES: _et soient
dy d?
(4) Fay On Dos (3) (a 1, TE) — 0
l'équation primitive et l'équation du second ordre. Si, dans la première, on attribue à x une valeur arbitraire, et si l’on peut disposer des constantes C; et C+ de manière à attribuer à y et à sa dérivée des valeurs données pour cette valeur de x, la fonction y de x sera alors complètement déterminée, et par suite sa dérivée seconde. Ainsi d?y : dx? peut être considéré comme une fonction déterminée, en vertu de l’équation (4), des quantités x, y, dy : dx que l’on se donnera arbitrairement ; il en résulte que l’équation (5) est unique.
Le raisonnement serait le même dans le cas général,
Exercices.
PE NUE di dy?
Équation différentielle des coniques homofocales x? y
ATEN VO er a?+C b+C
ones 2 R. 2 ARE LEE Pan ie ie dy
xy dx
5. Éliminer les constantes arbitraires C;, C2, a, b de l’équation
y = Cesar HE Cetz,
R. On trouve TARA du quatrième ordre
Ste (ue ve) dy dy dx? dx* dx? dx drux: dat | dedas #e
6. Équation différentielle des sections coniques y=ax +bEV pa? + 2gx br, a, b, p, q,r étant arbitraires (HALPHEN).
R. On a, en posant V” pæ? + 2qx +r —R, sd’ 2 AVS dy PER ET EHERRENP (pr + q) ee de Ja
Ur R dd D PARGEUNT HET R5
d® dxÿ On trouve, en la Ve
d'y Fr d'y d'y d°y k ue) di à 4e das dx’ das a
Dans le cas de la parabole, p — 0, l'équation se réduit au 4e ordre :
CHAPITRE XL
INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE ET DU PREMIER DEGRÉ.
le P, We
7 460. Au point de vue analytique, intégrer l'équation
dans laquelle f est une fonction donnée des variables x et y, c’est trouver une fonction de x, la plus générale possible, qui substituée à y dans cette équation, y satisfasse quel que soit +. Au point de vue géométrique, c’est-à-dire en considérant x et y comme les coordonnées rectangulaires d'une courbe plane, il faut trouver une courbe telle que le coefficient
angulaire de la tangente en un point quelconque (x, y) de la courbe soit une fonction donnée f(x, y) des coordonnées de ce point.
On appelle intégrale générale de l'équation (1) toute intégrale renfermant une constante arbitraire G non comprise dans l’équation, et dont il est possible de déterminer la valeur de façon que, pour une valeur donnée x, de x, la fonction y preune une valeur y;, assignée d’avance. L’équation (1) résulte de l'élimination de C entre l’intégrale générale et sa dérivée. Toute solution de l'équation (1) qui rentre dans l'intégrale générale par une détermination convenable de la constante arbitraire se nomme une intégrale particulière.
Une intégrale, au contraire, qu’on ne peut déduire de l'intégrale générale par aucune valeur constante attribuée à GC, se nomme une solution singulière de l'équation différentielle.
404. Nous établirons plus loin d’une manière rigoureuse que si, dans une région déterminée T du plan, la fonction f(x, y) satisfait à certaines conditions qui seront précisées, il existe dans cette région une fonction simple y de x qui vérifie l'équation (1), et qui prend pour une valeur donnée x, de x, une valeur arbitrairement donnée y. Par chaque point (Xo, yo) de la région T passe donc une seule intégrale déterminée, ee qui ne peut avoir lieu que si l'expression de y, obtenue par l'intégration, renferme une constante arbitraire C qui permette de choisir à volonté la valeur y, de y qui répond à une valeur donnée x, de x.
Il existe donc une intégrale générale, au moins pour la région T.
Toute intégrale appartenant à cette région est une intégrale particulière, car, Soit y, la valeur de y que donne cette intégrale pour x —%x,; on déterminera la constante C de l'intégrale générale de manière que celle-ci prenne aussi la valeur y, pour x — x, (400); on aura une intégrale particulière, vérifiant l'équation (r) quel que soit x et admettant la même valeury, que l'intégrale donnée, pour une valeur particulière de x; comme il n'existe qu’une seule fonction y de x qui vérifie ces deux conditions dans la région T, l'intégrale particulière se confondra avec l'intégrale donnée.
D’après cela, les conditions qui assurent l'existence de l'intégrale générale nous feront connaître dans quels cas exceptionnels l’équation (1) pourra admettre des intégrales non comprises dans l'intégrale générale, c'est-à-dire des solutions singulières. Mais on peut dès à présent reconnaître une propriété géométrique de ces solutions.
Si, dans une région T, l'équation (1) admet à la fois des intégrales particulières et une solution singulière, la courbe qui représente cette dernière devra toucher, en chaeun de ses point M, la courbe de l’intégrale particulière qui passe par ce point. Car l'équation (1) ne donne qu’une valeur pour le coefficient angulaire de la tangente en un point donné, et comme les deux courbes, solution singulière et intégrale particulière,
vérifient cette équation (1) et passent par le point M, elles ont la même tangente en ce point.
Soit, par exemple, l'équation
dy :
ee ie)
On vérifie sans peine que la fonction
y=2+(2) cs)
satisfait à l'équation quels que soient x et C.
C’est donc là l’intégrale générale. Mais l'équation est aussi vérifiée par l'hypothèse y —x, qui ne peut convenir à une intégrale particulière, puisqu'elle entraînerait l'équation C — x; C ne serait donc pas constant. L’équation y — x représente donc une solution singulière.
On reconnaît facilement 1° que la droite y — x est le lieu des points de rebroussement des courbes du troisième ordre qui figurent les intégrales particulières, et qu’elle les touche toutes en ces points; 2° que la relation y = x rend infinie la dérivée partielle f/(x, y), en sorte que l’une des conditions nécessaires, comme on le verra, pour qu’il y ait en chaque point une intégrale unique, n’est plus vérifiée. L'existence de la solution singulière est donc possible,
40%. L’équation (1) est toujours réductible à la forme (2) Pdx + Qdy = 0, Pet Q étant, en général, des fonctions données de x, y. Cette équation
s'intègre immédiatement lorsque Pdx - Qdy est la différentielle totale
d’une fonction F (x, y) des variables x et y, considérées comme indépendantes. En effet, si l’on a
Pdx + Qdy = d.F (x, y),
l'équation (2) se mettra sous la forme d.F(x, y) —0, et la condition
nécessaire et suffisante pour qu'une telle relation ait lieu est que F(x, y) soit constant. Donc F(z, y) = C sera l'intégrale générale de l’équation (2). On voit, de plus, qu'il n’y aura pas de solution singulière.
Ainsi, l'équation
(== RUN Er RS
étant écrite sous la forme
nous fait voir que son premier membre est une différentielle exacte, et qu’elle a pour intégrale générale
D 2 / Eu.
AS +) ares (4) c.
403. On peut reconnaître dans quels cas Pdx + Qdy estune différentielle exacte, et ramener alors l'intégration à deux quadratures, comme il suit. Si Pdx + Qdy est la différentielle totale d’une fonction F(z, y), on a, comme on sait,
OF OF 0?F 0?F P=—, Q—=—s — — — 0x dy Oy0x Ox0
et par suite
0P 0Q (3) STMot abstraction faite de toute relation entre x et y.
Supposons, réciproquement, que l’identité (3) soit vérifiée, et cherchons une fonction F (x, y) qui ait pour différentielle totale Pdx Qdy. Sa dérivée partielle par rapport à x étant P, cette fonction F est comprise dans l'intégrale indéfinie [ Pdx, y étant traité comme constant et la constante arbitraire de l’intégration étant, en général, une fonction o (y) de y seul. Nous avons donc, en posant Pi — [ P dx,
Fc, y) = [ P dx + (y) =P1+ (y),
et il reste à déterminer o (y) de manière à vérifier, s’il est possible, la
deuxième condition F, (x, y) — Q. On doit avoir, pour cela, OP Us , dP; SNS | 3j 1 PO) =RS RSR S “etcomme œ’ (y) ne dépend pas de x, cette égalité n’est possible que si le second membre est aussi indépendant de x. Pour qu'il en soit ainsi, Il
faut et il suffit que sa dérivée partielle par rapport à x soit nulle, ce qui donne
Q Ô ne 0Q 0 fOPi\ 0Q OP _- =? 0x \ dy, Ox dy Ôx )= Ôx 0dy
La relation Fe exprime donc la condition cherchée pour que F (x, y) existe, et la fonction + se trouvera alors par l'équation
p (y) —((0 SE dy,
la fonction sous le signe [ ne renfermant pas x. On aura donc, en
substituant et égalant F(x, y) à une constante arbitraire, l'intégrale générale
(4) [ras + {0 un ere
Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que Pdx + Qdy soit une différentielle exacte en x et y s'exprime par l’équation (3), et si Pet Q y satisfont, l'équation (4) fournira l'intégrale générale de l'équation (2).
Ainsi, l'équation |
(x? — 420y — 2y°) dx + (y? — 4xy — 2x?) dy = 0
nous donne OPA Ya, 3 0 PRoQ xs \ _ dP fPdx = Si — 24% y — 2y°x, Q — Er =",
et l'intégrale générale est, d’après (4), a — Gary — 6y°?x + y5 —
404. Il est un cas remarquable où l’on reconnait que le premier membre de (2) est une différentielle exacte, c'est celui où P est une fonc-
tion X de x seul, Q une fonction Y de y seul,
(5) Xdx + Ydy = 0:
on dit alors que les variables sont séparées. Dans ce cas, en effet, on a
= — 0, { Pdx = | Xdx, Q—— Ve donc [ Xdx + [ Ydy = C
est l’intégrale générale, ce qui se voit d’ailleurs directement. Le problème est alors ramené immédiatement aux quadratures.
Lorsque les variables ne sont pas séparées dans l’équation différentielle même, il suffit quelquefois de la multiplier par un facteur convenable pour opérer la séparation. C’est ce qui a lieu pour toute équation de la forme
X1Y id + X2Y:dy = 0,
X1, X2 ne renfermant que x, Y, et Y: que y. Si l’on divise toute l’équation par ŸiX>2, ce qui exclut l’hypotèse que X: ou Ÿ, soit nul, on a
équation dans laquelle les variables sont séparées et l'intégration se fait comme plus haut.
Ainsi, on met l’équation
(+ y)(1 + x)dz + (1 +?) (1 — y)dy = 0
sous la forme
1+x y ee
et l’on a, par de simples quadratures,
arc 5241 (I + 2?) are 18 y — 2] (1 +y?)= C, intégrale générale que l’on écrit aussi sous la forme
send 2 met I. C CE.
C4 étant une nouvelle constante arbitraire,
403%. Intégration des équations homogènes. — Si la séparation des variables ne s’obtient pas immédiatement, on cherche à la réaliser par substitution, en introduisant dans l’équation, au lieu des variables x, y, deux nouvelles variables convenablement choisies. Souvent, il suffit de changer l’une des variables.
Considérons l’équation homogène (2) Pdx + Qdy —= O, dans laquelle P, Q sont des fonctions homogènes de même degré m par rapport à x et à y (444). D’après la définition des fonctions homogènes,
si l’on divise l’équation (2 pis x”, Pet Q ne dépendront plus que du rapport y : x, et l'équation (2) prendra la forme
TOPIC
y—=ux, dy —udx + xdu,
En posant
il viendra pour l’équation entre uw et x,
(6) C£(u) H ufi(u)] dx + xfi(u) du — 0, et en divisant par x et par f(u)+-ufi(u), ce qui suppose que cette dernière expression ne Soil pus v
4, fi(u)du 14 fu) + ur) L'intégrale de cette Rue” où les variables sont séparées, est (u)du (7) I, z + (ire CHOC ERRE C, fa) E af)
et en effectuant la quadrature indiquée et remplaçant uw par y: x, on trouvera l'intégrale de l’équation (2).
Quant à l'hypothèse f{u) + ufi(u) —o, elle fournira pour w un certain nombre de valeurs déterminées wi, w2, .…., que l’on peut regarder comme vérifiant l’équation (6), puisqu'elles annulent le coefficient de dx et donnent du — 0. On aura donc encore les intégrales particulières ou singulières
SU L MQUEE LIL
406. Prenons comme exemple, A, B, A’, B’ étant constants, l’équation
(Ax + By)dx + (A'æ + B'y)dy — 0,
dans laquelle P et Q sont du premier degré. La transformation indiquée
conduit à l'équation [A + (B + A’) u + B'u°] dx + x (A + B'u) du = o. L'intégrale générale est | L 14 L x + Lorna B EIRE du —C, À — (B + A7) u + B'u?
et la fonction sous le signe [ étant rationnelle, la quadrature s’effectuera sans peine. La forme de l'intégrale dépend de la nature des racines de
l'équation A (B + A’)u + Bu? = 0.
Supposons-les réelles et inégales, et soient a, b leurs valeurs, en sorte que l’on ait A (B—+ A’) u + B'u? — B’ (u — a) (u — b).
En décomposant la fraction rationnelle en fractions simples, on aura A’ + B'u m e n AL(B+A')u+Bu u—a u—b
avec les équations
A = — B'(mb + na); 1 =m+n, pour déterminer m et n. L'intégrale générale sera donc Lx+ml(u— a)Lnl.(u —b) =0C, ou x (u — a)" (u — b}" — ef, ou encore, en mettant pour w sa valeur et posant e£ — C;, (y — ax)" (y — bx}" = C1.
car x!" se réduit à l’unité, à cause de la relation m <+-n — 1. Quant aux intégrales y — ax, y — bx, que l’on trouve en égalant à zéro le diviseur de l’équation en w, ce sont des intégrales particulières
répondant à C; — o ou à CG; — © suivant les signes des exposants m et n. 40%. L’équation
(Ax + By + D) dx H (A’x + B'y + D’) dy —
sa ramène à la précédente par la substitution
x—êta y—=n+6b,
« et B étant des constantes que l’on détermine par les conditions Aa + B£ + D —0o, Aa +B'B—E D'—0, ce qui conduit à l'équation entre Ëet n (AË + Bn) dé + (A'E + B'n) dn = 0, qui vient d'être intégrée. Cette transformation serait impossible si l’on avait AB’ — BA’ — o, car a et 5 seraient infinis; mais, dans ce cas, le
rapport de A/x— B'y à Ax + By serait constant, et l’on séparerait les variables en posant Ax + By — z.
408. Équation linéaire du premier ordre. — On appelle ainsi l'équation | (8) CRE dx J *
X et X, étant des fonctions données de x seul.
On procède encore par substitution. On pose y = uz, u et z désignant deux nouvelles fonctions de x dont une pourra être choisie à volonté. On a donc
dy = udz + zdu, dz du u— + 3— + Xuz = X RUE TA N et si l’on détermine 2 de facon à annuler le coeffient de w dans cette équation,
dz a — + Xz —=0 () + Xe 0, l'équation se réduira à 2 ; di On tire de la première dz —— — Xdr, = NX dr nr ere, z et de la seconde du Mk TT X je EXT ET TEE (>
d’où enfin, l'intégrale générale de l’équation (8),
(9) y = ef [CE [Xig Xi dx].
Nous remarquons qu’il est inutile de compléter par une constante l'intégrale { Xdx dans la valeur de z, car il nous suffit de trouver une fonction particulière z qui vérifie la condition (x). D'ailleurs, cette constante disparaîtrait d'elle-même.
Soit, comme exemple,
dy
—+- y COSX — siNnX COST.
dx 4
On a ici X — coszx, X1 — sin x cosx, d’où fXdx = sinx, ÎXie/Xt dx — fesins sinx cosxdx— esint (sinx — 1), et l’intégrale genérale est y —= Ces? LE sinx — 1.
409. On appelle équation de Bernoulli l’équation | dy 10 — + Xy = Xiyt ( ) dx y 17 2
qui se réduit à l'équation (8) pour n — — 1. Si l’on divise cette équation (10) par y"+!, on a
RUEL Le yTX = X1
et en posant z — y” et multipliant par — n,
= nXz——nxX:.
Cette équation linéaire s'intègre par la formule (0), et l’on en déduit yo [C— n [Xie Vkée dr, | ce qui est l'intégrale de l'équation de Bernoulli. Elle devient illusoire pour # — 0, mais dans ce cas l'équation (10) se réduit à Lx —x)y—0
et s’intègre immédiatement par la séparation des variables.
480. Remarques. — 1° Parmi les valeurs que l’on doit attribuer à la constante arbitraire pour obtenir toutes les intégrales particulières comprises dans l'intégrale générale, on doit comprendre les valeurs C——+ et C—— 0, car si l’on remplace C par 1 : C’ dans l’inté-
grale, ce qui est évidemment permis, l'intégrale générale transformée admet la valeur C/ — o de la constante.
2° L'intégrale générale peut prendre des formes variées si l’on remplace une fonction de la constante C par une nouvelle constante arbitraire C’. C'est ce qui explique que lintégrale d’une équation différentielle se présente, soit sous forme algébrique, soit sous forme transcendante. Ainsi l’équation
dx dy
ele Ho EAN
admet l'intégrale générale immédiate
are sin x arc sin y — C.
Mais si l’on multiplie l'équation par — xy et si on l’ajoute à la suivante qui en est une conséquence évidente :
da /T —y? + dypf1—2x— 0, on obtient celle-ci :
CR xy d — (ae pi HS) + (a ai à) 0, VAE Vi — 2°
dont le premier membre est une différentielle exacte et dont l'intégrale
2/1 —y Lyy/1— a = Ci.
Cette intégrale est algébrique, et l’on a C,; — sin C, comme on le voit par la formule qui donne ie sinus de la somme de deux arcs,
5° 11 faut remarquer encore que la forme de lintégrale peut changer suivant l'intervalle des valeurs de x dans lequel on la considère, une
est, par suite,
expression réelle dans un certain intervalle pouvant devenir imaginaire dans un autre.
Ainsi, l'équation linéaire dy œ ne ne dx
donne, dans les formules générales (8) et (9),
Né xX = 2 — —_— DL?) — — — 7%?
dx = L( 2 )=—1p/1—42 re dx
frere de = à (= a are sin #,
et l'intégrale générale est
y = 1 — x? (C + a arc sin x).
Mais ce calcul roule sur la supposition implicite WA x < 1. Dans le cas oùWz>1,ona(2s?) |
fXdæ——1p/x—1, [Xe dx—al.(x La — 1),
et l'intégrale générale affecte la forme suivante
y=V/2— 1 [CH a L(t+p/z— 1)
On passerait d’ailleurs d’une forme à l’autre au moyen des relations des N° 252 et 2253.
4° Quand, pour faciliter l’intégration, on multiplie ou divise l’équation différentielle par une fonction des variables, il faut prendre garde que l’on peut ainsi introduire ou supprimer des solutions, comme on l’a déjà remarqué à propos de l'équation homogène. Ainsi l’équation
X,Y: dx + X2Y2 dy —= O
est vérifiée, en général, par les valeurs constantes de y que fournit l'équation Y, — 0, car ces valeurs donnent dy — 0. En divisant l’équation par Ÿ;, pour séparer les variables, on supprime donc ces intégrales qui peuvent être particulières ou singulières. Il y a même des câs où l'hypothèse X: — 0, qui donne x constant et dx nul, et vérifie par conséquent l'équation ci-dessus, ne doit pas être négligée. Elle correspond géométriquement à des droites parallèles à l’axe des y, lesquelles peuvent répondre au problème proposé.
Exercices.
Vérifier si les équations suivantes satisfont à la condition d’intégrabilité immédiate, et effectuer l'intégration :
d d de — x d, RER LS 1. os Pr de ec R.y= x cot(C—ÿ/ 1 + x? + y).
“ES y? “int | +(- #2 PR Pr + y?
R. x+tV/a + Ly—C, ou y? — C? — 2Cx.
a? + y*)dx — 20V ax — dy — 0. "+" 00 ax — a? = Ca Dern
&. (1+x°*)y%dæ + (1 — y*)x%dy —0. R. ES —=921, —.
a. (+ gt)de — (y HV ir + y?) 1 + PNR
R. Vi + Viry = Ge Tee, s. sec? (g y dx + sec°y tgxdy — 0. R. gx tgy—=C. 9. y l.ydx — dy = 0. RAY Ce Intégrer les équations homogènes 410, «dy — ydx = daV” x? + y°. R. x? — C? + 2Cy. 44. (x + y) dx + (y — x)dy = 0. R. are tg2=1. CV + y. 42, (8y + 10x)dx + (57 + 7x) dy — 0. R. (x? + y°}° (y + 2x)5 = C, y Li né 13. (- D — ÿ sn} ) dx +aæsine dy == 0, R. y = x arc cos Cx.
I LP Sd :
rx, intégrales particulières répondant
N. B. L’équation cosu — 0 donne y — + AUD.
Nous supposerons que le premier membre de l’équation du
dy f(e VE à) 0 soit une fonction rationnelle et entière de la dérivée de y, dy\" dy\"- dy Et D (+ (A +++ no
Dis P25 + Pn désignant des fonctions données de x et de y. L'équation étant résolue par rapport à cette dérivée fournira n valeurs de celle-ci, savoir
premier ordre
d d d (2) = fi (x, y), = fa(x, 4) °….) = fa (a 8)
frs f2s «.. fn étant des fonctions simples des variables dans une région déterminée. L’équation (1), mise sous la forme
ES ee »| Es ( 2] TE ETC | 0:
admet comme solution toute solution qui vérifie l’une des équations (2), et elle n’en admet aucune autre. Or, les équations (2) rentrent dans celles du chapitre précédent; elles auront donc les intégrales générales respectives Fi(x,y, C1) = 0, Fa(x, y, C2) = 0, ..…, F(x, y, CG) = 0
que l’on cherchera à trouver par les méthodes exposées; C1, C2,... Cu sont les constantes arbitraires. Mais l’équation (3) Fa (x, y, C1) F2 (x, y, Ge)... F, (x, y, G) = 0 renferme toutes les précédentes et n’en renferme pas d’autre : elle doit donc être considérée comme l'intégrale générale de l’équation (1). D’ailleurs, on peut y remplacer par une même constante C toutes les constantes C1, C2,... C,, sans diminuer la généralité de l’intégrale; car on ne peut satisfaire à cette équation (3) qu’en égalant à zéro séparément les divers facteurs F;, F:,..., et si l’on attribue à C toutes les valeurs possibles, les équations F'(&,y, CO] =0, 08 (4, y;0)—=0 7.
fourniront toutes les solutions que pourraient donner les équations Fi (x, y, Gi) = 0, F2(x, y, C2) — 0. Donc enfin, l'intégrale générale de l'équation (1) sera (4) Fit VO)EZ (x, PAC) (x 7 C0, et ne renfermera qu'une constante arbitaire.
Exemple : L’équation
dy . 9 2 dy 6 3 2 3 dy 3213 ( - (x +ay +3 (9) (ay + dy Hay) — ay 0 fournit les trois valeurs de dy : dx
À Le RNCS NO tn
comme on le voit sans peine. Ces équations ont pour intégrales
3y—=a5+C, 21y—ax?+C, xy—Cy+ti=o, en sorte que l'intégrale générale de la proposée peut s’écrire (3y — 2° — C)(L y? — x? — C) (xy — Cy + 1) — 0. 41%. Si l'équation ne renferme explicitement qu’une des variables X, y et se résout facilement par rapport à celle-ci, on opère comme il suit :
posant dy — pdx, on met l'équation, si elle ne renferme pas y, sous la forme
De là prenant p pour variable indépendante
dx = f(p)dp, dy=pf{(p)dp, y —=C+ Jpf(p) dp,
et cette quadrature fournira la valeur de y en fonction de p. Eliminant p entre cette équation et x — /(p), on aura entre x, y et C l'intégrale générale cherchée. Soit, comme exemple,
ENV E ap
OÙ X
H H — — O, dx? dx 1 + p°
On a donc
et en intégrant
d’où, éliminant p, a? + (y — C)? — «?, ce qui est l'intégrale générale.
De même, si l’équation était réductible à la forme y —/f(p), on
poserait encore dy = pdx, d’où
et une quadrature ferait connaitre æ en fonction de p.
413. Si l'équation est homogène en x et y, on la divise par une puissance convenable de x, de façon qu’elle ne renferme plus que le rapport u = y : x et la dérivée p — dy : dx. On a ainsi une relation qui, résolue par rapport à p, sera de la forme
Mais on «x y—=ux, dy = pdx — xdu + udx, d’où x du du (5) dep = u (0) Les variables sont séparés; on a l’intégrale du Lx —- Ce ( ET A fu) —u
on effectue la quadrature, on remplace w par y:x et l’on obtient l'intégrale de l'équation donnée. Ainsi, l'équation EE
de 74 dy + NS mise sous la forme
p° — 2Up — I — 0, donne la valeur de p
p=utpitu, p—u=+Epi+u;
l'équation (5) devient
dx du
Ce L/1 Lu dont l'intégrale est E Lx Hl.(u+p/r Hu) —=1.0C,
(] + d’où, mettant pour w sa valeur ct passant des logarithmes aux nombres, on a les deux équations
À Part 4 qui répondent respectivement au signe supérieur et au signe inférieur. L'intégrale générale est donc
(2? + y? + y MENT Et 0 ee,
et en remplaçant C; par — C,
ay —y==0C, y +y/at y — Ci,
æ? — 2Cy — C — 0.
4@4. Il arrive souvent qu'en différentiant l’équation proposée, on élimine l’une des veriables x, y, et l'on obtient entre l’autre variable et p une équation différentielle que l’on sait intégrer. Considérons l’équation de Monge (6) y = a f(p) + #(p),
f et @ étant des fonctions données de p seulement. En dérivant et remplaçant dy : dx par p, on a
= fo) + fo) + VOIE
d’où l’on déduit
de. TD) EEMTUTIR dpp—fp) p—fE)
Cette équation est linéaire par rapport à x considéré comme fonction de p. On l’intègre par la méthode connue, on élimine p entre l'intégrale et l’équation (6), et l’on a, entre x, y et C, l'intégrale cherchée.
413%. L’équation de Clairaut est un cas particulier de l'équation de Monge :
(7) = px + p(p)
On en déduit
dp Los 0; équation qui se décompose en deux autres,
ap ASE TE PO Ce DEC
La première donne p—C, et la substitution dans l'équation (7) fournit l'intégrale générale * () y = Cz + p(C).
La seconde donnera pour p une valeur en x qui, mise dans l’équation (7), fournira une solution singulière, car elle correspond à une valeur de dy : dx qui est fonction de x, tandis que l’intégrale générale ne peut
donner pour p que des valeurs constantes. On remarquera que la solution singulière résulterait aussi bien de l'élimination de C entre les équations
Cx+p(C)=y x+p(C) —o, dont la seconde est la dérivée de la première par rapport à C. Ainsi {° l’intégrale générale de l’équation de Clairaut s’obtient en remplaçant p par une constante arbitraire dans l'équation (7); 2° cette intégrale ne représente que des lignes droites; 5° la solution singulière de l’équation de Clairaut représente l’enveloppe de ces droites, propriété qui s’accorde avec ce qui a été dit au N° 401.
Exercices.
d + . M — 4 H+s=0. R.(y—C)— 40 (y — CG) #32 —0.
2 a | . (— s)-1 (+) 0: R.æ—Cæ+zarcsinV/ y+2V/ 1 —y.
dy” 5 à 3. 2 PP Out R. (4y — Cÿ = 27 (x — 1).
dy" y° \ dy° k a (oo + 2) tom 0 R. [y — C}?— 25] (y — Cx) (xy — C) — 0.
R. y V/y® + nat — Cx
dy dy dy?
— A, — — — : — C en C e SE dx dx dx? ot QAR )
Solution singulière : 4y =(x +1}.
Q 1. CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES
416. Considérons d’abord une équation différentielle du second ordre entre x et y, résolue par rapport à la dérivée seconde de y par rapport à x,
dy dy (1) LEE 167 œ)
f désignant une fonction simple des quantités qui y figurent. On appelle intégrale de cette équation toute fonction y de x qui la vérifie identiquement quel que soit x, au moins dans un intervalle déterminé pour +. L'intégrale générale est celle qui renferme deux constantes arbitraires C,; et C2 telles que, pour une valeur donnée x, de x; on puisse les déterminer de manière à attribuer à y et à sa dérivée des valeurs données d’avanee, yo et y,. Toute intégrale déduite de l’intégrale générale par l'attribution de valeurs particulières à C, et à C2 est une intégrale particulière ; toute intégrale qui ne peut se déduire de l'intégrale générale par des valeurs particulières attribuées aux constantes arbi traires ou à l’unc d'elles est une solution singulière.
Nous démontrerons plus loin que toute équation de la forme (1), si la fonction f(x, y, z) satisfait à des conditions qui seront indiquées dans une région T des variables x, y, z, admet une intégrale y, fonction continue de Z dans cette région, dont on peut se donner arbitrairement les valeurs yo, y, de y et de dy : dx pour une valeur x, de la variable (Go, Yo; Y} appartenant à la région T). Géométriquement, l’équation (1) appartient à une infinité de courbes dont on peut se donner à volonté un point et la tangente en ce point.
Dans ces conditions, l'équation (1) admet donc une intégrale générale, et nous ferons voir que toute solution pour laquelle les valeurs de Zo; Yo, Yo appartiennent à la région T, rentre dans cette intégrale et n’est qu’une intégrale particulière. Ce ne peut donc être que dans les régions où les conditions que nous indiquerons ne seraient pas vérifiées, que l'équation (1) admettrait des solutions singulières.
44%. Ces propriétés s'étendent à des équations différentielles du 5e, du 4me ordre, En général, une équation de l’ordre n réduite à la forme normale
dy dy dy G) Bts eee)
si la fonction f satisfait à des conditions à définir, admettra une intégrale
générale renfermant n constantes arbitraires Ci, C2, …., Cn qui ne peuvent se réduire à un nombre moindre, et au moyen desquelles on la fonction
pourra, pour une valeur donnée x, de #, faire prendre à intégrale y el à ses n — 1 première dérivées des valeurs données d'avance, au moins dans une région déterminée. Toute intégrale de l'équation (2) dans cette region sera comprise comme tntégrale particulière dans l'intégrale générale, et répondra à des valeurs particulières des constantes. En dehors de cette région, les conditions essentielles n'étant plus vérifiées, il pourra exister des solutions singulières non comprises dans l'intégrale générale.
En éliminant les constantes C;, C2, ..… C, entre l’intégrale générale et ses n premières dérivées, on retrouvera l’équation différentielle (2), comme on l’a vu (898).
ÉQUATIONS LINÉAIRES
418. On appelle équation linéaire d’ordre n toute équation de la forme
d'y dry G) dx" Et per
PTE + X,- Exy=x
X, X1, .. Xn_1, XA étant les fonctions données de x seul. Si X = 0, l'équation se po à
d'y (2) _ “us dent TF6 - + XIE dx Le X1y — DE O,
et s'appelle une équation linéaire sans second membre. Si, au contraire, on à XSo, l'équation (1) est dite complète ou avec second membre. Occupons-nous d’abord des propriétés de l’équation (2).
419. Propriétés de l’équation sans second membre. —1I.Toute intégrale particulière y, de l'équation (2), multipliée par une constante arbitaire C:, donne une solution plus générale de cette équation.
En effet, si l’on pose dans l’équation (2) y — Ciy1, toutes les dérivées de y renfermeront C, en facteur, et le résultat sera le même que si l’on avait fait y — y, et multiplié l'équation par C.. |
II. La somme y: + y: des deux intégrales de l’équation (2) est une nouvelle intégrale, car si l’on remplace y par y: + y: dans (2), on a le même résultat que si l’on faisait successivement y — y1, y — Y2, et que l’on ajoutât.
Il suit évidemment de là que la somme y, Æ y2 + ys de trois intégrales satisfait encore à l'équation (2), et ainsi de suite.
III. De là résulte cette propriété importante, que si l'on connait n intégrales particulières y:, y2, ... y, de l’équation linéaire sans second membre (2), et si on les multiplie respectivement par des constantes arbitraires C1, C2,... Cr, puis que l’on en fasse la somme, on aura encore une intégrale de l’équation (2), et comme elle renferme n constantes arbitraires, ce sera l'intégrale générale. Ainsi l’intégrale complète de l'équation (2) est représentée par la fonction
(3) y = Ciyi + Caya + ++ + Ciyn,
Yi Ya +. Yn étant des intégrales particulières convenablement choisies, el Ci, Ca, .. C des constantes arbitraires.
Mais ces intégrales y1, y2, .. y, doivent, pour cela, satisfaire à une condition, c’est que l’on puisse déterminer les constantes Ci, C2, ... Cn, pour une valeur donnée de x, de façon que y est ses n — 1 premières dérivées y’, y”, y"! prennent des valeurs arbitrairement choisies (447). Or, l'équation (3) entraine les suivantes :
y = Ciyi — C2y2 + + CrYn; y = Guy + Cyr + Ciys,
de eo eo Le éer oletle la lolo Ton dre
er 0C, Ve D LC ayE LE. + Cyr),
où y{° représente en général la dérivée d’ordre ? de y,. Pour que ces équations soient résolubles par rapport à Ci, C2, .… C, quelques valeurs qu'on attribue aux premiers membres, il faut et il suffit que le dénominateur commun des valeurs de ces inconnues, ou le déterminant
Yi Y2 .….. Yn
(s) ANUS Sn Te
Re Pt SEE soit différent de zéro pour toute valeur de x dans un intervalle (a, b).
Or, cette condition revient à celle-ci, que les fonctions Y1, y2 ... Yn ne soient liées entr’elles par aucune relation de la forme
(6) Ya —- eye +... + anÿn = 0, %1, Ge, .… an Étant des constantes déterminées.
En effet 1° si ces intégrales yz satisfaisaient à une telle équation pour toute valeur de z dans l'intervalle (a, b), en la différentiant n — 1 fois par rapport à x, on aurait un système de nr équations du premier degré EN &i, C2, .. An, dont les seconds membres seraient nuls et qui donneraient pour æ&1, &2, .… æ des valeurs nulles, à moins que le dénominateur commun de ces inconnues, c’est-à-dire précisément le déterminant À, ne soit égal à zéro. Ainsi la relation (6) entraine l'équation her
2° Réciproquement, si le dénominateur A est nul pour toute valeur de x dans l'intervalle (a, b), il existe entre les fonctions y1, y2, ... yn une relation de la forme (6).
Pour le démontrer, nous nous appuierons sur un lemme que nous allons d’abord établir.
Soient A1, Ac, +, À, les mineurs relatifs à la dernière ligne horizontale du déterminant À, ce déterminant peut s’écrire
(x) A = A sys) AtyÜr-3) LE Ag), Nous allons montrer que l’on a dA
(B) = 1ÿ40 L Asp) LL A, y),
En effet, le théorème est évident pour n = 2, et s’il est vrai pour n — 1,
il sera vrai pour », car en dérivant les deux membres de l’équation (x), on voit qu’il suffit de prouver que l’on a, me ie soit x, _ dA> (sd nie US 1) LL. Le in 1) — O0,
Or, si nous admettons que l'équation (B) soit vraie pour n — 1, donc pour chacun des mineurs A;, A2, ..., A», il est clair que le premier membre de cette égalité n’est autre chose que le déterminant À dans lequel on aurait remplacé yf—2), yG—2), .., y(—2) par y@—2), gi), y{r 1), c’est-à-dire zéro.
Cela posé, il s’agit de prouver que st le déterminant À est identiquement nul, il existe entre les intégrales particulières y1, y2, ++: y, une relation de la forme (6).
Comme le théorème est évident pour n — 1, nous montrerons que, s'il est vrai pour n — 1, il est vrai pour n. Il suffit d’ailleurs de prendre n — 3, la démonstration se faisant absolument de même dans le cas général.
Or, À étant nul pour toute valeur de x, au moins dans un certain intervalle, on a aussi identiquement dA : dx — 0, ou, d’après (6),
(?) Ay, + AY, HA;y; = 0.
Nous avons les équations Aya A5y; = 0, AY AY Ayo, Aiyi-A;ys + A:y5= 0» dont les deux premières sont des identités d’après les propriétés des déterminants et la troisième résulte de lhypothèse À — o. Dérivons chacune de ces équations en ayant égard à la suivante et à l'équation (y); il vient
AuYs Asa As; = 0; (@) ae nv Ya + Ao Ye + A5y;
Nous pouvons Le supposer qu'aucun des mineurs A, A2, As, n’est nul quel que soit x, sans quoi, le théorème étant supposé vrai pour n — 1 —2, On aurait des relations de la forme &;y2 — a2Y2 — 0, etc. et la proposition à prouver scrait établie. Or, cette hypothèse admise, on sait par la théorie des équations qu’il résulte du système (9), où À — 0, que les valeurs de A’, A’, A’ sont respectivement proportionnelles à
Y2 Ys Ys Yi | Yi Y2 Joaus VENT Yi Ye
c’est-à-dire que l’on a — — — — — — HS
H étant une certaine fonction de x. On en déduit par l’intégration, 1, 42 + an étant des constantes,
A; — oyefHdx, LV — azefHdx, À; — ase/Hdr,
et en substituant dans l'équation
Aiy: + A2 + Ass ==0; supprimant le facteur e/Hd qui ne peut être nul, on a GAUE + d2y2 + Xs5Y5 — O0; ce qu'il fallait prouver.
De là résulte donc ce théorème : Pour que n intégrales particulières Y15 Y2s +. Yn de l'équation (2), associées sous la forme (3), fournissent l'intégrale générale, il faut et il suffit que ces intégrales ne sotent liées entr'elles par aucune relation de la forme (6).
420. — IV. On peut d’ailleurs s'assurer que l’équation (2) admet toujours x intégrales particulières distinctes, ne renfermant aucune constante arbitraire, satisfaisant à la condition ci-dessus et propres, par suite, à former l’intégrale générale. Car, supposons qu’il soit impossible de trouver plus de & intégrales y:, y2, ... yx sans constante arbitraire qui ne vérifient aucune relation de la forme(6). Toute autre intégrale particulière Y serait donc liée avec les & premières par une équation de la forme
QY — œiyi + Gye + ++ + Yx = 0, @, 1, + æx étant des constantes déterminées, ce qui revient à dire que l'expression &iys Æ 22 + ++ Æ axyx, pour des valeurs arbitraires de &1,%2, x, renferme toutes les solutions de l’équation (2) et en constitue l’intégrale générale y, chose impossible, puisqu'elle ne renferme que k constantes arbitraires.
L'intégrale générale de l’équation (2) est donc bien de la forme (3), et de plus, il ne peut y avoir de solution singulière, car, s’il en existait une, on la choisirait pour l'intégrale y, dans la démonstration précédente, ce qui est permis; on complèterait l'intégrale générale (3) par n — 1 autres intégrales y2, ++ y», et il suffirait, dans celle-ci, de poser C: = 1, C2 — C5 — + —C,; —0, pour faire rentrer la solution y, dans l’intégrale générale. |
421. Propriétés de l'équation avec second membre. — I, Si l’on connaît l'intégrale générale (3) de l'équation sans second membre (2), on peut en déduire celle de l'équation avec second membre (1) par n
quadratures.
Considérons l'intégrale (3) y = Gigi Cayo + + Cons
elle peut représenter l'intégrale générale de l'équation (1) si l’on y remplace les constantes C1, C2, ..., CG, par des fonctions de x convenablement choisies, et l’on peut même disposer arbitrairement de nñn — r de ces indéterminées, car il suffira de déterminer la 2° par la condition que la fonction (3) satisfasse à l'équation (1) et en soit l’intégrale générale. Or, les n — 1 conditions arbitrairement choisies que l’on impose aux n quantités Cu, C:, .… Cn, consistent en ce que les n — 1 premières dérivées de y conservent la même forme que si Ci, C2, .. C, étaient des constantes. On obtient ainsi, pour les n premières dérivées de y,
y —=C,y, + Coye + + + Ciys, UE TE C,y, + C:ye 3: 5 A CyYn »
Shea ee orne" 0e tot te' ae ri ele. lo'tTo Dre Er 8") ee". 02:60
TEE NE a OL Te 0 y) — C CES y{r) él + + Cyy(r) dC,
+ gi0 D y Eee + 7y LT
Substituons ces valeurs de y et de ses dérivées dans l'équation différentielle (1); le multiplicateur de C, après cette substitution sera
YU EX YU Eee EX y, + Xn1Y 4 À Xnÿu
et se réduira à zéro puisque y, est une intégrale de l’équation (2). Il en sera de même des multiplicateurs de C:, .… C,, et l’équation se réduira ainsi à
dC; dCe dC»
(n—1) 7° (n—1) © (—1) —— TERRE TR EL à nan
Telle est l'équation qui exprime que la valeur (3) de y vérifie l’équa-
tion (1). Joignons à cette équation les n — 1 relations auxquelles doivent satisfaire les fonctions C1, C2, .…, C, pour que les n—1
premières dérivées de y aient les formes ci-dessus, nous aurons le système de n équations
dC; .
OR a pr NC 0 GE
AC PIC DE EU UE LAS + y Un = (7) : (E: RAS Vite, +, … +. + y Leo dC> x =?
eo ge
Ces équations sont du premier degré par rapport aux dérivées de Ci, Ca, .. Cr, et seront toujours résolubles par rapport à ces dérivées, car le dénominateur commun des valeurs des inconnues sera précisément le déterminant À, qui ne peut être nul pour des valeurs arbitraires de x puisque, par hypothèse, la formule (3) donne l'intégrale générale de (2). On en tirera donc les valeurs de ces dérivées en fonction explicite de x (car y1, ya, .… y, Sont censés connus), et l’on aura
dC; dC: dCx Fra (x), pe ii (x), PLU dx cn? (x),
d’où, par quadratures,
Ci Hi fqi(x) dx, Cs — Hi + foo(x) dx, Cn = H, + fou(x) dx, H;, H2, … H, étant les constantes arbitraires introduites par ces quadratures. Ces valeurs de C:;, C2, .. C, substituées dans la formule (3) donneront l'intégrale générale de l'équation (1) avec n constantes arbitaires, savoir
(8) y= y Hi fo(o) de] +ys[He + fqa(o) de] + + y CHi + fqu(a)
Cette méthode pour déduire l'intégrale de l’équation (1) de celle h l'équation (2) est due à Lagrange et s s'appelle la méthode de la variation des constantes arbitraires.
48%. II. — Si Y est une intégrale particulière de l'équation complète (1), y l'intégrale générale de l'équation sans second membre, Y + y sera l'intégrale générale de l'équation (x).
En effet, on peut toujours représenter l'intégrale générale de l’équa-
tion (1) par Ÿ + z, sauf à déterminer convenablement la fonction z,. Substituant à y la valeur Y + z dans Me (1),ona
d'Y d'-1Y d"oiz
La TA Fee ea ——— + + X, + HA ie) x
Mais, par supposition, YŸ est une intégrale particulière de l'équation (x), ce qui réduit la formule précédente à
d'z d"—!z (9) das Ai aise + Xnt = 0.
Ainsi, la fonction z qui, ajoutée à Y, donne l'intégrale générale de l'équation avec second membre, n’est autre que la solution la plus générale de l’équation (9), c’est-à-dire de l’équation (2); c’est donc l'intégrale complète de celle-ci.
Si donc on sait, par quelque moyen, trouver une intégrale particulière de l’équation (1) le problème de son intégration générale sera ramené à celui de l'intégration de l’équation sans second membre.
423. — LIT. Si l’on connaît une intégrale particulière y de l'équation sans second membre (2), on abaïssera d'une unité l'ordre de l'équation (x) ou (2), sans qu’elle cesse d'être linéaire.
Soit y — y1z l'intégrale générale de l'équation (1), qui renferme (2) en y faisant X — 0; il faut déterminer z. On a
3 72 de d'y , dy D PAL d de de “dr dx + ne
d'y ,Ÿ Yi dz d"—ty; d'z dx Fax" Are dz dx"! sMbmR de"
Substituons ces valeurs de y et de ses dérivées dans l’équation (1) somme des termes affectés du facteur z sera nulle, par la supposition que y, soit une intégrale de l'équation (2). L’équation (1) donnera donc, en z, une équation de la forme
d'z AN Qu dz HamtPamt lrig 2
P, .…, S étant des fonctions connues de x. Posant
——u, d'où 2z—=C+ f[udx,
et divisant toute l'équation par 7:, on aura une équation d’ordre ñn — 1 par rapport à w, savoir ai , du
(10) + P FRET A à + S'u — X/, P’,...,S’, X’ étant les quotients de P, .…., S, X par y1. Le théorème est donc démontré.
On voit aussi par là que lintégrale générale de l'équation (2) est nécessairement de la forme
y = Ciyi + Csye + de + CrYns Y13 Y2s «es Yn désignant des intégrales particulières de cette équation. Admettons, en effet, que le théorème soit démontré pour une équation sans second membre de l’ordre n — 1. D'après ce qui précède, y: étant une intégrale de l’équation (2) qui est de l’ordre n, l'intégrale générale de celle-ci sera y = y1(C + [u dx), u étant déterminé par l’équation (10) dans laquelle X’ devra être remplacé par zéro, puisque X — o. Mais, par hypothèse, on a u = Cu + Coua + ee HE Ci iunr, Cis C2, .. Cn-1 étant des constantes; w1, u2, ... u,_1 des intégrales particulières de (10). Donc l'intégrale générale de (2) est y = Cyi + Cigs Suidx + Coys Suxdæ + + + CG iy fus_1dx.
Or, on voit immédiatement que yifwidx, ysfu:dx,... sont des intégrales particulières de l'équation (2). Donc, le théorème supposé vrai pour une équation d'ordre n — 1 subsiste pour une équation d’ordre n. D'ailleurs, il est vrai pour une équation du premier ordre, ou de la forme
comme il résulte évidemment de l'intégrale (0) du N° 468, où l’on devra faire X1 = 0.
K 9. ÉQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS
4®%4. Quand les coefficients X;, X2, .. X, de l’équation linéaire sans second membre se réduisent à des constantes he A2, +. Any l'équation
di CT (1) Tes x"! De + An É LL ay — 0
s'intègre comme il suit. Cherchons une intégrale particulière de la forme y—e"*, r étant une constante à déterminer. Substituons cette valeur de y dans le premier membre de (1), en observant que
drer*
doc?
== Tree;
nous aurons d'er: d'- Lerz der:
LD Premiere ee Ce CL ee CO CE
si nous posons, pour abréger,
(3) f(r)= 8 + ar ee an ir + an.
Donc, pour que l'équation (1) soit vérifiée par la valeur y — e"”, il faut et il suffit que le second membre de l'équation (2), ou que f(r), soit nul, c’est-à-dire que r soit une des racines de l'équation f(r) — o. Cette équation, que nous appellerons l’équation auxiliaire, est de degré n, elle admet donc n racines ri, r2, ...r,, que nous supposerons d’abord réelles et inégales. Ainsi e"1*, e"2*, ... en“ seront des intégrales particulières de l’équation (1), et elles seront propres à donner l'intégrale générale par la formule (3) du S 2, car si l’on forme ici le déterminant A de ce paragraphe, on trouve
A —= er? e"27 ..… en? r° ré Fe Th
ni pi, pi A Re
et l’on sait(1) que ce déterminant ne saurait être égal à zéro si ri, ro, r, Sont inégaux. Ainsi, l'intégrale générale de l’équation (1) sera
(4) y = Cuers LE Cuer2s + Cuernr,
423. Supposons maintenant que l’équation f(r) = 0 admctte des racines imaginaires. On pourra encore considérer, r, étant une telle racine, e’1* comme une intégrale de l’équation (1), car la seule propriété de la fonction e'* dont nous ayons fait usage pour prouver qu’elle vérifie l'équation (1) si r est une racine de l'équation auxiliaire, c’est que.
(1) Bazrzer, Théorie des déterminants, $ XII,
Dre: est égal à r’e*, ct cette propriété subsiste si r est imaginaire, comme on l’a vu au n° 26%. Il est même permis d'attribuer à la constante C, une valeur imaginaire, cela ne change rien au résultat. Ainsi l'intégrale générale (4) subsisterait. Mais il vaut mieux lui restituer la forme réelle, et pour cela, nous observerons que l'équation f(r) — 0 a ses racines imaginaires conjugutes deux à deux, en sorte que si l'on pose
ri—œa—+fi, onaura r:— a — fr,
Cuerie HE Cier2r = 6% (Ciefrt L Cie Fri)
— 4% [(C; Æ C2) cos x + (C1 — C2) à sin Bx],
ou, si on fait C1 + Co — A, (C: — C)i—B, (5) Cieri + Cser2r — ex (A cos x + B sin Bx), et l’on peut regarder A et B comme des constantes arbitraires réelles. Ainsi les termes de l'intégrale générale (4) qui correspondent à deux racines imaginaires conjuguées seront remplacés par deux termes réels, donnés par la relation (5).
426. Supposons que l’équation auxiliaire ait deux racines réelles égales, ri — +. Les deux intégrales e1*, e"2* se confondant dans la formule (4), les constantes C; et C: se réduisent à une seule, et cette formule ne peut plus donner l'intégrale générale. D'ailleurs, le déterminant À s’annule comme ayant deux colonnes égales. Mais on obtient une nouvelle intégrale particulière en observant que l'équation (2) est une identité qui subsiste quelque valeur qu'on attribue à la constante r, et que, si l’on dérive les deux membres par rapport à r, on en déduira une nouvelle identité. pa ios on sait que l’on a
drerz der® =, x?
donc on trouvera
d'.xerz d”- —1 .xerz L
Ter nn en 7 Mais puisque, par l'hypothèse, r, est une racine double de l’équation f(r) = 0, f(r) et f'(r:) sont nuls, le premier membre s’annule done
pour r = T1, Ce qui montre que xe'i* est une intégrale particulière de l'équation (1). On aura donc, pour intégrale générale
(6) Vie (Ci + Cex)erix —|- Cest + AS —- Cernc.
Un raisonnement semblable ferait voir que, si r, est une racine triple de l'équation f(r) — 0, ce qui donne f(r;) = 0, f’(r1) = 0, f'(r1) — 0, xte"1# est encore une intégrale de l’équation (1), et l'intégrale générale est
y —= (Ci + Cox + Csx?) er1® HE Cierne, et ainsi de suite.
La même méthode s'applique aux racines imaginaires multiples. Ainsi,
si « +- ft est une racine double, de même que «x — fr, les termes correspondants dans l’intégrale générale seront
(7) er [(Ai + Asx) cos Êx + (B: - Bex) sin Gx], A1, A2, B:, B2 étant des constantes arbitraires. 42%. Passons à l’équation avec second membre. Si elle se réduit à la forme :
d'y dx" ?
les coefficients a, 42, ... a, étant nuls, l'intégrale de l'équation sans second membre y” — o sera
Y=—= C: + Cix + C5? + .… + Cr, et il suffit de lui ajouter l'intégrale particulière de l'équation complète qu’on obtient en effectuant n quadratures successives sur la fonction X,
sans introduire de constantes arbitraires; on a donc, pour l'intégrale cherchée,
y = Ci + Cox + ce + CnaTt LE [ax [dx … (Xdx. Soit, en général, l’équation d'y dy dy (8) Re nero Han Ty = X.
dx"!
Si X — a est une constante, il suffit de poser a,y — a — a,z, l'équation en z sera linéaire sans second membre, son intégrale s’obtiendra par les règles ci-dessus, et l’on aura celle de l’équation (8) par la formule
22e Me CORRE T
Si X est fonction de x, on appliquera la méthode de la variation des constantes (424). Les racines de l’équation auxiliaire f (r) — o étant, je suppose, réelles et inégales, en sorte que l’équation sans second membre
ait pour intégrale générale (4), le système des équations (7) du n° 481 deviendra ici, en posant généralement
eri L'AUR
dx ?
Ut uote ur —=0, Tiu: + ŒUE —- 14 Te ==0;
ru — re + . run —O, nus rue + ee Horus = On sait, par les éléments d’Algèbre, que ce système donne pour l’inconnue u; la valeur X X UN Re no mor ?
(ri: . r1) … (ri — Ti-1) (r; ae riu1) … (ri are rh) { (Ti) et l’on a, par conséquent, dC: I
dx f'(r)
Intégrant et mettant en évidence la constante arbitraire H;, on trouve
TT
= H; Tr) a Xe"“dx
pour la fonction qui doit se la constante arbitraire C; dans l'intégrale générale (4). L'intégrale de l'équation (8) est donc
y —i er fie FT) f Kerr |
Si l'équation auxiliaire avait des racines imaginaires, il faudrait appliquer la méthode de la variation des constantes après avoir mis l’intégrale de l'équation (1) sous la forme appropriée. De même, si f(r)} —0 admettait des racines égales.
Dans beaucoup de cas, on trouve par tâtonnement une intégrale particulière Y de l’équation (8); l’application du théorème du n° 423 facilite alors beaucoup le passage de l'intégrale générale de l’équation sans sccond membre à celle de l'équation complète.
Soit, comme exemple, l'équation
d'y d'y A MARS (4) dx" ae dx? …
L'équation auxiliaire r° Er? — o admettra les racines
1/3 Ti—=7T2—=0, Ts —= — I, Va = ———— 3
et l’intégrale de l’équation sans second membre sera, d’après ce qui précède,
y = (C1 + Crx) + Csex + e i(a cos LEA B sin £ Le)
Cherchons une intégrale particulière de l’équation (A), de la forme Y— ax EGx?, «, B, étant des constantes à déterminer. On trouve = — 6ax + 26, D — 0, et en substituant Y à y dans l’équation (A), Gax + 26 —
équation qui se vérifie par 6f— 0, 6x — 1, donc l'intégrale générale cherchée est
= RER 3 y = Ci + Cix + Cet + 6° (a cos 1/34 Bsin 21/3) +:
Exercices.
Equations sans second membre :
; d'y d°?y Eee R — (C5 Cse—5z C-e* C,e-z Ps 0 OUR 0, . y = Cief* + Cie + Cie Gex.
dy d'y d°y dy 2. se, re RE NE NS RS LI = Ti — 12 FES UE : — 156€ Ward 1207 = O.
À. y = Cie? + e?% (A cos 2x “ B sin 2x) + e* (A, cos x + B, sin x). Application de la variation des constantes :
CURRRPU Gre t ds 7a FRERE OR Lie R y = €C enz + Cae?az EL Cie 5az L 4 Fire + == s 6aÿ Te d°y dy : enx REA = — es MR y == Cie Creme =, 4. si Eu?y —e y ,e29t L Ce AN ETS Re Ta) Recherche d’une intégrale particulière de l’équation complète : dy
A ay = 2 cos mx + 3 sin ma.
R. On essaie Y = « cosmx + 8 sinmæ. On trouve l'intégrale générale 2 COS mx + 3 Sinmx LR RAR Eee
y = À cos ax +- B sinax + at
d* 6. 2 2 + y act + get + ysinr + cosa.
R. On trouve une solution de l’équation complète en posant
Y = aaer + Ba?e* + y, sin æ + à, cosæ,
et l’intégrale générale est
y = Ce Gs-+ Gun + 2 Je-s-+ aine + Teme.
a — 3% + ay — (an + be + cet
dx
R. L'équation auxiliaire a pour racines r — 1 (double), r ——2. On a une solution Y de l’équation complète de la forme
Y = (ax? + Ba5) eï H yxer 27,
et l’on trouve
y = F5 Lu + Cao + (3b — a) 8% + ax] + (C3 + co)
d°y 8. TH 4 20 a at y = COS axe.
R. Il faut ici essayer une solution de la forme «x? cosax. On a l'intégrale générale
y —=(C, + C:x) cosax + (CG; + C;x) sin ax +- = x? cos ax. a
d'y MT) n (n us I) a FT ee dy > .
1 ar EE art aide Me mx R. y = 6% (CO, + Can + Con? + ce EE Cia) Le ? | (m— a)" Equations à coefficients variables :
R. Posant y —(x + a)", on a l’équation auxiliaire r—5r+6—0, d'où y—C(x + au) + C (x + a).
Généraliser.
d 11. TS — 2m ay = a+ put q.
R. L'intégrale de l’équation sans second membre est C,x + Gx?. L'application de la variation des constantes arbitraires conduit à l'intégrale
= Cu ++ Cart +2 94 (n° — pa)lLe.
dy dy 412. ——02t — — me 280 me + 2y = F(o).
R. Multipliant par cosæ et posant y cosx —u, on a en # une équation linéaire à coefficients constants. Appliquant la méthode de Lagrange, on trouve pour l'intégrale générale
y cosx — À cosæV/3 + B sinxÿ/3 — = [cosx/3 [ F(x) sinæ/3 cos x dx
— sinæV/3 [F (x) cosxV/3 sinæ dx |;
que l’on peut écrire aussi
A cosæV/3 + B sinx}/3 — Le | 'HERTE sin (z — æ)V'3dz. «Ale
CHAPITRE XLIII
INTÉGRATION DES ÉQUATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR AU PREMIER PAR DES PROCÉDÉS PARTICULIERS.
429. En dehors des équations linéaires, on ne sait intégrer qu’un petit nombre d’équations de formes spéciales.
Équations dans lesquelles manque une des variables. — L'ordre de ces équations peut être abaissé d’une unité. Si l’on pose, en effet, dy — pdx, l'équation du second ordre
dy dy dp Es 1C à) deviendra PARC f(x, p).
Cette équation, intégrée, donncra p en fonction de x avec une constante arbitraire, d’où
d rs RE — o(x, C), y —=C: +- Î (x, C)dx, ce qui sera l’intégrale générale. Si l’on avait d'y dy 1220 f( a) la même substitution donnerait
dy. dy dp_ dp dx 1 de dx ldy
d'où p L— f(y,p), p— o(y, C),
dy dy dy dx = —— — = , TX — Œ 2 .
p p(y; C) ju p(y; C)
Soit, comme exemple, l'équation dy _ d'y, Phi du "Va ”.
qui devient, par la substitution indiquée,
dp 4 FD) NT — 2 _m = O, ou — ——— M, UE DRE a
en divisant par py. L'intégrale de cette équation linéaire est
p = y(C+ m 1.y) = my1.C'y.
De là 1.C’ 1e ne LC MUST EE dx dy 1.C'y max + Ci = 1.I.C'y, et enfin
IHRULES —= LUE —= X RATS + FRE
en supposant que l’on sache effectuer la quadrature et en tirer p en fonction de x. De là
deu PRET rt o(x, C),
équation de la forme traitée au n° 42%. Ainsi, l'équation d?y £ D / HE Fo ou =p1+p;
ETS x = C+1.(p+p/i+p),
donne
et en résolvant par rapport à p, 29 = 670 — e— (0), d’où C1. (x C
Voie oo On peut aussi, de l'équation dp F) ,
déduire, quand l’équation (x) est du second ordre,
au nou
et en éliminant p entre cette équation et l’équation
on trouvera entre x et y l'intégrale cherchée
dx —
dy = pdx =
Considérons encore les nt de la forme
En posant toujours y” — ee nous aurons
dp dE _- ï — fu), 2pdp — 2{(y) dy;
d’où p?— 2 | f{y) dy + C.
De là on tire successivement
d = +2 (fu dy, ee RUN Gare à /C + 2 [ fy) dy dy VC + 2 [ fy) dy Ainsi, dans ce cas, le problème dépend de deux quadratures. On ramènerait à ce cas celui d’une équation
d'y d"?y de je)
et enfin
ë= Gi + |
— D06 — 482 Jacobi a montré que, si une équation du second ordre de la forme d?y (1) AL f(x; y)
peut être abaissée au premier orde par une intégration, soit
(2) d p (x, VE C),
l'intégration s’achèvera par quadrature, parce que l’on aura 9g
(3) sc Y — pdx) — d. P(x/x; 0)
En effet, différentions (2) et remplacons, dans le second membre, dy : dx par sa valeur (2); il viendra CYR OCR dx? ox ° Oy!
et comme cette équation doit s’accorder avec l'équation (1), on a 09, 9P (4) + on fes)
Toute fonction y de x qui satisfait à l’équation (1) doit donc satisfaire
à celle-ci, indépendamment de toute valeur particulière de x et de C.
Mais il suit de là que cette équation (4) est une pure identité entre x,
y et C, sans quoi elle serait l'intégrale générale de l’équation (1), ce qui
est impossible, vu qu’elle ne renferme qu’une constante arbitraire C au
plus. Si l’on dérive cette identité (4) par rapport à C, on aura donc, abstraction faite de toute relation entre x et y,
CÉPRe nor 0 dg |
oc DE x OC dy “2 |
0 0 { dv ee
ce qui est (403) la condition ne et suffisante pour que l'expression
6) de — d c _— {js
soit une différentielle exacte. LEE (3) étant démontrée, l’équation (2) sera rendue immédiatement intégrable par la multiplication par le facteur œc (x, y, C).
433. Equations homogènes. — Lorsqu'une équation du second ordre, multipliée par dzx?, devient homogène par rapport aux quantités x, y, dx, dy, d'y, considérées comme autant de variables, on pose (5) Y—ux, dy pdrx, dy = quant?
et y, dy, d?y étant ainsi remplacés par des facteurs du premier degré en x, dx, l'équation transformée sera homogène par rapport à ces dernières quantités. Mais l’indéterminée dx doit avoir disparu de l’équation; x disparaîtra donc en même temps, et l’on aura entre u, p, q seulement une relation que nous supposerons mise sous la forme
4) q = fu, p).
Ainsi l'équation dy _ dy SR 2 dy — x __ + AS re OMR OUR T d'y — xdxdy — nydx? = 0
satisfait à la condition supposée. La substitution indiquée donnera
]j—p—nu—o où q—p+nu, ce qui rentre dans l’égalité (6). Mais, des deux premières équations (5)
on tire dx du dy = pdx — udx + xdu, ou (7) EE US et de la troisième dy __dp _q à dx _dp.
dx? dx x TOR TE
donc, en égalant ces valeurs de dx : x et mettant pour q la valeur (6), d d (8) = f(u;p) p—u Cette équation entre p et w est du premier ordre; on saura l'intégrer si elle rentre dans l’un des cas étudiés au chapitre XL, et l’on en tirera DOUCE const.) L'équation (7) deviendra, par substitution de la valeur de p, dx du du ———————\, d'où 1.x+ECi = |, æ qu, C)—u pe et oo
et en substituant à w sa valeur y:2x après l’intégralion, on aura la solution du problème.
Ainsi, dans l'exemple ci-dessus, on a pour l'équation (8) dp du pnu p—u
ou encore
» Où (p—u) dp — (p + nu) du — 0,
pdp — nudu — (udp + pdu) — 0.
Cette équation s’intègre immédiatement; on a
p? — nu? — 2pu —C, p=u+yC+MTEiu, et en substituant dans l’équation (7), dx ki du
Ÿ +p/C+(nLiu!
Intégrant de nouveau et ayant égard à la relation u—y:x, on trouvera enfin
Y= x (Ce MN Cr:
434. Si une équation d’ordre n est homogène par rapport à y, y’,
.…. y%, on abaiïssera son ordre d’une unité en posant
y'—=uy, d'où y” = yu Huy —y(u +u?), ete.
y disparaîtra comme facteur à tous les termes, et l'équation entre w et x sera de l’ordre n — 1.
433. Intégration par les séries. — Lorsqu'on ne sait pas intégrer une équation différentielle rigoureusement, on calcule par approximation la fonction intégrale y, soit par une méthode qui sera développée plus loin, soit par le développement en série. On se sert pour cela du théorème de Taylor, lorsque l’équation différentielle vérifie certaines conditions dans une région déterminée par rapport à æ et à y. Mais si la fonction y n’est pas développable suivant les puissances entières, positives et croissantes de x, ou de æ — %o, la formule de Taylor ne pourra s'appliquer, c’est pourquoi nous indiquerons la méthode des coefficients indéterminés, qui est plus générale.
Supposons que l’équation différentielle soit ramenée à un polynôme rationnel et entier par rapport à y et à ses dérivées y”, y”, …, égalé à zéro; cherchons à vérifier l'équation par une expression de la forme (0) y — Axt — Bxf + Ca? Dar +,
&, B, y, 9, .. étant des exposants constants tels que l’on ait « <B < y < 9; A, B, C, D, ….. des coefficients constants à déterminer. Admet-
at te te. és d'ed— t”
tant que l’on puisse, au moins dans un intervalle (a, b) de la variable x, dériver cette expression (9) par la règle du n° 824, une ou plusieurs fois suivant l’ordre de l’équation donnée, on obtiendra les valeurs de y’, y’, .… en séries convergentes dans l'intervalle (a, b); on les substituera, ainsi que la valeur (9) de y dans léquation différentielle, et, en appliquant, s’il y a lieu, la règle du n° 4%, ce qui suppose que les séries soient absolument convergentes, on transformera le premier membre de l'équation donnée en une seule série ordonnée suivant des puissances croissantes de x. Comme x reste variable dans l’intervalle (a, 6), l'équation ne pourra être vérifiée que si les coefficients des diverses puissances de x sont nuls séparément, et l’on déduira de là une suite de conditions qui serviront à déduire les uns des autres les exposants à, G, y, d, … et les coefficients A, B, C, D, … Ceux qui resteront indéterminés fourniront les constantes arbitraires de l’intégrale.
On devra vérifier, après cette détermination, si les séries satisfont bien aux conditions que l’on a supposées en les combinant de la manière indiquée.
Appliquons cette méthode à l'équation linéaire
dy (10) IL
dite Équation de Bessel. On aura, d’après l'équation (0),
ce —= Act! — BBxf ti LE Cyatt LE Domi! HR
m dy x dx
+ ny —= 0,
Palo 3 BA —-1)28 8 C7 — 17 DD pad,
et en substituant dans l’équation (10) et groupant les termes affectés d’un même coefficient, on trouvera
ALa(m + a — 1)2% Ent] + B[B(m +6 — 1)28-* + no] + CLy(m + y — 1)27 2 Enx/] + D[d(m +0 — 1)29—2 Lena)... —0o L'exposant « — 2 étant moindre que tous les suivants, on devra poser a(m + x — 1) — 0, d’où résultent deux hypothèses : 19&—=0; 2° a — I — M.
Adoptant d’abord la première, observant que le terme en x* ne peut être nul et doit être détruit par l’un des suivants, on est amené à poser
x—=fB—2, etdemême B—y—2, y—0—2, …
d’où résultent les valeurs &— 0, =) 4 06) Les coefficients devront, en outre, satisfaire aux relations An B£(m+f6—1)=o, SET TRES 1) = 0, Cn +- Dd(m + 0 — 1) — 0
d’où nous tirerons An An°
Tamer Tam tomes) An RÉPCENICENNCE
et enfin l'équation (9) deviendra
nx° n°x!
SL TE DETTE CS 25 n5x 2.4.6.(m + 1)(m—+ 3) (m + ae || la constante À restant arbitraire.
Si l’on adopte pour « la seconde valeur 1 — m, et que les mêmes relations subsistent entre les exposants &, f, 7, .… etentre les coefficients A, B, C, .…, on en déduira les valeurs suivantes :
a—1—mM, P—3—m, y=5—m, d—=7—m,… Php MAN QE ASE RE
2(m—3) 2.4(m—3)(m—5) 2.4.6(m— 3)(m— 5) (m—7) et on aura une seconde intégrale de l'équation (10), savoir, en désignant par A, une constante différente de A,
LP sn =.
Chacune des intégrales (11) et (12), rie renfermant qu’une constante
arbitraire, n’est qu’une intégrale particulière de l’équation (10). Mais
(12) y = Aix” L: #5
celle-ci est linéaire sans second membre; la somme des intégrales (11) et (12) donnera donc l'intégrale générale.
0 , . Q Q . ,e (A Q Si l’on suppose que m ne soit pas un nombre impair positif ou négatif,
le rapport du terme de rang p + 1 au précédent sera, dans les séries (11) et (12) respectivement, nx° nx?
nn CORRE PE NE SE à 2p(m+2p—1) 2p(2p—1—m)
et aura pour limite zéro lorsque p croitra indéfiniment, quelque valeur qu’on attribue à x. Les séries entre crochets (11) et (12) seront donc absolument convergentes et équiconvergentes dans toute intervalle. On verra qu’il en est de même de celles qu’on obtient par dérivation. Toutes les conditions de la démonstration sont remplies, la solution est donc vérifiée a posteriori.
Si m est impair et positif, la formule (12) a tous ses termes infinis à partir d’un certain rang et ne peut plus servir. De même pour l'intégrale (11) sim est impair négatif. Dans ces cas là on ne possède plus qu’une intégrale particulière y, de l’équation de Bessel. On en déduira l’intégrale générale par la méthode indiquée au n° 428, qui conduira ici à l'équation linéaire du premier ordre
(Ha) no,
ae ne ux"y; —= const. — C,
d’où
et par suite
y = + of Ge Le + 6
Si, en particulier, on a m — 1, l’équation de Bessel se réduit à TRUE ny = 0,
et admet l'intégrale particulière
I dy x dx
n°x° HUE CEE 42 | 22.4! TPE AN ) Si l’on suppose n — 2, les séries (11) et (12) deviennent
Ar + QE —) A1 = Eee …) 2.3 2.3.4.5 z .2 1.2.3:4
et représentent respectivement les fonctions Asinxp/n A, cos xJ/n xp/n en dont la somme fournira en conséquence l’intégrale générale. Exercices.
Équations ne renfermant pas y (429) :
dy , 1 dy DD, .y=Cl. C;.
_ Per pris DEEE GER d? dy®\5 2—C)d 2 a T2 FU eE 0 y 0 LE ( jé dx dx V/ a’ 2. (x? au C}° dy* \ d'y y au RS AVE 3 (+ ae Pure C 2n2 (: 2a°p° R. HAPRLES TRS ed Pi Se 2 JV/3Cp — a?p°
Équations ne renfermant que deux dérivées consécutives (429) : 2 « 4. ne (à + %us —= O0. R. (æœ — CP + (y — C,)? = ai.
2 2 PRE EU OU AN CN D dx?
dx? dx a d'y dfy \2 a (x — C} Gé. =" — 1} "0)4 By = Vs 2 ; RE ) ER. y 3.425 + Cix° + Cox + Co Équations de la forme y” — f(y) (434).
y° — —=a*. R. C(xæ — C,}? = Cy? — a
d | 8. Te = (ay) Re 36(—Cÿ =V'a(C+4V/y) (49 —40V/y + Cu).
Équations homogènes (433, 434) :
d? dy \?
og, ax° (yet = 0. R. y—=axl. A) dx° dæ C; + Cr
dy dy° 10 Vos dus R. y° = à? + 20, x + C:.
dy dy? y dy — © — — — — —— —0. UE Cz, ae Ÿ Gr? dx? xdæx q Royce d‘y dy dx RE #——=0. R.ly=C TE TES EE TNT CT 12 rer 2 HN 0 y +
PRO OT RE ES Ce ee TT
Intégration par les séries (485) :
dæ ë%,
2m2 3,3 x 2,,.6 PEN CES +e)-0(2 + GE =) Te 2001/2272 4 4.5 47.0 [Comparer avec lintégrale sous forme finie déduite de la méthode pour léquation linéaire (408)].
} 2 8 4 14. dy D 6, DANCE . 0)
de? x
, — cd: ax"+2 # aan ts
- eee te] pote 1.2.3 (n + 1) (20 + 3) (3n + 5) (n + 2Ÿ (n + 3)(n + 2)
ax? +4 a%x3" +6
INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES
48%. Soient x, y,z, .….;u,n fonctions d’une même variable indépen* dante {, que nous supposons définies par un système de nr équations différentielles du premier ordre, de la forme
rl EEE SOA
d (1) = fa (a, Ys so U, t);
du ein RU EEE (>
On appelle intégrales générales de ce système d’équations, tout système de valeurs de x, y, z, ... u qui vérifie les équations (1) quel que soit #,
et qui renferme n constantes arbitraires permettant d'attribuer à x, y, z, 4, pour une valeur donnée {, de ft, des valeurs données arbitrairement Æ,, Yos +. U9. Les intégrales qui s’en déduisent en donnant aux # constantes des valeurs particulières se nomment des intégrales particulières.
Il sera démontré plus loin que, si les fonctions fi, f:, .… f, satisfont, dans une région donnée des variables, à des conditions que nous préciserons, les équations (1) admettront toujours un système d'intégrales générales, et que toutes les intégrales rentreront dans ce système comme intégrales particulières. Mais si ces conditions cessent d’être vérifiées dans une région donnée, les équations (1) peuvent admettre des intégrales ne rentrant pas dans les intégrales générales, ou des solutions singulières.
La méthode servant à établir l'existence de ces fonctions x, y, z, ... u, qui vérifient le système (1), permet aussi d'en calculer les valeurs avec autant d’approximation qu'on le veut, pour une valeur donnée de la variable t.
488. L'intégration du système d'équations (1) se ramène aussi à celle d’une équation différentielle d’ordre n de la manière suivante :
Différentions complètement par rapport à { les deux membres de la première équation, ce qui donnera
da of. fix | ofidy | of.dz of. du dt 0 MATE LE En PEU LE arabe rote dt”
æt substituons dans le second membre, aux dérivées y’, z’, .. uw’, leurs valeurs fournies par le système (1). Ce second membre deviendra ainsi une fonction explicite de x, y, z, … u, t, et de x’, soit
d?x dx (2) pren A NTI AD Co :).
Prenant encore les dérivées par rapport à t et remplaçant y”, z', ... u’ par leurs valeurs (1), on aura
dx drdix (3) PT RL RO ATe AAA) 0 CD ; et ainsi de suite, jusqu’à l’ordre n, ou à l’équation
d'x dx dr PTE VES NAT .…o di 9 Ys Zs ee Us ):
Les n — 1 équations ainsi obtenues et la première équation (1) forment un système de x équations entre lesquelles nous supposons que l’on sache éliminer les n — 1 inconnues y, z, .. u, dont les dérivées n’y figurent pas, et le résultat sera une équation de la forme
d'x dx dar (4) CE |
c’est-à-dire une équation d’ordre n entre la fonction x et la variable £. Cette équation servira à déterminer la fonction x par les méthodes exposées ci-dessus; admettons qu’on en obtienne l'intégrale générale avec n constantes arbitraires C1, C2, … GC. Substituant les valeurs de x et de ses n — 1 premières dérivées dans les équations
dx dx dix DCE ann qe not
qui ont servi à l'élimination, on aura n — 1 équations qui donneront, sans intégration nouvelle, les valeurs de y, z, ... u en fonction de t et des mêmes constantes arbitraires.
439. Lorsque le système (1) sera composé d’équations linéaires par rapport aux fonctions x, y, z, ..… u, les équations qu’on en déduira par des différentiations successives seront encore linéaires par rapport à ces variables et à leurs dérivées relatives à t; l'élimination des dérivées de y, z, … uw à chaque opération, ayant lieu au moyen des équations linéaires (1), n’altèrera pas ce caractère, et l'équation finale (4) jouira encore de la propriété d’être une équation linéaire de l’ordre n. Si, de plus, dans les équations (1), les coefficients de x, y, z, ... w sont constants, l’équation (4) sera aussi à coefficients constants, et l’on pourra
appliquer les méthodes du Ch. XLII, $ 3. Considérons, par exemple, le système
dx Darty 7i— ge,
d au + 5y = qui — 31.
Dérivant la première et remplaçant dy : dt par sa valeur tirée de la seconde, on trouve dx dx Er ei ES it
Eliminant y entre cette équation et la première, on a
d? d CR TE 60 = 7 + 381 — 580.
On intègre d’abord l’équation sans second membre ; l’équation auxiliaire r? LL 7r + 6 — o donne les racines réelles r, — — 1, r: — —6, d’où l'intégrale générale
TS UICIÉ + C2e7 6,
Pour trouver une intégrale particulière de l'équation (x), nous poserons x — a + ft + ye', et en substituant, égalant respectivement les termes constants, les coefficients de ? et de e‘ dans les deux membres, nous
trouverons 6 I le A — 3° , = 19 , == — 29 9 9 3 7 done, d’après un théorème connu, l’intégrale générale de l’équation (x) sera : ele à 71) x = Cet H Ce — — Li —— ei, 2 à 3 7
Substituant cette valeur de x et celle de sa dérivée dans la première des équations données, on obtiendra la valeur de y,
y = — Cet + 4Cuet + Rae et.
Si l'équation auxiliaire admettait des racines imaginaires ou des racines égales, on suivrait la marche tracée au chapitre XLIT.
440. Lorsqu'on cherche de cette manière à intégrer un système d’équations tel que le système (1), on est généralement conduit, comme nous l’avons vu, à une équation différentielle de l’ordre n entre deux variables æ et t; mais il peut arriver exceptionnellement qu’elle soit d’ordre
inférieur à n. Si, par exemple, n — 2 diflérentiations successives sur l'équation
nil (TU)
suffisaient pour éliminer toutes les fonctions inconnues, sauf x, l'équation finale serait de l’ordre n — 1, et son intégrale ne renfermerait que n— 1 constantes arbitraires. Néanmoins, les intégrales générales du
système devront en renfermer n, car il faut remarquer que, n’ayant plus actuellement que 7 — 2 équations pour en tirer les valeurs des # — 1 variables y, z, ... u, en fonction de t et des n — 1 constantes, il sera nécessaire d'intégrer encore une équation du premier ordre, ce qui introduira une n°” constante arbitraire. Ainsi, le système
| dy | dt JE: dt fa dt LA donne immédiatement
dx dx
de F4 a — ur R AT EETÉ équation du second ordre en x dont l'intégrale générale est x —C; + Cet, d’où LE (pes dt Combinant la première et la deuxième des équations données, on aura tre Caet RE PS Se EU + 2Czet — y, et en intégrant cette équation du premier ordre en y, y = Ci + Cet + Cset, z = — Ci — Cet.
441. Il existe, pour l'intégration du système (1) quand les équations sont linéaires et à coeflicients variables, une méthode qui s'applique
toujours aux équations à coefficients constants. Prenons un système de deux équations
d d (5) Par Qy=Ti, SE Par + Qy = To,
Pi, Pe, Qu, Q2, T1, T2 étant des fonctions explicites de t seul. Multiplions la seconde par un facteur indéterminé À, et ajoutons-les; il viendra
dx à 4 dt
et si nous posons
dÀ V=—x<+ y, — nt Qi +0: — À(P: + AP2),
TA (Pi + APs)æ + (Qi + Q2)y = Ti + ÂTe,
cette équation prendra la forme
(6) + (P: —- ÀP:) V — —= T'; —- AT:
Cette équation sera linéaire du premier ordre en V et son intégrale générale sera
(TAN E ) — ehPatAPaldt [C + Î (Ti + T2) e/P1HP2)dé qi],
si l’on parvient à déterminer À en fonction de t par l'équation posée ci-dessus,
(8) D pa + (P. 0) 00
On ne sait pas intégrer en général l'équation (8), mais il est des cas particuliers où l’on en tire parti : 4° Si P;, P:, Q:, Q: sont des constantes comme au n° 489, on posera
dÀ FRE P:4° + (P: — Q:)1—Q,; —=O;
À sera une constante déterminée par la seconde équation; elle admettra deux valeurs À; et À: que nous supposerons réelles et inégales, et qui, mises successivement dans l’équation (7) avec des valeurs correspondantes C; et C: de la constante arbitraire C, nous donneront deux équations du premier degré pour déterminer x et y.
2° Posons séparément, dans l’équation (8),
dÀ
di
si les valeurs de À tirées de ces équations s'accordent, elles vérifieront l'équation (8) et l’intégrale (7) subsistera. On en déduit respectivement, « étant unc constante arbitraire,
À — aefQ2-Pidt, }2 — Q: s P:
ce qui donne la condition
— — a?e2Q2—P1 dt,
Si donc, en déterminant convenablement la constante «, les fonctions P;, Q:, …… vérifient cette équation, on pourra poser dans l’équation (7) successivement
et l’on aura deux équations pour x et y comme ci-dessus.
3° On pourrait de même déterminer À par les égalités
= — Qi =—0, PA + (Pi — Q:) — 0
si les coefficients de l’équation satisfaisaient à une relation de la forme Q2— P:
mais on n’aurait ainsi qu’une intégrale.
44%, Lorsque le système (1) n’est pas linéaire, il est rare que Ja méthode du n° 438 conduise à une équation finale intégrable; mais l’introduction d’une variable auxiliaire permet quelquefois de rendre linéaire un système qui ne l’est pas. Ainsi le système.
dx dy dz
ax Eby+etd wzEbytozEd ax b'ytcz+d"" dans lequel a, b, ... sont des constantes, devient linéaire en égalant ces rapports à la différentielle df d’une variable auxiliaire.
On a ainsi le système linéaire, à coefficients constants,
= a+ by + ez +1, D a+ CCE ss ATOUT AG
que l’on intègrera facilement, après quoi l’élimination de t conduira à deux équations entre x, y, etz.
La forme particulière des équations à traiter suggère d’autres artifices élégants, mais pour lesquels on ne peut tracer de règle générale.
44%. Équations simultanées d'ordre quelconque. — Un système d'équations différentielles d'ordre quelconque se ramène à un système d’équations du premier ordre. Concevons, pour fixer les idées, que l’on ait désigné par x’, x”, .…, y’, y”’, les dérivées successives de x et de y par rapport à #, et que l’on ait deux équations de la forme
(5) a''=fi(x,y,æ,y,y",t), y"=fi(x,y,x';y,y",t),
c’est-à-dire dans lesquelles la dérivée seconde de x et la dérivée troisième de y soient exprimées en fonction des dérivées d’ordre inférieur. On peut remarquer que ce système est réductible au système d'équations
du premier ordre entre f et cinq fonctions x, x’, y, y’, y”,
dax ; di , dy’ r/ dx RE Sr moe pe Co d [44 " ee (TU DU S UE
Ce système, analogue au système (1), admettra des intégrales générales renfermant cinq constantes arbitraires.
Si l'on avait un système de trois équations du second ordre, de la forme
dx d?y d?
Z ah G@ 3, Z; t), ne — 28 gs 2); pc het LA UE Di t),
on le réduirait au système de six équations du premier ordre,
dx LU RE dz , REP Ti OU Fr mi dx’ dy dz' an = {ie y, 2 1), RPG y 20, =).
L'intégration de ce système et l'élimination des variables auxiliaires z', y’, z! conduira entre x, y, z et, à un système d’intégrales comprenant six constantes arbitraires.
En général, si le nombre des fonctions inconnues #, y, z .… est k, si les ordres des dérivées les plus élevées sont respectivement / pour x, m pour y, n pour z, …, si enfin les équations données sont supposées résolues par rapport à ces dérivées de l’ordre le plus élevé, elles seront réductibles à un système de { + m + n +... équations du premier ordre, et l’on voit par là que le système de leurs intégrales générales renfermera { Æ m + n +... constantes arbitraires.
444. La méthode indiquée au n° 488, pour ramener à l'intégration d’une équation différentielle entre deux variables l'intégration d’un système d’équation du premier ordre, s’applique également à un système d’équations d'ordre plus élevé. En différentiant l’une de ces équations un nombre suffisant de fois et $e servant des équations ainsi formées et des équations données pour éliminer les fonctions y, z, ... u et leurs dérivées successives par rapport à t, on arrivera à une équation finale entre x et t{, dont l’ordre sera, dans le cas général posé plus haut, [+ m+}n<+.... L'intégration de cette équation donnera x avec LH m + n +... constantes, et le système qui a servi à Pélimination
> om mt lc affa Dent ét ét dd ÉNS NSS S
fera connaître les autres fonctions inconnues sans nouvelle intégration. Soient, comme exemple, les équations linéaires à coefficients constants dx dy cm eme LL me CO SR LOL ISIN 6 pme Dérivant la première deux fois de suite par rapport à #, remplaçant dy : dx? par sa valeur tirée de la seconde on trouve
dx dx es 48 4y + 20— 0, | et par l'élimination de y entre cette équation et la premiére, di dx AT STATE —= O.
L'intégration de cette équation par la méthode connue conduit à æ —= (Ci + Cet) ef + (Cs + Cut) et — 23, et la substitution de cette valeur dans la première équation donnée, à 2y = (C2 — Ci — Cot) et — (Cs + C; + Cut) et — 36. On peut aussi, après avoir ramené les deux équations données à un système d'équations du premier ordre, appliquer la méthode proposée au n° 441.
44%. Dans toute cette théorie, on a supposé les équations différentielles résolues par rapport aux plus hautes dérivées des diverses fonctions x, y, .… u respectivement, et les conséquences obtenues ne s'appliquent exactement qu’à cette hypothèse. Si elle n’était pas réalisée dans le système proposé, il faudrait commencer par opérer la résolution par rapport à ces dérivées, après quoi on appliquerait les méthodes ci-dessus. Mais il faut remarquer 1° que cette résolution peut conduire, pour ces dérivées, à des expressions de forme multiple, auquel cas on aura plusieurs systèmes d'équations différentielles à étudier séparément; 2° que cette résolution ne sera pas toujours possible, soit parce que les équations données sont incompatibles, auquel cas le problème est impossible, soit parce que l'élimination de certaines dérivées pourrait en faire disparaître d’autres en même temps. Si l’on arrivait ainsi à une ou plusieurs équations ne renfermant plus aucune dérivée, mais seulement les variables x, y, z, ...u,t, on devrait considérer le système donné comme un système mixte d'équations différentielles et d'équations ordinaires, et le nombre des constantes arbitraires des intégrales géné-
rales ne serait plus égal à celui que nous avons trouvé dans l'hypothèse normale.
Exercices.
d. d 2 + Se + y = 7e — 27, 2x + 3y — 12 — get.
dt R. eu Pet + et (Ci cos + Ca sin) y = s _ et — et T(C, + Ce) cos { — (C, — C2) sin{]. 17211413
Ï d 2. Sy = 7e — 96*', a+ 3y = 48" — get.
49 qu,
4 LPS R. x — (C, + Cite RS 36
y = — (Ci CG LCu)erit FR ds HIER dy ‘ds a(y+3) Ba 7@+y) R. Egalant ces rapports à dt, on trouve æ, = Cerit + Cer2t + Cses!, Ta T2, rs étant les racines de l’équation r° — (By + yx + x) r — 248 — 0. On trouve ensuite
a (y Hz) = Cirierit + Corserat + Csrse"st a (83 + yy) — a (8 + y) x = Cir fers + Corgeraf + Cirierst, L’élimination de t entre ces trois équations conduit aux intégrales du problème. dx dy _dz du
y Zz x R. (ec + 2) — (y Hu) = CG, (&— 2) Æ(y —u) — Ce, L. + +3 += Gare tp :
da y dy D
SR Ge & G—n R. On trouve les intégrales y —x —C, (y — x) —2(C: — 1),
d’où l’on tirera facilement x et y en fonctions de 1.
6. sn nids DOS sin dt PT g o + nv, LATTES UE dt ? dt 4 dz dw LE PTT CE
n, ÿ, , sont des constantes données (Bour.).
R On trouve, en désignant par A, B, x, 8, C1, Ca des constantes arbitraires, g sinw n?
æ — B sin (nt +8) + Af sin (nt + x) + , Uu—Asin(nt+ a),
g Sin w n
y = R cos (nt + 8) + At cos (nt + x), v = À cos (nt + à) + (Le HE ee CoS & + Cité Ca, 0 — — gt cos « +- Ci.
PT !, RAT
Co et AU Er do UP AU ES
R. On emploie la méthode du n° 444, en posant x + 1y — V et déterminant À par la condition X? = — 1. On trouve ainsi, À + Bi étant une constante arbitraire,
æ + yi— (A + Bi) e—-?()—iŸ(), d’où x — e—#(t) [A cosÿ(t) + B sinÿ(£)], y = e—9(t) [— A siny(t) + B cosp(t)].
dx dy S. — tx +ly—=o, — + a lx + y —0.
dl dt R. Cas particulier du n° 444, 2°, On a ?— 1 : a°. On trouve y Eax—Ce 273
PrRuy d'y dx TS TE MR PTT PT
d d R. x — Cie-2 + Cuet + Cet cos É 4 1) + Ce* sin (: Vr)
La première équation donnera ensuite y.
dx dy
mx—=0, ——— m'%—=0o
FOUT ? du
æ — C, cos mnt + C sin mt, y —Cs + CGit — C, cosmt — C, sin mé.
dx dy 11. FE ea ET TE I MECE R. On trouve l’équation finale en x d'> d?x — + 8 — + 16x — — cos2t du RPAAPTERA ?
Q . , . . 2 qui admet une intégrale particulière x — E_ cos 2t. On a donc - 1?
x —= (C, +- Cat) cos 2t + (Cs + Cut) sin 2t + se cos 24,
y—=— É + 9, -— 4C:+ 9Coet + | cos 2t + [ac — 9C; — (sc + ) 1 sin 24.
dx __dy dz , de dy dz dx dy dz 13 RUE TE og RE dti d *: dt dt di OT D CT COTE
R. L’élimination des dérivées de x et de y conduit à l'équation 2 + y — ixy — x + ty — = 0, qui permet d'éliminer y et sa dérivée et d’avoir deux équations du premier ordre entre æ, 2, l.
CHAPITRE XLWV
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE L’INTÉGRATION DES ÉQUAT'ONS DIFFÉRENTIELLES.
446. Lorsqu'une courbe est définie par une relation qui a lieu en chacun de ses points entre certains éléments géométriques, comme la sous-tangente, le rayon de courbure, la longueur de l'arc, ete..., cette relation s'exprime par une équation entre les coordonnées de la courbe ct les dérivées de l’une d'elles par rapport à l’autre, et si l’on sait intégrer celte équation différentielle, on connaîtra l’équation générale des courbes qui vérifient la condition proposée.
Ainsi, si l’on demande la courbe telle que la longueur de la normale soit égale à l’abscisse du point où cette normale coupe l'axe des x, cette propriété se traduit par l’équation différentielle du premier ordre
Cette équation homogène s'intègre facilement et donne, en posant
Hit (1 + uw?) dx + 2ux du = 0, #8 d'où intégrant, Lx—Hl.(i+u)=I.C, x +y— Cr—o.
Cette équation représente un cercle de rayon quelconque, ayant son centre sur l’axe des x et passant par l’origine. La vérification se fait immédiatement,
44%. Cherchons la courbe dont les normales sont coupées en deux parties égales par la parabole n? — aë. Si x, y sont les eoordonnées d’un point de cette courbe, on a
1-d I = 4 PUR = — ë ae La dr 3 27 et la condition proposée s'exprime par l’équation
d 24y + 4ar = y°.
On pose y? — 7, on a l'équation linéaire
dont l'intégrale est
x LA x z—e[C—4fe “xdx], ou y?— Ce’ + 4a (x La).
448. On demande une courbe telle que l’aire S entre cette courbe, l’axe des x, l'axe des y et une ordonnée quelconque soit proportionnelle à l'arc s terminé aux mêmes ordonnées.
On a, d’après cette définition, S—as, dS—ads, y—ap 1 ty", et l'équation différentielle de la courbe est celle-ci :
d Ë d sd / Er, ou ae rico ne dæ a y? — a?
On néglige le double signe, qui répond à un simple changement du sens des positifs, et l’on a
ga Sn FO 1 Ve Ua IE d'où y+p/y —a?— ae
On en déduit pour la valeur de y ape 20 Vas VER RL LE )
La courbe est une chaîinette (Ch. XVII, ex. 4).
449, Un problème célèbre dans ce genre est celui des trajectoires. Etant donné un système des courbes (C) dont l’équation renferme un paramètre variable x,
il faut trouver une courbe qui coupe sous un angle constant toutes les courbes du système (1).
Soient (x, y) les coordonnées du point M où la trajectoire coupe une des courbes (C), dy : dx le coefficient angulaire de la tangente en M à la trajectoire ; o et Y les inclinaisons respectives des tangentes à la courbe (C) et à cette trajectoire sur l’axe des #, m la tangente de l'angle constant d’intersection. On a, les axes étant rectangulaires,
Bo TEE tg ( — o) = m, d’où l’on tire la relation
dE , OFdy OF OFdy (2) mood M
ee ne
Ôy 0x 6x)
Cette équation renfermera encore, en général, le paramètre «, mais si l’on élimine « entre les équations (1) et (2), on aura entre x, yet dy : dx une équation qui sera l'équation différentielle de la trajectoire cherchée. L'intégration de cette équation fera connaître les courbes qui répondent à la question, et comme l'intégrale renfermera une constante arbitraire, on voit que ces courbes seront généralement en nombre infini, comme il était facile de le prévoir.
Prenons, pour les courbes (C), les paraboles
y — ax = 0, a étant une constante donnée. L’équation (2) sera
— «ax 42 — m (: + aux! æ) 0:
ou, multipliant par ædx et remplaçant «x par y, xdy — aydx — m (xdx EL aydy) = 0.
Cette équation homogène a été intégrée au n° 466. Dans le cas particulier où a = 1, elle se réduit à
xdy — ydx — m (xdx + ydy) = 0, et s'intègre en divisant par x° + y?. On a pour l’équation des trajectoires
are g? —— I. (x? y)—=0C,
ou, en introduisant les coordonnées polaires r et 0,
o T = Ce”.
Û _à mm mé one Été de CE ne
mn T)
Les lignes (C) sont ici des droites y — «x passant par l’origine; les trajectoires sont des spirales logarithmiques, ce qui s'accorde avec une propriété connue de cette courbe.
450. Signalons deux cas particuliers du problème des trajectoires : 4° l’angle d’intersection est nul, m — 0; la trajectoire devient tangente à toutes les courbes (C). L’équation (2) se réduit à
OF , OF 0y
0x 0y dx et l'élimination de « entre cette équation et l'équation (1) ne conduit qu’à l’équation différentielle des courbes (C) (89%). L'intégrale générale ne donnera donc autre chose que ces courbes elles-mêmes, et s’il existe une courbe tangente à toutes les courbes (1), elle ne pourra être représentée que par la solution singulière de l'équation différentielle. Ceci s'accorde encore avec les propriétés des solutions singulières.
2 L’angle d’intersection est droit, m— ; l’équation (2) prend la
forme
Les trajectoires sont orthogonales. Ainsi, s’il s'agit des courbes paraboliques y — «x* considérées plus haut, on trouvera pour l'équation de leurs trajectoires orthogonales
aux"! dy 1—0O ou xdx + aydy —0,
dont l'intégrale est
x? + ay? = C.
Les trajectoires sont des coniques ayant l’origine pour centre : ellipses si a > o, hyperboles si a < 0. L'hypothèse a — — 1 donne le système
orthogonal xy—= a, & — y" —=0C,
composé d’hyperboles équilatères ayant les axes coordonnés pour asymptotes et d'hyperboles équilatères dont les asymptotes sont les bissectrices des angles formés par ces mêmes axes.
451. Cherchons encore 1° Les courbes (C) telles que les rayons vecteurs menés d'un point (x,y) de la courbe à deux foyers fixes F et F’ fassent
Eh —
avec la droite FF’ deux angles de somme constante a; 2° les trajectoires orthogonales du système de ces courbes.
L’axe des x étant la droite FF’, l’axe des y la perpendiculaire en son milieu O, FF —2c,ona
arc g=
AS arc ge
ou (C) &? — y? — 2xy cota — c° pour l’équation des courbes (C); x est le paramètre variable. Les courbes
(C) sont des hyperboles équilatères de centre O, passant par les foyers F et F’. L'équation (3) devient
Ce — yeota) & + y x cota = 0,
et en éliminant cotæ au moyen de l'équation (C), on a pour l’équation différentielle des trajectoires orthogonales
(gt cg D (at + pt — c)x = 0, ou, sous une autre forme,
(2? E y? 0?) (ydy + xdx) — 2c?x dx = 0.
Le premier membre est une différentielle exacte. L'intégrale générale est (B) (Eye 6) — qotat = 6, B étant la constante arbitraire. Les courbes (B) sont des cassinoïdes : le produit des distances d’un point quelconque de la courbe aux foyers F et F’ est constant, comme on le voit en écrivant l’équation (B) sous
la forme Ex + cc] [+ @— c1= Ê.
Les hyperboles (C) et les cassinoïdes (B) forment donc un système orthogonal (1).
45%. Si les courbes (C) dont on cherche les trajectoires orthogonales sont définies au moyen de leur équation différentielle f(x, y, y) = 0,
(1) Lamé a discuté en détail ce système orthogonal (Zecons sur les coordonnées curvilignes, 15me lecon).
on obtient immédiatement celle de leurs trajectoires orthogonales en observant que l’on a
d I : dx = me d’où f( y; -) = 50) est l'équation cherchée. On retrouve facilement l’équation (3). Ainsi, les coniques homofocales
x? y° DER D EE
a?, b? étant donnés, À le paramètre variable, nous donnent
5 OST. D HAE) ? a+ RATE ETC Remplaçant a? + À, 6? + ] par leurs valeurs tirées de ces dernières équations dans l’équation des coniques, on trouve pour l'équation différentielle de celles-ci (Ch. XXXIX, ex. 4) TL? — y? — a? + b?
12 CRT () nr = en et en remplaçant y’ par — dx : dy, on a l'équation différentielle des trajectoires
c'est-à-dire une équation identique à (6). Ceci nous montre que le système de coniques (x) renferme ses propres trajectoires orthogonales, et en effet l’équation () donne pour y’ deux valeurs dont le produit est égal à — 1; ainsi, par chaque point du plan passent deux coniques homofocales qui se coupent à angle droit. Les coniques sont des ellipses pour a? > À > — b?, des hyperboles pour À < — b?.
433, La courbe dont la recherche a conduit à une équation différentielle n’est pas toujours donnée par l'intégrale générale : elle peut être fournie par la solution singulière. C’est le cas lorsque la courbe est définie par une propriété des tangentes, et que chaque tangente, prise isolément, est une ligne qui satisfait à la condition donnée. Ainsi, si l’on cherche la courbe telle que le produit des segments compris, sur deux axes rectangulaires, entre l’origine O et une tungente à la courbe, soit
égal à un carré k?, on est conduit à l’équation
GC) (et
Mais, sous la forme y=pz EL —p, elle constitue une équation de Clairaut (445%) dont l'intégrale générale y = Cx + kp/— C représente simplement l’une quelconque des tangentes à la courbe, et dont la solution singulière résulte de l’élimination de p entre l'équation
différentielle et celle-ci :
f Aou me À AE PE
217 —p Cette élimination facile conduit à l’équation RL c'est la solution singulière, représentant une hyperbole dont les asymptotes coïncident avec les axes coordonnés. Telle est la vraie solution du problème.
454. D'autres problèmes conduisent à des équations différentielles d'ordre plus élevé. Cherchons la courbe dans laquelle le rayon de courbure et la normale sont dans un rapport constant,
aR = N.
Remplaçant R et M par leurs valeurs connues, on a Sn OS 2 ne des
le signe supérieur se rapportant au cas où la courbe tourne sa concavité vers les y positifs, et où R et N, par conséquent, sont dirigés en sens contraire l’un de l’autre si y > o. L’équation (y) rentre dans celles du n° 422. Posant dy : dx — p, on a successivement
ypdp 2ady 2pdp : — + —— , MT T7 0 met d’où, en intégrant, L(i+p)=+2al.y=1C, 1+p?— Cy2,
d Fit lie Var = + Cyr, dx SEE 7 ON dx /Cy+22 — I
L’équation des courbes qui satisfont au problème est donc x — G + ( LU :
PATES Cas particuliers : 1° a—1; si l’on prend le signe inférieur dans
l'équation (y), le rayon de courbure et la normale sont égaux et de même sens, On a
d ee Gt y,
ÉAMIRANUR EEE
La courbe est un cercle dont le centre est sur l’axe des x. Prenons le
signe supérieur, le rayon R et la normale sont égaux et de sens contraires, On a, en faisant C — 1 : «?,
PER Gt (su. EEE
L/y® — où
On en tire la valeur de y,
la courbe est une chaïnette.
2 L'hypothèse a — 1 : 2 ou R— 2N conduirait, de même, suivant qu’on prendrait le signe supérieur ou inférieur dans l’équation (), à
= + EG» NN NE er F2
V7 Cy — y?
dont la première représente une parabole à axe parallèle à l’axe des y, la seconde une cycloïde ayant pour base l’axe des x ; C est le diamètre du cercle générateur.
453. On tombe encore sur une équation du second ordre lorsqu’on veut tirer l’équation d’une courbe en coordonnées rectangulaires d’une relation donnée (4) s— f(?) entre la longueur de l'arc s et l’inclinaison ® de la tangente sur l’axe des æ. Cette relation différentiée donne
2y ddr où (+) ue ct)
dx?
en vertu des valeurs de ds et de do. Mais il vaut mieux ramener directement le problème aux quadratures en prenant o pour variable indépendante et ayant égard aux relations
dx dy (5) Piel de RO
qui donnent, en remplaçant ds par sa valeur et intégrant,
ze C+[f(p) cose de, y —C+ ff (6) sine de.
Les constantes C et C; peuvent être négligées, car on peut toujours les réduire à zéro par un déplacement de l’origine des axes, et la forme de la courbe n’en dépend pas. L’élimination de o conduira ensuite à l’équation entre x et y. Ainsi, de la relation s — a, on déduirait
x —asiNnp, y——4ACOsSY, et par l'élimination de o x? Ly? = a?, équation d'un cercle de rayon a, mais dont le centre est arbitraire. Le problème de trouver une courbe définie par une équation R — F (o) entre le rayon de courbure et l’inclinaison de la tangente se ramène au précédent par la relation connue ds — + Rdo. On aura donc ici
x — [ F(p) cosp dy, y— [F()sine dy en faisant abstraction du double signe qui s'élimine par un renversement dans le sens des axes positifs.
Par exemple, l'équation R — ao conduit à
x —a(psinp + cosp), y—a(sinp — p coso), d'où x CSP ysinp—=4a, x sin —7yCcosp — ay,
d’où, élevant au carré et ajoutant, a y= a? (1 +).
Eliminant ®, on a enfin
D COS SIN
RE Er a
équation d’une développante de cercle.
456. Enfin, la recherche d’une courbe dont la développée est donnée
par une relation o — f(0) entre l’arc o et l’inclinaison 0 de la tangente, se ramène encore aux mêmes formules (5). Soient (x, y) les coordonnées d’un point M de la courbe cherchée, R son rayon de courbure, 9 linclinaison de sa tangente sur l’axe des x. On sait (240) que l’on a
R=54+C—f(O)+C, p—04—, ds = [/(8) + C] dé donc, en vertu des équations (5), x = + ([f(0) + C] sin 0d0, y — + ([f(8) + C] cos 0 d8.
La constante C reste arbitraire. Si, par exemple, la développée a pour équation |
6 — f(0) — a?b?(a° cos?0 + b? sin? 0) ?, on trouvera en vertu des formules qui précèdent
2 cos0 b° sin 0 D AERN AE N ED LRPS TU EE e .
J/a? cos?0 Lb?sin?0 a? cos? 0 b?sin?6
et, en combinant ces deux égalités,
(x Æ C cos0)? Je (y & C sin0}? ee a? b?
Pour C — o on trouve une ellipse, qui est donc une des développantes de la courbe donnée. En considérant 9 comme une variable auxiliaire et C comme une constante arbitraire, les équations ci-dessus représenteront toutes les courbes parallèles à cette ellipse, puisqu'elles auront même développée.
45%. Courbe de poursuite. — On nomme ainsi la courbe décrite par un point M (x, y) qui se dirige dans un plan, avec une vitesse constante, vers un point M’ (x’y’) qui décrit une courbe donnée avec une vitesse également donnée. Les axes étant rectangulaires, en exprimant que la tangente en M à la courbe de poursuite passe par le point M’ et que le rapport des deux vitesses est égal à une constante donnée n, on a les deux équations
@ y =, (© VA — à
Entre ces deux équations et celle de la courbe décrite par le point M’ il faut éliminer x’ et y’ ainsi que leurs différentielles. Prenons un cas simple. Le point M’ décrit une parallèle x’ = a à l’axe
des y; le point M part de l’origine à l’instant où M’ quitte l’axe des x. Les équations (d) et (e) se réduisent à
eten différentiant la première, on a
dy" Ke d°y Ft d?y al Det d'o VA Le ro rer k
On fera (429) dy — pdx, et l’on aura
dp dx a | = ———— - + —- — ——|], ss + 1.C, d’où
cri p+yi+p=C(a— x)”.
A l'instant du départ, x — 0 et p—0, car la vitesse du point M est dirigée suivant l’axe des x. On a donc
1 ur 1— C0 OURU- 0
et en résolvant l’équation par rapport à p, on trouve
SECURITE PT x 2|\a—x a
Une nouvelle intégration donnera, si n est > ou < 1,
E 1 RER n a \»" n a — x\”" CEA 2 CE pra a )|
et comme x et y s’annulent ensemble,
an
Ci = — Li)
Si n était égal à 1, c'est-à-dire si les mobiles avaient des vitesses égales, on trouverait
PE Car Ce
. pour l’équation de la courbe de poursuite.
Exercices.
4. Trouver la courbe dont la sous-tangente est une fonction donnée f (x) de l’abscisse
du point de contact
y = Ce Ja
Cas particuliers : f(x) — x, f(x) = x?.
2. Les distances de l’origine aux points où la tangente coupe l’axe des y et où la normale coupe l’axe des æ sont dans un rapport constant a. Trouver la courbe. __R. L'équation différentielle est ydx — xdy — a(xdx + ydy), On trouve la spirale logarithmique :
LV a Ey—=C—aarctg?, ou r— Cent.
8. L’ordonnée à l’origine de la tangente est égale à 4x"y". Trouver la courbe. R. On tombe sur une équation de Bernoulli dont l’intégrale est
Ten
'Etghe — Cr!—" nn k mn —1
Cas particuliers : m—0, n —2; mMm—0, n——1.
4, Le segment compris sur l’axe des x entre la tangente et la normale a une longueur constante 2a. Trouver la courbe.
R. Prenant pour variable auxiliaire l’inelinaison + de la tangente sur l’axe des x,
on trouve y—=asin2?, æ—a (cos 29 + I, sin? +),
Discuter la courbe au moyen de ces deux équations. 5. L’aire de la courbe entre l’axe des y et l’ordonnée du point M (x,y) a pour expression ay — bx, a et b étant des constantes données. Trouver la courbe.
“ R. y —=th(es — 1).
&. Le rayon vecteur r est proportionnel au cube de la distance P du centre à la tan-
gente; trouver la courbe. | R. Onar—aP, et l’on trouve, en formant l’équation différentielle et l’intégrant,
ET aÿr5 cos -0— 1.
3. Trouver la projection sur le plan XY d’une courbe qui satisfait, sur la surface
à la relation dz — 0, d?z étant pris en traitant dx et dy comme constants.
R. L’équation différentielle de la courbe est
dy \° _ 4y dy (CE au T5 2(E) =0
y® — Cxy (1 + x?) + Cx'— 0.
8. L’arc et l’abscisse sont liés par l’une des relations suivantes
son intégrale est
s— al, wits= Ant: Ps 2701 trouver la courbe,
R 1° y=CHV em Hal, ————-.
a+ Va? — x° do æ == (I— cosw), y =" (0 sin w) (Cycloïde). 2 2 2 5° æ5 L y5 — a5,
9. La projection, sur le rayon vecteur, de la normale terminée à l'axe des x, est une constante a. Trouver la courbe.
R. r — Re (Sections coniques).
1 — Ccos0 10. L’aire comprise entre la courbe, l’axe polaire et le rayon vecteur est dans un rapport constant avec l'aire du triangle formé par le rayon vecteur, la normale et la sous-normale polaire. Trouver la courbe.
R. Désignant par Æ 24° le rapport du triangle au secteur de la courbe, on arrive à l’équation linéaire | dx d6?
la condition pour 0 — 0 détermine l’une des constantes. On trouve, suivant le signe, ER (e20 se e-240), r2 — C cos 248, 42. La courbe est définie par l’équation 72 2 San «œ
entre l’are, le rayon vecteur et une constante a. Trouver la courbe. R. On trouve respectivement pour l’équation différentielle et pour son intégrale
42. Le triangle construit sur l’ordonnée et le rayon de courbure a une aire constante. Trouver la courbe.
R. On suit la méthode du n° 45%. De l'équation
Ry sing — a?
on tire dy = sing ds —Rsins fe dy,
et par suite
48. Étant donnée une courbe (A), trouver une courbe (B) qui soit normale à une série de cordes comprises entre la courbe (A) et l’axe des x, et qui coupe en même temps ces cordes en deux parties égales. Cas particuliers où (A) est une droite passant par l’origine, ou une parabole tangente à l’axe des y.
R. Soient (x, y) les coordonnées d’un point M de la courbe cherchée; (+’,0); (x’’,y’") celles des extrémités de la corde qu’elle coupe en deux parties égales; x’ —+(y"') équation de la courbe donnée (A). On a les relations | dy Tu
2 x 2r ya, ——; dx æ”"— x
= — I, d’où dy Es Fe 4 er +» (27) = 0
pour l’équation différentielle de la courbe (B). 1e Dans le cas où (A) est une droite y — x tg }, on trouve
sin? À 5 cos2 À (rs) (u+actl) 2—C.
Pour C — o on trouve les bissectrices des angles que fait la droite (A) avec l’axe des æ. Si l’angle À est droit, on tombe sur des hyperboles équilatères y?— x—C; ces courbes jouissent donc de la propriété de partager en deux parties égales leurs normaies terminées aux axes.
20 Ur —— 2pæ/’.
adæ — ydy — a dx. P Les courbes (B) ont pour équation a P p° C = = - TL — — € ? .
as 8 37 Pour C = o on a une parabole facile à construire. 44, Trouver les trajectoires orthogonales des paraboles y? = 2p (x — a).
is À. Y = Ce ».
45, Trouver les trajectoires orthogonales des cissoïdes comprises dans l'équation y* (2x — a) = x’, R. L’équation différentielle des trajectoires est
d (3? + y?) y =Ÿ + 225 — 0; dx
l'intégrale de cette équation est a +y—=CV'2x y ou r=CV/1—+ cos°6.
46. Trajectoires orthogonales des cercles x? + y — am —0 tangents, à l’origine, à l’axe des y.
kH. L’équation difiérentielle et l’équation finie des trajectoires sont respectivement (y° — x?) dy + 2œydxæ —0, x + y — Cy = 0.
Cercles tangents, à l’origine, à l'axe des æ. 49. Trajectoires orthogonales des courbes représentées, en coordonnées polaires, par l’équation r° = a° L EU .
œ R. On se servira de l’expression de tang # donnée au n° 2885. On aura do a° QUE = ———————, = 0 dr 2r° sih0 cos 0 ” V2 (sin 0 © 48. Trouver la courbe dont la tangente est à une distance constante de l’origine, R. On trouve, en posant p = dy : dx, l’équation différentielle
y—pz=aVi+p, équation de Clairaut. La réponse est donnée par la solution singulière x? + y? — u? (cercle de rayon a).
19. Trouver la courbe telle que la portion de sa tangente entre les axes rectangulaires soit constante.
Même problème, la relation étant R — a cos
R. On trouve la chaïînette a z af — —— ie ( — e ‘).
25. Trouver la développante de la chaïînette, R. L’équation de cette courbe étant mise sous la forme ç — a tg 0, on trouvera pour la développante 1 + sin0
æ = Ccos0 + asin0 — al, cos ÿ
y = G sin0 — a cos6.
Si l’on fait C— 0 et que l’on élimine 8, on a la développante particulière
S AUS 25,2 æ—V a — y2— a. ], a+Wa—y .
FFE)
26. Trouver la courbe telle que la distance d’un point quelconque de cette courbe au centre de courbure correspondant de sa développée soit une constante a,
R, On prend pour variable l’inclinaison + de la tangente sur l’axe des x, et l’on observe que le rayon de courbure R, de la développée a pour expression
On a R—asin( + C) pour l’équation de la courbe cherchée, C’est une cycloïde, comme on le voit en appliquant la méthode du n° 458.
CHAPITRE XLVI
EXISTENCE ET ÉVALUATION APPROCHÉE DES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES.
458. Soit une équation différentielle du premier ordre entre x et y, d (Gr) = l'y);
cherchons sous quelles conditions il est possible de satisfaire à une telle
équation par une fonction convenable y de x, et quelle sera la nature de cette intégrale. Désignons par Zo, yo des valeurs arbitraires de x et de y; par a, À, C des quantités positives déterminées et admettons que, dans - une région T limitée par les valeurs x + a de x, y, + Aa de y, les fonctions f(x, y), f, (x, y) soient simples, continues et telles que l’on ait (2) Mf(æ;y) < A, Wfy(z, y) <C.
Prenons une valeur quelconque X de x, comprise entre xo’et %o + a; partageons l'intervalle (x, X) en un nombre arbitraire n de parties par
les valeurs o, Li, .. Æn_13 Xn — X, et posons en général æi41 — x; — D.
Calculons des valeurs correspondantes pour y par l’équation Ay (3) Axa f(æ, VIE
c’est-à-dire formons la suite d’égalités (4) y: — yo — Dof(to, Yo); JeRULE Dif(tis Yi), …. Y— Yi flou). On voit d’abord que ces valeurs y:1, y2, .… Y de y appartiendront à la région T, car si l’on ajoute membre à membre les : premières équations (4) et qu’on applique une formule connue (4, IIT), on aura
Yi — Yo— (00 di + Hd) AMC Los Yo); (ais Yi), +. (dis, Yi] ou
(5) Yi — Yo == (Xi — Lo) M [fécarye), (vil.
Si l’on admet que les points (0, Yo), (Æ1, Yi), ++. (Xi_15 Yi) appartiennent à la région T, les quantités f{xo, yo), f(t1sYa), ++ f(&i-1, Yi-1) seront moindres, en valcur absolue, que A, et il en sera de même de la moyenne entre ces quantités. On a donc
æ mo a MAY y) An AN a) du
donc y; sera compris entre yo — Aa et y, + Aa et le point (x:, y:) appartiendra à la région T. Or, par hypothèse, le point (0, yo) est pris dans cette région, donc, il en sera de même du point (x, y:); cette condition étant vérifiée pour les points (to, yo), (&1, Y1), le sera pour le point (x2, y2) d'après ce qui précède, et ainsi de suite, jusque et y compris le point (X, Y).
De là résulte une autre conséquence, La fonction f(x, y) étant continue dans la région T, la valeur moyenne qui figure dans l'équation (5) ne
— Di — peut être que la valeur de f(x, y) qui répond à un point (x, y) de la région qui renferme les points (x,, Yo), ... (æi_1, Yi4), région limitée par les valeurs (Go, xi) de x, Yo — A (ti — Lo), Yo + A (xs — Xo) de y.
Si donc nous désignons, dans tout ce qui suit, par 0 une quantité quelconque > o et < 1 et par n une quantité > — 1 et < 1, nous pourrons poser (6) y — yo = (@i — %o) f ro + 0 (ti — Lo), Yo + PA (xi — %o)], et comme cette égalité subsiste pour ? = 1, 2, ..,n,
(7) Y—yo—(X — x) f [ro +0 (X — 20), yo + NA (X — xo)].
459. Cherchons maintenant la variation f; qu'éprouve l’une quelconque des quantités y; lorsqu'on fait varier y, d’une quantité fo, telle d’ailleurs que y, + Go soit toujours compris dans l'intervalle (y, — Aa, Yo + Aa), et lorsqu'on calcule les quantités y1, y2, .… au moyen de l'équation (3).
Nous aurons d’abord, par là,
(ga + Bi) — (yo + Éo) = do f (Go, Yo + Bo), d’où, eu égard aux équations (4),
Bi — Bo = do [f (os yo) + Bo) — f (ro, ÿo)] = do Éo , (&os Yo + 6B0), par l'application de la formule du N° 94. Mais, dans la région T, à laquelle appartiendra encore le point (x,, y: + f:), f; (x, y) a une valeur absolue moindre que C, done
Bi = Bo [1 + do f} (to; Yo + 0)] = Bo (1 + 1000), d'où MA B, < MA Bo (1 + DC), et par un raisonnement identique VA Be < VA Ba (1 + DC), … MA PB: < VA Bi (1 + d:_C); d’où, multipliant membre à membre, M Bi < M Go (1 H DC) (1 H 01) … (1 + d:_,C).
Mais il suit évidemment de la série qui représente e* que l’on a, pour toute valeur positive de x, e* > 1 + x, donc 1 doC < edoC, 1 + d1C < 6810, … ce qui nous donnera, en observant que do + di + +. di, — x — %o,
(8) \A B: < VW Boetri—%e),
Telle est la limite supérieure de la variation qu’éprouve l’une des quantités y, pour une variation à de la valeur initiale yo Si l’on applique cette formule à l'hypothèse ? — n et si l’on pose, pour abréger, X — x — [, on aura
VA B, < VA Boett.
Si donc on fait décroitre indéfiniment VW £,, il en sera de même de M,, d’où il suit que la valeur finale Y est une fonction continue de la valeur initiale yo.
Le même procédé permet d’évaluer la variation B,, qu'éprouve Y par suite d’une variation f; qu’éprouverait l’une quelconque des quantités y;, savoir (9) A Es € VA Get) € VA Get,
460. Ces préliminaires établis, montrons que si l’on fait décroitre indéfiniment les éléments do, d1, +. On_s de la différence X — x, par des subdivisions successives, c'est-à-dire en intercalant de nouvelles valeurs de x entre celles qui partagent l'intervalle (x,, X), puis de nouvelles encore entre les précédentes, et ainsi de suite, la valeur de Y calculée par l'équation (3) au moyen de toutes ces valeurs successives de la variable, tendra vers une limite finie et déterminée.
Concevons d’abord que l’on partage l’intervalle (x, 1) en un uombre quelconque p de subdivisions, et cherchons la quantité y, qui remplacera y.. Nous aurons, d’après les formules (4) et (6),
L'Pérerl (c d f (2%, Yo)» Yi AUOT US f (to + 00, Yo + nA9,).
Mais comme les éléments d,, d,, .… sont aussi petits qu’on le veut, nous admettrons que la division de l'intervalle (xs, X) ait déjà été poussée assez loin pour que, dans chacune des régions ayant pour contour (ai, di + di, yi — Ad, yi + Ad), l’oscillation de la fonction f (x, y) soit moindre qu’une fraction donnée 6, arbitrairement petite, ce qui est possible (488). Nous aurons donc, d’après la valeur de y!,
Y, —— Yo —= do [F (&os Yo) —- oc], (— FR no 1) À et par suite Yi — Yi = dons.
Telle est l'expression de l'accroissement qu'éprouve y: lorsque, au lieu de passer directement de x%o à &1, on y passe par un nombre quelconque de valeurs intermédiaires. D'ailleurs, d’après l'inégalité (9) du
ENRE
ne
état 4
N° précédent, la variation absolue qui en résultera pour Y sera moindre que d,n,set! et a fortiori que dosel?,
On trouverait de la même manière que si l’on subdivise l'intervalle (x, &,,) en un nombre quelconque d’intervalles plus petits, on aura
(A) Yyii — yi = Di [f (ei, ÿi) + ns], d’où Yi — Yi — dinis,
et il en résultera pour YŸ une variation plus petite numériquement que diseC!, et ainsi de suite. Par conséquent, si nous concevons que l’on passe de la valeur x, à la valeur X en intercalant un nombre quelconque de valeurs intermédiaires entre les valeurs successives %,, 4, Los ... Æn_1 X, la variation absolue totale qui en résultera pour la valeur finale Y sera
moindre que
d0e0t EL Dise0t LE … L 9, 100! — olett,
Mais la quantité o peut être prise aussi petite qu’on le veut, en supposant les d; suffisamment petits; donc, lorsque la division de l'intervalle (x,, X) a été poussée assez loin, de nouvelles subdivisions, quelque loin qu'on les pousse, ne peuvent plus faire varier Ÿ que d’une quantité moindre qu’une fraction arbitrairement petite. Il en résulte (48) que Y tend vers une limite finie et déterminée.
461, Cette limite est indépendante du mode de division de l'intervalle (xs, X) en éléments indéfiniment décroissants. Pour le démontrer, on suit la même marche que dans d’autres cas analogues (806). Considérons deux modes de division distincts, (A) et (B), et supposons d’ailleurs que, dans chacun d’eux, les éléments d; soient déjà suffisamment petits pour que l’oscillation de la fonction f(x, y) soit moindre qu’une quantité arbitrairement petite o dans l’une quelconque des régions (x, &; + 0;, yi— Ad, yi+- Ad). Comparons les valeurs YA et Yg de Y qui résultent respectivement des modes (A) et (B), avec la valeur Yc qui répondrait à un troisième mode (C) résultant de la superposition des deux autres, c’est-à-dire de la réunion des valeurs de x qui, dans chacun des deux modes (A) et (B), décomposent l'intervalle (x,, X) en intervalles plus petits. Par rapport à chacun des modes (A) et (B), le mode (C) peut être regardé comme provenant de la subdivision des intervalles d,, 01, .… . qui le constituent en intervalles plus petits, et, d’après ce qui a été établi
plus haut, il résulte de cette comparaison que l’on a les inégalités A (Ye RE Ya) A alet!, A (Ye ni YB) “€ cle, donc enfin, M (YB — YA) < 2olett,
Il suit de là que la différence Yg — YA tend vers zéro lorsque, dans les deux modes (A) et (B), les éléments d; tendent eux-mêmes vers zéro.
Il est donc démontré que, si on partage l'intervalle (x, X) en éléments indéfiniment décroissants suivant une loi quelconque; si l’on attribue à y une valeur arbitraire y, pour la valeur donnée x, de x, et si l’on détermine au moyen des équations (4) la valeur de YŸ qui se rapporte à la valeur X de x, cette quantité Y tendra vers une limite finie, déterminée et unique, qui ne peut dépendre, par conséquent, que de % et de X, et que pour cette raison nous désignerons par F (yo, X).
46%. Supposons que y, reste fixe, mais que l’on fasse varier X, désigné alors par x, et que la valeur limite de Y soit simplement représentée par F(x). Cette fonction F(x) jouit de la double propriété de se réduire à y, pour &æ = %,, et de vérifier l'équation (1) si l’on y fait y = F(x). Remarquons en effet que l’équation (7)
Y — yo = (X — %0) fro + 0 (X — 5); Yo + NA (X — xo)] nous fournit une expression de la valeur Y à laquelle on arrive en partant de la valeur y, pour x — x,, et appliquant l'équation (3) en partageant l'intervalle (x,, X) en un nombre quelconque de parties. Cette relation
subsistant quelque grand que soit n, s’appliquera évidemment à la valeur limite de Y, en sorte que si l’on remplacc X par x, on aura
F (x) — yo = (x — 2%) [xs + À (x — Lo)» Yo + LA (x — %)|], À et x ayant des valeurs absolues ou plus égales à l’unité. Si, dans cette équation, on fait x — 2%, on trouve F(xo) — yo, Comme nous l’avions annoncé.
D'autre part, cette même équation (7) permet également de représenter la valeur de Y à laquelle on arriverait si l’on partageait l'intervalle (xi, X) en un nombre arbitraire d'éléments, et si, partant de la valeur y; pour x = %;, on calculait Y par l'équation (3). On trouverait évidemment par un raisonnement identique
Y—yi=(X — x) [fx +0 (X — x), y +nA(X — xi)],
9 et n ayant des significations semblables à celles qu’ils ont dans l’équation (7). Cette relation subsistera quelque grand que soit le nombre des divisions de l'intervalle (x, X) et s’appliquera, par conséquent, aux valeurs limites de y; et de Y qui correspondent aux valeurs de x choisies pour x; et X, Ainsi, on aura
F(X)—F (er) = (X —x) mA (X —c), Fa) Hu (X —x)].
Si donc nous remplaçons x; par x, X par x + h, il viendra
F(x+h)—F(x) = hffx + Ah, F (x) + AR].
Divisant par h et faisant tendre h vers zéro, observant que f(x, y) est continue dans la région T, nous aurons be el
La démonstration se ferait de même pour les valeurs négatives de k
en posant X — x, x; — x + h, donc, en général, F’(x) = f [x, F(x)],
ce qui montre bien que la fonction y —F (x) vérifie l'équation différentielle (1) dans l'intervalle (%0, %0 + a). Ainsi y = F (x), ou y — F (yo, x) est une intégrale de l'équation (1), et cela, quelle que soit la quantité arbitraire yo, pourvu que les fonctions f(x, y), f, (x, y) satisfassent aux conditions prescrites au n° 438. L'intégrale n’est donc entièrement déterminée que si l’on attribue à y, une valeur parfaitement déterminée.
463. Remarques. — 1° Nous avons supposé %o < X, les accroissements 0; étant, par conséquent, tous positifs, mais il n'y aurait évidemment aucune difficulté à établir les mêmes propriétés, si l’on supposait que x passât de la valeur x, à une valeur plus petite X (X > x, — a), par une série d’accroissements négatifs.
2° Nous avons admis que les fonctions f(x, y), f(x, y) vérifiaient certaines conditions de continuité dans une région T limitée par les valeurs x, + & de x, yo + Aa de y. Mais si ces fonctions sont continues dans le voisinage du système de valeurs (%o, yo), il sera toujours possible de délimiter autour de ce point une région dans laquelle ces conditions seront vérifiées. En effet, les quantités f(œo, Yo), fy (%o, Yo) ayant des valeurs finies et déterminées, il suit de notre hypothèse qu'il existe autour du point (x, yo) une région T, dans laquelle f et f, restent
continues et moindres, en valeur absolue, que certains nombres fixes A et C. On aura donc, dans cette région T;, Mf(x, y) <A, VAfy(r, y) <C.
On déterminera ensuite une quantité positive a assez petite pour que les valeurs x, — a et x, + a de x, yo + Aa et y, + Aa de y limitent une région T entièrement comprise dans la région Ti, ce qui est évidemment possible. Cela fait, la région T jouira de toutes les propriétés admises dans notre démonstration, et il suffira de prendre xo € X < x, + a pour que celle-ci soit applicable.
3° L'interprétation géométrique éclaireit cette théorie. L’équation (1), considérée comme appartenant à une courbe plane, définit la direction de la tangente en un point quelconque de la courbe au moyen des coordonnées de ce point. Partant d’un point arbitraire (x,, Y,), dans la région du plan où la fonction f(x, y) vérifie les conditions admises, et appliquant les équations (3) ou (4), on construit une série d’autres points tels, que la droite qui joint l’un d'eux au suivant à la même direction qu’aurait la tangente à la courbe si elle passait par le premier. Le polygone qui a ces points pour sommets a ses côtés indéfiniment décroissants, lorsque les d; tendent vers zéro; ses sommets ont pour limites les points d’une certaine courbe dont les tangentes sont les directions limites des côtés du polygone; cette courbe, parfaitement déterminée dès que le point (x,, yo) est donné, représente une intégrale de l’équation différentielle (1).
464. Il suit de la théorie exposée plus haut que, si les fonctions f(x, y), fy (x; y) sont simples et continues dans une région T du plan des (x, y), il existera toujours dans cette région une fonction y de x, simple et continue, qui vérifiera l’équation différentielle (1) et qui, de plus, prendra pour une valeur donnée x, de x telle valeur arbitraire Yo que l’on choisira, pourvu que le point (x,, yo) appartienne à la région T.
Cette fonction intégrale n'étant déterminée entièrement que si y, est donné, doit être regardée comme une fonction du paramètre y,, ou du moins, son expression, quelle que soit la forme sous laquelle on l’obtient, doit renfermer une constante arbitraire qui permette encore, pour une valeur donnée x, de x, de choisir arbitrairement la valeur de y. C’est bien là la démonstration de l'existence de l'intégrale générale dans le sens que nous lui avons attribuée au n° 401.
DLL
De plus, il est facile de voir que, dans la région T, la fonction y qui satisfait à ces deux conditions est unique. Supposons en effet que, indépendamment de la fonction y —F (y, x) à laquelle nous sommes parvenu au moyen des équations (4), il existe une autre fonction u —œæ(x) de æ qui vérifie l'équation (1) et se réduise, pour æ —%, à la valeur @(%o) — yo. Donnons à x, comme au n° 438, les valeurs successives Loy Li Lay ve Ln_13 X, Et Soient Uo, U1, .. th les Valeurs correspondantes de la fonction uw; nous aurons en général, d’après le théorème de
M. Bonnet, p (ai + di) — p (as) = Di) (xs + 00) = di Lg” (&) Hi],
os désignant une quantité qu’on peut supposer aussi petite qu’on le veut en prenant tous les d; suffisamment petits, »; une fraction comprise entre — 1 et Lr. Cette équation revient à celle-ci, puisque w vérifie l’équation (1),
Uiga — Ui = di [f (oi, ui) H rio],
et elle est tout à fait semblable, entre w; et w;,1, à l'équation (A) que nous avons trouvée (460) entre y; et yiy:1, lorsqu'on subdivise d’une manière quelconque l'intervalle (x;, #:,1). Comme cette relation subsiste pour les valeurs 1 —0, 1,2,...,n — 1, que l’on a supposé wo = yo, et comme nous avons montré qu’en conséquence de cette relation la valeur limite de Y pour des valeurs indéfiniment croissantes de n est unique et déterminée, il s'ensuit que la différence entre w, et Y décroitra indéfiniment lorsque les éléments d; tendront vers zéro; en d’autres termes, les fonctions F (x) et œ (x) seront identiques.
Nous pouvons donc conclure que toute intégrale u = ® (x) de l’équation (1) dans la région T coïncide avec l'intégrale particulière, déduite de l'intégrale générale F (Yo, x) en attribuant à la constante une valeur convenable pour que, pour une valeur x, de x, cette intégrale générale prenne la même valeur y, que la fonction uw. Ce ne peut donc être que dans une région du plan où les fonctions f(x, y), f(x, y) ne satisferaient pas à toutes les conditions supposées. que l’équation différentielle (1) n’admettrait aucune intégrale, ou admettrait des solutions singulières non comprises dans l’intégrale générale. Ainsi l'équation
dy 1
me
dx
du n° 401 admet la solution singulière y — æ; mais on a ici , I —1 f, (&, y) = st mt Et
et l'hypothèse y — x rend infinie cette expression, quelque valeur qu’on attribue à x. La dérivée f, ne reste donc pas finie et continue dans la région du plan à laquelle appartient la droite que représente cette sulution singulière.
Nous remarquerons encore que la méthode exposée aux n°” 458 et suivants pour établir l'existence de l'intégrale permet d’en calculer la valeur, pour une valeur donnée X de x, avec autant d'approximation qu’on le veut, en partageant l'intervalle (&,, X) en éléments 9;, suffisamment petits. De plus, les formules qui donnent une limite supérieure des variations que la fonction Ÿ peut éprouver, par suite de divisions ultéricures de ces éléments en parties plus petites, fournissent le moyen de déterminer l’approximation obtenue.
463. Considérons maintenant un système d’équations différentielles simultanées du premier ordre, tel que celui du n° 48%, et comme les particularités nouvelles qui résultent de la multiplicité des fonctions à déterminer se résolvent de la même manière pour deux fonctions ou pour un plus grand nombre, il suffit de prendre un système de deux équations entre trois variables, tel que |
dx dy (19) ah x y), Poe Le CO
Soit {, une valeur donnée de t; choisissons arbitrairement des valeurs correspondantes x, yo pour æ et y. Nous admettrons que, a, A, B étant des quantités positives déterminées, dans une région U limitée par les valeurs t, + à de f, x, + Aa de x, yo + Ba de y, les fonctions fi et f2 restent simples, continues et respectivement moindres en valeur absolue que À et B; que, en outre, dans cette même région U, les dérivées partielles |
lis (t 2, YEN OUT (OA
restent aussi continues et inférieures à des nombres fixes déterminés. Cela admis, supposons 1, <T <t + a; partageons l'intervalle (t,,T) en un nombre arbitraire n de parties do, dis. On_1, par les valeurs
Los lis ce ni, mn = T; Soient x, y; les valeurs de x et de y qui correspondent à £,, calculées simultanément à partir de x,, y, au moyen des équations
Az Ay (11) A hs y, A = REX y),
en sorte que l’on ait
| Li—Lo—Vofi(loyTo;Yo), maxi —Dififti,æi,yi), …, X—%n_1—0n if (li 13Tn 1 Yn1)s
Lo) l Yyi—Yÿo—Vof2(to,%o,Yo)s y2 —yi—=0Difafti, di, y), ... Y—yn-1—0n 1fa(ln 1 Un tnt)
Nous allons montrer d’abord que le point (ti, x, y:) appartient à la région U. On obtient en effet, en ajoutant membre à mewbre les : premières équations (12),
(13)ti to (tit) LAC [fi(to,Tosyo), fi (ismisyi)s ce Pa(tirsGirsi)],
et si l’on suppose d’abord que les points (lo,%0, Yo), +. (ii, is Yi) appartiennent à la région U, les valeurs correspondantes de la fonction f, seront numériquement moindres que À, il en sera de même de leur moyenne, et l’on aura ainsi
VA (ti — %o) < (lt: — to) À < Aa.
On prouverait, par un raisonnement semblable, que l’on a également VA (y: — yo) < (ti — ti) B < Ba,
donc t; est compris entre & et t, + a, x; entre %o — Aa et %o + Aa, y: entre yo — Ba et y, + Ba, ce qui prouve que le point (t;, &;, y:) appartiendra à son tour à la région U. Or, le point de départ (t, %o, Yo) est intérieur à cette région, donc il en sera de même du point (ti, &1, Ya); les points (4, Co, Yo), (ti, 1, Yi) Étant dans cette région, il en sera de même du point ({2, %2, y2:), et ainsi de suite, jusque ct y compris le point T, X, Y. La proposition est donc établie, et les fonctions fi, f: sont continues et numériquement moindres que À, B dans le voisinage de chacun des systèmes de valeurs déterminés plus haut,
Les points (ft, %o, Yo); (lis Li, ya). appartenant à la région U et la fonction fi (t, x, y) étant continue dans cette région, la valeur moyenne qui figure dans l’équation (13) ne peut être que la valeur de cette
fonction qui se rapporte à un point de la région comprenant les points (loy Los Yo)s see (i-4, Li-49 Yi-1), et qui est limitée par les valeurs
[bo, li, Lo + A \ (ti — lo), Yo nr B (li = lo)]; en sorte que, si nous désignons généralement par 0 une quantité simplement comprise entre o et 1, par n, 6 des quantités comprises entre — 1 et + 1, nous pourrons poser
Gi ) Li — Lo—= (ti—to)fi Lot 0(ti—- to), Xo=} A (ti— to), Yo EB(ti— t)] y YU (ti—to) f2 [to 0, (ti—to), Lo NA (ti to) yo É1B(t—t0)], la seconde équation se démontrant comme la première. Ces équations s'appliquent aux valeurs 1, 2, n de ?, et par conséquent aux valeurs
finales X et Y de x et de y.
466. Concevons maintenant que l’on fasse subir aux valeurs initiales %o, Yo des accroissements positifs ou négatifs &o, (2, tels que le point (to, Lo + 0, Yo + Go) appartienne toujours à la région U. D’après le raisonnement développé plus haut, les valeurs que l’on en déduira pour (æis y:), .. (X, Y) en appliquant toujours les formules (11) resteront comprises dans la région U, mais elles subiront des accroissements dont nous allons chercher la limite absolue. Soient «;, GB; les variations éprouvées respectivement par %, Yi, et posons
es /ai + P , Nous aurons, en vertu des formules (12) et (11), Diga — Qi = D fa (ti, M, UDE (ia + oi) — (ai + où) = dif (li, Di + oi, Yi + Bi), d’où œigs = Gi Où [fa (lis ai + ci, Yi + Bi) — fa (ti, as, Yi)]. Posons, pour abréger, 0 étant © o et < 1, (15) Pi fix (li, Li + Os, Yi + 0G:), Qù — 1h (ti, Li + ELTR Yi + OG:), nous aurons, par la formule de Taylor,
œiga = œi ++ di (Paati + Qu).
De même, si l’on désigne par P2, Q2 les valeurs des dérivées partielles de f: qui se rapportent à un système de valeurs (ti, ti + Oo, yi 0,6) des variables (0 < 4, < 1),
Bi+s =. B: —- D (Pac + Q:f:).
Élevant au carré et ajoutant, on à
ph — pè + ad [(Pac + Qué) a + (Pacti + Q2Bo) Bi
+ dË (Pic + Qu)? + Paci + Qb)°].
Mais on a, en général, quels FRE soient P et Q, (Pas + Q6:) < ps (P? + 0°), car on sait (4, II) que
(P2 + Q?) (ai + F7) — (Pari + QB:) = (PB: — Qui)?
On aura donc
(Pac + Q1B)? + (Pac: + Qb) << pà (PS + Qi + PE + Q$), WA [(Pici + Q.G:) Œi + (Pac: + Q2B:)5:] € pi (Pia + Qi)? + (Pacs + Qui) € p} PF + QE PE + Q?, donc, ph Ep [1 + 20: Pi + Qf + PE + Q5 + 05 (PS + QÙ + PS + QE
d’où enfin
DUT CAE EE) Si, par conséquent, K représente une quantité plus grande que la valeur de l'expression
PARA ER EE
dans la région U, ce qui est possible d’après nos hypothèses, on aura toujours piri pi (r + pi).
Remplaçons successivement ? par 0,1,2,...1— 1, et multiplions membre à membre les inégalités obtenues; il viendra
pi po (1 + doK) (1 + diK) .…. (1 + 0, 4K), d’où, raisonnant comme au n° 439 ct observant que d, +01 +... Lo, = di — to, posant {, — to — l,
(16) Pi re Does) <& Poe.
Cette équation s’applique en particulier pour la valeur à — n, et donne (17) Pa < pote
On verrait de même que si, dans le calcul des équations (1x), les quantités x; et y; éprouvent des variations quelconques «;, G;, il en
résultera pour X, Y des variations «,, B, telles que, désignant par P: la
racine J/aÿ + (?, par p, la racine p/a2 (62, on aura Pn ca perte
Il suit de là que les valeurs absolues des variations «,, , que déterminent, dans les valeurs finales X et Y, des variations «, et f, attribuées à &, et Yo, Sont moindres que la valeur de l'expression pe? et deviennent, par conséquent, infiniment petites en même temps que «, Bo. Donc X et Y sont des fonctions continues de %,, ys-
46%. Ces préliminaires permettent d'établir que, si l’on fait tendre vers zéro les éléments 9; de l'intervalle (f,, T) par des subdivisions successives, les quantités X et Y convergeront vers des limites finies et déterminées. Considérons d’abord l'intervalle (to, 1). Nous avons trouvé
Li — %o — Vofi (to; Los Yo), Yi — Yo = Vof2 (ts Los Yo)
Concevons que l’on subdivise l'intervalle (t,, t) en un nombre arbitrairement grand p d’intervalles plus petits, et cherchons les variations CTPICT qui en résulteront dans les valeurs de %1, Yi. Nous aurons, en vertu des formules (14), ,
Qi + œ) — 20 = dofi (to + 0009 To + 1AŸ9> Yo + EBdo)» ME [F1 (to + 605; Lo + nA05 Yo + GB0;) — fi (los Los Yo)]-
Les fonctions fi, f2 étant continues dans la région U, il résulte d’un théorème connu (488, 140) que l’on peut supposer toutes les divisions d; suffisamment petites pour que l’oscillation de chacune de ces fonctions soit moindre qu’unc quantité arbitrairement petite « dans chacune des régions limitées par les valeurs t: +0, de t,x; + Ad, de x, y: + Bo, de y. Nous aurons ainsi, en raisonnant pour f5, comme pour «1,
Vou <d58, VB: do, d'où pi < 06 LE2:
Ainsi, lorsqu'on subdivise l'intervalle (t,, t:) en autant de parties qu’on le veut, la somme des carrés des variations qui en résultent dans les valeurs de x et de y qui répondent à t — {4 est moindre que 20?0?.
D’après ce qu’on a vu au n° précédent, il en résulte, dans les valeurs de X, Y, calculées au moyen des formules (11), des variations plus petites, en valeur absolue, que pie! et a fortiori que die /2eEt. Subdivisons de même les intervalles d,, d2, ... 0,1 en parties aussi petites que
PE
ES
nous voudrons; les variations correspondantes dans les valeurs de X et Ÿ seront, en valeur absolue, respectivement moindres que
Oo /2 ef, Dop/2e, ., Ou10 V2 ES donc, si l’on passe d’un mode de division 9d,, d:, .… d,_, de l'intervalle (to, T) à un autre, par la subdivision de chacun des éléments du premier en autant de parties qu’on le veut, mais en partant toujours d’un même système de valeurs (x, Yo) pour t =, les variations absolues de X et de Ÿ seront moindres que
(do 01 + re Hd, 1) ep/2 Et = olp/2 ele
Mais o peut être supposé aussi petit qu’on le veut, les d; étant pris suffisamment petits; donc les variations de X, YŸ finissent par décroître au-dessous de toute grandeur donnée par des subdivisions ultérieures de ces éléments d;, et par suite (48) les quantités X, Y tendent vers des limites déterminées et finies.
468. Ces valeurs limites de X et de Y ne dépendent nullement de la loi suivant laquelle on partage l'intervalle (%, T) en éléments indéfiniment décroissants. La démonstration se fait de la même manière qu’au n° 461. Considérons deux modes de division (A) et (B) de l'intervalle (to, T), dans chacun desquels les éléments soient déjà assez petits pour que, par des subdivisions ultérieures de ces éléments, les variations absolues de X et de Y restent toujours moindres qu’une quantité donnée € (467). On considérera un troisième mode de division (C) formé par la superposition des deux autres; relativement au premier (A), il pourra être regardé comme résultant d’une subdivision ultérieure des éléments de celui-ci, et par suite, les valeurs de X et de Y qui s’y rapportent différeront de celles qui se rapportent au mode (A), respectivement, de quantités absolues moindres que €. Il en sera de même si l’on compare la mode (C) au mode (B), donc les valeurs de X et de Y qui résultent du mode (A) ne peuvent différer respectivement de celles qui résultent du mode (B), en grandeur absolue, que de quantités moindres que 2e, c'est-à-dire aussi petites qu’on le veut.
Il est donc démontré que, de quelque manière que l'on partage l'intervalle (t, T) en éléments indéfiniment décroissants, les valeurs de X, Y qui répondent à {t —T dans les formules (12), et à des valeurs données %o, yo pour t — to, tendent vers des limites déterminées, finies,
— DD4 — qui ne dépendent conséquemment que de &, yo, T, et que pour cette raison nous représenterons comme il suit :
lim X — F, (x, Yo» T), lim Y — F2 (%o;, Yo» 1}
469. Si, supposant %, y fixes, on attribue à T une valeur variable t entre to et to + a, et si l’on désigne par F;(t), F2(t) simplement ce que
deviennent alors les fonctions F, et F2 ci-dessus, nous allons montrer
que les expressions x —Fi(t), y Fi(t)
vérifient le système (10), et se réduisent, pour { — to, aux valeurs données %o, Yo. Les équations (14) étant applicables pour 1=n — 1, nous donnent
X—% —=(T — to)f1 [fo +0 HE = to); Xo A (T LE bo); Yo + CB (T es to), et comme cette égalité subsiste quelque grand que soit le nombre n, elle doit subsister pour la valeur limite de X qui répond à n — « . Remplaçant T par {, on a done, À, 4, v ayant des valeurs absolues au plus égales à l’unité,
Fire lle Lo)fiClo—HA(— to), Lo + HA(—t0), Yo +VB(t—t0)],
et en faisant { — {, on trouvera F, (4) — x. De même F2 (t5) = yo. D'autre part, ces mêmes équations (14) permettent de représenter les valeurs de X et de Y auxquelles on parviendrait si l’on partait des valeurs Li, Yi pour {— t;, ct si, partageant l'intervalle (4, T) en un nombre arbitrairement grand d’éléments, on calculait par les équations (11) les valeurs
de x et de y qui répondent à { —T. On trouverait par un raisonnnement
identique X—x—(T—{t)filti+0(T—%), cHnAT—H), y: HEB(T —t)], Y—y=(T—t)filt +0 (T—t), .., 1.
Ces égalités subsistant quelque grand que soit le nombre des éléments dans lesquels on partage les intervalles (1, T), (t;, T), elles doivent
subsister pour les valeurs limites des quantités x;, y:, X, Y, c’est-à-dire que l’on a, en conservant à À, u, v les significations ci-dessus,
Fi(T)—Fi()=(T —4)fi [6 HA(T 6), Fit) HuA(T—6), F2(4)B(T—4)] FD) RD tp al AA TES)
ae AUS
Remplaçons t; par t, T par t — h, divisons par et faisons tendre h vers Zéro, nous aurons
lim Fi(t + : — F,(1)
ra F2(t + 2 — F:(t)
= fi [t, Fit), R2(t)],
= f2 [8 Fi(t), F:(0],
d’où l’on déduit sans peine que les équations (10) sont vérifiées par les valeurs x — Fi(t), y — Fa(t). |
430. Nous avons admis que les fonctions fi, fay fixs +. Vérifiaient certaines conditions de continuité dans une région de U limitée par les valeurs {, + à, %o Æ Aa, yo + Ba; mais on reconnaitra sans peine, en raisonnant comme au n° 468, que si ces diverses fonctions sont continues par rapport à {, x, y dans le voisinage du système de valeurs {5, %, Yo, il sera toujours possible de déterminer pour a, À, B des valeurs convenables, telles que, dans une certaine région qui s'étend autour du point (%, æo, Yo), toutes les conditions supposées dans la démonstration ci-dessus soient vérifiées. Il existera done, dans cette région, un système d’intégrales des équations (10) ou de fonctions #, y de t, jouissant de la double propriété de satisfaire à ces équations dans la région définie, et de se réduire respectivement, pour la valeur donnée t, de t, aux valeurs arbitrairement choisies z5, yo. On conclut de là 1° que dans toute région U des variables (4, x, y) où les fonctions fi, f2, fx .. restent continues et finies, le système (10) admet des intégrales; 2° que ces intégrales ne sont entièrement déterminées que si l’on assigne les valeurs %, Yo qu’elles doivent acquérir pour une valeur donnée t, de la variable, appartenant à la région U, en sorte qu’elles dépendent encore de ces quantités %, yo qui joucnt le rôle de constantes arbitraires. Ce sont là les intégrales générales dont nous avons admis l'existence au n° 483%; 3° enfin, on démontrerait par des raisonnements analogues à ceux du n° 464 que, si les conditions relatives à la continuité des fonctions fa, f2, .. Sont vérifiées, il est impossible de trouver dans la région U un deuxième système d’intégrales vérifiant les mêmes conditions, de satisfaire au système d'équations différentielles (10) et de prendre, pour une valeur donnée t, de t, des valeurs assignées d'avance x, et yo. En d’autres termes, toute intégrale doit être comprise dans le système des intégrales
générales, moyennant une détermination convenable des constantes arbitraires.
4%. La méthode exposée dans les numéros précédents pour un système de deux équations s’étendrait évidemment sans difficulté à un système composé d’un nombre quelconque d’équations différentielles du premier ordre, et conduirait à des conclusions semblables qui ont été énoncées au n° 43%. |
492. Il nous reste à déduire des théories précédentes les théorèmes concernant les équations différentielles d’un ordre supérieur au premier. Considérons une NIUE du second ordre à deux variables,
(18) = (au) -
On la ramène à un système de deux équations du premier ordre, savoir
d Go) Pr Re me CRU)
Si donc f désigne une fonction continue des variables x, y, y’ dans le voisinage d’un système de valeurs x,, y,, y, de ces variables, et s’il en est de même de ses dérivées partielles par rapport à y et à y’, en vertu des propriétés démontrées ci-dessus, il existera un système d’intégrales pour les équations (19), c'est-à-dire un système de fonctions y, y’ de t qui vérifieront ces équations et qui, pour æ = x, prendront les valeurs arbitraires y,, y,. Comme l'élimination de y’ ramène à l’équation (18), on en conclut que cette équation est vérifiée par une fonction y de x qui, pour la valeur donnée x, de x, admet des valeurs arbitrairement choisies pour elle et pour sa dérivée, et qui, par suite, renferme deux constantes arbitraires C, et C2 satisfaisant aux conditions du n° 416.
On ramènerait de même l'équation du troisième ordre.
dy dy d'y
(20) a D r(as ° x” dx:
à un système de trois équations du premier ordre dy ? d Ÿ 4 d fé ?
RCE) = y = (y 99"),
et on lui appliquerait les conclusions auxquelles nous sommes parvenus ci-dessus; on verrait que, dans une région où f (x, y, y’, y’) est fonction
continue des variables x, y, y’, y” ainsi que ses dérivées partielles par rapport à y, y’, y”, l'équation (20) admet toujours comme intégrale une fonction y de x telle que cette fonction et ses deux premières dérivées peuvent prendre des valeurs arbitraires 7y,,y,, y, pour une valeur donnée x, de la variable, dans la région dont il s’agit. C’est l’intégrale générale avec ses trois constantes arbitraires. Et ainsi de suite.
SUR L’EXISTENCE DE LA DÉRIVÉE DANS LES FONCTIONS CONTINUES
(Voir N° 76.)
La propriété, pour une fonction continue d’une variable x, d'admettre pour chaque valeur de cette variable une dérivée déterminée, continue elle-même en général, a été longtemps considérée commé une conséquence nécessaire de la continuité de la fonction. On a même essayé, à diverses reprises, d'établir cette proposition(1). Mais depuis que Riemann, dans son mémoire sur la série de Fourier (2), a prouvé la possibilité d'intégrer : une fonction discontinue qui vérifie certaines conditions, et que M. Weierstrass, dans son enseignement si profond, a donné plusieurs exemples de fonctions continues qui n’admettent pas de dérivée, on a dü abandonner cette opinion et de nombreux travaux des géomètres ont mis en pleine lumière ce point fondamental dans le calcul différentiel.
Nous nous proposons de donner ici une idée de ces travaux qui ont un rapport intime avec l’objet de ce cours, en résumant principalement le travail également remarquable par la clarté et par la rigueur que M. Darboux a publié en 1875, renvoyant pour les démonstrations au mémoire lui-même (3).
(1) V. Ampère, Journal de l’École polytechnique, XIIIe cahier, p. 148; LaManLe, Mémoires de l' Acad. de Belgique, t, XXIX; Pu. Girserr, Mémoires in-8° de l’Acad. de Belgique, t. XXII.
(2) Ueber die Darstellbarkeït einer Function durch eine trigon. Reihe; Abhand. der Gütting. Gesellschaft, t. XIII.
(3) Annales scient. de l’École normale, 2me série, t. IV, p. 57-112. — On peut consulter encore sur ce sujet : Bulletins de l’Acad. de Belg., 2ue série, t. XXXV, 1873; Scawarz, Mém. de la Soc. Helv. des sciences naturelles, 1875; F. KLein, Ueber den allg. Functions-begriff, Berichte d'Erlangen, 1873; nu Bois-Rermonn, Journal. de Borchardt, t, 79, p.21. —H. Hanxez, Ueber die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Functionen, Tübingen, 1870. — Dani, Teorica delle funzioni di variabili reuli, Pise, 1878. — Wiener, Journul de Borchardt, t. XC, p. 222.
Dans cet écrit, M. Darboux envisage les fonctions, d’abord à un point de vue général, puis au point de vue de l’intégrabilité; il étudie ensuite les fonctions définies par des séries, et enfin les diverses classes de fonctions continues qui n’admettent pas de dérivée,
I. M. Darboux considère une fonction réelle simple f (x) (62), dans le sens le plus général; il donne de la continuité par une valeur x ou dans un intervalle (a, b) des définitions qui s’accordent avec celles que nous avons adoptées (@s). Il établit sur cette fonction les théorèmes que nous avons démontrés au Chapitre 1, plus le suivant :
Si la fonction simple f (x), continue ou discontinue, reste dans l’intervalle (a, b) comprise entre deux quantités fixes À et B, et si l’on divise cet intervalle en n intervalles plus petits d,, de, «… 0n, en représentant respectivement par Li, l;, A; la limite maæimum, la limite maximum et l'oscillation de la fonction dans l'intervalle Gi, les quantités
L=ZL ion Zlio A ZA to:
tendront toujours vers des limites finies et déterminées lorsque tous les à; tendront vers zéro, et ces limites seront indépendantes de la loi suivant laquelle les étéments às tendent vers zéro.
Soit A4 la limite de A; les fonctions discontinues se partagent en deux classes : celles pour lesquelles A4y —0, celles pour lesquelles A4 est différent de zéro. On voit d’ailleurs sans peine que, pour que Aup soil nul, il est nécessaire el suffisant que la somme des intervalles d; dans lesquels l’oscillation A; de la fonction surpasse une fraction donnée 5, quelque petite qu’elle soit, tende vers zéro lorsque n croît indéfiniment.
IT. De l’intégration. — Soit la fonction simple f (x), continue ou discontinue dans l’intervalle (a, b), mais dont la valeur absolue ne surpasse pas une limite fixe; #; une valeur arbitraire de æ appartenant à l'intervalle 3;. L’expression (80%)
E f'(&i) ds tendra vers une limite déterminée et finie lorsque les ô; tendront vers zéro, toutes les fois que Au» sera égal à zéro. Cette limite est l'intégrale définie de f(x) dx prise entre les limites a et b; on a
lim > f(Ei) à = (rm dx.
De là le théorème de Riemann : Pour qu’une fonction f(x) soit intégrable dans un intervalle (a, b), il faut et il suffit que la somme des intervalles à; duns lesquels l’oscillation A; de la fonction surpasse une fraction donnée 5, prise d’ailleurs aussi petite qu'on le veul, tende vers la limile zéro lorsque tous les intervalles dj tendent vers zéro.
Ainsi les deux classes de fonctions continues correspondent à la propriété d’être ou de n’être pas intégrables.
Ces résultats comprennent comme cas particuliers ceux que nous avons établis au Chapitre XXVI (3e5-303). |
œ L'intégrale définie \ f(x) dx est toujours une fonction continue de l’argument », et, a
elle a pour dérivée f(x), pour toute valeur de x pour laquelle la fonction f (+) est continue (344),
II. Séries absolument convergentes; séries équiconvergentes. Exemple d’une série non équiconvergente
n=0 Z [ntate-n*+° — (n+1) ae *z?] = ae”.
Démonstration II du n° 44. La série
sin æ + = sin 3x e sin 5x +...
dont la somme est r:4si0<x Lr,—m:4si—7 <x<o, zéro si æ —0, ne peut être équiconvergente dans un intervalle renfermant la valeur x — o. Lorsque f (x) est continue pour une valeur x de la variable, on a (63) f(x—0)= f(x) = f(x +o), mais il n’en est pas ainsi si la fonction est discontinue. Ainsi, représentons par E (x) le plus grand nombre entier contenu dans æ; siæ—n,n étant un nombre entier, on aura E(x+o)—=n—E(x), E(x—o)=n—1.
IL est des fonctions pour lesquelles f (x) existe, tandis que f (x — 0), f (x +- 0) sont indéterminés.
La série Le) = pi (œ) + ge (2) + + pe () + étant équiconvergente dans l'intervalle (a, b), si pour toute valeur de x > a et db, pn(x —0) et », (æ—+-0) ont des valeurs déterminées, les séries
Z on (x — 0) et 2 on (x +0)
seront convergentes dans l'intervalle (a, b) et auront pour sommes respectives f (x — 0),
Ainsi, si la série a, + @s — ++. + an +... — an est absolument convergente, la série E (æ E (2x E(nx fh= 0 +0, £ DEsnree «+ an : tee
sera équiconvergente dans tout intervalle et la fonction f(x) sera continue pour toute valeur irrationnelle de +. Mais pour une valeur rationnelle æ — p : q, on trouvera
Donc la fonction f (x) devient discontinue un nombre indéfini de fois dans le plus petit intervalle.
Autre exemple : désignons par (x) la différence entre x et le nombre entier qui s’en rapproche le plus, en sorte que (x), toujours compris entre — 1 : 2 et 1 :2, deviendra
indéterminé pour æ—n—+-,n étant un entier quelconque; dans ce cas nous lui
attribuerons la valeur zéro. La série
f(x) = a, (x) + aa (2x) + a3 (32%) + ++
sera équiconvergente dans tout intervalle, et l’on démontre {e que la fonction f(x) est continue pour toute valeur de x irrationnelle, ou rationnelle de la forme p : (2q + p); 2° que, pour toute valeur de x de la forme p :2q, on a
fa +0) = f{æ) — À (ae + dan sy + +)
f(æ — o) = f(2) + 2 (ao + Gao + Go + +).
IV. Toute fonction f(x) qui est discontinue, maïs qui, pour chaque valeur de x, admet des valeurs déterminées pour f(æ - 0) et pour f(x +0), est une fonction susceptible d'intégration.
Si les termes d'une série sont des fonctions continues ou discontinues, mais intégrables dans un intervalle (a, b), et si la série est équiconvergente dans cet intervalle, lu somme de la série est aussi une fonction intégrable et son intégrale est la somme de la série formée par les intégrales des termes de la première. La nouvelle série est équiconvergente dans le même intervale que la première (823).
Soit f(x) la somme d'une série dont les termes sont des fonctions continues admettant des dérivées. Si la série formée par ces dérivées est équiconvergente dans un inlervalle (a, b) et que ses termes soient intégrables, la somme de la nouvelle série sera la dérivée de f(x) (324).
Exemple : la série
Le 2[— orne ns? + 22 (n + r}* e7(r1) =°] = —2% 6°
est convergente dans l'intervalle (0. 1), et ses termes sont des fonctions continues de x; mais elle n’est pas équiconvergente. Si l’on intègre à partir de zéro, le premier membre donnera une série convergente ayant pour somme e-#?, tandis que l'intégrale du second membre est e-** — 1.
V. Soit toujours
f(æ) = 9: (x) + pa (@) + + pn(x) +;
(eh) — (2), n(@ +0) — pn (2) h h
si la série
considérée comme fonction de h, est équiconvergente dans l’intervalle (0, h > o), on aura, en faisant tendre h vers zéro, An mt A re emma AC h
De même pour les valeurs négatives de h.
VI. Fonctions continues dépourvues de dérivées. — Les théorèmes précédents en fournissent autant qu’on veut. Soit f (x) une fonction continue, intégrable dans l’intervalle (a, b),a Lx € b, et
re | f(æ) dx.
Si f(x — o) et f (x + 0) différent l’un de l’autre, on aura (844)
) im TIRE (2 + 0),
F(x) n’a donc pas de dérivée pour cette valeur de æ. Soit, par exemple, la série
PROTEIN 0,
On trouve © TJ nxE(nx)
bu n= l — de — 2 SE [Eee Ê (æ) [ f(@) 4 Mat AUOT ND Le E (nx) “
et cette fonction F(æ) n’a pas de dérivée pour les valeurs rationnelles de x.
VII. On peut former une infinité de fonctions qui n’ont pas de dérivée sans faire intervenir l'intégration.
Exemple de M, Sohwarz. — Posons
p(x)=E(æ) +V/z—E(x) et soient a:, &2, .… des constantes positives, telles que Za, soit une série convergente. La série f(æ) = Zans (nx)
sera équiconvergente dans tout intervalle; la fonction f(x) est toujours continue et croissante, et l’on peut démontrer 1° que pour toute valeur rationnelle x —p : q on a, hk étant positif,
AREA M RM PASSE | ca h > An NU . hu h — © ;
il existe donc dans le plus petit intervalle une infinité de valeur de x pour lesquelles la dérivée est infinie; 2° que pour les valeurs irrationnelles de x, la dérivée est tantôt finie, tantôt infinie({).
Soit encore, la série Za, étant absolument convergente,
f(æ) = Za, sin5 nrx.
La série est équiconvergente et f (x) est une fonction continue dans tout intervalle. On
s'assure {° que pour toute valeur rationnelle de x, h étant positif ou négatif, l’accroissement de la fonction est de la forme (K + e) 5 ; son rapport à À change de signe avec h et
croit indéfiniment lorsque À tend vers zéro; 2° pour les valeurs irrationnelles de x, ce rapport a une limite, tantôt finie, tantôt infinie, Cet exemple (Hankel) montre qu'il y a des fonctions qui ne sont, ni constamment croissantes, ni constamment décroissantes, dans aucun intervalle quel que petit qu'il soit, et qui ont une infinité de maxima entre deux valeurs quelconques de x, si rapprochées qu’on les suppose.
La fonction
Sapin LR € f(&) = È — sin nræ sin - (I. sin? nxx) 1 AT 2
(1) Archives des sciences de la Bibl. universelle, sept. 1873.
admet, pour toute valeur irrationnelle de x, une dérivée déterminée, qui est la somme de la série formée des dérivées de ses termes; mais si x est rationnel, le rapport f(@ +4) — f(e) h ne converge vers aucune limite déterminée lorsque À tend vers zéro. En général, si + (y) est une fonction finie et continue dans l’intervalle (— 1, +1), sauf pour y — 0 où elle s’annule, la fonction f(æ) 2 SR (sin n7x) N=I n° pour toute valeur constante de 8 surpassant un certain nombre positif, aura une valeur finie, comprise entre des limites fixes, mais elle sera continue pour toute valeur irrationnelle de x, discontinue pour toute valeur rationnelle.
Si ? (y) est continue aussi pour y — 0 et admet une dérivée déterminée et finie dans l'intervalle (— 1, +1), pour s > 2 la fonction f (x) sera continue et aura une dérivée finie et déterminée dans le même intervalle. Mais si la dérivée de » (y) n’est pas déterminée pour y —0, et sis atteint une valeur suffisamment grande, la fonction f(x), tout en étant continue dans l’intervalle (— 1, + 1), aura une dérivée finie et déterminée pour toute valeur irrationnelle de æ, et n’aura aucune dérivée pour les valeurs irrationnelles (1).
VIIL, Enfin, M. Weierstrass (2) a trouvé un exemple très simple d’une fonction continue qui n’admet de dérivée pour aucune valeur de la variable.
Soit a un nombre entier impair, b une constante positive moindre que l'unité; la série
n—=© f(æ)=ÙŸ b"cosra"x n=0
est équiconvergente dans tout intervalle et représente une fonction continue de x. Soit ” un nombre entier arbitraire, x, un entier positif tel que l’on ait
I I — - GX — Am <= °* 2< CAN
Posons enfin
m1 LL Ye UH 2. ,
an
a" en sorte que æ' € x < x’’; on pourra toujours faire croître "” suffisamment pour que x — x’, x" — x deviennent moindres que toute fraction donnée. On démontre ensuite
que l’on a AC A te (re
mx
= (= Dai (2 + «
&eté” étant > 1, n et n’ compris entre — I et +1.
(4) Dani, ouvrage cité, p. 135.
(2) Abhandlungen aus der Functionenlehre, p. 98.
Si donc on choisit « et b de manière que l’on ait ab > 1 + È ,
les deux rapports ci-dessus resteront de signes contraires et leurs valeurs absolues croitront au-dessus de tout nombre donné, lorsque m croîtra indéfiniment et que par suite, & — x’, x" — x tendront vers zéro. Et comme x est arbitraire, il s'ensuit que pour aucune valeur de la variable x la fonction continue. f (x) n’admet une dérivée finie et déterminée, ni même une dérivée infinie de signe déterminé (1).
M. Darboux donne encore l'exemple remarquable qui suit: soit
LS
? (y) = y" sin ; une fonction dont la dérivée est nulle pour y — 0, et égale à PL I 2y sin Fi cos 5
pour toute autre valeur de y. Si les constantes a, forment une série absolument con-
vergente la série [(æ) = Era, »' (sin nrx) cos nrx
sera équiconvergente dans tout intervalle, et la fonction f (x) sera discontinue pour toute valeur rationnelle de æ. On aura ensuite
2 a FE{œ) — f(æ) dæ => . (sin nrx), Oo n
et f(x) sera la dérivée de F (æ) pour toute valeur de æ. La fonction F (x) est donc continue ; sa dérivée est déterminée et finie pour toute valeur de æ, mais elle est discontinue pour toutes les valeurs rationnelles de la variable. On conclut de là qu’il existe des fonctions discontinues une infinité de fois dans le plus petit intervalle, et qui pourtant ne peuvent passer d’une valeur à une autre, dans cet HAS sans passer par toutes les valeurs intermédiaires.
(1) M. Wiener (Journal de Borchar dt, t. 90) a contesté cette conclusion, mais son travail renferme une confusion manifeste, comme l’a montré M. Weierstrass (AbAandl. aus der Functlionenlehre, 1886, p. 100).
NOTE IT
SUR LES FONCTIONS DÉFINIES PAR UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS SIMULTANÉES (n° 463, p. 158).
THÉORÈME GÉNÉRAL. — Si l’on a un syslème de m fonctions de nm variables Lis LE Lns Ya9 °. Yns savoir
Fi (æs, . Tns Yiy ose Yu)s .. Fy (æs, vo Tys Vas 00e Ym)s qui s’annulent pour un système de valeurs (S) LC — Ages Xp — An) Yi Das se. Ym = Ln
de ces variables, qui restent finies el continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre par rapport à ces variables, dans le voisinage du système (S) de valeurs de celles-ci; si, de plus, le déterminant
an(s) = ous É'ostiint Yaris soo Yn
Fr EF»
AL Se FER
formé avec les dérivées partielles de F,,...Fn par rapport à Yis es Ymy ne 8 annule pas pour le système de valeurs (S), il existera un système de fonctions simples
Ya — Pa (æ:, ...) œs); se Ym — Pin (x, y Dn) des variables æ;,...æ,, et un seul, vérifiant identiquement, quels que soient x, ... x,
les équations LD: F, = O, .. ES —= Os
et se réduisant respectivement aux valeurs b;,...,b, pour æ%, = @1, ..…., €n — @n; enfin ces fonctions »,,..., seront continues et auront des dérivées partielles continues dans le voisinage du système x, — as, .…., 4 — an.
Nous démontrerons que si le théorème est vrai pour une valeur m — 1 du nombre
a =Hibte
m, il subsistera pour la valeur m, et comme il a été établi pour m — 1 au n° 464 (la démonstration faite pour n = 2 s'applique quel que soit n), il sera établi d’une manière générale. À
Puisque le déterminant A est supposé différent de zéro pour le système (S) de valeurs des variables, il est nécessaire qu’il y ait au moins une des dérivées
dF, dFe XF —— ? — .. ———— 0Ym 0Ym OYm
qui soit, pour ces valeurs, différente de zéro; nous pouvons toujours supposer que ce soit la dernière; ainsi donc,on a
20 POUR OS en EUR VAT Vas ares a EP
Nous coneluons de là et des autres hypothèses admises, par l'application du théorème du n° 464, que l'équation Fami, æns Va Un] 0 définit une fonction simple y, des n + m— 1 autres variables, Ym = 9 (Lis ee Ens Vas see Yes)
qui, pour les valeurs a, an, 0, bn, de celles-ci, prend la valeur b,,; qui, dans le voisinage du système de valeurs (S), reste finie et continue par rapport à ces n— m— 1 variables, et qui, dans la même région, admet des dérivées partielles
continues dp Jp dp dp ——— 9 = >] ee se 9 LLES | 0æ: OLn dYs 0Ymint
Si l’on remplace y,, par cette fonction & dans chacune des fonctions F,, .. F1, elles se transformeront en un système de fonctions
fa (x:, se. Tps Yis ce Ymmi) ©.) mr (Gus … Th Yss oo Ym=1)
des n + m—t1 variables, lesquelles seront aussi des fonctions continues de ces dernières, puisqu'elles proviennent de fonctions continues dans lesquelles une variable a été remplacée par une fonction continue des autres (38).
Le système @i — @4, ss Tn — Gm Yi = Vis se) Ymei — Omus Vérifie les équations
Li (y «es Œno Vas oies Vus) — 0 car, d’après l’origine des fx, le premier membre n’est autre chose que la valeur que prend Fix, ... xs he ses Ym) lorsqu'on y remplace respectivement %, ..., &, Yis ve Ym PAT Guy ee.s Any Oys vs bm: De plus, les fonctions f,, ..… fn_: admettent des dérivées partielles déterminées à continues, car on a, en général,
Ôfe OF: OF: dp ofi __0Fe Fi as
(a) dax Ju dYm 0x ET dyk Um ET
et les dérivées partielles qui figurent dans les seconds membres existent et sont
PP PR
EME Te ce LU continues, dans la région qui avoisine le système (S). Enfin, nous allons prouver que le déterminant
D fasses fm Yaris oces Yi ne peut s’annuler pour le système
St / a (S ) Li —= 3, ,.., En — ny Yi = b,, 03 Yn_s — D,
Pour cela, observons que le déterminant A peut s’écrire sous la forme
dF, OFide 0F, . dF, de F4 OF, à OF, OU CYmoyi Ye | OYmoÿs | Om | Om moi Um 2Fs 0Fe do dFe ER CT CRIE ee sb dFm. Fun 09 2F,
En effet, d’après les propriétés des déterminants, on n’a fait, dans cette transformation, qu’ajouter à A une somme de déterminants qui ont chacun deux colonnes identiques et se réduisent à zéro. Mais l'expression y, —# vérifie l'équation F,, — o pour des valeurs quelconques de ÿ,,..., Ym_s donc on a identiquement
F, 0] PA dg 0F» 2F» dp
oÿ1 0Ym Ya En
Ym 1 OYm OY sn—4
et la valeur précédente de A, eu égard aux équations («), se réduit à
np (lot fm, OYm Yas cos Yon—s Or, par hypothèse, A n'est pas nul pour le système des valeurs (S); il en est de même
". donc il est impossible que le déterminant
LEZ D ÈT
Yas eee Ym-s
de la dérivée partielle
soit nul pour le système (S’). D'après cela, si les fonctions F,, …., F,, vérifient les conditions énoncées dans le théorème général, toutes ces conditions subsisteront également pour les m—1 fonctions fs fa, .… fm. Or, le théorème a été supposé vrai pour mm — 1, il s’appliquera done à ces fonclions; c’est-à-dire que les » — 1 équations
fi (æ, .…) Xn, Y159 y Ym=1) — 0, .… [nn 1 (æ, ..., Xn, Vas ..…., Yn_1)=0
définiront un système de m — 1 fonctions simples y;, ...,y»…, des n variables æ,, ..…., æn, qui prendront les valeurs respectives b,,..., b_1 pour &, =, .…., n — an, qui satisferont identiquement aux équations f, —0, .… f»_1 — 0 et seront finies et continues dans
le voisinage de ce système, qui admettront enfin des dérivées partielles déterminées et continues par rapport à x,, .… æ,. Désignons par Yi = Pi (æ:, AU) na ND Ar à — Pan (@s, ss Ta) ces m — 1 fonctions; substituons-les à y,, …., y», dans la fonction ci-dessus Ym = P (io ve Un Yas see Ymni) 3 celle-ci sera transformée en une fonction Ym —= Pm (&i, .., Zn)
qui sera simple et continue par rapport aux variables x,,.. x, dans le voisinage du point æ, — «a, ... %y — an, Qui prendra la valeur b,, en ce point, et aura des dérivées partielles par rapport à ces variables. On voit clairement par là que le système de valeurs
Va pr (CR QLC Zn), cs) Um — Pm (æ, . Lm)
jouit de toutes les propriétés énoncées dans le théorème général, et que celui-ci est par conséquent établi.
EP
C. DE LA VALLÉE POUSSIN
On sait (862) que si f (x, y) est une fonction simple, finie et continue de x et de y dans une région déterminée T, le calcul de l'intégrale double (857) {à f(æ,y)aT se ramène à deux intégrales simples successives. Dans la plupart des traités d'analyse, on étend plus ou moins explicitement ce théorème au cas où le champs d'intégration est illimité et où la fonction passe par l'infini, pourvu que l’intégrale double ail un sens. Celte extension cest trop générale.
Pour montrer la marche à suivre, supposons que le champ T s’étende indéfiniment dans une ou plusieurs directions, On limitera par une ligne arbitraire (C’) une portion T’ de la région T et l’on fera varier cette ligne de manière que la portion T’ finisse par embrasser tous les points de la région T. Si l'intégrale (ee f(æ,y)dT’ teud vers une limite fixe, indépendante du contour arbitraire, cette limite est par définition la vaieur de l’intégrale Fe [(x,yÿ)aT, étendue à la région indéfinie.
L'intégrale ayant un sens, le contour (C’) peut être choisi de la manière la plus avantageuse au but que l’on poursuit. Dans l’étendue de la région T’, limitée par le contour (C’), la fonction restant finie et le champ d'intégration limité, lintégrale double s'exprime par deux intégrations successives par rapport à æ et y (862) ou par rapport à r'et 0 (86@@) (ou par rapport à d’autres variables); donc l'intégrale Ve f(x, y)aT sera la limite commune vers laquelle tendront les intégrales prises par rapport aux deux variables x et y, ou » et 6, lorsque le contour (C’) se développera indéfiniment.
C’est à la remarque précédente qu’il faut avoir recours, lorsque l’on doit calculer une intégrale double à champ infini, ou effectuer un changement de variable dans une telle intégrale.
Considérons, par exemple, le cas où la région T est étendue à la portion du plan comprise entre les axes des cordonnées positives. Choisissons d'abord comme région T' un rectangle indéfiniment croissant, formé sur l’abscisse OX = X et l’ordonnée OY— Y. Le raisonnement précédent montre que l'intégrale [4 /{x,y)dT sera la limite commune des deux quantités
[X Y YA x dx \ f(x,y) ay = \ dy\ f(x,y) dx, O O O O
quand X et Y tendront vers l'infini. Il ne s'ensuit pas cependant que l’on puisse toujours remplacer X ct Y par l'infini dans ces expressions, parce que dans l’une ou l’autre X ou Y tend vers l'infini sous le signe | :
AO
A ES 570RES
Prenons ensuite pour région T’ un quart de cercle de rayon indéfiniment croissant,
l’in'égrale double sera encore la limite des deux expressions
TT
| dO | f(r cos 0, r sin 0) rdr — ( dr \ f[(r cos 0, r sin 0) d0, 0 O
quand » tendra vers linfini, La seconde tend, par définition, vers l'intégrale
Le ’ | rdr \ f (r cos 6, r sin 0) db; 0 4/0 mais 1l n’est par cerlain que l’on puisse remplacer » par l'infini dans la première pour la même raison que tout à l’heure.
Dans bien des cas, ces substitutions seront permises et la démonstration se fera
sans difficulté, Soit, par exemple, l'intégrale _ tre VAT S= [,e (z2+ y2) dT, la région indéfinie T étant encore comprise entre les axes des coordonnées positives. La condition (y) (892) est vérifiée ct l’intégrale S existe. Nous aurons donc
T : : 2 r De CPP e—v2 | 7 Sim a0 e—Y2rdr —=lim-| — ——.
=D 10 Jo 2 2 o 4
Mais si on limite la région T’ par deux parallèles aux axes,
H4 e— y? UE, \
| y S—=lim lim ex? dx |
() e—2? dx eds = y=9 J0 Jo
O ci ®) done, si I désigne l’intégrale finie et déterminée () | — e—2? dx,
0) on aura
ou
es né TUE Vr .
JO 2 Des considérations analogues s'appliquent au cas où la fonction f (x,y) passe par l'infini.
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