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PRÉFACE
Cet Ouvrage est, à peu de chose près, le résumé de mon Cours de la Faculté des Sciences. J'ai modifié légèrement sur quelques points l'ordre suivi dans renseignement, afin de réunir dans un même Volume tout ce qui concerne les fonctions de variables réelles, sauf Tétude des équations difi'érentielles. La notation différentielle ne faisant pas partie du programme de la classe de Mathématiques spéciales, j'ai repris Texposé de cette notation dès le début, et je suppose simplement le lecteur familiarisé avec le calcul des dérivées.
L'Analjse mathématique étant essentiellement la science du continu, il semble que logiquement tout cours d'Analyse doit commencer par l'étude des nombres irrationnels. Cependant j'ai supposé cette notion acquise. La théorie des incommensurables est exposée dans d'excellents Ouvrages connus de tous, et d'une façon si parfaite que j'ai jugé inutile d'y revenir. Quant aux autres notions fondamentales qui servent de base à l'Analyse, comme celles de limite supérieure, d'intégrale définie, d'intégrale double, etc., je me suis efforcé de les introduire avec toute la rigueur désirable, tout en restant élémentaire, et sans viser à atteindre une généralité superflue dans un livre d'enseignement.
Quelques paragraphes, imprimés en caractères plus fins que le corps de l'Ouvrage, contiennent soit des exemples développés, soit des compléments que le lecteur peut passer sans inconvénient dans une première lecture. Chaque Chapitre est suivi de l'énoncé d'un certain nombre d'exercices. La plupart d'entre eux, qui sont des applications immédiates des méthodes exposées dans le Chapitre, ont été proposés comme sujets d'examens. D'autres, dont l'énoncé est précédé d'un astérisque, sont un peu plus difficiles.
I. — FONCTIONS D'UNE VARIABLE
1. Limites. — Lorsque les valeurs successives d'une variable x se rapprochent de plus en plus d'une quantité constante a, de façon que la valeur absolue de la différence x — a finisse par 1^
devenir et rester plus petite que tout nombre donné à Tavance, ^
on dit que la variable x a pour limite la constante a. Cette définition nous donne un critérium permettant de reconnaître si a est la limite de la variable x\ pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'étant donné un nombre positif e, aussi petit qu'on le voudra, il arrive un moment à partir duquel la valeur absolue de X — a reste constamment inférieure à s, pour toutes les valeurs que la variable x est susceptible d'acquérir.
De nombreux exemples de limites sont fournis par la Géomé-
trie et l'Algèbre. Par exemple, la quantité variable x = — a ^-^
pour limite aa lorsque m tend vers a, car il suffit que la valeur absolue de m — a soit inférieure à s pour que la valeur absolue de j: — 2a soit elle-même plus petite que e. De même la variable • .^'^
x = a > où n est un nombre entier positif, a pour limite a
lorsque ce nombre n augmente indéfiniment, car il suffit que n G. 1
soit supérieur à - pour que a — x soit inférieur à s. On voit, par
ces exemples, que les valeurs successives de la variable x tendant vers sa limite peuvent former une suite continue ou une suite discontinue.
Il est, en général, très difficile de trouver la limite d'une quantité variable. La proposition suivante, que nous admettrons comme évidente, permet, dans bien des cas, d'affirmer Texislence d'une limite :
Toute quantité variable, qui rCest jamais décroissante et qui reste inférieure à une quantité constante L, tend vers une limite /, inférieure ou au plus égale à L.
De même, toute quantité variable, qui n'est jamais croissante et qui reste supérieure à une quantité constante U, tend vers une limite l'y supérieure ou au moins égale à L'.
Par exemple, si une série à termes positifs a ses termes plus petits respectivement que les termes correspondants d'une autre série convergente, à termes positifs, on peut affirmer que la première série est également convergente, car la somme 2„ des n premiers termes augmente évidemment avec l'indice n et cette somme est toujours plus petite que la somme S de la seconde série.
2. Fonctions. — Lorsque deux quantités variables sont liées de telle façon que la valeur de l'une dépend de la valeur de l'autre, on dit qu'elles sont fonctions l'une de l'autre. L'une d'elles étant considérée comme variant arbitrairement, on l'appelle la variable indépendante. Soit x cette variable qui pourra prendre, par exemple, toutes les valeurs comprises entre deux nombres donnés a et b(a<C b). Désignons par y une autre variable telle que, à toute valeur de x compiise entre a et b corresponde une valeur bien déterminée de y, ainsi qu'aux valeurs limites a et b; on dit que y est une fonction définie de ^ dans l'intervalle (a, 6), et l'on indique cette dépendance par l'égalité^ =/(a:). Par exemple, il peut se faire que la valeur de^ soit le résultat de certaines opérations arithmétiques efiectuées sur la valeur de x\ tel est le cas des fonctions les plus simples que l'on étudie dans les éléments, comme les polynômes, les fonctions rationnelles, les radicaux, etc. Une fonction peut aussi être définie graphiquement. Étant donnés,
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dans un plan, deux axes de coordonnées Ox^ Oj', si Ton joint deux points A et B de ce plan par un arc de courbe ACB de forme arbitraire, tel qu'une parallèle à l'axe Oy ne puisse rencontrer cet arc de courbe en plus d'un point, l'ordonnée d'un point de cette courbe sera une fonction de l'abscisse. Cet arc de courbe ACB peut d'ailleurs se composer de plusieurs portions distinctes appartenant à des courbes différentes, telles que des portions de droite, des arcs de cercle, etc. Bref, on pourrait se donner une loi absolument arbitraire pour déduire la valeur de y de celle de x. Le mot de /onction, pris dans son acception la plus large, ne signifie pas autre chose qie ceci : à une valeur de x correspond une valeur de y.
3. Cûntinuité. — La définition des fonctions auxquelles s'applique le calcul infinitésimal ne comporte pas une aussi grande indétermination. Soiiy=/{x) une fonction définie dans l'intervalle (a, b); prenons une valeur Xo comprise dans cet intervalle et une valeur voisine Xo-+- h comprise dans le même intervalle. Si la différence /(^o H- A) — /(^o) tend vers zéro, lorsque la valeur absolue de h tend vers zéro, la fonction /{x) sera dite continue pour la valeur Xq, D'après la définition même de la limite, on peut dire encore c^\x* une fonction f{x) est continue pour x = Xq si à tout nombre positif tj aussi petit qu^on le suppose, on peut faire correspondre un autre nombre positif vj tel que Von ait
|/(xo-4-A)-/(;ro)|<£,
pour toute valeur de h moindre que r\ en valeur absolue {*). Nous dirons qu'une fonction f{x) est continue dans l'intervalle (a, b) si elle est continue pour toute valeur de x comprise dans cet intervalle et si les différences
f(a^h)^f(a}, /ib-k)-f(b)
tendent vers zéro lorsque la différence h tend vers zéro en restant positive. /
On démontre dans tous les Cours d'Algèbre que les polynômes, les fonctions rationnelles, la fonction exponentielle, la fonction
(>) Le symbole \a\ désigne la valeur absolue de a.
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logarithmique, les fonctions trigonométriqiies et les fonctions inverses sont des fonctions continues, sauf pour certaines valeurs particulières de la variable. 11 résulte aussi de la déHnilion que la somme ou le produit d'un nombre quelconque de fonctions continues est encore une fonction continue; il en est de même du quotient de deux fonctions continues, sauf pour les valeurs de la variable qui annulent le dénominateur.
Il me parait superflu d'expliquer ici pour quelles raisons nous sommes conduits à admettre que les fonctions définies physiquement sont continues, au moins en général.
Parmi les propriétés des fonctions continues, nous citerons dès maintenant les deux suivantes, que Ton serait tenté de considérer comme évidentes, mais qui constituent de véritables théorèmes dont on trouvera plus loin une démonstration rigoureuse (*).
I. Soity=^/{x) une/onction continue dans l'intervalle (^, b) et N un nombre compris entre f [à) etf{b) ; V équation f(^x) = N a au moins une racine comprise entre a et b.
H. Il existe au moins une valeur de x appartenant à V intervalle (a, b) [y compris a et b) pour laquelle y prend une valeur M supérieure ou au moins égale à toute autre valeur de la fonction dans le même intervalle. Il existe de même une valeur de x pour laquelle y prend une valeur m inférieure ou au plus égale à toute autre valeur de la fonction dans le même intervalle.
Les nombres M et m sont les valeurs maximum et minimum Aef{x) dans l'intervalle (a, b). Il est clair que la valeur de x pour laquelle f{x) prend sa valeur maximum M peut se confondre avec Tune des limites a ovx 6, et il en est de même de la valeur de x qui correspond au minimum. De la combinaison des propositions précédentes on déduit immédiatement que l'équation f{x) = N, où N est un nombre compris entre M et m, admet au moins une racine comprise entre a et 6.
4. Exemples de discontinuité. — Les fonctions que nous étu- (') Voir Chapitre IV.
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(lierons sont en général continues, mais elles peuvent cesser de Têtre pour certaines valeurs exceptionnelles de la variable. Voici <)uelqucs exemples des discontinuités que Ton rencontre le plus fréquemment.
La fonction y = est continue pour toute valeur Xo de x.
différente de a. L'opération qu'il faut effectuer pour déduire la valeur dey de la valeur de x n'a plus aucun sens lorsqu'on donne à X la valeur a ; mais nous remarquons que lorsque x a une valeur très voisine de a^y est très grand en valeur absolue et positif ou négatif, suivant que x est plus grand ou plus petit que a. Lorsque la différence x — a diminue de plus en plus, la valeur absolue de y augmente indéfiniment, de façon à devenir supérieure à tout nombre donné à l'avance. On exprime ce fait d'une façon abrégée
en disant que la fonction est infinie pour x = a. C'est un
genre de discontinuité d'une grande importance en Analyse.
Prenons encore la fonction j^ = sin - • Lorsque x tend vers zéro,
- augmente indéfiniment et y ne tend vers aucune limite, tout en
restant compris entre — i et -f- i ; l'équation sin- = A, où Ton
suppose I A| <|| I, admet toujours une infinité de racines comprises entre o et e, aussi petit que soit e. Quelle que soit la valeur que Ton convienne de prendre pour y lorsqu'on suppose x = o, la fonction considérée ne peut être continue pour :r ^^ o.
Un exemple de discontinuité d'une autre nature nous est fourni par la somme de la série convergente
Lorsque a: =0, tous les termes de la série étant nuls, on a S(o) = o. Si l'on donne à x une valeur différente de zéro, on a une progression géométrique décroissante, dont la raison est j; on a donc
S(ar) — = —i-^x^,
i -f- X* Lorsque x tend vers zéro, S(^) a pour limite l'unité, tandis que
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Fon a S(o) = o. A.însî, dans ce cas, la fonction lend bien vers une limite lorsque x tend vers zéro, mais cette limite est dilTérenle de la valeur que prend celle fonction pour jc = o.
. 5. Dérivées. — Soit /(x) une fonction continue; les deux termes du rapport
tendent vers zéro simultanément lorsque, x restant fixe, la valeur absolue de h diminue indéfiniment. Si ce rapport lend vers une limite, oh dit que cette limite est la dérivée de la fonction /(^), et on la représente par ^' ou/' (a:), suivant la notation de Lagrange. A la notion analytique de la dérivée se rattache une notion géométrique importante. Soity=/(a?) une fonction continue dans un intervalle (a, 6); considérons dans un plan le point de coordonnées i^x^y). Lorsque x varie de a à 6, ce point décrit un arc de courbe AMB, qui représenle graphiquement la marche de la fonction /(a;) dans Tintervalle (a, 6). Soient M et M' deux points voisins de cet arc de courbe, d'abscisses j: et ^ -f- A. Le coeHicient angulaire de la droite MM' est égal à
lorsque h tend vers zéro, le point M' se rapproche indéfiniment du point M et, si la fonction f{x) admet une dérivée, le coefficient angulaire de la droite MM' lend vers la limite^''. La droite MM' tend donc vers une position limite MT, qu'on appelle la tangente à la courbe; l'équation de cette tangente est, d'après ce qui précède,
X et Y étant les coordonnées courantes.
Plus généralement, considérons une courbe quelconque dans l'espace et soient
les expressions des coordonnées d'un j)oinl de celle courbe en fonction d'un paramètre variable t. Prenons sur celte courbe deux points M, M' correspondant aux deux valeurs ^ et t -^ h àw para-
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mètre; les équations de la corde MM' sont
SI Ton divise tous les dénominateurs de ces rapports par A, et qu^on fasse ensuite tendre h vers zéro, on voit que la corde MM' tend vers une position limite qui est représentée par les équations
ceci suppose, bien entendu, que les trois fonctions f{t)j ç(0? •}(r) admettent une dérivée. La détermination de la tangente à une courbe se ramène donc analjtiquement à un calcul de dérivées. Toute fonction qui admet une dérivée est nécessairement continue, mais la réciproque n^est pas vraie. Il est facile de donner des exemples de fonctions continues n^ajant pas de dérivée pour des valeurs exceptionnelles de la variable. Telle est la fonction^ = a: sin- pour x = o\ lorsque x tend vers zéro, il en est de même de y et la fonclion est bien continue, mais le rapport — = sin - ne tend vers aucune limite, comme nous l'avons
déjà observé.
s Soit encore y=zx^] cette fonction est continue pour toute
valeur de a: et Ton a^ = opoura: ^^o; mais le rapport ^=x 'croît
indéGniroent lorsque x tend vers zéro. Nous dirons pour abréger que la dérivée est infinie pour x =^o\ la courbe qui représente la marche de la fonction est tangente à Torigine à l'axe des j^.
La fonction y =: x j- est nulle pour ^ = o, mais le rap-
port — tend vers deux limites différentes suivant que x tend vers zéro en restant positif, ou en restant négatif. Lorsque x est positif
et très petit, e^ est positif et très grand; le rapport - tend vers l'unité; au contraire, si x est négatif et très petit en valeur absolue,
e* est très voisin de zéro et le rapport ~ a pour limite zéro. Il
existe donc deux valeurs dislinctes pour la dérivée, suivant la façon dont x tend vers zéro; la courbe qui représente la marche de la fonction présente un point anguleux à l'origine des coordonnées.
On voit par ces exemples qu'il est facile de former des fonctions continues n'admettant pas de dérivée pour certaines valeurs particulières de la variable. Mais les inventeurs du Calcul infinitésimal et leurs successeurs n'avaient jamais mis en doute qu'une fonction continue n'eût en général une dérivée. Il y avait même ou quelques tentatives de démonstration, insuffisantes il est vrai, lorsque M. Weierstrass est venu trancher complètement la question, en donnant des exemples de fonctions continues qui n'admettent de dérivée pour aucune valeur de la variable (*). Ces fonctions n'ajant reçu jusqu'ici aucune application, nous ne nous en occuperons pas. Quand nous dirons par la suite qu'une fonction f{x) a une dérivée dans l'intervalle (a, 6), il faudra toujours entendre par là, à moins de mention expresse, qu'elle admet une dérivée unique et finie pour chaque valeur de la variable comprise entre a et b.
6. Dérivées successives. — La dérivée d'une fonction /'(^) est elle-même en général une autre fonction de x^ f'{^)\ si f'{^) admet elle-même une dérivée, on appelle la nouvelle fonction la dérivée seconde de f{x) et on la représente par le symbole y oa/"(x). On définira de même la dérivée troisième y ou f"{x) comme la dérivée de la dérivée seconde, et ainsi de suite; d'une manière générale, la dérivée /lième^cw) ou/^"^(^) est la dérivée de la dérivée d'ordre {n — i). Si, en prenant ainsi les dérivées successives, on n'arrive jamais à une fonction qui n'admet pas de dérivée, on peut imaginer cette suite d'opérations prolongée indéfiniment; la suite des dérivées de la fonction f{x) d'où l'on est parti est illimitée. C'est ce qui a lieu pour toutes les fonctions qui présentent jusqu'ici quelque intérêt pratique.
La notation qui précède est celle de Lagrange; on se sert aussi
(•) Note lue à l'Académie des Sciences de Berlin, le i8 juillet 187a. On trouvera d'autres exemples dans le Mémoire de M. Darboux, sur les fonctions discontinues (yl«/ia/e* de V École Normale Supérieure, t. IV; 2« série). Un exemple de M. Weierstrass est indiqué plus loin (Chap. IX).
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quelquefois de la notalion D„y ou D„/{x), due à Cauchy, pour représenter la dérivée d'ordre n. Nous verrons un peu plus loin la nolalioD de Leibniz.
7. Théorème de RoUe. — L'emploi des dérivées dans l'étude des équations repose sur la proposition suivante, connue sous le nom de théorème de Rolle :
Soient a et b deux racines de l'équation f{x) = o. Si la fonction f{x) est continue et admet une dérivée dans l*interialie (a, 6), Inéquation f'{x) = o a au moins une racine comprise entre a et b.
En effet, la fonction /{x) est nulle par hypothèse pour x = a et pour x = b.Si elle est constamment nulle dans l'intervalle (a, b), il en est de raéme de sa dérivée et le théorème est évident. Si la fonction /(x) n'est pas constamment nulle, elle prendra soit des valeurs positives, soit des valeurs négatives. Supposons, par exemple, qu'elle prenne des valeurs positives; elle prendra alors une valeur maximum M pour une valeur X| de x comprise entre a et b (n° 3; théorème II). Le rapport
OÙ l'on suppose A > o, est nécessairement négatif, à moins d'être nul, et la limite de ce rapport, c'est-à-dire /'(j:,), ne peut être un nombre positif; on a donc /'(a:») ^o. En considérant de même /'(xi) comme la limite du rapport
où h est positif, t)n verra de la même façon que l'on doit avoir /'(X|)^o. La comparaison de ces deux résultats prouve que l'on a nécessairement /'(j^i) = o.
8. Formule des accroissements unis. — On déduit sans peine de ce théorème l'importante formule des accroissements finis :
Soit f{x) une fonction continue ayant une dérivée dans
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l'interçalle (a, b); on a
c désignant un nombre compris entre a et b.
Pour établir cette formule, considérons la fonction auxiliaire
qui, d'après les hypothèses faites sury(a:), est continue et admet une dérivée dans Tintervalle (o, b — a). Cette fonction s'annule évidemment pour a: = o et pour ^ = 6 — a; sa dérivée ^'{x) ou
doit donc s'annuler pour une valeur de x comprise entre o et 6 — a. La valeur correspondante de a 4-^ est comprise entre a et 6, et l'on a bien l'égalité qu'il s'agissait de démontrer. On peut remarquer que la démonstration ne suppose pas la continuité de la dérivée /'(j;).
De cette formule on déduit que, si la dérivée f*{x) est nulle dans rinlervalle (a, 6), la fonction f{x) conserve une valeur constante dans cet intervalle; car l'application de la formule à deux valeurs^!, x^j appartenant à l'intervalle (a, 6), conduit à la relation/(J72) =/(^«)- Il ^^ résulte que, si deux fonctions admettent la même dérivée, leur différence est constante, et la réciproque est évidente. Quand on connaît une fonction ¥{x) ayant pour dérivée une fonction donnée f{x)^ on obtient toutes les autres fonctions ayant la même dérivée en ajoutant à F(^) une cons tante arbitraire ( * ).
(*) On applique quelquefois ce théorème sans avoir égard à toutes les conditions de l'énoncé. Soient, par exemple, /(a;) et f (J?) deux fonctions continues, admettant des dérivées f'{x)^ <p'(^)» dans un intervalle (a, b). Si, entre ces quatre fonctions, on a la relation /'{x)^{x) —/{x)^' {x) — o, on en conclut
que la dérivée de la fonction ^, ou / (^)y(^) ---/(^)? (^), ^^^ nyii^ ^^^ ^^
suite que le rapport — est constant dans Tintervalle (a, b). Mais la conclusion
n'est absolument légitime que si la fonction ^{x) ne s'annule pas dans l'intervalle (a, 6). Supposons, pour fixer les idées, que (p{x) s'annule, ainsi que 9' (a?), pour une valeur c de ar comprise entre a et b. Une fonction /{x) égale à Ci«p(ar)
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La formule (i) est susceptible d*uiie înlerprélalion géométrique simple. Représentons-nous, en effet, Tare de courbe AMB qui figure la marche de la fonction y =zf{^x) dans Tinlervalle (a, b)\
A n*^""^ est le coefficient angulaire de la corde AB, tandis
quey"'(c) est le coefficient angulaire de la tangente en un point C d^abscisse c de l'arc AMB. La formule (i) exprime donc quV/ existe sur rare AMB un point G où la tangente est parallèle à la corde AB.
Lorsque la dérivée /'(j:) est continue, si Ton fait tendre a et b vers une limite commune Xq, suivant une loi quelconque, le nombre c, compris entre a et b, tend aussi vers x©, et la formule (i) nous montre que le rapport
a pour limite /'(xo). Voici quelle est l'interprétation géométrique : sur la courbe ^=/( a:), considérons le point M d'abscisse x^ et
les deux points A et B d'abscisses a et 6. Le rapport ^ — ,-- '^
est égal au coefficient angulaire de la corde AB, tandis que/'(ro)
représente le coefficient angulaire de la tangente au point M. On
voit donc que, lorsque les deux points A et B se rapprochent
indéfiniment du point M suivant une loi quelconque, la sécante AB
a pour limite la tangente au point M.
Il n'en est plus de même, en général, lorsque la dérivée /'(x)
î n'est pas continue. Par exemple, si l'on prend sur la courbe jk = ^^
deux points infiniment voisins de l'origine, de part et d'autre de
l'axe Oy, il est évident sur la figure que la direction de la droite
qui joint ces deux points reste absolument indéterminée lorsqu'ils
se rapprochent l'un et l'autre de l'origine.
9. Généralisation de la formule. — On a indiqué diverses généralisations de la formule des accroissements finis. La suivante est due à
entre a et c, et à Cj?( jr) entre c et b, C, et Cj étant deux constantes difTérentes, est contioae et admet une dérivée dans l'intervalle (a, 6), et l'on a bien
pour toute valeur de x comprise dans cet intervalle. L'interprétation géométrique est facile.
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M. Slieltjes {Bulletin de la Société Mathématique^ t. XVI, p. loo). Considérons, pour Gxer les idées, trois fonctions y (a?), g{x)^ h{x)i continues et admettant des dérivées du premier et du second ordre, et soient a, b, c trois valeurs particulières de la variable (a < 6 < c). Définissons le nombre A par Tégalité
ff{a) h(a)
ff(b) h(b)
fie)
et considérons la fonction auxiliaire
/(a) g(a) h{a) f{b) g{b) h(b) /(x) ff(x) h{x)
cette fonction est nulle pour x — b ^\. pour ar = c, donc sa dérivée doit s'annuler pour une valeur Ç comprise entre b et c, ce qui nous donne
Ha)
1 b AS
o I aÇ
Si Ton remplace b par x dans cette relation, on a une fonction qui est nulle pour a? = a et pour x = b. Sa dérivée est donc nulle pour une valeur ^ comprise entre a et 6, ce qui nous donne une nouvelle relation
Ha)
Enfîn,si l'on remplace Ç par ;r dans le premier membre de celte égalité, on a encore une fonction de x qui s'annule pour a? = J et pour a? = Ç; sa dérivée est donc nulle pour une valeur yj comprise entre { et Ç et par conséquent entre a et c. On a donc pour A l'expression suivante
gW
fCi)
h' Ci)
fC,)
ç étant compris entre a et b, et yj entre a et c.
La démonstration ne suppose pas la continuité des dérivées secondes /'(x), s'{x)y A'(ar); si ces dérivées secondes sont continues, et si les valeurs a, 6, c tendent vers une même valeur limite aro, on a, à la limite.
lim A
/(aro) g{xQ) h(xo) f'i^o) g'{xo) h'{xo) fixo) g\x,) h\x,)
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Il existe des formules analop^ues pour n fonctions, que Ton établit de la même façon. Si l'on a seulement deu\ fonctions /(x) et ^(^), il suffit de supposer i^(x)r^i pour retrouver la formule des accroissements finis proprement dite.
On doit à M. Schwarz une généralisation analogue (Annali di Maternât ica, a* série, t. X).
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10. Grénéralités. — Une quantité variable to dont la valeur dépend des valeurs de plusieurs autres quantités variables j*, y, z, . . ., t^ indépendantes les unes des autres, s'appelle une fonction des variables indépendantes x^ y, z, . . . , ^, et Ton indique celle liaison par le symbole wr^/(a:, ^, ^, ..., /). Soit, pour fixer les idées, to z=f(^x^y) une fonction des deux variables indépendantes X eiy; si Ton regarde x et y comme les coordonnées cartésiennes d'un point dans un plan, à tout svslème de valeurs des variables (x, j) correspond un point M, et inversement. Lorsque à tout point d'une aire A, limitée par un ou plusieurs contours de forme quelconque, correspond unç valeur de to, nous disons que la fonction f(x, y) est définie dans la portion A du plan.
Soient (xof y^) les coordonnées d'un point Mo pris dans cctle portion du plan. On dit que la fonction f{x^ y) est continue pour le système de valeurs ^o? JVo? si^ à tout nombre positif t^ on peut faire correspondre un autre nombre positif ti^ tel que l'on ait
à la seule condition que l'on ait |/t' << r,, |/. | < r,.
On peut interpréter comme il suit la définition de la conlinuilé. Imaginons que Ton construise, dans le plan des xy^ un carré de centre Mo, de côté égal à 2Tj, et avant ses colés parallèles aux axes ; le point M' de coordonnées {xq-\- A, ^o-H A) est à l'intérieur de ce carré, pourvu que l'on ait |A| <<t,, |A'|<^r,. Dire que la fonction est continue pour x ^=Xo, >'=J'oï cela revient à dire que l'on peut prendre le côté de ce carré assez petit pour que la différence des valeurs de la fonction au point Mo et en un autre point quelconque de ce carré soit moindre que £ en valeur absolue. Il
l4 CHAPITRB I. — DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES.
est évident, d'après cela, que l'on pourrait remplacer ce carré par un cercle de centre (xq^ yo)> car, si la condition précédente est satisfaite pour tous les points situés à l'intérieur d'un carré, elle le sera aussi pour tous les points intérieurs au cercle inscrit. Inversement, si la condition est satisfaile pour tous les points intérieurs à un cercle, elle l'est aussi pour tous les points intérieurs à un carré inscrit dans ce cercle. On pourrait donc définir la continuité en disant que l'on peut faire correspondre les nombres e et 7| positifs de telle façon que l'inégalité [/ h^ -{- k'^ <i 'f\ entraîne l'inégalité
\f(xo-h A, yo-hk) — /(a7o, yo)\< £•
La continuité se définit de même pour une fonction de 3, 4» • •? n variables indépendantes.
Il est clair que toute fonction continue des deux variables x, y est une fonction continue de chacune des deux variables prise isolément, mais la réciproque n'est pas toujours exacte (*).
11. Dérivées partielles. — Si, dans une' fonction continue /(^, ^), on attribue à l'une des variables, y par exemple, une valeur constante, d'ailleurs quelconque, on a une fonction de la seule variable Xy dont on désignera la dérivée, si elle existe, par/!p(:r, y) ^^^ ^»^!r> ^" désignera, de même, par to^ ou/^(:r, j^), la dérivée de la fonction /(a:, y), où l'on regarde x comme une constante et y comme la variable indépendante; f'j.{x^ y) et f'y^x^ y) sont les dérivées partielles de la fonction /( or, ^). Ces dérivées partielles sont elles-mêmes, en général, des fonctions des deux variables x^ y\%\ l'on prend, à leur tour, leurs dérivées partielles, on obtient les dérivées partielles du second ordre de/(j;,^). On a ainsi quatre dérivées partielles du second ordre /^,, y^.
(') Considérons, par exemple, une fonction /(a?, y) égale à —'^ — 5» lorsque
l'une au moins des valeurs de a? ou de ^ est différente de zéro, et égale à zéro, lorsque a7=y = 0. Il est évident que celle fonction est une fonction continue de X lorsqu'on suppose^ constant, et inversement. Cependant elle n'est pas une fonction continue des deux variables x^ y^ pour le système de valeurs a; =y = o, car si le point (a:, ^) tend vers l'origine en restant sur la droite^ = ar, la fonction f{x^ y) a pour limite i, et non pas zéro. L'étude des fonctions de cette nature a été faite par M. Baire dans sa Thèse.
II. — PONCTIONS DE PLLSIKtJRS VARIABLES. l
fyx^ fy*^ ^^ définira de même les dérivées partielles du troisième ordre, du quatrième ordre, etc.; d'une manière générale, étant donnée une fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes (0 =/(^, ^, 5, . . ., f), une dérivée partielle d'ordre n est le résultat de n dérivations successives effectuées sur cette fonction f dans un certain ordre, par rapport à quelques-unes des variables qui y figurent. Nous allons établir que ce résultat ne dépend pas de l'ordre dans lequel on effectue ces dérivations. Nous démontrerons d'abord le lemme suivant :
Soit h} ^= f{x, y) une fonction des deux variables Xy j", on o>f'xy=fyx^ pourvu que ces deux dérivées, partielles soient continues.
Nous allons, pour cela, mettre sous deux formes différentes l'expression
où l'on suppose que x^ y, Ajf, Ay aient des valeurs déterminées. Si Ton pose, en désignant par v une variable auxiliaire,
on peut en effet écrire
l'application du théorème des accroissements finis à la fonction f ((^) nous donne
U -= A7«p^.(^-*-6A7), où o<0<i. Remplaçons cp' par sa valeur; il vient encore
^ = ^A/y(^ -h A^, y -i- e Aj) -/'y{x, y -+- e A/) |.
Une nouvelle application de la formule des accroissements finis à la fonction/^(w, y -h^ A^), en y regardant maintenant u comme la variable indépendante, nous donne
U = A:rA7/^j.(a?-+-6'AaT,y-+-0Aj), o<0'< i. D'après la symétrie de l'expression U en x^y^ A^, Aj-, on trou-
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verait de même, en échangeant le rôle des variables x et y, U = A7 \x/%y(x -+- 0; A:r, y -h e, \y),
0, et 8, désignant encore des facteurs positifs inférieurs à un. Égalons ces deux valeurs de U; en divisant par Ix ly, il reste
fxyi^ -f- ei \x, 7-4-6, ^y) = f].^{x -+- 6' Ar, j. -f- 6 A7) ;
les dérivées f^y et /^.^ étant supposées continues, si Ton fait tendre \x et ^y vers zéro, les deux membres de Tégalité précédente tendent respectivement vers fj,y et /!J.^, et l'on parvient à l'égalité qu'il s'agissait de démontrer.
H est à remarquer que la démonstration précédente ne suppose rien sur les autres dérivées du second ordre /[i-j eiy^i; elle s'applique aussi au cas où la fonction /(:r, j) dépend d'autres variables indépendantes que x ei y^ en nombre quelconque, puisque ces variables doivent être traitées comme des constantes dans les dérivations précédentes.
Cela posé, soit {ù=z/(x, y^ 5, ..., t) une fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes et ù une dérivée partielle d'ordre n de cette fonction. Toute permutation, dans l'ordre des dérivations qui conduisent à Q, peut être obtenue par une suite d'échanges entre deux dérivations consécutives el, comme ces opérations ne changent pas le résultat, d'après ce que nous venons de voir, il en sera de même de la permutation considérée. Il suit de là que, pour avoir une notation qui désigne sans ambiguïté une dérivée partielle d'ordre /i, il suffira d'indiquer le nombre de dérivations qui sont effectuées par rapport à chacune des variables indépendantes. Ainsi les dérivées partielles d'une fonction de trois variables to =f(Xy y^ z) seront représentées par l'une ou l'autre des deux notations
/irW(^» r» -5), D%y,zr/{x, 7, 5),
où /> -h ^r -h /' = n. L'une ou l'autre de ces deux notations représente le résultat que l'on obtient en dérivant successivement/? fois par rapport k x^ q fois par rapport ky, r fois par rapport à z, ces opérations étant effectuées dans un ordre arbitraire. Il y a trois dérivées partielles du premier ordre, /j, /l? /^, six dérivées partielles du second ordre, /;„ f^.., /!,, fl^, f],, /;„ ....
II. — PONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. I
D'une façon générale, une fonclîon de p variables indépendanles a autant de dérivées partielles d'ordre n qu'il y a de termes distincts dans un polynôme homogène d'ordre n à p variables,
c'est-à-dire
comme l'apprend la théorie des combinaisons.
Règles pratiques. — On établit, dans tous les cours d'Algèbre, an certain nombre de règles pratiques pour le calcul des dérivées. Ces règles sont résumées dans le Tableau suivant où on a mis sur la même ligne la fonction et sa dérivée
le signe log désignant le logarithme népérien,
^ = logx, -^'^î'
^ = sin^r, y = cosxj
^ = cosar, y' = — sinrr,
^ = arcsincr, y =
j^ = arc tangar, y =
y=uv, y =
Les dernières règles donnent la dérivée d'une fonction de fonction et d'une fonction composée. Grâce à l'emploi de ces règles, on peut obtenir les dérivées successives des fonctions que l'on étudie dans les éléments, polynômes, fonctions rationnelles et irrationnelles, exponentielle et logarithme, fonctions circulaires et fonctions inverses, et de celles que l'on obtient par leur combinaison.
Plan tangent à une surface. — De même que la dérivée
dz/i — X»
l-ha:*'
ii!sf -\- uv',
uv — uv'
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d'une fonction d'une seule variable donne la tangente à une courbe, les dérivées partielles d'une fonction de deux variables interviennent dans la recherche du plan langent à une surface. Soit
l'équation d'une surface S; nous supposons que la fonction F est continue et admet des dérivées partielles continues en un point (^o>^o) du plan des xf^ auquel correspond la valeur Zo pour :; et un poinl Mo(j:o>^0) ^o) de la surface S. Considérons une courbe quelconque G située sur la surface et passant au point Mo, el soient
les coordonnées d'un point de cette courbe exprimées en fonction d'un paramètre variable t; /{l)y 'f (^), ^(^) sont trois fonctions conlinues du paramètre t qui se réduisent respectivement à Xq, JKoj ^0 pour une valeur particulière ^o de t, La tangente à cette courbe au point Mo est représentée par les équations (n° 5)
(A\ X — 3-0 ^ Y— ^0 ^ Z — Zq
D'autre part, puisque la courbe G est située sur la surface S, on a la relation
qui doit être vérifiée, quel que soit t. Les deux membres doivent donc être identiques ; prenons la dérivée du second membre d'après la règle qui donne la dérivée d'une fonction composée, et faisons t = Cq, Il vient
(5) f('o)=/'(^o)F;.-f-cp'(^o)F;,.
Entre les équations (4) et (5) on peut éliminer /'(^o)> <? ('o)> 'Y{to)j et le résultat de l'élimination est
(6) Z-^o=(X-;ro)F;.-+-(y-yo)F;,;
cette équation représente un plan, qui est le lieu des tangentes à toutes les courbes situées sur la surface et passant au point M©. On l'appelle le plan langent à la sur/ace.
13. Passage des différences aux dérivées. — On a défini les dérivées
FONCTIONS DE PLUSIEUE8 VARIABLES. I
de proche en proche, les dérivées d'ordre n se déduisant des dérivées d*ordre n — 1, et ainsi de suite. Il est naturel de se demander si Ton ne pourrait pas définir directement une dérivée partielle d'ordre n comme limite d'un quotient, sans passer par l'intermédiaire des dérivées d'ordre inférieur à n. Nous avons fait quelque chose de ce genre pour /^y(voir n**il), caria démonstration donnée plus haut prou>e que /^^r est la limite du rapport
/Car -4- ^T, y -t- Av) — /(^-+- A^, y) — f(x, y -+- \y)-hf(x, y)
Ix ly
lorsque Ax et \y tendent tous les deux vers zéro. On démontre de la même façon que/^« est la limite du rapport
f(T -^hx^h^)^f(T^hx) -f(x -h A,) -4-/(ar)
lorsque Ai et h^ tendent Ttin et l'autre vers zéro Si Ton pose, en effet,
Mx)r=f{x^h,)--f{x),
ce rapport peut s'écrire ou encore
La limite de ce rapport est donc la dérivée seconde /i«, pourvu que celte dérivée soit continue.
Passons maintenant au cas général. Soit, pour fixer les idées,
une fonction de trois variables indépendantes. Nous poserons
A^o) =/{x H- h, y, z) -/(ar, y, z), A*to:-r/(a?,>'4-A-, z)—/{x,y, z\ litù^^/ix.y.z-hlj—fix^y, z);
aJo), A^'w, Aio) sont les différences premières de to. Si l'on considère h, X% / comme des constantes données, ces trois différences premières sont elles-mêmes des fonctions de or, y, 5, dont on peut prendre les différences relatives à des accroissements /ii, ky, Ix des variables, et l'on a ainsi les
différences secondes A^r^A^u), A^r'A^to, Le procédé peut se continuer
indéfiniment; une différence d'ordre n se défînira comme une différence première d'une différence d'ordre /i — i. Gomme on peut intervertir l'ordre
20 CHAPITRE I. — DERIVEES ET DIFFERENTIELLES.
de deux quelconques des opérations précédentes, il suffira d'indiquer les accroissements successifs attribués à chaque variable. Une différence d'ordre n sera représentée par un symbole tel que le suivant
^(n)^a— aJ-'A^»... A*f A*'... A*fAi'... A{r/(a?,j', z) où p -h q -h r = n,
les accroissements ht, A:/, // pouvant être égaux ou inégaux. Cette différence peut s'exprimer au moyen d'une dérivée partielle d'ordre n; elle est égale au produit
Al Al. .,hpki . . .kqli ,.. Ir
tous les 0/ étant compris entre o et i. La formule a déjà été établie pour les différences premières et secondes. Pour démontrer qu'elle est générale, admettons qu'elle est exacte pour une différence d'ordre n — i, et soit
?(^, y, z)=^i*... A^» A*' . . . aJi7A'j . . . \[rf. on aura, par hypothèse,
Mais la différence n'*"* considérée est égale à
ç(a?H- Ai,7, Js) — <^(x,yj z),
et il suffit d'appliquer de nouveau la formule des accroissements finis à celte différence pour parvenir à la formule que l'on voulait démontrer. Inversement, la dérivée partielle /i^yy^»- est la limite du rapport
Ai» A*? . . . A^» A** . . . A*^ Al' . . . A^-/ hihi, , , hp kl ki . . . kqii ,. . Ir
lorsque tous les accroissements A, A:, / tendent vers zéro.
Il est intéressant de remarquer que cette définition des dérivées partielles d'ordre supérieur est quelquefois J)lus étendue que la définition ordinaire. Considérons, par exemple, la fonction
où les fonctions cp(a7) et '^{y) n'admettent pas de dérivée. La fonction lo n'admet pas non plus de dérivées partielles du premier ordre; il n'y a donc pas lieu a fortiori déparier des dérivées partielles du second ordre. Cependant, si l'on adoptait la nouvelle définition, on serait conduit, pour trouver /i^, à chercher la limite du rapport
f(x-hh, Y-^k)—f{X'^h,y)—f{x, Y^k)-^f{x,y) hk
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qui est égal à
hk
Le numérateur de ce rapport est toujours nul; il a donc zéro pour limite, et nous sommes conduits à écrire /iy= <>(*)•
m. - NOTATION DIFFÉRENTIELLE.
La notation difTérentielle, la plus ancienne des notations employées, est due à Leibniz. Quoiqu'elle ne soit pas indispensable, elle ofTre des avantages de symétrie dans les formules et de généralité qui sont très appréciables, surtout dans Tétude des fonctions de plusieurs variables. L'origine de cette notation se trouve dans la considération des infiniment petits.
14. Différentielles. — On appelle quantité infiniment petite, ou simplement infiniment petit, toute quantité variable qui tend vers zéro. La condition que la quantité soit variable est essentielle ; une quantité constante, aussi petite qu'on la suppose, n'est pas un inGniment petit.
Habituellement on considère plusieurs quantités qui sont infiniment petites en même temps, et l'on choisit l'une d'elles comme terme de comparaison ; c'est V infiniment petit principal. Soit a cet infiniment petit principal, et ^ un autre infiniment petit;
on dit que ^ est infiniment petit par rapport à a, si le rapport -
tend vers zéro. Au contraire, on dit que ^ est un infiniment petit
(*) On peut faire des remarques analogues pour les fonctions d'une seule variable. Par exemple, la fonction /(x) = a:'cos— a pour dérivée
f'ix) = Sar^cos h a?sin- »
et /'{x) n'admet pas de dérivée pour x = o. Cependant le rapport
ou 8a cos aa cos- a pour limite zéro lorsque a tend vers zéro.
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du premier ordre si le rapport - tend vers une limite K différente de zéro. S'il en est ainsi, on a
a £ étant un autre infiniment petit; on en tire
P = a(K-t-e)= Ka-t- as,
et Ka s'appelle \dL partie principale de p. Le terme complémentaire ae est infiniment petit par rapport à la partie principale. D'une manière générale, si l'on peut trouver une puissance positive
de a, telle que a", de façon que le rapport ~ tende vers une
limite finie K différente de zéro, p est un infiniment petit d'ordre n. On a alors
OU
P = a'»(KH-e)=Ka«-4-a'»e;
Ka** s'appelle encore \di partie principale.
Cela posé, soity z=f(^x) une fonction continue admettant une dérivée /'(^); attribuons à a: un accroissement A^, et désignons par Ay Taccroissement correspondant de y. D'après la définition même de la dérivée, on a
e tendant vers zéro en même temps que A^; si l'on considère A:r comme Tinfiniment petit principal, ^y est lui-même un infiniment petit dont la partie principale esif'(x)lix. C'est celle partie principale qu'on appelle la différentielle de^ et qu'on représente par dy
djr=f(x)\x.
Lorsque la fonction /(a;) se réduit à x, la formule précédente se réduit à dx = Aj?, et l'on écrit pour plus de symétrie
djr=f(x)dx,
mais en convenant de considérer l'accroissement dx de la variable
m. — NOTATION DIFFÉRENTIELLE. a")
indépendante comme une quantité constante, d^ailleurs quelconque.
Considérons sur la courbe C, représentée parréquationy=/(x),
Fig. I.
P Ç jc
les deux points M et M' d'abscisses x ti x -{- dx. Dans le Iriangle MTN on a
NT = MN langfMTÎ = dxf\x)\
NT représente donc la différentielle dy^ tandis que ^y est égale à NM'. Il est visible sur la figure que la partie M'T est infiniment petite par rapport à NT, lorsque le point M' se rapproche indéfiniment du point M.
Les diff'érentielles successives se définissent de proche en proche comme les dérivées successives. Ainsi l'on appelle différentielle du second ordre la différentielle de la difi'érentielle du premier ordre, dx étant toujours considéré comme une constante, et on la représente par d'^y
d^y = d{dy) = [f{x) dx] dx ^/"{x) dx^.
On a de même pour la diff*érentlelle troisième
d^y = d{d^y) = [/'"(x) dx^]dx ^f"{x)dx\
et ainsi de suite. D'une manière générale, la diff*érentielle d'ordre /i, qui se définit comme la diff'érentielle de la difi'érenlielle d'ordre n — i , a pour expression
d'^y —/(«)( a:) dx".
Les dérivées f'{x), f"{x), . . ., f^"^{x), . . . peuvent inversement s'exprimer au moyen des difl^érentielles, et l'on a une nouvelle
notation pour représenter les dérivées
A chaque règle pour calculer une dérivée correspond une règle pour calculer une différentielle. On a, par exemple,
dx^ = mx»^-^dXf da^ = a*loga dx^
dXosx =1 — > ds\nx = cosxdx, ...,
. . dx , dx aarcsinjr= , __> a arc tança: = ;•
Arrêtons-nous un moment sur le cas d'une fonction de fonction. SoitjK =/(^)ï ^ étant une fonction de la variable indépendante x ; on a
yx=/'(«)"i,
et, en multipliant les deux, membres par dx^ il vient
y'xdx =z f\u) X u'xdx^
c'est-à-dire
dy=.f'(u)du,
La formule qui donne dy est donc la même que si u était la variable indépendante. C'est là un des avantages de la notation différentielle. Avec la notation des dérivées, on a deux formules différentes
pour représenter la dérivée de y par rapport à or, suivant que y est donné directement en fonction de x^ ou que y dépend de x par l'intermédiaire d'une autre fonction u. Avec la notation différentielle, la même formule s'applique aux deux cas. S\ y r=/(uj p, w) est une fonction composée, on a
et, en multipliant par dx, il vient
yxdx = u'j:dx/'u-+- v'xdx/'^,-h w'xdxfl^,y c'est-à-dire
dy =/u du -h/'^ di^ + /h, dw.
Ainsi
V du — u dv
d{uv) = udv -{- V duy ^(~)
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Les mêmes règles permettront de calculer les différentielles successives. Soit, par exemple, à calculer les différentielles successives d^une fonction de fonction y ^/(u); on a déjà trouvé
Pour calculer rf*y, il faut remarquer que du ne doit pas être traité comme constant, puisque u n'est pas la variable indépendante. On a donc à calculer la différentielle d^ine fonction composée/'(a) rfé/, où u et du sont deux fonctions intermédiaires, ce
qui donne
d^y=f(u)du*-^/'(u)d^u.
Pour calculer d^y, il faudra considérer d^y comme une fonction composée avec trois fonctions intermédiaires w, du, d^u\ on trouve de cette façon
d^y =f'"{u) du^-^ 3/'( w) du d^u-h/'iu) d^u,
et ainsi de suite. Il est à remarquer qu'à cause des termes en d^u^ d^ u^ .., les formules qui donnent les différentielles d^y, d^y^ . . . ne sont plus les mêmes que si u était la variable indépendante. Les dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables se représentent par une notation analogue. Ainsi la dérivée partielle d'ordre n de /(x, y, z) qui est représentée, dans la notation de Lagrange, par f^^fy^zr est représentée, dans la notation de Leibniz, par
'ôxi'ôj'TiJz'''*
cette notation est purement symbolique et ne représente nullement un quotient, comme dans le cas d'une fonction d'une seule variable indépendante.
15. Différentielles totales. — Soit co =/(^, y, z) une fonction de trois variables indépendantes x^ y^z\ on appelle différentielle totale diù l'expression suivante
diû= -^ dx-\- -- dy -^ -T- dz,
dx oy ôz
où dx^ dyy dz sont trois accroissements constants, d'ailleurs arbitraires, attribués aux variables indépendantes x^ y, z. Les
trois produits ~ dx^ ~- dy^ j- dz sont les différentielles partielles.
. La différentielle totale du second ordre rf^co est la différentielle totale de la différentielle totale du premier ordre, les accroissements dxy dy, dz restant constants et toujours les mêmes quand on passe d'une différentielle à la suivante. On a donc
a^co = didiù) = — — dx h r — dy H ; — dz,
^ ^ ôr dy '^ ùz
ou, en développant,
\dx^ àxdy -^ Ox 0z ]
\dx dz ày dz " dz* J
dx* dy* -^ ds*
. , Jclxdy-hi-—^dxdz-^ii-r-4-dydz.
dx dy "^ dxdz dy dz
Si l'on remplace, dans le second membre, d^f par cj/^, on a le développement du carré Ae -^ dx -\- -^ dy -\- ^dz; on peut donc écrire l'égalité symbolique
d'.=(Md.^iCd^^^i,y'\
\dx dy -^ dz J '
OÙ Ton doit convenir que d/'^ doit être remplacé par â-f après le développement du carré. Cette loi est générale; si nous convenons d'appeler différentielle totale d^ordre n la différentielle totale de la différentielle totale d'ordre n — i, on a, quel que soit /i, l'égalité symbolique
-Hf^^'^%''-l'T-
df"^ devant être remplacé par 0*^/ après le développement. Cette loi étant vérifiée pour /i = i , /i = 2, il nous suffira de montrer que, si elle est vraie pour rf^'o), elle est encore vraie pour 6?"+* o).
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La loî éUnl admise pour d^tû, on a, en développant,
où )[> -h 5^ 4- r = n, le coefficîenl ^pqr élant le même que le coefficient de dxPdyidz^ dans la puissance /i*^«*« du trinôme
{dx -^dy-\-dzYy c'est-à-dire
A = Li^^iiZ»
On déduit de la formule précédente
.^•^ , dxP'^^dy'idzr -4- ^ , ^ ^/, ^ ^. dxP dyl-^^ dzf-
si l'on remplace maintenant d'»+*/ par c^/"""*"*, le second membre peut s'écrire symboliquement
2A„. ^{-^ dxPdyldzrl^I dx+^/-dy+% dz).
OU encore
\ôx ôy -^ Oz ) \àx dy -^ ôz j .
On a donc bien, avec les mêmes conventions,
d->^^.^i'Ida:^'/-dy-.%d.r-\ \dx dy -^ Oz I
Remarque, — Supposons que, par un moyen quelconque, on ait obtenu l'expression de la différentielle totale rfto
(7) rfo) = Pc^jF-hQ^7-f- Rû?5,
P, Q, R étant des fonctions de ^, jk, z. Comme on a par définition
din — - dx -\- —- dy -^ - - dz, àx dy '^ dz
on en déduit la relation
\dx
or dx^ dy^ dz sont, par convention, des constantes quelconques. Il faudra donc que l'on ait séparément
Téquation (7) est équivalente aux trois relations distinctes (8) et nous fait connaître à la fois les trois dérivées partielles du premier ordre.
Plus généralement, si Ton a obtenu, par un moyen quelconque, la différentielle totale d'ordre n
d"(ii = XCpqr dxP dyi dz^^
les coefficients Ç^pqr sont égaux, à des facteurs numériques près, aux dérivées partielles d'ordre n de (o. On a ainsi à la fois toutes les dérivées partielles du même ordre; nous verrons un peu plus loin une application de cette remarque.
16. Différentielles successives d'une fonction composée. — Soit (0 = F(f^, ç^, iv) une fonction composée, u^ p, w étant des fonctions des variables indépendantes x^ y^ z, t; écrivons les expressions des dérivées partielles du premier ordre
di^ _dF du àF dQ dF dw ôx du dx Oç dx dw dx
dia _ dF du ^ ^ ^ ^ dy ~~ du dy dv dy dw dy dta _ dF du àF dv dF dw dz du dz dç dz Ow dz ddi _ dF du dF dv dF dw dï ~ dû'ôl '^ ~dv Tt"^ dw 'dt'
En multipliant ces quatre équations par dx^ dy, dz, dt respectivement et les ajoutant, on a au premier membre
dtii . db) , doi , du> ,
-- dx -\- ~- dy -\- -— dz -^^ -^ dt, dx dy ^ dz dt
c'est-à-dire rfo), tandis que les coefficients de 3-» -r-y -r— sont ' T du dv dw
égaux respectivement à du, dv, dw. Il vient donc
/ N ^ àF , dF ^ dF ^
(9) au) = -- du -\- —- dv -T- -7— dw,
du dv dw
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de sorte que V expression de la différentielle totale du premier ordre d^ une fonction composée est la même que si les fonclions intermédiaires étaient des variables indépendantes. Nous voyons se manifesler ici un des principaux avantages de la nota-* lion difTérentielle; la relation (9) ne dépend ni du nombre, ni du choix des variables indépendantes, et elle équivaut à autant de relations distinctes qu'il y a de variables indépendantes.
Pour calculer <f'(i), nous appliquerons la règle qui vient d'être établie à dtùj en observant que dans le second membre de la formule (9), il entre six fonctions intermédiaires u^ v^ Wy du, dv^ div. On a donc
0*0) = -— — du^ -+- - — V- au dv -f- - — ,— du dw -h —- d^u
ou* du ov du ôw du
du dv H — r— - dç* -^ -r — ^,— dv dw -^ ^— d^v
du dv dç* dv dw dv
d^F , , à^F . , ^''F , ^ dF ,,
du dw -h -7 — r— dv dw -\- ——- dw* -+- -7— a* (v,
du dw dv dw ' dw* dw
OU, en réduisant et employant la même notation symbolique que plus haut,
^ fôF . dF , dF . \(«) dF ^ dF ., dF .,
ct*iii=z{^-du-\-—~dv-\--~- dw ) -^ - d*u -\- — d*v ~\~ -— d*w, \du dv dw I du dv dw
La formule est plus compliquée que dans le cas où w, ç^ w sont les variables indépendantes, à cause des termes en d^u, d^v, d^w, qui disparaissent lorsque u, v^ w sont les variables indépendantes. Pour avoir c^'co, on appliquera de nouveau la même règle à rf^co, en observant que rf^w dépend de neuf fonctions intermédiaires w, (>, iv, du^ dVy diVf d^Uy rf^r, d^iv^ et ainsi de suite. L'expression générale de ces différentielles devient de plus en plus compliquée; d^'io est une fonction entière de du, dv^ dw, d^u, . . . , d"u, d'^v, d"iVj et les termes qui contiennent rf"w, rf'^v^, d" w sont égaux à
^F ^ dF _, dF ^
-r— a 'ï M -^ -— rf " (^ -h T— a « w. du dv dw
Si dans d"<ù on remplace w, ç, iv, du, dv, dw, . . . par leurs expressions au moyen des variables indépendantes, û?"o> devient an polynôme entier en dx, dy, dz, , . • dont les coefficients sont égaux (i;o/r la remarque du n*' 15) aux dérivées partielles d'ordre n
de (0, multipliées par certains facteurs numériques. On a ainsi du même coup toutes les dérivées partielles d'ordre n.
Supposons, par exemple, qu'on veuille calculer les dérivées partielles du premier et du second ordre de la fonction composée co=/(w), où u est une fonction de deux variables indépendantes, tt = ?(^jy)- Si l'on calcule ces dérivées séparément, on a d'abord les deux dérivées partielles du premier ordre
(lo)
et, en prenant les dérivées de ces deux équations par rapport à x et par rapport à y, on a trois relations distinctes seulement qui donnent les dérivées du second ordre
/ <^2 tt) _ d' ti) / (?M \ * dtai d^ u
I dx^ ~~ du> \àxl du âx*^ ) ()*io â^ta du du âtù d^u
àdi àtù du
dM dtû du
dx ~ du dx^
dy ~ du dy
dxdy du^ dx dy du dx dy d^\ù ^ d^d) /àu\* dtû d^u ^ 'dyi'^ ~dïi^\dy) '^ dû 'dy^'
la seconde des relations (i i) s'obtient en difTérentiant par rapport à y la première des équations (lo), ou la seconde par rapport à x. Avec les différentielles totales, ces cinq relations (lo) et (ii) peuvent être remplacées par deux seulement
Uco = ^ du,
(d^iii — __. du^ -r- -— rf* w ; du^ du '
si l'on remplace dans ces deux formules du par -r- dx -t- -t~ dy^
d^u par ^ - dx^ -h 2 dx dy + —^ dy^^y les coefficients de dx
et dy dans la première donneront les dérivées partielles du premier ordre de o), et les coefficients de rfx^, idxdy^ dy^ dans la deuxième donneront de même les dérivées partielles du second ordre de co.
17. Différentielles d'un produit. — La formule qui donne la différentielle totale d'ordre n d'une fonction composée se sim-
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plifie dans certains cas d'une application fréquente dans la pratique. Ainsi, soit à calculer la diflérentielle totale d'ordre n d'un produit de deux facteurs co -= ia\ On a, pour les premières valeurs de n,
dm = çdu-h u dvy d^oj — v d^u-^- 2du dv -h u d^v,
et, d'une manière générale, il est visible, d'après la loi de formation de ces difTérentielles, que l'on a
d** ta =^ V d" u -T- Cl dv df^- ^ u -f- Ctd^v d^-^u -t~. . .-h u d^ç,
C|, C2, . . . étant des nombres entiers positifs. On pourrait démontrer de proche en proche que ces coefficients sont identiques à ceux du développement de (a 4- 6)", mais on y arrive d'une façon plus élégante au moyen de l'artifice suivant qui s'applique à une foule de questions du môme genre. Observons que C|, C2, . . ., Cpy ... ne dépendent pas de la nature des fonctions u et ç; il suffit donc de les déterminer pour des fonctions particulières. Prenons pour cela u = e^j p = ^r, x et y étant deux variables indépendantes; on a
w=<?*-^r, doi = e^+y(dx-^djr)y ..., df^io = e^-^y(dx -h dy)^,
du = e^dxy d^u = e^dx^j ..., dv^eydy, d'^v^^erdy^,
et la formule générale devient, après avoir divisé par e^^^, {dx -^ dyY= dx"* -\- Cl dy dx^-^-^Cidy^dx'*-^-i-.,.-i- dy'^.
Comme dx et dy sont arbitraires, il s'ensuit que l'on doit avoir n ^ n(n—i) n(n — i) . . .(n—p-^i)
et la formule générale est par conséquent
(i3) d'*(uv)= vd'^u-^- d{fd"-^u-h ^~ d^vd'^-^u-r- . . .-r^ ud'^ç. I 1.2
Cette formule s'applique quel que soit le nombre des variables indépendantes; si, en particulier, u et v sont fonctions d'une seule variable x^ on aura, en divisant par dx", l'expression de la dérivée n'^"® d'un produit de deux facteurs.
Il existe des formules analogues à la formule (i3) pour le pro-
duit d^un nombre quelconque de facteurs. On les démontre de la même manière.
La formule qui donne rf^co se simplifie également lorsque les fonctions intermédiaires w, Çj {v sont des fonctions entières et linéaires des variables indépendantes x^ y^ z,
u = ax -t- by -^ cz -+-/, V = a! X -h h' y -^ c' z -r-f, w = a'x -4- fy -i- c'z ->rf\
les coeftlcients a, a\ a", 6, 6', . . . , étant des constantes. On a
du = adx -h b dy -h c dz, dv =^ a! dx -+- h' dy -+- c dz^ dw — a" dx -h b" dy -h c" dz^
et toutes les différentielles rf'^a, rf"^, rf^w, où /i > i , sont nulles. La formule qui donne rf"(o est donc la même que si m, p, «vêtaient les variables indépendantes
Voici une application de cette remarque.
18. Fonctions homogènes. — Une fonction cp(a:, y^ z) est dite homogène et de degré /n, si Ton a identiquement
f^{ix, ty,tz)=.t"^r:^(,x,y,z).
Considérons pour un moment x^y^ z comme ayant des valeurs déterminées et t comme la seule variable indépendante ; la formule précédente peut s'écrire
?(", V, w)= t"^(o{x,y, z), en posant
u — ix, V = ty, w = tz.
Égalons les différentielles d'ordre n des deux membres en
observant que w, v^ w sont des fonctions linéaires de t et que
Ton a
du = X dtf dif =y dt, dw = zdt;
il vient, d'après la remarque de tout à l'heure, en supprimant le
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facteur commuD rf/",
/do do ào \ ^"^
^Tj^-^y -^-+-5-^j =m(m-i)...(/n-n-hi)/'"-«9(jr, ^, ;;).
Si mainteDant on fait t= i, u^ v, w se réduisent kx,yy z et un terme quelconque du premier membre supposé développé
se réduit à
^p^'^-ôJl'^r^'y''-'''^
on est donc conduit à l'égalité symbolique
do do do \ f«*
""dx
^'dy'^^ dz) =''K'W — O'-C^'i — ^H-«)?(J^, r> -)» qui se réduit pour /i = i à la formule bien connue
do dû do
Notations diverses. — En définitive, nous avons trois notalions pour représenter les dérivées partielles des différents ordres d'une fonction de plusieurs variables, celle de Leibniz, celle de Lagrange et celle de Cauchj. Ces différenles notations ont l'inconvénient d'être un peu surchargées et deviennent rapidement fastidieuses dès que Ton a un calcul un peu long à effectuer. Aussi a-t-on imaginé diverses notations plus abrégées. Une des plus employées est celle que l'on doit à Monge pour les dérivées partielles du premier et du second ordre d'une fonction de deux variables; si z est une fonction des deux variables x etj^, on pose
dz _ dz _ ^ _ '^'^ _ d^'Z
et les différentielles totales dz et d'^z ont pour expressions
dz = p dx -h q dy,
d^z =^ r dx^ -r- 9.8 dx dy -4- t dy^.
Une autre notation que l'on commence à employer est la suivante. Si z est une fonction d'un nombre quelconque n de variables G. 3
indépendantes j?i, X2, • • • , x,i, on pose
quelques-uns des indices ai , a^, , . •, %„ pouvant être nuls.
19. Applications. -- Soit j^=/(x) l'équation d'une courbe plane C, rapportée à deux a\es rectangulaires. La tangente en un point M(j^, ^> de cette courbe a pour équation
la normale, c'est-à-dire la perpendiculaire à la tangente menée par le point de contact, a pour coefficient angulaire — ,y et son équation est
par conséquent
Soient P le pied de l'ordonnée, T et N les points de rencontre de l'axe des 27 avec la tangente et la normale; la longueur PN s'appelle la sousnormale, PT est la sous-tangente, MN la normale et MT la tangente.
Fig. 2.
De l'équation de la normale on tire pour l'abscisse du point X la valeur x-\-yy', ce qui montre que la sous-normale est égale à ::hyy\ Si l'on convient d'appeler sous-normale la longueur PN affectée d'un signe, le signe -H ou le signe — suivant que la direction de P vers N coïncide avec la direction positive de ox ou avec la direction opposée, la sous-normale a pour expression yy\ quelle que soit la disposition de la courbe C.
L'expression de la sous-tangente est de même — - ,•
Quant aux longueurs MN et MT, les triangles rectangles MPN et MPT nous donnent respectivement
MN=-VMP ~PN ^ys/x-^y, MT - V Âïp' -f^ Pt' = 4 v/I~^-y^
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On peut i^e proposer sur ces lignes diverses questions. Cherchons, par exemple, toutes les courbes dont la sous-normale est constante et égale à une longueur donnée a\ cela revient à trouver toutes les fonctions j^ — f{^x) satisfaisant à la relation yy' — a. Le premier membre est la dérivée
de - -j le second membre la dérivée de ax] ces deux fonctions ne doivent
•lifférer que par une constante, et l'on a
>'i — . tftr *- (,.
équation d'une parabole ayant ox pour a\e de symétrie. En cherchant de même les courbes dont la sous-tangcnle est constante, on est conduit à réquation
d'où l'on tire
équation d'une courbe transcendante, asymptote à Taxe des x. Four trouver les courbes dont la normale est constante, on a l'équation ^ y' i -+-^'*— ^, qui peut encore s'écrire
le premier membre est la dérivée de — y^a^ y^, et l'on 3, par conséquent,
v/a^ J^irzz x-:- C,
ou
{.r-^C)^-;-yi- a^.
équation d'un cercle de rayon a, ayant son centre sur l'axe ox.
Les courbes dont la tangente est constante sont des courbes transcendantes, que nous étudierons plus tard.
Soient maintenant y =f(x), Y ~ Fi^.r) les équations de deux courbes planes C, G', et soient M, M' les deux points correspondant à une même abscisse x. Pour que les sous-normales aux deux courbes C et G' aux points correspondants aient la même longueur, il faut et il suffit que l'on ait
et par suite'!* = zty^-h G, le double signe provenant de ce que les sousnormales peuvent être dirigées dans le même sens ou en sens opposé. On «satisfait à la relation précédente en posant
ou
ce qui donne une construction facile delà normale à l'ellipse et à l'hyperbole.
1. Soit p =/(a)) l'équation en coordonnées polaires d'une courbe plane. Par le pôle O on mène une droite perpendiculaire au rayon vecteur OM, dont on prend l'intersection avec la tangente MT et la normale MN. On demande d'exprimer les diverses lignes OT, ON, MN, MT en fonction de /(u))etde/'(w).
Quelles sont les courbes pour lesquelles l'une de ces lignes est constante?
Fig. 3.
2. Soient ^ =/(x), ^ = o(ar; les équations d'une courbe gauche T; soit N le point où le plan normal en un point M, c'est-à-dire le plan perpendiculaire à la tangente, rencontre l'axe des z^ et soit P le pied de la perpendiculaire abaissée du point M sur Oz. Quelles sont les courbes T pour lesquelles une des lignes PN ou MN est constante?
R. Ces courbes sont situées sur des paraboloïdes de révolution ou des sphères.
3. Déterminer un polynôme entier en x et du septième degré /(ar), sachant que f{x) -t- i est divisible par (ar — i)* et f(x) — i par {x -r- 1)*. Généraliser la question.
4 Soient P et Q deux polynômes entiers en x tels que l'on ait
^1 -P«= Q/i_ar»
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on a, en désignant par n un nombre entier,
dV __ ndx
R. De la relation
[a) ,_pi=Qî(,_ar*), on tire, en différentiant,
(b) — aPI"=Q('2Q'(i-a-«)— 2Q:r ;
la relation (a) montre que Q est premier avec P, et la seconde que Q divise P'.
5. 'Soit R(x) un polynôme du quatrième degré n'ayant que des racines simples, et ar = :^ une fonction rationnelle de t telle que Ton ait
Ri(/) étant un polynôme du quatrième degré, et -=r une fonction rationnelle. Démontrer que cette fonction ^ satisfait à une relation de la forme
dx __ kdt
[Jacobi.] k étant une constante.
R. On remarque que toutes les racines de Téquation R ( Vr ) ~ o, qui n'an-
dx Dulent pas R|{/), doivent annuler UV— VU' et, par suite --r*
. 6. *La dérivée /i'*^"* d'une fonction de fonction j^ = ç( w). où u est fonction de la variable indépendante x, a pour expression
dx'^ . ^ / 1.2* i .1. . . n ~
{ ^ d'iu^ k d'^iif^'-^ fcik — i) dnu^-i
} dx'^ I dx'' I . 1 dx"^
On remarque d'abord que l'expression de la dérivée d'ordre n est de la forme (a), les coefficients A|, Aj, . . ., A^ ne dépendant pas de la forme de la fonction ç(m). Pour obtenir ces coefficients, il suffit de faire succes-
sivement (p(//) = m, <p(a) = a', . . ., o(u) — u", cl de résoudre les équations obtenues par rapport aux coefficients Ai, A* \„; ce qui donne
les valeurs (b).
La dérivée /i'*^"" de o( -r*) a pour expression
'- — rrr ('?.T)»z>'^"^(x^)-h n(n — i)(9.ir)"-«c^"-'"(jrM -;-...
ax" • ' '
n(n — 0 . . . (/i — 2/J H- iK , ,, „
le nombre/? variant depuis zéro jusqu'au plus grand nombre entier contenu dans — > et f^^^(x^) désignant la dérivée d'ordre i par rapport à x-. Application aux fonctions c~***, arcsina*, arc tang.r.
Les quatre fonctions
y\- sin(/i arc sin^ j, y%~ sinC/i arc cosar), Kî — cos( ;i arc sin^), J'v ~ cos(/iarc rosa?),
satisfont à l'équation différentielle
(i — .r2)y- xy-^n'-y--ii.
iin déduire les développements de ces fonctions lorsqu'elles se réduisenr à des polynômes.
il. 'Démontrer la formule
[Halphen.]
li. Toute fonction z = xo( — ) -i- ^ ( ~ ) satisfait, quelles que soient les fonctions cp et 6, à la relation
rx^ H- lÀSxy 4- (y^ — o.
13. La fonction z — x^{x -^y) '-^yi(>{x -{-y) satisfait, quelles que soient les fonctions <p et ^, à la relation r 25 -t- / — o.
14. La fonction z —/[x — «p{^)] satisfait à la relation ps = qr^ quelles que soient les fonctions /et (p.
15. La fonction z = ar'»(p( - \ -h y-^'^\ ) satisfait, quelles que soient les fonctions 9 et 4^, à la relation
rx*-H 7.sxy -\- ty^-^px — qy - - n^z.
La fonction
y = ;x — a,|9,(.r)-^|x — crj|(ï>j(j")-f-...-l-|x — a„|9„(ar),
où 91 (<r), ^i{x), ..., ^n(^) sont des fonctions continues, ainsi que les dérivées ^\(x), ..., ç^C^?;, admet une dérivée discontinue pour les valeurs ai, ai, . . ., a„.
17. Trouver une relation entre les dérivées du premier et du second ordre de la fonction z =zf{x\y u), où a = <p(iFj, x^)^ Xxy a?j, Xz étant trois variables indépendantes, f{xif a), «p(arj, j:j), deux fonctions arbitraires.
18. Soit/(j7) une fonction quelconque de x el/'(x) sa dérivée. Si l'on
pose u - [f(x)]~^, r =A^)[f'(^)]~K on a
I d^u _ I ri^v u dx* V dx^
19. *La dérivée /i'*^'"** d'une fonction de fonction u — o(y)y oii y = W(x)^ a pour expression
le signe £ étant étendu à toutes les solutions en nombres entiers et positifs deTéquationï-i-ay-î-SA-t-. . .-4-/A: = /i, et/? étant égalài-hy-i-. . .4-X:.
[Faa de Bruno, Quarterly Journal of Mathematics, t. I, p. SSg.]
CHAPITRE TL
FONCTIONS IMPUGITES. — DÉTERMINANTS FONCTIONNELS. CHANGEMENTS DE VARIABLES.
20. Étude d'un cas particulier. — Il arrive souvent que Ton a à étudier des fonctions dont on ne possède pas Teipression explicite, mais qui sont définies par des équations non résolues. Considérons, par exemple, une relation entre trois variables
cette équation définit, sous certaines conditions que nous allons préciser, une fonction des deux variables indépendantes œ, y. Nous démontrerons pour cela le théorème suivant :
Soient x^^Xq, y^zy^^ z:^Zo un système de solutions de V équation (i), tel que la fonction F et ses dérivées partielles du premier ordre soient continues dans le voisinage de ce système de valeurs. Si la dérivée F^ n^est pas nulle pour x=^Xq^ y=zyQ^ z::=Zo^ H cxlstc unc fonction continue des variables indépendantes x, y, et une seule, satisfaisant à Inéquation (i), e^ prenant la valeur Zq^ lorsque x et y prennent respectivement les valeurs Xq ety^,
La dérivée F^ n^étant pas nulle pour les valeurs Xq^ yo^ ^o^ supposons, pour fixer les idées, qu'elle soit positive. D'autre part, les fonctions F, F^, F^, F^ étant continues dans le voisinage de ce système de valeurs, choisissons un nombre / positif assez petit pour que les quatre fonctions F, F!,., F^, F^ soient continues tant que les valeurs de x, y, z satisfont aux inégalités
(2) \x^Xo\<l, lr-Ko|S/, \z-Zo\i\
et que Ton ail, pour ces systèmes de valeurs de Xy y, r.
Pétant un nombre positif, d'ailleurs quelconque; nous désignerons de même par Q un autre nombre positif, supérieur aux valeurs absolues des deux autres dérivées partielles ¥'^ et F^. dans le même domaine.
Cela posé, donnons ^ x^ y^ z des valeurs satisfaisant aux inégalités (2). On peut écrire
on, en appliquant à chacune des diflTérences la formule des accroissements finis, et observant que F(^o> JKo> ^0) = o>
¥{x,y, z) ^ (x — xq)Y'j,[xo-\^^{x — xo), y, z]
---{z - zo) Fi [xo, 70, zo^O^z -zo)];
la fonction F{x,y, z) est donc de la forme
3V \F(^,r»-)^ X{x,y, z)(x--Xo)
i -^~^H^^y,'^)(y-ro)-^C{x,y,z){z-Zo),
les valeurs absolues des fonctions A{x, y^ z)^ K(x, y^ z)^ C{x,yj z) satisfaisant aux inégalités
lorsque les valeurs attribuées aux variables x, y, z satisfont aux inégalités (2). Soient maintenant e un nombre positif inférieur à /,
et T\ le plus petit des deux nombres / et -y- Supposons que
dans l'équation (i) on attribue aux variables x et^ des valeurs déterminées vérifiant les conditions
el qu'on veuille obtenir le nombre des racines de celte équation, où z est regardée comme l'inconnue, comprises entre Zo — £ et ^5-1- e. Dans l'expression (3) deF(x, y, z)^ la somme des deux premiers termes est toujours moindre en valeur absolue que 2QTri, tandis que la valeur absolue du dernier terme est supérieure à Pe, quand on y remplace z par Zq it: e. D'après la façon dont on a
choisi Yi, c'est donc le dernier terme qui donne son signe; on a, par conséquent, F(^, jr, ^o — s) < o et F{x, y, ^o -r e) > o, et l'on en conclut que l'équation (i) a au moins une racine comprise entre Zq — £ et ^o -H s. Cette racine est d'ailleurs unique, puisque la dérivée F^ reste positive lorsque z varie de Zq — t k Zq-^ t. Nous arrivons donc à cette conclusion que l'équation (i) a une racine et une seule qui tend vers :;o lorsque x et y tendent vers les valeurs ^o et^o respectivement. ^
Voyons pour quels systèmes de valeurs des variables x et^'la racine dont nous venons de démontrer l'existence se trouve bien
définie. Soit h le plus petit des deux nombres / et -r^; le raisonnement qui précède nous prouve que si les valeurs des variables x
Fis. 1.
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et ^satisfont aux inégalités \x — Xo\<Chj \y — yo\ <i h^Véqudition (i) aura une racine et une seule comprise entre Zq — / et ^ol- /. Appelons R le carré ayant pour centre le point Mo(^oi J'o) et ses côtés parallèles aux axes de coordonnées, la longueur de chaque côté étant égale à 2 A; tant que le point {x^ y) est à l'intérieur de ce domaine, l'équation (i) détermine une fonction bien définie des deux variables x et y, qui reste comprise entre Zq — / et Zq-v- l- Cette fonction est continue au point Mo d'après ce que nous venons de voir; il en est de même en un autre point quelconque M, du domaine R, car, en vertu des hypothèses qui ont été faites sur la fonction F et ses dérivées, la dérivée F^ (^, , y^ , ^i) sera encore positive au point Mi, puisqu'on aura |xi — ^o|<I ', \y\ — ^o| < A i^i ^ ^ol -< /• On se trouvera donc dans les mêmes conditions au point M« qu'au point Mo, et, par suite, la racine considérée est encore continue pour x = x^^ y -- jKi •
La racine précédenle n'étant définie qu'à rintérieur du domaine R, nous n'avons ainsi qu'un élément de fonction implicite. Pour définir cette fonction en dehors du domaine R, on procède (le proche en proche de la façon suivante. Soit L un chemin continu partant du point (xo,j>'o) et aboutissant à un point (X, Y) situé en dehors du domaine R. Imaginons que les variables x eiy varient simultanément de telle façon que le point de coordonnées {jc,y) décrive le chemin L. Si l'on part du point (xo?^o) avec la valeur Zq pour z^ on a une valeur bien déterminée pour cette racine, tant qu'on n'est pas sorti du domaine R. Soient Mi {xi^y^) un point de ce chemin intérieur à R, et z^ la valeur correspondante de z\ les conditions du théorème général se trouvant encore vérifiées ipoxxv x ^^ x^^ y ^-^y^j z^=^Zx^ il existe un autre domaine R|, ayant pour centre le point M,, à l'intérieur duquel la racine qui se réduit à^i pour x==:X|,^=:j^'i, est définie. Ce nouveau domaine R| aura en général des points extérieurs à R; en prenant de nouveau sur le chemin L un autre point M2, extérieur à R et intérieur à R|, on pourra recommencer la même construction pour obtenir un nouveau domaine R2, à l'intérieur duquel la racine de Téquation (1) sera bien déterminée, et ainsi de suite. On pourra continuer l'opération, tant qu'on n'arrivera pas à un système de valeurs pour x, y y z^ pour lequel F^= o. Je me contenterai ici de ces indications; nous aurons à traiter en détail dans d'autres Chapitres des questions analogues.
21. Dérivées des fonctions implicites. — Revenons au domaine R et à la racine :; = 'f (-^y y) de l'équation (i), qui est une fonction continue des deux variables x ei y dans ce domaine. Cette fonction admet des dérivées partielles du premier ordre. En effet, laissons^ constant et attribuons k x un accroissement Ax qui donne à :; un accroissement A:;; nous avons, d'après un calcul déjà fait,
V{x - Ax, /, 5 -h As) — V{x,y, z)
^ ^¥'x{x-f^ Ix, y, z-\- ^z) — AcF'-Cjt, y, ^ -O'A:;^ ^ o.
On en tire
Ax- ' ~" F'-Tx, j, z -^- 0' Acl *
lorsque ^x tend vers zéro, il en est de même de A^, puisque z est une fonction continue de x. Le second membre tend donc vers une limite, et z admet une dérivée partielle par rapport à x
on démontrerait de même la formule
Remarque, — Si Téquation F = o est de degré m par rapport à 5, elle définit m fonctions des variables x et y. Les dérivées
partielles j-fj- admettent elles-mêmes m valeurs pour chaque
système de valeurs des variables x et y] les formules précédentes donnent sans ambiguïté ces dérivées partielles, pourvu que Ton remplace z dans les seconds membres par la valeur de la fonction dont on cherche la dérivée.
Par exemple, l'équation
définit deux fonctions -\- \/ 1 — x- — y^ et — y/i — x^ — y'^, qui sont continues tant que Ton a x- 4-jK^<C i • Les dérivées partielles de la première sont
et les dérivées partielles de la seconde s'obtiendront en changeant les signes. On obtiendrait les mêmes valeurs en partant des formules
àz X dz y
àx ~ z^ ^y ~ ^ '
et y remplaçant z successivement par ses deux déterminations.
22. Application aux surfaces. — Si l'on regarde Xy y, z comme les coordonnées cartésiennes d'un point dans l'espace, toute équation
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représenle une surface S. Soient (xo, ^o? 5©) les coordonnées d^un point A de cette surface; si la fonction F est continue, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre dans le voisinage des valeurs Xq, y», Zo^ sans que ces trois dérivées soient nulles simultanément au point A, la surface S admet un plan tangent en A. Supposons, par exemple, que la dérivée partielle F^ ne soit pas nulle pour x = Xqj y =^0 ^ = ^o- D'après le théorème général, Féquation de la surface peut aussi s'écrire, dans le voisinage du point A, en la supposant résolue par rapport à z^
^(x,^) étant une fonction continue, et l'équation du plan tangent en A est
remplaçons j- et -r^ par leurs valeurs tirées des formules précédentes : Téquâtion du plan tangent devient
Si Ton avait (^) ^^^^j^** (:* ) >^Oj on considérerait y et z
comme les variables indépendantes et x comme une fonction de ces variables; on arriverait encore à la même équation (5) pour le plan tangent, ce qui est évident a priori d'après la symétrie du premier membre. On verrait de même que la tangente en un point (^o^^o) d'une courbe plane représentée par F(a:, j> ) =:r o a pour équation
Si Ton a à la fois
[d?\ n)V\ [ôV\
le point A est un point singulier ; les tangentes aux diverses courbes situées sur la surface et passant par X forment en général un cône et non un plan. Ce cas sera étudié plus loin (Chap. III). Dans la démonstration du théorème général sur les fonctions implicites, nous avons supposé que la dérivée Fl^ n'était pas nulle.
L'intuition géométrique fait bien comprendre pourquoi cette con-
— j ^^oetf— j 7^0,
le plan tangent à la surface S est parallèle à Taxe des^; une parallèle à Taxe des z voisine de la droite x ^= Xo^y=yo rencontre généralement la surface en deux points voisins du point de contact. L'équation (4) admet donc deux racines tendant vers Zq lorsque x ety tendent vers Xq et jKo respectivement.
Par exemple, si l'on coupe la sphère x^ -i- y^ -h z^ — i ^^ o par la droite y = o^ a:=i-i-e, il y a deux valeurs de z tendant vers zéro en même temps que £, réelles si s est négatif et imaginaires si s est positif.
23. Dérivées successives. — Dans les formules qui donnent les dérivées du premier ordre
dx ~~ Kl ây ~ F". *
on peut considérer les seconds membres comme des fonctions composées, z étant une fonction intermédiaire. On pourrait donc calculer les dérivées successives de proche en proche en appliquant la règle de différentiation des fonctions composées. L'existence de ces dérivées successives est d'ailleurs subordonnée à l'existence des dérivées partielles des différents ordres de la fonction F(a:,^, z).
On obtient ces dérivées d'une façon plus simple en appliquant la proposition suivante : Lorsque plusieurs fonctions d*une variable indépendante vérifient une relation F — o, leurs dérivées vérifient la relation obtenue en égalant à zéro la dérivée du premier membre, prise par la règle de différentiation des Jonctions composées. Il est clair, en elfet, que, si la fonction F se réduit identiquement à zéro quand on y a remplacé les variables dont elle dépend par des fonctions de la variable indépendante, il en est de même de sa dérivée. Le théorème subsiste encore si les fonctions liées par la relation F r== o dépendent de plusieurs variables indépendantes.
Cela posé, supposons d'abord que l'on veuille calculer les dérivées successives de la fonction implicite y de la seule variable x définie par la relation
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OQ en déduit successivement
Ox ()y '
f)»F ô'^V O^V , oV , Ox^ "^ ^ OxOy^ "~ dyi -^ "^ Oy^
dx«(>i -^ ' âx ôyi ^ ^JT c)r ^
elFon calculera ainsi de proche en proche y' , y", y"
Exemple. — Étant donnée une fonction j' — /{x i, on peut inversement considérer^ comme la variable indépendante et x comme une fonction dey définie par Téquation y - f{x). Si la dérivée f'{x\ n'est pas nulle pour la valeur Xq, qui donne j© —/(xq), il existe, d'après le théorème généra], une fonction et une seule de j' qui satisfait à la relation ^ - f(x) et qui prend la valeur Xo pour ^ ^^oi c'est ce qu'on appelle la fonction inçerse dt /(x). Pour calculer les dérivées successives x'^^ Xjt, Xy*, ... (le cette fonction, il suffit de différentier plusieurs fois de suite, en considérant y comme la variable indépendante, ce qui nous donn«*
O^ /''{X)(Xy)^ ^/\x)Xyty
O ^-/'"{X){Xy}^'^ 'i f {x)x'^Xy. — f K X )x"y*,
on en tire
._ I ._ fix) „_VJ^x)\t r(:r)r(-r)
^^~/\xr 'y- ""[/cr^p' ^y'-^ 'L7'(.ni''
H est à remarquer que ce système de formules ne chanj^c pas quand on permute x'y et f'ix), Xyt et /'(x), Xy» etf"{x), . . ., car la relation entrt* les deux fonctions^ =:/(x) et x — <^(y ) est évidemment réciproque.
Pour donner une application de ces formules, supposons que l'on veuille obtenir toutes les fonctions y — /(x » qui satisfont à la relation
quand on prend j^ comme la variable indépendante, el x comme la fonction, cette équation devient
Xy9 -- O.
Or, les seules fonctions dont la dérivée troisième soit nulle sont des poUnomes, du second degré au plus. On aura donc, pour r, une expression de la forme
Cl, Cit Gs étant trois constantes quelconques; en résolvant cette équation par rapport à y, on en conclut que toutes les fonctions y =/(x) qui satisfont à la condition proposée sont comprises dans la formule
y = a±: yjbx -t- c,
a, h^ c étant trois constantes arbitraires. Cette équation représente une parabole ayant son axe parallèle à l'axe des x.
24. Dérivées partielles. — Considérons maintenant une fonction implicite de deux variables définie par l'équation
les dérivées partielles du premier ordre sont données, comme nous l'avons déjà vu directement, par les relations
Pour avoir les dérivées partielles du second ordre, il suffît de différentier de nouveau les deux équations (7) par rapport k x et ky, ce qui donne trois relations distinctes seulement, car la dérivée de la première par rapport ky est identique à la dérivée de la seconde par rapport à x^
â*F d«F dz Ô^V /âzV àF d^z
dF ÔF âz
dF dF dz
dx Oz Ox '
dy dz dy
• dz dx dz* \àx/
dx* ' dx dz dx dz* \dx/ dz dx* *
^!I_ _^iL ^f ^"L ^ d^ dz dz dF d^z __ dx dy dx dz dy dy dz dx dz* dx dy dz dx dy ~ *
d*F d*F dz d*F_/ dzy dF d*z _
~d}à "^ ^ oj^ dy'^'dz^ \dy) "^ 'dz dy* ~ ^'
et l'on calculerait de même les dérivées du troisième ordre et d'ordre plus élevé.
L'emploi des différentielles totales permet encore de déterminer en même temps toutes les dérivées partielles du même ordre. II suffît pour cela de s'appu^'cr sur le théorème suivant : Lorsque plusieurs fonctions Uj ç, iv, . . , d^un nombre quelconque de variables indépendantes x, v, ;;,... vérifient une relation F = o, les différentielles totales satisfont à la relation dF = o, obtenue en prenant la différentielle totale de F comme si toutes les variables dont elle dépend étaient des variables indépendantes. Pour le démontrer, supposons qu'on
ait une relation F(w, i', w) =^ o, w, r, iv étant des fonctions des variables indépendantes x^ y, z^ t. Les dérivées partielles de //, p, w satisfont aux quatre équations
c»K du d¥ d^ ^!! ^i^ _
du dx ds^ d.r dw dx *
^F du dF dx' dF^ dw _
du dy d^ dy dw dy ~^ ^
dF du ^ dV dy dY dw __
du dz d^' dz dw dz
olF du dF^dy dV^dw _
dû~dt '^ ^ di '^ dw dt" ^'
multiplions-les respectivement par dx, dy^ dz^ dt et ajoutons-les, il vient
-- du -^. dv -^ - dw — dV = o.
du dv dw
Nous voyons encore ici l'avantage de la notation difTérentielle, car la relation précédente est indépendante du choix et du nombre des variables indépendantes. Pour avoir une relation entre les diflTéfentielles du second ordre, il suffira d'appliquer le théorème général à la relation rfF ^^ o, considérée comme une équation entre Uy V, iv, rfw, dv^ dw, et ainsi de suite; on remplacera seulement par zéro toutes les diflerentielles d'ordre supérieur au premier des variables que l'on a choisies pour variables indépendantes.
Appliquons ceci au calcul des différentielles totales successives de la fonction implicite définie par l'équation (6), :r et ^ étant les variables indépendantes. Il vient
dF dx
dx -f-
dy ^
H- ^' dz dz
/dF \dx
dx
dF
dy
dF
-^dz
\(î) dz\ -
dz
et les deux premières de ces équations peuvent remplacer les cinq relations (7) et (8); de l'expression de dz on déduit les deux dérivées du premier ordre, et de l'expression de d^z on déduit les trois dérivées du second ordre, etc. Considérons par exemple
l'équation
Ax*-+- A>« -t- A'^2 = I,
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qui donne, en diflfëren liant deux fois,
Ax dx -^ A'y dy — A' ^ dz — d.
A dx'--^ \'dy^-h A'dz^-^ M'zd^z ^
de la première on lire
, At dx -^ S! y dy
et, en portant cette valeur de dz dans la seconde, il vient
Ai Ax^ -^ A" z^)dx't -V- 1 \k' xy dx dy ~^- K' ( k' y'^ -^ \'j«Wv' A'^'Z^
On aura donc, en employant la notation de Monge,
_ A(Aar»-4- A'-5«) AA'xy A7A'K»-f- A'sM
La méthode est évidemment générale, quel que soit le nombre des variables indépendantes et Tordre des dérivées partielles que Ton veut calculer.
Exemple. — Soit z =/{x, y) une fonction des deu\ variables x et y. Considérons, dans la relation précédente, y et z comme deux variables indépendantes, et x comme une fonction implicite de ces deux variables; proposons-nous de calculer les différenlielles du premier et du second ordre dx et d^x. On a d'abord
dz = /- dx-h - - dy ; àx cj/
comme on prend ^ et ^ pour variables indépendantes, on doit faire
et, en prenant de nouveau la différentielle, il vient
o = '^dx^-^- -Jt -^^ dxdy-i-P^^ dy^-r- ^/ d*x. àx^ àxdy ^ dy^ "^ dx
Ces équations peuvent s'écrire, en employant la notation abrégée de Monge pour désigner les dérivées partielles du premier et du second ordre de la fonction /(a:, j^),
dz ~ p dx -\- q dyy o = rdx^-i- 2S dxdy -^ t dy^-{-p d^x:
on tire de la première
^^dj^qjly^
P «t, en portant cette valeur de dx dans la seconde, on a
r dz*-¥- i(ps — qr)dy dz -^( q^r — y.pqs -^ p^()dy^
Les dérivées partielles du premier et du second ordre de x, considérée romme fonction des variables z et j^, ont donc les valeurs suivantes
àx 1 dx
àz " y 'Oj~
à^x qr — ps
i -^- = ^ - — r^> ôy dz p^
T^pqs — p^t — q^r
Proposons-nous, comme application de ces formules, de trouver toutes
les fonctions f(x, y) satisfaisant à Téquation q^ r -h p^ t = ^pqs. Si, dans
la relation z =/(x, y), on considère x comme une fonction des variables
â^x indépendantes y et z^ la condition précédente devient -r— ^ = o. Cette
équation exprime que — ne dépend pas dey; on a donc
f^(s) étant une fonction quelconque de z. Cette nouvelle équation peut encore s'écrire
et elle exprime que x — y^(^) ne dépend pas dc^'. On a donc encore
xr^y'^(z)^^(z),
'^(^) étant une autre fonction quelconque de z, et l'on obtiendra toutes les fonctions z=f(Xjy) répondant à la question en résolvant l'équation précédente par rapport à z. Cette équation représente une surface ongendrée par une droite qui reste parallèle au plan des xy.
Théorème général. — Soit (E) un système de n équations
F, (a:,, Xi, .,.. Xp; u,, Wj, ..., a„) = o,
FtiXu Xi, ..., Xp; U,, Ml, ..., ll„) rrrO,
entre n-hp variables W|, Wa» •••, ifn'j -^i» ^2? •••? ^p- On
suppose que ces équations sont satisfaites pour les valeurs Xi = :rj, . . . , Xp=iX^p, Ut r= wj, . . . , Un=^ uf^y que les Jonctions F| sont continues et admettent des dérivées partielles du premier ordre continues dans le voisinage de ces valeurs, et enfin que le déterminant
dFx
âFx
ÔUx
dut
dUn
ôFt
dux
àut
àUn
dV„
àF„
djn
dux
âuf
dUfi
n^ est pas nul pour
Xi^X^i, llA=l
Dans ces conditions, il existe un système de fonctions et un
seul W|i^ ^i{^\^ ^tj • • •, ^p)t • • •, Un—- 'f/i(^i, X2'> . . ., Xp),
tatisfaisant aux équations (E), et se réduisant respectivement à wj, u\y • • ., wJÎ, pour Xi =r. x^^, . . ., Xp= x^^.
Le déterminant A s'appelle le Jacobien (*) ou le Déterminant fonctionnel des n fonctions F|, F2, ..., F/j par rapport aux variables Wi, Wj, •• ., w,,. On le représente par la notation
D(£/,, Mj, ..., Un)'
' Nous commencerons par établir le théorème dans le cas parti-, culier d'un système de deux équations avec trois variables indépendantes et deux inconnues u et ç
(9) Fi(^,r, s, «, ^)^o,
(10) Fj(^,7, -, w, i') = o.
Ces équations sont satisfaites, par hypothèse, pour x = Xo^ y =^oj ^ = ^o> u ^^ Wo> ^ = ^'oî et le déterminant
^F, ÔF^ _ aF, dFj du dv àv du
n'est pas nul pour ce système de valeurs; il en résulte que l'une au (») Jacobi, Journal de Crelle, tome 22.
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moins des dérivées — - » -— n'est pas nulle pour ces mêmes valeurs.
/)P Supposons, pour fixer les idées, que —^ ne soit pas nulle. D'après
le théorème établi plus haut pour une seule équation, la relation (9) définit une fonction (^ des variables Xyjr^ z, w,
qui se réduit à i'o pour x = Xq, y = y^', ^ ^^ 5o> w ^-^ i/q. Imaginons qu'on ait remplacé v par cette fonction dans l'équation (lo) ; nous sommes conduits à une relation entre x^ y^ z et e/,
*(x,7, z, u) = F,[x,^, z, u,j{x,y, z, u)], qui est vérifiée pour x ^^ ^o^y =/oj ^ = ^o w = Uo*On a
Ou ~ du dv du'
ôr, de la relation (9) on tire
— 1 -h — -i =0, Ou Ov Ou
et, en remplaçant — par cette valeur dans —» il vient
D(Fn F,)
On voit que cette dérivée n'est pas nulle pour les valeurs x^^ y^y ^0) ^oî Isi relation <> = o est donc satisfaite en prenant pour u une fonction continue u = ^(-3?, y^ z) qui est égale à iin pour X = Xq, y =yoj 2 = 5o, et, en remplaçant u par ?p(x, j^, 5) dans f(Xy y^ 5, w), on a également pour v une fonction continue. La proposition est donc établie pour un système de deux équations.
On démontre, comme plus haut, que ces fonctions admettent des dérivées partielles du premier ordre. Laissant j/* et z constants, donnons k x xxxa accroissement Ao:, et soient Aw et A^^ les accroissements-correspondants des fonctions u et p. Les équations (9)
et (lo) peuvent s'écrire
e, s', e", r,, y/, r/' tendant vers zéro lorsque Ax, Aw, Ar tendent vers zéro. On déduit de là
lorsque Ax tend vers zéro, il en est de même de Aw, Aç' et, par suite, de e, e', e", r,, r/, Tj". Le rapport — a donc une limite, c'està-dire que u admet une dérivée partielle par rapport à x
clF, ^F, __ â¥\ dVj du ^ dx âv âv dx
in;~ " OFi db\ dFi Oh\ '
au àv dv du
On verrait de même que le rapport — tend vers une limite finie j-y qui est donnée par une formule analogue; pratiquement, on calculera ces dérivées partielles au moyen des deux équations
àF, dx
dF, dv
dv dx
dF^ dx
dF, du
du dx-^
àF, dv
dv dx
et l'on obtiendra, de la même façon, les dérivées partielles par rapport aux variables y et z.
Pour établir maintenant le théorème général, il suffira de montrer que, si la proposition est vraie pour un système de (n — i) équations, elle est encore vraie pour un système de n équations. Le déterminant fonctionnel A n'étant pas nul, par hypothèse, pour les valeurs initiales, l'un au moins des mineurs correspondant aux éléments de la dernière ligne est différent de zéro pour ces mêmes valeurs. Supposons qu'il en soit ainsi pour le mineur correspon-
àF
dant à —^ » qui n'est autre que
àu„
I>(F,,F, FV,).
l>(Wl, "l "/i-I » '
le théorème étant exact pour un système de (// — i) équations^ on lire des (n — i) premières équations (E)
Tn ; Un
Un 1 = 0//-i(J^i, Ti, .. ., Tfj'y Un),
les fonctions <p,- étant continues, et, en remplaçant W|, . . ., Un-%
par les fonctions ©, o„_i dans la dernière des équations (E),
00 est conduit à une nouvelle relation pour déterminer u„^
Tout se réduit à démontrer que la dérivée - - n'est pas nulle
pour les valeurs considérées a;", x\^ . . ., .r^, u^^\ car, s'il en est ainsi, on pourra déduire de cette dernière équation
la fonction ^ étant continue, et, en portant cette valeur de iin dans 0|. . . . , ç«_i, on aura également pour //|, //j, . . . , w,/_i des fonctions continues. Or on a
dUn àUi tiu,i ' ' ' àUn-i <^"
()b\_ ôyn_i _ àV,,
et les dérivées -- - » *— »
relations
()F, âoi dUi du a
y ;-— sont données par les n — i
dUn *^
d¥t t>Q„_, du„-i dUn
dUn
dUx dUn
dUn-i <^thi
du.
on peut considérer les relations (i i) et (lu) comme n équations
I- , . dot dtD
iineaires en ,^— » •••♦ -;
dOn^
dUn
du a du,
» et Ton en tire
d^ D^F,, F,^..., l'VO ^ 1)(F,, F,. .. . F„)
dUn D(ai, a,, ..., a«_i) D(«i, aj, a„)
La dérivée - — n'est donc pas nulle pour les valeurs initiales
et, par suite, le théorème général est démontré.
Les dérivées successives des fonctions implicites définies par plusieurs équations simultanées se calculent comme dans le cas d'une seule équation. Il faut encore observer que, lorsqu'il y a plusieurs variables indépendantes, il est avantageux de calculer les différentielles totales, pour en déduire toutes les dérivées partielles du même ordre. Supposons, par exemple, qu'on ait deux fonctions a et c des trois variables or, y, z, définies par les deux relations
les différentielles totales du premier ordre du et dv sont données par les deux équations
àF ^ dF ^ àF , âF ^ âF ^
ox dy ^ dz du dv
-^— dx -{- -r- ciy -^ -r- dz -i- ^— du -h -T~ clv — o.
dx dy ôz ou dv
On aura ensuite d^u et d^ç au moyen des équations
ôF , dF _, \'«^ dF ,, ôF
-- dx -\-. . .-\- -~ dv \ -r- ,- d*u ^ Tox àv j ou ov
{ ^— dx -h. . .-h -T- dv ] H- -^- rt* w H- -— a* i' ~ o, \ox aç I '^" '^'*
du àv
et ainsi de suite. Dans les équations qui donnent d'^u et rf^f, le déterminant des coefficients de ces différentielles est égal, quel que
soit n, au jacobien J" ' — - qui, par hypothèse, n'est pas nul. 26. InTersion. — Soient Mj, ai, ..., Um n fonctions des n variables
. ,. j I, I . . • E)(Mi, Uij .... Un)
indépendantes a?!, x^j ..., ar^, telles que le jacobien yt, x
u{Xii aTj, . . ., Xn)
ne soit pas identiquement nul. Les n équations
( «1~ Tl(^l> • ••» ^/l)» Wj= ?j(^lt 37,, .. ., Xrt), ...,
définissent inversement a7i, a?!, ..., ar^ en fonction de ai, a,, .... Un- H suffit, en effet, de considérer un système de valeurs a?}, xj, . . ., x% pour
lesquelles le jacobien n'est pas nul; u{, uj, . . ., u% désignant les valeurs correspondantes de Ui, Uty ..., Um il existe, d'dprés le théorème général, un système de fonctions
X, = 4/,(m,, ..., Un), Xt^ ^t{lhi •••» "«)» •..,
qui satisfont aux relations (i3)et qui prennent les valeurs x^, x\, ..., orj pour u%= u\s ..., Un= aj. Ce sont les fonctions inverses des fonctions Çi, ©1, ..., tp/»; la détermination effective de ces fonctions s'appelle une inversion.
Pour calculer les dérivées des fonctions inverses, il suffit d'appliquer les règles générales. Ainsi, dans le cas de deux fonctions
si l'on considère inversement u et v comme les variables indépendantes, r et/ comme les fonctions, on a les deux relations
du — -^ dx -+■ -i- dy, ôx ày
d'où l'on lire
dv = — - dx -4- - '- dv.
, _ dy ây i _ ^-^ ^^
dx ^y ôy ôx dx dy dy dx
On a donc les formules
do _ôf
dx _ ày dx _ dy
du ~ df d(^ df do ' dv ~~ df do ôf do ' dx dy dy dx dx dy dy dx
_ do df
dy _ dx dy __ dx
du ~~ df d^ df do ' dv ~~ df d^^ df do ' dx dy dy dx dx dy dy dx
27. Tangente à une courbe gauche. — Considérons une courbe C représentée par un système de deux équations
soient Xo,j^o? ^o les coordonnées d'un point M© de cette courbe,
tel que l'un au moins des trois jacobiens
<)F, dFt __ d_Fx djji ^F, ^ __ ô¥x ^Fj ^ dV^ _ <)F, d\\ ày dz àz dy Oz ôx ôx dz ôx ày dy àx
soit différent de zéro, quand on y remplace x, y, z par J^o? JKoi ^o- Supposons, pour fixer les idées, que '' * ne soit pas nul
pour les coordonnées du point Mq; des équations (i4) on peut
alors tirer
cp et i^ étant des fonctions continues de x se réduisant respectivement àj^o et^o pour a: = Xq, La tangente à la courbe C au point Mo est alors représentée par les deux équations
quant aux dérivées ^'{x) et '}'(^), elles se calculent au moyen des deux relations
'àx-^-àj'^^''^-^-dz 'K*^) = ^' à^^ ^F, ,, dF, ,,, ^
dx ôy ' àz ^
Faisons dans ces relations x = Xq, y =^yo^ z =z Zq et rempla-
Y Vn Z z
çons ^'(xq) et J'X^o) par y-_j^ et y_"" respectivement; les
équations de la tangente peuvent encore s'écrire
i(S).<-->-^(';oy-->-(î).'--'i(î).<-'-(m"--'-^(m<^— -•
ou
X — Xq __ Y — l'o _ Z — ^0
rD(F77F7r|" ~ rD( f;7fô| ' rD"â^7F7)T'
L'interprétation géométrique du résultat est bien facile. Les équations (i4) représentent respectivement deux surfaces S| et S2, dont la courbe C est l'intersection; les équations (i5) représentent les deux plans tangents à ces deux surfaces au
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point Mo, de sorle que la tangente à la courbe C est la droite d'intersection de ces deux plans tangents.
Les formules deviennent illusoires, lorsque les trois jacobiens écrits plus haut sont nuls à la fois pour les coordonnées Xq^Yo^ Zq. Lorsqu'il en est ainsi, les deux équations (i5) se réduisent a une seule, et les surfaces Si, Sa sont tangentes au point Mo. Dans ce cas, rintersection de ces deux surfaces se compose en général, comme nous le verrons plus loin, de plusieurs branches distinctes passant par le point Mo.
II. - DETERMINANTS FONCTIONNELS
28. Propriété fondamentale. — Nous venons de voir le rôle important que joue le déterminant fonctionnel dans la théorie des fonctions implicites. Toutes les démonstrations supposent expressément qu'un certain jacobien n'est pas nul identiquement. Si ce jacobien est nul identiquement, il se présente des circonstances toutes différentes, comme il suit du théorème fondamental suivant :
Soient H%^ «2î • • • ^ fhiy n fonctions des n i^ariables indépendantes JC,, X2, /'//. Pour quil existe entre ces n fonctions
une relation ri(W|, u^ ..., //„) — o, ne renfermant pas les variables X|, x., . . . , x,,, il faut et il suffit que le déterminant
fonctionnel -— ^'— ''^i* •'-''^' soit nul identiquement.
U{Xx, Xt Xn) '
D'abord, cette condition est nécessaire. En effel, s'il existe entre les /2 fonctions //f , U2, .... w^, une relation n(w,, u-y, . . . , u„)=Oy on en déduit, en différentiant par rapport à chacune des variables Xi successivement, les n équations
OU
Oui
Oui OU Oit^ Oxx Oiit Oxx
OUu
Ou,, Ox\
OU
peu
Oiii OU Oiu
OXfi àUf OXn
t avoir à la fois
ou
Oii„
Ou,, OXa
OU _ OU Oui ~' di(i
OUn
puisque la relation considérée se réduirait à une identité, il faut
bien que le déterminant formé par les coefficients de -— -> • • • > ^ — ^ *^ dUl du„
soit nul.
La condition est aussi suffisante. Pour établir ce point, nous nous appuierons sur quelques remarques qui résultent immédiatement des théorèmes généraux :
1° Soient w, f, fv trois fonctions des trois variables indépendantes œ. r, z. telles que le déterminant >— — ^ — ^-^ ne soit pas nul.
On ne peut avoir entre les différentielles totales du, dv, dw aucune relation de la forme
\du -^ \Ldv -^^ dw = G,
à moins que Ton n'ait à la fois X := [jl = v = o. En effet, en égalant à zéro les coefficients de dx, dy^ dz dans la relation précédente, on a trois équations qui n'admettent pas d'autre solution en X, |JL, V que X = jjl = v = o.
2** Soient w, w, i^, SrV quatre fonctions des trois variables indépendantes x^ y y z, telles que tjt"^— ^-— r "^ soit pas nul. On peut
inversement exprimer x, y^ z en fonction de w, t^, (V, et en portant ces valeurs de x^y^ z dans w, on obtient une fonction
tu = tî>(/^, V, w)
des trois variables w, s^^ w. Si, par un moyen quelconque, on a obtenu entre les différentielles totales rfco, rfw, dçj rftv, prises par rapport aux variables indépendantes x^y^ s, une relation de la forme
(i«) €/(u = V du -^ iidç-hR dw,
les coefficients P, Q, R sont égaux respectivement aux dérii^ées partielles de ^(u, t^, w),
au av dw
On sait, en effet, d'après la règle qui donne la différentielle totale d'une fonction composée (n° 16), que l'on a bien
, t)4> , r)«l> ^ d^ , aoi = -— du -h -~ di> -h -,— dw, du dv dw
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et il ne peut pas exister entre diù^ duy dv, dw d'autre relation que la précédente de la forme (i6), car on en déduirait une égalité de la forme
> du -f- ;ji dv - - V dw — o,
où les coefficients X, [Ji, v ne seraient pas tous nuls; ce qui est impossible, d'après la première remarque.
Il est clair que ces remarques s'étendent à un nombre quelconque de variables indépendantes.
Cela posé, considérons, pour fixer les idées, un système de quatre fonctions de quatre variables indépendantes
Y -Ft(x,y,z, t),
le jacobien — |-'* — *' /'#/ ^s^> P^^^ hypothèse, identiquement nul, et nous supposerons d'abord que Tun des mineurs du premier
ordre, — ,,V — ^- — ~- par exemple, est différent de zéro. Des trois ' D{x,j^,z) » ^ '
premières équations (17) on peut imaginer que Ton tire les
valeurs de x^ y^ z en fonction de X, Y, Z, t et, en portant ces
expressions dans la dernière formule, on obtient pour T une
fonction de X, Y, Z, /,
on va démontrer que cette fonction <I> ne contient pas la variable /, ou que Ton a identiquement — = o. Considérons pour cela le
déterminant
dx dy dz
dY % <)Fj dFj
àx dy dz
àFj, d?^ dVj,
dx dy dz
d¥,, djj, d¥^
dx dv dz
d\ d\ dZ
dT
si l'on remplace dans ce déterminant rfX, rfY, rfZ, rfT par leurs
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expressions
rf\ - . dx -r- - dy -r- - dz -i- -^ dt,
Ox ùy '^ dz dt
puis qu'on développe par rapport à rfx, dy^ dz, dty on vérifie que les coefficients de ces quatre différentielles sont nuls; les trois premiers sont des déterminants aj'ant deux colonnes identiques, le coefficient de dt est le déterminant fonctionnel lui-même. On a donc A = o. D'autre part, si l'on développe ce déterminant par rapport aux éléments de la dernière colonne, le coerOcient de d'V n'est pas nul et on a une relation de la forme
^/T --- P d\ r- Qd\ - R dZ.
D'après la remarque de tout à l'heure, le coefficient de dt, dans le second membre, est égal à — • Or, ce second membre ne renferme pas rf/; on a donc -r- =: o, et la relation (i8) est de la forme
Tr^*(X, Y, Z).
ce qui démontre le théorème énoncé.
On peut remarquer qu'il n'existe pas, entre les quatre fonctions X, Y, Z, T, de relation indépendante de o;,^, z, t, qui soit distincte de la précédente. En effet, s'il en existait une, en y remplaçant T par <Ï>(X, Y, Z), on en déduirait une nouvelle relation de la forme n(X, Y, Z) =^ o, et l'on devrait avoir
IV\, Y, Z
contrairement à l'hypothèse.
Passons au cas où tous les mineurs du premier ordre du jacobien sont nuls identiquement, l'un au moins des mineurs du
deuxième ordre, ^~~ — — par exemple, n'étant pas nul. Des deux
premières relations (17) on peut tirer x eiy eu fonction de X, Y, :;, /, et les deux dernières deviennent
Z- 4>,(X, Y, ^, /), Tr-ci,^(X, Y, 5,/).
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Considérons, d'autre part, le déterminant
I dVx 0¥i
dx Oy
I Ox Oy
dL
on démontre, comme tout à Theure, que ce déterminant est nul et, en le développant par rapport aux éléments de la dernière colonne, on a une relation de la forme
d'où Ton déduit
(rt--^-- Pd\-^Qd\\
On verra de même que l'on a 0^,
'ot~
ot
el il existe, dans ce cas, deux relations distinctes entre les quatre fonctions X, Y, Z, T
Z- *,(X, Y), Tr^*,(X, ^ )-, il n'en existe pas d'autre, distincte de ces deu\-là, car on en dédui-
rail une relation entre A et Y et l on devrait avoir -n ^^*>î
contrairement à l'hjpolhèse.
Enfin, si tous les mineurs du deuxième ordre du jacobieii étaient nuls, sans que les quatre fonctions X, Y, Z, T se réduisent à des constantes, on verrait de même que trois d'entre elles sont fonctions de la quatrième. Le raisonnement qui vient d'être fait est évidemment général; si le jacobien des n fonctions F,, Fj, . . . , ¥,t de n variables indépendantes X| , x^, . . . , .T/,, est nul, ainsi que tous les mineurs k n — /• -r i lignes, l'un au moins des mineurs b n — r lignes étant différent de zéro, il y a exactement r relations distinctes entre les n fonctions, et r d'entre elles peuvent s'exprimer au moyen des n — r restantes, entre lesquelles n'exislr aucune relation.
Nous laisserons au lecteur le soin de démontrer la proposition
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suivante, qui s^établit de la même façon. Pour que n fonctions de n-^-p variables indépendantes soient liées par une relation ne contenant pas ces variables, il faut et il suffit que les jacobiens de ces n fonctions, par rapport à n quelconques des variables indépendantes, soient tous nuls. En particulier, pour que deux fonctions F|(a:i, 0^2, . . ., Xn) et F2(xi, Xa, . . ., Xf^) soient fonctions Tune de l'autre, il faut et il suffit que les diérivées partielles cor-
respondanles — et — -^ soient proportionnelles.
Bemarque. — Les fonctions F|, Fa, . . . , F^, qui figurent dans les énoncés précédents, peuvent dépendre en outre de certaines variables j^i,j^2, ... ,j'ot> différentes des variables ;ri, 0:2, ...,Xrt. Si le iacobien *' — ^'-.m — 'L est nul identiquement, les fonc-
tions F|, F2, . . ., Frt sont liées par une ou plusieurs relations ne renfermant pas les variables a^i, j^a? • • •» ^/ij mais les autres variables ^1, y2i • • •? ym figureront en général dans ces relations.
Applications. — Le théorème précédent est d'une grande importance en Analyse. Par exemple, il permettrait de démontrer la propriété fondamentale du logarithme, sans se servir de la définition arithmétique. On démontrera, en effet, au début du Calcul intégral, qu'il existe une fonction bien définie pour toutes les valeurs positives de la variable, qui se réduit
à zéro pour a? = î, et dont la dérivée est égale à -• Soit /(a?) cette fonction; posons
Il existe donc une relation de la forme
pour déterminer la fonction «p, il suffit de faire y = v^ ce qui nous donne f(x)=z <p(ar), ei, par suite, puisque x est quelconque,
On voit comment la définition précédente aurait conduit aux propriétés
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fondamentales des logarithmes, si leur invention n'avait précédé celle du Calcul intégral.
Pour donner une autre application, prenons un système de n équations à n inconnues Ui, u*, . . . , u^
l F,(U|, U, Un) = H,,
F,(m,, uty ..., M«) = H.,
\ F«(M|, Ut, ..., Un) = Hrt,
Ht, H), ..., Un étant des constantes ou des fonctions d'autres variables Xif Xif ..., Xm, qui peuvent aussi figurer dans les fonctions F/.
Lorsque le jacobien -^ *^ — ** '"* — ^ est identiquement nul, il y a entre
U(M|, Mj, . . ., Un)
les /i fonctions F/ un certain nombre de relations distinctes, soit n — k, de la forme
F^,= ni.(F„ ...,F^), ...,F« = n„_A-(F„ ...,F^);
pour que les équations (19) soient compatibles, il faut évidemment que l*on ait
et, s*il en est ainsi, les /inéquations (19) se réduisent à k équations distinctes. On a donc les mêmes cas particuliers que dans la discussion d*un système d'équations linéaires.
29. Autre propriété du jacobien. — Le jacobien d'un système de n fonctions de n variables présente des propriétés analogues à celles de la dérivée d'une fonction d'une seule variable. Ainsi le théorème précédent peut être considéré comme une extension du théorème du n** 8.
La formule qui donne la dérivée d'une fonction de fonction peut de même être étendue au jacobien. Soient F, , Fj, . . . , F„ un système de n fonctions des variables W|, ^2? •••? ^^/o ^1^ supposons que ^1 , e/2, . . », Un soient elles-mêmes des fonctions des n variables indépendantes X|, Xs, . . • , Xn- On a la formule suivante
D(F|, Ft, ..., F;,) ^ D(Fi,F„ ..., F^) ^ D(ut, a„ .... u,,) ï>(^t, a:,, ..., Xn) D(w,, w„ ..., Un)' b(a:,, a?,, ..., x„)'
dont la démonstration résulte immédiatement de la règle de multiplication des déterminants, et de la formule qui donne la dérivée G. 5
d'une fonction composée. Écrivons en effet les deux déterminants
dUn
dui
àFn
dux
dui
âui
duf
à Un
dxi
dXy
ôx.
dux
âut
âUn
àXn
dXn
àXn
àUa
en permutant les lignes et les colonnes du second; le premier élément du produit est égal à
ôFt dui dFj dui
à¥x àun
âui ôxi oui dxi
Ou„ âxi
c'est-à-dire à t-^> et de même pour les autres.
âXi
30. Hessien. — Soit /(a?, j^, z) une fonction de trois variables x^y^z;
on appelle hessîen le déterminant fonctionnel des trois dérivées par-
. „ àf df âf tielles ^- , -^y -ff
dx' dy' àz
dx*
àxdy
dxâz
àxdy
ày àz
dxâz
dyds
le hessîen se définit de la même façon pour une fonction de n variables, il joue un r61e analogue à celui de la dérivée seconde d'une fonction d'une seule variable. Nous allons établir pour ce déterminant une propriété d'invariance remarquable. Supposons qu'on effectue sur les variables x^y^ z une substitution linéaire
X, Y, Z étant les nouvelles variables, et a, p, y» telles que le déterminant de la substitution
Y* des constantes
soit différent de zéro. Après cette substitution, la fonction f{x^y^ z) se
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change en une nouvelle fonction F(X, Y, Z) des trois variables X, Y, Z. Soit H(X, Y, Z)le hessien de cette nouvelle fonction; nous allons démontrer que Ton a identiquement
H(X, Y, Z) = AU(ar,^, -3),
or, r, z étant supposés remplacés par leurs e\pressions (19/ dans h(x^y^ z). On a, en effet,
j.fàF dF dF\ /ÔF àF dF\
_ ^\d\''d\* dz) _ ^\â\' ôY'àz) D(x,y,z) "- D(X, Y, Z) - D(x,j^,z) 'DCX, Y, Z)'
si nous considérons, pour un moment, t^> t^> ^ comme des variables ^ ^ dx dy dz
intermédiaires, on peut encore écrire
Il = \()X à\ dL] \dx dy dz ) D(ar, ^, z) (df df df\ • D{x,y,z) 'DCX, Y, Z)* ""{dx' dy' dz)
Or, de la relation F(X, Y, Z) =/(x, y, z)^ on déduit
d\ ~ dx'
dz'
et, par suite,
on a donc
dZ
dx
_/dF dF dF\ ^[dX'Wdz)
\dx^ dy' dz)
a CL a'
et il est clair que le théorème est général.
Voici une application de cette propriété du hessien. Considérons une foraie binaire cubique
/{x^y) = aj7*-+- 'ibx^y -+- Zcxy^-\- dy^^
les coefficients a, 6, c, d étant des constantes quelconques; on a, en négligeant un facteur numérique,
ax -\-hy 6j7 -h cy hx-^-cy cx-^-dy
= {ac^b^)x^-h{ad—bc)xy-{-{bd'-c^)y^f
de sorte que le hessien est une forme binaire quadratique. Ecartons d'abord le cas particulier où le hessien serait un carré parfait; on peut le décomposer en un produit de deux facteurs linéaires distincts
h = (mx -+- ny){px H- qy).
Si Ton effectue la substitution linéaire
ma7H-/ij = X, px -{- qy = \,
la ÎQvmQ f{x^ y) se change en une nouvelle forme
F(X, Y) = AX8-+- 3BX«Y -f- 3 CXY*4- DY»,
dont le hessien
H(X, Y) = ( AC — B»)X*-+- (AD - BG)XY -t- (BD — C»)Y»
doit se réduire, d'après la propriété d'invariance qui vient d'être démontrée, à un produit de la forme KXY. Les coefficients A, B, G, D doivent donc satisfaire aux deux relations
B*— AC = o, BD — C*=o.
Si l'un des deux coefficients B, G était différent de zéro, il en serait de même de l'autre, et Ton aurait
^ = "G' ^ = ¥' F(X, Y)=ïi,(B3X» + 3B»GX*Y-+-3BG*XY«-i-G»Y3)= 15^L±,511!,
de sorte que F(X, Y), et par suite /(a:, y)^ serait un cube parfait. En écartant ce cas exceptionnel, on voit que l'on aura B = G = o, et le polynôme F(X, Y) sera réduit à la forme canonique
AX'-i-DY»;
la réduction de la forme f{v^ y) à la forme canonique n'exige donc que la résolution d'une équation du second degré, celle que l'on obtient en égalant le hessien à zéro. Les variables canoniques X et Y sont précisément les deux facteurs du hessien.
On verrait de la même façon que, lorsque le hessien est un carré parfait, la forme fix^y) est réductible à la forme AX^-hBX^Y; lorsque le hessien est identiquement nul, f{x,y) est un cube parfait
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III. — CHANGEMENTS DE VARIABLES
Dans un grand nombre de questions d'Analyse, îl arrive fréquemment que Ton est conduit à changer de variables indépendantes. Il faut alors pouvoir exprimer les dérivées prises par rapport aux anciennes variables au moyen des dérivées prises par rapport aux nouvelles variables. Nous avons déjà traité un pro* blême de ce genre à propos de Tinversion. Envisageant maintenant la question à un point de vue plus général, nous allons passer en revue les problèmes qui se présentent le plus fréquemment.
31. Problème I. — Soit y une fonction de la variable indé^ pendante x. On prend une nouvelle variable indépendante t, liée à X par la relation x = ç(^); on propose d'exprimer les dérivées successives de y par rapport à x au moyen de t et des dérivées successives dey par rapport à t,
Soientj^=/(ir) la fonction considérée etF(^) = /[cp(^)] ce que devient cette fonction quand on a remplacé x par f(0- D'après la règle qui donne la dérivée d'une fonction de fonction, on a
d'où l'on tire
dy
ce qui peut s'énoncer ainsi : pour avoir ta dérivée de y par rapport à Xy on prend la dérivée de cette fonction par rapport à tj et on la divise par la dérivée de x par rapport à t.
On obtiendra la dérivée seconde --r— en appliquant la règle
précédente à l'expression qui vient d'être obtenue pour la dérivée première
une nouvelle application de la même règle donnera la dérivée du
troisième ordre
ou, en eflectuant les calculs,
^^ y;.[?^(0]'-3^;.^-(09'(o-t-37;[cp70p-y/y'(o?"(o
Ces dérivées successives se calculeront, de proche en proche, par l'application de la même règle; d'une manière générale, la dérivée d'ordre n de y par rapport à x s'exprime au moyen de ?'(0> ?'(^)> •••» Î^^^CO ^^ ^^^ dérivées successives dey par rapport à tj jusqu'à celle d'ordre n. On peut mettre les formules précédentes sous une forme plus symétrique; désignons par rfx, dy^ d^Xj d^y, . . ., d''x, d'^y^ les différentielles successives de x et de y prises par rapport à la variable t^ et par y\ y\ . . . , y^"^ les dérivées successives de^ par rapport à x; les formules précédentes peuvent s'écrire
/ dy
dx d^y — dy d^x
^ __ d^y dx^— 3 d'^y dxd^x + ^dy(d^ x)^ — dy d^x dx " dx'i '
La variable indépendante t, par rapport à laquelle sont prises les différentielles qui figurent dans les seconds membres de ces formules, est absolument quelconque, et l'on passe d'une dérivée à la suivante par la loi de récurrence
-^ ~ dx '
OÙ le second membre est le quotient de deux différentielles.
32. Applications. — On se sert de ces formules pour étudier une courbe plane, lorsque les coordonnées d'un point de cette courbe sont exprimées au moyen d'une variable auxiliaire /,
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pour étudier celle courbe dans le voisinage d^un de ses points, il faut pouvoir calculer les valeurs des dérivées successives ^, y, • . . , de j^ par rapport à x pour le point considéré. Or les formules précédentes nous donnent précisément ces dérivées exprimées au moyen des dérivées successives des fonctions /(/) et o(f), sans qu'il soit nécessaire d'avoir l'expression explicite de^ en fonction de x^ ce qui pourrait être pratiquement impossible. Ainsi la première formule
^ dx-/\t)
donne le coefficient angulaire de la tangente; la valeur de y^ intervient dans un élément géométrique important, le rayon de courbure, qui a pour expression, comme nous le démontrerons plus loin,
Pour avoir la valeur de R lorsque les coordonnées j; et ^ sont données en fonction d'un paramètre /, il n'y a qu'à remplacer^ et j^ par les expressions précédentes, et il vient ainsi
dx d^y — dy d^x\'
le second membre ne renferme que les dérivées premières et secondes de j: et de y par rapport à t.
Voici, au sujet de celle question, une remarque intéressante que j'emprunte au Traité de Calcul différentiel et intégral de M. Bertrand (l. f, p. 170). Imaginons qu'en calculant un élément géométrique d'une courbe plane, dont les coordonnées x tl y sont supposées exprimées au moyen d'un paramètre ^, on ait obtenu l'expression
Y{x,y, dx, dy, d^x, d^y, ..., d^x, d"y},
toutes les différentielles étant prises par rapport à t. Puisque, par hypothèse, cet élément a une signification géométrique, sa valeur ne doit pas dépendre du choix de la variable indépendante t. Or, si l'on prend x = t, on doit faire dx = dt, d^x = d^x =. . .= d^x = o, et l'expression précédente devient
c'est le résultat que ron aurait obtenu en supposant tout d'abord que Téquation de la courbe considérée est résolue par rapport à y^ soit y = <ï>(a7). Pour remonter de ce cas particulier au cas où la variable indépendante est quelconque, il suffit de remplacer y\ y'^ y"", . . . par leurs valeurs tirées des formules (ao). En effectuant cette substitution dans
on devra donc retrouver l'expression ¥{Xy y^ dx^ dy^ d^x, d^y, . . .) d'où Ton est parti. S'il n'en est pas ainsi, on pourra affirmer que le résultat obtenu est erroné. Par exemple, l'expression
dx d*y H- dy d^x (dx^-^dy^y
ne peut avoir, pour une courbe plane, de signification géométrique indépendante du cboix de la variable; car, si l'on suppose x = tj cette exprès-
sion se réduit à j> et, en remplaçant y' et y' par leurs valeurs
tirées des formules (20), on ne retrouve pas l'expression précédente.
33. On se sert aussi fréquemment des formules (20) dans Télude des équations différentielles. Supposons par exemple que l'on veuille déterminer toutes les fonctions y d'une variable indépendante X qui satisfont à la relation
OÙ n est constant. Prenons une nouvelle variable indépendante /, en posant x := cos ^ ; on a
dy __ dt
dx — %mt
dx^ sin^t
et Féquation (21) devient, après la substitution,
Il est facile de trouver toutes les fonctions 'de t qui satisfont à
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celle relalioD, car on peut l'écrire, en multipliant par 2 ~^,
dy d^y ^ dy d
on doit donc avoir
''tti^^-"'''y-di = it [(S)'-^ "H = °:
a désignant une constante quelconque, et par suite,
ou
dy dt
Le premier membre est la dérivée de arcsin— — nt; il faut donc
que cette différence soît égale à une nouvelle constante 6, et Ton a
y = a sin(nC -h b)j
ce qui peut encore s'écrire
y = \ s'mnt •+- B cos nt.
En revenant à la variable primitive x, on en conclut que toutes les fonctions de x qui vérifient la relation proposée (21) sont comprises dans la formule
^ = A sin(/i arc cosx) H- B cos(/ï arc cosar),
Ael B désignant deux constantes arbitraires.
34. Problème II. — A toute relation entre x et y^ les formules de transformation j?=/(/, ?/), y = (p(/, u) font correspondre une relation entre t et u. On propose d'exprimer les dérivées de y par rapport à x au moyen de t^ w, et des dérivées de u par rapport à t.
Ce problème se ramène immédiatement au précédent, en remarquant que les formules de transformation
nous donnent les variables primitives :r et jk exprimées au moyen
de la variable t^ si l'on imagine qu'on ait remplacé u dans ces formules par sa valeur en fonction de t, II suffira donc d'appliquer la méthode générale, en regardant toutefois x et y comme des fonctions composées de ^, la lettre u jouant le rôle d'une fonction
intermédiaire. On a d'abord
do do du dy ^dy ^dx __ dt du dt 'dx~"dt'~di~ ~d]_ dj_ du ' àt "^ du dt puis
"Sp» "" 'dt \dx) ''dt*
OU, en effectuant les calculs,
/df ^du\rd^^ ()«y du d^ /duy 0^ d* m] /d^ d^ du\ /d^f \
^y ^ \dt'^ du dtjYdt^ '^^dudt dt '^ dùAdt) '^ du dt^\ \dt~^ du dt)\dt^'^'J dx^ (d/_^d/duy
\dt'*~ du dt)
D'une façon générale, la dérivée n*'"* y^'^'^ s'exprime au moyen
j- ^ A jiJL * 1 du d^u d^u
de /, u. et des dérivées -j-, -j-r-> •• •, -7— • at at^ al'*^
Supposons, par exemple, qu'on ait l'équation d'une courbe en
coordonnées polaires p =/((i>). Les formules qui donnent les
coordonnées rectangulaires d'un point sont les suivantes :
a? = pcosa), ^ = psin(o;
soient p', p", ... les dérivées successives de p prises par rapport à w, considérée comme variable indépendante. On tire des formules précédentes
dx ^ cosoi) dp — psinio^ui,
dy = slmadp -h p cosw rfw, d^x = cosit) d^p — 1 SI iHi) dit) dp — p coso) e/io*, d^y = sinw rf*p -hicosuidoi dp — p sino) rfw*,
et par suite,
dx^ H- dy^ = dp^ ■+- p« do)^,
dx d^y — dy d^x ::= idiù dp^ — p dm d^ p -{- p* rfw'. L'expression obtenue plus haut du rayon de courbure devient
R = di
pi ^^p'^-^pp"
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35. Transformations des courbes planes. — Imaginons qu^à tout poinl m d'un plan on fasse correspondre, d'après une construction dëtermioée, un autre point M du même plan; si l'on désigne par {x^y) les coordonnées du point m, par (X, Y) les coordonnées du point M, on a entre ces coordonnées deux relations telles que
(23) X=/(ar,^), Y = cp(:r,7).
Ces formules définissent une transformation ponctuelle; la Géométrie en offre de nombreux exemples, tels que la transformation homographique, la transformation par rayons vecteurs réciproques, etc. Lorsque le point m décrit une courbe c, le point correspondant M décrit une autre courbe C, dont les propriétés peuvent se déduire de celles de la courbe c, et de la nature de la transformation employée. Soient^', j", ..• les dérivées successives de^ par rapport à x^ et Y', Y", ... les dérivées successives de Y par rapport à X; pour étudier la courbe C, il est nécessaire de pouvoir exprimer Y', Y", ... au moyen de x^ y^y\ y"^ .... C'est précisément le problème que nous venons de traiter; on a d'abord
y,_ dx _ dx dy-^ dx âx dy ^
dx
dx \dx ày-^ I
et ainsi de suite. On voit que Y' ne dépend que de x^ y^ y' \ si donc on applique la transformation (23) à deux courbes c, Ci, tangentes au point {x^y)^ les courbes transformées C, C| seront tangentes au point considéré (X, Y). Cette remarque permet de remplacer la courbe c par toute autre courbe tangente à celle-là, quand il s'agit seulement de trouver la tangente à la courbe transformée C.
Considérons, par exemple, la transformation définie par les formules
qui n'est autre qu'une transformation par rayons vecteurs réciproques ou inversion^ avec l'origine pour pôle. Soit m un point d'une courbe c, et M le point correspondant de la courbe C. Pour trouver la tangente à cette courbe C, nous n'avons qu'à appliquer
Fig. 5.
ce résultat de Géométrie élémentaire, que la figure inverse d'une ligne droite est un cercle passant par le pôle d'inversion.
Si nous remplaçons la courbe c par la tang^ente m/, la figure inverse de mt est un cercle passant par les deux points M et O et dont le centre A est situé sur la perpendiculaire O^ abaissée de l'origine sur mt. La tangente MT à ce cercle est perpendiculaire à AM et les angles Mm^, mMT sont égaux comme complémentaires de l'angle m Or. Les tangentes mt et MT sont donc antipa- ('allèles par rapport au rayon vecteur.
36. Transformations de contact. — Les transformations précédentes ne sont pas les plus générales qui changent deux courbes tangentes en deux autres courbes tangentes. Imaginons que de tout point m d'une courbe c on déduise un autre point M par une construction déterminée qui dépend, non seulement du point m, mais de la tangente en ce point. Les formules qui définissent cette transformation sont de la forme
^=/(^,^,y), Y = o{Xyy,y)\
et le coefficient angulaire Y' de la tangente à la courbe transformée a pour expression
^? ^ ^ v'-»- ^ v* dx dy-^ d/-^
dx
ày"
Am Aif* /i-»/ «^
ày'
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En général, Y' dépend des quatre variables x^ y, y, y"', si Ton applique la transformation (24) à deux courbes c, Ct tangentes en nn point (x, y)^ les courbes correspondantes C, C| auront un point commun (X, Y), mais elles ne seront pas tangentes, à moins que y n'ait la même valeur pour les deux courbes c et C| . Pour que les deux courbes C, C| soient toujours tangentes, en même temps que les courbes c, Cj, il faut et il suffit que Y' ne dépende pas de^, c'est-à-dire que les fonctions f{x^ y^ y) et f (^, y^ y') satisfassent à la condition
dy\dx ày^ ]~ Oy\dx ày^ ]'
on dit alors que la transformation considérée est une transformation de contact. Il est clair qu'une transformation ponctuelle est un cas particulier des transformations de contact (*).
Considérons, par exemple, la transformation de Legendre qui consiste à faire correspondre à un point (x, y) d'une courbe c le point M de coordonnées
on déduit de ces formules
V. ^Y xy
ce qui montre bien que cette transformation est une transformation de contact. On aura de même
"" d\ ~ ydx ~ y'
et ainsi de suite. On déduit des formules précédentes
C) Legendre et Ampère avaient donné de nombreux exemples de ces transformations. M. Sophus Lie a développé la Ihéorie générale dans différents travaux. Voir, en particulier. Géométrie der Berdhrungstransformationen; voir aussi Jacobi, Voriesungen iiber Dynamik.
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ce qui prouve que la Iransformation est réciproque. Toutes ces propriétés s'expliquent aisément si Ton remarque que le point de coordonnées X.=y, Y = xy' — y est précisément le pôle de la tangente à la courbe c au point {x^y) par rapport à la parabole ^2 — 2y = o. Or, d'une manière générale, si l'on prend le pôle M de la tangente en m à une courbe c par rapport à une conique direclrice S, le lieu du point M est une courbe C dont la tangente au point M est précisément la polaire du point m par rapport à S. Il y a donc réciprocité entre les deux courbes c et G; d'ailleurs, si l'on remplace la courbe c par une autre courbe C\ tangente à c au point m, la courbe réciproque C| est tangente à la courbe C au point M.
Podaire. — Si d*un point fixe O, pris dans le plan d'une courbe c, on abaisse une perpendiculaire OM sur la tangente au point m à cette courbe, le lieu du pied M de cette perpendiculaire est une courbe G qui est dite la podaire de la première, 11 serait facile d'obtenir par le calcul les coordonnées du point M, et de vérifier que la transformation ainsi obtenue est une transformation de contact, mais on y arrive plus simplement comme il suit : Considérons, en effet, un cercle y de rayon R décrit du
Fig. 6.
point O comme centre, et soit mx un point pris sur OM et tel que 0/ni X OM = R*. Le point ntx est le pôle de la tangente mt par rapport au cercle y; de sorte que la transformation qui conduit de c à C résulte d'une transformation par polaires réciproques, suivie d'une inversion. Lorsque le point m décrit la courbe c, le point /ni, pôle de m/, décrit une courbe Cj tangente à la polaire du point m par rapport au cercle y» c'est-à-dire à la droite m^ t\ perpendiculaire sur 0/n. La tangente MT à la courbe G et la tangente /ni/i à la courbe Cx font des angles égaux avec le
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rayon vecteur OmiM; si donc nous menons la normale MA, les angles AMO, AOM sont égau\ comme compléments d'angles égaux, et le point A est le milieu du rayon 0/n. D*où l'on conclut qu'on obtierft la normale à la podaire en joignant le point M au milieu de Om.
37. Transformations homographique s. — Toute fonction y qui vérifie l'équation ^= oest une fonction linéaire de x et inversement. Or, quand on effectue sur x tX y une transformation homographique
une ligne droite se change en une ligne droite ; l'équation y = 0 doit donc se
rf*Y changer en ^^ =0. Pour le vérifier, nous remarquerons d'abord que la
transformation homographique générale peut se ramener à une suite de transformations particulières d'une forme simple. Si les deux coefficients a* et b' ne sont pas nuls, nous poserons X| = a'X h- ^'Y -+- c'; comme d'ailleurs on ne peut avoir à la foisa^' — a' b =0, a b' — ù'a" = 0, nous poserons en même temps Yf = a'XH-6'Y-i-c',en supposant a' b" — b' a' différent de zéro. Les formules précédentes peuvent alors s'écrire, en remplaçant X et Y par leurs valeurs en fonction de Xf et Yi,
Y, aX,-+-pY,-hY Q Y, y
On voit donc que la transformation homographique générale peut se ramener à une combinaison de transformations entières telles que
ar = aX-+-^Y-+-c, y — «'Xh- b'\ -h c,
et de la transformation particulière
Quand on effectue cette substitution, on trouve d'abord
dy _\r^\ , ~i_ •^- Sï - x« • x^ " ^ ^^ '
y = ^ = - XY'(~ X*)= X» Y*.
De même, quand on effectue une transformation homographique entière.
puis
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on a
y '^ dx ■" a-^hY'
^ " dx ~" (a-+-6Y')ï
Dans Jes deux cas, l'équation ^' = o se change en Y' = o.
Nous allons considérer maintenant des fonctions de plusieurs variables indépendantes et, afîn de fixer les idées, nous exposerons les raisonnements pour une fonction de deux variables.
38. Problème III. — Soit co =zf[x^ y) une fonction des deux variables indépendantes x et y; on prend deux nouvelles variables indépendantes u et v liées au^ anciennes par les formules
et Von se propose d^ exprimer les dérivées partielles de w par rapport aux variables x et y au moyen de w, v^ et des dérivées partielles de w, prises par rapport aux variables u et v.
Soit a> = F(w, v) ce que devient la fonction y(^, y) après la substitution; la règle de dérivation des fonctions composées nous donne
Ou ~ dx du ây ôu^
di> ~~ dx âv dy d^ '
on peut tirer de ces deux équations ^ et -r- car, si le déterminant T^/ ^ -{ était nul, le changement de variables effectué n'aurait aucun sens. On déduira donc des équations précédentes
dx Ou dv *
(diù _ y^ diù n ^^ dy "" du dv '
A, B, C, D étant des fonctions déterminées de u et v^ et ces formules résolvent le problème pour les dérivées du premier ordre. Elles montrent que, />owr obtenir la dérivée d' une fonction par rapport à x^ il faut multiplier par A la dérivée prise par rap-
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port à u^par B la dérivée prise par rapport à t>, et ajouter les deux produits; on opère de même pour avoir la dérivée partielle par rapport à y, en remplaçant A et B par C et D respectivement. Pour calculer les dérivées du second ordre, il suffira d'appliquer aux dérivées du premier ordre la règle exprimée par les formules précédentes; ainsi, on aura
dx^ '~ dx\dx )"' dx\ du âv /
:\ àa àv / à%^\ du âv / '
OU, en développant les calculs,
âx* "" \ âu^ du du du du du dv /
/ ()«a> o ^*^ dX dut dB doi\
\ dudv du^ dv du du dv J *
et Ton trouvera de même , . > -rr» et les dérivées suivantes. Dans
dx dy dy^
toutes les dérivations à effectuer, il suffît de remplacer les opéra-
lions ^ et — par les opérations
du du du du
respectivement; tout revient donc au calcul des coefficients Â, B, C, D.
Exemple /. — Considérons l'équation
, _^ d^oi . d^w d^w
' dx^ dx dy dy*
où Jes coefficients a, b, c sont constants; nous allons chercher à ramener cette équation à une forme aussi simple que possible. Observons d'abord que si l'on avait à la fois a = c = o, il serait superflu de chercher à simplifier l'équation; nous pouvons donc supposer que c, par exemple, n'est pas nul. Gela étant, prenons deux nouvelles variables indépendantes, u et u,
u = X -{- oLy, p = a; -h ^yy G. 6
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« et p étant deux coefficients constants indéterminés. On a aussitôt
dx ~
dtù 1^
a^ + P du ^
de sorte que l'on a, dans ce cas, A = B = i, G = a, D = p. La méthode générale donne ensuite
âx* ~~ âu'^ du âv dç* '
âxdp ~* du^ '^^^'^^^âûâ^'^^ dpi"'
d*u) . d*a> n d*ti) «. d*a>
= a* h aap ^" p* >
d/* du^ ^ dudv ^ dp*
et l'équation proposée devient
-H2[en-6(a-4-P)-+-caP]^4-(a-4-26p + cP«)^=o.
Gela posé, plusieurs cas sont à distinguer :
Premier Cas, — Soit 6*— ac>o; en prenant pour a et p les deux racines de l'équation
a-k-ibr -\- cr* = o,
l'équation prend la forme simple
âuàv
Gomme on peut l'écrire — f -r- j = o, on voit que ^ doit être une fonction de la seule variable a, soit /(w). Désignons par F{u) une fonction de u dont la dérivée ¥'{u)=/{u); la dérivée de to — F(m) par rapport à u étant nulle, cette différence est indépendante de u, et l'on a par conséquent to = F(a) -+- *(p). La réciproque est immédiate. En revenant aux variables x et yj on en conclut que toutes les fonctions co qui satisfont à l'équation (a6) sont de la forme
les fonctions F et* étant arbitraires. Par exemple, l'intégrale générale de
l'équation
d*u) __ d*ti) d^* "" àx^ '
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qui se présente dans la théorie des cordes vibrantes, est
to =/(a?H-a^)-t-(p(a7 — a^).
Deuxième Cas, — Soit 6* — ac = o. En prenant a égal à la racine double de Féquation a -H a 6r h- cr* = o, et prenant ^ différent de a, le
coefficient de - — -r- sera nul, car il est égal àa-+-6a-»- p(6H-ca); l'équation se réduira donc à -r-j- = o. On voit que a> doit être une fonction
linéaire de v, (o = i'/Cw) h- <p(M), les fonctions /(u) et <p(u) étant quelconques; en revenant aux variables x et y, l'expression de to est
ce qui peut s'écrire
u> = [ar 4- «7 -+- (P — 0L)y]f{x -h ay) 4- o(a? -4- ay), ou encore
0) =^F(ar -h ay) -h 4>(a? -h ^y).
Troisième Cas, — Si ^*--ac<o, la transformation précédente ne s'applique plus, à moins d'introduire des variables imaginaires. On peut alors déterminer a et ^ de telle façon que l'on ait
a -h 2 6a -h ca'^=- a -h 26 ^ 4- c 3*,
a -\- b{oL 4- P) 4- cap = o, ce qui donne
l'équation du second degré, qui a pour racines a et p,
a 6 26*— ac r» 4 r 4 ; = o
a, en effet, ses racines réelles. L'équation proposée devient alors
d* O) d* to
cette équation A^to = 0, connue sous le nom d'équation de LaplacCy joue un rôle fondamental dans un grand nombre de questions d'Analyse et de Physique mathématique.
Exempte II. — Cherchons ce que devient l'équation précédente en posant ar = p coscp, ^ = p sin<p. On a
t^to ôtù t)to .
^- = -7— coscp 4- -T- sincp, dp àx ' dy
et, en resolvant par rapport a -r -> -r->
do} dtji sincp âui
-r- = COS© 3 ^ -j-9
ox ^ dp p d(f
d(i) . dta cos© âoi
sin © 3- -1 i -r
djr * dp p â^
Il vient ensuite
d^oj _ d / (?a> sinîp àw\ siny d / du> sinç t^to \
(^a?* ~~ <^? \ àp p c^/ p d© \ ° ()p p (^<f /
__ (?*u) sin*<p c>*a> 2SÎncpcos^ d^tù
"" ^ ()p* p« â^^ p <^p<^cp
2sincpcos(p ()a) sin*<p àt») ^
pî (^çp p dp '
on a une expression analogue pour -r— j-, et, en les ajoutant, on trouve
d'to d*a> _^ d*a> I d*a> i dto àx^ ây* ~" dp' p* d<p' p dp
39. Autre méthode. — La méthode précédente est la plus pratique, lorsque la fonctiou, dont on cherche les dérivées partielles, n'est pas connue; mais, dans certaines questions, il est plus avantageux d'employer le procédé suivant :
Soit z =/(x, y) une fonction des deux variables indépendantes X ely; si l'on suppose x^y et z exprimées au moyen de deux variables auxiliaires u et ç, on a entre les diltérentielles totales dxj dy^ dz la relation
dz^ ^ dx-^ -f- dv
ox oy -
qui est équivalente aux deux relations distinctes
.âz _ ^âx d/ây
du ~ àx du dy du
dz _ d/ dx df dy
dv ~~ dx dv dy df
d'où Ton tirera -/- et ■/- en fonction de w, r, 3-' ^-» comme dans
dx dy ' ' du dv
la première méthode. Mais, pour calculer les dérivées suivantes, nous continuerons à appliquer la même règle; ainsi, pour cal-
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cuier j^ et t— 4-i nous partirons de l'identité
qai est équivalente aux deux relations
du "" dx* du dx dy du
\dxj _d^dx d^f dy
dç ~~ dx^ di> dx dy dv
où Ton suppose que j- ait été remplacée par son expression déjà calculée. On trouvera de même t— 4- et t-^ en partant de Tidentité
dx dy dy^ -^^
et les deux valeurs obtenues pour -\—r- doivent être identiques, ce
qui fournit une vérification des calculs. Les dérivées d'ordre supérieur se calculent de la même façon.
Application aux surfaces, — On se sert du calcul précédent dans l'élude des surfaces. Supposons que les coordonnées d'un point d'une surface S soient exprimées en fonction de deux paramètres variables w, t», par les formules
on obtiendrait l'équation de cette surface en éliminant les variables u et V entre les trois équations (27), mais on peut se proposer d'étudier directement les propriétés de la surface S sur ces équations elles-mêmes, sans efiectuer l'élimination qui peut être pratiquement impossible. Remarquons d'abord que les trois jaco-
biens ^Y' ^l, ^y' \, ^y' \ ne peuvent être nuls à la fois, car
l'élimination de u et s? conduirait à deux relations distinctes entre x^y^ z et le point de coordonnées {x^y, z) décrirait une
courbe et non une surface. Soit, pour fixer les idées,
des deux premières équations (27) on peut alors imaginer qu'on ait tiré a et ^ et, en les portant dans la troisième, on aurait l'équation de la surface z = F{x^ y). Pour étudier cette surface dans le voisinage d'un point, il faut pouvoir calculer les dérivées partielles /?, q^ r, s^ t, ... de cette fonction F{x^y) au mojen des paramètres w, ç. Les dérivées premières p et q s'obtiendront au
mojen de la relation
dz =p dx-hq dyy
qui se dédouble en deux équations (28)
ou ' ou ^ ou d^ _ âf df
permettant de calculer/? et q. L'équation du plan langent s'obtiendra en portant ces valeurs dep et de q dans l'équation
ce qui conduit à l'équation
Les relations (28) ont une signification géométrique facile à retenir; elles expriment que le plan tangent contient les tangentes aux deux courbes situées sur la surface, que l'on obtient en laissant V constant et faisant varier £/, puis en laissant u constant et faisant varier i^ (*).
Ayant obtenu/? et f7,/>=/i(w, v)^ q r=f^{u^ ç)^ on obtiendra
(') On peut aussi arriver à l'équation du plan tangent par un raisonnement direct. Toute courbe située sur la surface est définie par une relation entre u et (^, soit ç = l\(u)^ et la tangente à cette courbe a pour équations
du dv dit ôv du dv '
L'élimination de n'(u) conduit à l'équation du plan tangent (29).
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r, S, t au moyen des égaliiés
dp = rda: -\- s dy^ dq = i dx -^ t dy,
dont chacune fournit deux relations distinctes, et ainsi de suite. 40. Problème IV. — Si l'on pose
(3o) x^f{u,v, w), y = 0{Uy V, w), 5 = 4^(m, p, cv),
ces formules font correspondre à toute relation entre les variables x^y^ z, une nouvelle relation entre w, <», w. On se propose (T exprimer les dérivées partielles de z par rapport aux variables x^ y y au moyen de w, r, cv, et des dérivées partielles de w par rapport aux variables u et v.
Ce problème se ramène à celui qui vient d^étre traité. Si Ton suppose en effet que w ait été remplacé dans les formules (3o) par une fonction de u et de r, ou a les expressions de x^y^ z au moyen des deux paramètres u et v^ et il suffit de reprendre la méthode précédente en considérant/, (p, ^ comme des fonctions composées de w, v^ la variable w étant traitée comme une fonction intermédiaire de u et V. On a, par exemple, pour calculer les dérivées du premier ordre />, q^ les deux relations
d^ d^ dw ^ I àf àf dw \ / d^ d"^ dw \
au àw du ~~ "\du ôw du ) " \du dw du)
&^ d^ dw __ l^f ^f àw\ [do d^ dw\
dv dw dv '^ \dv dw dv ) " \dv dw dç )
et de même pour les dérivées suivantes.
En langage géométrique, le problème précédent peut s'énoncer comme il suit : A tout point m de l'espace, de coordonnées (^, j>', ^), on fait correspondre, par une construction déterminée, un autre point M, de coordonnées X, Y, Z. Lorsque le point m décrit une surface S, le point M décrit une surface S, dont on se propose de déduire les propriétés de celles de la première.
Les formules qui définissent la transformation sont de la forme
soient
les équations des deux surfaces S, S. 11 s'agit d'exprimer les dérivées partielles P, Q, R, S, T, . • . de la fonction ^(X, Y) au moyen de x^ y, z et des dérivées partielles /?, q^ f'j s^ t^ ... de la fonction F{Xy y). C'est précisément, à la différence de notations près, lé problème que nous venons de traiter.
Les dérivées premières P et Q ne dépendent que de x^ y, z^ />, y, de sorte que la transformation change deux surfaces tangentes en deux surfaces tangentes. Mais ce ne sont pas les transformations les plus générales qui jouissent de cette propriété, comme on le verra par les exemples ci-dessous.
41. Transformation de Legendre. — Soit z=/{x,y) l'équation d'une surface S; au point m(x^ y, z) de cette surface, faisons correspondre le point M, de coordonnées X, Y, Z, en posant
X=/>, Y = y, Z=px-hqy — z,
et soit Z = ^(X, Y) l'équation de la surface S décrite par le
point M. Si l'on imagine qu'on ait remplacé 5, /?, q par/, j-^ j-'
on a les expressions des trois coordonnées du point M en fonction des deux variables indépendantes x et y.
Désignons encore par P, Q, R, S, T les dérivées partielles de la fonction ^(X, Y); la relation
nous donne
p dx ~\- q dy -\- X dp -^y dq — dz = P dp-^Qdq ou
X dp -r-y dq = F dp -\- Q dq.
Supposons que, pour la surface considérée, p et q ne soient pas fonctions l'une de l'autre, de telle sorte qu'on ne puisse avoir une identité de la forme X dp -\- ii. dq = o sans que l'on ait, à la fois, X = jjL = o. On déduit alors de la relation qui précède
Pour avoir R, S, T, nous partirons de même des relations
dP = RdX-^SdY, dq = SdX^TdY,
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qui deviennent ici, en remplaçant X, Y, P, Q par leurs valeurs,
dx= R( r dx -h s dy) -\- S(sda: -^ ^dy), dy = %{rdx-^ sdy) -^1{sdx-{- tdy)]
on en tire
Rr-+-S5=i, R5-î-S< = o,
Sr-t-T* = o, Ss-^1t= I, et, par suite.
rt — s^ ri — j' rt — *•
Des formules précédentes on déduit inversement
x = P, j = Q, ^=PX^-QY-Z, y> = X, 7 = Y,
s = TTTÏ^ TT. y t =
RT — S»' RT-S*' RT — î>»'
ce qui prouve que la transformation est réciproque. D'ailleurs, c'est bien une transformation de contact, puisque X, Y, Z, P, Q ne dépendent que de x, y, z^ /?, q. Ces propriétés deviennent intuitives, si Ton observe que les formules définissent une transformation par polaires réciproques, relativement au paraboloïde
x^-hy^ — 2 5 = 0.
Remarque. — Les expressions de R, S, T deviennent infinies lorsque, en tous les points de la surface décrite par le point m, on a la relation rt — s^= o. Dans ce cas, le point M décrit une courbe, et non une surface, car on a
D{x,y) D(x,y) et de même
D(X, Z) _ T)(p,px-^gy^z) _
D(x,y)- Dix, y) '^^'^^ ' ^ " ^•
C'est précisément le cas qu'on a laissé de côté.
42' Transformation d'Ampère. — Les notations restant les mêmes que dans l'exemple précédent, posons
X=:r, Y = ^, Z = qy^z\ la relation
rfZ = P rfX H- Q ^
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devient
q dy -\-y dq — dz ^V dx -\-Qldq\ ou
y dq — p dx = F da; -^Qdq ; on a donc
P = -p, Q=j, et inversement
:r = X, ^ = Q, ^ = QY-Z, p = -P, q = \,
de sorte que la transformation est bien une transformation de contact et réciproque. La relation
t/P = R rfX + S rfY donne ensuite
— rdx^ s dy = Kdx-\- S(s dx -h t dy),
c'est-à-dire
Rh-S^ = — r, Sr = — 5,
et l'on en tire
s^— rt
en partant de la relation ûfQ = S dK-^-T d\, on trouvera de même
Proposons-nous, comme application de ces formules, de trouver toutes les fonctions /(a?,/) qui satisfont à la relation rt — 5* = o. Soient S la surface représentée par l'équation z =/(Xj y)^ S la surface transformée, et Z = *(X, Y) Téquation de 2. D'après la formule qui donne R, on doit avoir
et * doit être une fonction linéaire de X,
Z = X<p(Y)+4-(Y), 0 et t}* étant des fondions arbitraires de Y. On en déduit
P = ?(Y), Q = Xç'(Y)-hr(Y),
et les coordonnées (ar, y^ z) d'un point de la surface S s'expriment inversement en fonction des deux variables X, Y, par les formules
* = X, y = \<f'(Y) + ^-{Y), i = Y[Xo'(Y)+4,'(Y)]-X7(Y)-4-(Y);
l'équation de cette surface s'obtiendra en éliminant X et Y ou, ce qui revient au même, en éliminant le paramètre variable a entre les deux
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équations
5 = a^ — ar<p(a)-^(a),
dont la première représente un plan mobile dépendant du paramétre a, tandis que la seconde s'obtient en diiïérentiant la première par rapport à ce paramètre. On obtient ainsi des surfaces développât les, qui seront étudiées plus tard.
43. Équation du potentiel en coordonnées curvilignes. — Les calcul s qu'exige un changement de variables peuvent, dans bien des cas, être simplifiés par différents artifices. Je prendrai pour exemple Téquation du potentiel en coordonnées curvilignes orthogonales ('). Soient
^1(^7 r, 5)= pi,
les équations de trois familles de surfaces formant un système triple ortho gonali deux surfaces quelconques appartenant à deux familles différentes se coupant toujours à angle droit; si l'on résout ces trois équations, on en lire Xj^j z en fonction des paramètres p, pi, pi,
1 ^= ? (p. Pi»pi),
(3i) J ^=çi(p, p„ p,),
( z = ©i(p, pi, pt);
pi 9u Pî forment un système de coordonnées curvilignes orthogonales.
Puisque les trois surfaces précédentes sont orthogonales, les tangentes aux courbes d*intersection de ces surfaces prises deux à deux doivent former un trièdre trirectangle; il faut donc que Ton ait
^^^^ Odpàf^T''^ ^^pl^-' Odp'ôj;'''''
le signe V indiquant que Ton doit remplacer cp par oi, puis par <pi. Ces conditions d'orlhogonalité peuvent encore s'écrire sous la forme équivalente
dx dx ùy àv Oz àz ^
dx dx dx dx '>
i * ) Lamé, Traité des coordonnées curvilignes. Voir aussi Bertrand, Traité de Calcul différentiel y tome I, p. 181.
Cela posé, cherchons ce que devient Téquation du potentiel , ^, d*\ d»V d«V
avec les variables p, pj, p^; on a d'abord
d\ _âV dp ^^ _^^X^9l dx ~ dp dx dpx dx ' dpt àx puis
âx^ "" âp^ \dx) "^ âp\ [ôt) ■*" âpl \âx)
à* y dp dp, a«V dpj^ dpt d^V dp dpt
dpdpi dx dx dpidp^ dx dx dpdpt dx dx
dV d^ d\ d^pt à\ d^pt^ dp dx^ dpi dx^ dpi dx*
En ajoutant les trois équations analogues, les dérivées du second ordre
d*V telles que j-\— disparaissent dans la somme, en vertu des relations (33),
et il reste
^ ^ ' ' àV dV d\
A| et Af désignant les paramètres différentiels de Lamé
Les paramètres différentiels du premier ordre A,(p), Ai(p,), Ai(p,) se calculent facilement. Des relations (3i) on tire
df dp d^ dpi d(p dpi __
dp dx dpi dx dpi dx *
doj dp d(^i dpi d(fi dpi _
dp dx dpi dx dpt dx *
à^t àp ^ d(^t dpi ^ dffi dpt ^ ^ dp dx dpi dx dpi dx '
et, en multipliant ces trois équations par -r^^ -^9 -~-9 et ajoutant,
dp __ (>p
dx
m'H^hm"
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on calcule de même t^ et -~» et il vient dy dz
(à?Y (àpy /djy^ '
\àT/ \dy; \dz/ /à<>_\\(t^2)\(^y Si donc l'on pote
le signe Q indiquant toujours qu'on doit remplacer <p par <pt, puis par ^tr et ajouter, on a
^i(p)=g» Ai(pi)=jj-' A,(p,)=|^.
Lamé obtient les expressions de As(p), At(pi), Ai(pt) en fonction de p^ pli Pli P^r un calcul assez pénible, que l'on peut abréger comme il suit : Dans l'identité (34),
^*v= H d^ -^ h; ^ -^ n; ^ -^^'(?) dp -^^«(p») ôf, -^^«^p») 5^ '
faisons successivement V = ar, V=/, V = 5; nous avons les trois relations
H^i ^h;^ -^h;^ -^^•(?)c*-p ^^«(p')àp;^^«(p')g=°-
• Ç.tl + • ^ ^ • Ç.?. + Vp) ^ + A,(pO ?i -H i.(p.) ?i = O. H <Jp* H| c^p} IIi dpi ^^ dp ^^ dpi ^ dpi
qu'il n'y a plus qu'à résoudre par rapport à At(p), A](pt), A](ps). On en tire, par exemple, en les multipliant par ~> -^y -J-y et ajoutant,
^»<?>« -^ mS^^ ^ ^ H7S-4 â^ + ii;S^ c*pi =°-
D'ailleurs on a
Sd^ d^o __ I dH dp dp* ~ 2 dp '
et, en différentiant la première des relations (3^) par rapport à pi, il vient
S^ ^*? — n do d*cp __ I dllf dp dp] ~ *3dpi dpdpi ~" 2 dp
On a de même
dp dpi ~ a dp et, par suite,
^«(P)- aH« dp'^2HHx dp "*"îiHH, dp
= -nïèh(H7k)]-
En posant H = ^> Hj = t7> Hi= t-j> celle formule devient et Ton a de même
La formule (34) devient donc en définitive
l da:« "^ d/* "^ dz* "■ dp» "*■ » dpi "*" * dp| /o.v ] u. à /, h \d\ .^ d /, hi\ dV
OU, sous une forme plus condensée,
/'i A.v= AA,A,[^ (^ ^)+ dp"; (& ^)-^ 5^ (m: S]*
Appliquons cette formule aux coordonnées polaires. Les formules de transformation sont, en remplaçant pi et ps par 6 et ^,
X = psinO coscp, j^ = p sinO sin<p, -5 = pcosO, et les coefficients A, Ai, ht ont les valeurs suivantes :
A = i Ai=-> hf =
p' ''~psinÔ' la formule générale devient donc
^'^= ^[^(p'''"'* ?)^ i(''"'* w)+ ^^(iie ^)]
EX1BCICE8. 9^
OU, en développaot,
AV-— ±— I à*\ 1 à\ cote dV
* " <^p« "^ p* (^* "^ p«sin«e (^« "^ p ()p ■*" p* (^ '
comme il est facile de le vérifier directement.
1. En posant u = a?«-+-^«-4-3*, t» = ar -h^h- ;j, w = xy -^ yz -i- zx, on a Identiquement 777 ( = o. Trouver la relation qui lie w, v, w.
Généralisation,
Si l'on pose
Xx= COSOj,
3?!= sin^i cos^j, Xj= smipi sinçp, cos<pj,
a?„= smçt s»n<Pi . . • sin«pn-i cos^n, on a
n/^ ' ' '"' ^''; = (— i)" sm^ip, sin«-i (p,sin«-«cp5 . . . sinî<5>„-,sin«p„.
4. Vérifier directement que la fonction z — F(ar, y) définie par les deu\ équations
5 = aa:-+-7/(a) -+-o(a),
où a est une variable auxiliaire, satisfait à la relation ri — 5> = o, quelles que soient les fonctions /(a) et <p(a).
5. Vérifier de même que toute fonction implicite 5 = F(ar, 7), définie par une équation de la forme
satisfait, quelles que soient les fonctions ^(z)el "^(z)^ à la relation rq* — 2pqs H- </>» = o.
La fonction z = F(a:, y)^ définie par les deux équations
[5-<p(a)P=:rn7*-a»), [>5 - o(a)]cp'(ot)= a:r«, satisfait de même à la relation/?^ = xy,
8. ^Formule de Lagrange, — Soit y une fonction implicite des deux variables âr et a définie par la relation
et u — f{y) une fonction quelconque àt y. On a, d*une façon générale,
(Làplàce.) R. On s'appuie sur les propriétés exprimées par les deux relations
où u est une fonction quelconque de^, et F(u) une fonction quelconque de Uj et Ton démontre que, si la formule est vraie pour une valeur de /i, elle est encore vraie pour la valeur n -+- 1.
En supposant x = Oy y se réduit à a, u à /(a) et la dérivée d*ordre n de u par rapport à x devient
(ë).= ISi?(-)"/'(«)]-
9. Si Ton pose a: =f{Uj v), y = cp(w, p), les fonctions/(a, v)ei <f(UyV) satisfaisant aux conditions
df _ <^9 ^/ __ ^?
au âv dç ~~ du
on a identiquement
Si la fonction \(Xfjr, z) satisfait à Féquation
Ox^ ày^ oz* il en est de même de la fonction
où k est une constante, et où Ton a posé r*= x^-h^^-h z*,
[Lord Kelvin.]
11. Soient V(x,^,z) et V|(ar,^, «) deux intégrales de l'équation AiV = o; la fonction
U = V{a7,7, z)-h(x^-\-y*-^z*)\i{x,jr, z)
satisfait à Téquation
AjAjU =^ o.
M. Que devient Téquation
(x — J?')j^'-i- (I — 3x*)y — xy = o,
quand on fait le changement de variable x = v/i — /*?
Même question pour Téquation
d* z dz àz
quand on fait le changement de variables x = mp, y = -f
14. 'Soit o(xi, xj, x„; Ml, Wj, . . ., iin) une fonction des invariables
indépendantes Xij Xj, ..., x^, u^ Wj, ..., W;,, homogène et du second degré par rapport aux variables Wi, aj, . . ., ii^' Si l'on pose
d(D do Oo
^,^P" ^:r,=P" ■■■• ôùi^f"^
et qu'on prenne pi, />j, ..., pa pour variables indépendantes à la place de Ml, Utf . .., Unt la fonction «p se change en une fonction
^{Xi, Xi, ..., Xn'yPu Pij ...,/>„).
Démontrer les formules
àà à'I do
— — = Ut, - — = — - *- • àpk dxk dxK-
15. En chaque point M d'une surface S, on mène la normale MN dont G. 7
on prend le point de rencontre N avec un plan fixe P, puis on porte sur la perpendiculaire au plan P menée par ce point N une longueur N /?? = NM. Trouver le plan tangent à la surface décrite par le point m.
La transformation précédente est une transformation de contact. Étudier la transformation inverse.
16. A partir des différents points d'une surface donnée S, on porte, sur les normales à cette surface, une longueur constante /; chercher le plan tangent à la surface £, lieu des points ainsi obtenus {surf aces parallèles).
Même problème pour une courbe plane.
17. *Étant donnés une surface S et un point fixe O, on joint le point O à un point quelconque M de la surface S; par le rayon OM et la normale MN à la surface S au point M on fait passer un plan OMN. Dans ce plan OMN on élève, par le point O, une perpendiculaire au rayon OM sur laquelle on porte une longueur OP = OM. Le point P décrit une surface 2, qui est dite Vapsidale de la première. Trouver le plan tangent à cette surface.
La transformation précédente est une transformation de contact, et il y a réciprocité entre les surfaces S et £. Lorsqu'on prend pour la surface S un ellipsoïde, le point 0 étant au centre, la surface £ est la surface des ondes.
18. 'Invariants différentiels d^Halphen, — L'équation différentielle
l^yy ^_ fK^^^ [d^yy_
^ V dx^l dx' dx^ dx^ dx^ ^^^\dx^j " ^
ne change pas de forme quand on effectue sur les variables or, y^ une transformation homographique quelconque (n** 37).
Dans l'expression
V dx^Cidy -^^dz,
où P, Q, R sont des fonctions quelconques de ar, y, z^ on pose x=f{u, V, tv), >' = cp(M, p, w), z = <Km, p, w),
Uy p, w étant de nouvelles variables; elle se change en une expression de même forme
Pi, Qi, R| étant des fonctions de w, p, w. Vérifier que l'on a identiquement
en posant
«-(S-f)*''(ë-Jf)-(f-S)'
20. *Covariant bilinéaire. — Soit 0^ une forme linéaire de différentielles
où Xi, Xs, . . ., Xa sont des fonctions des n variables Xx^ x^y . . ., Xn» On coDsidère Teipression
OÙ Ton a posé
dxk àxi
et où figurent deux systèmes de différentielles d^ 8. Si Ton fait un changement de variables quelconque
a^/=?/(^i»7î, ...1^/») (* = >» 2, ..., /i) l'expression 6^ se change en une expression de même forme
où Y,, Yj, . . . , Yrt sont des fonctions de ji, /j, . . ,<, yn\ soient de même
a'. = ^ - ^ et
^'=^^a\,dyiZy,,
On a identiquement H = H', pourvu qu'on remplace dxi et Zxk par
^ri àyt àyn -^ '
à^k î . à^k 'S , àok ^
respectivement. On appelle H un covariant bilinéaire de 0^.
21. 'Paramètres différentiels de Deltrami. — Étant donnée une expression
E dx^-^iF dxdy -^ Gdy^,
où E, F, G sont des fonctions des variables x,y^ on fait un changement de variables x=J(Uj p), ^ = <p(M, t^), et l'on obtient une expression de même forme
El du^ -+-2Fidudv -h Gi dv^f
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OÙ E|, Fi, G| sont des fonctions de u et de v. Soient 6(x, y) une fonction quelconque des variables ar, j, et 6i(m, v) ce qu'elle devient 'par ce changement de variables. On a identiquement
EG-F* "■ E,Gi— F} '
I ^ / âx dy \ I à l dy
v/EG~— F» <>-^ \ /ËG^ F»~/ "^ /EG^Fî ^7 \~7ë^
I à { ^ dv ^ du
2, Gi - Ff ^" \ v^E,G,-Fî
v/E,Gi-'Fî ^"\ /Ë7g;-FÎ / v^EiGi~Kî ày^\ v^E,G,-Fî >
22. Schwarzien. — Si Ton pose^ = -i> x étant une fonction de t
et a, 6, c, £^ étant des constantes quelconques, on a
ar', a?', x"'^y\y^y'" désignant les dérivées par rapport à la variable t,
23. 'Soient a et t' deux fonctions quelconques des deux variables indépendantes X tly. On pose
au-^bv-^c -. _ a' u -^ b' V -r- c'
a a -+- 6 V -+- c au'i-bif-r-c
a, bj c, . . ., c" étant des constantes. Démontrer les formules
à^u àç _d^ôu d*V dV â^X dU O.r^ Or O.r^ Ox Ox"^ ôx dx^ àx
d^ u dv â^v du / àv à- u du â^v \
Ox^ Oy Ox^ ây \ Ox Ox Oy àx àx ôy /
t)2v âv /oy d
Ox* ây \0x Oa
Ox* Oy
et les formules analogues obtenues en permutant x et y; on pose
^"' ■ ~ Ox'ày Oy àx' ( » ^) - "^^ oy Ox Oy'
[GouRSAT et Painlevé, Comptes rendus, 1887.]
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44. Formule générale. — Lorsque y (j:) est un polynôme entier de degré n, on démontre, dans tous les Cours d'Algèbre, que l'on a, quels que soient les nombres a et A,
le développement s'arrête de lui-même, puisque toutes les dérivées sont nulles, à partir de la (/i -h i )**""*. Si Ton voulait appliquer cette formule à une fonction f{x)^ différente d'un polynôme, le second membre se composerait d'un nombre illimité de termes; pour savoir la valeur qu'il convient d'attribuer au développement que l'on obtiendrait ainsi, nous allons d'abord chercher une expression de la différence
en supposant seulement que la fonction /(^r) est continue, ainsi que les n premières dérivées /'(j?),/"(:c), . . .,/^'"(x), lorsque x varie de a à a 4- A, et (\\xg f^^^ [x) admet elle-même une dérivée y(«+»)^/p) dans cet intervalle. Les nombres a et h étant donnés, posons
p étant un nombre entier positif quelconque. Le nombre P étant
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défini par cette égalité, considérons la fonction auxiliaire
^(a:)=f{a-hh)—f(x) j /'(x) — /'(a-) — ...
on a évidemment
ç(a) = o, îp(a-+-A) = o,
la première relation résultant de la formule (2) qui définit le nombre P. Or il résulte des hypothèses faites sury(j?) que la fonction o{x) admet une dérivée dans l'intervalle (a, a-f-A); l'équation cp'(^) ^ o doit donc avoir, d'après le théorème de RoUe, une racine a + 9 A comprise dans cet intervalle, 8 désignant un nombre positif compris entre zéro et un. Si l'on calcule <p'(^), il se produit des réductions évidentes, et il reste
ç'(^) = {a-^h-x)P'i [p _ (ei ^ A _ ar)«-P+t/(«+«'(x)].
Le premier facteur (a 4- A — x)p~* ne peut s'annuler pour une valeur de x diflTérente de a 4- A ; il faut donc que l'on ait
P = ^«-p+i (i — 0 )i-/»+iy (n+i) (a-h6A), où o<6<i, et en remplaçant P par cette valeur dans formule (2), il vient (3) /(a-^A) = /(a)+ jf(a)+ -?^/» + ...^ ^^±l_^fU)(a)^ R„, en posant
Nous appellerons cette formule (3) la formule générale de Taylor; le dernier terme R« s'appelle le reste. Ce reste dépend d'un nombre entier positif/?, que nous avons laissé indéterminé. Dans la pratique, on ne prend guère pour ce nombre p que l'une des deux valeurs /? =1 /i 4- i , ou /> = i ; si l'on fait /? == /i 4- 1 , on trouve l'expression du reste due à Lagrange
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si Ton fait jE> = i , il vient
a y "LL.fin^Dra-^^h).
forme du reste qui est due à Cauchy. Il est d'ailleurs évident que le nombre 0 n'a pas généralement la même valeur dans les deux formules. On peut aussi Técrire, en supposant/<'»+*^(j;) continue pourx = a,
e étant infiniment petit en même temps que A.
Prenons, pour fixer les idées, la forme de Lagrange; si, dans la formule générale (3), on fait successivement n = 2, /i=^3, /i = 4> ••• on a autant de formules distinctes, qui donnent des valeurs de plus en plus approchées de /{a -h h) pour les valeurs de h infiniment petites. Ainsi, pour /i = 2, on a
ce qui montre que la différence
/(a-^h)^/ia)-j/'(a) est un infiniment petit du second ordre. De même la différence
f(a-^h)-/ia)-j/'(a)-^r(a) est un infiniment petit du troisième ordre et, en général,
/(a-HA)-/(a)-^/'(a)-...--^/'«H«)
est un infiniment petit d*ordre n + i par rapport à h. Mais, pour avoir une idée exacte de l'approximation obtenue en négligeant R„, il faut encore avoir une limite supérieure de ce reste. Si Ton désigne par M une limite supérieure de la valeur absolue de/^'*'*"* ^{x) dans le voisinage de a: =: a, soit de a — r, àa -f- tq, on a évidemment
iR«:< — ^^^7 M,
pourvu que l'on ait aussi |A| < t^.
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45. Application aux courbes. — Ce résultat peut s'interpréter géométriquement. Supposons qu'on veuille étudier la courbe C ayant pour équation y=zf(^x)^ dans le voisinage du point A, d*abscisse a. Considérons en même temps la courbe auxiliaire C^ représentée par l'équation
une parallèle à l'axe des y^ j? = a -h A, rencontre les deux courbes C et C en deux points M, M', voisins du point A; la différence de leurs ordonnées est égale, d'après la formule générale, à
y-X= ^^ /(/,-Hi)(a-^6A).
Cette difTérence est un infiniment petit d'ordre n-l-i, de sorte qu'en se bornant à un intervalle assez petit (a — t^, a-f-r, ), la courbe C se confondra sensiblement avec la courbe C En prenant pour l'entier n des valeurs de plus en plus grandes, on aura des courbes C différant de moins en moins de la courbe C, et des renseignements d'autant plus précis sur V allure de la courbe C au voisinage du point A.
Prenons d'abord /i = i; la courbe C se confond alors avec la tangente à la courbe C au point A,
et l'on a, pour la différence des ordonnées des points M et M' de la courbe et de la tangente correspondant à une même abscisse a -i- A,
supposons, ce qui est le cas général, /^'(cr) ;;^o. On peut encore écrire
t étant infiniment petit avec A. Puisque t tend vers zéro en même temps que A, choisissons, ce qui est possible, un nombre positif ï^ tel que, Avariant de — t^ à h-yj, on ait \^\<\f"{ci)\' Pour ces valeurs de A, la quantité /''(t?) -h e aura le même signe que f"{a)^
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et/ — Y aura aussi le signe de /"{a). Si /"{a) >► o, l'ordonnée jk de la courbe est supérieure à l'ordonnée Y de la langenie, quel que soit le signe de h ; la courbe C est située tout entière au-dessus de la tangente dans le voisinage du point A. Au contraire, si /'(âr)<o, on a j^ <; Y, et la courbe est tout entière au-dessous de la tangente dans le voisinage du point de contact.
Si /''(«)= o, soit f^P^ (a) la dérivée de Tordre le moins élevé qui n'est pas nulle pour o: = a, à partir de la seconde; on a encore
el l'on démontre, comme tout à l'heure, que dans un intervalle assez petit (a — r,, a j-r,), la différence i-- Y a le même signe que le produit hP/P^ (a). Lorsque p est pair, cette différence ne change pas de signe, lorsque h varie de — r, à + ïi, et la courbe est tout entière d'un même côté de la tangente dans le voisinage du point de contact. Mais, si p est impair, la différence y — Y change de signe en même temps que A; la courbe C traverse sa tangente au point de contact. Le point A est un point d'inflexion ; c'est ce qui a lieu, par exemple, si l'on a /"\a) -/=. o. Prenons ensuite /i r= 2. La courbe C est une parabole
dont Taxe est parallèle à Oy^ et il vient
^^ f"{a) n'est pas nul, y — Y a le signe de h^f'"{a) pour les valeurs de h infiniment petites, et la courbe C traverse la parabole G au point A. Cette parabole G' est dite osculatrice à la courbe C; c'est, parmi les paraboles représentées par une équation
de la forme
Y = mx^ -H nx 4- p,
celle qui se rapproche le plus de la courbe C dans le voisinage du point A.
Méthode générale de développement. — La- formule
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fournit pour rinfininient peih/(a -h h) — /(a) un développement suivant les puissances croissantes de h. D'une façon plus générale, soit X un infiniment petit principal que, pour éviter toute difficulté, nous supposerons positif, et y un autre infiniment petit qui a une expression de la forme
(4) 7 — Ai^r^i-f- Aiar'»«-+-...-l-a7«p(Ap-i- e),
/îi, n-2, . . ., Hp étant des nombres positifs croissants, mais non pas forcément entiers, A|, A2, . . . , A^ des constantes différentes de zéro, et e un autre infiniment petit. Les nombres /i|, A|, /i2, A2, . . . peuvent se déterminer de proche en proche par un calcul régulier. D'abord il est clair que /i| est égal à l'ordre infinitésimal
de y par rapport à j?, et A| est égal à la limite du rapport -^ pour X =z o. On a ensuite
y — XiX^i = M, = Aja?"!^. . .— (ApH- t)T»r^
ce qui montre que /i2 est égal à Tordre infinitésimal de «/| et A2 à
la limite du rapport — ^> et l'on continuera de même pour avoir
les termes suivants. Il est visible, d'après cela, qu'un infiniment petit r ne peut admettre deux développements essentiellement différents de la forme (4); si les deux développements ont le même nombre de termes, ils sont identiques; si l'un d'eux a p termes, et l'autre p -\- q termes, les termes du premier se retrouvent dans le second. Cette méthode s'applique en particulier au développement de /{a 4- A) — /(^) suivant les puissances de A, sans qu'il soit nécessaire d'avoir obtenu d'abord l'expression générale des dérivées successives de la fonction f{x)\ elle donne au contraire un moyen pratique de calculer les valeurs des dérivées f (a) y /"(a) y ....
Exemples. — Considérons l'équation
(5) ¥(x,y) = Ax'i-h By -h xy'P( Xy y) -^- Cx"-^^ -h , ..-+- Dy^ \-.,.=:0y
où 4>(^, y) est un polynôme entier en x et y^ et où les termes non écrits forment deux polynômes P(^) et Q(y), divisibles respectivement par :r"+* et par j^; les coefficients A et B sont l'un et l'autre différents de zéro. Lorsque x tend vers zéro, il y a une
I. — FOmULB BT 8BBIB DB TÀTLOB. — GÉNÉRALITÉS. IO
racine y de Téquation (5) et une seule qui tend vers zéro (n** 20); pour appliquer la formule de Taylor à cette racine, il faudrait avoir les dérivées successives, que Ton pourrait calculer par Tapplication des règles générales. Mais on peut opérer plus directement au moyen de la méthode précédente. Observons pour cela que la partie principale de la racine infiniment petite est égale
à — g x'»; en effet, si nous posons, dans Téquation (5),
en faisant la substitution et divisant par ^r'', il reste une équation de même forme n'ajant qu^un terme du premier degré en yi, qui eslB^,,
Lorsque x tend vers zéro, l'équation (6) admet une racine infiniment petite en ^i, et par suite la racine infiniment petite de
l'équation (5) a bien pour partie prmcipale — .. x*^* Pour la
même raison, la partie principale de^i est ^^ a:"», et Ton peut
poser aussi
jx étant un nouvel infiniment petit, dont on aurait la partie principale en posant dans l'équation (6)
^,= x«.^- -gL-4-j,j.
En continuant de la sorte, on obtient pour cette racine y une expression de la forme
que l'on peut pousser aussi loin que l'on voudra sans êlre arrêté. Tous les nombres /i, /ij , /i2, ..../?;, sont bien des nombres entiers, comme cela doit être, puisque nous sommes dans les conditions où la formule générale (3) est applicable. Le développement que Ton obtient parle calcul précédent n*est pas autre chose, en effet.
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que celui que donnerail la formule de Taylor en y faisant a = o,
Voici un autre exemple où les exposants ne sont pas nécessairement des nombres entiers. Soit
■+- Birr{*i-H GiarYiH-. . .
a, p, Y, ... et ^4, y,, ... formant deux suites de nombres positifs croissants, et le coefficient A n'étant pas nul; il est clair que la partie principale de^ est A^«, et Von a
, ^ B^P^G^r-4-...- Aa7«(B,.rP.-+-G,arY.-f-...)
y — Ax^= ,
i"hl3,a7Pi-4-G,a:Yt-4-...
expression de même forme que la première, dont on obtiendra la partie principale en prenant le terme du degré le moins élevé au numérateur. Il est clair que le même procédé fournira autant de termes que Ton voudra du développement.
Soit/(:r) une fonction admettant des dérivées jusqu'à Tordre /i -r- i; on a, en changeant a en :r dans^a formule (3),
£ tendant vers zéro avec h. Supposons, d'autre part, que par un moyen quelconque on ait obtenu pour/(a?-h A) une expression de même forme
f{x -h h) =/{cc) -i- A<pi (x) -+- A*<pj(a:) -4-. . .-4- h^[r^n(^) 4" e']*,
les deux développements de /{x -\- h) doivent être identiques terme à terme, de sorte que les fonctions cpi, cpj, . . ., Oai sont égales, à des facteurs numériques prés, aux dérivées successives dey(a;),
Gette remarque est quelquefois utile pour calculer les dérivées de certaines fonctions. Soit, par exemple, à calculer la dérivée n'^* d'une fonction de fonction
y=/(^)y où U = (S(X)\
on a, en négligeant les termes d'ordre supérieur à n, par rapport à A, et de même, en négligeant les termes d'ordre supérieur à n, par rap-
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port à k.
Si dans le second membre on remplace k par
et qa'on ordonne le résultat par rapport aux puissances croissantes de A, il est évident que les termes négligés n'auraient aucune influence sur les coefficients des termes en A, A*, . . . , A". Le coefficient de A", par exemple, sera donc égal à la dérivée /i"'"»* de/[^(a')], divisée par le facteur i .2. . . n, ce qu'on peut écrire
A|- désignant le coefficient de A" dans le développement de
Pour plus de détails sur cette méthode, je renverrai le lecteur au Cours d'Analyse de M. Hermite (p. 59).
47. Formes indéterminées. — Soient /(x) et ^{x) deux fonctions s'annulant pour une même valeur de la variable j? = a ; la recherche de la limite vers laquelle tend le rapport
lorsque h tend vers zéro n^est qu'un cas particulier du problème qui consiste à trouver la limite du rapport de deux infiniment petits. Celte limite s'obtient immédiatement si l'on connaît la partie principale de chacun de ces infiniment petits, ce qui est précisément le cas lorsque la formule (3) est applicable à chacune des fonctions /(jt) et ^{x) dans le voisinage du point a. Supposons que la première dérivée de /(x) qui n'est pas nulle pour x = a est la dérivée d'ordre/?, /^''^ (a), et de même que la première dérivée de o(x), qui n'est pas nulle pour a: = a, est la dérivée d'ordre y, f^' (a). On peut écrire, en appliquant la formule ( 3 ) à chacune des fonctions /(jc), ç(-r), et divisant les résultats,
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e et e' étant deux infiniment petits. IJ est évident, sur cette formule, que le rapport considéré augmente indéfiniment lorsque h tend vers zéro, si q est supérieur à /?, et tend vers zéro si q est inférieur
à p\ lorsque q =/?, il tend vers une limite finie *^, )(\'
Une indétermination du même genre se présente quelquefois dans les équations de la tangente à une courbe. Soient
les formules qui donnent les coordonnées d'un point d'une courbe quelconque G exprimées en fonction d'un paramètre t\ les équations de la tangente à cette courbe en un point M correspondant à la valeur /q du paramètre, sont, comme on Ta vu (n° 5),
J'\to} o'(/o) fUo)
Ces équations se réduisent à des identités, si les trois dérivées /'(/), <p'(f), ^'{t) sont nulles à la fois pour 1 = 1^. Pour lever la diffîcultéi reprenons le raisonnement qui a servi à trouver les équations de la tangente. Soit M' un point de la courbe G voisin du point M, et t^-^ h la valeur correspondante du paramètre; les équations de la corde MM' sont
Four plus de généralité, nous supposerons que toutes les dérivées d'ordre inférieur à/?(/? > i) des fonctions /(^), <p(0» 'KO sont nulles pour / = fo» mais que l'une au moins des dérivées d'ordre/?, par exemple /</*'( <o), n^est pas nulle. En divisant tous les dénominateurs des équations précédentes par hP et appliquant la formule générale (3), on peut encore écrire ces équations
e, e', z' étant trois infiniment petits. Si maintenant on fait tendre h vers zéro, ces équations deviennent à la limite
/(/»(Yo) ^^fH^of V'H^o)'
et ne présentent plus aucune indétermination.
Les points d'une courbe G où cette circonstance se présente sont en général des points singuliers, où la courbe offre quelque particularité de forme. Ainsi la courbe plane représentée par les équations
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passe par Torigine, et Ton a, en ce point, 777 — ";!#: ~ o* ^^i tangente est
Taxe des x, et Torigine est un point de rebroussement de première espèce.
48. Série de Taylor. — Lorsque la suite des dérivées de la fonction /(x) est illimitée dans l'intervalle (a.y a 4- A), on peut supposer le nombre n qui figure dans la formule (3) aussi grand qa*on le veut; si le reste R^ tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, on est conduit à écrire
(;)/(a^A)=/(a)-+-^/'(a)-+- ^^fia)-
formule
qui exprime que la série
est convergente et a pour somme/(a -h A). C'est cette formule (7) qui constitue la formule de Taylor proprement dite, mais elle n'est légitime que si l'on a établi que le reste R^ tend vers zéro pour n infini, tandis que la formule générale (3) ne suppose que l'exislence des dérivées jusqu'à la (n -f- i )'«"«. Cette formule (7) peut encore s'écrire, en remplaçant a par x,
au contraire, si l'on fait a = o, et qu'on remplace h par x, il vient
Cette dernière formule (8) est appelée aussiquel quefois yor/nw/e de Maclaurin ; mais on doit remarquer que ces différentes formules sont au fond équivalentes. Tandis que la formule (8) donne le développement d'une fonction de x suivant les puissances de x^ la formule (7) donne le développement d'une fonction de h suivant les puissances de h : il suffit d'un simple changement de notation pour passer de l'une à l'autre.
Il est un cas assez étendu où l'on peut affirmer que le terme complémentaire R^ tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment : c'est celui où la valeur absolue d'une dérivée d'ordre
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quelconque peste Inférieure à un nombre fixe M, lorsque x varie dans l'intervalle (a, a-^-h). On a en effet, en adoptant la forme du reste de Lagrange,
' ' i.a...(/i-i- ij
et le second membre est le terme général d'une série convergente. C'est ce qui arrive pour les fonctions e^, sinx, cosx; toutes les dérivées de e* sont égales à e* et admettent, par conséquent, le même maximum dans l'intervalle considéré. Quant aux dérivées de s\nx et de cosar, leur valeur absolue ne dépasse jamais l'unité. La formule (7) est donc applicable à ces trois fonctions, quelles que soient les valeurs de a et de A. Bornons-nous à la formule (8); si/(j?) r=: e*^, on a
et par suite
formule qui s'applique à toutes les valeurs, positives ou négatives^ de X, Si a est un nombre positif quelconque, on a a*^= ^loia g(^ par conséquent,
(10) a-^= IH ^^ -I- ' ^^— - -+-...H- î^ ^— -h....
Prenons encore /(j?) = sin^; les dérivées successives forment une suite périodique à quatre termes cosar, — sinar, — coso:, sinar, et les valeurs de ces dérivées pour x -^ o forment également une suite périodique 1,0, — 1,0. On a donc, pour toute valeur positive ou négative de x,
(11) Sin^= H :— y-r — ...-t-(— l)«
et l'on trouve de môme
(12) COSa? = I -H ^ _.. ._|_(_i)n
Revenons au cas général. La discussion du reste R^ est rarement aussi simple que dans les exemples précédents; mais on peut
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(a faciliter en remarquant que, si ce reste tend vers zéro, la série
est nécessairement convergente. En général, 11 vaut mieux s'assurer, avant d'examiner R^, que la série est convergente; si, pour des valeurs données de a et de A, cette série est divergente, il est inutile de pousser la discussion plus loin : on peut affirmer que R/i ne tend pas vers zéro lorsque n augmente indéfiniment.
49. Développement de log(i-|-^). — La fonction log(i + j:) est continue, et la suite de ses dérivées est illimitée, pourvu que x soit supérieur à — i . Ces dérivées successives ont pour expressions
Nous nous proposons d'examiner pour quelles valeurs de ^ on a le droit d'appliquer à cette fonction la formule de Maclaurin (8). En écrivant d'abord la formule sous sa forme générale, avec un terme complémentaire, on a
log(n-:r)= - — — -H-^- -+-... -H (-i)«-i — -i-R«.
Le reste R^ ne peut tendre vers zéro que si la série X x^ x^ x^
est convergente, ce qui n'a lieu que pour des valeurs de x comprises entre — i et -|-i, la limite supérieure -4- i n'étant pas exclue; la variable x étant supposée comprise entre ces limites, G. 8
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écrivons la valeur du reste sous la forme de Cauchy
'*~ 1.2. ../i (i-i-ba:/*-^» ~^ '^'* (n-Oar)«-^» '
ou encore
Supposons d'abord |^[<^i; le premier facteur x""^' tend vers
zéro; le second facteur r— est inférieur à l'unité, que x soit
positif ou négatif, car le numérateur est plus petit que le dénominateur. Le dernier facteur reste fini , car il est plus petit que j — •
Donc le reste R/j tend bien vers zéro, lorsque n augmente indéfiniment. La forme précédente du reste ne nous apprend rien pour :c == I, mais si l'on prend le reste sous la première forme, il devient ici
et il est évident que R« tend vers zéro quand n augmente indéfiniment. L'examen du reste est inutile pour x = — i, puisque la série est alors divergente. On a donc, pour x compris entre — i et -+- 1,
(i3) log(i-+-a;)= - — — -^y —...-+- (-1)"-» — -h....
La formule s'applique encore pour :p = i , ce qui nous donne la relation curieuse
(.4) log» = ,_i+'_|+...-H(-.)'.-ii+....
La formule (i3), n'étant valable que pour des valeurs de x^ i,
ne permet pas de calculer les logarithmes des nombres entiers.
Changeons dans cette formule x en — x; la nouvelle formule
X a?' a?' a?" (i3y log(i — a?) = r-— ... ...
est encore valable pour les valeurs de x comprises entre — i et
el, en les retranchant membre à membre, il vient
, /i-4-ar\ fx x^ x^ :r««-^-t \
(i5) log( ) = a( - -+- -.V- -+- — -f-...H H... );
lorsque x varie de o à i, la fraction rationnelle -— — croît constamment de 1 à +00, et Ton peut ainsi calculer les logarithmes de tous les nombres entiers. On obtient des séries encore plus convergentes en calculant la difTérence des logarithmes de deux nombres entiers consécutifs; posons pour cela
I -har \ -f-i I
—' rr > OU X —
la formule précédente devient
loe(N-i-i) — logN = 2 -^r^ ^ - — r^ ; -h - — Tï : -+-... L
elTon a dans le second membre une série très rapidement convergenle, pourvu que le nombre N soit un peu grand.
Remarque, — Appliquons à la fonction log(i-+-a?) Ja formule générale (3) en faisant a = o, A = x, n = i, et prenant pour le reste la forme
de Lagrange, il vient
lOff (l-^ X) = X ; ;; ;
si dans cette formule on remplace x par l'inverse d'un nombre entier n, elle peut s'écrire
0/1 étant un facteur positif inférieur à l'unité. On déduit de là quelques conséquences intéressantes :
I* La série harmonique étant divergente, la somme
croît indéfiniment avec n, mais la différence
Sn— log/i tend vers une limite finie. Écrivons, en effet, cette différence
(.-lo6Î) + (l-logi) + ...4-(i-Jog^)+...
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log( iH — ) est'le terme général d'une série convergente, car Ton a,
d'après la formule précédente,
P \ PI '>P
ce qui montre que ce terme est plus petit que le terme général de la série convergente ^— i* Quand n augmente indéGniment,
tend vers zéro; la différence considérée tend, par conséquent, vers une limite unie, que l'on appelle constante d'Euler, Sa valeur est, avec vingt décimales exactes, C — 0,577215664901 532 860 60. 2*» Soit
n et p étant deux nombres entiers qui augmentent indéfiniment. On peut écrire
2 — ( H- - -f--..H ' ) — I IH h...-4- - ),
V 2 f*--^ J'J \ a nj
f- --^r.log(n 4- />)-+- p;,^p
1^; -h... -h- r=logn-t-p„,
pn-k-p et prt tendant vers la même valeur G, lorsque n et /> augmentent indéfiniment; par conséquent, on a aussi
■P« + /'— Prt-
La différence pn-np — p/» tend vers zéro, ce qui montre que la somme S
n'a une limite qu'autant que le rapport — a lui-même une limite. Si ce
rapport a une limite a, la somme S a pour limite log(i + a). Par exemple, en faisant/) = /i, on voit que la somme
a pour limite log2.
SO. Développement de (i-h^r)"». — La fonction (i -f-^)"* a un sens bien déterminé, quel que soit m, pourvu que 1 4- x soit po-
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silif; elle admet une suite illimitée de dérivées qui sont toutes des fonclioDS continues de x, lorsque i + x est positif, car elles ont une expression de même forme,
f<"\x) — /w(//i — i)...(m — Aï -hi)(i -4-ar)«*-'»,
Appliquons à celte fonction la formule générale (3), nous trouvons
pour que le reste R„ tende vers zéro lorsque le nombre n augmente indéfiniment, il faut d'abord que la série dont le terme
général est
soii convergente. Or le rapport d'un terme au précédent a pour valeur x, et tend vers — x lorsque n augmente indéfiniment. La série ne peut donc être convergente que si l'on a | j:| £ i . On exclut, bien entendu, le cas où m est un nombre entier positif, qui donne la formule élémentaire du binôme. Bornons-nous au cas où \x\<^ I ; pour prouver que le reste tend vers zéro, écrivons-le, en adoptant la forme de Cauclij,
K . /.. m(m — i).,.(ni — n) „,, , ,
le premier facteur — j:""^* tend vers zéro, comme
étant le terme général d'une série convergente; le facteur - r—
est plus petit que l'unité, enfin le dernier facteur (i + Ox)'""' est plus petit qu'une limite fixe. Si m — i >> o, on a en effet
(i-+-ô:c)'«-»< 2'«-i; si m — I <o, on a (i -4- 6t)'""* <(i — | j:|)'""'. On a donc, pour
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toute valeur de x comprise entre -^ i et -|-i, le développement
(If)) ^ ' I 1.2
m( m — \) . . ,(m — n-hi)
on examinera plus tard le cas oii x = ± i .
On peut encore démontrer de la même façon les formules suivantes
arcsina?
.3 ar»
rc lang:r
qui seront établies plus tard par une voie plus simple, et qui s'appliquent aux valeurs de x comprises entre — 1 et -}- 1 .
En dehors des exemples que nous venons de traiter, et de quelques autres, la discussion du reste offre de grandes difncultés, à cause de la complication croissante des dérivées successives. Il semblerait donc, d'après ce premier aperçu, que les applications de la formule de Taylor pour le développement d'une fonction en série doivent être très limitées. Une telle vue serait absolument inexacte, et ces développements jouent au contraire un rôle fondamental dans TAnaljse moderne. Mais, pour apprécier leur importance, il faut se placer à un autre point de vue, et étudier en ellesmêmes les propriétés des séries entières, sans se préoccuper de leur origine. C'est ce qui sera fait dans plusieurs des chapitres suivants.
Nous remarquerons seulement qu'une série
peut fort bien être convergente, sans représenter la fonction y(x)
qui lui a donné naissance; l'exemple suivant est dû à Cauchj.
Soit/(j:) = c •**; on a/'(;r) = — e *** et, d'une manière générale, la dérivée n'*™*^ est de la forme
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P désignant un poljrnome. Toutes ces dérivées sont nulles )>our
x = Oj car le quotient de e *"* par une puissance positive quelconque de X tend vers zéro avec x; on peut écrire en effet
en posant 0:=: » etl'on sait que -^ augmente indéfiniment avec js,
aussi grand que soit m. Soit, d^aulre part, <f{x) une fonction à laquelle s'applique la formule (8)
_ I Posons ¥{x) = (p(x) -h e '* ; on a
F(o) = <p(o), F'(o) = <p'(o>, ..., Ft«Ho) = <p^'»Ko),
de sorte que le développement de F(t) par la formule de Maclaurin serait identique au précédent. La somme de la série que Ton obtient ainsi représente donc une fonction tout à fait différente de celle qui a donné naissance à celle série.
D'une façon générale, si deux fonctions/(x) et (p(ar) sont égales, ainsi que toutes leurs dérivées, pour a: = o, sans être identiques, il est clair qu'elles ne peuvent être toutes les deux développables en série parla formule de Maclaurin, puisque les coefficients du développement seraient les mêmes pour les deux fonctions.
51. Extension aux fonctions de plusieurs variables. — Soit, pour fixer les idées, to =y(x,^, z) une fonction de trois variables indépendantes; on se propose de développer/(x4-A,j^'4-A-, -3 4-/) suivant les puissances de A, A", /, en groupant ensemble les termes de même degré. Cauchy ramène ce problème à celui qui vient d'élre traité, par l'artifice suivant. Considérons x^ y, z, h, /r, / comme ajant des valeurs déterminées et posons
t désignant une variable auxiliaire. La fonction (f{t) ne dépend qne d'une variable indépendante /; si nous lui appliquons la formule
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générale de Taylor, avec un reste, il vient
/n yn+1
cp(o), cp'(o), ... (p<''^(o) étant les valeurs de la fonction çp(^) et de ses dérivées pour ^ = o, et <p^"+*^(8f) étant la valeur de la dérivée (/i 4- i)^^™* pour la valeur 6^, 0 étant compris entre zéro et un. Or on peut considérer <p(/) comme une fonction composée de /, îp(^) =y(w, ç;, w\ les fonctions intermédiaires
u=x-\-hty V z=.y -\- kty w = z -^ It
étant des fonctions linéaires de t. D'après ce qu'on a remarqué antérieurement, l'expression de la différentielle d'ordre m, £/'*<p est la même que si w, p, w étaient des variables indépendantes; on a donc l'égalité symbolique
^ \0u ôç dw I \du dp dw /
qui pçut encore s'écrire, en divisant par dt"^j
Pour t= o, Uf ^, iv se réduisent respectivement à x, j>, >s, et l'égalité précédente devient, en employant toujours la même notation symbolique,
On a de même
x^ y^ 5, devant être remplacés, après le développement, par
resipectivement. En faisant maintenant ^ = i dans la formule (17), il vient
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le terme complémentaire ayant pour expression
Xsy, z devant être remplacés par x -{-^h, y -{-Hk^ z ^^l après le développement.
Celle formule (i8) esl entièrement analogue à la formule générale (3). Si pour des valeurs données de x, y^ 5, A, /r, /, le reste R« tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment, on aura un développement en série de /{x 4- A, y -+- A*, 3 -i- /), tous les termes de celle série étant des polynômes homogènes en A, A*, /. Mais il est en général très difficile de reconnaître sur l'expression de R,i que ce reste tend vers zéro.
52. On peut tirer de la formule (i8) des conséquences analogues à celles que Ton déduit de la formule (3) dans le cas d'une seule variable indépendante. Par exemple, soh z =/{Xj y) l'équation d'une surface S ; si la fonction y*(»r,j') est continue ainsi que toutes ses dérivées partielles jusqu'à un certain ordre dans le voisinage d'un point (xo,yo)? ^" a> d'après la formule (i8),
fi^xo-^h, y^-^ A') = /(xoy yo) -^ ( h -/- -+-A--f )
i.'i \Oxo Oyo J
Si nous limitons le second membre à ses deux premiers termes, puis à ses Irois premiers termes, etc., nous avons les équations d'un plan, puis d'un paraboloïde, etc., qui diflèrent très peu de la surface considérée dans le voisinage du point (0*0, yo)- L-e plan n'est autre que le plan tangent, le paraboloïde est celui qui se rapproche le plus de la surface S parmi tous ceux qui sont représentés par une équation de la forme
z = Ax* -h i^xy -f- Gj^' -i- \\>x -\- lEy -f- F.
On se sert aussi de la formule (18) dans la recherche des valeurs limites des fonctions qui se présentent sous forme indéterminée. Soient /(x, y)^ ^{^1 y) fleux fonctions qui s'annulent à la fois pour x= a, y = by mais qui restent continues, ainsi que leurs dérivées partielles jusqu'à un certain ordre, dans le voisinage du point ir = a, y = b; proposons-nous de trouver la limite vers
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laquelle tend le quotient
lorsque x et y tendent respectivement vers a et b. Nous supposerons d'abord que les quatre dérivées du premier ordre -p» ;tt» T^j -^ ne sont pas nulles à la fois; nous pouvons écrire
/(a -h h, b -^ k) <p(a -h hf b -t- k)
^(ja-^^'j-^^lâ-^^'')
e, s', Êi, t\ tendant vers zéro lorsque h et k tendent vers zéro. Lorsque le point (^, j>') tend vers (a, 6), h et k tendent vers
k zéro; nous supposerons que le rapport^ tend vers une limite a,
c'est-à-dire que le point (:r, y) décrit une courbe ayant une tangente au point (a, b). Divisons les deux termes du rapport précédent par k, nous voyons que la fraction i^" ^^ a pour limite
da àb
d^'^'' db
cette limite dépend en général de a, c'est-à-dire de la façon dont les variables ;r et^ tendent respectivement vers leurs limites a et 6. Pour que cette limite fût indépendante de a, il faudrait que l'on eût
df do df âo _ dâdb^ ~db da "^ "'
ce qui n'a pas lieu en général.
Si les quatre dérivées -> --r» y- y -^ sont nulles, on prendra les termes du second ordre dans la formule (i8), et l'on écrira
/(a^h,b-hk) __ J (f(a-hhy b-h k) ~ /d*ç)
m-')"'-<£''*-')"Htf.-'->'
e, e', e", e,, e'^, ej étant des quantités infîniment petites; a ajant
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53. Points singuliers. — Lorsque les coordonnées (xq, yo) d'un point Mq d'une courbe plane C, représentée par Téquation P(^» y^ " - ^y n'annulent pas à la fois les deux dérivées par-
llelles -, -, on a vu plus haut (n" 22) que par ce point passe
une seule branche de courbe dont la tangente a pour équation
en représentant d une manière générale par - - - la valeur que prend la dérivée quand on y fait x == j^o^ .V =^^'o- Lorsqu'on
a a la lois — = ^— = o, le point {xq, yo) est un point singulier.
Nous supposerons que les trois dérivées partielles du second ordre ne sont pas nulles pour x =: Xq^ y -^J'oj que ces dérivées sont continues dans le voisinage de ce point, ainsi que les dérivées du troisième ordre. L'équation de la courbe C peut alors s'écrire
l 1.2.3 Ida; dy ^ J>,-0>->v
X tX y devant être remplacés dans les dérivées du troisième ordre par jTo-i- ô(-r — J?o) et ^o4- ô(jK — jKo) respectivement. On peut toujours admettre que la dérivée - -^ n'est pas nulle, car il suffit
de changer les axes de coordonnées pour être ramené à ce cas. En posant^ — yQ^=: t{x — jJo)^ dans l'équation (19), et divisant par
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{x — XqY^ il vient
àxl àxi^dyçi àyl ^
V{x — Xo^ t) désignant une fonction qui reste finie lorsque x tend vers Xfi, Cela posé, soient t^ et t^ les deux racines de l'équation
dxl àxQÔfQ dyl
si ces racines sont réelles, c'esl-à-dire si Ton a
\àxQdy^) ^ ~dxl ôyl' on peut encore écrire l'équation (20)
f^{t-t,){t-t^)^{x-Xç,)V = 0,
Pour :r = 0^0, l'équation admet les deux racines distinctes t= tty 1 = 1-2- Lorsque x tend vers Xqj l'équation admet deux racines tendant respectivement vers f| et t^] on le montre en reprenant le raisonnement dont on s'est servi pour établir l'existence des fonctions implicites. Posons, par exemple, ^=f«-f-w, et écrivons l'équation entre x et u
u(ti — /j-h u)-h(X'- Xo)Q(x, m) — o,
Q(^, //) étant fini lorsque x tend vers Xo et u vers zéro. Supposons, pour fixer les idées, ti — /a > o, et désignons par M une limite supérieure du module de Q(-c, u) et par m une limite inférieure de ti — l2-h Uj lorsque x varie de Xq — h àxo-{- hel ude — A à 4- /i, h étant un nombre positif inférieur à ^1 — Z^- Soient maintenant £ un nombre positif plus petit que A, et r, un autre nombre positif satisfaisant aux deux inégalités
Si nous remplaçons x dans l'équation précédente par une valeur telle que \x — Xo | soit inférieur à v) , les résultats de la substitution de — e et de H- £ à la place de u sont de signes différents; cette équation admet donc une racine tendant vers zéro lorsque x tend Ters Xo, et par suite l'équation (19) admet pour racine une expres-
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sioD de la forme
a étant infinimenl pelit avec x — Xq, Par le point (Xo, J'o) il passe donc une branche de la courbe C tangente à la droite
r — ro -^ tiiX — Xo),
On verrait de la même façon qu'il passe aussi par ce point une branche de courbe tangent^ à la droite y — Vq = ^2(a• — Xq), Le point Mo est un point double, et l'on obtient Téquation du système des tangentes à ce point double en (égalant à zéro Tensemble des termes du second degré en (x — Xo)^ (y — j'o)? dans l'équation (19).
^^''^*l"^(dï7^/ ~^ ^<o, lepoint(xo,yo)estun/?om/ double isolé. A l'intérieur d'un cercle de ravon assez petit décrit du point Mo comme centre, le premier membre ¥(x,y) de l'équation (ic)) ne s'annule que pour le point Mo lui-même. Posons, en effet, pour les coordonnées d'un point voisin de Mo,
il vient
L ayant une valeur flnie lorsque p tend vers zéro. Soit H une limite supérieure de la valeur absolue de L, lorsque p est inférieur à un nombre positif r. Lorsque '^ varie de o à 27:, le trinôme
— -r-cos*ç -4- 2 ■ — cos'i sino ~ r^ sin*o
dxl ^ dxo Ojq ' • Orl
conserve un signe constant, puisque ses racines sont imaginaires; soit m une limite inférieure de sa valeur absolue. Pour tout point
pris à l'intérieur d'un cercle de rayon p <^ , il est clair (jue le
coefficient de p^ ne peut s'annuler; rt'M|ualion F(.r, j^- ) -= o n'admet donc pas d'autre solution que p =^ o, c'esl-ù-Jire x r- Xq^ y=yQ^ à l'intérieur de ce cercle.
Lorsque l'on a
\àx^iOyo/ " 'dj'l Ojl '
les deux tangentes au point double sont venues se confondre, et
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il y a en général deux branches de courbe tangentes à une même droite, et formant un rebroussement. L'étude complète de ce cas exige une discussion très délicate qui sera faite plus lard. Observons seulement que la variété des cas possibles pour la forme de la courbe est beaucoup plus grande que dans les deux cas déjà examinés, comme le montrent les exemples suivants.
La courbe y^^=^ x^ présente à l'origine un point de rebroussement de première espèce, avec deux branches de courbe tangentes à Taxe des Xy situées de part et d'autre de celte tangente, et à droite de Oy, La courbe y^ — ix^y -f- a;* — a:* = o présente un rebroussement àe seconde espèce; les deux branches de courbe tangentes à l'axe des x sont situées du même côté de la tangente. L'équation nous donne, en effet,
et les deux valeurs de y sont de même signe lorsque x est très petit, mais ne sont réelles que si x est positif. La courbe
iC* -f- x^y^ — ^x^y -4- j^* r= o
présente deux branches de courbe n'offrant rien de particulier, tangentes l'une et l'autre à l'origine à l'axe des x» On tire, en effet, de cette équation
'ix^-^x'^^^ — xî
et les branches obtenues en prenant successivement les deux signes
devant le radical n'ont aucune singularité à l'origine.
Il peut aussi se faire que la courbe se compose de deux branches
confondues, comme c'est le cas pour la courbe représentée par
l'équation
F (Xj y) — y^— ix^y -h x^ = o;
lorsque le point (x^y) se meut dans le plan, le premier membre F{x^y) s'annule sans changer de signe.
Enfin, il peut aussi arriver que le point (xo^yo) soit un point double isolé ; c'est ce qui arrive pour la courbe j^^ 4- x* -h y* = o, dont l'origine est un point double isolé.
54* Un point Mo d'une surface S représentée par l'équation F{Xj y, z)=zo est de même un point singulier de cette surface si
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les coordonnées x^, y^y ^o ^^ ^^ point annulent les trois dérivées
du premier ordre
dF à¥ âF
,- =o, -— — o, - - =o; àxo àjr^ OZo
Téqaation trouvée plus haut pour le plan tangent (n®22) se réduit à une identité. Le lieu des tangentes à toutes les courbes situées sur la surface S, et passant au point Mo, est un cône du second degré, pourvu que les six dérivées partielles du second ordre ne soient pas toutes nulles au même point. Soient, en eflet,
les équations d*une courbe C située sur la surface S ; les trois fonctions/(/), ç(^), •}(^) vérifiant la relation F(vr, y, z) = o^ on a entre les difierentielles du premier et du second ordre les deux
relations
^F , dF . ÔF .
- ax -¥■ - dv -^ - dz = o, ôx dy -^ ôz
(à? , ôF , ÔF , \'«' dF ., dF ,, dF ,,
\dx dy -^ dz j dx dy ^ dz
Pour:r = oto, jK=^'o> ^ = ^0, la première se réduit à une identité, et la seconde devient
■T-r dx* -+- -j—i dy* -J- - - dz*
dxl dyl -^ dz%
-r- 1 - — - — dxdy -i- 2 -: — -— dy dz -h % - — -— dx dz = o. dxo dyQ *^ dyQ dz^ dxo dzo
On aura le lieu des tangentes en éliminant dx, dy, dz entre cette relation et les équations de la tangente
X — Xq ^ Y — yo _ Z — Zo dx ~~ dy ~ dz
ce quj conduit à Téquation d'un cône (T) du second degré
D'autre part, Téquation de la surface S peut s'écrire, en appli-
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quant la formule générale de Tajlor et poussant le développement jusqu'aux termes du troisième ordre,
\ So-l-OiS— -»»i
j^oj >^07 ^0 devant être remplacés dans les dérivées du troisième ordre par j^o 4- 0(j; — Xo), yo-\-^{y —yo), Zo-h^{z — Zo). On obtient Téquation du cône précédent(T) en prenant seulement les termes du second degré en j: — Xo, y — jKoi ^ — ^0 dans l'équation (22).
Cela posé, supposons d'abord que l'équation (21) représente un cône réel. Coupons la surface S et le cône (ï) par un plan P passant par deux génératrices distinctes G, G' de ce cône. Pour avoir l'équation de la courbe d'intersection de la surface S par ce plan, on peut imaginer que l'on ait fait d'abord une transformation de coordonnées de façon que le plan P soit parallèle au plan des jcy^ et il suffit alors de faire z == Zq dans l'équation (22). On voit que le point Mo est pour cette courbe un point double a tangentes réelles; d'après ce que nous venons de voir, cette section se- composera de deux branches de courbe tangentes respectivement aux deux génératrices G, G'. L'aspect de la surface dans le voisinage du point Mo est donc analogue à l'aspect qu'offrent les deux nappes d'un cône du second degré dans le voisinage du sommet; d'où le nom de point conique que l'on donne aussi au point M©.
Lorsque l'équation (21) représente un cône imaginaire, le point Mo est un point singulier isolé de la surface S. On peut décrire de ce point comme centre une sphère de rayon assez petit pour que l'équation F{x, y, z) = 0 n'admette pas d'autre solution à l'intérieur que a: = Xq^ y ^^yoy ^ = ^o* Soient M un point de l'espace voisin du point Mo, p la distance MMo, a, j3, y les cosinus directeurs de la droite Mo M. Si l'on pose
F(x, j^, z) devient
II. — POINTS SINGULIERS. - MAXIMA ET MINIMA. I
le fadeur L conservant une valeur finie lorsque p tend vers zéro. Puisque l'équation (ai) représente un cône imaginaire, le po- Ivnome
Ox* Oxq Ozq •
ne peut s^annuler lorsque le point a, ^, y décrit la sphère
désignons par m une limite inférieure de la valeur absolue de ce poljnome. Soit, d'autre part, H une limite supérieure de la valeur absolue de L dans le voisinage du point M©. Si du point M© comme
centre avec un rajon moindre que vr- nous décrivons une sphère, il
est clair que le coefficient de p^ dans l'expression de F(x.y, 2 » ne peut s'annuler à l'intérieur de cette sphère. L'équation
n^admet donc pas d'autre solution que p ^^ o.
Lorsque l'équation (21) représente un système de deux plans réels et distincts, il passe par le point Mo deux nappes de surface dont chacune est tangente à l'un de ces plans. Certaines surfaces présentent une ligne de points doubles où le cône des tangentes se décompose en deux plans. Cette ligne est une courbe double de la surface, suivant laquelle deux nappes distinctes se traversent mutuellement. Par exemple, le cercle représenté par les deux équations 5=^0, x'^-\-y'^-~ i est une ligne double de la surface qui a pour équation
5*— nz'^Kx'^-^y^) — (x^'^y^ — 1)' — o.
Lorsque l'équation (21) représente un système de deux plans imaginaires conjugués ou un plan double réel, il faut dans chaque cas particulier une discussion spéciale pour étudier la forme de la surface au voisinage du point Mo. La discussion que nous venons de faire se retrouve dans l'étude des maxima et des minima.
^> Maxima et minima des fonctions d'une variable. — Soient /(j^)uiie fonction continue dans un intervalle (a, 6), etc un point de cet intervalle. La fonction /{x) est maximum ou minimum
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pour x^=c s\ l'on peut trouver un nombre positif ti assez petit pour que la différence /{c -{- h) — /{c) conserve un signe constant lorsque h varie de — r^ à -i-ri. Si. cette différence est positive, la fonction /{x) est plus petite pour x = c que pour les valeurs de x voisines de c; elle passe donc par un minimum. An contraire, lorsque la différence /(c -h A) —/{c) est négative, la fonction est mai^imum pour x =^ c.
Lorsque la fonction /{x) admet une dérivée pour la valeur c delà variable, cette dérivée doit ôtre nulle. En effet, les deux quotients
h ' :=li '
qui ont la même limite f\c) lorsque h tend vers zéro, sont de signes différents; il faut donc que leur limite commune /"'(c) soit nulle. Inversement, soit c une racine de Féquation /'(j;) = o, comprise entre a et 6; supposons, pour prendre le cas général, que la première dérivée qui n'est pas nulle pour x = c est la dérivée d'ordre /i, et que cette dérivée est continue dans le voisinage de la valeur c. La formule générale de Taylor donne ici, en se limitant au terme de degré n,
fie ^ h)-f{c) = ^ ^" ^ f^n)(c -^ 6A),
ce qui peut encore s'écrire
e étant infiniment petit avec A. Soit ri un nombre positif tel que x variant de c — tj à c H- t^, la valeur absolue de t soit moindre que \f^^^{c)\', pour ces valeurs de x, /^"^{c) -f- e a le même signe que/^''^(c) et, par suite, /(c 4- A) —/(c) a le signe de A«/^"^(c). Si n est impair, on voit que cette différence change de signe avec h; il n'y a ni maximum ni minimum pour a? = c. Si n est pair, /{c-hh) — /(c) a le même signe que /^"^(c), que h soit positif ou négatif; la fonction est minimum si /^"^ (c) est positif, et maximum si f^'^^{c) est négatif. En résumé, pour que la fonction soit maximum ou minimum pour ^ = c, il faut et il suffit que la première dérivée qui ne s'annule pas pour x =^ c soit d^ ordre pair.
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En langage géométrique, les conditions précédentes signifient que la tangente à la courbe y=/(x) au point A d*abscisse c est parallèle à Oor, et, en outre, que le point A n'est pas un point
d'inflexion.
Remarques. — Lorsque les conditions dans lesquelles nous nous sommes placés ne sont pas réalisées, une fonction /(a:) peut être maximum ou minimum sans que la dérivée /'(a:) s'annule. Par exemple, si la dérivée est inCnie pour x = c, il suffit que celle dérivée change de signe pour que la fonction présente un -
maximum ou un minimum; ainsi la fonction^ = a:^est minimum
pourx = o, et la courbe correspondante présente un rebrousse-
mentà l'origine, avec l'axe des^ pour tangente.
Lorsque, d'après la nature de la question, la variable a: ne peut
prendre que les valeurs comprises entre deux limites a et 6, il
peut se faire que ces valeurs limites donnent les maxima ou les
minima absolus de la fonction /(^), sans que la dérivée /'(or)
soit nulle. Supposons, pour prendre un exemple, que l'on cherche
la plus courte distance d'un point fixe P de coordonnées (a, o)
au cercle C qui a pour équation x^-i-y^ — R2=o. En prenant
pour variable indépendante l'abscisse^ d'un point M du cercle C,
on a
d- - PM =(x — ay-hy^ — x^-^y^— 'zax -+- aS
ou, en tenant compte de l'équation du cercle,
d^= R* -T- a* — lax.
L'application de la règle générale conduirait à chercher les racines de l'équation dérivée 2a = o, ce qui est absurde. Mais on s'explique cette contradiction apparente en observant que, d'après la nature de la question, la variable x ne peut varier qu'entre — R et -fR. Si a est positif, d^ est minimum pour a: = R, et maximum pour a: = — R.
56. Fonctions de deux variables. — Soit z ^=/(xj y) une fonction continue des deux variables x^ y^ lorsque le point M de coordonnées {Xj y) reste à l'intérieur d'une aire û, limitée par un contour C. On dit que cette fonction /(.r, y) est maximum ou
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minimum pour un point (xq, jKo) ^e Taire û lorsque l'on peut trouver un nombre positif yj tel que la différence
conser^^ un signe constant, pour tous les systèmes de valeurs des accroissements h et A*, moindres que tj en valeur absolue. Si Ton considère pour un moment y comme constant et égal à y^^ z devient une fonction de la seule variable x et, d'après le cas que nous venons d'étudier, la différence
ne peut conserver un signe constant pour les petites valeurs de h
que si la dérivée ^- est nulle pour x = Xqj y z^y^] on démontre
de la même façon que ces valeurs doivent aussi annuler^» de
sorte que les systèmes qui rendent la fonction /(:r,^) maximum ou minimum doivent être cherchés parmi les solutions des deux équations simultanées
àf àf
àx ày
Soit X = Xi^^y =jKo iinc solution de ces deux équations. Nous supposerons que les dérivées partielles du second ordre dey(a:, y^ sont continues dans le voisinage des valeurs x^^ y^ et ne sont pas toutes nulles pour ^ = :ro, j^=yo) et que les dérivées du troisième ordre existent. La formule de Taylor nous donne
= A^o -^ h, yo -4- A) — /(a7o, 70)
àx àyjy^^u
pour les valeurs de h et de k^ voisines de zéro, c'est évidemment
le trinôme
A- ^"^ ! zhk ^"^ ; k^ ^"-f dxl âxo âyo ày^
qui donne son signe au second membre, et l'on prévoit d'avance que la discussion du signe de ce trinôme va jouer un rôle prépondérant.
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Pour qu'il y ait maximum ou minimum pour x = Xq-, y=yoy il faut et il suffit que la différence A conserve un signe constant lorsque le point (xq -f- A, ^o H- A) reste compris à l'intérieur d'un carré assez pelil ayant pour cenlre le point (xq, y©)- Cette différence A conservera donc aussi un signe constant lorsque le point (x^-h A, yo-4- A) restera à Tintérieur d'un cercle de rayon assez pelit de cenlre (^oj y©)) et inversement; car on peut remplacer un carré par le cercle inscrit et réciproquement. Soit donc C un cercle de rayon r décrit du point (xq, yo) comme centre; on obtient tous les points intérieurs à ce cercle en posant
h = p cosOy X: = psin^,
et faisant varier «p de o à 2:1, et p de — /• à 4- r. On pourrait même se contenter de donner à p des valeurs positives, mais il vaut mieux, pour la suite, ne pas introduire celle restriction. En faisant cette substitution dans A, il vient
A = — (A cos*9 -+- aB sino coso -h C sin*o) -4- ^ L,
en posant
L étant une fonction dont il est inutile d'écrire l'expression développée, mais qui conserve une valeur finie dans le voisinage du point (rc^^o)- Cela posé, nous avons plusieurs cas à distinguer, suivant le signe de B^ — AC.
Premier cas, — Soit B^ — AC>o. L'équation
A cos*ç -^ aB sino coso -h C sin*^ — o
admet deux racines réelles en tang'^, et le premier membre est la différence de deux carrés, de sorte que Ton peut écrire
A = — [a(a cos<p H- b sincp)* — p(a'cos cp -i- ^'sino)*] -\- -- L,
où
a > o, P > o, ab' — ba! /- o.
Si Ton attribue à l'angle ^ une valeur telle que l'on ait
acoscp -f- 6 sincp = o,
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A sera négatif pour les valeurs infinimeDt petites de p ; au contraire, si l'on prend pour cp un angle tel quea'cos<p 4- è'sincp = o, A sera positif pour les valeurs infiniment petites de p. Il est donc impossible de trouver un nombre r tel que la différence A conserve un signe constant lorsque la valeur absolue de p est inférieure à r, quel que soit Tangle ç. La fonction /(or, ^) n'est ni maximum, ni minimum, pour x = Xq, y = j^'o-
Deuxième cas, — Soit B^ — AC <C o. Le trinôme
A cos*ç -h aB cos^ sin<p -{- C sin*©
ne s'annule pas lorsque o varie de o à 2';:. Soit m une limite inférieure de sa valeur absolue; soit, d'autre part, H une limite supérieure de la valeur absolue de la fonction L dans un certain cercle de rayon R et de centre (a?o, ^o)- Désignons par r un nombre
positif inférieur à R et à -n-; à l'intérieur du cercle de rayon r, la
différence A aura le même signe que le coefficient de p*-*, c'està-dire que A ou C. La fonction f{x^ y) est donc maximum ou minimum pour x = Xq^ y =yo.
En résumé, si au point Xq, y^^ on a
\àx,ôyj dxl dyl ^ ""^ il n'y a ni maximum ni minimum. Si l'on a
il y a maximum ou minimum, suivant le signe des deux déri>
vées-r-T' :r4* Il y a maximum, si ces dérivées sont négatives, mini-
àxl àyl *^ o '
mum si elles sont positives.
57. Étude du cas ambigu. — Le cas où B^ — AC = o échappe à la discussion précédente. La Géométrie montre bien à quoi tient la difficulté du problème dans ce cas spécial. Soit S la surface représentée par l'équation z z=f(^x,y)\ si la fonction /(a:,j^) est maximum ou minimum en un point (j:©) J^o)> dans le voisinage
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duquel la fonction et ses dérivées sont continues, on doit avoir
ce qui montre que le plan tangent à la surface S au point Mo de coordonnées (^07 J'oi ^0) doit être parallèle au pian des xy. Pour que ce point corresponde à un maximum ou à un minimum, il faut en outre que, dans le voisinage du point Mo, la surface S soit tout entière d'un même côté du plan tangent, et Ton est ainsi ramené à l'étude d'une surface par rapport à un plan tangent dans les environs du point de contact.
Imaginons que Ton ait transporté l'origine au point de contact; le plan langent étant le plan des xy^ l'équation de la surface est de la forme
(14) >8 = ax^-T- nbxy -4- cy^-^ n.x'^ — S^x^y -^ 3^^^*- 0^',
«, 6, c étant des constantes et a, ^, y, 0 des fonctions de x, y qui restent finies lorsque x ei y tendent vers zéro. Cette équation est identique, au fond, à l'équation (19) où l'on aurait remplacé Xi^ ^^y% par zéro, h ei k par x ely respectivement.
Pour savoir si la surface S est située tout entière d'un même côté du plan des xy dans le voisinage de l'origine, il suffit d'étudier l'intersection de cette surface par le plan des xy. Or cette intersection est représentée par l'équation
^25) ax^-^ ^bxy -î- cy^-h txx^-^. . ,-=1 Of
et présente un point double à l'origine des coordonnées. Si b- — ac est négatif, Torigine est un point double isolé (n' o3) et Téqualion (25) n'admet pas d'autre solution que x =y ^^ o, lorsque le point (x, y) reste à Tintérieur d'un cercle C de rayon assez petit r, décrit de l'origine comme centre. Le premier membre de l'équation (25) conserve un signe constant lorsque le point (x, y) se meut à l'intérieur de ce cercle. Tous les points de la surface S qui se projettent à l'intérieur du cercle C sont donc situés d'un même côté du plan des j:^, sauf l'origine. C'est le cas où lafonction/(x,^) présente un maximum ou un minimum. La portion de la surface S voisine de l'origine est analogue à une portion de sphère ou d'ellipsoïde.
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Si b'^ — ac V^ o, rinlerseclion de la surface S par le plan langent présente deux branches de courbe distinctes C|, Ca, passant par Torigine; les tangentes à ces deux branches de courbe à rorigine sont représentées par Téquation
ax*-î- 'ibxy -^ cy"^ — o.
Imaginons un point (x, y) mobile dans le voisinage de l'origine ; lorsque ce point traverse une des branches de courbe C|, C2, le premier membre de Téquation (25) change de signe en s'annulant. On a donc, en attribuant à chaque région du plan voisine de l'origine le signe du premier membre de l'équation (26), une disposi-
lion analogue à celle de \^ fig, ^. Parmi les points de la surface qui se projettent sur le plan des xy à l'intérieur d'un cercle ayant pour centre l'origine, il y en a toujours au-dessus du plan des xy et d'autres au-dessous, quelque petit que soit le rayon de ce cercle. La surface est disposée par rapport à son plan tangent comme un hyperboloïde à une nappe ou un paraboloïdc hyperbolique. La fonction /{x^y) n'est ni maximum ni minimum pour l'origine. Le cas où b^ — ac^^o est précisément le cas oii la courbe d'intersection de la surface par son plan tangent présente un point de rebroussement à l'origine, cas dont nous avons réservé l'étude. Si l'intersection se compose de deux branches distinctes passant par l'origine, il n'y aura ni maximum ni minimum, car la surface traverse encore son plan tangent. Mais si l'origine est un point double isolé, ou si l'intersection se compose de deux branches confondues, la fonction y*(^, y) sera maximum ou minimum.
58. Pour reconnaître dans lequel des deux cas on se trouve, il faut tenir compte des valeurs des dérivées du troisième ordre et du quatrième ordre,
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Cl quelquefois des dérivées d'ordre plus élevé. La discussion suivante, qui est d'ailleurs suffisante le plus souvent dans la pratique, ne s'applique qu'aux circonstances les plus générales. Lorsque 6*— ac — o, on peut écrire l'équation de la surface, en poussant le développement de Taylor jusqu'aux termes du quatrième ordre,
/ i — f{x,y^ —- k{x ixnfjù — y Costa )^ 126. ) /I/o/ ^fV"^
et nous supposerons, pour fixer les idées, A > o. Pour que la surface S soit tout entière d'un même côté du plan des xy dans le voisinage de l'origine, il est nécessaire que toutes les courbes d'intersection de cette surface par des plans passant par 0-5 soient d'un même côté du plan xOy dans les environs de l'origine. Or, si nous coupons la surface par le plan
j^^artangïï),
l'équation de la courbe d'intersection s'obtient en posant dans l'équation ( jG )
j^ — pcoso, ^— psinç
(les a\es étant Oz et la trace du plan sécant sur rOy). ce qui donne 5 — A o*(coso sino) — cosw sino)' h- Kp'-^ Lp*,
K désignant un coefficient indépendant de p; si l'on a tangto ^ tang<p, z sera positif pour les valeurs infiniment petites de p. Toutes ces sections sont donc au-dessus du plan des xy dans le voisinage de l'origine. Coupons maintenant par le plan
y — X tang(o:
•'i la valeur correspondante de K n'e«it pas nulle, le développement de z est de la forme
et change de signe avec p. Il s'ensuit que la section de la surface par le plan précédent présente un point d'inflexion à l'origine et traverse le plan desT/; la fonction f(x,y) n'est donc ni maximum ni minimum à l'origine. C'est ce qui a lieu lorsque la section de la surface par son plan tangent présente un point de rebroussement de première espèce, comme par exemple la surface
Si, pour la section considérée, on a K = o, on poussera le développement jusqu'aux termes du quatrième ordre, et l'on aura pour z une expression de la forme
Kl étant une constante dont il serait facile d'avoir l'expression au moyen des dérivées du quatrième ordre; nous supposerons que ce coefficient nest pas nul. Pour des valeurs infiniment petites de p, 5 a le signe de Ki ;
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si Kl est négatif, la section est au-dessous du plan des xy dans le voisinage de l'origine. Il n'y a encore ni maximum ni minimum pour z\ c'est ce qui a lieu, par exemple, pour la surface z = j'* — ar*, dont l'intersection par le plan des xy se compose des deux paraboles ^ = zh x*. On voit donc que, si l'on n'a pas à la fois K = o, Ki>o, il est inutile de pousser le calcul plus loin; on peut affirmer que la surface traverse son plan tangent dans le voisinage de l'origine.
Lorsqu'on a en même temps K = o, Ki>o, toutes les sections de la surface par des plans passant par Oz sont au-dessus du plan des xy dans le voisinage de l'origine. Mais cela ne suffit pas pour pouvoir affirmer que la surface ne traverse pas son plan tangent, comme le prouve l'exemple de la surface
qui coupe son plan tangent suivant deux paraboles dont l'une est intérieure à l'autre. Pour que la surface ne traverse pas son plan tangent, il faut en outre que, si l'on coupe cette surface par un cylindre quelconque ayant ses génératrices parallèles à Oz et passant par 0-s, la courbe d'intersection soit au-dessus du plan des xy, ^q\\. y ^= ?(^) Téquation de la trace de ce cylindre sur le plan des xy^ la fonction (p(x) étant nulle pour a? = o; la fonction V{x') = f\x^ ç(^)] doit être minimum pour ar = o, quelle que soit la fonction ^{x). Afin de simplifier les calculs, je supposerai que l'on a choisi les axes de coordonnées de façon que l'équation de la surface soit de la forme
z = PLy^-^Oi(x, y) -r.. .,
où A est positif; avec ce système d'axes, on a pour l'origine
àf àf d^f d^f d^f
àxo dyo dxl àxodyo dyl
Les dérivées de la fonction ¥(x) ont pour expressions
dx^ dy ' "^ ^x dy^ ' ' dy^ ' '
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pour 2* r= ^ = O, ces formules donnent
Si f'(o) n'est pas nul, la fonction ¥{x) présente bien un minimum poorr = 0, ce qui était facile à prévoir d'après la discussion précédente. Si l'on suppose f'(o) =o, il vient
poar que F(jr) soit minimum, il faut que -r-^ soit nul, et en outre que le trinôme du second degré en ^'(o)
^ ^ 6 -4'-^ <5'(o) -i- 3 ^{ [cp'(o)]«;
soit positif, quelle que soit la valeur de f'(o).
11 est facile de vérifier que ces conditions ne sont pas satisfaites pour la . fonction considérée tout à l'heure z =y^ — Zx^y h- aa:*, tandis qu'elles le sont pour la fonction z =zy^-\- x^. II est évident, en'efîel, que cette dernière surface est tout entière au-dessus du plan des ory.
Je ne pousserai pas plus loin la discussion, qui exigerait, pour être rendue absolument rigoureuse, des considérations fort délicates, et je renverrai le lecteur désireux d'approfondir ce sujet à un important Mémoire de M. Ludwig Scheffer, dans le t. XXXV des Mathematische Annalen.
59. Fonctions de trois variables. — Soit u=^f{x^ y, z) une fonction continue des trois variables j:,j^, 5. On dit encore qu'elle est maximum ou minimum pour un système de valeurs ^oî JV'oi ^0 lorsque la différence
^ =/(^o-^ hyyo-^-A'j Zo-h /)— /(:ro,7o, ^o)
conserve un signe constant pour tous les systèmes de valeurs de A, A, /, moindres en valeur absolue qu'un nombre positif r, suffisamment petit. Si Ton considère une seule des trois variables .r, y,z comme ayant reçu un accroissement, les deux autres variables étant traitées comme des constantes, on voit comme plus haut que u ne peut être maximum ou minimum que si Ton a à la fois
àf
àXo' °'
ày. - "•
àz.
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en admettant, bien entendu, que ces dérivées sont continues dans le voisinage des valeurs Xq, jko, Zq. Supposons qu'on ait trouvé un système de solutions de ces trois équations simultanées, et soit Mo le point de l'espace de coordonnées (jCo> JKo? ^o)» H y aura maximum ou minimum si Ton peut trouver une sphère de centre Mo, telle que /(^, y, z) — /(^o, yoi ^o) conserve un signe constant lorsque le point x^y^ z reste à Tintérieur de cette sphère. Représentons les coordonnées d'un point voisin par
X^Xo-^p^, r=rO-HpP, Zrr-.Zo-^p^,
OL^ p, Y étant liés par la relation a^ -f- p^ -h y^ = i, et remplaçons X — ^Of y — jKoj ^ — ^0 par pa, pp, py dans le développement de/{x, y, z) par la formule de Taylor; il vient
A = p«[o(a, p, Y)-+-pL],
'^(a, p, v) désignant une forme quadratique en a, p, y dont les coefficients sont les dérivées du second ordre de fi^oc^y^ z) et L une fonction qui reste finie dans le voisinage du point Mo- Cette, forme quadratique peut s'exprimer par une somme de trois carrés de fonctions linéaires distinctes de a, p, y, multipliés par des facteurs constants, en négligeant le cas exceptionnel où le discriminant de cette forme serait nul. Soit
si les trois coefficients a, o! ^ d' sont de même signe, la forme quadratique 'f (a, j3, v) reste supérieure en valeur absolue à un certain minimum lorsque le point a, p, y décrit la sphère
et par conséquent A conserve le signe de a, a', a" lorsque p est inférieur à une certaine limite. La fonction /(a?, y^ z) est donc maximum ou minimum.
Si les trois coefficients a, a', a" ne sont pas de même signe, il n'y a ni maximum ni minimum. Supposons, par exemple, a >> o, a'<^o; prenons pour a, p, y des valeurs satisfaisant aux relations P'=ro, P'^^o. Ces valeurs n'annulent pas P, et A sera positif pour les petites valeurs de p. Si l'on prend au contraire des valeurs de a, p, y vérifiant les relations P=:o, P'=o, A sera négatif pour les petites valeurs de p.
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La méthode est la même, quel que soit le nombre des variables indépendantes; c'est toujours la discussion d'une forme quadratique qui joue un rôle prépondérant. Dans le cas d'une fonction de trois variables seulement a =/(^, y, -3), on peut remarquer que la question revient à étudier la nature d'une surface dans le voisinage d'un point singulier. Considérons en effet la surface 2 qal a pour équation
cette surface passe évidemment par le point Mo de coordonnées (^0) /oi ^o) e^ si la fonction /{x, y, z) est maximum ou minimam, ce point Mq est un point singulier de S. Cela posé, si le cône des tangentes en Mo est imaginaire, on a vu que F (x^y, z) conservait un signe constant à l'intérieur d'une sphère de centre M„ et de rayon assez petit; il y a effectivement maximum ou minimum pour /(x, y, z). Mais si le cône des tangentes est réel, ou se décompose en deux plans réels et distincts, il y a plusieurs nappes de surface passant au point Mo, et F (a:, y, z) change de signe lorsque le point {x, y, z) traverse une de ces nappes.
60. Distance d'un point à une surface. — Soit à trouver les valeurs maxima et minima de la distance d'un point fixe (a, b, c) à une surface S représentée par l'équation ¥(x, y, ^) = o. Le carré de la distance
est une fonction de deux, variables indépendantes seulement,^ et ^ par exemple, si Ton considère z comme une fonction de a^ et de j' définie par Téquation F = o. Si m est maximum ou minimum pour un point {x^y, z) de la surface, on doit avoir, pour les coordonnées de ce point
i du . . , dz
i du ^ » . / ^ àz
- T- = (y — O) -h (z — c) —' — o ; ii dy ^^ ^ ^ ' dy
d'autre part, de l'équation F = o, on lire
dY ^f ^? _ <^F ^ ^ _
dx dz dx ~ ' dy dz dy '
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et les relations précédentes deviennent
àx dy àz
ce qui montre que la normale à la surface S au point (ar, y, z) passe par le point (a, 6, c). Les points cherchés sont donc, en laissant de côté les points singuliers de la surface S, les pieds des normales abaissées du point (a, 6, c) sur la surface S. Pour examiner si un de ces points répond effectivement à un maximum ou à un minimum, nous prendrons ce point pour origine et le plan tangent pour plan des xy^ de façon que le point donné soit sur Taxe 0^. La fonction à étudier est alors
u = x^-hy^-r- {z — c)*,
z étant une fonction /(^y y), qui est nulle ainsi que ses dérivées du premier ordre pour x =y = o. En désignant par r, 5, t les dérivées partielles du second ordre de 5, on a, pour l'origine,
et tout revient à étudier le signe du polynôme
A(r) r=c*5ï— (i — cr)(i — cO = c« (5*— rO -t- (/*-+- 0^ — »;
les racines de l'équation A(c) = o sont toujours réelles, en vertu de l'identité (r -h /)*-f-4(**— ^^) = 4**-*^ ('•— 0*- ^^^^ posé, plusieurs cas sont à distinguer, suivant le signe de «*— ri.
Premier cas, — Soit s^ — r^ < o. L'équation A(c) = o a deux racines de même signe Cj et Cj, et l'on peut écrire A(c) = (** — ''OC^ — ^i)(^ — Cj). Marquons les points Ai et A, de l'axe des z de coordonnées Ci et c^; ces deux points sont du même côté de l'origine et, en supposant r et / positifs, ce qu'on peut toujours faire, ils sont tous les deux sur la partie positive de O z. Si le point donné A(o, o, c) est en dehors du segment AjAs, A(c) est négatif et la distance OA est maximum ou minimum. Pour savoir lequel des deux cas se présente, il faut consulter le signe de i — cr\
ce coefficient ne s'annule que pour la valeur c — -y qui est comprise
entre Ci et Cj, car on a A f - j = -- . Or, pour c = o, \ — cr est positif; il
est donc positif si le point A est du même côté que l'origine par rapport au segment Ai Ai, et la distance OA est minimum. Elle est au contraire maximum si le point A est situé de l'autre côté que l'origine par rapport au segment AiA^. Si le point A est entre les points Ai et A^, la distance n'est ni maximum ni minimum. Il y a doute pour les points Ai et As euxmêmes.
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Deuxième cas, — Soit 5* — r/ > o. Les racines C| et Cj de A(c) — o sont l'une positive, Tautre négative, et les points Ai et Aj sont de part et d'autre de l'origine. Si le point A n'est pas compris entre A| et Aj, A(c) est positif, et il n'y a ni maximum ni minimum. Si le point A est compris entre A| et Aj, A(c) est négatif, i — cr est positif et, par suite, la dislance OA est minimum.
Troisième cas, — Soit s^— rt — o. On a \(c) — (r -h t)(c — Ci), On voit comme tout à l'heure que la distance AO est minimum si le point A est du même côté que l'origine par rapport au point Ai de coordonnées (o, o, Cl), et qu'il n'y a ni maximum ni minimum si le point A] est entre le point A et l'origine.
Les points Aj et Aj jouent un rôle fondamental dans l'étude de la courbure; ce sont les centres de courbure principaux de la surface S au point 0.
6i. Mazima et minima des fonctions implicites. — Il arrive souvent que l'on a à chercher le maximum ou le minimum d'une fonction de plusieurs variables, ces variables étant liées par une ou plusieurs relations. Soit, par exemple, w=/(x, j^, 5, u) une fonction des quatre variables x^ y, 5, u, assujetties à vérifier les deux relations
f\(^i 7, 5, u) -- o, f\{x,yy z, u) = o.
Considérons, pour fixer les idées, ^ et ^ comme deux variables indépendantes, z et u comme des fonctions de :r et de ^ définies par les relations précédentes. Les conditions pour que co soit maximum ou minimum sont les suivantes :
àx dz dx du ôx * dy dz dy du dy '
d'ailleurs les dérivées partielles -r-y ^-> i-> -r- sont données pat*
^ dx dx dy dy ^
les relations
àx dz dx du dx
àft _^ dfi àz _^^ffdu _ dx dz dx du dx
dy dz dy du dy
àA_^à/,dz^dJjdji^ dy dz dy du dy
et Téliraination de ^r- , 3- , ^^ , ^r- conduit aux deux relations dx dx dy dy
D(/. /../.) _ „ ^L,fujr ) ^ „
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qui, jointes aux relations f\ ^^ o, f^^^ o, déterminent les valeurs de x^ y^ 5, u correspondant à un maximum ou à un minimum. Or les deux équations (27) expriment que l'on peut trouver pour X et |JL des valeurs telles que Ton ait
dx dx ^ àx
ày dy ^ dy
dz dz ^ dz *
df . dfx dfi du du ^ du
On peut donc remplacer les deux conditions (27) par les quatre équations (28), en considérant X et a comme deux inconnues auxiliaires.
La démonstration est évidemment générale, et Ton peut énoncer la règle pratique suivante : Etant donnée une fonction
f(Xly X^, . . ., X„)
de n variables liées par h relations distinctes
pour trouver les valeurs de Xt, X2, . > . ^ Xn qui rendent cette fonction maximum ou minimum, il faut égaler à zéro les dérivées partielles de la fonction auxiliaire
/-i-X,îpi-i-...-7-XA«?/i,
en regardant X|, Ao, . . . , X^ comme des constantes,
62. Autre exemple. — Voici un autre exemple où le minimum ne s'obtient pas toujours en égalant à zéro les dérivées partielles. Étant donné un triangle ABC, soit à trouver le point P du plan de ce triangle pour lequel la somme des dislances PA -+- PB 4- PC est la plus petite possible. Soient (ai, 61), (aj, ôj), («3, b^) les coordonnées des sommets A, B, C, dans un système d'axes rectangulaires; nous avons à chercher le minimum de la fonction
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surface le plus rapproché du plan des xy. On tire de la relation (29) èz X — a\ X — a\
àz _ y ~ bx r — *î
Oy yJCx — ax )^-.- ( r - 6, )* ^^x - a^i'-^^y - 0^)^
+ yiZlh ;
nous voyons que ces dérivées sont continues, sauf dans le voisinafje des points A, B, C, où elles deviennent indéterminées. La surface S a donc trois points singuliers, qui se projettent aux trois sommets du triangle donné. Le minimum de z est donné par un point de la surface S où le plan tangent est parallèle au plan des xy, ou par un de ces points singuliers.
Pour résoudre les équations —- =0, — =0, écrivons-les ^ dx ^ Oy
X — rt] X — <Tj X — flfj
_ Y — bx ^ y—bt y — é>3 ,
si on les ajoute, après les avoir élevées au carré, il vient
H_2 ( ^ — ^\^i^ ~ f^i) -^ i Y — bxM y — h^) _^
L'interprétation géométrique de cette condition est bien facile : si nous appelons a, {i les cosinus des angles que fait la direction PA avec O.r et Oj, et de même a! et 3' les cosinus des angles que fait la direction Pli avec les axes, on peut l'écrire
i-T-2(aa'H- ??') =0
ou, en appelant 10 l'angle APB,
Lequation précédente exprime donc que du point P on voit le seji^menl AH sous un angle de 120°. Pour la môme raison, chacun des angles BPC et GPA doit être de 120**. Il est clair que le point P (*) doit être à l'intérieur du triangle \BG, et qu'il ne peut exister un point jouissant de cette propriété que si aucun des angles du triangle ABC n'est égal ou supérieur à r^o".
(•) Le lecteur est prié de faire la figure.
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Lorsqu'il en est ainsi, le point P est unique et s'obtient par l'intersection de deux arcs de cercle faciles à tracer. Dans ce cas, le minimum est fourni par le point P ou par l'un des sommets du triangle; mais il est facile de vérifier que la somme PA ■+- PB -h PC est plus petite que la somme de deux des côtés du triangle. Les angles APB et APC étant de 120°, les deux triangles PAG, PBA nous donnent en effet
AB = /a» 4- 6* 4- aô, AG = /a*-+- c*-t- ac,
en posant PA = a, PB = b, PG = c; or on a
\/a*-j- 6'-j- aô > 6 H — > /a* -h c^ -^r ac > c -\ — j '2 2
comme on le vérifie immédiatement en élevant au carré, et par suite
AB -4- AG > a -H ^ 4- c.
G'cst donc le point P qui donne le minimum.
Lorsque le triangle ABG a un angle supérieur ou égal à 120^, il n'existe pas de point P d'où Ton voie les trois côtés du triangle ABG sous un angle de 120**, et la surface S n'admet pas de plan tangent parallèle au plan des ay. Le minimum est alors fourni par l'un des sommets du triangle, et il est évident que c'est par le sommet de l'angle obtus. G'est ce qu'il est aisé de vérifier géométriquement.
63. Théorème de d'Alembert. — Soit F(Xyy) un polynôme à deux variables ar, ^, oidonné par groupes homogènes de degré croissant,
F(^, 7) = H H- tpp(x,7) -\- ^fH-iix, 7) -h. . . 4- Ç)m(^, r)y
H étant constant. Si l'équation «p^(a:, ^) = o, considérée comme une équation en — » admet une racine simple, il est impossible que la fonction ¥{x, y) soit maximum ou minimum pour x = y =0, Il résulte en effet de la discussion qui a été faite plus haut que l'on pourra trouver sur la surface ^ -4- H = F(a?, jk) des sections planes situées dans des plans passant par l'axe O^, dont les unes seront situées au-dessus du plan des xjr, les autres au-dessous de ce plan, dans le voisinage de l'origine. On peut déduire de cette remarque une démonstration du théorème de d'Alembert. Soit f(z) un polynôme entier, de degré m à coefficients quelconques,
f(z) = Ao-+- A,^ -h Ai5*-h...H-A;„-5'w,
ou, en mettant en évidence les parties réelles et les parties imaginaires, €«0) ^Oï «lî ^ij • • •> ^rm (>m étant réels. On peut encore l'écrire
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en posant
P = Oo-Haiar— 6|j^ -+-...,
Q = 60 -h ^1 ar -r- aiy -f . . . ,
et 1 on a
1/(^)1 = v/P^Qv
Nous allons d*abord montrer que \/{z)\ ou, ce qui revient au même, P*-f Q* ne peut être minimum pour x=y = o, à moins que l'on n'ait ao=6o = o. On peut écrire en effet, en employant les coordonnées polaires p et <p, et en supposant, pour plus de généralité, que le premier coefficient qui n'est pas nul à partir de A© est le coefficient A^,
P = aoH-(a/,cos/)îp — 6psin/)9)p/'-t-. .., Q = 60 -h (bp cos/?5p -h Op sin/>9)pP-i-. . . , ?i-hCli = ai-^bl-h^pP[{aoap-hbobp)co8p(^-h{boap — aobp)sinp<f]-h,..,
les termes non écrits étant de degré supérieur à p par rapport à p. Or l'équation
{a^ap-h bobp)cosp^ -^{b^ap— aobp)s\npif =0
donne tang/>cp = K, ce qui détermine p droites distinctes, faisant entre
elles des angles égaux à — • Il est donc impossible, d'après la remarque
faite plus haut, que P*-h Q* soit minimum pour x =y = o, à moins que l'on n'ait à la fois
ao ûf ;j -H ^0 ^P = o, b^ap — aQbp=z Of
et, comme aj-+- 6J n'est pas nul, il faudra que l'on ail «0= ^0 = 0, c'està-dire que la partie réelle et la partie imaginaire de/(^) soient nulles séparément.
Si 1/(5)1 est mini mum pour ar = a, j^ = p, on ramène ce cas au précédent en posant z = a -h t^ -h z', et l'on en conclut que \/{z)\ ne peut être minimum sans que P et Q soient nuls séparément pour a; = a, j' = p.
Le module de f{z) doit passer par un minimum pour une valeur au moins de js, car ce module augmente indéfiniment lorsque le module de s augmente indéfiniment. On a, en effet, en posant a? = p cos^, J = p sincp,
pt-hQ«=(aî.-h6î,)pî'"-h...,
les termes non écrits étant de degré inférieur à 2 m en p, ce qu'on peut écrire
v/PîTq-î = p'«(/aî,-i-6?„4- e),
Etendant vers zéro lorsque p croît indéfiniment. On peut donc décrire un cercle de rayon R assez grand pour que la valeur de ^P^-h Q* soit supérieure en tous les points de ce cercle à la valeur de cette même fonction
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pour l'origine, par exemple; il s'ensuit qu'il y aura au moins un point
ar = a, J' = |i,
à l'intérieur de ce cercle, pour lequel /P*-h Q» sera minimum. D'après ce que nous venons de démontrer, le point or = a, ^ = ^ est un point d'intersection des deux courbes P=o, Q = o; ce qui revient à dire que z = a -i- pt est racine de l'équation /(^) = o.
Dans cet exemple, comme dans le précédent, nous admettons qu'une fonction de deux variables {x, y), continue à l'intérieur d'une aire fermée, atteint effectivement une valeur minimum à l'intérieur ou sur le contour de cette aire. C'est une propriété que l'on admet sans peine, mais que l'on démontre d'ailleurs en toute rigueur {voir plus loin, Chapitre VI).
1. Le nombre 6 qui figure dans la forme du reste de Lagrange a pour limite lorsque h tend vers zéro, pourvu que/^»-*-*^(a) ne soit pas nul.
2. Soit F(a?) un déterminant d'ordre n dont tous les éléments sont des fonctions de x\ la dérivée F'(a7) est la somme de n déterminants qui s'obtiennent en remplaçant successivement tous les éléments d'une ligne par leurs dérivées.
Que devient cet énoncé pour les dérivées d'ordre supérieur?
3. Trouver les valeurs maxima et minima de la distance d'un point à une courbe plane ou gauche, de deux points de deux courbes, de deux points de deux surfaces.
4. Les points d'une surface S, pour lesquels la somme des carrés des distances à n points fixes est maximum ou minimum, sont les pieds des normales abaissées sur cette surface du centre des moyennes distances des n points fixes donnés.
5. De tous les quadrilatères que l'on peut former avec quatre côtés donnés, celui qui a la plus grande surface est inscriptible dans une circonférence.
Extension aux polygones de n côtés.
6. Maximum- du volume d'un parallélépipède rectangle inscrit dans un ellipsoïde.
7. Trouver les axes d'une quadrique à centre en considérant les sommets comme les points dont la distance au centre est maximum ou minimum.
8. Même problème pour les axes de la section centrale d'un ellipsoïde.
9. Trouver l'ellipse d'aire minimum passant par les trois sommets d'un triangle, et l'ellipsoïde de volume minimum passant par les quatre sommets d'un tétraèdre.
10. Trouver le point dont la somme des distances à deux droites données et à un point donné est minimum.
[Joseph Bertrand.] il. Démontrer les formules suivantes :
Iog(T-h2) = 2\0g{x-h l) — 2 log(x — l)-hlog(x — l)
[Série de Borda];
log(* -h 5) = log(a? 4- 4 ) -»- log(x -H 3 ) — a log:r
-f-log(x — 3) -h log(x — 4) — log(d? — 5)
[Série de Haro].
I. — MÉTHODES DIVERSES DE QUADRATURE
64. Quadrature de la parabole. — La détermination de l'aire d^une courbe plane est un des problèmes qui ont le plus exercé la sagacité des géomètres. Parmi les exemples que nous ont laissés les anciens, un des plus célèbres est la quadrature de la parabole par Archimède^ nous allons indiquer la méthode qu'il a suivie.
Soit à déterminer l'aire comprise entre Tare de parabole ACB
Fig. 8.
et la corde AB. Menons le diamètre CD joignant le milieu D de AB au point C où la tangente est parallèle à AB, les cordes AC et BC, et prenons les points E et E' où la tangente est parallèle respectivement aux deux cordes BC et AC. Nous allons d'abord comparer Taire du triangle BEC, par exemple, à celle
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da triangle ABC. Menons la tangente ET qui coupe CD au point T, le diamètre EF qui coupe CB en F, et enfin les parallèles EK, FH à la corde AB. D'après une propriété élémentaire de la parabole, on a TC = CK; d'ailleurs CT=:EF = KH et,
par suite, EF ^ — = --—. Les aires des deux triangles BCE,
6DC, ayant la base commune BC, sont entre elles comme les hauteurs, ou comme les droites EF, CD. L'aire du triangle BCE est donc égale au quart de l'aire du triangle BCD, ou au huitième de l'aire S du triangle ABC; l'aire du triangle ACE' a évidemment la même valeur. En opérant de la même façon sur chacune des cordes BE, CE, CE, E'A, on obtient quatre nou-
S veaux triangles dont l'aire est égale à r^» et ainsi de suite. La
/i'*'"* opération conduira à 2" triangles, l'aire de chacun d'eux
S étant égale à ^» L'aire du segment de parabole est évidemment
égale à la limite vers laquelle tend la somme des aires de tous ces triangles, lorsque n augmente indéfiniment, c'est-à-dire à la somme de la progression géométrique décroissante
4S qui a pour valeur -^' On voit donc que l'aire cherchée est égale
«^r de l'aire du parallélogramme construit sur AB et (^D.
Tout en admirant l'ingéniosité de cette méthode, on ne peut s'empêcher de remarquer que le succès tient uniquement aux propriétés particulières de la parabole, et que le procédé n'a rien de général. Les autres exemples de quadrature dus aux anciens, que nous pourrions citer, ne feraient que confirmer celle remarque; chaque courbe nouvelle exigeait un nouvel artifice. Mais, quel que fût l'artifice employé, on décomposait toujours l'aire à évaluer en éléments dont le nombre augmentait indéfininaent, et il fallait chercher la limite de la somme de ces aires partielles. Laissant de côté les procédés particuliers (*),
(M On trouvera, dans le Traité de Duhamel, un grand nombre d'exemples de u^lenninations d'aires, d'arcs et de volumes, par les procédés des anciens.
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nous allons indiquer tout de suite la méthode générale de décomposition qui nous conduira tout naturellement au calcul intégral.
65. Méthode générale. — Soit, pour fixer les idées, à évaluer l'aire S comprise entre un arc de courbe AMB, un axe xx' qui ne rencontre pas cet arc, et les deux perpendiculaires AA© et BBo abaissées des points A et B sur xx^ \ nous supposerons de plus
Fig. 9.
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qu'une parallèle à ces droites AAo, BB©, ne peut rencontrer l'arc AMB en plus d'un point, comme l'indique \dijig, 9.
Décomposons le segment AoBq en un certain nombre de parties, égales ou inégales, par des points de division Pi, Pj, . . ., P/i-ij et par ces points de division menons des parallèles P|Qi, P2Q2, . . ., P/i_i Q//_i à la droite AA©, qui rencontrent l'arc AB aux points Qi, Qa, . . ., Q«_i respectivement.
Puis par A menons une parallèle à xx^ qui coupe P| Qi au point ^1, par Qi une parallèle à xx' qui coupe P2Q2 au point ^j, et ainsi de suite. Nous obtenons ainsi une suite de rectangles R|, R2, . . ., R|, . . ., R„; chacun d'eux peut être tout entier à l'intérieur du contour AB Bq Aq, mais il peut aussi, comme l'indique la figure, avoir une partie à l'extérieur de ce contour.
Nous désignerons par a/ l'aire du rectangle R/, et par ^i l'aire limitée par le contour P|_i P/QiQ/_|. Observons d'abord que
chacun des rapports^»— > ..., £^, .*., tend vers l'unité lorsque
le nombre des points de division augmente indéfiniment, de façon que toutes les distances AoP|, P|Pi, ..., Pi_i P|, ..., tendent
vers zéro. En effet, le rapport — > par exemple, est évidemment
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compris entre ^i — w — et r; — ^/r — > Z/ et L/ étant les distances
maximum et minimum d'un point de l'are Qi_iQi à Taxe xx'\ il est clair que ces deux rapports tendent vers riinilé lorsque la dislance P/_|P| devient infîniment petite. Cela posé, le rapport
pr-t- ?,-+-.:. -H p/.
qui est compris entre le plus grand et le plus petit des rapports
û^» ir» '-'y Q~9 aura aussi pour limite Tunité lorsque le nombre
des rectangles augmente indéfiniment. Or le dénominateur de ce rapport est constant et égal à l'aire cherchée S; par suite, cette aire est aussi égale à la limite de la somme ai + aj -{-... + a„, lorsque le nombre n des rectangles augmente indéfiniment, de façon à satisfaire à la condition indiquée plus haut.
Pour déduire de là une expression analytique de Taire, supposons que l'on ait rapporté la courbe AB à un système d'axes reclaogulaires, l'axe Ox coïncidant avec xx'. Soit j'=/(x) l'équation de la courbe AB,/( x) est par hypothèse une fonction continue dex lorsque x varie entre les limites a et 6, abscisses des points A et B. Si l'on désigne par Xi , X2, • • , ^/i_i les abscisses des points de division P|, Pj, . . ., P/i_ 1, les bases des rectangles précédents sont Xi — Uf X2 — Xij , , ,j Xi — xu n • • • j f> — ^n^ 1 7 et les hauteurs sont de même /(a), /(x< ), . . . , /(x/_, ), . . . , /( j:„_i ). L'aire S est donc égale à la limite de la somme
lorsque le nombre n augmente indéfiniment, de façon que toutes les différences x^ — a^ x^ — ^1 , . . . , tendent vers zéro.
66. Exemples. — Si on divise la base AoBq en n parties égales, de longueur A, (6 — a = nh)^ tous les rectangles ont la même base A, et les hauteurs sont respectivement
/(a), /(a-t-A), /(a^-aA), ..., y[a h- (/i - i)/i];
on a donc à chercher la limite de la somme
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lorsque le nombre entier n ;aiigmente indéfîniment. Le calcul est facile lorsqu'on sait trouver la somme des valeurs de /(x) pour des valeurs de x formant une progression arithmétique. C'est ce qui a lieu s\/(^x) se réduit à une puissance entière dex, ou encore
si l'on a /(x) = s'inmx ou /{x) = cosmx Reprenons, par
exemple, la parabole x^=^2py et proposons-nous d'avoir Taire comprise entre un arc OA de cette parabole, l'axe des x et la droite x = a, passant par l'extrémité A. La base étant divisée en n parties égales, de longueur h {nh = a), nous avons, d'après ce qui précède, à chercher la limite de la somme
A[/,.+ 4/,i + ...^(n-,)iAi] = ^[, + 4 + 9+... + (n~i)«];
on a entre parenthèses la somme des carrés des (n — i) premiers
nombre
égale à
nombres, c est-à-dire ^ -y et la somme précédente est
Lorsque n augmente indéfiniment, cette somme a évidemment
!• • ût' i a' 1*1 I • 1
pour limite -— = - a — , ou le tiers du rectanorle construit sur les
deux coordonnées du point A, ce qui est bien d'accord avec le résultat obtenu plus haut.
Dans d'autres cas, comme dans l'exemple suivant dû à Fermât, il vaut mieux prendre pour abscisses des points de division des nombres en progression géométrique.
Soit à trouver l'aire comprise entre la courbe j^ = A.rt*, l'axe des X et les deux droites ;r = a, .r = 6, (o < a < 6), l'exposant p. étant quelconque. Pour cela, nous insérerons, entre a et 6, n — i moyens géométriques, de façon à avoir la suite
le nombre a satisfaisant à la condition a ( i -|- a)" = 6 ; les nombres précédents étant pris pour abscisses des points de division, les
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ordonnées correspondantes ont pour valeurs
AaV'y Aa|A(i-hoi)|A, KaV-{i-h ayV', ... et Faire du ^*^"« rectangle a pour expression
La somme des aires de tous ces rectangles est donc égale à
Aa|i *■»«[! -H (I -h «)!*+-> -4- (i -4- a)»ll*-»-»J-f- . . . -h (i -h a)(«-t)(|A+-i)];
si (Jt + i n'est pas nul, ce que nous supposerons d'abord, la somme entre parenthèses est égale a — _ — et, en remplaçant a(i -h a)" par 6, on peut écrire la somme précédente
Quand a tend vers zéro, le quotient ^ — ^ a pour limite la dérivée de (i-f-a)l*+* par rapport à a, pour a = o, c'està-dire |i 4- I ; l'aire cherchée est donc égale à —-^ •
Lorsque (jl ^ — i, le calcul ne s'applique plus. La somme des aires des rectangles inscrits est égale à /lAa, et il faut chercher la limite du produit /la, /i et a étant liés par la relation
On lire de là
. b OL . b I na = log- j — ; — log ,
a log(i-ha) « , , J
log(i-f-a)«
log désignant le logarithme népérien; lorsque a tend vers zéro, (ï-l-a)* a pour limite le nombre e, et le produit n% a pour limite log-- L'aire cherchée est donc égale à A log- •
67. Fonctions primitives. — L'invention du Calcul intégral a ramené le calcul d'une aire plane à la recherche d'une fonction
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ayant pourdérîvée une fonction connue. So\ly^/{x) l'équation d'une courbe rapportée à deux, axes rectangulaires, la fonction/(x) étant continue. Considérons Taire comprise entre cette courbe, Taxe des .r, une ordonnée fixe MqPo et une ordonnée variable MP comme fonction de l'abscisse x de l'ordonnée variable. Celte aire A est évidemment une fonction continue de a:, tant que la fonction /{x) reste elle-même continue. Afin d'embrasser tous les cas possibles, nous conviendrons de désigner par A la somme algébrique des aires limitées par la courbe donnée, l'axe des x et les droites MoPo> MP, chacune des portions dont peut se composer cette aire étant affectée d'un signe, le signe -j- pour les aires à droite de MqPo et au-dessus de Ox, le signe — pour les aires à
droite deMoPo et au-dessous de Ox, et la convention contraire étant faite pour les aires à gauche de MoPo- Ainsi, lorsque MP vient en M'F, on prendra A égal à la différence des deux aires
MoPoC-M'P'C;
de même, si MP est en M"F, on aura A = M'^PD — MoPoD.
Ces conventions étant faites, nous allons montrer que la fonction continue A ainsi définie a pour dérivée/(x). Prenons, comme l'indique la figure, deux ordonnées voisines MP, NQ, d'abscisses x et j?4- \x. L'accroissement de l'aire AA est évidemment compris entre les deux rectangles qui auraient pour base commune la distance PQ et pour hauteurs respectives la plus grande et la plus petite des ordonnées de l'arc MN; désignons ces ordonnées maxima et minima par H et A, nous pouvons écrire
/i Aar < AA < H Aj-,
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ou, en divisant par Ax, A < — < H. Lorsque \x tend vers zéro,
la fonction y(a:) étant continue, H et h ont pour limite commune MP ou f{x)'y la fonction A a donc pour dérivée /(x). Le lecteur vérifiera sans peine que la conclusion est la même, quelle que soit la position du point M.
Si Ton connaît déjà une fonction primitive de/(x), c'est-à-dire une fonction F(x) avant pour dérivée /(x), la différence A — F(x) ayant sa dérivée égale à zéro se réduit à une constante C (n** 8). Pour déterminer la constante C, il suffit de remarquer que Taire A est nulle pour l'abscisse x = a de la droite MqPq. On a donc
Le raisonnement qui précède prouve : d'une part, que la détermination d'une aire plane se ramène à la recherche d'une fonction primitive; d'autre part (et cette conséquence est beaucoup plus importante pour nous), que toute fonction continue f{x) est la dérivée d'une autre fonction. Ce théorème fondamental est ainsi établi à l'aide d'une notion géométrique un peu vague, celle de Taire d'une courbe plane. On s'est contenté pendant longtemps de cette démonstration, mais elle ne saurait suffire aujourd'hui. Pour fournir une base solide au Calcul intégral, il est indispensable de donner de ce théorème une démonstration purement analytique, ne faisant aucun appel à l'intuition géométrique. Si j'ai rappelé la démonstration précédente, c'est non seulement à cause de son intérêt historique, mais aussi parce qu'elle nous fournit l'élément analytique essentiel de la nouvelle démonstration. C'est en effet l'étude des sommes telles que (i), et de sommes d'une forme un peu plus générale, qui va jouer un rôle prépondérant. Avant d'aborder cette étude, il nous faut d'abord présenter quelques considérations sur les propriétés générales des fonctions et en particulier des fonctions continues (*).
C) Parmi les traTaux les plus importants sur la notion générale d'intégrale définie, je dois citer ici le Mémoire de Riemann Sur la possibilité de repré- ' tenter une fonction par une série trigonométrique {Œuvres de Riemann, Iradaiies par Laugel, p. 226), et le Mémoire déjà cité de M. Darboux Sur les fonctions discontinues {Annales de l'École Normale supérieure, 2* série, t. IV).
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II. - INTÉGRALES DÉFINIES. - NOTIONS GÉOMÉTRIQUES QUI S'Y RATTACHENT
68. Limites supérieure et inférieure. — On dit qu'un ensemble de nombres est limité supérieurement s'il est possible de trouver un nombre fixe N tel qu'il n'existe aucun nombre faisant partie de l'ensemble et supérieur à N. On dit de même qu'un ensemble est limité inférieurement s'il est possible de trouver un nombre N' tel qu'il n'existe aucun nombre de cet ensemble inférieur à N'. Ainsi l'ensemble des nombres entiers positifs est limité inférieurement, mais n'est pas limité supérieurement; l'ensemble des nombres entiers, positifs ou négatifs, n'est limité dans aucun sens, tandis que l'ensemble des nombres rationnels, compris entre o et I, est limité des deux côtés.
Soit (E) un ensemble limité supérieurement. On peut, relativement à cet ensemble, décomposer tous les nombres en deux classes. Nous dirons qu'un nombre a appartient à la première classe, s'il existe des nombres de l'ensemble (E) supérieurs à a, et qu'il appartient à la seconde classe si aucun des nombres de (E) n'est supérieur à a; l'ensemble considéré étant limité supérieurement, il est clair qu'il existe des nombres des deux classes. Soit A un nombre de la première classe et B un nombre de la deuxième classe; on a évidemment A<^B, et il existe des nombres de l'ensemble (E) compris entre A et B, tandis qu'il n'en existe aucun
qui soit supérieur à B. Le nombre C = peut appartenir à la
première ou à la deuxième classe; dans le preniier cas, nous remplacerons l'intervalle (A, B) par l'intervalle (C, B) et, dans le second cas, par l'intervalle (A, C). Le nouvel intervalle (A|, B|) est la moitié de (A, B) et possède la même propriété que le premier; il existe au moins un nombre de l'ensemble (E) supérieur à A|, et il n'en existe aucun de supérieur à Bf. En opérant sur (A|, B|) comme on a opéré sur (A, B) et ainsi de suite indéfiniment, on forme une suite illimitée d'intervalles (A, B), (A|, B|), (A2, B2), . . . dont chacun est la moitié du précédent et qui possèdent la même propriété que le premier intervalle (A, B), relativement à l'ensemble (E). Les nombres A, A|, A2, . . ., A;, ne vont
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jamais en décroissant et sool tous inférieurs à B; donc ils tendent vers une limite \ (n** 1). De même, les nombres B, B,, Bj, ... ne vont jamais en croissant et sont tous supérieurs à A ; ils tendent
donc vers une limite V. D'ailleurs la diflerence B^ — A^ =
tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, ce qui ne peut avoir lieu que si Ton a Vr=:X. Soit L cette limite commune; ce nombre L est appelé la limite supérieure de Tensemble (E). D'après la façon même dont on l'a obtenu, il jouit des deux propriétés suivantes :
i* Aucun nombre de l'ensemble (E) n'est supérieur à L;
a* Quelque petit que soit un nombre positif t y il existe toujours un nombre de l'ensemble (E) supérieur àL — e.
Supposons en effet qu'il existe un nombre de l'ensemble supérieur à L, soit L-\- h{h> o). Comme B^ tend vers L lorsque n augmente indéfiniment, à partir d'une valeur de n assez grande, Brt serait inférieur à L 4- A, ce qui est impossible, puisque B„ est de la seconde classe. Soit d'autre part e un nombre positif quelconque. A partir d'une valeur de n assez grande, A,, est supérieur à L -— e et, comme il y a des nombres de (E) supérieurs à A^, ils sont aussi supérieurs à L — e. Il est clair que les deux propriétés précédentes ne peuvent appartenir à aucun autre nombre que L.
La limite supérieure L peut appartenir ou non à l'ensemble (E). Par exemple, si l'on prend les nombres rationnels qui ne dépassent pas 2, ce nombre 2 est précisément la limite supérieure et appartient à l'ensemble; au contraire, les nombres irrationnels qui ne dépassent pas 2 ont encore 2 pour limite supérieure, mais cette limite ne fait pas partie de Tensemble. Observons encore que, lorsque la limite supérieure L n'appartient pas à l'ensemble (E), ilja toujours une infinité de nombres de (E) supérieurs à L — e, aussi petit que soit e. Car, s'il n'y en avait qu'un nombre fini, c'est le plus grand de ces nombres qui serait la limite supérieure, et non pas L. Lorsque l'ensemble se réduit à un système de n nombres différents, la limite supérieure est égale au plus grand de ces n nombres.
On démontre de la même façon que, si un ensemble est limité inférieurement, il admet une limite inférieure L', possédant les deux propriétés suivantes :
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I** Aucun nombre de f ensemble n'est inférieur à L'; 2** e étant un nombre positif arbitraire, il existe un nombre de V ensemble inférieur à L'4- e ( * ).
69. Oscillation. — Soit /(a:) une fonction bien définie dans un intervalle (a, 6), c'est-à-dire telle qu'à toute valeur de x comprise entre a et 6, et aux limites a et b elles-mêmes, corresponde une valeur unique de f(x). Cette fonction est dite finie dans cet intervalle si toutes les valeurs qu'elle prend sont comprises entre deux nombres fixes A et B. L'ensemble des valeurs de la fonction f{x) est alors limité supérieurement et inférieurement. Soient M et m les limites supérieure et inférieure de cet ensemble; la différence A = M — m s'appelle Y oscillation de la fonction /(x) dans l'intervalle (a, b).
Les définitions qui précèdent donnent lieu à quelques remarques. Pour qu'une fonction soit finie dans un intervalle (a, 6), il ne suffit pas qu'elle ait une valeur finie pour chaque valeur de x. Ainsi la fonction /(j:) définie de la manière suivante entre o et i,
/(o) = o> -f^^^^x' poura?>o,
possède une valeur finie pour cbaque valeur de x^ et cependant elle n'est pas finie au sens que nous attachons à ce mot, car on
dif{x) > A, pourvu que l'on prenne ^ < t' ^^ même une fonction finie dans l'intervalle (a, b) peut prendre des valeurs qui diffèrent d'aussi peu qu'on voudra delà limite supérieure M ou de la limite inférieure m, mais elle n'atteint pas nécessairement ces valeurs elles-mêmes. Par exemple la fonction f(x) définie dans
(') Lorsque tous les nombres peuvent être, d'après une propriété particulière, partagés en deux classes, A et B, de telle façon qu'un nombre quelconque de la classe A soit inférieur à un nombre quelconque de la classe B, la limite supérieure L des nombres de la classe A est en même temps la limite inférieure des nombres de la classe B. Il est clair d'abord que tout nombre supérieur à L est de la classe B; s'il existait un nombre V < L, faisant partie de la classe B, il en serait de même de tout nombre supérieur à L'. On voit donc que tout oombre inférieur à L est de la classe A, tout nombre supérieur à L est de la classe B; le nombre L lui-même peut appartenir à l'une ou l'autre des deux classes.
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rinlervalle (o, i) par les conditions
/(o) = o, f{x)—i-'Xy pouro<a?li,
admet pour limite supérieure M=: i, et n'atteint jamais cette limite.
70. Propriétés des fonctions continues. — Nous allons maintenant nous occuper en particulier des fonctions continues.
Théorème A. — Soit f{x) une fonction continue dans Vin^ tervalle (a, 6), et e un nombre positif arbitraire. On peut toujours décomposer l* intervalle {a^ b) en un certain nombre d'intervalles partiels tels que, pour deux valeurs quelconques de la variable, od et oif , appartenant à un même intervalle partiel, on ait toujours \f{x') — f{^")\<. £•
Supposons en effet qu'il n'en soit pas ainsi, et soit c= ;
l'un au moins des intervalles (a, c), (c, 6) jouira de la même propriété que (a, 6), c'est-à-dire qu'il sera impossible de le décomposer en intervalles partiels satisfaisant à Ténoncé du théorème. En le substituant à (a, b), et en raisonnant comme plus haut(n"68), nous formerons une suite indéfmie d'intervalles (a, b)^ [^^^ bt), («2, 62), . . ., dont chacun est la moitié du précédent, et qui possèdent la même propriété que l'intervalle primitif (a, b). Quelque grand que soit /i, on peut toujours trouver dans TintervalJfe (a„, b„) deux nombres x' et a/' tels que \f{x') — f{j^")\ soit supérieur à e. Cela étant, désignons par \ la limite commune des deux suites de nombres a, «<, «2, . . . et 6, 6|, 62? • • •• La fonction/(jc) étant continue pour x = X, on peut trouver un nombre Tj
tel que l'on ait \f{x) — fO^)\<^ -♦ pourvu que \x — ).| soit inférieur à 7|. Choisissons ensuite n assez grand pour que an et bn diffèrent de \ de moins de r,, de façon que Tintervaile («,^, bn) soit compris dans l'intervalle (A — Tj, X -{- vi ) ; x' et x" étant deux valeurs quelconques de l'intervalle (^,1, 6^), on aura donc
et par suite \f{x') — f[x!')\<^t, La supposition dont nous G. II
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sommes partis nous conduit à une contradiction. Le théorème est donc exact.
Corollaire /. — Soit n, :ri, j?^, . . ., Xp_^^ b un mode de subdivision de rintervalle (a, b) enp intervalles partiels, satisfaisant aux conditions de l'énoncé. Dans Tintervalle (a, x^) on aura |/(:r)|<|/(a)|-f.e, et en particulier |/(^0I < l/(«)l + e; de même, dans l'intervalle (xtf ^2)5 on aura |/(^)| < |/(jC|)| -h e et a fortiori |/(a:)| < |/(a)| -H 2e. En particulier, pour x = x^, 1/(^2)1 < |/(«)| -h 2e, et ainsi de suite. Pour le dernier intervalle, on obtiendra l'inégalité
1/(^)1 < l/(^p-i)I + e < |/(a)| -+-/>e. On voit que la valeur absolue de /{x) dans l'intervalle (a, b) reste toujours inférieure à |/(ûe)| -hpe. Toute fonction continue dans un intervalle (a, b) est donc finie dans cet inter{>alle.
Corollaire IL — Imaginons que Ton ait décomposé l'intervalle (a, 6) en p intervalles partiels (a, ^,), (a^i, ^Tj), ...,
{xp^^^ 6), tels que l'on ait toujours |/(^') — /(^'')| < - pour
deux valeurs quelconques de x appartenant à un même intervalle. Soit 7) un nombre positif plus petit que toutes les différences X\ — a^ X2 — ^1, .«M b — Xp^^. Prenons deux nombres quelconques compris entre a et 6, tels que l'on ait |x' — a/'|< tj, et cherchons une limite supérieure de \f{x') — f{x!')\. Si les deux nombres x\ xf' tombent dans un même intervalle partiel, on a
1/(0?') — f{^")\<i -• Dans le cas contraire, a/ et xf' appartiennent à deux intervalles consécutifs, et il est clair que l'on a |/(a?')— /(:r")| < 2 - = e. Donc, à tout nombre positif t on
peut faire correspondre un autre nombre positif r\ tel que, ocf et af désignant deux nombres de Vintervalle (a, b), on ait
\f{x')^f{af)\<t,
toutes les fois que Von a \xf — xf'\<,'r\. On exprime aussi cette propriété en disant que la fonction /(^) est uniformément continue dans l'intervalle (a, é).
Théorème B. — Une fonction f{x) continue dans l'inter-
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çalle a, b) prend au moins une fois toute valeur comprise entre f {a) et f[b), pour une valeur de x comprise entre a et b.
Prenons d'abord un cas particulier. Supposons que f{a) et /(6) soient de signes contraires, par exemple que l'on aity(a) < o, /(fr)>o. Nous allons montrer qu'il existe au moins une valeur de X comprise entre a et 6 pour laquelle f(x) = o. En effet, /(x)est négatif aux environs de a et positif aux environs de b] considérons l'ensemble des valeurs de x comprises entre a et 6 qui rendent la fonction /(x) positive et soit X la limite inférieure de cet ensemble {a<C'k<C.b). D'après la définition même de la limite inférieure, fÇk — h) est négatif ou nul, pour toute valeur positive de h; /(X) qui est la limite de fÇk — h) est donc aussi négatif ou nul. D'un autre côté, on ne peut avoir /(X)<o. Supposons en effet /(X) = — /n, m étant un nombre positif. La fonction/(x) étant continue pour^r = X, on peut trouver un nombre tj tel que l'on ait \/{x) — /(X)|<m, lorsque l'on a \x — X|<7i; la fonction /(x) serait donc négative pour les valeurs de x comprises entre X et X -j-r,, et X ne serait pas la limite inférieure des valeurs de x rendant la fonction positive. On a donc /(X) = o.
Soit maintenant N un nombre compris entre /(a) et/(6). La fonction continue ^(x)=/{x) — N prend des valeurs de signes contraires pour ^ = a et pour x = b. Donc, d'après le cas particulier qui vient d'être traité, elle s'annule au moins une fois dans l'intervalle (a, b).
Théorème C. — Toute fonction continue dans un intervalle (a, b) atteint au moins une fois sa limite supérieure et sa limite inférieure.
D'abord toute fonction continue restant finie, comme on l'a déjà démontré, admet une limite supérieure M et une limite inférieure m. Démontrons, par exemple, que l'on a f{x) = M pour une valeur de x au moins dans l'intervalle (a, b).
Soit c= ; la limite supérieure def{x) est égale à M pour
l'un au moins des intervalles (a, c), (c, b). Remplaçons (a, b) parce nouvel intervalle, sur lequel nous recommencerons l'opéralion, et ainsi de suite. En raisonnant comme on l'a déjà fait plu-
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sieurs fois, nous formerons une suite indéfinie d'intervalles (a, 6), («1, 6i), («2, 62), . . . dont chacun est la moitié du précédent, la limite supérieure de f{x) dans chacun de ces intervalles étant toujours égale à M. Soit X la limite commune des deux suites a, «1 , . . . , ttny . . . et 6, 6| , . . . , 6„, . . . ; /(X) est égal à M. Supposons, en effet, /(X) = M — A, h étant positif; on peut déterminer un nombre positif tj tel que, x variant de X — r^ àX-i-TO,
f{x) reste compris entre /(X) H — et/(X) et soit, par conséquent, inférieur à M • Prenons ensuite n assez grand pour que
an et i/i diffèrent de leur limite X de moins de r^; l'intervalle (a„, bn) sera compris dans Tintervalle (X — Tj, X-|-7)). La limite supérieure àe f{x) dans l'intervalle (a^j, b„) ne pourrait donc être égale à M. En rapprochant ce théorème du précédent, on en conclut c^xx^ une fonction continue dans un intervalle (a, b) passe, au moins une fois, par toute valeur comprise entre sa limite supérieure et sa limite inférieure. Le théorème A peut de même s'énoncer ainsi : Etant donnée une fonction continue dans r intervalle (a, 6), on peut le décomposer en intervalles partiels assez petits pour que Voscillation de la fonction dans chacun d^eux soit moindre que tout nombre positif choisi arbitrairement. L'oscillation d'une fonction continue est, en effet, égale à la différence des valeurs def(x) pour deux valeurs particulières de la variable.
71. Les sommes S et 5. — Soit /(x) une fonction finie, continue ou non, dans l'intervalle (a, 6), où a<ib. Imaginons l'intervalle (a, b) décomposé en un certain nombre d'intervalles partiels plus petits (a, X|), {Xij Xa), . . ., {Xp_ij b), les nombres a?,, ^2, . . ., Xp^i allant en croissant; désignons par M et m les limites de f{x) dans l'intervalle total et par M/ et mi les limites dans l'intervalle {xi_t, Xi) et posons
S = Mi(a?i — a) H- Mi(a?2 — x^) -h. . .-»- M;,(6 — Xp-x ), 5 = mj (x, — a) -h mi{Xi-^Xi) -+-...-+- mp{b — Xp^i).
A tout mode de subdivision de (a, b) en intervalles plus petits correspond une somme S et une somme 5 << S. Toutes les sommes S sont évidemment supérieures à m(b — a), car tous les
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nombres M/ sont plus grands que m ; ces sommes S ont donc une limite inférieure f. De même, les sommes 5, qui sont toutes plus petites que M(6 — a), ont une limite supérieure V. Nous allons montrer que I' est au plus égal à i. Il suffit évidemment pour cela de montrer qu'étant donnés deux modes de subdivision quelconques de rintervalle (a, 6), auxquels correspondent respectivement les sommes S et 5, S' et 5', on a 5 <! S', s' <^ S.
Supposons d'abord qu'on subdivise chacun des intervalles (a, :ri), (ji, j-j)? • . . en intervalles plus petits par de nouveaux points de division et soit
la nouvelle suite obtenue; le nouveau mode de subdivision est dil consécutif zw premier. Désignons par 2 et t les sommes analogues a S et à 5 relatives à celte nouvelle division de (^, b) et comparons S et S, 5 et <t. Comparons, par exemple, les portions des deux sommes S et 2 qui proviennent de l'inlervalle (a, X|). Soient M'^ et m\ les limites de /{x) dans l'intervalle (a, >«)» ^K et m'j les limites dans l'intervalle (^i , ^2)1 . . . , MJt et m]^ les limites dans rintervalle (jTa-u ^0- ^^ portion de 2 qui provient de (a, Xt) est donc égale à
cl, comme les nombres M', , M^, . . . , M]^ ne peuvent dépasser M,, il esl clair que la somme précédente est au plus égale à M| (xi — a); de même, la portion de 2 qui provient de l'intervalle (jC|, X2) est au plus égale à M2(a:2 — :ri), et ainsi de suite. En ajoutant toutes ces inégalités, on trouve 2^ S, et l'on verrait de même que l'on a(T>5.
Considérons maintenant deux modes de subdivision tout à fait quelconques, auxquels correspondent les sommes S et s, S' et s'. En superposant les points de division des deux subdivisions précédentes, on obtient un troisième mode de subdivision qui peut être considéré comme consécutif à chacun des premiers. Soient 2 eiff les sommes relatives à cette division auxiliaire. D'après ce que nous venons de voir, on a les inégalités
2^S, a^.s, SIS', a>5';
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comme S est supérieur à <t, on en conclul que l'on a y < S, 5 -< S'. Toutes les sommes S étant supérieures aux sommes 5, la limite I ne peut être inférieure à la limite F; donc on a 151'.
7:2. Fonctions intégrables. — Une fonction finie dans un intervalle (a, b) est dite intégrable dans cet intervalle, si les deux sommes S et 5 tendent vers une limite commune lorsque le nombre des intervalles partiels augmente indéfiniment, de façon que chacun de ces intervalles partiels tende vers zéro.
Pour qu!une fonction soit intégrable dans un intervalle (a, 6), il faut et il suffit qu^à tout nombre positif t on puisse faire correspondre un autre nombre positif i\ tel que S — ^ soit inférieur à e, lorsque tous les interçalles partiets sont moindres que Ti.
La condition est nécessaire. Si S et 5 ont une limite commune I, on peut trouver un nombre vj assez petit pour que |S — I|
et \s — I| soient inférieurs à - lorsque tous les intervalles partiels
sont moindres que r^, On aura a fortiori S — 5 <^ e. La condition est suffisante. On peut écrire, en effet,
S — s = S — I -4- I — Th- r- 5;
aucun des nombres S — I, I — I', F — 5 ne peut être négatif; pour que leur somme soit inférieure à e, il faut que chacun d'eux soit moindre que e. Or I — F est un nombre fixe, positif ou nul. e un nombre positif arbitraire; il faut donc que l'on ait F= L II faut de plus que l'on ait S — !<£, I — -y<£, lorsque tous les intervalles partiels sont moindres que t„ ce qui revient à dire que les sommes S et 5 ont une limite commune L
La fonction /(^) est dite alors intégrable dans l'intervalle (a, 6); la limite I s'appelle une intégrale définie et se représente par le symbole
\=ff{x)dx,
qui rappelle son origine, et qui se lit somme de a k b def{x) dx. D'après sa définition même, I est toujours comprise entre les deux sommes S et 5, correspondant à un mode quelconque de subdivi-
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sien; en prenant pour valeur approchée de I un nombre quelconque compris entre S et s, Terreur commise est plus petite
que S — 5.
Toute fonction continue est intégrable. — La différence S — s est, en effet, plus petite ou au plus égale à (6 — a) w, en désignant para) une limite supérieure de Toscillation de /(x) dans chaque intervalle partiel. Or on peut choisir un nombre tj tel que Toscillation soit moindre qu'un nombre positif donné dans tout intervalle inférieur à tj (n® 70). Si Ton choisit tj de façon que l'os-
cillation soit plus petite que , _ * la différence S — s sera inférieure à e.
Une fonction qui Ji^ est jamais décroissante, ou jamais croissanté dans un intervalle, est intégrable dans cet intervalle.
On dit qu'une fonction n'est jamais décroissante dans un intervalle (a, b) si Ton a pour deux valeurs quelconques x' ^ x" de cet intervalle /(j/)^/(^") lorsque x'>x". La fonction peut conserver une valeur constante dan^ certaines portions de Tintervalle, mais, si elle ne reste pas constante, elle va en croissant. Partageons Tintervalle (a, b) en n intervalles partiels inférieurs à t) ; on peut écrire
* =/(«) (^1 — «) -»-/(^l )(^î— ^t ) -f. . . -^-/(a?rt-l ){b — Xn-x ).
En effet, la limite supérieure dans l'intervalle (a, ^,), par exemple, est égale ày(xi), et la limite inférieure égale à / a), et (le même pour les autres. On tire de là
S~, = (ar,-a)r/(a.,)-/(a)]
toutes les différences qui figurent au second membre sont des nombres positifs, et toutes les différences Xx — a^ x^ — ;r,, . . ., sont inférieures à 7\. On a donc
c'esl-à-dire
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suffira de prendre
pour que Ton ait S — 5 < e. On raisonne de même pour une fonction qui n^est jamais croissante.
Revenons au cas général. On peut remplacer, dans la définition de rintégrale, les sommes S et 5 par une expression plus générale. Étant donnée une subdivision de Tintervalle (a, b)
soient ii , Çj, . . • , Si? • • • , des valeurs appartenant respectivement à ces intervalles. La somme
/(Ç,)(Xl-a)-h/(JO(^î-^l)-+-••.-^-/(U)(^-^«-l) 1 = 1
est évidemment comprise entre les sommes S et 5, car on a toujours 'W/=/(ii) = M/; si la fonction est intégrable, cette somme a aussi pour limite I. En particulier, si Ton suppose que $i, Ça, . . ., 5,, coïncident respectivement avec a, ^i, ..., Xn-ty on retrouve la somme (i), considérée plus haut (n** 65).
De la définition de l'intégrale résultent immédiatement quelques conséquences. On a supposé dans le raisonnement a <C b\ si l'on échange les deux limites a et 6, tous les facteurs Xi — Xi_t sont changés de signe, et la limite elle-même est changée de signe; on a donc
J /(x)dx = — r f{x)dx.
Il résulte aussi de la définition que l'on a
f f{x)dx= f /(x)dx^ f /(x)dx;
*^a Ja ^c
si c est compris entre a et 6, c'est évident. Si b est compris entre a et c, par exemple, la formule subsiste encore pourvu que la fonction f{x) soit intégrable entre a et c, car on peut l'écrire
Ç f{x)dx^ f /(x)dx'- f /{x)dx= f /(x)dX'^ f f{x)dx.
*/« Ja ^c ^a ^b
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Si Ton a /(j:) = Aîp(j?)-t- B'i(ar), AetB étant deux constantes quelconques, on a aussi
Xf{x)dx — Aj o(x)dx-hB j ^{x)dx,
et il en serait de même pour la somme d'un nombre quelconque de fonctions.
73. Théorème de M. Darboux. — Étant donnée une fonction finie quelconque /(âr) dans l*inter\alle (a, 6), les sommes S et 1 tendent respectivement vers I et \\ lorsque tous les intervalles partiels tendent vers zéro, leur nombre croissant indéHniment. Démontrons-le pour les sommes S, par exemple. Nous supposerons que Ton a a < 6, et que la fonction /(j7)esi positive dans l'intervalle (a, b)\ on peut toujours réaliser cette condition en ajoutant une constante convenable à la fonction f{x)y ce qui revient à augmenter toutes les sommes S d'une quantité constante. Cela posé, le nombre I étant la limite inférieure des sommes S, on peut trouver un mode particulier de division, soit
a, a-,, xt, ..., Xj.-x, b,
pour lequel la somme S esl inférieure à I H — y e étant un nombre positif
donné à l'avance. Considérons maintenant une division de (a, 6) en intervalles moindres que t,, et cherchons une limite supérieure de la somme S' correspondante. Prenons d'une part les intervalles ne renfermant aucun des points a?i, p?i, . . . , Xp-x\ en se reportant au raisonnement du n* 71, on voit qu'ils fournissent dan's la somme S' une portion inférieure à la somme S
primitive, c'est-à-dire à I -1 — • D'autre part, le nombre des intervalles
qui renferment quelqu'un des points X\^ J7j, ..., Xp-u ne peut dépasser
/? — I, et, en désignant par M la limite supérieure de/(-r), ils fournissent
dans la somme S' une part qui ne peut dépasser (/? — i)Mtj. On a donc
S'<l4-î-h(y,-,)Mr„
et il suffira de choisir 71 inférieur à — r-^- pour que la somme S' soit
inférieure à I -+- e.
On démontre de même que les sommes s ont pour limite T. Si la fonction/(x) est quelconque, ces deux limites I et 1' sont différentes. Pour que la fonction soit intégrable, il faut et il suffit que l'on ait 1'= I.
74. Formule de la moyenne. — Nous supposerons désormais, à moins de mention expresse, que les fonctions sous le signe d'intégration sont continues.
170 CHAPITRB IV. — INTÉGRALBS DÉFINIES.
Soient f{x) el ^{x) deux fonctions continues dans l'intervalle (a, 6), dont l'une ^{x) conserve le même signe entre aelb\ nous supposerons, pour fixer les idées, a < 6 et ^{x) > o.
Imaginons une division de {a, b) en intervalles plus petits, et soient ^d ^29 • • • > ^ô • • - ? ^^^ valeurs appartenant à chacun de ces intervalles respectivement. Tous les nombres /(Ç/) sont compris entre les limites M et m de/(^) dans l'intervalle (a, b)
ml/(î/)lM.
Multiplions toutes ces doubles inégalités par les facteurs
qui, par hypothèse, sont tous positifs et ajoutons; on voit que la somme S/(Ç/) ^{\i){xi — xu\) est comprise entre les deux sommes mll^{\i){xi— Xi_^) et MSç (Ç/)(a:i — ^/_i). Le nombre des intervalles partiels augmentant indéfiniment, on a donc à la limite
m i ^{x)dx< I /(x)tf{x)dx <M j t^{x)dx, ce qui peut s'écrire
\ f{x)^{x)dx=\L 1 ff(x)dx,
jx étant compris entre m et M. La fonction f{x) étant continue prend la valeur (jl pour une valeur Ç comprise entre a et 6, et l'on a encore
(3) f f(x)^{x)dx=/a) f ^{x)dx,
\ étant compris entre a et 6. Si en particulier on suppose ç(^) = i , f dx est, d'après la définition même, égale à (6 — a),
et il reste
(4) f Ax)dx = {b^a)/(l.
75. Seconde formule de la moyenne. — On doit à M. Bonnet une autre formule qu'il a déduite d'un lemme important dû à Abel.
Lemme. — Soient 60, ^i, ..., ^p m'* nombre quelconque de quantités
II. — 1NTÉGIIALE8 DEFINIES. — NOTIONS GéOMBTBIQVES. 17I
positives décroissantes j et u©, Mi, . . ., Up un même nombre de quantités positives ou négatives quelconques. Si toutes les sommes So= Uot Si=Ui,-hUiy ..., 5p= Uo-+- «I-+-. . .H- Wp sont comprises entre deux nombres A et B y la somme
S = eo Mo -+- «1 Wi -+-•••-+- *p Wp
sera comprise entre Ae© et Bêq.
On peut écrire, en effet,
Uq= Soy Ui= Si — ioi •••» Up=Sp — Sp^i\
la somme S est donc égale à
«o(eo— ti) -H 5|( e, — s,) -h . . . -+- Sp^i ( ep-, — tp) -h Sptp.
Toutes les différences Cq— «i> Ei — ^j, ..., tp-i — tp étant positives, on aura deux limites pour S en reniplaçant 5©, 5i , ...,*/> P»** '^"^ limite supérieure À, puis par leur limite inférieure B. On trouve ainsi
S < A(eo — 61 -+-6|— Ei-H.. .-+- tp-i—tp-^tp) = Ae©.
et Ton voit de même que l'on a S > Bêq.
Cela posé, soient /{x) et ^(t) deux fonctions continues, la fonction ^{x) étant positive et décroissante lorsque x croit de a jusqu'à b.
L'intégrale / f(x)<f(x)dx est la limite de la somme
/(a) <p (a)(x,— a) -+-/(x,) «p (Xi){xi^xi) -+-...;
les nombres ^(a), f(^i), ...f étant positifs et décroissants, cette somme est, d'après le lemme précédent, comprise entre Aç(a) et Btp(a), A et B étant la plus grande et la plus petite des sommes
/(a)(ar,- a),
/(a)(X| — a)H-/(j?,)(a-, — ar,).
/(a)(Xi^ a) '^/(Xt)(Xi-' Xi) -h . , .-^/(Xn-i){b — Xn-i).
En passant à la limite, on voit que l'intégrale considérée est comprise entre A]tp(a) et Bicp(a), Ai et Bi désignant le maximum et le minimum de l'intégrale
/(x)dx,
lorsque c varie de a à 6. Comme cette intégrale est évidemment une fonction continue de sa limite supérieure c, on peut écrire
f /(x)ff(x)dx=^(a) f f(x)dx (a<i<b).
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Lorsque la fonction 9{x) est décroissante, sans rester positive, entre a et b, on peut appliquer une formule plus générale due à Weierstrass. Posons en effet ^(x) = <p(6) -+- ^(x); la fonction «K^r) est positive et décroissante, et Ton peut lui appliquer la formule (5)
f /(x)^(x)dx = [^{a)--^(b)] f /(x)dx.
On en lire
f f^x)^{x)dxr=. f f{x)f^(b)dx + [<f{a)--o(b)] f /{x)dx,
OU
f /{x)o(x)dx = ^{a) f /{x)dx-^<f(b) f f{x)dx.
On a des formules analogues lorsque la fonction 9 (a:) est croissante.
76. Retour sur les fonctions primitives. — Nous pouvons maintenant donner une démonstration purement analytique du théorème fondamental. Soit /(^) une fonction continue; l'intégrale définie
où l'on regarde la limite a comme fixe, est une fonction de la limite supérieure x. Nous allons démonirer qu*e//e admet pour dérivée f{x). Nous avons en effet
Y{x-^h) — V{x)= f /(t)dt,
ou, en appliquant la formule de la moyenne (4)» F(x-4-A)-F(x) = V(0,
Ç étant compris entre x et x -\- h. Lorsque h tend vers zéro, /($) a pour limite /(a:); la fonction F{x) a donc pour dérivée y*(x). Toute autre fonction admettant la môme dérivée s'oblient en ajoutant à F(j:) une constante arbitraire C. Il existe une de ces fonctions, et une seule, prenant une valeur donnée à Tavance^o pour X = a; c'est la fonction
yo-
- rnt)cu.
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Lorsqu'il n^j a pas d'ambiguïlë à craindre, on met la même lettre x pour désigner la limite supérieure et la variable d'intégration, et Ton écrit / f{x)dx au lieu de / f{t)dt^ mais il
est bien évident qu'une intégrale définie ne dépend que des limites et de la fonction sous le signe d'intégration; la lettre qui désigne la variable d'intégration est absolument indiflTérente.
Toute fonction ayant pour dérivée /(^) est une intégrale indéfinie de/(x) et se représente par le symbole
jf{x)dœ.
OÙ Ton n'indique pas les limites. D'après ce qu'on vient de voir,
on a
Jf{x)dx=^J f{x)dx-^C,
Inversement, si l'on a obtenu par un moyen quelconque une fonction F(a:) admettant pour dérivée y (j:), on peut écrire
r /ix)dx= F(x)-+-C;
pour déterminer la constante C, il suffit d'observer que le premier membre est nul pour ^ = a. On doit donc prendre C := — F(^)> et l'on a la formule fondamentale
(6) r f{x)dx= F(.r)— F(a).
Remplaçons dans cette formule /(^) par ¥\x)\ il vient
F(^)-F(a)= f ¥\x)dx,
OU, en appliquant le théorème de la moyenne,
\ étant compris entre a et x. Nous retrouvons le théorème des accroissements finis, mais la démonstration est moins générale que la première (n" 8), car elle suppose la continuité de la dérivée F(a;).
Nous passerons en revue, dans le Chapitre suivant, les catégories les plus simples de fonctions dont on sait trouver une fonction primitive; nous indiquerons ici seulement quelques-unes de celles qui s'o&rent immédiatement :
A(a? — a)«da? = A ^^ ^^ h G (a-+-i?«£o),
A = A log(a? — a) -f- G,
1 cosxdx = siax -{- Cf j sinx cix = —cosx -h C^
gmx
emx dx = h G ( m ?x£ o ),
/dx ^ r dx , ^ = arc tâng^ ^- G, / , = arc sin a? -h G,
La formule fondamentale (6) a été établie en supposant la fonction/(a:) continue entre a et b. Si Ton n'a pas égard à cette condition, on peut être conduit à des conclusions paradoxales.
Ainsi, en prenant /(x) = -^> la formule (6) donne
le premier membre n*a de sens jusqu'ici que si a et 6 sont de même signe, tandis que le second membre a une valeur déterminée, alors même que a et 6 sont de signes difierents. Nous verrons plus tard l'explication de ce paradoxe, en étudiant les intégrales définies prises entre des limites imaginaires. La formule (6) donne de même
si /(a) et /(b) sont de signes contraires, /{x) s'annule entre a et 6, et les deux membres de l'égalité précédente n'ont jusqu'ici aucun sens pour nous. On verra de même plus tard la signification qu'il convient de lui attribuer.
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La formule (6) peut aussi présenter quelque ambiguïté : ainsi , en prenant/(a:) = j> elle donne
* dx iH-ar*
= arc tang6 — arc tanga.
Le premier membre a un sens bien déterminé, tandis que le second membre présente une infinité de déterminations. Pour lever Tambiguïté, posons
cette fonction F(a;) est continue dans tout intervalle et s'annule avec j:. Désignons, d'autre part, par arc tangx Tare compris
entre et H Ces deux fonctions ont même dérivée et s'an-
nulent pour a: = o ; elles sont donc égales, el Ton peut écrire Ç^ dx C^ dx r" dx
en prenant toujours pour arc tang la valeur comprise entre
On établit de même la formule dx
= arc 8in6 — arc sinà,
OÙ le radical est pris en valeur absolue, où a et 6 sont compris entre — i et 4- i, et où l'on désigne par arcsino: Tare compris
entre — -et H- -•
T7. Indices* — D'une manière générale, lorsque la fonction primitive F(ar) admet plusieurs déterminations, on choisira une des valeurs initiales F(a) et l'on suivra la variation continue de cette détermination lorsque x varie dans le même sens de a à 6. Prenons, par e\emple, l'intégrale
oi
P et Q étant deux fonctions continues dans l'intervalle (a, 6), ne s*annulant pas en même temps. Une fonction primitive est arc tang/(a?). Si Q ne s'annule pas entre a et è, /(a:) ne devient pas infini, et arc tang/(ar)
reste compris entre et -; mais il n'en est plus de même, en général,
si l'équation Q =0 a des racines dans cet intervalle. Pour voir comment on doit modifîer la formule, réservons toujours la notation arctang à
l'arc compris entre et -h -, et supposons d'abord que Q s'annule
une seule fois entre a et b^ pour une valeur a? = c. Nous pouvons écrire
e et e' étant deux nombres positifs très petits; /(a?) ne devenant pas infini entre a et c — s, ni entre c -+- e' et 6, on a encore
* f'dx ^ — ^ = arc tang/(c — e) — arc tang/(a)
•arctang/(6) — arc tang/(c -h e')-i- I
Il peut se présenter plusieurs cas. Supposons, pour fixer les idées, que /(a?) devienne infini en passant de H- oc à — x] f(c — e) sera positif
et très grand, arc tang/(c — e) sera très voisin de -, f{c-\-z') sera négatif et très grand, arc tang/(c -h e') sera très voisin de — -\ quant à
l'intégrale f , sa valeur absolue est très petite. Passons à la limite;
il vient
f'(x)dx ., , ^ ^,
i4-/i(ar) = "^ -^- arc tang/(ô) - arc tang/(a) ;
on verrait de môme qu'il faudrait retrancher 7:, si f{x) passait de — « à -+- ». Dans le cas général, on partagera l'intervalle (a, b) en intervalles partiels assez petits pour que, dans chacun d'eux, /(ar) ne devienne infini qu'une seule fois : en raisonnant sur chacun de ces intervalles comme on vient de le faire, et ajoutant les résultats obtenus, il vient
^ fixUx
i-i-/i(x) "" ^^^ ^^"g/(^) - ^^^ tang/(a) -H (K — K')r,,
K désignant le nombre de fois que/(ar) devient infini en passant de -f-» à — 00, K' le nombre de fois que /(x) passe de — 00 à -+-00. Ce nombre K — K' est appelé Vindice de la fonction f{x) entre a et b.
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Lorsque /(x) se réduit à une fonction rationnelle —j on peut calculer
l'indice par des opérations élémentaires, sans connaître les racines de V. II est clair qu'on peut supposer Vi premier avec V et de degré inférieur à V, car on ne change pas Tindice en retranchant un polynôme. Cela posé, imaginons la suite des divisions à effectuer pour trouver le plus grand commun diviseur entre V et V|, en changeant chaque fois le signe du reste. On divise d'abord V par Vi, ce qui donne un quotient Qi et un reste — Vj; on divise ensuite V| par Vj, ce qui donne un quotient Qi et un reste — Vj, et ainsi de suite; on finira par arriver à un reste constant — Vn-Hi. Les opérations donnent la suite d'égalités
Vn-i=V«Q;,-V,
cl la suite de polynômes
(7) ^'ï Vl, Vj, ..., V;._l, Vr, VrH-1, ..., V;,, Vrt^_|,
jouit des propriétés essentielles d'une suite de Sturm : i" deux polynômes consécutifs ne peuvent s'annuler en même temps, car on en déduirait de proche en proche que cette valeur de x doit annuler tous les autres polynômes, et en particulier ¥«+-1 ; 2° lorsqu'un des polynômes intermédiaire? Vi, Vj, ..., Vrt s'annule, le nombre des variations présenté par la suite (7) ne change pas, car, si V^ s'annule pour x = c, V^-i et V^-hi sont de signes contraires pour x -= c,\\ s'ensuit que le nombre des varialions présentées par la suite (7) ne peut changer que lorsque x passe par
Y une racine de V = o. Si .v- passe de -f- » à — x, ce nombre augmente
d'une unité ; il diminue au contraire d'une unité, si — passe de — 00 à -h ».
L'indice est donc égal à la différence entre le nombre des variations de la suite (7) pour j? = 6 et j? = a.
78. Aire d'une courbe. — Nous pouvons maintenant donner une défînition purement analytique de Taire limitée par une courbe plane continue, l^aire du rectangle étant seule considérée comme connue. Nous n'avons pour cela qu'à traduire en langage géométrique les résultats du n*'7î2. Soit/(j;) une fonction continue dans rintervalle (a, 6); nous supposerons, pour fixer les idées, a < 6, et /(r) >> o dans cet intervalle. (Considérons comme plus haut ^fiS* 9; la portion du plan limitée par le contour AMBBqAo, composé du segment Aq Bq de Taxe des x, des droites AAq et BBq G. 12
parallèles à Oy, d'abscisses a et 6, et de Tare de courbe AMB qui a pour équation ^ =/( a:). Marquons sur AoBo un certain nombre de points de division P«, P^, ..., P/_i, P/, ... d'abscisses Xi^ X2J ..., ^i-i, ^/, ... et par ces points menons des parallèles à l'axe des^, qui rencontrent Tare AMB aux points Qi, Q2, . . . , Q/_M Q<i ' • • respectivement. Cela fait, prenons en particulier la portion du plan limitée par le contour Q/_|Q|P/P,_4Q/_|, et sur l'arc Q/_iQi marquons le point le plus haul et le point le plus bas, c'est-à-dire les points qui correspondent à la valeur maximum M/ et à la valeur minimum m/ de /{x) dans l'intervalle (xi^ij Xi) (dans le cas de la figure, le point le plus bas coïncide avec Q/-.i). Soit R/ l'aire du rectangle P/_| P|5/5/_i construit sur la base P/_i P| avec la hauteur M/; soit de même r, l'aire du rectangle Pui P<yiQi_i construit sur la base P/_i P/ avec la hauteur m/. On a
R/ = Mi{Xi — ar,_i ), /•/ = m/(x/ -- Xi^i ),
et les résultats démontrés plus haut (n** 72) peuvent s'énoncer ainsi : quels que soient les points dç division du segment AqBq, il existe un nombre déterminé I qui est inférieur à SR/ et supérieur à Sr/, et les deux sommes SR/, Sr/ ont pour limite I quand tons les intervalles partiels tels que P/_|P| tendent vers zéro, leur nombre croissant indéfiniment. Nous dirons que cette limite commune I des deux sommes de rectangles SR/, Sr/ est Taire de la portion du plan limitée par le contour AMBBoAqA. Cette aire
est donc égale à l'intégrale définie 1 /{x) dx,
Cette définition est bien d'accord avec Tidée vulgaire de Taire d'une courbe plane. En efi'et, ce qui résulte de plus clair de cette notion, malgré son peu de précision, c'est que Taire limitée par le contour P|_|P|Q//îiQi-|Pi_i est comprise entre les aires R/ et r/ des deux rectangles P/_|P/5/5/_< et Pi_i P/^/Qi-i; Taire totale limitée par le contour AMBBoAoA doit donc être une quantité comprise entre les deux sommes S R/ et S/*/. Or l'intégrale définie [ est la seule quantité yîxe qui soit constamment comprise entre ces deux sommes, quel que soit le mode de subdivision de AoBo, puisque c'est la limite commune de 2R/ et de 2r/.
L'aire considérée peut encore être définie, d'une infinité de
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manières, comme limite d*uDe somme de rectangles. On a vu, en effet, que Tintëgrale dëfînie I est aussi la limite de la somme
*i/ étant une valeur quelconque de Tintervalle (^/_i, Xi), Or
représente l'aire d'un rectangle ayant pour base P/_|P/ et pour hauteur l'ordonnée d'un point quelconque de l'arc Q/_i /i/Q/. On peut remarquer aussi que l'intégrale définie I représente encore Taire, quelle que soit la position de l'arc AMB par rapport à O x, pourvu que Ton adopte la convention faite plus haut (n** 67). Toute intégrale définie représentant une aire, le calcul d'une intégrale s'appelle une quadrature,
La notion d'aire une fois acquise d*une façon bien précise, rien n'empêche de s'en servir dans certains raisonnements, qu'elle rend presque intuitifs. Par exemple, il est évident que Taire précédente est comprise entre les deux rectangles qui auraient pour base commune la base AoB© et pour hauteurs respectives la plus grande et la plus petite des ordonnées de Tare AMB. Elle est donc égale à l'aire d'un rectangle ayant pour base AqBq et pour hauteur l'ordonnée d'un point convenablement choisi sur l'arc AMB; c'est le théorème de la moyenne.
79. Voici une autre remarque importante. Soil/(^) une fonction finie dans l'intervalle (a, b)^ qui est discontinue de la façon suivante pour un nombre fini de valeurs entre a et b:
Fig. II
Supposons que /{x) soit continue entre c et c -f- /(A* > o), et que y(c-he) tende vers une limite lorsque e tend vers zéro en restant positif; nous désignerons cette limite par/(c-|-o); de
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même, supposons f{x) continue entre c — /r et c(A->o), et soit f{c — o) la limite vers laquelle tend f{c — e) lorsque e tend vers zéro par valeurs positives. Lorsque les deux limites /{c -\- o) et /{c — o) sont différentes, la fonction /(^) est discontinue pour X = c. On convient en général de prendre pour /(c) la valeur ^[/(c H- o)+/(c — o)]. Si la fonction /(o:) présente un certain nombre de points de discontinuité de cette nature entre a et 6, elle est représentée graphiquement par plusieurs arcs de courbe distincts AC, CD, D'B. Soient, par exemple, c et rf les abscisses des points de discontinuité. Nous poserons
f /{x)dx= f f{x)dx'^ f f{x)dx-^ f f{x)dx,
définition qui pourrait se justifier en se reportant au n** 72; géométriquement, cette intégrale définie représente l'aire limitée par le contour ACG'DD'BBoAoA.
Si l'on remplace maintenant la limite supérieure b par une variable x^ l'intégrale définie
F(:r)= / f{x)dx
est encore une fonction continue de x. En un point x^ où /(^) est continue, on a encore F'(wc) =/(a:). Pour un point de discontinuité, x=^c par exemple, on a
f{x)dx = hf{c-h^h), o<e< i;
le rapport — ^ ' a pour limite /(c -f- o) ou /(c — o),
suivant que h est positif ou négatif. Nous avons là un exemple de fonction continue F(a:) dont la dérivée présente deux valeurs distinctes pour certaines valeurs de la variable.
80. Longueur d'un arc de courbe. — Étant donné un arc de courbe AB, prenons sur cet arc un certain nombre de points intermédiaires w», /?î2, . . . , m,i-\^ et construisons la ligne polygonale kmx nio» » > nin-\ B, ayant pour sommets les différents points dans Tordre où ils se succèdent quand on va de A en B.
Si le périmètre de cette ligne polygonale tend vers une limite
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lorsque le nombre des côtés augmente indéfiniment, la longueur de chacun des côtés tendant vers zéro, cette limite est par définilion la longueur de Varc AB.
Soient
les coordonnées rectangulaires d'un point de l'arc AB, exprimées au moyen d'un paramètre variable t\ nous supposerons que, t variant de a à 6 (a<6), les fonctions/, ç, ^ sont continues et admettent des dérivées du premier ordre continues, et que le point (^, y^ z) décrit l'arc AB en marchant constamment dans le même sens. Désignons par
a, tx, ttj ...» U-it ttj ..., tn-\, b^
les valeurs de t qui correspondent aux sommets de cette ligne polygonale; le côté c/ a pour expression
OU, en appliquant la formule des accroissements finis à Xi — Xi_x , . . . ,
\h ^/î Çi étant compris entre //_, et //. Lorsque l'intervalle (^1-1, ti) est très petit, le radical diffère très peu de
pour trouver une limite de la différence, nous pouvons l'écrire
Or on a
\f\\i)\ -H l/(^'-i)l < /7"n$/>) + ...-^ yZ/'V^) ^f^TTT et, par suite,
Si donc on a choisi tous les intervalles assez petits pour que, dans chacun d'eux, l'oscillation des fonctions f{t)^ î'(0> ^'(0
soit moindre que x» on pourra écrire
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OÙ
\ti\<t.
Le périmètre de la ligne polygonale est donc égal à
S ( r,.— </_i ) v7"H^-i) -+- ?'n^/-i) -H ^'\h-i) -^ Se, ( ti - ti-i ).
Le terme complémentaire S£|(/| — //_i) est inférieur en valeur absolue à eS(</ — //_i ), c'est-à-dire à e(6 — a); puisque e peut être rendu aussi petit qu'on le veut, pourvu que les inlervalles soient assez petits, on en conclut que ce terme tend vers zéro, et la longueur S de Tare AB est égale à l'intégrale définie
La définition précédente s'étend aussi au cas où les dérivées y^, (p'j J^' seraient discontinues en un nombre fini de points de Tare AB; ce qui arriverait si la courbe présentait des points anguleux. Il suffirait de partager l'arc AB en plusieurs autres, pour chacun desquels y, ç', ^' seraient continues.
De la formule (8) on déduit que l'arc compris entre un point fixe A et un point variable M, correspondant à la valeur t du paramètre, est une fonction de t ayant pour dérivée
en élevant au carré les deux membres et multipliant par dt^y il vient
(9) t/S» = dx^-^d/^-h dz^y
formule qui a lieu, quelle que soit la variable indépendante. On peut la retenir aisément, d'après sa signification géométrique; elle exprime que dS est la diagonale d'un parallélépipède rectangle dont dxj dyj dz sont les trois arêtes.
Remarque. — En appliquant la formule de la moyenne à l'intégrale définie qui représente l'arc MoM|, dont les extrémités correspondent aux valeurs /q? h ^u paramètre (/j > /q)? on a
s = arcMoM, = (/, — t^) //'«(O) H- «p'^^) -H f H^), 8 étant compris dans l'intervalle (^o? ^i)- On a de même, en dési-
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gnant par c la corde Mo M,,
en appliquanl la formule des accroissements finis à chacune des différences /(^i) — /(^o)? • • •; nous pouvons écrire
c = (^-/o)v//'«(OH-?''^(^)-+-4'''Ta
les trois nombres Ç, t), îJ appartenant à rînlervalle (^o> ^i)* D'après le calcul fait plus haut, la différence des deux radicaux est inférieure à e, pourvu que Toscillation des fonclions/'(^), 'f'(/), ^'{t)
soit inférieure à - dans Tintervalle (^o, ^0- On a donc et par suite
' //''(0)-f-9'*(e)"4-fî(0)
Si Tare MoM| devient infiniment petit, /| — t^ tend vers zéro;
il en est de même de e et, par suite, de i • Donc le rapport dUin
arc infiniment petit à sa corde a pour limite l'unité.
Exemple, — Soit à trouver Tare d'une courbe plane donnée par son équation en coordonnées polaires p =/(ci>). En prenante) pour variable indépendante, la courbe est représentée parles trois équations x = p cosw,^ = p sino>, z = o, d'où Ton tire
ds^= dx^-h dy* = (cosw dp — p sintu ^0))*-+- (sinturfp -h p coscd dio^y
OU, en réduisant,
ds^= dp^-^ p^dm-.
Prenons, par exemple, la cardioïde représentée par Téqualion p = R H- R co<î(u.
La formule précédente donne
c?5*= R*ûfai*[sin^(«)-i-(i 4- cosw)'] = 4R2cos5- dui^\ si nous faisons varier o> de o à t: seulement, on en déduit
ds = iK cos— dm.
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et la longueur d'un arc a pour expression
La longueur lolale est donc égale à 8R.
81. Cosinus directeurs. — Pour étudier les propriétés d'une courbe, on est souvent conduit à prendre l'arc pour variable indépendante. On adopte alors sur la courbe considérée un sens de parcours positif, et l'on désigne par s la longueur de l'arc AM compris entre un point fixe A et un point quelconque M, affectée du signe -h ou du signe — , suivant que la direction de A en M est la direction positive ou la direction opposée. En un point quelconque M de cette courbe menons la direction de la tangente qui coïncide avec la direction des arcs croissants, et soient a, p, Y les angles que fait cette direction avec les directions positives de trois axes rectangulaires Ox, 0^', Oc. On a
it I
cosa __ cosp __ cosY _ _^ i
"d^ ~ ~dx' " "dT ~ ~ T^î^T^j^n^^i ~ ds '
pour savoir le signe qui convient, supposons que la direction positive de la tangente fasse un angle aigu avec Ox; x et s croissent en même temps, on doit donc prendre le signe -f-. Si l'angle a est obtus, cosa est négatif, x diminue quand s augmente,
--r- est négatif, il faut encore prendre le signe +. On a donc, dans
tous les cas,
(10) <^os« = -^- ^^'P=^V "^'^ = ^'
dx^ dy, dzy ds étant les différentielles prises par rapport à la variable indépendante, qui peut être quelconque.
82. Variation d'un segment de droite. — Soit MM i un segment de droite dont les extrémités décrivent deux courbes G, C|. Sur chacune des deux courbes adoptons un point pour origine et un sens positif de parcours.
Soient : s l'arc AM, 5, l'arc A« M,, ces deux arcs étant pris avec un signe, /la longueur MM|, 6 l'angle de MM, avec la direction positive de la tangente MT, 6, l'angle de M, M avec la direction
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positive de la tangente M|T|. Nous allons chercher une relation entre 0, 6| et les différentielles dsy ds^^ dl. Appelons ar, y<, s, ^i, Jo Zx les coordonnées des points M, M|
respectivement, a, p, y '^^ angles de MT avec les axes, ai, pi, y, les angles de M,T| avec les axes. On a
/«=(:r-.r,)«-h(7-ri)'-H(---i)'; OD en déduit
ldl = {x — Xi){dx^ dxi)-¥- (y — yi){dy — dvi) -h (z — Zi){dz — dzi),
ce qui peut s'écrire en tenant compte des formules (lo) et des forroules analogues pour C| ,
dl= { — - — - cosa-4- •=- — j^-^ cosPh -, — cosyjds
(^1 — ^ Tl y n Z\ — Z \ ,
— j — cosai-+- ^ . ■ cospiH -. — cosYi jrf5i.
Mais — -7— > ^^— T — > . * sont les cosinus directeurs de M, M, et
le coefficient de ds est — cosô. De même, le coefficient de ds^ est — cos6| et Ton obtient la relation cherchée
(lO)' rf/ = — <f5COs6 — û?5iCOsOi,
dont nous ferons souvent des applications. Nous allons en indiquer une.
^- Théorèmes de Graves et de Chasles. — Soient E, E' deux ellipses homofocales; d'un point M de l'ellipse extérieure E', on mène les deux tangcDies MA, MB à l'ellipse E; la différence MA -^ MB — arc ANB reste constante lorsque le point M parcourt l'ellipse E'.
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Soient s et *' les arcs OA et OB, a Tare O'M, / et /' les longueurs AM et BM, 6 l'angle de MB avec la direction positive de la tangente MT; d'après les propriétés focales, l'angle de MA avec MT est égal à it — 6. En observant que AM coïncide avec la direction positive de la tangente en A et que BM est opposée à la direction positive de la tangente en B, la formule (lo)' donne successivement
dl = — ds -{-di cos6,
dl' = ds' — JjcosO, et, en ajoutant, il vient
d( 1-^1') = dis'— s) = rfarcANB,
ce qui démontre la proposition énoncée.
Ce théorème est dû à un géomètre anglais, Graves. On démontre de la
même façon le théorème suivant, découvert par Chasles : Étant données une ellipse et une hyperbole homofocale se rencontrant en N, si d'un point M, pris sur la branche d'hyperbole qui passe au point N, on mène les deux tangentes MA, MB à l'ellipse, la différence des arcs NA — NE est égale à la différence des tangentes MA — MB.
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Un grand nombre d'intégrales définies, que l'on ne peut obtenir immédiatement, se calculent au moyen de deux procédés généraux que nous allons faire connaître.
84. Changement de variables. — Si, dans une intégrale définie / f{x)dxy on remplace la variable x par une nouvelle variable indépendante t au moyen de la substitution x^=^{t)^ on obtient une nouvelle intégrale définie. Nous supposerons que la fonction cp(/) est continue et admet une dérivée continue entre a
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et ^, et que cp(/) varie toujours dans le même sens depuis a jusqu'à b lorsque t varie de a à ^3.
L'intervalle (a, p) étant partagé en intervalles plus petits par (les valeurs intermédiaires a, /|, /j» •••) '«-i) ?> soient a, x^^ Tj, ...,Xfl_i, b les valeurs correspondantes de x = ^(^). On a, d'après le théorème des accroissements finis,
8, étant compris entre //_i et /, ; soit $/=:'^(6/) la valeur correspondante de X, qui est comprise entre Xi-^ et Xi. La somme
/(î,)(x,-a)-+-/(î,)(x,-jrO-h...-h/(U)(^-J^«-i)
a pour limite l'intégrale définie considérée. Mais cette somme peut aussi s'écrire
/[?(Oi)]?'(M(^-»)H-...-^/[?(0/)]?'(e/)(/,— /,_o-...,
cl, sous cette forme, on reconnaît qu'elle a pour limite la nouvelle
intégrale définie 1 /[?(^)]?'(0 ^'- C)n a donc l'égalité
/ /{x)dx= / /[o(t)]<f-(t)dt,
qui constitue la formule du changement de variable. On voit qu'on obtient la nouvelle différentielle sous le signe d'intégration en remplaçant, dans /(x)dXy x et dx par leurs valeurs cp(/) et o'[t)dt, tandis que les nouvelles limites sont les valeurs de t correspondant aux anciennes limites. En choisissant convenablement la fonction o{(), il peut se faire que la nouvelle intégrale soit plus facile à calculer que la première, mais on ne saurait donner à cet égard de règles bien pn^cises. Soit, par exemple, à calculer Tintégrale définie
en posant x = a -h ^ ^, il vient
r' dx I r' dt I / a\
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OU, en revenant à la variable x^
g (arc tang —g h arc lang g ) •
Toutes les hypothèses qui ont été faites pour établir la formule (il) ne sont pas indispensables. Ainsi il n'est pas nécessaire que la fonction ç(/) varie toujours dans le même sens lorsque t varie de a à ^. Pour fixer les idées, supposons que t croissant de a à y(y <^ p), ^{t) aille en croissant de a k c{c'^ 6), puis, que t croissant de y à p, <p(f) décroisse de c à 6. Si la fonction f{x) est continue dans l'intervalle (a, c), on peut appliquer la formule à chacun des intervalles (a, c), (c, i), ce qui donne
f''f{x)dx= f^/[<f{nW(t)dt; Je ''Y
en ajoutant ces deux égalités, il vient
/ /(x)dx= / /[o(t)]f'(t)di.
Par contre, il est nécessaire que la fonction ç(^) soit une fonction bien déterminée de t. Si Ton ne tient pas compte de celte condition, on peut être conduit à des résultats absurdes. Par
exemple, si à l'intégrale / dx on applique telle quelle la formule (i i) en posant x = ^', on est conduit à écrire
résultat qui est absurde, puisque la seconde intégrale est nulle. Pour appliquer correctement la formule, il faut partager l'intervalle ( — I, -h i) en deux intervalles ( — i, o), (o, i). Dans le premier intervalle, on posera x = — y/^^, et l'on fera varier t de I à o ; dans le second intervalle, on posera x = y/T*, et l'on fera
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varier / de o à i . On trouve ainsi un résultat exact
Remarque. — Si l'on remplace, dans la formule (i i), les limites supérieures 6 et ^ par des limites variables x et t^ il vient
r/{x)dx^ f /[o{i)]o'{t)dt;
ce qui montre qu'une fonction F(j?) dont la dérivée esty(j:) se change, quand on pose a: = (p(^), en une fonction ^(/) dont la dérivée est/[©(/)](f'(/). C'est aussi ce qui résulte immédiatement de la formule qui donne la dérivée d'une fonction de fonction. Nous pouvons donc écrire, d'une manière générale,
Jf{x)dx^Jf[r,{t)]^'{t)dt',
c'est la formule du changement de variable dans les intégrales iodéfinies.
85. Intégration par parties. — Soient u ci v deux fonctions continues, ainsi que leurs dérivées u' et i^, entre a et 6. On a
d(uv) _ dv du
dx dx dx
et, en intégrant les deux membres de cette égalité.
l'-'Z-^^-Irt''*/.
V - dx, dx
ce que l'on peut encore écrire
(12) / udv = [iw]'i— I çdu,
en désignant d'une façon générale par [F(^)]* la différence
Si l'on remplace la limite b par une limite variable x, a restant fixe, ce qui revient à considérer les intégrales indéfinies au lieu
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des intégrales définies, on a de même
(i3) ludv^uv — I V du.
Le calcul de l'intégrale j udç est ainsi ramené au calcul de ^ l'intégrale 1 çdu, qui peut être plus facile. Soit, par exemple, à calculer l'intégrale définie / x^logxdx, (/n + ip^o); en posant u = logx, ç= » la formule (la) donne
I \osx,x"*ax=\ / x'f^ax
~~mn (m -h i)« Ja*
La -formule ne s'applique plus si w 4-1 = 0; on a, dans ce cas particulier,
La formule (12) peut être généralisée. Désignons par u\ a", ..., ?/^"'^*\ v\ /^ ..., ç^^^+i^ les dérivées successives des deux fonctions u et v. L'application de la formule (12) aux intégrales f udv^"\ /a'rfi^^"~*\ ..., conduit aux égalités suivantes
f u'v^^^dx= f aVi'^«-i^ = [aV'«-»J]J— f u'v^n-Ddx,
En multipliant ces égalités par H- i et — i alternativement et ajoutant, il vient
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formule qui ramène le calcul de Tinlégrale / w(>f''+*^ dx au calcul de Tin tégrale 1 u^'^'^^^v dx.
Cette formule s'applique en particulier quand on a sous le signe d'intégration le produit d^un polynôme u de degré n au plus par la dérivée d'ordre (/i-|-i) d'une fonction connue ç; on a, en eÛ'et, a^''"*"*^= o, et le second membre ne renferme plus aucun signe d'intégration. Soit, par exemple, à calculer l'intégrale définie
où f{x) est un polynôme de degré n; on posera u=/{x)^ v= :, et la formule (i4) donne, en mettant e^^ en facteur,
La même méthode, ou, ce qui revient au même, une suite d'intégrations par parties permet de calculer les intégrales définies
Jf cosmxf{x)dx^ I 5\nmx/{x)dx, o\if[x) est un polynôme.
86. Formule de Taylor. — Dans la formule (i4)î remplaçons u par une fonction F{x)y continue ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre ai 4- i , entre a et 6, et posons v = (b — x)". On a
el la formule devient, en remarquant que r, ç'. r", . . . , v^"~^' s'annulent pour a: = 6,
o = (-i)nïn\Fib) — n\F(^a) — n'.F'(a){b^a)
4_(— ,)«+! / F^"-^^^{x)ib'-x)''dx.
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On lire de là
le facteur (6 — x)'^ conservant un signe constant lorsque x varie de a k by on peut appliquer la formule de la moyenne à l'intégrale du second membre, ce qui donne
= _-L_(6 — a)«+»Fi«+»>(0,
\ étant compris entre a et 6. En substituant cette valeur dans l'égalité précédente, nous retrouvons précisément la formule de Taylor, avec la forme du reste de Lagrange.
87. Transcendance de e. — La formule (i5) permet de démontrer un théorème célèbre, découvert par M. Hermite : Le nombre e n*est racine d'aucune équation algébrique à coefficients entiers (*).
Faisons, dans la formule (i5), a = o, o) = — i; il vient
/ e-^/{T)dx = -[e-'F(x)]i,
où
ce que nous pouvons encore écrire
(i6) F(6) = c'''F(o) — e^ f /(x)e-'dx.
Gela posé, admettons que e soit racine d'une équation algébrique à coefficients entiers
Co H- c, e -h Cj e* -H . . . -+- c„i e'" = o.
Dans l'éj^alilé précédente (i6), faisons successivement 6 = o, i, 2, . . ., /n, et ajoutons les formules obtenues, après les avoir multipliées respectivement par Co, Cl, . . ., c„i, il vient
(17) roF(o)4-CiF(i)-+-...-hC;„F(//0^y]c/e' j /(x)e-^dx = 0,
(') Cette démonslration est due à M. David Hiibert, qui s'est inspiré de la méthode suivie par M. Hermite.
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rindice i ne prenant que les valeurs entières o, i, 2, ..., m. Nous allons montrer qu'une telle relation est impossible, si le polynôme f{x), qui est resté arbitraire jusqu'ici, est convenablement choisi. Prenons
f(x) = j xP-^(x — i)P(x — n)P . . .(x — m)P,
p étant un nombre premier supérieur à m; ce polynôme est de degré mp -\-p — I , et, si l'on calcule ses dérivées successives, à partir de la />'""*, tous les coefficients sont des nombres entiers divisibles par //, car le produit de p entiers consécutifs est divisible par/?! D'ailleurs /{x) s'annule, ainsi que ses (/> — 1) premières dérivées, pour x = 1, 2, . . ., m; il s'ensuit que F^i), F(a), ..., F(/n) sont des nombres entiers divisibles par p. Reste à calculer F(o)
F(o) =/(o) -t-/'(o)-+-. . .-4-/'/'-»'(o) -f-/<p)(o) -^/^P-^^^io) -f-. . .;
on a d'abord /(o) =/'(o) = . . . = /fp-«>(o) = o, et//''(o),/</'+»^(o), . . . sont des nombres entiers divisibles par p pour la même raison que tout à l'heure. Pour avoir /'^P-»'(o). il suffit de multiplier par (p — 1)! le coefficient de xP-^ dans/(x), ce qui donne dr (i.a. . . m)P, La somme
CoF(o)-4-CiF(i)-+-...4-c,„F(/w)
est donc égale à un nombre entier divisible par/>, augmenté de
z^Co{i,2,..m)P;
si l'on a pris pour/? un nombre premier supérieur à m et à Cq, ce dernier nombre ne pourra être divisible par /?, et la première partie de la somme (17) sera un nombre entier différent de zéro.
Nous allons montrer maintenant qu'en prenant pour p un nombre premier assez grand, la somme
^c/e^ / f{x)e-'dx
peut être rendue plus petite que toute quantité donnée. Lorsque x varie de o à t, chaque facteur de/(ar) est plus petit que m; on a donc
1 / f{x)e-'dx < : ^- r nf^P-^P-^ l e-^ dx < , - * — : m'^P^P-'^,
et par suite
Sc/^' / f{x)e---^dx\<i M "'^_, ^, c'"= «?(/>), «/o I '^ ' *
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M étant une limite supérieure de |co| + |ei| +. . .+ |c/,i|. Lorsque/) augmente indéfiniment, la fonction (^(p)iend vers zéro, car c'est le terme général d'une série couTcrgente, où le rapport d'un terme au précédent tend vers zéro. On peut donc trouver un nombre premier p assez grand pour que l'égalité (17) soit impossible; ce qui démontre le théorème de M. Hermite.
88. Polynômes de Legendre. — Proposons-nous de déterminer un pol)'nome de degré /i, P/i(ar), tel que TintégraJe
OÙ Q est un polynôme de degré inférieur à n, soit nulle, quel que soit ce polynôme Q. On peut considérer P^ comme la dérivée n'^"" d'un polynôme R de degré an, et ce polynôme R n'est pas complètement déterminé, car on peut lui ajouter un polynôme arbitraire de degré n — i, sans changer la dérivée n'""*. Nous pouvons donc toujours supposer que l'on a
rf«R Pfl = -y— ;j^ le polynôme R s'annulant ainsi que ses (/i — i) premières
dérivées pour x = a. D'autre part, la formule d'intégration par parties nous donne
puisque l'on a, par hypothèse,
il faudra que l'on ait aussi, pour que l'intégrale soit nulle,
Q(6)Rt«-»U^)-Q'(^)ï^^'^*U^)-+----±Q^'*"*U^)R(^) = o.
Le polynôme Q de degré n — i éunt arbitraire, les quantités Q(^),
Q'(^), •••> Q^'*"*^^) sont elles-mêmes arbitraires, et il faudra que l'on
ait aussi , .
R(^) = o, W{b)^o, ..., Wn-l)(b)=0.
Le polynôme R(a?) est donc égal, à un facteur constant près, au pro- <îuit (ar a)^(x — ô)*», et le polynôme cherché P^ est complètement dérainé, à un facteur constant près,
P„=G^[(^-a)»(rr-ô)'»].
Lorsque les limites a et b sont —i et -h i, les polynômes P„ sont les polynômes de Legendre. En choisissant la constante G comme Legendre,
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nous poserons
Si Ton convient en outre de poser Xo= i, on a
Ao=i, Al = ar, Aj= — - — 9 A,=: f ..•;
X^est un polynôme de degré n, où tous les e-^posants de x sont de même parité que n. La formule de Leibniz, qui donne la dérivée n}*^ d'un produit de deu\ facteurs, montre immédiatement que Ton a
D'après la propriété générale que nous venons d*ctablir, on a, <p(x) désignant un polynôme quelconque de degré inférieur à n,
/ X„(p(ar)€£r = o;
en particulier, si m et n sont deux nombres entiers différents, on a toujours
(21) / Xm^ndx — O.
Cette formule permet d'établir très simplement une relation de récurrence entre trois polynômes X;, consécutifs. Observons d'abord que tout polynôme de degré n peut s'exprimer comme fonction linéaire à coefficients constants au moyen de X«, Xi, . .., X». Nous pouvons donc écrire
a?Xrt= GoXrt4-i-+- C|Xrt-i- CjXn_i-H GiX^-j-i-. . .,
Co, Cl, Gs, ..., étant des coefficients constants. Pour déterminer C9, par exemple, multiplions les deux membres de cette égalité par X^-s et intégrons entre les limites — î et -Hi; il reste, en vertu des formules (20) et (ai),
Ci / Xî_,cte = o,
et, par suite, Ca=o. On démontrerait de même que l'on a Cv = o, C| = o, .... Le coefficient Ci est nul aussi, puisque le produit xX„^ ne renferme pas de terme en ar'*. Enfin, pour déterminer Co et G{, nous n'avons qu'à égaler les coefficients de ar'*-»-*, et à égaler les deux membres pour x = j. Nous obtenons ainsi la relation de récurrence
aa) (n -t- i)X„^.i — (an -+- i)a?Xn-h nX^-, = o,
qui permet de calculer très simplement les polynômes X;, de proche en proche.
La relation (aa) montre que la suite des polynômes
(23) Xo, X], Xo, ..., X;|,
jouit des propriétés d'une suite de Sturm; x variant d'une manière continue de — I à -h I, le nombre des variations présentées par cette suite ne peut changer que lorsque x passe par une racine de X«=o. Or, les formules (19) montrent que, pour x ~ — i, la suite (aS) présente n varialions, et n'en présente aucune pour x-=\. L'équation Xrt = o a donc n racines réelles, comprises entre — 1 et -f-i; ce qui résulte aussi très facilement du théorème de Rolle.
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89. La fonction à intégrer devient inûnie. — Nous avons supposé jusqu'ici que la fonction à intégrer restait finie entre les limites de Tintégration. On peut, dans certains cas, étendre la définition à des fonctions devenant infinies entre les limites. Considérons d'abord le cas particulier suivant l/{^) est continue pour toute valeur de œ comprise entre a et 6, et pour x = b, mais elle devient infinie pour x = a. Nous supposerons, pour fixer les idées, a<C b. L'intégrale de /(^), prise entre les limites a + e et b (£>>o), a une valeur finie, aussi petit que soit e. Si cette intégrale tend vers une limite lorsque s tend vers zéro, on convient, comme il est naturel, de représenter cette limite par
/(x)dx.
Lorsqu'on connaît une fonction primitive de/{x)^ soit F(j;), on a
f{x)dx^- F(6) — FU-+-e)
et il suffit d'examiner si ¥{a -\- z) tend vers une limite lorsque e tend vers zéro. On a, par exemple,
r^ M dr _ M r I i_l ^
(• ) Le lecteur peut, sans inconvénient, lire le Chapitre suivant avant les derniers paragraphes de ce Ciiapitre.
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Si |x>i, le terme -y^— augmente iDcléfiniment lorsque s tend vers zéro; au contraire, si jjl est moindre que un, on peut écrire — — = £*"!*, et Ton voit que ce terme tend vers zéro avec e. L'inlégrale définie tend donc vers une limite
Mdx M(b — a)i-V-
SI [JL = I , on a
et le second membre augmente indéfiniment lorsque e tend vers zéro. En résumé, pour que l'intégrale considérée ait une limite, il faut cl il suffit que jjl soit moindre que un, La courbe qui a pour équation
admet la droites = a pour asymptote, si [jl est positif. Cependant Taire comprise entre l'axe des a:, une ordonnée fixe x-b^ la courbe et son asymptote a une valeur finie, d'après ce qu'on vient de voir, pourvu que l'on ait [jl -< i .
Lorsqu'on ne connaît pas de fonction primitive de /(^), on procède par comparaison avec des intégrales connues. On prend le plus souvent l'intégrale précédente comme terme de comparaison, ce qui conduit à quelques règles pratiques, suffisantes dans beaucoup de cas. Observons d'abord que la limite supérieure b n'intervient pas dans les raisonnements, car tout dépend de la façon dont/(:r) devient infinie pour j: = a. On peut remjdacer b par un nombre quelconque c compris entre a et b^ ce qui
revient à écrire / = / -h / • En particulier, si f{x) n'a pas
une infinité de racines dans le voisinage de a: = a, on peut supposer que/(;r) conserve un signe constant entre a et c. Nous établirons d'abord le lemme suivant : Soit ^{x) une fanera • tion positive dans V intervalle (a, 6), telle que j o{x)dx ait
une limite. Si l'on a constamment \f{x)\<.^{j^ dans cet
intervalle, l^ intégrale définie f f{x)dxa aussi une limite.
Si f{x) est positive, la démonslratîon est immédiate. On a, en effet, puisque /*(:c) est moindre que ç(^),
Jf f{x)dx< 1 ^(x)dx;
d'ailleurs / /{^) dx augmente lorsque e diminue, puisque tous
ses éléments sont positifs. L'inégalité précédente montre qu'elle est constamment moindre que la limite de la seconde intégrale; elle a donc elle-même une limite. Si/(a^) était négatif enlre a et 6, on n'aurait qu'à changer le signe de tous les éléments. Enfin, si la fonction y*(a:) a une infinité de racines dans le voisinage de ^ = a, nous pouvons écrire
f Ax)dx=f [f{x)-^\f{x)\]dx^ f \f{x)\dx,
La seconde intégrale du second membre a une limite puisque \/{x)\ < <f{x). D'autre part, la fonction /(x) -+- \/{x)\ est positive ou nulle entre a et 6, et sa valeur absolue ne peut être supérieure à '2^{x); l'intégrale
[f{^)-^\f{^)\]dx
a donc aussi une limite. On déduit de là que, si une fonction/(:r) ne tend vers aucune limite pour x =1 a, tout en restant inférieure en valeur absolue à un nombre fixe, l'intégrale a une limite. Par
exemple, l'intégrale 1 sin- dx a une valeur déterminée. Je ^
Règle pratique, — Supposons que la fonction /(or) puisse se mettre sous la forme
la fonction '!^{x) restant finie lorsque .r tend versc7. Si on a (Ji < 1 , et si la fonction ^(x) reste moindre en valeur absolue qu'un nombre fixe M, lUntégrale a une limite. Si Von a ijl^ i, e/ sila
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valeur absolue de ^{x) est supérieure à un nombre positif m^ l'intégrale n'a pas de limite, La première partie de la proposilion est immédiate. Eq effet, la
valeur absolue de J{x) sera moindre que — — — — , et l'intégrale
de celle dernière fonction a une limite, puisqu'on suppose |x < i. Pour démontrer la seconde partie, observons d'abord que ^{x)^ restant supérieur en valeur absolue à un nombre positif m, conserve un signe constant dans le voisinîige de x = a. Supposons i({x) >• o entre a et 6; nous pouvons alors écrire
f fKx)dx> f
mdx
et la seconde intégrale augmente indéfiniment, lorsque e diminue. Ces règles sufliseot toutes les fois qu'on peut trouver un exposant [x lel que le produit (x — a)^f{x) ait, pour a? = a, une limite K différente de zéro. Si |x est inférieur à un, on peut prendre la limite 6 assez voisine de a pour que l'on ait dans l'intervalle (a, 6),
L étant un nombre positif, supérieur à |K|.. L'intégrale a donc une limite. Au contraire si jjl^i, on peut prendre b assez voisin de a pour que l'on ait, dans l'intervalle (a, h)^
l étant un nombre positif inférieur à |K[. D'ailleurs la fonclion/(x), étant continue, conserve un signe constant et, par suite,
l'intégrale / /(x)dx augmente indéfiniment en valeur absolue.
Exemples. — Soit/(vF) = ^ une fonction rationnelle; si a est
une racine d'ordre m du dénominateur, le produit (x — a)^f{x) tend vers une limite différente de zéro pour x =^ a. Comme m est
au moins égal à un, on voit que l'intégrale / f{x)dx croît au
da-¥t
delà de toute limite lorsque s tend vers zéro. Supposons au con-
•200 CHAPITRE IV. — INTEGRALES DEFINIES.
traire
P et R élan t deux polynômes etR(;r) étant premier avec sa dérivée;
a étant une racine de R(:r), le produit (^ — ciyf{oc) a une limite pour »r = a; Tintégrale a donc elle-même une limite. Ainsi
a pour limite - pour e = o.
Prenons encore l'intégrale / \o^xdx\ le produit x^\o%x a
zéro pour limite; à partir d'une valeur de x assez petite on peut
_i donc écrire log^<;Ma: % M étant un nombre positif cKoisi à volonté. L'intégrale a donc une limite.
Tout ce qui a été dit de la limite inférieure a peut être répété sans modification pour la limite supérieure b. Si la fonction y(:r)
est infinie pour x^^ b^ on définira l'intégrale / f{x)dx comme la limite de l'intégrale / f{x) dx^ lorsque e' tend vers zéro. Si f{x) est infinie aux deux limites, on définira / f{x) dx comme la
limite de l'intégrale / fi-^) dx^ lorsque £ et s' tendent vers zéro,
indépendamment l'un de Tautre. Soit c un nombre quelconque compris entre a et 6; nous pouvons écrire
f f{x)dx= l f{x)dx^ l f{x)dx,
et chacune des intégrales qui sont au second membre doit admettre une limite. Enfin, siy*(^) devient infinie pour une valeur c com-
prise entre a et 6, on définit l'intégrale / f{x)dx comme la
f /(x)dx^ I /(x)djr,
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el l'on procède de la même façon pour un nombre quelconque de discontinuités comprises entre a et b.
Il est à remarquer que 1h formule fondamentale (6), qui a élé établie en supposant/(j:) continue entre a el b^ s'applique encore si f{x) devient infinie entre ces limites, pourvu que la fonction primitive F(;r) reste continue. Pour fixer les idées, supposons que la fonction f{x) ne devienne infinie que pour une valeur c comprise entre a et b. On a
f f{x)dx = \\m f f{T)dx-^\\m f f(x)dx\
si F(j;) est une fonction primitive de /{x)j nous pouvons écrire ceci :
/{x)dx = IimF(c — Ê')--F(rt)-h F(6) — lim F(o -f- s).
La fonction F(x) étant supposée continue pour x ^= c, F(c -i- s) et F(c — c') ont la même limite F(c), et par suite il reste
/(x)dx = Fib)-F{a).
Par exemple
Si la fonction primitive F(x) devient elle-même infinie entre a et 6, la formule n'est plus applicable, car Tintép^rale qui est au premier membre n'a, du moins jusqu'à présent, aucune significalioD.
Les formules du changement de variable et de l'intégration par parties s'étendent de la même façon aux nouvelles intégrales, en les considérant comme limites d'intégrales ordinaires.
90. L'une des limites devient infinie. — Soit/(j:) une fonction continue de x pour toute valeur de x supérieure à un nombre a.
L'intégrale / /(x)dxj où />> rt, a une valeur finie, aussi grand
que soit /; si cette intégrale tend vers une limite lorsque / augmente
indéfiniment, on représente cette limite par / f(x)dx.
Lorsqu'on connaît une fonction prîmîlive de f{x)^ il est facile de voir si l'intégrale a une limite. Ainsi l'on a
dx
= arc tang/;
lorsque / augmente indéfiniment, le second membre a pour
TC
limite -> et nous pouvons écrire
dx _ -ïr
On a de même, en supposant a positif et a — i différent de
zéro,
-^ kdx k
r kdx _ k / j. \_\ ,
J^ XV- ~ ,-iJLV/{^-i a{^-«/'
si |JL est plus grand que un, le second membre tend vers une limite lorsque /croît indéfiniment, et l'on peut écrire
* X: dx
XV- (\i. — \)aV
Au contraire, si [jl est moindre que un, l'intégrale augmente indéfiniment avec /. Il en est de même si ja=i, car l'intégrale s'exprime par un logarithme.
Quand on ne connaît pas de fonction primitive de y(^), on procède encore par comparaison, en remarquant d'abord qu'on peut prendre pour limite inférieure a un nombre aussi grand qu'on le voudra. On s'appuie sur le lemme suivant :
Soit ^{x) une fonction positive pour x >> a, telle que V intégrale f 'f{x) dx ait une limite; si Fon a, pour toutes les va-
leurs de x supérieures à a, \f{x)\S'^{x)^ ^intégrale / f{x)dx a aussi une limite,
La démonstration est la même que celle qui a été donnée plus haut. Lorsque la fonction /(x) peut se mettre sous la forme
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la fonction *^(a:) restant finie pour x Infini, on a les théorèmes suivants, que je me borne à énoncer :
Si^(x) est inférieur en valeur absolue à un nombre JixeMy et [JL supérieur à un, l'intégrale a une limite.
Si ^(x) est plus grand en valeur absolue qu^un nombre positif m, et ix inférieur ou égal à un, l'intégrale n^a pas de limite.
Par exemple, l'intégrale / ££i?*^ Jx a une limite, car on peut
écrire
' cosax
et la fonction qui multiplie — ^ est inférieure à un en valeur absolue.
La règle précédente suffit lorsqu'on peut trouver un nombre positif [JL tel que le produit x^f{x) tende vers une limite différente de zéro pour x infini. L'intégrale a une limite si [x est plus grand que un, et n'a pas de limite si |jl est inférieur ou égal à un.
Par exemple, pour que l'intégrale d'une fraction rationnelle ait une limite, lorsque la limite supérieure de l'intégrale augmente indéfiniment, il faut et il suffit que le degré du dénominateur surpasse le degré du numérateur d'au moins deux unités. Prenons encore
fl .^ _ P(^) slK{x)
Pet R étant deux polynômes de degrés p et r respectivement; le
produit x^ f{^) ^ "'^^ limite difl'ércnte de zéro pour x infini. Pour que l'intégrale ait une limite, il faut et il suffit que l'on
ait/><J-i.
91. Les régies précédentes ne suffisent pas toujours pour décider si une intégrale a une limite ou non. Prenons par exemple
f[x) = ; le produit xV-f(x) a pour limite zéro lorsque |jl est
moindre que un, et peut prendre des valeurs supérieures à tout nombre donné si [x est plus grand que un. Ce produit oscille
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entre 4-1 et — i, si [x =r 1 . Aucune des règles énoncées ne s'applique; cependant l'intégrale a une limite. Considérons l'intégrale un peu plus générale
X — I e-«' dx (a^o);
la fonction sous le signe d'intégration change de signe pour a: =:/r7:. Nous sommes conduits à étudier la série alternée
(24) cf^— a,H- a,— aa...-i-(— i)«a„-T-...
où l'on pose
sinx , e-»' dx
(10= I (?-3cx dx ai = — / e-a^ — - dx.
le terme général 0,1 peut encore s'écrire, en changeant j: enj-r-nr.^
a„^- I e-«J-"a^ ^'"-^ dr.
Jo y-^niz -^
Il est évident que la fonction sous le signe d'intégration diminue quand n augmente, et, par suite, on a a„^.|<C^/i; d'ailleurs, le
ternie général On est moindre que / — > c'est-à-dire que — • La
série précédente est donc convergente, puisque les termes vont en décroissant en valeur absolue et que le terme général tend vers zéro. Si la limile supérieure / est comprise entre mz et {n -\- i)ir, nous pouvons écrire
e-^—^ dx^Sn-±(ict„, o<0<i, 0 ^
S// étant la somme des n premiers termes de la série (24); lorsque / augmente indéfiniment, il en est de même du nombre entier /?, an tend vers zéro, et l'intégrale a pour limite la somme S de la série (24)»
On démontrera de la même façon que les intégrales
' s'inx^dxy I cosx^dx, 0 •^o
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qui se présentent dans la théorie de la diffraction, ont une valeur finie. La courbe ^ = si nx^, par exemple, a la forme ondulée d'une sinusoïde, mais les ondulations vont en se resserrant de plus en plus, car la différence \/{n f- 1)7: — ^mz de deux racines consécutives de slax- tend vers zéro quand n croît indéfiniment
Remarque. — Ce dernier exemple donne lieu à une remarque inlére - «anle. Lorsque x croit indéfiniment, sinx* oscille entre — 1 et -+-i; l'inU'grale peut donc avoir une limite sans que la fonction sous le sicjne d'inlcgralion tende vers zéro, autrement dit, sans que la courbe y ~-f{or) soil asymptote à Taxe des x. Voici encore un exemple où il en est de mùme et où la fonction y( 2:) conserve de plus un siî^ne constant. Soit
I -t- a:*sin
cette fonction est constamment positive si x est positif, elle ne tend pas vers zéro, car on sl /(kit) = kiz. Pour faire voir que l'intrgrale a une limite, considérons comme plus haut la série
où
X dx
On— I
\ -+- x*sin*a?*
X variant de mr à (/i 4- 1)-, x* est supérieur à n^'n''', et l'on a
, /-'"-^•"^ dx
Une fonction primitive est
- — arc lang(/i -+- n^ii^ langar)
J^ variant de mz à (/i-f-i)7t, tangar devient infinie une seule fois en pas- ^'ant (le -h » à — x; donc l'intégrale est égale ( n" 11) à _ =-=z et l'on a
La série Sa/, étani convergente, l'intégrale / f{x)dx a une limite.
Il est d'ailleurs évident que, si/{x) a une limite h différente de zéro pour a? infini, l'intégrale ne peut avoir de limite, car, à partir d'une valeur
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assez grande de x,f{x) sera supérieur en valeur absolue à — et gardera
un signe constant.
Les raisonnements qui précèdent offrent une grande analogie avec ceux que Ton emploie dans Tétude des séries. Le lien intime qui existe entre les deux questions a été mis en évidence par un théorème de Gauchy, qui sera exposé plus loin (Chap. VIII); enverra en même temps de nouveaux critères permettant de reconnaître si une intégrale a une limite ou non, dans des cas plus étendus que ceux que nous avons traités.
92. La fonction r(a). — L'intégrale définie (25) r{a)= f x^-^e-^dx
a une valeur déterminée, pourvu que a soit positif. Considérons en effet les deux intégrales
/ x^-*e-^dx, j x^-^e-^dXf
où e est un nombre positif très petit, et / un nombre positif très grand. La seconde intégrale a toujours une limite, car à partir d'une valeur de x
assez grande on a ic«-te-*< — -, ce qui revient à écrire ^*> x^-^^. Quant
à la première intégrale, le produit rF*-«/(j:) a pour limite i lorsque a: tend vers zéro; pour que l'intégrale ait une limite, il faut et il suffit que i — a soit inférieur à un, ou que a soit positif. Supposons cette condition remplie; la somme des deux limites est la fonction T(a), appelée aussi inté^ grale Eulérienne de seconde espèce. Cette fonction F (a) devient infinie lorsque a tend vers zéro; elle a une valeur positive pour toute valeur positive de a, et augmente indéfiniment avec a. Elle présente un minimum pour X = i,46i632i . . ., et la valeur correspondante est o,8856o3!i. ...
Intégrons par parties la formule (aS) et supposons a>i; en considérant e~' dx comme la différentielle de — e--', il vient
r(a)= — [a7«-«c-']J*-h(a — i) l x^-^e-^dx;
Jq
mais le produit x^-^e-^ est nul aux deux limites, puisque a>i, et il reste
L'application répétée de cette formule permet de ramener le calcul de r(a) au cas où l'argument a est compris entre o et i. Il est facile d'en déduire la valeur de r(a), lorsque a est un nombre entier. On a d'abord
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la formule précédente donne ensuite successivement, en faisant a = a, 3, ..., rt, ...,
r(a)=r(i) = i, r(3) = ar(a) = i.a,
et, d'une manière générale, si n est un nombre entier positif,
93. Intégrales curvilignes. — Soient AB un arc de courbe plane continu, et P{x,y) une fonction continue de deux variables Xjy le long de AB (x, y désignant les coordonnées d*un point de AB par rapport à deux axes situés dans son plan). Prenons sur Tare AB un certain nombre de points de division /Wi, m^^ . . . , 772/, .. ., de coordonnées {xs^ys). (j^aj^a)? • • •? {^hyi)i • • . , et sur chacun des arcs m/.i nxi prenons encore un point /i/ à volonté, de coordonnées (Ç/, Yi/). Considérons la somme
^ ^ \ -4-P(?/, T,,)(x,— ar/-,)-!-...
étendue à tous les intervalles partiels; lorsque le nombre des points de division augmente indéfiniment, de façon que chacune des différences xi — Xu\ tende vers zéro, la somme précédente lend vers une limite que Ton appelle Vinlégrale curviligne de P(x, j^) étendue à Tare AB, et que l'on représente par le symbole
V{x,y)dx,
AB
Pour démontrer Texlstence de cette limite, supposons d^abord qu'une parallèle à Oy ne puisse rencontrer Tare AB en plus d'un point. Soient a et 6 les abscisses des points A et B et j^ = <f{x) l'équation de l'arc AB; <f{x) est une fonction continue de x dans rintervalle (a, 6). Si l'on remplace j^ par <f{x) dans r(x,y)j le résultat est également une fonction continue ^(x) = P[^, ?(^)]î et l'on a
La somme précédente peut donc s'écrire
elle a donc pour limite l'intégrale définie ordinaire
et, par suile,
f ?{x,y)dx= f P[x,o{x)]dx.
Si une parallèle à Taxe Oy peut rencontrer Tare AB en plus d'un point, on partagera cet arc en plusieurs autres dont cliaciin n'est rencontré qu'en un point par une parallèle à Oy. Étant donné, par exemple, un arc de courbe tel que ACDB (Jlff. i4)» soient C
Fig. i4.
et D les points oii Fabscisse est maximum ou minimum. Chacun des arcs AC, CD, DB satisfait à la condition précédente, et nous écrirons
f P(x,y)dx= f P{x,y)dx-^ f P{x,y)dx-i- f P{x,y)dx;
mais il est à remarquer que, pour calculer les trois intégrales du second membre, on devra remplacer^ par trois fonctions différentes de la variable x dans P(x^y)*
Les intégrales curvilignes / Q(:r, y)dy se définissent de la
même façon ; ces intégrales, comme on le voit, se ramènent immédiatement aux intégrales définies ordinaires, mais leur introduction se justifie par leur utilité. Nous ferons remarquer aussi que Tare de courbe AB peut se composer de portions de courbes absolument distinctes, telles que droites, arcs de cercle, etc.
Un cas très fréquent dans les applications est celui où les coor-
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données d'un point de Tare AB peuvent s'exprimer en fonction d'un paramètre variable
^{t) et 4(/) étant des fonctions continues de /, ainsi que les dérivées ?'(^), ^'(Oî nous supposerons que, t variant de a à ^, le point {j^,y) décrit l'arc AB en marchant toujours dans le même sens. L'intervalle (a, ^) étant divisé en intervalles partiels plus petits, soient ^|_| et /, deux valeurs consécutives de e auxquelles correspondent sur l'arc AB deux points mi_i et m,, de coordonnées (x/_, ,^/_, ) et {xi, yi). On a
Xi— xi-i = <p'(ô/)( '/— ^/-i)»
îi étant compris entre //_j et //, et à cette valeur O/ correspond un point (Ç|, Yii) de l'arc mu^ m/. Nous pouvons donc écrire
P(J/,Ti/)(ar/-a:/_i) = 2P[(p(e,),i};(0,)](p'(e/)(^- //_
et, en passant à la limite,
Ç Y>{x,y)dx= f P[9(t).HnW(t)dL
On obtiendrait de la même façon une formule analogue pour f Q^dy et, en ajoutant les deux formules, il vient
(29) f Pdx-^qdj^= f [P<^'{t)-i-qy(t)]dt;
c'est la formule du changement de variable dans les intégrales carvilignes. Bien entendu, si l'arc de courbe AB se compose de portions de courbes distinctes, les fonctions cp(/)et<{^(/) n'auront pas la même expression tout le long de AB, et Ton appliquera la formule à chacune des portions séparément.
94. Aire d'nne courbe fermée. — Nous avons défini plus haut l'aire de la portion du plan limitée par un arc de courbe AMB, une droite ne rencontrant pas l'arc AMB et les deux perpendiculaires AAo, BBo abaissées des points A et B sur cette droite (n*** 60, 78, yî^. 9). Considérons maintenant une courbe fermée continue de forme quelconque; nous entendons par là le lieu G. 14
décrit par un point M dont les coordonnées sont des fonctions continues j? =/(/), j/ = ç(f) d'un paramètre /, qui reprennent les mêmes valeurs lorsque /'croît de /© à T. Ces fonctions /(/) et ^{t) peuvent d'ailleurs avoir des expressions tout à fait différentes entre les limites /© et T; c'est ce qui arrivera si le contour fermé C se compose d'arcs de courbes distinctes. Considérons sur la courbe C un certain nombre de points Mo, M|, Mj, . . ., M|_|, M,-, . . . , Mrt_i, Mo correspondant à des valeurs t^, /<, /a» . . . , du paramètre, croissantes de to à T. En joignant ces points dans l'ordre où ils se succèdent sur la courbe, on obtient un poljgone inscrit dans cette courbe; on appelle aire de la courbe fermée C la limite vers laquelle tend l'aire de ce polygone lorsque le nombre des côtés augmente indéfiniment, de façon que chacun des côtés tende vers zéro (' ). Cette définition est bien d'accord avec celle qui a été adoptée dans le cas particulier rappelé plus haut; car si l'on décompose le polygone AoAQ«Qa . . . BBoA© en petits trapèzes par des parallèles à la droite AAo, Taire de l'un de ces petits Ira-
pèzes a pour expression {Xi — xui) "^ — ^^ — » ce qui peut
encore s'écrire (a:,- — a:/_i)/(Ç/), Ç,- étant compris entre ^|_| et xi.
L'aire polygonale a donc pour limite l'intégrale définie f /(x) dx.
Considérons maintenant une courbe fermée C qui ne peut être rencontrée en plus de deux points par une droite parallèle à une direction fixe. Choisissons pour axe des y une droite parallèle à cette direction et pour axe des x une droite perpendiculaire, de telle façon que la courbe C soit tout entière dans l'angle ^Ojk(/^. i5).
Les points du contour C se projettent sur O^ suivant les points d'un segment aô, et toute parallèle à Oy menée par un point de ab rencontre le contour C en deux points seulement m^ et mj. Soient j^i = <j/i (a:) etj^2 = ^a(^) les équations des deux arcs de courbe Am|B et A/WaB. Supposons, pour plus de clarté, que les points A et B du contour C qui se projettent en a et 6 soient des sommets de la ligne polygonale. L'aire du polygone inscrit dans le
(*) On suppose, bien entendu, que la courbe considérée n'a pas de point double, et que les côtés du polygone inscrit sont assez petits pour que le périmètre de ce polygone n'ait pas lui-même de point double.
an
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contour C est égale à la différence des aires polygonales limitées par les droites Aa, ai, 6B et les lignes brisées inscrites dans les arcs Am^B et A;72|B. En passant à la limite, on en conclut que l'aire de la courbe C est égale à la différence des aires limitées par
Fig. i5.
les deux contours Am2B6aA et A/WjB6aA, c'est-à-dire à la différence des deux intégrales
/ ^t{x)dx — / ^x{x)dx.
Les deux intégrales représentent l'intégrale curviligne j ydx^
prise le long de A/W2B et le long de Ami B, Si nous convenons de dire que le contour C est décrit dans le sens direct lorsqu'un observateur debout sur le plan et décrivant ce contour laisse à sa gauche Taire enveloppée (les axes ayant la disposition habituelle, comme dans le cas de la figure), le résultat obtenu peut s'exprimer comme il suit : L'aire û enveloppée par le contour fermé C a pour valeur
û = — f ydx,
l'intégrale curviligne étant prise le long du contour fermé C dans le sens direct. Cette intégrale ne changeant pas, quand on déplace l'origine des coordonnées, la formule subsiste, quelle que soit la position du contour C par rapport aux axes de coordonnées. Considérons maintenant un contour C de forme quelconque.
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Nous supposerons qu'on peut, en menant des transversales joignant deux points de C, obtenir des contours partiels dont chacun n'est rencontré qu'en deux points par une droite parallèle à O^'. Tel est le cas de la région limitée par le contour C de \di Jig. i6
Fig. i6.
que l'on décompose au mojen des transversales a6, cûf, en trois régions limitées respectivement par les contours amha^ abndcqa, cdpCy à chacune desquelles on peut appliquer la formule précédente. En ajoutant les résultats obtenus, les intégrales curvilignes provenant des lignes auxiliaires aé, cd se détruisent, et Taire
limitée par C est encore égale à l'intégrale curviligne — j yda:, prise le long de C dans le sens direct.
On démontre de la même façon que l'on a
(3i) û= f xdy,
et, en combinant les deux formules, il vient (32) û=- f xdy—ydxy
les intégrales étant toujours prises dans le sens direct.
Par exemple, l'aire de l'ellipse, représentée par les formules
X — acost^ y = bsint, a pour expression
IV. — BXTBXSIONS DIVERSES DE LA NOTION O'iNTÉGRALE
luer Taire limitée par le contour OAMBO {fi g* 17), formé des deux droites OA, OB et de l'arc AMB, qui n'est rencontré qu'en un point au plus par une droite issue de O. Prenons le point O pour
Pig. 17.
pôle, pour axe polaire une droite Ox^ et soit p =y*(o>) l'équation de l'arc AMB.
Inscrivons une ligne polygonale dans cet arc AMB, et soient M, M' deux sommets voisins ; l'aire cherchée est la limite de la somme des triangles OMM'. Or l'aire du triangle OMM' a pour expression
- p(p -♦- Ap) sinAo) = Aa>( ^ — H e ),
e étant infiniment petit avec Ao>. On vérifie aisément que toutes les quantités analogues à e peuvent être supposées moindres que tout nombre donné t^ pourvu que tous les angles Ato soient assez petits. On peut donc négliger e Aoj dans la recherche de la limite ;
l'aire cherchée est la limite de la somme ^^ -- Ato, c'est-à-dire l'intégrale définie
(Oi et (i>a étant les angles que font avec Ox les droites OA et OB. Une aire limitée par un contour de forme quelconque est la somme ou la différence d'un certain nombre d'aires limitées comme la précédente. Si l'on veut, par exemple, évaluer l'aire d'un contour fermé entourant le point O et rencontré en deux points seulement par une droite passant par le point O, il suffira de faire varier o> de o à 271. L'aire d'un contour fermé convexe laissant le point O à l'extérieur {^fig- 17) est égale à la différence des aires des deux secteurs OAMBO, OANBO, qu'on calculera
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comme on vienl de l'expliquer. Dans tous les cas, Paire est encore
représentée par l'intégrale curviligne - / p^rfco, prise le long de C
dans le sens direct. Cette formule ne difTère pas au fond de la précédente; en effet, quand on passe des coordonnées rectangulaires aux coordonnées polaires, on a
a? = pcos(i), ^=psin(i),
dx = coso) dp — p s'inoi dt»>y dy — sinto dp -+- pcostoc^w,
X dy — y dx — p^dio.
Considérons encore un arc de courbe AMB représentée en coordonnées obliques par l'équation y=/(^x). Pour évaluer Taire
limitée par l'arc AMB, l'axe des x et les parallèles AAo, BBo à l'axe Oy, imaginons une ligne polj^gonale inscrite dans AMB, et décomposons Taire du polygone en petits trapèzes par des parallèles à Oy. L'aire d'un de ces trapèzes a pour expression
{xi — Xi~i ) sino,
ce qui peut encore s'écrire (xi — ^/-i)/(Ç/) sin8, ^/appartenant à Tintervalle (a?<\-i, Xi)- L'aire est donc égale à Tintégrale définie
sinO I f{x)dx.
On en déduit, comme plus baut, que Taire limitée par un contour fermé quelconque C a pour expression
^ I X dy — y dx,
IV. — EXTENSIONS DIVEB8E8 DE LA NOTION D'INTÉGRALE
Remarque. — Étant donnée une courbe fermée C {fig* i5) menons en un point M de cette courbe la direction de la normale qui va vers l'extérieur, et soient a, ^ les angles que fait cette direction avec les axes O^, Oy, ces angles étant comptés de o à ic. Le long de Tare Ami B, l'angle ^ est obtus et l'on ^dx'= — ds cos P, de sorte que l'on peut écrire
/ y dx = — lycos^ds,
•^(Am.B) ^
Le long de B/Wj A, l'angle ^ est aigu, dans l'intégrale curviligne le long de B/n2A, dx est négatif, et si l'on convient de regardera* comme toujours positif, on a encore dx = — J^cos^. L'aire de la courbe fermée est donc représentée par l'intégrale
y cos p dsy
l'angle ^ étant défini comme on Ta dit, et ds étant essentiellement positif. La formule s'étend comme plus haut à un contour de forme quelconque, et l'on verrait de même que l'aire est égale aussi à l'intégrale
X cosoL ds.
Cet énoncé est absolument indépendant de la disposition des axes.
Valeur de Pintégrale - jxdy—ydx. — Il est naturel* de se
demander ce que représente rinlégrale / xdy — ydxy prise le long d'une
courbe de forme quelconque, fermée ou non.
Considérons, par exemple, les deux courbes fermées OAOBO, A/>B^CrA5B/GuA (Jig. 19) qui ont respectivement un point double
Fig. 19.
et trois points doubles. 11 est clair que Ton peut les remplacer l'une et Faulre par la réunion de deux courbes fermées sans point double. Ainsi
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le contour fermé OAOBO est équivalent à la suite des deux contours OAO OBO. L'intégrale prise le long du contour total est égale à l'aire de la boucle OAO diminuée de l'aire de la boucle OBO. De même, le second contour peut être remplacé par les deux courbes fermées ApBqCrX et XsBtCuA. L'intégrale est donc égale à la somme des aires des boucles ApBsky B^G^B. ArCwA, plus deux fois l'aire de la boucle A^B^GaA. Le raisonnement est général. Un contour fermé, avec un nombre quelconque de points doubles, détermine un certain nombre d'aires partielles Œj, œj, ...,ap qu'il limite complètement. L'intégrale, prise le long du contour total, est égale à une somme de la forme
mi, mj, ..., nip étant des nombres entiers positifs ou négatifs, que l'on détermine par la règle suivante : Étant données deux aires limitrophes <r, a' séparées par un arc ab du contour G, on imagine un observateur debout sur le plan et décrivant le contour dans le sens indiqué par les flèches; l'aire laissée à gauche a un coefficient supérieur d'une unité à celui de l'aire laissée à droite. On donne le coefficient o à l'aire illimitée extérieure au contour, et l'on détermine les autres coefficients de proche en proche.
Si Ton a un arc de courbe AB non fermé, on le transforme en une courbe fermée en joignant les extrémités A et B à l'origine, et l'on
applique la règle précédente à ce contour; car l'intégrale 1 x dy — y dxy prise le long des rayons OA et OB, est évidemment nulle.
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97. Différentiation sous le signe / . — On a souvent à étudier
des intégrales définies où la fonction à intégrer dépend non seulement de la variable d'intégration, mais d'une ou plusieurs variables que l'on considère comme des paramètres. Soity*(j?, a) une fonction des deux variables x et a, continue lorsque x varie de Xq kX. et que a varie entre certaines limites a©, ai. L'intégrale définie
F(a)= f /(ar, a)dx,
OÙ Ton suppose que a ait une valeur déterminée comprise entre a© et a,, et où les limites Xq et X sont indépendantes de a, est une fonction de la variable a, dont nous allons étudier les propriétés.
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Nous pouvons écrire
(33) F(a-f-A3i)-F(a)= r [/(x, a -+- Aa)-/(ar, «)] ûtr;
la fonction y(x, a) étant continue, on peut prendre Aa assez petit pour que la différence sous le signe d^intégration soit moindre en valeur absolue qu'un nombre positif donné à Tavancee. L'accroissement AF(a) sera donc moindre en valeur absolue que e|X — Xq\\ ce qui prouve la continuité.
Si la fonction /(x, a) a une dérivée par rapport à la variable a, on a
f{x, an-Aa)— /(ar, a) = Aa[/a(:r, a) -4- e],
6 tendant vers zéro en même temps que Aa. On peut donc écrire, en divisant les deux membres de (33) par Aa,
désignons par tj la limite supérieure de e en valeur absolue, la dernière intégrale est moindre en valeur absolue que r, |X — Xq\ et, en passant à la limite, il vient
(34) -di^J /«(^>«)^^-
Pour que la conclusion soit absolument rigoureuse, il faut être assuré que Ton peut prendre Aa assez petit pour que le nombre e soit moindre que tout nombre positif 'r\ donné à l'avance, et cela pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites Xq et X. Il en est certainement ainsi lorsque la dérivée /«(a?, a) est ellemême continue. En effet, le théorème des accroissements finis donne
/(ar, a-^ Aa)— /(JT, «)= Aa/i(ir, a -t- 6 Aa); o<e<i,
on a, par conséquent,
e =/'a(^, a H- e Aa) — /a(^, «).
Si la fonction /a ^st continue, la différence e sera moindre quev), quels que soient x et a, pourvu que [ Aa| soit inférieur à un nombre positif h choisi assez petit {voir plus loin, Chap. VI).
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Supposons maintenanl que les limites X el Xq sont elles-mêmes des fonctions de a. On peut écrire, en désignant par AX et Ax© les accroissements correspondants à un accroissement Aa,
F(a-i-Aa)— F(a)^ r [/{x, a -h £iOi)-'/(x, oi)\dx
ou, en appliquant le théorème de la moyenne aux deux dernières intégrales et divisant par Aa,
F(a-4-Aa) — F(a) r^ f(r, a-^ ^i)—f(x,aL) , ■ — • CiX
Aa X ^*
-+-^/(X-4-9AX, a-^Aa)— ^/(aro-+-Ô'Axo,a-hAa).
Lorsque Aa tend vers zéro, la première intégrale a la même limite que plus haut, et il vient, en passant à la limite,
(35) ^ = rV'a(^, OL)dx-^ ^/(X, a)- ^^/(^o, a).
C'est la formule générale de différentiation sous le signe 1 .
Toute intégrale curviligne pouvant se ramener à une somme d'intégrales définies ordinaires, la formule s'y étend immédiatement. Par exemple, soit
F(a)= f P(x,y,a)dx-^q(x,y,a)dy
une intégrale curviligne prise le long d'un arc AB qui est le même, quel que soit a; on a
F'(a)= f PU^, r, a)dx -i- qU^, y, x)dy,
l'intégrale étant prise le long de la même courbe. Au contraire, les raisonnements supposent essentiellement que les limites sont finies et que la fonction à intégrer ne devient pas infinie entre ces limites. Nous examinerons plus loin les cas où ces conditions ne sont pas satisfaites (Chap. VIII).
La formule (35) est souvent employée pour obtenir la valeur
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de certaines intégrales définies, en les rattaclianl à d'autres intégrales plus faciles à calculer. Par e:xeniple on a, si a est positif,
' dx
-i = -7^ arc tanff ,
0 *--T-«* ua y^a
et, en appliquant la formule (34) ai — i fois de suite, on en déduit
^ r' dx rf«-« / 1 X \
(— I )'»-» i.2...(/i — i) / ; — — = -. i ( —rz arc tang-— \ •
98. Exemples de discontiiiuité. — Lorsque les conditions supposées ne sont pas toujours remplies entre les limites de l'intégration, il peut arriver que l'intégrale définie soit une fonction discontinue du paramètre. Considérons par exemple l'intégrale définie
F(cr)
sinot dx
larcosa ■
cl'
cette intégrale a une valeur finie, car les racines du dénominateur sont imaginaires, sauf dans le cas où a = Xrir; mais il est clair que, dans ce cas, on a F(a) = o. Supposons par conséquent sin x ^ o ; en posant
X = cosa-+- t sina,
il vient, en prenant d'abord l'intégrale indéfinie,
/sinaé/x C ^t r — / T = arc tanc/.
I — 2ircosa-+-ar' J i-^t^
L'intégrale définie F(a) est donc égale à
(I — cosa\ / — I — cosa\ : ) — arc tang ( ■. > sina / ®\ sina /
les arcs étant comptés de — -- à -• Mais on a
I — cosa — I — cosa
sma sina
TZ
et par conséquent la différence des arcs est égale à di -• Pour savoir le
signe qu'on doit prendre, il suffit de remarquer que tous les éléments de
l'intégrale ont le signe de sina. On a donc F(a)= =t -, suivant que sina
est positif ou négatif; la fonction F(a) est discontinue pour toutes 1-es valeurs a = A: iT. Ce résultat n'est nullement en contradiction avec le rai-
sonnement fait au début de ce paragraphe. En effet, lorsque x varie de — i
à -f- 1, et a de — e à -t- e, par exemple, la fonction sous le signe / devient
indéterminée pour les systèmes de valeurs a = o, x — — i, et a = o, rr — -4- I, qui font partie de ce domaine, quelque petit que soit e.
Il serait facile de multiplier les exemples. Prenons encore l'intégrale
sm/nar , dx\
en faisant le changement de variable mx = y, il vient
le signe db dépendant du signe de m, car les limites de la nouvelle intégrale sont les mêmes que celles de la première si m est positif, et doivent être renversées si m est négatif. Nous avons vu (n** 91) que l'intégrale du second membre est une quantité positive N. L'intégrale considérée est donc égale à d= N, suivant le signe de m.
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99. Généralités. — Quand on ne connaît pas de fonction primitive de /(^), on a recours à des méthodes d'approximation
pour trouver la valeur approchée de l'intégrale définie I f{x)dx.
Le théorème de la moyenne fournit deux limites entre lesquelles est comprise cette intégrale, et l'on peut, par un procédé analogue, en trouver une infinité d'autres. Supposons que, x variant de a à b{a <] b)y on ait constamment ^{x) <i/(x) < '^(x) ; il est évident que l'on aura aussi
f o{x)dx< f /{x)dx< f ^(x)dx;
si Ton a choisi, pour les fonctions f (^) et A(a;), les dérivées de deux fonctions connues, on obtiendra de cette façon deux limites entre lesquelles sera comprise la valeur de l'intégrale considérée. Prenons, par exemple, l'intégrale
on peut écrire y/i — x* = ^i — x^^ \/i-r^'^j et, a: variant de oà i,
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\l\-i-x^ reste compris entre i et yj'i. L'intégrale cherchée est donc comprise entre les deux intégrales
Jr' dx _i^ r' dx
^ V^i — X* /aj^ /i— j;«
c'est-à-dire entre — ^ et -• On peut trouver deux limites plus
rapprochées en observant que (i 4-^^) * est plus grand que i ->
_i comme le montre le développement de (i -^ a) ' par la formule de Tajlor, limitée aux deux premiers termes. L'intégrale I est donc supérieure à
Jr' dx I r^ x^dx
la dernière intégrale a pour valeur 7 (voir n^ lOo) et, par suite, 1 est compris entre — et -•
Il est clair qu'on n'obtient de cette façon que des indications sur la valeur exacte de Tintégrale. Pour avoir des valeurs plus approchées, on partagera l'intervalle (a, b) en intervalles plus petits à chacun desquels on appliquera la formule de la moyenne. Pour fixer les idées, supposons que f{x) aille constamment en croissant depuis a jusqu'à b. Divisons Tinlervalle («, b) en n parties égales (6 — a=nh); d'après la définition même de Pinlé-
grale, / /{x) dx est comprise entre les deux sommes
S = h[f{a -+- h)-^-/(a -^ ih)-^...^f{a -+- nh)].
En prenant pour valeur de Pinlégrale — — > Terreur commise est
certainement inférieure à S — 5= ~ [/(^) — /(^)]- ^^ ^^"
leur peut s'écrire
f[a^(n-i)h]-i-/(a-^nh)) ^
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si Ton observe que -\/{a -^ ih) -j-f[a -h{i -\- i)A]| représente
l'aire du trapèze qui aurait pour hauteur A et pour bases /{a -\- ih) et /(a -h ih -h h) y on voit que la méthode revient à remplacer l'aire de la courbe j^ =/(.»), comprise entre deux ordonnées voisines, par l'aire du trapèze rectiligne aj^ant pour bases ces deux ordonnées. La méthode est pratique, quand on n'a pas besoin d'une grande approximation.
Prenons, par exemple, l'intégrale l j; si l'on prend n = 4î
on a pour valeur approchée de l'intégrale
et Terreur commise est moindre que -^ =0,0625. On en déduit
une valeur approchée de irqui a une décimale exacte 3, i3o8.
Si la fonction /(^) ne varie pas dans le même sens lorsque x croît de a à 6, on partage cet intervalle en plusieurs autres pour lesquels cette condition soit satisfaite.
100. Interpolation. — Voici une autre méthode pour évaluer l'intégrale i /(x)da; : On fait passer une courbe parabolique d'ordre n
par (n -f- i) points Bo, B| , . . . , B;, pris sur la courbe y ^=f(^x)^ entre les deux points d'abscisses a et è, et l'on prend pour valeur approchée de l'intégrale à évaluer la valeur de l'intégrale
détinie / (f{x)dxy qu'il est facile de calculer.
Soient (xq^ yo)j (j?i, /i), ..., (a:,,, yn) les coordonnées des (n H- i) points B©, B» , . . • , B^. Le polynôme ^{x) est donné par la formule d'interpolation de Lagrange
OÙ le coefficient X/ de jk/
(x — Xo)...(x — Xi-i)(x — .r/+,) . . . ( J? — Xn)
(a:/— Xq).,. {Xi—xt^i)(xi— Xi^x) . . . (a:/— t«)
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est un polynôme de degré n qui s'annule pour les valeurs données x^^ x^^ . . . , x„, sauf pour x = Xi, et qui est égal à un pour X = Xi. On a donc
J ^{x)dx-^yi l Xidx;
or, nous pouvons écrire
iro=a-+-6o(^ — a), art = a -f- 6|(6 — a), ..., Xn = a -^^n(à — a),
6«, 0,, ..., Oy, étant des nombres croissants de o à i, et, en faisant le changement de variable a:=:a-h(6 — a)i, la valeur approchée de l'intégrale prend la forme
(36) (6 -a)(Koro-4-K,j^, -+-... + K„r„),
où Ton a posé
J, (e/-eo)...(0/-0/-,)(0,-6/^,)...(0,-e„) •
Si, quelle que soit la fonction /(j?), on décompose l'intervalle (a, b) en intervalles plus petits dans un rapport constant, les nombres 80, Oj, ..., 8^ et, par suite, les coefficients K,- sont indépendants de /(x). Ces coefficients étant calculés une fois pour toutes, on n'a plus qu'à remplacer j^o»/ij • • • 7 J^/i P^^ leurs valeurs correspondantes dans la formule (36).
Lorsque la courbe y=:f{x)y dont on veut avoir l'aire, est donnée graphiquement, il est commode de diviser l'intervalle (a, b) en parties égales, et Ton n'a plus qu'à mesurer sur cette courbe des ordonnées équidistantes. Si l'on divise en deux parties
égales, on doit prendre 6© = o, 8| = - > 8^ = 1 , ce qui donne pour valeur approchée de l'intégrale
ï= — g— (ro-^47I-H7^)• On trouve de même, pour n = 4,
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et, pour n = 5,
La méthode précédente est due à Côtes. Celle de Simpson est un peu différente. Imaginons l'intervalle (a, b) divisé en 2/1 parties égales, et soient yo)^i 5^2 > •••î^aw'^s ordonnées correspondant aux points de division. Si Ton applique la première formule de Côtes à Taire comprise entre deux ordonnées d'indice pair consécutives, telles quej'o et ^2» ^2 et^4, .. ., on trouve pour valeur de Faire totale à évaluer
et, en réduisant, on est conduit à la formule de Simpson
101. Méthode de Gauss. — Dans la méthode de Gauss, on prend d'autres valeurs pour les quantités 9/. Voici comment on y est conduit : Admettons que l'on puisse trouver des polynômes de degrés croissants, qui diffèrent de moins en moins de la fonction à intégrery*(a:), dans l'intervalle (a, b). Admettons, par exemple, que l'on ait
le reste R2ii(^) étant moindre qu'un nombre Cme s,, pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b (*); nous ne connaissons pas en général les coefficients a/, mais ils n'interviennent pas, comme on va le voir, dans le calcul. Soient maintenant Xq^ Xif . . . , Xn-i des valeurs de x comprises entre a et 6, et o{x) le polynôme de degré n — i, qui prend les mêmes valeurs que /(a:) pour les valeurs Xq, x^, ^2» • • • ? ^«-i- La formule d'interpolation de Lagrange montre que ce polynôme peut s'écrire
Iw — I
(*) C'est une propriété générale des fonctions continues dans Tintervalle (a» 6), d'après un théorème de Weierstrass. ( Voir plus loin, Chapitre IX.)
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Om Cl Wk élant des poljnomes de degré n — i au plus. Il est visible que le polynôme <pm(-^) ne dépend que des valeurs choisies Xq^ X|, . . .; J?/i_|. D'autre part, ce polynôme ^m{^) doit prendre les mêmes valeurs que x"* pour x = Xq, x = Xi , . . . , x ^^ j:„_ i ; car, si Ton supposait tous lésa/ nuls, saufa^, ainsi que R2//(^),/(^) se réduirait à a^ x*" et f (^) à 0Lmfm{j^)' La différence jr^ — ^fii^) doit donc être divisible par le produit
P«(.r ) (x — To)(x ~ Tx ) . . .(jr — J^,i-i ),
et Ton doit avoir x"* — ^^(x) =• PnQm-n{^)j Qm-iï(^) étant un polynôme de degré m — /i, si m^/i, et x"' — '^;„(x)=^o, si m
est ^ /i — I . Cela posé, Terreur commise en remplaçant / f{x) dx par / o[x)dx est égale à
I-es termes qui dépendent des coefficients ao, a,, ..., a„_i sont identiquement nuls et Ton voit que Terreur commise dépend uniquement des coefficients a„, a„^,, . . ., 0L2n-i et du reste R2„(x). Or en général ce reste R2/1 est 1res petit par rapport aux coefficients OLft, a,,^,, . . ., 0L-2,t-t] on aura donc de grandes chances pour augmenter Tapproximation, si Ton peut disposer de Xq, x,, . . . , x„_|, de façon que les termes qui dépendent de a./, ot.,/a.,, ..., ^2n-t soient nuls aussi. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que les n intégrales
f P„Qo^x, f PnQidx f p„q„_^dT
soient nulles, Q/ étant un polynôme de degré /. Nous avons vu plus haut (n° 88) qu'on satisfait à ces conditions en prenant
il suffira donc de prendre pour x^^ .r,, . . . , x„-\ les n racines de
Téquation P„ = o, racines qui sont bien comprises entre a et b.
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Lorsque l'on a a= — i, 6 = -j-i, cas auquel on peut ramener tous les autres par la substitutions* :r^ — — -| ^— t. les
valeurs Xq^ ^,, ..., X/,_| sont les racines du polynôme de Legendre X„ = o. On trouvera dans le Traité de Calcul intégral de M. Bertrand (p. 842) les valeurs de ces racines, ainsi que des coefficients K/ de la formule (36), jusqu'à n - 5, avec 7 et 8 décimales.
L'erreur commise dans la méthode de Gauss est égale à
les fonctions Wi{x) ne dépendent pas de la fonction dont on cherche l'intégrale. Pour avoir une limite de l'erreur commise, il suffit donc de connaître une limite de R2„(x), c'est-à-dire de savoir avec quelle approximation la fonction y*(j:) peut être représentée par un polynôme de degré 9.n — i dans l'intervalle (a, 6), sans qu'il soit nécessaire de connaître ce polynôme.
On peut aussi, pour calculer la valeur numérique d'une intégrale définie, développer en série la fonclion /(.i) et inl«'grer ensuite terme à terme la série obtenue. Nous verrons i)lus loin (Chap. VIll) à quelles conditions cette opération est légitime et quelle est l'approximation qu'elle donne.
102. Planimètre d'Amsler. — On a imaginé un grand nombre d'appareils pour mesurer, par des moyens mécaniques, l'aire d'une courbe plane (*). Un des plus ingénieux est le planimètre d'AmsIer, dont la tliéorie offre une application intéressante des intégrales curvilignes.
Considérons une droite rigide mobile dans un plan, et les aires tl>,, ^Ij des courbes décrites par deux points A], Aj de cette droite, lorsque, dans son mouvement, elle revient à sa position initiale au bout d'un certain temps. Soient (xi,^i), (j"î,^s) les coordonnées des deux points Aj, Aj, dans un système d'axes rectangulaires, / la distance des deux points, et 0 l'angle que fait avec Ox la direction AiAj. Pour définir le mouvement de la droite, il faut supposer que Xi, yi et 0 sont des fonctions périodiques d'une certaine variable indépendante /, qui reprennent les mêmes valeurs lorsque t augmente de T. On a a:j — j?, -^ / cosO, ^1 = J^i -i- /sinÔ, et.
(* ) On en trouvera la description dans un Ouvrage de M. Abdank-Abakanowics : Les intégrapheSf la courbe intégrale et ses applications. ( Gauthier-Villars, 1S86.)
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par suite,
-H /(coft6 dy^ — sinO dr^ -f- arjCOsO </0 -4-^isinO cW).
En désignant par ol-i, ^\ les aires dos courbes décrites par les points A|, Aj, ces aires étant évaluées avec la convention générale faite plus liaut ( n* 96), on a
^^'1 ^ \ I OTidyx—yxdxiy .U= ^ j Xidy^—y^dx^,
et, par conséquent, en intégrant les deux membres de Tégalité,
,l,= ,l,,H I (/(} -h- - / cosô^j'i — sin6f/jr, -h / (xiCosO -+-J^isin6)û^0,
toutes les intégrales étant prises entre les limites (q el /o-hT pour la
variable /. Il est clair que / r/0 — aKr, K étant un nombre entier qui
«lépend du mouvement de la droite. D'autre part, on a, en intégrant par parties,
/x|Cos6f/)— :ri siiiO — isinO^/j^i, / yi sin 0 d) —. — y^ co^ ^ ~^ 1 ^^'^ ^ ^^fi »
or jTi sinô et^i cosO reprennent la même >aleur lorsque / croît de /o î* ^0-+- T. Nous pouvons donc écrini
. l, j = A. i-\- Kt./' -h i I cos 0 dyi — sin 0 dxi ;
soient s l'arc <le la courbe décrite par Ai, compté positivement dans un sens déterminé, à partir d'une origine arbitraire, et a Tangle que fait avec Ox la direction positive de la tangente, on a encore
cosO dyi — sin 6 dj^i = (sin a co'^ô — sinô cos a) ds = sin V ds^
V étant l'angle que fait avec la direction choisie sur la droite la direction positive de la tangente, compté positivement comme en Trigonométrie. La formule précédente peut encore s'écrire
(38) .Vj=.\..,H-KT:/2-h/ AinV^A-.
Soit Aj un troisième point de la droite, à une distance /' de Ai", on a de même, pour l'aire de la courbe décrite par A3,
ih) a.3= 1,-4- kr/'î-f- /' AinV
ds.
Si entre ces deux formules on élimine l'intégrale inconnue / sin\ dsj il vient
/'a.2— /cl,3=(/'—/)vl>, -h Kir //'(/— /'>,
relation qui peut encore s'écrire
(4o) clU,(23) 4- A.,(3i) -h .\ci(ii) -4- K7r(i2)(23)(3i)= o,
en désignant par (ik) la distance des deux points A/, AA(t, A==i, 2, 3) affectée d'un signe. Pour donner une application de cette formule, considérons une droite AjAj de longueur (a -h 6) dont les extrémités A| cl Aj décrivent une même courbe fermée convexe C; le point A3 qui divise AiAj en deux segments de longueur a et b décrit aussi une courbe fermée C intérieure à C. On a ici
Xî=r,l>i, (i2) = a-i-^, (23) = — ùj (3i)=— ûr, K = i,
et il vient, en divisant par a -+- ^,
o/v>i — c;\o3 = 7Z ilO J
or fX>i — A03 représente Taire comprise entre les deux courbes C, C. On voit que celle aire est indépendante de la forme de la courbe C. Ce tbéorème est dû à M. Holditch.
Au lieu d'éliminer / sinVû^5 entre les formules (38) et (39), éliminons «Aoi, il vient
(4i) el,3= .lo2-hK7r(/'«— /^)H- (/'— /) jslnVds;
le planimètre d'Anisler offre une application de celte dernière formule.
Kl g. 20.
Soit A1A2A3 une tige rigide articulée en A^ avec une autre tige OAj. Le point O étant fixé, on fait décrire à rextrémité A3, qui est munie d'une pointe, le conlour de l'aire que l'on veut évaluer, le point Aj décrit un arc de cercle, ou une circonférence entière suivant la nature du mouve-
ment. Dans tous les cas, on connaît Aoj, K, /, /', et il suffira de connaître
rintégrale / s\n\ ds pour avoir l'aire cherchée Jbj. Celte intégrale est
prise le long de la courbe Ci décrite par l'extrémité Af Cette extrémité porte un cylindre de révolution gradué dont l'axe coïncide avec l'axe même de la tige Ai A3, et qui peut tourner autour de cet axe.
Considérons un déplacement infiniment petit de la tige, qui amène AiAtAs dans la position Aj A'^A,. Soit Q le point de rencontre des deux droites Al Aj et AJA^; du point Q comme centre décrivons un arc de cercle A, ot, et du point Ai abaissons la perpendiculaire A', P sur AiAj. Pour amener la tige de la première position à la seconde, on peut imaginer qu'elle glisse d'abord sur elle-même de façon que Ai vienne en a. Dans ce mouvement, le cylindre glisse le long de la génératrice de contact, et la rotation est nulle. Si l'on fait ensuite tourner la lige autour de Q, de façon que a vienne en Ai, la rotation du cylindre est mesurée par l'arc a Ai. Or
les deux rapports -t-tb' .,1 kf tendent respectivement vers i et sinV A| 1 arCi\.|i\.i
lorsque l'arc Ai Ai tend vers zéro. On peut donc écrire a Ai = A5(sin V-+- e),
e étant infiniment petit avec Aj. La rotation totale du cylindre est, par
suite, proportionnelle à la limite de la somme 2A*( sin V -h e), c'est-à-dire
à l'intégrale / sinVc?5. Il suffit donc de mesurer cette rotation pour en
déduire l'aire cherchée.
i. Démontrer que la somme -+ 1- . . .H a pour limite loga,
lorsque n augmente indéfiniment.
On prouve que cette somme a pour limite l'intégrale définie / •
Trouver de même les limites des sommes
en les rattachant à des intégrales définies. D'une façon générale, la limite
de la somme ^<p(*, n) pour n infini est égale à une intégrale définie lorsque ©(t, n) est une fonction homogène de déféré — i de t et de n.
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3. Trouver la valeur de l'intégrale définie / log(sinjr)cfx = - - Inga.
I On peut partir de la formule connue de Trigonométrie
. TT . ar . (n — Or 11
sin - sin — • • • sin^ = j
ou s'appuyer sur les égalités presque évidentes
/ log(sinjr)ûfj7 = / log(cos^) c^o: = ; / logf^ — ; — \dxA
Jo «^ 0 "^ *' 0 N '■* / J
•4. Déduire de la précédente la valeur de l'intégrale définie u / Ix \tdingx dx,
Démontrer que l'on a / — ^-^ ^ — dx = ' loga
[On peut poser J7=langcp et partager l'intégrale obtenue en trois parties.]
'G. Trouver la valeur de l'intégrale définie / log(i — i a cosa? -¥ a- ) dx.
[Poisson.]
En partageant l'intervalle de o à tt en n parties égales et appliquant une formule connue de Trigonométrie, on est conduit à chercher la limite, pour n infini, de l'expression
T^ • fa — • - 1
-iog[— ,(a"-.;J;
si a est compris entre — i et -i- i, Celte limite est nulle. Elle est égale à i: loga', si a*> I.
J/^^ ^\nxdx f / ^=^ — :» où a est positif, est égale ç y/i — 'ioLCOix-^T.' ^ ®
a 2 SI a est < I , et a - si a est > i .
*8. Pour qu'une fonction /(ar) soit intégrable dans un intervalle (a, ^), il faut et il suffit qu'à tout nombre positif e corresponde une subdivision de l'intervalle telle que la différence S — s des sommes correspondantes soit plus petite que e.
Soient /(a*) et ^{x) deux fonctions continues dans l'intervalle (a, 6)
ciiaj Xiy Xi, ..,y b) une division de cet inlervalle. Si l'on prend deux valeurs quelconques ^/, t)/ dans chaque intervalle partiel (wr/-i, rr/), la sooiDie -/(Ç/)o(r^/)(X| — ^V-t) a pour limite Tintégrale définie
f{ x)o{x)dx.
10. Soit/(^) une fonction continue et positive dans l'intervalle {a, b). Le produit des deux intégrales définies / f{x)ax, j -j, — : est minimum lorsque la fonction est constante.
l'indice d'une fonction (n** 77) entre x^ et xx^ On a la relation
où i = -^i, lorsque /(Xo) > o, /(xjX o, e=— i lorsque /(jto) < o, /(^i) > o, et e = o lorsque /(Xo) et/(a:i) ont le même signe. On applique la dernière formule de la page 176 aux deux fonc-
lion8/(j-), -^
*I2. Soient U et V deux polynômes de degrés /i et /t — i premiers entre
eux. L'indice de la fraction rationnelle yj» entre les limites — x et h- x
de la variable, est égal à la diiïérence entre le nombre des racines imaginaires de réquation U -h e V = o, où le coefficient de i est positif, et le numbre de ces racines où il est négatif.
[Hermite, Bulletin de la Société mathématique y t. VJI, p. ia8.]
'13. Établir le second théorème de la moyenne au moyen d'une intégration par parties.
Soient /(a:) et <p( a:) deux fonctions continues dans l'intervalle (a, b) dont la première /(jt) est constamment croissante ou constamment décroissante et admet une dérivée continue. On a, en posant
4>(j* ) — / ^{x) dx, et intégrant par parties,
ff{x)^{x)dx^f{b)^{b)-f /\x)^{x)dx;
la dérivée /'(x) ayant un signe constant, il suffit maintenant d'appliquer la première formule de la moyenne à la nouvelle intégrale.
14. Vérifier que l'inlégrale définie j JC dy — y dx, prise le long d'un contour fermé, se change en une intégrale de même forme quand on passe d'un système d*axes rectangulaires à un autre système d'axes rectangulaires de même disposition.
De la formule
cosXx dx = y (sinX6 — sinXa)
déduire les intégrales définies
Jf x-P-^^ s\n\x dXf I x-P coslx dx.
16. Étant données deux courbes planes quelconques G, C, on fait correspondre les points (x, j^), (ar', y) des deux courbes où les tangentes sont parallèles. Le point de coordonnées x^ =px -f- qx\ yx = py -H qy\ oii p ei q sont des constantes données, décrit une nouvelle courbe Ct et l'on a, entre les arcs correspondants des trois courbes, la relation
51 = Jzps±: qs'.
Les arcs correspondants des deux courbes
ont la même longueur, quelles que soient les fonctions /( 0> ?(0'
18. Étant données dans un plan n courbes Ci, Gs, ..., G,i, on abaisse
d'un point M du même plan des normales MPi, . . ., MF» à ces courbes.
Soit // la longueur MP/. Le lieu des points M tels que l'on ait une relation
de forme donnée F(/i, /j, ..., lf,) = o entre les n longueurs /,- est une
courbe F. Si Ton porte sur chaque droite MF/, et dans un sens convenable.
àF une longueur proportionnelle à -r-.-» la résultante de ces n segments donne
la direction de la normale à la courbe F. Extension aux surfaces.
19. Soit G une courbe fermée. Sur la tangente en un point m de G, on prend deux points /?, p' de part et d'autre de m, tels que mp = mp', la longueur m/? variant d'après une loi arbitraire. Les aires des deux courbes décrites par les points /?, p' sont égales. Gas où la longueur mp est constante.
20. L'aire comprise entre une courbe fermée convexe et une courbe parallèle, obtenue en portant sur les normales une longueur constante /, est égale à d= :: /* -t- s/, s étant la longueur de la courbe fermée.
21. Soit G une courbe fermée. Le lieu des poinls A tels que l'aire de la podaire correspondante ait une valeur donnée est un cercle dont le centre est fixe.
On définit la courbe G par son équation tangentiellc
xcost -f-^sinf =/(; ).
22. Soient G une courbe fermée, Ci la podaire de celte courbe relativement à un point Â, Gs le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point A sur les normales à G. On a, entre les aires de ces trois courbes, la relation A = A'>t — A>i.
D'après les propriétés de la podaire (n° 36), si p et a> sont les coordonnées polaires d'un point de G|, les coordonnées du point correspondant de Gj sont p' et w -H -» et celles du pf»int correspondant de G
sont /• = /p* -h p'* et o = u) H- arc tang — •
23. Lorsqu'une courbe G roule sans glisser sur une droite, tout point A invariablement lié à la courbe G décrit une courbe appelée roulette : 1° l'aire comprise entre un arc de la roulette et la base est égale au double de Taire correspondante de la podaire du point A par rapport à G; 2" Tare de la roulette est égal à l'arc correspondant de la podaire.
[Steiner.]
Pour démontrer ces théorèmes par l'analyse, soient X, Y les coordonnées du point A par rapport à un système d'axes mobiles formé parla tangente et la normale en un point M de G, s l'arc OM compté à partir d'un point fixe 0 de G, et to Tangle des tangentes en O et en M. On établit les relations
ds-i-d\==\ dui, d\ -h X^w = o,
d'où les propositions se déduisent.
*24. L'erreur commise dans la méthode de quadrature de Gauss a pour expression
in-^\ L I . u . . . ( 2 n — I ) J \ étant compris entre — 1 et -f- 1 .
[Mansion, Comptes rendus, 1880.]
CHAPITRE V
Nous allons passer en revue, dans ce Chapilre, les catégories générales de fonctions élémentaires dont l'intégrale s'exprime ellemême à Taide des mêmes symboles. Nous entendons par Ibnctions élémentaires les fonctions algébriques, rationnelles et irrationnelles, la fonction exponentielle et le logarithme, les fonctions circulaires et les fonctions inverses, et celles que Ton obtient par des combinaisons en nombre fini des précédentes. Lorsque l'intégrale indéfinie d'une fonction f{x) ne peut pas s'exprimer a l'aide de ces symboles, cette intégrale constitue une transcendante nouvelle ; l'étude des propriétés de ces transcendantes et leur classification sont un des objets les plus importants du Calcul intégral.
Méthode générale. — Toute fonction rationnelle /(x) est
la somme d'une partie entière E(:r) et d'une fraction ^ , où
P(ar) est premier avec Q(j^) et d'un degré inférieur à celui de Q(a:). Si l'on connaît les racines, réelles et imaginaires, de l'équation Q(j;)=o, cette fraction rationnelle peut se décomposer en une somme de fractions simples, appartenant à Tun des deux
types suivants
A Mjt-i-N
les fractions simples du premier type provenant des racines réelles, et les autres fractions des racines imaginaires conjuguées. L'intégrale de la partie entière s'obtient immédiatement; si m >> i.
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on a
\dx A
{^x — a Y'^ (fil — i){x — u)'"-^
el, si m = I ,
/ — \ ^os(x — « ) ;
nous omellODS, pour abréger, la constante G qui doit être ajoutée au second membre. 11 n'y a donc plus à examiner que les fraclions simples provenant des racines imaginaires du dénominateur. Afin de simplifier l'écriture, posons
ce qui donne
Pi Ton a deux sortes d'intégrales
r tdt r di
La première se calcule aisément en remarquant que tdt est la moitié de la difliérentielle de i -f- /*-; on a donc, si n > i ,
r tdt I _?^*
J (i-j- /^;« ~ ■2(/i — i)(i-i- r-y^~^ ~" K^n — i)[ûr— a)2-+- S^]"-»'
et, si /i =1 I .
Il ne reste plus que les intégrales
si /i^ I , on a immédiatement la valeur de cette intégrale
r dt x — oc
I ^-^ = arc tang/ = arc lang— ^ ;
si n est plus grand que un, on emploie une formule de réduction permettant de ramener le calcul de l'intégrale proposée au calcul d'une intégrale de même forme où l'exposant de i + /- est diminué d'une unité. Nous pouvons écrire, en désignant par 1,,
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l'intégrale en question,
intégrons par parties / -— > en posant
fdt I
(I H- <>)« Hn — i)(i -i- /«)«-»
il vient
r t^rff _ t I r dt
Remplaçons cette intégrale par sa valeur dans la relation précédente, il reste
Changeons dans cette formule n en n — i , puis en n — 2, et ainsi de suite; nous serons ramenés à l'intégrale I| = arctang/. En remontant ensuite de proche en proche, on a finalement
(•xn — 3)(2/i — 5). . . 3. 1 ^ ,^.^^
!/!=> ~7 /< --, arc tang^-H 1^0»
R(^) étant une fonction rationnelle de t dont il serait facile d'avoir l'expression; nous observerons seulement que le dénominateur est (i-t-^^)""* et que le numérateur est de degré inférieur à 2n — 2 (voirn'* 97, p. 219).
En définitive, l'intégrale d'une fonction rationnelle se compose d'une partie qui est elle-même rationnelle et de termes transcendants de l'une des formes suivantes
log(.r— a), log[(^ — a)*-4- ?«], arc tan g- ~"
Soit à calculer, par exemple, l'intégrale /—._;-• ^^ dénominateur admet deux racines réelles -j- i et — i , et deux racines imaginaires -h f et — i\ On a donc, en décomposant en fractions simples,
A B Cr-hD
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pour déterminer le coefficient A, multiplions les deux membres par X — I et faisons ensuite x = i y il vient A = > et Ton trouve
de même B= — -- L'identilé préct''dente peut alors s'écrire
I ' /__J ! \ ^^jT-hD
ou, en réduisant le premier membre,
Cx-hD
on doit donc prendre G = o, I) = » et nous pouvons écrire
ce qui donne
/ — ; - -, lofj ( ) arc lança".
Remarque. — La méthode précédente, quoique absolument générale, n'est pas toujours la plus simple. On peut quelquefois abréger le calcul par des artifices convenables. Prenons, par exemple, Tinlégrale
si /« > 1, on pourrait, soit décomposer en fractions simples en séparant les racines -f- i el — i , soit employer une formule de réduction comme pour l'intégrale I,,. Mais on l'obtient d'une façon plus
élégante en faisant le changement de \ariable :r = ^» ce qui
donne
\z > ch X* — I — - - ^ » (fx ^ >
yi-z)-^ {i — zf-
En développant (i — z)-'^'^ par la formule du binôme, on n'a plus à intégrer que des monômes de la forme A^^, [jl pouvant être d'un signe quelconque.
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lOi. Méthode de M* Hermite* — Nous avons supposé jusqu'ici la fraction à intégrer décomposée en fractions simples, ce qui exige que l'on connaisse les racines du dénominateur. La méthode suivante, due à M. Hermite, permet de trouver la partie algébrique de l'intégrale sans connaître ces racines et n'exige que des opéralions élémentaires, c'est-à-dire des additions, multiplications et divisions de polvnomes.
Soit ^ — — la fraction rationnelle à intégrer, dont nous pouvons
supposer les deux termes premiers entre eux. La théorie des racines égales permet de meUre le polynôme F(j:) sous la forme
F(-r) = x,XîX3...x;;,
X|, X-, . . ., Xy, étant des polynômes qui n'ont que des facteurs linéaires simples et qui n'ont deux à deux aucun facteur commun. On peut ensuite décomposer la fonction proposée en fractions simples ayant pour dénominateurs X|, X*^, . . *, X^,
A| étant un polynôme premier avec X/. On sait en elïet, d'apivs la tht'orie du plus grand commun diviseur, quVtant donnés deux polynômes premiers entre eux X et Y, et un polynôme quelconque Z, on peut toujours trouver deux autres polynômes A et B donnant lieu à l'identité
BX-i- AV = Z.
Prenons X = X|, Y = X^ . . . X^, Z =y*(.r); l'identité précédente devient
BX,-+-AX:...X;;r-/(jr),
ou, en divisant par F(\r),
et il est clair, d'après l'identité précédente, que, si /(x) est premier avec F(^), A est premier avec X, et B est premier ayec X^...X^. En recommençant les mêmes opérations sur la
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fraction
A J . . . Ay;
cl ainsi de suite, on mettra ~ sons la forme annoncée.
11 nous suffit donc de inonirer comment on peut trouver la partie rationnelle d^ine intégrale telle que
OÙ 5(\rjesl un polynôme premier avec sa dérivée. D'après le lliéorème déjà rappelé, on peut alors trouver deux autres polynômes B et C donnant lieu à l'identité
Bo(.r I f- Gçp'(.r ) — A et nous pouvons écrire l'intégrale |)récédenle
rXdr _ TBo-J-Co' _ rn^jr fr^^'ff^ J ?'* J ?"~ ^^ J ?" ' J ^ ?" *
Si n est supérieur à un, intégrons par parties la dernière intégrale en posant
il vient
et, en portant dans la relation précédente, on a
A, désignant un nouveau polynonic. Si n >» u, on peu! appliquer le même procédé de réduction à la nouvelle intégrale, et ainsi de suite; on ne sera arrêté que lorsque l'exposant de o au dénominateur sera é;;al à un et l'on obtiendra alors une relation de la fornie
A d.r .. r •i' dr
R(.r) étant une fonction rationnelle de x et 'l un pol} nome que l'on peut toujours supposer de degré inférieur à celui de '^, mais qui n*est pas nécessairement premier avec tp. Pour calculer celle
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dernière intégrale, il faudrait connaître les racines de o, mais rintégrat^ion n^introduirait aucun terme rationnel. En effet, la
fraction -> décomposée en fractions simples, ne donnera que des
termes tels que
et l'intégrale de chacun d'eux est une fonction transcendante.
La méthode permet en particulier de reconnaître si l'intégrale d'une fonction rationnelle est elle-même une fonction rationnelle. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'après avoir poussé la réduction aussi loin que possible tous les polynômes tels que i^ soient nuls.
On remarquera que la méthode qui a été suivie plus haut pour réduire rintégrale la n'est au fond qu^un cas particulier delà méthode précédente. Prenons encore rintégrale plus générale
dr
(Ax=2^T-î4B.r-HC/' on a ridentilé
A(Ax2-^'2B:r-f-C) — (Ax-r-B)^:^ AC — B«, ce qui permet d'écrire
r dx^ _ A^_ r dx
J (A.H-i- ihx-¥- Cy' " AG — B V (AV^-h ^Bx -i- G)"-»
(Aa7-t- B)^/.r
ÂG-^ûi/(A^+B).
(Air2-h'2Bj'-+- C)« En intégrant par parties la dernière intégrale, on a
fiS.x-^\\)- '"^^J^^ ^^_ Ay-i-B
J^ ^'"~ ^ (\.r*H -iB.r-f- G)'* *^ vit /i — ij( Ax^ -t-"2B:r -h G)«-»
A r dx
~^^ in — ïj (Aa:2-h2Bjr-i-G)«-»
cl la relation précédente nous donne
r dx _ A^-f-B
,/ (A.r-i ~'i\lx-^ C)« " 'liii-^x ){\C —n^CXx-'— '1 Wx -+- Cy^^
'^ in — 1 ÀG - n^J ( Au'2 ~TB j^ G)"-* *
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Ed continiiant de la sorte, on sera ramené à Tintégrale
r tir
qui s'exprime par un logarithme si B*— AC>o, et par un arc tang si B«-AC<o.
Prenons encore l'intégrale
OD a l'identité
5x»-l- 3ar — I = 6^(x«-f- i) — ( J?*-h 3a: -h i), ce qui permet d'écrire
^jrM- 3 a; -m;» ""J (x^~-i-'^x h- i)3 ^ J (x^-^ ZxTiy^' En intégrant par parties la première intégrale, on a
/6(T*-hi)d.v _ -^x r clx
il reste, par conséquent,
' 5 ir' H- 3 37 — I
dx =
(ar^H- 3 J7-+- I)' (-F'-t- 3 J7 -h ij«
Remarque, — Dans l'application de la méthode de M. Hermite, on a à résoudre le problème suivant : Étant donnés trois polynômes A, B, C, de degrés m, n, p respectivement, \ et ^ étant premiers entre eux, trouver deux autres polynômes a et v tels que l'on ait identiquement Am-+- B(^ = C.
Pour trouver les polynômes u et p du plus petit degré possible répondant à la question, supposons d'abord que/? est au plus égal à m -+- n — i. On peut alors prendre pour a et p des polynômes de degré n — i et m — i respectivement. Les m-\-n coefficients inconnus sont déterminés par un système de m -{- n équations linéaires non homogènes, dont le déterminant ne peut être nul; autrement on pourrait trouver deux polynômes u et V de degrés n — i et m — i au plus donnant lieu à l'identité A a -t- B p = o, ce qui exigerait que A et B eussent un facteur commun.
Si le polynôme G est de degré m-t-n ou de degré supérieur, divisons G par AB de façon à avoir un reste G' de degré m-r-n — i au plus; C = ABQ-4-G'. La relation Aa -h Bv = G devient, en posant u — BQ = ai,
Awi-h Bp = G',
et l'on est ramené au cas précédent.
Des intégrales fK{x, ^/Ajj^-h 2Ba:-hC)rfx. — Après
les intégrales des fondions rationnelles, il est nalnrel d'étudier les intégrales des fonctions irrationnelles. Nous commencerons par le cas où la fonction à intégrer est une fonction rationnelle de x et de la racine carrée d'un polynôme du second degré. Dans ce cas, il suffit d'un simple changement de variable pour faire disparaître le radical, ce qui ramène au cas précédent. Ce changement de variable est évident, si le polynôme sous le radical se réduit à un binôme du premier degré ax '\- b\\\ suffira de poser aj? -f- 6 = /% ce qui donne
et la nouvelle fonction à intégrer est rationnelle.
Si je polynôme sous le radical est du second degré et a deux racines réelles a et 6, on peut écrire
et il sutura encore de poser i/ A —_ =/,ou^:^^— j- pour faire disparaître le radical.
Lorsque le polynôme sous le radical a ses racines imaginaires, ce procédé introduirait des symboles imaginaires. Pour serrer la question de plus près, remarquons que, si Ton représente par j^ le radical \/Ax^-\- -^Bx -\- C, x et ^ sont les coordonnées d'un point de la courbe qui a pour équation
(i) ^*= \x^-h uB:r-+-G,
et le problème revient à exprimer les coordonnées d'un point d'une conique par des fonctions rationnelles d'un paramètre. H est évident géométriquement que cela est possible; en effet, si, par un point quelconque (a, P) de celte conique, on mène une sécante variable
il est clair que les coordonnées du second point d'intersection de cette sécante avec la conique s'obtiennent par des équations du
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premier degré, et sonl par suite des fonctions rationnelles de t. Cela posé, lorsque le Irinome Aj:^ -H aBj: -+- C a ses racines imaginaires, le coefficient A doit être positif, car autrement ce Irinome serait négatif pour toutes les valeurs réelles de x. La conique (i) est alors une hyperbole, et en coupant cette hyperbole par une droite parallèle à Tune des asymptotes
OD obtient, pour les coordonnées du point d^intersection.
Lorsque A <! o, la conique est une ellipse et le trinôme \x^-^%Bx-^ C
doit avoir deux racines réelles a el 6, sans quoi ce trinôme serait négatif pour toutes les valeurs réelles de x. Le changement (le variables indiqué tout à Theure est précisément celui que Ton obtiendrait en coupant la conique par une sécante mobile
Soit, par exemple, à calculer Tintégrale
dx
La conique auxiliaire y^^= x^ -\~ k est une hyperbole et, en coupant par une droite parallèle à l'asymptote x -{-y = t^ on a, pour les coordonnées du point d'intersection,
^ _dt /t*-hk\ rdx _ f ht dl _ 1
En revenant à la variable x^ il vient
dx X — \/x^ -H A- T I
et ensuite
(3rî_l_X:)' A: v/x2 -h k k^x^-^k ^'
le second membre n'étant déterminé qu'à une constante près.
D'une façon générale, si AG — B^ n'esl pas nul, on a dx I A j: -h B
(Aa?»-t-aBa7-i-C)
\ AG — B» /Ax»-haB^-i-C
Dans certains cas, il est plus facile de trouver l'intégrale directement, sans faire disparaître l'irrationalité. Nous prendrons pour
exemple l'intégrale
dx
v/A"a:«-t-9.Bx-+- G Si le coefficient A est positif, on peut l'écrire
^ kdx
r s/Hdx ^ r
J v/A2^»-t-2ABar-hTG ~ J \
v/(A:r-hB)«-hAG — B« et, en posant Plx + B = ^, elle devient
J f ^ =-Liog(^4-v/^»-i-AG-B«).
/a J v^f2H-AG — B« v^A
En revenant à la variable x, il vient donc
f-, ^^ - =-^log(A37-t-B-hv/Âv/Àarî-H2Bar-f-C).
J /A^2^.2B:r-hG /X ^
Lorsque le coefficient de x^ est négatif, on peut écrire l'intégrale
dx^ ^ r \jKdx
/— Ar^^TÏ'B^^^ J y/AG^Bî — (A:f — B)«' ^'
la quantité AC -h B^ est forcément positive et en posant
Aar — B = ^ y/ÂG h- B*,
on est conduit à l'intégrale
i r dt I
v/aJ v^i-/8 /a
Par suite, l'on a
dx I . A a? — B
: arcsin-
Aj7»4-2Ba:-+-G /a /AG-i-B»
il est facile de vérifier que, lorsque x varie entre les deux racines du trinôme, la fonction sous le signe arc siii varie entre — i et -f- i.
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Dans le cas intermédiaire où A = o^ sans que B soit nul, Tintégraleest algébrique
Les intécrales / , ^ ^ se ramènent aux pré-
^ J (j. — a)/Aa:»-haBx-hC ^
cédentes en posant j: = cr -h - ; on trouve, en effet,
J (x — a)v/Arjr»-^~2B^ïVG J v/Ai7*-f-2B,>'-i- Cl'
où
A, == Aa«-4- 2Ba-+-C, B, = Aa-+-B, G, = A.
Il convient de remarquer que Tinlégrale est algébrique si a est racine du trinôme sous le radical, et dans ce cas seulement.
Considérons encore l'intégrale j ^x'^-i- Âdx, Une intégration par parties donne
/^a;*H- Xdx =z X ^x^ -+- A — / -7- -_= ; J /a?*4-A
d'autre part, on peut écrire
J yJx^-\-k J J v/x«-hA
-- Ç)/x^ -f- A Jx — A Iog(j' -\- v/x«~À),
et Ton tire de ces deux relations
(2) / ^x^ -\- kdx = - ^x^ -+- A H Iog(a^-^ /ir^TÂ),
J /jr^TÂ a^ a ^^ ^
On établirait de même les deux formules
J a^ — x^dx — - Ja^ — x^ -\ arc sin ~ >
... r x^dx X /-- a* . X
(5) I —_ = ^ a^ — x^ -\ arc sin- •
J /at _ X» 2 1 a
106» Aire de l'hyperbole. — On rencontre les intégrales qui précè-
dent quand on cherche à évaluer Taire d'un secteur d'ellipse ou d'hyperbole. Prenons l'hyperbole
et proposons-nous d'évaluer Taire du segment AMP limité par Tare AM, Taxe des x et l'ordonnée MP. Celte aire est égale à l'intégrale déOnie
.. « c'est-à-dire, d'après la formule (2), à
Or on a MP —y = - /ar« — a*, et le produit x ^x^— a* représente précisément Taire du triangle OMP; on en conclut que Taire S du
secteur OAM compris entre Tare AM, le rayon OA et le rayon OM a pour expression
Cette formule permet d'exprimer les coordonnées x tt y d'un point M de l'hyperbole au moyen de Taire S. On tire, en effet, de la relation précédente et de Téquation de l'hyperbole
et, par suite,
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Les fonctions qui figurent au second membre ont été appelées cosinus et sinus hyperboliques
fX _i_ ^ — X fX {*~^
coshypjr^' > sinhypj: = ; ,
et nous pouvons écrire
X T= a cos hyp 7- > v = 6 sin h vp — r • ""^ ao "^ "^ ab
Les fonctions hyperboliques jouissent de propriétés analogues à celles des fonctions trigonométriques (i); ainsi Ton a
cos*hyp^ — sin'h} par = i,
coshyp(a?H- r)= coshypxcoshypjKH- sinhyp^rsinhyp^, sinhyp(jr-hj^M = sin hyp ar cos hyp j' -4- sinhypj' cos hyp j*.
On trouverait de même que les coordonnées d*un point d'une ellipse, exprimées au moyen de l'aire du secteur, sont données par les formules
aS , . aS
ab -^ ab
Dans le cas du cercle de rayon un et dans le cas de l'hyperbole équilatère, de demi-axe égal à un, ces formules deviennent respectivement
j" = cos*2S, i==sin2S;
^ = coshypaS, ^' = sinhypaS;
les fonctions hyperboliques jouent le même rôle pour l'hyperbole équilalère que les fonctions trigonométriques pour le cercle.
i07. Rectiflcation de la parabole. — Proposons-nous de trouver la longueur de l'arc de la parabole 'kpy = a*', compris entre le sommet O et un point M; on a
on, en appliquant la formule ('2),
arcOM = —^ — -t- -Ioî^ '^^ )•
Le terme algébrique du second membre représente précisément la lon-
(*) On trouvera, dans le Recueil des formules numériques de HoucI, une Table donnant les logarithmes de ces fonctions pour des valeurs positives de l'argument.
gueur MT de la tangente ; on sait en effet que OT = — ; on a donc
MT» = r2 -H — = — -H — = ^^^^^-^P^) . 4 4/>' 4 4/>*
Joignons le point T au foyer F; Tangle MTF est droit et l'on a
On déduit de là une propriété curieuse de la parabole.
Imaginons que la parabole roule sans glisser sur Taxe Oa: et cherchons le lieu décrit par le foyer, supposé invariablement lié à la parabole.
Fig. 22.
Quand la parabole est tangente en M' à Taxe Oa?, on a OM' = arc OM; le point T est venu au point T', tel que M'T'= MT et le foyer F est venu au point F' obtenu en portant une longueur T'F' = TF sur la parallèle à Oy. Les coordonnées X, Y du point F' ont les valeurs suivantes :
X = arcOM-MT = |log(^ltA^^±^), Y=TF= i /«î-h:r»,
et Ton obtiendra l'équation du lieu décrit par le foyer en éliminant x entre ces deux relations. De la première on tire
et l'on peut joindre à cette équation
_ïX
X — /jr'-h/>* r= —pe P^ car le produit des premiers membres est égal à — p-. En les retranchant,
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il vient
et Inéquation cherchée est
îX ÎX
/ îX _ÎX\ V
Y = ^ U '' H- « p)= - cos hyp
Il est facile de construire cette courbe, qui porte le nom de chatnette; elle a une forme analogue à celle de la parabole.
108. Courbes unicursales. — Considérons maintenant d^une façon générale les intégrales de fonctions algébriques. Soient
Péquation d'une courbe algébrique, et R(^, y) une fonction rationnelle de a; et de ^; imaginons que dans R(a;,^) on remplacer^ p£ir une des racines de Téquation (6); le résultat est fonction de la seule variable x et l'intégrale
K{x,y)dx
est une intégrale abélienne attachée à la courbe (6). Lorsque la courbe donnée et la fonction R(x, y) sont quelconques, ces intégrales sont des fonctions transcendantes. Mais, dans le cas particulier où la courbe est unicursale, c'est-à-dire où les coordonnées ^ et ^ d'un point de cette courbe peuvent s'exprimer par des fonctions rationnelles d'un paramètre variable ^, les intégrales abéliennes attachées à cette courbe se ramènent immédiatement à des intégrales de fonctions rationnelles. Soient en effet
les expressions des coordonnées :r et ^ en fonction de ^; en prenant t pour nouvelle variable indépendante, on a
fR(x,y)dx=jR[f{t), ^(t)]f(t)dt,
et la nouvelle fonction à intégrer est évidemment rationnelle. On démontre dans les Cours de Géométrie analytique {*) que
(') Voir par exemple Niewenqlowski, Cours de Géométrie analytique, t. II, P-99-"4.
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toute courbe unicursale de degré n possède - — "~^ — - points
doubles, et que réciproquement toute courbe de degré n possédant ce nombre de points doubles est unicursale. Je rappellerai seulement comment on peut obtenir les expressions des coordonnées en fonction du paramètre auxiliaire. Étant donnée une courbe €«
de degré n, possédant S =: v^^'a^""-^^ points doubles, par ces
8 points doubles et /z — 3 points simples de On faisons passer un faisceau de courbes de degré n — a ; ces points déterminent bien un faisceau de courbes de degré n — 2, car
et il faut — points pour déterminer une courbe de
degré n — 2. Soit P(x, y) 4- ^Q(^j j) = o l'équation des courbes de ce faisceau, t désignant un paramètre arbitraire; chaque courbe du faisceau rencontre la courbe C^ en n{n — 2) points, dont un certain nombre sont indépendants de ^, les n — 3 points simples choisis et les 8 points doubles dont chacun compte pour deux points d'intersection. Mais on a
il reste donc un seul point d'intersection variable avec /. Les coordonnées de ce point sont données par des équations du premier degré dont les coefficients sont des poljnomes entiers en t\ ces coordonnées sont donc elles-mêmes des fonctions rationnelles de t. On pourrait aussi employer un faisceau de courbes de degré
n — I passant par les v^~'a^--^; points doubles et 2//— 3 points simples pris à volonté sur On,
Si n^=2, on a 'M^ — ^) __ ^ iq^iq courbe du second
degré est donc unicursale, comme on l'a déjà observé. Si /2 = 3,
on ^' 5^ '- r^'i: les courbes unicursales du troisième
degré sont donc celles qui ont un point double. Le point double
étant pris pour origine, l'équation de la cubique est de la forme
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(ps et cp3 étant des poljrnomes homogènes d'un degré marqué par leur indice. Une sécante^' = tx passant par le point double rencontre la cubique en un seul point variable avec t^ dont les coordonnées sont
Une courbe unicursale du quatrième degré possède trois points doubles. Pour avoir les coordonnées d'un point, on formera l'équation d'un faisceau de coniques passant par les trois points doubles et par un autre point simple pris à volonté sur la courbe. Chaque conique de ce faisceau rencontre la quartique en un seul point variable avec le paramètre; si l'on forme, par exemple, l'équation aux abscisses des points d'intersection, cette équation, débarrassée des facteurs qui correspondent aux racines connues, se réduira au premier degré et donnera x en fonction rationnelle du paramètre. On opérera de même pour j^.
Prenons par exemple la lemniscate
qui a un point double à l'origine et qui admet en outre pour points doubles les points circulaires à l'infini. Un cercle passant par l'origine et tangent en ce point à une des branches de la lemniscate
rencontre cette courbe en un seul point variable avec t. Une combinaison facile de ces deux équations donne
et, en divisant par x — y^ il reste
cette dernière équation représente une droite passant par l'origine, qui coupe le cercle en un point différent de l'origine, dont les coordonnées sont
Oq arrive encore plus vite à ces formules par la mélhode suivante qui est applicable à toute courbe unicursale du quatrième ordre dont on connaît un point double. Coupons la lemniscate par la sécante jK = 5.^; elle rencontre la courbe en deux points de coordonnées
=hav/i — X» .
Le polynôme sous le radical est du second degré et, pour faire disparaître Tirrationalité, il suffira (n" 105) de poser ' > =(j\ y ce qui conduit bien aux formules précédentes.
Remarque. — Lorsqu'une courbe plane admet des points singuliers d'espèce supérieure, on démontre que chacun d'eux est équivalent à un certain nombre de points doubles distincts. Pour qu'une courbe soit unicursale, il suffît que ses points singuliers
soient équivalents à - — "^^-^ — ^^— ^ points doubles. Par exemple,
une courbe de degré n ayant un point multiple d'ordre n — i est unicursale, car une sécante issue du point multiple la rencontre en un seul point variable.
109. Intégrales de différentielles binômes. — Parmi les autres intégrales d'où l'on peut faire disparaître l'irrationalité facilement, citons encore les suivantes
I Rlx, {ax-^ b)^ Jdx, j R (a-, ^ax -h 6, /car h- d) dx, rR(a7«, a?a', x'^\ .,.)dx,
R étant une fonction rationnelle et les exposants a, a', a", ... étant commensurables. Dans la première intégrale, il suffit de poser ax -\- b= t'f', si l'on pose de même, dans la seconde,
ax -h b = /*,
on n'aura plus qu'un radical carré portant sur un polynôme du second degré, et un nouveau changement de variable fera disparaître ce radical. Enfin, dans la troisième intégrale, on peut poser
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X = /"*, le nombre entier D étant choisi de façon que les produits Da, Da', Da", . . . soient entiers.
A ce dernier exemple on peut rattacher une catégorie de différentielles de la forme
x"^{ax^ -\- b)P dXj
appelées différentielles binômes. Supposons les trois exposants m, n, p commensurables ; si p est entier, d'après ce qu'on vient de voir à l'instant, on peut rendre cette différentielle rationnelle par un changement de variable tel que x = t^. Pour trouver de nouveaux cas d'intégrabilité, essa}'ons du changement de
variable
ax'* -h b = t\
il vient
\ a / na \ a /
rx'"{ax"-hb)Pdx= — I ip( ~ j dl\
la nouvelle intégrale est de même forme que la première, et l'exposant qui remplace /> est ici i; on pourra donc achever
l'intégration si est un nombre entier. ^
D'autre part, l'intégrale peut s'écrire
x'n-i-np(^a -+- bx-^)P dx,
et l'on voit qu'on a un nouveau cas d'intégrabilité lorsque ' = \- p est un nombre entier. En résumé, on
peut effectuer l'intégration lorsque V un des trois nombres /?,
/M -4-1 m -+- 1 . M ^' n ^ ' *i 1 ^ n- . ' \- p est entier. Les trois cas sont les seuls ou l mle-
grale s'exprime au moyen d'un nombre fini de symboles élémentaires lorsque m, n^p sont commensurables.
Pour effectuer l'intégration lorsqu"'elle est possible, il est commode de ramener d'abord l'intégrale à une forme plus simple où ne figurent que deux exposants. Posons pour cela aj;" ^^ bt\ il
vient
x"'{ax'^-hb)Pdx = — I j jt" {\-\-t)Pdt.
En Faisant abstraction du facteur constant et posant
on est conduit à Tinté^^^ale
jtt{\ H- t)Pdf,
et les cas d'intégrabilité sont les suivants : V un des trois nombres Pi ^i P ~^y ^^^^ ^^''^ "'^ nombre entier.
Si p est entier et y = -, on posera ^=r //*; si y est entier et
p =z ~f ou posera de même 14-^= //*. Enfin, s\ p -\- q est entier, on peut écrire Tintëgrale
et l'on n'a qu'à poser i 4- f = ///*, en supposant/) r= -, pour faire disparaître l'irrationalité.
Prenons par exemple l'inléj^rale
frV
i-hx^ dx\
on a m =z I , n = 3, /> = ^j \- p z= i . On est donc dans uq
cas d'intégrabilité. En posant d'abord .r'= t^ on est conduit à la nouvelle intégrate
et il suffira du nouveau changement de variable 1 4- / = ///', pour faire disparaître le radical.
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110. Réduction des intégrales. — Soit P(^) un polj^nome entier de degré />, premier avec sa dérivf^e. Une intégrale
Jr[x, ^l\x)]dx,
oùRdésigne une fonction rationnelle de j: et du radical^ = ^P{x), ne peut pas en général s'euprimer au moyen des fondions élémentaires, lorsque le degré de P(^) est supérieur à 2. Ces intégrales, qui sont des cas particuliers des intégrales abéliennes les plus générales, se décomposent en une partie algébrique et logarithmique, et en un certain nombre d^intégrales spéciales qui constituent des transcendantes nouvelles qu'on ne peut exprimer au moyen d'un nombre lini de symboles élémentaires. Nous allons exposer cette réduction.
La fonction rationnelle K(x,j) est le quotient de deux polynômes entiers en x eten jk; en remplaçant une puissance paire dey, telle que j^^^, par [P(^)]^, et une puissance impaire, telle que j^^^"*"*, par j^[P(;r)]^, on voit qu'on peut supposer les deux termes de la fraction du premier degré cny,
A, B, C, D étant des polynômes entiers en x. En multipliant les deux termes par C — Dy et remplaçant de nouveau j^^ par P(^), on peut encore écrire
et l'intégrale considérée se partage en deux autres, dont l'une — j7— est l'intégrale d'une fonction rationnelle et dont la seconde
-—- dx^ qui peut aussi s écrire
^yJV{x)
M et N étant deux polynômes entiers en x^ doit seule nous
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occuper. La fraction rationnelle j^ peut être décomposée en une partie entière E(x) et en une somme de termes fractionnaires IM T^, . Ai Aj An
chaque polynôme X/ étant premier avec sa dérivée. On n'a donc à considérer que deux sortes d'intégrales
r X'" dx 't C ^ ^^
Les intégrales Y m s'expriment toutes au moyen des p — i premières Yq, y,, . . . , Y^_2, et de quantités algébriques, si R(^) est de degré p.
Soit, en effet,
V{x)— UoxP-haixP-^ -t-
On a
il r . \ / X^\*' ( X \
-v-(x"»v^P(a:;) = mj?'«-«v/P(^)H ^ -
"^ 2 \JV{X)
le numérateur est un polynôme de degré m +/? — i dont le terme de degré le plus élevé est (2 m -^ p^a^x^^P'^ , Il vient, en intégrant les deux membres de l'égalité précédente,
ixm v/P(j7) = (2//1 -h/?)ao \m-^p-\ H- . . .
les termes non écrits contenant les intégrales Y d'indice inférieur à m-\'p — I. Faisons successivement dans cette formule m = o, I, 2, ..., nous pourrons calculer de proche en proche Y^_i, Y^, . ., au moyen d'un terme algébrique et des p — I intégrales Yq, Y,, . . . , Yy,_2.
Relativement aux intégrales de la seconde forme, il y a deux cas à distinguer, suivant que X est premier ou non avec P(^).
1" «Si X est premier avec P(^), l* intégrale Tjn se ramène à un terme algébrique, à une somme d'intégrales Yki et à une nouvelle intégrale
Bdx
X)/V(x) OÙ B est un polynôme d'un degré inférieure celui de X.
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Puisque X est premier avec sa dérivée X' et avec P(-p). X" est premier avec le produit PX'. On peut donc trouver deux poljnoraes )^ et jx tels que Ton ail identiquement XX" -h [jlX'P = A et rinlégrale se partage en deux autres
J \nyj?(x) ' J yj?{x) J X« '^•
La première partie est une somme d^intégrales Y; si /i;>i, on peut intégrer par parties la seconde intégrale en posant
ce
qui donne
^\'dx X«
•2JXP-^ 2X«-' 1/
dx
La nouvelle intégrale est de même forme que la première, sauf que Texposant de X est diminué d'une unité. En continuant la réduction autant de fois que possible, c'est-à-dire tant que Texposant de X est supérieur à un, on arrivera à un résultat de la forme
/A ^a: rBdx rCdx Dv^P
xV^ J xVp '" j Vp ^ ^" ^'
B, C, D étant trois polynômes, et Ton peut toujours supposer le premier B de degré inférieur à celui de X.
2° Supposons que X et P aient un diviseur commun D, de façon que X = YD, P r— SD, les polynômes D, S, Y étant premiers entre eux deux a deux. On peut trouver deux poljnomes X, jjL, tels que A = XD" -f- jjl Y" et, par suite, on peut écrire
/Xdx _^ r Xdx r iidx
La première intégrale est de la forme de celles dont on vient de s'occuper; quant à l'intégrale
ixdx
OÙ D est un diviseur de P, elle se ramène à un terme algébrique et aux intégrales Y.
En effet, D" étant premier avec le produit D'S, soient a, et jx, deux polynômes tels que Ton ait X| D" -h ;jL| D'S =-- [x: Tintégrale considérée peut s'écrire
J D'/P J \/P J I^VP
Écrivons la seconde de ces deux intégrales, en remplaçant P par SD,
|ji, v/S - — j dx,
et intégrons par parties en posant
u — jjLj /s, V =
1 vient
ly
C'est encore une formule de réduction, mais ici, à cause de l'exposant fractionnaire n — » on peut pousser la réduction jusqu'au
terme où D ne figure plus qu'à la première puissance au dénominateur, et l'on arrive à un résultat de la forme
r ]xdx _ Ky/P /"H
K v^P C^dx /P
H et K étant deux polynômes.
En définitive, toute intégrale / — -^ se ramène à une partie
algébrique et à une somme d'intégrales de la forme
/T'^ulx r\xdx VF' i W^'
où m est au plus égal à/? — si, où X est premier avec sa dérivée X' et avec P et où X| est d'un degré inférieur à celui de X. Cette réduction rC exige que des additions^ multiplications et divisions de polynômes.
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Si l'on connaît les racines de Téquation X = o, on peut décom-
poser chacune des fractions rationnelles -^ en une somme de fractions simples de la forme
A Bx-^C
A, B, C étant des constantes, de sorte qu'on est conduit à deux nouveaux tjpes d'intégrales
/dx r (Bx-hC)djr
(x-a)/!^' J [(^_a)*-h^»Jv/P(^)'
qu'on peut ramènera un seul, le premier des deux, en convenant d'admettre pour le paramètre a des valeurs imaginaires. Les intégrales de cette forme sont appelées intégrales de troisième espèce. On appelle intégrales de première espèce les intégrales Y;„, où m
est inférieur à - — i ; les intégrales Y,;,, où m est égal ou supérieur à 7 — i, sont les intégrales de deuxième espèce. Les intégrales de première espèce possèdent une propriété caractéristique : elles conservent une valeur finie lorsque la limite supérieure de l'intégrale croît indéfiniment ou devient égale à une racine de P(:r) (n*** 89-90). Mais la distinction actuelle entre les intégrales de deuxième et de troisième espèce ne doit être acceptée qu'à titre provisoire. La véritable distinction sera faite plus tard.
Remarque, — Nous n'avons rien supposé jusqu'ici sur le degré /> du poljnome P(x). Si ce polynôme est de degré impair, on peut toujours augmenter le degré d'une unité. Soit en effet P(x) un polynôme de degré îi^ — i
P{x)^ Xox^f-^ -+- A, 3727-»-^... -H Aj^_,; posons X =^ a -^ — > a n'étant pas racine de P(-c). il vient
^K\y) désignant un polynôme de degré iq. On a par suite
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et toute intégrale qui contient rationnellement x et >J^{^x) se change en une intégrale d'une fonction rationnelle de y et
de v/p;cr)-
Inversement, si l'on a sous le radical un polynôme P(^) de degré pair 2^, on peut abaisser d'une unité le degré de ce polynôme, pour\?u qu!on en connaisse une racine. Soit en effet a
une racine de l'équation P(a:) = o ; en posante: = a H — » il vient
P(x)=P'(a)i+...+ P^>-L = ^;f, '" Pi(^) étant de degré 2q — i, et on a par suite
La nouvelle intégrale ne contiendra d'autre irrationalité que y/Pi(^) sous le signe d'intégration.
lli. Cas d'intégration algébrique. — Étant donnée une intégrale de la forme
R[xy \/~P(x)]dx,
nous venons de voir qu'on peut toujours, par des calculs élémentaires, la ramener à Tintégrale d'une fraction rationnelle, à un terme algébrique de
la forme — ^^-j-^ — - et à une somme d'intégrales de première, de deuxième Là
et de troisième espèce. Gomme on peut aussi trouver, par des opérations
élémentaires, la partie rationnelle de l'intégrale d'une fraction rationnelle,
on voit qu'on peut toujours mettre l'intégrale proposée sous la forme
F étant une fonction rationnelle de x et de /P(a7), et T étant égal à une
somme d'intégrales des trois espèces et d'une intégrale l ~ dx, où X est
premier avec sa dérivée et où Xi est d'un degré inférieur à celui de X. Liouville a démontré que, si l'intégrale proposée est algébrique, elle est égale à F[x, /P(^)], de sorte qu'on doit avoir identiquement
r[x, v/P{^)]= ^ iF[^, /PTÏ)]j, et par suite T = o.
On peut donc reconnaître, par des multiplications et divisions de
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polynômes, si l'intégrale proposée est algébrique et trouver, dans ce cas, la valeur de cette intégrale.
lis. Intégrales elliptiques. — Lorsque le polynôme P(^) est du second degré, la méthode de réduction générale qui vient d'être exposée permet de ramener l'intégration d'une fonction rationnelle de X et de \^P{x) au calcul des intégrales
dx C à.x
/dx r dx
que l'on a appris à calculer directement (n° iOo).
Le cas le plus simple après celui-là est celui des intégrales elliptiques, où P(x) est du troisième ou du quatrième degré; les deux cas se ramènent d'ailleurs l'un à l'autre, comme nous venons de le voir. Soit donc P(^) un polynôme du quatrième degré, n'ayant que des facteurs linéaires simples, et à coefficients réels; nous allons d'abord montrer qu'on peut toujours, par une substitution linéaire réelle, le ramener à un polynôme n'ayant que des termes de degré pair.
Soient a, 6, c, d les quatre racines de P(^) = o. Il existe une relation d'involution
qui est vérifiée par x^ = a, x" = 6 et par x' = c, x'' = d. On a, pour déterminer les coefficients L, M, N, les deux relations
La6-i-M(a-h6)-4- \ — o,
Lcc/ -1- M(c -+- û?) -4- N = o,
et l'on voit qu'on peut prendre L = a -h b — c — d, M — cd — aô, N=ab{c-^d) — cd{a-hb).
Appelons a et ^ les points doubles de l'involulion précédente, c'esl-à-dire les racines de l'équation
la condition de réalité de ces racines
(cd — ahy — (a H- 6 — r — d)[ab{c -h d) — cd{a -h 6)] > o
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peut s'écrire, comme le prouve un calcul facile,
On peut toujours s'arranger de façon que celle condition soit vérifiée. Si les quatre racines a, 6, c, d sont réelles, il suffira de prendre pour a et b les deux plus grandes; les quatre fadeurs de (8) sont alors positifs. Si Téquation P(x)= o a deux racines réelles seulement, on prendra pour a et b ces deux racines réelles et pour c et rf les deux racines imaginaires conjuguées; les facteurs a — c et a — rfsont alors des imaginaires conjuguées, ainsi que b — c et b — rf. Enfin, si les quatre racines sont imaginaires, on prendra pour a el b deux racines conjuguées, et pour c el d les deux autres racines conjuguées. Les quatre facteurs de (8) soni encore conjugués deux à deux. D'ailleurs les valeurs correspondantes de L, M, W sont réelles.
Cela posé, observons que la relation (^) peut s'écrire
SI nous posons - ^ = J » O" ^ ^== » " vient
P, (y) étant un nouveau polynôme du quatrième degré à coefficients réels dont les racines sont
D'après la formule (9), ces quatre racines vérifient par couples la relation j^' -4- j^''= o; le polynôme P, (y) n'a donc que des termes de degré pair.
Si les quatre racines ^, b, e,rfvérifient la relation a -\- b=^ c -^ d, on a L = o, et l'un des points doubles de l'involution s'en va à
N l'infini. En posant a= — - » l'équation (7) peut s'écrire
et il suffira de poser ^ = a-|-jK, pour obtenir un polynôme n'ayant que des termes de degré pair.
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Nous pouvons donc supposer P(-r) ramené à la forme canonique
P(x)= AoT* - A,^>^- A,;
loule intégrale elliplique se ramène alors, abstraclion faile d'un terme algébrique et de l'intégrale dune fonction rationnelle, aux
intégrales
r dx r X dx r x^ dx
J /AoX»-i-A|a:2 — A, ,/ /Aq^:^ — Ai J7«-r- A» J v^Aq x* -+- Ai ar' -i- Aj
el à des intégrales de la forme
dx (a- — rt)v^Vo^*-+- Aiar«-f- Aj L'intégrale
dx
est Tinlégrale elliptique de première espèce; si Ton considère inversement x comme fonction de w, on a une fonction elliptique. La seconde intégrale se ramène à une intégrale élémentaire CD posant x'^ ^- u, La troisième intégrale
/x^dx y/Aoar* -f- Ai a?* -h Aj
est Tintégrale de seconde espèce de Legendre. Enfin on peut écrire
r dx _ /* ^^^ r ^^
l'intégrale
est 1 intégrale de troisième espèce de Legendre.
Les intégrales elliptiques ont été appelées ainsi, parce qu'on
'es a d'abord rencontrées dans le problème do la rectification de
'^'ïipse. Soient
X — acos^y ^• = 6sincp
*^s coordonnées d'un point d'une ellipse; on a
ds' — dx' -f- dy^ - (a^sin*^ - 6* cos'cp) (/ï-^
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ce qu'on peut encore écrire, en posant a^ — b^^^e^a'^^
ds -=: ayj\— e* cos' «p rf«p,
et l'intégrale qui représente un arc d'ellipse devient, en posant coscp = /,
dt^ a I - — = dt;
un arc d'ellipse s'exprime, comme l'on voit, par la somme d'une intégrale de première espèce et d'une intégrale de seconde espèce.
Prenons encore la lemniscate représentée par les équations
on trouve, en faisant le calcul, que l'on a
ds^ =-- dx^ -h dy^ = -r^^ dt^.
L'arc de la lemniscate s'exprime donc par une intégrale elliptique de première espèce (*).
113. Intégrales pseudo-elliptiques. — H arrive quelquefois qu'une inté-
jjrale / F[ar, ^V{x)\dx^ où P(a7) est un polynôme du troisième ou du
quatrième degré, peut s'exprimer au moyen d'une fonction algébrique et d'une somme de logarithmes de fonctions algébriques, en nombre fini; de pareilles intégrales sont dites psettdo-elliptiques. Voici un cas assez étendu où il en est ainsi : Soit
(lo) Lx'x" -^-^Xix'-^x')-^^ ~ o
une relation d'immolation faisant correspondre deux à deu.r les quatre racines de Véquation du quatrième degré P(a7) — o; si la fonction rationnelle f{x) est telle que Von ait identiquement
... , , /• f(x)dx , ,,. .
l intégrale 1 '-^—i^^r est pseudo-elliptique.
Soient a, ^ les points doubles de l'involution; la relation (ki) peut
(') Celte propriété appartient à toute une classe de courbes découvertes par Serret {Cours de Calcul différentiel et inte'gral, t. II, p. a6^ ).
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s'écrire, comme on Ta déjà remarqué,
Cela étant, faisons dans l'intégrale la substitution ^ ^ y'' »ï vient
dx —- ~ "^ » P ( cr ) — — . »
fix _ r a — 3 > ^r ^P(V) V^xKy]
et par suite
Pi(^) étant un polynôme du quatrième degré qui ne renferme que le«« puissances paires de^ (n* 112). Quant à la fraction rationnelle /(t), elle se change en une fraction rationnelle ç(j'), telle que \\m ail identiquement ^(y) H- ?(— ^ > ~ o; car, si deux valeurs de x sont liées par la relation (iv), les valeurs correspondantes y\ y àe y vérifient la relation y'-try' ^ O. On voit donc que la fonction ^(y) est de la forme y^iy^)-, ^ étant une fonction rationnelle de y^\ l'intégrale proposée devient par conséquent
y^iy^)dy
V^Ao7*-i- A,^*-r- A,
et il suffit de poser/- — z pour être ramené à une intégrale élémentaire. La proposition est donc établie, et Ton a de plus le moyen d'effectuer la réduction.
Le théorème est encore vrai, si le polynôme P(ar) est du troisième ^'cgré, pourvu qu'on regarde une des racines de ce polynôme comme infinie. La démonstration est tout à fait semblable à la précédente.
Par exemple, si l'équation P(a-) — o est une équation réciproque, une des relations d'involution qui permutent les racines deux à deux est x' x' = i. Par suite, si une fonction rationnelle /fa:') est telle que l'on ait identique-
ment/( J-) -h/( - ) — o, l'intégrale / — - =^ est pseudo-elliptique, et il \^J J /P(:r)
suffit de poser successivement —y^ puis j^'- 5, pour être ramené
à une intégrale élémentaire. Supposons encore que P(ar) soit un polynôme du troisième degré
nous poserons a — «, 6 — o, r - i , rf — -^ •
Il existe trois relati
lution permutant ces racines deux à deux
si donc une fonction rationnelle /(^r) satisfait à l'une des relations
l'intégrale
f{x)dx
r__ f{x)dx
est pseudo-elliptique. De celles-là on peut en déduire de nouvelles. Par exemple, en posant x = -s*, l'intégrale précédente devient
ifiz^ydz
et l'on en conclut que cette nouvelle intégrale est aussi pseudo-elliptique, si f{z^) satisfait à l'une des relations
le premier cas avait déjà été remarqué par Euler (*).
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114. Intégration des fonctions rationnelles de sin^r et de cos^r. — On sait que smx et cos^ s'expriment rationnellement au
moyen de lang =z t et ce changement de variable permet de
ramener le calcul d'une intéj^rale de la forme
/ R(sin:r, cos^)^x,
à rintégration d'une fonction rationnelle de t. On a en effet
J idt . it \ — t'-
a? — 2 arc tanff/, rz :r = -> siii^= -» cosa: — - ->
( ■) Voir le Cours lithographie de M. Herniiie, \'' édition, pages aS-aS.
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et rinlégrale proposée devient
^(l) désignant une lonction rationnelle. On a, par exemple,
r dx rdt , , J sinx ./ / *'
et par suite
L'intégrale / se ramène à la précédente en posant x --^ - -y-,
ce qui donne
La méthode précédente a l'avantage d'être générale, mais on peut souvent trouver des changements de variable conduisant plus rapidement au but. Ainsi, lorsque la fonction /(sinor, cosx) admet la période ?:, elle est égale à une fonction rationnelle de tangx, F( tangx), et, en prenant tangx = t pour nouvelle variable, il vient
j b(tangx)^x - / -^i, '
Par exemple, soit à calculer l'intégrale indéfinie
dx _
coSvT T- G siii'x H- D '
A, B, C, D étant des constantes quelconques. La fonction sous le signe d'intégration admet bien la période ?:; on a, en posant tanga: ~ /,
cos'j: r= ^, sinarcosj?— , sin^j^i^
et l'intégrale proposée devient
J A ^ B/-r- C/* -~D(i -ï^/i/ La forme de l'intégrale dépendra de la nature des racines du
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dénominateur. Si l'on suppose nuls trois des coeffîcienls, on trouve les formules
/dx C d^ y , .
--r— = langa", / -. = logCtanga?),
cos*ar ° ' J sinarcosiF ^ ^ ^
r dx
Lorsque la fonction à intégrer est de la forme R( sinj:)cosx, ou de la forme R(cosj;)sin^, le changement de variable est tout indiqué; on posera sin^ =r t dans le premier cas et coso: = t dans le second cas.
Il est quelquefois avantageux de faire un premier changement de variable pour simplifier la fonction sous le signe d'intégration, avant d'appliquer la méthode générale. Soit, par exemple^ l'inté-
grale
dx
a cosjr -J- à sin j: -+• c
a, 6, c étant trois constantes quelconques. Déterminons un nombre positif p et un angle cp par les relations
a - p coso, b = p sino, d'où l'on tire
r~i — Tï ^ • ^ p = y^a'"h6*T costp = sino — ;
s/ a* -h b'^ yja^ -H 6«
l'inlégrale proposée peut s'écrire
/dx r dy
p cos(a7 — o) -^- c ~ J p cos/ -t- c'
en posant x — ^ "^y- Si l'on applique maintenant la méthode générale en posant tang— =^- t, l'intégrale devient
idi
le calcul s'achève sans difficulté et l'on obtient deux formes différentes pour l'intégrale, suivant le signe de
pî — c' — a« -h Z>2 — c'.
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On ramène à la prëcëdente l'intégrale
m cosT -4- n sin j'-hp , dx.
coso: T- b sinx -H c
Soit, pour abréger, u ~a cosx H- b sinx -h r; déterminons trois constantes X, a, v, de façon que Ton ait identiquement
^ du m cosx -*- n sin x -h/? — A a h- [a -. r- v.
Nous avons pour cela à résoudre les trois équations
/n = Xa-+-jxô, n~\b — fjia, /? — Xc-i-v,
dont les deux premières donnent X et pi; ces constantes étant choisies de celte façon, l'intégrale proposée peut s'écrire
. du
djr , . , r dx
u J a cosj: -h 6 sinj? ■
Exemple, -- Soit à calculer rintégraledéfînie dx
r dx . , ^
J^ I -h e cosx
Considérons d'abord l'intégrale indéfinie ; on trouve successivement Ç dx r dt_ _ 2 r du
en posant d'abord tang- = ^ puis t — ui/ ■• L'intégrale indéfinie
est donc égale à
-:i__arctang(^^l_^i,„g^).
Lorsque x' varie de o à ic, I / tang'- croit de o à -f- oc, et l'arc tang
varie de o à -• L'intégrale définie cherchée est donc égale à
115. Formoles de réduction. — Pour certaines catégories d'intégrales, on peut appliquer aussi des formules de réduction. Par exemple, la formule qui donne la dérivée de tang""*^ peut
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s'écrire
-7- (lang'»-*^:) = (n — i) fang'»-5:r(i -h tang* j-)
et Ton en déduit
1 tangua? air = 1 tang"-* a-éir.
L'exposant de tangx sous le signe d'intégration est diminué de deux unités. En continuant de la sorte, on sera ramené à l'une des deux intégrales
j dx '- X, jldiVï^xdx — — log(cosa").
Il existe une formule de réduction analogue pour les intégrales / cof^r dx^
cot^a? dx ^~ — / cot'*-*j: dx.
D'une façon plus générale, considérons l'intégrale
I sin'"xcos"x dxj
où m et n sont des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs. Lorsque l'un de ces nombres est impair, il j a avantage à emplo^'er un des changements de variable indiqués plus haut. Si, par exemple, /i -— 2/? 4- i , on posera sino: r:^ ^ et l'on sera ramené
au calcul de l'iutégrale //"'(i — t^)Pdt,
Bornons-nous au cas où m et n sont pairs tous les deux, c'està-dire aux intégrales
ï = j 5\n^"^xco$^'*x dx.
On peut écrire cette intégrale
I = I s'in^'^-^xcos^'^xsïnx dx
et intégrer par parties, en considérant cos*"a:sinj:rfj? comme la
III. — INTEGRATION DES PONCTIONS TRANSCENDANTES
différentielle de cos^'*^' jt, ce qui donne
ICOS''*"*"'X '1 Ffl I /* ///,n 2/l-T-l in-r-ij
formule que l'on peut encore écrire
•lm,/»~ tà(m-r-n) "^ 2(//tr n) !,„»,, «•
celle formule permet de diminuer l'exposant /;?, sans changer le second exposant. Si m est négatif, on aura une formule analogue obtenue en résolvant la relation (\) par rapport à ï et rem-
plaçant m par i — /??,
„ T _ 5in'-»'"Tcos^'»-^»j? a(n — w h- 1 ) t
On a des formules toutes pareilles pour réduire l'exposant de
cosx.
r. T sin*'«-^-*ir cos*-"»ir \L(m~hi- n)T
(Di I = H il
En appliquant ces formules de réduction autant de fois qu'il est nécessaire, on ramènera chacun des nombres m et /i à être nul. On ne pourrait être arrêté dans le courant du calcul que si l'on arrivait à une intégrale \m,n où m -\- n ^^ o , c'est-à-dire à une des intégrales pour lesquelles on a établi une formule de réduction au début de ce paragraphe.
116. Formule de Wallis. — Il existe aussi des formules de réduction, quelle que soit la parité des exposants m et n. Proposons-nous, par exemple, de calculer l'intégrale définie
= / sin
où m est un nombre entier positif. Nous pouvons écrire, en intégrant par
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parties
/s 2E rt
ûvL'^-'^xsmx dx=^ — [cosar siD'«-*rr]*-r-(m— 1) / sin'w-'cos^art^,
ou encore, en remarquant que cosarsin'»-* a: s'annule aux deux limites,
!E \„^^{m — \) I sin'"-»a7(i — sin«ar)rf^=r(/n — i)(U_,— I;„),
ce qui conduit à la formule de récurrence
En continuant de la sorte, on sera ramené soit à l'intégrale Io= -> si
m est pair, soit à l'intégrale Ii = 1, si m est impair. Prenons le premier
cas, m — 2/?; en remplaçant successivement m par a, 4s C, ... 2/? dans la
formule (i3), il vient
l2_-l0, '4—^12, ..•: *''~~ip '«/»-*>
et, en multipliant membre à membre tontes ces égalités, il reste
i . 5 . . . ( 2/? — I ) ic •2 . 4 . 6 . . . 2/> -Jl
On peut déduire de là une formule curieuse due à Wallis. Il est clair que l'intégrale ïm diminue quand m augmente, car sin'»*-^*a: est plus petit que sin"»jr, et nous pouvons écrire
Ilp-M *< ïîA>< lî/^-l î
remplaçons Is/m-i? hpt hp-i P^r l^s valeurs précédentes, nous trouvons les deux nouvelles inégalités
CD posant, pour abréger,
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des facteurs augmeute indéfiniment. La loi de succession des facteurs de ce produit est d'ailleurs évidente.
117. Des intégrales / cos{ax 4- b) cos{a'x -i- b') . . . dx, —
G)n$idérons iin produit d^un nombre quelconque de facteurs de la forme cos(ax-i- 6), a et 6 étant des constantes, et un même fadeur pouvant figurer plusieurs fois dans le produit. La formule
cos(u-^ ç) co8(a — V') cosacosp= H
remplace un produit de deux facteurs de cette espèce par une somme de deux cosinus de fonctions linéaires de x^ et un produit de n facteurs par la somme de deux produits de (n — i) facteurs. En appliquant la même formule autant de fois qu'il est nécessaire, on arrivera à remplacer le produit considéré par une somme telle que SHcos(Aj: -{- B), dont chaque terme s'intègre immédiatement; si A n'est pas nul, on a
cos(Aar -r- B) aj? ~ -: -
et, dans le cas particulier où A -^ o, / cosBdx ~- x cosB + C. Cette transformation s'applique en particulier aux produits
cos'»a7sin'»a', que l'on peut écrire
COS'" X cos" [ x\,
lorsque m et n sont deux nombres entiers positifs; en appliquant le procédé précédent, on remplace ce produit par une somme de sinus et de cosinus de multiples de l'arc, et l'intégration est immédiate.
Soit, par exemple, à calculer l'aire de la courbe
(iMiï--
nous pouvons poser x ^= a cos' 6, y = b sin^ 9, et nous obtiendrons toute la courbe en faisant varier 0 de o à 27:.
La formule qui donne l'aire d'une courbe fermée
X = - / X dy — y i
devient ici
mais on a
f sin*6cos*eûf6;
(sin6 cos6)*= - sin'26 = 0(1 — cos46), 4 o
et l'aire cherchée a pour valeur
16 L 4~"Jo "" ~8~*
Citons encore les intégrales
/. . , /*! — cosaar , x sinaa? _ %\w^x dx = / dx =z h G, J a 24
/* . , , /*3sinar — sin Sa? , Scosar cos3a? ^
/ sin'a? dx ^ \ ; dx — -— -h h G,
/. ^ , /'S — 4 <îos 2 a: -t- cos 4 37 , 3a? sin2a: siD4^ /> s,n'.^ =J 8 '^^=-%--r ^ ^ï--"^'
/, /*!-+- cos 2 ar _ a? sin2ar ^ ç.o%^x dx = / rfa? = 1 ; h G, J 1 24'
/. /'S cosa? -f- cos3a7 , Ssina? sin3a? ^ cos'a? dx = I ; ^dx= — ; i h G, J 4 4 la '
/, /"S -f- 4 cos2a: -H cos4a7 , 3a: sin2a? sin4^ r. cos^a? dx = / -— dx = 1 -+- h C, J 8 8432'
On peut remarquer sur ces formules uue loi qui est générale.
Les intégrales F (^)= / ûti^^ x dx el ^ {x) =^ l cos^xrfx sont
périodiques et admettent la période 2n lorsque n est impair^ tandis que, si n est pair, ces intégrales augmentent d'une quantité constante positive lorsque x augmente de 2 7r. Cette propriété était évidente a priori; on a en effet
f sm^xdx-^ I sïn'^xdx,
0 ^in
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OU encore, à cause de la périodicité de sino:, F(a?-har)= / %\n'^xdx-{- t s'\n^ x dx ~ Y {x) -h 1 sin'^xdx.
[ sin"xdx
est une quantité positive, tandis que cette intégrale est nulle, si n est impair, comme il résulte de la relation sin(xH-7c)= — sino:.
Remarque. — A cause de la grande variété de transformations auxquelles se prêtent les fonctions circulaires, il est souvent commode de les introduire pour le calcul de certaines intégrales.
/dx '- — ^5 ; si Ton y pose x = tangcp, (i-f-xi)ï
elle se change en / cos<prfcp=: sin<p -j- C, et Ton en déduit, en revenant à la variable Xj
dx X
comme on Ta déjà obtenu directement (n® 105).
H8. Les intégrales / R{x)e^^dx. — Considérons maintenant les intégrales de la forme / K{x)e*^dxj où R(:r) est une fonction
rationnelle de x. Supposons que l'on décompose la fonction R(x), comme on Ta déjà fait plusieurs fois,
£(5;), A|, A2, . ., A^, X|, ..., X^ étant des polynômes, et le polynôme X, étant premier avec sa dérivée. L'intégrale proposée est alors égale à l'intégrale / E(x)e^^ dx, que l'on a appris
à calculer (n** 85) par une suite d'intégrations par parties, augmentée d'une somme d'intégrales de la forme
/A e^^ dx Si n est plus grand que l'unité, on peut appliquer une formule
de réduction. En effet, le polynôme X étant premier avec sa dérivée, déterminons deux polynômes X et [jl tels que l'on ait identiquement Al = XX -j- [jlX'; il vient alors
^ÔT- =J -X^Pn- -^J -xiT-'^- Une intégration par parties donne ensuite
J ^^ X'» - n-i X^-i^/i-iJ \n-i ^'
et, en réunissant les deux formules, on voit que le calcul de l'intégrale considérée est ramené au calcul d'une intégrale de même espèce où l'exposant n est diminué d'une unité. En continuant de la sorte on est conduit à une intégrale
- dXj
OÙ l'on peut toujours supposer le polynôme B premier avec X et de degré inférieur à celui de X. On ne peut plus appliquer à celte intégrale le procédé de réduction; mais, si l'on connaît les racines de X = o, on peut ramener cette intégrale à une seule transcendante nouvelle. Supposons, pour fixer les idées, toutes les racines réelles; l'intégrale se décompose en plusieurs intégrales de la forme
ax,
que l'on peut ramener à Tune ou l'autre des formes suivantes, en
posant a; == a H- — > w = e^, et faisant abstraction d'un facteur
constant,
/erdy Ç du
y J îôgw*
est une fonction transcendante
qu'on appelle logarithme intégral.
119. Intégrales diTerses. — Considérons encore les intégrales / c«'/(sina7, cosâ?) dXj
oùy est une fonction entière de sinar et de cos^. Un terme quel-
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conque de cette intégrale est de la forme
/ e^^ sin'^d: cos*» x dx^
m tin étant des nombres entiers et positifs. D'après une remarque déjà faite, le produit sin'"xcos";r peut être remplacé par une somme de sinus ou de cosinus de multiples de x^ et Ton n'a en définitive que deux types d'intégrales à étudier
I e^'cosbxdXy j e^^sinbxdx.
En intégrant par parties chacune de ces intégrales, il vient
/. , e^^s'inbx a C . , , e^'cosoxax— j v / e^-' sinbx dXy
e«' ^xiïbxdx — T ^ A / ^'^'^osbxdXf
et Ton tire de ces relations
, , €<*'( a co%bx -h b sinbx)
e^'cosbx dx =^ ^ — — . — >. — ^,
. , , e'^^iasinbx — bcosbx) e^'smbxdx— —
Parmi les intégrales que Ton peut ramener aux précédentes, citons encore les types suivants :
I /(\ogx)xfndx, I /{dLTCsitix) dxj
/ /(a?) arc sinar rfx, 1 /{x) strcian^x dx,
où /désigne une fonction entière. Dans les deux premières, on prendra pour nouvelle variable logj: ou arcsino:; dans les deux dernières, on appliquera d'abord une intégration par parties en considérant /(^)rfj: comme la différentielle d'un polynôme F(jc), ce qui conduira à des types déjà étudiés.
1. Calculer les intégrales indéfinies des fonctions suivantes
I -i-â7H- /l -H «F* I — \J\-^X \Jx -^ yjx -^\-\- \Jx{x -k-i) COS^^T
are^cos^, > arf^tangx,
où u. est un nombre fractionnaire — •
Ramener aux intégrales elliptiques les intégrales
ï{(x)(ix
V^a(n- x^) -h bx{i-r- x'' ) -h cx*(n- j?') -H dx^ ï{(x)dx
/a(i -f- x^) ■+- bx^{i 4- x'*)-h cx^
où ^{x) désigne une fonction rationnelle.
*7. Soient a, b^ c, d les racines d'une équation du quatrième degré P{x) = o. Il existe trois relations d'involution
LiX -+• M/
permutant ces racines deux à deux. Si une fonction rationnelle /(r) est telle que Ton ait identiquement
ir-l
/f(x) dx ^ — est pseudo-elliptique (voir Bulletin de la Société
mathématique^ t. XV, p. 106).
8. La rectiHcalion des courbes y — Xx^ conduit à des intégrales de «liiïérentielles binômes. Cas d'intégrabilité.
TT
"^^ nsm
On emploie la décomposition en fractions rationnelles. 14. Déduire de la formule qui précède la relation * ar«-* dx 7r
i-f-a: sinair
On a, en posant lp,q= j t^{t -h\)Pdt^ les formules de réduction
et deux formules analogues pour réduire l'exposant q.
16. Établir des formules de réduction pour le calcul des intégrales
_ r x^dx _ r dx
J /Aa7«H- iBx-^q' '" J {x — a)"^^PLx'^-\-iBx-hC
*17. Établir une formule de réduction pour les intégrales définies
J/» 1 x^ dx [ « En déduire une formule analogue à celle de Wallis pour
Ji — x^
J/»* dx
18. L'intégrale définie / ■ — :— — - a-t-elle une valeur finie?
^ J^ i-+-x^sin*a:
19. L'aire d'un secteur elliptique compris entre l'axe focal et un rayon vecteur issu du foyer a pour expression
d{ii
■ e cosu))*
EXERCICES. iSl
/> désignant le paramètre -- et e re\centricité. En posant suivant la mé-
on trouve
ihode générale tang ~ — /, puis, ' ~ 1/ w>
^i, — abl arc tang u — e ^ J •
Démontrer que cette expression peut aussi s'écrire
ab
fX> = T {^ — e sin<p),
o désignant Tanomalie excentrique.
20. Trouver les courbes telles que la longueur NT ou l'aire du triangle
MNT soit constante (voir^?^. 3, p. 36). On construira les deux branches
de la courbe.
[Licence : Paris, i88o; Toulouse, 1882.]
•21. ^^'^^^n= ^^^— --J ^i^zi)ncosxzdz. Démontrer la loi de récurrence
On déduit de là les formules
Ajp — Uip sina? -h Vjp cosor, As,,+i — Vip^x sinar -f- Vj^-^, cosx,
où Uj^, X^pf Uî;, hi, V,^^_| sont des polynômes à coefficients entiers, Ujp, ^î/H-i ne renfermant que les puissances paires de x. On vérifie que la loi est vraie pour n = i, et l'on en déduit qu'elle est générale au moyen de la formule de récurrence.
Cette expression de Ajp permet de démontrer que ir* est incommensurable. Si Ton avait — — -, en remplaçant x par dans Aj,,, on aurait une relation de la forme
H| étant un nombre entier. Une telle égaillé est impossible, car le second membre tend vers zéro lorsque p augmente indéfiniment.
CHAPITRE VI
L - INTÉGRALES DOUBLES. - PROCÉDÉS DE CALCUL. tORMULE DE GREEN.
120. Fonctions continues de deux Tariables. — Soii z^^/{Xjy) une fonction continue des deux variables indépendantes x et y. à l'intérieur d'une portion du plan A limitée par un contour fermé C, et sur ce contour lui-même. On peut établir pour cett/^ fonction une série de propositions analogues à celles qui ont ét«démontrées pour les fonctions continues d'une seule variable (n° 70). Ainsi, étant donné un nombre positif e, on peut décomposer la portion A du plan en parties plus petites de telle façon que la différence des valeurs de z pour deux points {x^y), {x',y) d'une même partie soit toujours moindre que s.
Nous procéderons toujours par subdivisions successives, de la façon suivante. Imaginons la portion A du plan décomposée par des parallèles à l'axe des x et k l'axe des ^, la distance de deux parallèles voisines élant égale à 8; de ces portions de A, les unes sont des carrés de côté 8 situés tout entiers à l'intérieur de C, les autres des portions de carrés limitées en partie par des arcs du contour C. Cela posé, si la proposition énoncée n'était pas exacte pour la portion A, il en serait de même pour une au moins des nouvelles portions du plan A| ; en subdivisant de la même façon la portion A, et ainsi de suite, on formerait une suite de carrés ou de portions de carrés
A, Aj, . . . , Art, . . . ,
pour lesquels la proposition énoncée serait inexacte. La portion A„ est tout entière comprise entre deux parallèles x = a„, x r= bn k l'axe des y et entre deux parallèles y ^-: Cn^ y =^ d„ à
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Taxe des x. Lorsque n augmente indéfinimeDt, a,, et b„ ont une limite commune X; c,i et dn ont de môme une limite commune [jl. Caries ««, par exemple, ne vont jamais en décroissant et soni
Fig. 23.
tous plus petits qu'un nombre fixe. Tous les points de A,, tendent vers un point limite M, de coordonnées (X, |jl), situé à l'intérieur du contour C ou sur ce contour lui-même. Le raisonnement s'achève comme plus haut (n" 70)^ si le théorème énoncé était inexact, la fonction /(x, y) ne pourrait être continue pour x ^r-^\, /=|JL, contrairement à Thypothèse.
Corollaire, — Supposons qu'on ait pris les parallèles assez rapprochées pour que la diflTérence des valeurs de z pour deux points appartenant à une même partie soit moindre en valeur
absolue que -> et soit f\ la distance de deux parallèles voisines.
Soient (x, jk)î (^', y) deux points pris à l'intérieur ou sur le contour C, dont la dislance est inférieure à tj. Ces deux points appartiennent à une même portion de A ou à deux portions ayant un sommet commun; dans les deux cas, la différence
ne peut être supérieure en valeur absolue à 2 - = £. Donc, à tout
nombre positif ^ on peut faire correspondre un autre nombre positif r^ tel que Von ait
\f{^^y)'-f(^',y')\ Ce,
pourvu que la distance des deux points ^l{x^y) et M'(.r', y'). pris dans A ou sur le contour C, soit moindre que rj. En d'autres
termes, toute fonction continue dans A est uniformément continue.
De la proposition précédente on déduit, comme plus haut ('n° 70), que toute fonction continue dans A est nécessairement finie dans A. Soit M la limite supérieure et m la limite inférieure 5 la différence A := M — m s'appelle encore V oscillation. La méthode des subdivisions successives permet de démontrer que la fonction z atteint au moins une fois chacune des valeurs M et m pour des points à Tintérieur de G ou sur ce contour luimôme. Soient a un point pour lequel on a ^ = m, et 6 un point pour lequel ^ = M. Joignons a et 6 par une ligne polygonale tout entière intérieure à G. Lorsque le point {x^y) décrit cette ligne, z est une fonction continue de la distance du point {x^y) au point a; elle passe donc au moins une fois par toute valeur (ji comprise entre m et M (n** 70). Gomme on peut joindre a et 6 par une infinité de lignes polygonales, on voit que la fonction f{x^y) prend une valeur jjl comprise entre m et M pour une infinité de points intérieurs au contour G.
Nous dirons, pour abréger, qu'une portion finie du plan A est inférieure à / dans toutes ses dimensions, s'il est possible de trouver un cercle de diamètre / renfermant A à l'intérieur. Une portion variable du plan sera dite infiniment petite dans toutes ses dimensions, s'il est possible de trouver un cercle de rayon aussi petit qu'on le voudra renfermant cette portion du plan à l'intérieur. Par exemple, un carré dont le côté tend vers zéro ou une ellipse dont les deux axes tendent vers zéro sont infiniment petits dans toutes leurs dimensions. Au contraire, un rectangle dont un seul côté tend vers zéro, ou une ellipse dont un seul axe tend vers zéro, ne sont pas infiniment petits dans toutes leurs dimensions.
121. Intégrales doubles. — La portion A du plan étant divisée en parties plus petites ûTi, «a, ..., a^ d'une façon arbitraire, soient w/ l'aire de la portion a/, M/ et mi les limites de f{x,y) dans cette portion a/. Gonsidérons les deux sommes
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à chaque subdivision de A correspond ainsi une somme supérieure S et une somme inférieure s. Toutes les sommes S sonl évidemment supérieures à mû, en désignant par û Taire de la portion du plan A; elles ont donc une limite inférieure I. De même, toutes les sommes s sont inférieures à Mû; elles ont donc une limite supérieure I'. D^ailleurs, une somme supérieure quelconque est plus grande qu'une autre somme inférieure également quelconque (on le démontre comme au n** 71). On a donc
Si la fonction f{x^y) est continue, les sommes S et 5 ont une limite commune lorsque les aires partielles diminuent indéfiniment dans toutes leurs dimensions. Supposons en effet que Ton ait pris un nombre positif tj tel que l'oscillation de la fonction soit moindre que e dans toute portion de A dont toutes les dimensions sont inférieures à tj. Si toutes les portions «1, «a? .... a,/ sont de dimensions inférieures à tj , chacune des différences M/ — nit sera inférieure à e et la différence S — s sera elle-même moindre que eu, en désignant par û Taire totale de la portion A du plan.
Mais on a
et aucun des nombres S — f, l — F, V — s ne peut être négatif. On a donc en particulier I — l'<; eu; et, comme e est un nombre positif arbitraire, il faut que Ton ait 1'=^ l. Les différences S — I, I — s peuvent elles-mêmes être rendues plus petites que tout nombre donné à l'avance, en prenant e assez petit. Les sommes S et 5 ont donc une limite commune I, que Ton appelle V intégrale double de la fonction y(x, y) étendue à l'aire A. On la représente par la notation
I = / / f{0Pi y)dxdy,
et la portion A du plan est le champ d^ intégration.
Soit (Ç,-, r[i) un point quelconque à l'intérieur ou sur le contour de la portion a/; il est clair que la somme S/(^/, 7)/)w; est comprise entre les deux sommes S et 5; elle a donc aussi pour limite l'intégrale double, quelle que soit la façon dont on choisit le point (il, >!/).
Le premier théorème de la moyenne s'étend sans difficulté aux intégrales doubles. Soieot/(j?, y), *^{x^y) deux fonctions continues dont l'une ç(^, y) garde un signe constant dans A; nous supposerons, par exemple, ©(^, y) >> o. Si M et m sont les limites de f{x^y) dans A, il est clair que Ton a
M<p($/, 7)/)a>/>/(5/, TQ/)?($/, 'r\i)^i> m^iXi, r^/)w,-;
en ajoutant toutes ces inégalités, et passant à la limite, on en conclut que l'on a
[JL étant compris entre M et m. La fonction /(^,^) étant continue prend la valeur a pour un point (Ç, v^) intérieur au contour C et l'on peut encore écrire
(i) f f /(^,y)o(x,y)dxdy=f(^,T^) f f ^{x,y)dxdy\
c'est la formule de la moyenne pour les intégrales doubles. Si par
exemple ç(^,y) = i, l'intégrale / / dx dy^ étendue à la portion
du plan A, est évidemment égale à Taire û de cette portion du plan, et la formule (i) devient
(2) f f f(^.y)dxdy = Qf{lri).
122. Volumes. — A la notion analytique de l'intégrale double se rattache une notion géométrique importante, celle du volume. Soit /(.î*, y) une fonction continue à l'intérieur d'un contour fermé C, et sur ce contour lui-même; nous supposerons de plus, pour fixer les idées, cette fonction constamment positive. Soit S la surface représentée par l'équation z^=:f{x^ y), et limitée par une courbe F qui se projette orthogonalement suivant le contour C sur le plan des xy\ nous appellerons E la portion de l'espace limitée par le plan des xy^ la surface S et le cylindre qui a G pour section droite. La portion A du plan des xy^ intérieure au contour C, étant divisée en portions plus petites d'une façon arbitraire, soit ai l'une de ces portions limitée par un contour a et (0/ Taire de cette portion. Le cylindre qui a pour section droite
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la courbe c/ découpe sur S une portioQ de surface 5, limitée par une courbe y/. Soient y?/ et P/ les points de Si dont la distance au plan z^= o est minimum ou maximum ; si par ces points on mène deux plans parallèles au plan z = - o, on forme deux cylindres droits ayant même base o)/ et pour hauteurs respectives les limites m/ et M/ de /(^, v) à l'intérieur du contour c/. Les volumes V, et (', de ces deux cylindres sont respectivement (' ) w. M, et co/ m,. Les sommes S et 5 considérées précédemment représentent donc respectivement les sommes SV, et l^Vi de ces deux espèces de cvlindres. Nous appellerons volume de la portion E de l'espace la limite commune vers laquelle tendent ces deux sommes. On peut remarquer, comme on Ta déjà fait à propos de Taire (n** 78), que cette déQnition est bien d'accord avec l'idée commune que l'on a d'un volume.
Si la surface S était en partie au-dessous du plan des xVy l'intégrale double représenterait encore un volume, à la condition d'affecter du signe — les volumes des portions de l'espace situées au-dessous du plan des xy. On voit que toute intégrale double représente une somme algébrique de volumes, comme une intégrale simple représente une somme algébrique d'aires. Les limites de l'intégrale simple sont remplacées par le contour qui limite le champ d'intégration.
1^. Calcul d'une intégrale double. — Le calcul d'une intégrale double se ramène au calcul de deux intégrales simples prises successivement. Prenons d'abord le cas où le champ d'intégration est un rectangle R, limité par les droites x ^^ Xq^ x ^^\, y =yoi y=^Y, où Xo<C,^j yo < Y. Imaginons ce rectangle décomposé en rectangles plus petits par des parallèles aux deux axes de coordonnées x=^ Xi^ y zzzyff(^iz=z I, îi, . . . , n; A' = i, 2, . . . , m). L'aire du rectangle élémentaire Rm, limité par les droites x^^j?i_i, X = X|, y zs=yff_^^ y =^yf( a pour expression
(*) Nous appelons volume d'un cylindre droit la limite vers laquelle tend le volume d'un prisme droit de même hauteur ayant pour base un polygone inscrit dans la section droite de ce cylindre, lorsque le nombre des côtés du polygone augmente indéfîniment.
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et l'intégrale double cherchée est la limite de la somme
S -^^^A^ik, 'niA-){^i'-^f-i)(rk—yfc-ih
où (Cm, riift) sont les coordonnées d'un point quelconque pris à l'intérieur ou sur les côtés du rectangle R/yfc.
Nous allons profiter de l'indétermination de ces points (Ç|>, tti/*)
Fig. 24.
Ho
vv/.
JC,
jj
j,j Xi Xn^% X
pour simplifier le calcul. Remarquons pour cela que, si une fonction y(^) est continue dans un intervalle (a, 6), et si Ton subdivise (a, 6) en intervalles partiels d'une façon arbitraire par des points de division x^^ x^^ . . . , Xn-K , on peut choisir dans chaque intervalle (x/_i, xi) une valeur Ç,- de telle façon que l'on ait
il suffit, en effet, d'appliquer la formule de la moyenne à chacun des intervalles (a, j?i), (a^i, x^)^ . . ., (a:«_j, b).
Cela étant, la portion de la somme S qui provient de la file de rectangles comprise entre les deux droites x = jT|_i, x = ;r/, a pour expression
(jr,._ar/_,)[/{î/,, Yi/,)(7l-7o)^-/(?/2, îi/i)(7î— 7l)-^-•
Nous prendrons Ç|| =Ç/2 = « •• =5<m = ^/-i, et nous choisirons tj/i, 71/2, • • • ) de telle façon que la somme
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soit égak à l'intégrale / f{xi^^^ y)^yf l*intégrale étant prise
^* en regardant j:i_i comme constant. Si nous opérons de même avec
toutes les files de rectangles comprises entre deux parallèles voisines à Oy, nous pouvons écrire
(5) S = *(j'o)(^i— aro)-h*(:ri)(T,— Xi)-T-...-+-*(T/_,)(a:/ — a:/_i)-h...,
en posant, pour abréger,
4>(a7)= j f{x,y)dy.
Celte fonction ^(^), représentée par une intégrale définie, où x est considéré comme un paramètre, est une fonction continue de x\ lorsque tous les intervalles xi — Xi_\ tendent vers zéro, la formule (5) montre que S a pour limite l'intégrale définie
On a donc pour l'intégrale double cherchée
16) f f /(x, }^) dx djr = f dx f f{x,y)dy;
pour avoir la valeur de l'intégrale double, on doit d'abord intég^erf{x, y) entre les limites y o etY^ en y regardant x comme constant et y comme variable : le résultat est une fonction de la seule variable x, que l^on doit intégrer de nouveau entre les limites Xq et IL.
En opérant dans l'ordre inverse, c'est-à-dire en évaluant d'abord la portion de S provenant d'une file de rectangles comprise entre deux parallèles à Oxj on trouverait de même
/ / f(x,y)dxdy = f dy f /(x,y)dx,
et le rapprochement de ces deux formules permet d'écrire
/ dx i f{x,y)dy= f dy f{x,y)dx\
dx. dy^ dy^ dx.
le théorème exprimé par cette formule s'appelle le théorème
d^ntégration sous le signe j . La démonstration suppose essen-
ago
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tiellemenl que les limites Xq, X, jo, Y sont des constantes et que la fonction /(:r, y) est continue dans le champ d'intégration.
Exemple. — Soit z= — • La formule générale nous donne
D'une façon générale, lorsque la fonction /(x, y) est le produit d'une fonction de la seule variable x par une fonction de la seule variable j^, on a
f f ^{x^{y)dxdy^ f Q{x)dxx f ^(y)dy;
les deux intégrales du second membre sont absolument indépendantes Tune de Tautre.
124. Passons maintenant au cas où le champ d'intégration est limité par un contour de forme quelconque. Nous supposerons d'abord que ce contour n'est rencontré qu'en deux points par une
Fig. 25.
parallèle à Oy. On peut alors le supposer formé par deux droites x^a^ x^^b{a<,b), deux arcs de courbe APB, A'QB' représentés par les deux équations j^i = cp, (:r), y^^^^^i^)^ 'es fonctions '^1 et «p2 étant continues entre a et 6; il pourrait d'ailleurs se faire que les points A et A' se confondent, ainsi que B et B'; c'est ce qui aurait lieu, par exemple, si le contour était une courbe
I. — PEOCÉDÊS DE CALCUL. - FORMULE DE GREEN. 29I
convexe, analogue à une ellipse. Décomposons encore le champ d'Intégration R en parties plus petites par des parallèles aux axes; nous aurons d'abord des parties régulières y qui seront des rectangles intérieurs au contour, et en outre des parties irrégulières, c'est-à-dire des portions de rectangle, limitées en partie par des arcs du contour. Nous avons encore à chercher la limite de la somme
0) étant Taire d'un quelconque de ces éléments, et (Ç, yj) un point pris dans cet élément.
Évaluons d'abord la portion de S provenant d'une file d'éléments compris entre les deux parallèles voisines x =^. x/^i , œ = Xi, On a d'abord entre ces droites des rectangles allant du sommet d'ordonnée y', ^yi au sommet d'ordonnée j^^^j^a, puis des parties irrégulières. En prenant convenablement le point (Ç, r,) dans chaque rectangle, on verra comme tout à l'heure que la portion de S provenant de ces rectangles peut s'écrire
Supposons que l'oscillation des deux fonctions cpi et cp2 dans chacun des intervalles (^/_i, xi) soit moindre que 8, ainsi que toutes les différences [y^ — yh-\)' L'aire des parties irrégulières comprises entre x =rz Xi_t et x^^xi est alors, comme on le voit aisément, inférieure à 4 5(x/ — ^/_i), et la portion de S provenant de ces parties est moindre en valeur absolue que 4 H o(:r/-- Xi_y ), H étant la limite supérieure de la valeur absolue de /(^, y) dans le champ d'intégration. D'autre part, on peut écrire
r V(^/-i>r)^r- f 'A^i-uy)dy-r f ' -^ f \
Jy.^ Jy^ Jy.^ Jy^
et comme |^| — y\ \ et \y^ -y'^ \ sont inférieurs à 2 o, on a
f 'f{o^i-uy)dy^ f 'f{xi^uy)dy-^Mm, -i<X<-+-i. La portion de S qui provient de la file d'éléments considérée peut
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donc s'écrire
6/ étant compris entre — i et -j- i. La somme 8H8S9|(^/ — x/_i) est moindre en valeur absolue que 8H S(6 — a) et tend vers zéro puisque l'on peut supposer S aussi petit qu'on le veut. L'intégrale double est donc la limite de la somme
^{a){xi — a) -\- . . .-\- ^{Xi-i)(xi— Xi-i) -i- . . . en posant
on a, par conséquent,
(7) / / A^yy)dxdjr= f dx I f{x,y)dy.
La première intégration doit encore être effectuée en regardante comme constant, mais les limites y^ et ya sont elles-mêmes des fonctions de x^ et non des constantes.
Exemple, — Soit à calculer TiQtégrale double de la foDCtioa — à Tintérieur d'un quart de ceç-cle limité par les axes et la circonférence
x^-^y^— Ri = o.
Les limites pour x sont o et R, et, x restant constant, j^ peut varier de o à /R* — x^. L'intégrale a donc pour expression
cette intégrale s'obtient aisément et a pour valeur
Lorsque le champ d'intégration est limité par un contour de forme quelconque, on le décomposera en. plusieurs parties, de façon que le contour de chacune d'elles ne soit rencontré qu'en deux points par une parallèle à l'axe Oy. On pourrait aussi ie décomposer en parties telles que le contour de chacune d'elles ne soit rencontré qu'en deux points par une parallèle à Ox^ et commencer par une intégration relative à la variable x. Prenons, par exemple, une courbe fermée convexe comprise à l'intérieur du
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rectangle x=^ a^x^^b^ y=:Cy y =^ d, dont les côtés passent par les quatre points A, B, C, D pour lesquels j: ou ^ est maximum ou minimum. Soient (')j'i = ;pi(^),^2= ^^{x) les équations des deux arcs de courbe ACB, ADB; soient de même oti = ^i (y), X2=<J*2(^) les équations des deux arcs de courbe CAD, CBD; ^\{x) et ^2{x) sont continues entre a et 6, ^i(^) et ^^{y) sont continues lorsque^ varie de c à cf. On peut calculer l'intégrale double d'une fonction /(x, y)^ continue à l'intérieur de ce contour, de deux façons différentes et, en égalant les deux expressions obtenues, il vient
(8) f "^ f 'fi^^y)^y=' f ^y f /(^'^)'^î
on voit que les limites sont tout à fait différentes dans les deux inlégrales. Tout contour convexe fournit une formule de cette nature. Par exemple, si l'on prend pour champ d'intégration le triangle limité par les droites y = o, j: = a, j^ = j:, on parvient à une formule donnée par Lejeune-Dirichlet,
\ dx f f{x,y)dy=z f dy j f\^x,y)dx,
125. Analogies avec les intégrales simples. — L'intégrale / f(t)dt,
considérée comme fonction de x, a pour dérivée /(.r). Il existe un théorème analogue pour les intégrales doubles. Soit/(ar,^) une fonction continue à l'intérieur d'un rectangle limité par les droites a? = a, x — k^ y = h^y = B, (a < A, 6 < B). L'intégrale double de /(a?, y), étendue à l'aire du rectangle limité par les droites x =^ a^ ar = X, j^ = 6, ^ = Y, (a<X<A, 6<Y<B), est une fonction des coordonnées X, Y du sommet variable, que l'on peut écrire
F(X, Y)= Ç dx Ç f{x,y)dy.
Soit 4>(x)= / f{Xyy)dy\ une première différentiation par rapport
^=4»(X) = J /a,y)dy,
^b à X nous donne
^F dX
(') I-e lecteur est prié de faire la figure.
et, en dilTéren liant de nouveau par rapport à Y, il vient
La fonction la plus générale u(Xj Y) satisfaisant à la relation précédente (9) s'obtiendra évidemment en ajoutant à F(X, Y) une fonction z
dont la dérivée seconde -^^-r^ sera nulle. Elle est donc de la forme (n^SS)
(10) u(X,Y)= f dx f /(^,r)^r-^?(X)-+-4'(Y),
(p(X) et <KY) étant deux fonctions arbitraires. On peut disposer de ces deux fonctions arbitraires de façon que, pour X = a, u{X, Y) se réduise à une fonction donnée V(Y) et, pour Y = 6, à une autre fonctico donnée U(X); ces deux fonctions étant liées nécessairement par la relation U(a) = V(6). En faisant successivement X = a, Y = 6 dans la relation précédente, on a les deux conditions
V(Y)=<p(a) + .KY), U(X) = <p(X)4-4.(6); on en tire
4;(Y) = V(Y)-cp(a), 4;(6) = V(6)-cp(a),
9(X) = U(X)-V(6)-hç(a) et la formule (10) devient
(11) a(X,Y)= r dxf f(x,y)djr^V(X)^y(Y)^\(b).
Réciproque me nCf si, par un moyen quelconque, on a obtenu une fonction u(X, Y) vérifiant la relation (9) on trouve, par un calcul tout pareil au précédent, que l'on a, pour valeur de l'intégrale double
(11) J dxj f{x,y)dy = u{X,\)-u(X,b)--u(a,\)^u(a,b).
Cette formule est analogue à la formule fondamentale (6) (voir p. 173).
La formule suivante offre aussi une certaine analogie avec la formule d'intégration par parties.
Soit A une région finie du plan, limitée par une ou plusieurs courbes de forme quelconque. Une fonction /(TjJ'), continue dans A, varie entre un minimum Vq et un maximum V. Imaginons qu'on ait tracé les courbes de niveau f{Xi y) = c, où v est compris entre i'o et V, et supposons que Ton puisse trouver l'aire de la portion de A pour laquelle /(x, y) est compris entre Pq et p. Cette aire est une fonction F(c)qui croît avec p, et l'aire comprise entre deux courbes de niveau infiniment voisines est égale à F(v-f- Ap) — F(«^) = AcF'(i'-4-6A('). Si l'on décompose cette aire en
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parties infiniment petites par des lignes joignant les deu\ courbes de niveau voisines, on peut prendre dans chacune de ces parties un point (Ç, tj), tel que Ton ait /(Ç, 7))= v -h 6 Ai» et la somme des éléments de l'intégrale
double / I fdxdy, provenant de cette région, a pour expression L*intégrale double est donc égale à la limite de
1(1» -I- e Ai')F'(p -f- e Ai>) Ai»,
c'est-à-dire à l'intégrale simple
f i»F'(i>)c?t»-.VF(V)- f F(v)dv.
Cette méthode est surtout commode lorsque le champ d'intégration est limité par deux courbes de niveau
Soit, par exemple, à évaluer l'intégrale double / / ^ i -i^ x* -¥- }^* dx dy
étendue à l'intérieur du cercle ar*-4-j^' = i. Si nous posons v = y/n-ar*-*-^', le champ d'intégration est limité par les deux courbes de niveau v — i, i» = /a, et la fonction F(i'), qui est l'aire d'un cercle de rayon ^v* — i, est égale à Tt(v^ — i). L'intégrale double est donc égale à
/ aiTi'^cft' r- ~ (2 /a — i) (*).
La formule précédente s'étend aisément aux intégrales doubles
en désignant par F(i') l'intégrale double / / ^{x^ y) dx dy, étendue à la portion du champ d'intégration limitée par la courbe de niveau v = f(x, y).
IP
126. Formule de Green. — Si la fonction /(j:, y) est la dérivée partielle d'une fonction connue par rapport à a: ou à y, une des intégrations s'elTectue immédiatement et Ton est ramené à une seule quadrature. Celte remarque bien simple conduit à une formule importante, appelée /o/mw/e de Green,
(') On trouvera de nombreuses applications de cette méthode dans un Mémoire de M. Catalan {^Journal de Liouville, i'* série, t. IV, p. 233).
Considérons d'abord une intégrale double / / -dxdyj étendue
à la portion du plan, limitée par un contour G qui n'est rencontré qu'en deux points par une parallèle à Taxe àesy{Jlg. i5, p. 21 1). Soient A et B les points pour lesquels x est maximum ou minimum. Une parallèle à Ox comprise entre Aa et B6 rencontre G en deux points nit et m2 d'ordonnées^! et ^2- L'intégrale double a pour expression, en intégrant d'abord par rapport à y,
Mais les deux intégrales / P(jr, j^,)rfx, / P(x, /a)^^^ sont
précisément des intégrales curvilignes prises respectivement le long des arcs A/n|B et A/^jB, et nous pouvons écrire la formule précédente
(.3) //|^^^=-^^Prfx.
l'intégrale curviligne étant prise le long du contour G dans le sens indiqué par les flèches, c'est-à-dire dans le sens direct, si les axes ont la disposition de \di figure. Pour étendre la formule à une aire limitée par un contour de forme quelconque, on procède comme plus haut (n° 9i) en partageant celte aire en plusieurs autres par des transversales, de façon que le contour de chacune des aires partielles satisfasse a la condition précédente, et appliquant la formule à chacune d'elles. On établit de même la formule
l'intégrale curviligne étant toujours prise dans le même sens. En retranchant les égalités (i3) et (14)7 il vient
l'intégrale double étant étendue à l'aire limitée par G. G'est la formule de Green, qui a d'importantes applications. Nous ferons remarquer seulement qu'en posant Q = ^, P = — y, on retrouve la formule obtenue plus haut (n*" 94) qui exprime Taire d'une courbe fermée par une intégrale curviligne.
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Pour évaluer une intégrale double, nous avons supposé jusqu'ici qu^on décomposait le champ d'intégration en rectangles infiniment petits par des parallèles aux axes de coordonnées. Nous allons maintenant supposer qu'on décompose le champ d'intégration par deux familles de courbes absolument quelconques.
127. Formule préliminaire. — Soient u et v les coordonnées dun point par rapport à un système d'axes rectangulaires dans un plan, X el y les coordonnées d'un autre point par rapport à un autre système d'axes rectangulaires de même disposition que les premiers, dans le même plan ou dans un plan différent. Les formules
(iG) x^f{u, V) y-'^{u, V)
définissent une certaine correspondance entre les points de ces deux plans. Nous supposerons : i" que ces fonctions /(m, v), ç(w, t*) sont continues et admettent des dérivées partielles continues, lorsque le point (a, v) décrit une portion Ai du plan (m, (?) limitée par un contour (>i; 2" que les formules (16) font correspondre à la portion A, du plan (w, t^) une portion A du plan (j;, y)^ limitée par un contour (3, et qu'il y a correspondance univoque entre les points des deux aires et des deux contours, de façon qu'à un point de A ne correspond qu'un
point de Ai; 3** que le déterminant fonctionnel A =r -^ / ' ne ^ '' ^ D(a, v)
change pas de signe à l'intérieur de C| (il peut d'ailleurs s'annuler
en certains points de A,).
Il peut encore se présenter deux cas. Lorsque le point (w, v) décrit le contour C< dans le sens direct, le point {x^y) décrit le contour C en marchant toujours dans le même sens, qui peut être le sens direct ou le sens inverse. Nous dirons, suivant les cas, que la correspondance est directe ou inverse.
Cela posé, l'aire Q de la portion A du plan a pour expression
Q = j xdy.
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l'intégrale étant prise le long du contour G dans le sens direct. Si l'on emploie le changement de variablesdéfini parles formules (16), on a encore
la nouvelle intégrale étant prise le long de G| dans le sens direct: on doit prendre le signe -f- ou le signe — , suivant que la correspondance est directe ou inverse. Appliquons à cette nouvelle intégrale la formule de Green, en posant u=^Xj v=^y, P=y*-?, Q =:/-^, ce qui nous donne
au âv D(w, v)
et il vient
OU encore, en appliquant à l'intégrale double le théorème de la moyenne,
(Ç, y;) étant les coordonnées d'un point intérieur à G|, et Q| l'aire de la portion A| du plan (m, v). On voit d'abord que l'on doit prendre le signe ~h ou le signe — devant le second membre, suivant que A est lui-même positif ou négatif. Par suite, la correspondance est directe ou inçerse, suivant que A est positif ou négatif,
La formule (17) établit une analogie de plus entre les déterminants fonctionnels et les dérivées. Imaginons en effet que la portion Â| du plan diminue indéfiniment dans tous les sens, tous les points tendant vers un point limite (u, ç). Il en sera de même de A, et le rapport des aires û, Q| a pour limite la valeur absolue du déterminant A; de même que la dérivée est la limite du rapport de deux éléments linéaires, A est ta limite du rapport de deux éléments superficiels. La formule (17) est, à ce point de vue-là, l'analogue de la formule des accroissements finis.
Remarques. — Les hypothèses que nous avons faites sur la correspon-
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dance entre A et At ne sont pas toutes indépendantes. Ainsi, pour que la correspondance soit anivoque, il est nécessaire que A ne change pas de signe dans la portion Ai du plan (u, v). Supposons en effet que A soit nul tout le long d'une courbe Yt^ séparant la région de Ai où A est positif de la région où A est négatif. Prenons un petit arc mi^i de Yi et une région très petite de Ai renfermant l'arc mi/ii; elle se décompose en deux régions ai et a\ ayant mi/ii pour ligne de séparation {Jig. 26).
Fig. 26.
Lorsque le point (a, v) décrit l'aire a^ où A est positif, le point {x,y) décrit une aire a, de contour mnpni^ et les deu\ contours niin\Pimiy mnpm sont parcourus en même temps dans le sens direct. Lorsque le point (u, v) décrit l'aire a',, où A est négatif, le point (:r, y) décrit une aire a', dont le contour nmqr doit être décrit dans le sens inverse, lorsque n\mxqin\ est décrit dans le sens direct. Celte aire a' doit donc recouvrir en partie l'aire précédente a; à tout point {x,y) de la partie commune nrm correspondent deux points (m, i') de part et d'autre de la ligne mi/ij.
Posons, par exemple, X — :r, Y — >'*; on a A ~iy. Si le point {x,y) décrit une aire fermée renfermant un segment ab de l'axe des ar, on voit sans peine que le point (X, Y) décrit deux aires situées au-dessus de l'axe des X, cl terminées l'une et l'autre à un même segment AB de cet axe. Une feuille de papier repliée sur elle-même suivant une ligne droite tracée dans cette feuille donne une idée nette de la surface décrite par le point (X, Y).
Il ne suffit pas que A conserve le même signe dans Ai pour que la correspondance soit univoque. Prenons par exemple X — x^ — /*, Y = ixy; le jacobien A = 4(^*-hj^*) est toujours positif. Or les formules précédentes peuvent s'écrire, en désignant par (r, 0), (R, w) les coordonnées polaires des deux points {x, y)y (X, Y) respectivement, R = r^, w — 26.
Cela posé, faisons varier r de a à6(cf<6)etô deo àii-i-a(a étant
compris entre o et - !• Le point (R, w) décrit la couronne circulaire comprise entre les deux cercles de rayons a* et b^. Mais à toute valeur de l'angle o) comprise entre o et ia correspondent deux valeurs de 6, l'une 61
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comprise entre o et a, l'autre entre Tt et i: h- a. On peut encore se représenter l'aire décrite par le point (X, Y) au moyen d'une couronne circulaire en papier qui se recouvrirait partiellement.
128. Changement de variables. Première méthode. — Conservons les hypothèses faites plus haut sur les régions A et A|, et les formules (i6), et soit F(x, y) une fonction continue dans la région A. Décomposons la région A| en régions plus petites ai, aa, . . ., a;, d'une façon arbitraire; il y correspond une division de la région A en régions plus petites «i, a^, • . ., ci„. Soient co/ et o-^ les aires des deux régions correspondantes a/ et a,; on a, d'après la formule (17),
w/, Vi élant les coordonnées d'un point de la région a,. A ce point (uiy Vi) correspond un point œi = /(ui^ Vi), J^i= f ("o ^«) de la région a/. En posant <^(w, i^) = F[/(w, v)^ (f(w, v)]^ nous pouvons donc écrire
^^(^iyyî)^t=^^{Uiy Vi)
du dv.
en passant à la limite, nous obtenons l'égalité
Donc, pour effectuer un changement de variables dans une intégrale double, on doit remplacer x et y par leurs valeurs en fonction des nouvelles variables w, v^ et le produit dxdy par |A| du dv. Quant au nouveau cliamp d'intégration, nous avons expliqué comment on le détermine.
Pour trouver entre quelles limites doivent être effectuées les intégrations qui donnent la valeur de la nouvelle intégrale double, il est en général inutile de tracer le contour C| du nouveau champ d'intégration A|. Considérons, en effet, w et r comme un système de coordonnées curvilignes; lorsque, dans les formules (16), on attribue à l'une des variables «/, r, une valeur constante, et qu'on fait varier l'autre, on obtient deux familles de courbes u = consl., V := const. D'après les hypothèses faites sur les formules (16), par
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chaque poinl de la région A il passe une courbe et une seule de chacune des deux familles. Supposons, pour fixer les idées, qu'une courbe c^^^iconsl. renconlre le contour C en deux points seulement M|, Ma, correspondant aux valeurs w,, w^ de //(wi-C^Wj) et que toutes les courbes (v) rencontrant le contour G sont comprises entre les deux courbes ç z^ cij i> ^= b (a <" b). Alors, si l'on intègre d'abord par rapport k u, ç restant constant, on doit faire varier u de W| k U2 {u^ et U2 sont en général des fonctions de ç) et intégrer ensuite le résultat entre les limites a et b.
Fig. 27.
L'intégrale double cherchée a donc pour expression
f dv f 'f[/(m, V), ^{u, ç)]\\\dudv.
Un changement de variables revient au fond à décomposer le champ d'intégration en régions infiniment petites par les deux systèmes de courbes [u) et (i^). Soit w l'aire du quadrilatère curviligne limité par les courbes (w), (u -\- du), (r), (t'-rrfv'), où du et dv sont positifs; à ce quadrilatère correspond, sur le plan (m, v), un rectangle de côtés du et dv. On a donc, d'après la formule (17), tûz= 'A(Ç,r|)| du dv, Ç étant compris entre uel u-h du, 71 entre i^ et ^^^dç. L'expression |A(£/, v)^dudv s'appelle Vêlement d^ aire dans le système de coordonnées (w, r). La valeur exacte de a> est w = ||A(w, i^)! -|- ej dudv, e étant infiniment petit en même temps que du et ds^. Mais, quand on cherche la limite
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de la somme SF(a?, y)w, on peut négliger e; en effet, A(e/, ç) étant une fonction continue, on peut supposer les courbes (a) et (v) assez rapprochées pour que tous les e soient moindres en valeur absolue que tout nombre positif donné et, par conséquent, pour que la somme SF(a:, y)zdudv soit elle-même plus petite en valeur absolue que tout nombre positif.
129. Exemples : i° Coordonnées polaires, — Supposons que l'on passe des coordonnées rectangulaires aux coordonnées polaires. On a ^==pcosio, j)^ = psina), et Ton obtient tous les points du plan en faisant varier p de zéro à + oo, et w de zéro à 27î. On trouve A = p, de sorte que Télément d'aire est p dtù dp, comme la Géométrie le montre sans peine. Supposons d'abord qu'il s'agisse d'évaluer une intégrale double dans la portion du plan limitée par un arc AB qui n'est rencontré qu'en un point par une demi-droite issue de l'origine, et parles deux droites OA, OB faisant avec Ox des angles an, o>a {/ig- 17? p- 21 3). Soit R =y*(to) l'équation de l'arc AB; o> étant compris entre co, et o>2, p peut varier de zéro à R, et l'intégrale double de /{Xy y) a pour valeur
.(Dt
f dîM I f {p cosu) y p s\thù)p dp.
tu. *'^0
Si l'arc AB forme une courbe fermée comprenant l'origine à son intérieur, on prendra io< ^^ o, (02= 2 7r. Tout champ d'intégration peut être décomposé en plusieurs régions telles que la précédente. Supposons, par exemple, que le contour C soit une courbe fermée convexe laissant l'origine à l'extérieur. Soient OA et OB les tangentes menées par l'origine à ce contour, R, ^/^(to), B.2=^/2{^) les équations des deux arcs de courbe ANB, AMB. Pour une valeur donnée de to, comprise entre tO| et 102, p peut varier de R| à R2, et l'on a pour valeur de l'intégrale double
f rf(o / /(p coso), p sina))p û?p. to, */Ri
2° Coordonnées elliptiques, — Considérons une famille de coniques liomofocales
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OÙ X désigne un paramètre arbitraire. Par tout point du plan passent deux coniques de cette espèce, une ellipse et une hyperbole, car l'équation (19) a, quels que soient x et y^ une racine X supérieure à c*, et une racine positive fx, inférieure à c'. De la relation (19) et de la relation analogue, où X est remplacé par fx, on tire
v/(X — c«)(c«- (iT)
(olfjilc«£X).
pour éviter toute ambiguïté, nous ne considérons que la région du plan
Fig. a8.
or*-+ r -—3
des xy située dans l'angle xOy. Cette région correspond, point par point, d'une façon univoque, à la région du plan (X, \l) limitée par les droites
X = C', IJL = O, fJt = c*.
Lorsque le point (X, |ji) décrit le contour de cette région dans le sens indiqué par les flèches, les formules (20) montrent que le point {x^ y) décrit les deux axes Oar, Oy dans le sens indiqué par les flèches. La correspondance est donc inverse; c'est ce que l'on vérifie en calculant A,
D(x, \l) ~~ 4 /xjr(x"-~^«)rc2"
130. Changement de variables: deuxième méthode. — Nous allons établir la formule générale (18) par une autre méthode, qui s'appuie uniquement sur la façon même dont on calcule une intégrale double. Nous conservons, bien entendu, les hypothèses faites au début sur la correspondance entre les points des deux régions A, A|. Observons d'abord que, si la formule est vraie pour deux transformations particulières,
y = o(a, i»), ç=^oi{u\ v'), elle est vraie pour la transformation obtenue en les effectuant
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successivement; cela résulte de la propriété connue des détermi nants fonctionnels (n** 30)
De même, si la formule est vraie pour plusieurs régions, A, B, C, . . • , L, auxquelles correspondent des régions A| , B| , Ci , . . . , Li , elle est vraie aussi pour la région A-+-B-|-G-i-.. . -f-L. Enfin, la formule est vraie si le changement de variables se réduit à une transformation de coordonnées
X = aTo-hây'cosa — j^'sina, y =^o -l-a?'sina -i-j^'cosa;
on a A == I , et les deux intégrales sont égales
f f F(x,y)dxdy= I f ¥(xo-^ x'cos ol— y' s'in a, y o-^^' ^'m a -r- y cos a) dx' dy\
car elles représentent un même volume.
Cela posé, nous allons d'abord démontrer la formule pour la transformation particulière
qui fait correspondre à la région Â une région A' comprise entre les mêmes parallèles à O^, y^^y^^ y=^y^^ Nous supposons
Fig. 29.
l^oy^
JC
qu'à tout point de A ne correspond qu'un point de A' et inversement. Si une parallèle à Ox ne rencontre le contour C de A qu'en deux points, il en sera de même du contour C de A'. Aux deux points mo et m^ d'ordonnée^ du contour C, correspondent deux
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points /n^ et m\ du contour G'. Mais il peut se présenter deux cas suivant que la correspondance est directe ou inverse. Pour distinguer les deux cas, remarquons que, si ^, est positif, x croît avec a-^^ les points m^ et /ni, m^ et m\ sont disposés comme '^ fig' 29 l'indique, et la correspondance est directe. Au contraire, si -?; était négatif, la correspondance serait inverse.
Prenons le premier cas, et soient Xq^ x^^ x'^, x\ les abscisses des points /Wq, /Wi, m^, m\. On a, en appliquant la formule du changement de variable dans une intégrale simple.
f''F(x,y)dx==f''F[^{x\y),y]^,dx\
y et y étant considérés comme constant*; et, par suite,
J'/dyJ V(:r,7 ^b; = f ' dy j'' F[^{x\ y\ y]^^, dx'. Mais le jacobien A se réduit ici à j^ et la formule précédente peut
dx' S'écrire
f Ç V{x,y)dxdy= f f Fl^(x\y),y]\l\dx'dy.
La formule se démontre de la même façon si ^^ est négatif et
s'étend évidemment à une région limitée par un contour de forme quelconque.
On établira tout pareillement qu'en posant
(22) x = x\ y = ^{^\y)i on a la formule
f fF{x,y dxay= f f F[x', ^{x\ y)]\\\dx'dy,
le nouveau champ d'intégration A' correspondanl point par point à la région A.
Considérons maintenant les formules générales de transformation
(23) ir=/(a:i,7i), jr =/i(a'i, 71),
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et, pour plus de clarté, désignous par (^, y), (^i, y^) les coordonnées de deux points correspondants m, Mi, par rapport à un même système d'axes. Soient A, A| les régions correspondantes limitées par les contours C, C|. Si, aux deux points m, M|, on associe un point m' de coordonnées x'= X|, y=yy ce point m' décrit une région auxiliaire A', et nous supposerons d'abord qu'elle correspond point par point à chacune des régions A, A| . Entre les six coordonnées ^, y, ^n ^n ^\ y\ ^^ a les quatre relations
on en tire d'abord
ce qui définit une transformation de la forme (22). De la relation ^ =/, (a;', y,) on tire ensuite y« = 7r(x', y), et par suite
La transformation considérée (28) résulte donc des deux transformations particulières (24) et (26), auxquelles s'applique la formule générale. Elle s'applique donc aussi à la transformation (28) ellemême.
Remarque. — Nous avons supposé que la région décrite par le point m' correspondait point par point à chacune des aires A, A^ On peut toujours supposer qu'il en est ainsi. En effet, considérons les courbes de la région A| qui correspondent aux droites de A parallèles à Ox. Si ces courbes ne sont rencontrées qu'en un point par une parallèle à Oy il est clair qu'à un point m de A ne correspondra qu'un point m' de A'. Il suffira donc de partager l'aire A| en régions assez petites pour que, dans chacune d'elles, la condition soit satisfaite. Si ces courbes étaient des parallèles à Oy, on commencerait par effectuer sur (xi, y^) une transformation de coordonnées.
131. Aire d'une surface courbe. — Soit S une portion de surface courbe, sans points singuliers, limitée par un contour F. Imaginons qu'on décompose S en portions plus petites d'une façon arbitraire. Soit Si une de ces portions, limitée par un contour yô et nii un point de 5/. Menons le plan tangent en m,- à la surface S,
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€l supposons la portion Si assez petite pour qu'une perpendiculaire à ce plan ne la rencontre qu'en un point. La courbe yi se projette sur ce plan suivant une courbe y^ et nous désignerons par 7i Taire de la portion du plan tangent intérieure à y^, région qui est la projection de Si. La somme S^i tend vers une limite lorsque le nombre des portions 5| augmente indéfiniment, chacune de ces régions devenant infiniment petite dans toutes ses dimensions. C'est cette limite qu'on appelle Valre de la portion de surface S.
Soient Xj y y s les coordonnées rectangulaires d'un point de S ; nous supposerons ces coordonnées exprimées en fonction de deux paramètres variables a et r,
de telle façon que la portion de surface S corresponde point par point à la région R du plan (w, (^) limitée par un contour fermé G. Nous admettrons que les fonctions/, îp, ^, ainsi que leurs dérivées partielles, sont continues dans cette région; R étant décomposée en parties plus petites, soit r/ une de ces parties, limitée par un contour c/, et o>|- l'aire de r/. A la région n correspond sur S une portion Si limitée par un contour y/; soit <t,- l'aire plane correspondante que nous venons de définir. Nous allons chercher une expression du rapport — •
Désignons par a/, P/, y/ les cosinus directeurs de la normale à la surface S en un point /w, (j?/, j^/, Zi) de 5|, qui correspond à un point («1, Vi) de r/; le plan tangent en ce point a pour équation
a/(X — ar/) -t- p/(Y - j/) -i- y/(Z - Zi) = o.
IjSl perpendiculaire à ce plan menée par un point M{Xy y^ z) du contour y, a de même pour équations
et la projection M' du point M sur le plan tangent en m/ a pour coordonnées
i X = a:( ?,?-+- Y?) -3t/P/j — a/Yi- -i- a/(a/r/-4- ^/^/-l- Y/-/), I. Z = — %i^ix — ^i^iy -h (a? -f- p? z — ^i(cciXi-{- p/^/-+- Yi-/)-
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Supposons, pour fixer les idées, que le plan tangent en mi ne soît pas parallèle à Taxe des z. L^aire plane ^i se projette sur le plan des xy suivant une aire plane <t), et l'on a la relation o"^= a"||Yi|. Quand le point (m, v) décrit le contour fermé c/, le point (X, Y) décrit, dans le plan xOy, le contour de l'aire plane <t|, et l'on a, comme le montre un calcul facile,
En appliquant la formule générale (17), on parvient donc à la relation
u\^ ç\ étant les coordonnées d'un point du plan (w, ^) de la région r,-. Si cette région est très petite, ce point (w|, v]) est très voisin du point (w/, vi) et l'on peut écrire
8 étant au plus égal à un en valeur absolue. Puisque les dérivées des fonctions /, îp, if sont continues dans la région R, on peut supposer les régions r/ assez petites pour que toutes les quantités e/, e), z] soient moindres qu'un nombre positif arbitraire tj. Le terme complémentaire sera certainement moindre en valeur absolue que Sv^Û, en désignant par Q l'aire de la région R. Ce terme tend donc vers zéro, et la somme Sa-| a pour limite l'intégrale double
dudv,
a, p, Y étant les cosinus directeurs de la normale à la surface S au point (?/, v).
Calculons ces cosinus. L'équation du plan tangent est (n** 39)
(^-^> DÔT^ -^ (^-^) D(^ir^ -^^^^ ^) DÔI^
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on a donc
Si l'on prend le signe -+• dans le dernier rapport, il vient
une identité célèbre employée par Lagrange
(ab'— ba'y-^^bc*-- c6')*-H (ca'— ac'y
= (a«-i-6*-Hc«)(a'*-h 6'*H-c'*) — (aa'-h 66'-+- ce')*
permet encore d'écrire la quantité sous le radical EG — F^, en posant
E = s/'— V, F = S— ^*^, G = S(^— V, \àu/ ' du dv* \ài>/ ^
OÙ le signe S indique qu'il faut remplacer x par j^, puis par z, et faire la somme. L'aire de la surface S est donc représentée par l'intégrale double
(28) A = r r /EG - F« du di^.
Les fonctions E, F, G jouent un rôle important dans l'étude des surfaces. Si l'on élève au carré les expressions de dx^ dy^ dz et qu'on les ajoute, il vient
(29) ds'^ = dx^-hdy^-^- dz^ = Edu^'-\-2Fdu dv H- Gdv^,
Il est clair que les coefficients E, F, G ne dépendent pas du choix des axes de coordonnées, mais seulement de la surface S et des variables indépendantes w et i' que l'on a prises. Si les variables u, r, et la surface S sont réelles, EG — F^ est nécessairement positif.
132. Élément de surface. — L'expression y/EG — F^ du dç est l'élément d'aire de la surface S dans le système de coordonnées (tt, v). L'aire de la petite portion de surface comprise entre les courbes (a), (w-i-rfw), (t^), {v -\- dv) a pour valeur exacte
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(y/EG — F^ -f- e) du dv^ e étant infiniment petit en même temps que du et rfp, et Ton voit comme plus haut qu'on peut négliger le terme tdudv. Quelques considérations de Géométrie infinitésimale permettent de retrouver aisément la valeur de l'élément d'aire . En efiet, si nous assimilons la portion de surface considérée à un parallélogramme situé dans le plan tangent à S au point (e^, v)^ Paire sera égale au produit des longueurs des deux côtés par le sinus de l'angle des deux courbes (m) et (p). Si l'on confond de même l'accroissement de l'arc avec la difl<érentielle ds^ les longueurs des côtés seront, d'après la formule (29), \/Êdu^ y/ôdv^ en supposant du et d{f positifs. Quant à l'angle a des deux courbes, les paramètres directeurs des tangentes à ces courbes sont
dx dy dz dx dy dz ^
respectivement ^-> -/-i 3-, et
* ntt. fit t. nu
dv dv dv '
on a donc
ç, dx dx du dv
[/mVRtï "^
et, par suite, sina = - — — • En faisant le produit, on retrouve
y KG
bien l'expression de l'élément d'aire. On peut remarquer, sur la formule qui donne cosa, que le coefficient F = o lorsque les deux familles de courbes u et ((^) forment un réseau orthogonal, et dans ce cas seulement.
Lorsque la surface S se réduit à un plan, on retrouve ta valeur obtenue plus Aaw/(n®128). En effet, sil'on suppose ^{u, <^) = o, on a
F^f^'^y^f^A' ^^àxdx dydy n_(à^y.{àyy
et la règle pour former le carré d'un déterminant donne
dx dx du dç
dy dy du dv
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Exemples^ — i** Soit à trouver Taire d^une portion de surface représentée par Téquation z=f{x^ y)^ qui se projette sur le plan xO^ suivant une région R où la fonction /(^, y) et ses déri^
vées p:r=. J- et q = j- sont continues. En prenant :r et ^ pour
variables indépendantes, on a E = i +/?*, F = pq, G = i -h ^r^, et Taire cherchée est représentée par l'intégrale double
(3o) X^f f y/i-^p^^q^dxdy^ f f^^.
Y désignant Tangle aigu que fait avec 0^ la normale à la surface. 2® Soit à calculer Taire d'une portion de surface de révolution comprise entre deux parallèles. Prenons pour axe des z Taxe de la surface, et soit z=f[x) Téquation de la méridienne dans le plan des xz. Les coordonnées d*iin point de la surface sont
ar = pcos(o, ^ = psint«), z=f{p),
en prenant pour variables indépendantes les coordonnées polaires p et (i> de la projection sur le plan xOy. On a ici
É?5«= C?p»[l4-/'«(p)]-+-p«^co«, E = i-h/'«(p), F=o, G = p«.
Pour obtenir la portion de surface comprise entre les deux parallèles de rayon pi et p2(pi<;p2)> il faut évidemment faire varier p de pi à pa et to de zéro à 9.tz, On a donc, pour Taire cherchée,
X = r d^ f p v/i-h/'«(p)c?a) = air r p v/n-/'H?) «^?» »/p, Jo *^pi
et Ton a une seule quadrature à effectuer. En désignant par s Tare de la méridienne, on a
ûf5«= C?p«-4- dz^ = dp^[\ -h/'«(p)],
et la formule précédente peut s'écrire
, = I 2:rp ds.
L'interprétation géométrique est immédiate; arcp ds est la sur-
face latérale d'un tronc de cône dont le côté serait ds et dont la circonférence moyenne aurait pour rayon p. En assimilant Taire comprise entre deux parallèles infiniment voisins à Taire latérale d'un tronc de cône, on retrouve précisément la formule qui donne X.
Par exemple, l'aire de la calotte d'un para bol oïde de révolution, engendré par la rotation de la parabole x^ = 2/7 5, comprise entre le sommet et le parallèle de rayon r, a pour valeur
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133. Intégrales où le champ est infini ou la fonction discontinue. — .Soity*(^,^) une fonction continue dans toute la portion du plan extérieure à une courbe fermée F. L'intégrale double de f{oc^y)^ prise dans la région comprise entre F et^une autre courbe fermée G extérieure à F, a une valeur finie. Si cette intégrale tend vers une limite lorsque la courbe C s'éloigne indéfiniment dans tous les sens, cette limite est, par définition, l'intégrale double de /(a:, j) étendue à la région du plan extérieure à F.
Supposons d'abord que la fonction f{x^ y) conserve un signe constant à Textérieur de F, par exemple soit positive. Dans ce cas, la limite de l'intégrale double est indépendante de la forme delà courbe limite G. Soient en effet G|, Ga, • . ., G,i, . . ., une suite de courbes fermées s'enveloppant mutuellement, de telle façon que G« s'éloigne indéfiniment lorsque n croît indéfiniment. Si l'intégrale double I,/ étendue à la région comprise entre F et C/j tend vers une limite I, il en sera de même pour toute autre suite de courbes G',, G!,, . . . , G^, . . . , satisfaisant aux mêmes conditions. Soit r^ l'intégrale double étendue à la région comprise entre F et G^^; on peut choisir n assez grand pour que la courbe G/, soit tout entière extérieure à G^^, On aura donc r^^<;I/i<'- D'ailleurs \'^ augmente avec m\ elle a donc une limite T^I- ^^ démontrerait de même que Ton a I <!'. Par conséquent, les deux limites sont égales 1'= 1.
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Par exemple, soity*(j:, ^) une fonction qui, à rextérieur d'un cercle de rajon r ajant pour centre Torigine, est de la forme
le numérateur ^(^, y) restant compris entre deux nombres positifs m et M. Prenons pour les courbes C des circonférences concentriques à la première. L'intégrale double, étendue à la couronne circulaire comprise entre les deux cercles de rayon r et R a pour expression
/^'^ . r'^<{;(pcosfa), psinfa))pe/p
elle est donc comprise entre les deux intégrales
Cette intégrale a une limite lorsque R augmente indéfiniment/ pourvu que l'on ait 2a — i > i, ou a> i (n** 90). Elle augmente indéfiniment avec R, si a est ^i.
Lorsqu'on ne peut trouver aucune courbe fermée à l'extérieur de laquelle la fonction /(x, y) conserve un signe constant, on démontre comme plus haut (n° 89) que l'intégrale / f f{x^y)dxdy a une limite lorsque l'intégrale / / |/(-2:,y)| dx dy a elle-même
une limite. Mais, lorsque cette dernière intégrale augmente indéfiniment, la première intégrale est indéterminée. En voici un exemple intéressant, dû à Cajlej. Soit /(a:, ^):= sin(.r--f-JK^); si nous intégrons d'abord à l'intérieur d'un carré de côté a, nous trouvons pour l'intégrale double
Jf dx I sin{x^'^y^) dy
= / sinx^dxx I cos y* dy -h j cosx^dxx j sïny^dy, «/o */o t/0 «^0
Lorsque a augmente indéfiniment, les intégrales qui figurent au second membre ont une limite (n° 91). On démontre que cette
limite est égale àl/-> et le second membre a pour limite tz. Au
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contraire, si l'on intègre à l'intérieur d'un cercle de rayon R, on a pour l'intégrale double
Jr* r^ it R it
f doi I psïnp^dp = — [cosp«] = . [i — cosR*j, 0 t/o 4 <> 4
et le second membre est indéterminé lorsque R croit indéfiniment.
On définira de la même façon l'intégrale double d'une fonction/(a:, y) qui deviendrait infinie en un point ou tout le long d'une ligne. Pour cela, on commencera par enlever le point ou la ligne du champ d'intégration en les entourant d'un contour très petit, ou très voisin de la ligne de discontinuité, que l'on fera ensuite diminuer indéfiniment. Par exemple, lorsque, dans le voisinage d'un point (a, 6), la fonction /(^,y) peut s'écrire
OÙ la valeur absolue de ^(^, y) est comprise entre deux nombres positifs m et M, l'intégrale double de /(.r, y), dans une région qui ne contient pas d'autre discontinuité que le point (a, b), a une valeur finie pourvu que a soit inférieur à un, et dans ce cas seulement.
134. La fonction B(/>, q). — On a supposé plus haut que le contour C« s'éloignait indéfiniment dans toutes les directions; mais il est évident que Ton peut aussi supposer qu'une portion seulement de ce contour s'éloigne à l'infini. C'est ce qui a lieu dans l'exemple cité de Gayley, et aussi dans le suivant. Soit
où l'on suppose /? > o, ^ > o; celle fonction est continue et positive dans l'angle xOy. Si nous intégrons d'abord à l'intérieur du carré de côté a, formé par les axes et les droites a? = a, ^ = a, on a pour valeur de l'intégrale double
Jr 2X^P-^e-^*dxx f ly^^-^e-y' dy;
chacune des intégrales du second membre a une limite lorsque a augmente indéfiniment. En effet, si, dans l'intégrale qui définit la fonction T(p) (n*9î)
^P-1 C-< dty
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on pose t = a?', il vient
(3i) T(j>)= I 2x^P-ie-^*dx,
L'intégrale double a donc pour limite le produit T(p)T(q).
Intégrons maintenant à l'intérieur d'un quart de cercle limité par les axes et le cercle a7*-H^' = R*; nous avons pour Tintégrale double, en coordonnées polaires,
/^p^^p-^ç^-^e-P^ dp X I 2C0s*P-*<psin*^-»<prfîp.
Lorsque R augmente indéfiniment^ Tiotégrale double a donc pour limite
en posant
(32) B(/>, g)= / 2cos*P-*<p sin'7->o c?o;
en écrivant que ces deux limites sont les mêmes, on a la relation
L'intégrale B(/?, q) est l'intégrale eulérienne de première espèce; on peut encore l'écrire, en posant sin*çp = r,
B{p,q)=f'^''''(^-nP-'dL
La formule (33) ramène le calcul de la fonction B(p, q) à celui de la fonction T. Si l'on y fait, par exemple, p = q = -, \\ vient
et par suite rf - j = \/t:. La formule (3i) donne alors
D'une façon générale, en faisant Ç =i — p et supposant p compris entre o et i , on a
r{pmi-p) = B(p,,-p)=j\!-^y''^l-;
on verra plus tard que cette inléffrale a pour valeur . •
^ ^ o I sinpr.
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133. Intégrales de surface. — La définilioii des intégrales de surface est analogue à celle des intégrales curvilignes. Soit S une portion de surface limitée par une ou plusieurs courbes limites C. Nous supposerons que cette surface présente deux côtés distincts, que si Ton peint, par exemple, un des côtés en rouge, l'autre en bleu, il est impossible de passer du côté rouge au côté bleu par un chemin continu situé sur la surface sans fraTichir une des courbes limites (*). Regardons la surface S comme une surface matérielle ayant une certaine épaisseur et soient m, m' deux points infiniment voisins, pris sur deux côtés différents. Menons au point m la normale mn qui ne traverse pas la surface; on dira, pour abréger, que la direction ainsi définie sur la normale correspond à ce côté de la surface. La direction de la normale à l'autre côté de la surface au point m' sera opposée à la première.
Cela posé, soit >5 = çp(;r, y) l'équation d'une portion de surface S, limitée par un contour F, qui n'est rencontrée qu'en un point au plus par une parallèle à Oz\ la fonction ç(x, ^)est continue à l'intérieur d'une région A limitée par un contour C qui est la projection de T. Il est évident que cette surface S présente deux côtés; les directions correspondantes de la normale font respectivement avec Oz un angle aigu ou un angle obtus; nous appellerons côté supérieur celui pour lequel la normale fait un angle aigu avec O2. Soit, d'autre part, P(a7, y^ z) une fonction continue des trois variables a?, y^ z dans une certaine région de l'espace renfermant la surface S. Si l'on y remplace z par la fonction ^{x^y), le résultat est une certaine fonction des deux variables x et y seulement et il est naturel, par analogie avec les intégrales curvilignes, d'appeler intégrale de surface l'intégrale double
(35) f ( V[x,y,^{x,y)]dxdy,
étendue à la région (A) du plan. Imaginons les coordonnées (ar, y^ z) d'un point de S exprimées au moyen de deux variables auxiliaires m et t^ de façon que cette surface corresponde point par point d'une façon univoque à une portion R du plan (w, v). Soient d<3 l'élément de surface S et 7 l'angle aigu que fait avec 0-s la normale au côté supérieur de S; l'intégrale double précédente est égale {voir n°* 131, 132) à l'intégrale double
(36) / / P(ar, y, z)cos^d:^,
où l'on suppose x^y^ z exprimées en fonction de u et de p. Cette nouvelle expression est plus générale que la première, car cosy est susceptible de
(') Il est très facile de former une surface ne satisfaisant pas à celte condition. Il n*y a qu'à déformer une feuille de papier rectangulaire, telle queABCD, de façon à coller le côté BC sur le côté AD, le point C venant en A et le point B en D.
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prendre deux valeurs, suivant le côté de la surface que l'on considère. Dans le cas considéré jusqu'ici, où Tangle y <^st aigu, nous dirons que rinlégrale double (35) ou (36) est l'intégrale de surface
(3/) ff^(^>y,^)dxdy,
étendue au côté supérieur de la surface S. Mais si Ton prend pour y l'angle obtus^ tous les éléments de l'intégrale double seront changés de signe et Ton dira que la nouvelle intégrale double représente l'intégrale de
surface / j P dx dy étendue au côté inférieur de S. En résumé, l'intégrale de surface / / P dx dy est égale à zh l'intégrale double (35), suivant le côté de la surface S sur lequel on la prend.
Cette définition permet de compléter l'analogie entre les intégrales simples et les intégrales doubles. Ainsi, dans une intégrale simple, on change le signe en renversant les limites, tandis que jusqu'ici nous n'avons rien vu d'analogue pour les intégrales doubles. Avec la définition généra-
hsée d'intégrale double, on peut dire que l'intégrale / / /{^^ y) dx dyj
que nous avons étudiée jusqu'ici, est l'intégrale de surface étendue au côté supérieur du plan des xy, tandis que la même intégrale changée de signe représente l'intégrale double prise sur le côté inférieur. Aux deux sens de parcours pour une intégrale simple correspondent les deux côtés du plan des xy pour une intégrale double.
L'expression (36) d'une intégrale de surface n'exige pas évidemment que la surface ne soit rencontrée qu'en un point au plus par une parallèle à Oz. On définira de la même façon les intégrales de surface
jjQ.{^,yy^)dydz, JJï{(x,y,z)dxdz,
et l'intégrale plus générale
P(rr, y, z) dx dy -h Q(^, y. z) dy dz -\- K{x, j, z)dz dx\
cette dernière peut encore s'écrire
[P cosy -i- Q cosa -h R cos p J d^^
ff'
if^
2j 3, Y désignant les angles que fait avec les axes la direction de la normale qui correspond au côté choisi sur la surface.
Les intégrales de surface sont surtout utiles en Physique mathématique.
136. Formule de Stokes. — Soit L une courbe gauche, le long de laquelle les fonctions P(Xjy, z), Q(a?, j^, ^), R(:r, y, z) sont continues.
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L'intégrale curviligne
prise le long de L, se définit comme une intégrale curviligne prise le long d'une courbe plane (n° 93), et nous n'y reviendrons pas. Si la courbe L est fermée, elle se décompose évidemment en trois intégrales curvilignes prises le long de courbes planes fermées. En appliquant à chacune d'elles la formule de Green, on voit qu'on peut remplacer cette intégrale curviligne par la somme de trois intégrales doubles. L'introduction des intégrales de surface permet d'énoncer très simplement le résultat.
Étant donnée une portion de surface S ayant deux côtés, que nous supposerons, pour fixer les idées, limitée par une seule courbe F, à chaque côté de la surface correspond un sens de parcours direct sur le contour F. Nous ferons la convention suivante : En un point M du contour menons la direction M n de la normale qui correspond au côté considéré, et imaginons un observateur ayant les pieds en M et la tète en n. Nous appellerons sens direct le sens dans lequel cet observateur doit décrire T pour avoir à sa gauche la surface S. Aux deux côtés de la surface S correspondent deux sens directs opposés sur le contour T.
Gela posé, considérons d'abord une portion de surface S qui n'est rencontrée qu'en un point au plus par une parallèle à O^ et supposons le trièdre Oxyz ayant la disposition indiquée par \a Jig. 3o.
Fig. 3o.
Au contour F de S correspond un contour fermé G sur le plan des a*/, et ces deux contours sont décrits en même temps dans le sens indiqué par les flèches. Désignons par P(ar, y, z) une fonction continue dans une portion de l'espace renfermant S et par z = p(ir, j) l'équation de cette
surface. L'intégrale curviligne / P(a7, r, z) dx est identique à l'inté-
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grale curyiligne
prise le long de la courbe plane G. Appliquons à celte dernière la formule de Green (n^ 126) en posant, pour plus de précision,
On a
àP(XyX) _dP ^^__^_^ cosp
dy "~ ^/ ^* ^y ~ ^y ^^ cosY
en appelant a, p, y 1^^ angles que fait avec les axes la direction de la normale correspondant au côté supérieur de S, et la formule de Green donne
l'intégrale double étant étendue à la région A du plan intérieure au contour C. Le second membre n'est autre chose que l'intégrale de surface
prise sur le côté supérieur de S, et nous pouvons écrire
Jf P(Xj y, z) dx =^ I I —dzdx — -dxdy, (D J */,s) ^^ ^y
La formule subsiste évidemment quand on change le côté de la surface, pourvu qu'on change en même temps le sens du parcours de F, et elle s'étend comme la formule de Green à une surface de forme quelconque. En permutant circulairement x^ y^ z, on a deux formules toutes pareilles
Jf R(x,y.z)dz—I I -— dy dz dxdz:
en les ajoutant, on parvient à la formule générale de Stokes / ^{^^yf^)dx^(l{x,y, z)dy-^ ^{-^.y, z)dz
Le sens de parcours du contour (F) et le côté de la surface auquel on étend l'intégrale double se correspondent, comme nous l'avons indiqué.
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137. Calcul des volumes. — (Considérons, comme plus haut, une portion de Tespace limitée par une surface S située au-dessus du plan xOy, ce plan lui-même et un cylindre ayant les génératrices parallèles à 0-s; nous supposerons que la section par le plan 5 := o est un contour tel que celui de \dijîg. 2 5 formé de deux parallèles à Taxe Oy et de deux arcs de courbe APB, A'QB'. Si z=zf{x^y) est Péquation de la surface S, le volume ainsi limité a pour expression (n« 124)
y^ f dx f 'f{x,y)dr.
J{xy y) dy représente l'aire X de la section /.
faite dans ce volume par un plan parallèle au plan des yz^ et la
formule précédente peut s'écrire
: 1 A» dx.
Or un volume limité d'une façon quelconque est égal à la somme algébrique d'un certain nombre de volumes limités comme le précédent. Par exemple, pour évaluer le volume limité par une surface fermée convexe, on peut circonscrire à cette surface un cylindre ayant ses génératrices parallèles à O5, et l'on aura à calculer la différence de deux volumes tels que le premier. La formule (39) s'applique donc à tout volume compris entre deux plans parallèles x =^ a^ x =^ b {a <C b) et une surface de forme quelconque, X désignant l'aire de la section faite dans ce volume par un plan parallèle aux premiers. Supposons l'intervalle (a, b) décomposé en intervalles plus petits a, x^^ X2, • . ., ^/i_i, b, et soient ol>o, Xi^ . . ., A/, . . ., les aires des sections correspondant
aux plans x = a^ x = Xt^ .... L'intégrale définie / X dx est la limite de la somme
el)o(a:'i — a) 4- Xiixt— Xi) -+-. . .-\- Xi^i{Xi— iF/-i). . .,
IV. — APPLICATIONS ANALYTIQUES BT GÉOMÉTRIQUES
dont la signification géométrique est évidente, car Xi_i (xi — X|-|), par exemple, représente le volume d^une tranche cylindrique ayant pour base la section faite par le plan x = jr/.i, et pour hauteur la distance des deux plans voisins. Le volume cherché est donc la limite d'une somme de tranches cylindriques infiniment minces, définies comme la précédente; ce qui est bien conforme à la notion vulgaire du volume.
Si l'on connaît l'expression de l'aire X en fonction de x^ le volume cherché s'obtient par une seule quadrature. Supposons, par exemple, qu'on veuille avoir le volume compris entre une surface de révolution et deux plans perpendiculaires à Taxe. Cet axe étant pris pour axe des x^ soit z =zf(^x) l'équation de la méridienne dans le plan des xz, la section par un plan parallèle au plan des yz est un cercle de rayon /(j:) et le volume cherché
a pour expression ir / [/{x)ydx.
Cherchons encore le volume de l'ellipsoïde
compris entre les deux plans x = j:©? *r = X. La section par un plan parallèle à jt = o est une ellipse dont les demi-axes sont
égaux à bK/ \ j» ^\/' — ~i^ ^" ^ donc pour le volume
cherché
Pour avoir le volume total, il suffira de prendre ^o== — ^j X = a, ce qui donne ^ izabc.
138. Volome limité par une surface réglée. — Lorsque l'aire X est une fonction entière et du second degré de ar, le volume s'exprime très simplement au moyen des aires B, B', b des deux sections extrêmes et de la section moyenne, et de la distance h des deux sections extrêmes. Si l'on prend le plan de la section moyenne pour plan des^>3, on a
V= / {lx^-\-imx '\- n)dx = il -- -\-ina\
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d'autre part, on a, A = 2a, b = n, B = /a* + a ma 4- /i, B'= /a* — ima-hn,
et l'on en tire n = 6, a = -y a /a* = B -h B' — 26, ce qui conduit à la formule
Cette formule s'applique en particulier au volume limité par deux plans parallèles et une surface réglée quelconque. Soient, en effet, j = ax-hp, z = bx -^ qles équations d'une droite mobile où a, 6, /?, q sont des fonctions continues d'un paramètre variable, qui reviennent à leurs valeurs initiales lorsque t croît de f© à T. Cette droite décrit une surface réglée et l'aire de la section faite dans cette surface par un plan parallèle au plan a? ^ o a pour expression (n* 94)
JU = / {ax-^-p){b'x-^ q')dty
a\ h\ p\ q' étant les dérivées de a, 6,/), q par rapport à t\ ces dérivées peuvent être discontinues pour un nombre fini de valeurs de t entre /o et T, ce qui arrivera si la surface réglée se compose de plusieurs morceaux de surfaces distinctes. Nous pouvons encore écrire
ab'dt-^x I (aq' -h pb' ) dl -^ 1 pq'dty «0 * '0 '•
et les intégrales qui figurent dans le second membre sont évidemment indépendantes de x. La formule (40) est donc applicable au volume cherché; on peut remarquer qu'elle donne la plupart des volumes que l'on calcule en géométrie élémentaire.
139. Problème de Viviani. — Sur un rayon OA d'une sphère de rajon R comme diamètre décrivons un cercle G, et proposons-nous de trouver le volume de la portion de sphère intérieure au cylindre de révolution ayant pour section droite le cercle G. Le centre de la sphère étant pris pour origine, le quart du volume cherché est égal à l'intégrale double
^ =JJs/K^-x^—y^dxdy,
étendue au demi-cercle décrit sur OA comme diamètre. Si nous passons aux coordonnées polaires p, to, l'angle w pourra varier de o à — et p de o
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à R CCS (n, et Ton a encore
ou
Si l'on retranche de la sphère la portion intérieure au cylindre considéré
Fig. Si.
et au cylindre symétrique par rapport à 0^, le volume de la portion restante est égal à
L'aire û de la surface de la sphère intérieure au cylindre précédent est donnée de même par la formule
0 = 4/ j ^i-+-p^-^ q^dx dy\
remplaçons p et q par leurs valeurs et — ^> et passons au\ coor-
données polaires. Il vient
ou encore
Û = 4R« r*(i — sinai)rfa> = 4R«/- -iV Si Ton retranche de la surface totale de la sphère la portion intérieure aux
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deux cylindres, l'aire de la partie restante est égale à
4iiR«~8R«^^— i^ = 8R«.
140. Calcul d'intégrales définies particulières. -— Les dififërenls théorèmes qui oot été établis, tels que les théorèmes sur la diflTé-
rentiation ou l'intégration sous le signe /, permettent quelquefois
de calculer la valeur de certaines intégrales déGnies, sans que Ton connaisse l'intégrale indéfinie. Nous allons en donner quelques exemples.
Soit
A = F(a)= rî^Sil±4^>rf.;
la formule de différentiation sous le signe / donne dk _ log:(i-t-a*) r* xdx
Mais on a, en décomposant en fractions simples,
X _ l / X -h OL °^ \
(i-4- aj:)(i-+-a:») "" 14- a* \i + iF* \-\-olx)
et par suite
J/*« xdx Ioff(n-a*) a f } T7 r: = 7 VT- -^ rarctanga.
[^ (i-l-aa7)(i-+-a7*) 2(i4-a*) i -h a» ^
Il reste donc
dS. a ^ log(i-haî) -7- = — ; — - arctangon ^^ — -',
et, en observant que A est nul pour a = o, on peut écrire
A= / —7^= ~d%-^- I r arctangacfa;
en intégrant par parties la première intégrale, il vient A= -arc langalog(i -h a*).
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Considérons encore la fonction xT ; elle est continue lorsque x varie de o à i, et ^ de a à 6, les deux nombres a et 6 étant positifs. On a donc, d'après la formule générale (n^ l^)»
i dx Ç x7dy — ï dy i xrdx.
Mais I x^dx = ( ) = > et, par conséquent, le
second membre a pour valeur
Ja y-^' ^V«-HI/
D'autre part, on a aussi / x^djrz=(^—-\ = — , et il
vient
D'une façon générale, soient P(^,^), Q(^, J^) deux fonctions telles que l'on ait-^ = -p> et j:©» "^n^oj^o des constantes. On
a, d'après la formule d'intégration sous le signe / ,
c'est-à-dire
(40 r''[P(^,ri)-P(^,7o)]^^= f '[Q(^i,^)-Q(^o,7)]^7.
Cauchy a déduit de là un grand nombre d'intégrales définies. La formule (4 0 ^^ rattache d'ailleurs de la façon la plus simple à la formule de Green, dont elle n'est au fond qu'un cas particulier. Il suffît, en effet, d'appliquer cette formule à l'intégrale curviligne
/PrfxH- QûÇx, prise le long du contour du rectangle formé par
les droites x = Xq^ x= x^^y =yoî y =yt •
Voici encore un exemple d'intégrale définie calculée par un artifice tout particulier. L'intégrale
F(a)= / log(i — 2acosir-4-a*)ûLr
aune valeur finie pourvu que |a| soit différent de un. Cette fonction F(a) possède les propriétés suivantes ; lo F(— a) = F(a). En effet, on a
F(— a)= / log(i-+-2acosa?-4-a»)dîr,
ou, en changeant x en t — y^
F( — a)= / log(i — aa cosj^H- a*)rf^= F(a).
2° F(a2) = 2F(a). Nous pouvons écrire en effet
OU
2F(a)= / [log(i — aacosiTH- a*) -H Iog(i + 2acosa7-i- a*)] <fj? i/o
= / log(i -— 2a* cos2a?4- a*) d!a?.
Posons 2X=yi il vient
iF(a) = - / log(i — 2a*cosj^-+- a*)c()^-+- - 1 log(i-— 2a« cosj^4- a*)rf/
si dans la dernière intégrale on pose encore y=z2Tz — ^, on trouve
/ log(i — 2a*cos^-H a*)c(^ = / log(i — 2a» cos*-+- a*)rf*
et par suite
De la formule précédente on déduit successivement
Remarquons maintenant que si |a| est inférieur à un, a^ tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment; il en est de même de F(a*"), car le logarithme tend vers zéro. On a donc, si |a| < i,
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Lorsque [a| est supérieur à un, on a, en posant a= g»
= / log(i— 2P cos.r + p*)cte — Tclogp*;
I ^1 ëlant inférieur à un, il reste
F(a) = — irlogP* = irloga*.
L^intégrale définie F (a) est, comme on voit^ une fonction discontinue de a, pour les valeurs a = ± i .
Ui, Valeur approchée de logr(/i -hi). — On peut employer aussi des artifices très variés pour avoir, sinon la valeur exacte^ du moins une valeur approchée d'une intégrale définie. Nous allons en donner un exemple. On a, par définition
la fonction ar'*e-* est maximum pour x = n et sa valeur maximum est n'«e-'». Lorsque x croît de o à n, x^e-' croît de o à /i'»e-"(n >o), et lorsque x croît de n à -H 00, x'^e-^ décroît de /i'»e-'» à o. La fonction n"e-''e—'* croît de même de o à n^e-^ lorsque t croît de — 00 à o, pour décroître ensuite de n^e-» à o, lorsque t croît de o à -+- 00. Nous pouvons donc, en faisant le changement de variable
faire correspondre les valeurs de or et de / de telle façon que, t croissant
de — 00 à -h 00, ar croisse de o à -4- 00.
dx Il nous faut encore calculer -7- • En prenant les dérivées logarithmiques
des deux membres de la formule (4^)) il vient
dx 'itx
dt X — n D'autre part, on a aussi, d'après la formule (4^)t
/* = a? — n — n log ( — ) • Posons, pour faciliter le calcul, a?= /1-4-.5 et développons log (14- - 1
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par la formule de Taylor limitée au second terme; nous trouvons 0 étant compris entre zéro et i. On en tire successivement
et la formule du changement de variable donne, par suite, r(/i -+-!) = an" e-«i/- f e-'V/ -4- î/i^e-» T e-*\i^^)tdt. La première intégrale
Quant à la seconde intégrale, on ne peut la calculer exactement, puisqu'on ne connaît pas 0, mais il est facile d'en trouver une limite. En eiïet, entre — 00 et zéro, tous les éléments sont négatifs; ils sont tous positifs de zéro
à -h 00. D'ailleurs, chacune des intégrales / , / est moindre en valeur
absolue que / te~'*dt = -• Nous pouvons donc écrire
a> étant compris entre — i et -t- 1 .
Si n est un nombre très grand, --== est très petit, et, en prenant pour valeur approchée de r(/H- i),
r(/n-i) = /i«c-«/2/iir,
l'erreur relative est très petite, quoique l'erreur absolue puisse être considérable. En prenant les logarithmes des deux membres de la formule (43), on a aussi
(44) l0gr(/H- 1) = U -+- i j log 71 — 71 -h i l0g(27C) + £,
e étant très petit, lorsque n est très grand. En négligeant e, on a ce qu'on
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appelle la valeur asympto tique de logr(n -4- i). Cette formule est intéressante, parce qu'elle nous fait connaître Tordre de grandeur d'une factorielle.
142. Théorème de d'Alembert ~ La formule d'intégration sous le
signe / s'applique à toute fonction f{x^ y) continue dans le rectangle
d'intégration. Si, en calculant de deux façons différentes l'intégrale double d'une fonction /(a?, y)^ on obtient deux résultats inégaux, on peut donc affirmer que cette fonction est discontinue en un point au moins du champ d'intégration. Gauss a déduit de cette remarque une élégante démonstration du théorème de d'Alembert.
Soit F(z) un polynôme entier en z de degré m, dont nous supposerons, pour fixer les idées, les coefficients réels. En remplaçant z par
p(cosu)-h i sino)),
et séparant les parties réelles et les parties imaginaires, on peut écrire
F(^) = P-^tQ, en posant
P = Vcp*" cos/ntu + Aip'»-* cos(/n — i)a)-h. . ., Q = App'^sin/nw 4- Ajp'"-* sin(/n — 1 )a) -h.. . .
Soit V la fonction arc tang^^; on a
dV ^ ^ d? "^ dp à\ _ ^ du> do)
àp " P»-+-Q2 ' d(o "" P«-+-Q^ '
ei, sans qu'il soit nécessaire de développer le calcul, on voit que la dérivée
, d«V seconde , , est de la forme
opdb}
dîV M
dpdta (PJ-4-Qi)î'
M étant une fonction continue de p et de 10. Cette dérivée seconde ne peut devenir discontinue que pour les systèmes de valeurs (p, a>) qui annulent à la fois P et Q, c'est-à-dire pour les racines de l'équation F(s) = o. Si donc on démontre que les deux intégrales
sont inégales, pour une valeur donnée de R, on peut en conclure que l'équation F(2) = oa au moins une racine de module inférieur à R. Or la
-T — r— tf 0) = -T- I >
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et -p est une fonction périodique de co, de période air. Calculons de même la première intégrale; on a
et un calcul facile montre que -r— est de la forme
^ (7tU
àu) "" A5p2'« -+-...
les termes non écrits étant de degré inférieur à 2 m en p, et le numérateur n'ayant pas de terme indépendant de p. Lorsque p augmente indéfiniment, le second membre a pour limite — /n; on peut donc choisir R assez grand
pour que la valeur de — > pour p = R, soit égale à — m -h e, e étant inférieur à m en valeur absolue. L'intégrale / {— m-^t)dtù est évidcm-
Jq
ment négative et, par conséquent, la première des intégrales (45) ne peut être nulle.
1. En un point quelconque M de la chaînette définie en coordonnées rectangulaires par l'équation
on mène la tangente que l'on prolonge jusqu'à son point de rencontre T avec l'axe Oa?, puis on fait tourner la figure autour de cet axe. Exprimer la différence des aires décrites par l'arc de chaînette AM, A étant le sommet de la chaînette, et par la tangente MT : 1* en fonction de l'abscisse du point M ; 2* en fonction de l'abscisse du point T.
[Licence : Paris, 1880.]
2. Soient Ox, Oy, Oz trois axes rectangulaires. Une surface réglée est engendrée de la manière suivante : le plan zOA tourne autour de O.3; la génératrice D, située dans ce plan, fait avec Oz un angle constant dont la tangente est X; elle intercepte sur OA un segment OC égal à Xa6, a désignant une ligne donnée et 0 l'angle des deux plans zOx^zOk,
i** Calculer' le volume limité par la surface réglée et les plans xOy^
zOXf zOkj Tangle 6 des deux derniers étant moindre que 2ir;
2* Calculer Taire de la portion de surface limitée par les plans xOyi
lOx, *0K.
[Licence : Paris, juillet, 1882.]
3. Soient Ox^ Oy^ Oz trois axes rectangulaires. Calculer le volume limité par la surface du paraboloïde elliptique qui a pour équation
iz ^ x^ y^
le plan des xy et la surface du cylindre b-x^ -+- a'^y^ = a*6«.
[Licence : Paris, 1882.]
4. Évaluer Taire du quadrilatère curviligne déterminé par les quatre coniques homofocales
qui correspondent aux valeurs —y -ir-i -r-> -^ de X.
[Licence : Besançon, i885.]
Les axes étant rectangulaires, on considère la courbe
y = /2(sin:r — cosar),
X variant de -, à -;-• On demande de calculer : 4 4 1° L'aire comprise entre celte courbe et Taxe des x\ 2* Le volume engendré par cette aire en tournant autour de Ox\ 3* La surface qui limite ce volume.
[Licence : Montpellier, 1898.]
6. Les axes Ox et Oy étant rectangulaires et A et B étant deux points de Taxe Oy, calculer l'intégrale curviligne
[^iy)e' — ^/] dx -h [^\y)e^ — m] dy
prise le long d'un chemin quelconque AMB, allant du point A au point B, mais limitant avec AB une aire AMBA de grandeur donnée S; m désigne une constante, et ^(y) une fonction continue ainsi que sa dérivée ^'{y)-
[Licence : Nancy, 1896.]
En évaluant de deux façons différentes l'intégrale double
e-^y sin ax dy dxy
démontrer que Ton a / dx = ± -y pourvu que a ne soil
pas nul.
8. Trouver l'aire de la portion d'un ellipsoïde ou d'un hyperboloïde de révolution, comprise entre deux parallèles.
*9. Aire d*un ellipsoïde à trois axes inégaux, — La moitié de l'aire totale X est égale à l'intégrale double
dxdjTy
étendue à l'intérieur de l'ellipse 6*j?*h- a*^'= a*6*. Parmi les moyens employés pour ramener cette intégrale double à des intégrales elliptiques, un des plus simples, dû à Catalan, consiste dans la transformation du
n*^ 125. En désignant par v la fonction sous le signe / / , et faisant varier (>
de 1 à +0C, on trouve que l'intégrale double est égale à la limite, pour / inGni, de la différence
Tzabl{l^^i) b r^ ((;« — i)rf(>
*/('— s)("— s)""jf /(— i)(--j;r
cette expression se présente sous forme indéterminée, maison peut écrire
et l'expression écrite plus haut a pour limite, comme on le voit aisément,
^rçi /*•*■• dv_
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*iO. Si du centre d'un ellipsoïde d*a\es 2a, ib^ ic^ on abaisse des perpendiculaires sur les plans tangents à cet ellipsoïde, Faire de la surface
bc podaire est égale à Taire d'un ellipsoïde dont les demi-axes seraient — »
ac ab
[WiLUAM RoBEETS, Joumal de Liouville, t. XI, i** série, p. 81.] H. En évaluant de deux façons différentes l'intégrale double de
étendue à l'aire du triangle formé par les droites y = Xçi, y ■= x, a: = X, démontrer que l'on a
Ç dx f\x^y)n/iy)dy= f ^^ ~i]^^' Ay)dy.
En déduire la relation
J dxj dx,., J f{x)dx=^j^^-^J {x--y)nf{y)dy.
Établir de même la formule
f xdx j X dx , . . I X dx I /(x)dx
ei vérifier ces formules au moyen de la différentiation sous le signe / .
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143. Intégrales triples. — Soît F{x,y^ z) une fonction continue lorsque le point M de coordonnées rectangulaires (^, ^, -) reste dans une portion finie de Tespace (E), limitée par une ou plusieurs surfaces fermées. Imaginons cette portion de Tespace décomposée en portions plus petites (e<), (e^), ... {e„), de volumes i^o ^2, ... i^», et soient (Ç/, t)/, ÎJ/) les coordonnées d'un point quelconque /w/ de la région (e/). La somme
tend vers une limite lorsque le nombre des régions (<?/) augmente indéfiniment, de façon que les dimensions de chacune d'elles tendent vers zéro. Cette limite est l'intégrale triple de la fonction F(.r, y^ 5), étendue à la portion (E) de l'espace, et on la représente par la notation
(2) / / / ^(^y^y ^)^d:ydz.
Nous n'aurions, pour démontrer l'existence de cette limite, qu'à répéter ce qui a été dit à propos des intégrales doubles. Les intégrales triples se présentent dans diverses questions de Mécanique, en particulier quand on cherche la masse ou le centre de gravité d'un corps solide. Supposons la région (E) remplie d'une substance héltTogène et soit [x(a:,^, z) la densité en un point, c'està-dire la limite du rapport de la masse renfermée dans une sphère
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de rajon infiniment petit, décrite du point {Xj y, z) comme centre, au volume de cette sphère. Si |jL| et [jl^ sont les valeurs maximum et minimum de [jl dans la région (e/), il est clair que la masse renfermée dans cette région est comprise entre (x, Çi et [Xjt^/; elle est donc égale à (>,F(Ç„ ru, Ç,), le point (Ç/, ti/, ÎJ/) étant un point convenablement choisi de (e/). La masse totale est
donc égale à Tintégrale triple / j j ^dxdy dz, prise dans la région (E).
Le calcul d'une intégrale triple se ramène au calcul de trois intégrales simples successivement. Supposons d'abord que la région (E) soit un parallélépipède rectangle limité par les six plans x=^Xq, jc = X, y=iyQ, j^ = Y, ^ = 5o, ^ = Z. Nous décomposerons (E) en petits parallélépipèdes par des plans parallèles aux trois plans de coordonnées. Le volume de l'un d'eux a pour expression (o^i — .r/_i)(jKA — JKa-i)(5/ — ^/-O, et Doas avons à chercher la limite de la somme
OÙ le point (Ç/a/, r^ki, 'Çîki) est un point quelconque du petit parallélépipède correspondant. Évaluons d'abord la portion de S qui provient de la file d'éléments compris entre les quatre plans
x = Xi..x, x = ori, y=yk-u y=yk,
et prenons tous les points (Ç/a/, 'r\ikh '^iki) sur la droite :r = ^/_i, y=.yff_^. Cette file de parallélépipèdes donne une somme
et nous pouvons comme plus haut (n° 123) choisir les J^ de façon que la somme entre parenthèses soit égale à l'intégrale simple
^{^i-uyk-\)= j ¥{Xi-x,yk-u z)dz.
Nous n'avons plus alors qu'à chercher la limite de la somme
^^^{^t — '^^i-\){yk — yk-i)^{xi-x, yk-i),
limite qui est précisément l'intégrale double
étendue au rectangle formé par les droites x^^x^y x = X, y =:yQ^y = Y. L'intégrale triple est donc égale à
^(x,y)dyy ou, en remplaçant ^(x, y) par sa valeur, à
(4) f dx f dy f ¥{x,y,z)dz.
Le sens de ce symbole est bien clair. On effectue la première intégration en regardant ^ et jk comme constants; le résultat est une fonction des deux variables x et y, que l'on intègre ensuite entre les limites^© et Y, en regardant a? comme constant et^ comme variable. Le résultat de cette seconde intégration ne dépend plus que de x, et on l'intègre de nouveau entre les limites Xq et X.
Il y a évidemment autant de manières d'effectuer le calcul qu'il y a de permutations de 3 lettres, c'est-à-dire 6. On peut, par exemple, écrire l'intégrale triple
f dz f dx f F{x,y, z)dy= f W{z)dz,
en désignant par W(z) l'intégrale double de ¥ (x,y^ z) étendue au rectangle formé par les droites x = Xq^ ^ = X,y =zy^,y = Y. On serait encore conduit à cette expression en commençant par évaluer la portion de la somme S provenant de la tranche de parallélépipèdes comprise entre les deux plans voisins :; = s/_<, z=zZi; en prenant convenablement les points (Ç, tj, Ç), cette tranche donne,
dans S, la somme
W{zi.i)(z,-zi^i),
et le raisonnement s'achève comme plus haut.
144. Considérons maintenant une région de l'espace limitée d'une façon quelconque; on commence par la décomposer en régions telles qu'une droite parallèle à une direction fixe conve-
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nablement choisie ne rencontre la surface limite qu'en deux points. Nous nous bornerons au cas d^un volume limité par une surface qu'une parallèle à Oz ne peut rencontrer en plus de deux points. Les points de cette surface se projettent sur le plan xOy à Pinterieur d'une aire A limitée par un contour fermé C, et à tout point (x, y) de A correspondent deux points de la surface limitaole, de coordonnées z^ = fi(x^y) elz^ = ^2(^5 ^)' Les fonctions f I et (fi sont continues à Tintérieur du contour C, et nous
Fig 3î
supposerons çj < cp^. On décompose encore le volume considéré par des plans parallèles aux plans de coordonnées, mais il j a ici des parties irrégulières qui sont des portions de parallélépipèdes. 1^ somme des éléments provenant de la file comprise entre les 4 plans X = Xi_i y X = xi^ y =^yA~i ^y -^yk^ encore pour expression (n» 124)
la valeur absolue de tik étant moindre que tout nombre donné à l'avance e pourvu que la dislance des plans parallèles voisins soit
suffisamment petite. La somme ^.^.^îki^î — xui)(yk — yk-i)
a zéro pour limite, et l'intégrale triple cherchée est égale à l'inté- G. 22
grale double
étendue à la région (A) limitée par le contour C, de la fonction ^( JT, y^ des variables x^ y,
Si une parallèle à l'axe Oy ne rencontre le contour G qu'en deuï points de coordonnées y^ =: ^, (x), y^ = ^i{^)^ lorsque x varie de Xi à X21 rintégraJe triple a aussi pour valeur
dx f dy ¥{x,y,z)dz.
Les limites z^ et ^2 dépendent à la fois de x et de y, les limites/f et ^2 de X seulement et enfin les limites x^ et x^ sont des constantes.
On peut encore intervertir Tordre des intégrations, mais les limites sont en général tout à fait différentes, suivant l'ordre dans lequel les intégrations sont effectuées.
Remarque. — L'intégrale double
^{x)= f 'dy f *F{x,y,z)dz
est étendue à la section faite dans le volume considéré parle plan d'abscisse x, parallèle à ;r == o, et la formule (5) peut s'écrire
/ '9i^x)dx,
C'est encore le résultat que l'on obtiendrait en évaluant d'abord la somme des éléments provenant de la tranche comprise entre les deux plans x •=. ^i_i, x ;= xi. En prenant convenablement les points (Ç, 7\y Ç), cette tranche donne pour somme le produit
Exemple, — Soit à évaluer l'intégrale triple / / j zdxdy dz, étendue
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aa huitième de la sphère ar* -+- ^' -h 5« - R', compris dans le trièdre 0 xyz. Si ToQ intègre d'abord par rapport à z^ puis par rapport à ^ et enfin par rapport à ar, les limites sont les suivantes \ x tl y étant donnés, z peut varier de zéro à ^R* — x^ — y^\ x étant donné, y peut varier de zéro à /R*~a:*, et x varie de zéro à R. On a donc
j j j zdxdydz =: I dx I dy 1 zdz,
et Ton en tire successivement
rfz=i(R« -x^-y^),
et il reste à calculer l'intégrale définie ^ t ( R* — ar*)* û^ar, qui devient, en posant X = K coscp,
- / R*sin*çp cfcp.
ttR^ L'intégrale triple a donc pour valeur (n** 116) -^r- •
Changements de variables. — Soient
[ X- fiu, P, w),
( 5 -^ 4/(a, V, tv),
des formules de transformations qui font correspondre, point par point, à la région (E) de Tespace une autre région (E,); on considère w, ^, w comme les coordonnées rectangulaires d'un point par rapport à un autre système d'axes rectangulaires, en général différent du premier. Si F(jc,^, z) est une fonction continue dans la région (E), on a, d'une manière générale,
i \ \ \ ^{x,y,z)dxdydz
dudv dw^
les deux intégrales étant prises respectivement dans les ré-
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gioDS (E) et (El). C'est la formule du changement de variables dans les intégrales triples.
Pour démontrer que la formule (7) est générale, on commence par remarquer que, si elle est établie pour deux ou plusieurs changements de variables particuliers, elle est vraie aussi pour le changement de variables obtenu en les effectuant successivement, d'après les propriétés connues du déterminant fonctionnel (n'^SO). Si elle s'applique à plusieurs régions de l'espace, elle s'applique aussi à la région obtenue en les ajoutant. Cela posé, nous démontrerons, comme dans le cas d'une intégrale double, que la formule s'applique à toute transformation où Ton ne change qu'une des variables indépendantes, par exemple à une transformation de la forme
xr^x'j y=y\ z^'^{x\y\ z').
Nous supposerons que les deux points M(^,^, z) et M'(a:', j^, 5') sont rapportés au même système d'axes et qu'une parallèle à 0^ ne rencontre qu'en deux points la surface qui limite la région (E).
Fig. 33.
Les formules (8) font correspondre à cette surface une autre surface limitant la région (E'), et le cylindre circonscrit à ces deux surfaces, ayant ses génératrices parallèles à 0«, est coupé parle plan ^ := o suivant une courbe fermée C. Tout point m de la région A, intérieure au contour C, est la projection de deux points m^ et ma de la première surface, de coordonnées z^ et Sj, et de deux points m^, m'^ de la seconde surface de coordonnées 5',, z^-
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Nous choisissons les notations de façon que Ton ait z^ <C^a, et y, < z'^. Au point /Wi, les formules (8) font correspondre le point m\ ou le point m'^. Pour distinguer les deux cas, il suffit de
consulter le signe de j^« Si ~^, est positif, z augmente avec z'\ les points nti et m\ se correspondent, ainsi que les deux points m^ et m'. Au contraire, si - ^ est négatif, z diminue quand z^ augmente; m, correspond à m'^ et /Wj à m\. Dans le premier cas, on a
dans le second cas on a, au contraire^
Dans les deux cas, nous pouvons écrire
j \{x,y, z)dz -. f 'F[x,y, ^{x,y, z )] |^
dz\
Si nous prenons maintenant les intégrales doubles des deux membres de cette égalité dans la région A, l'intégrale double
/ / dxdy I Fix.y, z)dz,
n'est autre chose que Tin tégrale triple / / 1 F (x^ y, z) dx dy dz,
prise dans la portion (E) de Tespace. De même l'intégrale double du second membre de (9) est égale à l'intégrale triple de
¥lx\y,^{x\y\z')]
dz'"
prise dana (E'), comme on le voit en remplaçant x par a:', et^ par y. On a donc, dans ce cas particulier,
/ / / F{x,y, z)dxdydz
dx' dy' dz ;
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or ici le dëlerminant ^/ / , — r se réduit à-r^» La formule (':) D(ar,^, z ) àx! ^*'
est donc établie pour les changemenls de variables de la forme (8).
La formule générale (7) s'applique encore aux changements de
variables défînis par les formules
(10) ar:=/(a:', y, y), r = ?(^'»y»-)i z = z' ,
OÙ la variable z ne change pas. Nous supposons que ces formules font correspondre point par point deux régions (E), (E') de l'espace, et, en particulier, que les sections R, R' faites dans (E), (E') par un même plan parallèle au plan 5 = o se correspondent point par point. On a donc, d'après la formule du changement de variables dans une intégrale double,
1 ( Ç Y{x,y,z)dxdy
dx'dy-.
les deux membres de cette égalité dépendent seulement de la variable z = z'. Si l'on intègre de nouveau entre les limites Zi et Z2^ entre lesquelles peut varier z dans la région (E), l'égalité obtenue peut s'écrire
[ f f l ¥{x,y, z)dxdydz
dx'dydi'.
Or on a ici rr,^*^'-^,\ = x^j-r-^.y de sorte que la formule (7)
s'applique encore aux changements de variables de la forme (10). Nous allons montrer maintenant que tout changement de variables
(i3) x=f{x^,yx, zx), y = ^{.xx,yuzx), s == ^(x,, 7,, z,)
peut s'obtenir par une combinaison des précédents. Posons, en effet, x'^=Xxy y^zy^^ z^^^z] la dernière équation (i3) peut s'écrire 5'=t{^(^',y, zC) et l'on en tire 5, = 71(0:', y, 5'). Les formules (i3) peuvent alors êlre remplacées par le système des six
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équations
(i4) xr=/[x\ y, ir( j:', y, z')]. y :^ ^[x\ y\ ir(j:-', /, V)], z = z\
(i5) x'=xt. y = y\> '5'='K^i,ri"2i);
la formule générale (7) s'applique, on vient de le voir, aux transformations définies par les formules (i4) et (i5), et par conséquent aussi au changement de variables (i3).
On pourrait encore, comme le lecteur le prouvera aisément, remplacer la transformation générale (i3) par une suite de trois transformations telles que (8).
146. Élément de volume. — Faisons F(j?, y^ z)-=\ dans la formule (7); il vient
Le premier membre est égal au volume V de la portion (E) de l'espace et, en appliquant le théorème de la moyenne à l'intégrale du second membre, on parvient à la relation
V| étant le volume de (E<) et Ç, t^, Ç les coordonnées d'un point de (E|). Cette formule est entièrement analogue à la formule (17) du Chapitre VI et nous montre que le déterminant fonctionnel est la limite du rapport des volumes infiniment petits correspondants.
Si dans les formules (6) on attribue à l'une des variables u^ v^ w une valeur constante et qu'on fasse varier les deux autres, on obtient trois familles de surfaces u = const, v = const, w ^=^ const, qui décomposent la région (E) en petits solides à six faces, analogues aux parallélépipèdes de tout à l'heure. Le volume du petit solide, compris entre les surfaces (w), (u^-du)^ (^), {v-hdif)^ (w), {w-\- dw)^ où rfw, dvy rffv sont positifs, a pour expression, d'après la formule (16),
e étant infiniment petit, en même temps que du, dv, dw. On
peut négliger, comme on l'a déjà expliqué plusieurs fois (n® 128) le terme e du dç dw, et le produit
du dv dw
s'appelle Vêlement de volume dans le système de coordonnées curvilignes (w, v^ w).
Soit ds^ le carré de Télément linéaire dans le même système de coordonnées; on déduit des formules (6)
dx
-Èf
du -
dç
àf
rf«',
du^ dv dw
et, en élevant au carré et ajoutant, il vient
en posant
dy = -~ du
ds^ = Hi rfa* -+■ Ut dv^ -h Ha dw^ -^ lYxdv dw -h 2 Fj ûftt dw -h^Fzdu dv,
(.9) H. = s(^-îy,
dx âx dv dw
F — S — — , ' du dw '
dx dx du dv
le signe S indique toujours qu'on doit remplacer x par^, puis par j5, et faire la somme. La formule qui donne dV se déduit très aisément de la formule qui donne ds^; on trouve, en effet, en faisant le carré du déterminant par la règle habituelle,
dx
dz
du
du
dv
ày
dv
dz dv
dx dw
ày
dw
dz dw
H, F3 F, F3 Hj F| F, F, H3
et l'élément de volume est égal à \/^l du dv dw.
Considérons en particulier le cas très important où les surfaces coordonnées (w), {v), (wp) forment un système triple orthogonal, c'est-à-dire où les trois surfaces qui passent par un point quelconque de l'espace s'y coupent deux à deux à angle droit. Les tangentes aux courbes d'intersection des trois surfaces prises deux à deux forment alors un trièdre trirectangle ; il faut donc
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que Ton ait F| == Fj -- Fj -— o, et ces conditions sont suffisantes. Les formules qui donnent ds^ et dW prennent alors la forme simple
(20) ds^=nidu^-^H^dv^-hHidw\ dV = ^lÛÏÛUidudvdw,
On peut retrouver facilement ces formules par quelques considérations de géométrie infinitésimale. Supposons du^ dv^ dw très petits, et assimilons le solide élémentaire défini tout à Theure à un petit parallélépipède rectangle à faces planes. Les arêtes de ce parallélépipède sont respectivement y/Hi du^ y/H^ dv^ y/Hs dw^ en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur. Mous aurons les formules (20) en prenant pour élément linéaire et pour élément de volume la diagonale et le volume de ce solide élémentaire. L'aire d'une des faces ^^^W^duds^ représente de même l'élément d'aire de la surface («').
Prenons pour exemple les coordonnées polaires dans l'espace
ar — p sinô cosîp, ^ — p sin6 sintp, z — pcosC
p représente la distance du point M(jc, y^ z) à l'origine, 0 l'angle que fait OM avec O5, et cp l'angle que fait avec Oj: la trace du plan MO5 sur le plan z ~o. Pour obtenir tous les points de
l'ig. 3^
l'espace, il suffit de faire varier p de o à -t- 00, 0 de o à ir, et cp dcoà 21t. Des formules (21) on déduit, en faisant le calcul,
ds^ ~ </p« -f- p* rfO* H" p* sin^ô do'^
et par suite
(a3) dW ^ p^ sin^ dç> d^ d(f.
On retrouve aisément ces formules sans aucun calcul. Les trois familles de surfaces (p), (6), (») sont respectivement des sphères concentriques à Torigine, des cônes de révolution autour de Oz ayant l'origine pour sommet et des plans passant par Oz. Ces surfaces forment bien un système triple orthogonal, et les dimensions du solide élémentaire sont, comme on le voit immédiatement sur la figure, rfp, p rfO, psinOrfcp; ce qui conduit aux formules (aa) et (aS).
Pour calculer au moyen des variables p, 8, ^ une intégrale triple étendue à la région limitée par une surface fermée S qui n'est rencontrée qu'en un point par une demi-droite issue de l'origine, et qui renferme l'origine à l'intérieur, on devra faire varier p de o à R, si R ^3^(8, (p) est l'équation de la surface, puis 6 de o à ii et cp de o à 27^. Par exemple le volume limité par cette surface est égal à l'intégrale triple
f do I d^ I p^sinOé/p; la première intégration s'effectue immédiatement et il reste
/.sir x,n
On emploie aussi quelquefois les coordonnées semi-polaires r, iù^ z^ oh X ^^- r cosco, ^ rr^: r sin (i>. Dans ce cas, on a
ds'^ — dr^ -+- r* rfto' -^ dz^^ et
d\ — r di^dr dz,
147. Coordonnées elliptiques. — Les surfaces représentées par Téqualion
où X est un paramètre variable t\. a^h'^c > o, forment une famille de quadriques homofocales. Par chaque point de l'espace, il passe trois surfaces de cette famille, un ellipsoïde, un hyperboloïde à deux nappes et un
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hypcrboloïde à une nappe, car l'équation (24) a toujours une racine Xi comprise entre b et c, une racine Xj comprise entre a et 6, et une racine X3 supérieure à a; ces trois racines Xi, Xj, Xj sont appelées coordonnées elliptiques du point.de coordonnées rectangulaires x, y^ z. Deux surfaces quelconques de la famille sont orthogonales, car si Ton remplace X par X^, puis par X], dans l'équation (24 ), et qu'on les retranche membre à membre, il vient, en divisant par Xi — X2,
ar' ^' ^* _
^ ^ [X7— a)(X7^a~)"^ ,X, — "6}aî--"^~> "^ (V,-cKX7-^) '" ^'
relation qui démontre l'orthogonalité des deux surfaces (X|) et (Xj).
Pour avoir facilement x^y^ z tu fonction de X|, X], Xj, remarquons que l'on doit avoir identiquement
(X — a)(X — fcnX -c) — x^{\ — b)il — c)—y^i\—a){\ — c) -_^2^X — ohX — 6) = (X~X, )(X — X,)(X --X,);
en faisant successivement X — <7, X ^^, X — c dans cette identité, on en lire
(X3-c)(X,-c)(Xt-c) (a-cj(b-c)
On déduit de là, en prenant les dérivées logarithmiques,
dx — - ( c — - -+- > H ^ »
2 Al — Il Aj — a A3 — a/
, y / dkt dXi d\:t .
ii\Ai—b Xj— ^ k^—bJ
~ 2 \Xi — c Xj— c X3— c/'
en faisant la somme des carrés, les termes en ^Ai^Aj, r/XtcAj, dkid).^ tloivent disparaître d'après la relation (25) et les relations analogues. Le coefficient de dk] est
ou, en remplaçant a?*,^*, ^* par leurs valeurs et réduisant,
I (X,— Xi)(X,— X,)
4 (Xi — a){\i — b \iAi — C)
et les coefficients Mj et M3 de dX\ et de «Aj s'en déduiront par permutatation circulaire. L'élément de volume est alors /MiMjJVlatAiéfXjO^Xs.
lis. Intégrales de Dlrichlet. — Soit à calculer Tintégrale triple I I jxPyiz'^ix - X —y • zydx dy dZf
prise à l'intérieur du tétraèdre formé par les quatre plans ar — o, ^ = o, z = Oj X -^y — 5 — I. Posons
x^y-^z ^-\, y^z = l-r, zr^^r^C,
Ç, 7), Ç étant trois nouvelles variables; ces formules peuvent encore s'écrire
et l'on a inversement a? = {(i — rj,^ = ît,(i — Ç), z — Çr,ÎJ. Lorsque x,y, * sont positifs et que la somme x -h y -+- z est inférieure à un, Ç, tj, Ç sont compris entre zéro et un. Inversement, lorsque 5, t), Ç sont compris entre zéro et un, on a :r > o, ^ > o, z ^ o, x -^ y -h z <, i , Le tétraèdre précédent est donc remplacé par un cube.
Pour calculer le déterminant fonctionnel, posons X = Ç, Y = Çt), Z — {t,î;, ce qui donne a? — X — Y, _^ — Y -- Z ; ^ = Z, on a
Dix, y. z) _ T>(x. y, z) DfX, Y, Z) _ D(l, r„ ;; - DCX, y, Zl * D(J, .), Ç)" '" ^ ""''
et l'intégrale triple devient, par ce changement de variables,
La fonction sous le signe / est le produit d'une fonction de ( par une fonction de tj et une fonction de Ç. L'intégrale triple est donc le produit
ou, en introduisant les fonctions V [voir formule (33), p. 3i5],
r(p^fj — r^3)vjs-^i) r(y-f-r-f-9.)r(/?-hi) r(r-4-i)r(^-n),
en supprimant les facteurs communs, il reste, pour valeur de l'intégrale triple,
(28) r(p r-i)r(q -t-i)r(r-Hi)r(5-^i)
149. Formule de Green. — Il existe pour les intégrales triples une formule toute pareille à la formule (i5) du n"" 126. Considérons d'abord
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une surface fermée S qui n*est rencontrée qu'en deux points par une
parallèle à Taxe Oz^ et une fonction R{Xf y^ z) continue, ainsi que - *
oz
à l'iotérieur de cette surface. Tous les points de S se projettent sur le plan des xy suivant les points d'une aire A limitée par un contour fermé C. A tout point {X, y) de la région A correspondent deux points de coordonnées Z\— <pi(^, ^) et Zx— ^\{x^ y) de la surface S. Cette surface se trouve ainsi décomposée en deux morceaux Si et St; nous supposerons-Ji<Zi. Gela posé, l'intégrale triple
fjft'-r'"-
étendue à l'intérieur de la surface fermée S, peut s'obtenir en intégrant d'abord par rapport à z entre les limites z^ et zt (n** 144). Le résultat de celte première intégration est K{x^ y, <St)— R(x, ^, ^i), et l'on doit ensuite prendre l'intégrale double
1 j [RiXyyy Zt)~ H{x,y, Zi)]dxdy,
dans la région A. Or l'intégrale double / / R(Xf y ^z^) dxdy n'est autre chose que l'intégrale de surface (n** 135)
/ / R(a?,7, z)dxdy,
prise sur le côté supérieur de la surface St. De même, l'intégrale double de R(ar,^, ^i), changée de signe, est l'intégrale de surface
R(x, ^, z\dx dy^
prise suivant le c6té inférieur de Sf. En ajoutant les deux intégrales, nous pouvons donc écrire
/ / / -- ^J?^/c?5- M R{x, y, z)dxdy,
l'intégrale de surface étant prise suivant le côté extérieur de S.
Cette formule s'étend, comme on l'a déjà expliqué plusieurs fois, à un volume limité par une surface de forme quelconque, et, en permutant ar, J, J, on en déduit deux autres formules toutes pareilles,
Hf^ «/^ dy dz r JJ q(x,x,z) dz dr.
En les ajoutant, en obtient la formule générale de Green pour les intégrales triples
(ag)
les intégrales de surfaces étant toujours prises suivant le côté extérieur. Si, par exemple, on fait P = ar, Q — R — o, ou Q =^, P = R =o, ou R = -3, P — Q r= o, on voit que le volume intérieur à S est égal à Tune quelconque des intégrales de surfaces
(29)' I I xdydz, f fydzdx, ffzdxdy.
150. Intégrales multiples. — Les expressions purement analytiques que Ton a obtenues pour une intégrale double et une intégrale triple permettent d'étendre la définition aux fonctions d'un nombre quelconque de variables indépendantes. Nous nous bornerons à indiquer sommairement la marche à suivre.
Soient Xu ^i, ••.» ^n un système de n variables indépendantes. Nous dirons, pour abréger, qu'un système de valeurs x\^ x\^ . . ., x% attribuées à ces variables représente un point dans l'espace à n dimensions. Toute relation F(a:i, a7j, . . ., iF„) — o, dont le premier membre est une fonction continue, représentera de même une surface; si F est du premier degré, nous continuerons à dire que cette équation représente un plan. Considérons l'ensemble des points dont les coordonnées vérifient certaines relations d'inégalité, telles que
nous dirons que cet ensemble de points forme un domaine D dans l'espace à n dimensions. Si, pour tous les points de ce domaine, la valeur absolue de l'une quelconque des coordonnées a;/ reste inférieure à un nombre fixe, on dira que D est tout entier à distance finie. Si les inégalités qui définissent D ont la forme suivante
(31) xY^X.'lxl X\^X^<X\, ..., X%^XnSx\,
nous appellerons ce domaine un prismatoïde, et nous dirons que les n nombres positifs x] — a;? sont les dimensions de ce prismatoïde. Enfin nous dirons qu'un point du domaine D appartient à la frontière de et domaine, si l'une au moins des fonctions ^i des formules (3o) est nulle pour les coordonnées de ce point.
Gela posé, soit D un domaine fini et f{xiy a7j, ..., x„) une fonction continue dans ce domaine. Imaginons D décomposé en domaines plus petits au moyen de plans parallèles aux plans a?/— o (« = 1, 2, ..., n).
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Prenons Tun quelconque des prismatoïdes déterminés par ces plans, qui sont tout entiers intérieurs à D; soient Aa^i, A:rj, .. ., Ax,» les dimensions (le ce prismatoîde, et fi, ft, . . ., ^n les coordonnées d'un point quelconque appartenant au prismatoîde. La somme
(32) S = 2/(5,,?,, ...,$„) Aar,AXo...Aa7«,
étendue à tous les prismatoïdes qui sont tout entiers à l'intérieur du domaine D, tend vers une limite I lorsque le nombre de ces prismatoïdes augmente indéfiniment, de façon que toutes leurs dimensions tendent vers zéro. On appelle cette limite l'intégrale n^'* de /{xx^ Xj, .. ., Xn)y prise dans le domaine D,
l ^ I I .'. j /{xu Xi, ..., Xn)dxidXi ...dx„.
Le calcul d'une intégrale /i»*'* se ramène encore au calcul de n intégrales simples successives. Pour établir que la loi est générale, il suffit de montrer que, si elle est vraie pour une intégrale (n — i)p'*, elle s'étend à ane intégrale n?^*. Considérons pour cela un point quelconque
(Xlf Xty . . ., Xft)
de D; si nous faisons abstraction pour un moment de la variable Xn, le point (x,, Xt, . ., Xn-t) décrit un certain domaine D' dans l'espace à (/i — i) dimensions. Nous supposerons que le domaine D satisfait à la condition suivante : à tout point (xi, x^j ..., Xn-i) intérieur à D', correspondent seulement deux points sur la frontière de D, de coordonnées (xi, Xfy ..., Xn-i\ x^y ) et (xi, Xij ..., Xn-i; x\y), les coordonnées xj,*' et x>j'' étant des fonctions continues des {n — i) variables x,, rj, ..., Xn-\ à l'intérieur de D'. Si cette condition n'était pas satisfaite, on partagerait D en domaines assez petits pour vérifier séparément cette condition. Cela posé, considérons la file de prismatoïdes du domaine D, qui correspondent à un même point (xi, X2, ..., x^-,"^; on démontrera, comme on l'a déjà fait pour une intégrale double ( n** 124 1, que ces prismatoïdes donnent dans S une somme é^ale à
. Ax„_i /
AXiAx, ... Ax„_i I / /(Xi, X2, ..., x„)c?x„-f- £
|£| pouvant être rendu moindre que tout nombre positif pourvu que toutes les quantités Ax/ soient assez petites. Si nous posons
4>(xi, Xj, . . ., Xrt_i ) - 1 /(xi, X2, . . ., x„) ûfx„,
nous voyons que I est égal à la limite de la somme
S<I>(Xi, Xj, ..., x„_i) AxiAxa ... Ax„_i,
c'est-à-dire à l'intégrale (/i — i)p'*
(34) I =///... j ^{Xu Xi, ..., Xn-i) dxi . . , dx„-i
dans le domaine D'. La loi étant supposée vraie pour une intégrale {n — 1)1*'% elle est donc générale.
On pourrait encore opérer autrement. Considérons l'ensemble des points (xif Xf, ..., Xn) pour lesquels la coordonnée Xn a une valeur donnée; le point {Xi, arj, . .., ar„_i) décrit dans l'espace à (n — 1) dimensions un domaine 8, et l'on voit sans peine que l'intégrale n^^*! est aussi égale à l'expression
(35) ï= / e(x„)ûtr„,
(i{xn) étant l'intégrale (n — i)p** / / / . . . j fdxx . . . dx^-t étendue au
<lomaine 8. Quelle que soit la façon dont on opère, les limites pour les diverses intégrations que l'on a à effectuer dépendent de la nature du domaine D et varient en général avec l'ordre des intégrations. Il y a exception si D est un prismatoïde défini par les conditions
L'intégrale multiple a, dans ce cas, pour expression
i^ I dxi f dxi... I fdxn,
et l'on peut intervertir d'une façon quelconque l'ordre des intégrations, sans changer les limites correspondant à chaque variable.
La formule du changement de variables s'étend aussi aux intégrales n^***. Soient
(36) ar/= Qi{x\, x'i x'n) U = I, 2, ..., n)
des formules de transformation, faisant correspondre point par point à un domaine D', décrit par le point (x\, x^, ..., x'„)f un domaine D décrit par le point (a?!, art, . . . , Xn). On a
\ I f '•' 1 ^(-^1' ^î' •••' ^n)dXi...dXn
La démonstration est toute semblable aux précédentes. Je me bornerai à indiquer, dans ses grandes lignes, la marche à suivre :
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1* Si la formule (37) est vraie pour deux transformations, elle est vraie pour celle que Ton obtient en les effectuant successivement;
2" Tout changement de variables s'obtient par la combinaison de deux changements tels que les suivants :
(n)Xi^-x\, Xi = x'^, ..., Xn-i^x'^_i, ar/, = <p/.(^na?;, ...,0, (39)ar, = 4/,(ar;, ...,x;), .... ar„_, = 4/„_i(a7;, . . ., a?;), ar„=a?;.
3"* La formule (37) s'applique au changement de variables de la forme (38), comme il résulte de la forme (34) sous laquelle on peut mettre une intégrale nP'^ Elle s'applique aussi au changement de variables (39), d'après la seconde forme (35) de l'intégrale multiple, si Ton admet que la formule est établie pour les intégrales multiples d'ordre n — 1 . On démontrera donc de proche en proche que la formule est générale.
Supposons, pour donner un exemple, que l'on veuille calculer l'intégrale définie
\= f f ■ " f xf ^t" . ' . ^^"(^ — ^l — ^i — ' • • — ^n)? dXi dXi , . . dXn,
où ai, Œj, ..., a^, p sont des nombres positifs, dans le domaine D défini par les inégalités
o^-Ti, olarj, . ., oixn^ a:, -h arj -4- . . . -H rTrt £ I .
Le changement de variables donné par les formules
^i-4-a?,^...-ha:« = Ç,, a-, -f-. . .-h :r„ =. Ç, J„ .... a7„ ={,$,... $„
remplace D par un domaine D' défini par les inégalités
o^Çi^i, o^$j^r, ..., olÇ^ii,
et l'on a de plus, comme le prouve un calcul facile (n° 148;,
^{Xu^i, ..., Xn) _ t„_, .„ _j . D(ï„?„ ...,U) "^^ ^' •'•^''-'*
La fonction à intégrer prend la forme
5«,^...>a.+.-. ça. *-...+«,+«-. . . ça„(, _ 5,)P(. -$,)«•• .-(l - ?„)«"-, et l'intégrale cherchée s'exprime encore au moyen de la fonction F
,, , r(a,-i-i)r(aj-}-o...rfa„-^i)r(p + i)
r( a, -4- «î -i- . . . -H ïfl H- p -î- W -+- I )
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151. Méthode générale. — Soient P{x, y), Q(^, y) deux fonctions des deux variables indépendantes ^ et^^ l'expression
Pdx-hQdy
n'est pas en général la différentielle totale d'une fonction des deux variables j;, ^. En effet, l'équation
(4i) du^-Pdx-hQdy
est, comme l'on sait, équivalente à deux équations distinctes
différentioDS la première par rapport ky, la seconde par rapport kXj nous voyons que u{x^y) doit satisfaire aux deux relations
dUi _ dV{x,y) d^u _ àQ(x,y)
dx dy ~ dy ' dy dx àx
Pour qu'il existe une fonction u{x^y) répondant à la question, il faut donc que l'on ait identiquement
^^^ dy dx
Cette condition nécessaire est aussi suffisante. En effet, il existe une inûnité de fonctions u{x,y) dont la dérivée partielle par rapport à X est égale à P(xjy)', toutes ces fonctions sont contenues dans la formule
u= f P{x,y)dx-^Y,
Xq étant une constante choisie à volonté, et Y une fonction arbitraire de la variable y. Pour que cette fonction u{x,y) vérifie l'équation (ii), il faut et il suffit que sa dérivée partielle par rapport ky soit égale à Q(^, y), c'est-à-dire que l'on ait
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Maïs on a, d'après la condition d'inlégrabilité (13), *
et la relation précédente se réduit à
Le second membre ne dépend que de ^; il y a donc une infinité de fonctions de ^ qui satisfont à cette relation. Elles sont comprises dans la formule
Vo étant une valeur particulière de y, et C une constante arbitraire. Il existe donc une infinité de fonctions u{x, y) satisfaisant à Téquation (40'> ^^'^^ ^^^^ données parla formule
et ne difi^èrent Tune de Tautre que par la valeur de la constante additive C.
Soit, par exemple,
p_^^rny y — mx
la condition (43) est vérifiée, et l'on a, en posant jCo -- o, j^o=^ » j
En effectuant les intégrations indiquées, il vient
M = - [log(a?«-+-^*)]J^-+- /n(arc tang- ) -i- log^ -i- C, ou, en réduisant.
u — - logix^-i-y*) -h m arc tang — h C.
La méthode précédente s'étend au cas d'un nombre quelconque de variables indépendantes. Nous développerons encore les calculs
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pour Irois variables. Soient P, Q, R trois fonctions de x^y^z^ l'équation aux différentielles totales
(45) rfa = Pûte-4-Qrf^-4-Rrf5
est équivalente à trois équations distinctes
En calculant de deux façons différentes les dérivées
àxdy j— 1 ^—j- y on obtient trois conditions pour que le problème soit
possible
àP _dq ^f _ ^ àQ _dR
^ '"^ &y ~~ dx^ dz "" dx^ ôz ~~ ày'
Supposons-les satisfaites. D'après la première, il existe une infinité de fonctions w(a:, j^, z) dont les dérivées partielles par rapport k x ely sont respectivement P et Q ; elles sont comprises dans la formule
u= f P(x,y,z)dx-¥- f Q(xo,yyZ)dy-hZ,
Z désignant une fonction arbitraire de z. Pour que la dérivée ^soit égale à R, il faut, de plus, que l'on ait
condition qui se réduit, en tenant compte des relations (47)?^ ou
On en conclut qu'il existe une infinité de fonctions u{Xf y^ i) satisfaisant à l'équation (45); elles sont représentées par la formule
u== \ Pix,y,z)dx-\- f Q{xo, y, z)dy-\- j Rixo.y^, z)dz ■
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•^•? y^j ^% étant trois valeurs numériques choisies à volonté, et C une constante arbitraire.
. Étude de l'intégrale Ç P rf^ -i- Q rf^. ~ La question
précédente peut être traitée à un autre point de vue qui permet une étude plus approfondie et conduit à des résultats nouveaux. Soient P(j:, j^)etQ(x, ^) deux fonctions continues^ et admettant des dérivées partielles du premier ordre continues, dans une région A limitée par un seul contour fermé C; il peut d'ailleurs arriver que cette région A embrasse tout le plan, ce qui revient à supposer le contour C rejeté à Tinfini. L'intégrale curviligne
fpdx-hQ dy,
prise le long d'un chemin L situé tout entier dans A, dépend en général du chemin d'intégration; nous allons d'abord chercher à quelles conditions cette intégrale ne dépend que des coordonnées (oTo) ^'o)? (-2^1 , y\ ) des extrémités de cette ligne. Soient M et N deux points quelconques de la région A, et L, \J deux chemins joignant ces deux points, sans se croiser entre les extrémités; ils forment, par leur réunion, un contour fermé. Pour que les intégrales curvilignes prises le long de L et de \J soient égales, il faut évidemment et il suffit que l'intégrale prise le long du contour fermé que forment ces deux lignes, en marchant toujours dans le même sens, soit nulle. La question proposée est donc équivalente à celle-ci : Que faut-il pour que l'intégrale curviligne
Jpdx-i-Q dy,
prise le long d^ un contour fermé quelconque situé dans A, soit nulle?
La réponse se déduit immédiatement de la formule de Green,
où c est un contour fermé quelconque situé dans A, et où l'intégrale double est étendue à l'intérieur de C. Il est clair que si les
dérivées des fonctions P et Q satisfont à la relation
rintégrale curviligne du premier membre est toujours nulle. Cette condition est nécessaire. En effet, si % ~ n'est pas identiquement nul dans la région A, comme c'est une fonction continue, on pourra toujours trouver une région a assez petite pour que le signe soit constant dans a; il est clair que l'intégrale curviligne prise le long du contour de a ne pourra être nulle, d'après la formule (49)-
Si la condition (43/ est vérifiée identiquement, deux chemins L, L', ayant les mêmes extrémités M, N, et ne se croisant pas entre ces extrémités, donnent la même valeur pour l'intégrale curviligne. Il en est encore de même s'ils se coupent un nombre quelconque de fois entre M et N, car il suffit de les comparer à un troisième chemin L*", ne rencontrant aucun des deux premiers, sauf aux points M et N.
Cela posé, supposons que l'une des extrémités de la ligne d'intégration soit un point fixe (xqj yo)> la seconde extrémité (^,7) étant un point variable de A; l'intégrale
f Pdx-hq dj\
prise suivant un chemin de forme arbitraire, ne dépend que des coordonnées {x^y) de l'extrémité variable. Les dérivées partielles de celte fonction sont précisément P(j?, ^) et Q(^,^). On a, par exemple,
F(a7-f-Aa?,>') = F(x,j^)-+- / V{x,y)dx,
car on peut supposer que l'on va d'abord du point {xq^ y^) au point {x^y)^ puis du point {x^y) au point {x 4- tkx, y) en restant sur la parallèle à O^r et, le long de cette droite, on a dyr=o. Appliquons la formule de la moyenne, nous pouvons écrire
F(^-H^2::i-^'-1^ = P(xH-eAx,^, (o<6<,,k
en faisant tendre ^x vers zéro, il vient F'^. = P, et l'on verrait de
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même que Ton a F^=: Q. L'intégrale curviligne F{x, y) vérifie donc IVquation aux différentielles totales (40? ^^ ^'^^ obtient rintégrale générale de cette équation en ajoutant à F{x, y) une constante arbitraire.
La nouvelle formule est plus générale que la formule (44 )> puisque le chemin d^intégration reste indéterminé. Il est du reste facile d'en déduire la formule (44)- Pour éviter toute ambiguïté, désignons par {Xf^, y^), [x^^y^) les coordonnées des deux extrémités, et prenons comme chemin d'intégration les deux droites X =zXq^ y ^zy^. Le long de la première on diX^^x^^ dx = o^ et y varie de j^o ^y*] le long de la seconde on a ^ =^y< , dy =o, X varie de Xq èi x^. L'intégrale est donc égale à
/ Q'>o,r)cÇr +- / ^(^,yi)dx;
c'est, à une différence de notation près, la formule (44)-
Mais il peut être plus avantageux de prendre un autre chemin d'intégration. Supposons qu'en posant a: --/(/), y=z(f(t)^ et faisant varier ^ de /o ^ ^m le point (x^ y) décrive un arc de courbe joignant le point (xo^yo^ au point {x^.y^); on a
et l'on n'a plus qu'une quadrature à effectuer. Si l'on suit, par exemple, la ligne droite, on posera x =^- Xq ~\- t(x^ — Xq), y =yo -h t(yi — j^o) et l'on fera varier ^ de o à i .
Inversement, si l'on connaît une intégrale particulière ^{x,y) de l'équation (40» ^^ ^^ déduira l'intégrale curviligne par la formule
qui est l'analogue de la formule (6) du Chapitre IV.
153. Périodes. — On peut étudier des cas plus étendus. Observons d'abord que la formule de Green s'applique aussi à des aires limitées par plusieurs contours. Considérons, pour fixer les idées, une aire A limitée par un contour extérieur C et deux
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contours C, C/, inlérieurs au premier {fig* 35), et soient Pet Q deux fonctions continues, ainsi que leurs dérivées du premier ordre, dans cette aire. (On doit regarder les portions du plan intérieures aux contours C, C, comme ne faisant pas partie de A; on ne suppose rien sur les fonctions P et Q dans ces deux régions.) Joignons les contours C, C au contour fermé C par les transversales ab^ cd. Nous obtenons ainsi un contour fermé abmcdndcpbaqa ou F, qui peut être décrit d'un seul trait. Si
nous appliquons la formule de Green à l'aire limitée par ce contour, les intégrales curvilignes provenant des transversales ab et cd se détruisent, car chacune d'elles est décrite deux fois avec des sens différents, et il reste
l'intégrale curviligne étant prise le long du contour total de Taire A, c'est-à-dire le long des trois contours C, C, C/ dans le sens indiqué par les flèches, de façon à avoir toujours à gauche l'aire enveloppée.
Si les fonctions P et Q vérifient la relation V^^ = — dans la ^ dx dy
région A, l'intégrale double est nulle et nous pouvons écrire la
relation obtenue
(5i) f Pdx-hQdy-^ r Pdx-hqdy^ f Pdx^Qdf,
*^(C) «^(O «Ac")
en convenant maintenant de prendre les trois intégrales curvilignes dans le même sens.
Cela posé, reprenons une région A limitée par un seul contour C, et soient P, Q deux fonctions continues, ainsi que leurs
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dérivées, vérifiant la relation — = -.^, sauf en un nombre fini de
' oy ox
points où Tune au moins des fonctions P, Q est discontinue. Nous supposerons, pour fixer les idées, qu'il y ait dans A trois points a, é, c de discontinuité. Entourons chacun de ces points d'une circonférence de rayon très petit et joignons ces circonférences au
contour C par une coupure ifig- 36 . L'intégrale / P rfx -h Q dy^
Fig. 36.
prise depuis un point fixe (.^c^o) jusqu'à un point variable (j:, ^) sur une ligne ne franchissant aucune coupure, a une valeur unique en chaque point, d'après le cas déjà étudié, car le contour C, les coupures et les petites circonférences forment une seule ligne pouvant être décrite d'un seul trait continu. Nous désignerons
par F(x, y) la valeur de cette intégrale prise suivant le chemin direct allant de Mo(a:o, J'o) en M(ar, y).
On appelle lacet le chemin composé de la ligne droite joignant le point Mo à un point a' infiniment voisin de a, de la petite circonférence de rayon aa' et de centre a, cl de la droite a'Mo. L'intégrale curviligne 1 V dx -{- Q^dy, prise le long d'un lacet, se
réduit à l'intégrale curviligne prise le long de la circonférence. Cette dernière intégrale n'est pas nulle en général, si l'une des fonctions P ou Q est infinie au point a, mais elle est indépendante du rayon de la petite circonférence; c'est une constante ± -A), le double signe correspondant aux deux sens de parcours. Nous désignerons de même, par ±: TJb et zb C, la valeur de l'intégrale
curviligne prise le long d'un lacet décrit autour de Tun des points singuliers b ou c.
Cela posé, tout chemin joignant le point Mo au point M peut se ramener à une suite de lacets, suivis du chemin direct allant de Mo en M. Par exemple le chemin Momrf^/M peut se ramener à la suite des chemins suivants MomrfMo, MorfeMo, Moe/Mo, Mo/M; le chemin Mo/wrfMo peut à son tour se ramener à un lacet décrit autour du point singulier a, et de même pour les autres. En6n Mo/M est équivalent au chemin direct. Il s'ensuit que, quel que soit le chemin d'intégration, la valeur de l'intégrale curviligne est de la forme
(52) F( J7, j^) — F(a7, ^) -f-mJl, -h/iUÎ) -h/)G,
m, /i, p étant trois nombres entiers, positifs ou négatifs, absolument quelconques. Les quantités X, 1)1), C sont les périodes de l'intégrale curviligne. Cette intégrale est donc une fonction des variables x^ y, qui admet une intinité de déterminations, et nous voyons l'origine de ces déterminations multiples.
Remarque, — La fonction F(a:, y) est une fonction bien déterminée dans la région A, quand on a tracé les coupures aa, 6^, cv; mais on doit remarquer qu'en deux points infiniment voisins tels que m, m', de part et d'autre d'une coupure, la différence
F(m ) — V{m' ) a une valeur finie. On a, en effet,
-"Mo
ce qui peut s'écrire
mais / est infiniment petit, et il reste
La différence F(^) — F(w') est donc constante et égale à Ai tout le long de aoL. Il en est de même pour les autres coupures.
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Exemple. — L'intégrale curviligne
présente un seul point critique, l'origine. Pour avoir la période correspondante, intégrons le long du cercle x^ -^ y^ ^=^ ç'^ ] on a
a' = pcosa), _^ — psino), x dy - - y dx — '^^ ddi y
et la période est égale à l d(3y rz= 21t. La vérification est immédiate, car on a sous le signe / la différentielle totale de arc lang-«
154. Racines communes à deux équations. — Soient X, Y deux fonclions continues des variables a?, y y dans une région A limitée par un seul contour fermé C; nous supposons que les dérivées partielles du premier ordre sont aussi continues.
L'expression — ^^ .,j— satisfait à la condition d'intégrabilité, car
elle est la différentielle totale de arclang^- Il s'ensuit que l'intégrale
dé6nie
prise le long du contour C dans le sens direct, est nulle si les coefficients de dx ^X. àt dy sous le signe / restent continus à l'intérieur de C, c'està-dire si les deux courbes X — o, Y = o n'ont aucun point commun à l'intérieur de ce contour. Mais si ces deux courbes ont un certain nombre de points communs a^h^ c, . . . , l'intégrale (53) est égale à la somme des intégrales prises dans le sens direct le long des petites circonférences décrites des points a, 6, c, . . ., comme centres. Soient (a, P) les coordonnées d'un de ces points communs; nous supposerons qu'en ce point le déterminant
fonctionne] i^\ — ^ — n'est pas nul, c'est-à-dire que les deux courbes X = o,
Y = o ne sont pas tangentes en ce point. Nous pouvons alors décrire du point (oc, P) comme centre un cercle c de rayon assez petit pour que le point X, Y décrive autour du point (o, o) une petite portion de surface plane, limitée par un contour y» qui corresponde point par point au cercle c (n'^'âS et 127).
Lorsque le point {x, y) décrit la circonférence c dans le sens direct, le point (X, Y ) décrit le contour y dans le sens direct ou dans le sens rétro-
grade, suivant le signe du déternainant fonctionnel dans ce petit cercle. Or l'intégrale définie le long de la petite circonférence est égale à la varia-
lion de arc tang^' ^^ P^"* suite à ± -iir. En raisonnant de même pour toutes
les racines, on en conclut que l'on a
(54) / —xrryt—^''''^(^"^)>
P désignant le nombre des points communs au\ deux courbes pour
D(X Y) lesquels ^r^ — — est positif, et N le nombre des points communs pour
lesquels le déterminant est négatif.
L'intégrale définie du premier membre est aussi égale à la variation de
arc tang— le long de C, c'est-à-dire à l'indice de la fonction ^ lorsque le
point (x, ^} décrit le contour C. Si les fonctions X, Y sont des polynômes, et si le contour C est formé d'arcs de courbes unicursales, on est ramené à calculer l'indice d'une ou plusieurs fonctions rationnelles, ce qui n'exige que des opérations élémentaires ( n° 77). D'ailleurs, quelles que soient les fonctions X, Y, on peut toujours calculer l'intégrale définie (54) avec une erreur inférieure à tc, ce qui suffit, puisque le second membre doit être un multiple de iiz,
La formule (54) ne fait connaître le nombre exact des points communs aux deux courbes que si le déterminant fonctionnel conserve un signe constant à l'intérieur de C. Des travaux récents de M. Picard ont permis de compléter ce résultat (H.
155. Extension des résultats précédents. — Les résultats des derniers paragraphes s'étendent sans modification essentielle aux intégrales curvilignes dans l'espace
(55) {] ^. Pdx Qdy'+-Rdz,
'^(••'o.rcSo)
Nous désignerons par P, Q, R trois fonctions continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, dans une région (E) de l'espace, limitée par une seule surface fermée S. Cherchons d'abord les conditions pour que l'intégrale curviligne précédente ne dépende que des extrémités (oTo, ^o> -«o), (ar, j, z) de la ligne d'intégration. Cela revient encore à chercher dans quels cas l'intégrale curviligne, prise le long d'une courbe fermée quelconque T, est nulle. Or, d'après la formule de Stokes (n® 136), cette intégrale curviligne est égale à l'intégrale de surface
( • ) Traité d'Analyse, t. II.
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étendue à une surface 2 limitée par le contour T. Pour que cette intégrale de surface soit nulle, quel que soit le contour r, il faut évidemment et il suffit que Ton ait
^ ^ âjr ' dx' dz ~ dx' àz ~ ày'
Si ces conditions sont remplies, U est une fonction des variables a?, j^, z, dont la différentielle totale est P dx -hQdy -i-R dz, et qui est uniforme dans la région E de l'espace. Pour avoir la valeur de U en un point, on pourra choisir arbitrairement le chemin d'intégration.
Si les fonctions P, Q, R vérifient les relations (56), mais deviennent infinies en tous les points d'une ou plusieurs lignes dans (E), on en déduit des conséquences analogues à celles qui ont été développées au n^ 153.
Si, par exemple, l'une des fonctions P, Q, R devient infinie en tous les points d'une courbe fermée y, l'intégrale U admettra une période égale à la valeur de l'intégrale curviligne prise le long d'un contour fermé traversant une fois, et une seule fois, une surface <t limitée par la courbe -f*
On peut aussi se proposer, pour les intégrales de surface, une question tout à fait pareille à celle qui a été traitée pour les intégrales curvilignes. Désignons par A, 6, G trois fonctions continues, ainsi que leurs dérivées du premier ordre, dans la région E de l'espace limitée par une seule surface fermée S. Soit £ une surface prise dans E, et limitée par un contour de forme quelconque F. L'intégrale de surface
(5;) l ^ f f kdydz-hBdzdx-hCdxdy
J Jcù)
dépend en général de la surface £ elle-même, et non pas seulement du contour F. Pour que celte intégrale ne dépende que du contour F, il faudra que l'intégrale double étendue à une surface fermée quelconque prise dans E soit nulle. La condition pour qu'il en soit ainsi nous est donnée immédiatement par la formule de Green (n^l^O). Nous savons, en eflfel, que l'intégrale double précédente, étendue à une surface fermée, est égale à l'intégrale triple
étendue au volume limité par cette surface. Pour que cette dernière intégrale soit nulle, quel que soit ce volume, il faut évidemment que les fonctions A, B, G vérifient la relation
,,^ dA dB dC
ox oy az
et cette condition est suffisante.
La formule de Stokes en donne une vérification facile. En effet, étant données trois fonctions A, B, G vérifiant la relation (58), on peut, d'une
inûnité de manières, déterminer trois autres fonctions P, Q, R, telles que Ton ait
D'abord, si ces équations admettent une solution, elles en admettent une infinité, car elles ne changent pas quand on remplace P, Q, R par
P^^. Q-.f^, R-.J dx dy àz
respectivement, X étant une fonction quelconque de x^ y^ %, Cela étant, prenons R =^ o; on tire des deux premières relations {69)
Prr. r ^{x,y,z)dz-\-rj^{x,y\ Q^— T k{x, y, z)dz^^{x,y\
^{x,y) et ^{Xyy) étant deux fonctions quelconques de x et de y. En portant ces valeurs dans la dernière équation (69), elle devient
^'^ ^^^\dz • ^^ ^'^ -Cix y ')
OU, en tenant compte de la condition (58),
on peut encore choisir arbitrairement une des fonctions ^, 4'-
Ayant ainsi déterminé trois fonctions P, Q, R satisfaisant aux équations (59), l'intégrale de surface est égale, d'après la formule de Stokes, à l'intégrale curviligne
f Pdx-{-Q^dy-hRdz;
elle ne dépend donc que du contour F.
Même question pour l'intégrale multiple
étendue au domaine D défîni par les inégalités *7. Démontrer la formule
dxi dx^ . . , dXft =
l'intégrale multiple étant étendue au domaine D défini par l'inégalité
*8. Démontrer la formule f d^ I F(acos6 -+- 6 sinO cos<p -h csinÔ 8in<p)sin6 rf<p = 2ir / P(uR)^u,
où a, b, c sont des constantes quelconques et où Ton pose R = v^a*-H6*-+-c'.
[Poisson.] [On peut observer que l'intégrale double représente une certaine intégrale de surface étendue à la sphère a?* -h j^* H- >«• = i , et prendre le plan bx -h cy -^ az = o pour nouveau plan des xy,]
*9. Soit p = F(6, ç) Téquation d'une surface fermée en coordonnées polaires. Démontrer que le volume limité par cette surface est égal à Tintégrale double étendue à toute la surface
d<j étant l'élément d'aire, et y l'angle que fait le rayon vecteur avec la normale extérieure.
*10. Un ellipsoïde étant représenté par l'équation
{ji* "^ [i* — b^ [1^ — c* ~ *
définissons un point de sa surface par les coordonnées elliptiques v et p, c'est-à-dire par les racines de l'équation précédente où Ton aurait reibplacé (Ji par l'inconnue {voir n° 147). L'application des formules (29)' au volume de cet ellipsoïde conduit à la relation suivante :
L'application de la formule (a) donne de roême
•^0 Jf, /(6«— p*)(c«— p«)(v«--6»)(c« — V») a
[Lamé.]
11. Déterminer les fonctions P(ar, y)^ Q(a?, y), continues ainsi que leurs dérivées partielles, de telle façon que l'intégrale curviligne
V(x-r-<x,y-^^)dx-^ Q(ir -+- a, ^ -+- P) dy,
prise le long d'un contour fermé quelconque, soit indépendante des constantes oc, p et ne dépende que du contour lui-même.
[Licence : Paris, juillet 1900.]
I. — PROPRIÉTÉS GÉNÉR\LES DES SÉRIES. - RÈGLES DE CONVERGENCE
156. Définitions et généralités. — Les propriétés élémentaires des séries sont exposées en détail dans tous les cours d'Algèbre. Nous en résumerons rapidement les points principaux.
Considérons d'abord une suite indéfinie de quantités
dont chacune occupe un rang déterminé; cette suite est dite co/i- ^ergente si 5„ tend vers une limite s lorsque le rang n augmente indéfiniment. Toute suite qui n'est pas convergente est dite dii^ergente; cela peut arriver soit que Sn finisse par rester supérieur à tout nombre donné à l'avance, soit que s„ ne tende vers aucune limite, sans augmenter indéfiniment.
Pour qu'une suite soit convergente, il faut et il suffit qu'à tout nombre positif s on puisse faire correspondre un nombre entier n tel que la différence Sn+p — Sn soit moindre que e en valeur absolue, quel que soit le nombre entier positif p,
La condition est nécessaire. En effet, si s,t a pour limite s lorsque n croît indéfiniment, on peut trouver un nombre n assez grand pour que toutes les différences s — .ç,,, s — Sn^^ , . . . ,
s — Sn^pf . • ., soient inférieures en valeur absolue à - • La différence Sn^p — Sfi sera donc moindre, quel que soit />, que 2 - = z.
Pour démontrer la réciproque, nous introduirons une nouvelle notion très importante, due à Cauchj. Supposons tous les termes G. a4
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de la suite (1) inférieurs en valeur absolue à un nombre positif N; tous les nombres compris entre — N et -t- N peuvent être séparés en deux classes de la façon suivante. Nous dirons qu^in nombre appartient à la classe A, s'il existe une infinité de ternies de la suite (i) supérieurs à ce nombre, et à la classe B, s'il n'existe qu'un nombre fini de termes de la suite (i) supérieurs à ce nombre. Il est clair qu'un nombre compris entre — N et + N appartient à l'une des deux classes, et que tout nombre de la classe A est inférieur à un nombre quelconque de la classe B. Soit S la limite supérieure des nombres de la classe A, qui est en même temps la limite inférieure des nombres de la classe B. C'est ce nombre S que Caucliy appelle la plus grande des limites (*) des termes de la suite (i). Il ne faut pas confondre S avec la limite supérieure des termes de la suite (1); ainsi, pour la suite
la limite supérieure (n® 68) est i, tandis que la plus grande des limites est o.
Il est facile de justifier le nom adopté par Cauchy. D'après la définition même du nombre S, il existe toujours une infinité de termes de la suite (i) compris entre S — e et S -f- s, aussi petit que soit le nombre positifs. Considérons alors une suite de nombres positifs décroissants Si, £2? • • • - ^ni . . . , le terme général £„ tendant vers zéro, et à chaque nombre £/ faisons correspondre un nombre a,- de la suite (i) compris entre S — £/ et S + £|. Nous obtenons ainsi une suite de nombres a,, a^, . . ., a;,, ... appartenant à la suite (1) et ajant pour limite S. D'ailleurs il est clair, d'après la façon même dont on a défini S, qu'on ne pourrait pas détacher de la suite (1) une suite partielle ayant pour limite un nombre su|)érieur à S. Lorsqu'une suite est convergente, la limite est évidemment le nombre S lui-même.
Cela posé, supposons que la dilTérence^/z^y, — s,i de deux termes de la suite (1) soit inférieure en valeur absolue à un nombre
(') lîésumés analytiques de Turin, i833 {Œuvres complètes, 2* série, t. X,
La dcfinilioD s'étend d'elle-même à tout ensemble de nombres limité supérieurement.
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positifs, quel que soit le nfimbre positif/?. Tous les termes de la siiile (i) sont compris, à partir de s,t^ entre Sn — eei Sn~\- e. Soit S la plus grande des limites des termes de cette suite; d'aprt^s ce qu'on vient de voir, on peut détacher de la suite (i) une suite partielle ajant pour limite S, et, lous les termes de cette suite partielle étant compris, à partir d'un certain ran^, entre s„-{-z ets„ — s, il est clair que la valeur absolue de S — .ç,, est au plus égale à e. Soit maintenant s^ un terme quelconque de la suite (i), dont l'indice m est supérieur à n. Nous pouvons écrire
5,n — S =(S,;» — 5„) -4- (Sn— S),
et la valeur absolue du second membre est inférieure à 2 e. Comme £ est un nombre positif arbitraire, il s'ensuit que le terme général Sm a pour limite S, lorsque Tindice m augmente indéfiniment.
Remarque. — Sî S est la plus grande des limites des termes de la suite (i), tout nombre supérieur à S est de la classe B, et tout nombre inférieur à S, de la classe A. Le nombre S lui-même peut être de la classe A ou de la classe B.
lo7. Étant donnée une suite infinie quelconque
Oo, Wi, Wi, .., Un, ...
on dit que la séri''
(a) Uq~\- Ui-h Ui-\-. . .-h U;t -^ . . .
e^t convergente, si la suite formée par les sommes successives des termes de cette série
est elle-même convergente. Soit S la limite de cette suite, c'o>t à-dire la limite vers laquelle tend la somme Sn lorsque n au-^mente indéfiniment; S s'appelle la somme de la série précédente, et l'on indique cette dépendance par l'égalité
Une série qui n'est pas convergente est appelée dis^ergente. Reconnaître si une série est convergente ou divergente revient
donc à reconnaîlre si la suite formée par les sommes successives So, S^, Sa, ... est elle-même convergente ou divergente. Inversement, pour savoir si une suite infinie quelconque
^u» ^ij ^ii • • •» *«»
est convergente, il suffit d'examiner la série
car la somme S,i des (n -+- 1) premiers termes de cette série est évidemment égale au terme général s,t de la suite considérée. Cette remarque est d'une application fréquente.
La série (2) est convergente ou divergente en même temps que la série
(3) Up-^Up^i-
obtenue en supprimant les p premiers termes de la série (2). En effet, soient S„(n >/>) la somme des n -h 1 premiers termes de la série (i), et ^n-p 'a somme des n — /? -f- i premiers termes de la série (3) :
la différence S^ — 2]„_^ = Uq-^ u^ -]-. . .-h Up^i ne dépendant pas de /i, si la somme S„ tend vers une limite, il en est de même de 2„_p, et inversement. Il suit de là que, pour reconnaître si une série est convergente ou divergente, on peut toujours négliger autant de termes que Ton voudra, au commencement de la série. Soient S la somme d'une série convergente, S,, la somme des/i+ 1 premiers termes de la série, et R„ la somme de la série commen- <^anl au terme w„^.i
R» = «/n-i •+■ W/i^î -»-...-+- ll,i+p — . . . .
On a évidemment
Il est en général impossible de calculer exactement la somme S d'une série convergente; si l'on prend pour valeur approchée de S la somme S„ des n + i premiers termes, l'erreur commise est égale à R„. Puisque S„ a pour limite S lorsque n augmente indéfiniment, la différence R/, tend vers zéro, et l'on peut toujours prendre un nombre de termes assez grand pour que Teireur com-
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mise en remplaçant S par S,/ soit moindre que tout nombre donné à Tavance, du moins théoriquement. Il suffit de connaître une limite supérieure de R„ pour se rendre compte de Tapproximation obtenue. Il est clair que, dans la pratique, les seules séries qui se prélent aux calculs numériques sont celles pour lesquelles le reste R„ tend assez rapidement vers zéro.
De la définition même de la convergence résultent un certain nombre de propriétés qu'il nous suffira d'énoncer :
i" Si Ton multiplie tous les termes d'une série par un nombre constant a, différent de zéro, la nouvelle série est convergente ou divergente en même temps que la première; lorsque la première est convergente et a pour somme S, la somme de la seconde série est «S ;
2"* Si l'on a deux séries convergentes
Mo-+- Wi-h WJ-+-. . .-H Un -h. . .
ayant respectivement pour sommes S et S', la nouvelle série obtenue en les ajoutant terme à terme,
est convergente et a pour somme S -H S'. Il en serait de même si l'on ajoutait terme à terme/? séries convergentes;
3"* On ne modifie pas la convergence ou la divergence d'une série en changeant la valeur d'un nombre fini de termes de cette série; car cela revient à augmenter ou à diminuer toutes les sommes S,, d'une quantité constante, à partir d'une valeur assez grande de n,
La critérium de convergence d'une suite infinie quelconque, appliqué aux séries, donne la règle générale de convergence de Cauchy ('). Pour qu\ine série soit convergente , il faut et il suffit qu^à tout nombre positif e on puisse faire correspondre un nombre entier n, tel que la somme dUin nombre quelconque de termes à partir de u„^t soit moindre en valeur absolue quee.
On a en effet S„+^— S,/= Un^t H- ///z+a-H. . .+ Un^p- En particulier le terme général Un+i = S,/^.| — S,i doit tendre vers zéro lorsque n augmente indéfiniment.
(*) Exwcices de Mathématiques ; 1837. Œuvres complètes, t. VII, 3" série» p. 267.
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La règle de Caiichj e^t absolument générale, mais elle est difficilement applicable dans la pratique; elle n^est au fond que le développement de la notion même de limite. Nous allons rappeler les ngles pratiques les plus usil('es pour reconnaître la convergence ou la divergence d'une série. Ces règles offrent toutes ce caractère commun de n'êlre applicables que dans des cas particuliers, mais elles suffisent dans la plupart des cas.
158. Séries à termes positifs. — Les séries dont lous les termes sont positifs ont une grande importance, et nous commencerons par les étudier. Dans une telle série, la somme S„ va en croissant avec n ; pour que la série soit convergente, il suffira donc que celle somme S„ reste inférieure à une limite fixe, quel que soit /?. Le procédé le plus général pour décider de la convergence ou delà divergence d'une série consiste à comparer la série proposée à une autre série déjà étudiée. On s'appuie pour cela sur les deux propo>itions suivantes :
i" Si une série à tonnes po^^ilifs a tous ses termes inférieurs ou au plus égaux respectivement à ceux d'une autre série coDvergenle à ternies positifs, la première série est convergente.
Car la somme S„ des n premiers termes de la série proposée esl évidemment plus petite que la somme S' de la seconde série; elle a donc une limite S inférieure à S'.
Si" Si une série à termes positifs a tous ses termes plus grands respectivement que ceux d'une série divergente à termes positifs, cll<î est également divergente.
Car la somme des n premiers termes de la première série esi suprrieui e à la somme des n preuners termes de la seconde et par suite augmente indéfiniment avec n.
On peut faire la comparaison de deuT séries d'une autre façon, en s'appuyant sur le lemme suivant : Soient
(U) MoH- "l-+- Wj-h. . .-f- M/,-f-. . .
deux srries à termes positifs. SI la série (U) est convergente et si,
à partir d'un certain ranff, on a constamment -"^- <r -^-^ la
' ^' i'« ^ Un
série (V) est aussi convergente. Si la série (U) est divergente el
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si, à partir d'un cerlain rang, on a constamment — ^ <i -^^> la série (V) est également divergente.
Pour démontrer la première partie, supposons que l'inégalité
— "^^ <* ~— soît vérifiée pour n^ p. Comme on n'altère pas la
convergence d'une série, ni le rapport d'un terme au précédent, en multipliant tous les termes par un même facteur constant, on peut supposer t'y, <; ifp. et il esl évident que l'on aura Vp^i < W/j+i,
puis t'^^.><C ''/7+j 1-a série (V) sera donc convergente. La
seconde partie du lemme s'établit de la même façon.
Élant donnée une série à lerines positifs, de caractère connu, on peut la prendre comme terme de comparaison, et l'on obtient ainsi deux propositions permettant dans certains cas d'affirmer la convergence ou la divergen<-e d'une autre série à termes positifs, suivant que l'on compare les termes eux-mêmes dfs deux séries, ou les rapports de deux termes consécutifs.
159. Règles de Cauchy et de d'Alembert. — I^a série la plus simple que Ton puisse pr(»n(lre comme terme de comparaison esl la progression géométrique de raison r, qui esl convergente si r<f, et divergente si /*^i. La comparaison d'une série à termes positifs avec une progression géométrique conduit à la régie suivante, due à Caucby :
Lorsque, dans une série à termes positifs, sj Un est, à partir dUin certain rang, constamment moindre quun nombre fixe, inférieur à Vanité, la série est convergente; si\/u,t est, à partir d^un certain rang, constamment supérieur à C unité, la série est divergente.
Dans le premier cas, on a, en eflTet \/u,i <,!<<. i, et par suite u„<CA'". Les termes de la série sont donc, à partir d'un cerlain rang, moindres que ceux d'une progression géométrique de raison plus petite que Tunilé. Dans le second cas, au contraire, on ay/w/^>> 1 , et w„>> i; le terme génénd ne tend donc pas vers zéro.
La règle précédente esl applicable, toutes les fois que \/u,t tend vers une limite, et l'on peut encore énoncer la proposition suivante :
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Si \Jun tend vers une limite /, lorsque n croit indéfiniment , la série est convergente si l est inférieur à un, et divergente si lest supérieur à un.
Si /== I, il y a doute, sauf dans le cas où ^/w^ tend vers Tunllé en lui restant supérieur; la série est alors divergente.
En comparant de même le rapport de deux termes consécutifs d'une série à termes positifs au rapport de deux termes consécutifs d'une progression géométrique, on obtient la règle de d'Alt^rabert :
Lorsque, dans une série à termes positifs, le rapport d'un terme au précédent est, à partir d*un certain rang, inférieur à un nombre fixe plus petit que C unité, la série est convergente. Si ce rapport est, à partir d' un certain rang, supérieur à l'unité, la série est divergente.
On en déduit comme corollaire que si le rapport -^^ tend
vers une limite /, lorsque n augmente indéfiniment, la série est convergente si / < ' 5 et divergente si l>i. Le seul cas
douteux est celui où /= i, à moins que — ^^ ne tende vers un en
lui restant supérieur. La série est alors divergente.
Remarques diverses. — La règle de Gauchy est plus générale que celle de d' Vlembert. Supposons, en effet, que les termes d'une série soient, à partir d'un certain rang, plus petits que ceux d'une progression géométrique décroissante; le terme général Un sera, pourvu que n soit plus grand qu'un nombre fixe />, inférieur à Ar'», A étant une constante et r
étant plus petit que un. On aura donc v^Wrt<rA'', et le second membre a pour limite r lorsque n augmente indéfiniment. En désignant par k un nombre fixe compris entre r et i, on aura donc, à partir d'un certain rang, v^W/, <A:. Nous sommes donc toujours dans un cas où la règle de
Gauchy est applicable, mais il peut se faire que le rapport "^' prenne
Un.
des valeurs supérieures à un, aussi loin que l'on aille dans la série. Prenons, par exemple, la série
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peut prendre en général une infinité de valeurs supérieures à un, lorsque n augmente indéfiniment.
Il y a cependant avantage à conserver la règle de d'Alembert, qui est souvent d'une application plus facile. Ainsi, dans la série
le rapport d'un terme au précédent a zéro pour limite lorsque n
augmente indéfiniment, tandis qu'on ne voit pas immédiatement ce que
devient \/w^ = — pour des valeurs très grandes de n.
Quand on a reconnu, par l'application d'une des règles précédentes,
que les termes d'une série sont respectivement moindres, à partir d'un
certain rang, que ceux d'une progression géométrique décroissante
A, Ar, A/*, ..., Ar«, ...,
il est facile d'avoir une limite de l'erreur commise quand on prend pour somme de la série la somme de ses m premiers termes; cette erreur est évidemment moindre que la somme de la progression
Lorsque les deux expressions '^u^ et —^^~1 ont chacune une limite, ces
Un
deux limites sont les mômes. Considérons, en effet, la série auxiliaire
(4) Uo-+- UiX -h U^X^-i-. . . \- UnJ^"'^-. . ',
où X est positif. Dans celte série, le rapport d'un terme au précédent a |>our limite IXj l étant la limite du rapport "^^ y la série (4) est donc
ronvergentc si l'on a x< y> et divergente si a? > y De môme, en désignant par /' la limite de /a», l'expression yu^x'^ a pour limite l'x^ de sorte que la série (4) doit être convergente si l'on a .r < ? et divergente
si j? > j7« Pour que ces deux caractères de convergence ne soient pas en
contradiction, il faut évidemment que /= /'; si l'on avait par exemple,
l > l\ tout nombre x compris entre . et -p rendrait la série convergente
d'après la règle de Gauchy, tandis que le môme nombre rendrait la série divergente d'après la règle de d'Alembert.
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IMus généralement, lorsque ^"'"^ tend vers une limite /, y/w^ tend vei>
la même limite (»). Supposons, en effet, qu'à partir d'un certain ranp tous les rapports
soient compris entre / — e et l-ht^t désignant un nombre positif que l'on peut supposer aussi petit que Ton veut, pourvu que n soit assez grand. On aura aussi
ou encore
Un
lorsque, n restant fixe, le nombrtî p augmente indéfiniment, les dcu\ termes extrêmes de cette double inégalité tendent respectivement vers l—i et l -h z. On aura donc, pour toute valeur de m supérieure à une limite convenable,
l — IZ,^ y/ ll„l , i ~r^ XI,
et, romme e est arbitraire, on en conclut que ^u,,! ^ pour limite If nombre /.
Il est ù remarquer que la réciproque n'est pas vraie. Prenons, par exemple, la série
j, a y ah, a^ù, a^b^, ..., ««6"-', a" h", ...,
où a et ^ sont deux nombres différents. Le rapport d'un terme au précédent est alternativement a ou b, tandis que l'expression v^«« a pour limite ^ab lorsque n augmente indéfiniment.
La proposition précédente peut servir à trouver la limite de certaine* expressions qui se présentent sous forme indéterminée. Elle nous montre, par exemple, que v^7T^>. . . . // augmente indéfiniment avec n, car le rapport — - '*" aui^mente lui-même indéfiniment. On verra de même
que \/yi a pour limite l'unité, ainsi que v^log/i.
160. Application de la plus grande des limites. — Cauchy a présente la règle précédente sous une forme plus générale. Soit a«le terme général d'une série à termes positifs. Considérons la suite
( ' ) Cauchy, Cours d'Analyse.
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si les termes de celle buile n'ont pas de limite supérieure, le terme général a^ ne tend pas vers zéro, et la série est divergente. Si tous les termes de la suite (5) sont moindres qu'un nombre fixe, soit eu la plus grande des limites des termes de celte suite.
La série I^Un est convergente si to est inférieur à un, et divergente si cx) est supérieur à un.
Pour démontrer la première partie, soit i — at un nombre compris entre w et i. D'après la définition de la plus grande des limites (n° 156), il n'y a qu'un nombre fini de termes de la suite (5) supérieurs à 1 — a; on peut donc trouver un nombre entier p tel que, pour toute valeur de // supérieure à/?, on ait v^a,i<i — a. La série Sa^ est donc convergente. Au contraire, si l'on a œ > 1, soit i h- a un nombre compris entre i et co; il y a une infinité de termes de la suite (5) supérieurs à 1 -f- a, et par suite une infinité de valeurs de n pour lesquelles an est plus grand que un. La série Sa^ est donc divergente. Il n'y a doute que dans le ras où to — 1.
Théorème de Cauchy. — Loisqiie — ^^^ on \/Ufi tend vers
ruuilé, sans être constamment supérieur à un, les règles de d'Aleniberl el de Caucliy ne permettent pas d'affirmer la convergence ou la divergence d'une série. Il faut dans ce cas prendre pour termes de comparaison d'autres séries jouissant de la même; propriété, el de caraclère connu. La proposition suivante, que Cauchy a déduite de Télude des intégrales définies, permet souvent de décider de la convergence ou de la divergence d'une série, lorsque les règles précédentes ne permettent pas de rien affirmer.
Soit îp(^) une fonction positive à partir d'une certaine valeur a de x^ allant constamment en décroissant et tendant vers zéro quand x augmente indélinlment. La courbe y --^ 'f{^) ^^^ asy mp-
lote à l'axe des .r, et l'inlégrale définie / (f(x)dx peut tendre
vers une limite finie ou non, lorsque / croît indéfiniment. Cela posé, la série
(6) cp(a)-i- cp(a -m; -h. ..-^<p(a H- /i) +. . .
est convergente si T intégrale prcccilente tend vers une limite, et divergente dans le cas contraire.
Considérons, en efl'el, les rectangles construits avec la base un et les hauteurs respectives f (a), ^[a -f- 1), . . . , o{a -H n)\ ces
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reclaDgIes étant tous extérieurs à la courbe ^ = ^{^)t 'a somme de leurs aires est évidemment supérieure à Taire de la courbe comprise entre Taxe des x et les deux ordonnées x = a^ x := a-}- rij
o{x) dx.
Si nous prenons au contraire les rectangles intérieurs construits avec la base un et les hauteurs respectives cp(a -\- \)^^{a -\- i)^ . . ., 'p(a-|-/i), la somme des aiies de ces rectangles est moindre que Taire de la courbe, ce qu'on peut écrire
Cela posé, si l'intégrale / (f(x)dx tend vers une limite L
lorsque /augmente indéfiniment, la somme cp (a) 4-. . .-h ©(«-+- /i), restant constamment moindre que (p(a)-l-L, tend vers une limite; la série (6) est donc convergente. Au contraire, si l'iaté-
I ?('^) dx croît au delà de toute limite, il en est de même,
it
d'après la première inégalité, de la somme
o ( a ) -h o ( rt !- I ) -+- . . . 4- 'f ( rt H- /ï ) ;
la série (6) est donc divergente.
Prenons par exemple (f(x)=: --, où [x est positif, et a = i.
Cette fonction 'f(x) satisfait bien à toutes les conditions de
J/* ' dx f — tend vers une limite lorsque /croît
indéfiniment, pourvu que [x soit supérieur à l'unité, et dans ce cas seulement. Il en résulte que la série
iH»
aH-
est convergente si (jl est plus grand que un, et divergente si [a^ i-
Supposons encore (p(x)= — — ! , « = 2, a étant positif
et logjr désignant le logarilhme népérien. On a, en supposant (x^ I ,
dx
'. .ji.^.-)^ - ,izn uiog«)-«^- iiog.y-n
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le second membre a une limite finie si jjl > i et augmente indéfiniment si (x<i. Dans le cas particulier où a = i , on voit de la même façon que l'intégrale croît au delà de toute limite. La série
est donc convergente si |ji > i , et divergente si [x< i . Plus généralement la série dont le terme général est
n lo^jf/i U\\::}n loj^^/i . . . loj;/^ ^ • n{\o\i,f n.})^
est convergente, si Ton a tx >> i et divergente si u£ i . On a écrit, pour abréger, log^/i à la place de loglog/i, log'/i à la place de
Bien entendu on ne donne à rentier n que les valeurs assez grandes pour que log/i, log^/i, log'/i, . . ., \o^p n soient positifs, et l'on suppose les termes manquants remplacés par des zéros. On le démontre comme pour les séries précédentes; si, par exemple, on a [JL ^ I , la fonction
jr lo{^j7 \ii*^^x . . . ( \o^Px )V'
est la dérivée de (\o^p x )^~^y et cette dernière fonction ne
tend vers une limite finie lorsque x augmente indéfiniment que si Ton a (JL > I .
La propo<^ition de Cauchy est susceptible d'applications d'un autre genre. La fonction <^{x) satisfaisant toujours aux conditions énoncées plus haut, considérons la somme
où n et p sont deux nombres entiers que l'on fait croître indéfiniment. Si la série, dont le terme général est ©( n), est convergente, la somme précédente a zéro pour limite, car elle est la différence des deux sommes Sn+p^i et Sa qui tendent l'une el l'autre vers la somme de la série. Mais si cette série est divergente, on ne peut plus rien afiirmer. En reprenant la représentation géométrique de tout à l'heure, on parvient à la double inégalité
comme <p(/i) tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment, on voit que la limite de la somme considérée est la même que celle de rinté-
grale / o{x)dx^ et elle dépend de la façon dont les nombres n et p
croissent au delà de toute limite.
Par exemple, pour avoir la limite de la somme
I II
n /i H- I * Il -^ p
il suffit de chercher la limite de rinlc'^ralc définie / — =lo2( n- - )•
Il est clair que cette intégrale n'a une limite que si le rapport — a une
limite; si a est la limite de ce rapport, la somme précédente a pour limite log(i h- a), comme on l'a <léjà démontré (n** 49). Pour avoir la limite de la somme
Il i
yZ/i ^ n -H I //i -\- p
il faut de même chercher la limite de l'intégrale
pour que cette expression ait une limite, il faut que le quotient -^ ail lui-même une limite a. T/e\prcssion précédente peut alors s'écrire
ei l'on voit qu'elle a aussi pour limite a.
162. Critères logarithmiques. - En prenant comme terme de comparaison la série
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rieur à un nombre fixe plus grand que V unité, la série esl
convergente. Si . ^ ~ est constamment inférieur à l* unité y la série est divergente.
log —
Lorsque -. tend vers une liitiite l quand n augmente indé-
^ logn ' ^
finimenty la série, est convergente si l^ i, et divergente si l<^ i .
It y a doute si l\ .
Pour démonlrer la première parlic, remarquons que de l'inégal i lé
on déduit
ou
log-^- > ^log/^
Un
"« < TTa
comme l'on a A* 1> i , la série esl donc convergente. De même, si Ton a
log ■- < log/j, u,i
on en déduit Un > - > la série esl donc divergente.
Celle rè,:;le permet de reconnaître la convergence d'une série toutes les fois qu'à partir d'un certain rang les termes de celle série sont respectivement moindres que ceux de la série
où A est un facteur constant, et [jl >► i . Si l'on a, en eflTel,
on en déduit
ou
logw,»-h |ilog/i < logA,
log/i ' logn
et le second membre a pour limite [x lorsque n augmente indéGniment. A partir d'un certain rang, on aura donc en désignant par K un nombre compris entre un et [ji,
loff—
log/i En prenant de même comme termes de comparaison les séries
^/i(^log/i)V ^n\
on obtient une infinité de règles de convergence, qui se déduiront
de la précédente ( * ) en remplaçant dans l'énoncé -j par -j — j-^»
log z
puis par — .—3 — ^^? •••• Les règles s appliquent a des cas de
plus en plus étendus; il est facile de s'assurer, en effet, que si Tune d'elles permet de reconnaître la convergence ou la divergence d'une série, il en sera de même de toutes les suivantes. Mais, aussi loin que l'on aille dans la série des essais, il peut se faire que l'application de ces règles ne permette jamais de reconnaître le caractère d'une série. MM. du Bois-Reymond (*) et Pringsheim (') ont en effet formé des séries, tant convergentes que divergentes, pour lesquelles les critères logarithmiques ne donnent aucune indication. Ce résultat est d'un grand intérêt théorique, mais les séries convergentes de celte espèce sont évidemment très lentement convergentes et ne paraissent pas susceptibles d'applications au calcul numérique (*).
(>) Voir Bertrand, Traité de Calcul différentiel et intégral, t. I, p. a38; Journal de Liouville, i'* série, t. VII, p. 35.
(') Ueber Convergenz von Reihen.,. {Journal de Crelley t. 76, p. 85; 1873).
(^) Allgemeine Théorie der Di%fergenz... {Afathematische Annalen, t. 35; »890).
(*) Dans un exemple de série convergente, dû à M. du Bois-Reyroond, il faudrait, d'après l'auteur, catculer la somme d'un nombre de termes égal b\ï volume de la Terre exprimé en millimètres cubes pour avoir seulement la moitié de la somme de cette série.
I. — PBOPRIÉTÊS GÉNÉRALES DBS SÉRIES
163. Règle de Raabeet Duhamel. — En conservant les mêmes séries comme termes de comparaison, mais en comparant les rapports de deux termes consécutifs au lieu de comparer les termes eux-mêmes, on est conduit à de nouvelles règles, moins générales, il est vrai, que les précédentes, mais qui sont souvent d'une application plus commode dans la pratique. Ainsi, soit
(;) l/o-^ Mi-+- Mj-H. ..-r Wrt-I-...
une série à termes positifs dans laquelle le rapport — — tend vers Tunilé, en étant constamment inférieur à un. On peut l'écrire
Un I -^ Œ/t '
oifi tendant vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. La comparaison de ce rapport avec ( — — j conduit à la règle suivante, obtenue d'abord par Raabe (*), puis par Duhamel {^) :
Si, à partir d'un certain rang, le produit n^^est constamment supérieur à un nombre fixe ^ plus grand que un^ la série est convergente. Si, à partir d'un certain rangy ce produit est constamment plus petit que un, la série est divergente.
La seconde partie de la proposition est immédiate. Si, à partir d'un certain rang, on a /la^^ i, on en déduit
et le rapport -^^ est supérieur au rapport de deux termes consécutifs de la série harmonique : la série est donc divergente.
Pour démontrer la première partie, supposons qu'à partir d'un certain rang on ait constamment n^n ;> A >> i . Soit )x un nombre compris entre i et A, i <; [x<; A; la convergence de la série sera
assurée si, à partir d'un certain rang, le rapport — ^^ est moindre que le rapport l ) de deux termes consécutifs de la série
(') Zeitschrift fur Afalhematik und Physiky t. X; 1.H32. (•) Journal de LiouviUe, t. IV; i838.
dont le terme général est n'V-, Il faut, pour cela, que l'on ait
ce qu'on peut écrire, en développant (iH- ~) parla formule de Tajlor limitée au terme en — >
\n restant toujours moindre qu'un nombre fixe lorsque n augmente indéfiniment. Cette condition devient, en simplifiant,
or le premier membre a pour limite [jl lorsque n croît indéfiniment. A partir d'une valeur de n assez grande, ce premier membre sera donc moindre que na;,, ce qui suffit pour démontrer l'inégalité (8) et par suite la convergence de la série.
Lorsque le produit /la^ tend vers une limite / pour n infini, on peut appliquer la règle précédente. La série est convergente si / > I , et divergente si / <; i . Il y a doute pour / = i , sauf dans le cas où nxn tend vers un en lui restant constamment inférieur; la série est alors divergente.
Lorsque le produit na^ a pour limite Tunité, on compare — ^^ au rapport de deux, termes consécutifs de la série
a(log2)l* ' '*' n(logn)lA *"'
qui est convergente si [jl>i, et divergente si fili. Écrivons le rapport de deux termes consécutifs
^n tendant vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. Si, à partir d'un certain rang, le produit p^logn est constamment supérieur à un nombre fixe plus grand que V unité, la série est convergente. Si ce produit est constamment inférieur à V unité, la série est divergente.
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Pour démontrer la première parlie, supposons que, pour toutes les valeurs de n supérieures à un nombre py on ait ^n logn >/:>!. Soit [x un nombre tel que i < fji < /:. La convergence de la série sera établie si. à partir d'un certain rang, on a
^^^ Uu ^ n-i l\o^{n-i)\
ce qui peut s'écrire
n n \ n/ l_ logn J
ou, en appliquant la formule de Taylor au second membre,
n n \ nj \ log/i [_ ^^S^ J /
'km restant inférieur en valeur absolue à un nombre fixe lorsque n croît iodéûniment. Cette inégalité devient, en simplifiant,
).„,„+,)riog(,-i)]'
crie produit (n -+- i) log (in — la pour limite l'unité lorsque n augmente indéfiniment, car on peut l'écrire, d'après la formule de Taylor,
(« + ,)log(,-^-) = .-..;-(. + e),
t tendant vers zéro. Le second membre de l'inégalité précédente a donc pour limite jx, et l'inégalité est assurée à partir d'un certain rang, puisque le premier membre est supérieur à un nombre X* > |ji.
On démontre de même la seconde partie en comparant le rapport _2±1
au rapport de deu\ termes consécutifs de la série dont le terme général
est — i . L'inégalité
nlogn
peut s'écrire
Ur,^\ ^ n lo;;/i
Un ^ n-r-l log {U-hl)
P«log/i<(/î -T-i)log( i^ y\;
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or le second membre tend vers Tunité par valeurs supérieures à Tunité, comme le montre la formule (lo). L'inégalité est donc assurée, à partir d'un certain rang, puisque le premier membre ne dépasse pas Tunité.
De la proposition précédente on déduit encore, comme corollaire, que, si le produit p^logn tend vers une limite /, lorsque n croit indéfiniment, la série est convergente si / > i , et divergente si / < i. Il y a doute pour / = I, sauf dans le cas où le produit p^logn reste toujours inférieur à un; la série est alors divergente.
Lorsque p^logn tend vers l'unité en lui restant supérieur, on écrira de même
n /ilog/i
fn tendant vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. On aura des énoncés tout pareils aux précédents en considérant le produit "^n^o^^n^ et ainsi de suite.
Corollaire, — Lorsque, dans une série à termes positifs, le rapport d'un terme au précédent est de la forme
Un n ni-^\>'
jx étant un nombre positif, r étant constant, et la valeur absolue de H^ restant inférieure à un nombre fixe lorsque n croît indéfiniment, la série est convergente sir est plus grand que un, et divergente dans tous les autres cas.
Si nous posons
noL
Un+l Un
on a, en effet,
nV-
r Un n n^^V-
et par suite lim na,, = r, La série est donc convergente si r > i et divergente si r<i. Le seul cas douteux est celui où r= i. Pour lever l'ambiguïté, posons
il vient
n\»- ?n logn n
I. — PBOPRIÉTBS GÉNÉRALES DBS SÉRIES
et le second membre tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, aussi petit que soit le nombre positif {i. La série est donc divergente.
Supposons, par exemple, que --^- soit une fonction rationnelle de /i,
tendant vers l'unité lorsque n croit indéOniment,
Un ' nP-^ bxfiP-^ ■+- h^P-^ ~r . ..*
on peut aussi l'écrire, en effectuant la division et s'arrétant au terme
en —,
u„^t ay—bx o(n)
Un n n^
cp(/i) étant une fonction rationnelle de n qui tend vers une limite finie lorsque n croît indéfiniment. D'après le résultat qui précède, /?oa/* que la série soit convergente, il faut et il suffit que Von ait
Ce théorème est dû à Gauss, qui l'a démontré directement; c'est une des premières régies générales de convergence (*).
164. Séries absolument convergentes. — Occupons-nous maintenant des séries dont les termes peuvent avoir des signes quelconques. Lorsque à partir d'un rang assez élevé tous les termes ont le même signe, ce cas se ramène immédiatement au précédent. Il suffit donc d'étudier le cas où il y a dans la série une infinité de termes positifs et une infinité de termes négatifs. Nous allons d'abord démontrer la proposition suivante, qui est fondamentale :
Une série à termes quelconques est convergente lorsque la série formée par les valeurs absolues de ses termes est ellemême convergente.
Soient
(11) Mo-f- M1-I-. . .-^ W„-r-.. .
une série dont les termes peuvent avoir un signe quelconque et
(12) Uo-^ Ui-f-.. .-I- U„-f-...
(') Disquisitiones générales circa sérient injînitam 1 H x-\- {^Œuvres
complètes, t. III, p. i38. )
la série formée par les valeurs absolues des termes de la première, où Ton a posé U«= |w/i|. Si la série (12) est convergente il en est de même de la série (11); c'est une conséquence du théorème général de convergence, puisqu'on a
et que la seconde somme peut être rendue moindre que tout nombre donné, pourvu que Ton prenne le nombre n assez grand, le nombre/) restant arbitraire.
On peut encore s'en rendre compte autrement. Écrivons
Un={u,i-h Un) — U«,
et considérons la série auxiliaire dont le terme général est w„ H- Um
(i3) (ao-f-Uo)-h(wi-+- U,)-H...-4-(a„-+-U„)-i-...;
S,/, S^^, S', désignant respectivement les sommes des n premiers termes des séries (i 1), (12) et (i3), on a évidemment
Or la série (12) est convergente par hypothèse; il en est de même de la série (i3) qui n'a aucun terme négatif et dont le terme général est au plus égal à 2 U„. Les sommes S),, SJ^, et par suite S^. tendent donc vers des limites lorsque n augmente indéfiniment, c'est-à-dire que la série proposée (11) est convergente. On voit de plus que cette série peut être considérée comme provenant de la soustraction terme à terme de deux séries convergentes à termes positifs.
Toute série, telle que les valeurs absolues de ses termes forment une série convergente, est dite absolument convergente. On peut, dans une pareille série, modifier l'ordre des termes d'une façon arbitraire sans changer la somme de cette série. Considérons d'abord une série convergente à termes positifs, de somme S,
(i4) ao-h ai H-. . .-h a„-f-. . .
et soit
(i5) ^>o-H ^i-H...H-6rt-i-...
une autre série ayant les mêmes termes que la première, rangés dans un ordre différent, de telle façon que chaque terme de la
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série (i4) se retrouve dans ia série (i5) à une place quelconque, et qu'inversement chaque terme de la série (i5) se retrouve aussi dans la série (i4))niais à un rang différent.
Soit S'^ la somme des m premiers termes de la série (i5); puisque tous ces termes se retrouvent dans la série (i4)> il est clair que l'on peut prendre un nombre n assez grand pour que les m premiers termes de la série (i5) fassent partie des n premiers termes de la série (i4)- O" 3 donc
ce qui prouve que la série (i5) est convergente et a une somme S'5 S. Tout pareillement, on doit avoir S 5 S', et par suite 5'= S. Le même raisonnement prouve que, si Tune des séries (i 4) et (i5) est divergente, il en est de même de la seconde.
On peut aussi, dans une série convergente à termes positifs, grouper les termes ensemble d'une façon arbitraire, c'est-à-dire former une nouvelle série dont chaque terme soit égal à la somme d'un certain nombre de termes de la première, pris d'une façon quelconque,' sans changer la somme de la série. Supposons d'abord que l'on groupe ensemble un certain nombre de termes consécutifs, et soit
(i6) Ao-1- AiH- Aj-h. . .-H A;,t-4-. . .
la nouvelle série ainsi obtenue, où l'on a, par exemple,
Ao — ao -+- ai -^ . . . -i- flp, A i = rt,H-i -(-...-+- «ç, Aj— a^^.^-+-. . .-i-ar,
La somme S'^ des m premiers termes de la série (i6) est égale à la somme Sj^ des N premiers termes de la série proposée (N >> m). Lorsque m augmente indéfiniment, il en est de même de N et, par suite, S'^ a aussi pour limite S.
En combinant les deux opérations précédentes on voit que, étant donnée une série convergente à termes positifs, on peut, sans changer la somme, la remplacer par une autre série dont chaque terme est formé par la somme d'un certain nombre de termes de la première pris dans un ordre quelconque. Il suffit que chaque terme de la première série entre dans un des groupes qui forment les termes de la seconde série et dans un seul.
Toute série absolument convergente pouvant être regardée
comme la différence de deux séries convergentes à termes positifs, les opérations précédentes sont encore légitimes pour une pareille série. On voit donc qu'une série absolument convergente peut ^tre, au point de vue du calcul numérique, traitée comme une somme d'un nombre fini de termes.
165. Séries sémi-convergentes. — Une série à termes quelconques peut être convergente, sans que la série formée par les valeurs absolues de ses termes soit convergente. C'est ce que prouve très clairement le théorème sur les séries alternées dont je me borne à rappeler l'énoncé :
Une série à termes alternativement positifs et négatifs est convergente si la valeur absolue de chaque terme est plus petite que la valeur absolue du terme précédent^ et si, en outre ^ les termes décroissent indéfiniment en valeur absolue quand leur rang s'éloigne indéfiniment.
Par exemple la série
est convergente; nous avons trouvé (n® 49) que la somme est égale à loga. La série formée par les valeurs absolues des termes, qui est la série harmonique, est divergente. Les séries convergentes, qui ne sont pas absolument convergentes, sont dites semiconvergentes. Les travaux de Cauchy, de Lejeune-Dirichlet et de Riemann ont bien montré la nécessité de distinguer entre les séries absolument convergentes et les séries semi-convergentes. Ainsi, dans une pareille série, on n'a pas le droit de changer l'ordre dans lequel les termes se succèdent ou de grouper ces termes d'une façon arbitraire ^ ces opérations peuvent avoir pour résultat de modifier la somme de la série, ou même de changer une série convergente en une série divergente, et inversement. Reprenons, par exemple, la série convergente
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dont la somme est évidemment la limite de l'expression
^aà \j.n -r- l '2 /l -r- 2 /
lorsque m augmente indéflniment. Écrivons les termes de cette série dans un autre ordre, en faisant suivre chaque terme positif
de deux termes négatifs,
u 4 3 6 « " a/i-+-i ^n-hi 4^*^-4
on démontre aisément, en considérant les sommes Ss,,, Sj^^.!, ^3/1+21 qwc cette nouvelle série est convergente. Elle a pour somme la limite de l'expression
lorsque m augmente indéfiniment. Mais on a
a/i-t-i :^n -^ 2. 4"~+~4 2 \in ~r-i 2/1-^2/
et, par conséquent, la somme de la seconde série est égale à la moitié de la somme de la première.
D'une façon générale, étant donnée une série qui est convergente sans l'être absolument, on peut ranj^er les termes de cette série dans un ordre tel que la nouvelle séiie soit convergente et ait pour somme un nombre quelconque A donné à l'avance. Désignons par Sp la somme des p premiers termes positifs de cette série, par SJ, la somme des valeurs absolues des q premiers termes négatifs; la somme des/? -+- q premiers termes est évidemment Sp — S'q. Lorsque les deux nombres/? et q augmentent indé- Gniment, il doit en être de même des deux sommes Sp et S'^, sans quoi la série serait divergente ou absolument convergente. D'autre part, la série étant convergente, le terme général doit tendre vers zéro.
Cela posé, nous formerons une nouvelle série ayant pour somme A de la manière suivante : Prenons les termes positifs de la série proposée dans l'ordre où ils se présentent jusqu'à ce que leur somme soit supérieure à A; écrivons à leur suite les premiers termes négatifs dans l'ordre où ils se présentent, et arrêtons-nous dès que la somme des termes écrits est inférieure à A; écrivons ensuite les termes positifs en commençant par le premier des termes négligés, et arrêtons-nous dès que la somme des termes écrits est supérieure à A, puis reprenons les termes négatifs, et ainsi de»
suite. Il est visible que les sommes des termes de cette nouvelle série sont tantôt plus grandes et tantôt plus petites que A, mais qu^ellcs diffèrent de A d'une quantité qui décroît indéHniment.
466. Règle d'Abel. — On doit à Abel un théorème permettant de reconnaître la convergence de certaines séries, qui échappent aux régies précédentes. La démonstration repose sur un lemme dont on s'est déjà servi (n* 75).
Soit
Mo -H Mi -^ . . . -f- M/t -4- . . .
une série convergente ou indéterminée (c'est-à-dire telle que la somme des n premiers termes soit toujours moindre en valeur absolue qu'un nombre fixe A); soit, d'autre part,
ÊO» Si» •••! £/»> •••
une suite dénombres positifs, dont chacun est plus petit que le précédent et tels que Wmzn ~ o, pour n = oo. Gela posé, la série
(17) £0 Mo -^ 6i W I -^ . . . -+- £/! M„ -+ . . .
est convergente^ sous les conditions énoncées.
Il résulte en effet des hypothèses que Ton a, quels que soient les nombres n et/?,
|m„-hi-+- -hUn+p\ < 2 A,
et, par suite, d'après le lemme rappelé tout à l'heure,
I W//-+-1 2/1-+-! -h . . . -r- Un-hp tn-hp | < 2 A £„^.| ;
puisque in-h\ tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, on peut prendre n assez grand pour que la valeur absolue de la somme
soit moindre que tout nombre donné à l'avance, quel que soit p, La série (17) est donc convergente, en vertu du théorème générai (n* 157). Lorsque la série Wo-h Mi -+-. . .-h Un-r-. . . se réduit à la série
i — i-hi — i-f-i — I ...
dont les termes sont alternativement -f- 1 et -i, la proposition précédente se réduit au théorème rappelé plus haut, concernant les séries alternées.
Voici un autre exemple. La série
sinO -+- 5in2 6 -+- sin36 -h.. .-+- sinnO h-.. .
est convergente ou indéterminée. Lorsque sin8=o, la série a tous ses termes nuls; lorsque sinô^o, la somme des n premiers termes est égale,
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d'après une formule de Trigonométrie, à
sin-- , .
«in _ *
sin '
et par conséquent est moindre en valeur absolue que .
que la série
sin 6 sin2Ô sinnO
sin-
• On en conclut
est convergente, pour toute valeur de 8, et l'on démontre de la même façon que la série
rosB ros^O cosnO
€51 convergente, sauf pour 8 — iAtz.
Corollaire. — On peut énoncer une propriété plus générale, en se bornant aux séries convergentes. Soient
Uq -T- ii| -*-... -t- u,, -i- .. .
une série convergente, et
EO» £|» • • -i £/»> • • •
une suite de nombres positifs, allant toujours en croissant ou en décroissant, et tendant vers une limite k, différente de zéro, lorsque n augmente indéfmiment, la série
(l8j 6oMo -T- £i Wi". . .-r^ EnMn-4 . . .
est aussi convergente.
Supposons, pour fixer les idées, que les nombres e/ aillent en croissant; nous pouvons écrire
tQ=rz A' — Œo, El =: A' aj, ..., t^ = k 2,1, ...,
et les nombres a©, «i, ..., a„, ... forment une suite de nombres positifs décroissants, a^ tendant vers zéro lorsque n croît indéfiniment. Les deux, séries
ao Mo -T- «1 Wi -i- . . . -H a^ Wrt H- . . .
sont l'une et l'autre convergentes et, par suite, il en est de même de la série (i8).
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167. Définitions. — Nous indiquerons dans ce paragraphe quelques généralisations de la notion de série. Soit
(19) tto-^ Wi-h Wt-4-. . .-H anH-. . .
une série dont les termes sont des quantités imaginaires
wo = «0 -^ ^0 *î Ui = ai-hbii, . . . , Un= an-h bai, ... ;
cette série est dite corwergente^ si les deux séries formées par les parties réelles et les coefficients de i sont séparément convergentes,
(20) «0+- ai-+-aj-^. . .-H a^-h. . .,
(,ai) 60-f- ^i-h^iH-...^^«-i-. ...
Soient S' et S" les sommes des deux séries (20) et (21) : la somme de la série (19) est S = S'-f- i^S" \ il est évident que cette somme est encore la limite de la somme S,j des n premiers termes de la série (19) lorsque le nombre n augmente indéfiniment. On voil qu'une série à termes imaginaires n'est au fond que l'ensemble de deux séries à termes réels.
Lorsque la série formée par les modules des différents termes de la série (19)
(2a) y/al -h 65" -H \/a\ -h 6î -+-. . .-4- A/î -+■ ^S + • • •
est convergente, il est clair que chacune des séries (20) et(2i)esl absolument convergente, car on a
et
la série (19) est dite elle-même absolument conçergente. On peut modifier l'ordre des termes d'une pareille série, ou grouper ces termes d'une façon arbitraire, sans changer la somme.
A toute règle permettant d'affirmer qu'une série à termes positifs est convergente correspond une règle permettant d'affirmer qu'une série à termes quelconques, réels ou imaginaires,
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est absolument convergente. Ainsi, lorsque dans une série le
module du rapport -^^ est, à partir d'un certain rang, plus petit
qu'un nombre fixe inférieur à Tunité, la série est absolument convergente. Soit en effet U/ = | W||; si, à partir d'un certain rang, on
a constamment
<Ck<C^\^ on peut écrire celle inégalité -il — ^ a:< ï,
ce qui prouve que la série des modules
Uo -H U| -h . . . 4- U,i -h . . .
est convergente. Si le rapport — ^^ tend vers une limite / lorsque n
croît indéfiniment, la série est convergente lorsque |/j<^i, et divergente lorsque j /| ^ i ; dans ce dernier cas, en effet, le module du terme général iin ne tend pas vers zéro, les deux séries (20) et (21) ne peuvent être à la fois convergentes. Il y a doute si |/| = 1.
D'une façon générale, soit a> la plus grande des limites de v^U/» lorsque n augmente indéfiniment. La série (19) est absolument convergente si a> < 1, et divergente si ci)>i, car dans ce cas le module du terme général ne tend pas vers zéro (n** 161). 11 y a doute si a> = i; la série peut être absolument convergente, simplement convergente, ou divergente.
Multiplication des séries. — Soient
deux séries à termes quelconques. Multiplions de toutes les manières possibles un terme de la première série par un terme de la seconde, et groupons ensemble tous les produits Ui\'j pour lesquels la somme i-\-j des indices est la même; nous obtenons ainsi une nouvelle série
ex \ UiiVQ-^{UQVx-^ ^\VQ)-i- (ltQV<i-h UiVx-^ ^ft^o)-^'"
Lorsque les deux séries (2.S) et (24) sont absolument convergentes, la série (25) est aussi convergente et a pour somme le produit des sommes des deux premières. Ce théorème, dû à Cauchy,
a été généralisé par M. Mertens (*), qui a montré qu'il était encore vrai, pourvu qu'une seule des deux séries (aS) et (24) fût absolument convergente, la seconde pouvant être simplement convergente.
Supposons, pour fixer les idées, que la série (23) soit absolument convergente, et soit Wn le terme général de la série (aS)
Pour démontrer la proposition, il suffit de faire voir que les deux différences
.-hWin .^(uo-hUi-h.
.-HM«) (PoH-t'l-^-.
tvo-f- iViH-.
.-I-m',«+i--(mo-+- W|-^.
..-h an-Ki)(^oH-t'|-H.
. .-Ht'/i+l),
tendent vers zéro, lorsque n croît indéfiniment. La démonstration étant la même dans les deux cas, considérons la première dilFérence, que nous pouvons écrire, en ordonnant par rapport aux w/,
-h Un-^i (t'o-H- . . . -»- ^n-l ) -+- Un^ii Vo-i-...h P„_, ) -t- ...-»- M,„f^o.
La série (aS) étant absolument convergente, la somme
reste inférieure, quel que soit /?, à un nombre positif fixe A; de même, la série (24) étant convergente, le module de la somme i'o 4" ^*i + • • • + ^/i reste inférieur, quel que soit /?, à un nombre positif fixe B. Gela posé, e étant un nombre positif quelconque donné à l'avance, nous pouvons choisir un nombre positif /n assez grand pour que l'on ait
Un^-1-h...-h U„+p< ^^ ^>
quel que soit le nombre /?, pourvu que n^m. Le nombre n étant choisi de cette façon, on aura une limite supérieure du module de 8 en remplaçant Wo, /^i, W2, . . , U2n parU©, Ui, . . ., Uj^ respectivement, puis r«^.| -i- ç„^2 + . . . H- ^/i+p par . ^ et enfin
(*) Journal de Crelle^ t. 79.
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Vq-t-' "-h ^/i-i, i'o-i-- • --f- ^/i-2> • • •? ^0 par B. Il vient alors
' ^ ; < ^ « :c^ -- ^ ^ ri-B -^ • - ^ " - » r-^ B
-h L«-K, B -+- U„^., B -^ . . .-h U,„B, ou encore
^ B(U.^, . . . ^ U,„) <. -^-^ -^ ^^^, ou enfin |o] < e. La difl'érence o a donc zéro pour limile.
169. Séries doubles. — Considérons un échiquier rectangulaire qui serait limité en haut et à gauche, mais qui se prolongerait indéfiniment en bas et à droite. Cet échiquier contient une infinité de colonnes verticales, qui seront numérotées de o à -|- oc, et une infinité de files horizontales qui seront numérotées également de o à -h 00. Concevons maintenant qu'à chaque case de cet échiquier on fasse correspondre un nombre qui sera inscrit dans la case correspondante; soit a^ le nombre correspondant à la case qui est située dans la file de rang i et dans la colonne de rang A'.
Nous obtenons ainsi un tableau disposé comme le suivant
«Oî ..
«on . . .
«Il
«lî ..
«mO
«ml
«mî ..
Nous supposerons d'abord que tous les termes de ce tableau sont réels et positifs.
Imaginons maintenant une suite de courbes C| , Co, . . . , C^, . . . , s'éloignant indéfiniment dans toutes les directions et formant, avec les deux droites qui limitent le tableau, une suite de courbes fermées s'enveloppant mutuellement. Soient S|, Sa, . . . , S„, . . ., les sommes des termes du tableau qui sont à l'intérieur de ces courbes fermées. Si la somme S^ tend vers une limite S lorsque n
augmente indéfiniment, on dit que la série double
est convergente et a pour somme S. Pour justifier celte définition, il est indispensable de démontrer que la limite S est indépendante de la forme des courbes C. Imaginons, en efiet, une autre suite de
courbes s'éloignant indéfiniment dans tous les sens, C'^, (V^^
C^, . . . , et soient S, , S^, . . . , S^, ... les sommes correspondantes. Le nombre m étant fixé, on peut toujours choisir le nombre n assez grand pour que la courbe C^ soit tout entière à l'extérieur de C'^, ; on a donc S',,^<; S,, et, par suite, S'^-< S, quel que soit m. Or cette somme S'^, croît avec Tindice; elle tend donc vers une limite S'$ S. On démontrera de la même façon que Ton a aussi S ^ S' ; par suite S' = S.
On pourra prendre, par exemple, pour former les courbes Q les deux côtés d'un carré dont le côté augmente indéfiniment, ou des droites également inclinées sur les deux côtés de l'échiquier; les sommes correspondantes seront les suivantes
aoo-+-(aio— ai 1 H- «01 )-^«"-+-(«/io -+-«/*! -+-•••-!- cinn-h a/i-i,rt-r-...-f-aofl), «00 -+-(«10+ «oi)-+-(«îoH- «11-+- aot)-r-. . .-+-( ano-i- «/t-i,i-+-. • .-+- «0/1 );
si Tune de ces sommes tend vers une limite lorsque n croît indéfiniment, il en est de même de la seconde et ces limites sont égales. On peut aussi faire la somme du tableau par lignes ou par colonnes. Supposons en effet que la série double (27) soit convergente, et soit S la somme. Il est clair que la somme d'un nombre quelconque de termes du tableau est inférieure à S, et il en résulte que toutes les séries telles que
(28) a/o-i- «/i-H...-ha/;;-+-... (« = o, 1,2, ...},
obtenues en prenant les termes d'une file horizontale sont convergentes, car la somme
est toujours inférieure à S et va en croissant avec n.
Soient <To> ^J*!? • • •-. ^ô ... les sommes des diverses séries con-
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vergenles ainsi obtenues; la nouvelle série
est également convergente. En eflet, considérons la somme des termes du tableau Sa^, tels que l'on ait /^/>, k^r. Cette somme est toujours moindre que S; si, laissant fixe le nombre^, on fait croître indéfiniment le nombre r, elle a pour limite
On a donc toujours o-o-h ^« -t- . . . H- ^/ï<C S, et, comme celte somme va en croissant avec le nombre /?, on en conclut que la série (29) est convergente et a pour somme un nombre S^S. Inversement, si toutes les séries (28) sont convergentes, et si la nouvelle série (29) formée par les sommes des premières est convergente et a pour somme S, il est évident que la somme d'un nombre quelconque de termes du tableau (26) est inférieure à 2. On a donc aussi S ^ S, et par suite 2 = S.
Tout ce que nous venons de dire des séries obtenues en prenant des files horizontales s'applique évidemment aux séries obtenues en prenant des colonnes verticales. Pour avoir la somme d'une série double dont tous les éléments sont positifs, on peut l'évaluer soit par lignes, soit par colonnes, soit en prenant des courbes limites de forme quelconque. En particulier, si la série est convergente quand on fait la somme par lignes horizontales, il en sera de même quand on l'évaluera par colonnes, et la somme sera la même. On pourrait énoncer pour les séries doubles à termes positifs une suite de théorèmes analogues à ceux qui ont été établis pour les séries simples. Par exemple, si une série à double entrée, à termes positifs, a ses termes respectivement moindres que ceux d*une autre série double convergente, la première série est également convergente, etc.
Supposons maintenant que les éléments du tableau (26) aient des signes quelconques. Si la série double
(liAl
iOT. GHAPITUE VIII. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES.
est convergente, il en sera de même de la série double
no) 22"'*'
1=0 Ar — 0
Imaginons en effet deux tableaux à double entrée, T', T'' analogues au tableau (26), que Ton obtiendrait en remplaçant a/A par a/A -h Ia/aIî puis par |67/A|.La somme d^in nombre quelconque de termes du tableau (26) est égale à la différence entre la somme des termes correspondants du tableau T' et la somme des termes correspondants du tableau T'^ Or ces deux sommes tendent vers des limites déterminées, et indépendantes de la façon dont on l'ait croître indéfiniment le nombre des lermes dont on calcule la somme, car les deux séries doubles à lermes positifs
(3i) ^^\atkl 2:2Îa/*-+-|a/;t|}
sont convergentes, la première par hvpothèse, la seconde, comme ayant ses termes au plus égaux à ceux de la série S£2|a/A|- On dit que la série double (3o) est absolument convergente; on peut l'évaluer, soit par lignes, soit, par colonnes, comme pour une série à termes positifs.
Enfin, lorsque les éléments du tableau (26) sont imaginaires, on peut évidemment le décomposer en deux tableaux en prenant d'une part les parties réelles, d'autre part les parties imaginaires. Si le tableau à double entrée obtenu en remplaçant chaque terme par sou module donne naissance à une série double convergente, chacun des tableaux partiels donne naissance à une série double absolument convergente. La série double
est elle-même absolument convergente; d'après ce que l'on vient de voir, on peut évaluer la somme soit par lignes, soit par colonnes, soit de toute autre façon.
170. Une série double absolument convergente peut être remplacée par une série ordinaire formée des mêmes termes. Il suffit de montrer qu^" peut toujours numéroter les cases d'un échiquier indéfini tel que (^6), ^^ telle façon que chaque case ail un numéro détermine, aucune d'elles n'étant
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oubliée. En d'autres termes, si l'on considère, d'une part la suite naturelle des nombres
d'autre part tous les systèmes de deux nombres entiers (i, A), où t^o, yt^o, on peut, à chacun de ces systèmes, faire correspondre un des nombres de la suite (3-2) de façon qu'inversement à un nombre n ne corresponde qu'un seul de ces systèmes. Ecrivons, en effet, tous ces systèmes, les uns à la suite des autres, de la manière suivante
et, d'une façon générale, après avoir écrit tous les systèmes pour lesquels on a t -+- X: < n, écrivons tous les systèmes pour lesquels t-+-A: = /i, en commençant par le système (/i, o) et faisant décroître i successivement d'une unité jusqu'à zéro. Il est clair que chaque système (t, k) n'en aura qu'un nombre fini avant lui et occupera par conséquent un rang déterminé dans la suite. Imaginons maintenant qu'on écrive les termes de la série double absolument convergente SSai^dans l'ordre que nous venons de définir; nous obtenons une série ordinaire
(33) «00 -^ «10-^ «01-+- «Î0-+- an^- «01-+-- • .-»- ««o-»- «/i-i,i-t-. . .,
dont les termes sont les mômes que ceux de la série double considérée, qui est absolument convergente comme elle et a la même somme. Il est clair que ce mode de transformation n'est pas unique, puisqu'on peut permuter l'ordre des termes d'une façon arbitraire. Inversement, toute série ordinaire absolument convergente peut être, d'une infinité de manières, transformée en une série double, et ce procédé constitue un moyen puissant de démonstration pour certaines identités (*).
On voit que la notion de série à double entrée n'est pas distincte au fond de la notion ordinaire de série. Dans une série absolument convergente, on a vu plus haut qu'on pouvait remplacer un nombre fini de termes par leur somme effectuée, ou ranger les termes dans un ordre arbitraire. En cherchant à généraliser encore cette propriété, on est conduit tout naturellement à introduire les séries à double entrée.
171. Séries multiples. — La noiion de série à double entrée est encore susceptible d'une grande extension. Tout d'abord, on peut considérer des séries dont cha(|ue terme a„in dépend de deux indices dont chacun peut varier de — x à -|-oc. On peut imaginer les termes de cette série disposés suivant les cases d'un échiquier rectangulaire indéfini dans tous les sens, et Ton voit que
(* ) Tannehy, fntroditclion à la théorie des fonctions d'une variable, p. 67.
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la série à double entrée £Sa;„„ peut se partager en quatre séries doubles, telles que celles que nous avons étudiées jusqu'ici. Une extension plus importante est la suivante. Considérons une série
dont chaque terme a^^^m, m dépend de p indices m,, m^, ...,
nip^ pouvant varier de o à -i- oo, ou de — oo à -j- oc, ces indices pouvant d'ailleurs être assujettis à vérifier certaines inégalités. Quoiqu'on ne puisse plus se servir d'une représentation géométrique analogue à la précédente dès qu'il ja plus de trois indices, un peu de réflexion suffit pour montrer que les propositions établies pour les séries doubles s'étendent sans difficulté aux séries multiples d'ordre p.
Supposons d'abord que tous les termes a„^^,„^^^ . ,„ soient réels el positifs. Imaginons que l'on prenne la somme d'un certain nombre de termes de cette série, que l'on ajoute ensuite à celle somme la somme d'un certain nombre de termes négligés, et ainsi de suite, de telle sorte, qu'un terme quelconque de la série figure dans toutes les sommes successives au bout d'un certain nombre d'opérations. Soient S|, S2, . . ., S„, ... les sommes successives ainsi obtenues; si S„ tend vers une limite S lorsque n augmente indéfiniment, la série est convergente et a pour somme S ; comme dans le cas de deux indices, cette limite S est indépendante de la façon dont on fait croître le nombre des termes ajoutés. Si les termes ont des signes quelconques ou sont imaginaires, la série est encore convergente pourvu que la série formée par les modules soit convergenle.
172. Généralisation du théorème de Cauchy. — On peut souvent décider de la convergence ou de la divergence d'une série multiple, au moyen du théorème suivant, qui est la généralisation du théorème de Cauchy (n** 161 ). Soit/(a:, y) une fonction des deux variables x et j^, qui est positive pour tous les points {x^ y) exlérieurs à une certaine courbe fermée F, et telle (\\\q f{x, y) diminue lorsque le point {x^ y) s'éloigne de l'origine. Considérons, d'une
part, l'intégrale double / i f{x^y)dx dy^ étendue à la couronne
comprise entre la courbe F et une autre courbe extérieure C qui grandit indéfiniment; d'autre part, la série à double entrée S/(m, /î), où l'on attribue aux indices m, n toutes les valeurs
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entières, positives et négatives, telles que le point (m, n) soit extérieur à F. Dans ces conditions, la série double est convergente lorsque l^ intégrale double a une limite, et inversement. Les parallèles aux axes de coordonnées j: = o, n i , ziz 2, . . . , et r 7-^ o, zt 1, zh 2, . . . , décomposent Taire comprise entre les deux courbes C et F en un certain nombre de carrés et de portions irrégulières. Si nous prenons dans chacun des carrés le sommet le plus éloigné de Forigine, il est clair que la somme S/(m, n) correspondante sera inférieure à Finlégrale double / I /{x,y)dx dy,
étendue à Faire comprise entre C et F. Si celle intégrale double tend vers une limite S, lorsque la courbe C s'éloigne indéfiniment, il suit de là que la somme d'un nombre quelconque de termes de la série double esl toujours moindre qu'un nombre fixe; cette série est donc convergente. On voit de la môme façon que, si la série double esl convergente, l'intégrale double est toujours moindre qu'un nombre fixe; celte intégrale tend donc vers une limite. Le théorème s'étend à une série multiple à p indices, sous «les hypothèses convenables; le terme de comparaison esl alors une intégrale multiple d'ordre />.
Par exemple, la série double dont le terme général est — r — - »
les indices m et n prenant toutes les valeurs entières de — 00 à -i- oc, sauf 772 : - n ^^ o^ est convergente si |jl > 1 , et divergente si ;JL'J I . Car l'intégrale double
étendue à la portion du plan extérieure à un cercle concentrique à l'origine, a une valeur finie si [jl >► i et augmente indéfiniment si ti i (n« 133).
Plus généralement, la série multiple dont le terme général est
( //* 5 -+- /n| H- . . . -T- mp )V-
la combinaison mi^= m^-^ - - ^^ mp= o étant exclue, est convergente si l'on a 2 p. >- ^ ( ' ).
C) On trouvera des propositions plus générales dans le Traité d'Analyse de M. Jordan, lome I; p. i63.
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m. - SÉRIES A TERMES VARIABLES. — SÉRIES UNIFORMÉMENT CONVERGENTES.
Déûnition de la convergence uniforme. — Une série
(35) Uo{x)-^ ui(x)-i-..,-hUn{x)-^.,,
dont les termes sont des fonctions continues d'une variable ^dans un intervalle (a, 6), et qui est convergenle pour toute valeur dex comprise dans cet intervalle, ne représente pas nécessairemenl une fonction continue de cette variable, comme on serait tenté de le croire. Il suffit, pour s'en convaincre, de reprendre la série (voir n° 4).
dont la somme est disconlinue pour a: = o. Comme un grand nombre de fonctions se présentent en Anal}'se sous forme de séries, on a dû étudier les propriétés des fonctions représentées de cette façon et la première question qui se présente est précisément de chercher à reconnaître si la somme d'une série est une fonction continue d'une variable. Quoiqu'on ne possède pas de solution générale de ce problème, son étude a conduit à une notion extrêmement importante, celle de la convergence uniforme.
On dit qu'une série, telle que (35), est uniformément conçergente dans un intervalle (a, b) si à tout nombre positifs on peut faire correspondre un nombre entier positif n tel que la valeur absolue du reste R,/ de cette série
R«= Un{x)-^. ..-h Un^p{x) -f- . . .
soit moindre que e pour toutes les valeurs de x comprises dans l'intervalle (a, 6). La condition que le nombre n, qui correspond à une valeur donnée de e, soit le même pour toutes les valeurs de X de Tintervalle (a, 6), est essentielle dans cette définition. Pour chaque valeur de x appartenant à cet intervalle, il est certain qu'il existe un nombre entier n satisfaisant à la condition que Kn soit moindre que e, mais rien ne prouve a priori que^ pour une valeur donnée de n, aussi grande qu'on la suppose, le reste Ru
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reste conslamment plus petit que s en valeur absolue» lorsque x varie de a à 6. Ainsi, pour la série considérée tout à l'heure, on a
la série n'est pas unilormément convergente dans l'intervalle (o, i), car il est impossible de trouver un nombre entier n tel que l'on
I ait R;,(x) <; 6, pour toutes les valeurs de x comprises entre o et i .
i L'importance des séries uniformément convergentes provient
I de la propriété suivante :
I La somme d'une série uniformément convergente dans un
intervalle (a, b), dont les termes sont des fonctions continues d'une variable x dans cet intervalle, est elle-même une fonction continue de cette variable.
Soit Xq une valeur de x comprise entre a et 6, et^o-f- A une valeur voisine, comprise aussi entre a et b. Choisissons un nombre n assez grand pour que le reste R,i(:r)
soit moindre que = en valeur absolue pour toutes les valeurs de x
de l'intervalle (a, t), e désignant un nombre positif donné à l'avance, aussi petit qu'on le voudra. Soity(;r) la somme de la série convergente considérée; on peut écrire
/(j7) = cp(:r)-HR„(ar),
en désignant par o(^x) la somme des n -r- i premiers termes
cp(a:) — Uo{x)-^ Uiix) -h . . . -t- iin(x).
f{To-h- h) rr Cp(jro-r- h) -h Hn(Xo'{- /< ),
on tire, en les retranchant membre à membre,
/{Xo-^ h)^f(xQ) = [o{xo-^ h) -o(aro)] -i- K/|(J^o-^ ^0 H«(a:*o)i le nombre n ayant été choisi de cette façon, on a déjà
Des égalités
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D'autre part, puisque les différents termes de la série sont des fonctions continues de x^ ?(-^) est aussi une fonction continue et Ton peut trouver un nombre positif tj tel que l'on ait
|cp(:ro-+-A) — cp(a7o)|< 3-, pourvu que \h\ soit <^r\. On aura donc, a fortiori^
|/(To-f-A)-/(rro)|<3^
pour toutes les valeurs de h moindres que 7\ en valeur absolue, ce qui montre bien que la fonction f{x) est continue pour x=:Xn.
Remarque^ — Il paraît au premier abord 1res difficile de reconnaître si une série est uniformément convergente dans un intervalle. La proposition suivante permet, dans bien des cas, d'affirmer qu'il en est ainsi. Soit
(36) Uq{x)-\- Ux{x)-^. . .-\~ Un{x) -^ ..,
une série dont les termes sont des fonctions continues de x dans un intervalle (a, b)\ soit, d'autre part,
une autre série convergente dont les termes sont des nombres positifs constants. Si, pour toutes les valeurs de x de l'intervalle (a, b) on a, quel que soit n^ \un\<i ^n^ la première série (36) est uniformément convergente dans cet intervalle. Il est clair, en effet, qu'on a, pour toute valeur de x comprise entre a et 6,
et il suffira de prendre n assez grand pour que le reste correspondant de la seconde série soit moindre que e, pour que l'on ait, quel que soit X oans l'intervalle (a, 6),
Par exemple, Vq^ ^«, To, . . . avant toujours la même signification,
la série
^0-^ ^1 sina7-f- i'i sinaa? -h. . .-h Vn sin/iar-+-. . .
est uniformément convergente dans tout intervalle.
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174. Intégration et différentiation des séries. — Une série uniformément com^fsrgente peut être intégrée terme à terme.
Soient Xo^ ^i deux valeurs de x comprises entre a et 6, et n un nombre entier tel que | R„(j7)| <; s pour toutes les valeurs de x de cet intervalle. On peut écrire
/(x) -- Uo{x)-h Ui{x) -t-. . .-^ U„{J^) *- ^n(^)*
et par suite
/ /{x)dx— I Uo(x)dx -\- I Ui(x) dx -.- . . .
la valeur absolue de l'intégrale / R,t{^)dx est moindre que
s\Xi — Xo\ et, par conséquent, peut être rendue plus petite que tout nombre donné, pourvu que Ton prenne n assez grand. Il s'ensuit que Ton a
J{x)dx = I Uo{x)dx-^ j Ui{x)dX'i-..,^ j u,i{x)dx-h...:
si laissant Xq fixe, on considère x^ comme variable, on a une série I Uoix) dx -^ . . .-^ j Unix) dx -h . . ,
qui est convergente dans l'intervalle (<:/, h) et dont la somme admet pour dérivée /(a;).
De même, une série peut être differentiée terme à terme pourvu que la série des dérivées soit uniformément convergente.
Soit
/(x) = Uo(x)-h Ui{x)—...-r-Un{x)^-...,
une série convergente dans l'intervalle (a, b)] supposons que la série formée par les dérivées est uniformément convergente dans le même intervalle, et désignons par o{x) la somme de cette nouvelle série
"^^^^ ~ dJ ~^ dx " "'d^ ^""
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En intégrant terme à terme entre deux limites Xq et j?, comprises entre a et 6, il vient
/ <f(x)dx=z [uq{x)— Uo{Xo)]'T-[Ui{x)—Ui(Xo)]-h
c'est-à-dire
I ^(x)dx=/(x)—/{xo)y
relation qui montre que <f{^) est la dérivée de f{x).
Exemples. — i° L'intégrale / — dx ne peut s'exprimer par
une combinaison en nombre fini de fonctions élémentaires; écrivons-la comme il suit
/ — dx — j h/ ; — dx = \o^x -f- / — - dx.
On peut trouver pour la dernière intégrale un développement en série valable pour toute valeur de x; on a, en efl'et,
et cette série est uniformément convergente, dans l'intervalle de — R à -|-R, aussi grand que soit R, car les valeurs absolues de ses termes sont moindres que les termes de la série
On en conclut que la série, obtenue par l'intégration
qui est convergente quel que soit x, représente une fonction dont la dérivée est •
2"* Le périmètre d'une ellipse, dont le grand axe est a a et l'excentricité e, est égal à l'intégrale définie (n* H2)
S — 4« / ^i — e^s'in*<f do.
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Le produit e*sin*îp est compris entre o et c*< i. de sorte que le radical est égal à la somme de la série, obtenue par la formule du binôme
i/i — c^sin^o — I e*sin*î? e^sin^o — . . .
i.3.5...(ci/i-3) ,,^ . ,„ — — , ^ — ' e*"sin*'»o — . . .
et la série du second membre est uniformément convergente, car ses termes sont moindres en valeur absolue que ceux de la série obtenue en faisant sin?p = 1. On peut donc intégrer terme à terme et en observant que Ton a (n* 116)
TZ
il vient
/i — c* sin* o rf9 = - < I — , e- — prr e^ — e« — . . .
ri.3.5...(:i/i — 3)V-
L 2.4.6. ..2Ai J ^ ^
Si Texcentricilé e est très petite, il suffit de prendre un petit nombre de termes dans le second membre pour avoir la valeur de l'intégrale avec une grande approximation.
On peut, de la même façon, développer en série l'intégrale
quelle que soit la limite supérieure ©. Nous citerons encore la formule
qui donne le développement de l'intégrale complète de première espèce de Legendre.
La définition de la convergence uniforme s'étend aux séries dont les termes sont fonctions de plusieurs variables indépendantes, et aux séries multiples. Par exemple, soit
UQ{x,y) -^ u^{x, y) -t- . . .-\' Unix, y ) -\- . . .
une série dont les termes sont des fonctions continues des deux variables x^ y^ et* qui est convergente lorsque le point (x, y) reste à l'intérieur d'un contour C. On dira que la série est uniformément convergente dans ce domaine, si à tout nombre positifs on peut faire correspondre un nombre n tel que la valeur absolue du reste R„ soit moindre que e pour tout point (^x, y) intérieur au contour C, et Ton démontrera comme plus haut que la somme de cette série est une fonction continue des variables x el y dans ce domaine. Le théorème sur l'intégration se généralise aussi^ siy(j?, y) est la somme de la série précédente, on a
f J /(^^ y)dxdy = j j Uo(x,y)dxdy -{- j j Ux{x, y) dx dy —...
Un{x,y)dxdy -h....
■ff^
toutes les intégrales doubles étant étendues à Taire intérieure au contour C.
De même une série double dont les termes sont fonctions d'une ou plusieurs variables, et qui est absolument convergente lorsque ces variables restent comprises dans un certain domaine, est dite uniformément convergente si Ton peut prendre un nombre de termes assez grand pour que la valeur absolue de la somme des termes négligés soit moindre qu'un nombre positif e, pour tous les systèmes de valeurs des variables considérées. Les propriétés établies plus haut s'étendent sans difficulté, quel que soit le nombre des variables indépendantes, el aussi quel que soit le nombre des dimensions de la série.
Remarque. — Lorsqu'une série n'est pas uniformément convergente, on ne peut pas toujours l'intégrer ternie à terme; en voici un exemple. Posons
S„(ar) — nxe-^^\ SoC^r) — o, Ua{x) = S„— S„_i (n = i, îa, ...);
la série dont le terme général est u„{t) est convergente et a pour somme zéro, car ^n{x) tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. On peut donc écrire
f{x) = o = Mi(>) -f- Ui{x) 4-. . .-H W„(X)-H. . .
et par suite / f{x) dx — o. D'autre part, si l'on intègre la série terme
Application à la différentiation sous le signe /. — I^u
démonstration, donnée plus haut, de la formule de différentiation
sous le signe / suppose essentiellement que les limites Xq et X
sont finies (n" 97). Si X est infini, on n'a pas toujours le droit d'appliquer la formule. Prenons, par exemple, l'intégrale
17/ N r^* sinaa?
F(a) r^ / dx;
celle intégrale ne dépend pas de a, car, si on fait le changement de variable olx ^~ y-i elle devient, en supposant a >> o,
En appliquant à Tintégrale F(a) la formule ordinaire de différentiation, on arrive à l'égalité
F'(a)— / 0,0% CL X cl X y
dont le premier membre est nul, tandis que le second membre n'a pas de valeur déterminée.
On peut trouver des conditions suffisantes pour qu'on ait le droit de différentier par la formule habituelle, même lorsqu'une des limites est infinie, en rattachant la question à l'étude des séries. Considérons d'abord une intégrale
f{x)dx,
que nous supposons avoir une valeur déterminée. Soient a^-, «21 •••7 (^11} ••• une suite indéfinie de nombres plus grands
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que «0, allant constamment en croissant, de telle sorte que a„ augmente indéfiniment avec n. Posons
f{x)dx, Ui= / f{x)dx,
''Un
la série
est convergente et a pour somme f f{^) dx, car la somme Sn
Il est à remarquer que la réciproque n'est pas toujours vraie. Prenons, par exemple,
y(a:) = cosor, «0=0, ai =r r, ..., an= mzy ...,
nous avons
U,i= / cosx dx = o;
la série est donc convergente, tandis que l'intégrale ne tend vers aucune limite.
Soit maintenant /{x, a) une fonction continue des deux variables X et a, lorsque x est supérieur à a© et a compris dans un
intervalle (a©, «i). Si l'intégrale / /(a*, 0L)dx tend vers une
limite lorsque / augmente indéfiniment, quelle que soit la valeur de a, celte limite est une fonction de a,
F'(a)= / /(x,a)dx,
que l'on peut remplacer, comme on vient de l'expliquer, par la somme d'une série convergente dont les termes sont des fonctions continues de a,
F(a) = Uo(a)-HU,(a)-i-...-4-U«(a)-h..., Uo(a)= f '/(x,0L)dx, U,(a)= f 'f{x,a)dx,
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Celle fonction F(a) est continue, pourvu que la série soîl uniformément convergente. Par extension, nous dirons que Cin-
tégrale j /{^y (x.)dx est uniformément convergente dans
rinlervalle (a©, a,) si à tout nombre positif e on peut faire correspondre un nombre N tel que l'on ait, pour toute valeur
(le />N, / fi-^y ol) dx <-''^Zj quel que soit a dans l'inter-
valle (a©, ai). Si Tintégrale est uniformément convergente, il en est de même de la série, car si Ton prend «„]> N, on aura
IR/il-'y f{x,ai)dx
la fonction F(a) est donc continue dans l'intervalle (ao, a,).
Cela posé, supposons que l'intégrale 1 ■^- dx ait une valeu
finie pour toute valeur de a comprise dans l'intervalle (a©, ai), et qu'elle soit uniformément convergente dans cet intervalle; on peut aussi la représenter par la somme d'une série
'^*^{efxr.Vo(a)- Vi(a)-.^... .-V„(a)-.... où
^■'--f:^' v..jf;-/^
La nouvelle série est uniformément convergente et ses termes sont égaux respectivement aux dérivées des termes de la première. On a donc, d'après le théorème qui a été démontré sur la dilTérentiation des séries,
dx, 0%
c'esl-à-dire que la formule de dilTérentiation sous le signe /
s'applique encore, pourvu que l'intégrale qui figure au second membre soit uniformément convergente.
Exemples. — i" Reprenons riniégrale du n
a-r dx
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OÙ a est positif. L'intégrale obtenue en difTérentiant
- I e-*^sina:
dx
est uDiformément convergente pour toutes les valeurs de a supérieures à un nombre positif A'. On a en effet
/ e-'^s'inx dx < / e-^^'^dx = - e-^^^
et il suffit de prendre / assez grand de façon que l'on ait A'e*' > - pour que
la valeur absolue de cette intégrale soit inférieure à £, lorsque a est supérieur à k. On a donc
F'(of) — — / e-'^'^ sinx dx;
l'intégrale indéfinie a déjà été calculée (n" 119) et l'on trouve
_., . re-°^-^(rosj- H- a sinj-)"]-^* — i F (a ) = 1^ , ^ ^, J^ ^ ^--. ;
on tire de là
F(a) = C — arc tanga,
et l'on détermine la constante C en remarquant que l'intégrale définie F(i) tend vers zéro lorsque a croît indéfiniment, ce qui donne C = -• On a donc en définitive
c-fxx i^ — ^jc = arc tanff-»
Cette formule n'est établie que pour les valeurs positives de a, mais on a vu plus haut que le premier membre est la somme d'une série alternée
dont le reste R^ est toujours inférieur à - • Cette série est donc uniformément convergente, et l'intégrale est une fonction continue de a, même pour a = o. En faisant tendre a vers zéro, on a donc à la limite
1° Si, dans la formule du n** 134,
/ e-dx=^f
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on pose X =y /â, a étant positif, il vient
(4o) / e-'^y'dy^. \^ a «,
et il est facile de vérifier que toutes les intégrales que Ton déduit de celle-là par des différentialions successives par rapport au paramètre a sont uniformément con\ergenles, pourvu que a reste supérieur à un nombre fixe A" > o. De la formule précédente on déduit donc les valeurs de toute une série d'intégrales
(4.) '/ ^^^-^^^^^ =-irv/-"s
C tn avi^ 1.3.5. ..(9./1 I) /-
et, en les combinant, on pourra en déduire une infinité d'autres. On a, par exemple,
Jo ' -A) i.2 -^
Toutes ces intégrales viennent d'être calculées, et il reste
/ e-«y'cos2SvrfK = -1/ ■ - ^^^ h...
Jj, '^'^ -2 y a 1.2 ti 2
ou, en réduisant,
(4a) r e-'*y'cosi^ydy^^-i^/-e'
4l8 EXERCICES.
CHAPITRE IX
Nous éludions, dans ce Chapitre, deux classes de séries parliculièremenl importantes, les séries enlières et les séries trigonomelriques. Quoiqu'on ne s'occupe que de variables réelles, les raisonnements employés dans Tétude des séries entières s'étendent d'eux-mêmes au cas des variables imaginaires, en remplaçant partout les mots valeur absolue par module.
Région de conYergence. — Considérons d'abord une série
(I) Ao— AiX-+-A,X* - ... -A„X''--...
où tous les coefficients Aq, A|, A2, . . ., sont positifs, et où l'on n'attribue à la variable indépendante X que des valeurs positives. 11 est clair que tous les termes de cette série vont en croissant avec X; si la série est convergente pour une valeur particulière X = X|, elle est a fortiori convergente pour toute valeur de X inférieure à X,. De même, si la série est divergente pour la valeur X2, elle est certainement divergente pour toute \aleur de X supérieure à Xj. Cela posé, plusieurs cas peuvent se présenter : i"* Il peut se faire que la série (1) soit convergente, quelle que soit la valeur de la variable X ; telle est la série
2" Il peut aussi arriver que la série (i) soit toujours divergente, quel que soit X, sauf pour X =^ o; telle est la série
3" Supposons enfin que la série proposée soit tantôt convergente, tantôt divergente. Soient X| une valeur de X rendant la série convergente, et X2 une valeur de X rendant la série divergente. D'après la remarque de tout à l'heure, on a X| <C X2, la série est convergente si X<<X|, et divergente si X >> X2. Il n'y a doute que pour les valeurs de X comprises entre X| et X2. Mais toutes les valeurs de X qui rendent la série convergente sont inférieures à X2 ; soit R leur limite supérieure. Comme tou tes les valeurs de X qui rendent la série divergente sont supérieures à l'une quelconque des valeurs de X qui rendent la série convergente, ce nombre R est aussi la limite inférieure des valeurs de X qui rendent la série divergente. La série (i) est donc convergente pour toutes les valeurs positives de X inférieures à R, et divergente pour toutes les valeurs de X supérieures à R. Pour X ^^ R, la série peut être convergente ou divergente.
Ainsi, la série
est convergente si X <C 1 , et divergente si X 5 1 ; on a R =:: 1 .
Remarquons que le dernier cas examiné renferme les deux autres comme cas limites ; on les obtient en supposant R infini, ou R = 0.
Considérons maintenant une série entière
(2) a^-h axx -^ a^x^'^. . .-^ anX'^~' .
OÙ les coefficients a/ et la variable x peuvent avoir des signes quelconques. Nous poserons dorénavant A|= |<2/|, X=::r[^|, de façon que la série (1) sera formée par les valeurs absolues des termes de la série (2). Soit R le nombre qui vient d'être déOni pour cette série (1); il est évident que la série (2) est absolument convergente pour toute valeur de x comprise entre — R et 4-R* d'après la définition même du nombre R. Il nous reste à montrer que la série (2) est divergente lorsque la valeur absolue de or est supérieure à R. C'est ce qui résulte de la proposition fondamentale d'Abel ( ' ) : Si la série (2) est convergente pour une valeur particulière Xo, elle est absolument convergente pour toute valeur de x, dont la valeur absolue est inférieure à (xo|.
. ^ , , , . • ff^ m ( m - 1 ) ,
( ' ) Becherche sur la série n x -+- — - x^-h —
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En effel, la série (2) étant supposée convergente pour x = x^^ désignons par M un nombre positif supérieur au module de l'un quelconque des termes de cette série, de telle sorte que Ton ait, quel que soil le nombre n,
A„kol«<M.
Nous pouvons écrire
A«X'»= A„|jro
la série (i) est donc convergente si Ton suppose X << |.To[, ce qui démontre la proposition énoncée.
Cela posé, si la série (2) est convergente pour j; = a^o, on voit que la série des modules (i) sera convergente pourvu que X soit inférieur à \xq\. On ne peut donc avoir |a:o| >> R, car alors le nombre R ne serait pas la limite supérieure des valeurs de X qui rendent convergente la série (1).
En résumé, étant donnée une série entière (2) 011 les coefficients ont des signes quelconques, il existe un nombre positif R possédant la propriété suivante : la série (2) est absolument convergente pour toute valeur de x comprise entre — R e^ 4- R? et divergente pour toute valeur de x supérieure à R e/i valeur absolue. L'inlervalle ( — R, -f-R) s'appellera la région de convergence; cette région s'étend de — 00 à -h 00 dans le cas limite où R est infini. Elle se réduit à l'origine si R = o ; nous laisserons de côté, dans la suite, ce cas parliculier.
La démonstration ne nous apprend rien sur ce qui arrive pour les valeurs limites ;r = R, a? = — R. La série (2) peut être absolument convergente, simplement convergente, ou divergente.
Considérons, par exemple, les trois séries
on a, pour ces trois séries, R r= i , car le rapport d'un terme au précédent a pour limite x, La première série est divergente pour ar= ±: I, la deuxième est divergente pour ^c 1= i et convergente
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pour x= — i; la troisième est absolument convergente pour x=- ±1.
Remarque. — L'énoncé de la proposition d'Abel peut être généralisé; il suffit, en effet, pour la suite du raisonnement, de supposer que la valeur absolue d'un terme quelconque de la série
reste inférieure à un nombre fixe. Lorsqu'il en est ainsi» la série (2) est absolument convergente pour toute valeur de la variable dont la valeur absolue est inférieure à | o:©!-
Le nombre R est lié par une relation très simple au nombre ^ défini plus haut (n^ 160), qui est la plus grande des limites des termes de ia suite
Ai, v^A,, v^Vj, ..., yXn,
En effet, si l'on considère la suite analogue
AiX, î/Â7x^ v/a;:x«, ....
il est clair que la plus grande des limites des termes de cette suite sera wX. La suite (1) est donc convergente, si l'on a X < — > et divergente si X > -;
par conséquent R = — (^).
178. Continuité d'une série entière. — Désignons par f{x) la somme d'une série entière convergente dans l'intervalle de — R à-4-R,
(3) f{x)— a^-^ a^x-^-. ..-\-anX'^-^.,,
et soit R' un nombre positif inférieur à R. Nous allons d'abord montrer que la série (3) est uniformément convergente dans l'intervalle de — R' à -I- R'. En effet, pour une valeur de x, moindre que R' en valeur absolue, le reste R^
R« = an^i a7«-^> -H . . . -^ an-^pX»^P -f- . . .
est inférieur en valeur absolue au reste correspondant de la
( ' ) Ce théorème a été démontré par Cauchy dans son Cours d'Analyse; il * été retrouvé par M. Hadamard dans sa Thèse.
série (i)
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or la série (i) élant convergente pour X .= R^ puisque R'<cR, on peut prendre le nombre n assez grand pour que le reste précédent' soit plus petit qu'un nombre positif donné s. On aura donc |R„| <C e, pourvu que Ton ait x\ <C R'.
Il suit de là que la somme f{x) de la série est une fonction continue de x, pour toute valeur de la variable comprise entre — R e/ -f- R. En effet, étant donné un nombre Xq^ plus petit que R en valeur absolue, il est évident qu'on peut trouver un autre nombre positif R', inférieur à R, et supérieur à \xo\. D'après ce qu'on vient de voir, la série est uniformément convergente dans rinlervalle de — R' à -f- R'; la somme f{x) est donc continue pour la valeur x^ qui appartient à cet intervalle.
La démonstration ne s'applique plus aux limites - R et — R de la région de convergence. La continuité subsiste cependant, pourvu que la série soit convergente. Abel a démontré en effet que si la série ('^) est convergente pour x - R, la somme de cette série est la limite vers laquelle tend la somme de la série f{x) lorsque x tend vers R en étant inférieur à R.
Désignons par S la somme de la série convergente
S — a^ — «1 K -r- ti, R2 - ... - (tu H" " . . .
et soit n un nombre entier tel que la valeur absolue de l'une quelconque des sommes
a„ ^, R«-^«, an+x R"-^' -^ a,,^ j R" -^
soit inférieure à un nombre positif donné e. En posant x = RO, et faisant croître 9 de o à i , x croîtra de o à R, et Ton aura
f{x) r=/(eRj - «0 -rtiOR -i-^/.02R2 . .. rt„0''R" -+-...;
nous pouvons écrire, le nombre n avant élé clioisi comme il vient d'être Jit,
/ ^—f{x) -«,R(i — 0)-r-rt,R?(i- -rj2) — ...-i-a«R"(i — 0«) (4) ^r/„^,R«-> ... i-./,^pR«-^/^-+ . ..
D'après la façon dont on a pris le nombre /i, la somme de la série qui est sur la deuxième ligne est plus petite que e en valeur absolue. D'un autre côté, les nombres 8'*+«, h"+^, ..., ^''-^p forment une suite décroissante; on a donc, d'après le lemme d'Abel déjà employé (n° 75),
I a„^i e«+» R«-»-» -^ . . . -^ a«^.pe«-»-/' R«+/' | < 0«-^» s < e
et, par conséquent, la somme de la série qui est sur la troisième ligne est aussi inférieure à e en valeur absolue. Considérons maintenant la première ligne de la formule (4); c'est un poljnome de degré n en 0 qui est nul pour 0 = 1. On peut donc trouver un autre nombre positif Ti, tel que la valeur absolue de ce polynôme soit moindre que e pourvu que 6 soit compris entre i — r, et l'unité. Pour toutes ces valeurs de 9, on a, par conséquent,
or e est un nombre positif arbitraire '* f{x) a donc pour limite S lorsque x tend vers R.
On voit de la même façon que, si la série (3) est convergente pour X = — R, la somme de cette série pour ^ r=r — R est la limite vers laquelle tend la somme/(ji;) lorsque x tend vers — R Il suffit du reste de changer x en — x pour être ramené au premier cas.
Application» — Cette proposition permet de compléter le théorène établi plus haut (n** 168) sur la multiplication de deux séries. Soient
(5) S = Mo-i- Mt -h aj-f-.. .-h Mrt-i-. . .,
(6) S'= i>o -H ^1 -^^j-H. . .H- ^'/tH-. .•
deux séries convergentes, dont aucune n'est absolument convergente, la série obtenue par la règle de multiplication
(7) Moi'o-^ ("o ^1-1- "it'o)-^. • •-^- (wo^« -!-•.•-+- "««'o)-»-.. .
peut être convergente ou divergente; mais, si elle est convergerie, sa somme 2 est égale au produit des sommes des deux premières séries, 2 = SS'. Considérons, en effet, les trois séries entières
f{x) — Uq -+- M|a? H-. . .-+- M„a:'»-+-. ...
(q(^x) — Vq-^ Ç^X -h. .-+- frtiC'» -h. . .,
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ces séries sont convergentes, par hypothèse, pour a:* = i, et, par suite, sont absolument convergentes lorsque ùc est compris entre — i et -ht. Pour ces valeurs de x^ le théorème de Cauchy sur la multiplication des séries est applicable et nous donne la relation
or, lorsque x tend vers runité,/(j:), <p(x), ^{x) ont respectivement pour limites, d'après le théorème d'Abel, S, S' et 21. Les deux membres de la formule (8) restant constamment égaux, on a donc, à la limite, 21 = SS'. Le théorème est encore vrai pour les séries à termes imaginaires et s'établit de la même façon.
179. Dérivées successives d'une série entière. — En difTérentianl terme à terme une série entière
convergente dans Finlervalle ( R, -h K), on obtient une nouvelle série entière
(9) ai H- aajx -i. . . t- nGr«:r«-' -+-. . .,
qui est convergente dans le même intervalle. Il suffit, pour le prouver, de montrer que la série des valeurs absolues
Ai~ aAjX -h. . . ^ /lArtX"-*-»-. . .
est convergente si X < R, et divergente si X > R.
Pour démontrer la première j)artie, supposons X <C R, et soil R' un nombre compris entre X et R, X<< R'<R. La série auxiliaire
est convergente, car le rapport d'un terme au précédent a pour
limite un nombre ^, inférieur à Tunité. En multipliant les différents termes de cette série par les facteurs
A,R', AjR», ..., A„R'«
qui sont tous plus petits qu'un nombre fixe, puisque R' <C. R, il est évident que la nouvelle série obtenue
A, — 2A2X -h. . . - /iA„X"-»-+-. . .
est encore convergente.
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La seconde parlie se démontre de même. Si la série Al-!- 9.AsXiH-. . .-h nA„\'l * -h. . .,
où X, est supérieur à R, était convergente, il en serait de même
de la série
A,X,-+-7.A,Xî-i ...-4-/iA,,Xï-f-...
et par suite de la série \^A„X" qui a ses termes plus petits que
ceux de la précédente. Le nombre R ne serait donc pas la limite supérieure des valeurs de X qui rendent la série (i) convergente. La somme/, (a:) de la série entière (9) est une fonction continue de la variable dans le même intervalle. Cette série étant uniformément convergente dans tout intervalle ( — R', -I- R'), où R'<; R, représente la dérivée de/{x) dans cet intervalle (n° 174). Comme le nombre R' peut être pris aussi rapproché de R qu'on le veut, on en conclut que la fonction /{x) admet, pour toute valeur de x comprise entre — R et -r R, une dérivée qui est représentée par la série obtenue en diflérentiant terme à terme
(10) f'(x) = ai-h 2.aiX-+-. . .^ nanX'^~^~ ' • ••
En raisonnant sur cette série entière comme on a raisonné sur la première, on en conclut que /(a;) admet une dérivée seconde
/"{x) — 2aj-!- 6asa7 H-. . .4- /i(/i —\)anX'^^^-^ ....
et ainsi de suite. La fonction f{x) admet, dans l'intervalle ^^ — R, -h R), une suite illimitée de dérivées qui sont représentées par les séries obtenues en différentiant terme à terme
(i 1) f^'^K^) — 1.2... na„ -h 2.3. . . n(/i -f- i)a,n-iar --....
Si l'on fait dans ces formules j; :== o, il vient
et, d'une manière générale,
an - -
de sorte que le développement de /{x) est identique au dév^*^P
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pemenl que fournirait la formule de Maclaurin
Les coefficients a©, «i, . . . ^ a^ étant égaux, à des facteurs numériques près, aux valeurs que prennent la fonction /{x) et ses dérivées successives pour j: = o, il est clair que le développement d'une fonction en série entière ne peut être possible que d'une seule manière.
De même, en intégrant terme à terme une série entière, on obtient une nouvelle série entière, avec un terme constant arbitraire, qui est convergente dans le même intervalle que la première, et l'admet pour dérivée. En intégrant de nouveau, on obtiendra une nouvelle série dont les deux premiers coefficients seront arbitraires, et ainsi de suite.
Exemptes. — i° Pour toute valeur de x com[)rise entre — i et -^ I , la progression géométrique de raison — x
est convergente et a pour somme -• En intégrant terme à
terme entre les limites o et :r, où |:r| < i, on retrouve le développement de log(i -i- x) (n** A9)
l0g(l-ha:) r= :- — -T — . • .H-(— I)'*
et la formule est encore vraie pour j: -- i , puisque la série qui est au second memj)re reste convergente pour x ^-~i .
2" Pour toute valeur de x comprise entre — i et -h i , on a aussi
— I — x^-^ x* — x^ T-. . .-^ ( — iy^X''^-{- . . .:
en intégrant terme à terme entre les limites o et x^ où \r < i , il
vient
arc tanga: r= q" "^ T — "' < - O'* ;^
La série restant convergente pour .r =-= i , on en conclut légalité
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3" Soit F(^) la somme de la série convergente c./ ni m{m — i) . mini — !)...( m — pH-i)
OÙ m est un nombre quelconque, et où |^| < i. On en déduit
si Ton multiplie les deux membres par (i -^ x) et qu'on réunisse les deux termes qui contiennent une même puissance de or, il vient, d'après l'identité
qu'il est facile de vérifier,
/7i(/n — i)...(yn— /?-^i) ^^
c'est-à-dire
On déduit de là successivement
V{x) IH- X
log[F(x)] = m Iog(i -+-ar) -h logC, c'est-à-dire
Pour déterminer la constante C, il suffit de remarquer que l'on a F(o) -—I, ce qui donne C = i, et nous retrouvons le développement de (i H- x)"" (n« 50)
(l-+-J?)'"=I-l X -^. .,-^ xP-^
4" Remplaçons, dans la formule précédente, x par — a;', m par
— ^ -; il vient
— — I -r- - x^-r- — - ar* -n . . . -^ a?*" H- . . . ,
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formule qui est valable pour toute valeur de x comprise entre — i et +- I . En intégrant les deux membres entre les limites o et:r, où \x <i\^ on obtient le développement de arc %\ï\x :
X I .r' i.*i^5 I .'i. ). . . C >/i — I) ;r»'»^' arc smar = h -— -r- —, -r . . . -^ - -- . — h
1 80. Extension de la formule de Taylor. — Soient/(j:) la somme d'une série entière convergente dans l'intervalle ( — R, -i- R), x^ un point de cet intervalle, et a:© -h A un autre point du même intervalle, tel que |xo|-4-|A|<C R- La série qui a pour somme /(j:© -H A)
ao-+- at(a'o-+- A) -h ai(j:o-4- A)'-^-. . .-^- a^Ca:*©-^ h^-^- . . .
peut être remplacée par une série à double entrée, que Ton obtient en développant les diverses puissances de jr©-}- A et écrivant sur une même ligne les termes de même degré en h
a^-\- axXçi-^ axxl -\- axh -r- lUtXQh-
• ajA*
...-^UnX'i^^
..,-fna„x'i
Cette série à double entrée est absolument convergente; en effet, si l'on remplace chaque terme par sa valeur absolue, on a la nouvelle série à double entrée et à termes positifs
I -+-A,|A1 -h2A,|a:o||A|-f-...-+-nA«|j:o|«-M/n
Si Ton fait la somme des éléments de ce tableau par colonnes verticales, on obtient la série
Ao-+-A,[l:ro|-+-|A|J-f-...-f-A;,[>o|-H |A|J«-^...
qui est convergente puisqu'on suppose \Xq\ h-|A|<:;R. On peut donc faire la somme des éléments du tableau (12), soit par lignes, soit par colonnes. En faisant la somme par colonnes, on retrouve/(a:© -f- A); en faisant la somme par lignes horizontales, le résultat est ordonné suivant les puissances de h et les coefTicients
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de A, A^, . . . sont respectivement /'(^o), "^ > Nous pou-
vons donc écrire, en supposant \h\ <] R — |^o|)
(I4) /(^o-^A)=/(^o)--Y/'(^o)-H...-t-^-^^/<«>(Xo)--....
La formule (i4) s'applique certainement dans l'intervalle de ^0 — R -i-|^o| à a^oH- R — I^o|î maïs il peut se faire que la série qui est au second membre soit convergente dans un intervalle plus étendu. Considérons par exemple la fonction (i -H :r)'", où m n'est pas un nombre entier positif; le développement suivant les puissances de x est valable de ^ = — i jusqu'à x = H- i . Soit Xo une valeur de x comprise dans cet intervalle, nous pouvons écrire
(i-h ar)'« = ( I -T- a^o -4- ar — :ro )'" = (» -^^ -To)'" [i + -3 ]'",
OÙ
et développer (i + ^)'» suivant les puissances de z. Ce nouveau développement sera valable pourvu que \z\ <[ i, c'est-à-dire poui les valeurs de x comprises entre — i et i -j- 20:0. Si a:© est positif, le nouvel intervalle est plus grand que le premier ( — 1, -f- i)et, par conséquent, la nouvelle formule permettra de calculer la valeur de la fonction pour des valeurs de la variable situées en dehors de l'intervalle primitif. En approfondissant cette remarque, on est conduit à une notion extrêmement importante, celle du prolongement analytique, dont nous réservons l'étude pour le Volume suivant.
Remarque. — Les propriétés établies pour les séries ordonnées suivant les puissances positives d'une variable x s'étendent évidemment sans difficulté aux séries ordonnées suivant les puissances positives de :r — a et, plus généralement, aux séries ordonnées suivant les puissances positives d'une fonction continue quelconque Ç£>(.r); il suffit de les traiter comme des fonctions composées, la fonction intermédiaire étant ^{^x). Ainsi, une série ordonnée suivant les puissances positives de - est convergente pour les valeurs de x dont la valeur absolue dépasse une certaine
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limite, et représente une fonction continue pour toutes ces valeurs
tie la variable. Considérons, par exemple, la fonction ^/x- — a, que
nous pouvons écrire ± x( i — -^ ) ; pour des valeurs de x dont
la valeur absolue est supérieure à y/^r, ( i — ^ j peut être développé suivant les puissances de — » et Ton obtient ainsi la formule /-, la I a^ i .1.3. . .('}.p — 3) aP
qui donne le développement de ^x^ — a, lorsque j: est ';> ^a. Lorsque x <^ ^ \/'a, la série est encore convergente et a pour somme — ^x'-^ — a. Cette formule peut servir à trouver le développement de la racine carrée d'un nombre entier, lorsque Ton connaît le carré parfait immédiatement supérieur.
181. Fonctions majorantes. — Les propriétés déjà démontrées établissent une grande analogie entre les polynômes et les séries entières. Etant données plusieurs séries entières/, (j?),y2(x), . . . , fn{^)j s»oit ( — r, H- r) la plus petite des régions de convergence de ces séries; pourvu que |^| < r, ces séries sont absolument convergentes et Ton peut les combiner par addition et multiplication, comme des polynômes. D'une façon générale, tout polynôme entier en /i(x), /2{x), . .., /,i{x) peut être développé en une série entière convergente dans le môme intervalle.
Pour étendre ces propriétés, nous délinirons d'abord certaines expressions, qui seront employées j)ar la suite. Soit/(:r) une série entière
/(T) — a^) -^- fj i X ^ ■ a^x^ — . . ^ " anX" ^ . . .
et "^(x) une autre série entière convergente dans un intervalle convenable
dont tous les coefficients a/ sont positifs. On dit que la fonction ^{x) est majorante pour la fonction /(j;) si l'un quelconque des coefficients a„ est supérieur à la valeur absolue du coefficient
correspondant de /(x)
d'après une notation proposée par M. Poincaré, on indique ainsi cette relation entre les deux fondions /(;r) et <f{x) :
f(x) -oix).
Uutilitë des fonctions majorantes dans les raisonnements tienl à la propriété suivante, qui est une conséquence immédiate de la définition. Soit Prt(«oi ^o ••• ^n) un polynôme dépendant des n -f- 1 premiers coefficients de f{x)^ et dont les coefCcienls sont réels et positifs; si Ton remplace dans le polynôme a^, «1, . , . Un par les coefficients correspondants de la fonction majorante ^(^)7 on a évidemment
|P(ao, a,, .... art)|^P(ao, «j, ..., a^).
Par exemple, si ^(x) est une fonction majorante poury(j:), la série qui représente ['f (^)]^ sera majorante pour [y^(^)]^i . » . et, en général, [?(^)]'' sera majorante pour [/{^)]"- De même, si ç et Çi sont des fonctions majorantes pour / et /i respectivemenl, le produit <p<pj sera une fonction majorante pourri, ....
Étant donnée une série entière /(^) convergente dans l'intervalle ( — R, -hR), la recherche d'une fonction majorante est un problème d'une grande indétermination. Mais il y a intérêt, pour la suite des raisonnements, à choisir une fonction majorante aussi simple que possible. Soit r un nombre positif inférieur à R, mais aussi voisin de R qu'on le voudra. La série étant absolument convergente pour X = Py soit M la limite supérieure de la valeur absolue des termes de cette série; on a, quel que soit n,
La série dont le terme général est M — » c'est-à-dire ., X Mx" M
I. — SERIES ENTlàllES A UNE VARIABLE
est donc une fonction majorante pour f{x); c'est celle dont on se sert le plus souvent. Lorsque la série /(x) ne présente pas de terme constant, on peut de même prendre pour fonction majorante la fonction
On peut prendre pour r un nombre quelconque inférieur à R, et il est clair que le nombre correspondant M diminue en général avec r, mais ne peut jamais être inférieur à Aq, si Aq n'est pas nul. Lorsqu'il en est ainsi, on peut toujours trouver un nombre
positif p < R, tel que la fonction — ~ soit majorante pour /(j;).
En eflet, soit
M-hMÎ-t-M^ -+-...-4-M — -h..., r r* r'*
oùM>Ao,une première fonction majorante. Prenons un nombre p inférieur ^ ^ i^t on peut écrire, en supposant n^ i,
la«p"| = |a„r-|x(j)''<MP(P)"~'
et par suite |a/ip"| < Aq; d'ailleurs, on a |ao| = Aq. La série
Ao-t- Ao 1- Ao — r -h. . .H- Ao —
est donc majorante pour f{x)\ cette propriété nous servira tout à l'heure. Plus généralement, on peut prendre pour M un nombre quelconque supérieur ou au moins égal à Aq.
On verra de la même façon que, dans le cas où «©= o, on peut prendre pour fonction majorante une expression de la forme
où [X est un nombre positif arbitraire.
Remarque, — La connaissance d'une progression géométrique décroissante comme fonction majorante permet aussi de se rendre compte de G. a8
rapproximation obtenue quand on remplace la somme f{x) de la série
par la somme des n + 1 premiers termes. Si la série est majorante
pour /(a:), il est évident que le reste de la série proposée
est moindre en^aleur absolue que le reste correspondant de la série
c*est-à-dire que M •
Substitution d'une série dans une autre série. — Soit
(i5) z ^f(y) :-= ao-^«ir^- •••-+- ««r''-^--"
une série ordonnée suivant les puissances d'une variable y, et convergente pourvu que Ton ait \y\ < R. Soit, d'autre part,
(i6) y = o(^) — ^o-H^iX-i-...-f-6«a'«-h.. .
une autre série convergente dans l'intervalle de — r à -h r. Imaginons qu'on remplace, dans la série (i5),y, y^, ^', • • • par leurs développements en séries ordonnées suivant les puissances de jf, déduits de la formule (i6); nous obtenons de cette façon un tableau à double entrée
\bxX -k-'iaibabxx -h. . .-h /la^^y"* 6iX -h. . .
et nous allons chercher si ce tableau à double entrée peut être absolument convergent. Il faut d'abord que la série obtenue en prenant les termes de la première ligne, c'est-à-dire
«0 -h ai 60 H- «j 6 J H- . . . ,
soit absolument convergente, ou que l'on ait |6o|<R- Cette condition est suffisante. En effet, si elle est remplie, on peut prendre pour fonction majorante de <p(.r) une expression de la
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forme ■ ^ > où m est un nombre positif quelconque supérieur
à |6o|î et où p <[ /•; on peut donc supposer que Ton a pris m < R. Soit R' un nombre positif compris entre m et R; la fonction /(^) admet elle-même pour fonction majorante une expression de la forme
'-ff
Si dans cette dernière série on remplace y par > et qu'on
P développe les diverses puissances de y suivant les puissances
croissantes de x par la formule du binôme, on obtient un nouveau tableau à double entrée
^, .... . /iM{ -- ) R p \H7 p
(*8) { ^. m X ^. / rn\^ X
dont tous les coefficients sont positifs et supérieurs aux valeurs absolues des coefficients correspondants du tableau (17), car un coefficient quelconque du tableau (17) se déduit des coefficients a©, ai, «2» • ••> ^Oî ^1)^2 • • M psir ^es additions et des multiplications seulement. Si donc la série double (18) est absolument convergente, il en sera de même a fortiori de la série double (17). Si dans la série ( 1 8) on remplace x par sa valeur absolue, il faudra, pour que le tableau soit convergent, que les séries obtenues en prenant les termes d'une même colonne soient convergentes, c'està-dire que l'on ait \x\ < p. Cette condition étant remplie, la somme des termes de la (n -+- i)»^''»<= colonne est égale à
et il faudra en outre que l'on ait aussi
c'est-à-dire
La dernière inégalité (19) entraînant la précédente |j:|<p, il s^ensuit qu^elle exprime la condition nécessaire et suffisante pour que la série double (18) soit absolument convergente. La série double (17) sera donc aussi absolument convergente pour les valeurs de x satisfaisant à celte condition; remarquons que toutes ces valeurs de x rendent convergente la série ç(^), et que la valeur correspondante de y est moindre que R' en valeur absolue, car les inégalités
entraînent l'inégalité |çp(j;)| < R'. Si l'on fait la somme de celte série (17) en ajoutant par colonnes, on trouve
c'est-à-dire /[cp(^)]; au contraire, si l'on ajoute par lignes horizontales, on obtient une série ordonnée suivant les puissances croissantes de x^ et l'on peut écrire
(20) /[?(^)] = Co-hCiar-t-Cja:»-!-.. .-f- Cnar^-h. . .,
les coefficients Co, ^1,^2» • • • s'exprimant au moyen des coefficients des deux séries par des formules faciles à établir
Co= a© -4- «1^0 H- aj6jH-. . .-+- a^èg-t-. . .,
, ^ . Cl — ai6i-l- aaj^i^o-h. . .-4- na„6j~*6i-4-. . .,
(21) < cj = ai6j-h ai(6jH- a^o^j) ^-•- -7
La relation (20) n'est établie que pour les valeurs de x qui satisfont à l'inégalité (19), mais ce n'est là qu'une limite inférieure de l'intervalle où celte relation est applicable. Il peut se faire qu'elle subsiste dans un intervalle beaucoup plus étendu. C'est une question dont la solution complète exige l'étude des fonctions d'une variable imaginaire et qui sera reprise plus tard.
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Cas particuliers. — i** Le nombre R' qui figure dans l'inégalité (19) pouvant être supposé aussi voisin de R qu'on le veut, il s'ensuit que la formule (20) s'applique pourvu que Ton
ail 1^1 < pf I — ^ j • Cela posé, si la série (i5) est convergente,
quel que soit y^ on peut supposer R infini, et p aussi voisin de r qu'on le voudra. La formule (20) sera donc applicable pourvu que Ton ait |j?|<;r, c'est-à-dire dans le même intervalle que la formule (16). En particulier, si la série ^{x) est convergente quel que soit X, comme f{y)^ on peut aussi supposer r infini, et la formule (20) subsiste quel que soit x.
2** Lorsque le terme constant b^ de la série (16) est nul, on peut prendre comme fonction majorante de ^{x) une expression de la forme
où p<^r, m pouvant être quelconque. En raisonnant comme dans le cas général, on démontrera que la formule (20) est applicable, pourvu que l'on ait
R' étant aussi voisin de R qu'on le voudra. L'intervalle fourni par cette dernière inégalité est plus étendu que celui qui est donné parla condition générale (19).
Ce cas particulier se présente fréquemment dans la pratique. L'inégalité |6o|<Rest alors satisfaite d'elle-même, et le coefficient Cn ne dépend que de ao? ^i ^ • • • » ^n-i ^o? ^u • • • ? ^n-
Co = ao, cx — a^bx, Cj = ai^jH-aj 6}, ..., c^ = a,6„ -f-. . .-h a„6f.
Exemples. — r Cauchy a montré qu'on pouvait déduire la formule du binôme du développement de log(i-+-a7). On peut écrire en effet
(i-ha7)|i= el^'o^C»-^--^» = ey=s r^- Z 4. Z_
en posant
ce qui donne, en substituant le second développement dans le premier,
Il est clair qu'en ordonnant le second membre suivant les puissances de Xf on obtient pour coefficient de x^ un polynôme de degré n en ji, soit Prt(fJi). Ce polynôme doit s'annuler pour {jl = o, i, 2, . . ., n — i et se réduire à l'unité pour fji = n, ce qui suffît à le déterminer
2* Soil z = (î-hx)'^, X étant compris entre — i et h- i. On peut écrire
en posant
y= -log(n-a:) = i— •- -h — — ...-h(— i)«
X 2 3' n-hi
Le premier développement est valable quel que soit^; le second n'est valable que si |^| < i. La formule obtenue en substituant le second développement dans le premier s'appliquera donc aux valeurs de x comprises entre — i et -*-i.
En se bornant aux deux premiers termes, on a
(24) {i-i-xy
Lorsque x tend vers zéro par valeurs positives, (iH-ar)* tend donc vers e en croissant.
183. Division des séries entières. — Considérons d'abord Finverse d'une série entière commençant par l'unité
et convergente dans Tintervalle ( — /*, -f- /')• Posons
y = bix -h bfX^ -{- . , . j on peut écrire
/(^)= r^Tp =ï— r-t-r'-J^'-^-'et, en substituant ie premier développement dans le second, on
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obtient poury(a:) un développement en série entière
qui est valable dans un certain intervalle.
On développerait de même l'inverse d'une série entière quelconque commençant par un terme constant différent de zéro.
Soit maintenant à développer le quotient de deux séries entières
convergentes
«p(ar) _ ao-+- aix -^ a^x^-h. , .
^{x) "" bo-h bix -^ b^x* -h,. .
Si bo n'est pas nul, on peut écrire
et, d'après le cas que nous venons de traiter, le second membre est le produit de deux séries entières convergentes; le quotient peut donc se mettre sous forme d'une série entière convergente pour des valeurs de x voisines de zéro
bo-hbix -h bfX^-^..,
En chassant le dénominateur et égalant les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres, on obtient les relations suivantes
(27) a«= 6oC„-i- 6|Crt_, -+-. . .-+-6rtCo (n = o, I, 2, ...),
qui déterminent de proche en proche les coefficients Co, Ci, ... c„. On remarquera que ces coefficients sont précisément ceux que l'on obtiendrait en effectuant la division des deux séries par la règle ordinaire de la division de deux polynômes ordonnés suivant les puissances croissantes de x.
Lorsque bo= o, le résultat est différent. Supposons, pour plus de généralité, ^{x) = x^^i (x), k étant un nombre entier positif, et Al {x) désignant une série entière où le terme constant est différent de zéro.
On peut écrire
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et, d'après ce qu'on vient de voir, on a
On en déduit
le quotient est donc égal à la somme d'une fraction rationnelle qui devient infinie pour x = o, et d'une série entière qui est convergente dans un certain intervalle autour de l'origine.
Remarque. — Pour calculer les puissances successives d'une série entière, il est avantageux dans la pratique d'opérer comme il suit. Si dans l'identité
(a© -h ai a: -H. . .-h art 37'» -H. ..)"»= Co -h Cl a? -+-. ..H- Cnar^-h...
on prend les dérivées logarithmiques des deux membres et qu'on chasse les dénominateurs, on parvient à une nouvelle identité
l m{ax-h7.atx -¥- . , ,-\- nanX^-^ -^ , , .)(co-hC|a?4-. . .-h Cna?» -+-...)
Il est facile de former les coefficients des diverses puissances de x dans les deux membres, et, en égalant les coefficients des mêmes puissances, on a une suite de relations qui déterminent de proche en proche Ci, Cî, ..., Crt, ..., connaissant c©. Or on a évidemment Co = aJ.
Développement de > — Proposons-nous de dévc
/i — 'IXZ -h «*
lopper --=r==r suivant les puissances de «. En posant ^ = 2a:^—*'»
/l — %XZ -h JS'
on peut écrire, pourvu que \y\ < i,
c'est-à-dire
et en réunissant ensemble tous les termes qui sont divisibles par une même puissance de Zj on obtient un développement de la forme
(3i) '^^_= = Po-+-P,>5-+-P,z«-i-...-»-P«-8'«-t-...,
y I — 2XZ -h z^
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OÙ
p -., jy ^ p _ ^^'-'
Pn étant un polynôme de degré n en x. Ces polynômes se déterminent de proche en proche par une loi de récurrence. En diCférentiant la formule précédente par rapport à ^, il vient en effet
'~" = Pi4-aP,3-i-...-4-nP„x«-«-h...,
(l — 1TZ •+■ 5*)*
ce qui peut s'écrire, en tenant compte de la formule (3i) elle-même,
(t— z)(Po-h P,Z -4-. . .-+- P„ 5«-h. . .) = (l — 2J:5 -+- Z«)(P, -h 2 P,Z -h. . .);
égalons les coefficients de z^ dans les deux membres, et nous trouvons la relation de récurrence
{n-hi)Pn^i= {in -h i)xPn—nPn-i.
Or celte relation est identique à celle qui lie trois polynômes de Legendre consécutifs ( n* 88), et l'on a P© = \q, P, = Xj, Pj = X,. On a donc P„ = X«, quel que soit n, et la formule (3i) devient
(32) — , = I -4- \|JS -♦- Xtg«-4-. . .-I- Xjj^W^. . .^
/l — 1XZ -^ Z^
\n étant le /i''"* polynôme de Legendre
Ou verra plus tard dans quel intervalle cette formule est applicable.
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185. Propriétés générales. — Les propriétés des séries entières à une seule variable s^étendent sans difficulté aux séries entières à plusieurs variables indépendantes. Considérons d^abord une série double ^Umn^'^y^t o^ '^s nombres m et /i varient de o à +00, et où les coefficients Umn ont des signes quelconques. Si, pour un système de valeurs x=^o> y=^yo> t^ valeur absolue d^un terme quelconque de cette série est inférieure à un nombre fixe, la série est absolument convergente pour tout système de valeurs de x et de y, tel que Von ait \x\ < |j:o|, \y\ < |jKo|«
Supposons, en efTet, que Ton ait, quels que soient les In-
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dices m et n,
|«m«arS»^5|<M ou |am/i|<
^o\'"\yo\"'
la valeur absolue du terme général de la série double lamn^^y" est plus petite que le terme correspondant de la série double
x~\ ' ^ ^*^ ^"* ^^^ convergente pourvu que Ion ait
kl<l^o|, lr|<lro| et a pour somme — — — ,
\ ~" 1^1/ \ "~ 7ol comme on le voit en faisant d'abord la somme des termes renfermés dans une même colonne et ajoutant ensuite les diverses sommes obtenues.
Désignons par r et p deux nombres positifs tels que la série double S|a;„;i| r'^p" soit convergente, et soit R le rectangle formé par les quatre droites x = r, x = — r, y=:oy y=. — p. Pour tout point {x^y) pris à Tintérieur ou sur un des côtés de ce rectangle, la série à double entrée
(33) ¥{x,y)^Za„,nX^nyn
a tous ses termes plus petits en valeur absolue que ceux de la sérieS|aw,,| r^'p"; elle est donc absolument et uniformément convergente à l'intérieur de R et définit par suite une fonction continue des deux variables x eiy dans cette région du plan.
On démontre, comme dans le cas d'une seule variable, que les séries doubles obtenues en différentiant terme à terme un nombre quelconque de fois sont absolument et uniformément convergentes dans le rectangle formé par les droites ^ == r — e, a: = — /-+-£? y = p — e', jK = — P 4- s'î set t' étant deux nombres positifs arbitraires. Ces séries représentent les dérivées partielles des différents ordres de ¥{x^y)\ par exemple, la somme de la série
^mamnX"*~*y" est égale à -r-» car si Ton ordonne les deux séries
par rapport aux puissances croissantes de x, les termes de la seconde série seront égaux respectivement aux dérivées des termes correspondants de la première. Ainsi la dérivée partielle T est éerale à la somme d'une série double dont le
terme constant est a^n i . 2 . . . m . i . 2 . . . /z ; les coefficients amn
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représentent donc, à des facteurs numériques près, les valeurs des dérivées partielles de la fonction F(a:, y) pour x =y = o, et la formule (33) peut encore s'écrire
(34) F(:r, y) = Z^ ^ ^^-^ X'^yn
ce qui montre, remarquons-le en passant, qu'une fonction de deux variables ne peut être développée en série entière que d'une seule façon. Si l'on groupe ensemble tous les termes de la série double du même degré en x et y, on obtient une série ordinaire que l'on peut écrire
o„ étant un polynôme homogène de degré n en x^ y, que l'on peut écrire, sous forme symbolique,
ce développement est donc identique à celui que fournirait la formule de Taylor (n** 51).
Soient (xo, jKo) "i^ point à l'intérieur du rectangle R, et (.ToH- A, yo-h /^') un point voisin tel que l'on ait |j:o| + l'H <^ '» Ij^oI -H 1^1 < p; à l'intérieur du rectangle formé par les quatre droites
x=Xi,dz[r—\xo\]y y =yo±i[p — \yo\]y
la fonction F(j:, y) peut être développée en série entière ordonnée suivant les puissances positives de x — Xq et de y — ro?
On le démontre en remplaçant, dans la série double
2a,;,„(To-t-/0'"(jo-hA)'S
chaque terme par son développement suivant les puissances de h et de A" et observant que la nouvelle série multiple est absolument convergente, sous les hypothèses qui ont été faites. En ordonnant
cette nouvelle série suivant les puissances de h et de Xr, on arrive précisément à la formule (36).
Le lecteur vérifiera aisément que les raisonnements et les théorèmes précédents s^étendent d'eux-mêmes aux séries entières à un nombre quelconque de variables.
186. Fonctions majorantes. — Étant donnée une série entière à n variables f{x^ y^ ^^ • • •)» ^^^^ dirons qu'une autre série à n variables ç(^, y, 5, . . .) est majorante pour la première, si un coefficient quelconque de <p (a:, y , ^, . . . ) est positif et supérieur à la valeur absolue du coefficient correspondant de/{x^ y^ z^ . , .). Le raisonnement du n* 18S repose en réalité sur l'emploi d'une fonction majorante; si la série '^\amnX^y"\ est convergente pour a: == r, ^ = p, la fonction
ou M est supérieur à tous les termes de la série 2|a,„;,/'"p''|, est une fonction majorante pour la série Y^amn^^y'^' L^i fonction
est aussi une fonction majorante; car le coefficient de ^'"/* dans i({x^ y) est égal au coefficient de ce même terme dans
M( ^ ) e^ P^^ conséquent est au moins égal à celui
de x^y^ dans o(^x^y).
De même, étant donnée une série triple
/(^, y, ^) = ^a,nnp3C'»'y''ZP,
si elle est absolument convergente pour x:=^ r^ y ^= r^ , s = ' » r, r', /•" étant trois nombres positifs, elle admet pour fonction majorante une expression de la forme
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que l'on peut remplacer encore par Tune quelconque des suivantes M M
Lorsque /(x,^, z) ne renferme pas de terme constant, on peut prendre aussi pour fonction majorante l'une ou l'autre des précédentes, diminuée de M.
Le théorème sur la substitution d'une série entière dans une autre série entière (n° 182) s'étend aux séries à plusieurs variables. Si dans une série entière convergente à p variables y^^ y 'il • • «î y?^ ^^ remplace ces variables par p développements en séries entières à q variables Xt, X2, . • . , ^^, ne présentant pas de termes constants, et convergentes, le résultat de la substitution peut être mis sous forme d*une série entière ordonnée par rapport aux puissances de :r, , Xj, ..., Xqy pourvu que les valeurs absolues de ces variables soient inférieures à certaines limites.
La démonstration étant la même, quel que soit le nombre des variables, nous nous bornerons, pour fixer les idées, au cas particulier suivant. Soit
(37) f(7>'5)= ^a^nny^'Z"
une série entière convergente pourvu que l'on ait |y|$r, j^lSr'; soient d'autre part
I y = bxx ^ b^x^-^, . .^ bnxn-\-. . ., (38)
deux séries, sans terme constant, convergentes tant que la valeur absolue de x ne dépasse pas p. Dans un terme quelconque de la série (3^) remplaçons y el z par leurs développements en série (38); nous obtenons pour y"» ^'* une nouvelle série entière en Xj et la série double (3^) est remplacée par une série à triple entrée dont tous les coefficients se déduisent des coefficients amn^ b,i^ Cfi ps^r des additions et des multiplications seulement. Il s'agit de montrer que cette série à triple entrée est elle-même absolument convergente pourvu que la valeur absolue de x ne dépasse pas une certaine limite, et qu'on peut par conséquent l'ordonner suivant les puissances croissantes de la variable. Remarquons,
pour cela, qu'on peut prendre pour fonction majorante de/(/, z) la fonction
et pour fonction majorante des deux séries (38) une expression de la forme
-^-"=*iKfr
M et N étant deux nombres positifs. Si dans la série double (Sg) on remplace maintenant^ et z par le développement (4o) et qu'on développe chacun des produits j^'"^" suivant les puissances de J, la série à triple entrée obtenue a tous ses coefficients réels positifs et supérieurs aux valeurs absolues des coefficients correspondants de la série à triple entrée déjà obtenue. Il suffira donc de démontrer que cette nouvelle série est convergente, quand on donne à x une valeur positive assez petite. Or, si Ton ajoute les termes provenant du développement d'un même terme de la série (Sg), on retrouve la série à double entrée dont le terme général est
c'est précisément, au facteur M près, le terme général de la séné obtenue en multipliant terme à terme les deux séries
et ces deux séries sont convergentes pourvu que l'on ait à la (ois
il suffira donc que la valeur absolue de x soit inférieure au p''*^
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petit des deux nombres p -; — ^y p— — z^ pour que Ton ait le
droit d'ordonner la série à triple entrée suivant les puissances de x.
Remarque, — Le théorème est encore vrai lorsque les séries (38) renferment des termes constants b^ et Cq, pourvu que Ton ait |6o|<'*j |^o]<C/^« On peut, en effet, remplacer le développement (3^) par un développement ordonné suivant les puissances de j' — 6o et de 5 — Cq (n* 18o), et Ton est ramené au cas qui vient d'être traité.
COURBES ET SURFACES ANALYTIQUES
187. Fonction implicite d'une variable. — On a déjà établi (p. 4o et suiv.) l'existence des fonctions implicites, sous certaines conditions de continuité. Lorsque les premiers membres des équations considérées sont développables en séries entières, on arrive à des résultats plus précis, que nous allons maintenant exposer.
Soit ¥{x, y) = o une équation où le premier membre peut être développé en série convergente, ordonnée suivant les puissances croissantes de x — Xo^y — yo^ cette série ne présentant pas de terme constant, et le coefficient de y — y^ n'étant pas nuL Cette équation admet une racine, et une seule, qui tend vers yo lorsque x tend vers Xq, et cette racine peut être développée en série entière ordonnée suivant les puissances de X — Xq,
Afin de simplifier les calculs, supposons ^û::=^o = o, ce qui revient à déplacer l'origine. En isolant dans un membre le terme du premier degré enj^, on peut écrire l'équation proposée
(40 r =/(-^i /) = «loJ?-^-«2o^*-Ha|l^r-^-«oJ7*-+-•••»
les termes non écrits étant d'un degré supérieur au second. Nous allons d'abord montrer qu'on peut satisfaire formellement à Téquation (4i) en remplaçante^ par une série
et en opérant sur le second membre comme si cette série était codvergente. On trouve, en effet, en identifiant les deux membres, après la substitution effectuée, les conditions
d'une manière générale, Cn s'exprime au moyen des coefficients a/Aï oùi-h Ar^/i, et des coefficients précédents C|, Cj, ..., Cn-\ P^r d^s additions et des multiplications seulement, de sorte que nous pouvons écrire
(43) Crt= P/t(aio, «îo> «II, •••> «on),
P,i étant un polynôme dont tous les coefficients sont des nombres entiers positifs. La légitimité des opérations précédentes sera établie, si l'on démontre que la série (43) ainsi obtenue est convergente pour des valeurs de x suffisamment petites. On se sert pour cela d'un artifice très général, dont la première idée est due à Cauchy, et qui repose sur l'emploi des fonctions majorantes.
Soit
une fonction majorante pour /(a:, y), où Ton a 600= 6oi = o, et où bmn est positif et au moins égal à |am;i|; si l'on considère l'équation auxiliaire
(40' Y = (p(:r, Y)=26;,,„ir'«Y«,
et que l'on cherche, comme plus haut, à satisfaire à cette équation en prenant pour Y une série entière en x^
(42)' Y = C,a: H- G,ar«-h. . .-+- G;ia:«-h. . .
on obtiendra de même pour les coefficients C|, C^, ..., les
valeurs
Cl = ^jo, G, = 6,0-H 611C1-1- èojCJ,
et en général
(43)' C«=P„(6,o, 6,0, ..., bon)'
La comparaison des relations (43) et (43/ nous montre aussitôt que l'on a |c«| < C^, puisque tous les coefficients du polynôme P» sont positifs et que l'on a \amn\ = hmn' La série (42) sera donc
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convergente si la série (4^)' est elle-même convergente. Or nous pouvons prendre pour la fonction majorante o{Xj Y) une expression de la forme
M, r, p étant trois nombres positifs, el Téquation auxiliaire (40' devient, en chassant les dénominateurs,
«Y Mo» 7-
Cette équation admet une racine qui est nulle pour x = o; cette racine a pour expression
P' ?' _A /, 4Mrp^M) r
2(p-i-M) 'j^-tp^-M)! y p* ^ X
la quantité sous le radical peut s^écrire
en posant
et Ton a encore
Cette racine Y peut donc être développée en série convergente dans l'intervalle ( — a, -H a); ce développement est forcément identique à celui que fournit la substitution directe, c*est-à-dirc au développement (i'^y - Par suite, la série (4^) est a fortiori convergente dans l'intervalle ( — a, -t- a), mais ce n'est là qu'une limite inférieure de l'intervalle de convergence qui peut être beaucoup plus étendu.
D'après la façon même dont on a obtenu les coefficients d, il est évident que la somme j' de la série (42) satisfait à l'équa- G. 29
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lion (40- Écrivons cette équation F(Xj y)=y — /(x, y) = o^ et soit y=P(x) la racine que nous venons d'obtenir. Si l'on pose, dansF(a:,y),y = P(^) 4- z et qu'on ordonne le résultat de la substitution suivant les puissances de x et de z^ tous les termes doivent être divisibles par z^ puisque ce résultat doit être nul, quel que soit x^ quand on fait ^ = o. On a donc identiquement
Q(j:, z) étant une série entière en x etz, et si l'on remplace maintenant .s par ^ — P(^) d^i^s Q(^, 5), on arrive en définitive à
ridentilé
le terme constant de Qi doit être égal à l'unité, puisque le coefficient de j^ doit être égal à un, et nous pouvons écrire
(44) F(a7,7)=[^-P(x)](i4-aa7-h?^-4-...).
Cette décomposition de F{x^y) en un produit de deux facteurs est due à M. Weierstrass. Elle met en évidence la racine jK = P('^)î elle montre de plus qu'il n'y a pas d'autre racine de F(a:,/) = o s'annulant avec x, puisque le second facteur ne tend pas vers zéro lorsque a: etj^ tendent vers zéro.
Remarque, — La méthode précédente pour déterminer les coefficients c« est identique au fond à celle qui a été indiquée au n** 46. Mais on voit de plus que la série obtenue en prolongeant indéfiniment les opérations est convergente.
188. Théorème généraL — Considérons maintenant un système de/? relations entre p -\- q variables
,,.^ ) F,(x,, x„ ..., j-^; Yuyi, ..., r/>)=o.
où les fonctions F<, Fj, . . ., F^ sont nulles pour ar,= ja=o, et sont développables en séries entières dans le voisinage; nous sup-
posons de plus que le déterminant fonctionnel ^^^ "^' ...!">>) ri est pas nul pour ces valeurs. Dans ces conditions, les équa-
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lions (45) admettent un système de solutions^ et un seul, de la forme
?M ?2> • • • > ?p ^'^û/i/ rf^5 séries entières en Ti, x^, . . . , jr^, ^'ai s* annulent pour Xi = X2 = -'• *=^ Jrq=^ o.
Pour simplifier l^écriture, bornons-nous au cas de deux équations entre deux fonctions u et v et trois variables indépendantes x^ y, Zf
( \'^— au-^-ov-^-cx-^- a y -f- r >5-i- . . , = o.
Puisque le déterminant ab' — 6a' n'est pas nul, par hypothèse, on peut remplacer les deux équations (46) par deux équations de la forme
'^^ \ S^ =^b,nnpqrT"^y''zPunvr^
les seconds membres ne renfermant pas de termes constants, ni de termes du premier degré en u et v. On démontre, de la même façon que plus haut, que l'on satisfait formellement à ces équations en prenant pour w et ^^ des séries entières en x^ y, z
(48) u = 'Lciu^^y'^zi, V = Zc'ikixfyf^z',
les coefficients Ciki et c)f^l se déduisant des coefficients amnpqr et bmnpqr par des additions et des multiplications seulement. Pour établir la convergence de ces développements, il suffit encore de les comparer aux développements analogues obtenus en cherchant à satisfaire aux deux équations auxiliaires
M ^J lJ-hV\
M, r et p étant des nombres positifs dont on a déjà expliqué la signification. Ces deux équations auxiliaires se réduisent à une équation unique du second degré
2 p -h 4 Al __ x-\-y -h z r
qui admet une racine nulle pour x •=^y = 5 = 0. Cette racine a pour expression
4(p-^2M) 4(p-^2M}\/ x-hy-i-z
Celte racine peut être développée en série entière convergente, tant que les valeurs absolues de x^y^ z ne dépassent pas x- Les séries (48) sont donc convergentes entre ces limites.
Soient Ux et v^ les solutions développables des équations (47)* Si l'on pose m = W| -1- u\ v = v^-^- r' et qu'on substitue dans les équations (47)» puis qu'on ordonne suivant les puissances de -r, y^ z, w', ç»', tous les termes devront contenir w' ou v' en facteur. Il s'ensuit qu'en revenant aux variables x^ y^ 5, w, v, les équations proposées peuvent s'écrire
,, V ( (u—ni)f-^{v-Vi)o =0,
ff ?) /m ?« étant aussi des séries entières en x^y^ s, w, ^. Les solutions M= W|, i' = P| sont ainsi mises en évidence; mais on voit de plus qu'il n'j a pas d'autres solutions s'annulanl pour X =^y = -3 = o. En effet, toute autre solution des équations (4;/ doit annuler/'^, — ç/i ; or, en comparant les équations (47) et {^'j)' 'i on voit que le terme constant dans y* et cp« est égal à l'unité, tandis qu'il est nul dans/i etc. On ne peut donc pas satisfaire à l'équation /cpi — q/, = o en prenant pour u et v des fonctions qui s'annulent pour x =y =z z = o.
Formule de Lagrange. — Soir
une équation où la fonction f (/) est développable en série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de ^ — a, tant que la valeur absolue de^ — a ne dépasse pas une certaine limite,
d'après le théorème général du n" 187, cette équation admet une racine, et
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une seule, qui tend vers a lorsque x tend vers zéro, et cette racine est représentée, pour les valeurs de a: suffisamment petites, par la somme d'une série entière convergente
^ = a -h ai jr -4- Oja"' -f- . . . .
Plus généralement, si/(^) est une fonction développable suivant les puissances positives dey — a, après y avoir remplacé j^ par le développement précédent, on aura pour/(^) un développement ordonné suivant les puissances de x^ qui sera encore valable pour les valeurs de x comprises entre certaines limites, '
(5o) /(y) ^/{a) -h \iT -h A,arï-^-. . .H- A^ar^-f-. . ..
Le but de la formule de Lagrange est précisément de donner l'expression des coefficients Ai, As, ... An? ••., en fonction de a. Remarquons que ce problème n'est pas essentiellement distinct du problème général; le coefficient A^ est, au facteur ni près, la dérivée /i''-'*"', pour ar = o, de /(j), jr étant définie par l'équation (49)» et celle dérivée peut être calculée par l'application des règles connues. Le calcul parait compliqué, mais on l'abrège beaucoup, grâce aux remarques suivantes de Laplace {voir Ex. n° 8, Chap. 11). Les dérivées partielles de la fonction^ définie par l'équation (49)» p^r rapport aux variables x et a^ sont données par les formules
on en déduit immédiatement la relation
au du
en posant u =/(y). D'autre part, F(y) étant une fonction quelconque de^, on vérifie immédiatement par la dillérenlialion que l'on a
car chacune des dérivées développée a ppur expression
Cela posé, nous allons montrer que l'on a, quel que soit le nombre entier n.
â'^u dx'
La loi est vraie pour /i = i, d'après la formule (5i); pour établir qu'elle est générale, supposons-la établie pour une certaine valeur de n. On en
déduit
Mais on peut écrire, en utilisant les relations (5i) et (5i^''^),
âx
[t<^>-sj=.4[t<^)-ë]-sh<-)-ë]^
OQ a donc bien
dx"+
1 da« [ ^«J
et la formule est vraie pour toute valeur de n.
Supposons maintenant x = o\ y se réduit k a, u k /(a) et la dérivée n''"** de u par rapport à x devient
La formule de Taylor nons donne donc pour le développement de /(y)
<5») ^ ^« rf«-.
Telle est la formule célèbre due à Lagrange; elle donne Texpression de la racine y qui tend vers a lorsque x tend vers zéro. Nous verrons plus tard entre quelles limites cette formule est applicable.
Remarque, — Il résulte aussi du théorème général que la racine/, considérée comme fonction de x et de a, peut être représentée par une série double ordonnée suivant les puissances de x et de a. On obtiendrait cette série double en remplaçant chacun des coefficients A» par son développement suivant les puissances de a. On déduit de là qti'il est permis de différentier terme à terme la série (5a) par rapport au paramètre a.
Exemples. — i° L'équation
(53) y = a^^(jr*-i)
admet une racine égale à a pour x = o, La formule de Lagrange donn pour le développement de cette racine
^^^^ ^ I /xy rf^-*(g«-i)«
des
d'autre part, en résolvant l'équation (53), on a pour expressif**
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y = - zh — /i — 2ax-i- x*,
cl, pour avoir la racine égale à a pour jr = o, il faut prendre le signe — , En différentiant par rapport à la variable a les deux membres de l'équation (54)t on parvient à une formule qui ne diffère que par les notations de la formule (3a) obtenue plus haut (n** 184). 2* L'équation de Kepler
(55) a = a -h e sin w
admet la racine u = a pour e = o. La formule de Lagrange donne pour le développement de la racine qui tend vers a
,.^x • . e^ d . . ^ ^ c" €/'»-» (sin" a)
(56) u=za-\-e siua H -> - (sin*a)-h. . .h r — — -^ -h. ...
i,^ da^ 1,1.., n da'^~^
Laplace a démontré le premier, par une analyse savante, que la série précédente est convergente pourvu que e soit inférieur à la limite 0,662743.... 190. Inversion. — Soit
(67) ^ = aiar-hajar*-4-.. .H- «hJ?'*-)-. ..
une série convergente dans l'intervalle (— r, h- r), où le premier coefficient ax n'est pas nul. Si l'on considère dans l'équation (57)^ comme la variable indépendante, et x comme une fonction de y, cette équation admet, d'après le théorème général (n° 187), une racine et une seule qui tend vers zéro avec^, et cette racine est développable en série ordonnée suivant les puissances de^
(58) a: = ^1^ -+- ^i^*H- ^3j^'-^. . .H-^rt^»-!-
Les coefficients 61, b^^ 63, ... se déterminent aisément de proche en proche en remplaçant x par son développement dans la formule (57) et écrivant qu'on a une identité. On trouve ainsi
ax a\ a\
on peut aussi obtenir l'expression générale des coefficients bn au moyen de la formule de Lagrange. Si l'on pose en effet
'^{x) — ax-^ a^x -^ . , .-¥- a,t^'»-*-+-.. ., l'équation (67) peut s'écrire
et la formule de Lagrange donne, pour le développement de la racine qui
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s'annule avec^,
__ I y* rf'»-» / I \^
Tindice o indiquant qu'on remplace x par o après les dififérentiations.
Le problème précédent était connu autrefois sous le nom de problème du retour des suites,
191. Fonctions analytiques. — Nous appellerons par la suite fonction analytique toute fonction d'un nombre quelconque de variables x^ y^ Zj ..., qui, dans le voisinage d'un système de valeurs ^05 JKo> ^o, ..., peut être développée en série entière ordonnée suivant les puissances àe x — oToj y — y^i ^ — ^o? • • •» et convergente tant que les valeurs absolues de ces différences ne dépassent pas certaines limites (les valeurs x^, y^^ Zq pouvant d'ailleurs être soumises à certaines restrictions, que nous n'examinerons pas ici). De l'étude qui vient d'être faite dans ce Chapitre, il résulte que ces fonctions naissent en quelque sorte les unes des autres. Étant données une ou plusieurs fonctions analytiques, l'intégration ou la différentiation, et les opérations algébriques, telles que multiplication, division, combinaison par substitution, etc., conduisent à de nouvelles fonctions analytiques. Il en est de môme des fonctions obtenues par la résolution d'équations dont les premiers membres sont analytiques. Or les fonctions les plus simples, comme les polynômes, l'exponentielle et les fonctions circulaires, étant analytiques, on s'explique aisément comment les premières fonctions étudiées par les géomètres ont été nécessairement des fonctions analytiques, et l'importance de ces fonctions apparaîtra encore mieux dans Tétude des fonctions d'une variable imaginaire et des équations différentielles. Mais, malgré le rôle fondamental des fonctions analytiques, on ne doit point oublier qu'elles ne forment en définitive qu'un groupe tout particulier dans l'ensemble des fonctions continues (*),
192. Courbes planes. — Soit AB un arc de courbe plane. Nous dirons que AB est un arc de courbe analytique si, dans le voisi-
( • ) On verra, dans le second Volume, des exemples de fonctions non analytiques, pour lesquelles la suite des dérivées est illîmiiée dans un intervalle (a, b).
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nage de lout point M© de cet arc, les coordonnées {x, y) d'un point variable M peuvent être développées en séries entières ordonnées suivant les puissances d'un paramètre t — ^o, et convergentes tant que la valeur absolue de t — to ne dépasse pas une certaine limite
Un point Mo(x«,^-o) d'une courbe analytique est dit un point ordinaire si, dans le voisinage de ce point, l'une des différences j' — yoj X — x^ peut être représentée par une série convergente ordonnée suivant les puissances positives et croissantes de la seconde différence. Supposons, par exemple, que pour les valeurs de x comprises entre Xq — h et Xo H- A, y — ro soit développable suivant les puissances de j: — ^«
(60) ^ — /o= C|(J- — x„)-hcj(:r — J-„)'-4-.. .-T-c«(J™ — Xo)"-^.. ••
le point (xo, ^o) est un point ordinaire, et il est facile de remplacer la formule (60) par deux formules de la forme (69) : il n'y a qu'à poser
I X ~ Xsi-^ t — /01 (61)
Si C| n'est pas nul, ce qui est le cas général, on peut inversement tirer de l'équation (60) un développement de a: — x^ suivant les puissances de y — ro> valable pour les valeurs Ae y — jko dont la valeur absolue ne dépasse pas une certaine limite. Chacune des deux différences x — ^o> JK — y^ peut donc être représentée par une série convergente ordonnée suivant les puissances de l'autre. Il n'en est plus de même si le premier coefficient C\ est nul, c'està-dire si la tangente est parallèle à Ox\ on tire alors de la formule (60) un développement de x — .ro suivant les puissances fractionnaires de y — y^^ comme on va le voir un peu plus loin. On verrait de même qu'en un point ordinaire où la tangente est parallèle à Oy^ x — x^ peut être développée suivant les puissances dey — j^o> ™ais la réciproque n'a pas lieu.
Si, dans le voisinage d'un point Mq, les coordonnées x^y sont représentées par les formules (09), ce point est un point ordinaire pourvu que l'un au moins des coefficients ai, 6| soit différent de
zéro. Si, par exemple, a^ n^est pas nul, on tirera de la première formule un développement de t — l^ suivant les puissances de :t: — ^0 et, en portant cette valeur de t — t^ dans la seconde formule, on obtiendra le développement de y — y% suivant les puissances de ^ — ^o-
Observons encore qu'en un point ordinaire une courbe ne peul présenter que deux aspects diflerenls : elle peut avoir la forme habituelle., ou avoir une inflexion. Tout point non ordinaire est dit un point singulier. Si un arc de courbe analytique ne présente pas de points singuliers, on dit que c'est un arc régulier.
Supposons que, dans les formules (Sg), les deux coefficients ai et 6| soient nuls., mais que as» par exemple, soit différent de zéro. La première des formules (69) peut s'écrire
(a: -jro)^ = («—^o)[«2 -4- «3(^—^0) -+:...]*,
et le second membre est développable en série suivant les puissances de / — Iq, On déduira donc inversement de cette relation
un développement de / — to suivant les puissances de (.r — ^e)*i
et, en portant cette expression de ^ — io dans la seconde des formules (09), on obtiendra pour^ un développement de la forme
y—yo= ci(x — Xq) -\- ct(x — xo)- -h C3{x ^ XoY -h
Le point (xo^ yo) est en général un point de rebroussement de première espèce.
Le raisonnement est général. Si le développement de x — ^t suivant les puissances de t — 'Iq commence par un terme de degré n, on en déduira pour y — yQ un développement suivant
les puissances de (x — Xq)'^, On peut observer que, dans le voisinage du point (jCoj ^o)? une courbe représentée par des développements tels que (39) ne peut présenter que quatre aspects différents ; point ordinaire, point d'inflexion, point de rebroussement de première ou de deuxième espèce.
193. Courbes gauches. — Un arc de courbe gauche AB est dit analytique si, dans le voisinage de tout point Mo de cet arc, les coordonnées x^ y, z d'un point variable M peuvent être développées en séries entières ordonnées suivant les puissances d un
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paramètre t — t^
IT = Xfi->r ax{t — ta) -\- , . ,-\-> an{t — /© )"-♦-..., Z = -5o-H Cx{t ~ Iq) -^ , , .-^ Cn{t — «o)"-i-
Un point Mo est un point ordinaire si deux des trois différences ^ — ^oj y — yoi ^ — «0 peuvent être développées en séries entières ordonnées suivant les puissances de la troisième.
On démontre comme plus haut que le point Mo est un point ordinaire pourvu qu'un des trois coefficients «i, 6|, c< ne soit pas nul. On obtiendra donc les points singuliers en cherchant les points pour lesquels on a à la fois
fÎT ci y dz
di="'' a=°' di^"-
Soient Xo, yoy Zo les coordonnées d'un point M© d'une courbe gauche F représentée par un système de deux équations
(63) F(:r,^, 5) = o, Fi(x,jr,z) = o,
dont les premiers membres sont des séries entières en a: — Xo, y — ^Oî ^ — ^0- Ce point M© est un point ordinaire pourvu que les trois déterminants fonctionnels
D(F, F,) D(F, FQ D(F, F.)
ne soient pas nuls à la fois pour x = Xo, y =yo9 z = Zq, Si, par
exemple, le déterminant ^, ' — -- n'est pas nul au point Mo, on
tirera des équations (63) des développements en séries entières pour X — x^ et ^ — y©» ordonnées suivant les puissances de
194. Surfaces. — Une portion de surface S est analytique si, dans le voisinage de tout point M© de cette surface, les coordonnées X, y, Zj d'un point variable M peuvent être développées en séries entières à deux paramètres variables t — Iq, u — Woj
IX — Xo= ai»(^ — Iq) -{- aQi{u — Mo) -+-.-., y —yo= bio(t — to) -h boi(u — Uo) -h . . . y z ~ Zo= Cio(t — ti,)-h Coi(w — Mo)-i-.. .,
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ces séries restant convergentes tant que les valeurs absolues des différences t — ^oj w — Uq ne dépassent pas certaines limites. Un point Mo de la surface S est un point ordinaire si, dans le voisinage de ce point, une des trois différences a; — oc^^y — Joï s — -o peut être développée en série entière ordonnée suivant les puissances entières des deux autres. Tout point Mo pour lequel les trois déterminants
Dp', z^ \){z. X) D(j\v)
ne sont pas nuls à la fois, est un point ordinaire; si l'on suppose, par fexemple, que le premier déterminant ne soit pas nul, on peut, des deux dernières équations (64), tirer t — /« ^t u — Uq^ et, en portant les valeurs obtenues dans la première, on obtient un développement de x — Xq suivant les puissances de y—Jt et oe Jû -~~ -^0*
Étant donnée une surface S représentée par une équation non résolue F(a:, y, z) = o, soient Xq, yo^ Zq les coordonnées d'un point Mo de cette surface. Si la fonction F est développable en série entière ordonnée suivant les puissances de :r — ^oj/""/»!
z — Zof sans que les trois dérivées partielles ~ — i - — > -r— soieni ^ ' à.p^, dyo dzQ
nulles à la fois, il résulte du théorème général (n** 188) que le
point Mo est un point ordinaire.
Remarque, — La définition adoptée pour un point ordinaire d'une courbe et d'une surface est indépendante du choix des aies. Supposons, par exemple, que le point Mq[xq^ yo^ Zo) soit un point ordinaire d'une surface S; les coordonnées d'un point voisin sont données alors par des formules de la forme (64)) ou
les trois déterminants J'^' ^ > ,, ^' '^ > ^^ ^' ^ ne sont pas nuls Di^ty u) l){t, u) D(/, u) ^
à la fois pour t = /o> « = «o* Une transformation de coordonnées
revient à remplacer les variables x, y^ z par trois nouvelles
variables X, Y, Z, fonctions linéaires des premières, telles que
Y = aja: H- ^^y H- Yî^ H- Sj.
Z =a3X-h psr-^Ï3^-^^3,
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D(X Y Z) le délerminaut A= .^/ ' — - — D^ëlant pas nul. En remplaçant x,
yy z par leurs développements (64), on obtiendra pour X, Y, Z trois nouveaux développements de même forme, et Ton ne peut avoir
D(x, Y) _ mY^Z) _ r>rz^^ _
ï)(/, uj ~~ D7/, uj ~ 'h{t, a) ~^'
pour t = Iq^ w = Wo, car on déduit des formules de transformation
jr = A,Xh- BtY-+-C,Z-f- D,,
y ^ AjX -4- Bj Y -t- Gï Z -H D,, z = A3 X -^ B3 Y -f- (.3 Z -h D,,
et les trois déterminants fonctionnels obtenus avec les variables X, Y, Z ne pourraient être nuls à la fois sans qu'il en fût de même des trois déterminants formés avec les variables x, y^ z,
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195. Calcul des coefficients. — Nous allons nous occuper, dans les paragraphes suivants, de séries d'une nature tout à fait différente des précédentes. Les séries trigohométriques paraissent avoir été considérées, pour la première fois, par D. Bernoulli, à propos du problème des cordes vibrantes; le procédé de détermination des coefficients, que nous allons indiquer, est dû à Euler.
Soit/(a:) une fonction bien déterminée de la variable x dans un
intervalle (a, b)\ nous supposerons d'abord que les limites a el b
sont — Tt et -+-11, ce qu'on peut toujours faire, car il suffira de
j II • i I iTzx — {a-^ b)T. .
prendre pour nouvelle variable -. —- pour être ramené
à ce cas. Gela posé, si pour toutes les valeurs de x comprises entre — tt et -|- tt, on a l'égalité ci-dessous
- ( «M cos m ar H- è/,i sin 771 x ) -
«Oî ^M b\, ..., am-i bm, ..., étant des coefficients constants inconnus, l'artifice suivant s'offre tout naturellement pour déler-
miner ces coefficients. Rappelons d^abord les formules suivantes, qu'il suffit d'écrire, où m et /i sont des nombres entiers positifs,
I cosmxdx = Of si m ^ o, / sinmx dx = o,
/ cosmxcosnxdx= 1 ^^ ^ dx = o, si m^n,
r^"" , ^ r'^'^i-\-cos^mx ^
I co^^mxdx = I dx = T., si m ^ o,
J-iz J-r, ^
C^ . . , /•"'^cosC/71 — n^x — co s C m -+-/i);r , .
I sm Awa?sin/ia?aar= / — d!T = o, si m^/i.
1 sin*ma7aa:= / ax = r, si m ^ o,
/* . , /'■*"^sinr/7i H- /i):r-hsinf /n — /i)^? ,
Si nous intégrons les deux membres de Tégalité (65) entre les limites — it et -|- ir, en intégrant le second membre terme à terme, il vient
I /(x)dx = -^ I dxT=:Tzaof
égalité d'où Ton tirera la valeur de a^. Si l'on opère de même après avoir multiplié les deux membres de la relation (65) par cosm^ ou sinm^, le seul terme du second membre dont l'intégration entre les limites — -tc et +i^ donnera un résultat différent de zéro sera le terme en cos*mx ou en sm^mx, et Ton parvient aux formules suivantes
/ /{x)cosmx dx = Tza,n, j /{x)sinmxdx = Tzàm-
Nous pouvons encore écrire les valeurs obtenues pour les coefficients
bm= " I /(a)sinmarfa.
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Le calcul que nous venons de faire n'a que la valeur d'une simple induction. Nous avons admis, en elTel, que le développement de la fonction f{x) sous la forme (65) était possible et, en outre, que ce développement était uniformément convergent entre les limites — t: et -|- ir. Comme rien ne prouve a priori que ces conditions sont satisfaites, il est indispensable d'examiner si la série ainsi obtenue est convergente et a pour somme f{x), La somme des (m-j-i) premiers termes de cette série devient, en remplaçant les coefficients ai et bi par leurs valeurs (67) et effectuant les réductions évidentes,
5^^j __ i r /(a) - -i-co5(a — j')H-cos2(a — ar) -4-, . .H-cos/?i(a — j-) rfa.
Mais on a, d'après une formule bien connue de Trigonométrie,
sin a
— h cosa -h co9>ia -h. . .-+- co^nia — .
>. sin —
et, par suite.
Sin (a — T)
Sm-»-i=z/ /(^) 3^^r^ ^^'
2 sin —
ce que nous pouvons encore écrire, en posant ol=: x -{- a y, (68) S„,..= i f'^A.^.y) ^;^^ dy.
Toute la difficulté de la question est ramenée à trouver la limite de cette somme lorsque le nombre entier ni augmente indéfiniment. Nous supposerons pour cela que la fonction /(jc) satisfait aux conditions suivantes :
I** Elle est en général continue entre — t: et -|- tt, sauf pour un nombre^/iif de valeurs dea:, où elle passe brusquement d'une valeur à une autre de la façon suivante. Soit c un nombre quelconque compris entre — ir et -Ht^^ quel que soit ce nombre c, on peut toujours trouver un autre nombre positif h tel que/(:r) soit continue entre c — A et c d'une part, entre c et c -f- A d'autre part. Lorsque € tend vers zéro par valeurs positives, /(c -|- e) tend vers
une limite /(c H- o), et /(c — s) tend de même vers une limile /{c — o). Si la fonction /(^) est continue pour a: = c, on a évidemment/(c) =/(c + o) =/(c — o). Mais si les deux limites /(c + o) el/(c — o)ont des valeurs différentes, la fonction /(:r) est discontinue pour x = c^ei Ton convient de prendre pour/(c)
la moyenne arithmétique '^ ^ ; il est clair que celle
égalité subsiste pour un point où la fonction est continue. Nous supposons de même que/( — 11-^^)61/(71 — e) ont des limites /( — ir 4- o) et/('îr — o) lorsque e tend vers zéro en restant positif. La courbe représentée par Téquation y=f(x) doit avoir une forme analogue à celle de \dijig. 11 (p. 179), s'il y a des discontinuités. Nous avons vu que la fonction /(x) était intégrable dans tout intervalle compris entre — it et -h it, et il en est évidemment de même du produit de f{x) par une fonction continue dans le même intervalle.
2° On peut partager l'intervalle (— t:, -f- tt) en un nombre fini d'intervalles, dans chacun desquels la fonction est constamment croissante ou constamment décroissante.
Nous dirons, pour abréger, que la fonction f{x) satisfait aux conditions de Dirichlet entre — tt et -|- it. Il est clair qu'une fonction continue dans l'intervalle ( — tt, -|- tt), et qui n'admet qu'un nombre fini de maxima et de minima dans cet intervalle, satisfait aux conditions de Dirichlet.
Étude de Tintégrale / f{x) !lîî^ dx. — L'expression
obtenue pour la somme S^^+i conduit à chercher la limite de Tintégrale définie
lorsque n augmente indéfiniment. Cette étude a été faite pour la première fois d'une façon entièrement rigoureuse par Lejeunc- Dirichlet ('). Nous suivrons à peu près la méthode de M, 0. Bonnet (2).
C) Journal de CreUe, l. IV; 1829.
C) Mémoires des savants étrangers publiés par FAcadémie de Belgique, t. XXIII.
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Considérons d'abord Tlntëgrale définie
(69) J r= / çf(ar) dx,
OÙ h est un nombre positif inférieur à u et ç(^) une fonction satisfaisant aux conditions de Dirichlet dans Tintervalle (o, h). Si cp(a:) se réduit à une constante C, il est facile de trouver la limite de J; on peut écrire, eu efiel, en posant nx =^,
nh
et, lorsque n augmente indéfiniment, la limite de J est par conséquent - C (n** 176, formule 39).
Supposons en second lieu que la fonction ç>(x) soit positive et décroissante deo à A. La fonction sous le signe / change de signe
pour les valeurs de x de la forme , et nous pouvons écrire l'intégrale J
J r= Mo — M,-^Mï— Ms-f-... -( — i)*W)t- . .. < — i)''*6a,rt (o:6-;i),
en posant
et en supposant la limite supérieure h comprise entre — et
. j^es intégrales Wo, w^, Woj ••• vont en diminuant; si
nous posons, en effet, dans a^, nx = kiz +^', il vient
et il est évident, d'après les hypothèses faites sur ç(^), que cette intégrale diminue lorsque l'indice k augmente. On a donc
J = Mo — Ui- { Ut — Ma) " ( w^— Ms) -f-. . ., G. 3o
ce qui montre que J est compris entre Uq et «o — Wi ; J est par suite un nombre positif inférieur à Uq, c'est-à-dire à Tintégrale
, , sinna: ,
Mais cette intégrale est elle-même inférieure à l'intégrale ?(-+-o) / —-—dx = ^{-^o) — ^^7 = Aç(-+-o),
A. désignant la dernière intégrale définie / — — dy. Le même raisonnement prouve que l'intégrale définie
J = . I (f{x) ax,
où c est un nombre positif quelconque inférieur à A, tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. Si le nombre c est compris entre (« - i) - et — > on voit en effet comme tout à l'heure que la valeur absolue de J' est inférieure à
/" , , sin/ia: , ! /• " , smnx ,
<^{x)——- dx -r-i / <p(^) — ---- dx
et, à plus forte raison, inférieure à
'S>{C) f ITZ \ ^ \ /i / Tt 9.11 <p(c) ^
C \ a I ^ i-Tz n ^ n c '
elle tend donc vers zéro lorsque n augmente indéfiniment {')• La méthode ne nous apprend rien si c :== o. Pour trouver lî>
( ' ) On arrive encore plus simplement à ce résultat en employant le second théorème de la moyenne (n« 75). La fonction <p{x) étant décroissante, oa «s d'après cette formule,
r^ , ^ sinnx _, ©(c) r^ . . i o(c) , ^^
/ 9{x) - — dx = -^ — / sinnxdx=-—^ — ^ (cosnc — cosn;;»
Je -^ c J,, n C ^
et le second membre tend évidemment vers zéro.
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limite de rinlégrale J, prenons un nombre c compris entre o et A, tel que cp(j7) soit continue de o à c, et posons <p(^) = ^(c)+ ^(^); •i(j:) est une fonction positive et décroissante dans l'intervalle (o, c), décroissant de «f (4- o) — 'f (c) à zéro lorsque x croît de o à c. Écrivons J de la façon suivante
ou, en retranchant - 'f (h- o) des deux membres,
J- -o(-+-o) = ç(c) j ——-dx- - U-- [cp(c)-«î)(-i-o)] [ -^ / '^{or) —^ dx -^ j o{x)—^~dx.
Pour démontrer que J a pour limite -'f(-ho), il suffit de
prouver que l'on peut déterminer un nombre entier m tel que, pour toute valeur de n supérieure à m, la valeur absolue de chacun des termes du second membre soit inférieure à un nombre positif
choisi à Tavance • D'après la remarque de tout à l'heure, la
valeur absolue de l'intégrale
K^{x) dx
est inférieure à A^(-|- o) = A [cp(-i- o) — 'f(c)]. Puisque o{x) tend vers ç(-f- o) lorsque x tend vers zéro, on peut d'abord choisir le nombre c assez voisin de zéro pour que A[cp(-i-o) — ?(c)]
et ~ [?(-+- o) — ?(^)] soient inférieurs à • Le nombre c étant
choisi de cette façon, les deux termes restants ont pour limite zéro lorsque n augmente indéfiniment. On peut donc prendre n assez
grand pour qu'ils soient inférieurs en valeur absolue à -9 et l'on a
TZ
(71) lim J = - cp(-ho).
La formule précédente n'a été démontrée qu'en imposant à la fonction <f{x) un certain nombre de restrictions dont nous allons maintenant nous débarrasser. Si ^(^) est décroissante sans être
positive, on peut toujours lui ajouter une constante positive C de façon que la somme ^(^) = f (^) H- C soit positive et décroissante de o à A. La formule s'applique à cette fonction ^{x) et Ton peut écrire
r . .sinnx T* i / . sinnar r^sinnx, f cp(x) dx = I y(x) dx — Cl dx;
le second membre a pour limite -^(-l-o) C, c'est-à-dire
- ç(h- o). Si la fonction cp(x) est croissante de o à A, — ^{x) est
décroissante et Ton a
^ , s'innx , r* , . smnx ,
tf{x) ^ dx^ — j — ^{x) —^— dx;
rintégrale a encore pour limite - ç(-f- o).
Supposons enfîn simplement que la fonction o[x) satisfait aux conditions de Dirichlet dans l'intervalle (o, A). Nous pouvons partager cet intervalle en un nombre fini d'intervalles partiels (o, a), (a, b)y (A, c), . . ., (/, h) dans chacun desquels la fonction ^{x) est croissante ou décroissante. L'intégrale de o à a a
pour limite - ©(4- o); quant aux autres intégrales, telles que H = / ^{x) ^^^^^ dx,
elles tendent toutes vers zéro. Supposons, pour fixer les idées, la fonction <f{x) croissante de a à 6; nous pouvons, d'une infinité de manières, construire une fonction ^(^) croissante de o à 6, continue de o à a, et coïncidant avec ^(x) de a à fe. Les deux intégrales
j ^(^x)^-^^^dx, J ^{x)-^^^dx
ont l'une et l'autre pour limite ^(-h o) lorsque n augmente indéfiniment; leur différence, qui n'est autre que H, tend par conséquent vers zéro. La formule (71) est donc établie pour toutes les fonctions ^{x) qui satisfont aux conditions de Dirichlet dans l'intervalle (o, h).
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Considérons maînlenanl Tintégrale définie
f f{x)-.- dx (o<A<7r), 0 sino?
où la fonction f{x) est positive et croissante de o à A. On peut encore écrire cette intégrale
et la fonction ^{x) T=f(^x) - — est positive et croissante de o à A; on a d'ailleurs/(-f- o) = 'f (-h o) et, par conséquent,
(73) Iiinl = -/(-^o).
La formule étant établie lorsque la fonction /(j?) est positive et croissante de o à A, on démontre ensuite de proche en proche, comme tout à Theure, qu'elle subsiste pour toute fonction /{x) satisfaisant aux conditions de Dirichlet dans l'intervalle (o, h),
197. Séries de Fourier. — Les séries trigonométriques dont les coefficients «„, et b„i sont déterminés par les formules (67) sont généralement appelées séries de Fourier. C'est, en effet, Fourier qui a énoncé le premier ce théorème que toute fonction donnée arbitrairement dans un inlervalle d'étendue air pouvait être représentée par une série de cette espèce; le mol fonction arbitraire signifiait pour lui une fonction représentée graphiquement par plusieurs arcs de courbe appartenant à des courbes que l'on regarde habituellement comme distinctes. Nous précisons cette définition un peu vague en nous bornant aux fonctions qui satisfont aux conditions de Dirichlet.
Pour démontrer qu'une fonction de cette espèce peut être représentée par une série de Fourier dans l'intervalle ( — u, +7î), il nous faut trouver la limite de l'intégrale (68) lorsque m augmente indéCniment. Partageons celte intégrale en deux autres,
ajant respectivement pour limites o et y — - et o, et
posons dans la seconde^ = — Zj nous pouvons encore écrire
c ï Z' * ^/ . s'in{im-hi)y y
sïn{im -f- 1)3
TC
Sî 0? est compris entre — ii et -t-u, ~ — et -^ — sont compris
entre o el tc et, d'après les résultats du numéro précédent, le second membre a pour limite, lorsque m augmente indéfinimenl,
i[lA-^o)-^lAa:-o)] =
la série est donc convergente et a pour somme f{x)y pour toute valeur de x comprise entre — u et -4- tt. Supposons maintenanl que X soit égal à Tune des limites, — ii par exemple. On peut écrire
c ^ r^ r; . sin(2m-4- Or ,
s\n{im -+- 1)^
s\ny si n ( 2 m -i- I )^
-h - / A— ir -h 2 v) 1-^.— —i-L dy.
s La première intégrale du second membre a pour limite
la seconde intégrale devient, en remplaçante^ par tt — :;, i r^ rf X sin(2m-4-î)-s ,
et a pour limite -/{t^ — o). La somme de la série trigonométrique
est donc égale à A^~o)-^-J;^-^t^o) ^^^^ ^ ^ _ ^; il est clair
que la somme est la même pour x=^tz.
Si, au lieu de considérerez; comme une longueur portée sur une
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droite, on consid^^re x comme un arc porté sur la circonférence de rayon w/i, la somme de la série en un point quelconque ni de la circonférence est la moyenne arithmétique des deux limites vers lesquelles tendent les deux sommes de la série en deux points m', m" de la circonférence, pris de part et d'autre du point m, lorsque ces points m', m'' se rapprochent indéfiniment du point m. Si les deux valeurs limites /( — t. ~\- o), /(tt — o) sont différentes, le point de la circonférence diamétralement opposé à l'origine des arcs est un point de discontinuité.
En résumé, toute fonction définie dans l'inten^alle ( — i^, h-ti) et satisfaisant aux conditions de Dirichlet peut être représentée par une série de Fourier dans cet intervalle.
D'une façon générale, soit f{x) une fonction définie dans un intervalle (a, a 4- '^'^) d'étendue 211, et satisfaisant aux conditions de Dirichlet. Il existe évidemment une fonction ¥{x)^ et une seule, admettant la période itz et coïncidant avec/(^) dans l'intervalle (a, a-^sèTi); cette fonction F(a:) est représentée, pour toute valeur de x, par la somme d'une série Irigonométrique dont les coefficients a^ et bm sont donnés par les formules (6^)
am~ - I F(x) cos m xdjc^ b,n— - 1 F(x) sinmx dar.
Le coefficient «/»? par exemple, peut encore s'écrire, en supposant a compris entre iIit. — tt et a/iTt -f- 'ït,
a,n— - I F{x)cosnix dx -] — / h (x) cosmx dx;
la fonction F(x) admettant la période 271 et coïncidant a\ec f(xy dans l'intervalle (a, a + 27r), on a encore
^îAir-Hii
Ci) ■
a„,=r- / f{T)cosmxdx-~ 1 f{x)cosmxdx
I T^ — I /(x) cosmx dx.
On trouverait de même (75) ^"'^ r. I f{x)s\nmxdx.
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Lorsqu'une fonction /(x) est donnée dans un intervalle, quelconque d'étendue 2tz, les formules précédentes permeltent de calculer les coefficients du développement en série de Fourier, sans qu'il soit nécessaire de ramener les limites de l'intervalle à être — TC et -|- it.
198. Exemples. — i** Proposons-nous de trouver une série de Fourier dont la somme soit égale à — i pour x compris entre — it et cet à— i pour X compris entre o et it. Les formules (67) nous donnent
ao — - / — dx -] — I dx — o,
a,„= - I — cosmxdx-\ — / cof^mxdx — Oy
, I r" . ,1 r^ . f '^ — cosmir — cos(— mir) Ofn=- I — sinmxax'i — / sinmxdx= — |
bfn est nul si m est pair, et égal à si m est impair. En multipliant tou*
les coefficients par -y on voit que la série
sinar sin3j:* sin( 2/n -+- 1)0?
a pour somme -» si rr est compris entre — ir et o, et h- - si a: est
compris entre o et 7:. Le point ^ = o est un point de discontinuité, et, pour a^ = o, la somme de la série est o, comme cela doit être. D'une façon
générale, la somme de la série (76) est égale à 7 lorsque sino; est positif,
à — - lorsque sin:r est négatif, et à o lorsque sina: = o.
La courbe représentée par l'équation (76) se compose d'une infinité de
segments de droite de longueur 7: sur les parallèles y = ±1 - k l'axe
des x^ et d'une infinité de points isolés (^ = o, j^ = kiz) sur l'axe des r. 2° Soit à trouver le développement de x en série de Fourier dans l'intervalle de o à 27:. On a
a© — - / X dx —. ir.,
»2it ,- „: ,,- . ^tir
I r^ ^ |\rsinm.r |W i T •
a,„— - I xcosmxdx— \ / smnix ax = o,
T^Jo L ^-^^ Jo niT,J^
i r^"" . ^ [xcosmxy^ I r^'^
o,„ — - I X sin mxdx = — \ H / cosmxdx- — -^
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On déduit de là la formule
T ^t: s'inx sinrxj" sin3:F
qui est exacte pour toutes les valeurs de x comprises entre o et ar. Si l'on remplace, dans la formule précédente, le premier membre par^, la courbe représentée par Téquation obtenue se compose d'une infinité de
segments de droites parallèles à In droite ^ — — et d'une infinité de points isolés.
Remarque, — Lorsqu'une fonction définie dans l'intervalle ( — tt, h-tt) est paire, c'est-à-dire telle que /( — a:) — /(x), tous les coefficients bm sont nuls, car on a évidemment
/f{T)s\iinix dx — -- I f{x)%\nmxdx.
Au contraire, si la fonction /(x) est impaire, c'est-à-dire telle que
tous les coefficients a,n sont nuls, y compris a©. Une fonction /(j*) étant <léfinie dans l'intervalle de o à tc seulement, on peut la prolonger dans l'intervalle de — ir à o en convenant de poser
/{-'X)^/ix) ou /(- r).= -/(a^).
La fonction /{x) peut donc être représentée soit par une série de sinus, soit par une série de cosinus, dans l'intervalle de o à ir.
199. Développement d*une fonction continue. Théorème de Weierstrass. — Soit^=y(j^) une fonction continue dans un intervalle (a, b). On doit à M. Weierslrass une proposition remarquable dont voici l'énoncé : s étant un nombre positif donné à l'avance, on peut déterminer un polynôme P(x) tel que la différence /{x ) — Pix) soit inférieure à e en valeur absolue pour toute valeur de x dans l'intervalle (a, b).
Parmi les nombreuses démonstrations proposées pour ce théorème, une des plus simples est due à M. Lebesgue ('). Considérons d'abord le cas particulier suivant. Soit ^(x) une fonction continue dans l'intervalle de — I à — I, définie de la manière suivante : pour — i^x -o, on a 4'( ^) ~ o, et pour o^xl'i, on a ^(x) = ikx, k étant un facteur constant donné. Nous pouvons écrire '^{x) — k[x -{- \x]. D'autre part, pour les valeurs de X comprises entre — i et -+-i, on a
(') Bulletin des Sciences mat héma figues p. 2-S; 1898.
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et, pour ces mêmes valeurs de x^ le radical peut être développé en série uniformément convergente ordonnée suivant les puissances de (i— a?'); |a7|,et par suite iJ'C^), peut donc être représentée dans cet intervalle, avec telle approximation qu'on voudra, par un polynôme. Prenons maintenant une fonction quelconque continue dans l'intervalle (a, b) et imaginons cet intervalle décomposé en n intervalles partiels (ao, ai), {ai, a^), .... (a„_i, an), où a = ao< ai<^j<...< a„_i< a^ = 6, de façon que
l'oscillation de f(x) dans chacun de ces intervalles soit moindre que -•
Soit L la ligne brisée obtenue en joignant de proche en proche les points de la courbe y=:f{x) d'abscisses ao, «i, aj, .... b. L'ordonnée d'un point de cette ligne brisée est évidemment une fonction continue de l'abscisse cp(ar) et la différence /(ar) — (p(j7)est en valeur absolue moindre
que -• En effet, dans l'intervalle (Oja-i; a^), par exemple, on peut écrire
f{x)-<,{x) = [f{x)-f{a^^,)][x-^-^[f(x)-f{a^)]^, où a: — «(jL-i = 6(«pL — «{jL-i)' Le facteur 6 étant positif et inférieur à l'unilé.
la différence /"— 9 est moindre en valeur absolue que - d — 6-1-0)— •
Cette fonction <^(x) peut être décomposée en une somme de n fonctions analogues à la fonction ^{x) de tout à l'heure. Soient, en effet, Ao, Ai, Aj, ..., Art les sommets consécutifs de la ligne polygonale L; ©(r) est égale à la fonction continue 'i^i représentée dans l'intervalle (a, b) parla droite qui porte le côté AqAj, plus une fonction Oi représentée par une ligne polygonale A'^AJ ... A^dont le premier côté AJ^A', est sur l'axe Or; Oi{x) est à son tour la somme de deux fonctions continues 4*1 et oj dont la première, «J^j, est nulle entre a et a\ et est représentée par la droite qui porte A', A'j entre a^ et b, tandis que 9» est représentée par une ligne polygonale AJA^A'j...A* dont les sommets AJ, K\, k\ sont sur Ox. On arrive finalement à remplacer ^{x) par une somme de n fonctions cp = tj/j -I- ^{^j -t- . . . _f- iJ/„, où 4»/ est une fonction continue nulle entre a et fl/, représentée par un segment de droite entre a/_i et b. Si l'on fait le changement de variable X = mx -h /i, en choisissant convenablement m etn, ^i sera défini dans l'intervalle ( — i, -hi) par l'égalité
et par conséquent pourra être représentée par un polynôme avec telle approximation que l'on voudra. Chacune des fonctions 4/ pouvant être représentée par un polynôme dans l'intervalle (a, b) avec une approximation inférieure à — » il est clair que la somme de ces polynômes différera dey(a;) de moins de 6.
De ce théorème on déduit que toute fonction continue dans un intervalle {a, b) peut être représentée par une série uniformément con-
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vergente de polynômes dans cet intervalle. Prenons, en effet, une suite de nombres positifs décroissants si, e^, ..., e^, ... le terme général e^ tendant vers zéro lorsque n augmente indéiiniment. D'après le théorème précédent, à chaque nombre 2/ de cette suite nous pouvons faire correspondre un polynôme P|(^) tel que la différence /(:r) — P/(a:) soit inférieure en valeur absolue à e,- dans tout Tintervalle (a, b). Cela étant, la série
est convergente et a pour somme /(a?), lorsque x reste compris dans l'intervalle (a, b). Il est clair, en effet, que la somme S,» des n premiers termes est égale à Vn{x}\ la différence /( x ) — S^, qui est inférieure à e^, tend donc vers zéro lorsque n augmente indéfîniment. D'ailleurs, la série est uniformément convergente, puisqu'on prenant n assez grand la différence/(a:) — Sn sera moindre qu'un nombre donné à l'avance pour toute valeur de x comprise dans l'intervalle (a, b).
200. Fonction continue sans dérivée. — Nous terminerons ce Chapitre en donnant un exemple, dû à Weierstrass, de fonction continue qui n'admet de dérivée pour aucune valeur de la variable. Soient b une constante positive inférieure à l'unité et a un nombre entier impair; la fonction F(j:'), qui est égale à la somme de la série convergente
(78) V{t) r= ^^^cos(a»itj:).
est continue pour toute valeur de j™, car la série est uniformément convergente dans tout intervalle. Si le produit ab est inférieur à un, il en est de même de la série formée par les dérivées; la fonction F(x) admet donc une dérivée, qui est elle-même une fonction continue. Nous allons démontrer qu'il en est tout autrement si le produit ab est supérieur à une certaine limite.
Nous pouvons écrire, en désignant par m un nombre entier quelconque,
(79) T ~ rt/n-+- ^mi
en posant
R;„ = T ^^b^\cos[a^T:{x -r- h)] — cos(rt«irar)j,
Sni= T V 6"}cos[a'»7r(x-4-/t)]-- cos(a«Tra7)j.
n=zm
La formule des accroissements finis appliquée à la fonction cos(a'^T:x ) montre que la différence cos[ a" 11(^7 -f- A)] — cos(a'*Tru:) est inférieure en
valeur absolue à T-a^^lh]. La valeur absolue de R», est donc inférieure à
ab — I
(ab)^ et, a fortiori', à ir -^ .» si Ton suppose a^>i. Nous chercherons
maintenant une limite inférieure de la valeur absolue de S„{, en donnant à l'accroissement h une valeur particulière. On a toujours
a,n étant un nombre entier et Ç/^ étant compris entre et -h -• Nous
poserons
r £wi — Cm
Cfn étant égal à d: i ; il est clair que h est du même signe que ««, et infé-
rieur en valeur absolue à • Le nombre h étant choisi de cetie façon,
on a
a^Tz(x-^ h) — a«-'"a"*7r(ar-h A) — a«-'"'7r(a^-+- e,„);
a étant impair et e,„— ±:i, le produit a^^'^ioLm-^ ^m) est de même parité que a,;, -i- i et, par suite,
cos[a'*T.{x -I- h)] — ( — !)«•»»-*-».
On a aussi
ces (avilir) — cos(a«-"*a'"irx) = cos[a"-"*Tz{aLfn -^ ;/«)] r= cos(a«-"'a,„7r) cos(a«-'«$,„'ï:);
a^-"*0Lf„ est de même parité que «/« et l'on a encore
cos{a"T:x) — (— i)^m cos{a^-"*^.„Tz).
Nous pouvons donc écrire
n—ru
2 6"[i-+-cos(a«-'"U^)J;
tous les termes de la série étant positifs, la somme de cette série est supérieure à son premier terme et, par suite, à 6'" puisque ^m est compris
entre et h — • Par suite, nous avons
OU encore, en tenant compte de la valeur de A,
\S,n\>l(abr
Supposons que Ton ait
il suffira pour cela que l'on ait
(80) a^^> IH ,
et la relation (79) prouve que Ton aura alors
Lorsque le nombre entier m augmente indéfiniment, il en est de même
de cette expression, tandis que la valeur absolue de h tend vers zéro. 11 est
donc possible, quelque petit que soit un nombre s, de trouver un accrois-
Y(x -^ h) -- ¥(x} sèment h inférieur à e en valeur absolue et tel que , ^^
soit supérieur en valeur absolue à tout nombre donné à l'avance. La fonction F(x) n'a donc de dérivée pour aucune valeur de a:, pourvu que la relation (80) soit vérifiée.
1. Appliquer la formule de Lagrauge au développement, suivant les puissances de x^ de la racine de l'équation y^= ay -\-x qui est égale à a pour a? = o.
2. Même problème pour l'équation y ~ a ~\- xy"^+^ — o. Application à l'équation du second degré a — bx h- cx^ = o.
Développer, suivant les puissances de c, la racine qui tend vers y lorsque
c tend vers zéro.
Démontrer la formule
' a" L a -^ X 1.2 \aH-ar/
7. Les déterminations de smmx et de cosmj:, qui se réduisent à 0 et à 1 lorsque sino; est nul, sont développables en série suivant les puissances de sinor
r. /7i«— I . , (;n« — i)fm«— 9) . ^ 1
cosmx= i — sin*^ h - sin^a; —
On se sert de l'équation différentielle
qui est vérifiée par cosma: et sin/nar, considérés comme fonctions de
y = sinx.
COURBES PLANES
Les courbes et les surfaces que Ton étudie dans la Géométrie proprement dite sont des courbes et des surfaces anal}^liques. Cependant Texistence des éléments géométriques que nous allons définir suppose seulement Texislence des dérivées jusqu'à celles d'un certain ordre. Ainsi, une courbe plane représentée par l'équation y"~-f{jc) a une tangente si la fonction f{jc) a une dérivée /'(-c), un rayon de courbure si f'{x) a elle-même une Aév'\véef'{x)y et ainsi de suite.
COURBES ENVELOPPES
201. Recherche des enveloppes. — Étant donnée Téquation d'une courbe plane C
dépendant d'un paramètre arbitraire a, cette courbe varie en général d'une manière continue, de forme et de position, quand on fait varier ce paramètre. Si toutes ces courbes C restent tangentes à une courbe déterminée E, cette courbe E s'appelle Venveloppe des courbes C, qui sont dites les em'eloppées. Les courbes C étant données, nous nous proposons de reconnaître si elles admettent une enveloppe et de la déterminer.
L'existence de celle enveloppe E élant admise, soient (x, y) les coordonnées du point de contact M de la courbe E avec la courbe enveloppée C qui correspond à la valeur a du paramètre. Ces coordonnées x, y sont des fonctions inconnues du paramètre a, qui satisfont à l'équation (i). Pour achever de les déterminer, il nous faut exprimer que la tangente à la courbe décrite par le point M quand a varie coïncide avec la tangente à la
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courbe C Désignons par ùx et oy les paramètres directeurs de
la tangente à la courbe enveloppée, par ,- et -^ les dérivées des
fonctions inconnues x:=^{a), ^ = '}(a); il faudra que Ton ait
dx dy da da
Or la courbe G étant représentée par Téquation (1), où a a une valeur constante, on a la relation
qui déternnine la tangente à cette courbe. D'autre part, les fonctions inconnues x = ç(«), v = ^(^) vérifient aussi Téquation
où a désigne maintenant la variable indépendante, et, par suite, on a aussi
(i) à/^^if±^'.Uo.
àx da dy da da
L'équation de condition (2) devient, en tenant compte des relations (3) et (4),
cette équation, jointe à la relation (1), détermine les deux fonctions inconnues x = 'f («), y = ^(^)- ^^ obtiendra Jonc l'équation de l'enveloppe, si elle existe, en éliminant le paramètre a
entre les deux équations f=^ o, ^- = o.
Soit R(a:, ^) = o le résultat de l'élimination; nous allons examiner si cette courbe représente bien une enveloppe. Soient Co la courbe particulière correspondant à la valeur a© du paramètre, et (xo, yo) les coordonnées d'un point d'intersection M© des deux courbes
les équations (i) et (5) définissent deux fonctions x = ^{a\
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y=^ ^K^)» qui se réduisent respectivement à x^^y^ pour a = a^j et l'on a évidemment, pour a = ao,
dx(i\da)^ àyo\da/9 '
cette relation, rapprochée de la relation (3), nous montre qu'au point (^o> JKo) la tangente à la courbe Co coïncide avec la tangente à la courbe décrite par le point (x, ^), à moins que l'on n'ait à la
fois -r— =0,^=0, c'est-à-dire à moins que le point (xo, yo)
ne soit un point singulier de la courbe Cq. L^ équation K{x, y) = o représente donc, soit V enveloppe des courbes G, soit un lieu de points singuliers de ces courbes.
On peut compléter ce résultat. Si chacune des courbes G possède un ou plusieurs points singuliers, le lieu de ces points singuliers fait certainement partie de la courbe R(^, y) = o. Soient en effet (x^ y) les coordonnées de l'un de ces points singuliers; X et y sont des fonctions de a qui vérifient à la fois les trois relations
et par suite aussi la relation ^ = 0; x et y satisfont donc à
l'équalion R = o que l'on obtient en éliminant a entre les deux
relations /= o et y- = o. Dans le cas le plus général, la courbe
R(j:, y) = o se compose de deux parties analyliquement distinctes, dont Tune est l'enveloppe proprement dite, tandis que l'autre est le lieu des points singuliers.
Exemple. — Soit f{x^ y^ a)=y^ — y^-\-{x — ay=o; on
a ~ = — 2{x — a), et en éliminant aentre/= oet — = o, on est
conduit à l'équation j^* — y^=o^ qui représente les trois lignes droites y = o^ y = -\- \^ y =■ — *• ^^^ courbes considérées se déduisent de la courbe^* — y''-\-x'^=^o en la faisant glisser parallèlement à Ox\ or, cette courbe a un point double à l'origine, et elle est tangente aux deux droites y = zb i, aux points de rencontre avec l'axe des j^. La droite ^ = 0 est donc un lieu de G. 3i
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points doubles, tandis que les deux droites y=±i constituent l'enveloppe proprement dite.
202. Lorsque la courbe C a une enveloppe E, les points de contact de la courbe C avec son enveloppe sont les positions limites des points d'intersection de cette courbe avec une courbe infiniment voisine de la même famille. Soient, en effet,
les équations des deux courbes voisines; le système (7) qui détermine les coordonnées des points communs peut évidemment être remplacé par le système équivalent
dont la dernière équation se réduit à ^ = o, lorsque h tend vers
zéro, c'est-à-dire lorsque la seconde courbe se rapproche indéfiniment de la première. Cette propriété est du reste à peu près évidente géométriquement ; on voit, en effet, sur l^fig. 87 (a) que
Fig. 37 a, Fig. 87 6.
deux courbes voisines C, O ont un point d'intersection N qui se rapproche indéfiniment du point de contact M lorsque la seconde courbe C vient se confondre avec C. On voit de même sur la fig. 37 (6) que, lorsque les courbes (i) ont un point double, un des points d'intersection des deux courbes voisines G, C vient se
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confondre avec le point double quand la courbe C se rapproche indéfiniment de la courbe C.
La remarque précédente explique bien pourquoi l'on doit trouver le lieu des points singuliers en même temps que l'enveloppe. Supposons, pour fixer les idées, que f{x^ y, a) soit un polynôme de degré m en a. Pour un point M© pris au hasard dans le plan, de coordonnées (^o, J'o)? l'équation
(8) /(^o,ro»«) = o
admet en général m racines distinctes; il passe donc par ce point m courbes différentes de la famille considérée. Mais si le point M© appartient à la courbe R(x, j^) = o, on a à la fois
/(aro, ^0, «) = o, -^ =o,
et l'équation (8) a une racine double. On peut donc dire que la courbe K{x, y)^=o est le lieu des points du plan pour lesquels deux des courbes de la famille (i) qui y passent sont venues se confondre. Or les^î^. 87 (a) et Sy (6) montrent précisément que lorsqu'un point se rapproche indéfiniment, soit d'un point de l'enveloppe, soit d'un point de la courbe qui est le lieu des points singuliers, deux des courbes C qui passent par ce point diffèrent très peu l'une de l'autre et viennent se confondre à la limite.
Bemarque, — Il arrive fréquemment que l'on a à chercher, l'enveloppe d'une courbe
dont l'équation renferme deux paramètres variables a et 6, liés par une relation ç(a, 6)=:o. Ce cas n'est pas distinct du cas général, car on peut considérer b comme une fonction de a définie par la relation ç = o. D'après la règle établie, il faut joindre à l'équation (9) celle que l'on obtient en égalant à zéro la dérivée du premier membre par rapport au paramètre a
d? dFdb_ àa db da '^ *
mais de la relation ç(a, 6) = o on tire
^cp d^ db
da àb da " '
db
et ïa formule précédente devient, en éliminant --p
àa db db âa ~
On obtiendra donc l'équation de Tenveloppe en éliminant a eib entre les équations F = o, 'f = o, et Téquation précédente (lo).
203. Enveloppe d'une droite. — Prenons l'équation d'une droite D sous la forme normale
a7cosa-4-j^sina — /(«) = o,
le paramètre variable étant l'angle a. En prenant la dérivée par rapport à ce paramétre, il vient
(12) — j: sina -h^cosa — /'(a)=o.
et Ton tire des deux équations (11) et (12) les coordonnées du point de
contact de la droite mobile avec son enveloppe
I a:=/(a)cosa— /'(a)sina, ( y ~/{^) sina -h/'(a) cosa.
II est facile de vérifier que la tangente à la courbe E décrite par ce point (x^y) est la droite D; on tire en effet des équations (f3)
dx = — [/{%) -h/''{^)]sinoLdcii, ày= [/(a)-t-/"(5t)]cosa^a,
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et par suite
dv
-;- = — cola,
ce qui est précisément le coefficient angulaire de la droite D. Des équations (i4)> on tire aussi, en appelant s Tare de la courbe enveloppe,
ds = ^dx^-^dy^ = ± [/(a) +/'(«)] d%,
et, par conséquent,
il suffira donc, pour avoir une courbe rectifiable, de prendre pour /(a) la dérivée d'une fonction connue (*).
Prenons, par exemple, /(a) = / sina cosa; en faisant successivement^ = 0, et a? = o dans Téquation (ii), il vient (fig- 38) OA = /sina. OB = /coscx, et par suite AB = /. La courbe cherchée est donc l'enveloppe d'une droite de longueur constante /, dont les extrémités décrivent deux droites rectangulaires. Les formules (i3) deviennent ici
a'=/sin'a, ^=/cos'a,
et l'équation de l'enveloppe est
ijy^'.h'--
c'est une hypocycloïde à quatre rebroussements, qui a la forme indiquée sur la figure. Lorsque a varie de o à - > le point de contact décrit Tare DC. La longueur de l'arc, compté à partir de D, a pour expression
= j 3/sin
a cosa a a = — sin'a.
Soient I le sommet du rectangle construit sur OA et OB, et M le pied de la perpendiculaire abaissée du point I sur AB. Les triangles AMI, APM
(*) Dans la formule qui donne l'arc
*=/'(«)-Hy/(a)rf«,
toutes les quantités qui figurent au second membre ont une signification géométrique : a est l'angle que fait avec O^r la perpendiculaire ON menée de l'origine sur la droite mobile, /(a) est la distance ON de l'origine à celte droite, /'(«) est, au signe près, la distance MN du point de conlacl de la droite mobile avec son enveloppe au pied N de la perpendiculaire abaissée de l'origine. On appelle quelquefois cette formule de rectification la formule de Legendre,
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donnent successivement
AM = AI cosa = /cos'a, AP = AM sina = / cos*a sina,
et par suite OP = OA — AP = /sin'a, de sorte que le point M est le point de contact de la droite AB avec son enveloppe. On a ensuite
BM = / — AM = /sin>a,
et par conséquent arc DM = - BM.
Enveloppe d*un cercle. — Soit
réquation d'un cercle, a, 6, p étant des fonctions d'un paramètre variable t. Les points de contact de ce cercle avec son enveloppe sont à l'intersection du cercle avec la droite
(i6) {x ^ a)a' ^ {y ^ b)b' + pp'=o,
qui est perpendiculaire à la tangente à la courbe C décrite par le
centre (a, b) du cercle, et dont la distance au centre est égale à p -^>
* étant l'arc de la courbe G. Celle droite coupe le cercle en deux points N, N', symétriques par rapport à la tangente MT; l'enveloppe se compose
Fig. 39.
donc de deux branches E, E', qui ne sont pas en général analytiquement distinctes. Plusieurs cas particuliers sont à remarquer :
1* Si p est constant, la corde des contacts NN' se réduit à la normale PP', et l'enveloppe se compose des deux courbes parallèles d, Gj, obtenues en portant sur la normale à la courbe G, de part et d'autre du point M, la longueur constante p.
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2** Si p = 5 -+- C, on a p -j^ = p ; la corde NN' se réduit à la tangente au
cercle au point Q. Les deux branches de l'enveloppe sont confondues, et cette enveloppe V admet pour normales les tangentes à la courbe C; on dit que C est la développée de T, et inversement V est une développante de C {voir n° 206).
Lorsque </p > ds, la droite (i4) ne coupe plus le cercle, et l'enveloppe est imaginaire.
Caustiques secondaires. — Supposons que le rayon du cercle variable soit proportionnel à la dislance du centre à un point fixe 0. Si l'on prend ce point fixe pour origine, l'équation du cercle est
k étant un facteur constant, et la corde des contacts a pour équation
(x — a)a' -^ {y — b)b' -^ k^{aa' -^ bb') = o.
Soient 8 et 8' les distances du centre M (a, b) du cercle à la corde des contacts et à la parallèle menée par l'origine; on tire de l'équation précédente 0 = k^l'. On obtiendra donc la corde des contacts en prenant sur le rayon MO un point P tel que MP = Xr^MO et abaissant du point P une perpendiculaire sur la tangente au lieu du centre. Supposons A:<i, et soit E la branche de l'enveloppe du cercle qui est située du même côté
Fig. 4o.
que le point 0 par rapport à la tangente à la courbe C. Appelons i et r les angles que font avec la normale Ml les droites MO et MN ; on a {Jlg. 4®)
M y MQ'
sinr =
M/7 s\r\i __ Mç _ MQ __ i
Mi\' sm7 ~ M7 ~ MP ~" it'
Gela posé, imaginons que le point 0 soit un foyer lumineux, et que la courbe G soit la limite de séparation entre le milieu où est le point 0 et
un nouveau milieu dont l'indice de réfraction par rapport au premier soil
égal à V • Après la réfraction, le rayon incident OM se change en un rayon
réfracté MR qui, d'après la loi de la réfraction, est précisément le prolongement de NM. Tous les rayons réfractés MR sont donc normaux à l'enveloppe E, qu'on appelle la caustique secondaire par réfraction. La caustique proprement dite, enveloppe des rayons réfractés, est la développée de la caustique secondaire.
La seconde branche de l'enveloppe E' n'a évidemment aucun sens physique; elle correspondrait à un indice de réfraction négatif. Si Ton suppose A: = i, l'enveloppe E se réduit au point G lui-même, tandis que l'enveloppe E' est le lieu des symétriques du point O par rapport aux tangentes de la courbe G. Cette courbe est aussi la caustique secondaire ^ar réflexion pour les rayons lumineux issus du point O se réfléchissant sur la courbe C. On démontrera de la même façon que, si de chaque point d'une courbe C comme centre on décrit un cercle dont le rayon soit proportionnel à la distance du centre à une droite fixe, on obtient pour enveloppes les caustiques secondaires relativement aux rayons lumineux issus d'un foyer à l'infini.
COURBURE
205. Rayon de courbure. — D'après l'idée vulgaire de la courbure, on considère la courbure d'une courbe comme d'autant plus prononcée qu'elle s'écarte plus vite de sa tangente. Pour passer de cette notion un peu vague à une définition précise, considérons d'abord un cercle. Sa courbure augmente quand le rajon diminue; il est donc naturel de choisir pour mesure de sa courbure la fonction du rayon la plus simple, qui augmente
quand le rayon diminue, c'est-à-dire l'inverse du rayon ^« Soit,
sur un cercle de rayon R, un arc AB correspondant à un angle au centre co; l'angle des deux tangentes aux extrémités A. et B a aussi pour valeur co, et la longueur de l'arc AB a pour valeur 5 = Rco. La courbure du cercle est donc aussi mesurée par
le quotient -• Or cette nouvelle définition peut s'étendre à un arc
de courbe plane quelconque. Soient AB un arc de courbe plane sans point d'inflexion, et co l'angle que font les directions des tangentes aux deux extrémités, ces directions correspondant à un sens de parcours déterminé, par exemple le sens de parcours de A
COURBURE
vers B ; le quotient — ^ est ce qu'on appelle la courbure moyenne
de l'arc AB. Lorsque le point B se rapproche indéfiniment du point Â, ce quotient tend en général vers une limite qu'on appelle la courbure au point A. Le rajon de courbure est le rayon d'un
Fig.
JC
cercle qui aurait même courbure que la courbe donnée au point A, il est donc égal à l'inverse de la courbure. Soient s l'arc de la courbe compté à partir d'un point fixe, a l'angle que fait la direction de la tangente avec une direction fixe, l'axe Ox par exemple. Il est clair que la courbure moyenne de l'arc AB est égale à la
valeur absolue du quotient ~; on a donc, pour valeur du rayon de courbure R,
R = ± lim
ds
Supposons l'équation de la courbe proposée résolue par rapport à^, soitj^'=/(:r)5 on a
a = arc tang^', et par conséquent (17)
, y dx
doL = -^ ,- ,
ds = y/i -\-y^ dXf
Le rayon de courbure étant une quantité essentiellement positive, le signe ± indique qu'il faut prendre la valeur absolue. Imaginons que sur la normale à la courbe on porte, à partir du point A et dans le sens de la concavité de la courbe, une longueur
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égale au rayon de courbure ; le point I ainsi obtenu est le centre de courbure, et le cercle décrit du point I comme centre, avec un rayon égal à R, est le cercle de courbure. Soient (jr,, y^) les coordonnées du centre de courbure; ces coordonnées satisfont aux deux relations
quî expriment que ce point est sur la normale et à une distance du point A égale à R. On tire de ces deux équations, en éliminant ^T],
ri-
pour savoir le signe que l'on doit prendre, remarquons que, si^ est positif, comme dans le cas de la yî^. /\i^ y^ — y doit être positif, et il faut prendre le signe -|-. Sx y" était négatif, on verrait de même que y\ — y est négatif, et il faut encore prendre le signe 4-. Les coordonnées du centre de courbure sont par suilc données par les formules
Lorsque les coordonnées (^, y) d'un point de la courbe sont exprimées en fonction d'un paramètre variable f, on a (n® 33)
, __ dy g dx d^y — dy d^ x
^"di' ^ " d^^ '
et les formules (17) et (18) deviennent
( ^^ {dx^-^dy^)^ _ _ dx(dx^^dy^)
^ dxd^y — dyd*x' ^^ ^" dxd^y^dyd^x'
a: ^^ dyjdx^^dy^)
* dx d^y — dy d^x
En un point d'inflexion, y=o, et le rayon de courbure est infini. En un point de rebroussement de première espèce, /peu^
se développer suivant les puissances de x^^ commençant par un terme en j? ; ^ a une valeur finie, tandis que y" est infini : le rayon de courbure est nui.
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Remarque, — Lorsque les coordonnées sont exprimées en fonction de I*arc de la courbe pris pour variable indépendante
* = ?(*). y = Hs\
les fonctions <p et 4^ satisfont à la relation
puisque l'on a dx^->rdy^= ds^j et par suite aussi à la relation
On déduit de là, en les résolvant par rapport à «p' et ^'y
où e = db I, et la formule qui donne le rayon de courbure prend la forme élégante
206. Développées. — Le centre de courbure en chaqwe point est la position limite du point de rencontre de la normale avec la normale infiniment voisine. Écrivons, en effet, Téquation de la normale
X et Y étant les coordonnées courantes; pour avoir le point de rencontre avec la normale infiniment voisine, il faut joindre à cette équation la dérivée du premier membre par rapport au paramètre variable Xj c'est-à-dire
La valeur de Y que Ton en déduit est précisément Tordonnée du centre de courbure, ce qui démontre la proposition. Il suit de là que le lieu des centres de courbure d'une courbe plane n'est autre que l'enveloppe des normales ou développée de cette courbe.
Pour étudier de plus près les relations d'une courbe avec sa développée, nous expliquerons d'abord quelques conventions. Sur une courbe plane comptons l'arc à partir d'un point fixe choisi pour origine dans un sens déterminé, et soit a l'angle que fait avec Ox la direction de la tangente menée dans le sens des
arcs croissants. De la formule tanga = itj^, on déduit
. î ,rî.v
cosa -= zfc ■ =rh --^;
on doit prendre le signe -|- dans le second membre, car, si xtis croissent en même temps^ Tangle a est aigu, tandis quMl est oblus si a; et 5 varient en sens contraire (n® 81). On a de même, en
désignant par p l'angle de Oy avec la tangente, cos ^ = ^, el ces formules peuvent encore s'écrire
dx . dy
ds ds
l'angle a étant compté comme en Trigonométrie. Observons encore
que, sur un arc n'offrant pas de point d'inflexion, on peut choisir
un sens de parcours tel que s et a varient dans le même sens, de
ds façon que l'on ait R=-^-« Lorsqu'il en est ainsi, la direction
du segment ajant pour origine le point de la courbe et pour extrémité le centre de courbure fait (comme il est aisé de s'en assurer, en examinant les deux cas possibles pour la figure) un
angle a< = a H — avec l'axe des x. Les coordonnées (^<, y\) du
centre de courbure sont alors données par les formules
3"i = a? -+- R cos (a -+--) = a? — R sina,
ji ssy -h R sin f a-+- j =y -h R cosa;
d'où l'on déduit
dxi = cosa ds — H cosa di — sina dK = — sina rfR, dyx = sina ds — R sina c/a + cosa d\\ = cosacfR.
On tire d'abord de ces formules ~-^ = — cota, ce qui prouve que
la tangente à la développée est la normale à la courbe proposée, comme on l'a démontré directement. On a ensuite la relation
ds\ = dx\ -h dy\ = c?R«,
ou ds^=: ±dR. Supposons, pour fixer les idées, que, lorsqu'on se déplace sur la courbe G de M^ en Mj, le rayon de courbure aille
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constamment en croissant, et comptons l^arc de la développée de façon qu'il aille en croissant avec R. La formule précédente donne ds^ = c/R, on en tire 5| =: R -|- C et, par suite, arc I| la = R-, — R, ; Uarc de la développée est donc égal à la différence des rayons de courbure de la courbe (C) correspondant aux deux extrémités.
Cette propriété fournit un moyen mécanique pour décrire d'un trait continu la développante (C) connaissant la développée (D). Imaginons, en effet, qu'un fil soit enroulé sur la développée (D) à partir d'un point arbitraire A et s'en détache au point Ij pour
Fig. 42.
suivre la tangente I2M2; il sufGra de couper le fil en M2 et de l'enrouler sur la développée en le maintenant toujours tendu : l'extrémité décrira la développante (C).
Celte construction peut encore s'énoncer comme il suit : Soit s l'arc AI de la développée; sur chaque tangente à la développée on porte une longueur IM = /, telle que / -|- 5 = const. En faisant varier cette constante, on obtient une infinité de développantes qui se déduisent toutes de l'une d'elles en portant sur la normale une longueur constante arbitraire.
Du reste, ces propriétés se déduisent trtîs aisément de la formule générale qui donne la différentielle de la longueur d'un segment (n» 82)
dl =^ — dix cos tu| — dit cos o>2 ;
si la droite est tangente à la courbe décrite par Tune de ses extrémités et normale à la courbe décrite par l'autre extrémité, on peut
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prendre coi = it, 0)2= -> ce qui donne dl — rfo-, = o. Si la droile
est normale à Tune des deux courbes, et la longueur / constante, on a rf/= o, coso), = o, et par suite cosco2= o.
L'énoncé précédent, relatif à Tare de la développée, suppose essentiellement que le rayon de courbure varie dans le même sens entre les deux extrémités. Dans le cas contraire, Ténoncé doit être modifié; remarquons d'abord que si, en un point, le rayon de courbure est maximum ou minimum, on a dR = o, et par suite
Fig. 43.
de rebroussoit
dxt = dyt = o ; la développée présente donc un point de rebr sèment. Supposons, par exemple, que le rayon de courbure maximum pour le point M; on a
arcII, = IM — I,M,, arc [I, = IM — I, M,, et par suite
arcIiII,= 2lM — I,M,- I,M,.
La différence I<M4 — I2M2 représente la différence des deux arcs II|, II2 et non leur somme.
207. Cyclolde. ^ La cycloïde est la courbe décrite par un point d'une circonférence qui roule sans glisser sur une droite fixe. Prenons pour axe des X la droite fixe, pour origine le point de celte droite où la circonférence lui est tangente au début du mouvement, et pour axe des ^ la droite perpendiculaire. Lorsque la circonférence mobile est tangente en I, le point de cette circonférence qui était d'abord en O est venu en M, et l'on a arc IM = OL Prenons pour variable indépendante l'angle <p que fait le rayon CM avec CI; on a, pour les coordonnées du point M {\o\t fig, 44),
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P et Q étant les projections du point M sur 01 et IT,
:r = 01 — IP = R<p — R sinç, j^ = MP = IC -t- GQ = R — R co9<p,
et il est facile de s'assurer que ces formules sont exactes, quelle que soit la valeur de l'angle cp. Après un tour complet, le point décrivant a décrit
Fig. 44.
Tare OBOi, et, si le mouvement se continuait indéfiniment, on aurait une infinité d'arcs égaux à celui-là.
Des formules précédentes on tire
X = R{o — sintp), dx — R{ï — cos<p)c?cp, c^^or = R sincp «/^*, /•=R(i — cos<p), t(^ = R sin <p rf<p, d^jr = Kcos^ d^*;
le coefficient angulaire de la tangente peut s'écrire
dy sincp o
-f- = ^^— = cot-^,
dx 1 — cos cp 2
ce qui montre que la tangente en M est précisément la droite MT, car, dans le triangle isoscèle MTC, l'angle en T est la moitié de l'angle extérieur MCI = <p. La normale en M est donc la droite Slf qui joint le point M au point de contact du cercle avec la droite fixe. Pour avoir l'arc de la cycloïde, nous avons la formule
ds^=i R>rfcp>[sin»çH-(i — cos«p)>] = 4R* sin«2 c?^«,
ou
o cfj = 2R sin- d^y
il l'on compte l'arc de façon qu'il augmente avec cp. On en tire, en pre-
nant le point 0 pour origine des arcs,
4r(i-cos2);
la longueur de l'arc OBOi s'obtient en faisant «p = 2tz, ce qui donne 8R. L'arc OMB, compris entre l'origine 0 et le point le plus haut B, est donc
égal à 4^1 et l'arc BM de la figure a pour expression 4Rcosï- Mais le
triangle MTG donne MT = a R cos?; on a donc arc BM = aMT. On a de même pour l'aire de la cycloïde
<^»=z I ydx= j R*(i — îcos(p-hcos*<p) ûf(p
/V/3 cosaoN ,
c'est-à-dire
<vl, = ( - «p — a sin çp H -—^ j R*;
l'aire comprise entre l'arc OBOi et la base OOi est donc égale à SttR*, c'est-à-dire à trois fois Vaire du cercle générateur. (Galilée.*)
La formule qui donne le rayon de courbure d'une courbe plane deyient
8R»sin»?-c?o«
p = = 4Rsin-î-:
aR'sin*-^ do^ a '
or le triangle MCI donne la relation MI = aRsin^* On a donc p =aMI,
et le centre de courbure s'obtiendra en prolongeant la droite MI au delà du point I d'une longueur égale à elle-même. Cette propriété permet de trouver la développée. Considérons, en effet, le cercle symétrique du cercle mobile par rapport au point I, et le point M' où la droite MI coupe ce cercle; on a évidemment M'I = MI, de sorte que M' est précisément le centre de courbure. Or on a
arcT'M'=7rR — arcIM'=7:R — arcIM = ttR~OI,
ou encore
arcT'M'= OH - 01 = IH = T'B'.
Le point M' décrit donc un arc d'une cycloïde égale à la première dont le point de rebroussement serait en B' et le sommet en O. Lorsque M décrit l'arc BOi, le point M' décrit un autre arc symétrique du premier par rapport à BB'.
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208. Chaînette. — La chaînette est la courbe plane représentée, dans un système d'axes rectangulaires convenablement choisi, par l'équation
elle présente la forme indiquée en MAM' sur la figure (Jig^. 45).
Fig. 45.
De réquation (^i) on dc<luit
soit «p Tangle de la tangente TM avec Ox\ de la valeur de^' on tire
Le rayon de courbure R a pour expression
or, dans le triangle MPN on a MP = MN cos<p, et par suite
MN
MP _ y
coso a
Le rayon de courbure de la chaînette est donc égal à la normale MN; il serait facile d'en déduire la développée. L'arc AM de la chaînette est
égal à
ce qui peut encore s'écrire * =^sin«p; si du point P on abaisse une perpendiculaire Vm sur la tangente MT, le triangle PM/n donne
Mm = MP sin<p = s,
L^arc AM est donc égal à la longueur Mm.
209. Tractrice. — La courbe décrite par le point m est appelée tractrice; c'est une développante de la chaînettCi ayant un point de rebroussement en A. La tangente en m à cette courbe est précisément la droite mP; mais le triangle MPm donne aussi /nP =^ cosçp = a, de sorte que la longueur /nP de la tangente à la tractrice, comprise entre le point de contact m et l'axe àtsx^ est constante et égale à a. La tractrice est d'ailleurs la seule courbe jouissant de cette propriété.
Le triangle MTP donne également la relation Mm x mT c= a*, de sorte que, dans une tractrice, le produit du rayon de courbure par la normale est constant; mais cette propriété appartient à une infinité d'autres courbes planes.
Soient (xx^ y\) les coordonnées du point m; on a
ar, = a? — s cos(p = x — a -^
et, en posant e'*= tang-, ces formules deviennent
(22) iPi = a cos6 -t- a log( tang- j > ^i = asin6.
Lorsque le paramètre 6 varie de - à ir, le point (a?i, ^1) décrit l'arc Xmn asymptote à Ox; 6 variant de — à o, le point (a?i,^|) décrira l'arc Am'n',
symétrique du premier par rapport à O^, et correspondant à la branche AM' de la chaînette.
210. Équation intrinsèque. — Proposons-nous de déterminer une courbe plane, connaissant le rayon de courbure en fonction de l'arc, R = o(*). En désignant par a Tangle que fait avec Ox la direction de la
tangente, on a R = ± -j-, et par suite
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on en tire a par une quadrature
. r' ds
a = ao± 1 -7-7-
Js. ?(*) On a ensuite xely par deux nouvelles quadratures
d: = a?o-+- 1 cosa<i5, ^=^oH- / sin oids.
Ces courbes dépendent de trois constantes a:o, y^t «©; mais, si Ton n'a égard qu'à la forme et non à la position, on n'obtient en réalité qu'une seule courbe. Considérons, en effet, la courbe particulière C représentée par les formules
les formules générales peuvent s'écrire, en prenant d'abord le signe -f-,
a* = a:o-l- X cosao — Y sinao, y =^oH- X sinao H- Y cosao;
ce sont les formules qui définissent une transformation de coordonnées. En prenant, de même, le signe — devant ç(5), on obtiendrait une courbe symétrique de la courbe G. Une courbe plane est donc complètement déterminée, quant à la forme, si l'on connaît le rayon de courbure en fonction de l'arc. L'équation R = (p(5) s'appelle \ équation intrinsèque de la courbe. D'une façon plus générale, si l'on connaît une relation entre deux des quantités R, 5, a, la courbe est complètement définie de forme, et l'on peut obtenir les coordonnées par des quadratures. Ainsi, si l'on connaît R en fonction de langle a, R =/(a), on a ds :=f{a)dft^ puis
dx = coi(zf{a)da, dy = sina/(a)rfa;
et l'on obtient x el y par deux quadratures. Par exemple, si R est constant, on déduit de ces formules
ar = aro-H R sina, y^y^ — Rcosa;
la courbe cberchée est donc un cercle de rayon R, résultat évident d'après la propriété de la développée. L'arc de cette développée devant élre nul, il est clair, en effet, qu'elle doit se réduire à un point.
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Proposons-nous encore de trouver une courbe plane dont le rayon de courbure soit inversement proportionnel à l'arc, R = — ; on a d'abord
puis
cos — ^ ds. y= I sin — - ds.
Quoiqu'on ne puisse pas obtenir ces intégrales sous forme explicite, il est facile de se faire une idée de la forme de cette courbe. Lorsque s croît de o à -h 00, a? et ^ tendent vers une limite finie, en passant par une inflnité de maxima et de minima; la courbe a donc la forme d'une spirale, avec un point asymptote sur la droite^ = x.
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211. Ordre du contact. — Soient G et C deux courbes plane> tangentes en un poinl A. A chaque point m de la courbe G voisin du point A imaginons qu'on fasse correspondre, d'après une loi quelconque, un point m' de la courbe G', de telle façon que le point m' vienne en A en même temps que le point m. En prenant comme infiniment petit principal l'arc A/?î, ou, ce qui revient au
même, la corde A m, nous allons d'abord chercher quel mode de correspondance il faut adopter pour que l'ordre infinitésimal de mm' par rapport à Am soit le plus grand possible. Rapportons pour cela les deux courbes à deux axes de coordonnées, rectangulaires ou obliques, l'axe desy n'étant pas parallèle à la tangente
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commune AT. Soient
(G) y=Ax\
les équations des deux courbes, et (xo, jKo) les coordonnées du point A ; les coordonnées du point m seront Xq-\- h elf(xo -+■ A), et celles du point /w' seront de même ^o-4- ^ et F(^o-i- ^')? A' désignant une fonction de h qui tend vers zéro avec A, et qui définit le mode de correspondance adopté entre les points des deux courbes. Observons encore qu'on peut remplacer Tinfiniment
petit principal Am par h = ap^ car le rapport -r-^ tend vers une
limite finie difierente de zéro lorsque le point m se rapproche indéfiniment du point A.
Cela posé, admettons que, pour un certain mode de correspondance adopté, mm' soit un infiniment petit d'ordre r -\- i par rap-
port à h\ mm' est alors un infiniment petit d'ordre 2r -h 2. Or on peut écrire, 6 désignant Tangle des axes,
mm! = [F(^o-h k)—f{xo^ h) -^ (k — A) cose]»-h (Â: — /ï)«sinîO; il faut donc que chacune des différences k — A et
F(To-hA-)-/(a;o-+-/0
soit un infiniment petit d'ordre r-hi au moins, c'est-à-dire que
l'on ait
k = h^ <xh^^\ F(a:o-H k) -/(xo-h h) = ?hr+^,
a et P étant des fonctions de h qui restent finies lorsque h tend vers zéro. La dernière formule peut s'écrire
si l'on imagine F(^o+ A -h aA'^*) développé suivant les puissances de a, la partie qui dépend de a est un infiniment petit d'ordre r -f- i au moins, la différence
A =:: F(:ro+ A)— /(^0-t- A)
est donc un infiniment petit d'ordre au moins égal à r4- i, mais peut être d'ordre supérieur. Or cette différence A représente la distance mn des points des deux courbes G, C, qui sont situés sur
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une même parallèle à Taxe Oy. Puisqu'en remplaçant le point m' par le point n on ne peut qu'augmenter Tordre infinitésimal de mm', on en conclut que la distance de deux points correspondants des deux courbes est de l'ordre infinitésimal le plus grand possible lorsque les points correspondants sont situés sur une parallèle à l'axe Oy. Si cet ordre est égal à r-h i, on dit que les deux courbes ont un contact d'ordre r au point A.
Remarques, — Celte définition donne lieu à un certain nombre de remarques. L'axe Oy est en définitive une droite assujettie à le seule condition de ne pas être parallèle à la tangente commune AT; on peut donc, pour évaluer Tordre du contact, faire correspondre les points des deux courbes situés sur une droite parallèle à une droite fixe D, non parallèle à la tangente. Le raisonnement précédent prouve que Tordre infinitésimal obtenu ne dépend pas de la direction de la droite D; c'est ce qu'il est aisé de vérifier. Supposons, en efl'et, que par un point m de la courbe C on mène deux droites mm' et mn {fig- 46) parallèles à deux directions Cxes autres que la tangente. Dans le triangle mm! n^ on a
mm m.n
sinm/7i n
lorsque le point m se rapproche du point A, les angles mnniy
mm' n ont des limites difi'érentes de o et de u, car la corde m'n a pour limite la tangente AT, et par conséquent mm' est du même ordre que mn. Le même calcul prouve que mm' ne peut pas être un infiniment petit d'ordre supérieur à mn, quelle que soit la construction dont on déduit le point m' du point m, puisque le numérateur sin m/zm' a une limite finie différente de zéro.
On a pris pour infiniment petit principal Tare Km ou la corde Am ; on aurait obtenu le même résultat en prenant pour infiniment petit Tare Kn de la courbe C, car Km et A/i sont du même ordre.
Lorsque deux courbes C, C ont un contact d'ordre /*, on peut imaginer une infinité de correspondances entre les points /n, m des deux courbes de façon que mm' soit un infiniment petit d'ordre r-4-i. Il suffit de prendre A:= A 4- aA*+*, s étant ^r,
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et a étant une fonction de h qui conserve une valeur finie lorsque A = o. Si l'on avait s <^r^ mm! serait d'ordre s -|- i seulement.
212. Pour avoir Tordre du contact des deux courbes C, C, il faut, d'après cela, évaluer Tordre infinitésimal de
Y-^=F(^o-^-A)-y(:ro-^/0
par rapport à h. Les deux courbes étant tangentes au point A, on a d'abord F(j:o) =/(-3^o)) F'(j:o) =/'(^o)j "^ais il peut se faire qu'un certain nombre d'autres dérivées des deux fonctions soient égales pour x^. Supposons, pour prendre le cas général, que Ton ait
les dérivées suivantes F^""^*^(:Co) et /^''"*"*^(^o) étant inégales. En appliquant la formule de Ta}'lor aux deux fonctions V(x) el/{x)j nous pouvons écrire
Y = F(Xo)-+-y F'(aro)H-...
. n 1 .2. . . (n -Hi)
n *^ 1.2. . . (/l -Hl
et, en retranchant membre à membre,
(24) Y -^ =. ^,'^.^'.ll^l) [ï'^'^^^n^o) -r-^'K^o)^ £ - t'I
e, e' étant infiniment petits. L ordre du contact des deux courbes est donc égal à V ordre des plus hautes dérivées des Jonctions f{x) et F(j:), qui sont égales pour x = Xq.
Les conditions (23), données par Lagrange, expriment aussi que l'équation F(x) =/(x) admet x = Xq pour racine multiple d'ordre /i + i. Or cette équation détermine les abscisses des points communs aux deux courbes C, C; on peut donc dire que deux courbes, qui ont un contact d'ordre n, ont n -{- i points d'interseclion confondus en un seul.
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La formule (24) montre que Y — y change de signe avec h lorsque n est pair, et ne change pas de signe lorsque n est impair. Donc deux courbes qui ont un contact d^ ordre impair ne se traversent pas au point de contact j et deux courbes qui ont un contact d'ordre pair se traversent. Il est aisé de s'en rendre compte. Considérons, pour fixer les idées, une courbe C traversant la courbe C en trois points voisins du point A; si celle courbe C se déforme d'une manière continue, de façon que les trois points d'intersection viennent se confondre au point A, la position limite de G' a un contact du second ordre avec C, et il suffit de faire la figure pour voir que les deux courbes se traversent au point A. Le raisonnement est évidemment général.
Lorsque les équations des deux courbes ne sont pas résolues par rapport aux ordonnées y et Y, ce qui est le cas général, les règles du calcul des dérivées permettent toujours de former les conditions nécessaires pour que les deux courbes aient un contaci d'ordre n. Le problème n'offre donc aucune difficulté spéciale. Nous examinerons seulement quelques cas particuliers, d'une application fréquente. Supposons d'abord que les coordonnées d'un point de chaque courbe soient exprimées en fonction d'un paramètre variable
et que pour une valeur particulière ^0 on ait à la fois ^(^0)= ?(^o)) i('{to) = 'f'(^o)» de façon que les deux courbes soient tangentes au point A, de coordonnées /(^o), ?(^o)- Si /'(^o) n'est pas nul, ce que nous supposerons, la tangente commune n'est pas parallèle à O^, et l'on obtient les points des deux courbes qui ont même abscisse en posant m — ^ D'autre part, x — Xo est du premier ordre par rapport à t — /qî ^^ nous sommes encore ramenés à évaluer l'ordre infinitésimal de ^{t) — o{t) par rapport à ^ — ^• Pour que les deux courbes aient un contact d'ordre n, il faut el il suffit que l'on ait
(25) 4'(^o)=?(^), 4''('o) = ?'('o), ..., ^'»Kt,)^^^n)(^t,),
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et le contact est d'ordre /i seulement, si les deux dérivées tî^^"+*^(^o) et ©^""^'^(/o) sont inégales.
Considérons encore le cas où la courbe C est représentée par les deux équations
(16) :r-rf(t), r--?(0,
la courbe C a^'ant pour équaliftn F(x^ y) = o. Ce cas peut se ramener au précédent; remplaçons x par/(^) dans F(x, y) et soit^ = ^{t) la fonction implicite définie par la relation
de sorte qu'on peut aussi regarder la courbe G comme représentée par le système des deux équations
Pour que les deux courbes C, C aient un contact d'ordre n au point A qui correspond à la valeur Cq du paramètre, il faut que les relations (aS) trouvées plus haut soient satisfaites. Or les dérivées successives de la fonction implicite <]^(^) se déduisent des équations
â'^F âF àF
d^F ôF
on obtiendra les conditions du contact en faisant, dans ces formules, t = to, a: = /{to)y ^(to)-=^{to)y 'i'('o)= ?'(^), ..., ^^''^(^to)= (f^"^(tQ), Ces conditions peuvent s'énoncer comme il suit. Posons J(/) = F[/(/), ç(0]î pour r/ue les deux courbes aient un contact d'ordre n au point t =: t^^ il faut et il suffit que Von ait
L'équation ^(t) = o donne les valeurs du paramètre t qui correspondent aux points d'intersection des deux courbes. Les condi-
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lions du conlact expriment encore que cette équation admet f = pour racine multiple d'ordre /i-l-i, c'est-à-dire que les deux courbes ont n-{- i points communs confondus en un seul.
213. Courbes osculatrices. — Étant donnée une courbe déterminée C, et une courbe C, dépendant de n + i paramètres a, 6, c, • . • , *,
on peut choisir les valeurs de ces n 4- i paramètres de façon que la courbe O ait avec la courbe C, en un point donné à Tavance, un contact d'ordre n. Soient x =/(t), y = (f{t) les coordonnées d'un point de C; les conditions pour que les deux courbes C, C aient un contact d'ordre n au point t= Iq sont données par les équations (3o), où Ton a posé
La valeur Iq du paramètre élant donnée, ces n H- i équations déterminent les n 4- I paramètres a^ b, c^ ...,/. La courbe C ainsi obtenue est dite osculatrice à la courbe C.
Appliquons cette théorie aux courbes les plus simples. L'équation d'une droite y = ax -{- b dépend de deux paramètres a et 6; la droite osculatrice a donc un contact du premier ordre. Si y=zf(x) est l'équation de la courbe C, les paramètres a et b doivent vérifier les deux relations
on retrouve l'équation de la tangente, comme on devait s'y attendre. L'équation d'un cercle
(32) (a: — a)2-f-(jK — 6)»— R2 = o
dépend de trois paramètres «, b, II; le cercle osculateur a donc un contact du second ordre. So\ly=:/{x) l'équation de la courbe donnée ; on déterminera a, 6, R en écrivant que le cercle rencontre cette courbe en trois points confondus, ce qui donne, avec l'équation (3-2), les deux conditions
(33) X — a-^{y — b)y' = 0, i -hy'^-h-iy — b)y' = o.
Les valeurs de a et 6 que l'on déduit de ces deux relations sont
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identiques aux coordonnées du centre de courbure (n'uses); donc le cercle oscillateur coïncide avec le cercle de courbure. Le contact étant du second ordre, nous pouvons en conclure que le cercle de courbure d^une courbe plane traverse cette courbe au point de contact.
Tous ces résultats pouvaient être prévus a priori. En effet, les coordonnées du centre de courbure ne dépendent que de x^ y^ y ^ y'; deux courbes qui ont un contact du second ordre ont donc même centre de courbure. Or le centre de courbure du cercle osculateur est évidemment le centre de ce cercle lui-même; donc il y a identité entre le cercle de courbure et le cercle osculateur. Considérons, d'autre part, deux cercles de courbure voisins; la dilïérence des rayons, qui est égale à Tare de la développée compris entre les deux centres, est supérieure à la distance des centres. L*un des deux cercles est donc tout entier intérieur à Tautre, ce qui ne pourrait avoir lieu si les cercles étaient tous les deux intérieurs ou tous les deux extérieurs à la courbe C, dans le voisinage du point de contact. Il faut donc qu'ils traversent la courbe C.
Il y a cependant sur une courbe plane certains points particuliers où le cercle osculateur ne traverse pas la courbe, et cette remarque se rattache à une propriété générale. Étant donnée une courbe G dépendant de /e -f- i paramètres, on peut ajouter aux {n -f- 1) équations (3o) la nouvelle équation
à condition de regarder /q comme une nouvelle inconnue à déterminer. Il y a donc, en général, sur une courbe plane C, un certain nombre de points où le contact avec la courbe osculatrice G est d'ordre n-{-i. Ainsi, il y a des points où la tangente a un contact du second ordre;, ce sont les points d'inflexion, pour lesquels y = o. Pour avoir les points où le cercle osculateur a un contact du troisième ordre, il faut différcntier la dernière des équations (33), ce qui donne
^yy-^(y-b)yr=o,
et, en éliminant^ — 6, on est conduit à la condition
(34) {i-^yny-^yy''--o.
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Les points qui satisfont à cette condition sont ceux pourlesquels
on a -1- =o, c'est-à-dire où le rayon de courbure est maximum
ou minimum. Pour une ellipse, ce sont les sommets; pour une cjcioïde, les points où la tangente est parallèle à la base.
214. Une courbe osculatrice peut être regardée comme la position limite d'une courbe C, qui rencontre la courbe C en n-hi points infiniment voisins, lorsque tous ces points sont venus se confondre. Prenons, pour fixer les idées, une famille de courbes dépendant de trois paramètres a, 6, c, et soient ^oH-'^n io-\-lh^ to-\- fh trois valeurs voisines de to'j la courbe C qui rencontre la courbe G aux trois points correspondants est déterminée par les trois équations
(35) .f(/o-+- Ai) = o, :f(to-hhi) = o, ^(to'+-h^)-'0.
Retranchons la première équation de chacune des deux autres, et appliquons aux deux différences la formule des accroissemenis finis, nous obtenons le système équivalent
(36) .f(^o-HA,)-=o, ,f'(;o-+-Ai) = o, #'(;oH-^t) = o,
où A*| est compris entre A| et A^, A a entre A| et As- En retranclianl de nouveau la seconde équation de la troisième, et appliquant la formule des accroissements finis, on arrive à un nouveau système
(37) ^{to-^hi) = o, S'{to-\'ki) = o, .f'(/o-H/,) = o,
/i étant compris entre k^ et A*2. Lorsque A|, A^, As tendent vers zéro, il en est de même de A*,, A-2, /|, et ces équations deviennent à la limite
ce sont justement les équations qui déterminent la courbe osculatrice. Le raisonnement est le même, quel que soit le nombre des paramètres, et Ton pourrait aussi définir la courbe osculatrice comme la limite d'une courbe G' tangente en p points à la courbe G, et la coupant en q autres points (où a/? -h ^ = n + 0? lorsque ces p -h g points viennent se confondre en un seul.
Par exemple, le cercle osculateur est la position limite ànn cercle passant par trois points de la courbe C infiniment voisins
III. — CONTACT DES COURBES PLANES
du point de conlacl. C'est aussi la position limite d'un cercle tangent à la courbe C au point donné et passant par un autre point de la courbe C infiniment voisin du premier. Je m'arrêterai un instant sur cette propriété, facile à vérifier.
Prenons pour origine le point donné, pour axe des x la tangente, et pour direction positive de Qy la direction de la normale qui va vers le centre de courbure. Nous avons à l'origine j^=o et, par
suite, R=— , et nous pouvons écrire, d'après la formule de Tajior,
s élant infiniment petit avec x. On déduit de là que R est la limite
de l'expression — = -^Tp lorsque le point M se rapproche du point O. Soit, d'autre part, R| le rayon du cercle C, tangent à
Fig. 47.
forigine à l'axe des x et passant par le point M. On a
0P^- Mm^= MP(2R,--MP)
OP ^ MF
la limite du rayon Ri est donc bien égale au rayon de courbure R.
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1. Appliquer les formules générales à la recherche de la développée de l'ellipse, de l'hyperbole et de la parabole.
â. Le rayon de courbure d'une conique est proportionnel au cube delà portion de normale comprise entre le point d'incidence et le point de rencontre avec un axe de symétrie.
3. Le rayon de courbure de la parabole est égal au double de la portion de normale comprise entre le point d'incidence et le point de rencontre avec la directrice.
4. Soient F et F' les foyers d'une ellipse, M un point de cette ellipse, MN la normale et N le point de rencontre de la normale avec l'axe focal. Si du point N on mène une perpendiculaire NK sur MN et que, par le point de rencontre K de cette droite avec MF on élève une perpendiculaire KO à MF, le point de rencontre 0 de KO avec MN est le centre de courbure de l'ellipse au point M.
5. Pour les sommets d'une ellipse situés sur Taxe focal, la construction précédente ne donne rien. Démontrer la construction suivante : soient AOA' l'axe focal, BOB' le petit axe; on trace le rectangle OAEB construit sur OA et sur OB et du sommet E on abaisse une perpendiculaire sur A6; les points C et D où cette droite coupe les axes sont les centres de courbure relatifs aux sommets A et B.
6. La développée de la spirale logarithmique p = ae"*^ est une spirale égale à la première.
7. On appelle épicycloïde ou hypocycloïde la courbe décrite par un point d'une circonférence qui roule sans glisser sur une circonférence fixe. Démontrer que la développée de cette courbe est une courbe semblable.
8. Soit AB un arc de courbe sur lequel il n'y a ni points singuliers, ni points d'inflexion. En chaque point m de l'arc, on porte sur la normale, à partir de m, de part et d'autre, les longueurs mmi, mmt égales à une ligne donnée /; le point m décrivant l'arc AB, les points mi, mj décrivent deux arcs correspondants A^Bi, A^Bj. Démontrer les relations suivantes : Si= S — /6, S2= S-h/Ô, dans lesquelles S, Si, Si représentent les longueurs des arcs AB, A|Bi, AjBt, 6 l'angle des normales extrêmes. On suppose que l'arc AiB|, situé du côté de l'arc AB où se trouve sa développée, ne rencontre pas cette développée.
[LiCKNCE ; Paris; juillet 1879.]
9. Déterminer une courbe G de façon que le rayon de courbure p en un point quelconque M de celte courbe et l'arc s = AM, compté à partir d'un
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point fixe A, vérifieDt la relation as = p*-h a^y dans laquelle a désigne une ligne donnée.
[Licence : Paris; juillet i883.]
10. Soit G une courbe du troisième degré donnée, ayant un point double en O. Un angle droit MON tourne autour du point O, et ses côtés rencontrent respectivement la courbe G en M et N. Déterminer l'enveloppe de la droite MN. Considérer, en particulier, le cas où la courbe G a pour équation X^*= a?', ou j7»-h^'= [ixy,
[Licence : Bordeaux; juillet i885.]
11. Trouver les points où la courbe représentée par les équations
X = a{rnù — sinu>), jr =2 a(n — cosio)
a un contact d'ordre supérieur au second avec le cercle osculateur.
[Licence : Grenoble, juillet i885.]
12. Soient m, /ni, m, trois points voisins sur une courbe plane. Trouver la valeur limite du rayon du cercle circonscrit au triangle que forment les tangentes en ces trois points, lorsqu'ils viennent se confondre.
13. Si une courbe fermée sans point d'inflexion a une développée fermée, la longueur totale de cette développée est égale au double de la différence entre la somme des rayons de courbure maxima et la somme des rayons de courbure minima, pour tous les points de la courbe proposée.
14. Si Ton mène par chaque point d'une courbe une droite de longueur donnée faisant un angle constant avec la normale, la normale à la courbe, lieu des extrémités de cette droite, passe par le centre de courbure de la proposée.
15. Soient r le rayon vecteur mené d'un pôle fixe à un point d'une courbe plane, p la distance de ce pôle à la tangente; le rayon de courbure R a pour expression R = ±: r -7- •
16. Le lieu des foyers des paraboles qui, en un point donné, ont un contact du second ordre avec une courbe donnée, est un cercle.
17. Lieu des centres des ellipses dont les axes ont une direction donnée, et qui ont, en un point donné, un contact du second ordre avec une courbe donnée.
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215. Définition et équation. — Soit M un point d'une courbe gauche F, MT la tangente en ce point; le plan passant parla droite MT et par un autre point M' de F, infiniment voisin du point M, tend en général vers une position limite quand le point M' se rapproche de plus en plus du point M ; on appelle ce plan limite le plan osculateur à la courbe F au point M. Nous allons d'abord chercher son équation.
Soient
les formules qui donnent les coordonnées d'un point de F en fonction d'un paramètre, les points M et M' correspondant aux valeurs t et t -{- h de ce paramètre. Le plan MÏM' a pour
équation
les coefficients A, B, C devant vérifier les relations
Remplaçons, dans la relation (3),/(f + /i), tp(r 4- /*)> '!'(^ + *) par leurs développements déduits de la formule de Tajlor, elle peut encore s'écrire
en retranchant la relation (2) multipliée par A, et divisant le
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résultat par —, on voit que le système des relations (2) et (3) est équivalent au suivant
A/'(0 -+- Bo'(0 -+- G'j/'(0 = o, AL/'CO + eil -+- B[?'(0 -H s,] -h G[^.'(0 H- £3] = o,
Si, £2, €3 étant infiniment petits avec A. Lorsque h tend vers zéro, cette dernière relation se réduit à
I/équalion du pian osculateur est donc
les coefficients A, B, C étant assujettis à vérifier les deux relations kdx -h B r/r -\-Cdz =0,
^ ^ ( A ^«a? 4- B rfi^ -+- C 6f«-5 = o.
On écrit aussi quelquefois Téquation du plan osculateur sous forme de déterminant
dx dy dz
De tous les plans passant par la tangente, le plan osculateur est celui dont la courbe T se rapproche le plus dans le voisinage du point de contact. Considérons d'abord un plan, autre que le plan osculateur, passant par la tangente, et soit F(^) le résultat de la substitution de f{t -\- h), ^{t -{- A), A(^ 4- A) à la place des coordonnées courantes X, Y, Z dans le premier membre de Téquation (5); nous avons
F(0=:i^[AA0 + Bcp-(04-Cf(/) + r)],
Ti étant infiniment petit avec A. La dislance d'un point de F, voisin du point M, est donc infiniment petite du second ordre; de plus, F(/) conservant toujours le même signe lorsque A est très petit, on voit que la courbe F est tout entière du même côté du plan tangent dans le voisinage du point de contact.
11 n'en est plus de même avec le plan osculateur; pour ce plan,
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on a A/^4- Bcp^^ 0^*^= o, et il faut pousser le développemenl des coordonnées d'un point de F jusqu'aux termes du troisième ordre en /t, ce qui donne après la substitution
P(') = ro ( 5/ ^ V-
On voit que la distance d'un point de F au plan osculateur est infiniment petite du troisième ordre; en outre, F(^) change désigne lorsque h change de signe, ce qui prouve que la courbe gauche traverse le plan osculateur au point de contact. Ces propriétés distinguent nettement le plan osculateur de tous les autres plans passant par la tangente.
216. Plans osculateurs stationnaires. — Les conclusions précédentes sont en défaut dans le cas où les coefficients A, B, C de Féquation du plan osculateur vérifient la relation
(7) Kd^X'\'Bd^y-\-Cd^z=^o\
dans ce cas, il faut pousser le développement des coordonnées
jusqu'aux termes du quatrième ordre, et l'on obtient un résultalde
la forme
^,^, A* [Kd^x-hBd^Y'^Cd^z \
On dit qu'en ces points le plan osculateur est stationnaire; si Arf*x + Brf*^-h Crf*5 n'est pas nul, ce qui est le cas général, F(^) ne change pas de signe avec h et la courbe ne traverse pas son plan osculateur. De plus, la distance d'un point de la courbe au plan osculateur est du quatrième ordre. Si l'on avait encore A rf*a: -f- B d^y + C rf*5 = o, il faudrait pousser le développement jusqu'aux termes du cinquième ordre, et ainsi de sulle. En éliminant A, B, C entre les trois relations (6) et (7), on esl
conduit à l'équation
! dx dy dz
les racines de cette équation en t donnent les points de la courbe F où le plan osculateur est stationnaire. Il y a ainsi, d'une façon
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normale, sur toute courbe gauche, un certain nombre de points jouissant de cette propriété.
Ceci nous amène à examiner s'il existe des courbes F dont tous les plans osculateurs soient stationnaires. D\me façon précise, cherchons toutes les fondions x^ y^ z d'une variable ^, continues ainsi que leurs dérivées jusqu'au troisième ordre, telles que le déterminant précédent A soil identiquement nul lorsque t varie entre deux limites a et 6 (a < b).
Supposons d'abord que l'un des mineurs de A relatifs aux éléments de la troisième ligne, par exemple dxd^y — dyd^x^ ne s'annule pas dans l'intervalle (a, b). Les deux relations
dz = Cl dx '\- Ctdy^
déterminent pour C| et C2 des fonctions continues de t dans cet intervalle; puisque A = o, ces fonctions satisfont aussi à la relation
(10) . d^z—Qxd^x-^Cid^y,
Différentions maintenant les équations (9) en tenant compte de la formule (10); nous obtenons les nouvelles équations
dQxdx-^-dCidf = o, dCid^x-h dC^d^y = o,
d'où nous tirons rfG|=rfC2 = o. Les coefficients C|, C2 sont donc constants et, en intégrant la première des équations (9), il
vient
z = Cl ar H- Cxj' -^ C3,
C3 étant une nouvelle constante. La courbe T est donc une courbe plane.
Si le déterminant dx d^y — dyd^x s'annule pour une valeur c de la variable / comprise entre a et 6, le raisonnement ne prouve plus rien, car les expressions de Ci et de Cj deviennent infinies ou indéterminées pour cette valeur c de t. Supposons, pour fixer les idées, que ce déterminant ne s'annule que pour celte valeur de t dans l'intervalle (a, b) et que, pour / = c. le déterminant analogue dx d^z — dz d^x ne soit pas nul. Le raisonnement qui précède prouve que tous les points de la courbe T obtenus en faisant varier t de a k c sont dans un même plan P, et que tous les points obtenus en faisant varier ^ de c à ^ sont dans un même plan Q. D'autre part, le mineur dxd^z — dzd^x n'étant pas nul pour
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t =: c, choisissons un nombre h assez petit pour que ce mineur ne s'annule pas en faisant varier ^de c — Aàc-+-A. Tous les points de la courbe T obtenus en faisant varier t de c — h k c -\- h sont encore dans un même plan R; ce plan R doit avoir une infinité de points communs avec les plans P et Q et, par suite, ces trois plans coïncident.
£n généralisant ce raisonnement, on en conclut que tous les points de la courbe F sont dans un même plan, lorsque les trois déterminants
dxdyy — dyd^Xf dx d^z -- dz d^x^ dy d'^z^ dz d'^y^
ne s'annulent pas simultanément dans l'intervalle (a, b). Si ces trois déterminants s'annulent en même temps, il peut arriver que la courbe T se compose de plusieurs arcs de courbes planes situés dans des plans distincts, qui se rejoignent en des points où l'équation du plan osculateur est indéterminée (*).
Lorsque les trois mineurs précédents sont identiquement nuls dans un certain intervalle, la courbe F est une ligne droite, ou se compose de por-
dx lions de droites. Si, par exemple, -, ne s'annule pas dans l'intervalle (a, b),
on peut écrire
d^y dx — dy d^x __ d'^z dx — dsd^x ^
et l'on en conclut que Ton a
dy = Cl dx^ dz = Cj dx^ C| et Gt étant deux constantes; une nouvelle intégration donne ensuite
^ = CiJ7-t- C',, 5=Cja7-hC',, ce qui montre que la courbe F est une ligne droite.
217. Tangentes stationnaires. — Ce qui précède nous conduit à étudier sur une courbe gauche certains points exceptionnels que nous n'avons pas encore définis; ce sont les points où l'on a
d^x _ d^y _ dKz ^ ^''^ dx '^ dy '^ "57'
on dit qu'en ces points la tangente est stationnaire. On démontre aisément, en appliquant la formule qui donne la distance d'un point à une droite, que la distance d'un point de F à la tangente en un point voisin, qui est en général du second ordre, est du troisième ordre pour une tangente stationnaire. Si la courbe F se réduit à une courbe plane, les tan-
(* ) Ce cas singulier parait avoir été signalé pour la première fois par M. Pcano. Il n'offre évidemment qu'un intérêt purement analytique.
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gentes stationnaires sont les tangentes d'inflexion. Le calcul que nous venons de faire prouve que la seule courbe dont toutes les tangentes soient stationnaires est la ligne droite.
En un point où la tangente est stationnaire, on a A = o» et l'équation du plan osculateur se présente sous forme indéterminée. Mais cette indétermination n'est qu'apparente. £n effet, si nous reprenons les calculs faits au début du n** Slo, en poussant le développement des coordonnées du point M' jusqu'aux termes du troisième ordre, et utilisant les relations (11), nous trouvons que l'équalion du plan passant par la tangente en M et par le point voisin M' peut s'écrire
f\t) cp'(/) f(0
l/^CO^-e, 970-^^-5 r(0-Hes
&i, 6), £3 tendant vers zéro avec h. Ce plan tend donc vers une position limite parfaitement déterminée; on obtiendra l'équation du plan osculateur en remplaçant la seconde des conditions (6) par la sui\ante
Si l'on avait aussi
dx ~ dy ~~ dz
il faudrait remplacer la seconde des relations (6) par
A dix -\- B dny -f- C di z = o,
q étant le plus petit nombre entier, tel que cette relation soit distincte de Kdx -^h dy -\- Q^dz •=. o. Nous laisserons au lecteur le soin de le démontrer, et d'étudier la position de la courbe par rapport au plan osculateur. Dans le cas général, où l'on n'a pas
un plan tangent quelconque est traversé par la courbe gauche, sauf le plan osculateur qui n'est pas traversé.
218. Application à quelques courbes. — Considérons en particulier les courbes gauches F qui satisfont à une relation de la forme
(la; xdy — y dj^ — K dZj
K étant une constante donnée; de cette relation on déduit encore
X d-y — y d-x — K d- Zy
( X d^y — y d^x -h dx d-y — dy d^x = K d^z
Étant donnée une courbe de cette espèce, proposons-nous de trouver les
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plans osculateurs qui passent par un point donné (a, b, c) de l'espace. Les coordonnées du point de contact (x, y, z) doivent satisfaire à Téquation
dx dy dz
qui devient, en tenant compte des relations (12) et (i3), (i4) ay — bx-hK{c — z) = o;
les points de contact sont donc à l'intersection de la courbe gauche F et du plan représenté par l'équation (i4)y plan qui passe par le point (a, i, c). L'équation A = o, qui détermine les points où le plan osculateur est slationnaire, devient de même, en remplaçant dz, d*z et d^z par leurs valeurs,
A = ^ {dxd^y — dy d^xY = o ;
on aura donc, pour ces points,
d^x __ d^Y __ yd^x — xd>y ^ d^z dx ~~ dy ~~ y dx — x dy "^ dz
ce qui montre que la tangente est stationnaire.
Il est facile d'avoir des courbes gauches satisfaisant à la relation (u); il suffît, par exemple, de poser
A, B, C, m, n étant constants. Les courbes les plus simples sont la cubique gauche x = t, y = t^y z = <*, et la courbe gauche du quatrième ordre x = t, y = t^y z = t^. L'hélice circulaire
X = acosty y = as'inty z = Kt
répond aussi à la question.
Pour obtenir toutes les courbes gauches satisfaisant à la relation (12),
écrivons-la
d{xy — Kz) = iy dx;
si Ton a
celte relation nous donne ^y/'{t) = ^'{t). En résolvant ces trois équations par rapport à .r, y, z, nous obtenons les expressions générales des coordonnées en fonction d'un paramètre variable
Surfaces à on paramètre. — Soit (16) /{x,jr,z,a)=o
l'équation d'une surface S, dépendant d'un paramètre arbitraire a. S'il existe une surface E tangente à chacune des surfaces S le long d'une courbe C, cette surface E est appelée Venveloppe des surfaces S, et la courbe de contact C des deux surfaces S et E est la caractéristique.
Pour reconnaître s'il existe une enveloppe, il faut donc examiner s'il est possible de déterminer sur chacune des surfaces S une courbe C telle que le lieu de ces courbes soit tangent à la surface S le long de G. Soient Xjy, z les coordonnées d'un point M de la caractéristique; si ce point n'est pas un point singulier de la surface S, l'équation du plan tangent à cette surface est
D'autre part, quand on se déplace sur l'enveloppe E, x^ j, ;;, a sont des fonctions de deux variables indépendantes vérifiant l'équation (16) et, entre leurs différentielles, on a la relation
^ ^ ^ dx ôy -^ ôz da
pour que le plan tangent à la surface E soit identique au plan tangent à S, il faut et il suffit que l'on ait entre les différentielles dx^ dy^ dzy la relation
■f- dx -h -~ dy -^ -\- dz =^ o, dx dy '^ dz
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conditioD qui devient, en tenant compte de la précédente, (.8) ^^=0.
On démontrera inversement, comme pour les courbes planes (n'*201), que la surface K(ûc^y^ z) = o, obtenue par réliminatioa du paramètre a entre les deux équations (i6) et (i8), représente, soll l'enveloppe des surfaces S, soit le lieu des points singuliers. La caractéristique C représentée par les équations (i6) et (18) est encore la position limite de la courbe d'intersection de la surface S avec une surface infiniment voisine de la même famille.
220. Surfaces à deux paramètres. — Considérons maintenant une équation
qui représente des surfaces S dépendant de deux paramètres a et b. Il n'existe pas en général de surface tangente à toutes les surfaces de cette famille tout le long d'une courbe; en effet, si l'on établit entre les deux paramètres a et b une relation 6 = (p(a), on a des surfaces ne dépendant plus que d'un paramètre a, et la caractéristique est représentée par Téquation (19) jointe à l'équation
(20) ôa-^'àb'^'''^^''-
Cette caractéristique dépend en général de ?'(«), de sorte que sur chaque surface S il y a une infinité de caractéristiques; elles n'engendrent donc pas une surface lorsque a et b varient. Nous allons chercher s'il existe une surface E touchant chacune des surfaces en un point seulement, ou en quelques points, et non tout le long d'une courbe. Si cette surface existe, les coordonnées (:r, /, z) d'un point de contact de la surface S avec l'enveloppe E sont des fonctions des deux paramètres variables a et b qui satisfont à la relation (19) et dont les différentielles dx, dy^ dz vérifient par conséquent la relation
^ ' dx dy ^ àz àa àh
Pour que la surface, lieu du point (^, y^ z), soit tangente à la
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surface S, il faut encore que Ton ait
-f- dx + /- dy -^ ^ dz = o, ôx dy -^ dz '
relation qui devient, en tenant compte de la précédenle,
-J^ da -\- -^ db =z o, da Ob
Comme a et 6 sont deux variables indépendantes, il faudra que Ton ait à la fois, pour le point de contact,
On obtiendra donc Téquation de l'enveloppe en éliminant a et 6 enlre les trois relations (19) et (22). Le raisonnement prouve bien que la surface ainsi trouvée est tangente à la surface S, sauf si l'on a à la fois, pour les solutions communes aux équations (19) et (22),
dx dy dz
celte surface est donc soit l'enveloppe, soit le Heu des points singuliers des surfaces S.
Nous avons donc, en définitive, deux espèces de surfaces enveloppes, suivant que les surfaces enveloppées dépendent de un ou deux paramètres. Par exemple, le plan tangent à une sphère ou à un hyperboloïde dépend de deux paramètres, et ce plan touche la surface en un point seulement. Au contraire, le plan tangent à un cône ou à un cylindre ne dépend que d'un paramètre variable, mais ce plan touche son enveloppe tout le long d'une génératrice.
221. Surfaces déTeloppables. — La surface enveloppée par un plan ne dépendant que d'un paramètre variable est appelée surface déçetoppable.
Soit
(23) z — ax -\-yf(a) -h 9(a)
l'équation du plan mobile P, a étant un paramètre variable, /(a) et <f (a) deux fonctions quelconques de ce paramètre. La caractéristique est définie par l'équation (28) jointe à l'équation
(24) X -^yf'ioL) H- ©'(«) = o,
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obtenue en dififérentiant par rapport à a; c'est donc une ligne droite G, et la surface développable est une surface réglée. Nous allons démontrer que toutes ces droites G sont tangentes à une courbe gauche. Pour cela, différentîons encore une fois par rapport à a; la nouvelle équation obtenue
détermine sur la caractéristique G un point particulier M. Le lieu de ces points M, lorsque a varie, est une courbe gauche F, dont la tangente est la droite G elle-même. La courbe F est, en effet, représentée par les trois équations (28), (24), (aS), dont on pourrait tirer les coordonnées x^ y^ z en fonction de a. Si Ton différentie les deux, premières de ces équations, en ayant égard à la dernière, il vient
(26) dz:=adx-\-f{(i)dyy dx -hf(a)dy = o^
relations qui expriment que la tangente à la courbe F est parallèle à la caractéristique G. D'ailleurs ces deux droites ont un point commun ; donc elles se confondent.
Le plan osculateur à la courbe F est précisément le plan P luimême. Il suffit, pour le prouver, de démontrer que l'on a
dz=:(idx -^f(oL)dy,
d*Z = OLd^X-hf{OL)d*}r,
dx, df^ dz, d^x^ d^y^ d^^ étant les différentielles du premier et du deuxième ordre de x^ y, z par rapport à a. La première de ces relations a déjà été établie, car c'est la première des relations (26); si on la différentie de nouveau, il vient
d^z = ad^x '^/{oL)d^y -h [dx -{-f{oL)dy]doL,
ce qui donne la dernière relation à établir, en tenant compte de la seconde des relations (26). Toute surface déi^eloppable peut donc être définie comme la surface engendrée par les tangentes à une courbe gauche F. Celle courbe F peut, comme cas exceptionnel, se réduire à un point, à dislance finie ou à TinGni; la surface est alors un cône ou un cylindre. C'est ce qui arrive lorsque y (a) = o.
Réciproquement, toute surface engendrée par les tangentes à
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une courbe gauche F est une surface développable. Soient
les coordonnées d*un point de F; le plan osculateur
A(X — ar)-hB(Y-7)-+-C(Z — ^) = o
dépend d^un seul paramètre variable t; nous allons vérifier que la caractéristique de ce plan est précisément la tangente. Cette caractéristique est Finterseclion du plan osculateur avec le plan
dA(X — x) -t- rfB( Y — 7) -4- dC{Z — -«) = o,
qui passe également par le point Xy y^ z. Pour démontrer qu'elle se confond avec la tangente, il suffit de prouver que l'on a
Adx-h Bdy-h Cdz = Of dXdx-^- dBdy-hdCdz =o;
la première de ces relations est une des relations (6) qui déterminent les coefficients A, B, G. La seconde s'obtient en difliérentiant la première et tenant compte de la dernière des formules (6),
kd^x-hBd^jr'hCd^i = o.
Ce mode de génération d'une surface développable permet de se faire une idée assez nette de la forme de la surface. Soit AB un arc de courbe gauche; par chaque point M de l'arc AB menons la tangente, et ne considérons que la portion de tangente qui correspond à une direction déterminée, par exemple celle de A vers B. Le lieu de ces demi-droites est une nappe de surface S| limitée par l'arc AB et les deux tangentes en A et B, s'élendant d'autre part jusqu'à l'infini. En prenant de même les autres portions de tangentes, on obtient une autre nappe de surface analogue S2, qui se raccorde avec S| le long de l'arc AB; les deux nappes de surface paraissent se recouvrir partiellement pour un observateur placé au-dessus. Il est clair que tout plan passant par un point O de l'arc AB coupe les deux nappes S| et Sa suivant deux branches de courbe qui viennent se raccorder au point O, en formant un rebroussement; cette propriété explique le nom d'arête de rebrousse ment donné à la courbe gauche F.
Il est aisé de le vérifier par le calcul. Prenons le point O pour
origine, le plan sëcanl pour plan des xy^ la tangente pour aie des 5, le plan osculateur pour plan des xz\ si l'on a pris z pour la variable indépendante, les développemenls de x Qlàe y sonl de la forme
car on doit avoir, pour l'origine,
dx c!y d'Y dz dz dz^
et les équations de la tangente en un point voisin de l'origine s'écrivent
Si l'on y fait Z = o, on a les coordonnées X, Y du point de rencontre de la tangente avec le plan sécant; les développements de ces coordonnées commencent respectivement par un terme en 5* et par un terme en z' . On a donc bien un rebroussement à l'origine.
Exemple, — Prenons pour arête de rebroussement la cubique gauche X = tj y = t^, z = t^. L'équation du plan osculateur est
(27) <»— 3<«X-f-3rY — Z=o;
on obtiendra l'équation de la surface développabicen écrivant que l'équation précédente, considérée comme une équation en t, admet une racine double, ce qui revient à éliminer t entre les deux équations
I ^'-^'X^V = o, ^ ^ ( X^'--;^<Y-hZ=o.
Le résultat de l'élimination est
(XY - Z)*— 4(X«- Y)(Y»- XZ) = o;
la surface développable est donc du quatrième ordre.
On peut remarquer que les équations (28) représentent la tangente à la cubique gauche.
222. Si 5 = F (a:, y) est l'équation d'une surface développable, la fonction ^{x^y) satisfait à V équation s^ — r/ = o, r, 5, t désignant, suivant l'usage, les trois dérivées partielles du deuxième ordre de la fonction F(^, y).
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En effet, le plan tangent à cette surface, qui a pour équation Z =p\-h q\ -\- z— px — qyj
ne doit dépendre que d'un paramètre; des trois quantités />, <jr, z — px — qy^ il y en a donc une seule d'arbitraire, et en particulier il y a une relation entre p et y, /(/>, q) = o. On déduit de là
que le jacobien ^/^' ^ = rt — s^ doit être identiquement nul.
Inversement, si l'on a rt — 5^=0, q et p sont liés par une relation au moins. S'il y a deux relations distinctes, p et q sont des constantes p = aj q = b, et h fonction F(^, y) est égale à ax 4- by-{- c; la surface est un plan. S'il y a une seule relation entre p et q^ on peut l'écrire q = ^{p)i p ne se réduisant pas à une constante. Mais on a aussi
de sorte que :; — px — qy est aussi une fonction de /?, soit ^(/?), lorsque rt — 5^=0. La fonction inconnue z:=^¥[x^ y) et ses dérivées partielles p et q vérifient donc les deux relations
différentions la seconde par rapport à ^ et ky, il vient
[x-^yo'(p)-h^'(p)] f^ =0, [x-^yi(p)-^^'{p)\ f~ =0.
Puisque p ne se réduit pas à une constante, on doit avoir
x+yo'ip)-\-^\p) = o.
L'équation de la surface s'obtiendra donc en éliminant p entre
cette relation et
z =px-^y^{p)'\-^{p),
ce qui donnera précisément l'enveloppe du plan précédent, où l'on regarde/? comme le paramètre variable.
223. Enveloppe d'une famille de courbes gauches. — Une famille de courbes gauches, dépendant d'un paramètre variable, n'admet pas en général de courbe enveloppe. Considérons d'abord
une famille de droites
a, 6, />, q étant des fonctions données d'un paramètre variable a; nous allons chercher à quelle condition cette droite est tangente dans toutes ses positions à une courbe gauche F. Soit 5 = ç(a) la coordonnée z du point M où la droite mobile D touche son enveloppe F; la courbe cherchée F sera représentée parles équations (29), auxquelles on ajoutera la relation ^=ç(a), elles paramètres directeurs de la tangente à cette courbe auront pour
expressions
dx
a', 6', />', q' étant les dérivées de a, 6, /», q. Pour que cette tangente soit la droite D elle-même, il faut et il suffit que Ton ail
dx ^ dz ^y ^ L ^^
doL dcL doL ^ doL
c'est-à-dire
La fonction inconnue f (a) doit donc satisfaire à deux relations distinctes, et par conséquent la droite mobile n'a une enveloppe que si ces relations sont compatibles, c'est-à-dire si l'on a
Lorsque celle relation est vérifiée, on obtiendra la courbe en-
veloppe en prenant <p(a) = — A = — %-r
11 est facile de généraliser le raisonnement. Considérons une famille de courbes gauches (G), dépendant d'un paramètre variable a, représentées par les équations
(3o) F(J?, j, >s, a) = o, *(ar, j^, 5, a) = o;
si ces courbes G sont tangentes à une courbe F, les coordonnées (^, j^, z) du point de contact M de la courbe G, qui correspond à la valeur a du paramètre, avec l'enveloppe sont des fonctions du paramètre a qui vérifient les équations (3o), et une autre relation
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distiDCte de celles-là. Soient dx^ dy^ dz les difTérentielles relatives à un déplacement du point M sur la courbe C; a restant constant sur la courbe C, on a entre ces différentielles les deux relations
dx dy -^ dz
-T- dx -\' ^' dy -^ -r- dz — o.
dx dy -^ dz
Soient d'autre part Zx^ S^, 8s, 8a les différentielles de x^y^ s, a, relatives à un déplacement du point M sur la courbe F; ces différentielles vérifient les relations
{Si"-
ÔY
ôy
ly^
dz
Iz^
dV dt
ày
ly^
dz
Iz-^
Sa
Pour que les courbes C et F soient tangentes, il faut et il suffit
que Ton ait
dx _ dy __ dz
et ces conditions deviennent, en tenant compte des relations (3]) et (32),
-— oa = o, — - oa = o.
da doL
Les coordonnées x^ y, z du point de contact doivent donc vérifier les équations
Pour que les courbes C admettent une enveloppe, il faut donc que les quatre équations précédentes soient compatibles, quelle que soit la valeur du paramètre a. Réciproquement, si ces équations admettent une solution commune en x, y^ -s, quel que soit a, le raisonnement prouve que la courbe F décrite par ce point x^y^ z est tangente en chacun de ces points à la courbe C correspondante. Ceci suppose toutefois que le point de coordonnées {Xj y, z) n'est pas un point singulier de la courbe C, c'est-à-dire que les relations (3i) déterminent les rapports des différentielles dx^ dy^ dz.
Remarque. — Lorsque les courbes C sont les caractéristiqaes d'une famille de surfaces à un paramètre F(a:, y y Zy a) = o, les équations (33) se réduisent à trois équations distinctes
la courbe représentée par ces équations est donc Tenveloppe des caractéristiques. C'est la généralisation de la propriété établie plus haut pour les génératrices d'une surface développable.
Les équations d'une droite mobile se présentent quelquefois sous la forme
abc
^Oi yot Zo, a, bj c étant des fonctions d*un paramètre variable a. Il est aisé de trouver directement la condition pour que cette droite ait une enveloppe. Désignons par l la valeur commune des rapports précédents; les coordonnées d'un point quelconque de la droite ont pour expressions
37 = ^0 4- /a, y = y^-^ Ibf z = Zq-\- Ic^
et il s'agit de voir s'il est possible de prendre pour / une fonction de a telle que la courbe décrite par le point (a?, y, z) soit tangente à la droite mobile. Il faut pour cela que Ton ait
en désignant par m une nouvelle indéterminée égale aux rapports précédents, et éliminant l et m entre les trois équatiohs liuéaires obtenues, on est conduit à l'équation de condition
Si cette condition est satisfaite, les relations (36) donneront / et par suite l'enveloppe.
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224. Indicatrice sphérique. — Sur une courbe gauche F adoptons un sens de parcours déterminé, et désignons par s Tare de la courbe AM, compris entre un point A choisi pour origine et un
.Vo
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point quelconque M, précédé du signe + ou du signe — suivant que la direction de A en M est la direction positive ou la direction opposée. Soit MT la direclion positii^e de la tangente en M, c'està-dire celle qui correspond à des arcs croissants. Si par un point O de l'espace on mène des parallèles à ces demi-droites, on forme un cône S, qui est le cône directeur de la surface développable engendrée par les tangentes à la courbe F. Du point O comme centre, avec un rayon égal à l'unité de longueur, décrivons une sphère et soit S l'intersection de cette sphère avec le cône précédent, la courbe S est appelée V indicatrice sphérique de la courbe F. Ces deux courbes se correspondent point par point; à un point M de F correspond le point m, où la parallèle à la direction MT perce la sphère. Lorsque le point M décrit F dans le sens positif, le point m décrit la courbe S dans un certain sens, que nous adopterons comme sens positif sur la courbe S, de façon que les arcs correspondants 5 et o- des deux courbes croissent en même temps {fig. 48).
Fig. 48.
Il est évident que, si l'on déplace le centre O de la sphère, la courbe S subit la même translation ; nous supposerons dans la suite que le centre O coïncide avec l'origine des coordonnées. De même, si l'on change le sens positif sur la courbe F, la courbe S est remplacée par la courbe symétrique relativement au point O; mais il est à remarquer que la direction positive mt de la tangente à S ne dépend pas du sens du parcours adopté sur F.
Le plan tangent au cône suivant la génératrice 0/n est parais G. 34
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lèle au plan osculaleur en M. Soît, en effet, AX-f.BY-+-GZ = o
rëquation du plan 0/nm', le centre O de la sphère étante Torigine; ce plan étant parallèle aux deux tangentes en M et M', on doit avoir, les points M et M' correspondant aux valeurs t et t -{- Il àM paramètre,
(38) A/'(Oh- Bo'(0-h Cf (n= o;
(89) A/'(^-HA)H-B(j)'(^-i-/i)H-Gf(fH- A)=o,
la seconde de ces relations peut être remplacée par la suivante
qui devient, lorsque h tend vers zéro,
(4o) A/'(OH- Bcp'(OH- CY(n = o,
et les équations (38) et (4o) auxquelles on parvient sont précisément celles qui déterminent le plan osculateur.
225. Rayon de courbore. — Soit (o l'angle des directions positives MT, M'T' des deux tangentes aux points infiniment voisins. M, M' de la courbe F. La limite du quotient fOnon* lorsque
le point M' se rapproche indéfiniment du point M, s'appelle encore la courbure de F au point M; le rayon de courbure est l'inverse
de la courbure, c'est-à-dire la limite du quotient • On peut
encore définir le rayon de courbure comme la limite du rapport des arcs infiniment petits MM', mm'; nous avons en effet
arcMM' _ arcMM' arc/n/n' cordemw' oj ~~ ave mm' corde mm' w
, , arcmm' cordem/n' ». . 1, •, .
et chacun des rapports — 1 7» a pour limite 1 umle
lorsque m' se rapproche de m. Les arcs 5, o* variant dans le même sens, on a donc
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Soient
les coordonnées d'un point de la courbe F dans un système d'axes rectangulaires ayant le point O pour origine. Les coordonnées du point m sont précisément les cosinus directeurs de MT
_ dx o ^ dy _ ^^ .
~ ds* ^ ~ ds^ ^ ~~ ds*
on déduit de ces formules
dsd^x — dxd^s ,,, dsd*y — dyd^s , dsd^z — dzd^s
d- = rfii ''? = -^rf,. -^ ' ''Tr= 5iî '
rf,.= rf,.+ rfp.+ rf-r.= (dsd^x-drd*s)*Mdsd*y-dydU)^M...)\
OU, en développant les carrés et tenant compte des relations qui donnent ds^ et dsd^s^
, _ (dx^-^dy^-\-dz^)[{d^x)^-\-{d^y)^-{-(d^z)^]—(dxd^X'^dyd^y-^dzd:^zy ~ ds'^
L'emploi de Tidentité de Lagrange permet jencore d'écrire
^"*= di^ •
en posant, comme nous le ferons dans la suite,
k = dy d^z — dz d'^y, B = dz d^x — dx d^z,
C = dx d^y — dy d^x^
et la formule (40 qui donne le rayon de courbure devient alors
ds^
R^ est, comme on le voit, une fonction rationnelle de x, y, ^, x', y, z\ .r", y, z" . Quant au rayon de courbure lui-même, son expression est irrationnelle, mais c'est une quantité essentiellement positive.
Remarque. — Lorsque la variable indépendante est l'arc de la courbe F elle-même, les fonctions f{s)^ ?(^)î ^(^) vérifient la relation /'- (5) -f- 'f'^ (5) + A'^(^) = 1, et la formule qui donne le rayon de courbure prend une forme élégante. Si l'on reprend, ei>
effet, le calcul précédent, on a, s étant la variable indépcDClaote,
<45) j da=^/''(s)ds, d? = ^\s)ds, dy^Yis)ds,
{ da^=\[/'is)y+[o(s)y-^[Y(s)y\ds^
et, par suite,
(44 bis) ^ = [/'(0P-+- [t'(0]*^ [V(^)Y^
226. Normale principale. Centre de courbure. — Par le point M de la courbe F, menons une droite parallèle à la tangente en m à la courbe S et considérons sur cette droite la direction MN parallèle à la direction positive mt, La droite ainsi obtenue s'appelle la normale principale à T; c'est la normale située dans le plan osculateur, puisque mt est perpendiculaire sur 0/n et que le plan Omt esl parallèle au plan osculateur (n** 224). La direction MN est la direction positive de la normale principale. C'est une direction bien définie, puisque la direction de mt ne dépend pas du sens de parcours adopté sur F. Nous verrons toul à l'heure comment on pourrait définir cette direction sans se servir de l'indicatrice.
Si l'on porte sur la direction MN, à partir du point M, une longueur MG égale au rayon de courbure, l'extrémité C s'appelle le centre de courbure, et le cercle décrit du point C comme centre avec le rayon MC dans le plan osculateur s'appelle le cercle de courbure. Soient a', P', y' les cosinus directeurs de la normale principale; les coordonnées ^i,^i, z^ du centre de courbure ont pour expressions
a:, = a:-t-Ra', y\=^y-^^^\ -2| = « -H Ry'.
Or, on a
, _ doL _ doL ds _ -^ dct ^ -^ ds d^x — dx d^s
d(5 d$ d^ ds ~ ds^
et des formules analogues pour ^' et y'. En remplaçant a' par sa valeur dans Xi^ il vient
«,. dsd^x — dxd*s
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le coefficient de R^ peut encore s'écrire
ds^d^x — dx dsffis __ d^xidx^-hdy^-i- dz^) — dxi dr d^ x -{- dy d^y -h dzd^z) ds^ " ^7^ '
OU, en introduisant les coefficients A, B, C,
Bdz—Cdy
Les valeurs de j^j et de Zt se déduisent de celles de Xt par sjmétrie et l'on a, en définitive, pour les coordonnées du centre de courbure,
/ ^ndz — Cdy ^Cdx — Xdz
ces formules sont rationnelles en x^y, 5, x'^y', z\ x!\y'^ z" .
Si l'on mène par le point M un plan Q perpendiculaire sur MN, ce plan passe par la tangente MT et ne traverse pas la courbe F au point M. Nous allons montrer que le centre de courbure et les points de F voisins de M sont du même côté de ce plan Q. Pour établir cette propriété, supposons que la variable indépendante soit l'arc s de la courbe F compté à partir du point M; on a, 2)0ur les coordonnées X, Y, Z d'un point M' voisin de M,
„ s dx s^ ( d^x \
\ ds j.i\ds^ /
et deux développements analogues pour Y et Z. Mais, la variable indépendante étant s, on a
dx _ d^x ^ doL _ da d<j _ i ,
~dl ~^' ds^ ~ di "did^ ~' H^'
et la formule qui donne X devient
Si l'on remplace X, Y, Z par leurs valeurs dans le premier membre de l'équation du plan perpendiculaire à MN,
le résultat de la substitution est
Tj étant infiniment petit en même temps que s; ce résultat est positif pour les valeurs de s voisines de zéro. De même en remplaçant X, Y, Z par les coordonnées x + Ra', . . . , du centre de courbure, le résultat de la substitution est R, quantité essentiellement positive, ce qui démontre la propriété énoncée.
227. Droite polaire. Surface polaire. — La perpendiculaire A au plan osculateur menée par le centre de courbure s'appelle la droite polaire. Cette droite est la caractéristique du plan normal à F. Il est évident d'abord que rinlersection des deux plans normaux aux points voisins M, M' est une droite D perpendiculaire aux deux droites MT, M'T' et, par suite, au plan mOm'. Lorsque le point M' se rapproche de M, le plan mOm' devient parallèle au plan osculateur, la droite D a donc pour limite une droite perpendiculaire au plan osculateur. Pour démontrer que cette droite passe par le centre de courbure, supposons qu'on ait pris pour variable indépendante l'arc 5 de F; le plan normal a pour équation
et la caractéristique est définie par les équations (47) et (48)
La nouvelle équation représente un plan perpendiculaire à la normale principale et passant par le centre de courbure. L'intersection de ces deux plans est donc la droite polaire.
La surface réglée, lieu des droites polaires, est la surf ace polaire» D'après ce qu'on vient de démontrer, c'est aussi la surface développable enveloppe du plan normal à F. Lorsque la courbe F est une courbe plane, la surface polaire est le cjlindre ajant pour section droite la développée de F, et les propriétés précédentes deviennent évidentes.
228. Torsion. — En remplaçant dans la définition de la courbure la tangente parle plan osculateur, on est conduit à un nouvel
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élément géométrique qui mesure cd quelque sorte la façon plus ou moins rapide dont tourne le plan osculateur. Soit co' l'angle des deux plans osculateurs aux deux points infiniment voisins M,
M' ; on appelle torsion au point M la limite du quotient — mTP>
lorsque le point M' se rapproche indéfiniment du point M. Le rajon de torsion T est l'inverse de la torsion.
Menons par le point M une perpendiculaire au plan osculateur, et, sur cette droite appelée binormale, adoptons une direction déterminée (que nous fixerons plus tard), dé cosinus a", p*', y. La parallèle menée par Torigine perce la sphère de rayon un en un point /z, que nous ferons encore correspondre au point M de F.
Le lieu du point n est une courbe sphérique 6, et l'on montre,
comme plus haut, que le rayon de torsion T peut encore être
défini comme la limite du rapport des deux arcs infiniment petits
correspondants, arc MM', arc nn\ des deux courbes F et O. On a
donc
T désignant l'arc de la courbe O.
Les coordonnées du point n sont a", ^" ^ y'\ c'est-à-dire
le radical étant pris dans les trois formules avec le même signe. On déduit de là les valeurs de rfa", rfp", rfy"; on a, par exemple,
^ (AîH-B5-+-Cî)r/A — AfAr/A^ Bt/B-hC^C)
«a = III j y
(A»-t-Bî-+-C«;« et la formule rfx^ = c/a"^ + rfp"2 _|_ d-{'2 nous donne
j _ (A»-4-B»-4-G«)(é/A«-hrfB»-4-</C»)-(Ar/A-^BrfB-4-CrfC)«
ou, en employant de nouveau l'identité de Lagrange,
_ {B dQ — C d?^)^-^(C dk — k dCY-\-{k dB — h d\y
On peut simplifier le calcul du numérateur en utilisant les rela-
lions
A ctr -H B djr-{-Cdz = o,
d\ dx -{- dB djr -{- dC dz = o, d'où Ton lire
Uq^ ^^ _ ^r _ dz
^^^^ B^G-GrfB " CdX'-XdG " XdB-BdA
et il vient
rfTl — .
(A*-HB«-hG*)* Quant à la valeur de K, on a, en développant,
_ (dz d^x — dx d^z)(dx d^y — dy d^x)— (dx d>y — dy d*x)(dz d^x — dxd^i) "" d^r
z=idzd'^xd^y'-dxd^zd^y'\'dyd^zd^x — d^ydzd^x-\-dxd:^yd^Z'-dyd>x^z\
le second membre n'est autre chose que le développement du déterminant A[(n** 216), formule 8]. On a donc
"^^^-Aî-hB^+C»' et par suite
Si l'on considère le rayon de torsion T comme une quantité essentiellement positive, de même que le rayon de courbure, on prendra pour T la valeur absolue du second membre. Mais il est à remarquer que l'expression obtenue est rationnelle en x' ^ ;/, x", y\y^ y"'-, z'^ z" ^ z'". Il est donc naturel de considérer le rayon de torsion comme une longueur affectée d'un signe. Les deux signes correspondent à des dispositions entièrement différentes de la courbe F dans le voisinage du point M.
Le signe de T ne dépendant que du signe de A, étudions comment varie la disposition de la courbe avec ce signe. Nous supposerons que le trièdre Oxyz est disposé de telle façon qu'un observateur debout sur le plan des xy^ les pieds en O et la tête en 5, verrait l'axe Ox tourner de 90° de droite à gauche pour coïncider avec Oy. Gela étant, choisissons sur la binormale une direction MN3 telle que le trièdre (MT, MN, MN^) ait la même disposition que le trièdre Oxyz, Si Ton déplace la courbe F d'une
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manière continue de façon à amener le point M en O, MTsiir Oo:, MN sur Oy, la direction MN^ viendra coïncider avec O^. Dans ce mouvement, la valeur absolue de T reste la même; donc A ne peut s'annuler et, par suite, cçnserve un signe constant (*). La courbe F étant rapportée à ce nouveau système d'axes de coordonnées, supposons que la valeur f = o du paramètre corresponde àTorigine; les coordonnées d'un point voisin auront des expressions de la forme suivante
ix = a,^-f-/*(a,H-e), ^ = ^5(C3-f-£'),
e, c', e" étant infiniment petits avec t; en effet, dans le système d'axes choisi, on doit avoir, pour t = o, dy^= dz = d^z = o. On peut supposer a^ > o, car il suffirait de remplacer t par — t pour changer a% en — a, ; 62 est positif puisque y doit être positif pour les valeurs de t voisines de zéro, mais Cs peut être positif ou négatif. Or on a, pour / = o, A = i2aib2Czdt^, de sorte que A a le signe de c^» Cela posé, deux cas sont à distinguer, suivant le signe de C3 : I** si C3>> o, J7 et 5 sont négatifs lorsque t varie de — A à o et positifs lorsque t varie de o à -f- A (A étant un nombre positif
Fig. 49 a. Fig. 49 à.
très petit). Un observateur debout sur le plan osculaleur, les pieds en un point P de la normale principale, verrait l'arc MM' à sa gauche au-dessus du plan osculateur et l'arc MM" à droite audessous du plan osculateur (Jig' 49 ^)- La courbe est donc sinistrorsum. On aurait la disposition inverse {fig* 49 ^) si C3 était
(*) II est du reste facile de démontrer par un calcul direct que A ne change pas quand on passe d'un système d'axes rectangulaires à un système d'axes reclangulaires de môme disposition.
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négatif; la courbe serait dextrorsum. Ces deux dispositions sont absolument distinctes Tune de Tautre. Par exemple, deux hélices de même pas, tracées sur deux cylindres de révolution de même rayon, sont superposables si elles, sont toutes les deux dextrorsum ou sinistrorsum ; mais, si Tune est dextrorsum et l'autre sinistrorsum, Tune d'elles est superposable à la symétrique de Tautre par rapport à un plan.
Nous écrirons désormais la formule qui donne la torsion
en un point où T est positif, la courbe est dextrorsum, et sinistrorsum en un point où T est négatif. Ce serait le contraire avec une disposition différente du trièdre Oxyz.
229. Formules de Frenet. — Chaque point M de la courbe F est le sommet d'un trièdre trirectangle, de même disposition que le trièdre Oxyz^ formé par la tangente, la normale principale et la binormale. La direction positive de la normale principale est bien déterminée, tandis que la direction positive de la tangente peut être prise arbitrairement et détermine celle de la binormale. Les différentielles des neuf cosinus directeurs a, p, y? • • • s'expriment très simplement au moyen de R, de T et de ces cosinus euxmêmes, par des formules dues à Frenet ( * ). Nous avons déjà obtenu les formules qui donnent rfa, rfp, rfv,
dx a' ds ""H'
ds " R'
ds" K
Soient
nir
^A«-t-B«-hG» y/A«H-Bi-hG» /A*-+-B>4-C«
les cosinus de la direction positive sur la binormale. Le trièdre (MT, MN, MNô) ayant la même disposition que le trièdre Oxyz, on doit avoir
BY-CP a = e ' «
(^ ) Voir Nouvelles Annales de Mathématiques, i864; p. 384.
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D'autre part, la formule qui donne rfa'^ peut s'écrire B(Bd\ — \dh)^C(CdX — \dC)
da'=t
ou, en tenant compte des relations (49) et de la valeur de K, da' _ C^ — By Ag^
Le coefficient de a' n'est autre chose que =i [formule (Sa)]; on calculerait de même d^" et rfy , et nous avons les formules ( * )
tout à fail pareilles aux formules (53).
Pour avoir rfa', rf^', c/y', différentions les relations bien connues
aa'-f- PP'-h TT'=^»
ce qui donne, en remplaçant t/a, t/^, rfy» ^^"î ^?"i ^Y P^^ leurs valeurs tirées des formules (53) et (54),
aVa'4- P"ûf?'-+- y'^Y'-H $ =0;
nous n'avons plus qu'à tirer rfa', rf^', dy^ de ces relations /.^^ ^'-««^?L' £^'_«£_ê! f^-_i_>ï:
^^^^ ^* ■" R T' ds " K T* ds ^ n T' Les formules (53), (54), (55) sont les formules cherchées.
(*) Si l'on avait écrit la formule qui donne la torsion, ™ = -r-j — 5^ — ?^» aurait fallu écrire les formules de Frenet
doi''= ^y
Remarque. — Les formules (54) montrent que la tangente à la courbe sphérique O décrite par le point n de coordonnées a', P", y est parallèle à la normale principale. C'est ce que montre aussi la géométrie. Considérons, en effet, le cône S' de sommet 0 ayant pour directrice la courbe O; la génératrice On est perpendiculaire au plan tangent au cône S suivant Om{n^ 228), et par conséquent le cône S' est supplémentaire du cône S. Mais on sait qu'il y a réciprocité entre deux cônes de cette espèce, de sorte qu'inversement la génératrice Om de S est perpendiculaire au plan tangent au cône S' suivant On, Cela étant, la tangente mtk la courbe S, étant perpendiculaire aux deux droites Om, On, est perpendiculaire au plan m On. Pour la même raison, la tangente nt' à la courbe O est perpendiculaire au plan m On. Ces deux droites sont donc parallèles.
230. Développements de x^ y, z suivant les puissances de s» — Étant données deux fonctions d'une variable indépendante 5, R= ©(5), T= ^(^)î dont la première est positive, il existe une courbe gauche F, qui est complètement définie, abstraction faite de sa position dans l'espace, dont le rayon de courbure et le rayon de torsion s'expriment par les formules précédentes au moyen de l'arc compté à partir d'un point de cette courbe. La démonstration rigoureuse de celte proposition ne peut être faite qu'après la théorie des équations différentielles. Nous allons montrer seulement comment on peut trouver les développements des coordonnées d'un point de la courbe cherchée suivant les puissances de 5, en admettant la possibilité de ces développements. Prenons pour axes de coordonnées la tangente, la normale principale et la binormale au point O à partir duquel on compte l'arc; les coordonnées d'un point de la courbe cherchée, voisin de l'origine, ont pour expressions
_^ s I dx\ 5* /d^x\ s^ /d^x\
~"7 V"57/o"^ i.aVc^^Vo"*" i.a.3 W^'/o"^*"
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Mais on a
"Si ""*' "^ "" S "" K' et, en difTérentiant de nouveau,
çP^ _ _ a^ ç[R _ jt^ /a a^\ ds^ "" ^^ ds RVÎÏ "*■ T/'
et, d'une façon générale, on obtient, par Femploi répété des for-
'ds^
mules de Frenet, Texpression de --r-^
-^— - = L„a-hM„a'H-P„a',
L„, M„, P« étant des fonctions connues de R, T et de leurs dérivées successives par rapport à l'arc On aurait de même les dérivées successives de j^ et de z en remplaçant a, a', a" par p, P', P" et Y, y', y. Mais on a, pour Torigine, ao=:i, ^0=0, ^0=0, S=0' Pi=^To=o, «^=0, pJ=o,Y«= Il et les formules (56) deviennent, en se bornant aux termes en 5, 5^, 5',
~ 6RT"^*"' les termes non écrits étant de degré supérieur au troisième. On
suppose, bien entendu, R, T, -^ > • • • remplacés par leurs valeurs
pour 5 = 0.
Ces formules permettent de calculer aisément la partie principale de certains infiniment petits. Ainsi, la distance d'un point voisin de la courbe au plan osculateur est du troisième ordre et sa
partie principale est — ^rx* ^^ distance d'un point à l'axe Oor, c'est-à-dire à la tangente, est du second ordre, et sa partie principale est — ô {cf. n® 214). Calculons encore la longueur d'une corde infiniment petite c. On a
les termes non écrits étant d^un degré supérieur au quatrième. II vient ensuite
la différence s — c est donc un infiniment petit du troisième
ordre, et sa partie principale est -y^i '
On démontre par un calcul tout pareil que la plus courte distance entre la tangente à Torigine et la tangente en un point infiniment voisin est un infiniment petit du troisième ordre dont la
partie principale est — ^» Ce théorème est dû à M. Bouquet
231. Développantes et développées. — On dit qu'une courbe F, est une développante d'une autre courbe F, si les tangentes à la courbe F font partie des normales à la courbe Ti\ inversement, la courbe F est dite une développée de F|. Il est clair que toutes les développantes d'une courbe F sont situées sur la développable dont F est l'arête de rebroussement et coupent orthogonalemenl les génératrices.
Soient x^ y, z les coordonnées d'un point M de F, a, p, vies cosinus directeurs de la tangente, et / le segment MM| compris entre le point M et le point M| où une développante coupe la tangente en M; on a, pour les coordonnées de M|,
et, par suite;
dxi =^ dx-hida-hoidl^ dyx r= dy -^ l d^-^ ^ dl^
dzi = dz -{- l d^ -h ^( dL
Pour que la courbe décrite par le point M| soit normale à MM|,
il faut et il suffit que l'on ait arfar«-i- ^dyt-]-ydZi = o, c^est-
à-dire
a dx -h ^ dy -\- -{ dz -h dl -^ l(oL doL -^ ^ d^ -\- y d^) = o,
relation qui se réduit k ds -{- dl = o» On obtient donc les développantes d'une courbe gauche F par la même construction qui donne les développantes d'une courbe plane (n** 206).
Proposons-nous maintenant de trouver les diverses développées
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d'une courbe F, c'est-à-dire d'associer les normales à cette courbe suivant une loi continue, de façon à obtenir une surface développable (^g. 5o).
Fig. 5o.
Soient D une développée, cp Fangle de la normale MM| avec la normale principale MIN, lie segment MP compris entre le point M et la projection P du point M| sur la normale principale. Les coordonnées ^^,y^J Zi du point M, sont données par les formules
i^Ti = ar -f- Iol' -f- la' tang^, Zi = z -f- /y' -^ l^ tangcp,
que Ton obtient en projetant la ligne brisée MPM| sur les trois axes. La tangente à la courbe décrite par le point M| doit être la droite MM| elle-même, ce qui exige que Ton ait
^^1 dyx dzx
xi — x yi—y zi—z
désignons par K. la valeur commune de ces rapports; la condition dXi = K{xt — x) s'écrit, en remplaçant Xi et dxt par leurs valeurs, et se servant des formules de Frenet,
ads(i— D ) + oL'(dl -h /tango 7=^ — K/j
H-a'L/(/tangcp) ^ — K/tang© = o.
Les conditions dyt= K{yi — y)y dzy=^ K{Zi — z) donneront deux relations toutes pareilles, que Ton déduira de la précédente en remplaçant a, a', cl" par jS, ^', p'^ puis par y, y', Y' ^^ déterminant des neuf cosinus étant égal à un, le système formé par ces
trois relations est équivalent au suivant
( (i-'r^jds = o, <f/-4-/tang<p Y=K/, I <f(/tang(p) 7p- = K/tangçp.
On tire de la première / := R, ce qui montre que le point P est le centre de courbure, et la droite PMi la droite polaire. Par conséquent, toutes les développées d^une courbe F sont sur la surface polaire. Pour achever de déterminer ces développées, nous n^avons plub qu'à éliminer K entre les deux dernières relations (58), en y remplaçant / par R; il reste, toutes réductions faites, ds^T d'f. L'angle (f s'obtient donc par une quadrature
Si Ton considère deux valeurs de l'angle y, correspondant à deux valeurs différentes de la constante Ço> '^i différence de ces deux angles reste constante tout le long de la courbe F. On voit donc que deuj: normales de la courbe F, gui sont tangentes à deux développées différentes, se coupent sous un angle constant. Si l'on connaît une famille de normales à F engendrant une surface développable, on obtiendra toutes les autres développables formées de normales, en faisant tourner les premières d'un angle constant, d'ailleurs arbitraire, autour du point où elles coupent F.
Remarque 1. — Si la courbe F est une courbe plane, T esi infini, et la formule précédente donne cp = Qo- La développée qui correspond à la valeur f o = o est la développée plane déjà étudiée, qui est aussi le lieu des centres de courbure. Les autres développées, en nombre infini, sont situées sur le cylindre ajanl pour section droite la développée ordinaire : ce sont des courbes gauches, appelées hélices, qui seront étudiées au paragraphe suivant. Ce cas est le seul où le lieu des centres de courbure soit en même temps une développée. Pour que la relation (59) soil vérifiée en prenant <f = 0, il faut que T soit infini ou que A = 0. La courbe est donc une courbe plane (n** 216).
Remarque 11. — Si la courbe D est une développée de F, in-
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versement F est nne développante de D. On a donc, en appelant St Tare de la développée compté dans un sens convenable,
dsl=:d(MM^); les développées d'une courbe sont donc des courbes rectifiables.
232. Hélices. — Soit G une courbe plane quelconque; si, de chaque point m de cette courbe, on porte sur la perpendiculaire au plan de G une longueur m M proportionnelle à Tare de la courbe G, compté à partir d'un point fixe A, le lieu du point M est une courbe gauche F, appelée hélice. Prenons pour plan des xy le plan de la courbe G, et soient
les expressions des coordonnées d'un point m de G en fonction de l'arc 9; les coordonnées du point correspondant M de la courbe T seront
K étant un facteur constant. Les fonctions / et (p vérifient d'ailleurs la relation y* -h 0'*= 1. Des formules (60) on tire, en appelant s Tare de T,
c^5» = (/'M 9'2-^ K*)cfj«=(i-i-K«)^cr«
et, par suite, s = j/n- K*-f- H ; si l'on compte les arcs 5 et c à partir d'un même point A de la courbe G, ce qui revient à faire H = o, on aura * = d/i -i- K*. Les cosinus directeurs de la tangente à F ont pour valeurs
Y étant indépendant de 7, on voit que la tangente fait un angle constant avec Oz. Gette propriété est caractéristique : Toute courbe dont les tangentes font un angle constant avec une direction fixe est une hélice. Pour le démontrer, prenons l'axe des z parallèle à celte direction, cl soit G la projection de la courbe considérée F sur le plan des xy\ on peut toujours écrire les équations de la courbe F
les fonctions/ et «p satisfaisant à la relation /'*-f- <p'*= i, ce qui revient à prendre pour variable indépendante l'arc a de la courbe G. On en déduit
pour que y soit constant, il faut et il suffit que ^' soit constant et, par G. 35
suite, que <K<j) soit de la forme K<j-hzo. Les équations de la courber seront de la forme (60), si l'on porte l'origine au point ar = o, / = o,
Z = Zq»
La formule —r — -k nous donne ici, puisque ^ «st constant, y ==<>• La
normale principale est donc perpendiculaire aux génératrices du cylindre; comme elle est, en outre, perpendiculaire à la tangente à l'hélice, c'est la normale au cylindre, et le plan osculateur est lui-même normal au cylindre. La binormale est donc située dans le plan tangent au cylindre et perpendiculaire à la tangente; ce qui montre qu'elle fait aussi un angle constant avec 0^.
dy' Y y'
La formule -^ - = — r ~ "t "^"^ donne ensuite, puisque y'=o,
1- -f- 7= = o, ce qui prouve que, dans une hélice, le rapport -^ est constant.
Kl K
Ces diverses propriétés sont caractéristiques d'une hélice. Démontrons,
T par exemple, que toute courbe, pour laquelle le rapport ^ est constant, est une hélice, (J. Bertrand.) On tire des formules de Frenet
^ "" rfp' "" 57 ■" R ~ H '
si H est constant, on aura en intégrant
a'-.Ha — A, p'^r-Hp-B, /=Hy — G,
A, B, G désignant trois nouvelles constantes. Ajoutons ces trois équations après les avoir multipliées respectivement par a, p, y : il vient
Aa-i-Bp-hGY = H, ce qu'on peut écrire
Ag-hB^ -f- Gy _ H
/A^^-i-B^H-G» y/A2^B«-hG»
sont les cosinus
y/A2-+-B«-T-Gi v/A*4-B*-i-G2 /A2_^B«-f-G« directeurs d'une certaine droite A, et la relation précédente exprime que la tangente fait un angle constant avec cette direction; la courbe considérée est donc une hélice.
Galculons encore le rayon de courbure. On a, en se reportant aux valeurs trouvées plus haut (61) pour a, p,
a! doL ^ rir, \ P' ' »/ X
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et par conséquent, puisque y' = o,
Le rapport — ^ — est donc indépendant de K; or, pour K = o, ce rapport se réduit à Finverse - du rayon de courbure de la section droite C,
comme il est facile de le vérifier (n** 205). La formule précédente peut donc s'écrire R = r(n-K*), ce qui montre que le rayon de courbure d'une hélice est dans un rapport constant avec le rayon de courbure de la courbe C.
Il est facile de déduire de là toutes les courbes pour lesquelles R et T
sont constants. En effet, le rapport ^ étant constant, ces courbes sont
des hélices, d'après le théorème de M. Bertrand. De plus, R étant constant, il en est de même du rayon de courbure r de la courbe G. Cette courbe C est donc une circonférence, et la courbe cherchée est une hélice tracée sur un cylindre de révolution. Cette proposition est due à M. Puiseux (' ).
^3. Courbes de M. Bertrand. — Les normales principales à une courbe plane sont en même temps les normales principales d'une infinité d'autres courbes planes, parallèles à la première. M. J. Bertrand s'est proposé de trouver les courbes gauches dont les normales principales sont aussi les normales principales d'une seconde courbe gauche. Supposons les coordonnées x^ y^ z d'un point exprimées en fonction de l'arc s\ sur chaque normale principale portons une longueur /, et soient X, Y, Z les coordonnées de l'extrémité
(6î) Xr^.r-r-/a', Y=7-r-/p', Zr=5-h/Y'.
Pour que la normale principale à la courbe F soit aussi la normale principale à la courbe V décrite par le point (X, Y, Z), il faut et il suffît que l'on ait les deux relations
a'd\ t-P'^Y-hy'^^-o,
oL\d\ ^2 Z - dZ d^ \) -H ?'(rfZ e/« X — d\ d^ Z) -t- y'(^X ^î y - d\ d*- \) = C),
dont la signification est bien claire. On tire de la première dl — o, ce qui prouve que la lonj^iieur / doit être constante. En remplaçant ensuite dans la seconde d\, e/*X, d\, ... par leurs valeurs déduites des formules de Frenet et de celles qu'on obtient en les différentiant, il reste, toutes rédiie-
(') La démonstration suppose qu'il s'agit de courbes réelles, car on a supposé plus haut que A-H-B'-f-C^ n'était pas nul {voir la thèse de M. Lyon Sur tes courbes à torsion constante, iH(jo).
lions faites,
et l'on en tire, en intégrant, la relation
/' désignant une nouvelle constante. Les courbes cherchées sont donc celles pour lesquelles il existe une relation linéaire entre la courbure et la torsion. On voit de plus que la condition est suffisante et la longueur / est donnée par la relation (65) elle-même.
Un cas particulier remarquable avait déjà été étudié par Monge; c'est celui où le rayon de courbure est constant. La relation (65) devient alors / = R, et la courbe V représentée par les formules (64) est le lieu des centres de courbure de la courbe T, Des formules (64) on tire, en supposant / = R = constante,
dX^-^a'ds, rfY = - 5 p'rf,, rfZ = - 5 ^-dt,
ce qui montre que la tangente à la courbe F' est la droite polaire de F. Le rayon de courbure R' de V est donné à son tour par la formule
on voit que ce rayon de courbure est aussi constant et égal à R, et il y a réciprocité entre les deux courbes F, F'; chacune d'elles est Taréie de rebroussement de la surface polaire de l'autre. Toutes ces propriétés sont faciles à vérifier directement sur l'hélice circulaire.
Remarque, — Il est facile d'avoir des formules générales représentant toutes les courbes gauches dont le rayon de courbure est constant et égal à R. Soient a, p, y ^^^^^ fonctions d'un paramètre variable satisfaisant à la relation a* -h p*-f- y*= '• Les formules
(66) \ = Rfad7, Y = RAtf(i, Z^^l^Ç^d^,^
où l'on a posé dfs = \/û^a*H- d^^-k- d-(^y représentent une courbe répondant à la question, et il est aisé de démontrer qu'on les obtient toutes de cette façon. En effet, a, p, y ^^^^ précisément les cosinus directeurs de la tangente, et (j est l'arc de riudicalrice sphérique (n* 225).
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234. Contact de deux cotirbes. — L'ordre de contact de deux courbes gauches se définit comme pour les courbes planes. Considérons deux courbes F, F', tangentes en un point commun A; soit M un point de F voisin de A, auquel on fait correspondre un point M' de F' d'après une loi quelconque, de telle façon que les deux points M, M' tendent simultanément vers le point A. Nous allons chercher quel est Tordre infinitésimal maximum de MM' par rapport à l'arc AM considéré comme infiniment petit principal; si cet ordre est /i + i, nous dirons que les deux courbes ont un contact d'ordre n.
Rapportons les deux courbes à un système d'axes rectangulaires (*), le plan des yz n'étant pas parallèle à la tangente commune, et supposons d'abord leurs équations mises sous la forme
suivante :
i y=:/(x). ^ , I Y = Frx).
I 5 = o(r), ( Z = *(ar).
Si j?o? y^'i ^0 sont les coordonnées du point de contact, les coordonnées des deux points M, M' sont respectivement
yi[xQ-hh, f{xQ-{-h), o(ro-+-A)], M'[aro-{-X:, F(aroH-X-), ^{xq-^ k)],
k élant une fonction de h qui dépend de la loi de correspondance établie, et qui s'annule avec A. On peut encore prendre h pour infiniment petit principal au lieu de Tare AM (n** 211), et, pour que MM' soit un infiniment petit d'ordre n-f-i, il faut que chacune des différences
k — hy ¥{xQ-^k)—f{xo-^ A), *(a:o-h X-) — <p(a?oH- A)
soit un infiniment petit d'ordre n -j- i au moins. On doit donc
avoir
k — h = OLh^+i. F (xo-^ k) -^/{xo-h h) = pA«+»,
^(xo-^k) — <^(xo-\-h) = yh"^\ a, p, Y restant finis lorsque h tend vers zéro; en remplaçant k par
( ' ) Il est facile de voir que celte hypothèse n'est Jiullement nécessaire pour la suite, en se reportant à la formule qui donne la distance de deux points en coordonnées obliques.
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sa valeur A-HaA^+^j les deux dernières conditions deviennent
F(xo-f- A-4- a A«-+-*) — /(a7oH- h) = p A«+i, <i>(aro-f- AH-aA»+») — o(aroH-A) = y^**"^'-
En développant F(a:o4- h + aA«+') et ^(^0+ ^ + aA«+') parla formule de Taylor, tous les termes qui dépendent de a contiendront A''^* en facteur, et les différences
F(a7o-^ A)— /(aro-f-Zi). *(aro-4- A) — <p(xo-^- A>
devront être d'ordre n -4- i au moins. Il s'ensuit que, si la dislance MM' est d'ordre /i -f- i , la distance MN des points M, N des deux courbes qui ont même abscisse (^o-*- A) est d'ordre n 4-1 au moins. On obtiendra donc l'ordre infinitésimal maximum en faisant correspondre tes points des deux courbes qui ont même abscisse.
Il est facile d'évaluer cet ordre. Les deux courbes étant tangentes, on a les relations
/(aro) = F(xo\ f{x.) = F\x,), <p(ro) = 4»(a?o), <p'(a7o) = *'(a'o);
supposons que l'on ait en outre, pour prendre le cas général,
l'une au moins des différences
n'étant pas nulle. La distance MM' sera d'ordre nH- i , et il y aura un contact d'ordre n. Le résultat peut encore s'énoncer comme il suit : Pour avoir l'ordre de contact des deux courbes F, F', il suffit de considérer les projections (C, C) et (C|, C'i) de ces courbes sur les deux plans a:Oy elxOz^ d'évaluer l'ordre de contact de C avec C, celui de G| avec G',, et de prendre le plus petit de ces deux nombres.
Lorsque les courbes F, F' sont représentées par les formules
(F) ar=/(r), ^-?(0, -^ = ^(0.
(n X=/(«\ Y = <ï»(a), Z = iir(a),
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ces courbes sont tangentes en un point si, pour u = t = toy on a
nous supposerons qu'au point de contact la tangente n'est pas parallèle au plan des yz, c'est-à-dire que/'(/o) n'est pas nul. Les points des deux courbes qui ont même abscisse correspondent à une même valeur de t. Pour qu'il y ait un contact d'ordre n, il faut et il suffit que ^(/) — ?(^), ^(') ~ ^(0 soient des infiniment petits d'ordre n -^ i par rapport à t — r©, c'est-à-dire que
Ton ait
*'('o) = ?'(*o), . . . , *<«'(^o) = ^^^Uto).
"P'ito) = f (<o), . . ., ^««K'o) - f^Htoh
l'nne au moins des différences
n'étant pas nulle.
On ramène au cas précédent le cas où l'une des courbes F est représentée par les équations
(G7) ar=/(0, r = ?(0. ^^^(f). '
la courbe F' étant représentée par un s^^stème de deux équations
non résolues
F(x,yy z)=o, Fi(ar, j', z)r=o.
En reprenant les raisonnements du n°212, on démontre que, pour qu'il y ait un contact d'ordre n au point de F qui correspond à la valeur to de ^, on doit avoir
en posant
^(0 = F[/(0, ?(0, W)]. ^lin = Fi[/(o, ?(n, ^(0].
235. Courbes osculatrices. — Considérons, d'une part, une courbe déterminée F dont les coordonnées sont exprimées en fonction d'un paramètre par les formules (67); d'autre part, une famille de courbes F' dépendant de 2/1 + 2 paramètres a, 6, c, . . . , /, représentées par les équations
On peut en général disposer de ces an -+- 2 paramètres de façon que l'une des courbes de celle famille ail un contact d'ordre n avec la cqurbe F en un point donné. La courbe ainsi obtenue est dite osculatrice à F. Les équations qui délerminentles paramètres Uj bj Cj . . . , / sont précisément les 2 /i -h 2 équations (68) écrites plus haut. Il est à remarquer que ces équations ne peuvent être compatibles que si chacune des fonctions F, F, contient au moins n 4- 1 paramètres. Par exemple, si les courbes F' sont des courbes planes, l'une des équations (69) ne renferme que trois paramètres; une courbe plane ne peut donc avoir avec une courbe gauche un contact d'ordre supérieur au second, en un point pris au hasard sur la courbe gauche.
Appliquons cette théorie aux courbes les plus simples, la droite et le cercle. Une droite dépend de quatre paramètres; la droite osculatrice aura donc un contact du premier ordre. Il est facile de vérifier qu'elle se confond avec la tangente; si nous écrivons les équations de la droite
les équations (68) deviennent en effet, pour un point (^0? J'oi ^o ' d'une courbe F,
et Ton en tire
on retrouve bien les équations de la tangente. Pour que la tangente eût avec la courbe un contact du second ordre, il faudrait que Ton eût x^ ~ ^5^, y"^^ = 65^, et par conséquent,
^0 ri ^'0 '
les points où il en est ainsi ont été signalés plus haut (n"* 217 *. Un cercle dans l'espace dépend de six paramètres; le cercle osculateur aura donc un contact du second ordre. Ecrivons les équations du cercle
V{x,y, z) — \{x -~ a) ->rY^{y — b)-r- C{z — c) =0,
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les paramètres variables étant a, 6, c, R, et les rapports de deux des coefficients A, B, C au troisième. Les équations qui déterminent les valeurs de ces paramètres sont alors, en supposant x^ y, z remplacées par /(/), 'f (/), '}(^) respectivement,
dop cl y ^ dz
dt dt dt
df^ dt^ dt^ '
, dx dv dz
d^r , , d^y , d^ z dx'*- - dy^ - dz^
^ dt^ ^-^ dl^ ' dt^ <://'
La seconde et la troisième de ces relations montrent que le plan du cercle osculaleur est le plan osculateur lui-même. Quant aux deux dernières équations, elles représentent respectivement, quand on y regarde a, b, c comme des coordonnées courantes, le plan normal au point {Xj y, z) et le plan normal infiniment voisin. Le centre du cercle osculateur est donc à l'intersection du plan osculateur et de la droite polaire. Le cercle osculateur se confond par conséquent avec le cercle de courbure, comme on pouvait le prévoir a prlon\ en observant que deux courbes qui ont un contact du second ordre ont même cercle de courbure, puisque j^', z', y", z!' sont les mêmes pour les deux courbes.
236. Contact d'une courbe et d'une surface. - Considérons une surface S et une courbe F tangente en un point A à celte surface. A un point M de la courbe voisin du point A, faisons correspondre, d'après une loi arbitraire, un point M' de la surface, de façon que les deux points M et M' tendent en même temps vers le point A. Nous allons d'abord chercher comment il faut prendre le point M' pour que Tordre infinitésimal de MM' par rapport à l'arc AM soit le plus grand possible. Rapportons la figure à trois axes de coordonnées rectangulaires choisis de telle façon que la tangente à la courbe T ne soit pas parallèle au plan desyZj et que le plan tan-
gent à ]a surface ne soit pas parallèle à Oz, Soient Xq, y^^ z^ les coordonnées du point A, Z = Y^x^y) l'équation de la surface S, yz=if(^x)^ z = o{x) les équations de F, et imaginons que, dans lin certain mode de correspondance, MM' soit un infiniment petit d'ordre /H- i . Les coordonnées x, y y z du point M sont
appelons X, Y, Zr=F(X, Y) les coordonnées de M'. Pour que MM' soit d'ordre /i -f- i par rapport à l'arc AM ou, ce qui revient au même, par rapport à A, il faut que chacune des différences X — x,Y — y y Z — z soit un inHnimcnt petit d'ordre n -i- i au moins. On doit donc avoir
X — a-=r-aA«+i, Y —y=: pA«+«, Z — 5 = F(X, Y) — ^ ^ Y^""^^
a, p, Y restant finis pour /i = o, et par suite
F{x-hOLh^-^\y -i- p^n+i)— z = yA»-»-*.
La différence F(x, y) — z sera donc elle-même d'ordre n -r i au moins. (]eci prouve que, si l'on fait correspondre au point M de F le point N de S où la parallèle k Oz perce la surface, l'ordre infinitésimal de MN est au moins égal à celui de MM'. On aura donc l'ordre de contact de la surface et de la courbe en cherchant l'ordre infinitésimal de MN par rapport à l'arc AM on à h. On peut dire encore que c'est l'ordre de contact de F avec la courbe F' qui est la trace sur la surface du cylindre projetant F parallèlement à Oz, (Il est clair d'ailleurs que la direction Ae Oz peut être une direction quelconque non parallèle au plan tangent.)
Les équations de la courbe F' sont
y =f(x\ Z --. V\x,f(x)] = <i»(ar);
et l'on a, par hypothèse,
^(XQ^ rrz 0{Xq), *'(^o) ^ ©' ( ^0 ) '.
si l'on a, en outre,
Va courbe et la surface ont un contact d'ordre n. Observons que l'équation <i>{x) = ^{x) donne les abscisses des points d'iniersec-
IV. — CONTACT DES COURBES GAUCHES, ETC
lion de la courbe et de la surface; les conditions pour qu'il y ait un contact d'ordre n en un point A expriment qu'il y a n -h i points de rencontre confondus avec le point A.
Prenons encore le cas où la courbe F est représentée par les équations x=f(t)y ^ = (p(^), z = ^{t)^ et la surface S par l'équation F{x, y, z) = o. La courbe F', définie tout à l'heure, sera représentée par les équations x =/{t)^ y = <f{t), z = Tz{t), la fonction u(/) étant définie par la relation
Pour que F et F' aient un contact d'ordre /i, il faut que tî(/) — ^{t) soit un infiniment petit d'ordre n -h i par rapport à ^ — toj c'està-dire que l'on ait
On peut encore écrire ces conditions, S{t) ayant la même signification que plus haut (n" 234),
elles expriment que la courbe et la surface ont (/i-^-i) points communs confondus au point de contact.
Si la surface S dépend de /i H- i paramètres a^ by Cy ...,/, on peut en disposer de façon que cette surface ait un contact d'ordre n avec une courbe donnée, en un point donné; la surface ainsi obtenue est dite osculatrice.
Dans le cas d'un plan, on a trois paramètres; les équations qui déterminent ces paramètres sont les suivantes
A/(0 -hBofr') -\-C^[t) -+-D^o, A/'(0 + Bcp'(0+Gf(0 :-o,
On a bien les équations qui déterminent le plan osculateur, et Ton voit que le contact est en général du second ordre. Pour que le contact fût d'ordre plus élevé, il faudrait que l'on eût
c'est-à-dire que le plan osculateur fût slalionnaire.
237. Sphère osculatrice. — Une sphère dépend de quatre paramètres; la sphère osculatrice a donc un contact du troisième ordre.
Pour simplifier les calculs, supposons les coordonnées or, y^ z d'un point de la courbe F exprimées en fonction de Tare s de cette courbe. Pour que la sphère de centre (a, 6, c) et de rajon p ait un contact du troisième ordre avec la courbe F en un point donné de cette courbe, il faut et il suffit que l'on ait
en posant
.r, j^, z étant supposés exprimés en fonction de s. Les trois dernières conditions développées s'écrivent, en appliquant les formules de Frenet,
(s) ^ (jr — a)a-^-(^ — 6)3~(3 - c)y -^o,
.fis) -(x-a) ^-^( y- b)^^-^(z- 0)^-^1=^0,
'' ^'^ " "" ~ \\~ l R "" T j "■ -|ï- TR "^ T j
Ces trois équations déterminent a, 6, c. Or la première représente, quand on y regarde a, 6, c comme les coordonnées courantes, le plan normal à la courbe au point {x, y, 5), et les deux autres s'en déduisent en différentiant par rapport au paramètre variable s; le centre de la sphère osculatrice coïncide donc avec le point où la droite polaire touche son enveloppe. Pour résoudre ces trois équations, observons que la dernière peut s'écrire, en tenant compte des deux autres,
et l'on en tire facilement
a = a7-t-Ra — T ~ a% ds
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le rayon de la sphère osculatrice est donné par la formule
Si R est constant, le centre de la sphère osculatrice coïncide avec le centre de courbure; ce qui est bien d'accord avec un résultat déjà obtenu (n« 233).
238. Droites osculatrices à une surface. — Si les équations d'une courbe C dépendent de ^ -j- 2 paramètres variables, on peut disposer de ces paramètres de façon que cette courbe ait, avec une surface donnée S, en «un point donné M, un contact d'ordre n. En effet, en écrivant que la courbe C passe par le point M, et qu'elle y rencontre la surface S en w 4- i points confondus, on a en tout /i -h 2 équations pour déterminer les paramètres. Par exemple, une droite dépend de quatre paramètres; il existe donc, en chaque point d'une surface, une ou plusieurs droites ayant un contact du second ordre avec la surface. Pour déterminer ces droites, prenons pour origine le point considéré de la surface, l'axe des z n'étant pas dans le plan tangent, et soit z = ¥{x^ y) l'équation de la surface dans ce système d'axes. La droite cherchée passe évidemment par l'origine, et ses équations sont de la forme
l'équation cp = F(ap, 6p) doit admettre p = o pour racine triple, ce qui exige que l'on ait
c = ap -h bq,
o = a^r -h labs -i- 6* /,
/?, q^ r, Sy t désignant les valeurs des dérivées du premier et du second ordre de ¥{Xy y) pour x =:y=^o, La première de ces deux relations exprime que la droite cherchée est dans le plan tangent à la surface, ce qui était encore évident a priori. On voit
de plus que le rapport - est déterminé par une équation du second
degré, qui a ses racines réelles pourvu que s'^ — rt soit positif. En chaque point d'une surface, il y a donc en général deux droites, et deux seulement, qui ont un contact du second ordre
avec la surface; ces droites sont réelles ou imaginaires suivant le signe de s- — rt. Nous retrouverons ces deoix droites au Chapitre suivant, dans l'étude de la courbure des surfaces.
1. Trouver en termes finis les équations des développées de la courbe qui coupe sous un angle constant les génératrices rectilignes du cône circulaire droit; discussion.
[Licence : Marseille, juillet 1884.]
2. Existe-t-il des courbes gauches F telles que les points de rencontre d'un plan fixe P avec la tangente, la normale principale et la binormale soient les sommets d'un triangle équilatéral?
3. Soit r l'arôte de rebroussement d'une surface enveloppe de sphères (enveloppe des cercles caractéristiques); la courbe qui est le lieu du centre de la sphère variable est située sur la surface polaire de T. Réciproque.
-i. Etant donnée une courbe gauche F, par un point fixe O de l'espace on mène une droite parallèle à la droite polaire en un point M de F, et l'on porte sur cette droite une longueur ON égale au rayon de courbure de F au point M. Le point N décrit une courbe gauche F', qui correspond à la courbe F', lieu des centres de courbure de F, avec égalité et orthogonalité des éléments linéaires. Les rayons de courbure des deux courbes F et F' sont égaux aux points correspondants.
[ ROUQI ET.]
5. Si le rayon de la sphère osculatrice à une courbe gauche F a une longueur constante a, cette courbe est située sur une sphère de rayon a, à moins que je rayon de courbure ne soit constant et égal à a,
6. Pour que le lieu des centres de courbure d'une hélice tracée sur un cylindre soit une autre hélice tracée sur un cylindre parallèle au premier, il faut et il suffit que la section droite de celui-ci soit un cercle ou une spirale logarithmique. Dans le dernier cas, ces hélices sont situées sur des cônes de révolution de même axe et de même sommet.
[Tissor, i\ouvelles AnnaleSy t. XI; i852.]
7*. Si deux courbes gauches admettent les mêmes normales principales, les plans osculateurs de ces deux courbes aux points où elles coupent une même normale font un angle constant. Ces deux points et les centres de courbure des deux courbes déterminent quatre points dont le rapport enharmonique est constant. Le produit des rayons de torsion des deux courbes aux points correspondants est constant.
[ Paul Serret, Mannhbim, Schell.]
8*. Soient x^ y^ z les coordonnées rectangulaires d*un point d'une courbe gauche F, s Tare de cette courbe. On appelle courbe adjointe la courbe T© dont les coordonnées ont pour expressions
et courbes associées les courbes représentées par les équations
X — a: cos6 -HXosinÔ, Y — ^ cos6 -+- j^osinO, Z -- 5 cos6-+--5osin0,
où 6 est un angle constant. Trouver la disposition du trièdre fondamental pour ces nouvelles courbes, ainsi que les rayons de courbure et de torsion. Si la courbe F est à courbure constante, la courbe Fo est à torsion constante, et les courbes associées sont des courbes de M. Bertrand. En déduire les équations générales de ces dernières courbes.
9. Étant données deux courbes F, F', tangentes en un point A, on prend sur ces courbes, à partir du point A, et dans le même sens, deux arcs égaux très petits AM, AM'. Trouver la position limite de la droite MM'.
[Cauchy.]
10. Pour qu'une droite invariablement liée au trièdre fondamental d'une courbe gauche F, et passant par le sommet du trièdre, engendre une surface développable, il faut que cette droite se confonde avec la tangente, à moins que la courbe F ne soit une hélice. Dans ce cas, il y a une infinité de droites répondant à la question.
Pour une courbe de M. Bertrand, il existe deux paraboloïdes hyperboliques, invariablement liés au trièdre fondamental, dont toutes les génératrices engendrent des surfaces développables.
[Cesarù, Rivisla di Matematica, t. TF, 189a; p. i55.]
11'. Pour que les normales principales d'une courbe gauche soient Ic-^ binormales d'une autre courbe gauche, on doit avoir entre le rayon (h^ courbure et le rayon de torsion une relation de la forme
\\\^ T-"/ U' A et B étant des constantes.
[Manniieim; Comptes rendus, 1877.] Les cas où une droite menée par un point d'une courbe j^auche, et invariablement liée au trièdre fondamental, reste la normale principale ou la binormale d'une autre courbe gauche ont été étudiés par Pellet (Comptes rendus, mai 1887), par Cesarù (Nouvelles Annales, i888; p. i47)> P'»'' BaWlrand (Mat hesis, 189Î; p. 159).
12. Si le plan osculateur à une courbe gauche F reste tangent à une sphère fixe, de centre 0 : i^le plan mené par la tangente, perpendiculaire à la normale principale, passe par le point O : -2° le rapport du rayon de courbure au rayon de torsion est une fonction linéaire de l'arc. Réciproques.
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239. Formule fondamentale. Théorème de Meusnier. — Pour éludier la courbure d^une surface en un point M non singulier, nous la supposerons rapportée à un sjslème de trois axes rectan- «^ulaires, Taxe des z n'étant pas parallèle au plan tangent. Si la surface est analytique, elle sera représentée par une équation de la forme
la fonction F(:c, y) étant développable en série entière ordonnée suivant les puissances Ae x — Xq et de ^ — y^ dans le voisinage du point considéré (^o»>'o7 ^ù) (n® 194). Mais les raisonnements qui vont suivre n'exigent pas que la surface soit analytique; nous supposerons seulement que la fonction F(a:, y) et ses dérivées partielles du premier et du second ordre, que nous désignerons, suivant la notation de Monge, par/?, q^ r, 5, /, sont continues dans le voisinage des valeurs Xq^ y^. D'après l'équation du plan tangent, les cosinus directeurs de la normale à la surface sont proportionnels à/?, y, — i; si l'on adopte comme direction positive celle qui fait un angle aigu avec Oz, les cosinus directeurs X, jx, v sont donnés sans ambiguïté par les formules
Soit C une courbe située sur la surface et passant au point M; 1rs coordonnées d'un point de celte courbe sont des fonctions d'un paramètre variable qui vérifient identiquement l'équation (ij, et dont les diflérentielles satisfont par conséquent aux deux rela-
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lions
(3) dz =-p dx -\' q dy^
(4; d>z =^pd'^x ->r q d^y -\- r dx^-^isdxdy -^tdy'^\
la première de ces relations exprime que la tangente à la courbe C est située dans le plan tangent à la surface. Pour interpréter la seconde, nous exprimerons les difTérentielles au moyen d'éléments ayant une significatiop géométrique; or, si la variable indépendante est Tare 9 de la courbe C, on a
du ~ *' du" ^' d^ "^^ £/a« ~ R' é/a« " R* d<3^ ~ R'
a, p, Y, a', P', y', R ayant la signiGcation habituelle (n** 229). La formule (4) devient alors, en divisant les deux membres
pa^y/l+/?^-h5^^
ce qui peut encore s'écrire, d'après les formules (2),
Mais le numérateur W+ix^'+vy' représente précisément le cosinus de l'angle 0 que fait la direction de la normale principale à la courbe G avec la direction positive de la normale à la surface, et nous obtenons ainsi la formule fondamentale
qui est entièrement équivalente à la relation (4), et qui renferme par conséquent tout ce qui concerne la courbure des courbes situées sur la surface. Dans celte formule, le rayon de courbure R et le radical y/i -\- p^ -\- q^ sont des quantités positives, de sorte que cosO est du même signe que ra'--h 25ap ~\- t^^\ le signe de celle quantité indique donc si l'angle 0 est aigu ou obtus.
Considérons d'abord toutes les courbes situées sur la surface, passant au point M, et ayant en ce point le même plan osculaleur (distinct du plan langent). Toutes ces courbes ont même lan- G. 36
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gente, rintersection du plan osculateur avec le plan tangent à la surface; les cosinus a, p, y sont donc les mêmes pour tontes ces courbes. D^autre part, si l'on mène dans le plan osculateur une perpendiculaire à la tangente, la direction de la normale principale coïncide avec l'une des deux directions que l'on peut considérer sur cette droite. Soit (o l'angle de la normale à la surface avec l'une de ces directions; on doit avoir 0 = w, ou 0 = t: — w. Mais le signe de ra^-i- a^ap 4- ^^^ indique si l'angle 0 est aigu ou obtus; il s'ensuit que la direction de la normale principale esthi même pour toutes les courbes considérées. L'angle Q étant le même, il s'ensuit que le rayon de courbure R a aussi la même valeur et, par conséquent, toutes les courbes de la surface passant au point M, et ayant en ce point le même plan osculateur, ont aussi le même centre de courbure.
Il suffit donc d'étudier la courbure des sections planes faites dans la surface. Nous étudierons d'abord comment varie la courbure des diverses sections planes faites dans la surface par des plans passant par une même tangente MX. On peut supposer, sans nuire à la généralité, que l'on a, pour cette tangente, ra^-h 2 54^ -f- f ^^ > o, car il suffit de changer la direction positive de Oz pour que r, 5, t changent de signe. Pour toutes ces sections planes, on a donc cosO>o, et l'angle 8 est aigu. En particulier, soit R< le rayon de courbure de la section faite par le plan normal passant par MT; l'angle 0 correspondant est nul, et Ton a
Pour une section oblique dont le plan fait un angle 0 avec le plan de la section normale, le rayon de courbure R est donné par la formule (5). La comparaison de ces deux formules montre que l'on a
I cos6
ou R = R| cosO, relation qui exprime que le centre de courbure de la section oblique est la projection du centre de courbure de la section normale. C'est le théorème de Meusnier.
La formule précédente ramène l'étude de la courbure d'une
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section oblique à l'élude de la courbure d'une section normale. Nous exposerons tout à Theure les résultats dus à Euler; nous observerons d'abord que, pour une section normale, la formule (5) prendra deux formes différentes suivant le signe de ra^H- 25a^ + C^^. Afin d'éviter cet inconvénient, nous conviendrons dorénavant de désigner par R le rajon de courbure d'une section normale affecté d'un signe, le signe H- ou le signe — , suivant que la direction qui va du point M au centre de courbure coïncide avec la direction positive de la normale à la surface ou avec la direction opposée. Avec cette convention, R est donné dans les deux cas par la formule
qui fait connaître sans ambiguïté la position du centre de courbure.
De la formule (7) on déduit aisément la position de la surface par rapport à son plan langent dans le voisinage du point de contact. Si l'on a 5^ — rt <^0y le trinôme ra^4- 25ap -t- ^^^ conserve un signe constant, celui de r et de t^ lorsque le plan sécant tourne autour de la normale; toutes les sections normales ont leur centre de courbure du même côté du plan tangent, et sont par conséquent situées du même côté de ce plan; on dit que la surface est convexe au point considéré. Au contraire, si l'on a s^ — r^ >> o, le trinôme ra^-^ 2Sol^ -\- t^^ s'annule pour deux positions particulières du plan sécani; les sections normales correspondantes présentent un point d'inflexion. Lorsque le plan sécant est dans l'un des angles dièdres formés par ces deux plans, R est positif, et la section est au-dessus du plan langent; lorsque le plan sécani est dans l'angle dièdre supplémentaire, R est négatif et la section est au-dessous du plan tangent. La surface traverse donc le plan tangent dans le voisinage du point de contact; on dit qu'elle esta courbures opposées» Enfin, si s^ — rt= o, toutes les sections normales sont d'un même côté du plan tangent^ sauf l'une d'elles qui a un rayon de courbure infini et qui traverse en général le plan tangent; on dit que le point est un point parabolique,
U est facile de confirmer ces résultats par l'étude directe de la différence a = 5 — ;;' des valeurs de ;; pour un point de la sur-
face et le point du plan tangent en M qui se projettent en un même point {x^ y) sur le plan des xy. En effet, on a
et par suite, pour le point de contact (^o?^o)j on a
du ds' du
puis
dx-^~^^^' àj^""'^
dx^ ^ ^* 'dxdy " ^' 'dj^ ^ ^'
Si s^ — rt < o, a est maximum ou minimum au point M (n® 56), et, comme u est nul en ce point, u conserve un signe constant dans les environs; au contraire, si s^ — rf^ o, il n'y a ni maximum ni minimum pour l^, qui, par conséquent, ne garde pas le même signe dans le voisinage du point M.
240. Théorèmes dealer. Indicatrice. — Pour étudier la variation en grandeur du rayon de courbure d'une section normale, imaginons qu'on ait pris pour origine le point considéré de la surface et pour plan des xy le plan tangent à cette surface. On a, dans ce système d'axes, p —^q =^ o^ el la formule (7) devient
(8) vr — rcos^ç -+- 2 5COS9 sino H- f sin»(p,
(f étant l'angle que fait avec Oo: la trace du plan sécant sur le plan des xy. En égalant à zéro la dérivée du second membre, on trouve que R est maximum ou minimum pour deux directions rectangulaires. Afin d'étudier en détail la variation de R dans tous les cas particuliers possibles, il est commode d'employer la représentation géométrique suivante. Imaginons que sur la trace du plan sécant on porte une longueur Om égale à la racine carrée de la valeur absolue du rayon de courbure; ce point m décrira une courbe et il est clair que l'inspection de cette courbe supposée tracée fait connaître aussitôt la variation du rayon de courbure. Cela posé, examinons les trois cas possibles :
!<> 52 — rt<Co, Le rayon R a un signe constant; nous le supposerons positif. On a, pour les coordonnées du point m, $=:y^Rcos<p, 7|=y/Rsin«p, et Téquation de la courbe cherchée
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est par conséquent
(î)) rÇï-i-a^Çr, -^/rj«= i;
celle courbe est une ellipse appelée indicatrice, qui a pour centre rorîgine. On voit que R est maximum lorsque la trace du plan sécant coïncide avec le grand axe de l'ellipse et minimum lorsque cette trace coïncide avec le petit axe, et que deux plans sécants dont les traces sont également inclinées sur les axes de l'indicatrice donnent la même valeur pour R. Les sections normales passant par les axes de Tindicalrice s'appellent les sections normales principales et les rayons de courbure correspondants sont les rayons de courbure principaux. Si Ton a pris pour axes des X et des y les axes mêmes de l'indicatrice, on a, dans ce système d'axes, 5 = 0, et la formule (8) devient
— — r cosses -H ^ sin*o ; K * '
les rayons de courbure principaux R| et R2 s'obtiennent en faisant ç = o, ou j r^ -. On a donc — r^ r, t.- = f, et par suite I cos*o siii'o
2° 5^ - /•/ > o. Les sections normales correspondant aux valeurs de l'angle ^, racines de l'équation
r C()s*cp -h 25 coso sino -4- t sin^a — o
ont un rayon de courbure infini. Soient L', OL,, L'^OLj les traces de ces deux plans sur xOy, Lorsque la trace du plan sécant est comprise dans l'angle LiOLj, par exemple, le trinôme est positif et, en employant la même représentation que dans le premier cas, on voit que la portion correspondante de l'indicatrice est représentée par l'équation
c'est une hyperbole ayant pour asymptotes les droites L'^OLi et LjOL2. Lorsque la trace du plan sécant est comprise dans l'angle LJ^OL, , on a R < o et, pour avoir la portion correspondante de l'indicatrice, on doit poser
J — /— R coscp, r^ = / — R sino,
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ce qui conduit à l'équalion de Thyperbole conjuguée de la précé-
denle
rj*-f- asjr^ -^ ^y^*— - i.
L'ensemble de ces deux hyperboles conjuguées perraet encore de se faire une idée de la variation du rayon de courbure d*une section normale. Si Ton prend pour axes de coordonnées les axes de ces hyperboles, la formule générale (8) prend encore la forme (lo), R| et R2 désignant les deux rayons de courbure principaux, dont l'un est positif, l'autre négatif.
3" s^ — rt =: o. Dans ce cas, le rayon de courbure R conserve un signe constant, le signe -{- par exemple. L'indicatrice est encore représentée par l'équation (9); mais cette courbe, étant du genre parabole et ayant pour centre l'origine, se compose forcément de deux droites parallèles. Si l'on a pris l'axe des y paral- It'le à ces deux droites, on doit avoir dans ce système d'axes s = Oj ^ = o, et la formule générale (8) prend la forme
^ — rcos*©, n •
I _ cos'c
On peut aussi la considérer comme un cas limite de la formule (10), obtenu en supposant que l'un des rayons de courbure principaux R2 devient infini.
Les formules d'Euler peuvent aussi s'établir sans avoir besoin de la formule préliminaire (5). Le point de la surface étant pris pour origine et le plan tangent pour plan des ary^ on peut écrire, en poussant le développement de z par la formule de Taylor jusqu'aux termes du troisième ordre,
r.T^ - 1SXV -^- tv^
les termes non écrits étant du troisième ordre, ou d'ordre plus élevé. Pour avoir le rayon de courbure de la section faite par le plan j' ~ xtang^, on peut faire d'abord la transformation de coordonnées
X — ar'cos© — y' sino, y — x sin© -T-j''cos<p,
et poser ensuite^'' — o, ce qui donne le développement de z suivant les
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puissances de x'
_ r cos'© - - is sino cosrp a- t sin'îp ,,
et, en appliquant la remarque du n* 214, nous retrouvons la formule (8).
Remarques, — La courbe d'intersection de la surface par son plan tangent, qui a pour équation
o = rx^-^isxy -\~ ty^-{- Oz{x^ ^) — .. .,
présente un point double à Torigine, et les tangentes au point double sont précisément les tangentes asymptotiques. Plus généralement, si deux surfaces S, Si sont tangentes à l'origine au plan des xy^ la projection de la courbe d'intersection sur le plan des xy a pour équation
7*1. 5i, ti ayant la même signification pour la surface Si que r, Sy t pour la surface S. La nature du point double dépend du signe de l'expression (5 — SxY — (/• — rx){t — tx)\ si celle-ci est nulle, la courbe d'intersection présente en général un point de rebroussement.
En résumé, il existe en chaque point d'une surface quatre positions remarquables pour les tangentes à celte surface; deux tangentes rectangulaires pour lesquelles le rayon de courbure K est maximum ou minimum, et deux tangentes asymptotiques ou tangentes principales pour lesquelles R est infini. On obtient celles-ci en égalant à zéro le trinôme ra^-^ 2 5aP 4- ^^^ [cf. n° 238). Nous allons montrer maintenant comment on détermine les seclions normales principales et les rayons de courbure principaux dans un système d'axes rectangulaires quelconque.
241. Rayons de courbure principaux. — A une valeur donnée pour R correspondent en général deux sections normales, dont le rayon de courbure correspondant a la valeur donnée; il n'y a d'exception que si R est égal à l'un des rayons de courbure principaux, et il n'y a dans ce cas que la section normale principale correspondante qui admette ce rayon de courbure. Pour déterminer les sections normales dont le rayon de courbure est R, nous avons à déterminer a, p, y par les trois relations
ra2-^2Jap -+- ^p*, ^{=P^^Ç?i a* -H P*
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dont il est facile de former une combinaison homogène et de degré zéro en a, p,
le rapport ° est donc fourni par l'équation
a«(i-f-/>«— rD)-t-2aP(/?ç — 5D)-*- p«(i -+- ç'— ^D) r^^ o,
où l'on pose R = D ^'n-/?^-i-y^. Si cette équation admet une racine double, cette racine annule à la fois les deux dérivées partielles du premier membre par rapport à a et à p,
a(i -+-/?«— rD) -h P(/?9 — 5D) = o,
en éliminant a et ^, on obtient Téquation qui donne les rayons de courbure principaux, équation qui s'écrit, en remplaçant D par sa valeur,
Si, au contraire, on élimine D entre les relations (12), on obtient une équation du second degré qui détermine les traces sur le plan tangent des sections normales principales
^'^^ I ^ap[(i-h/>*)f-(i + ^«)r]-f-p«[/>5rf_(n.^«)5] =0,
D'après la nature même de la question, les racines des équations (i3) et (i4) sont toujours réelles; ce qu'il est aisé de vérifier par un calcul direct.
Pour que l'équation en R ait ses racines égales, il faudra que l'indicatrice soit un cercle, et toutes les sections normales auront alors le même rayon de courbure. Le second membre de la formule (11) devra donc être indépendant du rapport ^, et il faudra pour cela que l'on ait
/ CN r S t
l-f-/?' pq I -i- ^*
Les points qui satisfont à ces conditions s'appellent des ombilics. En ces points, l'équation (i4) se réduit à une identité, puisque tout diamètre d'un cercle est aussi un axe de symétrie.
l. - COLBBUBK DKS COURBES TRACÉES SUR UNE SURFACE. 56g
On peut quelquefois déterminer, par des consîdéralions géoraélriques, les sections normales principales d'une surface. Par exemple, si une surface S admet un plan de symétrie passant par un point M de cette surface, il est clair que la droite d'intersection de ce plan avec le plan tangent en M est un axe de symétrie de l'indicatrice, et la section par le plan de symétrie est une des sections normales principales. Ainsi, en un point d'une surface de révolution, la méridienne est une des sections normales principales; le plan de la seconde section normale principale passe donc par la normale à la surface et la tangente au parallèle. Or on connaît le centre de courbure de l'une des sections obliques passant par la tangente au parallèle, le centre du parallèle lui-même. Il en résulte, d'après le théorème de Meusnier, que le centre de courbure de la seconde section principale est au point de rencontre de la normale à la surface avec l'axe.
En un point d'une surface développable, on a s^ — rt = o, et l'indicatrice est un système de deux droites. Une des sections principales se confond avec la génératrice elle-même, et le rayon de courbure principal correspondant est infini. Le plan de la seconde section principale est perpendiculaire à la génératrice. Tous les points d'une surface développable sont paraboliques, et ce sont les seules surfaces possédant cette propriété (n° 222).
Si une surface non développable est convexe en certains points, à courbures opposées en d'autres points, elle possède, en général, une ligne de points paraboliques qui sépare les régions pour lesquelles s^ — rt est positif des régions pour lesquelles s* — rt est négatif. Par exemple, sur le tore, cette ligne est formée des deux parallèles extrêmes.
Sur une surface convexe, il n'y a en général qu'un certain nombre d'ombilics isolés les uns des autres. On démontre comme il suit que la seule surface réelle dont tous les points sont des ombilics est la sphère. Appelons encore X, fx, v les cosinus directeurs de la normale à la surface; en difTérentiant les formules (2), il vient
dx ""
pqt — ( I -f- q^)s
dx
pqs-(i^p*)f
relations qui deviennent, en tenant compte des formules (i5), dy ' ' ôx ~ "* dx ~~ dy'
La première prouve que X ne dépend que de x^ la seconde que fi. ne dépend
que de r; la valeur commune des dérivées -7-$ -r- est donc à la fois indé-
ox dy
pendante de ar et de^ : c'est une constante — • On en tire
^ >Ja^ — {^x — x^Y—{y -yo)-
et la valeur de z, obtenue par l'intégration, est
on retrouve bien Téquation d'une sphère. On verrait de même que, si l'on
^ ^ = 2p =0, la surface est un plan. Mais les relations (i5) admettent
en outre une infinité de solutions imaginaires, qui satisfont à l'équation I -!-/?*-{- y* = o, comme on peut le vérifier en diiïérentiant cette relation par rapport à a? et par rapport à y.
II. LIGNES ASYMPTOTIQUES. LIGNES CONJUGUÉES
242. Définition et propriétés des lignes asymptotiques. — Sur
une surface à courbures opposées, il y a en chaque point deux tangentes pour lesquelles la section normale correspondante a un rayon de courbure infini : ce sont les asymptotes de l'indicatrice. On appelle lignes asymptotiques les lignes situées sur la surface ({ui sont tangentes en chacun de leurs points à Tune de ces asymptotes. Quand on se déplace sur une courbe située sur la surface, les différentielles dx, dy^ dz sont proportionnelles aux cosinus directeurs a, p, y de la tangente; pour une tangente asymptotique, on a ra^-j- a^a^ 4- ^^2-— q^ et pj^r conséquent, tout le
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long d'une ligne asymptotique, on doit avoir (i6) rdx^-^'xsdxdy--tdy^z=o.
L'équalion de la surface étant supposée résolue par rapport à z^ si Ton remplace r, 5, t par leurs valeurs en fonction des variables
x^ y^ on tire de l'équation précédente deux valeurs pour -^
nous verrons plus tard que chacune de ces équations admet une infinité d'intégrales, et que chaque couple de valeurs {xq^ y^) détermine en général une intégrale et une seule. Par chaque point (le la surface il passe donc en général deux lignes asjmptotiques et deux seulement; leur ensemble forme un double système de lignes sur la surface.
On peut encore définir les lignes asymptotiques par la propriété suivante qui ne fait intervenir aucune relation métrique. Ce sont les lignes de la surface dont le plan osculateur coïncide avec le plan tangent. En effet, pour que le plan osculateur coïncide avec le plan tangent, il faut et il suffit que Ton ait à la fois (n°2I3)
dz— p dx — q dy — Oy d-z — p d'^x — q d'^y = o ;
la première relation est vérifiée pour toute courbe située sur la surface et, en la différenliant, il vient
d*z — p d*x — q d^y — dp dx - dq dy —- o.
La seconde condition peut donc être remplacée par celle-ci, ne renfermant que les différentielles du premier ordre
(18) dp dx - dq dy r- o,
qui est identique à la relation (16). D'ailleurs, il est facile de se rendre compte de Tidentilé des deux définitions. Le rayon dtî courbure de la section normale tangente à une asymptote de Tindicatrice étant infini, il en serait de même, d'après le théorème de Meusnier, du rayon de courbure de la ligne asymptotique, à moins que le plan osculateur ne soit perpendiculaire à la normale et, dans ce cas, le théorème de Meusnier devient illusoire. Le plan osculateur à une ligne asymptotique doit donc coïncider avec le
plan tangent, à moins que le rayon de courbure ne soit constamment infini; dans ce cas, on aurait une ligne droite, dont le plan osculateur est indéterminé. Il résulte évidemment de cette propriété que les lignes asjmptotiques se conservent dans toute transformation homographique. On voit aussi que Téqualion différentielle est la même, que les axes soient rectangulaires ou obliques, car Téquation du plan osculateur est toujours la même. Les lignes asjmptotiques d'une surface S n'existent évidemment que si la surface est à courbures opposées. Cependant, lorsque la surface est analytique, Téquation difi*érentielle (i6) admet toujours une infinité d'intégrales, réelles ou imaginaires, quel que soit le signe de 5'^— rt. Par extension, nous dirons qu'une surface convexe analytique admet deux systèmes de lignes asj'mptotiques imaginaires. Ainsi, les lignes asymptoliques d'un hyperboloïde à une nappe sont les deux systèmes de génératrices rectilignes; pour un ellipsoïde ou une sphère, ces génératrices sont imaginaires, mais elles satisfont encore à l'équation différentielle des lignes asymptotiques.
Exemple, — Soit à trouver les lignes asymptotiques de la surface
z — x^^y^ ; on a
r ~ m{m — \)x^-^y^y 5 = mna?'"-»/" *, r — nf /i — r»x'"j«-',
et l'équation différentielle (16) peut s'écrire
- f y <i^\^ f y dx\ .
""^""-'^^dy) " ■'""\j.dy} ' "' "-'^ = °- On en tire deux valeurs, Ai et /ij, pour le rapport - -7-» les deux familles
de lignes asymptotiques se projettent sur le plan des xy suivant les courbes
243. Équation différentielle en coordonnées quelconques. — Supposons les coordonnées d'un point d'une surface exprimées au moyen de deux paramètres variables «, v^
nous partirons de la seconde définition pour établir l'équation différentielle des lignes asymptotiques. Formons d'abord l'équa-
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tion du plan tangent
(ao) A(X~ a:)-4-B(Y — >')H-G(Z — z) = o;
les coefficients A, B, C doivent satisfaire aux deux relations
i A î^ B -^ C ^ — \ du du du ~ *
l dv dv dv '
qui déterminent les rapports de deux des coefficients A, B, C au troisième (n° 39). Ces coefficients étant calculés, on doit avoir pour une ligne asymptoliqiie
A dx -Bdy r- C dz ~ o, Ad^x-i-hd^y-r-Cd^z r=z o;
la première est encore satisfaite d'elle-même, et, en la difTérentiant, on voit que la seconde peut être remplacée par
( TA ) dA dx ^ dB dy -r- dC dz = o ;
c'est l'équation différentielle cherchée. Si, par exemple, on prend dans les formules (21) C= — i,AetB représentent respectivement les dérivées partielles p et g de z par rapport à ;r et à ^, et l'équation (22) est identique à l'équation (18).
Exemples. — Prenons par exemple la surface conoïde z = <p ( — ) • On
peut poser x = Uy y = uv^ z — ^d'), et les relations (21) deviennent
A-hBv = o, Bi/ — Gcp'(i;) -t: o;
on y satisfait en prenant (î = — a, A = — v(^'(v), B = ^'(i^)^ et l'équation (iifTérentielle (aa) est ici
Mcp' (p) dv^— 2(^'(p) du dv — o.
On a d'abord la solutions = const. qui donne les génératrices rectilignes ; en divisant par dv^ il reste l'équation
o" ( V ) dv 0. du
d'où l'on tire w*= Gcp'(p), et les projections des lignes asymptotiques du second système sur le plan des xy ont pour équation
..= Co-(l),
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Citons eocore les surfaces signalées par M. Jamet, dont J'équation peut être ramenée à la forme
En prenant pour variables indépendantes 2 et ~ — u, Féquation diiïérentielle des lignes asymptotiques est
et s'intègre par deux quadratures.
Une surface hélicoïde est représentée par les équations
j?=pcosa), ^ — psinai, 5 — /(p) -h Aoi;
nous laissons au lecteur le soin de démontrer que Téquation différentielle des lignes asymptotiques -est
p/'(p ) d^' — ihdiii dp -+- p*/'(p)<ia>*= o;
on en tire encore a> par une quadrature.
241. Lignes asymptotiques des surfaces réglées. — D'une façon générale, Pélimination de A, B, C entre les équations (21) et la relation Ad^x -r- Bd^y -^Cd^z = o conduit à l'équation différentielle des lignes asymptotiques
du du du
(•23) \ à/ ào d^
i di^ dv dv
Cette équation ne renferme pas les différentielles du second ordre d^u ei d^v; on a, en effet,
d':c^.f- d^u-^^dU'^. ''Idu*+-,pL dudç + Çld.*, du dç du^ dudv dv^
et Ton a pour d^y et d^z des expressions analogues. En retranchant de la troisième ligne du déterminant (28) la première ligne
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multipliée par d'^u et la deuxième multipliée par d^if, il reste
du^
^1 du
if
dv d^f
d<^ d^ du du
du dv
duO\>
dudv •
d^ dvi
dv*
en développant par rapport aux éléments de la troisième ligne et ordonnant par rapport à du et rft^, cette équation s'écrit
( 'Jt\ ) D du^ -f- 2 D' du dv -f- D Vi^^ = o,
D, D', D" désignant les trois déterminants
' dx
dy
dz
1 dx
ày
du
du
du
' du
du
du '
dx
dy
dz
dy
àz !
dv
dv
dv
dv
dv
dv
du*
du*
du* 0" =
dv d*x dv*
dy du
ày
dv
d*y dv*
1 dudv
dz 1 du j dz dv d*z dv*
dudv
dudv
Considérons, pour donner une application, les surfaces réglées. Toute surface réglée est représentée par des équations de la forme
X — xq-%u^ y =yii-^ ^Uy z = zo-^'fUj
^09 yo9 ^o> a, p, Y étant des fonctions d'un second paramètre variable (^. Lorsqu'on fait w =^ o, le point (^oîJKoî ^o) décrit une certaine courbe F sur la surface; au contraire, lorsque, i> restant constant, on fait varier m, le point décrit une génératrice rectiligne et la variable u est proportionnelle à la distance du point (x, y, z) au point (a?o, J^o» ^o) de la courbe F. On voit immédiatement sur les formules (25) que dans ce cas on a D = o,
tandis que D' est indépendant de u ; quant à Tf^
■au
c'est un polynôme du second degré en u. En divisant le premier membre de Téquation (24) par le facteur dif qui correspond aui génératrices rectiiignes, il reste, pour déterminer le second système de lignes asymptotiques, une équation différentielle de la forme
(26) ^+Lw«-t-Mw-hN=o,
L, M et N étant des fonctions de la variable v. Les équations de cette espèce jouissent de propriétés remarquables, qui seront établies plus tard. Ainsi on verra que le rapport anharmonique de quatre intégrales quelconques est constant; il en résulte que le rapport anharmonique des quatre points de rencontie d'une génératrice quelconque de la surface avec quatre lignes asymptotiques est constant, ce qui permet de trouver toutes ces lignes asymptotiques dès qu'on en connaît trois. On verra aussi que lorsqu'on connaît une ou deux intégrales de l'équation (26), on peut trouver toutes les autres par deux quadratures ou une seule quadrature.
Si toutes les génératrices de la surface rencontrent une droite fixe, cette droite est une ligne asymptotique du second système, et l'on aura toutes les autres par deux quadratures. Si la surface admet deux directrices rectiiignes, on connaît deux lignes asym|)lotiques, et il semblerait qu'il faudra une quadrature pour avoir les autres. Mais on peut obtenir un résultat plus précis. En effet, étant donnée une surface réglée admettant deux directrices rectiiignes, on peut effectuer une transformation homographique de façon que l'une de ces directrices s'éloigne à l'infini; la surface se change en une surface conoïde, et nous avons remarqué (n° 243) que les lignes asymptotiques d'une surface conoïde se déterminent sans aucune quadrature.
24-3. Lignes conjuguées. — On appelle tangentes conjuguées en un point d'une surface S deux droites passant par ce point,
II. — LIGNES ASYMPTOTIQUES. LIGNES CONJUGUÉES
situées dans le plan tangent, et formant un système de diamètres conjugués de l'indicatrice. A toute tangente de la surface correspond évidemment une tangente conjuguée qui coïncide avec la première, si elle est une tangente principale et dans ce cas seulement. Soit z = F(x,y) l'équation de la surface; si m et m' sont les coefBcients angulaires des projections de deux tangentes conjuguées sur le plan des xy^ ces droites doivent être conjuguées harmoniques par rapport aux projections des deux tangentes principales de la surface, projections dont les coefficients angulaires sont racines de Téqualion
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que l'on ait
Étant donnée une courbe C située sur la surface S, le plan tangent à cette surface tout le long de la courbe C enveloppe une surface dévcloppable qui est tangente à la surface S tout le long de C'y en chaque point M de C, la génératrice de cette développable est la tangente conjuguée de la tangente à C.
Tout le long de la courbe C, x^y^ z^ p^ q sont fonctions d'un paramètre variable a; la génératrice de la surface dévcloppable est définie par les deux équations
— dz -\- p djr -\- q dy — dp{\ — x) — dq{Y —y) = o, dont la dernière se réduit à
T — >' _^ dp _ r dr -h s dy \ — X dq s dx -f- / dy
Soient m le coefficient angulaire de la projection de la tangente à C, m! le coefficient angulaire de la projection de la génératrice; la relation précédente est identique à la relation (27), car on a
dy Y-v ,
-^ = m, ;r; ^ rrz ni' \
dx A — X
ce qui démontre la proposition énoncée.
On dit que deux familles de courbes de la surface, dont chacune dépend d'un paramètre variable, forment un réseau conjugué, G. 37
lorsque les tangentes aux courbes des deux familles qui passent par un point quelconque de la surface y sont conjuguées. 11 existe évidemment une infinité de réseaux conjugués, car on peut se donner arbitrairement une des deux familles de courbes, et les courbes de la seconde famille sont déterminées par une équation différentielle du premier ordre.
Étant donnée une surface représentée par les équations (19), cherchons à quelles conditions les courbes u = const., v = const. forment un réseaa conjugué. Quand on se déplace sur la courbe v = const., la caractéristique du plan tangent est représentée par les deux équations
A(X-a:)-hB(Y— ^)4-C(Z — 5)=o,
du
pour que cette droite coïncide avec la tangente à la courbe u = const.,
Il . j. dx dy dz ., ^ ., ^^
dont les paramètres directeurs sont -r-» -7-» -r-* " faut et il suffit que
Ton ait
.^-4-B dç
ày T.-^
dv
dX du
dx dh
dv du
dv
dC dz du dv
mais, en diiïérentiant la première de ces relations par rapport à u^ on voit que la seconde peut être remplacée par la suivante
d^x dudv
du dv
à*z du dç
et réiimination de A, B, C entre les équations (21) et (28) conduit finalement à la condition nécessaire et suffisante •
dx du
ày
du
dz du
dx dv
ày
dv
dz di>
du di> du dif du d\>
On peut dire encore que cette condition exprime que x, y^ z sont trois intégrales d'une équation de la forme
()î9 _ w ^ dudv ~ du
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OÙ M et N sont des fonctions quelconques de w et de ^j; il suffira donc de connaître trois intégrales distinctes d'une équation quelconque de celte forme pour avoir les équations d'une surface rapportée à un système conjugué. Si, par exemple, on prend M = N = o, toute intégrale de l'équation (29) est la somme d'une fonction de a et d'une fonction de ^>; sur toute surface représentée par des équations de la forme
les courbes (u) et (v) forment donc un réseau conjugué.
Les surfaces de cette espèce sont appelées sur/aces de translation; elles peuvent être engendrées de deux façons différentes par la translation d'une courbe de forme invariable F, dont un point décrit une autre courbe F'. Considérons en effet les quatre points Mq, Mi, Mj, M de la surface, correspondant respectivement aux valeurs (uq^ çq), (a, t^o)> ("o» ^)t (u, i') des paramètres u^ ç. D'après les formules (3o), ces quatre points sont les sommets d'un parallélogramme. Si, laissant Vq fixe, on fait varier Uj Je point Ml décrit une courbe F de la surface; de même, si Uq reste fixe et qu'on fasse varier Vj le point Mj décrit une autre courbe F' de la surface. On peut donc considérer cette surface comme engendrée par la courbe F animée d'un mouvement de translation dans lequel le point M] décrit F', ou par la courbe F' animée d'un mouvement de translation dans lequel le point Mi décrit F. Il est évident, d'après ce mode de génération, que ces deux familles de courbes sont conjuguées; par exemple, les tangentes aux diverses positions de F', en tous les points de F, forment un cylindre circonscrit à la surface tout le long de F. Les tangentes à ces courbes sont donc conjuguées.
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246. Définition et propriétés. — Étant donnée une surface S, on appelle lignes de courbure les lignes telles que les normales à la surface aux différents points de Tune d'elles forment une surface développable. Soit z =zf(^x^ y) Téquation de la surface dans un système d'axes rectangulaires, les équations de la normale sont
pour que cette droite engendre une surface développable, il faut et il suffit que les deux équations (n° 223)
I —Zdp-hd{x-^pz) = o,
soient vérifiées pour une même valeur de Z, c'est-à-dire que Ton ait
d{x^pz) _ djy^qz) dp " dq '
OU, plus simplement,
dx-^pdz __ dy-hqdz dp ~" dq
En remplaçant dz, dp^ dq par leurs valeurs, on peut encore écrire cette équation
(i '\-p^)dx -¥-pq dy _ pqdx-h(i -^q^)dy ^ r dx -\- s dy s dx -h t dy
On tire de cette équation deux valeurs pour -^; ces valeurs
sont toujours réelles et distinctes, si la surface est réelle. En effet, si l'on remplace dx et dy par a et p respectivement, on a précisément l'équation formée plus haut qui détermine les traces des sections normales principales sur le plan tangent. Les tangentes aux lignes de courbure passant par un point coïncident donc avec les axes de l'indicatrice. La théorie des équations différentielles nous apprend que par tout point non singulier de la surface (autre qu'un ombilic) il passe une ligne de courbure, et une seulement, tangente à chacun des axes de Tindicatrice. Ces lignes sont toujours réelles si la surface est réelle; elles forment sur la surface un réseau qui est à la fois orthogonal et conjugué.
Exemple, — Soit à déterminer les lignes de courbure du paraboloïde
= 2>:.0na a
et réquation difTérentielle (33) devient ici
{a^-^y^)dx^= {a^-\-x^)dy^.
On en tire
dx , dy
/or* H- a* ^y--i-asi nous prenons, par exemple, le signe -h devant les deux radicaux, Tin-
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tégrale générale est représentée par Téquation
(x-h /x* -H a* ) (7 -h v/y*-ha*) = C, qui donne Tun des systèmes de lignes de courbure. Si Ton pose
(34) X = X /j^>4- a* -hy)/x^-^ «%
Féquation précédente peut encore s'écrire
d'après l'identité
(ar v(x*-i- a^-hy /a:'*-+-a*)'-H a*= [a:^ -f- /( .r* -h a* ) ( 7* H- a*)]*,
et il s'ensuit que les projections do l'un des systèmes de lignes de courbure sont représentées par l'équation (34), où X désigne une constante arbitraire. On verrait de même que les projections des lignes de courbure de l'autre système sont représentées par l'équation
(35) x^y^-ha^ — 7 /ar» -h a* = fx.
En tenant compte de l'équation du paraboloïde xy = az, les relations (34) et (35) peuvent encore s'écrire
or
^x'^-hz^ et v(r*-^ -*
représentent les distances du point (ar, 7, -s) au\ deux axes Oy et Ox respectivement. Les lignes de courbure du paraboloïde sont donc des courbes telles que la somme ou la différence des distances de Vun quelconque de leurs points aux deux axes Ox et Oy est constante.
247. Développée d'une surface. — Soit G une ligne de courbure de la surface S; lorsque le point M décrit la courbe C, la normale MN à la surface reste tangente à une courbe F. Appelons A le point de contact, et soient X, Y, Z ses coordonnées; la coordonnée Z est donnée par Tune quelconque des équations (Sa), qui se réduisent à une seule, puisque G est une ligne de courbure. Ces équations (82) peuvent s'écrire
„ (i-hp^)dx-\-pq dy _ pq dx-\-(\ -h q^)dy
^ ~ r dx -\- s dy ~ sdx -\- t dy *
on obtient encore une fraction équivalente à ces deux-là en multipliant les deux termes du premier rapport par dx^ les deux
termes du second par dy^ el les combinant par voie d'addition, ce qui donne
r dx^ -\- is dx dy -^ t dy^
Mais dx^ dy^ dz sont proportionnels aux cosinus directeurs a, P, Y d^ 1^ tangente, et Ton a encore
ij ■— Z = Ti ;:r^ =
Si nous comparons cette formule à la formule (7), qui donne le rayon de courbure R, pris avec son signe, de la section normale tangente à la ligne de courbure, on voit que la relation précédente peut s'écrire
(36) z — 5=- -^ = Rv,
V étant le cosinus de l'angle aigu que fait la direction positive de la normale avec Oz, Maisz -+- Rv est précisément égal à la valeur de Z pour le centre de courbure de cette section normale. Il s'ensuit que le point de contact A de la normale MN avec son enveloppe T coïncide avec le centre de courbure de la section normale principale tangente à G. La courbe F est donc le lieu môme de ces centres de courbure. Si l'on considère toutes les lignes de courbure du même système que la ligne G, le lieu des courbes F correspondantes est une surface S à laquelle toutes les normales de S restent tangentes. Gar la normale MN, par exemple, est tangente en A à la courbe F située sur S.
Gonsidérons maintenant la seconde ligne de courbure G' passant par M et coupant orthogonalement la première G. La normale à la surface S le long de G' reste de même tangente à une courbe F' qui est le lieu des centres de courbure des sections normales tangentes à C. Le lieu de cette courbe F' pour l'ensemble des lignes de courbure du même système que G' est une surface S' à laquelle sont tangentes toutes les normales de S. Les deux surfaces S, S' ne sont pas, en général, analytiquement distinctes, mais constituent deux nappes d'une seule surface représentée par une équation indécomposable.
La normale MN à la surface S est tangente à ces deux nappes S,
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S', aux deux centres de courbure principaux A et A' de la surface S au point M. Il est facile de trouver les plans tangents à ces deux nappes aux points A et A' {Jig- 5i). Lorsque le point M décrit la courbe C, la normale MN engendre une surface développable D ayant F pour arête de rebroussement; d^autre part, le point de contact A' de cette normale MN avec S' décrit une courbe y' distincte de F', car la droite MN ne peut rester tangente
Fig. 5i.
à la fois aux deux courbes F et F'. La développable D et la surface S' sont donc tangentes au point A', et, par suite, le plan tangent en A' à L' est tangent à la développable D le long de MN ; c'est donc le plan NMT, passant par la tangente à C. On verrait de même que le plan langent à la surface S au point A est le plan NMT' passant par la tangente à la seconde ligne de courbure C.
Les deux plans NMT, NMT' sont rectangulaires, ce qui conduit à une propriété importante de la développée. Imaginons que d'un point quelconque O de l'espace on abaisse une normale OM sur la surface S, et soient A et A' les centres de courbure principaux de S sur cette normale. Les plans tangents aux points A et A' aux deux nappes S, Y! de la développée sont orthogonaux; comme ces plans tangents passent au point O, on voit que les deux nappes de la développée d'une surface S, vues d'un point quel-
conque O de V espace, paraissent se' couper à angle droit, La réciproque de cette propriété sera démontrée plus loin.
248. Formules d'Olinde Rodrigues. — Désignons toujours par X, [A, V les cosinus directeurs de la normale à la surface, parR un rayon de courbure principal; les coordonnées du centre de courbure correspondant sont
(37) X = x-+-RX, Y=j'-+-RîJi, Z=;;-f-Rv.
Lorsque le point (»r, jk» ^) décrit la ligne de courbure tangente à la section normale dont le rayon de courbure est R, ce centre de courbure décrit, nous venons de le voir, une courbe F tangente à la normale MN de S. On doit donc avoir
OU, en remplaçant X, Y, Z par les valeurs (Sj),
Ht h- R <f à _ ^r 4- R d\L _dz -H R c?v
la valeur commune de ces rapports est zéro, car si on les combine par addition après avoir multiplié les deux termes du premier par X, ceux du deuxième par [a, ceux du troisième par v, on a un rapport équivalent dont le dénominateur est Tunité, tandis que le numérateur
X t/a7 -+- (1 rf^ -h V ûf,5 -h R ( X c?X -f- |x û?fx -h V e/v)
est identiquement nul. Nous obtenons ainsi les formules d'Olinde Rodrigues
(38) c^-hRrfX = o, û?7 -h R û?[x = o, û^^-hRrfv = o,
qui jouent un rôle important dans la théorie des surfaces. Bien entendu, ces formules ne s'appliquent qu'à un déplacement du point (a^*, y^ z) sur une ligne de courbure.
249. Lignes de courbure en coordonnées curvilignes. — Lorsque les coordonnées rectangulaires x^ y^ z d'un point d'une surface sont exprimées au moyen de deux paramètres variables £/, ç^ les
ABC
d\ d^ dC
en remplaçant ^, JK? -3, A, B, G par leurs expressions au moyen des variables Uy i^, on a l'équation différentielle des lignes de courbure.
Cherchons, par exemple, les lignes de courbure de l'hélicoïde
z = a arc tang — •
On peut poser ici
J7 = p cosO, j = psinG, 5 = a6;
les coefficients A, B, C doivent satisfaire aux deux relations
A cos6 -h B sin6 = o,
— Ap sinG H- Bp cos6 -h Ca = o.
Nous prendrons G = p et, par suite, A = a sin6, B = — a cos6.
L'équation différentielle (89) devient ici, en développant et réduisant les termes semblables,
On en tire
si nous prenons, par exemple^ le signe -h, il vient en intégrant,
et
p -+• /p^-i- a* = ae^
p= ^ [eO-Oo_c-vO-e„J].
Les projections de ces lignes de courbure sur le plan des xy sont des spirales toutes égales qu'il est facile de construire.
La même méthode permet aussi de former Téqualion du second degré qui admet pour racines les rayons de courbure principaux. Les lettres A, B, C, \ jx, v ayant la même signification que plus haut, on a, au signe près,
ABC
/Â2-+-B*-hG»
/A«-^Bi-+-Gî
^Aî^B«-i-C«
nous adopterons, pour direction positive de la normale, celle qui est définie par les formules précédentes. Si R est un rayon de courbure principal, pris avec son signe, les coordonnées du centre de courbure correspondant sont
Y = >-upB, Z = ^-hpG,
X = jr-+- pA,
où Ton a posé
Si le point (^, y, ^) décrit la ligne de courbure tangente à la section normale principale dont le rayon de courbure est R, nous savons que le point (X, Y, Z) décrit une courbe F qui est tangente à la normale à la surface. On doit donc avoir
dx -*- p d\
■ Xdp _ dy -{- p dB -h B dp __ df -i- p dC ^ " G"
Cd?
OU, en appelant rfp 4- K la valeur commune de ces rapports,
(4o) dx-\-pdX — \K=zo, ^/H-prfB — BK = o, dz-i-pdC — CK^: o.
En éliminant p et K entre ces trois relations, on retrouve bien l'équation différentielle (Sg) des lignes de courbure; mais, si rou remplace dx, dy^ dz, rfA, rfB, dC par
Ox Ou
du
dx 'ôv
dv\
Ou
du ■
dC Ov
dv
respectivement, puis qu'on élimine du, dv et K, on parvient à Téquation suivante qui détermine p,
Ox 0\ Ou ' Ou
Ox ^ 0.\ Ov '^^ 1)^
Ov on
Oy OB
du ^ Ou
Ov ^ Ov
Oz OC
Ou ^ Ou
Oz OC Ov ~^^ Ov
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R Il suffira d'y remplacer p par —-. == pour avoir Téquation
du second degré qui donne les rayons de courbure principaux. Les équations (Sg) et (4o) permettent de répondre à un certain nombre de questions dont on s'est déjà occupé; ainsi, pour qu'un point de la surface soit un point parabolique, il faut et il suffit que le coefficient de p^ dans Téquation (4i) soit nul. Pour qu'un point soit un ombilic, il faut que l'équation (Sg) soit vérifiée identiquement, quels que soient du et dv.
Cherchons encore, comme apph'cation, les rayons de courbure princi paux de Thélicoïde droit à plan directeur. On a, dans ce cas, en modifiant un peu les notations employées plus haut,
X — U COSf,
u sint',
z = nVy
A = a sin(^,
-- acosï',
et l'équation (40 se réduit à
ci^ — f- m' d'où l'on tire R = d: • Les rayons de courbure principaux de
l*hélicoïde sont donc égaux et de signes contraires.
250. Théorème de Joachimsthal. — On peut quelquefois trouver par des considérations géométriques les lignes de courbure de certaines surfaces. Ainsi, il est à peu près évident que les lignes de courbure d'une surface de révolution sont les méridiens et les parallèles de cette surface, car ces courbes sont tangentes en chacun de leurs points à l'un des axes de l'indicatrice. Comme vérification, nous remarquerons que les normales le long d'un méridien forment un plan, et les normales le long d'un parallèle un cône de révolution, c'est-à-dire des surfaces développables.
Sur une surface développable, une première famille de lignes de courbure est formée des génératrices. La seconde famille se compose des trajectoires orthogonales des génératrices, c'està-dire des développantes de l'arête de rebroussement (n** 231); elles s'obtiennent par une quadrature. Si l'on connaît l'une d'elles, on peut en déduire toutes les autres sans quadrature. Tous ces résultats sont faciles à vérifier par le calcul.
La théorie des développées d'une courbe gauche a conduit
Joachimslhal à un théorème important, souvent utilisé dans cette théorie. Soient S, S' deux surfaces se coupant suivant une courbe C, ligne de courbure pour chacune d'elles; la normale MN à la surface S le long (le C engendre une surface développable, et la normale MN' à la surface S' le long de C engendre une autre surface développable. Or ces deux droites sont normales Tune et l'autre à la courbe C. Par suite, si deux sur/aces ont une ligne de courbure commune, elles se coupent sous un angle constant tout le long de cette ligne (n® 231 ).
Réciproquement, si deux surfaces se coupent sous un ang/e constant, et si la courbe d^ intersection est une ligne de courbure pour Vune déciles, elle est aussi une ligne de courbure pour la seconde. On sait en effet que, si une famille de normales à une courbe gauche C engendre une surface développable, il en est de même des normales obtenues en faisant tourner chacune d'elles d'un angle constant dans le plan normal à C.
Toute courbe plane ou sphérique est une ligne de courbure du plan ou de la sphère. On déduit donc du théorème de Joachimsthal le corollaire suivant : Pour qu^une courbe plane ou sphérique située sur une surface soit une ligne de courbure de cette surface, il faut et il suffit que la surface coupe le plan ou la sphère sous un angle constant.
231. Théorème de Dupin. — Nous avons déjà parlé à diverses reprises des systèmes triples orthogonaux (n°* 43, 146). L'origine de cette théorie remonte à un théorème célèbre, dû à Dupin, que nous allons établir :
Etant données (rois familles de surfaces formant un sys^ tème triple orthogonal, Vintersection de deux surfaces de familles différentes est une ligne de courbure pour chacune d'elles.
Nous nous appuierons pour la démonstration sur la remarque suivante. Soit ¥[x, y, z) = o l'équation d'une surface tangente à l'origine au plan des xy] on a, pour les valeurs x=^y=^ z=zo^
^ = o, ^ = o, tandis que la dérivée t- n'est pas nulle si, comme
nous le supposons, l'origine n'est pas un point singulier.
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Pour que les axes Oo: et Oy coïncident avec les axes de Tindicatrice, il faut et il suffit que Ton ait à Torigine s = o. Mais la
dérivée seconde s = est fournie par la relation
d^F â^F d^F à^F ÔF
"i-^ :nr:7zP'^iTZïP9'^:T:'=^'^
ôxdjr dxdz^ df dz ^ dz^ ^^ dz
puisque/? et q sont nuls à Torigine, pour que s soit nul aussi^ il faut et il suffit que Ton ait
Cela posé, soient
les équations des trois familles du système. Les fonctions F|, F2, F3 vérifient la relation
7<•î^ dF^âF^ dJ\dF, dFj^dF^_
^^^ dx dx "^ dy dy '^ dz dz """'
et deux autres relations de même forme qu'on obtiendrait en permutant circulairement les indices i, 2, 3.
Par un point quelconque M de Tespace il passe une surface de chacune des familles du système triple, et les tangentes aux courbes d'intersection de ces surfaces prises deux à deux forment un trièdre trirectangle. Pour établir le théorème de Dupin, il suffit de montrer que Tune quelconque de ces droites est un des axes de l'indicatrice pour l'une ou l'autre des surfaces du système auxquelles elle est tangente.
Imaginons pour cela que l'on ait pris le point M pour origine et les arêtes du trièdre trirectangle précédent pour axes de coordonnées, de façon que les trois surfaces du système qui passent à l'origine soient tangentes respectivement aux trois pians de coordonnées. On aura, pour x =zy = ;; = o,
{t).-- mr-' (5).<°'
(SX- mr<- (m-
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Pour que les axes O^ et Oy, par exemple, soient les axes de rindicalrice de la surface Fi{x^ y, ;;)=:o, il sufflt que Ton ait,
pour l'origine, ( ' j = o. Or si Ton différenlie la relation (43)
par rapport à y, en n'écrivant pas les termes qui s'annulent à l'origine, il vient
{^ii\ {^iil\ ^{^f'\ (Êiyw =o
\dxJo\àxây/o\ àz Jo\àydzJo '
ce qu'on peut encore écrire
\dxOy/o [Oyâz/Q
\ àz Jo \ àx /o
Des relations analogues à la relation (43) on tirerait de la même façon deux autres conditions qui se déduisent de la condition (44) en permutant circulairement ^, ^, z et les indices i, 2, 3,
\àx )^ \ dy Jo \ày/o \ àz A
De ces conditions (44) ^^ (4^) on déduit immédiatement
[dx'drJo" ' {àydzjo" ' [dzdxjo" '
d'où résulte le théorème énoncé.
Un exemple bien remarquable de système triple orthogonal est fourni par les surfaces homofocales du second degré (n® 147), dont l'étude a sans doute conduit Dupin au théorème général. Il résulte de ce théorème que les lignes de courbure d'un ellipsoïde ou d'un hyperboloïde (qui avaient déjà été obtenues par Monge) sont les courbes d'intersection de cette surface et des surfaces du second degré homofocales à celle-là.
Les paraboloïdes représentés par l'équalion
p — X q — X où X est un paramètre variable, forment aussi un système triple
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orthogonal, ce qui nous donne les lignes de courbure du paraboloïde. Citons encore le système triple rencontré plus haut(n**246)
La recherche des systèmes triples orthogonaux est un des problèmes les plus intéressants et les plus difficiles de la Géométrie infinitésimale. Il a fait Tobjet d'un grand nombre de Mémoires dont on trouvera les résultats résumés dans un récent Ouvrage de M. Darboux (*). Une surface quelconque S appartient à une infinité de systèmes triples orthogonaux; Tun de ces systèmes est formé par les surfaces parallèles à S et par les deux familles de surfaces développables engendrées par les normales à S le long des lignes de courbure de cette surface. Soient, en effet, O un point quelconque de la normale MN à la surface S au point M, MT et MT' les tangentes aux deux lignes de courbure C, G passant en M. La surface parallèle à S qui passe au point O a son plan tangent parallèle au plan tangent en M à S; les surfaces développables engendrées par les normales le long de la courbe C ou de la courbe C ont pour plans tangents les plans NMT et NMT' respectivement. Ces trois plans sont bien orthogonaux deux à deux.
De tout système triple orthogonal on peut déduire une infinité d'autres systèmes analogues, au moyen de la transformation par rayons vecteurs réciproques, puisque cette transformation conserve les angles. Puisque toute surface, nous venons de le voir, fait partie d'un système triple orthogonal, on en conclut, ce qu'il est aisé de vérifier, que, dans toute transformation par rayons vecteurs réciproques, les lignes de courbure de la surface transformée sont les transformées des lignes de courbure de la surface primitive,
252. Application à quelques classes de surfaces. — On s'est proposé un grand nombre de problèmes sur la détermination des surfaces dont les lignes de courbure satisfont à des conditions géométriques données à l'avance. Nous indiquerons quelques-uns des résultats les plus simples.
Cherchons d'abord toutes les surfaces dont les lignes de courbure de l'un des systèmes sont des cercles. D'après le théorème de Joachimsthal, le plan du cercle doit couper la surface sous un angle constant; il s'ensuit
( ' ) Leçons sur les systèmes orthogonaux et les coordonnées curvilignes ; 1898.
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que les normales à la surface en tous les points du cercle G doivent rencontrer Taxe du cercle (c'est-à-dire la perpendiculaire élevée par son centre sur le plan du cercle), en un même point 0. La sphère décrite du point O comme centre et passant par G est tangente à la surface tout le long de G; la surface considérée est donc l'enveloppe d'une sphère dépendant d'un paramètre variable. Inversement, toute surface enveloppe de sphères répond à la question, car les caractéristiques, qui sont des cercles, forment évidemment une première famille de lignes de courbure.
Les surfaces de révolution sont évidemment un cas particulier. Un autre cas intéressant est celui des surfaces canaux, ou surfaces enveloppes d'une sphère de rayon constant R dont le centre décrit une courbe arbitraire r. Les caractéristiques sont les cercles de rayon R dont le centre décrit r et dont le plan reste normal à F. Les normales à la surface sont aussi normales à la courbe F; on obtiendra donc les lignes de courbure du second système en prenant les traces sur la surface des développables engendrées par les normales à F.
Si les deux systèmes de lignes de courbure d'une surface sont des cercles, cette surface peut, d'après cela, être considérée de deux, manières différentes comme l'enveloppe d'une sphère dépendant d'un paramètre variable. Soient Si, Sj, S3 trois sphères quelconques du même système, Gj, Gs, G3 les caractéristiques correspondantes, et Mi, Ms, M3 les points de rencontre de Gi, Gf, G) avec une ligne de courbure G' du second système. La sphère S' tangente à la surface en tous les points du cercle G' est aussi tangente aux trois sphères S|, Sj, Sj aux points M|, Mj, Mj; de sorte que la surface cherchée est l'enveloppe d'une sphère variable qui reste tangente à trois sphères fixes, Gette surface bien connue est la cyclide de Dupin. M. Mannheim a démontré d'une façon élégante qu'elle était la transformée d'un tore par rayons vecteurs réciproques. Soit y le cercle orthogonal aux trois sphères Si, St, S3; si l'on effectue une transformation par rayons vecteurs réciproques en prenant pour pôle un point de y> ce cercle se change en une ligne droite 00', et les sphères Si, Sj, Ss se changent respectivement en trois sphères £1, £s, £3 orthogonales à la ligne droite 00', ayant par conséquent leurs centres sur cette droite. Soient Ci, G',, Gi les sections de ces sphères par un plan passant par 00'. G' un cercle tangent à G'i, G^, C'j, et 2' la sphère admettant G' pour grand cercle. Il est clair que, dans un mouvement de rotation autour de 00', la sphère 2' reste tangente aux trois sphères Si, 2,, 23, et l'enveloppe de 2' est le tore ayant pour méridienne le cercle G'.
Proposons-nous encore de déterminer les surfaces dont les lignes de courbure de l'un des systèmes sont des courbes planes situées dans des plans parallèles. Prenons pour plan des xy un plan parallèle aux plans des lignes de courbure, et soit
iTCOsa -h^ sina = F(a, z)
l'équation tangentielle de la section plane faite dans la surface par un plan
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parallèle au plan des xy\ F (a, z) est une fonction des deux variables a et z qui dépend de la surface considérée. Les coordonnées x^y d'un point de la surface s^obtiendront en joignante Téquation précédente la relation
r)F — ar sina-hr cosa = -— • -^ à%
Les formules qui donnent x^ y, z sont donc les suivantes
(46) ar = r cosa — -r- sina, ^ = Fsma-h — cosa, z = z\
toute surface peut être représentée par des équations de cette forme, en choisissant convenablement la fonction F (a, z). Il n*y aurait exception que pour les surfaces réglées admettant le plan 2 = 0 comme plan directeur.
Un calcul facile donne, pour les coefficients A, B, G de Féquation du plan tangent,
aF
A = cosa, B = sina, G = — -r->
ôz
de sorte que le cosinus de l'angle que fait la normale avec O^ a pour expression
Pour que les sections planes situées dans les plans parallèles au planarOj^ soient lignes de courbure, il faut et il suffit, d'après le théorème de Joachimsthal, que ces plans coupent la surface sous un angle constant, c'està-dire que V soit indépendant de a. Il faut et il suffit pour cela que ¥' {z) ne dépende que de la variable z, et par suite que F(5) soit de la forme
les fonctions cp et ij/ étant arbitraires. Les formules (46) deviennent alors
!x = <Ka)cosa — <J/'(a)sina -f-ç(^)cosa, ^^, , ^ = <l^(a) sina -+- <J/'(a)cosa -h cp(z) sina,
on obtient ainsi les surfaces les plus générales répondant à la question. On peut donner de ces surfaces la génération suivante. Les deux premières des équations (47) représentent, quand on y considère z comme constant et a comme variable, une famille de courbes qui sont les projections sur le plan ^ = o des sections de la surface par des plans parallèles au plan des xy. Or ces différentes courbes sont toutes parallèles à la courbe obtenue en faisant ^{z) = 0; d'où l'on déduit la construction suivante : on prend, dans le plan ^ = o, une courbe arbitraire et les différentes courbes parallèles à celle-là, puis on déplace chacune de G. 38
ces courbes, suivant une loi arbitraire, parallèlement à O x ; la surface engendrée par les différentes positions de la courbe variable est la surface la plus générale répondant à la question.
Ce mode de généralion peut être, corame on le voit aisément, remplacé par le suivant : Les surfaces demandées sont engendrées par une courbe plane de forme arbitraire dont le plan roule sans glisser sur un cylindre à base quelconque. Ce sont donc des surfaces moulures.
On le vérifîe facilement sur les formules (47) en étudiant les courbes planes a = const. Les deux familles de lignes de courbure sont précisément les courbes planes ^ = G et a = C.
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La position d'une droite dans l'espace dépend de quatre paramètres variables. On peut donc considérer des assemblages de droites dépendant d'un, deux ou trois paramètres variables, suivant le nombre des relations que l'on établit entre les quatre paramètres dont dépend la position d'une droite. Une droite mobile, dépendant d'un paramètre variable, engendre une surface réglée. L'ensemble des droites qui dépendent de deux paramètres variables distincts est une congruence de droites. Enfin on appelle complexe de droites tout système de droites dépendant de trois paramètres.
253. Surfaces réglées. — Soient, dans un système d'axes rectangulaires,
(48) x = az->rpy y = bz-hq,
les équations de la génératrice mobile G, a, 6, /?, q étant des fonctions d'un paramètre variable u. Nous allons étudier comment varie la position du plan tangent à la surface S engendrée par cette droite, lorsque le point de contact se déplace sur la génératrice G. Les équations (48), jointes à l'équation 5 = :;, donnent les expressions des coordonnées d'un point quelconque de la surface en fonction des paramètres indépendants z et u\ l'équation du plan tangent est alors (n** 39)
a'z-hp' b'z-hq' o
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a', b', p\ g' élant les dérivées de a, 6, p, q par rapport à a. En remplaçant x par az'\'p^y par bz -{- q^ et développant le déterminanty cette équation s'écrit
(49) (b' z -^ q'){X - aZ - p) ^(a' z -hp'){Y - bZ — q) = o.
Nous voyons d'abord que ce plan passe constamment par la génératrice G, ce qui était évident a priori, et en outre que ce plan tourne autour de la génératrice lorsque le point de contact décrit
cette droite, à moins que la fraction r? —, ne soit indépendante
de z, c'est-à-dire à moins que l'on n'ait a'<jr' — b'p^= o, cas que nous écarterons tout d'abord. La fraction précédente étant du premier degré en z^ tout plan passant par la génératrice est tangent à la surface en un point de cette génératrice, et en un seul. Lorsque le point de contact s'éloigne indéfiniment sur la génératrice, le plan tangent tend vers un plan limite P', qu'on appelle le plan tangent au point à l'infîni sur la génératrice et qui est représenté par l'équation
(50) 6'(X — aZ— />) — a'(Y — 6Z — ^) = o.
Soit o> l'angle de ce plan P' avec le plan tangent au point (^, ^, s) de la génératrice. Les paramètres directeurs des normales à ces deux plans sont respectivement 6', — a', a'b — ab' et b'z-^q^ — (a'z -hp'), b{a'z -+-/?') — a{b' z -4- q'); on a donc
[a'i-i-b'*-^{ab'—ba')^f*\[a'i-hb'^-^(ab' — ba'y]z _ -i-b'ç'-ha'p'-h(ah' — ba)(aq' — bp'){
y/[a'i-hb'i-h{ab'-'ba')^]z^
-^ -i z[b' q' -h a' p' -h {ab' — ba)(aq' — bp')\-\-q'^-^-p'*-h(aq' — bp')^
et Ton en tire, par un calcul facile»
rSl) tancu) = (a'q'^b'p')^i-^a^-^b^
^ ^ [a'«-h 6'* -+- (ab'— ba')^\z-^ b' q' -\- a p -^{ab' — a' b){aq' — bp')
Le plan tangent est perpendiculaire au plan P' en un point Oj de la génératrice dont la coordonnée z^ est donnée par la formule
_ a' p'-\- b' q' -^{ab' —ba'){aq' — bp') (52) z,- at-r~b"^-^{ab'-ba')^ '
ce point 0| est appelé point central de la génératrice, et le plan
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tangent en ce point est le plan central P. L'angle 6 que fait le plan tangent en un autre point de la génératrice avec le plan central est égal à ; o>, et la formule (5i) peut être remplacée par
la suivante
lang6 = i _
(a'rj' — O'p' ) yU-h a^-T- b^
Soit p la distance du point central au point de contact M du plan tangent, précédée du signe -h ou du signe — , suivant que la direction 0|M fait un angle aigu avec Oz ou un angle obtus. On a p = (5 — Zi)\/i-\- a'-^-h b'^, et Ton peut encore écrire la formule précédente
(53) tange = Ap,
en posant
, a'-^-^b"'-^Uib'-ba')^
le facteur k est le paramètre de distribution, La formule (53) est l'expression, sous une forme très simple, de la loi suivant laquelle le plan tangent tourne autour de la génératrice. Cette formule ne renferme que des éléments ajant une signification géométrique; nous verrons en effet, un peu plus loin, comment on peut définir directement le paramètre k. Cette formule (53) présente cependant quelque ambiguïté, parce qu'on ne voit pas tout de suite dans quel sens on doit compter l'angle 0. Autrement dit, on ne sait pas a priori comment tourne le plan tangent autour de la génératrice, lorsque le point de contact se déplace. Ce sens de rotation est donné précisément par le signe de k.
Pour bien saisir ce point, imaginons un observateur couché sur la génératrice G : lorsque le point de contact se déplace en marchant des pieds vers la tète, cet observateur voit le plan tangent tourner de sa gauche vers sa droite ou de sa droite vers sa gauche. Il suffit d'un peu de réflexion pour reconnaître que le sens de rotation ainsi défini reste le même lorsque l'observateur se retourne sur la génératrice de façon à avoir la tête où il avait les pieds et inversement. Deux paraboloïdes hyperboliques ajant une génératrice commune, et symétriques par rapport à un plan passant par
IV. — NOTIONS SUR LES SYSTÈMES DE DBOITES
celle généralrice, donnenl une idée nelle de ces deux disposilions. Cela posé, imaginons qu'on déplace d'une façon continue le Irièdre des axes de coordonnées de façon à amener l'origine au poinl central Oj , Taxe des z venant coïncider avec la génératrice et le plan des xz avec le plan central. Il est clair que l'expression (54) du paramètre de distribution conserve une valeur constante, et la formule (53) devient, dans le nouveau système d'axes,
(53 è«) tange=^X:5,
h désignant Tangle du plan tangent avec le plan y = o compté
dans un sens convenable.
Pour la valeur Uq du paramètre qui correspond à l'axe Oz, on
doit avoir a = b=p^=q = Ojet l'équation du plan tangent (49)
se réduit ici à
Pour que l'origine soit le point central et le plan des xz le plan central, il faut que l'on ait a'= o, g'^= o, et l'équation du
plan langent devient Y=--,-X, tandis que la formule (54) donne A" = ,* On voit donc que, dans la formule (53 bis)^ on
doit compter l'angle 0 de Oy vers Ox. Si le trièdre des axes a la disposition adoptée plus haut (n° 228), un observateur couché sur Oz verra le plan tangent tourner de gauche à droite si k est positif, et de droite à gauche si k est négatif.
On appelle ligne de striction d'une surface réglée le lieu des points centraux des différentes génératrices. Les coordonnées d'un point de cette ligne en fonction du paramètre u sont données par les équations (48) et (52).
Remarque, — Si l'on a, pour la génératrice considérée, a' q' = b'p'j le plan tangent reste le même tout le long de la génératrice. Lorsque cette relation est vérifiée pour toutes les valeurs de ^/, la surface réglée est développable (n'^ 223), et il est facile de retrouver les résultats déjà établis. En effet, si a' et b' ne sont pas nuls en même temps, le plan tangent est le même en tous les
points de G, et devient Indéterminé pour le point z=z — —.^= — jp,
c'est-à-dire pour le point de contact de la génératrice avec son
enveloppe. En lenant compte de la relation o! q^ — b'p'=o^ on vérifie aisément que la valeur de z^ donnée par la formule (62) est identique à la précédente. La ligne de striction se confond avec l'arête de rebrou ssement; quant au paramètre de distribution, il est infini.
Si a'= &'= o, la surface est un cylindre; le point central est indéterminé.
264. Le point central el le paramètre de distribution peuvent être dé finis d'une autre façon. Considérons, en même temps que la génératrice G, une génératrice voisine Gi, correspondant à la valeur u + A du paramètre, et représentée par les équations
(55) X =(a-+-Aa)^ -+-/?-+- A/?, y =^ {b -^ Lb) z -\- q -h A^.
Soient S la plus courte distance des deux droites G et G|, a l'angle de ces droites et X, Y, Z les coordonnées du point de rencontre de G avec la perpendiculaire commune. Des formules bien connues de Géométrie analytique nous donnent
_^ AaA^ H- A6 A/? -h(aA6 — 6Aa)[(a -H Aa)A9 — ib -\- A6)A/>| "" ; (Aa)«-t-(A6}«-h(aA6 — 6Aa)« •'
^ _ ^a Iq — Aô A/?
v/( Aa)î-4- (A6)«-f- (aA6 — 6 Aa)«
v/(Aa)«-h(A6)^-h(aA^ — ^Aa)« v/a«-+- b^-hi /( rt -h Aa )* -h ( ^ -t- A6 )* -4-1
Lorsque h tend vers zéro, Z a pour limite l'expression trouvée plus haut pour z^^ tandis que -^— a pour limite k. Le point central est donc la position limite du pied de la perpendiculaire commune à G et à une génératrice infiniment voisine, tandis que le
pa ramètre de distribution est la limite du rapport ^g--
Remplaçons dans l'expression de 8, A^, A6, A/?, Aq par leurs d éveloppements suivant les puissances de A,
àa = ha H a -^...,
et de même pour A6, Ap^ Ay; on a, pour le développement du
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numérateur
La Lg ^ Lb Lp = h^(a'g'— b'p')^ {a' q' h- a' q" -^ b" p' — b' p' ) -i-. . .,
tandis que le dénominateur est toujours du premier ordre en h. On voit que 5 est en général un infiniment petit du premier ordre, sauf dans le cas des surfaces développables, où l'on a a'^r' — b'p' = o.
Mais le coefflcient de — est la dérivée de a' g' — b'p'] ce coefficient est donc nul aussi et, par conséquent, dans une surface développable, la plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines est du troisième ordre (n® 230). Cette remarque est due à M. Bouquet, qui a montré en outre que cette distance ne peut être constamment du quatrième ordre que si elle est nulle, c'est-à-dire dans le cas des tangentes à une courbe plane ou des surfaces coniques. Il suffit, pour le voir, de pousser le développement de Aa Aq — A6 Ap jusqu'aux termes du quatrième ordre.
Congruences. Surface focale. — Tout ensemble de droites
(56) X =z az -^p, y z= bz-^ q^
a, 6, /?, q dépendant de deux paramètres variables a, P, est appelé congruence de droites. Par un point de l'espace, il passe en généra] un certain nombre de droites de la congruence, car on a deux équations pour déterminer a et P, si l'on suppose x^ y^ z connues. Si l'on établit une relation entre les paramètres a et p, la droite G représentée par les équations (56) engendre une surface réglée qui n'est pas en général une surface développable. Pour que cette surface soit développable, il faudra que- l'on ait
da dq — db dp =z o, ou en remplaçant da par 3- <^^ + -jq ^P> • • •
De celte équation du second degré en ^> on tire deux valeurs.
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en général distinctes, pour ^>
Sous des conditions très générales qui seront précisées plus tard et que nous supposerons remplies, chacune de ces équations est vérifiée par une infinité de fonctions de a; chacune d'elles admet une intégrale, et une seule, prenant la valeur p© pour a = a^. Toute droite G de la congruence appartient donc à deux surfaces développables, dont toutes les génératrices sont également des droites de la congruence. Soient F et H les arêtes de rebroussement de ces deux développables, A et A' les points de contact de G avec F et F' respectivement. Ces deux points A et A' s'appellent les points focaux de la génératrice. On les obtient comme il suit, sans qu'il soit nécessaire d'avoir intégré Téquation (37) qui donne les développables de la congruence. La coordonnée z de l'un de ces points doit satisfaire à la fois aux deux relations
z da -^ dp = Oy z db -^ dq = Oy
OU, en remplaçant rfa, db, dp^ dq par leurs développements,
En éliminant z entre ces deux relations, on retrouve l'équation (37), mais, si l'on élimine le rapport ^-» on obtient une équation du second degré qui détermine les deux points focaux
.. . I àa dp\( db àq\ / da dp\( ôb ùq\
Le lieu des points focaux A, A' se compose de deux nappes de surfaces S, "ï! dont on obtiendrait l'équation en éliminant a et ^ entre (56) et (59). Ces deux nappes ne sont pas d'ailleurs analytiquement distinctes en général, mais constituent deux nappes d'une même {surface. Ce sont les deux nappes de la surface focale. Cette surface focale est aussi le lieu des arêtes de rebroussement des développables de la congruence. Il est clair en effet
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que, d'après la définition même de la courbe F, la tangente à cette courbe en un point quelconque a appartient à la congruence, et que le point a est un de ses points focaux. Toute droite de la congruence est tangente aux deux nappes 2, S', puisque cette droite est tangente à deux courbes situées respectivement sur ces deux nappes.
Il est facile, en reprenant un raisonnement déjàemployé (n®247) de trouver les plans tangents en A et A' aux surfaces S et S' {/ig* 5 1 ). Imaginons, par exemple, que la droite G se déplace en restant tangente à F; cette droite reste aussi tangente à la surface S', et son point de contact A' avec cette nappe décrit une courbe y' q^î est nécessairement distincte de la courbe F'. La surface développable engendrée par G est donc tangente en A' à S', puisque les deux plans tangents ont en commun la droite G et la tangente à y. Il s'ensuit que le plan tangent en A' à S' est précisément le plan osculateur à la courbe F au point A. On verrait de même que le plan tangent en A à S est le plan osculateur en A' à la courbe F'. Ces deux plans sont appelés plans focaux.
11 peut arriver que l'une des nappes de la surface focale se réduise à une courbe G. Les droites de la congruence restent alors tangentes à la nappe S et rencontrent la courbe C; l'une des familles de développables se compose des cônes circonscrits à la surface S, ayant pour sommets les différents points de C. Si les deux nappes de la surface focale se réduisent à deux courbes G, C, les deux familles de développables sont formées par les cônes ayant leurs sommets sur l'une des courbes et passant par l'autre courbe. Lorsque les deux courbes C, O sont des lignes droites, on a une congruence linéaire,
256. Congruences de normales. — Les normales à une surface forment évidemment une congruence, mais la réciproque n'est pas vraie : il n'existe pas toujours de surface normale à toutes les droites d'une congruence. En effet, si l'on considère la congruence formée par les normales à une surface S, les deux nappes de la surface focale sont précisément les deux nappes S, H' de la développée de S (n° 247), et nous avons vu qu'aux deux points de contact A, A' de la normale avec les deux nappes les plans tangents étaient rectangulaires. Cette propriété caractérise les con-
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gruences de normales. Cherchons en effet la condition pour que la droite (56) reste normale à une surface; il faut et il suflSt pour cela qu'il existe une fonction /(a, p) telle que la surface S représentée par les équations
(60) x = az'^-p, y = bz-^q, -=/(«,?)
ait précisément pour normale la droite G elle-même. Il faut pour
cela que Ton ait
dx ,dy ^^ _
dx , ÔY dz
ces conditions deviennent, en remplaçant x par as +/?, ^ par bz -H y, et en divisant par y/a^ + 6^ -H i ,
dp dq
à ( /-5 Ti \ ""^3 "^ ()?
1^3 v/a»-h6*-Hi
Pour qu'elles soient compatibles, il faut et il suffit que l'on ait
si cette condition est vérifiée, les équations (61) donneront z par une quadrature. Les surfaces obtenues dépendent d'une constante introduite par l'intégration, et forment une famille de surfaces parallèles.
Pour avoir la signification géométrique de la condition (62), remarquons que, d'après sa nature même, cette relation est indépendante du choix des axes de coordonnées, et des variables indépendantes. Imaginons que l'on ait pris pour axe des z une droite de la congruence, et pour paramètres a et ^ les coordonnées du point de rencontre d'une droite quelconque de la congruence avec le plan 3 = 0. On a /> = a, y = p, tandis que a et 6 sont des fonctions des variables a et p, s'annulant pour a= p = 0. La condi-
tion d'intégrabilité se réduit ^ vs = ^ pour les valeurs a = o,
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P = o des paramètres. D'autre part, réquatioa (57) devient ici
cette équatioD, si l'on y remplace a et ^ par x et y respectivement, détermine les courbes du plan 5 = 0 qui sont les traces sur ce plan des développables de la congruence, et la condition
-7^ = T- exprime que les deux courbes de cette espèce qui passent
par l'origine s'y coupent à angle droit. Les plans tangents aux deux développables de la congruence qui renferment la droite a: = o, j' = o, sont donc rectangulaires, et nous obtenons comme conclusion l'importante proposition suivante : Pour qu'une congruence de droites soit formée des normales à une surface, il faut et il suffit que les plans focaux passant par chaque droite de la congruence soient rectangulaires.
Remarque, — Lorsque l'on prend pour paramètres variables a, p, les cosinus des angles que fait la droite avec les axes Oar et Oy, on a
les équations (6i) deviennent
h = - ^ ^/, + „i^èi =
d / z \ àp àq
et la condition d'intégrabilité (62) se réduit à -p = -r^» Elle exprime que p ^y- q sont les dérivées partielles d'une même fonction F(a, p), qui s obtient par une quadrature, p = -—t q =z --^. On a ensuite z par lintégration de l'équation aux différentielles totales
d'où l'on tire
= /7=r^7^.(c.F_ag_p^),
C étant une constante arbitraire.
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257. Théorème de Malus. — Lorsque les rayons lumineax issus d'un point sont réfléchis ou réfractés par une surface, ils sont normaux à une famille de surfaces parallèles, après la réflexion ou la réfraction. Ce théorème, dû à Malus, a été étendu au cas d'un nombre quelconque de réflexions ou de réfractions par Gauchy, Dupin, Gergonne et Quételet, et Ton peut énoncer la proposition générale suivante :
Si des rayons lumineux sont normaux à une sur/ace, ils ne cessent pas de conserver cette propriété après un nombre quelconque de réflexions et de réfractions,
La réflexion pouvant être considérée comme une réfraction d'indice — i, il suffit évidemment de démontrer le théorème pour une réfraction unique. Soit S une surface normale aux rayons lumineux, m M un rayon incident qui rencontre en M la surface dirimante S, MR le rayon réfracté. D'après la loi de Descartes, le rayon incident Mm, le rayon réfracté MR et la normale MN sont dans un même plan, et Ton a entre les angles i et r {yo\T fig, 62) la relation n sint = sinr. Pour fixer les idées, nous supposerons, comme dans le cas de la figure, n < i. Soit / la distance M/n; sur
Fig. 52.
le prolongement du rayon réfracté portons une longueur/' = M/n' égale à k fois la longueur /, k désignant un facteur constant qui sera déterminé tout à l'heure. Le point m' décrit une surface S', et l'on peut choisir le facteur k de façon que le rayon réfracté Mm' soit normal à cette surface. En efl'et, soit G une courbe quelconque située sur S; lorsque le point m décrit G, le point M où le rayon incident perce £ décrit une courbe V et le point correspondant m' décrit sur S' une autre courbe G'. Soient 5, a, s' les arcs des trois courbes G, F, G', a> l'angle de la tangente MT| à V avec la trace MT sur le plan tangent du plan normal qui passe par le rayon incident, <p et tp' les angles de MTi avec M/n et M/n'. Pour évaluer cosç, par exemple, imaginons que l'on projette sur MTi une longueur égale à l'unité portée sur M/n; on peut d'abord projeter cette longueur sur MT,
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et projeter ensuite cette projection sur MTi, ce qui donne la relation
cos<p = sinicos(i>
et Ton a de mémecos^'= sinr coso). Gela étant, appliquons la formule (lo/ (n° 8^), qui donne la différentielle d'un segment de droite aux deux segments Mm, Mm'; on a
dl — — d-i cosco sin i
dV = — rfc* cos w sin r — ds' cos G,
en appelant 0 Tangle de m' M avec la tangente à la courbe G'. On déduit de là, en remplaçant dV par kdl^ la relation
coso) rfc'(Â:sini — sinr) = ^5'cos6,
qui devient, en supposant k = n^ ds' co%^ = o. Le rayon Mm' est donc normal à la courbe G', et, comme G' est une courbe quelconque de la surface S', il s'ensuit que le rayon réfracté est précisément la normale à la surface S'. Gette surface S' s'appelle V anticaustique ou la caustique secondaire. Il est clair qu'elle est l'enveloppe de la sphère décrite du point M comme centre avec un rayon égal à n fois la longueur Mm, et le résultat obtenu peut s'énoncer ainsi :
Si les rayons incidents sont normaux à une surface S, considérons cette surface comme l'enveloppe de sphères ayant leurs centres sur la surface dirimante S. Pour obtenir r anticaustique relative aux rayons réfractés^ il faut prendre Venveloppe de toutes les sphères que l'on obtient en réduisant le rayon des précédentes dans le rapport de l'unité à l* indice de réfraction,
Gette enveloppe se compose de deux nappes, correspondant à des valeurs de l'indice de réfraction égales et de signes contraires. II sera impossible en général de séparer analytiquement ces deux nappes.
258. Complexes. — Un complexe de droites est formé par l'ensemble des droites qui dépendent de trois paramètres variables. Soient
(64) X = az -^ py y=zbz-{-q,
les équations d'une droite; tout complexe de droites est défini par une certaine relation entre a, 6, />, q
(65) Fia, b,p, q) = o,
et inversement. Si F est un polynôme entier en a, b^p, q, le complexe est algébrique. Les droites du complexe passant par un point donné i^o^ yoj ^o) forment un cône ayant ce point pour sommet, dont on obtiendra l'équation en éliminant a, b, /?, q entre les relations (64), (65)
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et (66)
(66) j*o = a^o-4-/?, Xo=àso-^Ç\
l'équation du cône du complexe est donc
\Z — Zq Z — 2o Z — 5o Z '— Z^ }
De même dans chaque plan il y a une înGnité de droites appartenant au complexe; ces droites enveloppent une courbe appelée courbe du complexe. Si le complexe est algébrique, l'ordre du cône du complexe est égal à la classe de la courbe du complexe. Supposons en effet que Ton veuille avoir les droites du complexe passant par un point donné A et situées dans un plan P passant par ce point. On peut pour cela procéder de deux façons : on peut couper par le plan P le cône du complexe ayant son sommet en A, ou mener par le point A les tangentes à la courbe du complexe située dans le plan P. Gomme on doit trouver le môme nombre de droites, il en résulte l'exactitude du théorème énoncé.
Si le cône du complexe se réduit à un plan, le complexe est dit linéaire et l'équation (65) est de la forme
(68) Aa-i-B^-t-G/>-f-Dç-f-E(agr — 6/))-i- F =o;
le lieu des droites du complexe qui passent par un point xq, ^o» ^ est le plan représenté par l'équation
/g X \ A(j: — aro)-+-B(7— 7o)-+-G(^oS— -0^)
^ ^^ \ -+-D(7o5 — 5o^)-f-E(ro^-^oj)4-F(z-5a) = o.
La courbe du complexe, devant être de classe un, se réduit à un point, c'est-à-dire que toutes les droites du complexe situées dans un plan passent par un point de ce plan, appelé pôle ou foyer. Un complexe linéaire établit donc une liaison entre les points et les plans dans l'espace, de telle façon qu'à un point correspond un plan passant par ce point, et à un plan correspond un point situé dans le plan. Il y a aussi une correspondance entre les droites de l'espace. Soit D une droite n'appartenant pas au complexe; soient F et F' les foyers de deux plans passant par cette droite, et A la droite qui les joint. Tout plan passant par A a pour foyer le point «p où il rencontre la droite D, car les droites çF, «pF' font évidemment partie du complexe. Il en résulte que toute droite rencontrant D et A fait partie du complexe, et enfin que le foyer d'un plan passant par D est le point de rencontre de ce plan avec la droite A. Les deux droites D et A sont dites droites conjuguées; chacune d'elles est le lieu des foyers des plans passant par l'autre.
Si la droite D s'en va à l'infini, les plans passant par D deviennent parallèles, et l'on voit que le lieu des foyers des plans parallèles à uo plan fixe est une droite. Il existe toujours un plan tel que le lieu des foyers des plans parallèles soit une droite perpendiculaire à ce plan. Si
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Ton a pris cette droite pour axe des z^ le plan qui a pour foyer un point quelconque de Oz doit être parallèle au plan z = o. D'après Téquation (69), il faut et il suffit pour cela que Ton ailA = B = G = D = o; Téquation du complexe prend la forme simple
(70) aq — 6/) -h K = o,
et le plan dont le foyer est au point (Xy y^ z^ a pour équation
(71) X^ — Ya:-hK(Z — 5) = o,
X, Y, Z étant les coordonnées courantes.
Comme application, cherchons les courbes dont les tangentes font partie du complexe précédent. Étant donnée une courbe de cette espèce, dont les coordonnées x^ y^ z sont fonctions d'un paramètre variable, la tangente en un point de cette courbe est représentée par les équations
X — ar _ Y — r Z — j,
dx ~~ dy ~ dz *
pour que cette droite fasse partie du complexe, il faut et il suffit qu'elle soit située dans le plan (71), qui a pour foyer le point (a:, y, z), c'està-dire que l'on ait
( 72 ) ^ dy — y dx ^Kdz.
On a vu plus haut (n* 218) comment on pouvait obtenir toutes les fonctions Xy y y z d'un paramètre variable satisfaisant à cette relation; on a donc toutes les courbes répondant à la question.
Les résultats obtenus au n** 218 s'énoncent aisément dans la théorie des complexes. Ainsi, en diiïérentiant l'équation (72), il vient
(73) xd^y^ydix= Kd^z,
et les relations (72) et (73) montrent que le plan osculateur au point {x^y^ z) est précisément le plan (71). On peut donc énoncer la proposition suivante : Lorsque les tangentes à une courbe gauche appartiennent à un complexe linéaire, le plan osculateur en un point de cette courbe est le plan qui a ce point pour foyer. (Appell.)
Imaginons que d'un point O de l'espace on veuille mener des plans osculateurs à une courbe gauche F dont les tangentes font partie d'un complexe linéaire. Soit M le point de contact d'un de ces plans. D'après le théorème précédent, la droite MO est une droite du complexe et par suite le point M est dans le plan qui a pour foyer ce point O. Inversement, si le point M de la courbe T est dans ce plan, la droite MO, qui appartient au complexe, est dans le plan osculateur en M, et ce plan osculateur passe au point 0. Les points cherchés sont donc à l'intersection de la courbe V et du plan qui a le point O pour foyer (c/. n° 218).
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Les complexes linéaires se présentent dans un grand nombre de théories géométriques et mécaniques [voir, par exemple, la Thèse de Doctorat de M. Appell et celle de M. Picard (<)].
1. Trouver les lignes de courbure de la surface développable, enveloppe du plan mobile représenté en coordonnées rectangulaires par Téquation
z = air-4-^(p(a)-+- R /i j- a»-i- o-(a),
où a est un paramètre variable, f (a) une fonction arbitraire de ce paramètre et R une constante donnée.
[Licence : Paris; août 1871.]
2. a, bj a, ^ étant des fonctions d*un paramètre variable, on demande les conditions pour que la droite x^az-^-a, y = bz-^^ engendre une surface développable'dont les lignes de courbure normales aux génératrices soient situées sur des sphères concentriques.
[Licence : Paris ; juillet 1872.]
3. Déterminer les lignes de courbure de la surface représentée, en coordonnées rectangulaires, par l'équation
e= = cosa; cos^.
[Licence : Paris; juillet 1875.]
4. Étant donné un ellipsoïde à trois axes inégaux, représenté en coordonnées rectangulaires par l'équation
x^ yJ ^î
on considère Tellipse Ë située dans le plan des xz. On demande, pour chaque point M de celte ellipse E : i* les expressions des rayons de courbure principaux Ri, Rj de l'ellipsoïde; 2° la relation qui existe entre Rt et Rj; 3" le lieu des centres de courbure des sections principales, lorsque le point M se déplace sur l'ellipse E.
[Licence : Paris; novembre 1877.]
5. Former l'équation du second degré qui donne les rayons de courbure principaux en un point quelconque du paraboloïde défini, en coordonnées
( • ) Annales scientifiques de V École Normale supérieure; 1876 et 1877.
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rectangulaires, par l'équation
2*" Exprimer, en fonction de la variable z^ chacun des deux rayons de courbure principaux, pour tout point de la ligne de rencontre du paraboloïde proposé avec le paraboloïde défini par l'équation
[Licence : Paris; novembre 1880.]
6. Déterminer le lieu des centres de courbure des sections principales du paraboloïde xy = az, aux différents points de l'axe Ox,
[Licence : Paris; juillet i883']
7. Trouver l'équation de la surface, lieu des centres de courbure des sections planes d'une surface donnée S, passant en un point donné M de cette surface.
8. On donne une surface du second degré et une tangente MT en un point M de cette surface. On mène un plan passant par MT, et l'on prend le centre de courbure O de la section plane, puis le centre de courbure O' de la développée de la section plane. Trouver le lieu du point O' lorsque le plan sécant tourne autour de MT.
[Licence : Clermont; juillet i883.]
9. Déterminer les lignes asymptotiques du tore engendré par un cercle tournant autour d'une de ses tangentes.
[Licence : Paris; novembre 1882.]
10. Soient Or, Oy, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires et dans le plan zOx une courbe donnée C. Une surface est engendrée par une circonférence dont le plan reste parallèle au plan xOy, dont le centre décrit la courbe G et qui rencontre constamment l'axe 0-s.
On demande de former l'équation différentielle des lignes asymptotiques de la surface en prenant pour variables la coordonnée z d'un point quelconque et l'angle 6 du rayon du cercle qui passe en ce point avec la trace du plan du cercle sur le plan zOo:. Appliquer au cas où la courbe G est une parabole ayant le point O pour sommet et la droite Ox pour axe.
[Licence : Paris; juillet c88o.J
11. Déterminer les lignes asymptotiques d'une surface réglée, qui est tangente à une autre surface réglée en tous les points d'une génératrice A de la seconde surface, toutes les génératrices de la première surface rencontrant la droite A.
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12. Trouver sur l'hélicoïde droit les lignes dont le plan osculateur contient la normale à la surface.
[Licence : Paris; juillet 1876.]
13. On demande les lignes asymptotiques de la surface réglée représentée par les équations
X = (i-h u)cosVy J^==(i — w)sint^, -s = a.
[Licence : Nancy; novembre 1900.]
14*. Étant données une surface S et une droite A, les sections de la surface par des plans menés par la droite ^, et les courbes de contact des cônes circonscrits à S ayant leurs sommets sur A, forment un réseau conjugué.
[KOBNIGS.]
« 15*. Lorsque trois points d'une droite invariable décrivent trois plans rectangulaires, la droite demeure constamment normale à une famille de surfaces parallèles. On obtient l'une de ces surfaces en prenant le lieu du milieu du segment formé par le point où cette droite coupe l'un des plans coordonnés et par le pied de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur la droite.
[Darboux, Comptes rendus, t. XCII, p. 44^ > 1881.]
16*. Sur toute surface, on connaît une ligne de courbure imaginaire : c'est le lieu des points pour lesquels on a i -+-/>*-+- q^ = o.
On montre pour cela que l'équation différentielle des lignes de courbure peut être mise sous la forme
{dp dy — dq dx)(i H- />*-»- y*) -h (/> dy — q dx){p dp -\- q dq^ = o.
[Darboux, Annales de V École normale; 1864.]
ERRATA
Page 44» deuxième formule, remplacer F par F'.
Page 5o, donner aux deux premières formules o pour second membre.
Page 5i, dans la seconde équation de la ligne 8, supprimer le facteur 3 au second
membre.
Page 53, ajouter = o à la suite du second membre de la formule de la ligne 9. Page i63, ligne i, au lieu de a, b)y lire (a, b). Page 168, ligne 1, ajouter II.
Page 172, première formule^ la limite inférieure de la seconde intégrale est a. Page 173, deuxième formule, la limite supérieure de la troisième intégrale est \. Page 184, première formule, u), et (i)| sont les angles polaires correspondant aux
extrémités de l'arc.
Page tgS, dernière formule, au lieu de
r, lire f\
Page 194, lignes 4 et 5 en remontant, au lieu de déminé, lire déterminé.
Page 197, dernière ligne, au lieu de 9 (a:, lire ^{x).
Page 198, ligne i3, supprimer sa valeur absolue.
Page 21 3, ligne 3, au lieu de droite, lire demi-droite.
Page 2i4, avant-dernière formule, x^^ et X désignent les abscisses des points A et B.
Page 227, troisième formule, mettre entre parenthèses les termes qui suivent -•
Page 260, première formule, au lieu de P'î(a), lire PW(a).
Page 3o2, ligne 16, au lieu de /{(ù)j lire ?(w).
Page 3o3jJig. 28, au lieu de c*, lire c^.
Page 3o5, deuxième formule, au lieu de F(a:,^, lire F(a:,y).
Page 3o5, avant-dernière formule, au lieu de F{x,ydxayy lire ¥{x^y)dxdy.
Page 307, formule 27, au lieu de (a?-f- ^]z— y., lire (a? -h ^])z-^ y-.
Page 3o8, lignes 9 et 10, au lieu de du plan (a, i^) de la région r„ lire de la
région r,- du plan (</, t^).
Page 3i8, ligne 21, ajouter : ox est supposé en avant du plan yoz, pris comme
plan de la figure.
Page 348, n* 149, au lieu Aq formule de Green^ lire formule d^Ostrogradsky.
Page 356, formule (48), au lieu de f , lire f .
Page 360ffig. 35, changer le sens de la Hèclie placée au-dessous de m.
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