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PAP PRÉFACE
Cette nouvelle édition ne diffère pas beaucoup de la précédente. J'ai modifié et complété un certain nombre de démonstrations, et j'ai ajouté une Note de quelques pages sur les formules de différentiation des intégrales définies par rapport à un paramètre variable, lorsque le champ d'intégration varie avec ce paramètre. Les solutions d'un grand nombre de problèmes de Physique mathématique sont représentées par des intégrales de cette nature. D'autre part, les formules auxquelles on parvient se rattachent étroitement au calcul des variations, dont on peut les regarder comme une introduction toute naturelle.
J'adresse encore une fois mes affectueux remerciements à M. Émile Cotton, qui continue à me prêter son précieux concours
pour la correction des épreuves.
E. Goursar.
25 Février 1917.
Or A. 67 52 RAA RSTS
I. — LIMITES. — ENSEMBLES
De la notion du nombre entier on s'élève successivement à celles du nombre rationnel, du nombre irrationnel et du nombre algébrique. Nous supposons que le lecteur à déjà acquis ces notions, qu'il connaît aussi la théorie des opérations algébriques et lapplication des nombres à la mesure des grandeurs concrètes (!).
1. Limites. — On dit qu’un nombre variable + a pour limite un nombre fixe &, ou tend vers a, lorsque la valeur absolue de la différence x — a finit par devenir et rester plus petite que tout nombre positif donné à l'avance. Lorsque « = 0, le nombre x est dit un infiniment petit. I revient évidemment au même de dire
(!) Nous supposons un nombre irrationnel défini par la décomposition de l’ensemble des nombres rationnels en deux classes, satisfaisant à certaines conditions. À toute longueur B, n’admettant pas de commune mesure avec la longueur À choisie pour unité, correspond un nombre irrationnel £ qui est dit la mesure de B quand on prend A pour unité. Inversement, à tout nombre irrationnel z défini d’une façon arithmétique correspond une longueur B n’admettant pas de commune mesure avec la longueur choisie pour unité. Pour établir ce point essentiel, on est obligé de s’appuyer sur un postulat qui dérive de notre intuition de la ligne droite. Ce postulat peut d’ailleurs s’énoncer sous des formes un peu différentes, quoique équivalentes en réalité,
GI, I
que æ a pour limite un nombre a, ou de dire que la différence x — a est un infiniment petit. Pour prouver qu'un nombre x a pour limite le nombre a, on partage généralement la différence æ— a en un certain nombre de parties, trois par exemple, et. l’on prouve que la valeur absolue de chacune de ces parties finit
par rester plus petite que =» e étant un nombre positif arbitraire.
Ce type de démonstration, que nous emploierons souvent, est appelé quelquefois la preuve par &.
On dit aussi parfois, en se servant d’une locution incorrecte mais commode, qu’un nombre + a pour limite + ou —;ou tend vers Æ æ. Dire que x a pour limite + æ, par exemple, sign fie que le nombre x finit par devenir et rester supérieur à tout nombre positif donné à l’avance À, et non pas que la différence (+ © — x) tend vers zéro, ce qui n'aurait aucun sens.
De même, on dit souvent qu'une figure géométrique, variable de forme ou de position, a pour limite une figure fixe. Si, dans chaque cas particulier, on veutmettre un peu de précision dans cet énoncé, on ést conduit-à mesurer l'écart de la figure fixe et dela figure mobile par un ou plusieurs nombres variables, et Pénoncé précédent signifie précisément que ces nombres tendent vers zéro, dans des conditions déterminées. Prenons, par exemple, deux points voisins M, M' sur une courbe GC. On dit que la corde MM! a pour position limite la tangente MT au point M lorsque le point M’ se rapproche indéfiniment du point M sur la courbe €: Les deux droites MM’, MT se coupant en un point fixe M, ilest naturel de prendre pour mesure de leur écart l’angle aigu & que font ces deux droites, et la proposition énoncée signifie, en langage analytique, que l’angle à sera plus petit qu’un angle donné € choïsi à volonté pourvu que la distance MM' soit elle-même plus petite qu'une autre longueur 5 convenablement déterminée.
2. Coupures. — Supposons que, par un moyen quelconque, l’ensemble des nombres positifs et négatifs ait été décomposé en" deux classes À et B, de facon à satisfaire aux conditions suivantes
1° {l'existe des nombres de deux classes; 2° Tout nombre, positif ou négatif, appartient à une des deux classes ;
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3° Un nombre quelconque de la classe À est plus petit qu'un nombre quelconque de la classeiB.
De cette dernière condition il suit immédiatement que, si un nombre & est de la classe À, tout nombre inférieur à & est aussi de la classe À ; au contraire, si un nombre b est de la classe B, tout nombre supérieur à b est aussi de la classe B. Les deux classes renferment donc toujours une infinité de ‘nombres rationnels el une infinité de nombres irrationnels.
Nous allons démontrer qu'il existe un nombre L jouissant des
deux propriétés suivantes :
Fr.
1° Tout nombre inférieur à L est de la classe À; 2° Tout nombre supérieur à L est de la classe B.
L'existence de ce nombre séparatif)L est une conséquence de la notion même de nombre irrationnel. Ne considérons, en effet, dans les deux classes À et B, que les nombres rationnels. On décompose ainsi l’ensemble des nombres rationnels en deux classes (a) et (8) de telle sorte que tout nombre rationnel appartienne à l’une des deux classes et que tout nombre rationnel de la classe (x) soit plus petit qu'un nombre rationnel quelconque de la classe (6). Cela fait, il peut se présenter plusieurs cas que nous allons exa-
miner l’un après l’autre :
I. Il peut se faire qu'il existe un nombre rationnel = de la classe (o) supérieur à tous les autres nombres rationnels de la même
classe. C'est ce nombre rationnel " qui est lui-même le nombre
séparatif L. En effet, il est clair que tout nombre inférieur à est
de la classe À, puisque = est de la classe A. Tout nombre b supé-
rieur à Z est dela classe B. Gela est évident si b est rationnel; si b q
est irrationnel, prenons un nombre rationnel 7 compris entre : |
et b. Ce nombre rationnel r est de la classe B; donc il en est de
même de b.
IL. S'il existe un nombre rationnel © de la classe (8), éënférieur
à tous les autres nombres rationnels de la méme classe, on voit
de même que tous les nombres inférieurs à ” sont de la classe À, LA : est le nombre
séparatif L. |
et tous les nombres supérieurs à e de la classe B;
II. Enfin, il peut arriver qu'il n'existe aucun nombre rationnel de la classe (æ) qui soit supérieur à tous les autres nombres rationnels de la même classe, ni aucun nombre rationnel de la classe (B) qui soit plus petit que tous les autres nombres rationnels de la même classe. Cette décomposition des nombres ralionnels en deux classes (4) et (3) définit alors un nombre irrationnel i, qui est plus grand que tous les nombres rationnels de la classe (x) et plus petit que tous les nombres ralionnels de la classe (B). C’est ce nombre é qui est lè nombre séparauif. Il est clair en cflet que tous les nombres rationnels inférieurs à £ sont de la classe À, et tous les nombres rationnels supérieurs à £ de la classe B, d'après la définition même de ce nombre &. Prenons maintenant un nombre irrationnel {<< #, et soit r un nombre rationnel compris entre d etz; r étant de la classe À, il en est de même de 7. On verrait de même que tout nombre irrationnel supérieur à £ est de la classe B.
Le nombre L, dont nous venons de démontrer l’existence, s'appelle aussi une coupure. I peut appartenir à la classe À ou à la classe B:ilest de la classe À dans le premier cas examiné, et de la classe B dans le deuxième. Dans le troisième cos, 1l peut être de la classe A ou de la classe B.
Cette notion de coupure se présente dans un grand nombre de questions très élémentaires. Prenons, par exemple, la série dont le terme général est n°4; si l'on met dans une classe À tous les nombres 4 qui rendent la série divergente, dans une classe B tous les nombres à qui rendent la série convergente, on a une décomposilion de tous les nombres en deux classes, qui satisfait évidemment à toutes les conditions voulues. On a 1e1 L=1:,etce nombre L appartient à la classe A.
3. Ensembles bornés. — Nous avons déjà employé plusieurs fois le mot d'ensemble. La notion d'ensemble est une de celles quil paraît inutile de définir autrement que par des exemples. Toute collection d’un nombre fini ou infini d’objets consutue un ensemble ; tels l’ensemble des nombres entiers, l’ensemble des
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nombres rationnels, l’ensemble des droites d’un plan, etc. Nous.
ne nous occuperons, pour le moment, que des ensembles de nombres. On dit qu’un ensemble de nombres (EË) est borné supérieurement s’il existe un nombre & supérieur à tous les nombres de cet ensemble ; s’il en existe un, il est clair qu'il y en aura une infinité, et tout nombre jouissant de cette propriété est une limite supérieure des nombres de l’ensemble (E). De même, un ensemble (E) est dit borné inférieurement s’il existe un nombre b plus peut que tous les nombres de l’ensemble (E); tout nombre jouissant de cette propriété est une limite inférieure des nombres de cet ensemble. Un ensemble borné supérieurement et inférieurement est appelé un ensemble borné. L’ensemble des nombres positifs est borné inférieurement ; l’ensemble des nombres négaufs est borné supérieurement ; l’ensemble des nombres compris entre o et 1 est borné dans les deux sens ; l’ensemble des nombres, tant positifs que négalifs, n’est borné dans aucun sens.
Soit (E) un ensemble de nombres borné supérieurement. On peut ranger tous les nombres positifs et négatifs en deux classes À et B, relativement à l’ensemble (E). Nous dirons qu'un nombre x appartient à la classe À, s’il existe ün ou plusieurs nombres de (FE) supérieurs à æ, et qu'il appartient à la classe B s’il n’existe aucun nombre de (E) plus grand que x. L'ensemble (E) étant borné supérieurement, il est évident qu'il existe des nombres des deux classes et qu'un nombre quelconque de la classe A est plus petit qu'un nombre quelconque de la classe B. Soit M le nombre séparatif entre ces deux classes. Ce nombre M possède les deux propriétés suivantes :
1° 1 n'existe aucun nombre de (E) supérieur à M ; 2° Quel que soit le nombre positif e, il existe toujours un nombre de (E) plus grand que M — 2.
En effet, supposons qu’il existe dans (E) un nombre
M + (Ra 0)
: h : e plus grand que M. Le nombre Mie qui est aussi plus grand
que M, serait de la classe A ; ce qui est absurde. D'un autre côté, : étant un nombre positif quelconque, le nombre M — e est de la
nd
classe A ; il existe donc dans (E) au moins un nombre supérieur à M — .
Le nombre M ainsi défini est appelé la borne supérieure précise ou, plus simplement, la borne supérieure de l’ensemble (E). Ce nombre M peut appartenir lui-même à (E); c’est toujours ce qui arrive lorsque cet ensemble est formé de nr nombres (7 étant fini). Mais, si (E) comprend une infinité de nombres, la borne supérieure ne fait pas nécessairement partie de l’ensemble. Par exemple, considérons l’ensemble des nombres r'attonnels dont le carré ne
dépasse pas 2 ; la borne supérieure est le nombre irrauonnel V2 et ne fait pas partie de l’ensemble. Au contraire, l’ensemble des nombres, r'ationnels ou irrationnels, dont le carré ne dépasse pas 2, a encore pour borne supérieure V2, mais ce nombre fait partie de l’ensemble. Observons encore que, lorsque M ne fait pas parue de l’ensemble (E), 1l existe toujours une infinité de nombres de (E), supérieurs à M — :, aussi petit que soit e. Car, s’il n’en existait qu’un nombre fini, c'est le plus grand de ces nombres qui serait la borne supérieure de (E).
On démontre de la même façon que, lorsqu'un ensemble (E) est borné inférieurement, il existe un nombre »m possédant les deux propriétés suivantes :
° Aucun nombre de (E) n’est inférieur à m; 2° Etant donné un nombre positif e, il existe toujours un nombre de (E) plus petit que m + «
Ce nombre mn est la borne inférieure de l’ensemble.
Il est clair qu'il ne peut exister qu’un seul nombre possédant les deux propriétés caractéristiques de m, et il en est de même pour M.
4. La plus grande des limites. — Soit (E) un ensemble borné, comprenant une infinilé de nombres. Relativement à cet ensemble,
nous pouvons ranger tous les nombres positifs et négatifs en deux
classes A’ et B' d’une autre facon. Nous dirons qu'un nombre æ
est de la classe À! s’il existe une infinité de nombres de l'en semble (E) supérieurs à x. Dans le cas contraire, nous dirons
que le nombre x est de la classe B'. L'ensemble (E) étant borné et formé d’une infinité de nombres, 1l est évident qu ’1l existe des
nombres des deux classes, et qu'un nombre quelconque de Ja
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classe À’ est plus petit qu’un nombre quelconque de la classe B/. Soit À le nombre séparatif entre les deux classes A et B'; c’est ce nombre À qu'on appelle la plus grande des limites des nombres de l’ensemble (E), d’après Cauchy. Soit e un nombre positif quelconque ; d’après la définition même de A, le nombre À + e est de la classe B' et le nombre À — & est de la classe A’. Il existe donc toujours une infinité de nombres de l’ensemble (E) compris entre A—e et À +e, tandis qu'il n’en existe qu'un nombre fini (ou zéro) qui soient plus grands que À + <.
1 / Ù à une question importante.
Ce nombre À se rattache jé stion important ilité snoncés, faisons correspondre à tout nombre a
Pour la facilité des énoncés, f espond tout nombre @« le point d’abscisse a sur une droite +'#, et désignons par la même lettre un point de l’axe et son abscisse. A tout ensemble (E) de nombres correspond ainsi un ensemble de points sur une droite, ou ensemble linéaire. Les points d’un ensemble borné sont tous sur un segment de l’axe de longueur inie. onné un et inéair :), un poin it un pointfinie. Etant donné un ensemble lin 6 (0, oint l'est dit un point imite, Où u 4, accumulation, s’il existe une infinité Join e limite, où un point d° lation, s’il te un finité de points d l’ensemble dans le voisinage de / ou, en termes plus précis, si, e étant un nombre positif arbitraire, il existe toujours une infinité de points de l’ensemble entre / —e et | +e.
Tout ensemble linéaire borné, comprenant une infinité de points, admet au moins un point-limite.
En effet, le point d’abscisse À est évidemment un point-limite, d’après la propriété caractéristique de ce nombre. 11 peut du reste en exister d’autres; ces points-limites forment un nouvel ensemble (E) qui est dit l’ensemble dérivé de (E). La borne supérieure M' de l’ensemble (E) est précisément le nombre À. En effet, s étant un nombre positif quelconque, il ne peut y avoir qu’un nombre fini de points de (E) supérieurs à M'+e, sans quoi ces points formeraient un nouvel ensemble dont la plus grande des limites serait supérieure à M”. D'autre part, puisqu'il y a au moins un pointlimite supérieur à M'— &, il y a forcément une infinité de points de (E) supérieurs à M'—:. La borne inférieure #7’ de l’ensemble dérivé s'appelle aussi la plus petite des limites de l’ensemble (KE).
L'existence des points-limites d’un ensemble borné comprenant une infinité de points peut être établié directement, par un raisonnement qui sera souvent employé (n% 8 et 12). Un ensemble non borné, comprenant une infinité de points, n’admet pas forcément de point-limite ; tel est l’ensemble des nombres entiers. Mais il y a certainement un point-limite si, sur un segment de longueur finie, il y a une infinité de points de l’ensemble.
Suites convergentes. — Considérons une suite indéfinie de
Pare) CHAPITRE Ie — INTRODUCTION.
nombres (1) So S1, S2, +…s, Sn, CRUE
dont chacun occupe un rang déterminé; cette suite est dite convergente sis, tend vers une limite S lorsque le rang n augmente indéfiniment. Toute suite, qui n’est pas convergente, est dite divergente ; cela peut arriver soit que |s, | finisse par rester supérieur à tout nombre donné à l’avance, soit que s, ne tende vers aucune limite, sans que sa valeur absolue augmente indéfiniment.
Une suite est dite croissante, si l’on a, quel que soit », Say — Sn20. Elle est dite décroissante, si l'onvas/4se, quel que soit ».
Toute suite croissante, dont le terme général rn'augmente pas indéfiniment, est convergente.
En effet, les nombres de la suite (1) forment alors un ensemble borné (E). Soit M la borne supérieure de cet ensemble; & étant un nombre positif quelconque, il existe un nombre s,, de la suite (1) supérieur à Mc. Pour toute valeur de n» supérieure à mn ON à Sn 2 $m, Et par suite M — e << s, <M. La différence M —s,est donc plus petite que €, si l’on a n 2 m ; ce qui revient à dire que sy» a pour limite M lorsque n augmente indéfiniment. On démontre de même que toute suite décroissante, dont le terme général reste plus grand qu'un nombre fixe, est convergente (!).
Le crilerium général de convergence d’une suite se déduit aisément de la considération de la plus grande des limites.
Pour que la suite (1) soit convergente, il faut et il suffit qu'à
tout nombre positif e on puisse faire correspondre un nombren tel que la différence Sntp — Sn Soit moindre que € en valeur absolue, quel que soit le nombre entier positif p.
La condition est nécessaire. En effet, si s, a pour limite S lorsque À augmente indéfiniment, on peut trouver un nombre » assez
1 A Z , LA L (‘) Le même raisonnement permet de démontrer plus généralement qu’un
nombre variable +, qui ne va jamais en décroissant, tout en restant plus petit
qu'un nombre fixe, tend vers une limite, ou qu'un nombre æ, qui ne va jamais en croissant et qui reste plus grand qu’un nombre fixe, tend vers une limite.
Le
I. — LIMITES. — ENSEMBLES. 9 grand pour que toutes les différences S —5,, M AS
S — Snyp, .-. Soient inférieures en valeur absolue à … La valeur
absolue de 5,;n— 5h sera donc moindre, quel que soit p, que 2 Se D)
La condition est sufjisante. En effet, soit « un nombre positif quelconque. Par hypothèse, il existe un nombre entier » tel que la valeur absolue de s,;p— S, soit inférieure à e, quel que soit p. Il s'ensuit que tous les termes de la suite (1), à parur de 5x, sont compris entre s,—eets,+e;il n’y a donc qu’un nombre fént de termes de celte suite qui ne soient pas compris dans l'intervalle (Sn—€, Se). Il en résulte que la plus grande des limites S de cet ensemble ne peut être inférieure à sy —e, n1 supérieure à Se. On a donc |[s, — S|£e, et de l'identité
Sn+p— ME (Sn+p — Sn) + (Sn — S)
on déduit que la valeur absolue de sy}p — S est inférieure à 2€, quel que soit p. Or & est un nombre positif arbitraire; par conséquent, s, a pour limite S.
Si la suite (1) ne renfermait que Æ nombres différents, pour que cette suite fût convergente, il faudrait évidemment qu’à partir d'un certain rang tous les termes fussent égaux. Ce cas singulier rentre donc dans la règle générale.
Étant donnée une suite infinie quelconque, dont le terme général est w», on dit que la série
(2) Ugo +... + Unte..
est convergente, si la suite formée par les sommes successives des termes de cette série
Sp — Uo, Sy — Ugo + Ui, …..., Sn —= ET En one OP AT te .
est elle-même convergente. SoitS la limite de cette seconde suite, c'est-à-dire la limite vers laquelle tend la somme s, lorsque n augmente indéfiniment; S s'appelle la somme de la série précédente et l’on indique cette dépendance par l'égalité
S = UE dit... Flünt = ù Us).
Une série qui n’est pas convergente est appelée divergente.
ND
Reconnaître si une série est convergente ou divergente revient donc à reconnaître si la suite formée par les sommes succes- SIVES MS 5, S15t Sas ... ‘est élle-meme convergente ou divergente. Inversement, pour savoir si une suite infinie quelconque
So S1, S2; est convergente, 1l suffit d'examiner la série S0+ ($1— 50) + (52 — 51) 2 PSS, AN EE
car la somme des (n +1) premiers termes de cette série est évidemment égale au terme général s, de la suite considérée. Cette remarque est d’une application fréquente.
Le criterium de convergence d’une suite infinie quelconque, appliqué aux séries, donne la règle générale de convergence de Cauchy. Pour qu'une série soit convergente, ül Jaut et il suffit qu'à tout nombre positif & on puisse faire correspondre un nombre entier n, tel que la somme d’un nombre quelconque de termes à partir de Unss Soit moindre en valeur absolue que 2.
La différence Sn+p— Sn est, en effet, égale à la somme de p termes consécutifs de la série (2), à partir de u,,,. Le théorème Sur les suites croissantes appliqué aux séries donne de même la proposition suivante, si utile dans l'étude des séries :
Pour qu'une série à termes positifs soit con vergente, ilfaut et il suffit que les sommes Sx sotent toutes inférieures à un nombre fire.
IT. — FONCTIONS. — GÉNÉRALITÉS
6. Définitions. — La définition moderne du mot Jonction est due à Cauchy et à Riemann. On dit que y est fonction de x lorsque à une valeur de x correspond une valeur de y. On indique celte dépendance par l'égalité y = f(x). La plupart des fonctions que nous étudierons sont définies analytiquement, c’est-à-dire par l'indication des opérations qu'il faudrait effectuer pour déduire la valeur de y de celle de +, mais le plus souvent cette circonstance n'intervient pas dans les raisonnements. Soient «4 et bd deux nombres
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fixes (a <b); si à tout nombre x compris entre a et b correspond un nombre y, on dit que la fonction f(x) est définie dans l'intervalle (a, b). La différence b — « est l'amplitude de l’intervalle, les nombres & et b en sont les limites ou les frontières. Relativement à ces deux nombres a et b, on peut faire plusieurs hypothèses; on peut les regarder comme faisant partie eux-mêmes : de l'intervalle (a, b), qui est dit alors un intervalle fermé. On pourrait aussi considérer l’un de ces nombres, ou les deux à la fois, comme n’appartenant pas à l'intervalle (a, b), qui est dit alors un intervalle ouvert. Par exemple, l’ensemble des valeurs de x satisfaisant aux conditions o<x<i forme un intervalle fermé, tandis qu’on a des intervalles ouverts en prenant l’ensemble des valeurs de + satisfaisant aux conditions o x <1, ou aux conditions o<<æx<1. Dans la suite, quand nous parlerons d’une fonction définie dans un intervalle (a, b), il sera toujours entendu, à moins de mention expresse, qu'il s'agit d’un intervalle fermé, c’est-à-dire qu'aux nombres a et b eux-mêmes correspondent deux valeurs f(a) et f(b) pour y.
Soit (E) l’ensemble des valeurs d’une fonction f(x) définie dans un intervalle (a, b); si cet ensemble est borné, la fonction JR) est dite bornée dans l'intervalle (a, b). Les nombres M et m, définis plus haut, s'appellent aussi la borne supérieure el la borne inférieure de f(x) dans cet intervalle; la différence À — M— m est l’oscillation.
Ces définitions donnent lieu à quelques remarques. Pour qu'une fonction soit bornée dans un intervalle (a, b), il ne suffit pas qu’elle ait une valeur finie pour chaque valeur de æ. Ainsi la fonction f(x) définie de la manière suivante entre o et 1,
PO h=—.0, JABATE = pour Bi 0,
possède une valeur finie pour chaque valeur de +, et cependant
elle n’est pas bornée au sens que nous attachons à ce mot, car on Nu
a f(x) > À, pourvu qu’on prenne 0 x < a De même une fonc-
tion bornée dans l’intervalle (a, b) peut prendre des valeurs qui diffèrent d’aussi peu qu’on voudra de la borne supérieure M ou de la borne inférieure me, mais elle n’atteint pas nécessairement ces valeurs elles-mêmes. Par exemple, la fonction f(x) définie dans
l'intervalle (o, 1) par les conditions FCO) CD) EE PET pour 0 <AP 0
admet pour borne supérieure M—=1:1 et n’atteint jamais cette
valeur.
7. Continuité. — La définition moderne de la continuité est due également à Cauchy (!).
Soit y — f(x) une fonction définie dans l'intervalle (a, b}; prenons une valeur +, comprise dans cet intervallé et une valeur voisine æ, + À comprise dans le même intervalle. Si la différence f(æo+h)— f(x) tendivers zéro, lorsque lavaleur absolue de À tend vers zéro, la fonction f(x) sera dite continue pour la valeur +. D'après la définition même de la limite, on peut dire encore qu'une fonction f(x) est continue pour x =%x5, st à tout nombre positif :, aussi petit qu'on le suppose, on peut faire correspondre un autre nombre positif n tel qu'on ait
[f(%0 + h)— f(æo)| <e,
pour toute valeur de h moindre que n en valeur absolue. Nous dirons qu'une fonction f(x) est continue dans l'intervalle (a, 6) si elle est continue pour toute valeur de x comprise dans cet intervalle et si les différences f(a+h)—f(a), f(b —h) — f(d) tendent vers zéro lorsque la différence tend vers zéro en restant positive.
On démontre dans tous les cours d’Algèbre que les polynomes, les fonctions rationnelles, la fonction exponentielle, la fonetion logarithmique, les fonctions trigonométriques et les fonctions inverses sont des fonctions continues, sauf pour certaines valeurs particulières de la variable. Il résulte aussi de la définition que la somme ou le produit d’un nombre quelconque de fonctions continues est encore une fonction continue : il en est de même du quouent de deux fonctions continues, sauf pour les valeurs de la RE meme
(‘) Pour les géomèêtres contemporains de Newton et de Leibniz, une fonction était continue quand on pouvait l’exprimer au moyen des symboles d'opérations qu'on avait l'habitude de considérer, telles que les opérations arithmétiques,
logarithmiques et trigonométriques. Cette sorte de continuité, assez mal définie, est connue sous le nom de continuité eulérienne.
nie IL. — FONCTIONS. — GÉNÉRALITÉS. 13 variable qui annulent le dénominateur. Mais il est à remarquer que le quotient de deux fonctions continues peut être discontinu pour une racine du dénominateur, tout en restant borné. Par exemple,
| sinx |
le quotient tend vers + 1, suivant que æ tend vers zéro par
valeurs positives ou par valeurs négatives.
Étant donnés dans un plan deux axes de coordonnées Ox et (9 E2 et un trait continu C, dont on regarde l'épaisseur comme négligeable, si une parallèle à Oy ne peut rencontrer ce trait C en plus d'un point, l’ordonnée y d’un point M de C est une fonction
continue de l’abscisse du même point M. Soit y — f(x) cette fonction continue; on dit que la courbe C représente la fonction f(æ). Mais, inversement, loute fonction continue n’est pas susceptible d’une représentation graphique de cette espèce. On a démontré, en effet, qu’il existe des fonctions continues ayant une infinité de maxima et de minima dans tout intervalle. Or il nous est évidemment impossible de nous figurer un trait continu présenant une infinité d’oscillations entre deux ordonnées quelconques, aussi rapprochées qu’elles soient. Ceci nous montre que la représentalion graphique, qui est un excellent moyen d’inducuion pour découvrir les propriétés des fonctions continues, ne saurail fournir de démonstration rigoureuse de ces propriétés.
8. Propriétés des fonctions continues. — En s'appuyant u niquement sur la définition de la continuité, on a établi un certain nombre de théorèmes sur les fonctions continues auxquels 1l sera fait constamment appel dans la suite.
Tuéonime A. — Soient f(x)une fonction continue dans l’intervalle (a, b), et e un nombre positif arbitraire. On peut tou- Jours décomposer l'intervalle (a, b) en un certain nombre d’intervalles partiels tels que, pour deux valeurs quelconques de la variable, x! et x", appartenant à un méme intérvalle partiel, on ait toujours | f(x) —f(x")|< €.
à " : mu. à a + b
Supposons en effet qu'il n’en soit pas ainsi, et SOI C— —— ; l’un au moins des intervalles (a, c), (ce, b) jouira de la même pro-
11@7)3 LC: J
priété que (a, b), c'est-à-dire qu'il sera impossible de le décom-
poser en intervalles partiels satisfaisant à l'énoncé du théorème.
Désignons par (a;, b,) ce nouvel intervalle qui est la moitié de (a, b). En opérant sur (a,, b,) comme on a opéré sur (a, b),et ainsi de suite indéfiniment, nous formerons une suite indéfinie d'intervalles (a, b), (a, b;), (&>, b2:), .…, dont chacun est la moitié du précédent et qui possèdent la même propriété que lintervalle primitif (a, b). Quelque grand que soit », on peut toujours trouver dans lintervalle (a», b,) deux nombres æx/ et x” tels que | f(x’) — f(x')] soit supérieur, à 6: Lésnombres 440 an, +. forment une suite croissante et sont tous inférieurs à b; donc 1ls tendent vers une limite À (n°5). De même les nombres b,
Di, Do, ..., On, ... forment une suite décroissante et sont tous supérieurs à a; 1ls tendent donc aussi vers une limite V. D'ailleurs, e , Let «a # .
la différence b, — a, — ee tend vers zéro lorsque 7 croît indé-
finiment, ce qui prouve que NV — À.
Supposons, pour fixer les idées, que ce nombre À est compris entre & el b. La fonction f(x) étant continue pour æ =}, on peut
trouver un nombre x tel qu'on ait | f(æ) — f(À) LS 5 pourvu que |æ — À] soit inférieur à n. Choisissons ensuite n assez grand pour que &, et ®, diffèrent de À de moins de #, de façon que l’intervalle (a, b,) soit compris dans l'intervalle (À—n, À+n); x' et x” étant deux valeurs quelconques de l'intervalle (&n, bn), on
aura donc
f@)—fDI< ER fe) =fOI<S
et par suite | f(x!) — f(x”)| Le. La supposition dont nous sommes parus nous conduit à une contradiction. Le théorème est donc exact.
Corollaire I. — Soit a, 1, x, ..., Zp_1, db un mode de subdivision de l’intervalle (a, b) en p intervalles partiels, satisfaisant aux conditions de l'énoncé. Dans l'intervalle (a, x;) on aura
[f(æ)1<If(a)|+s,
el en particulier |f(x;)|<<|f(a)|+e; de même, dans l'intervalle (x,, >), on aura
Lfæe)|<|fe)1+e
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et a fortiori | f(æ)| <|f(a)| + 2:.-En particulier, pour + = æ2, Lf(æ)|<If(a)| + 2,
et ainsi de suite. Pour le dernier intervalle, on obtiendra l’inégalité Rf(x)|<[f(xp1)|+e<]|f(a)| + pe. On voit que la valeur absolue de f(x) dans l'intervalle (a, b) reste toujours inférieure à [f(a) | + pe. Toute fonction continue dans un intervalle (a, b) est donc bornée dans cet intervalle. ;
Corollaire II. — Imaginons qu'on ail décomposé l'intervalle (a, b) en p intervalles partiels (@, æ1), (æ1, &o), ..., (&p_1, D), tels
qu'on ait toujours |f(x') — f(x")| < = pour deux valeurs quel-
conques de + appartenant à un même intervalle. Soit n un nombre positif plus petit que toutes les différences æ, — a, zx —x,,..., b A Prenons deux nombres quelconques compris entre a et b, tels qu’on ait [æ'—x"| 7, et cherchons une limite supérieure de |f(x')—f(x")|. Si les deux nombres x’, 2” tombent
dans un même intervalle partiel, on a [f(z')—f(x")| <=
Dans le cas contraire, +! et x” appartiennent à deux Heat
consécutifs, et il est clair qu'on a |f(x')— f(x")| < 2 —
Donc, à tout nombre positif e on peut faire RTE à un autre nombre positif n tel que, x'et x" désignant deux nombres de l'intervalle (a, b), on ait PAG x!) — f(x”)| Le, toutes les fois qu'on a |x'— x'| Ln. On exprime aussi cette propriété en disant que la fonction f(x) est Her mément continue dans l'inter-
valle (&, db).
Tuéorème B. — Une fonction f(x) continue dans l’intersalle (a, b) prend au moins une fois toute valeur comprise entre f(a) et f(b), pour une valeur de x comprise entre a et b.
Prenons d’abord un cas particulier. Supposons que f(a) et f(b) soient de signes contraires, par exemple qu’on ait f(a) < 0, f(b)>0. Nous allons montrer qu'il existe au moins une valeur de x comprise entre a et b pour laquelle f(x) — 0. En effet, f(x) est négatif aux environs de a et posilif aux environs de b; considérons l’ensemble des valeurs de æ comprises entre & et b qui
rendent la fonction f(x) positive et soit À la borne inférieure de cet ensemble (a << x < b). D’après la définition même de la borne inférieure, f (À de k; f(À) qui est la limite de f(À — h) est donc aussi négatif ou nul. D'un autre côté, on ne peut avoir f(À) < 0. Supposons en effet f(À)—— m, m étant un nombre positif. La fonction f(x)
h) est négatif ou nul, pour toute valeur positive
étant continue.pour æ = À, on peut trouver un nombre n tel qu’on ait f(x) — f(À)| < m, lorsqu'on a [x — | <n; la fonction f(x) serait donc négative pour les valeurs de x comprises entre À et À+n, et À ne serait pas la borne inférieure des valeurs de x rendant la fonction positive. On a donc f(À) = 0.
Soit maintenant N un nombre compris entre f(a) et f(b). La fonction continue o(x) = f(x) — N prend des valeurs de signes contraires pour + — à et pour + — b. Donc, d’après le cas particulier qui vient d’être traité, elle s’annule au moins une fois dans l'intervalle (a, b).
TaéorÈme C. — Toute fonction continue dans un tntervalle (a, b) atteint au moins une fois sa borne supérieure et sa borne inférieure.
D'abord toute fonction continue restant finie, comme on la déjà démontré, admet une borne supérieure M etune borne inférieure". Démontrons, par exemple, qu’on a f(x) —M pour une valeur de æ au moins dans l'intervalle (a, b).
Doi rt, la borne supérieure de f(x) est égale à M pour
x Ë l’un au moins des intervalles (a, c), (ce, b). Remplaçons (a, b) par ce nouvel intervalle, sur lequel nous recommencerons l'opération, et ainsi de suite. En raisonnant comme on la déjà fait tout à l'heure, nous formerons une suite indéfinie d’intervalles (db), (ai, bi), (a», b:), ... dont chacun est la moitié du précédent, la borne supérieure de f(x) dans chacun de ces intervalles étant toujours égale à M. Soit À la limite commune des deux suites 4, Gi... nr, et 0, bi, .…., bn, ….; f(X) est égal à Mr: Supposons, en effet, f(À) = M — k, k étant positif; on peut déterminer un nombre positif n tel que, x variant de À — 1 à À 2 nn
; / 4 reste compris entre f(À) += et f(À) — : et soil, par conséquent,
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0 r . d \ h . f inférieur à M — + Prenons ensuite 7 assez grand pour que-a»
et b, différent de leur limite À de moins de n; l'intervalle (a», b) sera compris dans l'intervalle (À — n, À + n). La borne supérieure e f(x) dans l'intervalle (a;, b,) ne pourrait donc être égale à M. En rapprochant ce théorème du précédent, on en conclut qu'une fonction continue dans un intervalle (a, b) passe, au moins une fois, par toute valeur comprise entre sa borne supérieure et sa borne inférieure. Le théorème À peut de même s’énoncer ainsi : Étant donnée une fonction continue dans l’intervalle (a, b), on peut le décomposer en intervalles partiels assez petits pour que l’oscillation de la fonction dans chacun d'eux soit moindre que tout nombre positif choisi arbitrairement. L'oscillauon d’une fonction continue est, en effet, égale à la différence des valeurs de f(x) pour deux valeurs particulières de la variable.
Remarque. — Nous supposons toujours qu'il s’agit d’un intervalle fermé (a, b). Cette condition est essentielle. Par exemple, la fonction f(x) — 1 — x, définie dans l'intervalle ouvert(o <x£i1) qui ne contient pas la limite x = 0, est continue pour toute valeur de x dans cet intervalle. La borne supérieure est M —1,et f(x) n’atteint pas cette valeur.
9. Fonctions discontinues. Soit y — f(x) une foncuon définie dans un intervalle (a, b). Si cette fonction n’est pas continue pour une valeur x, comprise entre a et b, le point x, est dit un point de discontinuité. L'un au moins des deux nombres f(x, + &), (to — =), où l’on suppose : > 0, ne tend pas vers f(x5), lorsque e tend vers zéro. On dit que #, est un point de discontinuité de première espèce lorsque f(x9+ €) et f(x9 — €) ont l’un et l’autre une limite quand « tend vers zéro, et l’on représente ces limites par f(æo+ 0) et f(xo — 0) respectivement. Lorsque ces deux limites f(æ&o+ 0), f(x — 0) sont égales, le point x, ne peut être un point de discontinuité que si cette valeur limite est différente de (xs); il suffirait dans ce cas de modifier la valeur de la fonction au point x, pour supprimer la discontinuité. Mais si les deux nombres f(æs + o) et /(xo— 0) sont différents, quelle que soit la valeur
e f(x), le point x, est nécessairement un point de disconti- CODE. 2
nuité. Un point de discontinuité de première espèce est dit régulier si l’on a
(to 0) Ho 0),
G)— F0 EEE ee AU
remarquons que cette égalité subsiste pour tout point 3, où la fonction est continue. On verra plus loin (n° 32) des exemples de fonctions, représentées par des séries, qui ont des points de discontinuité de cette espèce.
Soit y — f(x) une fonction n'ayant dans un intervalle (a, b) qu'un nombre fini de points de discontinuité, tous de première espèce, et qu'un nombre fini de maxima et de minima. La courbe représentée par l'équation y — f(x) se compose de plusieurs traits
Fig.
continus, ne se rejoignant pas, tels que AC, C'D, D'B; la valeur de y, qui correspond aux abscisses c et d des points de discontinuité, peut être quelconque. S1 ces points de discontinuité sont réguliers, les points milieux des segments CC’, DD’ doivent être considérés comme faisant partie de la courbe représentative. Ba
: : De | sin x | : ; É fonction citée plus haut y — —— serait représentée par deux
traits continus aboutissant respectivement aux deux points d'ordonnées + 1 et — 1 sur l’axe Oy. |
Si æ, est un point de discontinuité de seconde espèce, l’un au moins des nombres f(æy+e), f(Xxo—+<) ne tend vers aucune limite lorsque le nombre positif e tend vers zéro. Si, par exemple, f(xo+ €) ne tend pas vers une limite, il y aura encore à distinguer deux cas possibles, suivant que f(x, +<) augmente indéfiniment on non en valeur absolue. |
Considérons une fonction f(x) définie analytiquement, par exemple au moyen d’un nombre fini de symboles élémentaires;
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celte fonction est en général une fonction continue, mais il peut arriver que, pour certaines valeurs de la variable, la définition
Sin
devienne illusoire. Prenons par exemple la fonction f(x) — g-
qui est continue pour toute valeur x, < 0; ce symbole n’a aucun sens pour æ — 0. Mais, lorsque x tend vers zéro, f(x) tend vers l'unité, et il est nl Dé POSE LAC ONE
Prenons au contraire la fonction NE) — qui est continue
er pour toute valeur x, de +, différente de «. L'opération qu'il faut effectuer pour déduire la valeur de y de la valeur de x n’a plus aucun sens lorsqu'on donne à x la valeur a; mais nous remarquons que, lorsque x a une valeur très voisine de a, y est très grand en valeur absolue et positif ou négatif, suivant que æ est plus grand ou plus petit que a. Lorsque la différence x -- 4 diminue de plus en plus, la valeur absolue de y augmente indéfiniment, de facon à devenir supérieure à tout nombre donné à l'avance, On exprime
“tot
ce fait d'une façon abrégée en disant que la fonction
infinie pour æ — a. Ïl est évidemment impossible de rétablir la continuité pour æ = a, quelle que soit la valeur que l’on convienne de prendre pour f(a).
’ : Ê I nu Prenons encore la fonction y = sin =: Lorsque x tend vers zéro, I ; ae GE EoRS = augmente indéfiniment et y ne tend vers aucune limite, tout en
é ; 2 , l < restant compris entre — 1 et + 1: l'équation sin — — A: où l’on 2 x Ets |
suppose | A| < 1, admet toujours une infinité de racines comprises entre © et &, aussi petit que soite. Quelle que soit la valeur que l’on convienne de prendre pour y lorsqu'on suppose x —0, la fonction y est discontinue pour x — 0, eta en ce point une discontinuité essentielle.
Dans les exemples précédents, on voit directement comment se comporte la fonction dans le voisinage de la valeur singulière de +. Mais il n’en est pas toujours ainsi. Supposons, pour fixer les idées, qu’on ait une fonction F(x), définie par son expression * analytique, pour toute valeur de x supérieure à un nombre fixe &, et qu on veuille reconnaître si F(x) tend vers une limite lorsque x tend vers + +. Si l’expression analytique de F(x) ne permet pas
de le reconnaître directement, on peut dans bien des cas lever le doute au moyen de la proposition suivante :
Pour que F(x)tende vers une limite lorsque x tend vers + «, il faut et il suffit que la différence F(p) —F(q) tende vers zéro lorsque les deux nombres p et q augmentent indéfiniment, indépendamment l’un de l’autre. À
En termes plus précis, pour que F(x) ait une limite, 1l faut et il suffit qu’à tout nombre positif s on puisse faire correspondre un autre nombre A tel que la valeur absolue de la différence F(p)—F(g) soit inférieure à <, lorsque chacun des deux nombres p, g est supérieur où au moins égal à A.
La condition est nécessaire. Si F(x) tend vers une limite L, il existe un nombre À tel que, pour toute valeur de x2A, la valeur
absolue de la différence F(x)—L est inférieure à =: Sipetq
sont deux nombres quelconques supérieurs à À, la valeur absolue de la différence F(p) — F(g) sera donc inférieure à &.
La condition est suffisante. En effet, considérons la suite
Fa), 1 F(ar-RAr) RES
où À est un nombre entier positif. Cette suite est convergente, car la différence F(a+n+k)—F(a+n) sera, quel que soit le nombre positif #, inférieure en valeur absolue à e, pourvu que a+ nr soit supérieur à À (n°9). Donc F(a& + n) tend vers une limite L lorsque le nombre entier 7 augmente indéfiniment. Considérons maintenant un nombre quelconque x, et soit 2 un nombre entier positif, tel que a + n soit au plus égal à x, mais supérieur à # — 1; on peut écrire F(xæ)—L=F(xz)—F(a+n)+[F(a+n)—L|};
lorsque x croît indéfiniment, il en est de même de a + n, et les deux différences, qui figurent dans le second membre de l'égalité précédente, tendent vers zéro : F(x) a donc pour limite L.
De même, pour qu’une fonction F(x) tende vers une limite lorsque x tend vers a, en restant supérieur à a, par exemple, il faut et 1l suffit que la différence F(p) — F(ÿ) tende vers zéro, lorsque les deux nombres p et q, supposés plus grands que a, tendent vers a, indépendamment l’un de l’autre.
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1/10. Fonctions monotones. — Une fonction f(x), définie dans un intervalle (&, b), est dite monotone dans cet intervalle SLT, et æ: étant deux nombres quelconques appartenant à l'intervalle,
le produit (ta— 21) [f(r2) — f(æ1)]
a toujours le même signe. La fonction est croissante si ce produit est positif ou nul, quels que soient x, et æ:; elle est décroissante si ce produit est, au contraire, négatif ou nul, quels que soient Ty et Lo.
Si nous supposons Z2>>æ1, la différence f(æ2) — f(x,) est positive ou nulle pour une fonction croissante et négative ou nulle pour une fonction décroissante. Lorsqu'une fonction monotone a la même valeur pour + — x, et pour x — #2, elle conserve la même valeur dans tout l'intervalle (x,, æ:). Une fonction monotone peut avoir des points de discontinuité en nombre quelconque dans l’intervalle (a, b), mais tous ces points de discontinuité sont de première espèce. Considérons, par exemple, une fonction croissante et soit z, un point de discontinuité. Lorsque + tend vers zéro, en restant positif, f(x, —+) ne peut décroître; d’ailleurs il reste toujours <f(b). Donc f(x, —<) a une limite f(xs— 0), et l’on verrait de même que f(x, + ©) a une limite f(x, +o). Soit xs un point quelconque. Comme on a toujours f(x — €) £f(x0o + c), on en conclut qu'on a aussi f(x, —o)<f(xs+o). Lorsque Dit 0)—/(7 0), on à forcément f(ro) —f(Zo—0) et la fonction est continue au point x. Mais, si f(xs— 0) est inférieur à f(Zo +0), f(Xo) peut être un nombre quelconque compris entre f(4, —o)et f(x + 0).
Remarque. — 11 y a quelquefois lieu de distinguer une foncon croissante d'une foncüon qui va constamment en croissant. Nous appelons ainsi une fonction férptelleque, sil'ona x 74, On ait aussi f(X2) > f(x), le signe — étant exclu. On définit de même une fonction qui va constamment en décroissant.
11. Fonctions à variation bornée. — Soit f(x) une fonction bornée dans un intervalle (a, b), où a < b. Partageons cet intervalle en intervalles partiels au moyen de nombres croissants æ1, æ2, ..., æ» 1,
PRE CA SN NAME BRAS En 10,
et posons
(A) = lf(m)—f(a)|+ 1e) —f(e)| ++ 1/0) = fn ie
A chaque division de l'intervalle (a, b) correspond ainsi un nombre #20 qu’on appelle la variation de f(æ) pour cette division. Si l’ensemble des nombres #, qui correspondent à tous les systèmes de division possibles, est un ensemble borné, on dit que la fonction f(x) est à variation bornée dans l'intervalle (a, b). La borne supérieure V des nombres » s'appelle la variation totale de la fonction f(x) dans cetintervalle. L'introduction de cette classe importante de fonctions est due à M. Jordan.
Toute fonction monotone est évidemment à variation bornée, car toutes les différences f(x;) — f(æi-1) sont de même signe. Il résulte aussi de la définition que la somme de deux fonctions à variation bornée est aussi une fonction à variation bornée. Si f(æ) est à variation bornée dans l'in tervalle (a, b), elle sera aussi à variation bornée dans tout intervalle (a, b:) intérieur au premier et en particulier dans l’intervalle (@&, æ), æ étant un nombre quelconque compris entre a et b.
Soit p la somme de celles des différences f(æ;) — f(æi-,) qui sont positives, et — x la somme de celles de ces différences qui sont négatives. On a évidemment
Met LE ni? f(b)—f(a)=p—n, et par suite
o=2p+/f(a)—f(b), = 2n+/f(b) —jf(a).
Si la fonction f(x) est à variation bornée, l’ensemble des nombres pet l’ensemble des nombres n, pour toutes les divisions possibles de lPintervalle, sont donc aussi des ensembles bornés. Soient P et N les bornes supérieures de ces deux ensembles qu’on appelle aussi variation totale positive et variation totale négative. Entre les nombres V, P, N on a, d’après ce qui précède, les relations
V=92P+f(a)—f(b), V=2N ECO
Appelons de même V(x}, P(x), N(x) les trois variations totales dans l’invalle (a, x), x étant compris entre a et b. D’après leur définition même, ces trois fonctions V(x), P(æ), N(x) sont des fonctions croissantes; il est évident en effet que P(x) et N(x) ne peuvent décroître quand x augmente. Entre les fonctions f(x), V(æ), P(æ), N(x) on a toujours, quel que soit æ, les deux relations
(5) V(z)=2P(x)+f(a)—f(x), V(æ)=2N(x) + f(x) —ÿf(@); d’où |
(6) S(æ) = fa) + P(x) — N(x).
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Les deux fonctions f(a) + P(x) et N(x) étant croissantes, on en conclut que toute fonction à variation bornée est la différence de deux fonctions croissantes, Cette propriété pourrait être prise pour définition; en effet, la différence de deux fonctions croissantes est égale à la somme d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante, c’est-à-dire de deux fonctions à variation bornée. Elle est donc elle-même à variation bornée.
Si l’on ajoute aux deux fonctions croissantes P(x), N(x) une fonction croissante quelconque w(x), les deux fonctions P;(x), Ni(+) ainsi obtenues sont aussi des fonctions croissantes et leur différence n’a pas changé; on voit donc que toute fonction à variation bornée peut être considérée, d’une infinité de manières, comme la différence de deux fonctions croissantes. Une fonction monotone n'ayant que des points de discontinuité de première espèce, il en est de même de la somme de deux fonctions monotones;, par suite, {oute fonction f(x) à variation bornée n'a que des points de discontinuité de première espèce.
Comme exemple de fonction à variation non bornée, reprenons la fonc-
; é PT . LÉ
tion f(x) = Sin—, en convenant de poser f(0) = 0. La variation totale de =
cette fonction dans l’intervalle compris entre lés inverses des deux
T T / . . ’ x nombres — et aT + — est égale, comme il est facile de le voir, à 27. La 2 2
fonction est donc à variation illimitée dans l'intervalle o,2); ce qui T
résulte aussi de ce fait que x = o est un point de discontinuité de seconde espèce.
Considérons maintenant en particulier une fonction continue f(x) à variation bornée (1). Lorsque le nombre n augmente indéfiniment, de facon que la valeur maximum À des différences xi—x;_1 tende vers zéro, le nombre + a pour limite la variation totale V.
La démonstration repose sur la remarque suivante. Supposons qu’on subdivise chacun des intervalles (&, æ1), (æ1, #2), ... en intervalles plus petits par de nouveaux points de division, et soit
dd, ÿJi: Ÿÿ 2; CON ES CRR ATEN ENT EN ET A ETS E NUS ET eos b
la nouvelle suite obtenue; le nouveau mode de subdivision est dit consécutif au premier. Soit #’ le nombre analogue à » pour cette nouvelle division. On a évidemment
PAG SAM IS fai) — Fri) | a+ lf(yi) —f(ae) | D (ai) ca) fr) | +. RPG ne ge SOAE
et par suite ?
(1) Une fonction continue n’est pas nécessairement à variation bornée. La fonction continue citée plus loin (n°33) est à variation illimitée dans tout intervalle.
PO
Cela posé, soient V la borne supérieure des nombres et : un nombre positif quelconque. D’après la définition même du nombre V, il existe une suite de nombres croissants
CE Er RE AIN pra EU) tels que le nombre #,
= |f(a)—f(a)| + |f(as) — fa) 14... + 1/6) — far),
soit supérieur à V — -: Soit À un nombre positif plus petit que toutes les
différences a; — à, a» — &1, ..., b— ay. Considérons une division quelconque de l'intervalle (a, b) en intervalles partiels moindres que À par des nombres croissants &@, æ1, Æo, -.., ©n-1, 0, et soit v la variation corres— pondante, Rangeons maintenant tous les nombres x; et a; par ordre de grandeur croissante; nous obtenons une nouvelle division de l'intervalle (a, b) qui est consécutive aux deux premières, et par suite la variation correspondante v' est supérieure ou au moins égale à #, et à p.
Cherchons une limite supérieure de #'— 0. On passe de la division qui donne # à la division qui donne s’ en décomposant quelques-uns des intervalles tels que (æ;-1,æ;) en deux intervalles plus petits au moyen de l’un des points &1, &:, ..., ap1. Le nombre total des intervalles qu'on décompose ainsi en deux est au plus égal à p—1,et l’on a
p — y MIE Ver — far) | + [f(are) = fer MONET
le signe > étant étendu à tous les intervalles (xæ;_1, æ;) tels qu'entre æ;1
et x; se trouve un des points ax. Soit w la valeur maximum de l’oscillation de f(x) dans chacun des intervalles partiels (a, æ1}), (æ1, æ>), .... Al est clair que la différence
Are ar) le | Car) ME CEA — (TE
est au plus égale à 2w, et par conséquent #’ — » est au plus égale à 2(p—1)w. La fonction f(x) étant continue, soit n un nombre positif tel que, dans tout intervalle partiel d'amplitude inférieure à n, l’oscillation de f(x) soit
[si inférieure à IRD) Si la valeur maximum À des différences æj — @1, pe
Late à û € La — V1, ..., 0 — Tr est inférieure à n, on aura d’après cela pt #2
D'ailleurs, nous pouvons écrire la différence V — +, a Ar T f !
et par conséquent on à V—v<e; comme v ne peut être supérieur à V, e a donc pour limite V. |
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Ce théorème permet de démontrer que la fonction V(x), qui représente la variation totale de f(x) dans l'intervalle (a, x), est une fonction continue de x.
Soient +9 une valeur de x comprise entre & et b,et à, ÿi, Ya, +.» Yn æ, une suite de nombres croissants; V(æ9) est la limite de la variation
Prier (a) [EC OM) SES Le [FCY na) — J(Yn=1) | 7 [f (ao) — f(Yn) |:
La somme de tous les termes, sauf le dernier, ne peut dépasser V(ÿn7) ni par suite V(xo—o), puisque V(x) est une fonction croissante. On a
donc pLV(xzo—0)+|f(ro) — f(Yn)|;
or f(æo)—f(Yn) tend vers zéro puisque f (x) est continue. La limite V(xo) de v ne peut donc dépasser V(xo— 0); comme la fonction V(x) est crois— sante, on a nécessairement V(xo) = V(zo— 0).
Pour démontrer qu’on a aussi V(xo) = V(xo+ 0), posons
D Ni) = VÉO) avr:
Vi(3) représente la variation totale de la fonction f(b — y) dans l'intervalle (0,7). On a donc Vi( yo) = Vi(Jo—0), d’après ce qui vient d’être démontré, et par suite V(xo) = V(xo+o).
La fonction V(x) étant continue, ainsi que f(æ), il en est de même des deux fonctions
VC) + f(æ)—f(a),
N(x) Donc toute fonction continue à variation bornée est la différence de deux fonctions continues croissantes.
Exemple. — Quand une fonction continue f(x) n’a qu'un nombre fini de maxima ou de minima dans un intervalle (&, b), il est clair qu’elle est à variation bornée dans cet intervalle. Considérons, pour fixer les idées, une fonction f (x) croissante de a à a, décroissante de a à @>, croissante de &> à b. Prenons les deux fonctions f\(æ), f2(x), définies comme il suit :
1 Dans l'intervalle (a, æ) : fi(æ)=f(x), fax) = 0; 2° Dans l'intervalle (@1, &2) : f1(x) = f(@1), fa(x) = f(&) — f(æ); 3° Dans l'intervalle (@2, db) : Has NAS aa
AE rer 2).
Il est clair que les deux fonctions f(x) et f:(x) sont continues et croissantes dans tout l’intervalle (a, b), et leur différence est égale à f(x). On opérerait de la même façon, quel que soit le nombre des maxima et des minima dans (a, b), pour décomposer f(x) en une différence de deux fonctions continues croissantes.
né
Plus généralement, soit f(æ) une fonction telle qu'on puisse décomposer l'intervalle (a, b) en p intervalles partiels dans chacun desquels la fonction est monotone, la fonction n'ayant que des points de discontinuité réguliers, en nombre fini. Le procédé précédent permet d'exprimer f(x) par la différence de deux fonctions croissantes n’ayant elles-mêmes que des points de discontinuité réguliers.
12. Fonctions de plusieurs variables. — On dit que w est foncuon de æ, y, 5. ..., t lorsqu’à tout système de valeurs de x, y, 3,..., d correspond une valeur de w. Pour fixer les idées, supposons qu'il y ait deux variables indépendantes x et y, et considérons + et y comme les coordonnées d’un point dans un plan. À tout système de valeurs de x et de y correspond un point M, et inversement. Lorsqu’à tout point M pris dans une certaine région du plan correspond une valeur de w, on dit que la fonction &— f(x, y) est définie dans cette région, qu’on appelle en général un domaine où un champ.
Un domaine À peut être formé par la portion du plan intérieure à une courbe fermée C, ou par la portion du plan limitée par plusieurs courbes fermées, une courbe extérieure C et une ou plusieurs courbes intérieures C!, C/', .…. Les courbes C, C! C!, … forment la frontière de ce domaine; nous supposerons en général que les frontières font partie du domaine, c’est-à-dire qu'en chaque point de C, par exemple, la fonction w a une valeur déterminée. Le domaine est dit alors fermé. Il est dit connexe si l’on peut Joindre deux points quelconques de ce domaine par une ligne brisée située tout entière dans le domaine.
Une fonction w — f(x, y) est bornée dans un domaine A si l'ensemble des valeurs de w pour tous les points de ce domaine est un ensemble borné. On définit comme plus haut (n° 6) les nombres M, m et l’oscillation.
Soient (5, Yo) les coordonnées d’un point M, pris dans cette
porüon du plan. On dit que la fonction f(æ, y) est continue
pour le système de valeurs x, Vos St, à tout nombre positif &, on peut faire correspondre un autre nombre positif n, telqu'on ait
LF(ro+ ; yo+k)—f(æoyo)| Le,
à la seule condition qu’on ait | h ÉTÉ ES".
On peut interpréter comme il suit la définition de la continuité.
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Imaginons que l’on construise, dans le plan des æy, un carré de centre M,, de côté égal à 2n, etayant ses côtés parallèles aux axes; le point M’ de coordonnées (z5+ h, Yo + k) est à l’intérieur de ce carré, pourvu qu’on ait [A] <n, |*|<n. Dire que la fonction est continue pour æ = Lo, Ÿ = Yo; cela revient à dire qu'on peut prendre le côté de ce carré assez petit pour que la différence des valeurs de la fonction au point M, et en un autre point quelconque de ce carré soit moindre que £ en valeur absolue. Il est évident, d’après cela, qu'on pourrait remplacer ce carré par un cercle de centre (4, Yo); car, si la condition précédente est satisfaite pour tous les points situés à l’intérieur d’un carré, elle le sera aussi pour tous les points intérieurs au cercle inscrit. Inversement, si la condition est satisfaite pour tous les points intérieurs à un cercle, elle l’est aussi pour tous les points intérieurs à un carré inscrit dans ce cercle. On pourrait donc définir la continuité en disant qu’on peut faire correspondre les nombres positifs s etn de
telle façon que l'inégalité ÿh?+ #?< n entraîne l'inégalité Lf(æo+ k, yo+ #)— fra Jo)| <e.
De même, la fonction f(x, y) est dite continue en un point m de la frontière si la valeur de w en un point voisin m, du domaine À, tend vers la valeur de w en m lorsque la distance mm’ tend vers zéro.
Une fonction f(x, y) continue en tout point intérieur à un domaine À et en tout point de sa frontière est dite continue dans À. Il existe pour les fonctions continues dans un domaine borné À, limité par un contour fermé C, des théorèmes tout à fait analogues à ceux qui ont été démontrés plus haut (n° 8).
De. donné un nombre positif =, on peut décomposer la portion À du plan en parties plus petites de telle façon que la différence des valeurs de w pour deux points Le CARTE) d’une méme partie soit toujours moindre que &.
Nous procéderons toujours par subdivisions successives, de la facon suivante. Imaginons la portion À du plan décomposée par des parallèles à l’axe des æ et à l'axe des y, la distance de deux parallèles voisines étant égale à à; de ces poruons de À, les unes
sont des carrés de côté à situés tout entiers à l’intérieur de C, les autres des portions de carrés limitées en partie par des arcs du contour C. Cela posé, si la proposition énoncée n’était pas exacte pour la portion À, il en serait de même pour une au moins des nouvelles portions du plan A, : en subdivisant de la même façon la portion À, et ainsi de suite, on formerait une suite de carrés ou de portions de carrés
A Ai, EE An; ACC‘)
pour lesquels la proposition énoncée serait inexacte. La poruon À, est tout entière comprise entre deux parallèles x = a, æ =D} à l’axe des y et entre deux parallèles: Gt l’axe des x. Lorsque 7 augmente indéfiniment, a, et b, ont une limite commune À; c, et d, ont de même une limite commune LL.
Fig. 2.
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Car les a», par exemple, ne vont jamais en décroissant et sont tous plus petits qu'un nombre fixe. Tous les points de À, tendent vers un point limite M, de coordonnées (À, 1), Silué à l’intérieur du contour C ou sur ce contour lui-même. Le raisonnement
s'achève comme plus haut (n° 8); si le théorème énoncé était inexact, la fonction f(x, Y) ne pourrait être continue pour z — À, =}, Contrairement à l'hypothèse.
Corollaire. — Supposons qu'on ait pris les parallèles assez rapprochées pour que la différence des valeurs de w pour deux points ARRARERARX à une même partie soit moindre en valeur absolue que ) et soit n la distance de deux parallèles voisines.
Soient (æ, y ‘? (x', y’) deux points pris à l’intérieur ou sur le contour C, dont la distance est inférieure à n. Ces deux points
11. — FONCTIONS. — GÉNÉRALITES. 29 appartiennent à une même portion de À ou à deux portions ayant un sommet commun; dans les deux cas, la différence
Ré NA ENS
ne peut être supérieure en valeur absolue à 2 - — +. Donc, à tout
ww te
nombre positif s on peut faire correspondre un autre nombre positif n tel qu’on ait
LFCe, Y)— fe, y'i|<e,
pourvu que la distance de deux points de coordonnées (x, y) et (x', y'), pris dans À ou sur le contour G, soit moindre que n. En d’autres termes, toute fonction continue dans À est uniformément continue.
De la proposition précédente on déduit, comme plus haut (n° 8), que toute fonction continue dans À est nécessairement finie dans À. La méthode des subdivisions successives permet de démontrer que la fonction w atteint au moins une fois chacune des valeurs M et m7 pour des points à l’intérieur de C ou sur ce contour lui-même. Soient & un point pour lequel on à w — m, et b un point pour lequel w— M. Joignons à et bd par une ligne polygonale tout entière intérieure à GC. Lorsque le point (+, 7) décrit cette ligne, w est une fonction continue de la longueur de la ligne polygonale comprise entre le point & et le point (x, y); elle passe donc au moins une fois par toute valeur 1 comprise entre m et M (n° 8). Comme on peut joindre a et b par une infinité de lignes polygonales, on voit que la fonction f(x, y) prend une valeur x comprise entre » et M pour une infinité de points intérieurs au contour C.
Il est clair que toute fonction continue des deux variables x, y est une fonction continue de chacune des deux variables prise 1s0lément, mais la réciproque n’est pas toujours exacte.
2% lorsque l’une au moins des valeurs de x et de y est différente de zéro, et posons / (0,0) — o. La fonction ainsi définie est une foncüon continue de x lorsqu'on suppose y constant, et inversement. Cependant elle n’est pas une fonction continue des deux variables x
ety, pour le système de valeurs x — y — 0, car, si le point (x, y)
Prenons, par exemple, la fonction f(x,7) égale à
tend vers l’origine en restant sur la droite y —mzx, la fonc-
LE) 2m Sy . . .
———, et cette limite est variable list RES
uon f(x, y) a pour limite — avec mn. Dans cetexemple, il serait évidemment impossible de choisir pour f (0, 0) une valeur telle que la fonction f(x, y) fût continue à l’origine. Il n’en est pas de même pour la fonction f(x, y) égale \ “4 Û “4 4 , œ
able lorsque +x?+ y? est différent de zéro; si l’on pose en
Vri+ y?
outre f(0,0)—0, la fonction ainsi définie est continue pour
ZT —Y 0, car la valeur absolue de f(x, y) est inférieure à |[x|. Toutes ces considérations s'étendent sans difficultés aux foncuons d’un nombre quelconque de variables indépendantes.
Courbes continues. — Nous avons admis, dans ce qui pré
cède, qu’une courbe plane fermée C décompose le plan en deux
domaines, un domaine intérieur D; et un domaine extérieur D,, tels qu'il est impossible de joindre un point de D; à un point de D, par une ligne brisée n'ayant aucun point commun avec C. C’est là une propriété qui est bien conforme à la notion intuitive de courbe fournie par la Géométrie, et qu’il est d'ailleurs facile d'établir pour les courbes définies par une propriété géométrique, telles que l’ellipse.
Mais, pour pouvoir raisonner d’une façon précise, il est nécessaire de remplacer cette notion un peu vague empruntée à la Géométrie par une définition purement analytique. Soient f(£), o(t), Ÿ(£) trois fonctions continues d'une variable t; l’ensemble des points dont les coordonnées sont données par les formules
A) x=f{(t), y=v(t), z= vtt)
quand on fait varier {, constitue une courbe continue FT, ou plus simplement une courbe. Supposons que les trois fonctions continues f(t), o(t), (4) admettent la période w, c’est-à-dire soient telles qu’on ait, quel que soit £,
(8) HR EEAC) PCE+w) = (6), LE+w) = V(t);
il suffira de faire varier { dans un intervalle quelconque (a, a +w) d'amplitude w, pour obtenir tous les points de la courbe F, qui est dite une courbe fermée. Nous pouvons évidemment supposer w
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positif ; nous supposons en outre que C est le plus petit nombre positif satisfaisant aux trois relations (8). Si pour deux valeurs différentes £/, 4”, on a à la fois
(9) f)=fC), p()=ecr, dE) = CE),
sans que la différence #'— #” soit un multiple de w, le point correspondant de l'est un point double. S'il est ne de trouver deux valeurs 4', {’ satisfaisant aux relations (9), sans que #'—{” soit un multiple de w, la courbe T n’a pas de point double. Pour appliquer ces définitions aux courbes planes, il suffit de supposer d({)— 0.
M. Jordan à démontré rigoureusement (voir son Cours d’Analyse) qu’une courbe plane fermée C sans points doubles divise le plan en deux régions, l’une intérieure, l’autre extérieure, deux points d’une même région pouvant toujours être joints par une ligne brisée sans traverser G, tandis que toute ligne continue joignant un point de la région intérieure à un point de la région extérieure traverse nécessairement la courbe C.
Sur ce point-là, le raisonnement ne fait que confirmer lintuition géométrique, mais il ne faut pas croire qu'il en est toujours ainsi. M. Peano en a donné un exemple bien curieux en faisant connaître une courbe plane qui jouit de la singulière propriété suivante : Lorsqu'on fait varier le paramètre 4, le point dont les coordonnées sont x —f(t), y — œ(t) vient coïncider successivement avec tous les points intérieurs à un carré ().
Nous n'avons cité cefésultat que pour montrer combien la notion analytique de courbe est plus complexe que la notion vulgaire. Dans la suite, nous ne nous occuperons le plus souvent que de courbes satisfaisant aux conditions suivantes qui sont vérifiées par les contours que l’on considère habituellement. Soient x — fer y = (1) les équations qui définissent une courbe GC, et soit (a, b) Pintervaile dans lequel il faut faire varier t RUES inen tous les points de cette courbe. Nous supposerons qu'on peut décomposer (&, b) en un nombre fini d'intervalles partiels, dans chacun desquels chacune des fonctions f, © va constamment en croissant, Où constamment en décroissant, ou reste constante. Si par
(!) PEaxo, Sur une courbe qui remplit une aire plane (Math. Annalen t. XXXVI). Voir aussi HiLBERT (/bid., t. XXXVIIT).
exemple, la fonction x — f(t) va en croissant dans un intervalle (x, 8), on peut, d’après lathéorie des fonctions inverses, en déduire pour { une fonction continue de x, et Parc correspondant est représenté par une équation telle que y = G(x). De même, si la fonction &(£) va constamment en croissant ou en décroissant dans un intervalle partiel, l’arc correspondant est représenté par une équation telle que x — H(7).
Toutes les courbes dont il sera question par la suite sont formées d’un certain nombre d’arcs de cette espèce mis bout à bout. Considérons en particulier un contour fermé C, sans point double, et prenons les points de C où x est maximum où minimum (y compris les points des portions de droites parallèles à O y’, si le contour C en contient), et soient æ,, Ze, ..., æ, les abscisses de ces points rangés par ordre de grandeur croissante. Toute parallèle x —x à l’axe Oy, à étant compris dans l’un des intervalles (x;_,, x;), rencontre C en un nombre pair de points d’ordonnées (91, Yo; +, Yep); Ya étant une fonction continue w4(x) dans l'intervalle (x;_,, x;). Nous supposerons qu’on à
Di LL Pa LL Pa Lee K Day L'OIp.
Tout point de la bande limitée par les droites TRE", et compris entre les courbes y, = ,,7y2=— 0, est intérieur au contour C; au contraire, tout point de cette bande compris entre les deux courbes J2—= Le et V3 — 3 est extérieur au contour €, etc. En continuant ainsi, on voit que Le domaine intérieur à la courbe C peut être décomposé en un nombre fini de domaines partels, dont chacun est limité par deux parallèles 3=a,xz=bàaOyet
deUXPCOUTDES VEN), EE v:(æ), les fonctions e, et ©2 étant continues dans l’intervalle (a, b).
1° Le produit de deux fonctions à variation bornée est à variation bornée.
> Si f(æ) est à variation bornée, il en est de même de | f(x) |. 3° Pour qu’une fonction soit à variation bornée, il faut et il suffit que la somme des oscillations dans chaque intervalle partiel reste finie.
4° Si une fonction f(x, y) est uniformément continue par rapport à chaque variable dans un domaine, elle est continue par rapport à l’ensemble des deux variables dans ce domaine.
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14. Dérivées. — Soit f(x) une fonction continue; les deux termes du rapport
F(x+Rh)— f(x)
tendent vers zéro simultanément lorsque, x restant fixe, la valeur absolue de À diminue indéfiniment. Si ce rapport tend vers une limite, on dit que cette limite est la dérivée de la fonction APE et on la représente par y/ ou f(x), suivant la notation de Lagrange.
À la notion analytique de la dérivée se rattache une notion géométrique importante. Soit y = f(x) une fonction continue dans un intervalle (a, b); considérons dans un plan le point de coordonnées (x, y). Lorsque x varie de a à b, ce point décrit un arc de courbe AMB, qui représente graphiquement la marche de la fonction f(x) dans l’intervalle (a, b). Soient M et M! deux points voisins de cet arc de courbe, d’abscisses + et x + h. Le coefficient angulaire de la droite MM’ est égal à |
lorsque À tend vers zéro, le point M'se rapproche indéfiniment du point M et, si la fonction f(x) admet une dérivée, le coefficient angulaire de la droite MM! tend vers la limite y’. La droite MM’ tend donc vers une position limite MT, qu'on appelle la tangente à la courbe; l'équation de cette tangente est, d’après ce qui précède,
or =r(X—t), À et Y étant les coordonnées courantes.
Te EN
Plus généralement, considérons une courbe quelconque dans
l’espace et soient
me f{t},. y =g({) 05 NN
les expressions des coordonnées d'un point de cette courbe en fonction d’un paramètre variable t. Prenons sur cette courbe deux points M, M’ correspondant aux deux valeurs t et + h du paramètre : les équations de la corde MM' sont
FO+R)=S() EG FR)S et) POS Si l'on divise tous les dénominateurs de ces rapports par k, et qu’on fasse ensuite tendre À vers zéro, on voit que la corde MM’ tend vers une position limite qui est représentée par les équations
X— f(E) L Y= pt) RMS TECE) o'(£) d'(£)
ceci suppose, bien entendu, que les trois fonctions f(t), @(t), Y(t) admettent une dérivée. La détermination de la tangente à une courbe se ramène donc analytiquement à un calcul de dérivées.
Toute fonction qui admet une dérivée est nécessairement continue, mais la réciproque n’est pas vraie. Îl est facile de donner des exemples de fonctions continues n'ayant pas de dérivée pour des valeurs exceptionnelles de la variable. Telle est la fonc-
: ACT ë ; DOTE EE RSS pour æ —0; lorsque x tend vers zéro, il en est
de même de y et la fonction est bien continue, mais le rap-
port > — sin ne tend vers aucune limite (n° 9).
Soit encore y —x*; cette fonction est continue pour toute
valeur de æ et l'on ay —=0o pour x =0; mais le rapport - ep
croît indéfiniment lorsque x lend vers zéro. Nous dirons pour abréger que la dérivée est infinie pour æ = 0; la courbe qui représente la marche de la fonction est tangente à l’origine à l'axe des y.
RAT e a ftonclion Y=X WErE DAT
est nulle pour x —o, mais le rap- 1+e* |
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port À tend vers deux limites différentes suivant que æ tend vers
zéro en restant positif, ou en restant négatif. Lorsque x est positif
! - æ Sr A DA ° x n Vi L et très petit, e* est positif et très grand; le rapport = tend vers l'unité; au contraire, six est négatif et très petit en valeur absolue,
t À TL
e* est très voisin de zéro et le rappor a pour limite zéro. Il
existe donc deux valeurs distinctes pour la dérivée, suivant la façon dont x tend vers zéro; la courbe qui représente la marche de la fonction a un point anguleux à l’origine.
D'une façon générale, toute ligne brisée, qui n’est rencontrée qu’en un point par une parallèle à Oy, définit une fonction conünue dont la dérivée a deux valeurs distinctes en chaque sommet.
On voit par ces exemples qu'il est facile de former des foncüuons continues n'admettant pas de dérivée pour certaines valeurs particulières de la variable. Mais les inventeurs du Calcul infinitésimal et leurs successeurs n'avaient jamais mis en doute qu’une fonction continue n’eût en général une dérivée. Il y avait même eu quelques tentatives de démonstration, insuffisantes 1l est vrai, lorsque M. Weierstrass est venu trancher complètement la quesuon, en donnant des exemples de fonctions continues qui n’admettent de dérivée pour aucune valeur de la variable (t). Ces fonctions n'ayant reçu jusqu'ici aucune application, nous ne nous en occuperons pas. Quand nous dirons par la suile qu’une fonction f(x) a une dérivée dans l’intervalle (a, b), il faudra toujours entendre par là, à moins de mention expresse, qu’elle admet une dérivée unique et finie pour chaque valeur de la variable comprise Eure #ret db: à:
15. Dérivées successives. — La dérivée d’une fonction f(x) est elle-même une autre fonction de x, f'(x); si f'(x) admet ellemême une dérivée, on appelle la nouvelle fonction la dérivée
x SUR " " seconde de f(x) et on la représente par le symbole y” ou f(x). On définira de même la dérivée troisième y” ou f(x) comme la
(!) Note lue à l’Académie des Sciences de Berlin, le 18 juillet 1872. On trouvera d’autres exemples dans le Mémoire de M. Darboux, sur les fonctions discontinues ( Annales de l’École Normale supérieure, 2° série, t. IV). Un exemple de M. Weierstrass est indiqué à la fin du Chapitre.
dérivée de la dérivée seconde, et ainsi de suite ; d’une manière générale, la dérivée ni" y{#) ou f(x) est la dérivée de la dérivée d'ordre (re Si, en prenant ainsi les dérivées successives, on n'arrive Jamais à une fonetion qui n’admet pas de dérivée, on peut imaginer cette suite d'opérations pr olongée indéfiniment; la suite des dérivées de la fonction f(x) d’où l’on est parti est illimitée. C'est ce qui a lieu pour la plupart des fonctions qui Le jusqu'ici quelque intérêt pratique. | | La notation qui précède est celle de Lagrange; on se sert aussi quelquefois de la notation D,y ou D,f(x), due à Cauchy, pour représenter la dérivée d'ordre nr. Nous verrons un peu plus loin la
EN
notation de Leibniz.
16. Théorème de Rolle. — L'emploi des dérivées dans l'étude des équations repose sur la proposition suivante, connue sous le
nom de théorème de Rolle :
Soient a et b deux racines de l’équation f(x) = 0: Si la fonction f(x) est continue et admet une dérivée dans l'untervalle (a, b), l'équation f'(x)—0 a au moins une racine comprise entre a et b.
En effet, la fonction f(x) est nulle par hypothèse pour w = a et pour æ — b. Si elle est constamment nulle dans l'intervalle (a, b), il en est de même de sa dérivée et le théorème estévident. DIR fonction f(x) n’est pas constamment nulle, elle prendra soit des valeurs positives, soit des valeurs négatives. Supposons, par exemple, qu'elle prenne des valeurs positives; elle prendra alors une valeur maximum M pour une valeur x, de x comprise entre &
et b (n° 8; théorème C). Le rapport
f(æi+ h) (ei) h
où l’on suppose À > o, est nécessairement négatif, à moins d’être nul, et la limite de ce rapport, c’est-à-dire f'(x,). ne peut être un nombre positif; on a donc f’(#,)£o. En considérant de même J'(æ,) comme la limite du rapport &
Em? En GA ne — À
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où k est positif, on verra de la même facon qu’on doit avoir f'(æ,)Zo. La comparaison de ces deux résultats prouve qu'on a nécessairement f'(æ,) = 0.
17. Formule des accroissements finis. — Soient f(x) et o(x) deux fonctions continues dans l'intervalle (a, b), et admettant une dérivée pour toute valeur de x dans cet intervalle (les limites n'étant pas comprises ).
Nous pouvons déterminer trois coefficients constants À, B, C tels que la fonction auxiliaire
Y(x)=Af(x) +Bo(x)+ 0 soit nulle pour x — à et pour x = b. Il faut et il suffit pour cela qu’on ait Af(a)+Bo(a)+C=o, Af(b)+Bo(b)+CG=o; on en déduit, en retranchant membre à membre, A[J(a)—f(b)]+ Bfp(a) — 9(8)] = 0.
Comme les relations précédentes ne déterminent que les rapports des coefficients À, B, C, on peut prendre
et la valeur correspondante de C s’obtient immédiatement. Les coefficients À, B, C étant ainsi déterminés, la fonction auxiliaire d(x) est nulle pour z— a et pour æ—b; d’ailleurs elle admet une dérivée pour toute valeur de x comprise dans l'intervalle (a, b), comme les fonctions f(x) et w(x) elles-mêmes. Il existe donc un nombre c compris entre @ et b qui annule la dérivée
L'(x) — Af"(æ) + B o'(æ).
Remplaçons A et B par leurs valeurs; 1l vient
[e(a)— pb) f'(e) + [f(b) —f(a)l?" Ce) = 0,
ou, en divisant par ®'(c)[o(a) — o(b)|,
SE) ta) _ fe), p(o)—œ(a) (ec)
Faisons dans cette formule 9(x)—x; nous pouvons énoncer le
théorème suivant :
Soit f(x) une fonction continue dans l’intervalle (a; b) admettant une dérivée pour toute valeur de x comprise entre a et b. On a la relation
(2) f(b)—f(a)= (b—a)f(c), c désignant un nombre compris entre a et b.
Cette formule (2) est la formule des accroissements finis proprement dite ou formule de la moyenne. On remarquera que la démonstration ne suppose pas la continuité de la dérivée ni l’existence de cette dérivée pour les valeurs limites x = a, x = b. L'interprétation géométrique esltrop connue pour qu'il soit nécessaire de la rappeler 1c1.
De cette formule on déduit que, si la dérivée f(x) est nulle dans tout l'intervalle (a, b), la fonction f(x) conserve une valeur constante dans cet intervalle; car l’application de la formule à deux valeurs æ,, &2, appartenant à l'intervalle (a, b), conduit à la relation f(x:) = f(x;). Il en résulte que, si deux fonctions admettent la même dérivée, leur différence est constante et la réciproque est évidente. Quand on connaît une fonction F(x) ayant pour dérivée une fonction donnée f(x), on obtient toutes les autres fonctions ayant la même dérivée en JA à F(x) une constante arbitraire (!). |
Voici une autre conséquence de la formule (2), qui nous sera souvent utile. Supposons que la dérivée f’(x) soit bornée dans
(!) On applique quelquefois ce théorème sans avoir égard à toutes les conditions de l’énoncé. Soient, par exemple, f(æ) et y(æ) deux fonctions continues, admettant des dérivées f'(æ), +'(æx), dans un intervalle (a, b). Si, entre ces quatre fonctions, on a la relation f'(æ)v(x)— f(x)+#'(æ) =0o, on en conclut
que la dérivée de la fonction “ est nulle et, par suite, que le rapport = est cons- ?
tant dans l’intervalle (a, b). Mais la couclusion n’est absolument légitime que si la fonction (x) ne s’annule pas dans l'intervalle (a, b). Supposons, pour fixer les idées, que (x) s’annule, ainsi que w'(x), pour une valeur c de æ comprise entre a et b. Une fonction f(x) égale à C;v(x) entre a et c, et à C,w(æx) entre c et b, GC, et C, étant deux constantes différentes, est continue et admet une dérivée dans l'intervalle (@, b), et la relation proposée est bien vérifiée pour toute ‘ valeur de x comprise dans cet intervalle. L'interprétation géométrique est facile.
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l'intervalle (a, b), de sorte qu'on ait, pour toute valeur de x comprise entre a et b,|f'(x)| <K, le nombre positif K étant indépendant de +. Il suit de là que, x, et #2 étant deux nombres quelconques de l'intervalle (a, b), on a toujours l'inégalité
(3) (te) — fai) <KI%2— vi].
Nous appellerons, pour abréger, condition de Lipschitz la condition exprimée par cette inégalité (3), où K désigne un nombre fixe, x, et æ, deux nombres quelconques appartenant à un certain intervalle.
La formule (1) est appelée quelquefois formule de la moyenne généralisée. Le théorème de l'Hospital sur les formes indéterminées s’en déduit aussitôt. Supposons en effet f(a)—=%(a)—o. En remplaçant b par +, la formule (1) devient
z, étant compris entre æebzx. Cette relation nous montre que, st
Tr PA le rapport Pres tend vers une limite lorsque x tend vers a, le x L RAM rapport Le tend vers la méme limite lorsqu'on a
18. Formule de Taylor. — Lorsque f(x) est un polynome entier de degré n, en développant ce polynome suivant les puissances de æ — a, on obtient la formule
LR Sale nr Le:
le développement s'arrête de lui-même, car toutes les dérivées sont nulles à partir de la (n +1). (
Considérons maintenant une fonction f(x) différente d’un polynome. La formule (4) ne peut être applicable à cette fonction, aussi grand que soit le nombre entier ». Nous nous proposons de trouver une expression de l'erreur commise quand on remplace cette fonction f(x) par le polynome
Pate) = fa) + fa) ++ fa)
4o CHAPITRE II. — DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES.
Nous ferons sur la fonction f(x) les hypothèses suivantes : cette fonclion est continue, ainsi que les dérivées f(x), f(x), …, f(x), dans un intervalle (a, b), et la dérivée d'ordre n, f'#(x), admet elle-même une dérivée f(*+1) (x) pour toute valeur de x comprise entre a et b. Le polynome P,(x) satisfait aux conditions
Pr(a)= f(a), Pe(a)= fa), 4, PRG
et par suite la différence f(x) —P,(x) est nulle, ainsi que ses dérivées successives jusqu’à la nième pour x — a. Ilen est de même de la fonction auxiliaire
quelle que soit la constante C. Or on peut choisir cette constante de façon que (x) soit nulle aussi pour æ = b; il suffit pour cela de poser
La constante C étant déterminée par cette relation, la fonction auxiliaire ©(x) est continue, ainsi que ses » premières dérivées, dans l'intervalle (a, b), et o(%)(x) admet elle-même une dérivée o(?tt){x) pour toute valeur de > comprise entre a et b. De plus, on a les »n relations
p(a)=0o; vw(a)=0, CR (a) = 0, g(b)= 0.
Appliquons le théorème de Rolle à la fonction v(æx) et à ses dérivées successivement. La fonction o(x) s’annulant pour + — a et pour x — b, l'équation (x) — 0 a uneracine c, comprise entre & et b. Cette fonction &/(x) étant nulle pour x — a et pour x =c,, l'équation #"(æ) — o a elle-même une racine e, comprise entre @ el C,, et par suite comprise entre a et b. En continuant ainsi jusqu’à la dérivée nie, 6n voit que l'équation o(%)(%) = 0 admet la racine a et une autre racine Cy comprise entre «& et b. Par suite, la dérivée o(2+1)(x) s’annule aussi pour une valeur c comprise entre «a et b. Or cette dérivée a pour expression, puisque le polynome P,(x) est de degré » au plus,
pH (D) = fit (x) A2, 2 on ME
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On en déduit que la constante C satisfait à la relation FEV (c)+(n+1!CG—=o,
€ étant un nombre inconnu compris entre & et b. Remplaçons maintenant Cet P,(b) par leurs expressions dans la relation (5); nous tirons de l’égalité obtenue la valeur suivante e f(b) : (6) f(b) =
(onde en
DT= n er PAL (a) Le To pe
n | C’est la formule générale de Taylor que nous écrirons, sous une forme un peu différente, en remplaçant b par a + x, et en observant que c est de la forme a + 6x, 4 étant compris entre oet 1,
(D f(a = r)=f(a)+ Sf'(a)+ Sa) + + PSM (a)+ Ras
le reste R, ayant pour expression
æn+1
= if (a + 02)
Ce reste R, représente l'erreur commise quand on remplace {(a+ x) par le polynome P,(a+x). Si [fttt!(z)| reste infé-
rieur à un nombre M lorsque 3 varie de a à a + x, la valeur | T pret Ê à absolue de ce reste est inférieure à Meet Rue IL et nous avons ainsi
une idée de l’approximation obtenue pour f(a + x) en négligeant le reste.
Remarque. — Lorsque la dérivée f(+*!/(x) est continue, on peut encore écrire anti :
n+ da)-E ie men SCA
e désignant un infiniment petit lorsque x tend vers zéro. Si l’on considère + comme l’infiniment petit principal, on voit que R, est un infiniment petit d'ordre n +1 au moins par rapport à æ. En faisant successivement n —1, nñ —2, n — 3, ..., on obuent donc des polynomes qui diffèrent de f(a+zx) d’infiniment petits d'ordre croissant. En faisant a — o dans la formule (5), la formule obtenue s'appelle quelquefois formule de Maclaurin.
Exemple.— Appliquons la formule (7) à la fonction f(x) = log(i x), le signe log désignant le logarithme népérien, en supposant a = 0, n =, æ > —1I; nous trouvons
MA nager
si dans cette formule on remplace x par l'inverse d’un nombre entier », il vient i I 0 log(i+ 1) = 1 — n 2
0, étant un facteur positif inférieur à l’unité.
On déduit de là que la série dont le terme général est = — log (: + :)
Li 4 La e La ® D] I est une série convergente, car le terme général est inférieur à Pre Or la somme des x premiers termes de cette série est égale à
SA Pa + L'log(n EDS ITS En | 5 Un È n +1)?
par suite, la différence 2, — logn tend vers une limite finie, lorsque n croît indéfiniment. Cette limite est la constante d’Euler C, dont la valeur est, avec 20 décimales exactes, C = 0,577215664 go1 532 86060.
‘19. Formes indéterminées. — La formule de Taylor permet de généraliser facilement la règle de l'Hospital (n° 17).
Soient f(x) eto(x) deux fonctions s’annulant pour une même valeur de la variable x = a ; la recherche de la limite vers laquelle tend le rapport des deux nombres f(a+k) ete(a+h), lorsque À tend vers zéro, n’est qu’un cas particulier du problème qui consiste à trouver la limite du rapport de deux inliniment petits. Cette limite s'obtient immédiatement si l’on connaît la partie principale de chacun de ces infiniment petits, ce qui est précisément le cas lorsque la formule (5) est applicable à chacune des fonctions fe et ©(æ) dans le voisinage du point a. Supposons que la première dérivée de f(x), qui n’est pas nulle pour x — à, est la dérivée d'ordre p, f(P?/(a), et de même que la première dérivée de © (x), qui n’est pas nulle pour x — @, est la dérivée d’ordre q, 2) (a). On peut écrire, en appliquant la formule (7) à chacune des foncons f(x), © (x) et divisant les résultats,
f(a+h) 2. ph eds el OC JO p(a+kh) Lan otl(a) IE
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e et e/ étant deux infiniment petits. Il est évident, sur cette formule, que le rapport considéré augmente indéfiniment lorsque À tend vers zéro, si qg est supérieur à p, et tend vers zéro si q est
fa),
inférieur à p ; lorsque g = p, il tend vers une limite finie (a)
Une indétermination du même genre se présente quelquefois dans les équations de la tangente à une courbe. Soient
les formules qui donnent les coordonnées d’un point d'une courbe quelconque C exprimées en fonction d’un paramètre {; les équations de la tangente à cette courbe en un point M correspondant à la valeur £, du paramèêtre sont, comme on l’a vu (n° 14),
RE Cho) Cohen Z— Yu), J'(to) ® (to) Y' (Lo)
Ces équations se réduisent à des identités, si les trois dérivées f'(t), (4), '(é) sont nulles à la fois pour £ = 4. Pour lever la difficulté, reprenons le raisonnement qui a servi à trouver les équations de la tangente. Soient M' un point de la courbe G voisin du point M, et {+ À la valeur correspondante du paramètre; les équations de la corde MM sont
D tn) 74) foot h)—f(to) (tot h)—p(to) YCéo+ À) — (to)
Pour plus de généralité, nous supposerons que toutes les dérivées d'ordre inférieur à p (p > 1) des fonctions f(t), g(t), Y(t) sont nulles pour {= &, mais que l’une au moins des dérivées d'ordre p, par exemple f(?) (4), n’est pas nulle. En divisant tous les dénominateurs des expressions précédentes par »P et appliquant la formule générale (7), on peut encore écrire ces équations
X=f(n) _ Yet) _ Z—V) FP(b)+E op) (to) + € PS UP (4) +E"”
e, €’, <’ étant trois infiniment petits. Si maintenant on fait tendre À vers zéro, ces équations deviennent à la limite
X—f(to) _ Y—vp(to) __ Z—Y(t) Pt) prit) YP/(t)
et ne présentent plus aucune indétermination. Les points d'uné courbe C où cette circonstance se présente sont en général des points singuliers, où la courbe offre quelque particularité de
forme. Aïnsi la courbe plane représentée par les équations æ = #?, y = #3
AT AT
, 7 = —— = 0. La courbe présente dt dt
à l’origine un point de rebroussement de première espèce, avec l’axe des x
pour tangente.
passe par l’origine et l’on a, eñ ce-point
20. Dérivées partielles. — Soit w — f(x, y) une fonction des deux variables indépendantes x et y définie dans un certain domaine D. Si l’on attribue à l’une des variables, y par exemple, une valeur constante, ce qui revient à faire mouvoir le point (x, y) sur une parallèle à l'axe des x dans le domaine D, on a une fonction de la seule variable x, dont on désignera la dérivée, si elle existe, par /, (x, y) où w,; on désignera, de même, par w, ou f(x, y), la dérivée de la fonction f(x, y), où l’on regarde æ comme une constante el y comme la variable indépendante; f(x, y) et f;(æ, y) sont les dérivées partielles de la fonction f(x, y). Ces dérivées partielles sont elles-mêmes des fonctions des deux variables +, y; si l’on prend, à leur tour, leurs dérivées partielles, on obtient les dérivées partielles du second ordre de f(x, y). Ona ainsi quatre dérivées partielles du second ordre f,., Jar LES On définira de même les dérivées partielles du troisième ordre, du quatrième ordre, etc.; d’une manière générale, étant donnée une fonction d’un nombre quelconque de variables indépendantes w — f(x, y, z, ..., t), une dérivée partielle d'ordre n est le résultat de » dérivations successives effectuées sur cette foncuon f dans un certain ordre, par rapport à quelques-unes des variables qui y figurent. Nous allons établir que ce résultat ne dépend pas de l’ordre dans lequel on effectue ces dérivations.
Nous démontrerons d’abord le lemme suivant :
Soit w— f(x, y) une fonction des deux variables Re ON à fxy = f;», pourvu que ces deux dérivées partielles soient continues.
Nous allons, pour cela, mettre sous deux formes différentes l'expression
ÜU= f(x +Av, y +Ay) — f(x, y +Ay)— f(x + Az, y) fa, p),
A 9 É e , KW LA où l’on suppose que x, y, Ar, Ay aient des valeurs déterminées.
= Qr
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Si l’on pose, en désignant par ? une variable auxiliaire, p(v) = f(x + Ar, v) — f(x, v), on peut en effet écrire U=s(yrÆay) = Cr);
l'application du théorème des accroissements finis à la fonction o(v) nous donne
U = Ayy,(y +0Ay), où RÉALISER E Remplaçons w!. par sa valeur; il vient encore U = Ay[f',;(e + At, y +0Ay)—f},(x, y +04Ay)].
Une nouvelle application de la formule des accroissements finis 4 4 ap * .
à la fonction f,(u, y + 6Ay), en y regardant maintenant 4 comme la variable indépendante, nous donne
U—azAyfyr(æ +0 Ar, y + 04Ay), 0 ROME»
D'après la symétrie de l'expression U en æ, y, Ax, Ay, on trouverait de même, en échangeant le rôle des variables x et y,
U = AyAzfzr(z + 0, Ax, y +0, AY),
4, et 0! désignant encore des facteurs positifs inférieurs à un. Egalons ces deux valeurs de U; en divisant par Ax Ay, il reste
Ce + 0 4, J + 4y) = fyr(e +0'Ax, y +047);
les dérivées f,,, f;, étant supposées continues, si l’on fait tendre Ax et Ay vers zéro, les deux membres de l'égalité précédente tendent respectivement vers f,, et fx et l'on parvient à l'égalité qu'il s'agissait de démontrer.
Il est à remarquer que la démonstration précédente ne suppose rensurles autres dérivées du second ordre f,et f:; elle s’applique aussi au cas où la fonction f(x, y) dépend d’autres variables indépendantes que + et y, en nombre quelconque, puisque ces variables doivent être traitées comme des constantes dans les dérivalions précédentes.
* Cela posé, soientw —f(r,y,3,...,t)une fonction d’un nombre quelconque de variables indépendantes, et Q une dérivée partielle
d'ordre n de cette fonction. Toute permutation, dans l’ordre des dérivations qui conduisent à Q, peut être obtenue par une suite d'échange entre deux dérivations consécutives, et, comme ces opérations ne changent pas le résultat, d’après ce que nous venons de voir, il en sera de même de la permutation considérée. Il suit de là que, pour avoir une notation qui désigne sans ambiguïté une dérivée partielle d’ordrein, il suffira d'indiquer le nombre de dérivatons qui sont effectuées par rapport à chacune des variables indépendantes. Ainsi les dérivées partielles d’une fonction de trois variables w = f(x, y, z) seront représentées par l’une ou l’autre des deux notations
Te ys zr(®, Y; z), De zrJ (æ, PV Z),
Où p+qg—+r—n. L'une ou l’autre de ces deux notations représente le résultat qu’on obtient en dérivant successivement p fois par rapport à +, g fois par rapport à y, r fois par rapport à z, ces opérations étant effectuées dans un ordre arbitraire. Il y à rois dérivées partielles du premier ordre, f!, Jr f-; Six dérivées par- Uelles du second ordre, f;; UE FAR À à RS
D'une facon générale, une fonction de p variables indépendantes a autant de HR partelles d'ordre » qu'il y a de termes distincts dans un polynome homogène d'ordre n à p variables, c’est-à-dire
(n+I)(n+2)...(n+p—1) {PHASE
comme l’apprend la théorie des combinaisons.
Ilexiste, pour les fonctions de plusieurs variables, des formules analogues à la formule de la moyenne. Considérons, pour fixer les idées, une fonction f(x, y) de deux variables ind æ
ety. La différence f(x +h,y+k)— f(x, Y) peut s’écrire LG + 6 7 +R) — fe, 7 + 0] + Lx, y FAC
en appliquant la formule de la moyenne à chacune des deux différences, nous {rouvons
(8) ee den Ua =hfs(c+0k, y +k)+kf,(e, y +VE),
6 et 0’ étant compris entre zéro et un,
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La démonstration ne suppose pas que les dérivées f, et f, soient continues. Elle renferme deux nombres indéterminés 4 et 0. On peut la remplacer par une formule du même genre ne renfermant qu’un facteur 4 (!). Supposons que x, y, h, aient des valeurs déterminées, et soit © (£) la fonction auxiliaire
pt) = f(x + ht, y +k)+ f(x, y +)
de la variable £. On a évidemment
f(&+h,y+k)— f(x, y)=e(41)—#9(0)=#%"(0), OU el
ou
(9) FPS TN TA CR à) = hfh(e +M8h, y +R) + f,(e, y +868).
Les formules (8) et (9) sont analogues à la formule de la moyenne (2) et elles peuvent évidemment s'étendre aux fonctions d'un nombre quelconque de variables.
Lorsque les dérivées partielles f, et f; sont continues, on peut encore écrire l'accroissement de f sous la forme
(Go) f(æ+h,y+k)—f(x,y)= RTS y)+e]+4[f,(e, 7) +6,
e et e/ tendant vers zéro en même temps que et Æ. Cette expression de la différence f(x + h,y + k)— f(x,7) estsouvent uule; elle a servi en Algèbre pour établir la règle qui donne la dérivée d’une fonction composée.
Remarque. — Il ne suffit pas que la fonction f(x, y) admette des dérivées partielles pour que l'accroissement de f puisse se mettre sous la LY RE Va?+ y?
lorsque æ et y ne sont pas nuls à la fois, et égale à zéro pour æ = y — 0.
Cette fonction est continue, même pour l’origine, et les dérivées partielles f,, f; ont des valeurs finies pour tout système de valeurs den vret de y. On a en particulier
Jr(æ, 0)=0, fr;(0,7)=0,
forme (10). Considérons par exemple la fonction f(x, y) =
puisque la fonction (+, y) est nulle sur chacun des axes. La formule (10) ne s'applique pas à cette fonction pour x =y = 0, car elle donnerait
(11) PORNKR) = he + Ke,
- ({) Je dois cette remarque à M. Hedrick.
€ et & étant infiniment petits en même temps que * et Æ. Or, si l’on
fait £—h,ona f(h, h) — _ êt non pas An, n étant infiniment petit.
21. Plan tangent à une surface. De même que la dérivée d’une fonction d’une seule variable donne la tangente à une courbe, les dérivées partielles d’une fonction de deux variables
interviennent dans la recherche du plan tangent à une surface. Soit
l'équation d’une surface S: nous supposons que la fonction F est continue et admet des dérivées parüelles continues en un point (Go; Yo) du plan des æy, auquel correspond la valeur z, pour set un point M,(xo, Yo, 30) de la surface S. Considérons une courbe quelconque C située sur la surface et passant au point M,,et soient
(13) BE J{t), RENNES
les coordonnées d'un point de cette courbe exprimées en fonction d’un paramètre variable t; ft), g(t), Ÿ(t) sont trois fonctions continues du paramètre # qui se réduisent respectivement à æs, Jo; 40 pour une valeur particulière £, de t. La tangente à cette courbe au point M, est représentée par les équations (n° 14)
#4 X— x, Y— y, ZL — 3
FC) 7 go) VC)
D'autre part, puisque la courbe C est située sur la surface S, on a la relation
AC REA INTTERS
qui doit être vérifiée, quel que soit &. Les deux membres doivent donc être identiques; prenons la dérivée du second membre
d’après la règle qui donne la dérivée d’une fonction composée, et faisons t — 4,. Il vient
(15) Vo) = Ft) Fr, +9 (0).
Entre les équations (14)et (15) on peut éliminer f!(4,), D'AAe (to), et le résultat de l'élimination est
(16) Lt = (X 20) Fr, + (Y— 0) F4:
celle équation représente un plan, qui est le lieu des tangentes à
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toutes les courbes situées sur la surface et passant au point M,. On l’appelle le plan Langent à la surface. (Cf. Exerc. 18.)
ET 99, Passage des différences âux dérivées. — On a défini les dérivées de proche en proche, les, dérivées d’ordre n» se déduisant des dérivées d'ordre ñn— 1, et ainsi de suite. Il est naturel de se demander si l’on ne pourrait pas définir directement une dérivée partielle d’ordre n comme limite d’un quotient, sans passer par l'intermédiaire des dérivées d'ordre inférieur à ». Nous avons fait quelque chose de ce genre pour fr, (voir
n° 20), car la démonstration donnée plus haut prouve que Je, est la limite du rapport
J(æ + Az, y +Ay)—f(x+Ax, y)— f(x, y+Ay)+f(æ, y) AWA Ay
lorsque Ax et Ay tendent tous les deux vers zéro. On démontre de la même façon que f?: est la limite du rapport
J(x+hi+h:)— f(x + h:) — f(x + he) + f(x) hi ho À
lorsque À; et h2 tendent l’un et l’autre vers zéro. Si l’on pose, en effet,
fi(æ)=f(r+h)— f(x), ce rapport peut s’écrire fiC@ + ha) = PC) _ Pie +0h) ge hi Ro h ou encore
our, o<#<r.
La limite de ce rapport est donc la dérivée seconde f”,, pourvu que cette dérivée soit continue.
Passons maintenant au cas général. Soit, pour fixer les idées,
wo = f(x, y, z)
une fonction de trois variables indépendantes. Nous poserons
Afw=f(x+h,7, z)— f(x, 7; Z),
AF = f(x, nt Er k, 3)— f (+, ve 3),
A£ w = f(x, 7, 2+l)—/f(æ, 7, z); A%w, Afw, Alw sont les différences premières de w. Si l’on considère h, Æ, l comme des constantes données, ces trois différences premières sont elles-mêmes des fonctions de x, y, z dont on peut prendre les différences
(EAN à 4
relatives à des accroissements A1, #1, 1 des variables, et l’on a apnst les différences secondes Al1A%w, Al AËw, .... Lé procédé peut se continuer indéfiniment; une différence d’ ordre nise rs comme une différence première d’une différence d'ordre nr — 1. Comme on peut intervertir l’ordre de deux quelconques des opérations précédentes, il suffira d'indiquer les accroissements successifs attribués à chaque variable. Une différence d'ordre x sera représentée par un symbole tel que le suivant :
AG) — A AR... APP AM... AS AZ. AT f(&,ÿ%) où pP+q+rT=n,
les accroissements h;, k;, l; pouvant être égaux ou inégaux. Gette différence peut s'exprimer au moyen d'une dérivée partielle d'ordre »; elle est … égale au produit Fa er hhkK1 FA Kat He LA >
M L'EAU r(æ +0; Ra +. +0)h, y +0: ki +. nur, aka) 201 PE nn, 2) tous les 0; étant compris entre o et 1. La formule a déjà été établie pour
les différences premières et secondes. Pour démbntrer qu’elle est générale, admettons qu’elle est exacte pour une différence d'ordre n —1, et soit
O(T, Y, Z) = AP MALE AËp A: res Aÿa A Le AFS on aura, par hypothèse, w(T, y, Z)= ho hhki es KE e Ler(& + Bah +. + Op hp; Y +.) Mais la différence nième considérée est égale à (ET + hi, V,Z)—9%(x, ÿ, 2),
et il suffit d'appliquer de nouveau la formule des accroissements finis à cette différence pour parvenir à la formule qu'on voulait démontrer. Inversement, la dérivée partielle f/7/.r est la limite du rapport
ANS PT RAD, 17 AA. APFAN VANAR REA hihi OR A RON
lorsque tous les accroissements À, #, { tendent vers zéro.
Il est intéressant de remarquer que cette définition des dérivées par= tielles d'ordre supérieur est quelquefois plus étendue que la définition ordinaire. Considérons, par exemple, la fonction |
où les fonctions o(æ) et L(y) n’admettent pas de dérivée. La fonction w n’admet pas non plus de dérivées partielles du premier ordre; il n’y a donc pas lieu a fortiori de parler des dérivées partielles du second ordre. Ge= pendant, si l’on adoptait la nouvelle définition, on serait conduit, pour
I. — DÉFINITIONS. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES. 51 trouver f#7, à chercher la limite du rapport JR y HR) f(z+h y) — f(x, y +R + f(x, y) TR JT RE PJ As)
hk qui est égal à
PTR)EUY HE) pr +h)—Uy)—pr)—V(r+k)+o(r)+ by :
hk
Le numérateur de ce rapport est toujours nul: il a donc zéro pour limite, « x Ld :— À Il pere 4 et nous sommes conduits à écrire fz,— 0 (1).
23. Théorème de Schwarz. — On peut rattacher à cet ordre d'idées une proposition intéressante due à M. Schwarz, qui est utilisée dans l’étude des séries trigonométriques :
Si f(x) est une fonction continue dans un intervalle (a, b)et telle qu'on ait, pour toute valeur de x dans cet intervalle,
re J(xz+a)+f(æ—a)—2f(x) re
J(æ) est une fonction linéaire de x.
La proposition serait évidente si l’on admettait que f(x) possède une dérivée du premier ordre et une dérivée du second ordre dans l’intervalle (a, b), mais nous devons écarter cette hypothèse, La fonction linéaire
f(a)+ TL (6) — f(a)]
est égale à la fonction f(x) pour + = à et pour x = b. Si f(x) n’est pas une fonction linéaire, la différence
ARE
PC@) = f(x) — fa) — TL (E) — f(a)]
nest pas constamment nulle dans l'intervalle (a, b); supposons, par un get À () On peut faire des remarques analogues pour les fonctions d’une seule
variable. Par exemple, la fonction f(x) — x? cos — a pour dérivée ' 2 2 I Al NTHESE A cos — Jde sin—) et f'(æ) n’admet pas de dérivée pour æ = 0. Cependant, le rapport f(2@)—2f(a) +f(o) NE Ë,
I I ou GXCOS——- 1 24% 008 — 2 à d
a pour limite zéro lorsque à tend vers zéro.
exemple, qu’on ait w(c) > 0, c étant compris entre a et b. La fonction con-
tinue auxiliaire T se
Ye) = ft) — fa) PE) fta)1+ (8) 8)
est positive pour æ =c, pourvu qu'on prenne pour h un nombre assez petit. D'ailleurs cette fonction est nulle pour æ = & et pour # = biPene est donc maximum pour une valeur æ = +1 comprise entre & et bSOE cette fonction L(æ) satisfait, il est facile de le voir, à la condition
in VE) ENG) MES
Il s'ensuit qu’on ne peut avoir à la fois, pour «à assez pelit, Y(æi+a)—V(z1)£0, V(æi— a) —Y(m)20,
et par suite la fonction Y(æ) ne peut être maximum pour æ = 1. On est donc conduit à une contradiction en supposant que la différence g(x) n’est pas nulle eu tous les points de l'intervalle (a, b).
Ÿ II. — NOTATION DIVFÉRENTIELLE.
La notation différentielle, la plus ancienne des notations employées, est due à Leibniz. Quoiqu’elle ne soit pas indispensable, elle offre des avantages de symétrie dans les formules et de généralité qui sont très appréciables, surtout dans l'étude des fonctions de plusieurs variables. L'origine de cette notation se trouve dans la considération des infiniment petits.
24. Différentielles. — Soit y — f(x) une fonction continue admettant une dérivée f'(x); attribuons à x un avcroissement A?, et désignons par Ay l'accroissement correspondant de y. D'après
la définition même de la dérivée, on a | À AY fr — — DA)ISRCIE Aœ (co ?
e tendant vers zéro en même temps que Az; si l’on considère Ax comme l’infiniment petit principal, Ay est lui-même un infinr= ment petit dont la partie principale est f'(æ) Ax, pourvu que f(x) ne soit pas nul. C’est cette partie principale qu’on appelle la différentielle de y et qu’on représente par dy,
dy = f(x) 4x.
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Lorsque la fonction f(x) se réduit à +, la formule précédente se réduit à dx — Ax, et l’on écrit pour plus de symétrie
dy = f'(æ) dx,
mais en convenant de considérer l'accroissement dx de la variable
Fig. 3.
indépendante comme une quantité constante, d’ailleurs quelconque.
Considérons sur la courbe C, représentée par l'équation y —f(x), les deux points M et M' d’abscisses x et x + dx. Dans le triangle MTN on a
un NT = MN tang NMT = dxrf'(x);
NT représente donc la différentielle dy, tandis que Ay est égale à NM’. Il est visible sur la figure que la partie M'T est infiniment petite par rapport à NT, lorsque le point M' se rapproche indéfiniment du point M.
Les différentielles successives se définissent de proche en proche comme les dérivées successives. Ainsi l’on appelle différentielle du second ordre la différentielle de la différentielle du premier ordre, dx étant toujours considéré comme une constante,
et on la représente par &? y, dy = d(dy) =[f'(x) dx] dx = f(x) dx?.
On a de même pour la différentielle troisième By = d(dy) =[/f"(x) dx?] dx = f(x) dx?,
et ainsi de suite. D’une manière générale, la différentielle d'ordre n, qui se définitcommela différentielle de la différentielle d'ordre r—1,
“nid
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Les dérivées f\{2) UP RCE peuvent inversement s'exprimer au moyen des différentielles, et l’on a une nouvelle notation pour représenter les dérivées
ET re < dn y Ta” NN
À chaque règle pour calculer une dérivée correspond une règle pour calculer une différentielle. Arrétons-nous un moment sur le cas d’une fonction de fonction. Soit y = f(u), u étant une foncuon de la variable indépendante x; on a
Ja=f'(u)us, y A2 et, en multipliant les deux membres par dx, il vient Vi de = (UE
dy = f(u) du.
c’est-à-dire
La formule qui donne dy est donc la même que si w était la variable indépendante. C’est là un des avantages de la notation différentielle. Avec la notation des dérivées, on a deux formules différentes
Yr=f(&), Yz=f{(u)us,
pour représenter la dérivée de y par rapport à +, suivant que y est donné directement en fonction de +, ou que y dépend de + par l’intermédiaire d’une autre fonction w. Avec la notation différentielle, la même formule s'applique aux deux cas. Si y =f(u, », w) est une fonction composée, on a x > ur fu Me Pr fo à): Def et, en multipliant par dx, il vient Ja dx = ul dx fi + 0, dx fl + w!, dx 7 c'est-à-dire dy = fh du + fl dv + f, dw.
Ainsi
d(uv) = u de + + du, a(=) = du — u dus
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\ nl
Les mêmes règles permettront de calculer les différentielles successives. Soit, par exemple, à calculer les différentielles successives d’une fonction de fonction y = f(u); on a déjà trouvé
ay Ju) du.
Pour calculer dy, 1l faut remarquer que du ne doit pas être traité comme constant, puisque w n’est pas la variable indépendante. On a donc à calculer la différentielle d’une fonction composée f'(u) du, où w et du sont deux fonctions intermédiaires, ce qui donne |
dy=f'(u)du?+f'(u) d'u.
Pour calculer d'y, il faudra considérer dy comme une foncion composée avec trois fonctions intermédiaires u, du, d?u; on trouve de cette façon
dy = f"(u) du3+ 3f"(u) du du + f'(u) ds u,
et ainsi de suite. Il est à remarquer qu’à cause des termes en d?u, du, ..., les formules qui donnent les différentielles d?y, d'y, ... ne sont plus les mêmes que si w était la variable indépendante. Les dérivées partielles d’une fonction de plusieurs variables se représentent par uné notation analogue. Ainsi la dérivée partielle d'ordre n de f(x, y, 3) qui est représentée, dans la notation de Lagrange, par fi, est représentée, dans la notation de Leibniz, par 2 ÔxP 0y4 037?
cette notation est purement symbolique et ne représente nullement un quotient, comme dans le cas d’une fonction d’une seule
variable indépendante (1).
93. Différentiélles totales. — Soit w — f(x, y, z) une fonction des trois variables æ, y, z, admettant des dérivées partielles du premier ordre continues. L’accroissement Aw, correspondant à des accroissements dx, dy, dz des variables x, y, 3, a pour expres-
_ sion
Aw =(fi+e) de +(f,+e) dy + (f2+ ce") dz,
e, c/, ” tendant vers zéro en même temps que dx, dy, dz.
(:) L'emploi de la lettre 9, pour désigner une dérivée partielle, est dù à Jacobi.
On appelle différentielle totale V'expression RTL of of do TO NN 93 45
qu'on obtient en négligeant e, e/, &’ dans Aw. Les trois produits L dæ, L dy, Ÿ sont les différentielles partielles.
La différentielle totale du second ordre d?w est la différentielle totale de la différentielle totale du premier ordre, les accroissements dx, dy, dz restant constants et toujours les mêmes quand on passe d’une différentielle à la suivante. On a donc
0 dw 0 dw 9 du
PA TA ra Eee ——— d'wÔ = d(dw)— dx + Tr dy + “. dz,
ox
ou, en développant,
2 2 2 do (SE dx + ou dy + TE ds) de
0x? 0x 0Y 0x 03 ( UT dx + TE Fat ee ds) dy Er (UT. de TE dy + D ds ) dz == _ dr? + _. dy? + TI des He rs, dx dy + 2 _. dx dz + 9 LE dy da.
S1 l’on remplace, dans le second membre, 92f par df?, on a le
A fr développement du carré de Se A + a 4% nr dz; on peut donc écrire l'égalité symbolique
so of ra FR pe (de + Si n. as) où l’on doit convenir que df? doit être remplacé par 0? f après le développement du carré. Gette loi est générale; si nous convenons d'appeler différentielle totale d'ordre n la différentielle totale de la différentielle totale d'ordre r — 1, on a, quel que soit n, l’égalité symbolique (a) dre = (Far + Lay + da he
0Y de
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\ Lo (IR 0f" devant être remplacé par d”f après le développement. Cette loi étant vérifiée pour » —1,n—2,il nous suffira de montrer que, si elle est vraie pour d'w, elle est encore vraie pour ND) La loi étant admise pour d’w, on a, en développant, on f dr w —= YA a OT dd a.
; PAT 9x 0y1 02” REA, où p+g—+r—=n, le coefficient À,/r étant le même que le coefficient de dx? dy1 dz' dans la puissance nième du trinome (dx + dy + ds}, c'est-à-dire END ES ZT
GS UE. PPT RARE ET
par = i On déduit de la formule précédente
gn+1 f OxP+1 0y4 027
on+1 f ox? OA da
on+1 f de ra le à LÉ
dti w = Apr ( dæP+1 dy4 dz" + dx? dy1+1 dzr
si l’on remplace maintenant d2#1f par df"+#1, le second membre
peut s’écrire symboliquement
of" :: Sax ch :
ou encore Le ax + Lay UE : di PRTAUE Lay + Las).
a T 9x 0x dy
On a Lt avec les mêmes convenlions,
(+1) duriw = (2 LE de + Lay + À da ds) 40
Remarque. — Supposons que, par un moyen quelconque, on ait obtenu l'expression de la différentielle totale do,
(17) dw = P dr + Q dy +R dz,
P, Q,R étant des fonctions de x,y, 3. Comme on a par définition du) 0w
dw ps rl Re du à dx + mn dy + a de
on en déduit la relation
0x Fe
dw as d 2e
or dx, dy, dz sont, par convention, des constantes quelconques. Il faudra done qu’on ait séparément
dw ou 0w
18 — = P SH) 0x ÿ l'équation (17) est équivalente aux trois relations distinctes (18)et nous fait connaître à la fois les trois dérivées partielles du premier ordre. Plus généralement, si. l’on a obtenu, par un moyen quelconque, la différentielle totale d'ordre n
do = E Chyr dxl dy dzr,
les coefficients C,,, sont égaux, à des facteurs numériques près, aux dérivées partielles d'ordre nr de w. On a ainsi à la fois toules les dérivées partielles du même ordre; nous verrons un peu plus loin une application de cette remarque.
26. Différentielles successives d'une fonction composée. — Soit © = F(u,e,æ) une fonction composée, w, v, étant des fonctions des variables indépendantes 2, Y,23,t; écrivons les expressions des dérivées partielles du premier ordre :
du OF ou OF de doF 0w
0x Ou ox de pro ou) OF du 0F oo OF 9 9 du Y à dy 2m 97!
dw OF du . OF 06: OF 0 dé. ‘ou 0: dv os den ou) OF ou 0F dv OF 0 0f du dE | God Lowidr
En multipliant ces quatre équations par dx, dy, dz, du respecti-
vement et les ajoutant, on a au premier membre la différentielle
; Æe OF 0F 90F
Lotale dw, tandis que les coefficients de 2, Æ, 2F
: ou de 0w respectivement à du, dv, dw. Il vient donc Line
sont égaux
ER
F su (19) duw — QE RL ou 06 0 2
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de sorte que l’expression de la différentielle totale du premier ordre d’une fonction composée est la même que si les fonctions intermédiaires étaient des variables indépendantes. Nous voyons se manifester 1C1 un des principaux avantages de la notation différentielle ; la relation (19) ne dépend ni du nombre ni du choix des variables indépendantes, et elle équivaut à autant de relations
distinctes qu’il y a de variables indépendantes. Pour calculer d?’w, nous appliquerons la règle qui vient d’être
établie à dw, en observant que, dans le second membre de la for-
mule (19), 1l entre Six HRBTHGUE intermédiaires : u,e,,du,dv,dw. On a donc NA EN
2F 2F 2F oF Un 2 Le d2 vw 2 du D ne Al O0 ae AR A Ar d? u 2 | AT F 0F , ze ee. di de + D do = RTE ds dæw RL ( 2F d2F 2F 0F >. 2 Noter Te DA Ps du dw + HR Aid 7 Ed + ETS d?w,
ou, en réduisant et employant la même notation symbolique que
plus haut,
(2) àF du = (Te du + D do + D dw) d'u + —d?6 DRE
ou dp vu dp = dœ
La formule est plus compliquée que dans le cas où uw, 6, sont les variables indépendantes, à cause dés termes en d'u, d?v, d?6w, qui disparaissent lorsque w, e, w sont les variables indépendantes. Pour avoir d'w, on here de nouveau la même règle à d'w, en observant que d?w dépend de neuf fonctions intermédiaires : u, », w, du, dv, dw, d'u, d’v, d?6w, et ainsi de suite. L'expression générale de ces différentielles devient de plus en plus compliquée; d'w est une fonction entière des différentielles de &, P, , jusqu'à l’ordre n, et l’ensemble des termes où figurent les différentielles d'ordre nr et n — 1 est, pour nr > 2,
oF 0F 0F (7/0F Ally PART D pe d d'ir-i ERA NUE A du E der dr p + ee our (5) u Si dans d’w on remplace u, », w, du, dv, dw, ... par leurs expressions au moyen des variables indépendantes, d'w devient un polynome entier en dx, dy, dz, dont les coefficients sont
égaux (voir laremaraque du n° 25)aux dérivées partielles d'ordre nr $ q Ï
LL" en, :
de w, multipliées par certains facteurs numériques. On a ainsi du même coup toutes les dérivées-partielles d’ordre n.
Supposons, par exemple, qu'on veuille calculer les dérivées parüelles du premier et du second ordre de la fonction composée w = f (u), où w est une fonction de deux variables indépendantes, u — (x, y). Si l’on calcule ces dérivées séparément, on a d’abord les deux dérivées partielles du premier ordre
dw ow ou 0w ow ou (20) 29,2 PRICES PAS SEE APN O LEE 0Y ou 0y et, en prenant les dérivées de ces deux équations par rapport à æ
et par rapport à y, on a trois relations distinctes seulement qui donnent les dérivées du second ordre :
0? w 02 () do o?u
0x? ou? \o0x ou 0x?° (21) / 9? A | 0œ.0Y du? 07 PCT roy
02 d2w / du \? 0w du
De = a (or) + a ge
la seconde des relations (21) s'obtient en différentiant par rapport à y la première des équations (20), ou la seconde par rapport à æ. Avec les différentielles totales, ces cinq relations (20) et (21) peuvent être remplacées par deux seulement : |
| ds a TE ou (ee 02? 0 | do — Juris — du:
ou? ou
si l’on remplace dans ces deux formules du par dx + dy, Au DL: 1,08 : 7 PT dx dy + 97 dy?, les coefficients de dx et dy dans la première donneront les dérivées paruelles du premier ordre de w, et les coefficients de dx?, 2 dx dy, dy? dans la deuxième donneront de même les dérivées partielles du second ordre de «w. ae
d not ; u par dr?+
21. Différentielles d’un produit. — La formule qui donne la différentielle totale d'ordre nr d’une fonction composée se sim-
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plifie dans certains cas d’une application fréquente dans la pratique. Ainsi, soil à calculer la différentielle totale d’ordre nr d’un
produit de deux facteurs w = uv. On a, pour les premières valeurs de n,
dw = v du + u dv, diw = p d'u + 2 du dv + u dv, 1
et, d'une manière générale, il est visible, d’après la loi de formation de ces différentielles, qu’on a
d'w = + d'u + CG; de dimu + GC do di2u+...+udrv,
C,, G>,... étant des nombres entiers positifs. On pourrait démon- _trer de proche en proche que ces coefficients sont identiques à ceux du développement de (a + b)*,\ mais on y arrive d’une façon
_ plus élégante au moyen de l’artifice suivant qui s'applique à une 4 foule de questions du même genre. Observons que Gi, Co, ..., C», .… ne dépendent pas de la nature des fonctions w ete; 1l suffit donc de les déterminer pour des fonctions particulières. Prenons
pour cela. uw —e*, v — ef, x el y étant deux variables indépendantes ; on a |
W = eXTY, dw = ex+Y(dx + dy), El diw = e*+Y(dx + dy }?, due dr: d'u = ex dx?,
dé te) dy, oi e) dy?
7e et la formule générale devient, après avoir divisé par e7*7, (dx + dy} = don + CG; dy dent + CG dy? dær-2+.,.+ dyr.
Comme dx et dy sont arbitraires, 1l s'ensuit qu’on doit avoir
et la formule générale est par conséquent
nm NN I :
(23) dr(uv) = diu + — do d'u + OU Se dn-?u+...+udte. : à [ 1.2 Cette formule s'applique quel que soit le nombre des variables indépendantes; si, en particulier, & et # sont fonctions d'une seule variable æ, on aura, en divisant par dx", l'expression de la dérivée nine d'un produit de deux facteurs. Il existe des formules
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analogues à la formule (23) pour le produit d’un nombre quelconque de facteurs. On les démontre de la même manière.
La formule qui donne d'w se simplifie également lorsque les fonctions intermédiaires w, »; æ sont des fonctions entières et linéaires des variables indépendantes x, y, z,
u= ax +by +cz + f, p= az +by+czLef, w=az+b'y+c'z+ f",
les coefficients a, a!, a, b, b!, ... étant des constantes. On a
du = a dx + bdy +cdz, do = a'dx + b'dy + c' ds, dy,= dde dy +.c" dz,
et toutes les différentielles d'u, dr 9, d'w, où n>1, sont nulles. La formule qui donne d’ w est donc la même que si &, p, æ étaient les variables indépendantes
7 (r) Hunts (du LEE Fe dw) a ou dv d
28. Fonctions homogènes. — Une fonction 9(X, y, 3) esl dite homogène et de degré m, si on a identiquement
(ET, ty, tz3) = im P(T, 7; s)0
Considérons pour un moment T;, ÿ, 3 Comme ayant des valeurs déterminées et £ comme la seule variable indépendante; la formule précédente peut s’écrire
PCU, P, m)=ime(z, y, à),
en‘posant uw — {x, p — DEEE: NÉ ne Egalons les différentielles d'ordre ñn des deux membres en obser-
Yantque w, #, w sont des fonctions linéaires de £ et qu'on a
AU VE AE dv = y dé, dw = 3 dt:
il vient, d’après la remarque de tout à l'heure, en supprimant le facteur commun QU |
7 2% | do do (n) STE Et Vo ROM — 1)... (mn +) mn p(x, y, 2),
II. — NOTATION DIFFÉRENTIELLE. 63 Si maintenant on fait {= 1, 4, #, w se réduisent à +, y, setun terme quelconque du premier membre supposé développé,
a — D VIS PTIT QuP 962 dwr 4 ;
se réduit à 07. È À par Gb gyroa 7°"?
on est donc conduit à l'égalité symbolique role) do \ (2) («5 ù Frs 3 5) = Mm(m—i1)...(Mm—n+i1)o(x, y, 3),
qui se réduit pour n — 1 à la formule bien connue
09 do do mp(T, y, AE EE me ae ee Notations diverses. — En définitive, nous avons trois notations
pour représenter les dérivées partielles des différents ordres d’une fonction de plusieurs variables : celle de Leibniz, celle de Lagrange et celle de Cauchy. Ces différentes notations ayant l’inconvénient abrégées.. Une des plus employées est celle qu'on doit à Monge pour les dérivées partielles du premier et du second ordre d’une fonction de deux variables; si 3 est une fonction des deux variables æ et y, on pose 03 03 023 023 0? 3 M 0 TT Gp 0 Gas 0x dy” op?
et Les différentielles totales dz et d?z ont pour expressions
dz = p dx + q dy, d'3=rdx?+2s dx dy + tdy?.
29. Formule de Taylor pour les fonctions de plusieurs variables. — Soit, pour fixer les idées, w — f(x, y, 3) une fonction de trois variables ; on peut obtenir, pour l’accroissement de cette fonction correspondant à des accroissements h, £, [ des variables, un développement analogue à la formule (6) (n° 18). Il suffit d'employer Vartifice suivant, dû à Cauchy. Considérons +, y, 3, h, k, l comme
ayant des valeurs déterminées, et posons
pt) = f(x + he, y + kt, 3 + (6),
64 CHAPITRE 11. — DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES. t désignant une variable auxiliaire. La fonction o(t) ne dépend
que d’une variable indépendapte 4; si nous lui appliquons la formule générale (6), il vient
tn tn+1 Le —— gr) (0) + oti+1/(07),
ME RP 0) .2...(n +14) pro) o(0) 0e ©(#(0) étant les valeurs de la fonction (ét) et de ses dérivées pour { — 0, et o(*+1)(6#) étant la valeur de la dérivée (7 + 1)" pour la valeur 0£, 8 étant compris entre zéro et un. Or on peut considérer 2 (t) comme une fonction composée de #4, p(t) =f(u,v, æ), les fonctions intermédiaires
u=%T+ ht, DE Ce w = 3 + lt étant des fonctions linéaires de t. D’après ce qu'on a remarqué antérieurement, l'expression de la différentielle d’ordre m, do,
est la même que si w, #, æ étaient des variables indépendantes; on a donc l'égalité symbolique |
, LA of of of (mm) en (a of of (mn) ; ane = (au + La + Law) = dim Er ,
qui peut encore s’écrire, en divisant parois of of of (mn) (/n) — | LE —— -
A) (Hn+Yr+ Li)
Pour £— 0, u, v, w se réduisent respectivement à +, y, set l’égalité précédente devient, en employant toujours la même notation symbolique,
of of of ,\ Un) | EU) (0) (La D k+ ) On a de même
of Of of ,\(a+1) gUr+1) (0e) (ns us)
%;, J, z devant être remplacés, après le développement, par T+Oht, y+O0ké, z+07
respectivement. En faisant maintenant {—: dans la formule (24),
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il vient
(2) 2 de MR (Hu Te fr) EST FR 0x U)2 03
(25) f(T+h, y+xk, +1) = far, 24 (De ee Un +.
le terme complémentaire avant our expression P 3 P P
) " \ (2+1) = (a+ an,
FO TEMTArr 0y 0z
Z, J, 3 devant être remplacés par +0, y +0%k,z +060 après le développement, dans les dérivées partielles.
Si l’on néglige le reste R,, on a dans le second membre de la formule (25) un polynome de degré ren h, k, 1, P,(A, k, l); lorsque les dérivées partielles d’ordre (n +1) de la fonction die 0) sont bornées, la différence entre Ja fonction f (x A, Y+k,3+ l) et ce polynome P, est un polynome homogène d’ordre (n +1) en À, k, l, dont les coefficients dépendent eux-mêmes de k, AG mais sont bornés.
Cette formule (25), dont on verra d’autres applications au Chapitre IUT, est utile dans la recherche des valeurs limites des fonctions qui se présentent sous forme indéterminée. Soient HÉCRA TE 2(4, y) deux fonctions qui s’annulent à la fois POUD Le, M0: mails qui restent continues, ainsi que leurs dérivées partielles jJusqu'à un certain ordre, dans le voisinage du point x = a, Maur proposons-nous de trouver la limite vers laquelle tend le quotient
fx, y)
o(æ, 7) lorsque x et y tendent respectivement vers «a et b. Nous supposerons d'abord que les quatre dérivées du premier ordre ske RD Ne
ne sont pas nulles à la fois; nous pouvons écrire
of HÉLONPRLENS n(E+e)+a( ee) D en DL ——— v(a+h,b+k) (B+a)+t(R+e)
€, €”, €,, €, tendant vers zéro lorsque À et k tendent vers zéro. Lorsque le point (x, y) tend vers (a, b), h et k tendent vers ZÉTO :
k AE nous supposerons que le rapport 7 tend vers une limite «, c’est-
à-dire que le point (x, y) décrit une courbe ayant une tangente au point (a, b). Divisons lé$ deux termes du rapport précédent par h;
Le F3 %, V
nous voyons que la LHAEU NE an) a pour limite
% da SRARTs ob 29 0?
da FA US
cette limite dépend en général de @, c'est-à-dire de la facon dont
les variables x et y tendent respectivement vers leurs limites a et b. Pour que cette limite fût indépendante de z, il faudrait qu’ on eût
of d9 Of d?
da db 0b 0a D
) dp 0 ce qui n’a pas lieu en général. Si les quatre dérivées “e . SE 5
sont nulles, on poussera le développement jusqu'aux termes du second degré en h et , et ainsi de suite.
III. — FONCTIONS DÉFINIES COMME LIMITES
30. Moyen de définir de nouvelles fonctions. — Les fonctions étudiées dans les éléments sont les fonctions rationnelles et irrationnelles, l’exponentielle et le logarithme, les fonctions circulaires et les fonctions inverses, et celles que l’on obtient par leurs combinaisons. Toutes ces fonctions admettent des dérivées « en nombre illimité, que l’on sait calculer au moyen des règles établies en Algèbre. On peut définir une infinité de fonctions nouvelles par un passage à la limite.
Soit f, (+) une fonction de la variable x définie dans un intervalle (a, b), dépendant en outre d’un nombre entier positif ». Attribuons à x une valeur déterminée, d’ailleurs quelconque, dans l'intervalle (a, b); s1 la valeur correspondante f, (x) tend vers une limite lorsque le nombre 7 augmente indéfiniment, cette valeur limite, en général variable avec la valeur attribuée à +, est elle-
même une fonction de +, que nous représenterons par F(x) nous éCrirons
‘el
(26) Rap OUR
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ou plus simplement | F(æ) = lim f,(æ).
Il est essentiel de remarquer que la fonction fn(æ) peut être.une fonction continue de x, quel que soit n, sans que la limite F(x) soil continue. Prenons par exemple f,(x) = x", en supposant o£x£1. Cette fonclion est continue dans l'intervalle (o, 1) quel que soit »; si n croît indéfiniment, on a lim æ"— 0, lorsque x est HHiérieUr à un, et limz"— 1, si & — 1. La fonction limite FE est donc discontinue pour x — 1.
Prenons encore ri UN 4088 VS => .
fn(x) = RFA 0 la imite F(x) est égale à + 1, pour <1, à —1 pour r>1,et à zéro pour æ — 1. La limite de (1 + æ°)"" est de même égale à zéro, si æ n’est pas nul, et égale à un, si + — 0.
Soit f(x) une fonction continue ayant pour limite une fonction continue F(x). Si f,(x) a une dérivée , (2), de l'égalité
hmfrtr)= F(x)
on ne peut pas toujours conclure qu’on a aussi HAT T'(T),
Soit par exemple nt) =\/ x? + _ la limite F(x) est égale à [x]. Or la dérivée f,(x+) est nulle, quel que soit n, pour æ — 0,
tandis que F(x) n’a pas de dérivée pour cette valeur de +. De sinnrT
même, la fonction f,(x) — a pour limite RE EE
7) dérivée F'(+) est nulle aussi, tandis que f,(æ) = cosnx n’a pas de
limite lorsque r augmente indéfiniment. La représentalion géomé-
trique rend ces résultats intuitifs CP
RE (!) Soit f,(æ) = [cos(ml!rz)]?", où m est un nombre entier positif déterminé,
On a p,(xz)=limf,(æ)=:, si le produit m!x est un nombre entier N, et
Pn(Z) = 0, si ce produit n’est pas un nombre entier. Tous les points æ = Fes
sont des points de discontinuité pour w,(æ). La limite de v,(æ) est la fonction d(æ) de Dirichlet br) = lim lim [cos(mlrzx}]?"}, m =
qui est égale à un pour x rationnel, et égale à zéro pour x irrationnel.
31. Convergence uniforme. — Soit /,(+) une fonction qui, dans un intervalle (&, b), tend vers une limite F(x) lorsque nr augmente indéfiniment. La différence à,(æ) = F(x) — f,(x) tend vers zéro
11 ‘ 0 , avec —; nous dirons que f,(æ) tend uniformément où converge n
uniformément vers F(x) si à tout nombre positif e on peut faire correspondre un nombre entier N tel que, pour toute valeur de nr égale ou supérieure à N, on ait
Lon(æ)| < €;
l’inégalité devant avoir lieu pour toutes les valeurs de x dans l'intervalle (a, D).
La condition que le nombre N soit indépendant de x et ne dépende que de e est essentielle dans cette définition. Pour chaque valeur de + dans l'intervalle (a, b), il est certain qu'il existe un nombre entier N, tel que [à,(x)| est inférieur à & pourvu que x soit 2N4; mais rien ne prouve a priori qu'un même nombre N, aussi grand qu’on le suppose, peut satisfaire à cette condition pour toutes les valeurs de + considérées. Pour voir qu'il n’en est pas toujours ainsi, il suffit de reprendre une des fonctions citées plus haut, la fonction x" par exemple, en supposant 0£x < 1. La différence 0,(æ) est égale en valeur absolue à x”. Pour que OA tendît uniformément vers zéro, 1l faudrait que, quel que soit le nombre positif e, il existât un nombre entier N tel que l'inégalité æ"< © fût vérifiée pour toutes les valeurs de x et de n satisfaisant
aux conditions 0 <x<1, AZN. On devrait avoir en particuher
a <e, et par suite x < &\, pour toutes les valeurs positives de x
inférieures à un; or, aussi grand que soit N, si l’on suppose es 1, É
il existe des nombres compris entre e* et l’unité. On verrait de
1 — ZT
même que la fonction ne lend pas uniformément vers
l'unité, lorsque x est compris entre zéro et un, car la différence à (x) est supérieure à x”.
Considérons encore l'expression
fnlr) nee
dont la limite, pour » infini, est F(x) — 0. Cette expression ne tend pas uniformément. vers zéro dans tout intervalle comprenant
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la valeur zéro, dans l'intervalle (0, 1) par exemple. En effet, elle
n 1 RAS Æ pour æ — VE dans tout intervalle (0, 2), aussi pelit It
est égale à que soit le nombre positif k, elle peut donc prendre des valeurs qui augmentent indéfiniment avec 7.
Les propositions suivantes expliquent l'importance de cette
notion de convergence uniforme :
A. Stune fonction continue f,(x) tend uniformément vers une limite F(x) dans un intervalle, cette fonction F(x) est aussi une fonction continue dans cet intervalle.
Soient x et x + h deux valeurs de la variable dans l'intervalle considéré (a, b); des égalités
F(r)=/f,;(x) +0,:(x), F(æ+h)=fi(z+h)+ôi(x + h), on Lire par soustraction F(z+h)—F(x)= [f(x +h)—fi(x)] + dn(x + h)— On(æ).
Puisque f,(x) tend uniformément vers F(x), on peut prendre pour 7 un nombre assez grand pour que la valeur absolue de à,(x) soit inférieure à un nombre positif donné à l’avance e, quelle que soit + dans l'intervalle (a, b). Le nombre 7 ayant été choisi de celte façon, puisque la fonction f,(x) est continue, on peut trouver un autre nombre positif n tel que l'inégalité [| <n ait pour conséquence l’inégalité
[fax +h)—fr(r)| <e, æ et x + h étant deux valeurs de l'intervalle (a, b). La différence
F(z+h)—F(x) est la somme de trois termes dont la valeur absolue est inférieure à &. On a donc a fortiort
pourvu qu'on ait [| Ln; le nombre < étant un nombre positif arbitraire, F(x) est une fonction continue dans l'intervalle (a, b).
B. Siune fonction continue f(x) a une limite F(x) et si la dérivée f(x) tend uxironmémenr vers une fonction (x), cette fonction D(x) est la dérivée de F(x).
Posons pour abréger fnip(x)— f(x) = A (x), reel pet deux nombres entiers positifs. Nous démontrerons d’abord qu’on peut choisir pour À un nombre assez grand pour que, quel que soit p, la valeur absolue de A'(x) soit inférieure à un nombre positif donné e, pour toute valeur de x dans l'intervalle considéré (a, b). Nous avons en effet
A'(x) = fn+p(&) —fh(&) =[8(x) — fat) AE (6) — fn+p(æ)];
puisque f,(x) tend uniformément vers D(x), soit N un nombre entier positif tel que, pour 22N, la valeur absolue de (x) — f(x)
SUR TRES ve :
soit inférieure à ; dans tout l'intervalle. Il en sera de même de la
valeur absolue de D(x) — f;.,(x), quel que soit le nombre positif p, et par suite la valeur absolue de A'(x) sera inférieure à e dans tout l'intervalle (a, b).
À yant choisi pour » un nombre entier satisfaisant à la condition précédente, nous pouvons encore écrire, en désignant par x et æ + h deux valeurs quelconques de l'intervalle (a, b),
În+p(? + h) — fn+p(x) = fn(& + h)— fr(x) + A(T + h) — (a),
ou, en appliquant la formule de la moyenne à la différence A(xz+h)—A(x),
Jn+p(t +R) —furp(t) = fa(r + h) = fi(æ) + RAUX +0) (0
Dans cette relation, supposons que le nombre r reste fixe et que le nombre p augmente indéfiniment; le premier membre a pour limite F(x +) — F(x). Quant à A'(x + 0h), la valeur absolue de sa limite ne peut être supérieure à &, d’après la façon dont on a pris le nombre n. On a donc, en divisant par ,
F(æ+h)—F(x) _ fn(T+h)— f(x) Û
la valeur absolue de À(x, h) étant <<: on en déduit
Re
n(æ+h)— f,(x | À ne — Pate) ] + LC) — &(2)] +24, #)
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La valeur absolue de la différence f,(æ) — (x) est inférieure.
job) CR RQ
et par suite à :. D'autre part, puisque f,(æ) est la dérivée
de f,(æ), on peut trouver un nombre positif n tel qu’on ait
(2) h mer 2 (+ ) Ê So
pourvu qu'on ait [h|<n, x étant une valeur déterminée de l’intervalle (a, b). On aura donc aussi, pour toutes ces valeurs
de },
Pr) A 3€;
et par suite F(x) a pour dérivée P(x).
39. Séries uniformément convergentes. — D'après une remarque antérieure (n° 5), la limite d’une suite convergente peut être définie comme la somme d’une série convergente, et inversement. Il revient donc au même de définir une fonction F(x) comme limite d’une suite de fonctions f,(x), quand nr augmente indéfiniment, ou comme somme d’une série convergente. La relation F(æ)= lim f,(x) est en effet équivalente à l'égalité
(7) Fe)=fit)+[fatæ)—fi(e)]+e+ Lift) nan) +
qui exprime que la série du second membre est convergente et a pour somme F(x). Réciproquement, étant donnée une série convergente
(28) uo(T) + U(T)+...+Un(T) +...
la somme F(x) de cette série est la limite de la somme SL) = Up +'Ui+ + Un
lorsque » croît indéfiniment. Au moyen des fonctions f,(x) citées plus haut, on peut donc former des séries à termes continus, dont la somme est discontinue. Par exemple la série
(29) HD I) H., ed r(v—1)F,.,
qui est convergente dans l'intervalle (0, 1), est discontinue pour
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æ = 1. De même la somme de la série
HE ——_— LP MALE
dont le terme général peut s’écrire
il 1 (1 me C2 PEN vx (1 me do) Me 2
présente une discontinuité d’un autre genre, cär sa somme est *
nulle pour x — 0, et égale à un pour toute autre valeur de x.
La différence entre la somme F(x) de la série convergente (28) et la somme Sh(x) des (n +1) premiers termes de cette série est égale à la somme R;,(x) de la série obtenue en supprimant ces termes
(32) Rx) = uns) Pus (a) Etes
La série est dite uniformément convergente dans un intervalle (a, b) si la somme Sn(x) tend uniformément vers F(x) dans cet intervalle, c’est-à-dire si à tout nombre positif e on peut associer un nombre entier N tel que, pour toute valeur de nZN, la valeur absolue de R,(x) reste inférieure à + dans tout l'intervalle (a, b). Le théorème A conduit alors à la proposition suivante :
La somme d’une série uniformément convergente dans un intervalle (a, b), dont les termes sont des fonctions continues de la variable dans cet intervalle, est elle-méme une fonction continue de la variable fsb OT TS
(*) La condition énoncée est seulement une condition suffisante. On doit à M. Arzela une condition nécessaire et suffisante pour qu’une série à termes
continus représente une fonction continue. (Voir E. Boret, Lecons sur les fonctions de variables réelles, P. 42.)
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En effet, la somme S,(x) d’un nombre quelconque de termes de la série est une fonction continue, si tous ces termes sont continus.
Le théorème B, appliqué aux séries, conduit de même à la nouvelle proposition :
St une série à termes continus est convergente dans un intersalle (a, b), et si la série formée par les dérivées de ses termes est elle-même uniformément convergente dans cet intervalle, la somme de la seconde série représente la dérivée de la somme de la première série.
Soient en effet F(x) et D(x) les sommes des deux séries
F(z)=u(r)+u(r)+...+un(r)+..., Pir)=u,(r)+ui(x)+...+u,(x) +...
La somme des (7 +1) premiers termes de la seconde série est égale à la dérivée de la somme S,(x) des (n + 1) premiers termes de la première série. On a donc
Fins, ta) Dir) limsS Cr);
mais, par hypothèse, S’,(æ) tend uniformément vers D(x), puisque la seconde série est uniformément convergente. On a donc, d’après
le théorème B, Pris (Cr).
On voit par là quelle est l'importance des séries uniformément convergentes. La règle suivante, d’une application fréquente, permet dans bien des cas de reconnaître si une série jouit de cette propriété. Soit |
(33) Uo(r)+u(T)+...+unr(r) +...
une série à termes variables; soit, d'autre part, (34) MR Pre nu Pa rs de
une autre série convergente dont les termes sont des nombres positifs constants. Si, pour toutes les valeurs de x d’un intervalle (a, b), on a, quel que soit n,|u,|£+v,, la première série (33) est uniformément convergente dans cet intervalle. X est clair, en eflet,
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qu'on a, pour toute valeur de x de l'intervalle, luat(T) + Un+a(æ) +... [<'Pnri+ Pnrot...,
c’est-à-dire Rh(æ)| si Rs
en désignant par R, la somme de la série (34), dont on aurait supprimé les (2 +1) premiers termes, Cette série (34) étant convergente, on peut trouver un nombre N assez grand pour qu’on ait R,<:, lorsque n est Z N. On aura donc aussi, pour ces valeurs de nr, [Rh(x)|<e, dans tout l'intervalle considéré.
Par exemple, 64, 2, ..., Pa, ... ayant toujours la même signification, la série
Vo+ PSN +... +p» sin(nx) +...
est uniformément convergente dans tout intervalle, ;
Remarque. — On définit quelquefois la convergence uniforme d’une série d’une façon un peu différente. Une série est dite uniformément convergente dans un intervalle (a, b), si à tout nombre positif e on peut faire correspondre un nombre entier. tel que la somme d’un nombre quelconque de termes à partir de u,:,(æ), telle que
Un+1(T) +... + Un+p(æ),
soit inférieure en valeur absolue à e, quels que soient le nombre positif p et la valeur de x dans l'intervalle. Il est facile de montrer la concordance des deux définitions. Supposons d’abord la série uniformément convergente comme on l'a définie plus haut, et soit 7 un nombre positif tel que les valeurs absolues de tous les restes R,(x), Rr+1(x), RS cent
inférieures à — dans tout l'intervalle (a, b). I est clair que la valeur
absolue de la somme Un+1(T) +. + unip(r) = R7 00 R;(x) sera inférieure à e dans le même intervalle. Réciproquement, supposons que la
We QE valeur absolue de Un+1(T)+...+ Un+p(æ) soit inférieure à =; quel que
soit p, dans tout l'intervalle; la valeur absolue de la somme Up +1 a) —+ 0e See Up+q(T)
sera inférieure à #, quel que soit le nombre positif 4, pourvu qu'on ait p2n. En supposant que le nombre g croit indéfiniment, le nombre p restant fixe, on en conclut que la valeur absolue de R,(æ) est inférieure à = dans l'intervalle (a, b) pourvu que p soit Zn. La série est donc uniformément convergente au premier sens du mot.
FONCTIONS DÉFINIES COMME LIMITES
33. Fonction continue sans dérivée. — Nous terminerons ce Chapitre en donnant un exemple, dû à Weierstrass, de fonction continue qui n’admet de dérivée pour aucune valeur de la variable. Soient b une constante positive inférieure à l’unité et a un nombre entier impair; la fonction F(æ), qui est égale à la somme de la série convergente
(35) F(æ) DNS cos(aræ),
est continue pour toute valeur de x, car la série est uniformément convergente dans tout intervalle. Si le produit ab est inférieur à un, il en est de même de la série formée par les dérivées; la fonction F(x) act donc une dérivée, qui est elle-même une fonction continue. Nous allons démontrer qu’il en est tout autrement si le produit ab est supérieur à une certaine limite.
Nous pouvons écrire, en désignant par 7x un nombre entier quelconque,
(36) Fa = Sn + R»;
en posant m— 1
I | S m = D bn | cos[aïr(æ+h)]—cos(a rx) |»
fi —='0 + c Rn= + LÙ bn cos[atr(x+h )]— cos(aïræ) |.
n=INn
La formule des accroissements finis appliquée à la fonction cos(arx) montre que la différence cos[a*r(x + h)]— cos(a!rx) est inférieure en valeur absolue à ra*|h|. La valeur absolue de S,, est donc inférieure à
nm — 1
rŸ mA an bn — J a EE PE ne DT 2 0 ET ab —1
ROPPRE abat maintenant une limite inférieure de ia valeur absolue de R,,, en donnant à l’accroissement À une valeur particulière. On a toujours
et, a fortiori, à rm———; si l’on suppose ab 17. Nous chercherons
ANT = Am+ Es
À 3 : . I äm étant un nombre entier et £,, élant compris entre — — et + E Nous
poserons Crise Em Em.
h = Étant
Em étant égal à Er; il est clair que À est du même signe que e, et infé-
rieur en valeur absolue à + Le nombre X étant choisi de cette façon,
on a a” (2 2 h) = am qm ré un h) = an-m FA» + Em);
a étant impair et em» — , le produit a-—"(4,, + e») est de même parité que 4h + 1 et, par suite,
cosf an r(x + h)| = (— 1)%mtt, On a aussi
cos(arx) = cos(a-Mamrz) = cos[ar-"r(a, + Em)]
= Cos(ar-mann)cos(ar-mE,,;m); aa, est de même parité que «,, et l’on a encore Cos(atrx) = (—1)Amcos(ar-mE,,r),
Nous pouvons donc écrire
+ © (— 1 )Xmt1 Re ñ > bu[i+ cos(anr-n£,, li n—=Im
tous les termes de la série étant positifs, la somme de cette série est supérieure à son AE terme et, par suite, à b” puisque Ë» est compris
Entre EL Per suite, nous avons 2 2
bm
Rul>
ou encore, en tenant compte de la valeur de ,
Sirnbe ;(ab}.
Supposons qu’on ait
il suffira pour cela qu’on ait
(37) AUOT —, et la relation (36) prouve qu’on aura alors ab —1 Æ F(tT+h)—F(>x) 4 AS HÉYENe D "C2 0ereR 7 Rail {Sn [> 3 Cape
es ci >|
Lorsque le nombre entier »m augmente indéfiniment, il en est de même de cette expression, tandis que la valeur absolue de À tend vers zéro. Il est donc possible, quelque petit que soit un nombre e, de trouver un accrois- F(æ+h)—F(x)
hR soit supérieur en valeur absolue à tout nombre donné à l'avance. La fonction F(æ) n’a donc de dérivée pour aucune valeur de #, pourvu que la relation (37) soit vérifiée.
sement À inférieur à € en valeur absolue et tel que
4. Soit p — f(w) l'équation en coordonnées polaires d'une courbe plane. Par le pôle O on mène une droite perpendiculaire au rayon vecteur OM, dont on prend l'intersection avec la tangente MT et la normale MN. On demande d'exprimer les diverses lignes OT, ON, MN, MT en fonction de f(w) et de f'(w). Quelles sont les courbes pour lesquelles l’une de ces lignes est constante ?
2. Déterminer un polynome entier en æ et du septième degré f(x), sachant que f(æ)+:1 est divisible par (æ—1)* et f(æ)—1 par (x +i)*. Généraliser la question.
3. Soient P et Q deux polynomes entiers en x tel que l’on ait
PIRE: ENNIERTÉ
on a, en désignant par » un nombre entier,
dE n dx
R. De la relation er 1 — Pa = QUI — #?) on tire, en différentiant, 0 — apP= Qi QG —a7)— 2021;
la relation (æ) montre que Q est premier avec P, et la seconde que Q divise P’.
4*, Soient R(x) un polynome du quatrième degré n'ayant que des racines
simples, et æ — y une fonction rationnelle de # telle que l’on ait
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. 2 P . e R(£) étant un polynome du quatrième degré, et — une fonction ration-
nelle. Démontrer que cette fonction Y satisfait à une relation de la forme
dx k dt en VR(æ) VRi(e) Æ étant une constante. [ Jacogr. ]
$ U e R. On remarque que toutes les racines de l'équation R(+) — 0, qui
LE
: CAO n’annulent pas R;(t), doivent annuler UV'— VU' et PANSNEESES
5. Généralisation de la formule de Taylor.— Soit f(x) une fonction continue ainsi que f'(x), f'(æ), -.., f(x) dans un intervalle (a, b), la dérivée f (+1 (x) existant dans le même intervalle. Soit g(xæ) un polynome de degré n satisfaisant aux n 1 conditions
v(T;) NACRE Di) = f'(ær), ..) pri) (as) = f Uni(æ;),
T1, V2, :.+, © étant g valeurs de + dans l'intervalle (a, b), et la somme Mit Mit... + Ma étant égalà nr 41. Silon pose
Ê L - P@)= [Tin
Fe |
On a, c étant une valeur quelconque de + dans l'intervalle (a, b),
Flo) = 8 (0) + EE (o),
& étant une autre valeur de x dans le même intervalle.
R. On applique le théorème de Rolle à la fonction f(x) — g(x) — GC P(w) et à ses dérivées successives, la constance C étant choisie de telle façon que cette fonction soit nulle pour + = c.
6". Si l’on pose + = cosu, on a
dm-1 Ci — x?) — (— 1)—1
15 255, (27 000 ET dxm-—1 m
sin nu.
['OLINDE RoDRIGUE.] 7. Le polynome de Legendre
I d' ARR te aus 2.4.6...2n dæn
Xn = (æ?— j)n
EXERCICES. 9 satisfait à l'équation différentielle
ŒX, M ANS dx? RUES CL
La) + n(n+1)Xh= 0;
en déduire les coefficients de ce polyÿnome.
8. Les quatre fonçtions Yi sin(narcsinæ), Ya= sin(n arc cosæ), Ya= cos(n arcsinæ), Ya = cos(n arc cosx) satisfont à l'équation différentielle (i—22)y"— xy + Ry = 0.
En déduire les développements de ces fonctions lorsqu'elles se réduisent à des polynomes.
Démontrer la formule d'Halphen
d' Les e* NN le — (— 1} 3 dx æn+i
10. Toute fonction s=g(?) + y(Z) satisfait, quelles que soient
les fonctions © et 4, à la relation rax?+2sxXy + ty?=0.
11. La fonction s=xo(x +y)+y(æ+y) satisfait, quelles que soient les fonctions ® et 4, à la relation r —25s+t—o0.
19. La fonction z = f[æ + ®(7)] satisfait à la relation ps — gr, quelles que soient les fonctions f et ®.
% les fonctions ® et 4, à la relation
13. La fonction 3 — zu ( ) + yTn (2) satisfait, quelles que soient /
ra + 2sTy +IVi+pT + qY = NZ.
14. Trouver une relation entre les dérivées du premier et du second ordre de la fonction 3 = f(æ1, u), où u = @(%3, 3); die Dos Pa-étant: trois variables indépendantes, f(æ1, u), ®(d2, 3) deux fonctions arbitraires.
45. Soient f{æ) une fonction quelconque de x et f'(æ) sa dérivée. Si l’on
pose | (x)] 2 pr) f(x) 2, on a RATES : d? © u de? 9» dx?
16". La dérivée nième d’une fonction de fonction # — p(y), où y = (x), a pour expression |
NEW" \i/ WW" \A gt \4
FRE A1 jp, (UNE WP) / TN PINNRES Ô
x9 = TRE RRESRTS Yi F ap l 2 DRE PE RON € [ 112 1429 1.2...
le signe Z étant étendu à toutes les solutions en nombres entiers et posi-. tuifs de l'équation + 2] +3h+...+lk—n, et p étant égal à tj +...+k
[Faa DE BRUNO, Quarterly Journal of Mathematics, t. I, p. 359.]
Démontrer la formule
I dn Han den IR AE
S. | = 1+ Silogx + — (log) +. + meme
Sp désignant la somme des produits p et p des n premiers nombres.
[Murpuy.] [On part de la formule
a?(log æ }? æ*(logæ)'® LAS D | 1 +alogæ + 2 k 172 Re
ue l’on différentie n fois de suite par rapport à x. q [ PE
18. Plan tangent et différentielle totale. — Le plan tangent à une surface S peut être défini par la propriété suivante : Un plan P est tangent à une surface S en un point M si l'angle que fait avec ce plan P la droite MM joignant le point M à un autre point M’ de $S est infiniment petiten. même temps que la distance MM’. |
Une surface S, représentée par l'équation 3 = f(x, y), a un plan tangent . si la fonction f(x, y) a une différentielle totale, c'est-à-dire si l’accroissement Az, correspondant à des accroissements Ax, Ay,est de la forme A3 = Ax[A(x, y)+e]+ Ay[B(x, y) +2], “ ét HR zéro lorsque Ax et A y tendent vers zéro.
I. — FONCTIONS IMPLICITES
34. Étude d'un cas particulier. — Il arrive souvent que l’on a à considérer des fonctions dont on ne possède pas l'expression explicite, mais qui sont définies par des équations non résolues. Nous commencerons par l'étude d’une seule fonction définie par une équation, en supposant, pour fixer les idées, qu'il y a deux variables indépendantes.
Soit F(x, y, 3) une fonction des variables +, V1 3, salisfaisant aux conditions suivantes : 1° elle est continue et admet une dérivée partielle continue LE dans le voisinage d'un système de valeurs x, Vs; 2; 2° F(xé,o: 30) est nul, tandis que F! ACAR AT) est différent de séro. Dans ces conditions, l'équation
admet une racine et une seule qui tend vers 2. lorsque x et y tendent respectivement vers x et Yo:
Les fonctions F et F! étant continues dans le voisinage des valeurs æ4, Yo, Zo, prenons trois nombres positifs a, b, c assez petits pour que ces fonctions soient continues dans le domaine D défini par les inégalités
læ—2ol£a, [y —ol<6, Iz:—xl£e
et que F° conserve le même signe dans ce domaine, par exemple
reste positif. Alors la fonction de z que l’on obtient en donnant
à æ et à y des valeurs déterminées, comprises dans les limites précé-
dentes, est croissante lor sque 3 cr oît de 30 € à 39 + C. En parti- PAT. 6
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culier, la fonction F{x,, Yo, 3) est croissante dans cet intervalle;
comme elle est nulle pour 3 — 3,, elle est positive entre 3%, et 39 EC, |
et négative entre 3, — € et 3,, de sorte que, À étant un nombre
posiuf quelconque inférieur à c, on a F(Xo, Yo, 2 +hA) > 0, F(Xo, Yo: So — h) < 0.
Mais les deux fonctions F(x, 3, 55+h), F(x, y, 50 Aides variables æ et y sont continues pour æ—=%6, Y —=Yo et ne s’annulent pas pour ce système de valeurs de + et de y. On peut donc assigner un nombre positf n, au plus égal’au plus petit des deux nombres a et b, tel que les deux fonctions F(x, y, 55 + A), F(x, y, 35— A) conservent chacune leur signe lorsque les différences Æ — Lo, Y — 7, sont moindres que ñ en valeur absolue. Par suile, pour tout système de valeurs de x et de y satisfaisant aux deux conditions [S—=201< 11 Nr
on aura aussi
F(xr,7, 2+h)>o, F(x, y,20— h) <o:4
L'équation (1), où l'on donne à x et à y des valeurs quelconques comprises entre les limites précédentes, et où 3 est linconnue, a donc une racine au moins comprise entre 3, — À et 39 + h. Elle ne peut en avoir plusieurs puisque la fonction F(x, y, z) de Îla variable 3 est croissante dans cet intervalle. Le nombre À pouvant être pris aussi petit qu’on le voudra, le théorème énoncé est établi. Sa
Soient k et n un système de deux nombres positifs vérifiant les conditions qui viennent d’être précisées. La racine de l'équation (1), dont on vient de démontrer l'existence. est définie à l’intérieur d’un carré R, ayant pour centre le point M, de coordonnées (x, Yo), les côtés parallèles aux axes de coordonnées (supposés rectangulaires), et 2n pour longueur des côtés. Soient (x,, y,) les coordonnées d’un autre point M,, pris à l’intérieur de ce carré; al résulte de la démonstration que l’équation F(x,, y,, 3) = 0 admet une racine 3, et une seule comprise entre 39 — et 5 +, et par suite F'(2%1, Y1, 31) est positif. Le raisonnement qui précède s'applique donc aussi au point (æ,, y); lorsque x et y tendent respectivement vers æ, et y, l'équation (1) a une racine et une
ces à hist ARE, D SC St D SO GDS dE md + on Le ce de Éd
in an
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seule qui tend vers z,. Cette racine est forcément comprise entre 30— h et 35+ h et par suite coïncide avec la première. La racine considérée est donc continue en tout point intérieur au carré R.
Cette racine n'étant définie qu'à l’intérieur du domaine R, nous n'avons ainsi qu'un élément de fonction implicite. Pour définir cette fonction en dehors du domaine KR, on procède de proche en proche de la façon suivante. Soit L un chemin continu parlant du point (%6, Yo) et aboutissant à un point (X, Y) situé en dehors du domaine R. Imaginons que les variables x et 3 varient simultanément de telle façon que le point de coordonnées (x, y) décrive le chemin L. Si l’on part du point (x, Yo) avec la valeur 3, pour z,
on à une valeur bien déterminée pour cette racine, tan! qu’on n’est pas sort du domaine R, Soient M, (Z1, Y1) un point de ce chemin intérieur à R, et z, la valeur correspondante de z; les conditions du théorème général se trouvant encore vérifiées pOur 2-77 PH —=Y:, 3 = 31, 1l existe un autre domaine R;, ayant pour centre le point M,, à l’intérieur duquel la racine qui se réduit à 3, pour D 1, Y — 1, est définie. Ce nouveau domaine R, aura en général des points extérieurs à R: en prenant de nouveau sur le chemin Lun autre point M,, extérieur à R et intérieur à R,, on pourra recommencer la même construction pour obtenir un nouveau domaine R;, à l’intérieur duquel la racine de l'équation (1) sera bien déterminée, et ainsi de suite. On pourra continuer l'opération tant qu'on n'arrivera pas à un système de valeurs pour +, y, 3, pour lequel F!= 0. Je me contenterai ici de ces indications ; nous aurons à traiter en détail dans d’autres Chapitres des questions analogues.
35. Calcul de la racine par approximations successives. —— Nous POuvons toujours ramener l'équation générale (1) à une forme particulière
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qui se prête au calcul de la racine par approximations successives. Soit LORS M TRE TE TUE
par hypothèse, 7» n'est pas nul, et l’équation (1) est équivalente à l’équation
3 = 39 + 5: EF (æ; »,2)|.
C’est une équation de la forme
LM
où f(x, y,3) et f(x, y,2)sont continues dans le voisinage des valeurs x, Yo; 20, et S’annulent pour ce système de valeurs.
D’après le théorème général, cette équation admet une racine qui tend vers 2%) lorsque æ et y tendent respectivement vers Zo et Yo. Cette racine peut être calculée par une méthode d’approximations successives analogue à celle qu’on emploie en Algèbre pour calculer une racine d’une équation du second degré très petite en valeur absolue.
Soient a, db, c trois nombres positifs tels que f(x, y, z) et f(x, y, z} soient continues dans le domaine D défini par les mêmes inégalités que plus haut; nous supposerons de plus qu'on a pris ces nombres a, b, c assez petits pour que la valeur absolue de f! soit inférieure dans ce domaine à un nombre positif K < 1. On peut toujours satisfaire à cette nouvelle condition puisque f(%0, Yo; 20) — 0. Cela étant, posons successivement
et d'une façon générale
(3) Zn = 20 f(%, Y, Zn-1) (n =1,2,3,.. ,æ).
Nous allons d’abord montrer que toutes les différences 3, — z9 restent plus petites que c en valeur absolue, pourvu que les différences 3% et y — yo soient elles-mêmes assez petites, et par conséquent cette suite d'opérations peut être prolongée indéfiniment. Soit z un nombre compris entre Z,— C et 35+ C; nous pouvons écrire
Ji, Jr3)= f(x, Pre) EVE 'OErCe J, 20 ):
et, par suite, en appliquant la formule de la moyenne et tenant compte de la condition | f(æ, y, :)| <K,
(4) Ff(z, 7,23) <| fe, Y:20|+K]3 = 3% |:
Prenons maintenant un nombre positif 4, au plus égal au plus petit des
deux nombres & et b, et tel que, le point (x, J') restant dans le domaine D’ défini par les conditions
Er e
To—h Ex £xo+ R, Yo— REY Yo+ h,
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la valeur absolue de f(x, y, 35) soit plus petite que (1 — K)c. L'inégalité (4) montre qu’on aura aussi
ua be fr, 13)|<G—K)c+Ke=c.
- D'après cela, si le point (+, y) est un point du domaine D’, on voit de proche en proche que toutes les différences 31 — 39, > — Go hr he don. sont plus petites que c en valeur absolue, On obtient donc une suite indéfinie de fonciions définies par la loi de récurrence (3), qui sont toutes continues dans le domaine D’, et restent comprises entre 35— € et z)+ c.
La fonction z,(x, J) tend vers une limite lorsque n augmente indéfiniment. On tire en effet des relations
Zn — Z0 + f(æ, As Æn—1 ve & n—1 —= 30+ f(&, LS Zn—2); en tenant compte de la condition | f:| <K,
|&n — Zn—1 | < K | Sn—1— Zn |
ne
et, par suite,
Sn — 2n-1| <'K2-1] 3, — 20 | << K?-1(1 — K)c.
La série KA) 320 + (31— 20) +(3— 21) +... + (3n— 3n 1) +...
est donc uniformément convergente dans le domaine D' et a pour somme une fonction Z(æx, y) continue dans ce domaine. Cette fonction Z satisfait à l'équation (2), car, si le nombre x augmente indéfiniment, l'équation (3) devient à la limite
(6) Loft, v, Z).
D'ailleurs, pour + = 5.7 = Yo, toutes les fonctions 31, 3, ... se réduisent à 30. On a donc aussi Z(%o, Yo) = Zo, et la fonction Z(x,7y) satisfait à toutes les conditions de l’énoncé.
C’est la seule racine satisfaisant à ces conditions. D'une façon plus précise, lorsque le point (æ, y )est dans le domaine D’, l'équation (1) n’admet pas d'autre racine que Z qui soit comprise entre 39— c et z9<+ c. Soit en effet Z, une telle racine; des deux relations
L1= 50+ f(x, 7, Li), Zn = %0+/f(2, 7, Zn-1), on tire , Li— zn = f(x, Y:L1) = jf, J:Æn-1) et, par suite, [Liz <K|Zi— 35-11.
On aura donc aussi | Z5— 5h| < K*-1|/Z;— 3,]. La différence Z, — 3, tend donc vers zéro lorsque 7» augmente indéfiniment, et Z; est identique à Z.
HE
IT est à remarquer que ce mode de calcul prouve directement l'existence de la racine et son unicité.
306. Dérivées des fonctions implicites. — La démonstration du théorème ne suppose pas l'existence des dérivées partielles F,, F,..
On peut se rendre compte aisément que l’existence de ces dérivées n'est nullement nécessaire. Soit par exemple D (Æ} une fonc- Uon continue sans dérivée prenant une valeur positive b pOur EE A;.
L'équation y?—%(x) admet deux racines qui tendent respective- |
ment vers + ÿb lorsque æ tend vers a, et qui sont aussi des | fonctions continues. Mais, si la fonction F(x,y, 3) admet des | dérivées partielles continues F°,, F,, la fonction implicite que nous venons de définir admet des dérivées partielles du premier ordre. En effet, laissons y constant et atiribuons à x un accroissement AT, auquel correspond pour 3 un accroissement A3; nous avons
F(r + Ax,y,2+ A5) — F(x, y,3) = Ar F,(x +64%,y,z+ Az) +43 F°(x, y, 3 +642) —0.
On en üre Az F,(x + 0 Ax, y, z + Az). ;
Ag — F5 (tr, Pie PONT)
NL CASA La AY
RL ns 2 RS SE à des
lorsque Ax tend vers zéro, il en est de même de Az, puisque 2 est une fonction continue de x. Le second membre tend donc vers une limite, et 3 admet une dérivée partielle par rapport à x,
(en — = —
on démontrerait de même la formule
03 F7 8 CARE W 47 F2 Remarque. ESS l'équation F — o est de degré m par rapport
à z, elle définit »m fonctions des variables + et y, en supposant
= : : APS € Ë 05:00 les m racines réelles. Les dérivées paruelles a admettent T _0Y
elles-mêmes m valeurs pour chaque système de valeurs des variables x et y; les formules précédentes donnent sans ambiguïté ces dérivées partielles, pourvu qu’on remplace 3 dans les seconds membres par la valeur de la fonction dont on cherche la dérivée.
DE VE
définit deux fonctions + 1 — RS gr ee Vie cr -yqu sont continues tant qu on a æ?+ y?< 1. Les dérivées partielles de
la première sont na mr
md 2
Vi—r— y Vire mie y
el les dérivées paruelles de la seconde s’obtiendront en changeant
les signes. On obtiendrait les mêmes valeurs en partant des formules
et y remplaçant 3 successivement par ses deux déterminations.
31. Application aux surfaces. — Si l'on regarde x, y, = comme les coordonnées cartésiennes d’un point dans l’espace, toute équation (9) F(æ,7,3)=0
représente une surface S. Soient (%5;, Yo 39) les coordonnées d’un point À de cette surface; si la fonction F est continue, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre dans le voisinage des valeurs &o, Vo, 30, Sans que ces trois dérivées soient nulles simultanément au point À, la surface S admet un plan tangent en A. Supposons, par exemple, que la dérivée partielle F! ne soit pas nulle pour x — %9, Y — Yo; = — 30. D’après le théorème général, l'équation de la surface peut aussi s’écrire, dans le voisinage du point À, en la supposant résolue par rapport à 3,
Le
o(x, y) étant une fonction continue, et l'équation du plan tangent en À est 03\, 03 a (5) (Ka) +(S) (Y — Yo); 0 0
03 03" SA PRE remplaçons = et et leurs valeurs tirées des formules précéor
dentes : l'équation du plan tangent devient
(10) Great
Si l’on avait (E),= o et (E)# 0, on considérerait +: et 3 comme les variables indépendantes et + comme une fonction de ces variables ; on arriverait encore à la même équalion (10) pour le plan tangent, ce qui est évident a priori d’après la symétrie du premier membre. On verrait de même que la tangente en un point (t,, Yo) d’une courbe plane représentée par Fr, es pour équation
0F oF RE 20) (D) + Nr) (Re o.
S1 l’on a à la fois 0F \ OF \ oF Ge) Gi hes
le point À est un point singulier; les tangentes aux diverses courbes situées sur la surface et passant par À forment en général un cône et non un plan. Ce cas sera étudié plus loin. QE
Dans la démonstration du théorème général sur les fonctions implicites, nous avons supposé que la dérivée F! n’était pas nulle. L’intuition géométrique fait bien comprendre pourquoi cette con=
pr
dition est essentielle. Si, en effet, on a =) — 0 et (5) 210:
3 Jo 0e 0 lé plan tangent à la surface S est parallèle à l’axe des 3; une parallèle à l’axe des 3 voisine de la droite T—Xo, Y —Yo rencontre. généralement la surface en deux points voisins du point de contact. L’équation (9) admet donc deux racines tendant vers 30 lorsque + et y tendent vers +, et Yo respectivement. | Par exemple, si l’on coupe la sphère æ2+ y?+ 722 4246 par droite H=0, 2 14e 0 y à deux valeurs de 3 tendant vers zéro en même lemps que e, réelles si e est négatif et imaginaires si € est positif.
39. Dérivées successives. — Dans les formules qui donnent les dérivées du premier ordre
O5 CULMRE 03 FF CPR USE PRET En
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on peut considérer les seconds membres comme des fonctions composées, 3 étant une fonction intermédiaire. On pourrait donc calculer les dérivées successives de proche en proche en appliquant la règle de différentiation des fonctions composées. L'existence de ces dérivées successives est d’ailleurs subordonnée à l'existence des dérivées partielles des différents ordres de la fonction F(x, y, LA
On obtient ces dérivées d’une façon plus simple en appliquant la proposition suivante : Lorsque-plusieurs fonctions d’une variable indépendante vérifient une. relation F=0, leurs dérivées vérifient la relation obtenue en égalant à séro la dérivée du premier membre, prise par la règle de difjérentiation des fonctions composées. Il est clair, en ellet, que, s1 la fonction F se réduit idéntiquement à zéro quand on y a remplacé les variables dont elle dépend par des fonctions de la variable indépendante, il en est de même de sa dérivée, Le théorème subsiste encore si les fonctions liées par la relation F — o dépendent de plusieurs variables indépendantes. FE
Cela posé, supposons d'abord qu'on veuille calculer les dérivées successives de la fonction implicite y de la seule variable x définie par la relation
E(æ, #) — O; on en déduit successivement oF of pese = 0!
ox d0Y 02F LUE SUCRE LE dx? ox à 7 dy? pire OV SAR AE POE 3F 3F Eds ALT à É 0x ox 0y” 0x 0y? 0x dy * 0e. à Ar IaUteS F LA dy dy? F7) 0Y M re
et l’on calculera ainsi de proche en proche y”, 3”, FLN
Exemple. — Étant dounée une fonction y = f(x), on peut inversement considérer y comme la variable indépendante et 7 comme une fonction de y définie par l'équation y = f(x) (1). Si la dérivée f'(æ)n’est pas nulle pour
(1) L'existence de la fonction inverse se démontre très simplement lorsque la fonction f (æ) va constamment en croissant ou en décroissant dans un intervalle. Soit, par exemple, y = f(æ) une fonction continue qui va constamment en
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la valeur #4, qui donne y5= f(æ0), il existe, d’après le théorème général, une fonction et une seule de y qui satisfait.à la relation y = f(æ it cuil prend la valeur x, pour y = y; c’est ce qu’on appelle la fonction inverse de f(x). Pour calculer les dérivées successives Lee By zys, ... de cette fonction, il suffit de différentier plusieurs fois de suite, en considérant YA comme la variable indépendante, ce qui nous donne
= fc)es, o=f"(&) (a) + f'(æ)aÿs,
! SFR x" — PT TE 1 0 M — 3 LP (7) AIRNESS 5 RE y$ WAVE
Il est à remarquer que ce système de formules ne change pas quand on per. mute x, et f(x), æ et f(x), æys et f"(æ),..., car la relation entre les deux fonctions y = f(x) et x = w(y) est évidemment réciproque. Pour donner une application de ces formules. supposons qu'on veuille obtenir toutes les fonctions y — f(æ) quisatisfont à la relation
viy ie” 3 y"? "0 \ Vi:
quand on prend y comme la variable indépendante, et x comme la fonc-
on, celte équation devient æ;:—o. Or, les seules fonctions dont las dérivée troisième soit nulle sont des polynomes, du second degré au plus. On aura donc, pour +, une expression de la forme à ee
T = Cy?+ Ci y + Ca,
Ci, Co, C3 étant trois constantes quelconques; en résolvant cette équation par rapport a y, on en conclut que toutes les fonctions non linéaires y=f(x) . a ————_——— croissant de À à B lorsque x croit de a à b. À toute valeur de y comprise entre À et B correspond une valeur de æ et une seule comprise entre a et b (n° 8). Cette valeur de x est une fonction ?(Y), qui est elle-même croissante dans l’intervalle (A,B). C'est une Jonction continue. Soient, en effet, (z,, %4,1m un couple de valeurs correspondantes ; n étant un nombre positif tel que x, —n et Z +1 Soient compris entre a et b, soient Jo—<ety,+e les valeurs corres=« pondantes de y: si la valeur absolue de J —J, est inférieure au plus petit des deux nombres €, s', la valeur absolue de ZT — %, est inférieure à n. Si la fonc. tion f(x) va constamment en croissant de —% à + ou inversement, lorsque
æ croit de — © à + >, à toute valeur de J correspond une valeur de x et une. scule. Tel est le cas pour la fonction æ", n étant un nombre positif impair.
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qui satisfont à la condition proposée sont comprises dans la formule J=a + Vbx + C,
a, b, c étant trois constantes arbitraires. Cette équation représente une parabole ayant son axe parallèle à l'axe des æ.
39. Dérivées partielles. — Considérons maintenant une fonction implicite de deux variables définie par l'équation
les dérivées partielles du premier ordre sont données, comme nous l’avons déjà vu directement, par les relations
0F. 0oF 0z 0F 0F 03
ibn 0e 0ÿ 03 0%
Pour avoir les dérivées partielles du second ordre, il suffit de différentier de nouveau les deux équations (12) par rapport à æ et à ÿ, ce qui donne trois relations distinctes seulement, car la dérivée de la première par rapport à y est identique à la dérivée de la seconde par rapport à æ, a dure) ve 0x? 0x 03 07 3?
DO = ARE opus op | oxody 0dx0z dy dy0s 0x 3? 0x 0Ôy ; 2F. 2F 03 FF (S) OF 0°z
07 5y0z dy 07 Tao
IN
et l’on calculérait de même les dérivées du troisième ordre et d'ordre plus élevé.
L'emploi des différentielles totales permet encore de déterminer en même temps toutes les dérivées partielles du même ordre. Il suffit pour cela de s'appuyer sur le thèorème suivant : Lorsque plusieurs fonctions u, 6, 4, ... d'un nombre quelconque de variables indépendantes x, y, 3, -.. vérifient une relation F — o, les différentielles totales satisfont à la relation dE — 0, obtenue en prenant la différentielle totale de F comme st toutes les variables dont elle dépend étaient des variables indépendantes. Pour le démontrer, supposons qu'on ait une relation F(u, v, wæ)—0, u, v, w étant des fonctions des variables indé-
ru
FA
92 CHAPITRE I. % pendantes x, y, 3, 4. Les dérivées partielles de w, ©, æ satisfont aux quatre équations
OF ou 0F oo OF ww —- ee
Ou 07 ‘ de 0x 0w 0x OF du oF EAU LE.
Ou y dw 07 0" OY SUR dE ou oF HSE te DU 0 DU PU D6Dc.0 5. 00 0F ou oF dv | OF 0w Pre Où DE T de An OF TES
multiplions-les respectivement par dx, dy, ds, dtet ajoutons-les, il vient f
© qu 3 pe PES VON EEE 4 p dæ
Nous voyons encore ici l'avantage de la notation différentielle, car la relation précédente est indépendante du choix et du nombre des variables indépendantes. Pour avoir une relation entre les. différentielles du second ordre, il suffira d'appliquer le théorème général à la relation dF — 0, considérée commeune équation entre &, v, w, du, dv, dw, et ainsi de suite; on remplacera seulement par zéro toutes les différentielles d'ordre supérieur des variables qu’on a choisies pour variables indépendantes. #52
Appliquons ceci au calcul des différentielles totales successives de la fonction implicite définie par léquation (11), æ et y étant les variables indépendantes; il vient | 4
oF 0F 0F Be 0 No de ds = à 0F oF 0F @) 9F (dr + m Ÿ + ds) — d?3 =0)
RO ER SEE RS nc
et les deux premières de ces équalions peuvent remplacer les cinq relations (12) et (13); de l'expression de dz on déduit les deux dérivées du premier ordre, et de l'expression de d?z on déduit les trois dérivées du second ordre, etc. Considérons par exem] ét l'équation ‘à Ax?+ A'y2+ A2 1,
I. — FONCTIONS IMPLICITES. 93 qui donne, en différentiant deux fois,
A zx dx + A'y dy + A"zd3= 0, À dx®+ A’ dy?+ A" dz?+ A3 dd: =0; de la première on ture ; | Az dx + A'y dy ESS Are
AVAL VV V
et, en portant cette valeur de d3 dans la seconde, il vient
A(Azx?+ A"22) dx? 2 AÂ'x7y dx dy + A'(A'y?+ Az?) dy? RU AT ES
On aura donc, en employant la notation de Monge,
Ax A'y
FER METIER SEE MAL UACA RE AZI) AA'xv A'(A'y?+ A") D as ae
La méthode est évidemment générale, quel que soit le nombre des variables indépendantes et l’ordre des dérivées partielles qu'on veut calculer.
Exemple. — Soit 3 — f(x, y) une fonction des deux variables æ et y. Considérons, dans la relation précédente, y et z comme deux variables indépendantes, et æ comme une fonction implicite de ces deux variables ; proposons-nous de calculer les différentielles du premier et du second ordre dx et d?x. On a d’abord
d of d— ce se + 25 dy ; oc OV comme on prend y et 3 pour variables indépendantes, on doit supposer nulles d2y et d23, et, en prenant de nouveau la différentielle, il vient 0)
CFA PR à LR AE AE Pl er dx cer vi AE TS ge © + Se 4 #.
Ces équations peuvent s’écrire, en employant la notation abrégée de Monge pour désigner les dérivées partielles du premier et du second ordre de la fonction f(x, y),
dz = p dx + q dy, o = r dx?+ 025 dx dy +tdy?+p d?x;
on tire de la première
et, en portant cette valeur de dx dans la seconde, on a
RES le à dz?+ 2(ps — qr)dy dz +(qèr — 2pqs + p?t) dy?
Les dérivées partielles du premier et du second ordre de +, considérées comme fonctions des variables z et y, ont donc les valeurs suivantes :
GÉNIE OLANERNE
5 Pa ARE TE LEE u 2x gr — ps x _ 2pqs —p?t— gr O2 ee p3 dy 03 p? ? 0y? Fi Fr :
Proposons-nous, comme application de ces formules, de trouver toutes les fonctions f(x, y) satisfaisant à l'équation g?r + p?t = 2pgs. Si, dans la relation 3 = f(x, y), on considère x comme une fonction des variables
ir La LE CO 2 indépendantes y et 3, la condition précédente devient Sie Cette #
: 0x ; 0x équation exprime que 7, ne dépend pas de y; on a donc = = ®f2), (3) étant une fonction quelconque de 3. Cette nouvelle équat "10" s'écrire
Ô op LRO mn.
et elle exprime que x — yv(3) ne dépend pas de y. On a donc encore T = y 9(z) + (x),
Ÿ (2) étant une autre fonction quelconque de 3, et l’on obtiendra toutes les fonctions 3 — f(x, y), répondant à la question, en résolvant l'équation précédente par rapport à 3. Cette équation représente une surface engendrée par une droite qui reste parallèle au plan des xy.
40. Équations simultanées. — Nous définirons d’abord un déterminant qui jouera un rôle essentiel dans la suite. Soient F;,, F2, ..., Fa un système de x fonctions de n variables y4,Y2,..., Yn pouvant dépendre en outre d’autres variables. Le déterminant
# pod y . . oF; formé par les dérivées paruelles du premier ordre —=
dYx OF, oF,; oF,; TS Ta HR sie JF: 0F 0F; (14) A=|0ÿ1 0ÿ3 dy» £ 0KY POP 0F,
0ÿa : OPA M0 y
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s'appelle le jacobien, ou le déterminant fonctionnel des n fonctions F,, F,, ..., F, par rapportaux n variables y1,..., Yn. On le représente par la notation
Dr FES *….) Fr) D( 71: Ya; UM)
Cela posé, le théorème général d'existence des fonctions implicites s’énonce ainsi : |
Soit (E) un système de n équations entre n +p variables
FAR EME Th; NAT ss Vn) (E) Emi, Tan. Dh; Vis Vase.) Vn) = 0 ALES 0)
dont tous les premiers membres sont nuls pour un système de
, 0 LEA 2 he A D) E £ Daleurs xx, ... Tp—= 2, Yi Vi ce) Yan June SÙ les fonctions F; sont continues et admettent des dérivées partielles du. ; unter ordre par rapport aux variables yx, continues
dans le voisinage de ce système de valeurs, et si le jacobien DR Fosses Fr)
D( Ja Ya +. Jn) | existe un système de fonctions, et un seul,
n'est pas UD POUT Di Cie Mn Mas L
Vi = Di(Tis Dos cr Th); LE Va = Prnleis Lost DD)
satisfaisant aux équations (E), se réduisant à AO ON) Tes pectivement pour DT A D 0, el continues dans le voisinage de ce système de valeurs.
Le théorème étant déjà démontré pour # —1, il suffira de prouver que, s’il est vrai pour un système de n — 1 équations “) ph — 1 fonctions inconnues, il s'étend à un système de x équations à » fonctions inconnues. Par hypothèse, le déterminant À écrit plus haut est différent de zéro pour les valeurs x°, y?; par Suite, ses éléments ne sont pas tous nuls. Nous pouvons donc supposer, en changeant s'il est nécessaire l’ordre des indices, que la
re © , oF \ , \ , 2 dérivée (=) n'est pas nulle. Alors, d’après le théorème établi ur 700 au n° 34, l’équation (15) PT EU Ton, Vis Von : Ma)0 définit une fonction
(16) Va = (T1; Pas 5 Ep Yu Vars. Yn=1)
LS UE SES dE
LIRE TN ET
dés n = px 1 variables 2, 22,1, &2i Vi ER qui est égale A) DOUTE) ee dr MERS Re » el qui est continue dans lé voisinage de ces en En remplaçant y, par cette fonction. f dans les 7? — 1 premières équations du système (E), on obtient un nouveau système de ñ — 1 équations à 7 — 1 inconnues y4, Yo, .
Be
(17) Piaf; Do, +, Tps Vis Vas cm Vi) — 0, ….s Phi = 0, A 7 | A où l’on a posé
P;(æT1, sc.) Lp; Vi) 0 Yn3) PET cs Th; V1: (TA UE
le système formé par les équations (16) et (17) est évidemment, équivalent au système (E). Nous allons montrer que le jacobien, des fonctions ®;
m D (;, P>, ….. P,) . 16 Q = — 4 DEF 2... ni) AN
‘4 est différent de zéro pour x, — ae VOL Ya — y}, En effet,ces
déterminant
OFi Or of 9F1 , 0Fi of LE 0F; f
ox 1 OV n 0V1 OV OYn OV OV n=1 OV n 0Y 41
© dFs 0F2 0 OF» ‘AR 4 4 RL st. 2 LA RUE à > Of NC F3 j7'0P OS se (UT 0Yn n dy 1 0V2 OYn dYe dYn=1 OYn 0Y n—1 |
OFns 4 nes D OFna, ns OF CE 01 OYn Vi 0Va 0Yn 0Ya Vs .Wn 0Yn=1 |
Fe À à x d, SNA : 10 est la somme de 221 déterminants; en supprimant lous ceux qui
sont nuls comme ayant Îles ET CN de deux colonnes proportion nels, 1l reste |
5 2 DOFUS Fa). 0f (DCE PSV D(y 73; 100 Va) 0Y1 D(Yn, #2, COR ee
res ne IV als … s'est tie
CUS Use 48 F0 $ OYnt Dire +...) Vas Vn) of
D'autre part, les dérivées M7 sont données (n° 39) par les ri tions | 4 DPF df à ue os sole Li, 2, 0 OR
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L'équation précédente peut donc s’écrire, en multipliant les
oF deux membres par —;
sr RS ee ce lnt) 0F} DORE Re Dee) OF»
dWn Se D(Yy1; Ye, ser MN) OPA D(Yn; Ya RTS TS) V1
S'en s ele ea als Lotet Pare el Tale lies es
AAA DES RE A Dr fa 0F»
x D(Y1, Ye, co.) Vn-25 V'n} 03
le second membre de la nouvelle relation est identique au développement de A par rapport aux éléments de la dernière ligne. On a donc |
0F» D(,;, B;, SR Pr 11 Ke BCP F:, Ds 0 F)
18 SA DE 0 RE ) OVn OF LR NM 27 PS DÉS Pardi Men
et par suite le jacobien à est différent de zéro pour les valeurs FRE PPT SÉANCES RE
La proposition énoncée étant vraie pour n —1 équations, les équations (17) déterminent un système de fonctions y, — DA rs Jn-1= Yn-, des variables æ,, æ:, ..., æ,, et en substituant dans Mlonction f(&;, ..., Lpy V3 +1 Yn_1), On aura la valeur de yà.
On peut encore calculer ces racines par approximations successives, comme dans le cas d’une seule équation. Supposons, pour simplifier, que l’on remplace æ; par æ°- T;, EL Yk par Yi+yx, de façon que les valeurs
A . : RAS OF; initiales x°, yf soient nulles. Soit a;x la valeur de la dérivée 5, Pour ces
valeurs initiales; par hypothèse, le déterminant
EX EM: MOMENT RAT
doi 29 ne don À =
ni An2 -.. Ann
est différent de zéro. Le système (E) est évidemment équivalent au système suivant :
MVit.-. + dinVÿn= AniVi+.,.+ Ain Yn— Fi 21;
(19) An Fit... + donVÿn= du Vi+...+ don YVn— Fe = 22;
Amir... + AnnYÿn= AmVi+t.. + AnnYn— Fr= On; et :
où les fonctions w1, 92, ..., ©, sont nulles, ainsi que les dérivées par- GX
tielles se pour æ;=0,yx=0. En résolvant ce système d'équations par HE
rapport à 1, Vos .+. Vus CE qui est possible, puisque A n’est pas nul, on obtient un nouveau système
(20) Ji= fi Ja= fa HD? HÉCEU
où fi, fo, -.., fn sont des combinaisons linéaires à coefficients constants des fonctions 1, 2, ..., o,. Ces fonctions f; sont donc nulles, ainsi que
Of:
toutes les dérivées partielles 5,, Pour les valeurs 7; = 0; ÿr= 0" 0n"petut (2
résoudre ce système par approximations successives en prenant zéro pour premières valeurs approchées des racines, et en posant ensuite (1)
(yi)n= filæ1, LS «» Fpi CHOSE DES) CRE (M =1,2, + DO)e
A1. Calcul des dérivées. — Lorsque les fonctions F; ont des
dérivées partielles continues a les fonctions implicites définies fé
par les équations (E) admettent aussi des dérivées partielles du premier ordre par rapport aux variables z;. Prenons par exemple un système de deux équations
(21) F:(2,7,24,u,6)= 0, NIET M 2 ROUES
Laissant y et 3 constants, donnons à x un accroissement Ax, et soient Au et Av les accroissements correspondants des fonctions « el p. Les équations lt) peuvent s’écrire
0F OF ar (on + an(s ve) ae (2 ns. “)=0, Dre ou 0 0F 0F \ F s se (+ 1)+au(5 +) +ae (5 re
#,€6,€,"n,n," tendant vérs zéro lorsque Ar, Au, AP Lendentvers À zéro. On déduit de là
(1} Pour “a démonstration de la convergence des approximations, Voir mon article du Bulletin de la Société mathématique, t. XXXI, 1903.
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lorsque Ax tend vers zéro, il en est de même de Au, Avet, par suile,
Au se { ( D cn, nn. Le rapport © a donc une limite, c’est-à-dire
que w admet une dérivée partielle par rapport à æ,
ÔF; 0F> OF 0F9
= À Ap S ‘ On verrait de même que le rapport Te tend vers une limite Se
00 k . ; finie 7 Qui est donnée par une formule analogue ; pratiquement,
on calculera ces dérivées partielles au moyen des deux équations FE {
0F; 0F; ou 0F; de
PT VAN PRE mp re
0F; 0F2 ou OF: dv PEN TPE NIUE TEE
et l’on obtiendra, de la même façon, les dérivées partielles par rapport aux variables y et 3,
Les dérivées successives se calculent comme dans le cas d’une seule équation. Il faut encore observer que, lorsqu'il y a plusieurs variables indépendantes, il est avantageux de calculer les différenuelles totales, pour en déduire toutes les dérivées partielles du même ordre. Supposons, par exemple, qu’on ait deux fonctions w et # des trois variables x, y, 3, définies par les deux relations (21); les différentielles totales du premier ordre du et de sont données par les deux équations
0F; CLS 9F: 0F; nt mn
LT ÉTrRS den see dz + — me du a — dr = 0, D du, 0h. ra, + de = 0.
ox 03 ou
On aura ensuite d?u et d?v au moyen des équations
) i (2) 1 (5 LÉ DR ARe à Ta do) _— Si Et d?v = 0, 0x dp dp
F. T (21 HS :
— dr +... Lang, dur dx dv 00
ou
et ainsi de suite. Dans les équations qui donnent d'u et d'o, le
100 CHAPITRE III. aù
déterminant des coefficients de ces différentielles est égal, quel que
D'(F soit 2, au jacobien DÉS qui, par hypothèse. n'est pas nul.
42, Inversion. — Soient %, Y2, ..., En 7 rues des nr variables D (v1, Da, +...) £n)
indépendantes æ1. To, ..., Tn, telles que le jacobien P 5 e ? 1h q = J D (1, To, Etre
soit pas identiquement nul. Les x équations
Ui = Pal, Marc ho Te) Ua = Da(dis La, + On) ir Un — En(Ti; La, +.) Tn)
définissent inversement (1) æ1, æ+, ..., æ, en fonction de Wy, Up, +.., Une Il suffit, en effet, de considérer un système de valeurs +9, æ$, ..., æ} pour lesquelles le jacobien n'est pas nul; u9, uÿ, ..., uf, désignant les valeurs correspondantes de y, Us, ..., Un, il existe, d’après le théorème général, un système de fonctions |
Di Vi Et Un) De =) Vs lister 248
Tn — Un (Us, Ua Un)
qui satisfont aux relations (22) et qui prennent les valeurs x, CRETE pour wi = . ..., un—=u%. Ce sont les fonctions inverses des fonclions v:, Pa +. Pa la détermination effective LE ces fonctions s'appelle une 2nver'sion.
Pour calculer les dérivées des to nero inverses, il suffit d'appliquer les règles générales. Ainsi, dans le cas de deux fonctions
JACES dE D = or,
si l’on considère inversement w et comme les variables indépendantes, æ et y comme les fonctions, on a les deux relations
OP NT Herr a 09 0?
Tree dæ, d’où l’on tire | (e) 2 di Dr 08 y 00 Rs Pilat dy = 97 SOS pp Jo 7 fe die 0x 0Y dy 0x 0x dy dy dx
(1) Nous ne définissons ainsi les fonctions inverses que dans le voisinage d'un système de valeurs particulières u;. Le cas où à tout système de valeurs de w,, Us, <<.) U, Correspond un système et un seul de valeurs pOur me été étudié aussi par divers géomètres. [Voir HADAMARD, Sur les transforma= tions ponctuelles (Bulletin de la Société mathématique, t. XXXIV, 1906).]
I. — FONCTIONS IMPLICITES. 101 On a donc les formules cs of CES dy Re dy MO 00 do Le. dvi lof op. | dj op 0x dY dy 0x OCÉ0 AN 00 fé of Ch LEE 0x GS CRE 0x Qu Of 0p OO D dœ Po% 0æ dy 0y 0x 0x 0y dy 0x
43. Tangente à une courbe gauche. — Considérons une courbe C représentée par un système de deux équations
HAE
soient 5, Yo, £ les coordonnées d'un point M, de cette courbe, tel que l’un au moins des trois jacobiens
OF1 OF OF; ÔFs OF OF, OF, 0F» OF; 0F> O0F1 ÔF
dy 03 02 0ÿ Ida OMIS O0. 02 0x 0y dy 0x
soit différent de zéro, quand on y remplace x, y, 3 par æo, Yo: 30.
Supposons, pour fixer les idées, que ne soit pas nul
pour les coordonnées du point M,; des équations (23) on peut alors tirer
J = (x), 3 = Ÿ(x), © et Ÿ étant des fonctions continues de x se réduisant respectivement à Yo et 9 pour & — Lo. La tangente à la courbe C au point M, est alors représentée par les deux équations
nn AN De CA, th ZL — %
I o'(æo) Y
quant aux dérivées #/(x) et Ÿ’(x), elles se calculent au moyen des deux relations
oF, F1 pres GATE dr a (7/0 ARPIE DH ET De 07 (ee
Faisons dans ces relations & — %o, Y' — Yo; 3 — % et rempla-
LL
çons w/(x) et Ÿ(Zo) par À et Sa respectivement; les
équations de la ae peuvent encore s’écrire
PME SRE oF, 0F | Ge HO AR (TS
ou 3 X —X Y— M ZL — 3%
TDF Fa) [DO RE) | ONDES | D(y, 3) ïÉ | D(z, æ) |. | D(x, y) |,
L'interprétation géométrique du résultat est bien facile. Les équations (23) représentent respectivement deux surfaces Set So, dont la courbe C est l'intersection; les équations (24) représentent les deux plans tangents à ces 1e surfaces au point M, de sorte que la tangente à la courbe C est la droite d’intersection de ces deux plans tangents.
Les formules deviennent illusoires, lorsque les trois jacobiens écrits plus haut sont nuls à la fois pour les coordonnées x, Yo; 30: Lorsqu'il en est ainsi, les deux équations (24) se réduisent à une seule, et les surfaces ee S: sont tangentes au point M,. Dans ce Cas, ae de ces deux surfaces se com œénéral, . comme nous le verrons plus loin, de plusieurs branches distinctes
passant par le point M,;. |
Points doubles d’une courbe plane
Lorsque les coordonnées (44, Yo) d’un point M, annulent à la fois une foncuon
LAN : JHeror :
F(x, y)et ses deux dérivées partielles RTE point M, est un point singulier de la courbe C représentée par l'équation F—=0 Pour étudier une- courbe DRE dans le voisinage d’un point
singulier, nous supposerons qu’on a transporté l'origine en ce À point, que la fonction F(x, y) admet des dérivées du second ordre continues dans le voisinage de l’origine et des dérivées du troisième ordre qui restent bornées dans ce domaine, enfin que les trois dérivées du second ordre ne sont pas nulles à la fois poñriri y — 0.
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L'équation de la courbe Gest donc de la forme (25) ax?+2bxy +cy?+Q(x,y)=o,
a, b, c étant des constantes non toutes nulles, Q(x, y) une fonction qui s’annule à l’origine, äinsi que ses dérivées du premier et du second ordre, et qui admet des dérivées du troisième ordre bornées pour les valeurs de x et de y voisines de zéro.
En appliquant la formule de Taylor à cette fonction CERTA: on voit qu’elle est de la forme
(26) he ur AT? + 3yxy?+ dy», 14 CE EN 4 f Y
a, 8, y, à étant des fonctions de x et de y qui ont des valeurs finies pour les valeurs de x et de y voisines de zéro.
Nous avons plusieurs cas à distinguer, suivant le signe de b?— ac. Si b?— ac est positif, l'équation ax? + 2bxy + cy? = 0 représente deux droites réelles et distinctes passant par l’origine. Imaginons qu’on ait pris ces deux droites pour axes de coordonnées, ce qui revient à effectuer un changement linéaire de variables ; l’équation (25) prend la forme
Eau) æy + R(x, y) = 0,
la fonction R (x y) satisfaisant aux mêmes conditions que la fonction Q (x, y), et pouvant par conséquent se mettre sous la même forme (26).
En posant y — ux dans celte équation, on en ture
RUT IUT).
R(x,y) pouvant être mis sous la forme (26), il est clair que R(x, ux) est divisible par x?, et le second membre de la relation (25) s’annule pour x — 0.
Il en est de même de la dérivée par rapport à w. En effet, par hypothèse, R;(x, y) admet des dérivées du premier ordre qui sont nulles à l’origine, et des dérivées du second ordre qui restent bornées ; en lui appliquant la formule de Taylor, on a donc
a, J)=lx?+2may +ny?,
- dm, R étant des fonctions de x, 7 qui conservent des valeurs finies lorsque x et y tendent vers zéro.
D'ailleurs R,(x, ux)=xR;(x, y), et par conséquent R! (x, ux) | est divisible par x?. Nous pouvons appliquer à l’équation (23) le | théorème du n° 34; cette équation admet une racine et une seule u—£©(x) tendant vers zéro avec x. Par l'origine 1l passe donc une branche de la courbe C, représentée par une équation y = xé(x), | qui est tangente à l’origine à l’axe des æ. En intervertissant le rôle $ des variables x et y, on verra de même qu’il passe par l’origine une seconde branche de courbe tangente à l’axe Oy.
Le point O est un point double à tangentes distinctes (0
Lorsque b?— ac est négatif, l’origine est un point double isolé.
À l'intérieur d’un cercle de rayon assez petit décrit du point O
pour centre, le premier membre F(x, y) de l'équation (25) ne | s’annule que pour le point O lui-même. Posons, en effet, x et y étant les coordonnées d’un point voisin de l’origine, x — p coso, J =psinv; il vient *®
F(x, y) = p?(a cos?e + 2b coso sin o + csin?o +pL),
# L étant une fonction de pe et de © qui reste bornée lorsque 5 tend | vers zéro. Soit H une limite supérieure de [ L] lorsque op est infé- J rieur à un nombre positif r.
Lorsque © varie de zéro à 2x, le trinome ;
a cos? + 20 coso sine + c sin? L
conserve un signe Constant, puisqu'on a supposé 6?— ac 0. à Soit 7n le minimum de sa valeur absolue. Pour tout point pris à | ten: ’ fr \ mm ' l’intérieur d’un cercle de rayon inférieur à 7 et à Jr’ *ÿant pour 1
centre l’origine, il est clair que le coefficient de e? ne peut s’an-
EE
(*) I ne peut exister plus de deux branches de courbe passant par un point double. Supposons, en effet, que l'équation de la courbe soit de la forme (25), le coefficient c n'étant pas nul: on peut toujours satisfaire à cette condition par un choix convenable des axes de coordonnées. Si cette équation admettait trois racines Yÿ:, ÿ:, Y:, tendant vers zéro avec æ, l'équation F,(æ, y) —O auraitau moins deux racines tendant aussi vers zéro avec æ, d’après le théorème de Rolle. Or, cette équation est de la forme » bx +2C0Y+9(x, y) —=o, les deux fonctions p(æ,y)et 2, (æ, Y ) étant nulles pour æ = J —=0. Donc cette équation admet une racine et une seule tendant vers zéro avec DAC RES
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nuler; l'équation F(x, y) —0o n’admet donc pas d’autre solution que o — 0 à l'intérieur de ce cercle.
Lorsque b?— ac— 0, les deux tangentes au point double sont venues se confondre, et il y a en général deux branches de courbe tangentes à une même droite, et formant un rebroussement. L'étude complète de ce cas exige une discussion très délicate qui sera faite plus lard. Observons seulement que la variété des cas possibles pour la forme de la courbe est beaucoup plus grande que dans les deux cas déjà examinés, comme le montrent les exemples suivants.
La courbe y?= x* présente à l’origine un point de rebroussement de première espèce, avec deux branches de courbe tangentes à l’axe des #, situées de part et d’autre de cette tangente, et à droite de Oy. La courbe 7?— 2x? y + x'— #5 — 0 présente un rebroussement de seconde espèce ; les deux branches de courbe tangentes à l’axe des x sont situées du même côté de la tangente. L'équation nous donne, en effet,
M Tic r?,
et les deux valeurs de y sont de même signe lorsque + est très petit, mais ne sont réelles que si x est positif. La courbe
DIRE VE 0% Y + Yi = 0
présente deux branches de courbe n'offrant rien de particulier, tangentes l’une et l’autre à l’origine à l’axe des æ. On tire, en effet,
de cette équation PRE ee V8 — x?
ér 1 + 7?
etles branches obtenues en prenant successivement les deux signes devant le radical n’ont aucune singularité à l’origine.
11 peut aussi se faire que la courbe se compose de deux branches confondues, comme c’est le cas pour la courbe représentée par l'équation
Pr, yp)= 7?—227 + rt =0;
lorsque le point (x, y) se meut dans le plan, le premier membre F(x, y) s’annule sans changer de signe.
Enfin, il peut aussi arriver que le point (x5, Yo) soit un point
double isolé; c’est ce qui arrive pour la courbe y? + z'+ y'=—=0; dont l’origine est un point double isolé.
45. Points coniques d’une surface. — Un point M, d'une surface S, représentée par une équation F(x, y, 3) = 0, est un point singulier de cette surface, si les coordonnées %Z5, Yo, Ze de ce point annulent les trois dérivées du premier ordre F!, F,, Es Supposons qu’on ait transporté l’origine des coordonnées en ce point, et conservons les mêmes hypothèses qu’au paragraphe pré= cédent relativement aux dérivées du second et du troisième ordre de F(x, y, 3) dans le voisinage de l’origine. L’équation de la sur= face est de la forme
(28) F(x, y, 23) = ax?+ @y?+ a32?
+ 20173 +.2b2 27 + 2b3xy + Q(æ, YF ETC
Qi, G2, .…, 03 élant des constantes non toutes nulles et Q (x, y, 3} un polynome homogène du troisième degré en x, y, 3, dont les coefficients sont eux-mêmes des fonctions de +, y, 3 qui restent finies dans le domaine de l’origine.
La nature du point singulier dépend avant tout de la nature du cône (T) représenté par l’équation
(29) di L?+ ao V?+ A382+ 20; ys +20: 23% + 2037 = 0.
Supposons d’abord ce cône réel et indécomposable, et soient G et G' deux génératrices quelconques de ce cône. Si l’on fait une transformation de coordonnées de facon à prendre ces deux géné ralrices pour axes Ox et Oy, l'équation (28) est remplacée par une équation de même forme, où les coefficients a; et & seront nuls, le nouveau coeflicient D; n'étant pas nul [sans quoi le cône (T) se décomposerait en deux plans].
La section de la surface S par le nouveau plan des zy est donc représentée par une équation de la forme (25'); d’après ce que nous avons vu, cette section se compose de deux branches de courbe passant par l’origine et tangentes respectivement aux deux génératrices G, G'. L'aspect de la surface dans le voisinage du point singulier est donc analogue à aspect qu'offrent les deux. nappes d'un cône dans le voisinage du sommet; d’où le nom de point conique donné à ce point singulier.
sms tdi. later Li una RS os
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Lorsque l’équation (29) représente un cône imaginaire indécomposable, le point O est un paint singulier rsolé de la surface S. On peut décrire de ce point comme centre une sphère de rayon assez petit pour que l'équation F(x, y, 3) —0 n’admette pas d’autre solution à lintérieur que x =0, y—0, 3—0. Soient M un point voisin de l’origine, p sa distance à l’origine, a, , y les cosinus directeurs de la droite OM. En remplaçant #, y, 3 par pa, 06, py, la fonction F(x, y, 3) devient
F(æ, y, z) = p?(@ia?+ a2f?+...+ 2b3a8 + pL),
le facteur L conservant une valeur finie lorsque 9 tend vers zéro. . 7 ° . RUE À e . °. L :
Puisque | équation (29) représente un cône imaginaire, le polynome di a?+ da? +...
ne peut s’annuler lorsque le point «, B, y décrit la sphère de rayon un ayant pour centre l’origine; désignons par »# une limite inférieure de la valeur absolue de ce polynome. Soit, d’autre part, H une limite supérieure de la valeur absolue de L dans le voisinage du point O. Si de ce point comme centre avec un rayon moindre
m Ca ; k | à que y nous décrivons une sphère, il est clair que le coefficient
de 9? dans l’expression de F(x, y, 3) ne peut s’annuler à l’intérieur de cette sphère. L’équation (28) n’admet donc pas d'autre solution que 9 — 0.
Lorsque l'équation (29) représente un système de deux plans réels et distincts, il passe par le point O deux nappes de surface dont chacune est tangente à l'un de ces plans. Certaines surfaces présentent une ligne de points doubles où le cône des tangentes se décompose en deux plans. Cette ligne est une courbe double de la surface, suivant laquelle deux nappes distinctes se traversent mutuellement. Par exemple, le cercle représenté par les deux équations 3 —0, x?+ y?—1 est une ligne double de la surface qui a pour équation
Lorsque l'équation (29) représente un système de deux plans imaginaires conjugués ou un plan double réel, 1l faut dans chaque Cas particulier une discussion spéciale pour étudier la forme de la
surface äu voisinage du point O. La discussion que nous venons de faire se relrouve dans l’étude des maxima et minima.
46. Maxima et minima des fonctions d’une variable. — Soient f(x) une fonction continue dans un intervalle (a, b)et c un point de cet intervalle. La fonction f(x) est maximum ou minimum pour æ = c si l’on peut trouver un nombre positif n assez petit pour que la différence f(c + h)— f(c) conserve un signe constant lorsque À varie de — à + n. Si cette différence est positive, la fonction f(x) est plus petite pour + = c que pour les valeurs de æ voisines de c; elle passe donc par un minimum. Au contraire, lorsque la différence f(c + ) — f(c) est négative, la foncuon est maximum pour Z = C.
Lorsque la fonction f (x) admet une dérivée pour la valeur c de
la variable, cette dérivée doit être nulle. En effet, les deux quo="
üuents J(ec+h)— fe) f(e—Rh)}= fc) h k — h À
qui ont la même limite f'(c) lorsque 2 tend vers zéro, sont de signes différents; il faut donc que leur limite commune f”(c) soit nulle. Inversement, soit c une racine de l’équation f(x) = 0; comprise entre & et b; supposons, pour prendre le cas général, que la première dérivée qui n’est pas nulle pour æ = c est la dérivée d'ordre 7», et que cette dérivée est continue dans le voisinage de la valeur c. La formule générale de Taylor donne ici, en se limilant au terme de degré n, h'
J(ec+h)— f(c) — Fame AU +0), ce qui peut encore s’écrire É ha > } — = — (7) € Ann ane ONE },
e étant infiniment petit avec À. Soit n un nombre positif tel que, æ variant de C—n à c+n, la valeur absolue de e soit moindre que [f"(c)|; pour ces valeurs de æ, f'(c) + e a le même signe que f”(c) et, par suite, f(c+h) — f(c) a le signe de RENE Si n est impair, on voit que cette différence change de signe avec À; 1l n’y a ni maximum ni minimum pour æ—=)CHSEITIEN
ddl
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pair, f(c+h)—f(c)a le même signe que f'"(c), que h soit positif ou négatif; la fonction est minimum si f#(c) est positif, et maximum si f(c) est négatif. En résumé, pour que la fonction
soit maximum ou minimum pour æ—c, il faut et il suffit que la première dérivée qui ne s’annule pas pour æ—c soit d’ordre pair.
En langage géométrique, les conditions précédentes signifient que la tangente à la courbe y=/f(æ) au point À d’abscisse € est parallèle à Ox et, en outre, que le point À n'est pas un point d’inflexion.
47. Fonctions de deux variables. — Soit : — f(x, y) une fonction continue de deux variables x, y, lorsque le point M de coordonnées (x,y) reste à l’intérieur d'une aire Q, limitée par un contour G. On dit que cette fonction f(x, y) est minimum pour un point (Zo; Yo) de l'aire Q lorsqu'on peut trouver un nombre positif n tel qu'on ait
A = f(zo+ h, Jo+ k) — f(&o; Jo)20
pour Lous les systèmes de valeurs des accroissements k et À, moindres que n en valeur absolue, et le maximum se définit de la même façon (!}. Si l’on considère pour un moment y comme constant et égal à y,, 3 devient une fonction de la seule variable x et, d’après le cas que nous venons d'étudier, la différence
f(æo+ h, Yo) — F(To; Yo)
ne peul conserver un signe constant pour les petites valeurs de À
(1) Si l’on exclut le signe — dans les conditions A >o ou A<o, on dit que l’on a un maximum ou un minimum au sens strict; mais, si légalité A = o peut subsister pour certaines valeurs de Let de k inférieures à n en valeur absolue, aussi petit que soit n, on à un maximum ou un minimum au sens large. Considérons la surface S représentée par l'équation & = f(x,7), l'axe Oz étant vertical; les maxima et les minima de f(x, y) correspondent aux sommets et aux fonds de la surface. Un maximum au sens strict correspond à un sommet isolé, mais ces points peuvent former des lignes sur la surface. Si l’on prend, par exemple, un tore dont l'axe est vertical, les parallèles extrèmes forment une ligne de maxima et une ligne de minima au sens large.
Les conditions 2 10! 2 — 9 sont aussi nécessaires pour qu’un point (a, Ü) corresponde à un maximum où à un minimum au sens large.
. . pp? de , 0 : " ë ; 4 que si la dérivée . est nulle pour x = %5, Y — Yo; on démontre
RE of de la même facon que ces valeurs doivent aussi annuler dy de
sorte que les systèmes qui rendent la fonction f(x, y) maximum ou minimum doivent être cherchés parmi les solutions des deux équations simultanées
PAPE UPE
es dy —
Soit æ — 9, Y —7, une solution de ces deux équations. Nous supposerons que les dérivées partielles du second ordre de f(x,» sont continues dans le voisinage des valeurs x5, y, et ne sont pas toutes nulles pour æ —=x,, y — Yo, et que les dérivées du troisième ordre existent. La formule de Taylor nous donne
(30) A= f(to+h, ÿo+k) — (to, Yo) ? 2 2 \ A = TE ok + pe DE)
(3) se, 3 hk of ds À rest 6 \'0x dY 7 y,+0#
pour les valeurs de 2 et de k, voisines de zéro, c'est évidemment le trinome |
pa TS + Ni M 0x 0%0o dVo 0yYà ,
qui donne son signe au second membre, et l’on prévoit que la discussion du signe de ce trinome va Jouer un rôle prépondérant.
Pour qu'il ÿ ait maximum ou minimum pour += %,, y — Ya il faut et il suffit que la différence À conserve un signe constant lorsque le point (æ,+ k, y, +) reste compris à l’intérieur d’un carré assez pelit ayant pour centre le point (x,, 0). Cette diffé= rence À conservera donc aussi un signe constant lorsque le point (Zo+ À, y + Æ) restera à l’intérieur d’un cercle de rayon assez petit de centre (x5, Y,), et inversement; car on peut remplacer un carré par le cercle inscrit et réciproquement. Soit donc CG un cercle de rayon r décrit du point (x,, Yo) Comme centre; on obtient tous les points intérieurs à ce cercle en posant
h = pcos®, k = psinv,
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p dé tra Er On pourrait
même se contenter de donner à p des valeurs positives, mais il
Ptfaisant varier © de o à 27, et
vaut mieux, pour la suite, ne pas introduire celte restriction. En faisant cette substitution dans À, il vient
9 3 À = ETA cos?2o + 2B sino coso + Csin?o) + = L, ) en posant d? 2 PE A == LES B == Do C —= ce 2 907$ 0To dVo 05
L étant une fonction dont il estinutile d'écrire l'expression développée, mais qui conserve une valeur finie dans le voisinage du point (æo, Yo). Cela posé, nous avons plusieurs cas à distinguer, suivant le signe de B?— AC.
Premier cas. — Soit B? — AC >> 0. L’équation
À cos?o + 2B Sin © COS ® + C sin? = 0
admet deux racines réelles en tango, et le premier membre est la différence de deux carrés, de sorte qu’on peut écrire
2 3 Le É fa(a cos® + b sinp}?— (a cosy + b'sine)?] + £ L,
MD, b>o, au Du 0.
Si l’on attribue à l'angle © une valeur telle qu'on ait a cos? + b sinv® —0,
À sera négatif pour les valeurs infiniment petites de p; au contraire, si l’on prend pour # un angle tel que a’ cose + HSE A sera positif pour les valeurs infiniment petites de e. Il est donc impossible de trouver un nombre r tel que la différence À conserve un signe constant lorsque la valeur absolue de 5 est inférieure à 7, quel que soit l'angle ©. La fonction f(æ, y) n’est ni maximum, ni MINIMUM, POUr £ = Lo, Ÿ — Yo:
Deuxième cas. — Soit B? — AC £ o. Le trinome
À cos2® + 2B cososiny + CO sin?o | $
ne s’annule pas lorsque & varie de o à27. Soit m une limite infé-
rieure de sa valeur absolue; soit, d'autre part, H une limite supérieure de la valeur absolue de la fonction L dans un certain cercle
de ravon R et de centre (x5, y,). Désignons par r un nombre D TS : AR PE MEME RUE positif inférieur à R et à 7 ; à l'intérieur du cercle de rayon r, la
différence À aura le même signe que le coefficient de o?, c’est= à-dire que À ou GC. La fonction f(x, y) est donc maximum ou MINIMUM POUT TE — Xp, M — Yor
En résumé, si au point #5, Yo on a
2 C4 2 2 To 0Y0 0x$ 0y
il n’y à ni maximum ni minimum. Si l’on a
PRES
Dm50)o) — dé Wa
il y à maximum ou minimum, suivant le signe des deux déri-
Œf of
028 0Y8 minimum si elles sont positives, et l’on remarquera qu’on a un
vées
+ Il y a maximum, si ces dérivées sont négatives,
maximum ou un minimum au sens strict.
RE TS 2 aile — LI UT re Ds 3
Et
48. Étude du cas ambigu. — Le cas où B2— AC —o échappe à la discussion précédente. La Géométrie montre bien à quoitient la difficulté du problème dans ce cas spécial. Soit S la surface
, 1 représentée par l'équation 3= f(x, y); si la fonction f(x, y) est É
LS
\ maximum où minimum en un point (To, Yo), dans le voisinage duquel la fonction et ses dérivées sont continues, on doit avoir :
of of ; d: — O, Fer = O, ra To Jo +
ce qui montre que le plan tangent à la surface S au point M, de coordonnées (&6, Yo, 36) doit être parallèle au plan des æy. Pour que ce point corresponde à un maximum ou à un minimum, 1l faut en outre que, dans le voisinage du point M,, la surface S soit . tout entière d’un même côté du plan tangent, et l’on est ainsi l ramené à l’étude d’une surface par rapport à un plan tangent dans les environs du point de contact. :
Imaginons qu'on ait transporté l’origine au point de contact; le
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plan tangent étant le plan des +7, l'équation de la surface est de la forme
(31) 3=a2+2bxy + cy?+axi+ 3 r2y + 3yxy?+ 0 ys,
a; b, c étant des constantes et 4, 8, y, à des fonctions de x, y qui restent finies lorsque x et y tendent vers zéro.
Pour savoir si la surface S est située tout entière d’un même côté du plan des zy dans le voisinage de l’origine, il suffit d'étudier l'intersection de cette surface par le plan des xy. Or cette intersection est représentée par l’équation
(52) ax?+2bxy +cy?+axi+..,—=0o
et présente un point double à l’origine des coordonnées. Si b?— ac est négatif, l’origine est un point double isolé (n° 44) et l’équation (32) n’admet pas d’autre solution que x = y — 0, lorsque le point (æ, y) reste à l’intérieur d’un cercle C de rayon assez petit 7, décrit de l’origine comme centre. Le premier membre de l’équation (32) conserve un signe constant lorsque le point (x, y) se meut à l’intérieur de ce cercle. Tous les points de la surface S qui se projettent à l’intérieur du cercle C sont donc situés d’un même côté du plan des xy, sauf l'origine. C’est le cas où la fonction f(x, y) présente un maximum ou un minimum. La portion de la surface S voisine de l’origine est analogue à une portion de sphère ou d’ellipsoïde.
S1 b?— ac > 0, l'intersection de la surface S par le plan tangent présente deux branches de courbe distinctes C,, C>, passant par l'origine; les tangentes à ces deux branches de courbe à l’origine sont représentées par l’équation
ax?+20xy +cy?= 0.
Imaginons un point (x, »)mobile dans le voisinage de l’origine ; lorsque ce point traverse une des branches de courbe C,, C>, le premier membre de l’équation (32) change de signe en s’annulant. On a donc, en attribuant à chaque région du plan voisine de l’origine le signe du premier membre de l'équation (32), une dispositon analogue à celle de la figure 5. Parmi les points de la surface qui se projettent sur le plan des xy, à l’intérieur d’un cercle ayant pour centre l’origine, 1l y en a toujours au-dessus du plan des xy
CAT
et d’autres au-dessous, quelque petit que soit le rayon de ce cercle: La surface est disposée par rapport à son plan langent comme un hyperboloïde à une nappe ou un paraboloïde hyperbolique. La fonction f(x, y) n'est ni maximum ni minimum pour l’origine. Le cas où b?— ac — 0 est précisément le cas où la courbe d'in:
tersection de la surface par son plan tangent présente un point de rebroussement à l’origine, cas dont nous avons réservé l'étude. Si | l'intersection se compose de deux branches distinctes passant par ; l'origine, il n’y aura ni maximum ni minimum, car la surface tra= verse encore son plan tangent. Mais si l’origine est un point double : isolé, ou si l'intersection se compose de deux branches confondues, 1 la fonction f(x, y) sera maximum ou minimum, et, dans le dernier cas, On aura un maximum ou un minimum au sens large. ÿ
49. Pour reconnaître dans lequel des deux cas on se trouve, il faut tenir compte des valeurs des dérivées du troisième ordre et du quatrième ordre, et quelquefois des dérivées d'ordre plus élevé. La discussion suivante, qui est d’ailleurs suffisante le plus souvent dans la pratique, ne s'applique qu'aux circonstances les plus générales. Lorsque b?— ac =0, on peut écrire l’équation de la surface, en poussant le développement de Taylor jusqu'aux termes du quatrième ordre, |
: : ï of of \ #1 | 33 Ti L = 4 se 2 ; bd en 225310 d ( ) fx, y) = A(æ sinw RUE + POS (z pau Jo, h
et nous supposerons, pour fixer les idées, À > 0. Pour que la surface S soit tout entière d’un même côté du plan des æy dans le voisinage de l’origine, il est nécessaire que toutes les courbes d’intersection de cette surface par des plans passant par O3 soient d’un même côté du plan æ07y dans les environs de l’origine, Or, si nous coupons la surface par Le plan
J = ælang®,
pr
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l’équation de la courbe d’intersection s’obtient en posant dans l’équation (33) æT= p COsY, y =psin®
(les axes étant O3 et la trace du plan sécant sur +0 y), ce qui donne 3 = Ap?(cosy sinw — cosw sing)? + Ko8 + Lo,
K désignant un coefficient indépendant de 0; si l’on a tanguw Z tango, z sera positif pour les valeurs infiniment petites de p. Toutes ces sections sont donc au-dessus du plan des æy dans le voisinage de l’origine. Coupons maintenant par le plan
Y = æ Ing;
si la valeur correspondante de K n’est pas nulle, le développement de z est de la forme 3 —=93%(K<+E)
et change de signe avec o. Il s'ensuit que la section de la surface par le (a) Î
plan précédent présente un point d’inflexion à l’origine et traverse le plan
des æy; la fonction f(x n’est donc ni maximum ni minimum à l’ories 1
gine. C’est ce qui a lieu lorsque la section de la surface par son plan tan-
gent présente un point de rebroussement de première espèce, comme par
exemple la surface 3=Yy?— x.
Si, pour la section considérée, on a K —o, on poussera le développement jusqu'aux termes du quatrième ordre, et l’on aura pour 3 une expres-
sion de la forme 3 =p*(Ki+e),
K, étant une constante dont ilserait facile d'avoir l'expression au moyen des dérivées du quatrième ordre; nous supposerons que ce coefficient n’est pas nul. Pour des valeurs infiniment petites de p, 3 a le signe de K;,; si K, est négatif, la section est au-dessous du plan des xy dans le voisinage de l'origine. Il n’y a encore ni maximum ni minimum pour 3; c’est ce qui à lieu, par exemple, pour la surface 3 = y?— xt, dont l'intersection par le plan des zy se compose des deux paraboles y =æ+x?. On voit donc que, si l’on n’a pas à la fois K — 0, Ki > 0, il est inutile de pousser le calcul plus loin; on peut affirmer que la surface traverse son plan tangent dans le voisinage de l’origine.
Lorsqu'on à en même temps K = o, Ki > o, toutes les sections de la surface par des plans passant par Oz sont au-dessus du plan des æy dans le voisinage de l’origine. Mais cela ne suffit pas pour pouvoir affirmer que la surface ne traverse pas son plan tangent, comme le prouve l’exemple de la
surface B= (y =r)(ye—- 27%),
qui coupe son-plan tangent suivant deux paraboles dont l'une est inté-= rieure à l’autre. Pour que la surface ne traverse pas son plan tangent, il faut en outre que, si l’on coupe cette surface par un cylindre quelconque
ayant ses génératrices parallèles à O z et passant par Oz, la courbe d'inter-
section soit au-dessus du plan des æy. Soit y = ÿ(x) l'équation de la trace
de ce cylindre sur le plan des æy, la fonction ®(x) étant nulle pour æ3=0; la fonction F(x) = f[x, w(æ)] doit être minimum pour æ& = 0, quelle que soit la fonction o (x). Afin de simplifier les calculs, je supposerai qu'on a choisi les axes de coordonnées de façon que l'équation de la surface soit
de la forme Z3= AY+ or, Y)+.c
où À est positif; avec ce système d’axes, on a pour l’origine
Pre of Of of of
0To
0Vo 0x? Ô 0% 0Vo
Les dérivées de la fonction F (x) ont pour expression
F° (æ) = LR D ot),
0x 0 Hat) de un g'(T) + DE gt(a)+ f p'(æ) po (ae) = D es et (a) 8 g3(a) + DE gr) EE HQE, F0 AC) RES TE + re P'(2) +63 4 Le Fos |
}3 3 +6 LD E URSS D) 03.f DENT CE
0x 07 * 0x d PERRET Def D" + re ru o!"! L/4 TA 5% 07? s (AP PT SCIE ï p'(æ);
pour æ = y = 0, ces formules donnent
FÉ=0 Fo Le AHOIE
1 ®'(0) n’est pas nul, la fonction F(x) présente bien un minimum pour æ = 0, ce qui était facile à prévoir d’après la discussion précédente.
Si l’on suppose +’ (0) = 0, il vient F(o} 0; F'(o) = 0, Fo) nu:
M OR NT
soit positif, quelle que soit la valeur de w”(o).
Il est facile de vérifier que ces conditions ne sont pas satisfaites pour la fonction considérée tout à l'heure 3 = y?— 3x2y + 2x1, tandis qu’elles le sont pour la fonction z = y?+ xt. Il est évident, en effet, que cette dernière surface est tout entière au-dessus du plan des æy.
“Je ne pousserai pas plus loin la discussion, qui exigerait, pour être rendue absolument rigoureuse, des considérations fort délicates, et je renverrai le lecteur désireux d'approfondir ce sujet à un important Mémoire de M. Ludwig Scheffer, dans le Tome XXXV des Mathematische Annalen.
90. Fonctions de trois variables. — Soit u —f(x,7Yy, z) une fonction continue des trois variables æ, y, z. On dit encore qu'elle est maximum ou minimum pour un système de valeurs 5, Yo; So lorsque la différence
À = f (Lo + h, LOS k, 30 + LP CLo, Yo; Zo)
conserve un signe constant pour tous les systèmes de valeurs de À, Æ, /, moindres en valeur absolue qu’un nombre positif n suffisamment petit. Si l’on considère une seule des trois variables x, y, 2 comme ayant reçu un accroissement, les deux autres variables étant traitées comme des constantes, on voit comme plus haut que ne peut être maximum ou minimum que si l'on a à la fois a ue
en admettant, bien entendu, que ces dérivées sont continues dans le voisinage des valeurs %, Vo 30. Supposons qu’on ait trouvé un système de solutions de ces trois équations simultanées, et soit M, le point de l’espace de coordonnées (%5, Yo, Z0)- I y aura maximum où minimum si l’on peut trouver une sphère de centre M,, telle que f(x, y, 3) —f(Xo; Yo; So) Conserve un signe constant lorsque le point x, y, z reste à l’intérieur de cette sphère. Représentons les coordonnées d’un point voisin de M, par
© = Lo + 04, Y = Yo+ 08, 3 = Z9 + PY,;
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æ, B, y étant liés par la relation «?+ $?+%?=1, et remplacons D — Lo, Ÿ —Vos 2 —%0 par pa, PB, PY dans le développement de f(x, y, 3) par la formule de Taylor; 1] vient
A=p?[p(x, B, y) + pL],
w(a, B, y) désignant une forme quadratique en o, $, y dont les coefficients sont les dérivées du second ordre de f(x, y, 3) et L une fonclion qui reste finie dans le voisinage du point M,. Cette forme quadratique peut s'exprimer par une somme de trois carrés de fonctions linéaires distinctes de «, B, y, multipliés par des facteurs constants. en négligeant le cas exceptionnel où le diseriminant de cette forme serait nul. Soit
o(æ, b, Ÿ) = aP?+ a'P'?+ a"P"?;
si les trois coefficients a, a!, a" sont de même signe, la forme quadratique w(«, 8, y) reste supérieure en valeur absolue à un certain minimum lorsque le point &, fi, y décrit la sphère de rayon un, ayant pour centre l’origine, et par conséquent À con= serve le signe de a, a!, a” lorsque 9 est inférieur à une certaine limite. La fonction f(x, y, 3) est donc maximum ou minimum.
Si les trois coefficients a, a!, a” ne sont pas de même signe, il n’y à ni maximum ni minimum. Supposons, par exemple, a > 0, a'<o; prenons pour a, 8, y des valeurs satisfaisant aux relations P'—0o, P’—o. Ces valeurs n’annulent pas P, et À sera positif pour les petites valeurs de 0. Si l’on prend au cuntraire des valeurs de «&, 6, y vérifiant les relations P —0, P’—=0}; Awsera négatif pour les petites valeurs de o.
La méthode est la même, quel que soit le nombre des variables indépendantes; c’est toujours la discussion d’une forme quadratique qui joue un rôle prépondérant. Dans le cas d’une fonction de trois variables seulement u — f(x, y, z), on peut remarquer que la question revient à étudier la nature d’une surface dans le voisinage d’un point singulier. Considérons, en effet, la surface Z qui a pour équation
F(x, 7,2) = f(x, y, 3) — fo Ye Z0) = 0;
cette surface passe évidemment par le point M, de coordonnées (Los Pos 30) et, si la fonction f(x, y, z) est maximum ou minimum,
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ce point M, est un point singulier de Y. Cela posé, si le cône des tangentes en M, est imaginaire, on a vu que F(x, y, z) conserve un signe constant à l’intérieur d’une sphère de centre M, et de rayon assez pelit; il v a effectivement maximum ou minimum pour f(x, y, 3). Mais si le cône des tangentes est réel, ou se décompose en deux plans réels et distincts, il y a plusieurs nappes de surface passant au point M,;,et F(x,7,2) change de signe lorsque le point (x, y, 3) traverse une de ces nappes.
51. Distance d’un point à une surface. — Soit à trouver les valeurs maxima et minima de la distance d’un point fixe (a, b, c) à une surface S représentée par l'équation F (x, y, 3) = 0. Le carré de la distance
est une fonction de deux variables indépendantes seulement, x et y par exemple, si l’on considère 3 comme une fonction de x et y définie par l'équation F = o. Si w est maximum ou minimum pour un point (æ, y, &) de la surface, on doit avoir pour les coordonnées de ce point
CRT . 03
ou 3
d'autre part, de l'équation F — o on tire
0F OF 90z 0F 0F oz
nn ne eee ei) nr lee O, 0x 03 0x J dy 03 Ô0y
et les relations précédentes deviennent
ce qui montre que la normale à la surface S au point (x, y, z) passe par le point (a, b, c). Les points cherchés sont donc, en laissant de côté les points singuliers de la surface S,les pieds des normales abaissées du point (a, b, c) sur la surface S. Pour examiner si un de ces points répond effectivement à un maximum ou à un minimum, nous prendrons ce point pour origine et le plan tangent pour plan des æy, de façon que le point donné soit sur l’axe Oz. La fonction à étudier est alors
z étant une fonction f(æ, y), qui est nulle ainsi que ses dérivées du premier ordre pour æ = y = 0. En désignant par r, s, € les dérivées partielles du second ordre de z, on a, MR l’origine,
o?u du CR du —: CT RC EC — I—- Cl 7e 2(1— CI), Has 20S; He vl ct}
et tout revient à étudier le signe du polynome A(c)= c?s—(1—cr)(1— ct) = c(s2— rt) + (r + 6) —1;
les racines de l’équation A(c) = o sont toujours réelles, en vertu de l’identité (r+é)?+ 4(st— rt) = 4s?+(r — 4}. Cela posé, plusieurs cas-sont à distinguer, suivant le signe de s?— ré.
Premier cas. — Soit s?— rt Lo. L'équation A(c) = o a deux racines de même signe c1 et C», et l’on peut écrire A(c) = (s?— rt)(c— c1)}(c —c2). Marquons les points A, et À, de l’axe des z de coordonnées €; et ©; ces deux points sont du même côté de l'origine et, en supposant r eté positifs, ce qu’on peut toujours faire, ils sont tous les deux sur la partie positive de Oz. Si le point donné A (0, 0, c) est en dehors du segment AA», A(c) est négatif et la distance OA est maximum ou minimum. Pour savoir lequel des deux cas se présente, il faut consulter le signe de 1 — cr; ce
i À coefficient ne s'annule que pour la valeur € = -; qui est comprise entre c; >
et C2, car on a À (>) = 5 + Or, pour c = 0, 1 — cr est positif; il est donc positif si le point À est du même côté que l'origine par rapport au segment A;A2, et la distance OA est minimum. Elle est au contraire maximum si le point À est situé de l’autre côté que l’origine par rapport au segment A; A2. Si le point A est entre les points A; et A», la distance n'est ni maximum ni minimum. Il y a doute pour les points A, et A, eux-
mêmes.
Deuxième cas. — Soit s°— rt > 0. Les racines c; et © de A(c}=10 sont l’une positive, l’autre négative, et les points A; et A, sont de part et d'autre de l'origine. Si le point A n’est pas compris entre A; et A>, A(c) est positif, et il n’y a ni maximum ni minimum. Si le point À est compris entre À, et À», A(c) est négatif, 1— cr est positif et, par suite, la distance O À est minimum.
Troisième cas. — Soit s?— rt —0. On a A(c)=(r+t)(e —c). On voit comme tout à l’heure que la distance AO est minimum si le point A est du même côté que FOTIEUE par rapport au point A; de coordonnées (0, 0, ci}, et qu'il n’y à ni maximum ni minimum si le point Ai est entre le point À et l’origine.
Les points A, et À, jouent un rôle fondamental dans l’étude de la courbure; ce sont les centres de courbure principaux de la surface S au
point O.
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59. Maxima ét minima des fonctions implicites. — Il arrive souvent qu’on a à chercher le maximum ou le minimum d’une fonction de plusieurs variables, ces variables étant liées par une ou plusieurs relations. Soit, par exemple, Ur, Ysanu)iure fonction des quatre variables x, y, 3, w assujetties à vérifier les deux relations
Jr, y; 3, U)—=0, fi(a, 7, zu) = 0.
Considérons, pour fixer les idées, x et y comme deux variables indépendantes, 3 et 4 comme des fonctions de x et de y définies par les relations précédentes. Les conditions pour que w soit maximum où minimum sont les suivantes :
Praz OT ou CPC NC ENITRRE.
ur LL 070 oo. duo. | Ou. 0z . du
; —,-— sont données par
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et l'élimination de —; 4 0, % Onduit aux deux relations
0x” 0x 0yÿ 0Y
DO ff) _, DCf: fifa)
(54) RS RS D(y;,z,u) M
qui, jointes aux: relations f, = 0, f — 0, déterminent les valeurs de x, y, =, u correspondant à un maximum ou à un minimum.
Or les deux équations (34) expriment qu’on peut trouver pour À et u des valeurs telles qu'on ail |
0 df2 | ; ESS er of2 = O0, DER EEE (35) 0x 0x 4 OV OM ) « sh ess 0 er nl eut
On peut donc remplacer les deux conditions (34) par les quatre équations (35), en considérant À et y} comme deux inconnues auxiliaires.
La démonstration est évidemment générale, et l’on peut énoncer la règle pratique suivante : £'tant donnée une fonction
TT Ta; .., Tn) de n vartables liées par h relations distinctes P1—= 0, Y2 = O, etes Pn = O,
pour :trouver, les Valeurs délr,,7,, 05008 qui rendent cette fonction maximum ou minimum, tl faut égaler à zéro les dérivées partielles de la fonction auxiliaire
f FApree + ÂnOn
en regardant À, À2, ..., À, comme des constantes.
L'application de cette règle générale peut être facilitée par certaines remarques, en particulier dans les problèmes de maximum ou de minimum fournis par la Géométrie. Supposons, par exemple, qu'on demande le maximum de l'aire du triangle M; M: M3, dont les sommets décrivent respectivement trois courbes planes fermées C;, C2, C3, distinctes ou non. Supposons les coordonnées d’un point de la courbe C; exprimées en fonction d’un paramètre Z;(i = 1, 2, 3); il est clair que l’aire du triangle est une fonction F(4, é+, {3) des trois variables indépendantes 4, £o, £3. La condition = — 0 exprime que l'aire est maximum ou minimum lorsque,
les points M, et M; réstant fixes, le point M, se déplace sur C à partir de sa position initiale. I faut évidemment pour cela que la tangente en M, à la courbe C; soit parallèle au côté M, M; ; pour la même raison, les tangentes aux points M; et M; aux courbes C, et C; doivent être parallèles aux côtés opposés. Lorsque les courbes C;, C+, C3 se réduisent à une même ellipse, il y a une infinité de triangles d’aire maximum; on a donc affaire à un maximum au sens large.
99. Remarques générales sur les maxima et minima absolus. —- Pour déterminer le maximum et le minimum absolus d’une foncon continue dans un domaine déterminé, comprenant ses frontières, on doit Lenir compte de quelques remarques dont 1l est facile de reconnaître l'importance. Prenons, par exemple, une fonction d’une seule variable f(x), définie dans un intervalle (a, b); elle peut atteindre sa valeur maximum ou sa valeur minimum pour un point intérieur € de cet intervalle sans que la dérivée s’annule. Si la dérivée f(x) est discontinue pour æ =c,
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il suffit qu’elle change de signe pour que la fonction présente un R 2 maximum ou un minimum ; ainsi la fonction y — +* est minimum
RSR CIE VAS ; ‘ > pour æ — 0, et la dérivée ja 3 devient infinie pour cette valeur
de x. Cette remarque s'étend évidemment aux fonctions d’un nombre quelconque de variables. Pour fixer les idées, soit w—/f(æ,7) une fonction de deux variables x et y, continue dans un domaine D. Les règles qui ont été données pour reconnaître si un point (Zo, Yo) intérieur à ce domaine correspond à un maximum ou à un minimum supposent expressément que les dérivées de f, jusqu’à celles du troisième ordre, conservent des valeurs finies dans le voisinage de ce point. Mais 1l peut arriver que la fonction w atteigne son maximum ou son minimum pour un point (Zo, Yo) intérieur au domaine D. où ces conditions ne sont pas remplies, par exemple en un point où Îles dérivées f,, f, sont discontinues (!).
Il peut aussi arriver que la fonction considérée atteigne sa valeur maximum ou sa valeur minimum en un point de la frontière du domaine, et ce cas échappe évidemment à l'application des règles générales. Supposons, pour prendre un exemple, qu'on cherche la plus courte distance d’un point fixe P de coordonnées (a, o) au cercle C de rayon R ayant pour centre l’origine. En prenant pour variable indépendante l’abscisse x d’un point M du cercle C,ona
d'= PM —=R?+a—-2ax.
p LA
L'application de la règle générale conduirait à chercher les racines de l’équation 24 —0, ce qui est absurde. On s'explique aisément ce résultat en observant que, d’après la nature de la quesüon, la variable x ne peut varier qu de — R à +R. Si a est positif, d? est minimum pour + —R, et maximum pour x — — KR.
Une discussion spéciale, relative à la frontière du domaine,
(1) On a un exemple intéressant en cherchant le point M d’un plan tel que la somme MA + MB + MC de ses distances à trois points du plan soit minimum. Si tous les angles du triangle ABC sont inférieurs à 120°, le point M est le point d'où l’on voit les trois côtés AB, BC, CA sous des angles égaux à 120°; si l’un des angles, À par exemple, est supérieur à 120°, le point M est le point A luimême, et en ce point les dérivées partielles de la fonction sont discontinues.
semble donc nécessaire dans chaque cas particuher. Mais cette discussion devient inutile, toutes les fois que le domaine considéré n'a pas de frontières. Toute surface fermée peut être considérée comme définissant un domaine sans frontière à deux dimensions. Pour fixer les idées, prenons une sphère de rayon R et supposons les coordonnées Mo es d’un point de cette sphère exprimées au moyen des coordonnées géographiques
æ=Rsin cosvo, J =R sinô sine, g'—= R'COSN
À toute fonction qui admet une valeur unique en chaque point de la sphère correspond une fonction w — f (8, «), des deux variables Ü et , admettant la période 27 par rapport à chacune de ces variables. |
S1 cette fonction est continue et admet des dérivées partielles continues pour toutes les valeurs de 8 et de 0, il est clair que les couples de valeurs de 4 et de © qui donnent à celte fonction sa
valeur maximum et sa valeur minimum font partie des solutions des
. é RID) dw deux équations — = 0, — —0.
34. Valeur maximum d'un déterminant.— Soit à trouver le maximum de la valeur absolue d’un déterminant
(221 b; Ci s.. l,
(36) As EU CARRE AL
dn Ur Cane he LE
connaissant la somme des carrés des éléments d’une même ligne. Cela revient à trouver le maximum et le minimum -de la fonction À des n? va riables à;, b;, c;, liées par les 7 relations
(37) ai+b}+c;+...+lP= NH; (i=1, 20),
les H; étant des constantes positives données. Le domaine ainsi défini est un domaine sans frontières, car nous pouvons considérer @;, 0}, 07, 0,0
comme les coordonnées d’un point d’une hypersphère de rayon ÿH : Cape l’espace à n dimensions.
Supposons A développé suivant les éléments de la gième ligne, (38) A=A;a;+B;b;+...+L;l;:
nous avons à chercher le maximum ou le minimum de la fonction A des.
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n variables @a;, b;, c;, .…, l;, liées par la relation (37). L'application de la méthode des multiplicateurs (n° 52) conduit immédiatement aux conditions
(39) te +
MOIENT Gr OZ CZ, - - ., VX te éléments d’une autre ligne de A. On a Ajax + B;,0z +. OA Er O, et, par suite, d’après les relations (39), (40) ajar+b;br+...+ llr= 0,
si & < À. On en conclut que le déterminant À ne peut prendre sa valeur maximum ou sa valeur minimum que lorsque ce déterminant est orthogonal.
Lorsque les conditions (40) sont vérifiées, le carré de A est un déterminant dont tous les éléments sont nuls, sauf ceux de la diagonale principale, qui sont respectivement égaux à H;, H>,..., H,. On a donc, dans ce
cas, A2 — H,H,. ss 7
et le maximum de la valeur absolue du déterminant A est donc
He À.
Remarque. — Dans le cas de n = 3, A représente le volume du pérallélépipède construit sur les droites OA, OA:, OA3, joignant l’origine aux points A1(a, Di, C1), Ao(@o, Ds, C2) et As(as, b3, c3,). Le résultat obtenu n'est donc que la généralisation de ce théorème de Géométrie : De tous les parallélépipèdes construits avec trois arêtes données, celui qui a le plus grand volume est le parallélépipède rectangle.
Comme on peut faire occuper à ce parallélépipède une infinité de positions dans l’espace sans changer le sommet O, nous voyons que le maximum obtenu pour A? est un maximum au sens large
Soit À un déterminant quelconque d'ordre n; si nous représentons par ai, b;, .., l; les éléments de la cième ligne, on a, d’après ce qui précède, l'inégalité ,
MAOMPAIS Var bi... + di VAS DEEE EU.
Si les valeurs absolues de tous les éléments de A ne dépassent pas un nombre positif M, on a donc a fortiori (1)
(42) [A|£ÿnreMr.
(1) Ce théorème est dù à M. Hadamard (Bulletin des Sciences mathèmatiques, 2° série, t. XVII, 1893). La démonstration du texte est due.à M. Wirtinger (Zbid., 1908).
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III. — DÉTERMINANTS FONCTIONNELS
99. Propriété fondamentale. — Nous avons vu déjà le rôle im portant que joue le déterminant fonctionnel dans la théorie des fonctions implicites. Toutes les démonstrations supposent expressément qu'un certain jacobien n’est pas nul. Étant données r foncüons de n variables indépendantes, continues et admettant des dérivées partielles du premier ordre continues, le jacobien de ces » foncuons jouit de propriétés analogues à celles de la dérivée. Ainsi, pour qu'une fonction d’une variable x se réduise à une constante, il faut et il suffit que sa dérivée soit nulle identiquement. Le théorème correspondant pour le jacobien est le suivant :
Soient ui, U, ..., Un, n fonctions des n variables tndépen-
dantes %i, &2, ..., xn. Pour qu'il existe entre ces n fonctions 15 2; , 2
une relation indépendante des variables x,, x», ..., xy, cl faut
D'(u5, Us...
et il suffit que le déterminant fonctionnel ff ci J D (x, Ta, c.., Tr)
soit tdentiquement nul.
1° La condition est nécessaire. — Considérons, pour fixer les idées, trois fonctions de trois variables
(43) X= fi(e,7,2),, Y=fiis,p,z), fa pe,
continues et admettant des dérivées partielles continues, et supposons que le jacobien
DEAR D{x,pie)
n'est pas identiquement nul. Soit en particulier (%6, Yo, Z0) un système de valeurs de x, y, 3 pour lequel ce déterminant est différent de zéro; soient X,, Yo, Zo les valeurs correspondantes de X, Y, Z. D'après le théorème général du n° 40, on peut assigner un nombre positif À tel qu’à tout système de valeurs de X, Ÿ, Z satisfaisant aux conditions
(45) Xo—RSXEXo+h, Yo ASYE Yo+h, VAR LL
corresponde un système de valeurs de x, J'; 3, vérifiant les équa-
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tions (43). Les valeurs des fonctions fi, f:, f; pouvant être choisies arbitrairement dans le domaine précédent, él ne peut donc y avoir aucune relation F(X, Ÿ,Z)= 0 entre ces fontions.
Remarque. — Le même raisonnement prouve qu'il ne peut y avoir de relation entre les deux fonctions X et Y, si les trois De DEX, VI DIX, Y) D(x, y) D(y,:) D(z x) nuls. D'une façon générale, pour que n fonctions &,, U», ..., Un
jacobiens ne sont pas identiquement
de x + p variables indépendantes 1, Z», ..., Æntp soient liées ar une relation. il est nécessaire que tous les déterminants fonc-
tionnels D'UN in) ONU A Leo + ie las
D(xTa,, T'as: ….., Ta,)
où les indices &, œ», ..., 4, sont nr quelconques des (7 + p) premiers nombres, soient identiquement nuls. |
2° La condition est suffisante. — Pour le démontrer, prenons un système de quatre fonctions de quatre variables
MONT UE her A PAUSE Y=fi(x, 7,5, t), LE; Y,-2, 1), PP; 8, 1),
telles que le déterminant Pie or. of 9®, ;, dy )'3 ot fs dr Ua 0æ “dy 03 ot
fs Us da 0x 0Y 03 ot
of, di de de JO Y. 03, dt
soit nul identiquement. Supposons d’abord que l’un des mineurs D (fa, fe. fa) NOM FA)
tiquement. Des trois premières équations (46) on ure alors, en les
du premier ordre, à — par exemple, n’est pas nul iden-
résolvant par rapport à æ, 7’, 3,
(47) D= p(X, 7 Z, L), y = va(X, 4 L); 2 = ps(X, Y: Z, L'),
‘128 ° CHAPITRE Ill.
et par suite
(48) T = fi (vu; Vo, O3; l)— F(X, de Z, L).
Nous allons démontrer que celte fonction F ne contient pas la
; ; : 0F variable £, ou qu’on a identiquement = 0. On a, en effet,
0° FLE Of -0pr n0fs 000 ASS (49) de 07 où y oo JR
RE TETE ds . Ô d’ailleurs les dérivées , #3 des fonctions implicites CIE Par Ps
sont données par les trois Nt
Ofi 0%: Of 09 dfi 093 dfi 0® & 0y dt Tee Dr de dt Fe df2 dpi UE Op ‘dfa dp3 2e fa 0x 01. *10y dt z ôÔt dt
f3 D OT Te EE _ fa a Le - 0æ ot dy at 0z ot 074
Les relations (49) et (50) D un système de quatre équa-
tions linéaires en EE Rp ee * On en déduit aisément la vaot ” dt ot =
0F . V4 leur de —: en observant que, si l’on ajoute aux éléments de la
5 SEn a à , Ô dernière colonne de À ceux de la première multipliés par À, .« L2 C7 0 L] 4 ceux de la ra multipliés par <È et ceux de la troisième
oO multipliés par “3 2, lPreste 1 =; €n tenant compte des rela-
tions (50). Fe Ô n’est pas nul, il faut donc que F ne renferme pas la variable #, et par suite il existe entre les quatre foncions X, Y, Z, T une relation de la forme
On peut remarquer qu’il n'existe pas, entre ces quatrefonctions, d’autre relation, indépendante de x, y, z, #, qui soit distincte de la précédente. RL on en déduirait une relation entre X, Ÿ, Zet, par suite, le mineur à serait nul.
Passons au cas où tous les mineurs du premier ordre de À sont
Il]. — DÉTERMINANTS FONCTIONNELS. 120
nuls identiquement, l’un au moins des mineurs du second ordre, s — D(isf2) D (x, y)
Des deux premières équations (46) on tire
» par exemple, n'étant pas nul identiquement.
æ — %1(X, ds &; t), J = palX, dE Z, L), et, par suite,
Lx, y, Z, Rat X NT z, t), = F,(X, de 3; t).
OF
Démontrons par exemple qu'on a — 0. Des trois relations
OF _ Qfs 0er | dfa dgs | fa ot 0x ôt OY dt ot 0 Pi Den Li pe | Of 0x dt OY dt ot
Of a dv x. fa 009 Ôf2 drAdt 07 <0t ot
on déduit, en opérant comme tout à l’heure, la relation
D( fi, fe, fa) 2 s Fr
DER E LlDr . 0oF . À oF + el, par suite, Tr — 0. On verrait de même qu'on a = 0; oF, 0F, PAR pe 53 — 0% 7 —0,etil existe dans ce cas deux relations distinctes
entre les quatre foncuons X, Y, Z,T,
il n’en existe pas d’autre, distincte de ces deux-là, car on en dédui- LP DSC
rait une relation entre X et Ÿ et l’on devrait avoir res mA
contrairement à l’hypothèse.
Enfin, si tous les mineurs du deuxième ordre du jacobien étaient nuls, sans que les quatre fonctions X, Y, Z, T se réduisent à des constantes, on verrait de même que trois d’entre elles sont fonctions de la quatrième. Le raisonnement qui vient d’être fait est évidemment général; si le jacobien des x fonctions F,, F;, ..., F, de n variables indépendantes æ,, æ:, ..., æ, est nul ainsi que tous les mineurs à n — r +1 lignes, l’un au moins des mineurs à 2 — 7 lignes étant différent de zéro, il y à exactement
CE
r relations distinctes entre les x fonctions, et r d’entre elles peuvent s'exprimer au moyen des ? — r: restantes, entre lesquelles n'existe aucune relation.
Nous laisserons au lecteur le soin de démontrer la proposition suivante, qui s'établit de la même façon. Pour que » fonctions de n + p variables indépendantes soient liées par une relation ne contenant pas ces variables, il faut et il suffit que les jacobiens de ces n fonctions, par rapport à x quelconques des variables indépendantes, soient tous nuls. En particulier, pour que deux fonctions F,(ti, Zoe, -.., Œn) et Fa(xis Loi. : Ta) SORERE RSS l’une de l’autre, 1l faut et il suffit que les dérivées partielles corres-
ondantes SU le P ÔT; 0; | P P :
Remarque. — Les foncuons F,, F;,..., F,, qui figurent dans
les énoncés précédents, peuvent dépendre en outre de certaines variables y,, Ya, .., Ym, différentes des variables 22 D (F1, EF», ie Fh)
Si le jacobien J Dre
est nul identiquement, les fonc-
ions F,, F,,..., F, sont liées par une ou plusieurs relations ne renfermant pas les variables x,, æ2, ..., æn, mais les autres variables y1, Yo, ..., ym figureront en général dans ces relations.
Le jacobien considéré est en effet identique au déterminant
DO, RP dau ces Nm) D(x:1, CHCMION) Ln, V1: V2: +. Vm)
Application. — Le théorème précédent est d'une grande importance en Analyse. Par exemple, il permettrait de démontrer la propriété fondamentale du logarithme, sans se servir de la définition arithmétique. On démontrera, en effet, au début du Calcul intégral, qu’il existe une fonction bien définie pour toutes les valeurs positives de la variable, qui se réduit
x L4 La e LA LA x I .
à Zéro pour # —1, et dont la dérivée est égale à —. Soit f(x) cette fonc &
tion; posons
u = f(æ) HG) TEE re on a
INGAAES
Das : À Ps
Il existe donc une relation de la forme
f(æ) + (y) = o(xy);
st NAN. «nc
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pour déterminer la fonction o, il suffit de faire J =1, ce qui nous donne F(z) = (x) et, par suite, puisque + est quelconque,
DMC TS = (E)
On voit comment la définition précédente aurait conduit aux propriétés fondamentales des logarithmes, si leur invention n’avait précédé celle du Calcul intégral.
La formule qui donne la dérivée d’une fonction de fonction peut de même être étendue au Jacobien. Soient F,, RE CN CA TE Système de x fonctions des variables Ui, Us, ..., Un, et supposons QUE U4, Us, ..., u, soient elles-mêmes des fonctions de n variables milépéndantes 21,22 2, 2 Onda laférmulé suivante
D REP un) CORP US ET. Un) DORE EN) LOU EU AD Cie de. ru Ep)
Cr
dont la démonstration résulte immédiatement de la règle de multiplication des déterminants, et de la formule qui donne la dérivée d’une fonction composée. Ecrivons cn effet les deux déterminants OF; 0F, OF, OU du OU OU QU oh Eye 0 0%:
CCE] CE
0, 0F, 0oF,
OU Obs Un
en permutant les lignes et les colonnes du second ; le premier élément du produit est égal à
OF, Ou: ge 0F,; OU) oF; OU Ous 0% dus dx ‘du, 0%”
, “ Q A 0F,; A c'est-à-dire à dE de même pour les autres, Ë 1
La formule qui donne la dérivée d'une fonction composée peut aussi être étendue aux déterminants fonctionnels.
Soient, par exemple, X et Y deux fonctions de trois variables He: J, 3, qui sont elles-mêmes des fonctions des deux variables indépendantes w et p. On a DO) DAY) D(x,y) , D(X, Y) D(y, s). D(X, Y) Dfz, &).
Du, #) Dix, y) D(u,v) D(y, &) D(u,v) * D(z,æ) D(u, v)?
il est facile de démontrer et de généraliser cette formule,
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56. Généralités. — Dans un grand nombre de questions d'Analyse, 1l arrive fréquemment qu’on est conduit à changer de variables indépendantes. Il faut alors pouvoir exprimer les dérivées prises par rapport aux variables primitives au moyen des dérivées prises par rapport aux nouvelles variables. Nous avons déjà traité un problème de ce genre à propos de l’inversion. La solution du problème général n’exige pas de principes nouveaux. Il suffit d'appliquer les règles qui donnent les dérivées des fonctions composées et des fonctions implicites. On simplifie beaucoup les calculs par l'emploi des différentielles totales, quand :l y a plusieurs variables indépendantes, en s'appuyant sur les remarques suivantes, que nous énoncerons, pour fixer les idées, en supposant qu'il y a trois variables indépendantes AS EC
1° Soient uw, #, w trois fonctions disunctes (c’est-à-dire entre lesquelles 1l n’y a aucune relation) de #, y, z; entre leurs différentielles totales du, dv, div, il ne peut exister aucune relauon de la forme
(52) À du + u de + y dw = 0,
à moins que les coefficients À, a, y ne soient nuls à la fois. En effet, en égalant à zéro les coefficients de dx, dy, dz dans la relation précédente, on a trois équations linéaires et homogènes en À, u,w, et le déterminant des coefficients de À, u, y est précisément le D (u,v,æ)
Dre).
2° Soient w, u, , @ quatre fonctions des trois variables indé= D'(u,v,w) D (x, y, 4) inversement exprimer æ, y, 3 en fonction de w, P, w, et en portant ces valeurs de x, y, 3 dans w, on obtient une foncüon
jacobien
pendantes x, y, 3, telles que ne soit pas nul. On peut
ù = bu, p, w)
des trois variables w, », w. Si, par un moyen quelconque, on & obtenu entre les différentielles totales dw, du, de, dw, prises, par rapport aux variables indépendantes x, y, z, une relation
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de la forme dw = P du + Q de + R dw,
les coefficients P, ©, R, sont égaux respectivement aux dérivées partielles de Du, v, æ),
Ado e 0w
On sait, en effet, d’après la règle qui donne la différentielle totale d’une fonction composée (n° 26), qu’on a bien
et1l ne peut pas exister entre do, du, de, dw une relation linéaire distincte de celle-là, car on en déduirait une égalité de la forme (52) entre du, dv, dw, où les coefficients À, 1, ÿ ne seraient pas Lous nuls ; ce qui est impossible, d’après la première remarque.
Nous allons appliquer ces principes généraux en passant en revue les problèmes qui se présentent le plus souvent.
97. Problème I. — Soit y une fonction de la variable indépendante x. On prend une nouvelle variable indépendante t, liée à x par la relation x —=o(t); on propose d'exprimer les dérivées successives de y par rapport à x au moyen de tet des dérivées successives de y par rapport à t.
Soient y — f (x) la fonction considérée etF(4) = f{o(e)] ce que devient cette fonction quand on a remplacé x par ©(t). D'après la règle qui donne la dérivée d’une fonction de fonction, on a
dy ; nr et 10) d’où l’on tire dy dt ÿe
ce qui peut s’énoncer ainsi : pour avoir la dérivée de y par rapport à x, on prend la dérivée de cette fonction par rapport à t, et on la divise par la dérivée de x par rapport à t.
: SR d? : à On obtiendra la dérivée seconde _— en appliquant la règle
précédente à l'expression qui vient d’être obtenue pour la dérivée
pre mière
ARE Roy EN TIC ET AO) dei :pÂt) [?G)P É
une nouvelle application de la même règle donnera la dérivée du troisième ordre CS TR dy di (Ya)
ou, en effectuant les calculs,
By _ role OP- Sr r (08 (0) +Sple OP pee (0)" (2) GA FAGIE
Ces dérivées successives se calculeront, de proche en proche, par l’application de la même règle; d’une manière générale, la dérivée d’ordre n de y par rapport à æ s'exprime au moyen de D'(4), o’(4), ..., wtt)(£) et des dérivées successives de“. par rapport à &, Jusqu'à celle d'ordre 2. On peut mettre les formules précédentes sous une forme plus symétrique ; désignons par dx, dy, dx, d'y, ..., d'x, d'y les différentielles successives de x et de y prises par rapport à la variable £, et par y/, y, 7 les dérivées successives de y par rapport à +; les formules précédentes peuvent s’écrire
; d J'=% , _ dx dy dy dx RÉEL A VÉCPRRE da es dy dx? — 3 d'y dx x +3 dy(d?x) — dy dx dx
0006000 9 np 0 9 9 9 6 8" 0.» + & ce tele es 608 me 0 ee 0 5/5 » 0e 6 1e ; ve ee
La variable indépendante £, par rapport à laquelle sont prises les différentielles qui figurent dans les seconds membres de ces formules, est absolument quelconque, et l’on passe d’une dérivée
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à la suivante par la loi de récurrence
= d[yt-1] EC RE LT Fri À
dx
Fa
où le second membre est le quotient de deux différentielles.
98. Applications. — On se sert de ces formules pour étudier une courbe plane, lorsque les coordonnées d’un point de cette courbe sont exprimées au moyen d’une variable auxiliaire £,
La JA) PCT):
pour étudier celte courbe dans le voisinage d’un de ses points, il faut pouvoir calculer les valeurs des dérivées successives y’, y”, …. de y par rapport à æ pour le point considéré. Or les formules précédentes nous donnent précisément ces dérivées exprimées au moyen des dérivées successives des fonctions f(£) et w(£), sans qu'il soit nécessaire d’avoir l'expression explicite de y en fonction de æ, ce qui pourrait être pratiquement impossible. Ainsi la première formule
donne le coefficient angulaire de la tangente; la valeur de y”intervient dans un élément géométrique important, le rayon de courbure, qui a pour expression
RE Lee 8 RER
Pour avoir la valeur de R lorsque les coordonnées x et y sont données en fonction d’un paramètre #, il n’y a qu'à remplacer y’ et y” par les expressions précédentes, et il vient ainsi
F) z: Card )à _ [dx d'y — dy &x|?
le second membre ne renferme que les dérivées premières el secondes de x et de y par rapport à £.
Voici, au sujet de cette question, une remarque intéressante que j'em— prunte au Traité de Calcul différentiel et intégral de M. J. Bertrand (LI, p.170). Imaginons qu’en calculant un élément géométrique d’une courbe plane, dont les coordonnées + et y sont supposées exprimées au moyen d’un paramètre {, on ait obtenu l’expression
Fix, y, da, dy, di, d'y," 0e PO
toutes les différentielles étant prises par rapport à {. Puisque, par hypothèse, cet élément a une signification géométrique, sa valeur ne doit pas dépendre du choix de la variable indépendante #. Or, si l’on prend æ =, on doit faire dx = dt, dx = dx = ...=— dx — 0, et l'expressionprécédente devient
J(æx, JP Y' AE 8 ha)
c'est le résultat qu’on aurait obtenu en supposant tout d’abord que l’équation de la courbe considérée est résolue par rapport à y, soit y=æb(x). Pour remonter de ce cas particulier au cas où la variable indépendante est quelconque, il suffit de remplacer y, y”, y”, ... par leurs valeurs tirées des formules (53). En effectuant cette substitution dans
HORS AD
on devra donc retrouver l'expression F (x, y, dx, dy, d?æ, d?y, ...) d’où l'on est parti. S'il n’en est pas ainsi, on pourra affirmer que le résultat obtenu est erroné. Par exemple, l'expression
dx dy + dy dx (dx? + dy? )?
ne peut avoir, pour une courbe plane, de signification géométrique indépendante du choix de la variable; car, si l’on suppose x = #, cette expres-
sion se réduit à 3; et, en remplaçant y' et y” par leurs valeurs (1 + y'2)2
tirées des formules (53), on ne retrouve pas l’expression précédente.
. On se sert aussi fréquemment des formules (53) dans l'étude des équations différentielles. Supposons par exemple qu'on veuille déterminer toutes les fonctions y d’une variable indépendante x qui salisfont à la relation
dy d ; (54) GÉEMRS — 2 + ny =0,
où » est constant. Prenons une nouvelle variable indépendante é,
IV. — CHANGEMENTS DE VARIABLES. 137 en posant æ —Cos{;ona A dy dt dx — siné | Pre dy Œy Sin é de CO de? — sin$ { c
(55) CT 4 ny = 0.
Il est facile de trouver toutes les fonctions de # qui satisfont à cette
relation, car on peut l'écrire en multipliant par 2
4 PY Pme A TRE Dany TS) er
RER dé 0:
on doit donc avoir ASE (%) + n?y?=— n?a?,
a désignant une constante quelconque, et par suite
ri =. = nya? y?, ou dy dt
Fe «a que cette différence soit égale à une nouvelle constante D, et l’on à
Le premier membre est la dérivée de arc sin nt; il faut donc
y = æsin(nt+b); ce qui peut encore s’écrire PA sin nt + B cosnt.
En revenant à la variable primitive +, on en conclut que toutes les fonctions de x qui vérifient la relation proposée (54) sont comprises dans la formule
y =Asin(n arc cosæ) + B cos(n arc cosx),
À et B désignant deux constantes arbitraires.
dx?
99, Problème I. — À toute relation entre x et y, les formules de transformation x = f{t, u), y =e(t, u) font correspondre une relation entre t et u. On propose d'exprimer les dérivées de y par rapport à x au moyen de t, u, et des dérivées de u par rapport à t.
Ce problème se ramène immédiatement au précédent, en remarquant que les formules de transformation
D'LA, y = (1, u)
nous donnent les variables primitives x et y exprimées au moyen de la variable £, si l’on imagine qu’on ait remplacé w dans ces formules par sa valeur en fonction de t. Il suffira donc d'appliquer la méthode générale, en regardant toutefois x et y comme des fonctions composées de £, la lettre & jouant le rôle d’une fonction intermédiaire. On a d’abord
dy. L'aide ot | du di (Tr RATER of" dfSdu
t ou di puis d'y __ d {dy\ dr dx? dit (2) Ai
ou, en effectuant les calculs,
APS rer MIT EPT TRES dt FEES dt? de ou
of of du\? (f+ie) |
oe?
( of a) Ée 9 du d?v (Se) 00 d'u (5 de ) GE
D'une facon générale, la dérivée nième y} s'exprime au moyen rs NO du de t, u, et des dérivées SE Supposons, par exemple, qu’on ait l’équation d’une courbe en coordonnées polaires p — f (w). Les formules qui donnent les coor-
données rectangulaires d’un point sont les suivantes : æ = p COS, = psin tes
4e ne ; soient 2, 0°, ... les dérivées successives de o prises par rapport à w,
di
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considérée comme variable indépendante. On tre des formules précédentes
dæ = cosw do — 9 sinw du, dy —= sinw do +9 cosw dw, d?æ = cosw d?p — 2 sinw dw do — p cosw dw?,
d'y = sinw d'9 + 2 cosw dw de — p sin W du?
et, par suite, dx? + dy?= do? + 0? duw?, dx d'y — dy dx = 2 dw dp?— p dw d?p + p? dus.
L'expression du rayon de courbure obtenue plus haut devient
non.
DANONE?
TO
60. Transformation des courbes planes. — [Imaginons qu à tout oint »m d’un plan on fasse correspondre, d’après une construction P AP déterminée, un autre point M du même plan; si l’on désigne par (æ, y) les coordonnées du point m, par (X, Ÿ) les coordonnées du point M, on a entre ces coordonnées deux relations telles que
Ces formules définissent une transformation ponctuelle; la Géométrie en offre de nombreux exemples, tels que la transformation homographique, la transformation par rayons vecteurs réciproques, etc. Lorsque le point »m décrit une courbe c, le point correspondant M décrit une autre courbe C, dont les propriétés peuvent se déduire de celles de la courbe c et de la nature de la transformation employée. Soient 7’, y”, ... les dérivées successives de y par rapport à æ, et Y', Y”, ... les dérivées successives de Y par rapport à X; pour étudier la courbe C, il est nécessaire de pouvoir exprimer Y/, Y”,... au moyen de æ,y,ÿ', y”, .... C’est précisément le problème que nous venons de traiter; on a
d’abord dY do 0p., dx 0x OV IX ere dx 0x Uà
Le
ARR NV ieus \ F pr (E+br) CE RE TN CT Ter CA dx DATE SON à dx 0x dy
et ainsi de suite, On voit que Y'ne dépend que de x, KV EI donc on applique la transformation (56) à deux courbes C\ECR tangentes au point (æ, y), les courbes transformées C, C, seront tangentes au point considéré (X, Y}). Cette remarque permet de remplacer la courbe c par toute autre courbe tangente à celle-là, quand il s’agit seulement de trouver la tangente à la courbe transformée C.
Considérons, par exemple, la transformation définie par les formules
vie HE ne ky a+ y? ain pe”
qui n’est autre qu’une transformation par rayons vecteurs réci-
proques ou znpersion, avec l’origine pour pôle. Soient » un point d’une courbe c et M le point correspondant de la courbe C. Pour trouver la tangente à cette courbe C, nous n'avons qu'à appliquer ce résultat de Géométrie élémentaire, que la figure inverse d’une ligne droite est un cercle passant par le pôle d’inversion.
Si nous remplacons la courbe € par la tangente mt, la figure
inverse de mt est un cercle passant par les deux points MetOet
dont le centre A est situé sur la perpendiculaire O 4 abaissée de
As
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l’origine sur mt. La tangente MT à ce cercle est perpendiculaire à AM et les angles Mmt, mMT sont égaux comme complémentaires de l'angle mOt. Les tangentes mt et MT sont donc antiparallèles par rapport au rayon vecteur.
Gl. Transformations de contact. — Les transformations précédentes ne sont pas les plus générales qui changent deux courbes tangentes en deux autres courbes langentes. Imaginons que de tout point m d’une courbe c on déduise un autre point M par une construction déterminée qui dépende, non seulement du point m, mais de la tangente en ce point. Les formules qui définissent cette transformation sont de la forme
(57) MEN LE 78 EU 0e Vibes. )
et le coefficient angulaire Y'de la tangente à la courbe transformée a pour expression
En général, Y' dépend des quatre variables æ, y, y’, 7"; si l’on applique la transformation (57) à deux courbes c, €, tangentes en un point (x#,y), les courbes correspondantes G,.C, auront un point commun (X, Y), mais elles ne seront pas tangentes, à moins que y” n'ait la même valeur pour les deux courbes € et ci. Pour que les deux courbes G, G, soient toujours Langentes, en même temps que les courbes c et c,, il faut et il suffit que Y'ne dépende pas de y”, c'est-à-dire que les fonctions f(x, y, y!) eto(x, Y,Y) satisfassent à la condition
DNA or _T of à da D dr
on dit alors que la transformation considérée est une transformation de contact. Il est clair qu'une transformation ponctuelle est un cas particulier des transformations de contact (!).
(2) Legendre et Ampère avaient donné de nombreux exemples de ces transformations. Sophus Lie a développé la théorie générale dans différents travaux. (Voir, en particulier, Geometrie der Berührungstransformationen ; voir aussi Jacopr, Vorlesungen über Dynamik.)
Considérons, par exemple, la transformation de Legendre qui consiste à faire correspondre à un point (x, y) d’une courbe c le point M de coordonnées
xX ie Fr res ZY'—Y;
on déduit de ces formules
ce qui montre bien que cette transformation est une transformation de contact. On aura de même
AR dx y" dx De
y" AI d\“" _ VS
TR
et ainsi de suite. On déduit des formules précédentes re Y, y NE
ce qui prouve que la transformation est réciproque. Toutes ces propriétés s'expliquent aisément si l’on remarque que le point de coordonnées X — y/, Y — ZY'— y est précisément le pôle de la tangente à la courbe c au point (æ,7) par rapport à la parabole %°— 27 = 0. Or, d’une manière générale, si l’on prend le pôle M de la tangente en m à une courbe ce par rapport à une conique directrice 3, le lieu du point M est une courbe C dontla tangente au point M est précisément la polaire du point m par rapport à 3. Ïl y a donc réciprocité entre les deux courbes c et C; d’ailleurs, si l’on remplace la courbe c par une autre courbe c, tangente à c au point »2, la courbe réciproque C, est tängente à la courbe C au
point M.
Podaire. — Si d'un point fixe O, pris dans le plan d’une courbe c, on abaisse une perpendiculaire OM sur la tangente au point » à cette courbe, le lieu du pied M de cette perpendiculaire est une courbe C qui est dite la podaire de la première. I serait facile d'obtenir par le calcul les coordonnées du point M, et de vérifier que la transformation ainsi obtenue est une transformation de Contact, mais on y arrive plus simplement comme il Suit : Considérons, en effet, un cercle + de rayon R décrit du point O comme centre, et soit my un point pris sur OM et tel que Om x OM = R?.
be.
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Le point m, est le pôle de la tangente mt par rapport au cercle y; de sorte que la transformation qui conduit de c à C résulte d’une transformation par polaires réciproques, suivie d’une inversion. Lorsque le point rm décrit la courbe c, le point m1, pôle de mt, décrit une courbe c; tangente à la polaire du point » par rapport au cercle y, c'est-à-dire à la droite mit perpendiculaire sur Om. La tangente MT à la courbe CG et la tangente mit:
à la courbe c; font des angles égaux avec le rayon vecteur Om, M; si donc nous menons la normale MA, les angles AMO, AOM sont égaux comme compléments d’angles égaux, etle point A est le milieu du rayon On. D'où l'on conclut qu'on obtient la normale à la podaire en joignant le point M au milieu de On.
62. Transformations de contact générales. — Si les formules (57) définissent une transformation de contact, ne se réduisant pas à une transformation ponctuelle, l’une au moins des fonctions f et © dépend de y”. Supposons, par exemple, que f renferme la variable y’; en tirant y’ de la première des relations (57) et en substituant dans la seconde, on peut écrire ces équations sous la forme équivalente
On en déduit
= (e dp ,\ dr , 0® aX ox 07” ]aX XX Or dX __ of of FA CPR.
dx 0x 0y Toy?
dépend de y"; pour que ne dépende que de #, y, y', il faut nécessaire -
ment que les valeurs de X et de Y fournies par les formules (58) vérifient aussi la relation 0 " op 0x OV
et, comme celle-ci ne renferme que x, y, y’, X, elle doit être identique à la première des équations (58).
Inversement, soit F(x,7; X, Y) une fonction des deux couples de variables (x, y), (X, Y). Si les deux équations
OF LS OR
(59) F(r, PR CR ES
peuvent être résolues par rapport à X, Y, les formules obtenues
XNA VIP Y=o(x, y; .y9
définissent une transformation de contact. De la première des relations (59) on tire, en effet,
oF 0F oF 0F
FT EP el
qui devient, en tenant compte de la seconde,
0F 1} Je Es | : dY r !
on voit que le rapport 7X 1€ dépend que de x, y, y’.
63. Problème III. — Soit w — f(x, y) une fonction des deux vartables indépendantes x et y; on prend deux nouvelles variables indépendantes u et + liées aux anciennes par les
formules æ = (u, v), J = Ÿ(u, b),
et l’on se propose d'exprimer les dérivées partielles de w par rapport aux vartables x el y au moyen de u, v et des dérivées partielles de w, prises par rapport aux variables u et ».
Soit © — F(u,e) ce que devient la fonction J (Pa pres substitution; la règle de dérivation des fonctions composées nous donne
ou __ dw 09 dw 04 Qu 0x du 0y où’ du) du d du) QU
de 0x de " dy 0dp ?
; ; . duw du . , .!
on peut tirer de ces deux équations — et —, car, si le détermi- 0x 0Y ;
nant ne élait nul, le changement de variables effectué n’aurait dr)
FA
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aucun sens. On déduira donc des équations précédentes
do _ {00 on . 0x ou op po) DID) dw du) EN
À, B, C, D étant des fonctions déterminées de « et e, et ces formules résolvent le problème pour les dérivées du premier ordre. Elles montrent que, pour obtenir la dérivée d’une fonction par rapport à x, il faut multiplier par À la dérivée prise par r'apport à u, par B la dérivée prise par rapport à +, et ajouter les deux produits; on opère de même pour avoir la dérivée partielle par rapport à y, en remplaçant À et B par C et D respectivement. Pour calculer les dérivées du second ordre, il suffira d'appliquer aux dérivées du premier ordre la règle exprimée par les formules précédentes; on aura
BDs 0 (FE) = | 0 p © 02? 0x \ox/ 0x OEr
0 ou dw , 0 00 00
ou, en développant les calculs,
02 EN (a 92 w _ 92 w Es JA Jdw FA 0B 0w dx? ou? ou dp du ou ou de 3 dt 2? OA dw 0B dw BA - Re Nrraner — —
LE ( oudw 0p? 0 ou de dv }
DERD) 9? w
et l’on trouvera de même et les dérivées suivantes.
0x dy” 0y?
Dans toutes les dérivations à effectuer, il suffit de remplacer les , ’ 0 0 : ; Opéralions — et — par les opéralions OT OV
0 0 0 Ô À — B—, — == , HAE op SL ge
respectivement; tout revient donc au ealcul des coefficients A,
BIC D
Exemple I. — Considérons l'équation (Ga: 024) L 0? w " o2) L I A ——.+ 9% 0 Ca / 0x? 0x-0y dy? :
nes: L: | 10
où les coefficients &, b, c sont constants; nous allons chercher à ramener cette équation à une forme aussi simple que possible. Observons d’abord que, si l’on avait à la fois a = c = 0, il serait supertlu de chercher à simplifier l'équation; nous pouvons donc supposer que c, par exemple, n’est pas nul. Cela étant, prenons deux nouvelles variables indépendantes w et»,
U—=T+ay, v=v+$y, a et B étant deux coefficients constants indéterminés. On a aussitôt
du ou ow 0x ou E d6 ”
duw ou du 97 = HE Sin Pre
de sorte qu’on a, dans ce cas, À = B=1, CO —=a, D — $. La méthode géné” rale donne ensuite
02w o2u) 0? w d?uw
— = — + — + — 0x? ou? du dp op? ?
220 En +8) 02 0) he = d x 0 0Y JUNE du de | Ÿ de?” 02 w : à 9? uw ‘ae — =? — + 2 — 2 — oy25 du? ou dv op? ?
et l'équation proposée devient 9?) a+2ba+ca?
( er 9? uw) 92 w -ofla+b(a+8)+c23 +(a+2b8 + cf? = F5 [ ( B) Flo dv ( 5 p ) Cela posé, plusieurs cas sont à distinguer :
Premier cas. — Soit b?— ac =>o; en prenant pour a ct P“les-deux
racines de l’équation a+2br+cr?= 0,
l'équation prend la forme simple
oudw — %
dp \ du tion de la seule variable w, soit f(u). Désignons par F(w) une fonction de u dont la dérivée F'(u) = f(u); la dérivée de w —F(u) par rapport à &w étant nulle, cette différence est indépendante de w, et l’on à par con=« séquent w — F(u) + b(v). La réciproque est immédiate, En revenant aux
if 9 f0w Û dw a Comme on peut l'écrire — ( —"0, on voit que — doit être une foncu
IV. — CHANGEMENTS DE VARIABLES
variables + et y, on en conclut que toutes les fonctions w qui satisfont à l'équation (61) sont de la forme
= F(v+ay)+P(r+By),
les fonctions F et æ étant arbitraires. Par exemple, l'intégrale générale de l'équation
220 224 FINE Les y 0x
qui se présente dans la théorie des cordes vibrantes, est D — F(r+ay)+b(x— ay).
Deuxième cas. — Soit b2— ac —0o. En prenant x égal à la racine double de l’équation a+2br+cr?=0o, et prenant & différent de œ, le
sera nul, car il est égal à & + ba + B(b + ca); l’équaà PAT: 22) ton se réduira donc à
dv?
linéaire de ©, w© = e f(u) + o(w), les fonctions f(u) et o(u) étant quelconques; en revenant aux variables x et y, l'expression de w est
fficient d coefficien Serre
—0. On voit que w doit être une fonction
o=(r+Py) fr +ay)+p(r+ar), ce qui peut s’écrire B=(rter (8 a)yrl/ (x +ay) +p(s+ay),
ou encore w=yEF(T+ay)+b(r +ay).
Troisième cas. — Si b?— ac<o, la transformation précédente ne s'applique plus, à moins d'introduire des variables imaginaires. On peut alors déterminer « et 8 de telle façon qu’on ait
a+20a+c=a+2b8 +cf?, a+ b(a+ 6) + cal = 0,
ce qui donne 2 0
202— ac RER a = ——;
ce?
l'équation du second degré, qui a pour racines x et 6,
a, en effet, ses racines réelles, L’équation proposée devient alors
GED) 22 w) ou? dv?
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cette équation Ajù = 0, connue sous le nom d’équation de Laplace, joue un rôle fondamental dans un grand nombre de questions d'Analyse et de Physique mathématique.
Exemple II. — Cherchons ce que devient l'équation précédente en posant æ = p cos, y = psin®. On a
TS L cosg + sing
de ” 0x dy É
dw ss 0w ; dw
de TT or MÉTRO
.: dw | 0x”: 0y
QUES dw sing dw 5 — COS 02 = u 0e ?
dW 1e dW cosp dw dy — “7 ?9 p 09 Il vient ensuite 02 d dwW sinv dw sing 0 dw sing dw D Ve CHA der ne re FF cos? FRE Fr 0x P ? p dv o 0 ? p dp ot AD 02 w 2 sing cos® 02w à PAU p? op? p dp 09 2 sin cos? du sin?o dw.
p? dp p.008
: CEND) à | on à une expression analogue pour al et, en les ajoutant, on trouve
d?uw 02 w 02 w 1 d2w I 0w
GT op op pop | pop
64. Autre méthode. — La méthode précédente est la plus pra tique, lorsque la fonction, dont on cherche les dérivées partielles, | n’est pas connue; mais, dans certaines questions, il est plus avan= tageux d'employer le procédé suivant : |
Soit 3 f(x; J') une fonction des deux variables indé e dantes x ét.y5 s16 00 suppose x, y el 3 exprimées au moyen de deux variables auxiliaires &w et +, on a entre les différentielles
totales dx, dy, ds la relation | + SAUT RAS a |
IV. — CHANGEMENTS DE VARIABLES. 149 qui est équivalente aux deux relations distinctes ds _ fox op ou 0x du 0y ou” 03 __df x _ Ôf Le d0 0x 0 _0y 0° L s 0 0 ‘ 03 d d’où l’on tirera LA et Ÿ en fonction de U, 0, — — comme dans 0x OV ou dv
la première méthode. Mais, pour calculer les dérivées suivantes, nous continuerons à appliquer la même règle; ainsi, pour cal-
et
es y nous partirons de l'identité
dx? 0x 0
qui est équivalente aux deux relations
ou 0x? du dx dy du Ô (2)
ox À f 0x erCay TER — de? d TT 5x0y 0
où l’on suppose que -= a été remplacée par son expression déjà PP ES P P P J
, 0? 0? 7 ? r calculée. On trouvera de même —— ire et J en partant de l'identité d%0y. “o0y?
a(#) - Etre + ay, 0Y 0x dy dy?
of
et les deux valeurs obtenues pour doivent être identiques, ce
ox x 0Y qui fournit une vérification des calculs. Les dérivées d'ordre supé-
rieur se calculent de la même facon.
Application aux surfaces. — On se sert du calcul précédent dans l'étude des surfaces. Supposons que les coordonnées d’un point d’une surface S soient exprimées en fonction de deux paramètres variables uw, #, par les formules
(62) Pie El ), VE QUU, v), 2 VA, b);
on obtiendrait l'équation de cette surface en éliminant les va-
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riables w et » entre les trois équations (62), mais on peut se proposer d'étudier directement les propriétés de la surface S sur ces équations elles-mêmes, sans effectuer l'élimination qui peut être pratiquement impossible. Remarquons d’abord que les trois jaco-
D(, Me Die D (JF; Ÿ) D(u,v) u,v) D(u,v)’ Du, +) l'élimination de w et » conduirait à deux relations distinctes entre +, y, 3, et le point de coodonnées (x, y, 3) déerirait une
courbe et non une surface. Soit, pour fixer les idées,
biens ne peuvent être nuls à la fois, car
Dex NO
des deux premières équations (62) on peut alors imaginer qu'on ait tré w ete, et, en les portant dans la troisième, on aurait l’équaüon de la surface z = F(x, y). Pour étudier cette surface dans le voisinage d’un point, il faut pouvoir calculer les dérivées partelles p, g, r, s, t, .… de cette fonction F{x, y) au moyen des paramètres u, v. Les dérivées premières p et q s’obtiendront au moyen de la relation dz = p dx + q dy,
qui se dédouble en deux équations
; PA e po a dE (63) | u ou oŸ “ ASS À D Bye
permettant de calculer p et q. L’équation du plan tangent 5 "obtiendra en portant ces valeurs de p et de q dans l équation
L—z=p(X—-x)+qg(Y—7y),
ce qui conduit à /’ équation
é ( T2 D GDS +0 RER + GP D =
Les relations (65) ont une signification géométrique facile à retenir; elles expriment que le plan Due contient les tangentes aux 1x courbes situées sur la surface, qu’ on obtient en laissant
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constant et faisant varier w, puis en laissant w constant et faisant varier p (!). | Ayant obtenu pet q, p = fi(u, ), q — f,(u, v), on obtiendra
r,s, t'au moyen des égalités
dp=rdx+sdy, dg =sdx +tdy,
dont chacune fournit deux relations distinctes, et ainsi de suite.
65. Problème IV. — St l’on pose (65) æ=f(u,v,w), - J—=v(u, pv, w), 3.— Y(u, », w),
ces formules font correspondre à toute relation entre les variables x, y, 3 une nouvelle relation entre u, v, #. On se propose d'exprimer les dérivées partielles de z par rapport aux variables x, y, au moyen de u, v, w, et des dérivées partielles de « par rapport aux variables u et v.
Ce problème se ramène à celui qui vient d'être traité. Si l’on suppose en effet que # ait été remplacé dans les formules (65) par une fonction de wet de w, on a les expressions de æ, y, 3 au moyen des deux paramètres w ete, et il suffit de reprendre la méthode précédente en considérant f, ©, 9 comme des fonctions composées de u, #, la variable w étant traitée comme une fonction intermédiaire de &w et . On a, par exemple, pour calculer les dérivées du premier ordre p, q, les deux relations
oÙ 0% dæ Of CAE dv dp 0 5 Soorin (Li) (es) dodo fof . dfr 0m 0 do 0w ME ED) 9 (+ 5 w)
et de même pour les dérivées suivantes.
(3) On peut aussi arriver à l'équation du plan tangent par un raisonnement direct. Toute courbe située sur la surface est définie par une relation entre u et ?, soit p — (uw), et la tangente à cette courbe à pour équations
X — x & Y— 7 LÉ Z — 3 NN TRUE TT i QU tel re, DC)
L'élimination de IH'(uw) conduit à l'équation du plan tangent (64).
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En langage géométrique, le problème précédent peut s’énoncer comme 1] suit : À tout point » de l’espace, de coordonnées (x, y, 5), on fait correspondre, par une construction déterminée, un autre point M, de coordonnées X, Y, Z. Lorsque le point » décrit une surface S, le point M décrit une surface Ÿ, dont on se propose de déduire les propriétés de celles de la première.
Les formules qui définissent la transformation sont de la forme
X = f(x, y, 3), Y=yp(z,7, 2), Z=0ERS soient AL Fe, 77, Z= D(X, Y)
les équations des deux surfaces S, 3. Il s’agit d'exprimer les dérivées: partielles, PO, RES M MEN OR P(X, Y) au moyen de x, y, 3 et des dérivées partielles p, (y JS SSL EEREREEES fonction F(x, y). C’est précisément, à la différence des notations près, le problème que nous venons de.traiter.
Les dérivées premières P et Q ne dépendent que de æ, y, 3, P; g, de sorte que la transformation change deux surfaces tangentes en deux surfaces langentes. Mais ce ne sont pas les transformations les plus générales qui jouissent de cette propriété, comme on le verra par les exemples ci-dessous.
66. Transformation de Legendre. — Soit z — f(x, y) l’équauon d’une surface S ; au point (æ, y, 3) de cette surface, faisons correspondre le point M, de coordonnées X, Y, 2, en posant
MD, PTE L=pr+qy — 3,
et soit Z—®D(X, Y) l'équation de la surface X décrite par le of of 0 ? 0y” on a les expressions des trois coordonnées du point M en fonction
point M. Si l’on imagine qu’on ait remplacé z, p, q par f,
des deux variables indépendantes x (0 Désignons encore par P, Q,R, S, T les dérivées partielles de la fonction Œ(X, Y); la relation
az = P dX + O dY nous donne
ou
æ dp + y dg = P dp + Q dg.
SL E Ne
ne
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Supposons que, pour la surface considérée, p et q ne soient pas fonctions l’une de l’autre, de telle sorte qu’on ne puisse avoir une identité de la forme À dp + u dqg —0 sans qu’on ait, à la fois, À = pu — 0. On déduit alors de la relation qui précède
EX, DT Pour avoir R, S, T, nous partirons de même des relations
dP=RaX+S dY, AO S ART EUR de.
qui deviennent ici, en remplaçant X, Y, P, Q par leurs valeurs,
dx = R(r dr +sdy)+S(s dx +t dy), dy = S(rdx+sdy)+T(sdx +tdy);
on entire Rr+Ss—=1, RS USE 0 Siné 0; Dal t=1, et, par suite, t —$ 7 R — SE T — .
rt— 5? rt — 5°? rl — 5?
Des formules précédentes on déduit inversement
btp; Me 0, z=PX+OQY—7Z, DA, D a — S R D Dhs RTE} ce qui prouve que la transformation est réciproque. D'ailleurs, c’est bien une transformation de contact, puisque X, Y, Z, P, Q ne dépendent que de x, y, z, p, qg. Ces propriétés deviennent intuitives, si l’on observe que les formules définissent une transformation par polaires réciproques, relativement au paraboloïde
+ Yi— 23 = 0.
. Remarque. — Les expressions de R, S, T deviennent infinies lorsque, en tous les points de la surface décrite par le point mi, on a la relation ré — s? — 0. Dans ce cas, le point M décrit une courbe, et non une surface, car on a
DR DIT a) 0e D(x,y) D(x, y)
et de même
——————© = —————""" "©" — rl—s?) = 0.
D(x, y) D(x, y) Ur de de
SJ s L-
C’est précisément le cas qu’on a laissé de côté.
67. Transformation d'Ampère. — Les notations restant les mêmes que. dans l’exemple précédent, posons LÉ +72 CAPE STAR
X=7, 0 V7, 7 47e la relation : :
AL PART ON
devient CEE q dy + y dg — dz =P dx +Q da, ou VAE y dg —pdx =Pdr+Q dg; on a donc
PE», QE Me etinversement
Vs J =Q, 3—QY—2, p=—P, q = Ÿ,
de sorte que la transformation est bien une transformation de contact et. réciproque. La relation DE | dP=RaX+S dY donne ensuite LR p
| | —rdr—sdy=R dx +S(s dx + 1 dy), c'est-à-dire Év 5 .R+Ss=—7, St=—s, et l’on en tire F R 1e PE GRR rA | [A
en partant de la relation dQ = S 4aX +T dY, on trouvera de même
Proposons-nous, comme application de ces formules, de trouver toutes les fonctions f(x, y) qui satisfont à la relation rt — 52 — 0. Soient S la sur— face représentée par l'équation z — f{(x,y}), > la surface transformée, et Z = P(X, Y) l'équation de 5. D’après la formule qui donne R, on doit. avoir | de + 4
oX?
et ® doit être une fonction linéaire de X,
LE Xg(Y)+ GC),
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@ et Ÿ étant des fonctions arbitraires de Y. On en déduit P=g(Y),, Q=Xe(Y)+YCY),
et les coordonnées (+, y, 3) d’un point de la surface S s'expriment inversement en fonction dés deux variables X, Y, par les formules
MX, y=X9S(Y)+Y(Y), 3 = Y[X v'(Y)+ Y'(Y)]— X EC Y) — YY);
l'équation de cette surface s’obtiendra en éliminant X et Y ou, ce qui revient au même, en éliminant le paramètre variable x entre les deux équations 3=ay — x p(x)—4 (x), ! !
DE A RC
dont la première représente un plan mobile dépendant du paramètre a, tandis que la seconde s’obtient en différentiant la première par rapport à ce paramètre. On obtient ainsi les surfaces développables, qui seront étudiées plus tard.
68. Équation du potentiel en coordonnées curvilignes.— Les calculs qu'exige un changement de variables peuvent, dans bien des cas, être simplifiés par différents artifices. Je prendrai pour exemple l'équation du potentiel en coordonnées curvilignes orthogonales (1). Soient
F (T, y; z) = p, Fes) = p1, F:(%,Y, 3) = Pa
les équations de trois familles de surfaces formant un système triple orthogonal, deux surfaces quelconques appartenant à deux familles différentes se coupant toujours à angle droit: si l'on résout ces trois équations, on en tire æ, y, z en fonction des paramètres p, P1, 0»,
| æ—% (9, pi, Pa); (66) RÉ PI: Oo);
æ — Da(0, 01; Pa);
P, 1, 09, forment un système de coordonnées curvilignes orthogonales.
Puisque les trois surfaces précédentes sont orthogonales, les tangentes aux courbes d'intersection de ces surfaces prises deux à deux doivent former un trièdre trirectangle ; il faut donc qu’on ait
09 09 is dv do
MOT opropn (67) dp d01 0, do! d09 RER
(1) Lamé, Traité des coordonnées curvilignes. Voir aussi BERTRAND, Zraité de Calcul différentiel, t. I, p. 181.
ne GR LA CE du SD 17e
le signe ù
Ces conditions d’orthogonalité peuvent encore s’écrire sous la forme qi
indiquant qu’on doit remplacer ® par &1, puis par», et ajouter.
valente E do do: d0 dp: d9 dpi Es sf 0x 0x dy dy dz 0 à (68) RES | DP003 4, EN À 00001 082 0x 0x “ dx 0x "40
Ne M 02 Vi 4 LU re 09e TDR avec les variables p, p1, 92; on a d’abord OV __ OV do OV de: oV de, 0œ dp 0x 091 0x 00» 0x” puis NV. ENV (ON SEC, (+ OV /odp2\?
Or? — de? \ ox METTE 0x d9? \ 0 o2V de dp1 o?V dpi dp2 V 09 009 ? do dpi 001 0x 0x © px 0» 0æ 0x ? de 022 0x 0x | OV dp OV 0° dp1 OV 029, dp 0x? do1 dx? 92 0x? | En ajoutant les trois équations analogues, les dérivées du second ordre 2V telles que Ur disparaissent dans la somme, en vertu des relations (68), el 1 et il reste | F OV 02V o1Y o2V 02V :. 2200 (69) Res MO 7 +) ? «1 Fa COR = + (es) D a (ps)
A et A, désignant les paramètres différentiels de Lamé
AP= (GE) + (He CD
Les paramètres différentiels du premier ordre Ai(p), A CP}
calculent facilement. Des relations (66) on tire
do 0x ODA mr Op 0x 291 9, pr dpr | Op Op 00, 0%: dpi dx 092 0x Jp dp dPa Op1 pa da de 0x pi dœ dps. 08: à
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d'ause ere
a et ajoutant do” do dp À Ù
et, en multipliant ces trois équations par
oœ {dp\? dpi 0D2 \? ?
ce) É e ) p re à 00 09 ARE on calcule de même — et —;, et il vient Du we d3 e) + () + CD SELS J 0x dY ; Vos DU (2) (5 : (2) sr + er = —- D Ü \dP ? | dP
Si donc l’on pose
dv \?2 QTAlATE 09 2 1 — — , = — Se —— ; S (ee Fe S pe Pa S
\ le signe N indiquant toujours qu’on doit remplacer ® par #1, puis par 92, et ajouter, on à I 1 A . Abo. Abo) ——* 1(P) ; 1(P1) He 1(22) H,
Lamé obtient les expressions de A2(p); Aa(pi); Ao(pe) en fonction de o, Di, Po, par un calcul assez pénible, qu'on peut abréger comme il suit
Dans l'identité (69),
V 2 V 22V OV OV OV
D oso me Ha Tri
Pons successivement V — x, V =y, Ÿ = 7; nous avons les trois relations ï _ + _. Te 1e == a + A:(p) F + ap) À + a(e) DE RE 5 Te + & = + se es + ae) +) + a (pr) = 0; DDR, De de + au(p)@ + ax(p) 29e (PQ ©
qu'il n'y a plus qu'à résoudre par rapport à A2(0); A>(p1); Ar(p2). On en 091 0%
tire. par exemple, en les multipliant par Es et ajoutant > P p'E; l P 09 09 00 J )
J de dv 1 dp 079 1 Ôp dp —
HN 56 20 + HD 66 opt Ha 10 op 06
D'ailleurs on a
APT AN EC EP OR ET PER PE MER EE ES MRC ROME FL MEL dat d " Er M EU A TN EN h +4.
æ: 7 ET ou Et NN _" RE. Sode
158 CHAPITRE III. | Si et, en différentiant la première des relations (67) par rapport à p1, il vient À de CCE de 2% LS ; OH 4 0 dp? d91 dp dpi +. 2000 On a de même , dp de ‘1 0H:
k 00 dpi 2: 99 et, par suite, * is al 1 OH A 0H Je ee © 2H © ‘ 5H FE = rage log | : É ) a & TSH 0 MORTE
1 1 A 3 =) Hi = —; H; = —, cette formule devient - En posant H 72? Mi TE » Ha h3 , |
Er A CRT
Ai(py'ee do (oser .) et l’on a de même #
Ô A 0 FT ) rh? he —— |}:
A2(p1) =7h2 dE (1e me)? _Ag(p2) = hè de (is EE
La formule (34) devient donc en définitive
, OV 02V PV Lys ON PAC (70) 022 17 0y3 0 TND de? l op? ? dp3
PAT AU = ER
ou, sous une forme plus condensée,
d\f" h NOV 0 fl 9V\ … ON SR ON
MP AE eu ao #11 Appliquons cette formule aux coordonnées polaires. Les formules de transformation sont, en remplaçant pret p2 par Üeto,.
æ =psin6 cose, J = psinb sine, 3 = p cosb, et les coefficients h, A1, A; ont les valeurs suivantes :
hit Hire — psinp?
la formule générale devient donc
Ù Ô BOY Ô oV 0 / LOVE A J'EN". SE mie 2 | — + — — a —_———— — … ? 7 — pEsind [> (e AR? 5) 95 (sine ne 7 09 (as 0 } 2
EXERCICES. 159 ! | ou, en développant,
| LH ER ARTARECNUES I EME cot0 0V « 102: p? 00? p?sin?0 0? o 09 ni p? 08
comme il est facile de le vérifier directement.
M IDonaout ur y Es, Var Y Fr; = TY +Y3 + 2%, D (u,v,w A on a identiquement LA RDRE o. Trouver la relation qui lie u, p, w. DiÉr "a 2. Soient PAT H/2 U = = = ? ÉÈME Un — - ; Vi—ri—...—7} Vi—x?i—...—%} on à
Dauer ln et I D(æ1, La, ln)
Si l’on pose
æj = COS,
To = Sins COS Pr,
T3 = Sin p1 SiNP2 COSP3;
Tn= SiINVi SINP2... sinPn-1 COSPn; on a
D(a1 as -.: An) — (—1)* sin?®1 sin”! pa sin!—203 ES sin? D n—1 SIN he D (1, Pas... On)
4. Vérifier directement que la fonction z = F(x, y) définie par les deux
équations ed ne MINT) EVEe)
ox +yf'(a) + p'(ax),
où a est une variable auxiliaire, satisfait à la relation r4 — s? — 0, quelles
que soient les fonctions f(x) et (x).
8. Vérifier de même que toute fonction implicite s = F(x,7), définie par une équation de la forme
<a æ (2) pa U(z),
ER ; satisfait, quelles que soient les fonctions @() et b(z), à la relation - %
rqg? — 2 pqs se tp? 8: ‘ 6. La fonction 3 = F(x, y), définie par les deux équations zp(a)=[y—e(), (t+a)q (x) = pet),
où x est une variable auxiliaire, satisfait à F” relation pq = 2, RS soit @(a). ’
7.-La fonction z = F(x, »), définie par les deux équations | [s—e()= ay), [1] (ae
î satisfait de même à la relation DIE 8. Si l’on pose x = f{u, v),y — aa 9), les rss o) ty satisfaisant aux conditions
of __ dy of Jp du 09 ie ou”.
Er! on a identiquement
2 V ot 02 V OV 02V of \? )f Ou? op? (5 à De) (2) a (ET
9. Si la fonction V(x, y, z) satisfait à l'équation A V=o, it en es même de la fonction
2% (e£ a, je £), } re HOUTES
où_Æ est une constante, et où l’on a posé r? = x? ED Ann ©
10. Soient V(x, y. 5 et EU J, z) deux be de ré re AV = 0: la fonction se
ir VOS RON NAT er) Vs Fe
satisfait à l'équation ] As AU = €,
Même question pour l'équation
nn oo ie 0 0x? Arr M Lo OV Are quand on fait le changement de variables + = uv, y = ne
13. Soient X = f(x, 7,2), Y=vw(x, y,z), Z = V(x, y, 2) les équations qui définissent une transformation ponctuelle dans l’espace. À toute direction à issue d’un point m(x, y, :) correspond une direction A issue du point M. A trois directions de paramètres directeurs (@1, bi, ci). (Go, Ds, Co), (as, ds, C3) issues de m correspondent trois directions issues de M, de paramètres (A, B1, C1), (A2, B2, Go), (A3, B3, G3) respectivement. Démontrer que le déterminant formé par ces neuf coefficients A;, B;, G; est égal au produit du déterminant formé de la même façon avec les neuf coef- IREARZS Dim 2) trièdres ont la même disposition ou une disposition inverse, suivant le signe du jacobien. (Les deux systèmes d'axes de coordonnées sont supposés de même disposition.)
ficients (a;, b;, c;) par le jacobien - En déduire que les deux
14. Si les fonctions f, ®, Ÿ de l'exercice précédent sont nulles pour æ=Y—=2z—=0, montrer quil existe en général trois directions rectangulaires issues de l’origine, et trois seulement, auxquelles correspondent trois autres directions rectangulaires issues de l’origine.
Mêmes problèmes pour les transformations ponctuelles dans le plan.
15. En chaque point M d’une surface S, on mène la normale MN dont on prend le point de rencontre N avec un plan fixe P, puis on porte sur la perpendiculaire au plan menée par ce point N une longueur Nm — NM. Trouver le plan tangent à la surface décrite par le point m.
La transformation précédente est une transformation de contact. Étudier la transformation inverse.
16. À partir des différents points d'une surface donnée $, on porte, sur les normales à cette surface, une longueur constante /: chercher le plan tangent à la surface EX, lieu des points ainsi obtenus (surfaces parallèles).
Même problème pour une courbe plane.
17. *Étant donnés une surface S et un point fixe O, on joint le point O à un point quelconque M de la surface S; par le rayon OM et la normale MN à la surface S au point M on fait passer un plan OMN. Dans ce plan OMN on élève, par le point O, une perpendiculaire au rayon OM sur laquelle on porte une longueur OP = OM. Le point P décrit une surface > qui est dite l’apsidale de la première. Trouver le plan tangent à cette surface. La transformation précédente est une transformation de contact, et il
rl: II
y a réciprocité entre les surfaces $ et 2. Lorsqu'on prend pour la surface SA un ellipsoïde, le point O étant au centre, la surface Z est la surface des
: l | ondes.
18. *Invariants différentiels d'Halphen. — L'équation différentielle
de?) dr D. AL ET* ATP
” A? 2 A5 2 3 4 39 \3 (Er) DY TP + fo (NE
ne change pas de forme quand on effectue sur les variables x,y une transformation homographique quelconque. |
Dans l’expression P dx + Q dy +R da
LA
1 où P, Q, R sont des fonctions quelconques de æ, y, 5, on pose
ne Du, 19.) y ou, 1e), 3 = Q(u,0 000
VE u, , w étant de nouvelles variables; elle se change en une expression de
LE. même forme M.
‘4 P; du + Q: de baie R: dw,
4 P,, Qi, R; étant des fonctions de uw, e, w. Vérifier que lon a identique ment ë .
fa, DAT) Ar D(u, otw1ee en posant
HET 00 TOUR OR} %8P a 2Q Le A
0Q:; oR: oR; LAOP TA dP; JON H, = P, — — — — —— Je 3 (SE 0e IE + Q (Te 0 +R (Te re) 90. *Covariant bilinéaire. — Soit 84 une forme linéaire de diéren. uelles \ 4 4 Oy= he dr + Xo des +. red. a Ke. Dh MN at PE En SON fonctions des nr variables %4, Zi, 2 considère l’expression PNA ; n n ê H 0 > dix dœ; ÔTk; { | i1 k=i .: t5iR où l’on a posé 4 He OX; j oX# cle 0€, di ,
et où figurent deux systèmes de différentielles d, 5. Si l’on fait un changement de variables quelconque De.
Di = Gi Ya Vas es Jin) 1, 2e; 2
l'expression 0, se change en une expression de même forme
CHE Yi dyi +. + Yn dYn;
où Yi, Y», ..., YA sont des fonctions de y1, Yo, ..., Ynh; Soient de même ne OY; DE 0Y} 1Æ U7 dYi et
H' DS » air AVI ÔdVr.
RAT
On a identiquement H = H”, pourvu qu’on remplace dx; et xx par
di 09; 00;
— d 9 pates nd PR ae Re D à MO EC ie OM.
respectivement. On appelle H un covariant bilinéaire de O4. ax + b
cx + d et a, b, c, d étant des constantes quelconques, on a
er 7) x! (SE ERA AT
T, 2,4", Y', Y', Y' désignant les dérivées par rapport à la variable £.
21. Schwarzsien. — Si l’on pose y — » æ étant une fonction de # P "4
22. “Soient w et v deux fonctions quelconques des deux variables indépendantes x et y. On pose
d'u Op EC dub oc!
— 2 RL ner es URbpet re A a” 7 = b" o ar c’ AP 7 TE b'o TE c' a, .b, c, ..., c” étant des constantes. Démontrer les formules
du de dp du OU 0V 92V OU
0x? 0x 07? 0% Joirio0t dx? 0x (use) a (UV) à
du dv 92e du dv 2u ou d6
0x? dy ox! 0y (Te 0x0 or )
(u, v) d2U OV 92 V OU (Te d2U OÙ oœV
CHAPITRE III. — EXERCICES
et les formules analogues obtenues en permutant x et y ; on pose
du 0 OU oV OU oV COR RE
(Goursar et PAINLEVÉ, Comptes rendus, 1887.)
93. Trouver les valeurs maxima et minima de la distance d'un point à une courbe plane ou gauche, de deux points de deux courbes, de deux points de deux surfaces.
24. Les points d’une surface S, pour lesquels la somme des carrés des distances à 7 points fixes est maximum ou minimum, sont les pieds des
normales abaissées sur cette surface du centre des moyennes distances des
n points fixes donnés.
93. De tous les quadrilatères que l’on peut former avec quatre côtés donnés, celui qui a la plus grande surface est inscriptible dans une circonférence. Extension aux polygones de n côtés.
96. Maximum du volurne d’un parallélépipède rectangle inscrit dans un ellipsoïde.
97. Trouver les axes d’une quadrique à centre en considérant les som=
mets comme les points dont la distance au centre est maximum ou minimum.
28. Même problème pour les axes de la section centrale d’un ellipsoïde.
29, *Trouver l'ellipse d’aire minimum passant par les trois sommets
d'un triangle, et l’ellipsoïide de volume minimum passant par les quatre sommets d’un tétraèdre. |
30. Trouver la plus courte distance d'un cercle et d’une droite dans l’espace.
31. *Le carré du module d’un déterminant D à éléments imaginaires est
au plus égal à la racine carrée du produit des sommes des carrés des modules des éléments d’une même ligne. (HADAMARD. )
I. — MÉTHODES DIVERSES DE QUADRATURE
69. Quadrature de la parabole. — [La détermination de l'aire d’une courbe plane est un des problèmes qui ont le plus exercé la sagacité des géomètres. Parmi les exemples que nous ont laissés les anciens, un des plus célèbres est la quadrature de la parabole par Archimède; nous indiquerons une de ses méthodes.
Soit à déterminer l’aire comprise entre l’arc de parabole ACB et
la corde AB. Menons le diamètre CD joignant le milieu D de AB au point C où la tangente est parallèle à AB, les cordes AC et BC, et prenons les points E et E/ où la tangente est parallèle respectivement aux deux cordes BC et AC. Nous allons d’abord comparer
l’aire du triangle BEC, par exemple, à celle du triangle ABC. Menons la tangente ET qui coupe CD au point T, le diamètre ER qui coupe CB en F, et enfin les parallèles EK, FH à la corde AB. D'après une propriété élémentaire de la parabole, on a TC = CK ;
d’ailleurs CT — EF = KI et, par suite, EF — ce — _ Les aires
des deux triangles BCE, BDC, ayant la base commune BG, sont entre elles comme les hauteurs, ou comme les droites EF, CD. L'aire du triangle BCE est donc égale au quart de l'aire du triangle BCD, ou au huitième de l’aire S du triangle ABC; Paire du triangle ACE/ a évidemment la même valeur. En opérant de la même facon sur chacune des cordes BE, CE, CE, E’A, on obuent
quatre nouveaux triangles dont l'aire est égale à =, et ainsi de
suite. La nine opération conduira à 2” triangles, l’aire de chacun
d'eux étant ég - L’aire du segment de parabole est évidem-
ment égale à la imite vers laquelle tend la somme des aires de tous ces triangles, lorsque n augmente indéfiniment, c ’est-à= -dire à la somme de la progression géométrique décroissante
S++ nt De ee 4? Fe
4S qui a pe valeur = É. . On voit donc que l’aire cherchée est égale
aux = = de l'aire du parallélogramme construit sur AB et CD.
La nt précédente est une méthode d’exhaustion; l'aire que l’on veut calculer est exprimée par la somme d’une série convergente. Archimède a employé aussi, pour le même problème, une autre méthode, beaucoup plus voisine des méthodes modernes, où l’aire du segment parabolique est décomposée en un nombre indéfiniment croissant de parties infiniment petites. Jusqu’à l’invention du Calcul intégral, les géomètres se sont servis de procédés plus ou moins analogues à ceux d’Archimède pour le calcul des aires, des arcs et des volumes (!). Quelle que soit l’ingémiosité de ces procédés, ils offrent surtout aujourd’hui un intérêt historique, Aussi nous allons indiquer tout de suite la méthode générale de
(1) On trouvera, dans le Traité de Duhamel, un grand nombre d'exemples de déterminations d’aires, d’arcs et de volumes, par les procédés des anciens.
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décomposition qui nous conduira tout naturellement au Calcul intégral.
70. Méthode générale. — Soit y — f(x) une fonction continue, positive et croissante dans un intervalle (a, b); à cette fonction correspond un arc de courbe AMB situé au-dessus de O x. Proposons-nous de calculer l’aire comprise entre l’arc AMB, les deux ordonnées AP, BQ et le segment PQ (fig. 9). Pour cela, décomposons le segment PQ en un certain nombre de segments plus petits par des points de division d’abscisses 1, Lo, .., Ln_1, CES abscisses croissant avec l'indice, puis par ces points de division menons des parallèles à Oy. L’aire à évaluer se trouve ainsi décomposée en un certain nombre de trapèzes mixtilignes. ù
Considérons, par exemple, le trapèze mixliligne Ci_4 Mis Mici;
Fig. 9.
, ET 1, EL TME P Car Cu Mu
l'aire de ce trapèze est évidemment comprise entre l’aire 7; du rectangle c;_, M;_1pici et l’aire R; du rectangle c;_, gimici. En désignant par & l’aire à évaluer, on a donc la double inégalité
Dire SR D R;.
Mais il est facile de calculer Zr'; et 2h:
>) r= fla)(e— a) + fe) (rem) ++ flans) (DE — ni). s =ŸR= f(#)(&1— a) + f(ar)(æa— 1) ++ f(6) (D — œn- 1).
La différence S — sa pour expression
S—s—(ai—a)[ ft) f(a)]+ (ere) Lf(es) —/(e)] +. + (6 — Gus) [CODEC
soit n la plus grande des différences æ, — a, %2— %,, ...;ilest clair qu'on augmente le second membre en remplaçant toutes ces différences par n. On a donc
S— 5 € n[f(r1) —f(a) + f(r2) 1) TON
el, par suite, ss nl /(0) Earl:
La différence S —s tend donc vers zéro lorsque le nombre » augmente indéfiniment de façon que la valeur maximum des diférences æ;— æ;_, tende vers zéro. À plus forte raison, les diflérences 5 — b, JA — s tendent vers zéro dans les mêmes conditions, et .& est la limite commune des deux sommes S et s. On a, par exemple,
Gi) ÀL=limf(ri—a)f(a)+(r—2s) frs) +... +(0 —%n 1) f(Æn1) |.
Le raisonnement serait le même si la fonction f(x) était décroissante dans lintervalle (a, b). Si cette fonction présentait un certain nombre de maxima et de minima dans cet intervalle, on décomposerait le segment total en plusieurs segments partiels par les ordonnées des points où f(x) est maximum ou minimum. Nous allons donner un exemple dû à Fermat.
Soit à trouver l'aire comprise entre la courbe y = Ax#, l'axe des x et les deux droites + — a, x —b (o <a<b), l’exposant u étant quelconque. Pour cela, nous insérerons, entre a et b, n — 1 moyens géométriques, de façon à avoir la suite
a, a(r+a),, af), ONCE ESIEENRES
le nombre « satisfaisant à la condition « (1+ a) = b; les nombres précédents étant pris pour abscisses des points de division, les ordonnéés correspondantes ont pour valeurs
Aab, Aab(1+aé, Aab(itaÿh, ..., et l'aire du p“** rectangle a pour expression
[a(G+ a) — a(1+a)r-1]A ab (1 + a jp A'abtt afr + a )(P-1/u#1),
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La somme des aires de tous ces rectangles est donc égale à
À at ar + (ne (1 a) EE (1 + a fe1)pæ1)T; si u+1 n'est pas nul, ce que nous supposerons d’abord, la à (1 2 a) — 7
somme entre parenthèses est égale à RER eee . Le 4 ——
plaçant a(1 + &)" par bd, on peut écrire la somme précédente
» et, en rem-
a AA AURA emmener
(+ air
Quand x tend vers zéro, le quotient a pour limite
là dérivée de (1 a)"*t par rapport à «4, pour & —0, c'est-
A( bu — aurt) M HI
à-dire 1 + 1 ; aire cherchée est donc égale à
Lorsque u=—1, le calcul ne s'applique plus. La somme des aires des rectangles inscrits est égale à n Ac, et il faut chercher la limite du produit n4, n et à étant liés par la relation
On tire de là b J b I
na = log — ——— — 10s — ——— ° a log(1+ a) je #, log(1 + ax )*
log désignant le logarithme népérien; lorsque à tend vers zéro, {i+a)* a pour limite le nombre e, et le produit nœ a pour
0 . b 0 , LA si b limite 0e: L’aire cherchée est donc égale à A log:
71. Fonctions primitives. — L'invention du Calcul intégral a ramené le calcul d’une aire plane à la recherche d’une fonction ayant pour dérivée une fonction connue. Soit y = f(x) l'équation d’une courbe rapportée à deux axes rectangulaires, la fonction f(x) étant continue. Considérons l'aire comprise entre celte courbe, l'axe des +, une ordonnée fixe M,P, et une ordonnée variable MP comme fonction de l’abscisse x de l’ordonnée variable. Cette aire À est évidemment une fonction continue de x, tant que la fonction f(x) reste elle-même continue. Afin d’embrasser tous les cas possibles, nous conviendrons de désigner par 4 la somme algé-
brique des aires limitées par la courbe donnée, l’axe des x et les droites M,P;,, MP, chacune des portions dont peut se composer
cette aire étant affectée d’un signe, le signe + pour les aires à droite de M,P,,.et au-dessus de Ox, le signe — pour les aires à droite de M,P, et au-dessous de Ox, et la convention contraire étant faite pour les aires à gauche de M,P,. Ainsi, lorsque MP vient en M'P', on prendra & égal à la différence des deux aires
M, PoC— M'P'C;
de même, si MP est en MP”, on aura & — M'P'D- MP, D:
Ces conventions étant faites, nous allons montrer que la foncuon continue À ainsi définie a pour dérivée f(x). Prenons, comme l'indique la figure, deux ordonnées voisines MP, NO, d’abscisses x
et x + Ax. L’accroissement de l'aire A. est évidemment compris
entre les deux rectangles qui auraient pour base commune la distance PQ et pour hauteurs respectives la plus grande et la plus peute des ordonnées de l’arc MN; désignons ces ordonnées maxima et minima par H et 2, nous pouvons écrire
h Am < AN < H'Ar,
. e Ab je 4 ou, en divisant par Ax, h < Fret H. Lorsque Ax tend vers zéro,
la fonction f(x) étant continue, H et À ont pour limite com-
mune MP ou f(x); la fonction 4 a donc pour dérivée f(x). Len
lecteur vérifiera sans peine que la conclusion est la même, quelle
que soil la position du point M. Si l’on connaît déjà une fonction primitive de f(x), c’est-
à-dire une fonction F(x) ayant pour dérivée f(x), la diffé-
II. — INTÉGRALES DÉFINIES. — NOTIONS QUI S Y RATTACHENT. 171 rence L— F(x) ayant sa dérivée égale à zéro se réduit à une constante C (n° 17). Pour déterminer la constante C, il suffit de remarquer que l'aire & est nulle pour l'abscisse x — a de la
droite M,P,. On a donc db = F(r)—F(a).
Le raisonnement qui précède prouve : d’une part, que la détermination d’une aire plane se ramène à la recherche d’une foncuon. primitive; d’autre part (et celte conséquence est beaucoup plus importante pour nous), que toute fonction continue f(x) est la dérivée d’une autre fonction. Ge théorème fondamental est ainsi établi à l’aide d’une notion géométrique un peu vague, celle de l'aire d’une courbe plane. On s’est contenté pendant longtemps de cette démonstration, mais elle ne saurait suffire aujourd’hui. Pour fournir une base solide au Calcul intégral, il est indispensable de donner de ce théorème une démonstration purement analytique, ne faisant aucun appel à l'intuition géométrique, d'autant plus qu'une fonction continue n’est pas toujours susceptuble d’une représentation graphique (n°%7et 33). Si j'ai rappelé la démonstration précédente, c’est non seulement à cause de son intérêt historique, mais aussi parce qu’elle nous fournit l'élément analytique essentiel de la nouvelle démonstration. C’est en effet l'étude des sommes telles que (1), et de sommes d’une forme un peu plus générale, qui va jouer un rôle prépondérant (!).
II. — INTÉGRALES DÉFINIES. — NOTIONS GÉOMÉTRIQUES QUI S’Y RATTACHENT
72. Les sommes S et s. — Soit f(x) une fonction bornée, conlinue ou non, dans l'intervalle (a, b), où a << b. Imaginons Pintervalle (æ, b) décomposé en un certain nombre d’intervalles par-
(2) Parmi les travaux les plus importants sur la notion générale d’intégrale définie, je dois citer ici le Mémoire de Riemann, Sur la possibilité de représenter une fonction par une série trigonométrique (Œuvrés de Riemann, traduites par Laugel, p. 225), et le Mémoire déjà cité de M. Darboux, Sur les fonctions discontinues (Annales de l’École Normale supérieure, 2° série, t: IV). Nous adoptons la définition de l'intégrale définie qui est due à Riemann. M. Lebesgue a proposé une définition plus générale (Leçons sur l'intégration et la recherche des fonctions primitives; Gauthier-Villars, 1904).
tiels plus petits (a, Ti), (%1, Zo), ..., (Œn=1, bles nombres La, -.. Ln_4 allant en croissant; désignons par M et m les bornes de f(x) dans l'intervalle total, et par M; et m; les bornes de Ja même fonction dans l'intervalle (x;_,, æ;), et posons
oi Mi(z—a)+Mr— ti) +...+M,(b—%;0,
S=M(Ti— Aa) + Mo(te— Ti) +...+ M(0= 2,1)
À tout mode de subdivision de (a, b) en intervalles plus petits correspond une somme S et une somme s S. Toutes les sommes S sont évidemment supérieures à m(b — a), car tous les nombres M; sont supérieurs où au moins égaux à M; ces sommes S ont donc une borne inférieure 1. De même, les sommes s, qui sont toutes plus petites que M(b — a), ont une borne supérieure L!. Nous allons montrer que [est au plus égal à 1. Il suffit évidemment pour cela de montrer qu'étant donnés deux modes de subdivision quelconques de l'intervalle (a, b), auxquels correspondent respecuivement les sommes S ets, Sets one Sr
Supposons d’abord qu’on subdivise chacun des intervalles (a, æ,), (Ti, To), ... en intervalles plus petits par de nouveaux points de division et soil
CPS TRUC os Vk-ir Pas VS corse Vi—190 Do .) b
la nouvelle suite obtenue; le nouveau mode de subdivision est dit consécutif au premier. Désignons par X et o les sommes analogues à S et à s relatives à cette nouvelle division de (a, b}, et comparons S et EX, s et s. Comparons, par exemple, les portions. des deux sommes S et Y qui proviennent de l'intervalle (aa) Soient M' et mn, les bornes de f(x) dans l'intervalle (a, Ya), M, et », les bornes dans l'intervalle (y, y2), ..., M, et m, les bornes dans l'intervalle (yx_,, æ,). La portion de E qui provient de(a, z,) est donc égale à
Mi(yi—a)+M,(y2— 1) +. + Me (ai Ya)
(*) Ge résultat peut s'établir sans aucun calcul. Supposons, pour fixer les idées, f(æ) > 0 dans l'intervalle (a, b), et soit D le domaine formé par l’ensemble des points du plan dont l’abscisse æ est comprise entre à et b, et l’ordonnée y entre æ et f(æ). Toute somme S mesure l'aire d’un domaine polygonal P qui renferme le domaine D à l’intérieur, tandis qu’une somme s’ mesure l’aire d’un domaine polygonal p' contenu dans D. Le domaine P renferme donc le domaine p', et, par suite, on a S — 5".
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et, comme les nombres M', M, ..., M, ne peuvent dépasser M,, il est clair que la somme précédente estau plus égale à M,(x; — a); de même, la portion de È qui provient de l’intervalle (Zi, To) estau plus égale à M:(72— x), et ainsi de suite. En ajoutant toutes ces inégalités, on trouve X£S, et l’on verrait de même qu'on a 525.
Considérons maintenant deux modes de subdivision tout à fait quelconques, auxquels correspondent les sommes Sets, Ones En superposant les points de division des deux subdivisions précédentes, on obtient un troisième mode de subdivision qui peut être considéré comme consécutif à chacun des premiers. Soient À et « les sommes relatives à cette division auxiliaire. D’après ce que
nous venons de voir, on a les inégalités
DR
MISES HI AEES SA
[LA
comme Ÿ est supérieur à ç, on en conclut que Por Nas, Toutes les sommes S étant supérieures aux sommes $, la borne Î ne peut être inférieure à la borne l'; doncon al2.
793. Théorème de M. Darboux. — Les sommes S et s tendent respectivement vers les nombres Let l' lorsque le nombre nr crott indéfiniment, de façon que la plus grande des différ'ences x; — Li, tende vers zéro.
Démontrons-le, par exemple, pour les sommes SSL ELU nombre positif arbitraire. Puisque 1 est la borne inférieure des sommes S, il existe une suite de nombres croissants
Han dede Lune 0
tels que la somme E, qui correspond à cette division de l’intervalle (&, b), soit inférieure à [+ - Prenons maintenant un nombre
positif quelconque n, inférieur à la plus petite des différences ET PAM ol Se LE b—"4p-1,
et considérons une suite de nombres croissants
— Lo ATI L 4 di Pr En b
tels que toutes ce différences rx s0iént 2207; eù soil Sa
somme supérieure qui correspond à cette nouvelle division de l'intervalle (&, b). Nous allons montrer que cette somme S sera plus petite que Î + +, pourvu que le nombre n soit assez petit. Pour cela, imaginons que l’on range tous les nombres x; et a; par ordre de grandeur croissante, et soit S' la somme supérieure qui correspond à ce troisième mode de division de lintervalle (a, b). Comme il peut être considéré comme consécutif à
! 4 | e chacun des deux premiers, on a S'SS, S'£Y, et par suite S<I+ 7
Pour avoir une limite supérieure de la différence S — S/, remarquons qu'on passe de la division qui donne la somme S à la division qui donne S’ par la décomposition de quelques-uns des intervalles (x;:_,, x,) en deux intervalles partiels plus petits au moyen de l’un des points &;, @>, ..…., än_1. Le nombre total des intervallées (x;_,,x;) que l’on décompose ainsi en deux autres est au plus égal à p — à, et l’on a
s—s => [M(æi, ai) (mi y)
— Mxis, ax) (ar ti) — Max, æ5) (æi— ar),
en désignant par M(x', x") la borne supérieure de f(x) dans l’intervalle (x', +”), et la sommation étant étendue à tous Les intervalles (+;_,, x;) qui renferment à l'intérieur un des points &, 2, +, Ap_1. Soit H la borne supérieure de |f(æ)| dans lintervalle (&, b). On aura évidemment S —S! 2(p —1)Hn, car on peut encore écrire
SES > [M(xi1, 25) — Mai 1, ae 0) + [M(xi, œi) — Max, æ:)] (tr = ae).
Par suite, on a, a fortiort, S LI + = + 2(p —1)Hn, €
Pme 5 | 4Cp —1)H HA; Ai di, ..., b— ap 1, la somme $S, correspondant àun
mode quelconque de division de l'intervalle (a, b) en intervalles
et si le nombre ñ est inférieur au plus petit des nombres
II. — INTÉGRALES DÉFINIES. — NOTIONS QUI S’Y RATTACHENT- 175 partiels d'amplitude inférieure à n, sera inférieure à [+e; ce qui démontre la proposition énoncée ().
Remarque. — Si l'on change arbitrairement la valeur d’une fonction bornée f(æ) en un nombre Jéni de points de l'intervalle, il est clair que les différences S — S', s— s' entre les deux sommes relatives à une même division tendent vers zéro lorsque la longueur maximum des intervalles tend vers zéro. Les nombres I, [sont les mêmes pour les deux fonctions.
74. Fonctions intégrables. — Une fonction bornée dans un intervalle (a, b) est dite intégrable dans cet intervalle si les deux sommes S et s tendent vers une limite commune lorsque le nombre des intervalles partiels augmente indéfiniment de façon que le plus grand de ces intervalles partiels tende vers zéro.
Pour qu’une fonction soit intégrable dans un intervalle (a, b), il faut et il suffit que l’on ait F— 1. Cette condition peut être remplacée par la suivante :
Pour qu'une fonction f(x), bornée dans un intervalle (a, b), soit intégrable dans cet intervalle, il faut et il suffit que la différence S — s tende vers zéro, lorsque le nombre des intervalles partiels augmente indéfiniment de façon que le plus grand de ces intervalles partiels tende vers zéro ar
(1) Le raisonnement est absolument pareil à celui qui nous a servi au n° HE On en trouvera encore d’autres exemples aux n° 82 (note) et {18.
(2) Cette condition peut être établie sans se servir du théorème de M. Darboux. D’abord elle est nécessaire, car, si S et s ont une limite commune, la différence S — s tend vers zéro.
Elle est suffisante. Nous pouvons écrire, en effet,
S—s—S—I+(I—L)+l—Ss;
aucun des nombres S—I, I—I', l'—sne pouvant être négatif, pour que leur somme tende vers zéro, il faut que chacun d’eux tende vers zéro ou soit nul. En particulier, la différence I — I’, qui est un nombre fixe, doit être nulle. Les deux autres nombres S — I, I'—s tendant vers zéro, S et s ont pour limite le nombre I. .
On doit à Stieltjes (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1'° série, +. VIIL, 1894, p. 1-122) une généralisation de la notion d’intégrale, qui nous sera utile dans la théorie dés intégrales curvilignes. Soient f(æ) une fonction continue dans l'intervalle (a, b), #(x) une fonction croissante dans le même intervalle. Remplacons, dans les expressions des sommes Su Ets PTT;
En effet, la différence S — s a pour limite 1 — ['. Si S—5 tend vers zéro, c'est que l’on a [ — T', et les sommes S et s ont la même limite [. | On peut encore remplacer cette condition par la suivante :
Pour que f(x) soit intégrable dans l'intervalle (a, b), il faut et il suffit qu'étant donné un nombre positif arbitraire + on puisse trouver une division de l’intervalle (a, b) telle que la différence S — s soit inférieure à &.
En effet, la différence S — s étant supérieure à 1— 1, on aura I—Tl'<e, et par suite l'=I, puisque e est un nombre positif arbitraire.
Toute fonction continue est intégrable. — La différence S — $ est, en effet, inférieure ou au plus égale à (b — a)w, en désignant par © une limite supérieure de l’oscillation de f(x) dans chaque intervalle partiel. Or on peut choisir un nombre n tel que l’oscillation soit moindre qu'un nombre positif donné dans tout
intervalle inférieur à x (n° 8). Si l'on choisit n de façon que
À ; L : € LE loscillation soit plus petite que 53 la différence S — s sera inférieure à €.
Toute fonction monotone est intégrable. — Supposons, pour
lixer les idées, la fonction f(x) croissante, de telle sorte que l’on ait
J(a)£E (a) f(t2)£...E f(&n-1) S F(OY:
par o(æx:;)
9(æ;_,); les raisonnements du texte prouvent que les sommes a Y .
Mt Milo (æ)]—0(x;:2)], ue mile (æ;:) — (x; :)],
ont respectivement une borne inférieure I et une borne supérieure 1’, et que l’on a I'£I. D'ailleurs on a S,—s.<w[p(b)—p(a)],
où w est une limite supérieure de l’oscillation de f(x) dans chacun des intervalles partiels. On en conclut que les sommes S, et s, ont une limite commune,
b que l’on représente par la notation [ J\xæ) d[e(x)]. Il est clair que ces SAT ICE r
sommes S, et 5, ont aussi une limite commune lorsque 9(æx) est la différence de deux fonctions croissantes, c'est-à-dire une fonction à variation borneée.
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S = f(æ1)(1— a) + f(ma)(æa— di) +... + f(b)(b— Zn), S — f(a) (ti — a) fai) (ra— 1) +... «+ /(Æn—1) (d — Dn-1)
D'après un calcul déjà fait (n°70), si toutes les différences x, — a, T2 —%1,... Sont inférieures à un nombre n, on a
etil suffit que soit plus petit ETS TES pour que S — s soit inférieure à €.
Soient %, A2, ..., y UNE suite quelconque de nombres croissants de & à bd. Si une fonction bornée f(x) est intégrable dans chacun des intervalles (a, 21), (a, 72), ..., (ap, b), elle est intégrable dant l'intervalle total (a, b). Si l'on considère, en effet. une subdivision de chacun des intervalles (œ&r, aix) telle que la différence S — s pour chacun de ces intervalles soit inférieure à €, la différence analogue pour l'intervalle total sera inférieure à P=.
Une fonction bornée f(x), qui présente un nombre quelconque de points de discontinuité dans un intervalle, est intégrable, . pourvu que l’on puisse renfermer toutes ces discontinuités dans un nombre fini d’intervalles dont la somme soit moindre que tout nombre positif donné. En effet, e étant un nombre posiuf quelconque, soit H une limite supérieure de [f(æ)|; nous pouvons par hypothèse renfermer les discontinuités de f(x) dans un nombre fini d’intervalles dont la somme des amplitudes est
4 CR \ e ° « - »
inférieure à Se La portion de S — s provenant de ces intervalles “ FC AMEER UE ; À : à , est évidemment inférieure à D'autre part, la fonction / (x) étant
continue dans les intervalles restants, on peut les décomposer euxmêmes en intervalles partiels plus petits tels que la portion cor-
Fr Ce re z respondante de S — s soit inférieure à ge On aura donc S — s <e,
n particulier, une fonction bornée qui n'admet dans l’intervalle (a, b) qu'un nombre fini de points de discontinuité est intégrable dans cet intervalle. ; |
Il résulte aussi immédiatement de la définition que, si une fonc- Uon f(x) est intégrable, il en est de même de Cf(zx), quelle que soit la constante C. Si fi(æ) et f2(x) sont deux fonctions inté-
grables, il en est de même de leur somme fitx) + f(x). Soient, en effet, S, s, S/, s', 2, s les sommes correspondantes à une même division de l'intervalle, pour ces trois fonctions ; on vérifie immédiatement que l’on a È — s<S—s + S'—Ss""Enapartennes toute fonction à variation bornée (n° 11), étant la somme de deux fonctions monotones, est intégrable.
Nous démontrerons encore que le produit de deux fonctions intégrables est une fonction intégrable. Supposons d'abord les fonctions f, (x), f:(æ) positives; soient M;, m;, M;, m;, M, pui les bornes supérieures et inférieures des trois foncuons f,(x), fat), fi(æ) f(x) dans l'intervalle (x:_1, di), S, 5,55, 5,2, © les sommes correspondantes pour une certaine division de (a, b). On a évidemment AM; <M;M;, u;2m;m; et, par suite,
Mi MM — mm; = M;(Mi— mi) + m;(M;— nu), et, a fortiort, Ji — p;EM(Mi— mi) + M'(M; — mi), M et M' étant les bornes supérieures de f,(x) et de f(x) dans l'intervalle (a, b). En multipliant cette inégalité par æ; — æi_1, et ajoutant toutes les inégalités analogues, il vient
La différence È — 5 tend donc vers zéro.
Si les deux fonctions f, (x), f(x) ont des signes quelconques, on peut toujours leur ajouter des constantes G,, GC: telles que fitæ) + Gi, f2(x) + CG», soient positives. Le produit
Lite) + Ge) + Go] = fifa + Gi fe + Oo fi + Gi Co
étant intégrable, 1l en est de même de f, f2.
En combinant ces diverses propositions, on voit que, si jf, 2. .., fh sont des foncüons intégrables, tout polynome entier eD 1, [2 -.., fp est aussi une fonction intégrable.
15. Intégrales définies. — Soit f(x) une fonction intégrable dans l'intervalle (a, b). La limite commune des sommes Sets s'appelle une sntégrale définie et se représente par le symbole
I = [ ft) da,
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qui rappelle son origine, et qui se lit somme de a à b de INFACES D’après sa définition même, I est toujours comprise entre les deux sommes S et s, correspondant à un mode quelconque de subdivision; en prenant pour valeur approchée de Ï un nombre quelconque compris entre S et s, l'erreur commise est plus petite que la différence S —— s. |
On peut remplacer, dans la définition de l'intégrale, les sommes S ets par des expressions plus générales. Étant donnée une subdivision de l'intervalle (a, b)
A, y, Lo, ) Mis Di, ces Ln-1, b,
soient 4, Lo, .…., 65, .. des valeurs quelconques appartenant respectivement à ces intervalles partiels. La somme
(2) J(E)(ei— a) + f(E2) (Go — 21) +. + f(En) (O —2n 1)
=D SE) (Ti — Ti)
PE
est évidemment comprise entre les sommes S et s, Car on a tou- Jours m;£<f(&;)£M;; si la fonction est intégrable, cette somme a aussi pour limite 1. En parUculier, si l’on suppose que 4, É2, -.., En coincident respectivement avec @, Zi... Ln_15 ON retrouve la somme (1), considérée plus haut (n° 70). Le produit F(6;) (x: — x) est appelé un élément de l'intégrale.
De la définition de intégrale résultent immédiatement quelques conséquences. On à supposé dans le raisonnement a b ; si l’on échange les deux Hmites «a et b, tous les facteurs x; — x; , sont changés de signe, et la limite des sommes S et s elle-même est changée de signe ; on a donc
[raz = fly dr
Il résulte aussi de la définition que l’on a
[reaez [lrerde+ [ltd
Si C est compris entre a et b, c’est évident. Si b est compris entre 4 el c, par exemple, la formule subsiste encore pourvu que la
fonction f(x) soit intégrable entre a et c, car on peut l'écrire
free = fl rear- [rends = [ras [ride
Plus généralement, €, d, ..., l étant des nombres quelconques, on a
ECC = fra ['redsss [see
cette décomposition est employée pour le calcul d’une intégrale, lorsque la fonction f(x) présente des points de discontinuité ou n’a pas la même expression analytique dans tout l'intervalle (a, b). Si l’on a f(x) — Ao(x) + B4(x), À et B étant deux constantes quelconques, on a aussi |
fred f etrar- TTL.
et il en serait de même pour la somme d'un nombre quelconque de foncuons.
On peut remplacer f(£;) dans la somme (2) par une expression encore plus générale. L’intervalle (a, b) étant partagé en » inter valles partiels (a, æ1), (æ1, &>), ..., associons à chaque inter: valle (x; :,,x;) un nombre C; qui tend uniformément vers zéro en même temps que la différence æ; — x;_,. Nous entendons par là:que, à tout nombre positif , on peut faire correspondre un autre nombre positif n, indépendant de x;_, et de x;, tel que la
condition | æ; — +;_,|< n entraine l'inégalité [Gi|<e. Nous allons
montrer que la somme
(3) T =Ù Lei) + Gl(œi— &i4) == 1 . . . Ô a pour limite l'intégrale définie 1e f(x) dx, pourvu que &; tende
uniformément vers zéro. Supposons, en effet, que l’on prenne un nombre n assez petit pour que l’on ait à la fois
7t b ô Die ais) — f f(x). detre | CES
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lorsque chacun des nombres |[x;— x; | est plus petit que r. Comme on peut écrire
nf fé
- Dem) ff) dx + Dir ri),
on voit que l’on aura aussi, dans les mêmes conditions,
b mr [ Lév) de
le théorème est donc établi.
C’est le plus souvent comme limites de sommes de la forme (3) que les intégrales définies se présentent dans les applications. Aussi aurons-nous souvent l’occasion d'appliquer cette propriété, qui s'étend aux intégrales doubles et aux intégrales triples.
16. Première formule de la moyenne. — Soient f(x) et L(x) deux fonctions intégrables dans un intervalle (a, b), telles que l’on ait constamment f(æ)£4%{zx). Si l’on suppose, pour fixer les
b idées, a < b, un élément quelconque de l'intégrale 4 f(x) dx est a
b au plus égal à l’élément correspondant de l'intégrale Î UN
et l’on a par conséquent
ÉCCOROE
Si les fonctions sont continues, les deux intégrales ne pourront être égales que si l’on à constamment f(xr)—4%(x); si l’on avait bd < a, le signe d’inégalité devrait être renversé.
Cela étant, supposons que la fonction à intégrer soit de la forme f(x} (x), la fonction o(x) conservant un signe constant. Admettons, par exemple, que l’on a a D, et o(x) > 0 dans l'intervalle (a, b). Soient M et m les bornes de f(x) dans cet intervalle. De la double inégalité |
ISA CET EM
on déduit, en multipliant par le facteur positif o(x),
mæ(x)=<f(x)p(x)<M (x) et, par suite,
b b b | m f (x) dx 2) J(æ)o(x) dæ £M f p(æ) dr, ce qui peut s’écrire b 4 b (4) À: f(r)e(ridr= à p(x) dx,
uw étant un nombre compris entre M et m. Cette égalité constitue F première formule de la moyenne. |
Elle s'applique, quelles que soient les limites a et b; pourvu que w(æx) conserve un signe constant. S1 la fonction fla) est continue, elle prend la valeur x pour une valeur copies, entre a et b, et l’on peut écrire la focale de la moyenne
b bd (5) J fa)e(e) de = JE [| sta) de,
& étant compris entre & et b. Si en particulier.on supposew(x) —1, b l'intégrale f dx est, d’après la définition même, égale à (b — a), Ë | et il reste
b (6) | JC) de = (6 — a) FE).
17. Seconde formule de la moyenne. — On doit à M. Bonnet une autre formule qu’il a déduite d’un lemme d’Abel.
Lemme. — Soientes,si,...,e, un nombre quelconque de quantités positives décroissantes, et Us, WU, ..., uh un même nombre de quantités positives ou négatives quelconques. Si toutes les SOMMES S9 — Un, S4 = Ug + WU, Sp = Ug + Li +. + Up SON comprises entre deux nombres À et B, la somme
S = toUo+ EU +... + Eplp
sera comprise entre Âc, et Be.
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On peut écrire, en effet, Uo = So, Uri = Si — So, : S Up = Sp— Sp-1; la somme S est donc égale à S0(Eo— E1) + S1(E1— 22) HR. + Sp-1(Ep-1 — Ep) + SpEp.
Toutes les différences 54 — 81, &4 — 29, ..., 5p_1 — €} étant positives, on aura deux limites pour S en remplaçant 55, 81, ..., Sp par leur limite supérieure À, puis par leur limite inférieure B. On trouve ainsi |
S <'A(E0—E1+E —E2+...+Ep 1 —Ep+ ep) = Âe, et l'on voit de même que l’on a SZ Be.
Cela posé, soient f(x) et o(x) deux fonctions intégrables, la fonction o(x) étant positive el décroissante lorsque x croît de &
jusqu’à b. L'intégrale 4 162) o(x) dx est la limite de la somme
[= f(a)p(a)(ri—a)+f(r)p(ri) (—i)+...,
qui est comprise entre les deux sommes
! à [/4 l = À Mio(zi-1) (wi 1-1) et I =Ù moi) (ri ti), E i
M; et m, étant les bornes de f(x) dans lintervalle (x; _,, æ;). D'ailleurs la différence [! — [” est inférieure à
g(a) © (Mimi) (Ti — Xi-1)
et, par suite, tend vers zéro, puisque f(x) est intégrable. L’intégrale définie considérée est donc la limite commune des sommes
l'et[", et par conséquent de lasomme 1, — due Cris) (ti Lip} ; ä Li étant un nombre quelconque compris entre mn; et M. Choisissons ces nombres 4; de façon que
ALU ARE J(x) dz,
Li—1
ce qui est possible d’après la première formule de la moyenne. Les nombres o(a), &(x1), ... étant positifs et décroissants, il résulte du lemme d’Abel que cette dernière somme I, est comprise entre Ao(a)et Bo(a), À et B désignant le maximum et le mi-
s nimum de l'intégrale 4 f(x) dx, lorsque c varie de a à b. ? |
Comme cette intégrale est évidemment une fonction continue de c, on peut écrire, en passant à la limite,
(3) Î S(e)etæ) de =e(a) f f{æ)de (a<E£b)
Lorsque la fonction o(æ) est décroissante, sans rester positive, entre a et , on peut appliquer une formule plus générale due à Weierstrass. Posons, en effet, o(x)—o(b)+%4(x); la fonction (x) est positive et décroissante, et l’on peut appliquer la
formule (5) qui donne é ps | À fCæ) Ya) de = [e(e)— (6) [| fx) de On en ture b b 6 Jar tr) dr = fe) e(6) de + tete) —e(0) [ay
ou
b € b f(æ)e(x)dr=g(a) [7 fr) dx + e(6) [| ft) de.
5 “ HE œ + q( EC 7
On a des formules analogues lorsque la fonction w(æ) est croissante. 4
78. Retour sur les fonctions primitives. — Les théorèmes généraux qui précèdent s'appliquent à toutes les fonctions intégrables. Dans les applications qui vont suivre, la fonction à intégrer est le plus souvent une fonction continue ou, du moins, ne présente qu’un nombre fini de discontinuités dans l'intervalle d'intégration. Remarquons, une fois pour toutes, que la valeur d’une intégrale ne dépendant que de la nature de la fonction qu’on intègre et des
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b b b | limites, les symboles f f(x) ea f(a) ds, [ LRU.
ont absolument la même signification.
Si l’on considère une des limites, la limite inférieure à par exemple, comme fixe, la limite supérieure étant variable, l’intégrale est une fonction de cette limite que nous écrirons
EC) =f J(t) dt,
ou plus D cn JE f(x) dx, s’il n'y a aucune ambiguïté à
craindre | [La fonction f (x) étant bornée, il est évident que F(x) est une fonction continue de x.
St la fonction f(x) est-Continue, REA. admet pour dérivée f(x). Nous avons en effet
F(x A) FX) 7 f(e) at,
EUX
ou, en appliquant la formule de la moyenne (6),
F(x+h)—F(x) = hf(E),
Ë étant compris entre æ et x + h. Lorsque À tend vers zéro, f (£) a pour limite f(x); la fonction F(x) a donc pour dérivée f(x), et le théorème fondamental du Calcul intégral est ainsi établi sans faire aucun appel à l’intuition géométrique (!).
Toute autre fonction admettant la même dérivée s'obtient en
(1) Quand Ia fonction f{æx) est continue, la recherche d’une fonction primi- T tive de f(x), ou le calcul de l'intégrale définie 1 f(æ)dx, ne forment qu’un
seul problème. Il n'en est pas de même pour une fonction quelconque. Tout ce qu’on peut affirmer, c’est que, si une fonction intégrable f(x) est la dérivée, d’une fonction F(x), la fonction primitive F(æ) est égale, à une constante près,
TL à l'intégrale définie 42 f(æ) dx. Cela résulte immédiatement de la relation
F(b)—F(a)=(æ—a)f(E)+ (m2) FE) ++ (b— an) f(E
qui est une conséquence de la formule des accroissements finis. Mais il peut se faire qu’une fonction intégrable f (x) ne soit pas la dérivée d’une autre fonction, ou qu'une fonction dérivée ne soit pas intégrable. (Voir l’Ouvrage cité plus haut de M. Lebesgue.)
ajoutant à F(æ#) une constante arbitraire @. Il existe une de ces fonctions, et une seule, prenant une valéur donnée à l'avance y, pour + — a; c'est la fonction
Jo + f{t) dt.
Toute fonction ayant pour dérivée f(x) est une intégrale indéfinie de f(x) et se représente par le symbole
IMOrC
où l’on n'indique pas les limites. D’après ce qu’on vient de voir, on a
frteyae = f PR
Inversement, si l’on a obtenu par un moyen quelconque une fonction F(x) admettant pour dérivée f(x), on peut écrire
Î fee) de = F(œ)+ C;
pour déterminer la constante C, il suffit d'observer que le premier membre est nul pour + = a. On doit donc prendre C=- — HA et l’on a la formule fondamentale k
(8) “É fCæ) dx =E(x) — F(a).
Remplaçons dans cette formule f(x) par F'(x); il vient
F(æ)—F(a) = f FH) de
ou, en appliquant le théorème de la moyenne, -F(æ)— Fa) =(x —a)F'(E),
Ë étant compris entre a et x. Nous retrouvons le théorème des
accroissements finis; mais la démonstration est moins générale que la première (n° 17), car elle suppose la continuité de la”
dérivée F'(x). 2 La formule fondamentale (8) a été établie en supposant la fonc-.
LA
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ion f(x) continue entre & et b. Si l’on n’a pas égard à cette condiuon, on peut être conduit à des conclusions paradoxales. Ainsi,
en prenant f(x) — = la formule (8) donne
le premier membre n’a de sens Jusqu'ici que si a et b sont de même signe, tandis que le second membre a une valeur déterminée, alors même que a et b sont de signes différents. Nous verrons plus tard l'explication de ce paradoxe ,'en étudiant les intégrales définies prises entre des limites imaginaires. 1
La valeur absolue de f(x), |f(x)| est, dans tous les cas, une fonction primitive de f'(x) : f(æ); mais, d’après la remarque qui - vient d’être faite, l'égalité correspondante
je La Aloe f(b)
n'est valable que si f(x) ne s’annule pas et reste Dr et continu
JG).
Fa | par Fa).
entre a el b; dans ces conditions on peut rem placer |£
On reviendra plus tard sur cette formule.
La formule (8) peut aussi présenter quelque ambiguïté : ainsi,
, elle donne
en prenaut j (T) — up dr
[ ——— = arc tang bd — arc tanga.
PE en
Le premier membre a un sens bien déterminé, tandis que le second membre présente une infinité de A Re Pour lever
MENT Pr OI Dies
cette fonction F(x) est continue dans tout intervalle et s’annule avec æ. Désignons, d'autre part, par Arctangæ l'arc compris
l'ambiguïté, posons
TT 4 _ . A » — ’ entre — — et + -. Ces deux fonctions ont même dérivée et s’anp 3)
nulent pour x — 0; elles sont donc égales, et l’on peut écrire
He ef E-f = ES —— = Arctangd — Arc tanga,
en prenant toujours pour Arctang la valeur comprise entre — a eus
A ANES p ei
On établit de même la formule Nr
Vi— x?
où le radical est pris en valeur absolue, où «& et b sont compris
= Arc sinb — Arcsina,
entre —-1 et a et où l’on désigne par Arcsinæ l'arc compris
TC entre M = el + : —
D'une manière générale, lorsque la fonction primitive F(x) admet plusieurs déterminations, on choisira une des valeurs initiales F(a) et l’on suivra la variation continue de cette détermination lorsque + varie dans le même sens de «a x b. Il est quelquefois plus commode d'introduire une fonction primitive discontinue, en généralisant d’abord la formule (8). Cette formule fondamentale (8) a été établie en supposant que les deux fonctions f(æ) et F(x) sont continues dans l'intervalle (a, b) et qu’on a, en tout point de cet intervalle, F'(x) = f(æ). Nous allons faire des hypo= thèses un peu plus générales. Supposons. que les deux fonctions F (x) et f(x) satisfont aux conditions précédentes, sauf en un nombre fini de points de l'intervalle (a, b), que nous appellerons des points exceptionnels, Nous admettrons de plus que f(x) reste bornée, et que F(x) n’a, dans cet intervalle, que des points de discontinuité de première espèce. Pour voir comment on doit modifier la formule (8) dans ce cas, supposons d'abord qu’il n’y ait dans l'intervalle (a, b) qu’un seul point exceptionnel €; e désignant un nombre positif très petit, nous pouvons écrire, en supposant a <Lc<b,
“as f(x) dx NE EVE af | ftæ) Pe. f(x) dr:
II. — INTÉGRALES DÉFINIES. — NOTIONS QUI SY RATTACHENT
À, désignant la différence F(c+o)—F(c—o), ou la discontinuité de F(æ) relative au point c.
S'il y a plusieurs points exceptionnels dans l'intervalle (a, b), on le partagera en intervalles partiels ne renfermant chacun qu'un point exceptionnel : en raisonnant sur chacun de ces intervalles partiels comme on viént de le faire, et en ajoutant les résultats obtenus, il vient
b (9) [ fe)de=F()—F(a) Ya,
SA désignant la somme des discontinuités de F(x) dans l'intervalle (a, B). Cette formule (9) se réduit à la formule (8) lorsque F(æ) est continue; on voit donc que la formule (8) est encore applicable à une fonction bornée f(x), ayant un nombre fini quelconque de points de discontinuité dans (a, b), pourvu que la fonction primitive soit continue. Cette remarque sera encore étendue plus loin au cas d’une fonction non bornée.
79. Indices. — Pour donner une application de la formule générale (9), considérons l'intégrale définie
Le f'(æ) dx LES dx
ET ET DIT LE © Casa UT;
PANNE + Q
où f(æ)—= =; P et Q étant deux fonctions continues, ainsi que leurs
dérivées, dans l'intervalle (&, b), et qui ne s’annulent pas en même temps. Une fonction primitive est F(æ) = Arctang[f(æ)]. Si la fonction f(x) ne devient pas infinie dans l'intervalle (a, b), cette fonction primitive reste continue et l’on a, d'après la formule (8),
JAGORE Arc tang f(b)— Arctang f(a) me AT o = Arc tai a "2 D 8 J(a).
2 MEET Cette formule n’est plus applicable en général si f(æ) devient infinie entre a et b. Soit c un point où f(æ) devient infinie en passant de + : TC T < M oua Pc lo), F(c+o)—— el par suite À=—T. S1 4 2 MA Npasserde —@ à © pour 7 —c, la discontinuité est égale à 7. Enfin, on a A —0o, si f(x) devient infinie sans changer de signe. La somme des discontinuités de Arc tang [f(æ)] est donc égale à —(K— K')7, K désignant le nombre de fois que f(x) devient infini en passant de + à — «, K' le nombre de fois que f(æ) passe de — æ à + +. Le nombre K — K' est appelé l'indice de f(x) dans l'intervalle (a, b} et se représente par [#[f(x)]. On a donc la formule générale
fe) dr
D ET f(æ)].
À V Lorsque f(x) se réduit à une fonction rationnelle ce on peut calculer
l'indice par des opérations élémentaires, sans connaître les racines Hervi Il est clair qu’on peut supposer V; premier avec V et de degré inférieur à V, car on ne change pas l'indice en retranchantun polynome. Cela posé, imaginons la suite des divisions à effectuer pour trouver le plus grand commun diviseur entre V et V;, en changeant chaque fois le signe du reste. On divise d’abord V par V;,, ce qui donne un quotient Q; et un reste —V, : on divise ensuite V; par V;, ce qui donne un quotient Q, et un reste — V;, et ainsi de suite; on finira par arriver à un reste constant — V,,,. Les opérations donnent la suite d’égalités
Va V: Qi — V), Vi V2 Q2— Va, …… Vas = Na et la suite de polynomes (10) VE Vi, Vo, *..) NET VF, L'ESE COM" Vh; VA
jouit des propriétés essentielles d’une suite de Sturm : 1° deux polynomes consécutifs ne peuvent s’annuler en même temps, car on en déduirait de proche en proche que cette valeur de æ doit annuler tous les autres polynomes, et en particulier V,,;,; 2° lorsqu'un des polynomes intermédiaires V, Ven , Va S'annule, le nombre des variations présentées par la suite (10) ne change pas, car, si V, s’annule pour æ = c, V,_1et V,,, sont de signes contraires pour æ = c. Il s'ensuit que le nombre des variations présentées par la suite (10) ne peut changer que lorsque æ passe par une racinerde V0 Si . passe de + æ à — %, ce nombre augmente d’une
SARA LEE Le À RCA EN :
unité; 1] diminue au contraire d’une unilé, Si — passe de — © à +,
L'indice est donc égal à la différence entre le nombre des variations de la Suite (10) pour æ =bet x = a.
80. Aire d’une courbe plane. — Appelons domaine polygonal tout domaine plan borné dont la frontière se compose d’un nombre fini de portions de droites; ce domaine peut être formé de plusieurs polygones dont les frontières n'ont aucun point commun. L’aire d’un domaine polygonal a été définie en Géométrie élémentaire (*). Considérons maintenant une courbe fermée sans point double C (n° 13), qui divise le plan en deux régions, un domaine intérieur. D et une région exlérieure, Attribuer une aire au domaine D, cela revient au fond’à admettre le postulat suivant :. TS
(") Voir, par exemple, la Note D des Leçons de Géométrie elémentaire de M. Hadamard,
II. — INTÉGRALES DÉFINIES. — NOTIONS QUI S Y RATTACHENT
I. /l existe un nombre, et un seul, qui est plus grand que tout nombre mesurant l'aire d’un domaine polygonal quel. conque contenu dans D, et plus petit que tout nombre mesurant l'aire d’un domaine polygonal quelconque contenant D.
L'existence d’un nombre unique satisfaisant à ces deux conditions peut être établie rigoureusement lorsque la courbe C satisfait à une condition très générale qui est toujours vérifiée par les courbes qu’on considère habituellement.
Soient P un domaine polygonal contenant D, p un autre domaine polygonal contenu dans D, À et a les aires respectives de ces deux domaines. Il est clair que, quels que soient les deux domaines polygonaux P et p, ona A a. Les nombres À ont donc une borne inférieure L, et les nombres a une borne supérieure À; de plus, on a nécessairement A'£ AL. Le domaine D est dit quarrable, si l’on a L'— A, et le nombre À mesure l'aire du domaine D (t}. Il est clair que c’est le seul nombre satisfaisant à la condition (1).
Pour que le domaine D soit quarrable, il faut et il suffit que, quel que soit le nombre positif €, on puisse l(rouver un domaine polygonal P renfermant D, et un autre domaine polygonal p, contenu dans D, tels que la différence A — a des aires de P et de p soit inférieure à :. :
La condition est nécessaire, d’après la définition même. Elle est aussi suffisante, puisque la différence A— a ne peut être infé- Heure à la différence & — ’. Il suit de là que, si le domaine D est quarrable et a pour aire 4, il est LouJours possible de trouver deux domaines polygonaux P et p, l’un contenant D, l’autre contenu dans D, tels que les différences À — 4, 4 — a soient moindres que tout nombre positif donné &. La condition précédente pour que D soit quarrable peut encore s’énoncer ainsi : 1 faut et il suffit que la frontière G puisse étre renfermée dans un domaine polygonal dont l'aire soit moindre que tout nombre donné. Car tout domaine polygonal renfermant C est la
(:) Gette définition de l'aire d’un domaine plan est empruntée aux Leçons sur les théories générales de l'Analyse (t.I, p. 148) de M. Baire; elle peut s’appliquer à des domaines définis d’une facon plus générale que ceux considérés ici.
différence de deux domaines polygonaux, l’un contenant D, l’autre contenu dans D. ;
Imaginons qu’on décompose un domaine D, formé des points intérieurs à C, en deux domaines analogues D, et D, en joignant par exemple deux points de C par un arc de courbe €C! situé dans D. Si D, et D, sont quarrables, il en est de même de D, et l'aire de D est la somme des aires de D,.et de D
Soient P, et p, deux domaines polygonaux, l’un renfermant D,, l’autre contenu dans D,, A, et a, leurs aires respectives; P,,p2, A;, &2 ayant la même signification pour D, il est clair que le domaine polygonal formé par la réunion de p, et P2 est contenu dans D. On a donc a; + a» << 4. D'autre part, les deux domaines P, et P, forment par leur réunion un domaine polygonal contenant D. Comme ils ontune partie commune, on a A,HA, =>, LT (A, — a;)+ (A: — a2). Les domaines D, et D, étant quarrables, les différences A, — &i, A2 — a: peuvent être rendues aussi petites qu’on le veut. On a donc L/— À, et la double inégalité &; + ao << db << y + A montre-bien que l’aire de D est égale à la somme des aires de D, et de D;. Inversement, si Der D, sont quarrables, il en est de même de D, ; en effet, D et D, étant quarrables, on peut enfermer les frontières de ces deux
et par suite À”
domaines dans des domaines polygonaux dont l'aire est moindre que tout nombre donné. Il en est donc de même de la frontière de D, ; D étant quarrable, il résulte de la première propriété que son aire est la différence des aires de D et de ER |
Le raisonnement peut être généralisé. Si un domaine D, dont la frontière se compose d’un nombre quelconque de courbes fermées, peut être décomposé en une somme ou une différence de domaines quarrables tels que ceux dont il vient d’être question, ce domaine D est quarrable et son aire est la somme ou la différence des aires des domaines qui le composent.
81. Calcul d'une aire plane. — Nous ne considérerons que des domaines plans limités par des courbes fermées telles que celles que l’on considère habituellement. Il est facile de montrer qu’ils sont quarrables.
Reprenons d’abord un domaine D analogue à celui qui nous a servi de point de départ (n° 10), limité par un are de courbe AB,
II. — INTÉGRALES DÉFINIES. — NOTIONS QUI S°Y RATTACHENT
qu'une parallèle à O y ne peut rencontrer en plus d’un point, les deux ordonnées AP, BQ et le segment PQ de l'axe Ox. Soient a et D les abscisses des points P et Q (a <b), y— f(x) l'équation de larc AB, f(x) étant une fonction continue et positive dans l'intervalle (a, b). Prenons une suite de nombres croissants #,. Lo, -.., Ln_1 COMPrIS entre « et b, et soient m;et M; les valeurs extrêmes de / (x) dans l’intervalle (æi_1, æi). Considérons les deux séries de rectangles 7; et R; limités parles droites y —0,x—2zx;, æ = x; d'une part, et par les droites y = m;, Y = M; respectivement. Il est clair que les rectangles r; forment un domaine polygonal contenu dans D, tandis que les rectangles R; forment un domaine polygonal contenant D. Or, les aires de ces deux domaines sont respectivement |
D n—>: Mi(Li— Li), D R=Ÿ Mi(æi— x);
la borne supérieure de Xr; et la borne inférieure de SR; sont égales. Le domaine D est donc quarrable, et son aire est repré-
b sentée par l'intégrale définie £ f(x)dzx. Le résultat est bien con- D
forme à la notion intuitive de l'aire fournie par la Géométrie. Remarquons que, quel que soit le signe de f(x) dans l'intervalle
(a, b), on peut regarder l’intégrale définie f f(x)dx comme re- AE
présentant une aire, pourvu qu’on adopte la convention faite plus haut (n° 71). On a conservé le nom de quadrature pour désigner le calcul d’une intégrale définie.
Considérons en second lieu un domaine limité par deux segments AA’, BB’ de droites parallèles, et deux courbes Am,B, Am, B' situées entre ces droites et rencontrées en un seul point par une parallèle à cette direction, et ne se coupant pas (fig. 11). Choisissons pour axe Oy une droite parallèle à AA’, et pour axe Ox une droite perpendiculaire telle que le domaine soit tout entier au-dessus de cet axe. Dans le cas de la figure, le segment BB' se réduit au point B; soient y; —%,(x), Ya V(x) les équations des deux arcs de courbe Am, B, A'm2B!.
Le domaine D est la différence entre les deux domaines quarrables limités par les contours Am, BQPA, Am; BQPA'; il est
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donc lui-même quarrable et son aire est égale à la différence des
b b fé Wa(x) dr, % W1(æx) dx.
Tout domaine, qui pourra se décomposer en domaines tels que
deux intégrales
Fig rie
le précédent, sera donc quarrable et son aire s’exprimera par une somme algébrique d'intégrales définies. Si les axes de coordonnées, au lieu d’être rectangulaires, font un angle 6, les intégrales définies devront être multipliées par sind.
Il est quelquefois commode d’employer des coordonnées polaires pour le calcul des aires. Soit à évaluer l’aire d’un domaine limité par deux segments de droite OA, OB faisant des angles w, et Q avec un axe polaire Ox(w, << Q), et un arc AMB situé dans l'angle AOB et qui n’est rencontré qu’en un point par une demidroite située dans l’angle AOB. Soit p = f(w) l’équation en coordonnées polaires de cet arc AMB. Divisons l’angle AOB en un certain nombre d’angles plus petits au moyen de rayons vecteurs faisant des angles croissants w,, w,, ... avec Ox. Soient OM;, OM;;, deux rayons vecteurs consécutifs faisant avec Ox les angles w;, wi44, 04 eto; le minimum et le maximum de f(w) dans l'intervalle (w;, w;,,). Construisons d’une part le triangle isocèle £; de sommet O, et dont les deux autres sommets sont à une distance 0. de O sur OM; et OM;,,, d'autre part le triangle rectangle T; de sommet O, et dont le sommet de l’angle droit s’ob-
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ent en portant sur OM; une longueur égale à 0°, le troisième sommet étant sur OM;,,. Il est clair que l’ensemble des triangles £; forme un domaine polygonal contenu dans D, et l’ensemble des triangles T; un autre domaine polygonal contenant D. Les aires de ces deux domaines sont respectivement
; No | I \9 2 > (pi)? sin(w;+1 — w;), = > (p;)? tang(w;41 — u);)
. . I c « et ont l’une et l’autre pour limite = f e? dw. La première par e Wo exemple peut s’écrire
= D CPE — 65) (wi — où),
£; tendant uniformément vers zéro en même temps que (w:4, — w;). L'aire du domaine D est donc égale à l'intégrale dé-
finie Q
T en 2 do:
7 ep? dv;
I rrr . ; . . .
5 P* dw est l’élément d'aire en coordonnées polaires. La significa-
tion géométrique est évidente,
On ramènera aisément à ce cas particulier le cas d’un domaine limité par un contour de forme habituelle, en le considérant comme la somme ou la différence d’un certain nombre de domaines tels que le précédent.
Remarque I. — Le nombre qui mesure l'aire du domaine limité par une courbe fermée a été défini comme une coupure dans l’ensemble des nombres positifs. De cette définition résultent un certain nombre de propriétés qui pourraient aussi servir de définitions. En voici une qui se rapproche peut-être davantage de la notion vulgaire de l’aire. Soit C une courbe plane fermée limitant un domaine quarrable D d’aire A. Prenons un domaine polygonal P contenant D, et dont l’aire soit inférieure à A +e, et un autre domaine polygonal p contenu dans D dont l'aire soit supérieure à À — ce. L’aire du domaine polygonal K, différence des deux domaines P et p, est alors inférieure à 2e.
On peut encore remplacer ce domaine polygonal K par un
autre domaine polygonal K,, renfermant C et d’aire inférieure à 4e, et dont la frontière L n’a aucun point commun, avec G. En effet on peut remplacer la ligne polygonale { qui limite K extérieurement par une autre ligne polygonale formée de droites parallèles aux côtés de la première et à une distance assez petite pour que l’aire du domaine compris entre les deux lignes soit inférieure à , etopérer de même par la ligne ? qui limite K intérieurement.
Cela posé, effectuons un carrelage plan au moyen de parallèles à deux directions rectangulaires distantes de 2. Nous aurons trois espèces de carrés : 1° les carrés intérieurs à D, ceux dont tous les points intérieurs font partie de D; 2° les carrés extérieurs, qui n’ont aucun point commun avec D; 5° les carrés mixtes, qui ont à la fois des points dans D et des points extérieurs à D. Il est aisé de voir que la somme des aires des carrés mixtes tend vers zéro lorsque p diminue indéfiniment. En effet, soit à le minimum de la distance d’un point de C à un point de la ligne polygonale L qui
V2 sont certainement dans le domaine K,, puisque chacun d’eux a un point sur C. La somme des aires de ces carrés mixtes est donc
limite le domaine K,. Si l’on a pris 6 << —=> tous les carrés mixtes
inférieure à 4e, et par conséquent tend vers zéro avec p, puisque € est un nombre positif arbitraire. On voit de la même facon que /a somme des aires des carrés intérieurs tend vers l'aire du domaine D lorsque s diminue indéfiniment. En effet, cette somme est inférieure à A, mais la somme des aires des carrés intérieurs et des carrés mixtes est supérieure à L, et, comme la somme des aires des carrés mixtes est inférieure à 4e, on en conclut que la différence entre l’aire 4 du domaine D et la somme des aires des carrés intérieurs est inférieure à 4€.
Remarque II. — Considérons, en particulier, un domaine tel que celui de la figure 1 (n° 9), limité par le contour
II. — INTÉGRALES DÉFINIES. — NOTIONS QUI S'Y RATTACIHENT
des intégrales LE
(11) [rer + [year + [jee = [rer dr.
Si l’on remplace l’ordonnée BB, par une ordonnée variable, TL l'intégrale définie F(x) — J. f(x) dx est encore une fonction «Œ
continue de æ. En un point æ, où f(x) est continue, on a encore F’(x) = f(x). Pour un point de discontinuité, æ = c par exemple, on a \
c+/h F(o+h)— F(e)= f f(x) dx = hf(c+0h) (osé dead:
: F(c+h)—F(c) or ne | le DUO a pour limite f(c+o) ou f(c—o), suivant que À est positif ou négalif. Cet exemple montre bien
clairement que, si f(x) est une fonction intégrable non continue,
n l'intégrale F(x) — \. f(x) dæ n’admet pas nécessairement f(x)
pour dérivée.
82. Longueur d’un arc de courbe. — Soient (12) m=f(t), yæg(t), z=vŸ(t)
trois fonctions continues de € dans un intervalle (a, b), où a < b. En faisant croître & de «a à b, le point de coordonnées (x, y, 3) décrit ur arc de courbe AB, fermé ou non, pouvant avoir un nombre quelconque de points doubles. Prenons entre a et b une suite de nombres croissants (a = to ty ta << tr = D), et soient P,, P,, ..., P,_,, P, les points correspondants de Îa courbe, P, coïncidant avec A, et P, avec B. Ces points P,, P, P,, ..., P, sont les sommets successifs d’une ligne polygonale inscrite dans l’arc AB, de longueur L. Si le nombre nr augmente indéfiniment, de façon que toutes les différences t;— {;_, tendent vers zéro, tous les côtés de cette ligne polygonale tendent aussi vers zéro. Lorsque la longueur L tend vers une limite S, on dit que la courbe est rectifiable, et la limite S représente la longueur de l’arc de courbe AB.
Nous allons démontrer que la courbe est rectifiable lorsque les fonctions f(t), e(t), Y(t) admettent des dérivées f'(t), &'(t), d'(4) continues dans l’intervalle (a, db) (').
Soient x;, Yi, 3: les coordonnées du sommet P; et c; la longueur
(1) Ce sont là des conditions suffisantes, mais non nécessaires. Les conditions à la fois nécessaires et suffisantes pour qu'une courbe soit rectifiable ont été données par M. Jordan : Pour qu'une courbe GC soit rectifiable, il faut et il suffit que l’ensemble des nombres L, qui mesurent les périmètres des lignes poly gonales inscrites dans C, soit borné.
La condition est nécessaire. Supposons, en effet, que L tende vers une limite S, quand n croît indéfiniment, le maximum À des côtés de la ligne polygonale tendant vers zéro. Il ne peut exister aucune ligne polygonale inscrite dans C dont le périmètre L' soit supérieur à S. En effet, s’il en existait une, en divisant chacun des intervalles en intervalles partiels de plus en plus petits, les périmètres des nouvelles lignes polygonales seraient tous supérieurs à L’ et, par conséquent, ne pourraient tendre vers S. ;
La condition est suffisante. On le démontre par un raisonnement tout à fait pareil à celui qui a été déjà employé deux fois (n° 11 et 73). Soit S la borne supérieure des nombres L; e étant un nombre positif donné à l’avance, il existe une suite de nombres croissants
telle que le périmètre À de la ligne polygonale inscrite correspondante soit supé-
< L € \ ; à ; rieur à S — a Considérons une suite quelconque de nombres croissants (a = 2 Lt LOL PNR
telle que tous les intervalles £,— t,_, soient plus petits qu’un nombre positif , qui est lui-même inférieur à la plus petite des différences a, — a,, a, —a;, ... b—a,_,; soit L le périmètre de la ligne polygonale inscrite correspondante. Nous allons montrer que S — L sera << e, pourvu que n soit assez petil.
Pour cela, imaginons qu’on range les nombres t; et a, par ordre de grandeur croissante, et soit L' la longueur de la ligne polvgonale auxiliaire obtenue par ce nouveau mode de division. Le nombre L' est supérieur ou au moins égal à L
et à À, et par suite plus grand que S — a
On passe de la ligne polygonale de longueur L à la ligne polygonale de longueur L’ en remplaçant les côtés c;, tels qu’il y ait un point a, dans l’intervalle (£;_;, t;), par les deux autres côtés du triangle ayant pour sommets les points qui correspondent aux valeurs £,,, a,, t,; de £. Le nombre de ces côtés est au plus égal à p — 1. Supposons que l’on ait pris le nombre n assez petit pour que l'inégalité] #’— &"| <n entraine l’inégalité
VÉFOD SUN ETC) = 6 PETPO =UDP < pp
ce qui est possible puisque f, #, 4 sont continues; on aura L' — L < -, et, comme
in +06.
II. — INTÉGRALES DÉFINIES. — NOTIONS QUI S’Y RATTACHENT. 199 du côté P;, P;;ona = V(ri— dis) + (ip + (a 23),
ou, en appliquant la formule des accroissementsfinis àx;—x; ,,...,
= (ti — li-1) VIS EDP + Lo Cri) P+ LACOIE Éj, Ni, Gi étant compris entre t;_, ett;. Lorsque l'intervalle (4;_,, ti) est très pelit, le radical diffère très peu de VIS GP + Te a) P + TV CT;
pour trouver une limite de la différence, nous pouvons l’écrire
Ce AU AR EP GET} Sri VAE TECHEM RE EME ONE
Or,ona PAC ESPOIR CEE TEUIESS
et, par suile, RC + f'(ti1) CE VA2CE) ++ VF) + |
Les trois fonctions f’(4), »'(4), Ÿ'(£) étant continues, à tout nombre positif : on peut associer un autre nombre positif n, tel que, dans tout intervalle d'amplitude moindre que n, l’oscillation
des fonctions f’(t), w'(t), L'(4) soit inférieure à _ Nous avons
€ : D L'est > S — 5? On aura aussi L > S —:. Le nombre L a donc pour limite S.
Le nombre L est au moins égal à chacun des nombres
»> fax; 1], > [Yi Tin à [3 Zil:
Pour que L soit borné, il faut donc que les trois fonctions f(£), (4), (4) soient à variation bornée. Ces conditions sont suffisantes, car on a, d’un autre
côté, LE Ÿ 12 Zi] + > Flo À +Y ls; 3: |:
En résumé, pour qu'une courbe soit rectifiable, il faut et il suffit que les trois fonctions f(t), #(t), Y(t) soient à variation bornée.
donc = (ti ti) [V2 + ei) € VC) + pi,
0; tendant uniformément vers zéro avec {;—t;_,, et par conséquent le périmètre L = Xc; a pour limite (n° 75) l'intégrale
b (13) s = | VF SEE UT dt.
La démonstration précédente s’étend aussi au cas où les dérivées f’, ©’, d' seraient discontinues en un nombre fini de points de l’arc AB; ce qui arriverait si la courbe présentait des points anguleux. Il suffirait de partager l'arc AB en plusieurs autres, pour chacun desquels f”, o', d/ seraient continues.
De la formule (13), on déduit que l’arc compris entre un point fixe À et un point variable M, correspondant à la valeur £ du paramètre, est une fonction de £ ayant pour dérivée
dS ne ————— À = VF
en élevant au carré les deux membres et multipliant par d£?, il vient (14) dS?= dx?+ dy? + dz?,
formule qui a lieu, quelle que soit la variable indépendante. On peut la retenir aisément, d’après sa signification géométrique; elle exprime que dS est la diagonale d’un parallélépipède rectangle dont dx, dy, dz sont les trois arêtes.
Remarque. — En appliquant la formule de la moyenne à Pintégrale définie qui représente l’are M, M,, dont les extrémités correspondent aux valeurs {4, {, du paramètre (4, > t5),ona
s= arc MoMi= (ti — to) Vf2(0) + 92(0) + ÿ2(0),
ÿ étant compris dans l'intervalle (4,, £,). On a de même, en désignant par c la corde M,M,, :
= [/(4)— (HP + Le(4) = (4) + LHC) = (40):
en appliquant la formule des accroissements finis à chacune des
II. — INTÉGRALES DÉFINIES. — NOTIONS QUI S'Y RATTACHENT
différences /(4,)— f(tx), -.:, nous pouvons écrire
c=(t— to) FPE) + p?(n) + YA(L), les trois nombres £, n, € appartenant à l’intervalle (4, t,). D'après le calcul fait plus haut, la différence des deux radicaux est inférieure à e, pourvu que l’oscillation des fonctions f'(£), @'(4), Y'(6) soit inférieure à = dans l’intervalle (49, €,). On a donc
. s—c<e(ti—to), et par suite
TA OETEUET EU)
Si l'arc Mo M, devient infiniment petit, #,—t{, tend vers zéro; ; À : C il en est de même de & et, par suite, de 1 — =: Donc le rapport
d’un arc infiniment petit à sa corde a pour limite l’unité.
Exemple. — Soit à trouver l'arc d’une courbe plane donnée par son équation en coordonnées polaires p — f(w). En prenant w pour variable indépendante, la courbe est représentée par les trois équations x = p COSW, Y — P sinw, 3 — 0, d'où l’on tire
ds? = dx? + dy? = (cosw do — p sinw dw)? + (sinw do + p cosw du }?,
ou, en réduisant, ds? = do? + p? du?.
Prenons, par exemple, la cardioide représentée par l'équation p—=R+R cos.
La formule précédente donne
ds? — R? dw?[sin?w + (1+ cosw}?] — ik? cos? — dw? ;
si nous faisons varier w de o à 7 seulement, on en déduit ds = 2R cos = du, et la longueur d’un arc a pour expression
: uw) O4 AR sin — Ê 2 /
La longueur totale est donc égale à SR.
83. Cosinus directeurs. — Pour étudier les propriétés d’une courbe, on est souvent conduit à prendre l’are pour variable indépendante. On adopte alors sur la courbe considérée un sens de parcours positif, et l’on désigne par s la longueur de l'arc AM compris entre un point fixe À et un point quelconque M, affectée du signe + ou du signe —, suivant que la direction de À en M est la direction positive ou la direction opposée. En un point quelconque M de cette courbe menons la direction de la tangente qui coïncide avec la direction des arcs croissants, et soient a, ÿ, yles angles que fait cette direction avec les directions positives de trois axes rectangulaires Ox OF 02A40n%
- _ CORRE PROS PORC S EURE I ae dx dy dz dx? + dy? + dz? ds pour savoir le signe qui convient, supposons que la direction positive de la tangente fasse un angle aigu avec Ox; els croissent en même temps, on doit donc prendre le signe +. Si l’angle «
; : EE dx est obus, cos est négatif, x diminue quand s augmente, 7 st
négalif, 1l faut encore prendre le signe +. On a donc, dans tous les cas,
(15) cos a =, cosp = MÉe COSY = —;
dx, dy, dz, ds étant les différentielles prises par rapport à la variable indépendante, qui peut être quelconque.
84. Variation d’un segment de droite. — Soit MM, un segment de droite dont les extrémités décrivent deux courbes C, C,. Sur chacune des deux courbes adoptons un point pour origine et un sens positif de parcours.
Soient s l’are AM, s, l'arc A,M,, ces deux arcs étant pris avec un signe, / la longueur MM,, 8 l’angle de MM, avec la direction positive de la tangente MT, 6, l'angle de M,M avec la direction posiuve de la tangente M,T,. Nous allons chercher une relation entre 4, 8, et les différentielles ds. ds dl
Appelons x,y,z, x, J13 1 les coordonnées des points M, M, respectivement, à, f, y les angles de MT avec les axes, @y, O1, Ys les angles de MT avec les ave: On a
= (x —x,)+ GE YEN
II. — INTÉGRALES DÉFINIES. -— NOTIONS QUI S'Y RATTACHENT
on en déduit ldl=(x—2)(d® — dx) +(y —y1) (dy — dy1)+(s— 41) (de — ds),
ce qui peut s’écrire, en tenant compte des formules (15) et des formules analogues pour C;,
dl — (= COSAX + 2% cos À + TT cos ) ds
Ti —T == FE + ( : COS Xi + —— T co58,+ ee cos 1) ds].
. TXT — ZX = ES = , : - Mais rt ee. _ sont les cosinus directeurs de M,M,
Fig.'19.
et le coefficient de ds est — cost. De même, le coefficient de ds, est — cos, et l’on obtient la relation cherchée
(16) di — — ds cos0 — ds; cos6:,
dont nous allons indiquer une application intéressante.
83. Théorèmes de Graves et de Chasles. — Soient E, E’ deux ellipses homofocales ( fig. 13); d'un point M de l’ellipse extérieure E’, on mène les deux tangentes MA, MB à l’ellipse E; la différence MA + MB — arc ANB reste constante lorsque le point M parcourt l’ellipse E”.
Soient s et s’ les arcs OA et OB, 5 l'arc O'M, / et l'les longueurs AM et BM, 8 l'angle de MB avec la direction positive de la tangente MT : d’après les propriétés focales, l'angle de MA avec MT est égal à x — 6. En observant que AM coïncide avec la direction positive de la tangente en A et que BM est opposée à la direction positive de la tangente en B, la formule (16) donne successivement
dl = — ds + do cosh, dl'= ds'— ds cos0,
et, en ajoutant, il vient d(l+ 4) = d(s'— s) = darc ANB,
ce qui démontre la proposition énoncée.
Ce théorème est dû à un géomètre anglais, Graves. On démontre de la
même façon le théorème suivant, découvert par Chasles : Étant données” une ellipse et une hyperbole homofocales se rencontrant en N, si d’un point M, pris sur la branche d’hyperbole qui passe au point N, on mène les deux tangentes MA, MB à l’ellipse, la différence des arcs NA — NB est égale à la différence des tangentes MA — MB.
Un grand nombre d’intégrales définies, que l’on ne peut obtenir immédiatement, se calculent au moyen de deux procédés généraux que nous allons faire connaître.
Changement de variable. — Si, dans une intégrale dé
finie f f(æ)dzx, on remplace la variable x par une nouvelle /a
variable indépendante { au moyen de la substitution æ —v(t), on obtient une nouvelle intégrale définie. Nous supposerons que la fonction ©(£) est continue et admet une dérivée continue entre a et 5, et que w(£) varie toujours dans le même sens depuis & jusqu'à d lorsque £ varie de & à 8. |
L'intervalle («, 5) étant partagé en intervalles plus petits par des valeurs intermédiaires &, Li Las ss Cn-19 DSC ES V2, ++. T1, 0 les valeurs correspondantes de x =vw(t). On a, d’après le théorème des accroissements finis,
Li Lin (ty — ti) (05),
f; étant compris entre t;_, et Li; soit E;—%(06;) la valeur correspondante de +, qui est comprise entre 5.1 el Ti. La somme
f(h)(z1—a) Hf(Es) (re — mile. + f(En) (O — Tn-1)
a pour limite l'intégrale définie considérée. Mais cette somme peut
aussi s’écrire fLo()]e" (01) (ea) ++ TR) CU) Ci bia) Hess
et, sous cette forme, on reconnaît qu’elle a pour limite la nouvelle
intégrale définie si le (L)] o'(t) dt. On a donc l'égalité
b 8 (17) [ srde= | jte (0 de
qui constitue la formule du changement de vartable. On voit qu'on obtient la nouvelle différentielle sous le signe d'intégra-
tion en remplaçant, dans f (æ) dx, x et dæ par leurs valeurs &( t) et o/(t) dt, tandis que les nouvelles limites sont les valeurs de t correspondant aux anciennes limites. En choisissant convenablement la fonction © (4),1l peut se faire que la nouvelle intégrale soit plus facile à calculer que la première, mais on ne saurait donner à cet égard de règles bien précises.
Exemple. — Soient a et b deux nombres positifs; nous avons b b “je: dx Par far A — ETC 1 . 1 ki «a Le
TE fo fe — = — —= —— 3 a 4 LEE | 14 1 æ
et, par suite, on a l'égalité:
ju [T+ bar k æ AT AN &
Nous retrouvons la propriété fondamentale du togarithme (cf. n° 55).
Toutes les hypothèses qui ont été faites pour établir la for-
mule (17) ne sont pas indispensables. Ainsi il n’est pas nécessaire que la fonction +(t) varie toujours dans le même sens lorsque varie de « à 5. Pour fixer les idées, supposons que t croissant de a à y(y LÉ), p(6) aille en croissant de a à c(c > b), puis que, «# croissant de y à $, © (t) décroisse de c à b. Si la fonction f(x) est continue dans l’intervalle (a, c), on peut appliquer la formule à chacun des intervalles (a, c), (c, b), ce qui donne
c Y J fe) de = [| fiat] g(o de,
fæ)dr = [| fie #0 dr:
FREE
en ajoutant ces deux égalités, il vient J fade = [| pietoe'(o) dt
Par contre, il est nécessaire qu'à une valeur de x comprise entre & et b corresponde au moins une valeur de t entre a et B. Si l’on ne tient pas compte de cette condition, on peut être conduit
HA à des résultats absurdes. Par exemple, si à l’intégrale Je dx on +
rs applique telle quelle la formule (17) en posant x = t?, on est
conduit à écrire + 1 ES #1 ni dx = | — ÿt dt, / 2; 1 2 :
résultat qui est absurde, puisque la seconde intégrale est nulle. Pour appliquer correctement la formule, il faut partager l’intervalle (— 1, +1) en deux intervalles (— 1,0), (Co, rEtDin
premier intervalle, on posera x — — Vti, et l’on fera varier £ de 1 à o; dans le second intervalle, on posera x — V£?, et l’on fera varier { de o à 1. On trouve ainsi un résultat exact
Remarque.— Si l'on remplace, dans la formule (13), les limites
supérieures b et 8 par les limites variables æ et £, 1l vient L , t [fade [ rietis(o dr «a x
ce qui montre qu'une fonction F(x) dont la dérivée est f(x) se change, quand on pose + — (1), en une fonction ®(t) dont la dérivée est f[#(4)]2'(t). C'est aussi ce qui résulte immédiatement de la formule qui donne la dérivée d’une fonction de fonction. Nous pouvons donc écrire, d’une manière générale, |
: ft) ar HÉOIHOLZ
c’est la formule du changement de variable dans les intégrales
indéfinies.
87. Intégration par parties. — Soient w et » deux fonctions continues, ainsi que leurs dérivées u! et #', entre a et b. On a
due) _, de , du dede dr
et, en intégrant les deux membres de cette égalité,
b D b d(uv) à do f du ji se dx = f ur dr sil ç Te A
ce que l’on peut encore écrire
(18) f'udo=tut- f e du,
F(b)—F(a). Si l’on remplace la limite b par une limite va-
en désignant d’une façon générale par [F(x)], la différence
riable x, a restant fixe, ce qui revient à considérer les intégrales indéfinies au lieu des intégrales définies, on a de même
(19) Jude = ue — o du.
Le calcul de l'intégrale | u dv est ainsi ramené au calcul de
l'intégrale fe du, qui peut être plus facile. Soit, par exemple,
b à calculer l'intégrale définie k x"logx dx (m+1<o); en ba * À
ami posant u —logx, v— — ei la formule (18) donne b ñ b æn+1 loco x 1° I f logæ.æn dx = | | — æ dx de Mm+t Ja -.Mm+HE Re: æn+i1 logæx à, æn+i1 se HA (mm +21)
La formule ne s applique plus si »+1—o; on a, dans ce cas
particulier, À
dx I le je logæ — — ÉTOIR
La formule (18) peut être généralisée. Désignons par w, u”, ..., utetii pl, 0", ,:., of2t1): les dérivées successives es deux fonctions w et v. L'application de la formule (18) aux inté-
grales à u dpt, de u'dptt-1),,., conduit aux égalités suivantes :
b b de U pl+1) dx — f 71 don) — [uw pt) |D - f u 102) dx, « bd
4 d b b ë u'eln) dx = fé u' dytrihe ua f u"ptn-2) dr, DE:
b b b [ ue pda = 11 ut) do —=[ulro]i f uti+l po dy.
Le ere
En multipliant ces égalités par +1 et — 1 alternativement et ajoutant, il vient
b (20) fe UpUEL du = [up — yo E'ulot2) —,, + (— Drute jé
b EE (— 1)2#1 jé uti+1) a de,
CRT
formule qui ramène le calcul de l'intégrale f up) dx au calcul de l'intégrale fur dx.
Cette formule s'applique en particulier quand on a sous le signe d'intégration le produit d’an polynome « de degré 7 au plus par
la dérivée d’ordre (n +1) d’une fonction connue ’; on a,en effet, ut) — 6, et le second membre ne renferme AT aucun signe d’i intégration. Soit, par exemple, à calculer l'intégrale définie
4 lee f(2) de,
où f(x) est un polynome de degré n:; on pOsera =" NT} ent
= —> et la formule (20) donne, en mettant ex en facteur, oi+1 1
(21) À HP = eus Li — PERS .+(—r)t =) l.
ne +1
La même méthode, ou, ce qui revient au même, une suite d’intégrations par parties, permet de calculer les intégrales définies
de cosmx f(x) dr, 5h sinmæx f(x) dx, où f(x) est un polynome.
88. Formule de Taylor. — Dans la formule (20), remplaçons w par (b— x)", # par ure fonction F(x), continue ainsi que ses dérivées jusqu à l’ordre r + 1, entre a et b. Elle devient
b Lu (b = æ)" Furt) (x) dx
= [(b— zx) FW(g) + n(b—v)r1Fu-1(x) +...
+n!(b—zx)F'(x)+n!F(x)]#.
On ure de là
ru (b— a)"
b FU (a)+ 2e f Ft+1)(2)(b — x)" dx;
le facteur (b— x} conservant un signe constant lorsque zx varie deaà b,on peut appliquer la formule de la moyenne à l’ intégrale du mo membre, ce qui donne
b b 1h Ft) (x) (db ski æ)" dx — Fu (b — x)" dx
—_ ER (b — a)r+1 F(2+1) LE} :
Q Di
£ étant compris entre a et b. En substituant cette valeur dans
l’égalité précédente, nous retrouverons précisément la formule de Taylor, avec la forme du reste de Lagrange.
89. Transcendance de e. — La formule (21) permet de démontrer un théorème célèbre, découvert par M. Hermite : Le nombre e n'est racine d'aucune équation algébrique à coefficients entiers (1).
Faisons, dans la formule (21), «a —0, w = —1; il vient b fl este) de = 1e F(œ)é, où
ce que nous pouvons encore écrire b (9 . F(b)=et F(o) —e? f JÜTIE AR
Cela posé, admettons que e soit racine d'une équation algébrique à coefficients entiers Co+ Ce + C2e+...+ Cme!—= Oo.
Dans l'égalité précédente (22), faisons successivement d = 0, 1,2, ...,m, et ajoutons les formules obtenues, après les avoir multipliées respective— ment par Co, C4, .+-» Cm ; Il Vient
(23) c0 F(o) + ex F(1) ++ 0m F(m)+ Ÿ cieï | f{x)e dr =0, 20 D à
l'indice à ne prenant que les valeurs entières o, 1, 2, ..., m. Nous allons montrer qu'une telle relation est impossible, si le polynome f(x), qui est resté arbitraire jusqu'ici, est convenablement choisi.
Prenons
RMS 0 — 1)P(xm—2)r...(&—=m}P,
p étant un nombre premier supérieur à m; ce polynome est de degré mp + p —1,et, si l’on caleule ses dérivées successives, à partir de la pièæe, tous les coefficients sont des nombres entiers divisibles par p, car le produit de p entiers consécutifs est divisible par p!. D'ailleurs f(x) s’annule, ainsi que ses (p —1) premières dérivées, pour æ =1,2, ..., M; il s'ensuit que F(1), F(2),..., F(m) sont des nombres entiers divisibles par p. Reste
(‘) Cette démonstration est due à M. Hurwitz, qui s’est inspiré de la méthode suivie par M. Hermite.
à calculer F(o) :
F(o)=f(o) + f'(o)+..:+ fP-0(0) + ftP)(0) + PT O) +. 7: on a d'abord f(o) =f'(o)=...= ftr-2 (0) = 0, ét UP (0) PE (0) pr
sont des nombres entiers divisibles par p pour la même raison que tout à l'heure. Pour avoir f(?-1 (0), il suffit de multiplier par (p —1)! le coeffcient de æ?—1 dans f(x), ce qui donne + (1.2... .m)P. La somme
CoF(0)+aF(1)+..+ cs F(m).
est donc égale à un nombre entier divisible par p, augmenté de CDD ANT
si l’on a pris pour p un nombre premier supérieur à 7 et à ©, ce dernier nombre ne pourra être divisible par p, et la première partie de la somme (23) sera un nombre entier différent de zéro.
Nous allons montrer maintenant qu’en prenant pour p un nombre pre-
. mier assez grand, la somme
TL
Diet [tre dx
êx0 peut être rendue plus petite que toute quantité donnée. Lorsque æ varie de o à #, chaque facteur de f(x) est plus petit que m; on a donc | f(æ)| et : apP+p—1 —— 1) S (PA)! |
pin
[ra dx
et par suite
il ex dx es RE mnp+p—1, 0 (P Ace 1) :
m'iP+p—1 < M RE TU in o(2),
Dore [ fie dx
M étant une limite supérieure de| co [+ 1al+...+1c, |. Lorsque p augmente indéfiniment, la fonction w(p) tend vers zéro, car c’est le terme général d’une série convergente, où le rapport d’un terme aû précédent tend vers zéro. On peut donc trouver un nombre premier p assez grand pour que l'égalité (23) soit impossible; ce qui démontre le théorème de M. Hermite.
90. Polynomes de Legendre. — Proposons-nous de déterminer un polynome de degré nr, P,(æ), tel que l'intégrale
Ni OP, dz
où Q est un polynome de degré inférieur à 7, soit nulle, quel que soit ce polynome Q. On peut considérer P, comme la dérivée nième d’un polynome R de degré 2n, et ce polynome R n’est pas complètement déterminé, car on peut lui ajouter un polynome arbitraire de degré nr —1, sans changer la dérivée nième, Nous pouvons donc toujours supposer que l’on a dr R an :
nn le polynome R s’annulant ainsi que ses (7 —1) premières dérivées pour æ = a. D'autre part, la formule d'intégration par parties nous donne
ê D d" R d'i—1 R ; d'—2 R dnr-1 Q b | pe Q dan dx = (a dx'-1 st Q dxn-2 Ce à a R Tr) »
puisque l’on a, par hypothèse, NÉE R'(a)=0, ET R-1)/(a)=0, il faudra que t'on ait aussi, pour que l'intégrale soit nulle, Q(b)Rw-1(b)—Q'(b) Rw-2(b) +... QU-N(b) R(b) = 0.
Le polynome Q de degré na —1 étant arbitraire, les quantités Q (8), Q'(b), ..., QU-1)(b) sont elles-mêmes arbitraires, et il faudra que l’on ait aussi
R(b)=0, RICO ee Rt2-1)(b) = o.
Le polynome R(x) est donc égal, à un facteur constant près, au produit (æ— a)t(æ—b}", et le polynome cherché P, est complètement déterminé, à un facteur constant près,
ad dæ"
Lorsque les limites & et b sont —r et +1, les polynomes P, sont les
polynomes de Legendre. En choisissant la constante C comme Legendre, nous poserons
u I dr 24) D QUE Re teur (24, AN SM ORAN RTE
Si l’on convient en outre de poser X$ =1,ona
> 3æX2— 1 52x3— 3% My, AE, Ne EE X; TESTS
X, est un polynome de degré n, où tous les exposants de x sont de même parité que nr. La formule de Leibniz, qui donne la dérivée nième d’un produit de deux facteurs, montre immédiatement que l’on a
(25) X, CE) ir NN PENSE
D'après la propriété générale que nous venons d'établir, on a, (x) désignant un polynome quelconque de degré inférieur à n,
+ 1 (26) X, Q(æ) dæ = 0;
en particulier, si m et n sont deux nombres entiers différents, on a tou-
jours +1
(27) XnXr dt 0.
Cette formule permet d'établir très simplement une relation de récurrence entre trois polynomes X, consécutifs. Observons d’abord que tout polynome de degré n peut s'exprimer comme fonction linéaire à coefficients constants au moyen de X5, X1, ..., X,. Nous pouvons donc écrire
MAT — Cons G XXE CN Sr CHX CEE
Co; G1, C2, ... étant des coefficients constants. Pour déterminer C3, par exemple, multiplions les deux membres de cette égalité par X,_2 et intégrons entre les limites —1 et +1; il reste, en vertu des formules (26) et (27), +1 C3 f Dee dr =10;,
et, par suite, C3 = 0. On démontrerait de même que l’on a GC, =, C3 = 0, .... Le coefficient C1 est nul aussi, puisque le produit æX, ne renferme pas de terme en æ?. Enfin, pour déterminer C9 et C, nous n'avons qu’à égaler les coefficients de æ+1, et à égaler les deux membres pour æ =1. Nous obtenons ainsi la relation de récurrence
(28) (n+i1)Xpn—(2n+i)rXr+nXn1= 0,
qui permet de calculer très simplement les polynomes X, de proche en proche.
La relation (28) montre que la suite des polynomes
(29) X, X1, X>, CNE X»
jouit des propriétés d'une suite de Sturm ; æ variant d’une manière continue de — 1 à +1, le nombre des variations présentées par cette suite ne peut changer que lorsque x passe par une racine de X, — o. Or, les formules (25) montrent que, pour æ = —1, la suite (29) présente n variations, et, n’en présente aucune pour æ =1. L'équation X, —=0 a donc n racines réelles, comprises entre —1 et +1; ce qui résulte aussi très facilement du théorème de Rolle.
__ EXTENSIONS DIVERSES DE LA NOTION D’ INTÉGRALE. INTÉGRALES CURVILIGNES,
Nous allons généraliser encore la définition de l'intégrale définie. On a toujours supposé jusqu'ici la fonction bornée et l’in= tervalle d'intégration borné. On peut, dans certains cas, écarter ces restrictions.
91. L'une des limites devient infinie. — Soit f(x) une fonction bornée et intégrable dans tout intervalle (a, {), où a est un nombre fixe, / un nombre quelconque supérieur à a. L'inté-
grale [Ae) dx, où {> a, a une valeur déterminée, aussi grand «a que soit l; si cette intégrale tend vers une limite lorsque / augmente indéfiniment, on représente cette limite par [4e dr a Lorsque l’on connaît une fonction primitive de f(x), il est facile
de voir si l'intégrale a une limite. Ainsi l’on a
’ : Gé — Arctang/;
lorsque / augmente indéfiniment, le second membre a pour
limite =! et nous pouvons écrire
+ 11e dx T Lei TNRCS
On a de même, en supposant a positif et u —1 différent de
zéro, ACER RS 1 Ml de GUAM ErS
si p est plus grand que r, le second membre tend vers une limite lorsque / croît indéfiniment, et l’on peut écrire
Je k : PTE TETE
Au contraire, si 1 est plus petit que 1, l'intégrale augmente indé-.
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finiment avec /. Il en est de même si u—1, car l'intégrale s'exprime par un logarithme. Dans le cas général, il s’agit de reconnaître si la fonction
j F()= [f(x dr
tend vers une limite lorsque / augmente indéfiniment. D’après un résultat établi plus haut (n° 9), cl faut et il suffit, pour que F(4) ait une limite, que la différence q F(g)— E(p)= [ JC) tende vers zéro lorsque les deux nombres p et q croissent indéfiniment, indépendamment l’un de l’autre.
Le nombre «a ne figure pas dans cette condition, ce qui s'explique, puisqu'on peut prendre pour limite inférieure de l’intégrale tout nombre supérieur à &. La condition est facile à vérifier sur l'exemple de tout à l'heure où f(x) = kx”.
Si g est plus grand que p, on a
q JE Fix) dé
et par conséquent l'intégrale f f(x) dx a une limite st l’inté-
q £ f | f(æ)1 dr, à
£ grale fl |f(x)| dx a elle-même une limite, mais la réciproque n’est pas vraie.
On remarquera lanalogie de la règle précédente avec la règle générale de convergence des séries (n° 5). Comme celle-ci, elle est, en général, d’une application difficile, si la fonction f(x) est quelconque. Nous allons passer en revue quelques cas particuliers, qu’on rencontre souvent, où l’on peut reconnaître si l’intégrale a une limite ou n’en a pas.
Supposons que la fonction f(x) soit de la forme x-*4 (x), (x) étant une fonction qui reste bornée, lorsque æ augmente indéfiniment. Le premier théorème de la moyenne donne légalité
4 l (30) f ga Ve) de à f mr da,
u étant un nombre compris entre la borne supérieure M et la borne inférieure m de Ÿ(x), pour toutes les valeurs de x supérieures à un nombre fixe À, plus petit que les nombres p et gq.
Cette formule conduit à une conclusion certaine dans les deux Cas suivants : |
1° Silenombreuest plus grandqueun, l’ intégrale [ f(x)dzx $ “
a une limite, car le facteur 1 reste fini, tandis que le fac- 7 : | SR Te teur À x”* dx tend vers zéro lorsque p et g croissent indéfini- L P
ment.
2° Si le nombre à est£1,et si M et m sont du méme signe,
l'intégrale n'a pas de limite.
En effet, la valeur absolue de y, qui est compris entre deux nombres du niême signe M et m, reste forcément plus grande que le plus petit des deux nombres trmiliter [M|. Quant au fac-
7 4 teur Ve z-*dx, il augmente indéfiniment avec p, si l’on prend par e P
exemple g = p?.
Il y a doute lorsque & est £1, si les deux nombres M et m sont de signes différents, car le second facteur du produit (30) ne tend pas vers zéro, mais on ne peut rien affirmer du premier facteur u.
COSAT Doit duit x? f(x) est constamment plus petit que l’unité en valeur abso-
Par exemple, l'intégrale dx a une limite, car le pro-
RS Sin T dx; nous
lue. On ne peut rien dire jusqu'ici de l’intégrale {à avons en effet dans ce casa =1, M=1, m——1.
Les règles précédentes suffisent pour décider si une intégrale a une limite ou non quand on peut trouver un nombre positif a tel que le produit x* f(x) tende vers une limite différente de zéro pour æ infini. Dans ce cas, en effet, les deux nombres M et m sont du même signe que la limite de ce produit. L'intégrale a donc une limite si & est plus grand que 1 et n’a pas de limite si & est inférieur ou égal à 1.
Par exemple, pour que l'intégrale d’une fraction rationnelle ait une limite, lorsque la limite supérieure de l'intégrale augmente indéfiniment, il faut et il suffit que le degré du dénominateur sur-
es
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passe le degré du numérateur d’au moins deux unités. Prenons
encore APCE
| VRG@)
Pet R étant deux polynomes de degrés p et r respectivement; le à
.. 3 —P Nes ee : ; ; produit x? f(x) a une limite différente de zéro pour x infini. Pour que l'intégrale ait une limite, il faut et il suffit que l’on
aitp<=—1.
92. Application de la seconde formule de la moyenne. — Le raisonnement qui précède peut être généralisé. Lorsque la fonction f(x) est de la forme f(x) —v(x)%(x), la fonction d(x) étant posiuve et la fonction w(x) restant bornée lorsque x augmente indéfiniment, la première formule de la moyenne donne
q er f(æ)dæ =u | Y(x)dx, f Î
u étant un nombre qui reste borné lorsque p et q augmentent ; | indéfiniment. Si l'intégrale L(x) dx tend vers une limite, a
q q 14 d(x) dx tendant vers zéro, il en est de même de ‘fe NCA) et p D
par suite l’intégrale fe ÉCPNAT a aussi une limite.
La seconde formule de la moyenne conduit de même à une nou-
velle condition suffisante de convergence.
Si la fonction f(x) est de la forme w(x)Ÿ(x), o(x) étant une fonction positive décroissante, on a (n° 77)
(31) IÉOCLCEOROE (Per).
d’où l’on déduit immédiatement la proposition ci-dessous :
/ L'intégrale f o(æ)Y(x)dæx, où o(x)estune fonction positive «a
décroissante qui tend vers zéro lorsque x croît indéfiniment, a q une limite pourvu que lavaleur absolue de l'intégrale d(x) dx P
reste plus petite au un nombre fixe, quels que sotent p et q. ptus p q : 4 q pétq
On a un exemple simple en prenant d(x) = sinx, car la valeur “a | | absolue de f sin x dx est au plus égale à 2. ILest facile de montrer L2 P | directement que l'intégrale f. o(x)sinx dx, où w(x)est une fonc «a
uon positive décroissante, qui tend vers zéro lorsque x croît indéfiniment, a une limite, et que la convergence est comparable à celle d’une série altérée.
Supposons, pour fixer les idées, a — 0, le produit #(x)sinæ
restant fini pour x = 0. La courbe y = o(x)sinx a l'aspect d’une sinusoïde, traversant l’axe Ox aux points x = k7. Nous sommes ainsi conduits à étudier la série alternée
(32) Ap—- A+ A — Ag. + (—i) an+...,.
où l’on a posé (n+1)T FN DE o(æ)sinæ dx |; nr
an représente l'aire de la boucle comprise entre la courbe et le segment de Ox limité par les points d’abscisses nt et (n + 1)7. En posant 3 — y + nt, on a aussi
T an= f. (y +nr)siny dy.
Il est évident que la fonction sous le signe d'intégration diminue
quand À augmente, puisque #(x) est une fonction décroissante, et, par suite, On à Gyy1 << @n. D'autre part, @a, est plus petit que ro(nr) et par conséquent tend vers zéro quand n augmente indé= finiment. La série alternée (32) est donc convergente. Soit / un nombre compris entre nr et (n + 1)T; nous avons
D ik p(æ)sinx du =S, Ep af A0 ES
Sr étant la somme des n premiers termes de la série (32): Lorsque / augmente indéfiniment, il en est de même du nombre entier n, a, tend vers zéro et l'intégrale a pour limite la somme S de la série (32).
+ œ On démontre dé la même facon que les intégrales f sin æ? dx,
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+ © ‘4 cosæ? dæ, qui se présentent dans la théorie de la diffracuon,
ont une valeur finie. La courbe y — sin x?, par exemple, a la forme ondulée d’une sinusoïde, mais les ondulations vont en se resser-
rant de plus en plus, car la différence V(r + 1)T— Var de deux racines consécutives de sinx? tend vers zéro quand n croît indéfiniment. On peut du reste ramener ces intégrales à la forme précédente en posant x? — y.
Remarque. — Ge dernier exemple donne lieu à une remarque intéressante. Lorsque x croît indéfiniment, sin x? oscille entre —1 et +1; l'intégrale peut donc avoir une limite sans que la fonction sous le signe d'intégration tende vers zéro, autrement dit sans que la courbe y = f(x) soit asymptote à l’axe des æ. Voici encore un exemple où il en est de même et où la fonction f(+) conserve de plus un signe constant. Soit
fe) =
1 + x sin?
cette fonction est constamment positive si æ est positif, elle ne tend pas vers zéro, car on a f(kr) = kz. Pour faire voir que l’intégrale a une limite, considérons comme plus haut la série
C6 7 panel 4 em ne oo (2 0e ei CCE
(n+1)T x dx An — 2 DEEE EEE ; IT sin? x?
æ variant de n7 à (n+1)7, 6 est supérieur à né x, et l’on a
(n+1)T TL F2 rs LR + 1x f nT
1 + n°6 sin?Z
Une fonction primitive-est
= tang (1 + nS$ ns tangæ ).
PATENT
æ variant de nat à (n+1)r, tangx devient infinie une seule fois en pas-
sant de x à —; donc l'intégrale est égale (n° 79) à ——— et Vi + niri
l’on a
(nr +1)r*? (n +1)
An RE es Vi + n$Tr6 nr
La série £a, étant convergente, l'intégrale / f(x) dx a une limite.
Il est d’ailleurs à peu près évident que, si f(x) a une limite différente de zéro pour æ infini, l'intégrale ne peut avoir de limite. On a en
q effet f. f(x) dx = u(qg —p); si f(x) a une limite kZo, u a la même P
limite , et le produit 1(q — p) ne peut tendre vers zéro.
93. La fonction à intégrer devient infinie. — Considérons d’abord le cas particulier suivant. La fonction f(x) est bornée et intégrable dans tout intervalle (a+ e, b), où a < b, & étant un nombre positif quelconque plus petit que b — a, mais elle devient infinie pour x = a. L'intégrale de f(x), prise entre les limites a+ et b, a une valeur finie, aussi petit que soit e. S1 cette intégrale tend vers une limite lorsque e tend vers zéro, on convient, comme il est naturel, de représenter cette limite par
| [re pre
Lorsque l’on connaît une fonction primitive de f(x), soit F(x), on a b 4 J(æ) dx = F(b)—F(a+:) a+E€e
et 1l suffit d'examiner si F(a + <) tend vers une limite lorsque « tend vers zéro. On a, par exemple,
SENTE , à: | Va (T— a p—1|(b a) eur (1).
k I ; , ; Si ui, de terme Hi augmente indéfiniment lorsque + tend
vers zéro; au contraire, si 4 est moindre que 1, on peut écrire gl—1
tégrale définie tend donc vers une limite
— €'"Ÿ, et l’on voit que ce terme tend vers zéro avec +. L’in-
* Mdx _ M(b—a-t.
, (—a) Th
SIDE NO ra
" TE = Miog (2) 24 2 PET :
et le second membre augmente indéfiniment lorsque e tend vers
IV. — EXTENSIONS DIVERSES DE LA NOTION D'INTÉGRALE. 221 zéro. En résumé, pour que l'intégrale considérée ait une limite, #l fautet il suffit que n soit moindre que un.
La courbe qui a pour équation M ONE EFAT
admet la droite x — a pour asymptote, si a est positif. Cependant l'aire comprise entre l’axe des x, une ordonnée fixe x — 6, la courbe et son asymptote a une valeur finie, d’après ce qu’on vient de voir, pourvu qu'on aitu <1.
Dans le cas général, la question revient à reconnaitre si la foncuon de €
TO f(x) dx
tend vers une limite lorsque € tend vers zéro par valeurs positives.
Il faut et il suffit pour cela (n° 9) que la différence
3 a+E€ F()—F(#)= f fie) a+E€ tende vers zéro, lorsque les deux nombres positifs e, e" tendent vers zéro, indépendamment l’un de l’autre.
On en déduit les mêmes conséquences qu’au n° 91; nous les
indiquerons rapidement. Si la fonction f(x) est de la forme
Y(x) LE | Ur) — HR PEU étant un exposant positif, et Y(æ) une fonc-
tion qui, dans le voisinage du point a, reste comprise entre deux nombres fixes M et m,ona
a +£ a+E€' dx DR en cr:
u étant compris entre M et m. Cela étant :
1° Sa est inférieur à un, l'intégrale a une limite ; 2° SiaZ1, les deux nombres M et m étant de méme signe, l'intégrale n’a pas de limite.
Il y a doute siz21, lorsque M et m sont de signes différents. Toutes les fois qu’il existe un nombre # tel que le produit (æ — a)ÿ*f(x) ait une limite K différente de zéro, lorsque x tend
vers à, il faut et il suffit que à soit IRÉUEEE à un pour que l'intégrale ait une limite.
ee 22 ‘ ; « Exemples. — Soit f(x) — = une fonction rationnelle; si & est une racine d'ordre »# du dénominateur, le produit (x — a)"f(x)
tend vers une limite différente de zéro pour æ — a. Comme m est
au moins égal à 1, on voit que l'intégrale f(x) dx croît indé- + € finiment lorsque e tend vers zéro. Supposons au contraire
MRC Arr re
Pet R étant deux polynomes et R(x) étant premier avec sa dérivée:
& étant une racine de R(x), le produit (> —aŸf(x) a une limite pour + = a; l'intégrale a donc elle-même une limite. Ainsi è dx
re vi SR
a pour limite — pour € — 0.
1 LA Prenons encore l'intégrale f logx dx; le produit x’logx a
€ zéro pour limite; à partir ets valeur de x assez petite on peut
donc écrire | logæ | < Mz_ 2 M étant un nombre positif choisi à volonté. |’ intégrale a donc une limite.
Tout ce qui a été dit de la limite inférieure a peut être répété sans modification pour la limite supérieure 6. Si la fonction f(x)
est infinie pour æ — b, on définira l'intégrale / f(x) dx comme limite de l'intégrale JS Pe dx, lorsque :' tend vers zéro. Si f(æ) est infinie aux deux limites, on définira f° f(x) dx comme la
limite de l’ intégrale [ na dx, lorsque : et e’ tendent vers zéro,
indépendamment l'un ve l’autre. Soit « un nombre quelconque compris entre a et b; nous pouvons écrire
b—E JEU fr)de = [7 S)ar+ [| f(æ) dæ,
Di
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et chacune des intégrales qui sont au second membre doit admettre une limite. Enfin, si f(x) devient infinie pour une valeur c com-
b prise entre a et b, on définit l'intégrale / f(x) dx comme la (AE
. ee! b somme des limites des deux intégrales f CAT: fe XL) dE,
t CHE et l’on procède de la même facon pour un nombre quelconque de On | q
discontinuités comprises entre & et b.
Il est à remarquer que la formule fondamentale (8), qui a été établie en supposant f(x) continue entre a et b, s'applique encore si f(x) devient infinie entre ces limites, pourvu que la fonction primiuive F(x) reste continue. Pour fixer les idées, supposons que la fonction f(x) ne devienne infinie que pour une valeur c comprise entre a el b. On a
b c—E€" of fiæ)dæ=lim [ f(r)dr+lim f f(x)dr; a E"=0 à
si F(x) est une fonction primitive de f(x), nous pouvons écrire ect. :
b vi la) de—limF(e <)-Pla)+F(b)-—limF(c+e) 7 £"=0 € =0
La fonction F(x) étant supposée continue pour æ — c, F(c+:) et F(c—e') ont la même limite F(c), et par suite 1l reste
b fl PA) di = EF(0)=F(«).
Par exemple,
Si la fonction primitive F(x) devient elle-même infinie entre «a et b, la formule n’est plus applicable, car l'intégrale qui est au premier membre n’a, du moins jusqu’à présent, aucun sens.
Les formules du changement de variable et de l'intégration par parties s'étendent de la même façon aux nouvelles intégrales, en les considérant comme limites d’intégrales ordinaires.
94. La fonction l'(a). — L'intégrale définie + © (53) Fr(ad= lé œma-lerz dr Et)
a une valeur déterminée, pourvu que a soit positif. Considérons en effet les deux intégrales
Nf æa-1e-x dæ, [ aa let de, E V1
où € est un nombre positif très petit, et / un nombre positif très grand- La seconde intégrale a toujours une limite, car à partir d’une valeur de # assez grande on a alex = ce qui revient à écrire e > æ4+1, Quant à la première intégrale, le produit xt-4 f(x) a pour limite 1 lorsque æ tend vers zéro; pour que l'intégrale ait une limite, il faut et il suffit que 1 —@ soit inférieur à, un, ou que a soit positif. Supposons cette condition rem plie : la somme des deux limites est la fonction l'(a), appelée aussi inté-= grale eulérienne de seconde espèce. Cette fonction T(a&) devient infinie lorsque a tend vers zéro; elle a une valeur positive pour toute valeur positive de &, et augmente indéfiniment avec a. Elle présente un minimum pour æ —1,46163521..., et la valeur correspondante est 0,8556032... Intégrons par parties la formule (33) et supposons a = 1: en considérant ex dx comme la différentielle de — e-x, il vient ;
+ 00 T(a)=—-[zt-te-x]S® + (a —1) f æ4"2 FE De
mais le produit x4-te-* est nul aux deux limites, puisque a > 1, et il reste
L'application répétée de cette formule permet de ramener le calcul de (a) au cas où l’argument & est compris entre o et 1. Il est facile d'en déduire la valeur de T (a), lorsque a est un nombre entier. On à d’abord
+ © r{)= [ere fe-sti=i; |
la formule précédente donne ensuite successivement, en faisant a — 2, SA LATE: PEAR ;
TESTER D(5) =0T (2) eu
4 . r , . . 6 a et, d'une manière générale, si 7 est un nombre entier positif,
(35) l'{n) ETAPE
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9%. Intégrales curvilignes. — Voici une extension d’une autre nature, extrêmement importante, de la notion d’intégrale. Prenons, pour fixer les idées, une courbe plane C, représentée par les deux équations x = f(t), y — o(£); en faisant varier £ de a à O0, on obtient un certain arc AB de cette courbe. Supposons, par exemple, a < b, et prenons entre & et b une suite de nombres Re a tt, tn Lln = 06), et dans chaque intervalle Date ie." prenons à volonté une autre valeur 0;(4;_,<0,< t;). Soient (x;, y;) les coordonnées du point de C qui correspond à la valeur £; du paramètre, (Ëi, ni) les coordonnées du point qui correspond à la valeur 8;. Soit Etry)une fonction des deux variables x et J continue tout le long de Parc AB; considérons la somme
(36) PCË1, m1) (di — o) + P(E, no) (to — di) +... RCE ner Mr) Le.
étendue à tous les intervalles partiels. Lorsque le nombre n croît indéfiniment, de façon que la plus grande des différences 4; —#;., tende vers zéro, la somme précédente tend vers une limite que l’on appelle l’éëntégrale curviligne de P(x, y) étendue à l'arc AB, et que l’on représente par le symbole
JP de, AB
qui se lit : somme le long de AB de P(x, y) dx.
Pour démontrer l'existence de cette limite, nous supposerons que l’on peut partager l'intervalle (a, b) en un nombre finit d’intervalles partiels dans chacun desquels la fonction LP a constamment en croissant ou en décroissant, ou reste constante. Supposons d’abord que, € croissant de a à b, x croisse constamment de x, à X.
L'arc de courbe AB n’est rencontré qu’en un point par une droile parallèle à Oy, et peut être représenté par une équaon y — 4 (x), la fonction (x) étant continue de +, à X.
En remplaçant y par (x) dans P(x, y), le résultat est une fonction continue D(x)—P[>, d(x)], et l’on a
PC, ni) = PT: Y(br)] = P(E).
AB
Supposons, en second lieu, que l’on ait une courbe telle
que ACDB (Ag: 14), sur LR se trouvent deux points C et D,
Fig. 1
où labscisse est maximum ou minimum, Chacun des arcs AC, CD, DB satisfait à la condition précédente, et nous écrirons
FL P{x, y)dx il P(z,% de + f Péri de f P(æ, y) dx: ACDB AC CD DB |
mais il est à remarquer que, pour calculer les trois intégrales du second membre, on devra remplacer y par trois fonctions différentes de la ME x dans PEL
Si la fonction f (4) garde une valeur constante dans un intervalle partiel (c, d), une portion de GC se réduit à un segment de
parallèle à Oy, et l'intégrale curviligne correspondante P(x, y) dx
est nulle, d’ après la définition même.
Les intégrales curvilignes 1E Q(x,7)dy se ARR de.la
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même façon; ces intégrales, comme on le voit, se ramènent immédiatement aux intégrales définies ordinaires, mais leur introduc- Uon se justifie par leur utilité. Nous ferons remarquer aussi que lorsque l’arc AB se compose de plusieurs segments de courbe distincts, tels que droites, ares de cercles, etc., on doit calculer séparément les intégrales curvilignes provenant de chacun de ces segments.
Un cas très fréquent dans les apphcations est celui où les fonctions f (t), &(4) ont des dérivées continues dans l'intervalle (a, b). Dans ce cas, nous avons
Ba yes = (05) (tr tr),
6; étant compris entre t;_iet t;; si l’on prend pour le point (in celui qui correspond à cette valeur 8;, il vient
Dà PE ni) (ri — œi 4) => PET CII) CE é 4)
et, en passant à la limite, b JPG nd = f PLyEe), e1fto de AB a
On obtiendrait de la même façon une formule analogue pour /Q dy,
et, en ajoutant les deux formules, il vient
(37). J Pa+ ar = f LP F'(4) + Q o'(4)] de:
c’est la formule du changement de variable dans les intégrales curvilignes. Bien entendu, si l'arc de courbe AB se compose de portions de courbes distinctes, lés fonctions f(4) et o(t) n'auront pas la même expression tout le long de AB, et l’on appliquera la formule à chacune des portions séparément ne
(!) Il est facile de démontrer l'existence d’une limite pour la somme (36), dans un cas plus général que celui qui est considéré dans le texte. Cette somme P 8 q q peut s’écrire en effet
DCIOIMOETONE
si l’on se reporte à la note du n° 74, on voit que cette somme a une limite lorsque la fonction f(£) est croissante.
Il en sera évidemment de même si f(£) est la différence de deux fonctions
96. Application à l'aire d’une courbe fermée. — Pour donner un exemple de l'utilité des intégrales curvilignes dans la généralisation des énoncés, reprenons la formule qui donne l’aire du domaine limité par la courbe fermée Am, Bm:A'A de la figure 11
b b (n° 81). Les deux intégrales f Ya(æ)de, [ L,(æx) dx sont
égales respectivement aux intégrales curvilignes 1 y dx, À’ B
© An;
change le signe d’une intégrale curviligne en changeant le sens
y dæ; d’autre part, l'intégrale ra y dæ est nulle, et l’on B AAA
de parcours. Si nous convenons de dire que le contour C est décrit dans le sens direct lorsqu'un observateur debout sur le plan et décrivant ce contour laisse à sa gauche l'aire enveloppée [les axes ayant la disposition habituelle, comme dans le cas de la figure (t)]|,le résultat obtenu peut s'exprimer comme il suit : L’aire Q enveloppée par le contour fermé C a pour valeur
(38) o=— | yar.
l'intégrale curviligne étant prise le long du contour fermé C dans le sens direct. Cette intégrale ne changeant pas; quand on déplace l'origine des coordonnées, la formule subsiste, quelle que soit la position du contour C par rapport aux axes de coordonnées.
RS
croissantes, c’est-à-dire une fonction à variation bornée. De même, l'intégrale
curviligne Q(æx, y) dy aura une valeur déterminée si la fonction y =#(t) «/ AB est à variation bornée. En appliquant celte remarque aux intégrales curvi-
ligues fr az, [= dy, on en conclut que le domaine D, limité par une courbe
fermée C[æ=f(t), y=#(Et)], est quarrable pourvu qu’il existe une combinaison linéaire ax + by qui soit une fonction à variation bornée, car on pourra toujours choisir les axes de facon que l’abscisse soit une fonction à variation bornée.
(1) D’une facon générale, quelle que soit la disposition des axes de coordonnées Oæx, Oy, on dit qu’un contour fermé Cest décrit dans le sens direct si
la rotation de — qui améne la direction positive de la tangente sur la direction de la normale intérieure au contour C s'effectue dans le même sens que la rota-
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Considérons maintenant un contour C de forme quelconque. Nous supposerons qu’on peut, en menant des transversales joignant deux points de C, obtenir des contours partiels dont chacun n’est rencontré qu’en deux points par une droite parallèle à Oy. Tel est le cas de la région limitée par le contour C de la figure 15 que lon
décompose, au moven des transversales ab, cd, en trois régions limitées respectivement par les contours amba, abndcqa, cape, à chacune desquelles on peut appliquer la formule précédente. En ajoutant les résultats obtenus, les intégrales curvilignes provenant des lignes auxiliaires ab, cd se détruisent, et l'aire limitée par GC est encore égale à l'intégrale curviligne — [> dx, prise le long de C dans le sens direct. \
On démontre de la même façon que l’on a
(39) O0— | x dy, (C)
et, en combinant les deux formules, 1l vient
(40) 0: | dy —yar,
les intégrales étant toujours prises dans le sens direct. Par exemple, l’aire de l’ellipse, représentée par les formules
= ACOST, y = b siné, a pour expression
0 = f ab(cos?t + sin?t) dt = rab.
Quand on passe des coordonnées rectangulaires aux coordonnées
polaires par les formules += cosw, y —p sinw, on trouve aussitôt la relation x dy — y dx —p? dw, de sorte que l'intégrale curvi-
ligne (40) est identique à l’intégrale = fe’ dw, prise le long de la courbe C (cf. n° 81). |
Remarque.— Toute intégrale curviligne f P dx + Q dy, prise le long
d’un contour fermé GC, dans le sens direct, peut s’écrire sous une forme un peu différente, en faisant intervenir l'arc du contour. Soient a, Ê les angles de la direction positive de la tangente avec O x et O y (comptés de o à x), «' el f'les angles de la direction de /a normale intérieure avec Ox et Oy. Supposons que, par un point M de C, on mène deux demi-droites Mx', My respectivement parallèles à Ox et à O y; une rotation qui amène Mz' sur la direction positive de la tangente amènera My’ sur la normale intérieure, et par suite on à f'= «, cosfi"— cosa. La relation d’orthogonalité
cosa cos + cosf cosf—= 0
donne ensuite cos 8 — — cosz”,
et par suite dx = cosa ds = cosfds, dy = cosf ds —=— cosu'ds.
L'intégrale curviligne fe dx + Q dy devient donc ; NF Nr
at cos B'— Q cosa') ds, G
l'élément ds étant essentiellement positif. Si le contour C présente des points anguleux,on le décomposera en plusieurs arcs de façon que sur chacun d'eux a’ et fi" soient des fonctions continues de s, et l’on fera la somme des intégrales étendues à chacun des arcs. j
Par exemple, l’aire d’un domaine D est représentée par l’une ou l’autre
des intégrales Le cosa' ds, — fr cos B' ds, £ C
et ce résultat est indépendant de la disposition des axes.
97. Valeur de l'intégrale + / dy — y dx. — 1l est naturel de se
demander ce que représente l'intégrale [+ dy — y dx, prise le long 5 > 2 « d’une courbe de forme quelconque, fermée ou non.
Considérons, par exemple, les deux courbes fermées OAOBO, ApBgCrAsBtCuA (fig. 16) qui ont respectivement un point double
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et trois points doubles. Il est clair que l’on peut les remplacer l’une et Pautre par la réunion de deux courbes fermées sans point double. Ainsi le contour fermé OAOBO est équivalent à la suite des deux contours OAO, OBO, L'intégrale prise le long du contour total est égale à l’aire de la boucle OAO diminuée de l’aire de la boucle OBO. De même, le second contour peut être remplacé par les deux courbes fermées Ap Bg CrA et AsBtCuA.
L'intégrale est donc égale à la somme des aires des boucles ApBsA, BtCqgB, Ar Cu A, plus deux fois l’aire de la boucle As Bag CuA. Le raisonnement est général. Un contour fermé, avec un nombre quelconque de points doubles, détermine un certain nombre de domaines partiels, d’aires 1, C2 +.) Cp, Qu'il ne traverse plus et qu’il limite complètement. L'intégrale, prise le long du contour total, est égale à une somme de la forme
M7 MI +... + MpOp;,
Mi, M2, -.., Mp étant des nombres entiers positifs ou négatifs, que l'on détermine par la règle suivante : Étant données deux aires limitrophes 5, s séparées par un arc ab du contour ©, on imagine un observateur debout sur le plan et décrivant le contour dans le sens indiqué par les flèches; l’aire laissée à gauche a un coefficient supérieur d'une unité à celui de l’aire laissée à droite. On donne le coefficient o à l'aire 1lhimitée extérieure au contour, et l’on détermine les autres coefficients de proche en proche.
Si l’on a un arc de courbe AB non fermé, on le transforme en une courbe fermée en joignant les extrémités À et B à l’origine, et l’on applique la règle précédente à ce contour; car l’intégrale f = dy — y dx, prise le long
LA
des rayons OA et OB, est évidemment nulle.
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98. Différentiation sous le signe | . — On a souvent à étudier des intégrales définies où la fonction à intégrer dépend non seulement de la variable d'intégration, mais d’une ou plusieurs variables que l’on considère comme des paramètres. Soit f(x, 4) une fone-.
ton des deux variables x et &, continue lorsque æ varie de x, à X et que « varie entre Certaines limites &, 4,: L'intégrale définie
F(a)= f(x, 2) dr, où l’on suppose que « ait une valeur déterminée comprise entre el «,, et où les limites x, et X sont indépendantes de 4, est une fonction de la variable &, dont nous. allons étudier les propriétés. Nous pouvons écrire
(D Fat aa) F(a)= [| [fGe 2 + 42) — fe, 2)] da:
la fonction f(x, «) étant continue, on peut prendre As assez petit pour que la différence sous le signe d'intégration soit moindre en valeur absolue qu’un nombre positif donné à l'avance e, quel que soit æ. L’accroissement AF (4) sera donc moindre en valeur absolue que e[ X — x]; ce qui prouve la continuité.
Si la fonction f(x, :) a une dérivée par rapport à la variable «, on a
f(x, 2 + Ax) — f(x, a) = Az| fix, œ)+e],
e tendant vers zéro en même temps que Az. On peut donc écrire, en divisant les deux membres de l'égalité (41) par Av,
n X X LE FO 2 f FES a) de + f e dx;
‘0 désignons par n une limite supérieure de € en valeur absolue, la dernière intégrale est moindre en valeur absolue que n[X — xl et, en passant à la limite, il vient
dE Le (42) PS f fat; «) dr.
Pour que la conclusion soit absolument rigoureuse, il faut être assuré que l’on peut prendre Az assez petit pour que la valeur absolue de € soit moindre que tout nombre positif n donné à l’avance, et cela pour toutes les valeurs de + comprises entre les limites +, et X. Il en est certainement ainsi lorsque la dérivée f(x, «) est elle-même continue. En effet, le théorème des accrois-
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sements finis donne J(æ, a+ Aa) — f(x, a) = Aufa(x, a + 0 A) (o LB <1), et l'on a, par conséquent, ce — fat, a +6 Aa)—fa(x, a).
Si la fonction f, est continue, la différence < sera moindre que r en valeur absolue, quels que soient x et +, pourvu que [As| soit inférieur à un nombre positif À choisi assez petit (n° 12). Supposons maintenant que les limites X et x, sont elles-mêmes des fonctions de &. On peut écrire, en désignant par AX et A, les accroissements correspondant à un accroissement A,
F(aæ+ à) F(a)= f (fe, a+ 42) —f(r, 2)] de " xo+ ATX
X+AX # “6 f(æ, a + Aa) dr — Î f(æ, ++ Aa) de, x To
ou, en appliquant le théorème de la moyenne aux deux dernières intégrales et divisant par Au,
ne Ce a+ Aa)= fa, a) Aa ms re Az |
AX Az Sr + AX, x + Ax) — = f (æo+ ar, x + Aa).
Lorsque Ax tend vers zéro, la première intégrale a la même limite que plus haut, et il vient, en passant à la limite,
. dF ; dx dx CODES = f faite, a) de + PCR, à) — TE fo: 2).
C'est la formule générale de différentiation sous le signe se
Toute intégrale curviligne pouvant se ramener à une somme d’intégrales définies ordinaires, la formule s’y étend immédiatement. Par exemple, soit
F(a) = Je Pix, y,2)dx + Q(x, y, a) dy AB
une intégrale curviligne prise le long d’un arc AB qui est le même,
quel que soita; on a
F'(a) = f. Ph(æ, y, a) de + Qu(x,y,a dy, AB »
l'intégrale étant prise le long de la même courbe.
* 99. Intégration sous le signe hé — Soit f (x, y) une fonction des deux variables +, y, qui est continue dans le domaine D défini par les conditions (a£x£b,c£y£d), a, b, c, d étant des conistantes. La signification de l'expression
b d f dr f fn
est bien clawe; x . une valeur déterminée comprise entre &
el HA intégrale if f(x; y)dy estune fonction continue de x que
l’on intègre ensuite entre les limites & et b. Dans cette expression, on peut intervertir l’ordre des intégrations. sans changer le | résultat. En d’autres termes, on a l'égalité À
CPE CE af sens [| C7 fe y) des.
quiest la formule d'intégration sous le signe FÉ Pour le démontrer, laissons @, c, d constants et remplaçons à par un nombre variable { compris entre a et b; l'égalité devient
(5) [ae fre ») dy = : ‘a [rc y)dz.
Les “ve membres hi cette FD sont des fonctions de t qui sont nulles pour t= à; il suffira donc de prouver que leurs dérivées: par rapport à £ sont one Or, si l'onpose———
d L ++ d É [fe nay=ra, [ra party), la relation (45) s’écrit
t d NN [ F(x) dx = f. B(t, y) dy, : 3 k
V. — DIFFÉRENTIATION ET INTÉGRATION
et l’on vérifie immédiatement us les dérivées des deux membres
par rapport à {, F (4) free ne dy, sont égales à je f(t,7)dy:
Les démonstrations précédentes supposent essentiellement que les fonctions sous le signe d’intégration sont continues et que les limites de l'intégration sont finies. Lorsque ces ‘conditions ne sont pas remplies, les conclusions peuvent être toutes différentes et l'application des formules habituelles (43) et (44) peut conduire à des résultats illusoires ou même absurdes.
On a par exemple
a a dx | HE I F(«:) = fe — = [arc ang? | — Arc tang -; œ 0 5
a+ x? a lo
cette fonction est discontinue pour 4 = 0, et l’on a
CRE
ici la fonction sous le signe f. est discontinue au point æ—4—0. Prenons
LS ee F(a) oh da ;
en posant ax = y, il vient
+. Ce [ bee co} ds Î[ sin y dy,
de même l'intégrale
le signe devant la seconde intégrale étant le signe de x, car les limites de la nouvelle intégrale sont 6 et + «, ou o ét — +, suivant que x est positif
K : £ 4 œ F* È ou, négatif. On a vu plus haut (n° 92) que l'intégrale * nu dy est à 0
une quantité positive N. L'intégrale considérée est donc égale à = N, suivant le signe de «. En appliquant à cette intégrale la formule (43) 0 on
arrive à l'égalité + co F'(a) = f cosaæ dx,
dont le second membre n’a aucun sens. | 2?— y? ; »
(a+ y2}? et appliquons-lui
la formule (44), les limites des deux intégrations étant o et 1: on obtient
Considérons encore la fonction f(x, y ) —
ainsi légalité
16 fa LS Hp à f' RES AS Se (46) ee En) y= f J J. (2
Une première intégration nous donne
Lo) = s CAE D 247) 0 WADE
et le premier membre de l'égalité a pour valeur —: En opérant les intés 4 |
grations dans l’ordre inverse, on trouve de même pour valeur du second
membre — —. L'absurdité du résultat tient à ce fait que la fonction f(x, y)
est discontinue pour le point æ = y = 0, situé sur la frontière du domaine considéré (voir plus loin n° 136).
100. Intégrales uniformément convergentes.— Ün peut cepen= dant appliquer les formules (43) et (44) dans des cas plus génés -raux que ceux qui ont été considérés dans la démonstration. Soit f(x, «) une fonction continue des variables x et x, lorsque xest supérieur à un nombre «a et que * reste compris entre 9 êt ue
S1 l'intégrale 1. f(x, +) dx tend vers une limite lorsque / aug: : | mente indéfiniment, quel que soit «, cette limite
(47) F(x) = f(x, à) dx a estune fonction de # quin’est pas nécessairement continue, comme le prouve un des exemples cités tout à l'heure. Nous dirons que l'intégrale (47) est uniformément convergente si à tout nombre positif : on peut faire correspondre un autre uombre L tel que l’on ait
LIT
pourvu que l’on ait {ZL, ce nombre L étant le même pour toutes les valeurs de à dans l’intervalle (4, %, ). La fonction
a+n Ph(a) = f tr, aÿde,
V. — DIFFÉRENTIATION ET INTÉGRATION. 237 où x est un nombre entier positif, tend donc uniformément vers sa limite F(«), lorsque » croît indéfiniment, et par suite F(«) est une fonction continue de &.
Supposons maintenant que l'intégrale obtenue par la règle habi-
tuelle de différentiation sous le signe
| " NP | (49,) Fi(a)= f dx
ail un sens et soit elle-même uniformément convergente dans l’intervalle (4, 4), La fonction
a+n Of LA — À dd.
F,(a) Î dx
tend uniformément vers sa limite F,(x); or, on a, quel que 0 . of soit n, aa) — Pr (2) ] si = est continue. Parssuite, PF, (a) est la dérivée de F(«) (n° 31).
Ainsi, on a le droit d’appliquer à l'intégrale (47) la formule habituelle de différentiation sous le signe Je pourvu que l’inté-
grale obtenue de cette façon soit uniformément convergente. De même, si f(x, «) est infinie pour la limite x — a de l’intégration, on dira que l’intégrale
b (50) F(a)= f. f(æ, à) dx VUE AS
est uniformément convergente si, à tout nombre positif e, on peut faire correspondre un autre nombre posiuf r, indépendant de »,
tel que l’on ait a+h
À f(æ, a) de
pour toutes les valeurs positives de h, inférieures à n. On peut encore appliquer à l’intégrale (50) la formule habituelle de diffé-
Fr
renlialion, si l'intégrale obtenue ainsi est uniformément convergente; la démonstration est analogue à la précédente.
On peut de même étendre la formule d'intégration sous le signe | au cas où l’une des limites est infinie. Soit f(x, «) une
fonction des deux variables x et «, continue pour +24, to SA a.
+ je - Fe Se l’intégrale f f(x, «) dx estuniformément conver gente
dans l'intervalle (45, 4), on a
+ Xs œ: + co à | (51) fs dx f(x, à) da = da | f(x, &)dz.
“ 0 Xo a Ê
a (4 Soit {un nombre quelconque supérieur à &; d’après la formule générale (44), on a
CA CA l (52) [ dx FL) 4) 44 = f aa f. J(æ, a) &x.
0 Xo °°a - 4
re L 4
Lorsque / augmente indéfiniment, le second membre de cette éga-
lité a pour limite en + œ© : a » à : “410 .
f du [ J(r, à) dx, ‘1 CA a
car la différence entre ces deux expressions est égale à
X: —+- 0 VE du | JC, a) dx, %o L
quantité inférieure en valeur absolue à « [ai — «|, pourvu que L soit supérieur à un nombre L. Le premier membre de l’équa-
tion (a2) tend donc aussi vers une limite qui est représentée par le symbole
+ © œ; de a | Fete) de a ”
En égalant ces deux limites, on obtient la formule (O1 }
ri Q ’ 0 2 sin Exemples. — 1° Considérons l'intégrale F(x) = f eaux dx, R æ
- Où 420. Cette intégrale est uniformément convergente, car on peut écrire, d’après la seconde formule de la moyenne,
q : l Ë sin Can < eaux dvi sinæ dx, n «4 17,
où [LE <q, et, par suite, on a
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si l'est supérieur à —; le premier membre de cette inégalité sera inférieur
à «, quel que soit «20. Donc la fonction F(4) est continue pour 420. L'intégrale obtenue par la différentiation est uniformément convergente pour toutes les valeurs de x supérieures à un nombre positif £. On a,en
effet, + ©
: L f e-%x sin x dx | < e-ax dx = -e-%l, L ./1 5
LE
et il suffit de prendre / assez grand de façon que l’on ait kek! => - pour €
que la valeur absolue de cette intégrale soit inférieure à <, lorsque « est supérieur à #. On a donc Fa) =— [l erax sinx dy;
l'intégrale indéfinie s'obtient aisément, et l’on trouve
F'{a) [e-Xx(cosx + asinx)|+* — I UE ————————————————— LE 3 1 + a? 0 1 + 42?
on tire de là
F(x) = G — Arctangz,
et l’on détermine la constante C en remarquant que l'intégrale définie F(«)
. (One
tend vers zéro lorsque x croît indéfiniment, ce qui donne C —
Dia
donc en définitive
$ sinæ I (53) fé erxx dx = Arctang -:
Cette formule n’est établie que pour les valeurs positives de 4, mais on à remarqué que F(x«) est une fonction continue de «x, même pour 4 = 0. En faisant tendre « vers zéro, il vient donc à la limite
. | —+ , (54) SAT Re 0 WA 2
fé ure dire
0 Va — x
la fonction f(x) étant continue, ainsi que f(x), dans un intervalle (o,&), et à étant compris dans cet intervalle. La formule habituelle de différentiation conduit à un résultat illusoire, car on obtient la différence de deux infinis. En posant x = at, il vient
ve Va f(at) dt.
FCo = f Ts
l'intégrale obtenue par différentiation
THARTE CR é Va fait) 2 Va
—— dt 0 Le
est uniformément convergente dans tout intervalle (ao; &1), do et «1 étant
Le PL , 3 ee M dt positifs et inférieurs à a, car elle est comparable à une intégrale
M étant un nombre fixe. En revenant à la variable æ, on a donc
F'(a) = f@)+re fa),
Proposons-nous, comme application, de déterminer la fonction f(x) de façon que la fonction F (x) soit indépendante de x. La dérivée F'(x) doit être nulle, ce qui ne peut avoir lieu que si Ja fonction Jf(x)+ 2xf'(x)est nulle identiquement, du moins si l’on admet que cette expression n’admet
pas une infinité de zéros dans le voisinage de l’origine. Cette condition peut s’écrire
RER hE ms :
OMETISS C . à Far et l'on entire f(x) = PS Cette fonction répond bien à la question; on æ
a, en effet,
comme on le voit aisément au moyen de la substitution + = a sin? o.
101. Théorème de D’Alembert. — Si, en caleulant séparément les deux membres de la formule (44), on arrive à des résultats différents, on doit en conclure que la fonction J(æ, y) est discontinue pour un système au moins de valeurs de x et de J, vérifiant les conditions a£x£<b,c=y<æ
Gauss a déduit de cette remarque une démonstration très simple du théorème de D’Alembert,
Soit F(z) un polynome entier en 3 de degré m, dont nous supposerons, pour fixer les idées, les coefficients réels. En remplaçant z par
p(cosw + isinw),
et séparant les parties réelles et les parties imaginaires, on peut écrire
F(3) = P 30, en posant P = Asp" cosmuw + A pi cos(m — 1)w +...,
Q = Aop”? sin mw + A1971 sin(m —1)wù +...
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à P Soit V la fonction arc tang NÉ on à
eue oP Ô OV _ * op de CNRS 00 0 10 du CAT. Or5e daplede Pit. OT
et, sans qu'il soit nécessaire de développer le calcul, on voit que la dérivée
seconde est de la forme
CEA dp dw 22V M
dp dw — (P?+ Q:}
M étant une fonction continue de p et de w. Cette dérivée seconde ne peut devenir discontinue que pour les systèmes de valeurs (p, w) qui annulent à la fois P et Q, c’est-à-dire pour les racines de l'équation F (a) = 0, S1 donc on démontre que les deux intégrales
2H R R 2 o2V oV (55) 1 re ere JE d AA ee 76 o 900 ? : ef dp dw
sont inégales, pour une valeur donnée de R, on peut en conclure que l'équation F(3) — o a au moins une racine de module inférieur à R, Or la
02 V OV ]w=27 seconde intégrale est toujours nulle, car on a f. ——— do = | ? à 09 dw 00 |w=0 OV et a est une fonction périodique de w, de période 2x. Calculons de même
la première intégrale; on a R * f O?V te ——— do Move ?
Jo 2200 du Jp=0
OV et un calcul facile montre que as Cst de la forme
OV —mAÎpm+.., a ———) du Agom+...
les termes non écrits étant de degré inférieur à 2m en ep, et le numérateur n'ayant pas de terme indépendant de p. Lorsque p augmente indéfiniment, le second membre a pour limite — m; on peut donc choisir R assez grand
pour que la valeur de dei pour p = R, soit égale à — m + €, € étant infé-
2T rieur à » en valeur absolue. L'intégrale f (— .m —+e) dw est évidem-
ment négative et, par conséquent, la première des intégrales (55) ne peut être nulle.
mi R 16
a I I Lee 1. Démontrer que la somme 7 Te limite logo,
lorsque n augmente indéfiniment.
dx Leg}
‘On prouve que cette somme a pour limite l'intégrale définie / | 0
Trouver de même les limites des sommes
Es LUN de n ERP FÉT FA Che .….. rm n?+ I n? + 2! n?+ (n —1}?
I I I se
— A ——— - Vrè—r NAT 2 RER
en les rattachant à des intégrales définies. D’une façon générale, la limite
de la somme ÿ o(t, n) pour n infini est égale à une intégrale définie lorsque o(t, n).est une fonction homogène de degré —1 detetden :-
3. Trouver la valeur de l'intégrale définie | log(sinæ) dx =— = log 2. ,
On peut partir de la formule connue de Trigonométrie
CT NET . (AR —I)T n SIN — Sn —,,, Sn ——— — — ; DE n D mt
ou s'appuyer sur les égalités presque évidentes
ne À
JE Log(sinæ) de = f RECRUE =; fr og (M2E) à æ. 0 0 \
Démontrer que l’on a f le(s) — = log
à Er
[On peut poser + = tangve et partager l'intégrale obtenue en trois. parties. |
’ T 0 “6. Trouver la valeur de l’intégrale définie f. log(1—2x cosx + «?)dx, [ Porsson.]
En partageant l'intervalle de o à + en x parties égales et appliquant une formule connue de: Trigonométrie, on est conduit à chercher:la limite, . pour } infini, de l'expression
Fr Fra ES Eog | (a |:
si 4 est compris entre —1 et +r, cette limite est nulle. Elle est égale a rloga?, si a? 1,
COS
+ ar)? ;
sont discontinues pour & = 0.
9. Soient f(x) et #(æ) deux fonctions intégrables dans l'intervalle (a, b}, Démontrer l'inégalité de Schwarz
Cf ze ae) < f Pad x fe de
légalité ne pouvant avoir lieu que si le rapport Z est constant. On peut remarquer, par exemple, que lintégrale f° [af(æ)+Bo(x)]? dr est une forme quadratique définie positive en «, 8. |
10. Soient f(x)eto(x) se fonctions continues dans l'intervalle (a, b) et (&, æ1, T2, ..., b) une division de cet intervalle. Si l’on prend deux valeurs quelconques £;, 1; dans chaque intervalle partiel (x;_1, æ;),
somme © f(E:)g (ne) (æi— Æi-1) à pour limite l'intégrale définie b J fœ)ota) de.
Soit f(x) une fonction continue et RE dans ni (a, b
Le produit des deux intégrales définies [°° f(x) dx [+ VE OL minimum
lorsque la fonction est constante,
AU L'oe . . = - :
12. Soit | l'indice d’une fonction (n° 79) entre #, et #1. On a la relation
d'4 "1 I Lee où e=-+1 lorsque f(20)>0, fai) <o, e=—1 lorsque fa) <0,
f(æ)> 0, € = 0 lorsque f(x) et f(æ1) ont le même signe. On applique la formule de la page 189 aux deux fonctions f(æ)
+13. Soient U et V deux polynomes de degrés n et n —1 premiers entre eux. L'indice de la fraction rationnelle TU’ entre les limites — et + de la variable, est égal à la différence entre le nombre des racines imaginaires de l’équation U + ëV = 0, où le coefficient de £ est positif, et-le
nombre de ces racines où il est négatif.
[Henmire, Bulletin de la Société mathématique, t. VII, p. 128.]
*14. Établir le second théorème de la moyenne au moyen d’une intégration par parties.
Soient f(x) et o(x) deux fonctions continues dans l'intervalle (@, b) dont la première f(x) est constamment croissante ou constamment décroissante et admet une dérivée continue. On a, en posant
D(æ) = [ed
et intégrant par parties,
b b IMOFOLENOLOE MIOLOr
la dérivée f'(x) ayant un signe constant, il suffit maintenant d’appliquer la première formule de la moyenne à la nouvelle intégrale.
*13. Soit f(x) une fonction continue positive dans l'intervalle (@, b). L'expression : 1 n
K = | J Lier a
tend vers le maximum M de f(x) dans l'intervalle (a, bd), lorsque nr augmente indéfiniment. [ Riez.]
R. On peut, pour la démonstration, supposer b — a =1. Îl est évident alors que l’on a 1, < M. D’autre part, si f(x) est supérieur à M — e dans un | 1
intervalle (x, f), on a aussi 1,> (M—e)(B— a)", d'où l’on conclut aisément qu'en prenant A assez grand, on a aussi J, > M — 2e.
EVE V7 s | “
16. Étant données deux courbes planes quelconques G, C', on fait correspondre les points (æ, y), (x', y') des deux courbes où les tangentes sont parallèles. Le point de coordonnées æ,= px + qgæx', Yi = py + qy", où p et g sont des constantes données, décrit une nouvelle courbe G;, et l'on a, entre les arcs correspondants des trois courbes, la relation
HS EN.
Les arcs correspondants des deux courbes
B=tf'(t)—f(t) +9" (t), _ æm'=t$f'(t)— f(t) — p'(6), J= f'(t)—tp(t)+y(E), J'= f'(t)+to'(t)—v9 (Et)
ont la même longueur, quelles que soient les fonctions f(£), o(t).
18. Soient C une courbe fermée, C; la podaire de cette courbe relativement à un point À, C: le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point À sur les normales à C. On a, entre les aires de ces trois courbes, la relation = Soi — bo.
D'après les propriétés de la podaire (n° 62), si 9 et w sont les coordonnées polaires d’un point de C1, les coordonnées du point correspondant de GC, sont p” et w + _ et celles du point correspondant de C
Sont r = Ve?+ p?et ® = w + arc ange.
“19. Lorsqu'une courbe C roule sans glisser sur une droite, tout point A invariablement lié à la courbe C décrit une courbe appelée roulette : 1° l’aire comprise entre un arc de la roulette et la base est égale au double de l’aire correspondante de la podaire du point A par rapport à t'; ‘2° l'arc de la roulette est égal à l’arc correspondant de la podaire.
STEINER
Pour démontrer ces théorèmes par l’analyse, soient X, Y les coordonnées du point À par rapport à un système d’axes mobiles formé par la tangente et la normale en un point M de C, s l’are OM compté à partir d’un point fixe O de C, et w l’angle des tangentes en O et en M. On établit les relations
ds + dX = Y du, dY + X duw = 0, d’où les propositions se déduisent.
: + © Q + 00 d 20. Les intégrales f | lle où n>1, f CPR ee TS
LA
0 (1+x?)(sinx)
ont-elles des valeurs finies?
Il est, en général, très difficile de calculer la valeur d’une intégrale définie, en partant de la définition (!), tandis que l'intégrale s'obtient immédiatement, quelles que soient les limites, quand on connaît une fonction primitive de f(x). On a vu, en Algèbre (2 h comment on trouve les fonctions primitives des fonctions rationnelles, et de celles qui s’y ramènent par un changement de variable, comme les fonctions rationnelles de + et d’un radical carré portant sur un polynome du second degré, et les fonctions rationnélles de sinæ et de cos x. Ce calcul n’exige que la résolution d’une équation algébrique, et l'intégration d’une fonction rationnelle n’introduit qu'une seule transcendante, le logarithme, car nous verrons plus loin (1. IT) que la fonction Arctangæ se ramène à la fonction logarithmique. -
En dehors de ce cas très nn. l'intégrale née PR fon uion algébrique f(x) est, en général, une fonction transcendante, qui ne peut s'exprimer par une combinaison en nombre fini de symboles élémentaires. L'étude des propriétés de ces transcendantes et leur classification sont un des objets les plus importants du Calcul intégral. Au point de vue du calcul pratique des inté= grales définies, il y a un intérêt évident à réduire ces transcendantes nouvelles au plus petit nombre possible, afin de pouvoir
En D
(*) Voir l'exemple du n° 70 et les exercices 3 et 6 du Chapitre IŸ (*) Voir, par exemple, les Leçons d’Algèbre de Ch. Briot, 2° Partie, 18° édition revue par E. Goursat (Paris, Delagrave: 1905).
INTÉGRALES INDÉFINIES
dresser des Tables de leurs valeurs numériques pour des valeurs suffisamment rapprochées de la variable.
‘102. Formule générale de réduction. — Dans l'intégration des fonctions rationnelles et de quelques autres fonctions, on a souvent l’occasion d’appliquer la méthode générale de réduction suivante. Rappelons d’abord que toute fonction rationnelle R(x) peut être décomposée en une partie entière E(x) et une somme
de fractions rationnelles de la forme <=’ X étant premier avec sa dérivée et avec À, et ce dernier polynome étant de degré inférieur à X”. Si l’on connaît les racines du dénominateur, on peut prendre pour X un binome du premier degré, provenant d’une racine réelle, ou un trinome du second degré, provenant d’un couple de racines imaginaires conjuguées. Mais cette décomposi-
tion de la fraction rationnelle R(x) en une somme de fractions de
À la HE à KA n’exige pas que l’on connaisse les racines du dénomi-
nateur, et peut être obtenue par des opérations rationnelles, multiplications et divisions de polynomes. Seulement les polynomes X peuvent être de degré quelconque, chacun d’eux étant le produit des facteurs binomes qui correspondent aux racines du dénominateur de R(x) d’un même degré de multiplicité. Le calcul d’une intégrale indéfinie de la forme | R(æ)o(x) dx, R(x) étant une fonction rationnelle et (x) une fonction quelconque, se ramène donc au calcul de deux types particuliers d’intégrales
fECe) ete) de, [RE de.
Lorsque x est >1, on peut, dans bien des cas, remplacer la seconde intégrale par une intégrale de même forme, où l’exposant de X au dénominateur est diminué d’une unité. |
En effet, X étant premier avec sa dérivée, d’après un théorème classique d’Algèbre, on peut trouver deux autres MACON B et C donnant lieu à l'identité
BX + CX'— A, et nous pouvons écrire
A o(x) dx PRET OX - FD a Aie LT LORS = [9 o(æ ) dx Xa—1 da X" He,
248 CHAPITRE .V. — CALQUL DES INTÉGRALES DÉFINIES. Intégrons par parties la dernière intégrale, en posant
u=Ggp(x), "Tr
il vient
Gites Ce(æ) [Ge(x)]' ferrée CX2 Tr nr" — JS Xn—1 dx,
et, en portant dans la relation précédente, on a
Dore pie Aw(æx) Co(x) (1) dE X2 dx = ee 1 Te
Il peut se faire que cette formule de réduction (1) soit avantageuse pour certaines formes de la fonction ©. Supposons par exemple og(xæ)=e"%*, w étant un facteur con-
stant. Une intégrale [R(œ)s dx se ramène à une intégrale
que l’on sait calculer f P(æ)e* dx, P(x) étant un polynome
(n° 87), augmentée d’une somme d’intégrales de la forme
À ewx dx (2) ce
La formule générale de réduction (1) devient dans ce cas
a NE C ewx va n —1 { ) XA PET (n A 1)X7—1 Xn—1
et le calcul de l'intégrale (2) est ramené au calcul d’une intégrale de même forme, où l’exposant de X est diminué d’une unité. En continuant de la sorle, on est conduit à une intégrale
fs B ewx dr x 2
où l’on peut toujours supposer B de degré inférieur à X, augmentée d’une partie toute intégrée de la forme
o(æ) enùx XA2—1 :
o(x) étant un polynome.
I. — INTÉGRALES INDÉFINIES. 249 Considérons maintenant une fonction rationnelle quelconque
| — où f(x) est premier avec F(x).
Supposons cette fonction rationnelle décomposée en une partie
.. et Le , À , ‘2 entière E et une suite de fractions Tr’ X étant premier avec sa
dérivée ; Imaginons qu’on applique la méthode précédente à chacune de ces fractions, qu’on ajoute les résultats obtenus ainsi que
l'intégrale fe%E(z) dx ; on obtiendra finalement une identité
de la forme
; x JC) æ) oz PE) wz QC?) dr 4 Je M Mein te)
V(x) étant le plus grand commun diviseur entre F(x) et sa dérivée, U(zx) le quotient de F(x) par V(x), P(x) et Q(x) deux polynomes. Si l'équation F(x) = 0, de degré n, a r racines disünctes, Ü est un polynome de degré r premier avec sa dérivée, V est de degré 7 — r, et ces deux polynomes s’obtiennent par des opérations rationnelles. Quant au polynome Q(x), on peut tou- Jours le supposer de degré au plus égal à r — 1. Les deux poly- _nomes P et Q s’obtiennent aussi par des opérations rationnelles. En effet, égalons les dérivées des deux mémbres de l'identité (4); il vient, après avoir multiplié par UVe-vr,
(5) fe) = w PU + PU — PE + QV.
Soit p le degré inconnu du polynome P. Le produit V'U est divi- Sible par V, d’après la définition des polynomes U et V, et,. Si w < 0, l'ensemble des trois premiers termes du second membre est de degré pr. Quant au produit QV, il est au plus de degré 7 —1. Cela posé, deux cas sont à distinguer suivant le
degré m de f(x) :
°Silonam>n—1, on doit avoir forcément p+r—=m\; m0 SI MmSn—]I, On à aussi p+r£Sn—I et, par suite, < »
Connaissant ainsi une limite supérieure des degrés des deux polynomes P et Q, on n’a plus qu’à identifier les deux membres de la relation (5). Les coefficients inconnus sont déterminés par
des équations linéaires, dont le nombre, il est aisé de le voir, est égal au nombre des inconnues.
La méthode s'applique encore pour — 0. Supposons, pour simplifier, m£n—1,ce qui est évidemment permis. On voit alors aisément que le degré du second membre de (5) serait supérieur à n — 1 si le degré p de P(x) était supérieur à n — 7. SiP(x) est de degré n —7r, on peut évidemment, en retranchant une con-
stante convenable, remplacer la fraction rauonnelle + par une
4 : P ’ fraction rationnelle En dont le numérateur est, au plus, de
degré r? — 7 — 1, et la conclusion est la même que tout à l'heure. Dans ce cas particulier où © = 0, on a ainsi obtenu, par des calculs rationnels, toute la partie Fa | de l'intégrale indéfinie d'une fonction rationnelle. Il est clair, en effet, que l’intégrale
Q(æx) dx Utæ)
LE
où Q(x) est de degré inférieur à celui de U, et U premier avec sa dérivée, ne renferme que des termes transcendants. On ne peut pousser plus loin le calcul sans décomposer U en un produit dé facteurs de degrés moindres, sauf dans le cas où Q(x) serait, un facteur constant près, la dérivée de U(x). Pour que l’ née d’une fonction rationnelle soit elle-même une fonction rationnelle, il faut et il suffit que Q(x) soit identiquement nul.
Si w est différent de zéro, on ne peut plus simplifier l'intégrale Je mais, si l’on connaît les racines de U, on peut ramener celte intégrale à une seule transcendante nouvelle. Supposons, pour fixer les idées, toutes les racines réelles ; l'intégrale se décompose en plusieurs intégrales de la forme
a eUx dx $ PR, 2 SE Lo er dd,
que l’on peut ramener à l’une ou l’autre des formes suivantes, en
posant x = a +2, u—eY, et faisant abstraction d’un facteur
= du” | V | logu. Le
constant,
est une fonction transcendante
- a du Cette dernière intégrale log u
qu’on appelle logarithme intégral.
103. Courbes unicursales. — Considérons maintenant d’une façon générale les intégrales de fonctions algébriques. Soient
(6) | HR re 0
l'équation d’une courbe algébrique, et R(zx, y) une fonction rationnelle de x et de y; imaginons que dans R(x, y) on remplace y par une des racines de l’équation (6); le résultat est fonction de la seule variable x et l’intégrale
FRE y dr
est une {ntégrale abélienne attachée à la courbe (6). Lorsque la courbe donnée et la fonction R(x, y) sont quelconques, ces intégrales sont des fonctions transcendantes. Mais, dans le cas particulier où la courbe est unicursale, c’est-à-dire où les coordonnées æ et y d’un point de cette courbe peuvent s'exprimer par des fonctions rationnelles d’un paramètre variable £, les intégrales abéliennes attachées à cette courbe se ramènent immédiatement à des intégrales de fonctions rationnelles. Soient, en effet,
æ = f(t), y = (ét)
les expressions des coordonnées x et y en fonction de t; en prenant { pour nouvelle variable indépendante, on a
PRG») de = [REC e(01.F (0) dr,
et la nouvelle fonction à intégrer est évidemment rationnelle.
On démontre dans les Cours de Géométrie analytique que
toute courbe unicursale de degré n possède points
doubles, et que réciproquement toute courbe de degré n7 possédant ce nombre de points doubles est unicursale, Je rappellerai seulement comment on peut obtenir les expressions des coordonnées
-en fonction du paramètre auxiliaire. Étant donnée une courbe C,
à points doubles et n — 3 points simples de C, faisons passer un
faisceau de courbes de degré n — 2; ces points déterminent bien
un faisceau de courbes de degré n — 2, car |
de degré n, possédant à — points doubles, par ces
(RUES) RE (7 — a) (RSS 2 2
(n—2)(n +1) degré n —2.SoitP(x, y) +tQ(x,y) = 0 l'équation des courbes de ce faisceau, £ désignant un paramètre arbitraire ; chaque courhe
-et 1] faut points pour déterminer une courbe de
du faisceau rencontre la courbe C, en n(n— 2) points, dont un certain nombre sont indépendants de #, les » — 3 points simples choisis et les à points doubles dont chacun compte pour deux points d’intersection. Mais on a
il reste donc un seul point d’intersection variable avec t. Les coordonnées de ce point sont données par des équations du premjer degré dont les coefficients sont des polynomes entiers en £:; ces coordonnées sont donc elles-mêmes des fonctions rationnelles de £. On pourrait aussi employer un faisceau de courbes de degré n —1
passant par les points doubles et 2 n — 3 points
simples pris à volonté sur C,.
TT — I 102 A )( bits
SE, fa
0; toute courbe du second (nn —1)(n— 2)
courbes unicursales du troisième degré sont donc celles qui ont
degré est donc unicursale. Si » —3,ona ES Un
un point double. Le point double étant pris pour origine, l’équauon de la cubique est de Ja forme
P3(T, Y)+wp(r, y)=0,
#2 €t ©3 étant des polynomes homogènes d’un degré marqué par leur indice. Une sécante y — {x passant par le point double rencontre la cubique en un seul point variable avec t, dont les coor-
I. — INTÉGRALES INDÉFINIES. 253 données sont Bee ne OR ___ dtpo(rst) 23(1, t) w3(1, 6)
Une courbe unicursale du quatrième degré possède trois points doubles. Pour avoir les coordonnées d’un point, on formera l’équation d’un faisceau de coniques passant par les trois points doubles et par un autre point simple pris à volonté sur la courbe. Chaque
conique de ce faisceau rencontre la quartique en un seul point
variable avec le paramètre ; si l’on forme, par exemple, l'équation aux abscisses des points d’intersection, cette équation, débarrassée des facteurs qui correspondent aux racines connues, se réduira au premier degré et donnera x en fonction rationnelle du paramètre. On opérera de même pour y.
Prenons par exemple la lemniscate
qui a un point double à l’origine et qui admet en oulre pour points doubles les points circulaires à l'infini. Un cercle passant par l’origine et tangent en ce point à une des branches de la lem-
niscate a+ y?= (x —7)
rencontre cette courbe en un seul point variable avec t. Une combinaison facile de ces deux équations donne
P(x—y}= a (x — 7°), et, en divisant par x — y, 1l reste Br ECS);
cette dernière équalion représente une droite passant par l’or1igine, qui coupe le cercle en un point différent de l’origine, dont les coordonnées sont
a?t(t2+ a?) nc a?t(t?— a?)
TX —= — Ha ? ge 9 D
On arrive encore-plus vite à ces formules par la méthode suivante, qui est applicable à toute courbe unicursale du quatrième ordre dont on connaît un point double. Coupons la lemniscate par la
sécante y — Àx ; elle rencontre la courbe en deux points de coor-.
données
Se mu FPT RER
Le polynome sous le radical est du second degré et, pour faire
(Re: a \ 2 ë me » CE qui
Remarque j'a Lorsqu’une courbe plane admet des points singuliers d'espèce supérieure, on démontre que chacun d’eux est équivalent à un certain nombre de points doubles distincts. Pour
qu'une courbe soit unicursale, il suffit que ses points singuliers , (A—1)(n—0)
disparaître l’irrationalité, il suffira de poser
conduit bien aux formules précédentes,
soient équivalents points doubles, Par exemple,
une courbe de degré » ayant un point multiple d'ordre 7 — 1 est unicursale, car une sécanté issue du point multiple la rencontre en un seul point variable.
Remarque II. — Il peut se faire que l’on ait sous le signe
une fonction rationnelle de x et de plusieurs irrationnelles dis- LinCLe he Ton démontre, en Algèbre, que toules ces irrauonnelles peuvent s’exprimer au moyen d’une seule irrationnelle auxiliaire. Supposons, par exemple, que l’on ait l'intégrale
JR, So Be RS 2e
R étant une fonction rationnelle et les exposants «, a, æ, ..,
étant des nombres fractionnaires. La fonction R ne contient, en
réalité, qu’une irrationnelle zx”, D désignant le dénominateur commun des fractions à, «!, &’, ... réduites au même dénomina-
teur, et 1l suffit de poser + — 4? pour être ramené à une fonction rationnelle.
104. Intégrales algébrico-logarithmiques. — Toute intégrale abélienne attachée à une courbe unicursale est, d’après le paragraphe précédent, une fonction algébrico-logarithmique, c'està-dire qu’elle est égale à une fonction rationnelle de x ét de # augmentée d’une somme de logarithmes de fonctions rationnelles
de æ et de y multipliés par des facteurs constants. Lorsque -la courbe (6) n’est pas une courbe unicursale, une intégrale abélienne attachée à cette courbe est, en général, une fonction transcendante qui ne peut s'exprimer au moyen de la seule transcendante logarithmique. Cependant, quelle que soit la relation
F(x, J)=0; il existe toujours une infinité de fonctions rationnelles R(x, y) telles que l’intégrale fR(&,r) dx soit algébrico-logarithmique,
car la dérivée d’une fonction de celte espèce est toujours une fonction rationnelle de æ et de y. La fonction R(x, y) étant donnée, il est en général très difficile de reconnaître si l'inté-
joue HUE, dx est une fonction algébrico- logarithmique. Il- 4 q
en est ainsi en particulier lorsqu'une substitution MSG é
mais non forcément rationnelle, permet de ramener . R(x, dde
à une différentielle rationnelle. | Nous citerons comme exemple les différentielles binomes
æm(axt+ bb)? dx,
où m, n, p sont commensurables. Il est clair que la relaion y—z"(ax" + b)P peut être remplacée par une relation algébrique entière en æ et y, F(x, y)—0, qui ne représente pas, en général, une courbe unicursale. | Cette be est unicursale si p est un nombre entier. En effet, en désignant par D le dénominateur commun des deux nombres m el x, il est clair qu'en posant æ — {", y sera aussi une fonction rationnelle de 4. Mais ce n’est pas le seul cas où l’on puisse faire disparaître l’irrationalité et achever l'intégration. Pour découvrir de nouveaux cas d’intégrabilité, essayons du changement de
variable axt+ b—=t; il vient
la nouvelle intégrale est de même forme que la première, et l'ex
. + I posant qui remplace p est ici — 1; on pourra donc achever.
hs Ÿ À est un nombre entier.
NASA N J .m l intégration si D'autre part, l’intéerale peut s’écrire autre part, 9 P
fæmrnp(a + bæx-n)p dx,
et l’on voit qu’on a un nouveau cas d’intégrabilité lorsque
M + np + I Mm + I , , r MR EbRT ee + est un nombre entier. En résumé, on an
peut effectuer l’intégration lorsque l’un des trois nombres P;
USE EAN SES 2?
tégrale s'exprime au moyen d’un nombre fini de symboles élé-
+ p est entier. Ces trois cas sont les seuls où l’in-
mentaires lorsque m, n, p sont commensurables.
Pour effectuer l'intégration lorsqu'elle est possible, il est commode de ramener d’abord l'intégrale à une forme plus simple où ne figurent que deux exposants. Posons pour cela ax" — bt; il vient
mn +1 ,
PRE mt
fantaan+ birar= (2) LE 4 n \a
En faisant abstraction du facteur constant et posant
TC OPAR
M + I “+ Ra ra
na
on est conduit à l'intégrale
fua + t}r dt,
et les cas d’intégrabilité sont les suivants : l’un des trois nombres p, q, p + q doit étre un nombre entier.
re
Si P est entier et {—:;:0n posera {—u*; s1 q est entier
ce fa .
EL P—:;0n posera de même 1+#—uw. Enfin, si P + g est
entier, on peut écrire l'intégrale
fus (: e “)" de
et l’on n’a qu’à poser 1 + — Lu’, en supposant p — => pour faire disparaître l’irrationalité.
De , Prenons par exemple intégrale
fa dr:
HIT EE Domi, RS, p—;, :
cas d’intégrabilité. En posant d’abord x?— l, on est conduit à la nouvelle intégrale |
et 1l suffira du nouveau changement de variable 1 -- 5 — tuÿ, pour faire disparaître le radical.
+ p =1. On est donc dans un
105. Réduction des intégrales elliptiques et hyperelliptiques. — Soit P(x) un polynome entier de degré p, premier avec sa dérivée, Une intégrale
JREe VC] dr
où R désigne une fonction rationnelle de x et du radical y — VP(x), ne peut pas en général s'exprimer au moyen des fonctions élémentaires, lorsque le degré de P(x) est supérieur à 2. Ces intégrales, qui sont des cas particuliers des intégrales abéliennes les plus générales, se décomposent en une partie algébrique et logarithmique, et en un certain nombre d’intégrales spéciales qui constituent des transcendantes nouvelles qu'on ne peut exprimer au “moyen d'un nombre fini de symboles élémentaires, Nous allons exposer cette réduction.
La fonction rationnelle R(x, y) est le quotient de deux poly- …nomes entiers en x et en y; en remplaçant une puissance paire “ de y, telle que y*7, par [P(x)]?, et une puissance impaire, telle que y°1*!, par y[P(x)]f, on voit qu'on peut supposer les deux termes de la fraction du premier degré en y,
LAS ANS CDS À, B, C, D étant des polynomes entiers en x. En multiphant les DE | 17
deux termes par GC — Dy et remplaçant de nouveau y? par P(x), on peut encore écrire
et l'intégrale considérée se partage en deux autres, dont l’une
JE — est l'intégrale d’une fonction rationnelle et dont la seconde
Gy . . dx, qui peut s’écrire [ M dx TT pr J NVP(x) M et N étant deux polynomes entiers en æ, doit seule nous
7 . . M A a L4 occuper. La fraction rationnelle N peut être décomposée en une
partie entière E(x) et en une somme de termes fractionnaires
chaque polynome X; étant premier avec sa dérivée. On n’a donc à considérer que deux sortes us
Pam dx À dx mm RE ÿ — | VP(x) Xe PC) Les intégrales Yh s'expriment toutes au moyen des p —1 premières Y5, V1, .…, Yp_2, et de quantités algébriques, siP(x) est de degré p.
Soit, en effet,
P(æ) = rl + a; PO Rtee
On a æm P'(æ1
2 VP(x)
amam-1 P(x) + æ" Po)
2 YP(æ)
Len VC] = menti PTE) +
le numérateur est un polynome de degré m + p —1 dont le termes de degré le plus élevé est (2m + p)aoæ”"*TP"1, Il vient, en inté= grant les deux membres de l'égalité précédente,
am WP(x) = (2m + p)aoYm+pi +.
pe
les termes non écrits contenant les intégrales YŸ d'indice infé- Tieur à M+D—1. Faisons successivement dans cette formule M—0,1, 2,...; nous pourrons calculer de proche en Me TV... au moyen d’un terme algébrique et des p — 1 intégrales Y,, Y,, EE A TE
Relativement aux intégrales de la seconde forme, il y a deux cas à distinguer, suivant que X est premier ou non avec P(x).
19 ST X est premier avec P(x), l'intégrale Z, se ramène à un terme algébrique, à une somme d’intégrales Yz, et à une nouvelle intégrale
B dx RE 0) X VP(x) où B est un polynome d’un degré inférieur à celui de X. Puisque X est premier avec sa dérivée X! et avec Pr), Xr ést premier avec le produit PX’. On peut donc trouver deux poly-
nomes À et 1 tels que l’on ait identiquement À X* + uw XP — A, et l'intégrale se partage en deux autres
À dx À dx u ÿP X' DRE qe EE FR Sy rRnEE dx.
XAVP Cr) JA VE) À La première partie est une somme d'intégrales Y;; sin 1, on peut intégrer par parties la seconde intégrale en posant nt HVP=u o= (n—nDXea?
ce qui donne
EEE __ —pyP I TA 2UP+nuP .
X" T'(n—1)X2- rs na — I 2Xn-1 /P(x)
La nouvelle intégrale est de même forme que la première, sauf Due l'exposant de X est diminué d'une unité. En continuant la … réduction autant de fois que possible, c’est-à-dire tant que l’expo-
…. sant de X est supérieur à 1, on arrivera à un résultat de la forme
f À dx B dx Cdx DyP
= | —© + | —— + =—, Xr YP(x) MVP) of / PM AE
B, C, D étant trois polynomes, et l’on peut toujours supposer le premier B de degré inférieur à celui de X.
2° Supposons que X et P aient un diviseur commun D, de façon que X = YD, P — SD, les polynomes D, S; Y étant premiers entre eux deux à deux. On peut trouver deux polynomes À, u tels que À = ÀD'+ uY”, et, par suite, on peut écrire
Ee 2 À dx if u dx ï X2 VP Ya VP Dr VP
La première intégrale est de la forme de celles dont on vient de
s'occuper; quant à l'intégrale
u dx De YP où D est un diviseur de P, elle se ramène à un terme algéz brique et aux intégrales Y.
En effet, D’ étant premier avec le produit D'S, soient À, et lu deux polynomes tels que l’on ait À, D'+ nu, D'S = y : l'intégrale
considérée peut s’écrire
L be dx ”. À de f LU SD) = = + | - — dx D /P | VP Dr YP
Écrivons la seconde de ces deux intégrales, en remplaçant P
par SD, !
z D (1e 1 ÿS nl Ge
et intégrons par parlies en posant
EE a mn VS, ve
il vient / ? > 7 ie = n—A1 MCE
9 , ; so. L'on C'est encore une formule de réduction ; mais ici, à cause de l’ex-
: : I à : " posant fractionnaire 7 ne ON peut pousser Ja réduction jusqu’au
terme où D ne figure plus qu’à la première puissance au dénomi-
nateur et l’on arrive à un résultat de la forme
eur sK ÿP _ H dx fi TRANS
H et K étant deux polynomes. En définitive, toute intégrale JL LE NVP
se ramène à une partie
algébrique et à une somme d’intégrales de la forme æm dx X; dx Aa A v49 X YP où m est au plus égal à p — 2, où X est premier avec sa dérivée X et avec P, et où X, est d’un degré inférieur à celui de X. Cette
réduction n'exige que des additions, multiplications et divisions de polynomes.
Si l’on connaît les racines de l’équation X — o, on peut décom-
L] L X poser chacune des fractions rationnelles ge en une somme de frac-
tons simples de la forme
A Bx+cC D a) + EP?
À, B, C étant des constantes, de sorte qu’on est conduit à deux nouveaux types d'intégrales
j! dx (Br +C) dx
DRE eme,” ETS ITR EME RTE PE (æ—a)VP(æ) [æ—a) + 2] VP(æ)
qu'on peut ramener à un seul, le premier des deux, en convenant d'admettre pour le paramètre & des valeurs imaginaires. Les inté-
…… grales de cette forme sont appelées intégrales de éroistème espèce. On appelle intégrales de première espèce les intégrales Y,, où m
: est inférieur à - — 1; les intégrales Y,, où m est égal ou supé- # 2 +
rieur à — 1, sont les intégrales de deuxième espèce. Les intégrales de première espèce possèdent une propriété caractéristique : elles conservent une valeur finie lorsque la limite supé-
rieure de l'intégrale croît indéfiniment ou devient égale à une racine de P(x) (n° 91, 92, 93). Mais la distinction actuelle entre
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plus tard.
liemarque. — Nous n'avons rien supposé jusqu'ici sur le degré p du polynome P(x). Si ce polynome est de degré impair, on peut toujours augmenter le degré d’une unité. Soit en effet P(x) un polynome de degré 2q —1
PET) = Ao6%29-1+ A,m29-2+., d'A A 291;
I + JR ; posons 4 = a + Si a n'étant pas racine de P(x). Il vient
P(æ)= P(&) + P(a) ++. 4 PET PCA) JAUNES
RETENU
P, (y) désignant un polynome de degré 2q. On a par suite
et toute intégrale qui contient rationnellement x et VP(x) se change en une intégrale d’une fonction rationnelle de y et de VP, 07.
Inversement, si l’on a sous le radical un polynome P(x) de degré pair 2q, on peut abaisser d’une unité le degré de ce polynome, pourvu qu’on en connaisse une racine. Soit en eflet a
. , L I . LA une racine de l'équation P(+) — 0; en posant x = a +—, il vient
PEYD(a) 1: Pi(y)
P, (y) étant de degré 2 g—1,et l’on a par suite
Pro Pr) VF) = RO), V7 La nouvelle intégrale ne contiendra d’autre irrationnalité que
VP,(y) sous le signe d'intégration.
| 106. Cas d'intégration algébrique. — On peut obtenir par un calcul plus direct la formule finale qui exprime toute intégrale 1e _ sans
PT VAE
passer par tous les intermédiaires qui ont été employés. Soient V le plus grand commun diviseur du polynome N et de sa dérivée, W le plus grand commun diviseur des deux polynomes N et P, et enfin U le quotient de N par le produit VW. D'après ce qui a été démontré au numéro précédent,
. , . 2 , r \ . , . P l'intégrale considérée est égale à une partie algébrique de la forme Fe AE ; RE J arf S dx augmentée d’un certain nombre d’intégrales Y;, et d’une intégrale U VP? U VP
Q et S étant deux polynomes. Comme toute expression F(æx)ÿP, où F(x) est un polynome, est une somme d’intégrales Y;, on peut écrire
NP TUE AU UYP
[+ dx T dæ D'RONTANT S dx
le degré de Q étant inférieur au degré de VW, et le degré de S inférieur au degré de U. Les trois polynomes U, V, W s’obtiennent par des opérations rationnelles; il en est de même des trois polynomes Q, S, T. En effet, en éyalant les dérivées des deux membres de la formule précédente
et multipliant par N ÿP, il vient
MATN OPUS — = P'QU— iron 5. EMBUE SVW,
et l’on a une limite supérieure du degré de T en observant que le degré de TN est au plus égal au plus haut degré de tous les autres termes. Ayant ainsi obtenu une limite supérieure du degré des polynomes Q, S, T, on déterminera leurs coefficients par un calcul d'identification. On est assuré à l'avance que les équations trouvées sont compatibles, puisque cette dé-
Lx : pe T dx ; composition est possible. L'intégrale — peut à son tour se décom-
poser en une partie algébrique et une combinaison linéaire des p — 1 intégrales Yo, …, Yp-2. On peut donc toujours, par des opérations rationnelles,
mettre M srale proposée sous la forme
Î M de = RG) VP + [RE + Sdr.
N VP U VP
le degré de T, étant au plus égal à p — 2, et celui de S étant inférieur au degré de U, R(x) désignant une fonction rationnelle. Pour que l'intégrale soit une fonction algébrique, il faut et il suffit que
les deux polynomesT, et S soient nuls. Toute intégrale f R(x, P) dæ se
décomposant en une intégrale de fonction rationnelle et une intégrale de la forme précédente, on peut donc toujours, par des opérations ration— nelles, reconnaître si cette intégrale est une fonction algébrique ct dans ce cas l’obtenir explicitement.
107. Intégrales elliptiques. — Lorsque le polynome P(x) est du second degré, la méthode de réduction générale qui vient d’être exposée permel de ramener l'intégration d’une fonction ration-
nelle de x et de ÿP(x) au calcul des intégrales
dx dx
M ee | RAT TE Net VP(æ) Frs qu'on a appris à calçuler directement en Algèbre.
Le cas le plus simple après celui-là est celui des intégrales elliptiques, où P(x) est du troisième ou du quatrième degré; les deux cas se ramènent d’ailleurs l’un à l’autre, comme nous venons de le voir, Soit donc P(x) un polynome du quatrième degré, n'ayant que des facteurs linéaires simples, et à coefficients réels; nous allons d'abord montrer qu'on peut toujours, par une substitution linéaire réelle, le ramener à un polynome n'ayant que des termes de degré pair. |
Soient à, b, c, d les quatre racines de P(x) = o. Il existe une relation d’involution
(7) Lo'z" + M(x'+2')+N=o,
qui est vérifiée par x — a, 4" —=b et par x'—c, x"—d. On au pour déterminer les coefficients L, M, N, les deux relations
Lab +M(a+b)+N=o, Led+M(c+d)+N=o,
et l’on voit qu’on peut prendre L=a+b—c- 4, M = cd — ab, N=ab(c+d)—cd(a+b).
Appelons « et 8 les points doubles de l’involution précédente, c'est-à-dire les racines de l'équation
Lu?+2Mu+N—o:
Ja condition de réalité de ces racines (cd — ab}? — (a+b—c—d)[ab(e+ d)— cd(a +b} > 0 peut s’écrire, comme le prouve un calcul facile,
On peut toujours s'arranger de façon que cette condition soit vérifiée. Si les quatre racines a, b, c, d sont réelles, il suffira de prendre pour a et b les deux plus grandes; les quatre facteurs de (8) sont alors posiufs. Si l'équation P (x) — o a deux racines réelles seulement, on prendra pour a et b ces deux racines réelles et pour c et d les deux racines imaginaires conjuguées; les facteurs & — c et a — d sont alors des imaginaires conjuguées, ainsi que b — c et b — d. Enfin, si les quatre racines sont imaginaires, on prendra pour a et b deux racines conjuguées, et pour c et d les deux autres racines conjuguées. Les quatre facteurs de (8) sont encore conjugués deux à deux. D'ailleurs les valeurs correspondantes de L, M, N sont réelles.
Cela posé, observons que la relation (7) peut s’écrire
Tax x"—4
(9) Pen AS re mor di si nous + Pr Sante ou FA étue il vient P z—B J? PIRE
P(æ) = Pit).
P, (y) étant un nouveau polynome du quatrième degré à coefficients réels dont les racines sont
d—u b—a c—x d—x D RP AR SE 4 6 D'après la formule (9), ces quatre racines vérifient par couples la relation y'+ y"= 0; le polynome P,(7) n’a donc que des termes de degré pair.
Si les quatre racines à, b, c, d vérifient la relation a+ b—c+d, on à L—o, et l’un des points doubles de l’involution s’en ‘va à
£ 3 N à 3 PU Pinfins. En posant à — -— =, l’équation eut s’écrire P 5M q 7)P
et 1l suffira de poser 3=4+ 7, pour obtenir un polynome n’ayant que des termes de degré pair.
Nous pouvons donc supposer P (x) ramené à la forme canonique P(x) = Astt+ Am2+ A;
Le RC ENT R TP ONE RTE À
toute intégrale elliptique se ramène alors, abstraction faite d’un terme algébrique et de l'intégrale d’une fonction rationnelle, aux intégrales | |
dx x dx x? dx | = —————— D eee VAT + A,æ?+ A) VAoTt + A;æ? + À»
et à des intégrales de la forme
dx
ire — «à ) VAozi + A1æ2+ A
L'intégrale dx PS DR te Sa ne
\ V'Aozi + A1 æ?+ A est l'intégrale elliptique de première espèce; s1 l’on considère inversement + comme foncüuon de w, on a une fonction elliptique. La seconde intégrale se ramène à une intégrale élémentaire en posant 3? — u. La troisième intégrale
J æ? dx VAoTt + A: TL? + A
est l'intégrale de seconde espèce de Legendre. Enfin on peut écrire Dhs =. PR rd& Eu dx ; VE (æ— a )YP(x) fs:
l'intégrale Î dx (x?+ h) VAsxt + Az? + À,
est l’intégrale de troisième espèce de Legendre.
Les intégrales elliptiques ont été appelées ainsi, parce qu’on les a d’abord rencontrées dans le problème de la ec de l'es | lipse. Soient |
T = a cosy, y =bsiny les coordonnées d’un point d'une ellipse; on a
dt = det+ dyi= (at sint + 6? costg) dé,
NI
ce qu’on peut encore écrire, en posant a? — b?—e?a?, ds = ayÿi—e? cos? do,
et l’intégrale qui représente un arc d’ellipse devient, en posant COSp — ,
Vi—etrt 1 — e? {2 — dt=a dt; re. Î 1)
un arc d’ellipse s'exprime, comme l’on voit, par la somme d’une
intégrale de première espèce et d’une intégrale de seconde espèce. Prenons encore la lemniscate représentée par les équations
AN En Ce À t(ê2 — a?
A Fo) RE d'A 2; É+ a" 14 a“ on trouve, en faisant le calcul, qu’on a 2 a* ds? = dx? + dy? = ——— dr?.
L'arc de la lemniscate s'exprime donc par une intégrale elliptique de première espèce (!).
108. Intégrales pseudo-elliptiques. — Il arrive quelquefois qu'une intégrale frte, VP(æ)] dx, où P(æ) est un polynome du troisième ou
du quatrième degré, peut s'exprimer au moyen d’une fonction algébrique et d'une somme de logarithmes de fonctions algébriques, en nombre fini: de pareilles intégrales sont dites pseudo-elliptiques. Voici un cas assez étendu où il en est ainsi. Soct
(10) Lz'x"+M(x'+z')+N=o
une relation d’involution faisant correspondre deux à deux les quatre racines de l’équation du quatrième degré P(x)—0o; si la fonction rationnelle f(x) est telle qu'on ait identiquement
Mz+N AM DEMI
HR RER LES
l'intégrale [LE est pseudo-elliptique.
vP(æ)
() Cette propriété appartient à toute une classe de courbes découvertes par Serret ( Cours de Calcul différentiel et intégral, t.II, p. 264).
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Soient a, 8 les points doubles de l’involution; la relation (10) peut s'écrire, comme on l’a déjà remarqué,
x'— à der Fr) DA er
Cela étant, faisons dans l'intégrale la substitution _ j = y : il vient (a P)dy LAPS TG NU OC
et par suite dx __ (@ — $) Ce
VP(x) VPi(y)
P:(y) étant un polynome du quatrième degré qui ne renferme que les puissances paires de y (n° 107). Quant à la fraction rationnelle f(x), elle se change en une fraction rationnelle © (y), telle qu’on ait identique ment 6(y)+g@(—7y)= 0; car, si deux valeurs de x sont liées par la rela-« tion fo les valeurs cornée dE J',. y" de y vérifient la relation Y'+y"= 0. On voit donc que la fonction #(y} est de la forme yŸ (72)
Ÿ étant une fonction rationnelle de y?; l'intégrale proposée devient par conséquent
ra VAoYi+ A1y?+ A | -
et il suffit de poser y?= 3 pour être ramené à une intégrale élémentaire. La proposition est donc établie, et l’on a de plus le moyen d'effectuer Ka réduction.
Le théorème est encore vrai si le polynome P(x) est du troisième degré, pourvu qu'on regarde une des racines de ce polynome comme infinie. La démonstration est tout à fait semblable à la précédente.
Par exemple, si l'équation P(æ)— o est une équation réciproque, une des relations d’involution qui permutent les racines deux à deux est x'z"=1 Par suite, si une fonction rationnelle f(x) est telle qu'on ait identique- …
È ment f(x) +f() = 0, l'intégrale PRIS est pseudo-elliptique, et. SA AIR VP(æ) 4
= y, puis y?= 3, pour être ramené
æ il suffit de poser successivement
k NU T+I à une intégrale élémentaire. e
Supposons encore que P(x) soit un polynome du troisième degré
Pt) = (a —1)(e- a);
ô : I | : 1 . 2 108 nous poserons 4 = æ, b=0, c —1, d= —. Il existe trois relations d'invo-
CAME i " à D 'Ci s'/4S
RE a " }
lution permutant ces racines deux à deux,
vw" PRE pra
1— 27" —— RU k2(1 — x")
si donc une fonction rationnelle f(æ) satisfait à l’une des relations : QUE 1—hx | Je) +f(ps) = ro + le [— a+ (TE) = 0,
1 (x) dx
Vz(i—æ)(i—k?x)
est pseudo-elliptique. De celles-là on peut en déduire de nouvelles. Par exemple, en posant x = z?, l'intégrale précédente devient
1h 2 f(z?) dz | ({i— z2)(1— 4223)
l'intégrale
et l’on en conclut que cette nouvelle intégrale est aussi pseudo-elliptique, si f(22) satisfait à l’une des relations
le premier cas avait déjà été remarqué par Euler (1).
109. Intégration de quelques fonctions transcendantes. — Considérons un produit d’un nombre quelconque de facteurs de la forme cos(az + b), a et b étant des constantes, et un même facteur pouvant figurer plusieurs fois dans le produit. La formule
COS(U + 9 COS(U — © Sante) PRO» © 8)
COS U COSP —
remplace un produit de deux facteurs de cette espèce par une somme de deux cosinus de fonctions linéaires de +, et un produit de x facteurs par la somme de deux produits de (7 — 1) facteurs. En appliquant la même formule autant de fois qu’il est nécessaire, on arrivera à remplacer le produit considéré par une somme telle
mo
(1) Voir le Cours lithographié de M. Hermite (4° édit., p. 25-28).
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Ë "+ foostar+ B) dx — ne + G,
et, dans le cas particulier où À — 0, f cos Bdx="#re08 BIO:
Cette transformation s'applique en particulier aux produits
cos”x sin?>, qu'on peut écrire
T cos’”?> cos” (£ en. æ) , Ve
2 70 à lorsque 7# et n sont deux nombres entiers positifs; en appliquant le procédé précédent, on remplace ce produit par une somme de
sinus et de cosinus de multiples de l'arc, et l'intégration est immédiate.
2 ra
Considérons encore les intégrales
er fisinz, cosæ) dx,
où f est une fonction entière de sinx et de cosx. Un terme quelconque de cette intégrale est de la forme RE
fes sinnxcos®x dy, «
| di m el n étant des nombres entiers et positifs. D’après ce qu'on vient
de dire, le produit sin” cos" x peut être remplacé par une somme
de sinus ou de cosinus de multiples de x, et l’on n’a en définitive que deux types d’intégrales à étudier,
fer cosbx dr, fes sin dx dx.
En intégrant par parties chacune de ces intégrales, il vient
ex sinbx a :
fes cosbx dx — PRUDENT if e2x sinbx dx,
; eFrCOs fe sin br dx = — , bx es G Je cosbx dx, a 00
II. — CALCUL APPROCHÉ DES INTÉGRALES DÉFINIES. 271 et l'on tire de ces relations
eax(acosbx + b smbx eax cosb x dx — ( ), a? + b?
eax(asinbx— bcosbx) a?+ b?
feu sin dx dx —
Parmi les intégrales qu’on peut ramener aux précédentes, citons
encore les types suivants :
rose" dæ, rtare sinæ) dx, f fGæ) arc sinæ dx, [ ftæ)are tangx dx,
où f désigne une fonction entière. Dans les deux premières, on prendra pour nouvelle variable logx ou arcsinæ; dans Îles deux dernières, on appliquera d’abord une intégration par parties en considérant f(æ) dæ comme la différentielle d’un polynome F(æ), ce qui conduira à des types déjà étudiés.
110. Généralités. — Quand on ne connaît pas de fonction primitive de LME on à recours à des méthodes d'approximatton
pour trouver la valeur approchée de l'intégrale définie / f(x) dr?
Le théorème de la moyenne fournit deux limites entre lesquelles est comprise cette intégrale, et l’on peut, par un procédé analogue, en trouver une infinité d’autres. Supposons que, æ variant de & à b(a<b), on ait constamment ® Émis in) RU (a) éstieNr dent qu’on aura aussi
P'acde< [rar < fumer:
si l’on a choisi, pour les fonctions w(x) et L(x) les dérivées de deux fonctions connues, on obtiendra de cette façon deux limites entre lesquelles sera comprise la valeur de l'intégrale considérée. Prenons, par exemple, l’intégrale
LE fe La FAR h Wr=r
on peut écrire Wi—x'=— ÿ1— x? V1+ 3, et, æ& variant de o'à 1, | Vi+ x? reste compris entre 1 et 2. L'intégrale cherchée est donc
comprise entre les deux intégrales
I NE il dx re mm = | We + | a) Vi— zx? o Vi æ?
c'est-à-dire entre —— 2 V2
rapprochées en observant que (1+ x?) ? est plus grand que 1 — E
ne
comme le montre le développement de (1+u) par la formule
de Taylor, limitée aux deux premiers termes. L'intégrale I est donc
supérieure à
7 dx : fl a? dx LR INR ES ot cs .9 À Le 2 x View? 2e Vi
»e L 2 pe ° LJ la dernière intégrale a pour valeur =, et, par suite, I est compris | f
3T T entre — et —:.
Il est clair qu’on n'obtient de cette facon que des indications
sur la valeur exacte de l'intégrale, Pour avoir des valeurs plus approchées, on partagera l’intervalle (a, b) en intervalles plus petits à chacun desquels on appliquera la formule de la moyenne. Pour fixer les idées, supposons que f(x) aille constamment en croissant depuis & jusqu’à b. Divisons l'intervalle (a, b) en nr parlies égales (b— a—nh); d'après la définition même de l’inté-
grale, f J (x) dx est comprise entre les deux sommes s = h\f(a) +f(a+ h)+...+fla+(n—1)4]|,
DLL +h)+f(a+2h)+...+f(a+nh)].
En prenant pour valeur de l'intégrale b— a
x (8) —f(a)] La
certainement inférieure à S — s —
ES
s jt leur peut s’écrire
h J(a)+f(a+h) de f(a+h)+f(a+o2h) 4 à 2
…fla+(n—1)h]+ f(a+nh)
Ft
et _ On peut trouver deux limites plus |
> l'erreur commise est -
ne 3
LR
? » AS NES Br si l’on observe que = HAer +ih)+fla+(i+ 1)A] représente l'aire du trapèze qui aurait pour hauteur À et pour bases f(a + 1h) et f(a+th+h), on voit que la méthode revient à remplacer l'aire de la courbe y — f(x), comprise entre deux ordonnées voisines, par l'aire du trapèze rectiligne ayant pour bases ces deux ordonnées. La méthode est pratique, quand on n’a pas besoin d’une grande approximation.
L , dx .
Prenons, par exemple, l'intégrale f uen l’on prend nr — 4, " 0
on a pour valeur approchée de Pintégrale
Ù diese pre Mie. d Faq D M D/ann AR 825
. . I LA , £ et l'erreur commise est moindre que 6 = 20625. On en déduit
une valeur approchée de + qui a une décimale exacte 3, 1308.
S1 la fonction f(x) ne varie pas dans le même sens lorsque x croît de & à b, on partage cet intervalle en plusieurs autres pour lesquels cette condition soit satisfaite.
Interpolation. — Voici une autre méthode pour évaluer
b Pintégrale f Hay derr-Onl fait passer une courbe parabolique
d'ordre n F=S(T)=4+ ar +...+anx"
par (2 +1) points Bo, B;, ..., B, pris sur la courbe y = f(x), entre les deux points d’abscisses & et bete l'on prend pour
valeur approchée de l'intégrale à évaluer la valeur de l'intégrale b
définie f o(x) dx, qu'il est facile de calculer. «æ
Soient (To, Yo) (Li Vis ++. (Tr, YA) les coordonnées des (a +1) points B;, B;, ..., B,. Le polynome o(æ) est donné par la formule d’interpolation de Lagrange
PT) = FoXo+ FiXi+.. + YiXi +... + YnXn:
où le coefficient X; de y;
x, (2 To)...(r— vis) —xim)...(x —%n) (im)... (a Ti-1)(di— Lin)... (æi— Zn)
FAO E
est un polynome de degré 7 qui s’annule pour les valeurs don nées Los Li, Lys Sauf pour æ =%;, et qui est égal à un pou Pret. Oia done
L'une Do [sa
U==0 or, nous pouvons écrire
Us, 01, ..., 0, étant des nombres croissant avec l'indice entre 0 et 1; en faisant le changement de variable x= a +(b —a)t, la rt approchée de l'intégrale prend la forme
(13) (b— a)(KoYo+ KiY1+.e.+ KnYn}, où l’on a posé
E— Bo} CE L = fe ar
Si, quelle que soit la fonction f(x), on décompose l'intervalle : q ) P |
(a, b) en intervalles plus petits dans un rapport constant, les« nombres 04, 0,, ..., 0, et, par suite, les coefficients K; sont indé" pendants de f(x). Ces coefficients étant calculés une fois pour toutes, on n’a plus qu’à remplacer yo, Y4, ..., y, par leurs valeurs correspondantes dans la formule (13). # Lorsque la courbe y = f(x), dont on veut avoir l’aire, est donnée graphiquement, il est commode de diviser l'intervalle fut 9 “25
(æ, b) en parties égales, et l’on n’a plus qu'à mesurer sur cette courbe des ordonnées équidistantes. Si l’on divise en deux parties
égales, on doit prendre 4, = 0, 4, — = 0, — 1, ce qui donne poes
valeur 2 approchée de l intégrale bb ; | Fr sm ie 4 Vi + Va).
On trouve de même, pour n = 3,
b— a à 1 = Dm PA 3 V1 + SY2+ ÿ3
di
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et, pour nr — 4,
ET
(7Yo+ 32Y1 +122 + 32Y3+ 7x).
La méthode précédente est due à Côtes. Celle de Simpson est un peu différente. Imaginons l'intervalle (a, b) divisé en 2x parties égales, et soient ys, y1, Ÿ23 +++, Jan les ordonnées correspondant aux points de division. Si l’on applique la première formule de Côtes à l’aire comprise entre deux ordonnées d'indice pair consé-
cutives, telles que y, etJ2, V2 et V1, ..., On trouve pour valeur de. l'aire totale à évaluer
b— a I — Be Oo AVi+ Ja) +(V2+4Va+ Vi)+. .. +(Yan-2+ 4 Von-1+ Van)l
et, en réduisant, on est conduit à la formule de Simpson
I — bn [Vo + Yan + 2( Ve RME PME Von-e) + AVI 3H + Van—1)].
112. Méthode de Gauss. — Dans la méthode de Gauss, on prend d’autres valeurs pour les quantités 4;. Voici comment on y est conduit : Admettons qu’on puisse trouver des polynomes de degrés croissants, qui diffèrent de moins en moins de la fonction à intégrer f(x), dans l'intervalle (æ, b). Admettons, par exemple, qu'on ait
J(X) = t0+ UT +424... + ton dt + Ron(æ),
le reste R,,(x) étant moindre en valeur absolue qu'un nombre fixe positif e, pour toutes les valeurs de x comprises entre «a et b (!); nous ne connaissons pas en général les coefficients &;, mais ils n'interviennent pas, comme on va le voir, dans le calcul. Soient maintenant Lo, Li, ... Æn_1 des valeurs de x comprises entre «a et b, et o(x) le polynome de degré n —1, qui prend les mêmes valeurs que f(x) pour les valeurs 4, æ1, ES Ch LArlore mule d’interpolation de Lagrange montre que ce polynome peut
(*) C’est une propriété générale des fonctions continues dans l'intervalle (by d’après un théorème de Weierstrass. (Voir Chap. IX.) P P
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o(x) — à amPm(T) de Ron(To) Po(r) Ars Ron(Ænet) Par
Om et Wy étant des polynomes de degré 7 — 1 au plus. Il +: visible que le en Om(T) ne dépend que des valeurs choisies x, Di, «5t,tŒ@n1. D'autre part,ice-polynome m(æ) doit prendre les mêmes ARE que æ" pour ZT = Lg, TL Li cee3 À = Ln-1; CAT, si l’on supposait tous les a; nuls, sauf &», ainsi que R,(x), f(x) se réduirait à 4,4” et o(x) à Am Om )- La différence 2" —v,(x) doit donc être divisible par le produit
P,(æ)=(tT—%)(t —%1)...(&— Zn), el l’on doit avoir +"—0,(x) = P,Q» n(x), Qu_n(x) élant un polynome de degré m— n, simèn, et Z'"— En(T)—=0; si m
b est < n — 1. Cela posé, l’erreur commise en remplaçant f. f(xz)dæ a
b par / o(x) dx est égale à
(14) D en en(des f node Srute) f° W;(æ) dx.
Les termes qui dépendent des coefficients &6, 41, ..., än_, Sont identiquement nuls, et l’on voit que l’erreur commise dépend uni= quement des coefficients 4», On4s, ..., Gon_s et du reste R:,(x# Or, en général, ce reste R;, est très petit par rapport aux coeffi= Clients Ans Any) eee) Xon-13 On aura donc de grandes chances pour augmenter l’approximation, si l’on peut disposer de æ5, æ1, : Tn-1, de façon que les termes qui dépendent de &,, dh;1, -. Lori Soient nuls aussi. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que les n intégrales
b b b chi P} Qs dx, UE PACE dx, se. 4h PLOoæ dx
soient nulles, Q; étant un polynome de degré £. Nous avons vu
AS
II. — CALCUL APPROCHÉ DES INTÉGRALES DÉFINIES, D plus haut (n° 90) qu'on satisfait à ces conditions en prenant
d — HAL ec Ce 0 Ale
il suffira donc de prendre pour x,, æ;, ..., æ,_ les n racines de l'équation P,= 0, racines qui sont bien comprises entre a et b.
Lorsqu'on à &a——1, b—+1, cas auquel on peut ramener b = a + ba leurs æ,, æ1, . .., Æn_, sont les racines du polynome de Legendre Xy—0. On trouvera, dans le Traité de Calcul intégral de M. Bertrand (p. 342), les valeurs de ces racines, ainsi que des coefficients K; de la formule (13), jusqu'à » — 5, avec 5 et 8 décimales.
tiblest va
tous les autres par la substitution x — :
L'erreur commise dans la méthode de Gauss est égale à
b b te Rn(æ) dr ŸRau(as) f Wi(x) dx;
les fonctions W;(x) ne dépendent pas de la fonction dont on cherche l'intégrale. Pour avoir une limite de l’erreur commise, il suffit donc de connaître une limite de R;,(x), c’est-à-dire de savoir avec quelle approximation la fonction f(x) peut être représentée par un polynome de degré 27 — 1 dans l'intervalle (a, b), sans qu'il soit nécessaire de connaître ce polynome.
115. Planimètre d’Amsler. — On a imaginé un grand nombre d’appareils pour mesurer, par des moyens mécaniques, l’aire d’une courbe plane (1). Un des plus ingénieux est le planimètre d’Amsler, dont la théorie offre une application intéressante des intégrales curvilignes.
Considérons une droite rigide mobile dans un plan, et les aires Jb,, bo des courbes décrites par deux points A;, A, de cette droite, lorsque, dans son mouvement, elle revient à sa position initiale au bout d’un certain temps. Soient (æ1, Y1), (2, Y2) les coordonnées des deux points A1, A», dans un système d’axes rectangulaires, / la distance des deux points, et 0 l’angle que fait avec Ox la direction A; A,. Pour définir le mouvement de la droite, il faut supposer que 21, y1 et 0 sont des fonctions périodiques
(1) On en trouvera la description dans un Ouvrage de M. ABDANK-ABAKANO- Wics : Les intégrales, la courbe intégrale et ses applications. Gauthier-Villars,
d'une certaine variable indépendante #, qui reprennent les mêmes valeurs lorsque £ augmente de T. On a æ>=æi+lcos0, y:= y1+Zsin6, et, par suite,
T9 AV — Vo d£o = T1 dyYi— 1 dÆi+ [2 dû + [(cos0 dyi — sin0 dx, + T cos0 d0 + y1 sin 0 db).
En désignant par ,, Lb2 les aires des courbes décrites par les points A,, A2, ces aires étant évaluées avec la convention générale faite plus haut (n° 97), on a
1 — fe dyi — Y1 di, 2 — = fe dY2— Ye dts,
et, par conséquent, en intégrant les deux membres de l’égalité précédente,
2 = a+ / de +2 fes dyi— sin0 ds+ © [(ærcost + Yi sin 0) d6,
toutes les intégrales étant prises entre les limites to et + T pour la variable ?. Il est clair que / dt —2K7, K étant un nombre entier qui .
dépend du mouvement de {la droite. D'autre part, on a, en intégrant par
parties, f ascost dû —æ: sint— f sind dx, fs sin 0 d0 = — y, cos0 + cos dy;
or #1 sin0 et y cos0 reprennent la même valeur lorsque t croît de to à te+T. Nous pouvons donc écrire
ba = dy + KT/2+ ! ff cost dyi— sin0 dx;;
soient s l’arc de la courbe décrite par A, compté positivement dans un … sens déterminé, à partir d’une origine arbitraire, et l’angle que fait avec Ox la UT positive de la tangente; on a encore
cOS0 dy — sin 0 dx = (sina cos0 — sin cosa) ds = sin V ds,
V étant l'angle que fait avec la direction choisie sur la droite la direction positive de la tangente, compté POI AEES comme en Tree La formule précédente peut encore s’écrire 1
(15) oo — Jo + KR 1 [ sin Vds.
Soit A3 un troisième point de la droite, à une distance /' de A,: onade …
même, pour l'aire de la courbe décrite par A3, (16) RD PEUR re PRE r fsnv de.
ve Si entre ces deux formules on élimine l'intégrale FICORMENT sin V ds, il
vient l'Aoo — los = (l— L) 1 + Kr£/'(l — BY
relation qui peut encore s’écrire (17) Â1(23) + (31) + b3(12) + Kr(12)(23) (31) = 0,
en désignant par (£k) la distance des deux points A;, Ax (1, k—1, 2, 3) affectée d’un signe. Pour donner une application de cette formule, considérons une droite A; A; de longueur (a + b) dont les extrémités A, et A: décrivent une même courbe fermée convexe G:; le point À; qui divise À, A» en deux segments de longueur & et b décrit aussi une courbe fermée C’ intérieure à G. On a ici
D at 29), (31)=— «a K=r, et il vient, en divisant par a + D, 1 — dbz — Tab;
Or bi — <b3 représente l’aire comprise entre les deux courbes G, C’. On voit que cette aire est indépendante de la forme de la courbe G. Ce théorème est dû à M. Holditch.
Au lieu d'éliminer f. sin V ds entre les formules (15) et (16), éliminons db; il vient |
(18) Ls= dos + Kr(/2— 2) + (17) [| sin V ds;
le planimètre d’Amsler offre une application de cette dernière formule. Soit A; A2A; une tige rigide articulée en A avec une autre tige OA. Le point O étant fixé, on fait décrire à l’extrémité A3, qui est munie d’une pointe, le contour de l’aire qu’on veut évaluer; le point A: décrit un arc de cercle, ou une circonférence entière suivant la nature du mouvement, Dans tous les cas, on connaît 4, K, Z, /', et il suffira de connaître l’inté-
grale f sin V ds pour avoir l’âire cherchée 3. Cette intégrale est prise le
long de la courbe C; décrite par l'extrémité A,. Cette extrémité porte un cylindre de révolution gradué dont l’axe coïncide avec l’axe même de la tige A1 A3, et qui peut tourner autour de cet axe.
Considérons un déplacement infiniment petit de la tige qui amène A; A, A; dans la position A A A4. Soit Q le point de rencontre des deux droites
AA, et A! À! : du point Q comme centre décrivons un arc de cercle Afa, et du point A’ abaissons la perpendiculaire A P sur A; À:. Pour amener la tige de la première position à la seconde, on peut imaginer qu’elle glisse d’abord sur elle-même de façon que A, vienne en a. Dans ce mouvement, le cylindre glisse le long de la génératrice de contact, et la rotation est nulle.
Si l’on fait ensuite tourner la tige autour de Q, de façon que « vienne en A,
a A la rotation du cylindre est mesurée par l’arc 4 A’. Or les deux rapports FTP ACER de 3 ———— tendent respectivement vers 1 et sinV lorsque AA; tend arc AA;
vers zéro. On peut donc écrire «A! = As(sin V +), € étant infiniment petit avec As. La rotation totale du cylindre est, par suite, proportionnelle à la limite de la somme XAs(sin V +=), c’est-à-dire à l'inté-
grale f sinv ds. Il suffit donc de mesurer cette rotation pour en déduire
l'aire cherchée.
114. Intégration des séries. — Lorsque la fonction à intégrer f(æ) peut être développée en une série, dont les termes sont continus, on en déduira un développement en série de linté=
b grale f J(x)dæx, pourvu que la série qui représente f(x) soit «a
uniformément convergente dans l'intervalle (a, b). Nous allons
démontrer, en effet, que toute série uniformément conver gente
à termes continus peut être intégrée terme à terme. Soit |
(19) (a) = uo(æ) + ur) +... ur) Pur ACIER
une série uniformément convergente dans un intervalle (a, b), les termes de celle série étant des fonctions continues dans cet intervalle. À un nombre positif : donné à l’avance, faisons correspondre
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un nombre entier N tel que l’on ait Mn NN user panier e, pourvu que 2 Z2N. La relation (10) peut s’écrire f(x) = w(r)+u(r)+...+un(x) + Ra(x),
et l’on en déduit
b b (20) JF) de = Uo+ Ui+..+ Us f Rilr} ur
b en posant pour abréger U; — 1 u;(æ) dx. La relation (20) prouve
b que la différence entre l'intégrale f f(x) dx et la somme desn +1 « + œ
premiers termes de la série >. U:; est plus petite en valeur absolue Te
que e[b—a|, dès que l’on a »ZN; ce qui Ant à dire que
cette série est convergente et a pour somme ex a TZ) dr. On a
donc l’ égalité
b b b b (21) tas |. aG)de+ | (a) de ++ f Un (TX) dE,
qu’on énonce d’une façon abrégée en disant que la série (19) peut
être intégrée terme à terme.
On peut encore énoncer ce résultat comme il suit (vour n% 30, 31, 98). Lorsqu'une fonction continue se tend uniformément vers une limite
pb (æ), on a (rx) dr —\lim He dx, où encore an )
(22) ile pue AR AR NEC ae|,
de sorte qu’on peut intervertir le signe d'intégration et le signe limite (1).
(!) D'une facon plus générale, si des fonctions intégrables f,(æx) bornées dans leur ensemble, c’est-à-dire quels que soient + et », ont une limite f(x), l'intégrale Run) a pour limite l'intégrale de f(x) (LeBEsaur, Leçons sur l'intégration, etc., p. 114). Le cas particulier de ce théorème, où f el f, sont continues, avail déjà été démontré par M. Osgood (American Journal, 1897).
NME à *
PROS". PTE RER
Lorsque la fonction fn(æ) ne tend pas uniformément vers tee l'égalité (22) n’est pas toujours vérifiée. Prenons, par exemple, 3
Jn(æz)= nez 40, CRE P
Onaici f(æ) = lim [næe-*] = 0 ; le premier membre de la formule (29) RE $
est nul, tandis que le second a pour valeur
1 À = lee AS | L
: : enx 1 £ 10 mn I lim vi nxe 2 dr | — lim (- = Jim ee
I = co 0 . HEC 2 0 \ 2 2
De même, une série peut être différentiée terme à terme pourvu que la série des dérivées soit uniformément convergente. Soit
CR) = Wo(T) + M (r)+...+ um) Hi
une série convergente dans l'intervalle (a, b); supposons que la série formée par les dérivées est uniformément convergente dans
le même intervalle, et désignons par ©(x) la somme de cette nouvelle série
dus du, dun
o(x) dr Ted ir ee
En intégrant terme à terme entre deux limites To Et d, comprises entre & et à, il vient
si pCx) dx = [uo(x) — uo(æ0)] + [ui(x) — u(Zo)]-+...,
c’est-à-dire
px) de = f(x) — f(æ0),
en
relation qui montre que o(x) est la dérivée de FAR
4 Q pr , du; , Cette démonstration suppose que les dérivées © sont des “ ; de 2
fonctions continues, hypothèse qui est inutile dans la première démonstration (er PRe 32). ‘ A ————— _— "—_—_—_]_— | (*) Le théorème du n° 100, relatif à la différentiation sous le signe /, peut de s
même se déduire de la formule (51) du même paragraphe. Supposons que les deux fonctions FT, a )et LU,
«) Sont -continues pour æ2>@, %£a£a,,que
0e eZ :
Exemples. — 1° L'intégrale [= dx ne peut s'exprimer par une come TX
binaison en nombre fini de fonctions élémentaires; écrivons-la comme il suit :
On peut trouver pour la dernière intégrale un développement en série valable pour toute valeur de z; on a, en effet, | et — 1] + 7 x? Hi
nf (os ERREn PS EE TU 1.2.3 RE LOUE
et cette série est uniformément convergente, dans l'intervalle de —R à +R, aussi grand que soit R, car les valeurs absolues de ses termes sont moindres que les termes de la série
E52 M2 E CU
On en conclut que la série, obtenue par l'intégration
Le] à
F(æ)=i1+-+- + — —— I y RE ER
qui est convergente quel que soit æ, représente une fonction dont la
LP et — 1] dérivée est —————.
2° Le périmètre d’une ellipse. dont le grand axe est 24 et l’excentri-
les deux intégrales
+ 00 1 00) Fa) — Pr a)dn et P(a) — ft arar
ont un sens, et enfin que la dernière converge .uniformément dans l’intervalle («,, x). Si « est compris entre &, et «,, nous avons, d’après la formule (51),
- ne + x fi du Cri) f dx fi fa. u) du, œ a
0 CE à à Xo
ce qui peut encore S’écrire
x + co + sf. ur — ere f(æ, 0) dæ = F(a)—F(œ );
d’où l’on déduit l’égalité F'(æ) = (a).
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cité e, est égal à l'intégrale définie (n° 407) à :
= {à / Vie? sin?® do.
AD
Le produit e?sin?© est compris entre o et e? 1, de sorte que le radical est égal à la somme de la série, obtenue par la formule du binome
1— e? sin?o —1— —e2?sin2p — er sinic V ? à SE ?
n— 53) 008 SE Fo acdr M
et la série du second membre est uniformément convergente, car ses termes sont moindres en valeur absolue que ceux de la série obtenue en faisant sin ® —1. On peut donc intégrer terme à terme, et, en observant que l’on a, d'après une formule connue (1),
TT + 1.532936 C2 URI JL sin? © do — LS Se OR À Li oi 30e 7 2 il vient TT
Al rer sine de = CE 0 2 |
NS
ps Te 2 Jean 0 er —..|
Si l’excentricité e est très petite, il suffit de prendre un petit nombre de termes dans le second membre pour avoir la valeur de l'intégrale avec .
une grande approximation. À On peut, de la même facon, développer en série l'intégrale E
PP ENT SU LES ce VI—e? sin?® do, +00
quelle que soit la limite supérieure ®. Nous citerons encore la formule
ui DA " d 1 ? = Tirer des.
Vi—esin?® 4 64
rer | CREER
qui donne le développement de l'intégrale complète de première espèce de Legendre. | |
(') BrioT, Leçons d’Algèbre, 18° édition, p. 525.
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115. Application des formules de différentiation et d'intégration sous le signe /. — Les formules des n°‘ 98 et99 permettent souvent
de trouver la valeur de certaines intégrales définies, en les rattachant à d’autres intégrales définies qui sont connues. Par exemple, on à, si a est positif, |
= dx zx UT Arc tang —; DRE Paron Ne Ta a
en appliquant la formule (42) n — 1 fois de suite, on en déduit
Ti dx dn-1 I "1 T — ] LL 162 . 12 GE I TT TN ENT ZE — rc tan° —_ . Han AR vi a) ar = 5 =)
Dans cet exemple, on aurait pu obtenir directement la valeur de l'intégrale définie en calculant d’abord l'intégrale indéfinie. Il n’en est plus de même dans l'exemple suivant.
On démontrera plus loin (Chap. VI, n° 135) la formule
+ = J errrar— va F
en posant æ — y Va, x étant positif, il vient —+ © 1 TRES (23) les ee x ?,
et il est facile de vérifier que toutes les intégrales que l’on déduit de celle-là par des différentiations successives par rapport au paramètre æ sont uniformément convergentes, pourvu que « reste supérieur à un nombre fixe k = o. De la formule précédente on déduit donc les valeurs de toute une série d’intégrales
+ © Vr + — &y? Ps LA va e 0 PES re d ;
x *e—%ÿ* dy — (24) 64 1 core
ET) Per
et, en les combinant, on pourra en déduire une infinité d'abtre en On :
Le 0e par exemple, x L je ea cos28 y dy | TER É ge" | 2 tr Le. (2 CRE CE =], ne Fe tail 1.2: RHIUR | 11006 ii e-%* dy — f ea Eire. dy+... 4
me I +Cix fl ee CE à dy +...
inté 1 ’êtr $ TR Ë "#4 Toutes ces intégrales viennent d’être calculées, et il reste +7,00
_. | F | “ e%* cos28 y dy | | ARR ‘4 J, .
1,/T (2h) ra ? ++ ee ‘7
2 F 1,300 RS sh . 10
2n+1 ns,
ME (28 )27 vr 1.3.5...(27 —1) RE
ou, en réduisant,
(25) e co52 BY dr (V2 00e | # 5 2V «à g ""
Dans d’autres cas, on calcule d’abord la dérivée de lntéesl que l’on veut CHREe par rapport à un paramètre. Soit, par
exemple, l'intégrale "tn | log(i+ ax) ë D:
[ — F(a) = f —— © dr; “15e CNE
ÿ Lt M
la formule de différentiation sous le signe nf donne
A LOEUEERES “À z dx da AS T4 1 U+ax)(1 3)
Mais on a, en décomposant en fractions simples, VA [l CA ml 2 œ A ————_——_———— = ———— tronc be ere, (i+ar)(1+x?) (DaR AR ET E L'HÉGAN et par suite
LEE | =. = — fEUte nn Arc tang q (+ax)G + — 2(1+ a) bre. Lee
Je EU 1 Ro LT Pr PTE As
ILI. — MÉTHODES DIVERSES. 287 Il reste donc a (4 log(r + a?) = —= Arc tanc ES | dau 1+a? ë g(1+ a) |
et, en observant que [ est nul pour 4 — 0, on peut écrire
log(1 + x? U3
l= ( EE du f ———— Arc tanga da; 2(1+ a?) RO ee
en intégrant par parlies la première intégrale, il vient
(26) FE = Arc tanga log(r + ax?)
La formule d'intégration sous le signe / permet aussi quelquefois
de calculer certaines intégrales.
Considérons, par exemple, la fonction x”; elle est continue lorsque x varie de o à 1, et y de a à b, les deux nombres a et b élant positifs. On a donc, d’après la formule générale (44) (n° 99),
1 0 b 1 * dx | as dly = f ay | ALT:
s : , ærTi\i I ” Mais x) dx — =) et ar conséquent, le A el, p LEA |
R'ut
second membre a pour valeur
b # b L . ù TI DV— TA .
D'autre part, on a aussi f LT dpi =) = ———, etil se log æ log æ vient .
LT N xd — x b+i (27) je ET x = log ( }' vA logx \&HI
D'une façon Hat soient P(x, y), Q (x, y) deux fonctions
Aou :
telles que l’on SP = = Lo, Xi Vo Vi des constantes. On a,
CA
d’après la formule d'intégration sous le signe /;
Xi Y1 dP Y1 T1 à dx f — dy = 4 dy L Fr Le 0 4 Yo Vo ns
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c’est-à-dire %£ | MATE
La PE CPC, 71) PC poldz = | [Q(rs 7) —Q(a de “ é Fo
Cauchy a déduit de là un grand nombre d'intégrales définies. 3
Calcul de | log(i1—2acosæ+a?) dx. — Voici encor e
un n exemple d’intégrale définie calculée par un artifice tout particulier (cf. Exercice 6, p. 243). L'intégrale
T L 7 F(a) Le log(r1— 24 cos + à?) dx
a une valeur finie même pour à — + 1. Cette fonc (a) possède les propriétés suivantes :
S'F{— 4) Fi (fa) Ent sd
T F(— 4) = f log(t+2acosx + 4?) dx,
ou, en changeant + en x — 7, x :
EE) ET log(1— 24 cosy + a?) dy = F(a). 0 ER
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trouve 2T un 43 log(1 — 242 COS Y + at) dy = f. log(1 — 24? cosz + at) dz T 0
et, par suile,
De la formule précédente on déduit successivement
I I L I rt
Baie 3 Fa?) RAI RE euh Car), a 2
Remarquons maintenant que, si |[«] est inférieur à un, 4" tend vers zéro lorsque nr augmente indéfiniment; il en est de même
de F(œ”), car le logarithme tend uniformément vers zéro. On a RMC lc Fo) — 0,5 et il én est dé! même POUR ER
ge dE A [ Lorsque [a] est supérieur à Un, on a, en posant 4 — LÉ T 2 COSæ 1 Fa) = f log(1— D dx 0 \ B p= ia
— log(1— 28 cosx + 8?) dx — rlogR?;
18 étant inférieur à un, il reste F(a)=—7log8? = rloga?.
L'intégrale définie F(«) est, comme on voit, une fonction disconünue de «, au sens eulérien, pour les valeurs 4 —+ 1.
117. Valeur approchée de log (nr + 1). — On peut employer aussi des artifices très variés pour avoir, sinon la valeur exacte, du moins une Valeur approchée d’une intégrale définie, Nous allons en donner un exemple. On a, par définition,
+ © r(n+i)= f APE AO
la fonction ze-x est maximum pour æ=n et sa valeur maximum est r?e-7, Lorsque + croît de o à n, z'e-x croît deo à nr Ur O): et, lorsque x croît de n à + æ, æe-X décroît de n°e-# à o. La fonction n?ete-"® croît de même de o à n'e-" lorsque £ croît de — + à o,
ESS A
pour décroitre ensuite de n°e* à o, lorsque + croît de o à + «©. Nous pouvons donc, en faisant le changement de variable
(28) ate-X= n'en! Bt faire correspondre les valeurs de x et de # de telle façon que, # croissant de — à +, æ croisse de o à + æ.
dx Re Es x - Il nous faut encore calculer Ere En prenant les dérivées logarithmiques
des deux membres de la formule (28), il vient
dx atx
dé TNA
D'autre part, on a aussi, d’après la formule (28), æ E—=zx—n—nlo .
Posons, pour faciliter le calcul, x = nr + et développons log (: +4)
par la formule de Taylor limitée au second terme; nous trouvons:
2 nn] — — ———…—…—— | -5 5; PET É 2(n+0z) 2 n°? — ( n
6 étant compris entre zéro et 1. On en tire successivement
+ 0 21X = at (2 +) 9
CRE
Ba—oe),
et la formule du changement de variable donne, par suite, n —+ + © T(n +31) =onen(/? f et dt+onte-n Î e—t*(1 —0)t dt. 2 n — % — wo
La première intégrale (voir plus loin n° 135)
—+ co + 00 f ÉTUAtE > f et dt =.
Quant à la seconde intégrale, on ne peut la calculer exactement, puisqu'on ne connaît pas 0, mais il est facile d’en trouver une limite. En effet, entre — æ et zéro, tous les éléments sont péeauée, ils sont tous positifs de zéro
à + w. D'ailleurs, chacune des intégrales f° >) est moindre en valeur
(29) Name =};
+ œ I Pine absolue que te" dt = =. Nous pouvons donc écrire
w étant compris entre — 7; et + r.
Si » est un nombre très grand, —— est très petit, et, en prenant pour 2n valeur approchée de T(7 + t)
T(n+i)=nre-n V2nr,
l'erreur relative est très petite, quoique l'erreur absolue puisse être considérable. En prenant les logarithmes des deux membres de la formule (29 }, on a aussi |
(3a) logr(n +1 = (r +2) logn—n+ = log(2r)+e,
€ étant très petit, lorsque n est très grand. En négligeant &, on a ce qu'on appelle la valeur asymptotique de logT(n +1). Cette formule est inté-
ressante, parce qu'elle nous a fait connaître l’ordre de grandeur d’une factorielle.
1. Calctler les intégrales indéfinies des fonctions suivantes :
1 1 D gi 32 > t+Vi+x (æ*+ 1)2? PCA LT) (æ?+ 1) k 1— x
I QE A VA one eo #2 1 T
PERRY | D 79 US CN 1+ Tr + 1+a 1—ÿ1+x Var +ÿr+i+yæ(x +1) cos? x
TeTCosx, » æWarctangæ,
Va a= æ'r+2 ou Fe est un nombre ractionnaire — «+
2. Déterminer le polynome le plus général du cinquième degré P(æ}, tel que l'intégrale P(x)dx ) 2(xt+ 1)?
soit une fonction rationnelle.
h x Le En . TT À + gs PAR Li SE Us % C4 q | * - u F Te ce RU Penn .
VE | Mn 2 “à E D. Re LA ? « RES _ 292 CHAPITRE V. — CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES. D. 8. Calculer l'intégrale f y dx,æet y étant liés par lune des relations : (—a}—ap(iy+3=0, y'a—z)=2; À y(æ?+ y?) = a(y?— x?), æi+ yi— Saxy = 0.
“Se 4. Établir les formules
, sin? COST [sine COS(n +1)r dx = —— + C0,
n \ : "… Sing sinnr fsivrx sin(n +—1)x dx = s: + CO, cos?x sinnx , foosr-1æ cos(n + 1)x de = A + CO, : cos COSAT ; fovsræ sin(n +1)x dr =— ee Me (EuLER.) 3. Calculer les intégrales pseudo-elliptiques FL 9 Bu (1+ 2?) dx * 1(1— 2?) d& il i
=) (Gi 2) Vi + æt (+a)Vi+ xt
6, Ramener aux intégrales elliptiques les intégrales f R(r) dr Vaceoréreat) era [ rR(gdar | & RE EN EEE NET |
où R(x) désigne une AT OR SE
LS
7. La rectification des courbes y = Axk& conduit à des intégrales À différentielles binomes. ee d’intégrabilité. de
Établir les formules
Ë dx I cv) ;
a —————_—_—_—_—_—_— ee — Log | — À a$ > o),
#. Vi—oav+ayi—ofx+6t Vas ( B. sé
1 (1—ax)(1—Bx)dx SANT Pre
; (i—o2ax+a)(1—26x + 82) Vi — 2? 2 1 — af
12. On a, en désignant par m» et » deux entiers positifs (mm <n),
Le fé 2 æli—1 dx TC mime
1+ x , mT oi USD ———
On emploie la décomposition en fractions rationnelles.
On a, en posant = fete +) dt, les formules de réduction
(p+g+i)lp,g= t21(t+1)P + pli SC Er En, ce di p ) pe 9
et deux formules analogues pour réduire l’exposant g.
15. Établir des formules de réduction pour le calcul des intégrales
z dr 4 dx Jo = a 25 = |
nn | DR DUT MP GS DE VAz?+2Bz+C (æ—a)" /Azt+2Bx+C
16. Établir une formule de réduction pour les intégrales définies
ir dr 0 V1 — xt
| 1r& l'intégrale définie à :
+ En déduire une formule analogue à celle de Wallis pour
ui x dx
Calculer l'intégrale définie f 1% (a+ 1) Vi x
18. L'aire d’un secteur elliptique compris entre l’axe focal et un rayon vecteur issu du foyer a pour expression
= PIERRE 2), Mise cos w)
er. pie Le : ; p désignant le paramètre me l’excentricité. En posant suivant la mé-
u, on trouve
La c) .
thode générale tang— = t, puis { — /
| u À = ablarctangu=e RE A Démontrer que cette expression peut aussi s’écrire ab :
À = nn €: ac sin),
# désignant l’anomalie excentrique,
19. Étant donnée une courbe plane C, soient M un point de cette courbe, Net T les points d’intersection de la normale et de la tangente en M avec la perpendiculaire élevée en un point fixe O au rayon vecteur OM. Trouver les courbes telles que la longueur NT ou l'aire du triangle MNT soit constante; construire les deux branches de la courbe.
2+1 90. Soit À,, — ——— — (1 — 3°)" cos 3 dz.
Démontrer la loi de récurrence dA»
Ann =(2n +1)A,— DT
On déduit de là Les formules
A2p= Up Sinx + V:,cos+, Aop+1 = Uop+1 Sin? + Vip COSX,
Où Up, Vops Urp+1, Vap+1 Sont des polynomes à coefficients entiers, U;», Uzp+1 ne renfermant que les puissances paires de +. On vérifie que la loi
est vraie pour 7 —1, et l’on en déduit qu’elle est générale au moyen de la formule de récurrence. |
Cette expression de A:, permet de démontrer que r? est incommensu-
ke DAT b T ë
rable. Si l’on avait — — —, en remplaçant x par — dans A2,, on aurait 4 a L 2 où
‘D UE Hi = 212. ar CS [ (1— 32)?P cos — dz,
H, étant un nombre entier. Une telle égalité est impossible, car le second membre tend vers zéro lorsque p augmente indéfiniment,
une relation de la forme
INTÉGRALES DOUBLES. — PROCÉDÉS DE CALCUL. FORMULE DE GREEN
118. Les sommes S et s pour une fonction de deux variables. — Soit À un domaine plan borné, limité par un contour F, qui peut se composer d’une seule courbe fermée C, ou d’une courbe fermée C et de plusieurs autres courbes fermées C', C1. ater rieures à C. Imaginons que l’on décompose ce domaine À en n domaines partiels &,, &, .…, a,, au moyen de lignes auxiliaires. Cette décomposition peut être effectuée d’une facon arbitraire ; nous supposerons seulement que les domaines &; sont quarrables. Soient W,, 2, .…, w, les aires de ces domaines partiels et Q l’aire du domaine A. On a évidemment, quelle que soit la façon dont on
a partagé À, la relation Q RUE
Soient f(x, y) une fon eo bornée dans le domaine A (y compris le contour l'), M et » la borne supérieure et la borne inférieure de f(x, y) dans ce domaine, La porüon À du plan étant divisée en parties plus petites a, &, .…, &, d’une facon arbitraire, soient w; l’aire de la portion a;, M; et m; les bornes de LEP dans cette portion a;. Considérons les deux sommes
LE
à chaque subdivision de A correspond ainsi unesomme supérieure S et une somme inférieure s. Toutes les sommes S sont évidemment supérieures à mQ, elles ont donc une borneinférieurel. De même, toutes les sommes s sont inférieures à M9Q; elles ont donc une borne supérieure ['. On démontrerait comme plus haut (n° 72) que
I. — PROCÉDÉS DE CALCUL. 297 l’on a l'£I, ce qui résulte d’ailleurs de la proposition générale suivante, tout à fait pareille à celle du n° 73 :
Les sommes S et s ont respectivement pour limites les nombres Let 1’, lorsque le nombre n croit indéfiniment, de facon que tous les domaines a; tendent vers zéro dans toutes leurs dimensions. |
Nous dirons, pour abréger, qu’une portion finie du plan À est inférieure à / dans toutes ses dimensions, s'il est possible de trouver un cercle de diamètre { renfermant À à l’intérieur. Une portion variable du plan sera dite zafiniment petite dans toutes ses dimensions, s’il est possible de trouver un cercle de rayon aussi pelit qu'on le voudra renfermant cette portion du plan à l'intérieur. Par exemple, un carré dont le côté tend vers zéro ou une ellipse dont les deux axes tendent vers zéro sont infiniment petits dans toutes leurs dimensions. Au contraire, un rectangle dont un seul côté tend vers zéro, ou une ellipse dont un seul axe tend vers zéro, ne sont pas infiniment petits dans toutes leurs dimensions.
Démontrons, par exemple, que S a pour limite 1. Nous pouvons supposer que f (+, y) est positif dans le domaine À, car on peut toujours trouver une constante positive C telle que la fonction
P(LYY= CE f(x) 7)
soit positive dans À, et les sommes S et S', relatives à un même mode de subdivision, pour les deux fonctions f et w, diffèrent d’une quantité constante CQ.
Soit « un nombre positif quelconque; le nombre I étant la borne inférieure des sommes S, il existe un mode de partage du domaine À en x domaines partiels &a,, &2, ..., an, tel que la somme S correspondante soit inférieure à 1 +— = Désignons par L l’ensemble du contour L et des lignes auxiliaires qui ont été tracées dans À pour obtenir ce mode particulier de subdivision. Soient w; l'aire du domaine &;, et y; le contour de ce domaine. A l’intérieur du domaine a; traçons un contour fermé y;, n’ayant aucun point commun avec ;; mais suffisamment voisin de y; pour que l’aire
comprise entre les deux contours ;, y; soit inférieure à 7 n étant
un nombre positif arbitraire. Imaginons que l’on opère de même
avec tous les domaines partiels &,,a:,..., a,, et soit L'l’ensemble des lignes y; ainsi tracées. Ce svstème L/ décompose le domaine A: en deux domaines A’ et A"; A se compose de l’ensemble des domaines a; intérieurs aux lignes +:, et A” du domaine restant après que l’on a supprimé A’, Si Q/, Q" désignent les aires de ces deux domaines, on a Q—Q'+Q7, et, d’après la façon dont on choisi les lignes y;, la différence Q — Q/ ou Q’ est inférieure à 1: Les lignes Let L’ n'ayant aucun point commun, désignons par À le minimum de la distance d’un point de L à un point de I/.
Considérons maintenant une décomposition quelconque du domaine À en domaines partiels, inférieurs à À dans toutes leurs dimensions, et soit S' la somme supérieure correspondante. La portion de S' qui provient des domaines partiels n'ayant aucun point commun avec la ligne L est évidemment inférieure à S: D'autre part, les domaines partiels qui ont un point commun aveé la ligne L sont à l’intérieur du domaine A’ et fournissent dans S! une somme inférieure à Mn. On a donc
S'<S+Mn<1+ = +Mr;
si l’on a pris le nombre arbitraire n inférieur à _. on aura S'<<1+ e, ce qui démontre le théorème.
On démontrerait de même que s a pour limite l’. Sile domaine À est décomposé en p domaines partiels A,, A», ..., A», ilest clair qu'on a les relations [—1I,+.,..,+ 1, l= Tr, + ie I; et [: étant les nombres qui viennent d’être définis relatifs au domaine A,;.
119. Intégrales doubles. — Lorsque les deux nombres I et I'sont égaux, la fonction f (+, y) est dite intégrable dans le domaine A: La limite commune I des sommes S et s s'appelle l'intégrale double de la fonction f(x, y) étendue au domaine A. On la représente par la notation (!)
il = f Te, v}dedr,
et la portion A du plan est le champ d'intégration.
(7) On la représente aussi par ff F(x, y) dv, dw étant un élément d'aire,« (A)
et l’on emploie une notation analogue pour les intégrales multiples.
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On voit immédiatement, comme dans le cas d’une intégrale imple, que, pour qu'une fonction f(x, y) soit intégrable ans À, il faut et il suffit que la différence S —s tende vers zéro orsque la plus grande dimension des domaines partiels tend ers zéro. Il en résulte que toute fonction continue f(x, y) est ntégrable. Supposons, en eflet, que l’on ait pris un nombre ositif tel que l’oscillation de la fonction soit moindre que e dans Oute portion de À dont toutes les dimensions sont inférieures à n. i toutes Les portions &;, &>:, ..., a, sont de dimensions inférieures “n, chacune des différences M;— m; sera inférieure à & et la difféence S — s sera inférieure à € Q.
On démontre comme plus haut (n° 74) que la somme ou le roduit d’un nombre quelconque de fonctions intégrables est aussi ntégrable. Si une fonction f(x, y) est intégrable dans un donaine À, elle est intégrable dans tout domaine A! intérieur à À ; i le domaine A est décomposé en plusieurs domaines partiels À,, \,, ..., À,, l'intégrale double étendue au champ A est égale à la omme des intégrales doubles étendues aux champs A,,A2,..., A
Considérons encore le cas plus général d’une fonction f(x, y) ornée dans le domaine À, et admettant dans ce domaine une infilité de points de discontinuité, tels qu’on puisse renfermer tous és points de discontinuilé dans un domaine à dont l’aire soit inféieure à tout nombre positif donné à l’avance. Une telle fonction st intégrable dans À. La condition pour qu'une fonction f (+, y) Oit intégrable peut, en effet, s'énoncer ainsi : il faut et il suffit ju'à tout nombre positif : on puisse faire correspondre un parage de À en domaines partiels tels que la différence corres- Jondante S —s soit inférieure à s. Cela résulte immédiatement le ce que la différence S — s est au moins égale à 1 — F.
Cela étant, supposons, pour fixer les idées, que la fonction ornée f (x, y) soit continue dans tout le domaine A limité par la ourbe fermée C, à l'exception des points d’une ligne L, qu lécompose le domaine À en deux domaines A’ et AfÿDansile lomaine A’, f(x, y) coïncide avec une fonction continue f,(æ4,Y) ët dans le domaine A” avec une fonction continue f,(x, y). Nous de faisons aucune hypothèse sur les valeurs de la fonction f (x, y) le long de L, sauf qu’elles restent bornées. De part et d'autre de a ligne L, menons dans A deux lignes infiniment voisines [/, L”,
s L e + [ 4 l/4 e. LL # LD # | apris re L'et L” soit inférieure a telles que l’aire comprise entre L/ et L > M 0
£ étant un nombre positif donné. Ces deux lignes L!, L’ déco
Fig. 18.
posent À en trois domaines A', A’, A, A" étant le domaine qu renferme L. Imaginons qu’on décompose A/, A", A! en domaine plus petits; la portion de S—s provenant de A" est inférieure à ; et, comme f(x, y)est continue dans les domaines A! et A",0 potion de S — s provenant de A!et A’ est aussi inférieure à . pourvu qu'on choisisse convenablement le mode de subdivision On aura done S— s <e; € étant un nombre positif arbitraire. f(x, y) est donc intégrable dans A. Il est clair que le raisonne ment est général.
L'intégrale double dans le champ A est égale à la somme des intégrales doubles dans les champs A’, A”, A”. Lorsque les lignes Eh L’ se rapprochent indéfiniment de L, l’intégrale double dans A! tend vers zéro; l'intégrale double dans A est donc la limite delle somme des intégrales dans les domaines A! et A, et ne dépend pas des valeurs de la fonction le long de la ligne L. Plus généralement, si une fonction LES Y) est intégrable dans un champ A,on peut changer arbitrairement la valeur de la fonction en une infinité de points, pourvu qu'elle reste bornée et que tous ces points puissent être renfermés dans un domaine à (connexe ou non), dont l'aire soit inférieure à tout nombre posiuf donné, sans changer la valeur de l’intégrale. Cette remarque est à rapprocher de la suivante. Si l’on calcule 1 comme limite de la somme S, on peut négliger dans celle somme les portions provenant d’un nombre quelconque de
domaines partiels, pourvu que la somme des aires de ces domaines tende vers zéro.
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La définition de l'intégrale double peut être oénéralisée. joit (Ë;, n:) un point quelconque à l’intérieur ou sur le contour le la portion &;; il est clair que la somme DRASS ni) ©; est comrise entre les deux sommes S ets; elle a donc aussi pour limite intégrale double, quelle que soit la facon dont on choisit Île joint ie ne):
Le premier théorème de la moyenne s'étend sans difficulté aux ntégrales doubles. Soient f(x, y), 2(x,7) deux fonctions intérables dont l’une, © (x, y), garde un signe constant dans À ; nous upposerons, par exemple,o(x, y)>0. Si M et m sont les bornes le f(x, y) dans À, il est clair que l’on a
Mob, mu: f(E ni) EC m)oi> m o(Ér, ni)wi;
en ajoutant toutes ces inégalités, et passant à la limite, on en conclut que l’on a
(1) ÿ Dre net nard= af fete na dr.
u étant compris entre M et me. Si la fonction f(x, y) est continue, elle prend la valeur :: pour un point (6,n) éntérieur au contour C et l’on peut encore écrire
(1) fre J)o(x, y) dx dy = /f(6; a) f. air y) dx dy;
c’est la formule de la moyenne pour les intégrales doubles. Si par exemple (x, Y)—=1; l'intégrale J f az dy, étendue à la portion
du plan À, estévidemment égale à l’aire Q de cette portion du plan,
et la formule (1) devient
(2) JL ren à DD)
120. Calcul d’une intégrale double. —- Le calcul d'une intégrale double se ramène au calcul de deux intégrales simples prises suc- Cessivement. Prenons d’abord le cas où le champ d'intégration est un rectangle R, limité par les droites 2=%0 æ—=X,Yÿ—Y0;, Y—=YŸ; TX, Po Y: Imaginons ce rectangle décomposé en rectangles plus petits par des parallèles aux deux axes de coordonnées
PE Lis SE Ja (RL 2 An RER, 2,..., M). L’aire di rectangle élémentaire R;4, limité par les droites x — Liy5 CT = M
Y—Yk1, Ÿ —Yk, à pour expression (Ti 1) (Pak — Ya),
et l’intégrale double cherchée est la limite de la somme
te => DIET ik) (Li Gin) (Ya—yr a),
où (É4, nix) Sont les coordonnées d’un point quelconque pris à l'intérieur ou sur les côtés du rectangle R;4. Nous allons profiter de l’indétermination de ces points (£,x, ni)
rt
pour simplifier le calcul. Remarquons pour cela que, si une fonc
tion f(x) est continue dans un intervalle (a, b), et si l’on subdi=" vise (a, b) en intervalles points de division Li LS)
partiels d'une façon arbitraire par des”
++.) Tn_1, On peut choisir dans chaque intervalle (z;_,, x;) une valeur £; de telle façon que l’on ait |
b (6) | fodr=ft)@ = +/e) Ga 21) +. PEN 2
il suffit, en effet, d'appliquer la formule de la moyenne à chacun des intervalles (GR La)s ++, (Æn_s» D).
Cela étant, la portion de la somme S qui provient de la file de
rectangles comprise entre les deux droites + = x Pour expression
ii, T—L;, à
nm en ne D, à à Ce 0 ml Ce ET + à
(Ti 2) [ f(x, na)(Y1— Yo) APCE, Ni2) (V2 ne cb ET ACER nik) (VE RIEODS nes |
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Nous prendrons Eu. = Em Tir, et nous choisirons 51, nis, --., de telle façon que la somme
fi, na) (Ya—To) + fi; ni2)(Ya— V1) He.
soit égale à l'intégrale f ACHATS l'intégrale étant prise Yo
en regardant æ;_, comme constant. Si nous opérons de même avec
toutes les files de rectangles comprises entre deux parallèles vOIsines à Oy, nous pouvons écrire
(5) S=P(xo)(Ti— Lo) + (ri) (tdi) + Pain) (ri ia) tes
en posant, pour abréger,
Y B(æ) = fé J(æ, y) dy:
“Yo Cette fonction D (x), représentée par une intégrale définie, où x est considéré comme un paramètre, est une fonction continue de x; lorsque tous les intervalles x;— æ;_, tendent vers zéro, la formule (5) montre que S a pour limite l'intégrale définie
jf
P(x) dx.
On a donc, pour l'intégrale double cherchée,
(6) free [ef rene
pour avoir la valeur de l'intégrale double, on dort d’abord intégrer f(x,y) entre les limites y, et Y,en y regardant x comme constant et y comme variable : le résultat est une fonction de la seule variable x, que l’on doit intégrer de nouveau entre les limites æo et X.
En opérant dans l'ordre inverse, c’est-à-dire en évaluant d’abord la portion de S provenant d’une file de rectangles comprise entre deux parallèles à Ox, on trouverait de même
fre y) dx dy = [af rene
" H ARE pute, ‘
et le rapprochement de ces deux formules permet d'écrire
JL 'æf
Y Y X LV) AVENIR J(x, y) dx; J(x, y) dy d a
nous retrouvons la formule d'intégration sous le signe |. La
démonstration suppose, comme la première (n° 99), que les limites”
Los Jo; X, Ÿ sont fixes, et que la fonction f(x,y) est continue. entre ces limites.
£ T Fe # »
Exemple. — Soit z — =. La formule générale nous donne
œ È x JJ Tax ar = ar [ dy /(R 4 Xo Yo +
= ar dr = CR 73) (My), ee 0 D'une façon générale, lorsque la fonction J (2928 le produit d’une fonction de la seule variable x par une fonction de la seulevariable y, on a |
RONCLT 1
To
X Y æ) d (y) dy; p( =>) (y) dy
les deux intégrales du second membre sont absolument indépen-. dantes l’une de l'autre.
M. Franklin (American Journal of Mathematics, t. NI, p. 77100 déduit de cette remarque une démonstration très simple de quelques théorèmes intéressants dus à Tchebichef. Soient o(æ) et V(æ) deux fonctions continues dans un intervalle (a, d), où a < b. L'intégrale double
IRÉCEPITCE OT
étendue au carré limité par les quatre droites æ — da x =0,7y est égale, d’après la rémarque précédente, à la différence
b b b SAbé 2(b— a) f° e(æ)4(@) dr — 2 fl Ce) de x [| VC) de.
Mais tous les éléments de l’inté deux fonctions p(x)et (x)
grale double ont le même signe lorsque les .
sont toujours croissantes ou décroissantes en
I. — PROCÉDÉS DE CALCUL
même temps, ou si l’une d’elles est toujours croissante lorsque l’autre est décroissante. Dans le premier cas, les deux différences o(æ)—v(y), Y(æ)— Y(y) ont toujours le même signe, tandis qu’elles sont de signes différents dans Ie second cas. Par suite, nous avons
D b b (b—a) f eg) Ya)dr> f e(r) de x [ Y(x) de,
si les deux fonctions o(æ) et L(æx) sont toutes deux croissantes, ou toutes deux décroissantes dans l'intervalle (&, b). Nous avons au contraire
b b b Ga) [_ e(æ)v(e) dr < f e(e) de x [| V(x) de,
lorsque l’une des fonctions est croissante et l’autre décroissante dans le même intervalle.
Le signe de l'intégrale double n’est pas douteux, lorsque CHEN TEZS car la fonction à intégrer est alors un carré parfait. On a donc la relation
@—a) [tr al [
quelle que soit la fonction o(x), l'égalité ne pouvant avoir lieu que si o(x) est une constante.
On peut déduire de ce résultat la solution d’un problème intéressant du calcul des variations. Soient P et Q deux points donnés du plan, de coordonnées (a, A) et (b, B) respectivement. Soit y — f(x) l'équation d'une courbe joignant ces deux points, f(x) étant continue, ainsi que sa dérivée première f’(æ), dans l'intervalle (a, b). : s'agit de trouver, parmi ces
p(æ) de | ù
4) courbes, celle pour laquelle l'intégrale y"? dx est minimum. «
En remplaçant o(x) par y' dans l'inégalité précédente, et observant qu'on a par hypothèse f(a) = A, f(b) = B, il vient
b G— a) f J?dx2(B— A}.
_. Le : , (B—A) La valeur minimum de l'intégrale est donc égale à ne étrceite
valeur minimum est atteinte lorsque y’ est constant, c’est-à-dire lorsque la courbe se réduit à la ligne droite PQ.
121. Cas d’un champ quelconque. — Avant de passer au cas d’un champ d'intégration quelconque, nous allons d’abord généraliser la formule (6), en supposant que la fonction UE KV) admet dans le rectangle ABCD une ou plusieurs lignes de discon-
Cros L. 20
tinuité, tout en restant bognée. Pour fixer les idées, supposons qué la fonction f(x, y) est discontinue le long d’une ligne L (ou du moins sur certaines portions de cette ligne), joignant un point de AD à un point de BC, et représentée par une équation y = 9 p(x); 0 la fonction w(æ) étant continue dans l'intervalle (x6, X). Cette ligne L décompose le rectangle R en deux poruons, une portion R’ au-dessous de L, où l’on a f(x, y) = fi(x, y}, f(x, y) étant.
continue dans R, et une portion R” au-dessus de L où f(x, y)= fa, F),
la fonction f,(æ, y) étant continue dans R”. On a déjà remarqué (n°,119) que f(x, y) est intégrable. Pour calculer lintégralen double, nous décomposerons encore le champ en petits rectangles comme au paragraphe précédent. Considérons la file de rectangles comprise entre les deux parallèles x =; ,, x = x; à Oy. Lan droite + = #5, rencontre la ligne de discontinuité Len un pointm d’ordonnée w(æ;_,), cette ordonnée étant comprise par exemple entre yx_, et yx. Décomposons le petit rectangle limité par les quatre droites T— Xi 1, T—=%i, Y—=Yr 1, Y —Yrx en deux autres au moyen d’une parallèle à O x menée par m». En évaluant la por= tion de la somme, dont il s’agit de trouver la limite, qui provient de cette file de rectangles, on trouve encore que, en choisissant convenablement les points (£, n) dans chaque rectangle, cette somme a pour expression ù
ea] [OT Ji(æi-1, 9) a+ [
Yo p (Xi 1)
fa(æi-1: J) æ|
Le raisonnement s'achève de la même façon. En posant
je J(x, J) dy JE ex na f.
Yo {«
Jf2(æ, y) dy,
la valeur de l’intégrale double Je f(x, y) dx dy est donnée par.
la formule (6). Il est clair que la AAeQE est générale, et la conclusion est la même, quel que soit le nombre des es de discontinuité analogues à L dans le rectangle ABCD, pourvu que la fonction f(x, y) reste bornée. . 10
Cela étant, considérons maintenant un contour qui n’est ren= contré qu’en deux points par une parallèle à O y. On peut toujours
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le supposer formé par deux segments de droites AA’, BB’, appartenant à deux parallèles + — à, x — b à l'axe Oy(a< b), et deux arcs de courbe Am, B, Alma. représentés par les deux équations 0x), Va— DT), VaZ V1, les fonctions v, et® étant continues entre & et b. Il peut d’ailleurs se faire que les points À et A’ 5e confondent, ainsi que B et B': c’est ce qui aura lieu, par exemple, si le contour est une courbe fermée analogue à une ellipse. Soit f(x, y) une fonction continue dans le champ R limité par ce contour et sur le contour lui-même. Pour calculer l'intégrale double, imaginons deux parallèles y — y5, y = Y à l’axe O x, telles que le champ R soit tout entier entre ces deux parallèles, et soit T le rectangle limité par les quatre droites + — à, D'UN ET à)
NN (fig. 20).
Les courbes Am,B, A'm;,B' décomposent le rectangle T en trois domaines, le domaine R, le domaine R' au-dessous de Am, B. et le domaine R" au-dessus de A/m,B'. Soit F(æ, y) une fonction auxiliaire définie de la manière suivante dans T: 1° F(æ, y)— f(x, y) dans R et sur le contour de R; 2 F(x, y) — 0 dans R/et R’.Ilest évident qu’on a
JL rmnaa = f [ renard.
RAR] HORCRAUE)
Mais la formule (6) est apphcable à la fonction F(x, y) qui admet les lignes de discontinuité A m,B et A/m, B', et l’on a
b Y Pa fe Péry)dr de || am f Era: (T) “a Fat
PER TTr
D'autre part, d’après la définition même dé la fonction F(x, 3), on à 1 :
-J2 Hi F(a,y)dy= | f(x, y) dy.
el, par conséquent,
ER SL, Y)dr dE 4 def fred
La première intégration doit encore être effectuée en regardant z.
FT SJ
comme constant, mais les limites y, et y2 sont elles-mêmes des à
fonctions de x, et non des constantes.
Exemple. — Soit à calculer l’intégrale double de la FOCUS à à lin 1
térieur d'un quart de cercle limité par les axes et la circonférence a2+ y? — R?— 0.
Les limites pour x sont o et R, et, x restant constant, y peut varier de om
à YÿR2— #?. L'intégrale a donc pour expression
‘ae f EE 4 4 [= [ VER Jr = fus SR +4 4 il y = pans L'TERS Me À
ae hs R* cette intégrale s'obtient aisément et a pour valeur Toi ù à a #4
Lorsque le champ d'intégration est limité par un contour de forme quelconque, on le décomposera en plusieurs parties, de façon que le contour de chacune d’elles ne soit rencontré qu en deux points par une parallèle à l’axe Oy. On pourrait aussi le décomposer en parties telles que le contour de chacune d'elles ne soit rencontré qu’en deux points par une parallèle à O x, et com mencer par une intégration relative à la variable +. Prenons, par exemple, une courbe fermée convexe comprise à l’intérieur du rectangle x = 4,2%, Y=CNP=CAMIORMENRSSS passent PA les quatre points À, B, C, D pour lesquels x ou y est minimum où maximum, Soient (A SES vi (2) Tee p2(x) les équations des
deux arcs de courbe ACB, ADB; soient de même æ, = (2
(1) Le lecteur est prié de faire la figure.
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To —= b:(Y) Fe équations des deux arcs de courbe CAD, CBD:
v,(æ) eto,(æx) sont continues entre a et b, V,(y) et es sont continues lorsque y varie de c à d. On peut calculer l'intégrale double d’une fonction f(x, y), continue à l’intérieur de ce contour, de deux façons différentes et, en égalant les deux expressions obtenues, il vient
3 cl La (8) # az [ fan) dy= [ dy | J(x, y).dx;
a Yi
on voit que les limites sont tout à fait différentes dans les deux intégrales. Tout contour convexe fournit une formule de cette nature. Par exemple, si l’on prend pour champ d'intégration le triangle limité par les droites y —0, x —4a, y — x, on parvient à une formule donnée par Lejeune-Dirichlet,
f æf fena=f à f jan 0 0 0 LE se
122. Analogies avec les intégrales simples. — L'intégr ste [° f(®) dt,
considérée comme fonction de +, a pour dérivée f(x). Il existe un théorème analogue pour les intégrales doubles. Soit f(æ, y) une fonction continue à l’intérieur d’un rectangle limité par les droites æ = a, x — A, J=b, y=B(a<A,b<B). L'intégrale double de f(æ, y), étendue à l'aire du rectangle limité par les droites t=a, x=X, y =b, y =Y, (a<X<A, b<LY<B), est une fonction des coordonnées X, Y du sommet variable, qu’on peut écrire
+ Y REX, Ÿ) = de | PATATE « /b
Soit P(x) ah f(x, y) dy; une première différentiation par rapport
à X nous donne
x = PO) = FX») dr, et, en différentiant de nouveau par rapport à Y, il vient PE
La fonction la plus générale w(X, Y) satisfaisant à la relation précédente (9) s'obtiendra facilement en ajoutant à F(X, Y}) une fonction
er à Le
dont la dérivée seconde _—. sera nulle. Elle est donc de la forme (n° 63)
| CAC 4 L (10) MAN) de [FC dy + (0) + YO)
o(X) et L(Y) étant deux fonctions arbitraires. On peut disposer de ces deux fonctions arbitraires de façon que, pour X = a, u(X, Y}) se réduise à une fonction donnée V(Y) et, pour Y=b, à üne autre fonction donnée U(X); ces deux fonctions étant liées nécessairement par la relation U(a) = V(b). En faisant successivement X = a, Y = dans la rela- 2 tion précédente, on a les deux conditions
V(N)=gp(a)+4(T), U(X)= o(X) +460) on en tire .
YOYI= V(T)—o(a), v(b)= V(b) =e(a), p(X) = U(X)— V(b)+vw(a),
et la formule (10) devient x Y .
hr) uX,Y)= f ae | fe, y) dy + U(X) + V(Y) — V(b). 2 s b :
Réciproquement, si, par un moyen quelconque, on a obtenu une fonc tion w(X, Y) vérifiant la relation (9), on trouve, par un calcul tout par au précédent, qu’on a, pour valeur de l'intégrale double, |
(12) 14 ae [7 f(x, y) dy = u(X, ) = u(X: 0) 4(@ 0) "ee b ! À : d #2
: #82 Le
Plaçons-nous maintenant dans une hypothèse un peu différente, en re nplaçant les deux côtés du rectangle par un arc de courbe tel que. AB. (Jig. 21), où l'ordonnée va constamment en diminuant lorsque l’abscisse augmente.
Soit f(x, y) une fonction continue à l’intérieur du rectangle ACBD; M étant un point quelconque de ce rectangle, les parallèles aux axe
menées par M rencontrent l’arc AB en deux points P et Q respectivement, , et l'intégrale double
FU) = ff, fn de dy,
étendue à l'aire du triangle mixtiligne PMQ, est une fonction continue dans ce rectangle, En écrivant cette intégrale pouE sous la forme (5), 0 on en déduirait aisément qu'elle satisfait aussi à la relation (9). On peut encore le voir directement comme il suit. LAS à X et à YŸ des accrois ssements # et ; on passe ainsi du point M au point voisin M!
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Désignons par (1), (2), (3), (4) les intégrales doubles étendues aux domaines désignés par les mêmes chiffres sur la figure. On a
FX + 2, Y+£Æ) = (1) + (2) +(3) +(4), F(X+h,Y)=(1)+(3),, F(æ&, Y+4)=(1)+(2),
et, par suite , >]
F(X+A Y+£k)—F(X,Y+k)—F(X+h,Y)+F(X, Y) AA hk DRE
0X 0Y tendent vers zéro (n° 22). D'autre part, si l’on applique la formule de la moyenne à l'intégrale double (4), il vient (4) = hkkf(X+0h, Y +6'k). En faisant tendre X et Æ vers zéro, on obtient précisément la formule (9).
le rapport dans le premier membre a pour limite lorsque À et
L'intégrale F(X, Y) de l'équation (9) est nulle tout le long de AB. Il en est de même de ses deux dérivées partielles du premier ordre; on voit en effet immédiatement sur la figure que, si le point M est sur AB, à un accroissement À de X correspond un accroissement infiniment petit du second ordre de F(X, Y). |
La formule (12) est analogue à la formule fondamentale (8) (voir n° 78).
La formule suivante offre aussi une certaine analogie avec la formule: d'intégration par parties.
Soit À une région finie du plan, limitée par une ou plusieurs courbes de forme quelconque. Une fonction f(x, y), continue dans À, varie entre un minimum #, et un maximum V. Imaginons qu'on ait tracé les courbes de niveau f(x, y) = ?, où v est compris entre #, et V, et supposons qu’on puisse trouver l’aire de la portion de À pour laquelle f(x, y) est compris entre #, et ». Gette aire est une fonction F(v) qui croît avec », et l'aire comprise entre deux courbes de niveau infiniment voisines est égale
” 2 + eg H En MT EEE NE 312 CHAPITRE VI. — INTÉGRALES DOUBLES.
à F(e + Ap)— F(e) = 4v F'(v +0 40). Si l'on décompose cette aire en parties infiniment petites par des lignes joignant les deux courbes de niveau voisines, on peut prendre dans chacune de ces parties un point (£, n), tel qu’on ait f(E, n) = v + 0 Av, et la somme des éléments de l'intégrale
double J dx dy, provenant de cette région, a pour expression (po + 0 Av) F'(p + 0 Av) Apr.
L'intégrale double est donc égale à la limite de Ep + 0 Av) F'(e + 8 Ap) A»,
c'est-à-dire à l'intégrale simple .
le FC) de = VF(V)— f F(v) de.
e Vo
Cette méthode est surtout commode lorsque le champ d'intégration est limité par deux courbes de niveau
J(2,9) = #0: DERATE
CRT:
Soit, par exemple, à évaluer l'intégrale double Ver de 1) ,
étendue à l’intérieur du cercle x?+y2=1 Si nous posons p = yi+a?+ y, le champ d'intégration est limité par les deux courbes de niveaup=1, -
e — ÿ2, et la fonction F(v), qui est l’aire d’un cercle de rayon ÿo2—1, est égale à r(v?— 1). L'intégrale double est donc égale à
v2 2 4 ent do (2/31) (1)
La formule précédente s'étend aisément aux intégrales doubles
{fe netx, y) dx dy, k {
en désignant par F(+) l'intégrale double ff gCx; 7 ) dx dy, étendue à la Ée 4
portion du champ d'intégration limitée par la courbe de niveau p = f(, y)
193. Formule de Green. — Si la fonction FU y) est la dérivée 4 parüelle, par rapport à æ ou à y, d’une fonction connue, uue des intégralions s'effectue immédiatement et l’on est ramené à une -
(7) On trouvera de nombreuses applications de cette méthode dans un Mémoire de M, Catalan (Journal de Liouville, 17° série, t. IV, p. 233).
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seule quadrature. Cette remarque bien simple conduit à une formule importante, appelée formule de Green.
Considérons d’abord une intégrale double [far dr,
étendue à la portion du plan, limitée par un contour C tel que celui de la figure 20, composé de deux segments de droites AA, BB’ parallèles à Oy et de deux ares Am,B, A’mB'. Une parallèle à Oy comprise entre AA’ et BB’ rencontre les arcs Am, B et A/m,B' en deux points m, et m2; d’ordonnées y, et y2. L’intéerale double a pour expression, en intégrant d’abord par rapport
NZ [F5 ie =f af 5 ee ne [P(æ, 2) — P(x, y1)] dx.
b b Mais les deux intégrales 4e Ta) dr: vi P(x, y2) dx sont
précisément des intégrales curvilignes prises respectivement le long des arcs An, B et A’m:B'. Comme les intégrales curvilignes P dx, | P dx sont nulles, nous pouvons écrire la formule pré- AA’ BB cédente
(13) he, Ra.
l'intégrale curviligne étant prise le long du contour C dans le sens direct, si les axes ont la disposition de la figure. Pour étendre la formule à une aire limitée par un contour de forme quelconque, on procède comme plus haut (n° 96) en partageant celte aire en plusieurs autres par des transversales, de façon que le contour de chacune des aires partielles satisfasse à la condition précédente, et appliquant la formule à chacune d'elles. On établit de même la formule
(4) [fax ar = f_ dy,
l'intégrale curviligne étant toujours prise dans le même sens. En retranchant les égalités (13) et (14), il vient
(15) F par+Q@ = ff se dx dy,
l'intégrale double étant étendue à Paire limitée par G. C’est la“ formule de Green, qui a d'importantes applications. En posant Q= 2x, P—— y, on retrouve la formule obtenue plus haut (n°96)
qui exprime l'aire d’une courbe fermée par une intégraie CUrvI-. ligne.
En désignant par *', 8’ les angles de la normale intérieure avec les axes (voir n° 96), on peut encore écrire la formule de Green, en remplaçant Q par — Q “0
(159 [f(+5) dx dy + [ (P c058"+ Q cosa') ds = o. AT C |
Gette formule est indépendante de Ja disposition des axes Ox, Oy. La. formule (15) s'applique aussi, quelle que soit cette disposition, pourvu qu'on définisse le sens direct de parcours d'un contour fermé comme plus. haut (note de la page 228). 1
Remarque. — Remplaçons P par un produit de deux facteurs we dans la formule (13); il vient De
dv ou an + [ frSard ee (Re VAS 0y és y 2 (C)
el par suite
de ou u — dx dy =— war [ [ed à £ JE ABS LÉe Va GK AtIRES
On trouverail de même for y à d MP.
dr VU of [us æ dy.
L’analogie avec la formule d'intégration par parties est évidente.
AIRE D'UNE SURFACE COURBE
Pour évaluer une intégrale double, nous avons supposé jusqu'ici.
1 4 . . y, o » er qu'on décomposait le champ d’intégration en rectangles infiniment petils par des parallèles aux axes de coordonnées. Nous allons maintenant supposer qu'on décompose le champ d’intégra-
üon par deux familles de courbes absolument quelconques.
II. — CHANGEMENTS DE VARIABLES
124. Formule préliminaire. — Soient w et # les coordonnées d'un point par rapport à un système d’axes rectangulaires dans un plan, æ et y les coordonnées d’un autre point par rapport à un autre système d’axes rectangulaires de même disposition que les premiers, dans le même plan ou dans un plan différent. Les formules
PMU LT), EE LEUR
définissent une certaine correspondance entre les points de ces deux plans. Nous supposerons : 1° que ces fonctions f(u, v), o(u, v) sont continues et admettent des dérivées partielles continues, lorsque le point (u, ») décrit une portion À, du plan (u, e) limitée par un contour G,; 2° que les formules (16) font correspondre à la portion A, du plan (w, #) une portion À du plan (æ, y), limitée par un contour C, et qu'il y a correspondance univoque entre les points des deux aires et des deux contours, de façon qu’à un point de À ne correspond qu'un point de À; :
D(f, +) D(u, ») signe à l’intérieur de C, (il peut d’ailleurs s’annuler en certains points de À, ).
Il peut encore se présenter deux cas. Lorsque le point (u,v)
39 que le déterminant fonctionnel À — ne change pas de 8e P
décrit le contour C, dans le sens direct, le point (+, y) décrit le contour C en marchant toujours dans le même sens, qui peut être le sens direct ou le sens inverse. Nous dirons, suivant les cas, que la correspondance est directe ou inverse. | Cela posé, l'aire Q de la portion À du plan a‘pour expression
= æ AY, (C) l'intégrale étant prise le long du contour C dans le sens direct. Si l’on emploie le changement de variables défini par les formules (16), on a encore EE os f(u,v)de(u, v ),
(C1) la nouvelle intégrale étant prise le long de C, dans le sens direct ; on doit prendre le signe + ou le signe —, suivant que la correspondance est directe ou inverse. Appliquons à cette nouvelle inté-
A grale la formule de Green, en posant u — x, Da = fe
Q LR ce qui nous donne (voër plus loin Exercice 15, p. 355)
2Q Aube EE) CAT + Dire el 1l vient
D( f, ©) I (u, v) dou, » il ———" du dy ( 73 Jo / ox ) A DCE v) 1
ou encore, en appliquant à l'intégrale double le théorème de la
moyenne,
D(f, +) 5 YO ie (7) à D(E,n)
te n) étant les coordonnées d’un point intérieur à GC, et Q, l'aire de la portion A, du plan (u, 6). On voit d’abord qu'on doit prendre le signe + ou le signe — devant le second membre, suivant que À est lui-même positif ou négatif. Par suite, {a correspondance est directe ou inverse, suivant que À est positif ou négatif (cf Exercices 13 et 14, D'ALDTSS
La formule (17') établit une analogie de plus entre les déterminants fonctionnels et les dérivées. Imaginons, en effet, que la poron À, du plan diminue indéfiniment dans tous les sens, tous les points tendant vers un point déterminé (u, »). Il en sera de même de À, et le rapport des aires Q, Q, à pour limite la valeur absolue du déterminant A: de même que la dérivée est la limite du rapport de deux éléments linéaires, A est la limite du rapport de deux éléments superficiels. La formule (17!) est, à ce point de vue-là, l’'analogue de la formule des accroissements finis.
Remarques. — Les hypothèses que nous avons faites sur la correspondance entre A et A; ne sont pas toutes indépendantes. Ainsi, pour que Ja Correspondance soit univoque, il est nécessaire que À ne change pas de signe dans la portion A, du plan (u, »). Supposons, en effet, que A soit nul tout le long d’une courbe Y1, Séparant la région de A, où À est positif de la région où A est négatif. Prenons un petit arc min de y1 et une région très petite de À, renfermant l'arc min; elle se décompose en deux régions à; et a! ayant 717, pour ligne de séparation ( /L£: 40
Lorsque le point (u, ») décrit l’aire &, où A est positif, le point (x, y) décrit une aire a, de contour minpm, et les deux contours Mi 1 Pi, mnpIn Sont parcourus en même temps dans le sens direct. Lorsque le point (u, #) décrit l’aire 4j, où À est négatif, le point (æ, y) décrit une
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aire a’, dont le contour nmgr doit être décrit dans le sens inverse, lorsque rimigini est décrit dans le sens direct. Cette aire a’ doit donc recouvrir en partie l’aire précédente a; à tout point (x, y) de la partie commune #zrm correspondent deux points (w, #) de part et d’autre de la ligne m1 71.
Posons, par exemple, X =x, Ÿ = y?; on a A —2y. Si le point (x, y)
décrit une aire fermée renfermant un segment ab de l'axe des x, on voit sans peine que le point (X, Y) décrit deux aires situées au-dessus de l’axe des X, et terminées l’une et l’autre à un même segment AB de cet axe. Une feuille de papier repliée sur elle-même suivant une ligne droite tracée dans cette feuille donne une idée nette de la surface décrite par Île point (X, Ÿ).
Il ne suffit pas que A conserve le même signe dans À; pour que la correspondance soit univoque. Prenons par exemple X — x?— y?, Ÿ =2xy; le jacobien A — 4(x2+ y?) est toujours positif. Or, les formules précédentes peuvent s’écrire, en désignant par (7, 0), (R, w) les coordonnées polaires des deux points (x, y), (X, Y) respectivement, Rire =
Cela posé, faisons varier r de & à b(a<b) et 0 de o à 7 +2 | a étant
compris entre o et — }- Le point (R, w) décrit la couronne circulaire com-
prise entre les deux cercles de rayons a? et b?. Mais à toute valeur de l'angle w comprise entre o et 24 correspondent deux valeurs de 0, l’une 6; comprise entre o et «, l’autre entre 7 et T +4. On peut encore se représenter l'aire décrite par le point (X, Y) au moyen d'une couronne circulaire en papier qui se recouvrirait partiellement.
193. Changement de variables : première méthode. — Conservons les hypothèses faites plus haut sur les régions À et À,, et les formules (16), et soit F(x, y) une fonction continue dans la région À. Décomposons la région À, en régions plus petites %, %, ..., 4 d'une façon arbitraire; il y correspond une division de la région À en régions plus petites &, @2, ..., An: Soient w;eto; les aires des deux régions correspondantes &; el 4;;0n a, d’après
la formule (17) "A D(P, 8) D Qui, vi) |?
SG
Uj, V; étant les coordonnées d’un point de la région aà;. À ce
point (ui, Vi) correspond un point Li= (Us PIE o(u;, bi) de la région a. En posant D{u, e) = F[f(u, ve), g(u, e)], nous pouvons donc écrire
n É D( ; DICO ED TC Pi) ES Via
21 LA
eu passant à Ja limite, nous obtenons l'égalité
(18) " ; F(x, y) dx dy 4 Se (A) (Ai
Donc, pour effectuer un changement de variables dans une intégrale double, on doit remplacer x et J par leurs valeurs en fonction des nouvelles variables u, 9, et le produit dx dy par |A] du de. Quant au nouveau champ d'intégration, nous avons expliqué comment on le détermine.
DC, +) Den | dé dy.
Pour trouver entre quelles limites doivent étre effectuées les intégrations qui donnent la valeur de la nouvelle intégrale double, il est en général inutile de tracer le contour C, du nouveau champ d'intégration A,. Considérons; en effet, et v comme un système de coordonnées curvilignes: lorsque, dans les formules (16), on attribue à l’une des variables w, v une valeur constante, et qu’on fait varier l’autre, on obtient deux familles de courbes # — const., 9 — const. D'après les hypothèses faites sur les formules (16), par
chaque point de la région À :1l passe une courbe et une seule de
chacune des deux familles. Supposons, pour fixer les idées, qu’une courbe # — const. rencontre le contour C en deux points seulement M,, M, Correspondant aux valeurs ui, u2 de u(u, < U2) et que toutes les courbes (y) rencontrant le contour C sont comprises entre les deux courbes e— a, P—b(a<b)(fig. 23). Alors, si l’on intègre d’abord par rapport à w, e restant constant, on doit faire varier & de 4, à wo (u, et uw, sont en général des fonctions de p) et
intégrer ensuite le résultat entre les limites @ et D.
Fe A,
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L'intégrale double cherchée a donc pour expression
0 Us [l do fe F[f(u 0), o(u, v)1|A| du de.
D vas Un changement de variables revient au fond à décomposer le champ d'intégration en régions infiniment petites par les deux systèmes de courbes (x) et (v). Soit w Paire du quadrilatère curviligne limité par les courbes (u), (u + du), (v), (+ dv), où
Fig. 23 = ap v) er.
LDESS v+dv) CSSS SS PRESS PRRN V2 EC Se) ARR RO TRE TR (u+duw) NT
du et dv sont positifs; à ce quadrilatère correspond, sur le plan (uw, v), un rectangle de côtés du et de. On a donc, d’après la formule (17/), “—]|A(6, n)| du de, € étant compris entre w et u+du, n entre © et # + dv. L'expression [A(u, v)| du de s'appelle l’élément d’aire dans le système de coordonnées (u, v). La valeur exacte de w est w —||A(u,e)| +: | du do, s étant infiniment petit en même temps que du et dv. Mais, quand on cherche la limite de la somme EF(x,y)w,:on peut négliger &; en effet, A(u, v) étant une fonction continue, on peut supposer les courbes (uw) et (o) assez rapprochées pour que tous les & soient moindres en valeur absolue que tout nombre positif donné et, par conséquent, pour que la somme EF(x, y)e du do soit elle-même plus petite en valeur absolue que tout nombre positif.
126. Exemples : 1° Coordonnées polaires. — Supposons qu'on passe des coordonnées rectangulaires aux coordonnées polaires,
On a æ—pcosw, y = p sinw, et l’on obtient tous les points du plan en faisant varier & de zéro à +, et w de zéro à 2n. On trouve A— 6, de sorte que l’élément d'’aire est e dow db, comme Ja | Géométrie le montre sans peine. Supposons d’abord qu'il s'agisse. d'évaluer une intégrale double dans la poruon du plan limité par un arc AB qui n’est rencontré qu’en un point par une demi-droite issue de l’origine, et par les deux droites OA, OB faisant avec Ox des angles w,, w>. Soit R — o(w) l'équation de l’arc AB; w étant \ compris entre w, el W2, p peut varier de zéro à R, et l'intégrale i double de f(x, y) a pour valeur (OP ain du | J(e cosw, p sinw)p do.
S1 l'arc AB forme une courbe fermée comprenant l’origine à son Intérieur, on prendra w;—0, w2= 27—. Tout champ d’intégraion peut être décomposé en plusieurs régions telles que la précédente. Supposons, par exemple, que le contour C soit une courbe fermée convexe laissant l’origine à l'extérieur. Soient OA et OB les langentes menées par l'origine à ce contour, R,=ÿ, (a R:=— f,(w) les équations des deux arcs de courbe ANB, AMB. Pour une valeur donnée de w, comprise enire w, et wo, p peut
varier de R, à R, et l’on a pour valeur de l’intégrale double
O9 PR
Hi du J(P Cosw, p sinw)p de.
2° Coordonnées elliptiques. — Considérons une famille de coniques homofocales x? : y?
sf END Ter here
où À désigne un paramètre arbitraire. Par tout point du plan passent deux coniques de cette espèce, une ellipse et une hyperbole, car l'équation (19) a, quels que soient x et J'; une racine À supérieure à c?, et une racine
positive a, inférieure à c?, De la relation (19) et de la relation analogue, où À est remplacé par &, on tire
(20) = #4, Re (o£p£e2£});
Pour éviter toute ambiguïté, nous ne considérons que la région du plan .des æy située dans l'angle + O y. Cette région correspond, point par point,
II. — CHANGEMENTS DE VARIABLES. 321 d'une façon univoque, à la région du plan (X, 4) limitée par les droites À = c?, M0; the Ce
Lorsque le point (À, 1) décrit le contour de cette région dans le sens
Fig. 24.
| Do LD 1
PE
indiqué par les flèches, les formules (20) montrent que le point (x, y} décrit les deux axes Ox, O y dans le sens indiqué par les flèches. La correspondante est donc inverse; c’est ce qu’on vérifie en calculant À,
LD CE 25 1 À meD(k Hu) 4 VX m(A— c?)(c— 4) 127. Changement de variables : deuxième méthode. -— Nous
allons établir la formule générale (18) par une autre méthode, qui s'appuie uniquement sur la façon même dont on calcule une intégrale double. Nous conservons, bien entendu, les hypothèses faites au début sur la correspondance entre les points des deux régions À, A,. Observons d’abord que, si la formule est vraie pour deux transformations particulières,
AIN TA u = fiCu’, »'),
y =g(uv), ep = (0)
elle est vraie pour la transformation obtenue en les eflectuant suc-
cessivement; cela résulte de la propriété connue des déterminants fonctionnels (n° 55)
D(x,y) __D(x, y) D(u,v) Dre Du) ED CES")
De même, si la formule est vraie pour plusieurs régions distinctes 2 B,C..0, L, auxquelles correspondent des régions A;, B,, GC, ..., L,, elle est vraie aussi pourlarégion Â BE CE... + [. Enfin, la formule est vraie si le changement de variables se réduit à
une transformation de coordonnées T=%Lo+æ'CoOsX—y'sing, Y—=Yo+'SiINna+Y'COSA;
on a A— 1, et les deux intégrales sont égales
À F(x, y) dx dy (A)
= [ F(xo+ x'cosa — y'sins, yo + æ'sina + y'cosa) dx’ dy", © (4) | d’après la définition même des intégrales doubles. Cela posé, nous allons d’abord démontrer la formule pour la transformation particulière (21) æ=çe(x, ÿ)h, y =Y" A
CAS
qui fait correspondre à la région À une région A! comprise entre les mêmes parallèles à Ox, y — es y1. Nous supposons qu'à. tout point de À ne correspond qu’un point de À’ et inversement Si une parallèle à Ox ne rencontre le contour C de A qu’en deu c points, il en sera de même du contour C’ de A’. Aux deux points EL.
et}, d'ordonnée y du contour C correspondent deux points my,
et mn, du contour C’. Mais il peut se présenter deux cas suivant cl . . . . , «+
que la correspondance est directe ou inverse. Pour distinguer les
deux cas, remarquons que, S1 ST
points m1, et m,, mm, et m, sont disposés comme la figure 25 lin-
est positif, æ croît avec æ', les
. | ; ; . 0v si dique, et la correspondance est directe. Au contraire, si 35 étail
négatif, la correspondance serait inverse.
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des points m5, m,, m,, m!. On a, en appliquant la formule du changement de variable dans une intégrale simple,
F " nr ne IROCPE MIO NAT
Lo
y et” étant considérés comme constants, et, par suite,
Ya En Yi ; x! d JL ff Feœnd-f dy [Fey SE de Yo 7 Lo Yo lo (
à ; > RS tte SE | Mais le jacobien se réduit ici à sr et la formule précédente peut
s’écrire
JSF na de [ [ rte raté dr (A) * (41
, s “ro /.
La formule se démontre de la même facon si —Æ est négatif et
s'étend évidemment à une région limitée par un contour de forme quelconque.
On établira tout pareillement qu’en posant
(22) Li", } = Ÿ(x", y’)
on a la formule
VITE F(ay)drdy= | [ Pia, 4, y)11a| de dy (A) “° (A)
le nouveau champ d'intégration A’ correspondant point par point à la région A.
Considérons maintenant les formules générales de transformation
(23) r=f(ru y) Y=fi(ri M),
et, pour plus de clarté, désignons par (x, y), (x,, y,) les coordonnées de deux points correspondants », M, par rapport à un même système d’axes. Soient A, A, les régions correspondantes limitées par les contours C, C,. Si, aux deux points », M,, on associe un point »/ de coordonnées æ/— x, Y'=?Y, ce point m' décrit une région auxiliaire A/, et nous supposerons d’abord qu’elle correspond point par point à chacune des régions À, A,. Entre les
six coordonnées æ, Y, Zi, Yi &', Y', On à les quatre relations D fr 10 PEN EL E ARS ET) T'= Li, Y=J;
on en tire d’abord
(24) g'=%, J'= fit; Yi):
ce qui définit une transformation de la forme (22) De la relaion y'=/,(zx', y) on tire ensuite y, =T(x',y )et, par suite,
(25) CA AE ONE RUE où Y =}Y"
La transformation considérée (23) résulte donc des deux transformations particulières {24) et (25), auxquelles s'applique la for= mule générale. Elle s'applique donc aussi à la transformation (23) elle-même.
Remarque. — Nous avons supposé que la région décrite par le point »/ correspondait point par point à chacune des aires À, À... On peut toujours supposer qu'il en est ainsi. Eu effet, considérons les courbes de la région À, qui correspondent aux droites de À parallèles à Oæ. Si ces courbes ne sont rencontrées qu’en un point par une parallèle à Oy, il est clair qu’à un point » de À ne corresz pondra qu’un point m/ de À’. Il suffira donc de partager l’aire À, en régions assez petites pour que, dans chacune d’elles, la condition soit satisfaite. Si ces courbes étaient des parallèles à Oy, on commencerait par effectuer sur (%1, Y1) une transformation de coordonnées.
198. Volumes. — De même que la notion intuitive de l'aire d’une courbe plane conduit à la notion analytique d’intégralé définie (n° 69 à 71), de même l'expression analytique que nous avons prise pour définition d’une intégrale double pourrait se déduire de la notion intuitive du volume limité par un cylindre, un plan perpendiculaire aux génératrices et une portion de surface quelconque. Laissant de côté cette extension bien facile du raison= nement employé plus haut (n° 70), nous allons inversement donner une définition purement analytique du volume limité par une surface fermée. Soit Z une surface fermée, qui décompose l’espace en deux domaines distincts, un domaine intérieur D;
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et un domaine extérieur D'; deux points d’un même domaine peuvent toujours être joints par une ligne polygonale qui ne lraverse pas la urface X, tandis que toute ligne polygonale joignant deux points de deux domaines différents à au moins un point commun avec >.
Pour définir le volume d’un pareil domaine, nous suivrons exactementla même marche que pour définir l’aire d’une courbe plane. Appelons domaine polyédral tout domaine borné dont la frontière est constituée par un nombre fini de domaines polygonaux plans, qu’on appelle ses faces. Tout domaine polyédral peut s’obtenir par la réunion d’un nombre fini de polyèdres convexes, et son volume a été défini en Géométrie élémentaire. Cela posé, soient P et p deux domaines polyédraux, le premier contenant D, le second contenu dans D, V, et V, leurs volumes respectifs. On a toujour V,> V,,et par suite les nombres V, ont une borne inférieure V, tandis que les nombres V, ont une borne supérieure V'; de plus, on a V'£V. Lorsque V'— V, on dit que le domaine D a un volume déterminé, et Von prend le nombre V pour mesure de ce volume. Les propositions suivantes se démontrent comme dans le cas des aires planes (n°° 80 et 81) :
Pour que le domaine D ait un volume, il faut et il suffit que, quel que soit le nombre positif , on puisse trouver deux domaines polyédraux P et p, l’un contenant D, l’autre contenu dans D, tels que la différence V,— V, soit inférieure à €.
Siun domaine D peut se décomposer en plusieurs domaines D,, D;, ..., D,, dont les volumes sont respectivement NAS V,, ..., Va, le domaine D admet un volume
VVi Vo. Ve.
Si l'on divise l’espace en cubes de côté s au moyen de plans parallèles à trois plans rectangulaires et équidistants, la somme des volumes des cubes intérieurs à D a pour limite le volume V, lorsque le côté p tend vers zéro, tandis que la somme des volumes des cubes qui ont un ou plusieurs points communs
avec la frontière de D tend vers zéro.
Prenons d’abord un domaine D limité par un cylindre dont la section droite est une courbe plane fermée C sans point double,
par un plan Q perpendiculaire aux génératrices du cylindre et par une portion de surface S, intérieure au cylindre, que toute paral-, lèle aux génératrices du cylindre rencontre en un point et en un seul. Ayant pris le plan Q pour plan des xy, une parallèle aux génératrices du cylindre pour axe des z, soit z = f(x, y) l'équaz uon de la surface S; f(x, y) est une fonction continue à l'intérieur du domaine plan d intérieur à la courbe C, section droite dus cylindre par le plan z — 0. Nous supposerons de plus que l’ona f(x,y)Zo. Cela étant, effectuons un carrelage du plan des zy au moyen de parallèles aux axes équidistantes de o, puis formons deux domaines polyédraux P et p de la façon suivante. Sur chaque carré mixte du plan des xzy plaçons un prisme droit ayant pour base ce carré et pour hauteur la borne supérieure M de f(x, y}; sur chaque carré intérieur à G placons de même un prisme droit ayant pour base ce carré et pour hauteur la borne supérieure M; de f(x, y) dans le carré. Il est clair que cet ensemble de prismes forme un domaine polyédral P qui contient D. Sur chaque carré intérieur plaçons de même un prisme droit ayant pour base ce carré et pour hauteur la borne inférieure m; de f(x, y) dans le même carré. L'ensemble de ces nouveaux prismes forme un domaine polyédral p contenu dans D. La différence Vr— V) des volumes de ces deux domaines polyédraux est inférieure à Mr, + Aw, n étant la somme des aires des carrés mixtes, A l’aire du domaine d, w Ja borne supérieure de l'oséillation de f(x, y) dans un carré de côté p. Or, on peut prendre p assez petil pour que chacun des pro= duits Mn, Aw soit inférieur à tout nombre donné +. Le domaine D a donc un volume déterminé. Ce volume est égal à l’intégrale double
VE Î fCæ, ») dx dy, AUS car, quel que soit &, le volume V, est supérieur à cette intégrale double, tandis que le volume V, lui est inférieur.
Un domaine limité par une surface fermée qui n’est rencontrée qu'en deux points par une parallèle à Oz peut être considéré comme la différence entre deux domaines tels que le précédent. Le volume sera donc égal à la différence de deux intégrales doubles. Enfin, tout domaine limité par une surface fermée quelconque, qui
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n’est rencontrée qu’en un nombre int de points par une parallèle à Oz, se décompose en un certain nombre de domaines dont la frontière n’est rencontrée au’en deux points par une parallèle à Oz. Le volume de ce domaine s’exprimera donc par une somme algébrique d'intégrales doubles.
129. Calcul des volumes. — Considérons, comme tout à l'heure, une portion de l’espace limitée par une surface S située au-dessus du plan xOy, ce plan lui-même et un cylindre ayant ses génératrices parallèles à Oz; nous supposerons que la section par le plan z— 0 est un contour tel que celui de la figure 20, formé de deux parallèles à l'axe Oy et de deux arcs de courbe A m, B, A'm,B. Siz— f(x, y) est l'équation de la surface S, le volume ainsi limité a pour expression
b 2 | v=/f am f ÉTAT AT.
t ÿL
Ye Mais l'intégrale ele f(æ, y) dy représente l’aire & de la section faite dans ce volume par un plan parallèle au plan des yz,et la formule précédente peut s’écrire
b (26) Ve (É eb dr.
Or, un volume limité d’une facon quelconque est égal à la somme algébrique d’un certain nombre de volumes limités comme le précédent. Par exemple, pour évaluer le volume limité par une surface fermée convexe, on peut circonscrire à cette surface un cylindre ayant ses génératrices parallèles à Oz, et l'on aura à calculer la différence de deux volumes tels que le premier. La formule (26) s'applique donc à tout volume compris entre deux plans parallèles x — a, x —b(a<b), et une surface de forme quelconque, À désignant l'aire de la section faite dans ce volume par un plan parallèle aux premiers. Supposons l'intervalle (a, b) décomposé en intervalles plus petits par des nombres croissants &, 1, %2, .…,
Ln1, 0, et soient dbo, dy, +, db, ... les aires des sections corresb
pondant aux plans 3=a, x=—x,,.... L'intégrale définie f À dx a
est la limite de la somme Ào(Ti— à) + A1(Ta— Li) +... + doi (Ti— Tip)
dont la signification géométrique est évidente, car.b; ; (Ti — Liu}, par exemple, représente le volume d’une tranche cylindrique ayant
pour base la section faite par le plan + = x;_,, et pour hauteur la
distance des deux plans voisins. Le volume cherché est donc la! limite d’une somme de tranches cylindriques infiniment minces,
définies comme la précédente; ce qui est bien conforme à la notion
vulgaire du volume.
Si l’on connaît l'expression de l’aire & en fonction de +, le volume cherché s’obtient par une seule quadrature. Supposons, par exemple, qu'on veuille avoir le volume compris entre une surface de révolution et deux plans perpendiculaires à l’axe. Cet axe étant pris pour axe des æ, soit z— f(x) l'équation de la méridienne dans le plan des æz; la section par un plan parallèle au plan des yz est un cercle de rayon f(x) et le volume cherché a pour
b expression sf RACE dx.
Cherchons encore le volume de l’ellipsoïde
al
mie
compris entre les deux plans +2 —x5, x— X. La section par un plan parallèle à + —o est une ellipse dont les demi-axes
TX?
sont égaux à b{/ 1 — a” C(/1— 35 on a donc pour le volume
cherché
X D] : 7 \ ; æ? É X2 — y ps she (1%) dr = be X — D "1 PA 2 3€?
Pour avoir le volume total, il suffira de prendre x, = — a, X =a, 4 | ce qui donne zTrabc.
130. Volume limité par une surface réglée. — Lorsque l’aire Jb est
une fonction entière et du second degré de +, le volume s'exprime très simplement au moyen des aires B, B', b des deux sections extrêmes et de la section moyenne, et de la distance À des deux sections extrêmes. Si l’on
I1. — CIANGEMENTS DE VARIABLES.
(ee) Le ©
prend le plan de la section moyenne pour plan des y3,on a
ET (laè+amax+n)dx= al 0 A4:
ct
d'autre part, on a
= 24, DT, B = la?+2ma + n, B'= la?— 2ma+ n,
Balon entire nr — à, a — nu 2la? = B +B'— 26, ce qui conduit à la for-
mule
Gette formule s'applique en particulier au volume limité par deux plans parallèles et une surface réglée quelconque. Soient, en effet, y = ax +p, 3 — bx + q les équations d’une droite mobile où &, b, p, g sont des fonctions continues d’un paramètre variable, qui reviennent à leurs valeurs initiales lorsque # croit de £ à T. Cette droite décrit une surface réglée, et l'aire de la section faite dans cette surface par un plan parallèle au plan x = o à pour expression (n° 96)
L= f (ax + p)(b'x + q') dt, Ji,
a’, b', p', q' étant les dérivées de a, b, p, q par rapport à £; ces dérivées peuvent être discontinues pour un nombre fini de valeurs de # entre to et T,ce qui arrivera si la surface réglée se compose de plusieurs morceaux de surfaces distinctes. Nous pouvons encore écrire
T T T ab'dt+x [| (aqg'+ pb") dt + f pq dt, lo lo
et les intégrales qui figurent dans le second membre sont évidemment indépendantes de æ. La formule (27) est donc applicable au volume cherché; on peut remarquer qu'elle donne la plupart des volumes que l’on calcule en Géométrie élémentaire. |
131. Aire d’une surface courbe. — Une surface est définie analytiquement comme il suit. Soient f(u, e), o(u, v}, d(u, 6) trois fonctions continues des deux variables w, », lorsque le point de coordonnées (u,) reste dans un domaine R du plan, limité par un contour fermé L. Le lieu des points de l’espace dont les coordonnées rectangulaires sont x—=f{u,v), y —o(u,e), 3 —%(u, sv), lorsque le point (w, v) décrit la région R, est une
APRES FOR PEL RTE 7- Por pd “#2 ( Tr # ’ » ÿ
surface S, et la courbe F, qui correspond à la courbe L dw plan (w, »), est le contour de celte surface. Nous dirons que la. surface S est régulière lorsqu'on peut choisir les. PRE u 4 et » de façon à satisfaire aux conditions suivantes : 1° la sur face S et la région R du plan (u, e) se correspondent per ne. point d'une façon univoque ainsi que les contours F et LA 2° les fonctions f, ©, Ÿ admettent des dérivées parüelles du premier ordre continues dans R et sur L; 3° les trois jacobiens, aucun point de R ou de L. Nous ne considérerons d’abord que des surfaces régulières ou se composant d'un nombre Jini de portons de surfaces régulières.
ne s’annulent en même temps pour
En un point M d’une surface régulière, correspondant au point (w, e) de R, cette surface admet un plan tangent qui a pour … équation (n° 64) 3
A(X—x)+B(Y—y)+C(Z—z)=0, où De) p - LG; +) … DEr pe DIRES: ” D(u,v) 7 Dm
les cosinus directeurs de la normale ont pour expressions
+ À 6 + B + C LE ————— y = —— > y V'A2+ B?2+ C2 ARE Bi CE | VA? B?-—+ C2
En
le signe étant le même dans les trois formules. Ce double signe correspond aux deux directions opposées que l'on peut prendre sur la normale. Si, par exemple, on veut avoir les cosinus de la direction qui fait un angle aigu avec Oz, on prendra le signe de C. ue
Si l’on remplace w et 6 par des fonctions d’un paramètre é, 0 point (æ, 7,3) décrit sur S une courbe, et le carré de l'élément linéaire de cette courbe, obtenu en ne au carré les expressions. de dx, dy, dz, et les ajoutant, est donné par la formule
(28) ds? = Edu?+ 2F du de + G dv?,
où l’on a posé
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le signe S indiquant qu'il faut remplacer æ par y, puis par £, et
faire la somme. Ces fractions E, F, G jouent un rôle important dans l'étude des surfaces; si f, ©, Ÿ sont des fonctions réelles,
comme nous le supposons, il est clair que E, G, EG — F? sont positifs.
Les coefficients À, B, C dépendent non seulement du point considéré sur la surface, mais aussi des axes de coordonnées, tandis que E, F, G ne dépendent pas du choix des axes de coordonnées, mais seulement de la surface S et des variables w et que l’on a prises. Cela est évident, d’après la signification géométrique de .-ces coefficients; la vérification est d’ailleurs immédiate au moyen des formules de transformations de coordonnées, Mais ces six fonctions sont liées par une relation importante
APHÉRIS UECe Ba que l’on déduit de l'identité de Lagrange
(ab'— ba'} +(bce'— cb} + (ca — ac}?
— (a+ b?+c?)(a?+b'i+ c?) — (aa +bb'+ cc»?
en y remplaçant @, b,c, a’, b', c' par _ =. EU . respectivement.
Nous établirons encore une formule préliminaire. Soient 7 une portion de R limitée par un contour fermé c, m un point intérieur à r,s la portion de S qui correspond à 7, y le contour de s et M le point de s qui correspond à ». Supposons la région 7 assez petite pour qu’une parallèle à la normale en M ne puisse rencontrer s en plus d’un point. Cette surface s se projette orthogonalement sur le plan langent en M suivant une portion de plan s', limitée par une courbe fermée y/, projection de y. Soient w l'aire de 7 et oc l'aire de s!; nous allons d’abord chercher une expression du
rapport = (cf. n° 124). Pour cela, imaginons qu’on ait choisi le
point M pour origine des coordonnées, pour axe des z la normale
en M et pour axes des x et des y deux droites rectangulaires quel-
conques du plan tangent issues de M. Si wo, o sont les coordonnées du point » dans le plan (u, #), le plan tangent à l’origine étant le plan 3—0, ona Aç—B,— 0, et par suite Ci = Es Go — Fÿ, en désignant par l'indice zéro la valeur d’une fonction de w et de # pour u = up, V = Po.
L'aire & est l’aire enveloppée par la courbe y! décrite par le pont (+, y) dansle plan 4 = 0 lorsque le point(u, ») décrit le con: tour c; on a donc (n° 124)5—w|C{(u/, v')|, u! et v' étant les coordonnées d’un point m'intérieur à c. Les deux fonctions | C(w, v)|
et VEG — F? sont égales, on vient de l’observer, pour w = w; 6— #9; Ces fonctions étant continues, si la région r est très petite, leur différence est aussi très petite pour uw = u!, v —=+!, et l'on a |
5 = | VECE Hi 2, F°, G'étant les valeurs de E, F, G pour les coordonnées w!, #! d’un point de r, et e étant infiniment petit en même lemps qué les dimensions de cette région r.
Ge nombre € tend uniformément vers zéro en même temps que la plus grande dimension de la région r. Nous avons en effet
C1 VAT BE C
PES Det & < VARPRRE CES ES
|e| LH sin°0,
H étant la valeur maximum de ÿEG — F2, et 0 l’angle des normales aux deux points (w5, #) et (u', v’) de S. Il suffit donc de montrer que l'angle aigu Ô des normales en deux points voisins M, M'de S tend uniformément vers zéro avec la distance MM’. Or on a, quel que soit le système d’axes,
AB’— BA'}2+ (BC'— CB')2+ (CA! AC
rte sin (A2+ B?+ C2)(A2+ B?2Æ C'?)
et le second membre est une fonction continue des quatre variables w, y, uw, #', qui est nul pour w'= u, 6'= y. Il tend donc uniformément vers Zéro en même temps que (u'— u)}2+ (p'— p}? (n°8, 12).
Cela posé, imaginons qu'on décompose la région R du plan(u,v) EN SPOrLIONS ro Tr SO le région r; étant limitée par une courbe fermée c;, et prenons un point quelconque mn; (u;, 5) à l’intérieur de 7;. A cette région 7; et à la courbe c; correspondent sur S une portion de surface 5; el son contour yi Soit M;le point de s; qui correspond au point m;; nous supposerons qu’on a pris toutes les régions 7'; assez petites pour qu’une parallèle à la normale au point M; ne puisse rencontrer s; en plus d’un point (!).
(*) Ce point peut être démontré rigoureusement (Bulletin de la Société mathématique, t. XXXVIII, 1910, p. 139). On évite toute difficulté en appelant
aire de la projection de s, la valeur absolue de l'intégrale f y dæ prise le long dé; (cf. n° 97)
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La surface s; se projette sur le plan tangent en M; suivant une portion de surface plane d’aire 5;. Lorsque le nombre x augmente indéfiniment, de facon que les régions r; tendent vers zéro dans toutes leurs dimensions, la somme de ces aires planes
C1 Oo... FO = Q
tend vers une limite qui est, par définition, l’aire de la surface S, Nous avons en effet, d’après ce qu’on vient d'établir,
0 = 2; | VE; Gi FP+ ci),
w étant l'aire de r;, u!, v, les coordonnées d’un point de r';, e; un infiniment petit. La somme Zwje; tend vers zéro, puisque e; tend uniformément vers zéro, et par suite Q a pour limite l'intégrale
double (29) = ff VEG— Fr au de.
Telle est l'expression de l’aire de la surface S (!).
132. Élément de surface. — L'expression WÿEG — F?du de est l'élément d’aire de la surface S dans le système de coordonnées (u, e). L’aire de la petite portion de surface comprise entre les courbes (u), (u+ du), (v), (v+ de) a pour valeur exacte
(VEG — F?+ e) du dy, & étant infiniment petit en même temps que du et dv, et l’on voit comme plus haut qu’on peut négliger le terme < du de. Quelques considérations de Géométrie infinitésimale permettent de retrouver aisément la valeur de l'élément d’aire. En effet, si nous assimilons la portion de surface considérée à un parallélogramme situé dans le plan tangent à S au point (w, e),
EE — — ——
(1) Gette définition revient, au fond, ‘à remplacer un morceau infiniment petit de la surface S par un morceau infiniment peLit du plan tangent en un point de ce morceau. Il semblerait plus naturel d'adopter une définition analogue à celle de la longueur d’un arc de courbe, c’est-à-dire de définir l'aire de S comme la limite de l’aire d’une surface polyédrale inscrite dont Île nombre des faces augmente indéfiniment, la longueur maximum des arêtes tendant vers zéro. On doit à M. Schwarz un exemple simple qui met bien en évidence un fait d'apparence paradoxale : l'aire de cette surface polyédrale ne tend pas vers une limite si l’on n’ajoute pas quelque autre condition (voir l'Exercice 12 de la page 354).
l’aire sera égale au produit des longueurs des deux côtés par le sinus de l'angle des deux courbes (u) et (»). Si l'on confond de même l’accroissement de l’arc avec la différentielle ds, les lon-
gueurs des côtés seront, d’après la formule (28), VE du, VG dv, en supposant du et de positifs, Quant à l’angle 4 des deux courbes,
les paramètres directeurs des tangentes à ces courbes sont respec-
- 19 03 ox 0 03 Üvement , 4 re bé
— et —; —, —: on a donc ou” ou ou 09” de” d
0x 07 du 06 F COS EE = ———_——————_— —" — —, s dx \ ? : 0x \ ? VEG GNT NS _ VEG—F
el, par suite, sin& — : En faisant le produit, on retrouve
bien l'expression de l'élément d’aire. On peut remarquer, sur la formule qui donne cosa, que le coefficient F est nul lorsque les deux familles de courbes (u) et (e) forment un réseau orthogonal, et dans ce cas seulement.
Lorsque la surface S se réduit à an plan, on retrouve la valeur obtenue plus haut (n°124). En effet, si l’on suppose d(u,v) — 0, on a
dx \ ? dy \2 ôx \ 2 2 = (5)+ (2), PR ESEES
du, | du-dv. | 'êutoé |
uw o0v À DE Le A? — = — EG — F?:
| dy dy EN ee ou de VEG — F? se réduit donc à [A|.
Exemples. — 1° Soit à trouver l'aire d’une portion de surface
représentée par l'équation 3—=f(x,;y), qui se projette sur le plan æOy suivant une région R où la fonction f(x, y) et ses of
r_n , 0 . i dérivées p — CL = sont continues. En prenant x et y pour
variables indépendantes, ontatE 4 Er EE à 2:04, 0e 1-4-Qù
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et l'aire cherchée est représentée par l'intégrale double
à a= [fra dr dr ff ET * (R) « m COSY
y désignant l'angle aigu que fait avec Oz la normale à la surface.
. 2° Soit à calculer l’aire d’une portion de surface de révolution comprise entre deux parallèles. Prenons pour axe des z l’axe de la surface, et soit z — f(x) l'équation de la méridienne dans Île plan des æz. Les coordonnées d’un point de la surface sont
ip COS 0), y =pSinw, a CO):
en prenant pour variables 1 ndépendantes les coordonnées polaires p et w de la projection sur le plan xO y. On a ici
ds? dp?[i+f?2(p}l + po? duw?, É—if2(5), 10" io
Pour obtenir la portion de surface comprise entre Îles deux parallèles de rayons p, et ba (pi pa); il faut évidemment faire varier o de p1 à p2 et w de zéro à 27. On a done, pour l'aire cherchée,
Da 27 Pa Re 2e LS à= f ds | VF D dos f evi+f?(e) dr, Pi HE en et l’on a une seule quadrature à effectuer. En désignant par s Parc
de la méridienne, on a
ds? = do?+ da? = dp?[i+ f?(e)},
et la formule précédente peut s'écrire
Ç2 HA D a! 270 ds.
L'interprétation géométrique est immédiate; 272 ds est la surface latérale d’un tronc de cône dont le côté serait ds et dont la circonférence moyenne aurait pour rayon p. în assimilant l'aire comprise entre deux parallèles infiniment voisins à l'aire latérale d’un tronc de cône, on retrouve précisément la formule qui donne 4. Par exemple, l’aire de la calotte d'un paraboloïde de
révolution, engendré par la rotation de la parabole 3?— 2 p3,
Li er” D CONS | CARE : QE 1 3 k. EAN 4 ' rc mn 1Wy ETF SENCR LATE PNR ES 1 TA RTE NET RU US LAON PT TENTE EU
ne
D SET UE 3 a = or f PURE d? Let pr pe].
CA
133. Problème de Viviani. — Sur un rayon OA d’une sphère de rayon R°% comme diamètre décrivons un cercle C, et proposons-nous de trouver le. volume de la portion de sphère intérieure au cylindre de révolution ayant pour section droite le cercle G. Le centre de la sphère étant pris pour ori= gine, le quart du volume cherché est égal à l'intégrale double 4
= JV ax dy.
étendue au demi-cercle décrit sur OA comme diamètre, Si nous passons ’ ° , Lg d N T É F aux coordonnées polaires p, w, l'angle w pourra varier de o à = et p de o à Rcosw, et l’on a encore
T 2 R cos w C 3T1Kcoen r=f de f 0 VR?— p5 de = f 1 [cRx2 621008 aa Â 0 0 0 3 |
ou
V ; REP re ne JANET ar ee Z nl (R5—R sin$w) du 5 (: :)
et au cylindre symétrique par rapport à Oz, le volume de la portiot restante est égal à pi
; dre + e . FE . Lg La L'aire.Q de la surface de Ja sphère intérieure au cylindre précédent
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donnée de même par la formule Q = sf f Vi+p?+ q° dx dy:
TL remplaçons p et g par leurs valeurs — = et ue et passons aux cCcoor-
données polaires. Il vient
NUL R 0 do ÿ ss COS 0) 0 = du [° un ll R(VR2— p2)| du, 0 0. VR2— p? 0
ou encore
Q — { R? G—sinu)de = {Re ( 1).
Si l’on retranche de la surface totale de la sphère la portion intérieure aux deux cylindres, l’aire de la partie restante est égale à
III. — EXTENSION DE LA NOTION D’'INTÉGRALE DOUBLE. INTÉGRALES DE SURFACE.
134. Intégrales doubles dans un champ illimité. — Soit LCL une fonction bornée et intégrable dans toute portion du plan exté-
rieure à une courbe fermée T. L'intégrale double ff f(x,y) dx dy, étendue au domaine compris entre l et une autre courbe fermée C extérieure à l, a une valeur finie. Si cette intégrale tend vers une limite lorsque la courbe C s'éloigne indéfiniment dans tous les sens, cette limite est par définition l'intégrale double de TES) étendue à la région du plan extérieure à T. Nous disons qu'une courbe variable C s'éloigne indéfiniment dans tous les sens si, à parur d’un certain moment, cette courbe reste à l'extérieur d’un cercle de rayon R arbitraire, décrit d’un point fixe pour centre. La condition nécessaire et suffisante pour que cette limite existe est la suivante : soient C, C/ deux courbes fermées quelconques enveloppant la courbe F, et 3(C, C') la différence des deux intégrales doubles étendues aux deux domaines limités par les courbes (T, C) et (T, C) respectivement. ! faut et il suffit que la différence à (C, C') tende vers zéro, lorsque les deux courbes or LE 22
C et C s'éloignent indéfiniment dans tous les sens, indépendamment l’une de l’autre. :
Il est évident que cette condition est nécessaire. Elle est aussi suffisante. Considérons, en effet, une suite de courbes fermées Ci, Co, ..., Cn, ... entourant F, s’enveloppant mutuellement et s’éloignant indéfiniment lorsque n croît indéfiniment. La différence Ô(Cm, Gn) tendant vers zéro lorsque les deux nombres m et n augmentent indéfiniment, l'intégrale double étendue au domaine compris entre l et C, tend vers une limite [ (n° 5). Prenons maintenant une autre courbe fermée C/, de forme quelconque, qui s'éloigne indéfiniment dans tous les sens. Puisque, par hypothèse, la différence à(C, C») tend vers zéro, l’intégrale double étendue au domaine compris entre l et C’ tend aussi vers |.
Nous avons supposé, pour fixer les idées, que le domaine d'intégration était illimité dans tous les sens, mais il est clair que cette hypothèse n’a rien d’indispensable. On peut, par exemple, considérer un champ d'intégration limité par deux droites fixes, et une courbe variable qui s'éloigne indéfiniment dans l’angle formé par ces deux droites. Les raisonnements qui précèdent s'appliquent sans modification.
: Exemple. — Soit f(x, y) une fonction qui, à l'extérieur d’un cercle de rayon «a décrit de l’origine comme centre, est de la forme _N CP à E FC Re
le numérateur d(æ, y) restant compris entre deux nombres positifs »# et M. L'intégrale double étendue à la couronne circulaire comprise entre deux cercles de rayon r et R, décrits de l’origine pour centre, a pour expression
2T 1 do f. "Hpsosu parole,
elle est donc comprise entre les deux Fate tes
R kR oem f Las 27 M e ge à DAME pra
Pour que cette intégrale tende vers zéro lorsque 7 et R augmentent indéfiniment, il faut et il suffit que l’on ait « >1. L'intégrale double, étendue au domaine compris entre deux courbes fermées quelconques,
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tendra alors vers zéro lorsque ces deux courbes s’éloignent indéfiniment, car ce domaine est compris dans une couronne circulaire telle que la précédente. L'intégrale double de f(x, y), étendue à la région du plan extérieure au cercle de rayon a, a donc une valeur finie si l’on a « >1, et dans ce cas seulement.
De la condition nécessaire et suffisante obtenue plus haut, il
résulte aussitôt que l'intégrale double ff f(x, ) dæ dy a une limite toutes les fois que l'intégrale { | (x, y)|dzx dy en a une.
Mas ici se présente une distinction importante. Lorsque la fonction f(x, y) conserve un signe constant, si, par exemple elle est positive, pour reconnaître si l'intégrale a une limite, 1l suffit de considérer une suite de courbes fermées C,, CG, ..., Cr, ... s’enveloppant mutuellement, de telle façon que GC; s'éloigne indéfiniment lorsque n croît indéfiniment, Si l'intégrale double 1, — sé JE f(x, y) dx dy, étendue à la région R, comprise entre T et C,, tend vers une limite I, lorsque » croît indéfiniment, l’intégrale [', étendue à la région R’ compris entre F et une courbe fermée C’ de forme quelconque qui s’éloigne indéfiniment dans tous les sens, tend vers la même limite. En effet, le contour C' est compris entre deux contours C», Cmyn, qui s'éloignent indéfiniment en même temps que C’. On a donc Pl 17,,, et par suite l’ a pour limite I.
S1 la fonction f(x, y) n'a pas un signe constant, l'intégrale double étendue à un domaine quelconque est la différence de deux intégrales doubles à éléments positifs
fre ae dy = [ frite de dy — [ [nt nur,
tandis que l’on a
[fre nie dy = [ fre par ay + [ fat rar dy:
DO USE 0, el, fie 0,11 si f<Co.. et. de MO 20, si./ —>0, el fo——f, s1 fo. Cela étant,, si l'intégrale double f 11 Lf(æ, y)| dx dy n’a pas de limite, l’une au
moins des intégrales doubles ff, dx dy, [ [2 dx dy croît indé-
finiment. Si les deux intégrales augmentent indéfiniment l’une et l’autre, leur différence est indéterminée. On démontre, en effet, en raisonnant comme pour les séries semi-convergentes (voir plus loin, n° 165), qu’il est possible de choisir une famille de courbes
variables telles que la limite de l'intégrale double f /.f(æ; y) dx dy
soit un nombre quelconque donné à l'avance, en supposant la foncuon f bornée.
Voici un exemple dû à Cayley. Soit f(x, y) = sin(x?+ y?); si nous intégrons d’abord à l’intérieur d’un carré de côté a, nous trouvons pour l'intégrale double
«a « JE da f sin(æ?+ y?) dy 0 0 «a a a «a ie sin x? dx dl cos y? dy + cos x? de f sin y? dx. 0 0; ;
Lorsque a augmente indéfiniment, les intégrales qui figurent au second membre ont une limite (n° 92). On démontre que cette
AE : Te T SUITE limite est égale à M/S et le second membre a pour limite =:
Au contraire, si l’on intègre à l’intérieur d’un cercle de rayon R, on a pour l'intégrale double
: ps TE f do p sin p? do =— + [cosp2]5 = = [1 —cosR?]; et le second membre est indéterminé lorsque R croît indéfiniment.
La fonction B(p, g). — Soit Jr, ÿ) — ATP 12477) Cle
où l’on suppose p > 0, g > 0; celle fonction est continue et positive dans l'angle æO y. Si nous intégrons d’abord à l’intérieur du carré de côté a, formé par les axes et les droites # = 4, y = à, on a pour valeur de l’intégrale double
EEE
[44 dE > x2P—1 2 de dx x | PARTS mn) © dy ; 0 0
chacune des intégrales du second membre a une limite lorsque a augmente
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indéfiniment. En effet, si, dans l'intégrale qui définit la fonction T'(p) (n° 94),
+ © Nine A tPcent dt:
SEM) on pose £{ — æ?, il vient
+ QE) BUTS fe HR CEE
tt,
L'intégrale double a donc pour limite le produit T(p)T(gq).
Intégrons maintenant à l’intérieur d’un quart de cercle limité par les axes et le cercle +? + y? = R?; nous avons pour l'intégrale double, en coordonnées polaires,
4 Door erphdois | 2cos?P—10 sin?9-1% do.
Lorsque R augmente indéfiniment, l'intégrale double a donc pour limite
en posant
(32) B( p, q) = 2cos?P-19 sin29-16 do;
en écrivant que ces deux limites sont les mêmes, on a la relation
(33) T(p)l(g)=T(p+g)B(p?,gq).
> , - ,. , , pe, 6 F 7 0e a à L'intégrale B(p,gq) est l'intégrale eulérienne de première espèce; on peut encore l'écrire, en posant sin?o — f,
Rs en =
1 Û 1) BCp,9)= [| t9—1(1—t)r-1 dt,
La formule (33) ramène le calcul de la fonction B(p,q) à celui de la
fonction T. Si l’on y fait, par exemple, p = q — = il vient
Le (1) = en [2 ES
et par suite (2) = ÿ7. La formule (31) donne alors + ps f éidt dE -
D'une façon générale, en faisant g —1—p et supposant p compris
entre oet f, on a
Le Me, r(pra—p)= Bip) f (=)
on verra plus tard que cette intégrale a pour valeur Ro
136. intégrales de fonctions non bornées. — On définit de la même facon l'intégrale double d’une fonction f(x, y) qui devient infinie en un point ou tout le long d’une ligne. Pour cela, on commence par enlever le point ou la ligne du champ d'intégration en les entourant d’un contour très petit, ou très voisin de la ligne de \discontinuité, et l’on fait ensuite diminuer indéfiniment le domaine intérieur à cette ligne. Par exemple, lorsque, dans Île voisinage d’un point (a, b), la fonction f(x, y) peut s’écrire
YCæ, y) PENSE Te at+ GENE
où la valeur absolue de d(x, y) est comprise entre deux nombres positifs »m et M, l'intégrale double de f(x, y), dans une région qui ne contient pas d’autre discontinuité que le point (&, b), a une valeur finie pourvu que « soit inférieur à un, et dans ce cas seulement. La démonstration est toute pareille à celle qui a été donnée tout à l’heure (n° 134). |
Considérons encore une fonction f(x, y) satisfaisant aux condi- Uons suivantes : 1° elle est continue dans le domaine A défini par les conditions a£x£b,0£7 PURE g(x) étant une fonction continue positive entre a et b; 2° dans le voisinage de la ligne DA AU SIN est de la forme
ja (x, y) PTE Ty E
4. étant un exposant positif, et le numérateur restant borné. L’intégrale double étendue au domaine à limité par les droites x — 4, x — b et les deux courbes y = g(x)—e, y—g(rx)—"n, setn étant deux infiniment petits positifs, a pour expression
1 af” Ylx, g(æ)—u]du She ë AN us ER NER
et tend vers zéro pourvu que x soit inférieur à un. L'intégrale double de f(x, y), dans le domaine À, a donc une valeur finie.
III. — EXTENSION DE LA NOTION D’INTÉGRALE DOUBLE
Quand on a reconnu que l'intégrale double d’une fonction non bornée dans un certain domaine a une valeur déterminée, on peut, pour le calcul de cette intégrale, procéder comme dans le cas d’une fonction bornée. Soit, par exemple, à calculer l'intégrale double de la fonction
n PAR) 2 “44 à l’intérieur du triangle T limité par les droites y—=0, y =x, x — à, la fonction L étant continue dans ce domaine, et à étant inférieur à un. Cette intégrale est la limite de l'intégrale double
Da)
l'— a de ue fa, y) dy, lorsque h tend vers zéro. Mais on a 1 Fa Î fendg-f sent, 0 10)
n(æ, h) étant un infiniment petit qui tend uniformément vers zéro avec À, lorsque æ est dans l'intervalle (0, æ). Par suite, nous pouvons écrire
“eu ae f. fe n'dy— f n(z, k) dx, h 20 /
et l’a pour limite l'expression
on de [ fl, y) dr.
0 Et
On trouverait de même pour | l'expression E P
RER dy | fl, y) dx.
La formule de Dirichlet (n° 121) est donc encore applicable.
Remarque. — Lorsque l'intégrale double d’une fonction non bernée, qui n’a pas constamment le même signe dans un domaine R, n’a pas de valeur déterminée dans ce domaine, on peut avoir une indétermination toute pareille à celle qui a déjà été remarquée dans le cas d’un champ illimité. Supposons, pour fixer les idées, qu’on ait un point de discontinuité. Si l’on isole ce point au moyen d’une courbe c, l'intégrale double étendue
au Champ qui reste peut avoir des limites tout à fait différentes, suivant la forme de la courbe c. Prenons, par exemple,
Lire
le champ d'intégration étant le rectangle R limité par les droites x = 0, T4, Y =0, y —b, a et b étant positifs. Commençons par isoler l’origine en retranchant la portion intérieure au rectangle limité par les axes et les droites x —e, y — &', e et e' étant deux nombres positifs très petits. Le champ restant R' peut être décomposé en trois rectangles au moyen des droites =0,æ=e, x =a, J =0, y =e", y = b. D'autre part,ona
2 "1 : fe) = pe (ave tang À);
ét, en appliquant la formule (12) à chacun des trois rectangles successivement, il vient, après quelques réductions faciles,
là
[ f J(æ, y) dx dy = Arc tang _ Arc tang —ï (R’)
On voit que la limite de cette intégrale double varie avec la limite du rap- Ÿ
port —, lorsque e et e’ tendent vers zéro (cf. n° 99).
137. Équation fonctionnelle d’Abel. — L'étude d’un problème de Mécanique a conduit Abel à l'équation suivante :
(35) (AN NES 0 Vr—y
où w(æ) est une fonction donnée, continue dans un intervalle (0, &), a étant positif, et (y) la fonction à déterminer. Si cette fonction est continue pour y = 0, il est clair qu'on doit avoir &(0) —o. C’est ce que nous supposerons tout d’abord.
SH étant
Multiplions les deux membres de l'équation (35) par a—% compris dans l'intervalle (0, a), et intégrons les deux membres de la nouvelle égalité entre les limites o et «. Il vient
to(æ)de _f*, f* f(yd LE LVÉS
ou, en appliquant la formule de Dirichlet à l'intégrale double du second
membre, CAR CINE MP REP Î Va— x J #6 À Via x)(x — y)
III. — EXTENSION DE LA NOTION D'INTÉGRALE DOUBLE. 34 La première quadrature s’effectue immédiatement en posant
er 2 CPR æi=\y C0s20 + sin, et il reste
(36) J p(r) ar = T (y) dr.
0 Va SE 0
Les deux membres de la formule sont nuls pour x —0; il suffira donc d'exprimer que les dérivées sont égales. La dérivée du second membre
: est tr f(«): la dérivée du premier membre, qui a été déjà calculée (n° 100),
a pour expression
12 o(T) + 2xp(x) 3,
2aVa—r
ou, comme on le vérifie immédiatement, w'(æ) dx I ———— 9 [2 = = = Let) Val
Par hypothèse #(0) = o; il reste donc
(37) J(a )= = Res
Si o(o) n’est pas nul, on peut écrire l'équation (35) sous la forme équivalente (n° 100).
DC) (x) — 00) = | 2 dy.
V0 Vz —Y
Le premier membre de la nouvelle équation s’annule pour æ = 0, etil vient, d’après la formule (37), en y remplaçant a par y,
eu LOI ei(æ) dr (38) f(y)= = + ent.
VY o Vyr—+
138. Intégrales de surface. — Soient S une surface régulière, F(M) une fonction qui varie d’une manière continue avec la position du point M sur cette surface. Les raisonnements des n° 118-119 peuvent être repris sans modification en remplaçant les portions de plan par des portions de la surface S. Imaginons qu’on décompose S en portions plus petites s1, M LS, d'airésto1, 02, .. +, on,.et quon prenne à, volonté. un point M; dans s;. La somme ZF(M;)5; tend vers une limite lorsque le nombre n
augmente indéfiniment, de facon que les dimensions de chaque portion de
surface tendent vers zéro. Cette limite est une intégrale de surface
étendue à la surface S et se représente par ff F ds. Si les coordon- | ; (S)
nées æ, y, 3 d’un point de S sont exprimées en fonction de deux paramètres u, #, de façon que S corresponde point par point à un domaine D du plan (u,v), F(M) est une fonction continue f(u, e) des variables w, & dans ce domaine, et l’intégrale de surface a pour expression, avec les notations du n° 131, v
[fu 9) EG du de.
Dans beaucoup de questions, où interviennent les intégrales de surface, F(M)} est une fonction linéaire des cosinus directeurs de la normale à la surface. Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que cette surface présente deux côtés distincts, que si l’on peint, par exemple, un des côtés en rouge, l’autre en bleu, il est impossible de passer du côté rouge au côté bleu par un chemin situé sur la surface sans franchir une des courbes qui limitent cette surface (1). Regardons la surface S comme une surface matérielle ayant une certaine épaisseur, et soient »m, m' deux points infiniment voisins, pris sur deux côtés différents. Menons au point m la nor— male mn suivant la direction qui ne traverse pas la surface; on dit, pour abréger, que la direction ainsi définie sur la surface correspond à ce côté. La direction de la normale à l’autre côté de la surface au point ”! sera opposée à la première. Par exemple, toute surface S qui ne peut être ren-
contrée en plusieurs points par une parallèle à O3 a évidemment deux
côtés ; les directions correspondantes de la normale font respectivement un angle aigu et un angle obtus avec Oz; le côté supérieur est celui pour lequel la normale fait un angle aigu avec Oz.
Cela posé, soient P(x, y,3), Q(x, 7,2), R(x, y,3) trois fonctions continues sur S; a, $, y les angles que fait avec les axes la direction de la normale correspondant à un côté déterminé de la surface. Les intégrales de surface qui interviennent le plus souvent dans les applications sont les intégrales de la forme
(39) d (P cosa + Q cosB +R cosy) do ; (S)
quand on change le côté de la surface, cosa, cos$, cosy, et par suite l'intégrale elle-même, changent de signe. Supposons, comme tout à l'heure, que les coordonnées d’un point de S soient exprimées en fonction de deux paramètres u,#, de façon que S corresponde point par point à un
(1) Il est très facile de former une surface ne satisfaisant pas à cette condition. Il n’y a qu’à déformer une feuille de papier rectangulaire, telle que ABCD, de facon à coller le côté BC sur le côté AD, le point C venant en A et le point B. en D.
EN La |
III. — EXTENSION DE LA NOTION D'INTÉGRALE DOUBLE. fi
domaine D du plan(u,e);on a
cos a cos cosy an
po) Dos Dis) Dr) rc D (u, vs) D(u.v) D'fur,5r)
et l'intégrale précédente prend la forme D 3) EMbar me) IBACAN SES { = P , 7 ‘ (41) 114 APTE + ETS n + R Do du dv,
où l’on doit prendre le signe +. ou le signe — suivant le côté de la surface auquel l'intégrale est étendue.
Si la surface S se compose de plusieurs morceaux de surfaces régulières, ce qui a lieu par exemple s’il y a sur cette surface des arètes, suivant lesquelles se croisent deux nappes de surfaces régulières avec des plans tangents distincts, l'intégrale de surface étendue à S est par définition la somme des intégrales étendues à chaque portion de surface régulière. Nous raisonnerons toujours en supposant que S forme une seule surface régulière, mais les propriétés établies plus loin s'appliquent aussi à ce cas plus général, comme on le voit aussitôt en appliquant le raisonnement à chaque portion régulière, et ajoutant les formules obtenues.
On est conduit à des intégrales de la forme (39), quand on veut généraliser la définition des intégrales curvilignes, en remplaçant une ligne par une surface et une intégrale simple par une intégrale double. Soit
l'équation d’une surface S, limitée par un contour fermé l, la fonction o(x,y) étant continue à l’intérieur du domaine À du plan des xy, limité par la courbe fermée G projection du contour F. Soit d'autre part R(x,Y, z) une fonction continue sur cette surface S. L'intégrale double
(42) [Rte rte y)) 4x dy
est évidemment l’analogue d’une intégrale curviligne, et l’on pourrait prendre cette expression pour définition d’une intégrale de surface. Mais cette intégrale se ramène immédiatement à une intégrale de surface de la forme déjà considérée, car on peut l'écrire (n° 132)
[ f R(x,7,23)cosy do, LA (S)
7 étant l’angle aigu de la normale à S avec l’axe O3; elle est donc identique à une intégrale de surface étendue au côté supérieur de la surface S. La même intégrale changée de signe représenterait de même une intégrale
de surface étendue au côté inférieur de S. En particulier, on peut dire que
l'intégrale double ordinaire ff fx dy représente une intégrale de sur-
face étendue au côté supérieur du plan des æy. Cette remarque conduit à une notation abrégée pour l'intégrale de surface (39) que l’on représente aussi par
(43) ff Pay ds+Q ds dr +R dr dy, E (S)
en ayant soin d'indiquer le côté de la surface auquel l'intégrale est étendue. Mais cette notation est moins explicite que les précédentes (39) et (41), auxquelles il faut toujours revenir pour le calcul effectif de l'intégrale.
Remarque. — Soit V le vecteur de composantes P, Q, R, ayant pour origine un point M(x,y,z) de la surface; P cosa + Q cos8 + R cosy représente la valeur algébrique de la projection de ce vecteur sur la direction positive de la normale en M. L'élément de l'intégrale double (39) est donc égal, au signe près, au volume d’un cylindre ayant pour base un élément do de S et pour hauteur la projection du vecteur V qui a pour origine un point de cet élément sur la normale à S en ce point.
139. Formule de Stokes. — Étant donné un système d’axes rectangulaires Or, Oy, Oz, nous conviendrons d'appeler sens direct de rotation le sens de rotation de Ox vers O y pour un observateur placé sur Oz, les pieds en O et la tête sur la direction Oz. Si, par exemple, le trièdre a la disposition de la figure 27, l'axe Ox étant en avant du plan de la figure pris pour le plan y O2, le sens direct est le sens de rotation de droite à gauche; mais le résultat que nous allons établir est indépendant de la disposition des axes.
Soit S une surface régulière à deux côtés distincts, limitée par une courbe fermée l. Ce contour l peut être décrit dans deux sens différents: à chacun d’eux nous ferons correspondre un côté de S d’après la convention suivante. Soient AB un petit arc de T, P un point de S voisin de cet arc menons en P la direction P x de la normale telle qu’un observateur ayant les pieds en P et la tête sur la direction PA voit un mobile parcourant l'arc AB de À vers B se mouvoir dans le sens direct de rotation.
Au sens de parcours précédent du contour T nous ferons correspondre le côté de la surface S pour lequel la direction de la normale est Pn. Si par exemple S est une portion de surface représentée par une équation 32—%(x,7), la fonction w(x, y) étant continue dans le domaine limité par le contour fermé C, projection du contour T de S sur le plan des 2Y; lorsque le point M AG T de façon que sa projection m décrive C dans le sens direct ( fig. 27), le côté correspondant de la surface S est le côté supérieur.
Supposons que la surface s corresponde point par point à un domaine D
IL. — EXTENSION DE LA NOTION D'INTÉGRALE DOUBLE
du plan (u,v) limité par une courbe fermée L. Ces variables auxiliaires w, o disparaissant du résultat, nous pouvons supposer que le plan (w,e) est parallèle au plan des æy et que les axes Ou, Ov ont la même disposition que les axes Ox, O y. Lorsque Le point (uw, ») décrit ce contour L dans le sens direct (n° 96, note), le point (x, y, 3) décrit le contour F
dans un certain sens que nous appellerons le sens positif; à ce sens positif de parcours de correspond un côté déterminé de la surface, que nous appellerons aussi le côté positif. Les cosinus directeurs de la direction correspondante de la normale à la surface sont donnés par les formules (40),
où l'on prend le signe + devant VEG — F?. Il suffit, pour le prouver, de
: : DT) 5 montrer que cosy a le même signe que Su Considérons, en effet,un u, ?
point P de $ et une courbe fermée À autour de ce point assez petite pour que la portion s de $ intérieure à À ne puisse être rencontrée en plus d’un point par une parallèle à Oz; cette surface s se projette sur le plan des æy Suivant un petit domaines’, limité par la courbe fermée À’ projection de À. P Ù P Pro] A cette région s de S correspond dans le plan (u, e) un petit domaine r limité par une courbe fermée 1. Supposons que dans ce domaine le jaco- MHeD(x : LR | PRE: bien et soit positif; alors, quand le point (u,») décrit le contour / U, dans le sens direct, le point (x, y, 0) décrit aussi À’ dans le sens direct, et
le point (+,y,%) décrit À dans le sens positif. À ce sens positif de parcours de À correspond le côté positif de s qui est évidemment, d’après la remarque
de tout à l'heure, le côté supérieur de s. L'angle y est donc aigu, et l’on D(x, 7) D(u,v) est négatif. On a donc, pour les cosinus directeurs de la normale au côté positif de S, les formules
verrait de même que cet angle est obtus en tout point où le jacobien
rene, dy, cos B ds = DEAR , D'HenuRE D(u,») ne MAD CEINN cos y AS — D(u,v) u av.
Cela posé, soit it (æ, ÿ,3) dx une intégrale curviligne prise le long Jp
de l dans le sens positif; on peut la remplacer par l'intégrale curviligne
| dx dx | > Es | 0 Es ) Je CAN 2 on du + se de |
prise le long de L dans le sens direct. En appliquant à celle-ci la formule de Green (n° 193), il vient
CRE — SIP] | eu de C À pt 24 de dp | ou |
OP D(z,x) oP | FRET Re Lee.
is [5 D (u, +) 0y Du, pe)
Cette dernière intégrale double est identique, d’après les formules (44), à l'intégrale de surface
oi 0P 0P oP me 08 cosy | as = f [SE ds dr — — dx dy HUE YA dE cs 07
étendue au côté positif de S. En permutant circulairement +, y, 3, on a deux formules toutes pareilles
La) de TU He sa [ [ar dy ay ar,
0R 0R NT rs as= ff [Sa dz — — ds: dx; | je (Cr, y; 3) Arr =
en les ajoutant à la première, on obtient la formule générale de Stokes JPG, 2) de + Q(æ, y, 3) dy + R(x, y, 3) ds
F de 0Q oP oR 0Q : OP RES =J JG) ét (5 -S) aa (os) dede
le sens de parcours du contour Let le côté de la surface auquel l'intégrale est étendue se correspondent comme on l’a expliqué.
140. Application aux volumes. — De même que l'aire d’une courbe plane fermée s'exprime par une intégrale curviligne prise le long de cette courbe, tout volume intérieur à une surface fermée S s'exprime par une intégrale de surface. Considérons d’abord une surface fermée S qui n’est rencontrée qu’en deux points par une parallèle à Oz. Les points de cette surface se projettent sur le plan des 2Y à l'intérieur d’un domaine A, et tout point de A est la projection de deux points m1 et m2, de S. Soient
AT s. CL | Ü ‘ (1
31=/f1(x, y), 3 = fa(, y) les équations des deux nappes Set S2 décrites par les points m7, et mn: respectivement (fi <f>). Le volume est égal à la différence des deux intégrales doubles
v= ff Ana f HéfCer) dE dr:
dont la première représente l'intégrale de surface [ f= dx dy prise
suivant le côté supérieur de S2, tandis que la seconde est l'intégrale
1 f dx dy, prise suivant le côté supérieur de Si. Leur différence est LA
donc égale à l'intégrale / [- dx dy, étendue à la surface S tout entière,
suivant le côté qui correspond à la direction extérieure de la normale. Par raison de symétrie, on peut prendre pour expression du volume l’une quelconque des intégrales de surface
ff <a ar | fraras J {sa dr, (S) us (S) (S)
chacune d'elles étant prise suivant le côté extérieur, «et la formule s'étend à un volume limité par une surface quelconque (cf. n° 96, Remarque).
4. En un point quelconque M de la chaïînette définie en coordonnées rectangulaires par l'équation
on mène la tangente qu’on prolonge jusqu’à son point de rencontre T avec l'axe Ox, puis on fait tourner la figure autour de cet axe. Exprimer la différence des aires décrites par l'arc de chaînette AM, À étant le sommet de la chaînette, et par la tangente MT : 1° en fonction de l’abscisse du point M; 2° en fonction de l’abscisse du point T.
[Licence : Paris, 1880.]
9, Soient Ox, Oy, Oz trois axes rectangulaires. Une surface réglée est engendrée de la manière suivante : le plan z OA tourne autour de Oz; la génératrice D, située dans le plan, fait avec Oz un angle constant dont la tangente est À; elle intercepte sur OA (située dans le plan æO y) un segment OC égal à ka0, a désignant une ligne donnée et 6 l’angle des deux plans z20x, z OA.
1° Calculer le volumé limité par la surface réglée et les plans æO y, 30%, 3O0A, l’angle 0 des deux derniers étant moindre que 2T; 2° Calculer l’aire de la portion de surface limitée par les plans xO y, 0% 302:
[LICENCE : Paris, juillet 1882.]
3. Soient Ox, Oy. Oz trois axes rectangulaires. Calculer le volume limité par la surface du paraboloïde elliptique qui a pour équation
D > 39 9 2 3 LE E
ee L
= — — 3 C (De q°?
le plan des æy et la surface du cylindre b?x? + a? y? = a? b?, [LICENCE : Paris, 1882.]
4. Les axes O x et O y étant rectangulaires et A et B étant deux points de l’axe O y, calculer l'intégrale curviligne
f Le Gr) er— my] de + [#(y)e7— mJ dy prise le long d’un chemin quelconque AMB, allant du point A au point B, mais limitant avec AB une aire AMBA de grandeur donnée S; m désigne une constante, et o(y) une fonction continue ainsi que sa dérivée D'(Y).
[Licence : Nancy, 1895.]
5. Établir la formule F(p)l(g)=T(p+g)B(p, q) en évaluant l’inté-
grale double f/ CRE RP VIE EP
étendue à l’angle 0 y, au moyen du changement de variables x +yY=u, Vue
6. Trouver l’aire de la portion d’un ellipsoïde ou d'un hyperboloïde de révolution, comprise entre deux parallèles.
"1. Aire d’un ellipsoïde à trois axes inégaux. — La moitié de l'aire totale .& est égale à l'intégrale double
re / : a?—,c2 UNE CEE
— TT“ ce nd
de a EM I —_ 3 a? b?
étendue à l’intérieur de l’ellipse b2x2+ ay?= a? b?, Parmi les moyens
Et
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employés pour ramener cette intégrale double à des intégrales elliptiques, un des plus simples, dû à Catalan, consiste dans la transformation du
n° 122. En désignant par + la fonction sous le signe ff, et faisant varier ?
de 1 à +, on trouve que l'intégrale double est égale à la limite, pour L infini, de la différence
re B a) PARU APTE HAT RSR C2 ce? ENS /{e-+5 (045) (#47) ty à (+5) (+) Ps) ) |
cette expression se présente sous forme indéterminée, mais on peut écrire
27 2 c? PA c? ; 02 dv e ÉTAT er MERE AT c? c? 9 P2—I+ — EE 0 $ L a” \ b?
c2 n" dv
c?° c° ia dv À — — — lo Me : =. 3 c? c?
p? CE a) (14: ñ) \ a
8* L’aire d’une surface définie par son équation en coordonnées polaires p = F(0, 9) s'exprime par l'intégrale double ff £-sino d9 dy, ü étant la distance de l’origine au plan tangent au point (6,0). Interprétation géométrique.
Application. — L’'aire de la surface d’élasticité de Fresnel,
dE + y? + 32)? = a?22 + by? + c2z?,
podaire d’un AE par ppeS à son centre, est égale à celle de
bc ca ab
l'ellipsoïde de demi-axes eee CWILLTAM Rogerrs, Journal de Liou-
ville, t. XI, 1° série, p. 81).
Ger Es 4 23
9. En évaluant de deux facons différentes l'intégrale double de CPE
étendue à l’aire du triangle formé par les droites y =, Y =2,%= X,
démontrer qu’on a ë De x — y }1+1 d de en APT CTIEE ES
En déduire la relation
VIE af” da. [ra G mn Ce = f(y) dy.
Établir de même la formule
D a dr 14 na le eax | f(x) dr
Er Lo
[ à ï TL (x2— 7°)" f(y) dy;
Gre
et vérifier ces formules au moyen de la différentiation sous le signe [e
Calculer l'intégrale double
er Vi x3— y3 dx dy,
étendue à l'aire de la portion du plan définie par les inégalités
12. Exemple de Schwarz (note de la page 333). — Étant donné un cylindre de révolution de rayon r et de hauteur 2, partageons la hauteur en m parties égales, et par les points de division menons des plans parallèles aux plans des deux bases; puis, dans les sections droites ainsi obtenues, inscrivons des polygones réguliers convexes de x côtés, de façon que Îa
génératrice qui passe par un sommet de ces polygones passe par le milieu de l’are sous-tendu par un côté dans les deux polygones voisins. Les sommets de ces polygones sont les sommets d’une surface polyédrale inscrite composée de 2» triangles isoscèles égaux, et l’aire de cette surface polyédrale est égale à
hr y Baate: 2 TL 2MNr SIN — 4r?{sin— | + .
n an mn?
La limite de cette expression, lorsque les deux nombres 7» et n aug--
RATES ie m ras mentent indéfiniment, dépend de la limite du rapport —- Cette limite n’est n?
égale à 277 h que si ce rapport tend vers zéro.
13* Généralisation de la formule (17) (n° 124). — La démonstration de cette formule semble exiger l'existence de la dérivée seconde Quv. Il est possible de se passer de cette hypothèse. En effet, la formule est vraie pour un polynome quelconque P(u,+e), si f(u, 6), f}, f{ sont continues dans le domaine A;,
| oP op, ne DEAR), (a) FPE v) (S du + T4) + J, Déros de dv.
Or, si la fonction + est continue dans le domaine A,, ainsi que les dérivées v,, ®,, il est possible de trouver un polynome P(u,v) tel que les différences @ — P, w,— P!,, g,— P', soient moindres en valeur absolue que tout nombre positif & dans A, (voër, par exemple, le Cours d'Analyse de M. de la Vallée Poussin). On peut donc choisir P(w, 6) de façon que les deux membres de la formule (15) diffèrent d’aussi peu qu'on le veut des deux membres de l'égalité (x) et, par conséquent, ils sont égaux.
14. Transformations ponctuelles qui conservent les aires. — Toute transformation ponctuelle définie par les formules
; OU(x,Y) 9 U(x, Y) D Ti La ua est telle que l’on ait
D(X, Y) sa
et, par conséquent, conserve les aires. Pour démontrer la réciproque, on supposera la transformation ponctuelle définie par les formules X = f(x, Y), p(æ, Y)=7y, ce qui donne D(X, Y) _ of . d D(x,Y) 0€ dd
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141. Intégrales triples. — On définit les intégrales triples en procédant exactement comme pour les intégrales doubles (n°° 118- 119). Il n’y a qu’à remplacer les domaines à deux dimensions par des domaines à trois dimensions et l'aire par le volume. Soit F (x, 7,3) une fonction bornée dans un domaine borné de l’espace D. Imaginons ce domaine décomposé d’une façon quelconque en n domaines partiels di, ds, ..., dn, de volumes P,, Pa, ..., On, et soient M;, m; les bornes supérieure et inférieure de F dans W;. Les deux sommes
tendent respectivement vers deux limites I, L’ lorsque le nombre x augmente indéfiniment de facon que chaque domaine partiel diminue indéfiniment dans toutes ses dimensions, et l’on a l'£[:
La fonction F(x, y, 3) est dite intégrable dans le domaine D, si l’on a I — I, et la limite commune des sommes S et s est l’intéorale triple de F(x, y, z) étendue au domaine D. On la représente
EN ff F(x, y,2) dx dy ds, e (D)
etle domaine D estle champ d'intégration. Le nombre 1 est encore
par le symbole
la limite de la somme
(1) S'= SF (En nr Ci)P5,
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(éi, ni Gi) étant les coordonnées d’un point quelconque du domaine d; ou de sa frontière.
Toute fonction continue est intégrable. Il en est de même de toute fonction bornée admettant un nombre quelconque de points de discontinuité, pourvu que l’on puisse enfermer tous ces points de discontunuité dans un domaine dont le volume soit inférieur à un nombre positif quelconque. C’est ce qui arrive par exemple pour une fonction bornée F(x, y, 3) admettant dans le domaine D une ou plusieurs surfaces de discontinuité.
Les intégrales triples se présentent dans diverses questions de Mécanique, en particulier quand on cherche la masse ou le centre de gravité d’un corps solide. Supposons la région (D) remplie d’une substance hétérogène et soit (x, y,z) la densité en un point, c’est-à-dire la limite du rapport de la masse renfermée dans une sphère de rayon infiniment petit, décrite du point (x, y,3) comme centre, au volume de celte sphère. Si u, et u sont les valeurs maximum et minimum de x dans la région (d;), il est clair que la masse renfermée dans cette région est comprise entre Lu P; et t #;; elle est donc égale à v;u(£;, ns, Gi), le point (E;, n, Gi) étant un point convenablement choisi de (d;). La masse totale
est donc égale à l’intégrale triple ff /udx dy dz, prise dans la
région (D).
142. Procédés de calcul. — Considérons d’abord une foncüon F(x,y,3) continue dans un domaine D, limité par deux plans 3=— 35, 5 — /, parallèles au plan 3—0, et un cylindre ayant ses génératrices parallèles à Oz, dont la section par le plan des æy est une courbe fermée C, limitant un domaine plan A. Supposons ce domaine plan A décomposé en domaines plus petits @y, Go, ..., An, d'aires wi, W2, ..., y, et considérons les cylindres ayant leurs génératrices parallèles à O3 et pour bases les domaines a,, &», ..., an. Menons ensuite les plans 3 — 2; D 2, nu 1}, 5, z2,, ., 341 formant une suite de nombres croissants compris entre 3, et Z. Le domaine D se trouve
ainsi décomposé en petits domaines cylindriques. Considérons la file de ces petits domaines situés dans le cylindre qui a pour base le domaine plan «&;. Soient (Ë;, n;) les coordonnées d’un point quelconque de ce domaine ; la portion de la somme S/, provenant
de cette file de petits domaines, peut s’écrire
we F(Ë, n6 Cu) (&1— 30) + F(Ë, m6, Ga) (22 — 3) A),
C4 étant un nombre quelconque compris entre 3, et 1, Cs» un nombre quelconque compris entre 3, et 32, el ainsi de suite. En choisissant convenablement ces nombres 6,,, G»,..., le coeffictent de w, est égal à D(E;, n;), où l’on a posé
Z (2) P(r, y) = fr F(x, y,3) dz.
j RS é La somme S', dont nous cherchons la limite, est donc égale
rt à d'P(E;, ti)w;; sa limite est l’intégrale double de [a fonc- ES |
tion P(x, y) étendue au domaine À, et l’on a
(3) VON) Fay s)drdyas= | | P(æ, y) dx dy L2 L2 “1D) e/
/(A) Z he dx dy F(x, y, 3) dz.
* (A) Sol
On a vu plus haut comment le calcul d’une intégrale double se ramenait lui-même à des quadratures. Par exemple, si le champ D est Le parallélépipède formé parles six plansx=x,,4=X, y =, — 39, 3 = 2, le domaine A est un rectangle, et l'intégrale
ùn
A Pom 2
triple a pour expression
+ ar [ ay | F(æ.y:2) 47.
Le sens de ce symbole est bien clair. On effectue la première intégration en regardant æ et y comme constants; le résultat est une foncuion des deux variables x et y, que l’on intègre ensuite. entre les limites y et Ÿ, en regardant + comme constant et y comme variable. Le résultat de cette seconde intégration ne dépend plus que de x, et on l’intègre de nouveau entre les limites x, et X.
Il y a évidemment autant de manières d’effectuer le calcul qu'il y à de permutations de trois lettres, c’est-à-dire six. On peut, par
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exemple, écrire l'intégrale triple
Z x y Z | f ds [ az | F(x,7,z)dy = il W(z) dz, Z0 10 Yo Ed
en désignant par W(z) l'intégrale double de F(x, y, z) étendue au rectangle formé par les droites = xs, «=X, y=7Y0, y = Y. On serait aussi conduit à celte expression en commençant par décomposer D en petits parallélépipèdes par trois séries de plans parallèles aux plans de coordonnées et en évaluant la portion de S' provenant de la tranche de parallélépipèdes comprise entre les deux plans voisins 3 — 3/_4, 3 — 3,; en prenant convenablement les points (Ë, n, €), cette tranche donne, dans S$', la somme
sr) (Zi 21-11),
et le raisonnement s’achève comme plus haut.
La formule (3) s'applique encore à une fonction bornée F(x, y, 3) admettant dans le domaine une ou plusieurs surfaces de discontinuité. Supposons, par exemple, que la fonction F soit discontinue sur certaines portions de deux surfaces S, et S: représentées par les deux équations
(S:) 3 = 91(x, ÿ), (So) 3 = par, ÿ),
w, et o2 étant deux fonctions” continues dans le domaine A (30 < 1 92 Z). Ces deux surfaces S, et S: décomposent D en trois régions en chacune desquelles la fonction F est continue. Pour fixer les idées, nous supposerons que l’on a :
Poele plans—z ets, F=/(x,7,2);
aEntre Siret So, F— fox, 7, 2);
3° Entre S,; et le plan 3 = 2, F— f;(x, y,2).
Chacune des fonctions fi, f2, fx est supposée continue dans le
domaine correspondant. La formule (3) s'applique encore au calcul de l’intégrale triple, pourvu que l’on pose (n° 75)
JÈ F(r;:y,3)dz
Pi PA 1 f(x, 7,23) d3+ fa(æ, 7,3) ds + [ Ÿ 290 Di T Pa
fa(x, FE z) da.
Cette remarque donne immédiatement le moyen de calculer l'intégrale triple d’une fonction continue F(x, y, :) dans un domaine D limité par un cylindre tel que le précédent et deux portions de surfaces 2, = 6,(x, y), 32 — v2(æ, Y), &1 et 2 étant continues dans le domaine plan A. Il n’y a pour cela qu’à prendre deux plans auxiliaires 3 — 39, 3 = 2 (20 < Di <C Po << L), et une fonction auxiliaire (x, y, z) égale à F(x, y, z) dans le domaine D et nulle en dehors de ce domaine. Le raisonnement du n° 121 s’ applique sans modification et l’intégrale triple de F(x, y, 3) dans D a pour valeur
| JR pre de Y,2) dz.
S1 le contour C du domaine À est formé de deux segments de droites parallèles à O y et de deux arcs de courbes Va OR Va = Va(x) (di L'b), on a aussi
b : n'a Pa (5) FPS F(x, y, 2) dx dy ds — da [ dy F(x, y, 3) dz. «/(D) «a Ÿs Pi
Les limites o, et w: de la première intégration dépendent à Ja fois de x et de y, les limites Ÿ, et , dépendent de x seulement, enfin a et b sont des constantes.
Lorsque le champ d'intégration D est limité par une surface fermée E, qui n’est rencontrée qu’en deux points par une parallèle à l’un des axes (comme une surface convexe), on peut effectuer les quadratures dans un ordre arbitraire, mais les limites sont en général tout à fait différentes, suivant l’ordre des intégralions.
Exemple. — Soit à évaluer l'intégrale triple f / IE dx dy ds, étendue au huitième .de la sphère x? + y? + 22 = R?, compris dans le trièdre Oxyz. Si l’on intègre d’abord par rapport à z, puis par rapport à y et enfin par rapport à æ, les limites sont les suivantes : æ et y étant donnés, z peut . varier de zéro à WR?—x?— y?; x étant donné, ÿ peut varier de zéro
à VR?— x?, et + varie de zéro à R. On a donc
ES rm RS sacdyde= [ de | ay | 3 da, 0 0
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et l’on en tire successivement
VR—a1— y 4 j£ 3 d3 = (R—a?— 7?) VR?—2x? 2e 4 nier [5 RE &t)y — : | LE (Rte ; | 0
CR à : 4. NX 3 : , et il reste à calculer l'intégrale définie 5 / (R2— +2)? dx, qui devient,
en posant æ = R cosv, T
3 L R# sintv de.
L'intégrale triple a donc pour valeur Te.
Remarque. — Au lieu d’évaluer d’abord la somme des éléments provenant d’une file de domaines cylindriques, on pourrait procéder autrement. Soit D un domaine borné, compris entre les deux plans parallèles 3 — 59, 5 — Z; décomposons-le d’abord en tanches par des plans 3 = 2; (Î—1,2,..., m—1), 31, 3,
Pa Zm_, formant une suite de nombres croissants compris entre £,
et Z. Décomposons ensuite chaque tranche en petits domaines cylindriques ; on voit encore que, en choisissant convenablement les points &, n, € dans chaque domaine partiel, la somme des éléments de la tranche comprise entre les deux plans 3 = %;, 3 — 3:51, a pour expression
(3; — 5) [ [ F(æx, y, 3:51) dx dy, Ai-4
À,_, étant le domaine plan commun au domaine D et au plan 3 — z;_,. Si donc on pose
ve) f f F(x, ÿ,3) dx dy, (À:)
A, étant le domaine plan que l’on vient de définir, l'intégrale P q ) £
triple a pour expression Z
fetes.
Pour évaluer une intégrale triple étendue à un domaine quelconque D, on le décomposera en une somme de domaines tels que
les précédents, par exemple en domaines tels qu'une droite parallèle à une direction fixe ne rencontre la surface limite en plus de deux points.
143. Formule de Green. — Il existe pour les intégrales triples une formule toute pareille à la formule (15) du n° 123. Considérons d’abord une surface fermée S qui n’est rencontrée qu’en deux points par une parallèle à
: RE OR PRE l'axe O3, et une fonction R(x, y, z) continue, ainsi que > à l'intérieur de PA :
cette surface. Tous les points de S se projettent sur le plan des æy suivant les points d’une aire A limitée par un contour fermé C. A tout point (x, y) de la région À correspondent deux points de coordonnées 3, = P1(T, Y) Et 32 = p2(+, y) de la surface S. Cette surface se trouve ainsi décomposée en deux morceaux S; et S; ; nous supposerons 31 < 32. Cela posé, l'inté-
grale triple .
[ff ar dy ds,
étendue à l’intérieur de la surface fermée S, peut s’obtenir en intégrant d'abord par rapport à z entre les limites 3, et 2 (n° 142). Le résultat de cette première intégration est R(x, y, 3:) — R(x,7, z1), et l’on doit ensuite prendre l'intégrale double
CR(æ, y, 2) — R(&, y, :1)] dx dy, nu
dans la région A. Or l'intégrale double INC 3) dx dy n'est autre
chose que l'intégrale de surface (n° 138)
sf R(x, y, 3) dx dy, (Se)
prise sur le côté supérieur de la surface S;. De même, l'intégrale double de R(x, y, 31), changée de signe, est l'intégrale de surface
Vi R(æx, y, 2) dx dy, (S1)
prise suivant le côté inférieur de S;. En ajoutant les deux intégrales, nous pouvons donc écrire
e 03 ES)
l'intégrale de la surface étant prise suivant le côté extérieur de S. Ce résultat s’applique aussi si la limite totale S du domaine comprend,
I. — CHANGEMENTS DE VARIABLES. 363 outre les surfaces S; et S+, une portion de surface cylindrique dont les Là Là L} * * 0 , " 0R génératrices sont parallèles à O 3, car l'intégrale de surface {| 7 dx dy, L# LE
prise Le long de cette surface cylindrique, est nulle.
Cette formule s'étend, comme on l’a déjà expliqué plusieurs fois, à un volume limité par une surface de forme quelconque, et, en permutant >, y, 3, on en déduit deux autres formules toute pareilles,
ji ff tar as= [ [Perse dr ds LI fee f [ec Y,23) ds dx.
En les ajoutant, on obtient la formule générale de Green pour les intécriles triples
RO JR TGS +) dr dr a
= f P(x, y,z) dy ds + Q(x, y, 2) ds dx + R(x, y,3) dx dy, 8)
les intégrales de surfaces étant toujours prises suivant le côté extérieur. Pour retrouver les expressions du volume obtenues plus haut, il suffit Hesfaire P —: =o,ouQ=7y, P=R=0o,;ouR=3, P=Q—o.
144. Rapport de deux éléments de surface. — Pour établir la formule du changement de variables dans une intégrale triple, on peut suivre une méthode tout à fait analogue à celles des n°*124-125. Nous démontrerons d’abord une formule préliminaire. Soient
(6) T HA AS ANR 7 =9(x" NA 3'), 3 Y(T, a 3')
des formules définissant une: transformation ponctuelle dans l'espace; æ,y',z' sont les coordonnées Fais CAES d’un point m° par rapport à un système d’axes rectangulaires O'z"', O'y', O'z’, et æ, y, z sont les coordonnées du point correspondant 77 par rapport à un système d’axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, de même disposition que le premier, et qui peut être confondu avec lui. Nous supposerons : 1° que le point #, y, 4 décrit un domaine borné (E), lorsque le point x', y', z' décrit un autre domaine borné (E'); 2° que les points de ces deux domaines se correspondent un à un d’une facon univoque; 3° que les fonctions f, +, Ÿ sont continues et admettent des dérivées partielles continues dans (E'); et que le jaco- D(x, 2 z) Dés, z.)
La Pétpondance entre les points des deux domaines peut être directe ou inverse. Soient m'ét,, m't,, m't, trois éléments linéaires formant un
bien ne s’annule pas dans (E”).
trièdre dans le domaine (E’); à ces éléments linéaires correspondent dans le domaine (E) trois éléments linéaires mt, mt, mts, formant aussi un trièdre, puisque le jacobien des fonctions f, w, 4, n’est pas nul au point mn! (cf. Exercice 13, p.161). Si ce trièdre mtitats a la même disposition que le trièdre m't,1,t:, on dit que la correspondance définie par les formules (6) est directe; elle est dite inverse dans le cas contraire. Cette définition peut être remplacée par la suivante. Soient S, S' deux surfaces correspondantes dans les domaines E, FE’, ayant deux côtés distincts, et F, l’ les courbes fermées qui les limitent respectivement. Choisissons sur ces contours deux sens de parcours se correspondant par les formules (6); à ce sens de parcours correspond un côté déterminé de chaque surface, d’après la convention qui à été faite au n° 139. Si ces deux côtés des surfaces S, S' se correspondent aussi par les formules (6), la correspondance définie par cès formules est directe ; sinon elle est inverse.
Gela posé, considérons sur les surfaces S, S’ deux côtés qui se correspondent dans la transformation ponctuelle considérée, et soient («, B, y), (a', 8’, y) les angles que font avec les axes les directions des normales à ces côtés. Supposons les coordonnées des points des deux surfaces S, S’ exprimées au moyen de deux paramètres w et »; on a expliqué plus haut ce qu’il fallait entendre par sens positif sur les contours F, [', et côtés positifs des deux surfaces. Si la correspondance est directe, au côté positif de S correspond le côté positif de S’, et d’après les formules (44) du n°139 et les formules analogues relatives à la surface S’, on a
DIET cu FD (AO FRA ENT ER cos y ds'— D{x 0) du dv,
do et do’ étant les éléments d’aires des surfaces. Si la correspondance est inverse, au côté positif de S correspond le côté négatif de S’ et cosy! doit ètre remplacé par — cosy’ dans la seconde formule, En divisant ces deux formules membre à membre, il vient
COos y do D(x, D(x y (7) DER ARRET Er) 200002 cosy" do D(u,r) D(u,e)
formule où l’on doit prendre le signe + ou le signe — suivant que la correspondance est directe ou inverse.
On peut faire disparaître les variables auxiliaires , 6 de cette relation : on a en effet
D(a,7).. D(J,9) Dix), Ds) DOS) D(u,v) D(z,y) D(u,v) D(y,3) D(u,e) D(fg) D(z,æ') D(z',æ') D(u,+) La relation obtenue étant homogène par rapport aux jacobiens Dre si on les remplace par les quantités proportionnelles cos’, cos B”, cosy’,
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elle devient
2 D(f,®) do UvEr PR Dal _ + i e . * Î ! (4 (7!) cosy ds = + Een PE — Dan D cos 8 + Die) cos y | de :
On a deux formules analogues pour cosa ds, cosf ds, et ces formules permettent de remplacer toute intégrale de surface étendue à S par une intégrale de surface sur 5”.
145. Changements de variables. Première méthode. — Soient D, D’ deux domaines correspondants pris respectivement dans les domaines (E), (E'), et limités par deux surfaces fermées S, S’. Nous allons d’abord
chercher une expression du rapport T des volumes de ces deux domaines.
Nous avons
(8) eh sd dy = [ z cosy ds, (S) (S)
ds étant l'élément de surface de S, y l'angle que fait avec Oz la direction de la normale extérieure au domaine (E). Mais la formule (7') permet de remplacer l'intégrale de surface (8) par une intégrale de surface étendue à S'. On a ainsi |
V=æ ff ve,7,3) É (S”)
LA D(:,2) + COSY
+ cos fi
D x [cos a’ | da’, D(x', y’) x!, B', y' étant les angles que fait avec les axes O'x', O'y', O'z' la normale extérieure à la surface S'; on doit prendre le signe + ou le signe — devant l'intégrale suivant que la correspondance est directe ou inverse. Gette nouvelle intégrale n’est autre que l'intégrale de surface (voir, n° 131, 132 et 138) D D( Me DL 4 DD ae g DCR) 2 dre pe PS) du dy, {S') D(y,3) D(z,x) D(x,7)
étendue à la surface S’ suivant le côté extérieur.
Appliquons à cette dernière intégrale la formule générale de Green; il vient
eo vas [ff le lrrersl
9 ! DCS 9) ra D(f,?) l ? U 1 À 7 |+ = à dx: [+ || ar RACE
En développant la fonction sous le signe intégral, on a deux sortes de
02 f do à Fest termes ; les uns, tels que Ÿ DER contiennent une dérivée du second
ordre, mais ces termes, on le voit aisément, se détruisent deux à deuxe. Quant aux termes qui ne renferment que des dérivées de premier ordre, leur somme est
9 DORE) , à DR) 0 De) _ Det).
dæ D(ÿ',3') ôy' D(z',z') ‘ 03 D(x, y ) DCE
On a donc aussi D(f,9,%) Par ER Va f [[ pt) do q dz SATA UC EE Rx, 7
et enfin, en appliquant le théorème de la moyenne,
Er nr D(F, ?, Ÿ) (9x Mine
(&, n, €) étant les coordonnées d’un point du domaine (E”). On déduit d’abord de cette formule que la correspondance est directe ou inserse, DC, w, Ÿ) D(æ,7, 3) cice 13, p. 161), puisque V et V’ sont essentiellement posilifs, et l’on peut encore écrire la formule (9)
suivant que le jacobien est positif ou négatif (cf. Exer-
DCf9, 4) DÉC TRE
Cette nouvelle formule (9') est entièrement analogue à la formule (17) du Chapitre VI, et l’on en tire la même série de conséquences. En particulier, on en déduit immédiatement la formule générale du changement de variables dans les intégrales triples; il suffit de reproduire sans modification la méthode du n° 193. Si F(+, y, z) est une fonction intégrable dans le domaine (E),ona
(10) JT J rer. dr dy ds
| | FD(J, 6,4) Do 5 PC hs 'axrhares PE A TETE
146. Changements de variables. Deuxième méthode. — [a formule (10) peut encore se démontrer de la facon suivante : Remarquons d’abord que, si cette formule a été établie pour deux ou plusieurs changements de variables particuliers, elle est vraie aussi pour le changement de variables obtenu en les effectuant successivement, d’après les propriétés connues du déterminant fonctionnel (n° 55). Si elle s’applique à plusieurs régions de l’espace, elle s’applique aussi à la région obtenue en les ajoutant.
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Cela posé, nous démontrerons, comme dans le cas d’une intégrale double, que la formule s'applique à toute transformation où l’on ne change qu’une des variables indépendantes, par exemple à une transformalion de la forme
(11) EE pp, Cie # The ARE Le
Nous supposerons que les deux points M(x, y, 5) et M'(x’, y', 3’) sont rapportés au même système d’axes et qu’une parallèle à O z ne rencontre qu’en deux points la surface qui limite la région (E). Les formules (11) font correspondre à cette surface une autre surface limitant la région (E'), et le cylindre circonserit à ces deux surfaces, ayant ses génératrices parallèles à Oz, est coupé par le
plan 3 — o suivant une courbe fermée C. Tout point » de la région À, intérieure au contour C, est la projection de deux points
m, et m2 de la première surface, de coordonnées z, et 32, et de
deux points m°, m, de la seconde surface de coordonnées BEEN
Nous choisissons les notations de façon que l’on ait z, 32 et 3,<z,. Au point #4, les formules (11) font correspondre le
point #2! ou le point »,. Pour distinguer les deux cas, il suffit de | dù g: db +
consulter le signe de 5: Si — est positif, z augmente avec 3 ; les £ 03 03 < ;
points mn, et m, se correspondent, ainsi que les deux points 72
far” AR sr et m,. Au contraire, si — est négalif, z diminue quand z' augoz mente; rm, correspond à m°, et m3 à m,. Dans le premier cas, on a
Z2 39 F(x, y,2)dz = F[æ,y,4(x, 7; JS dr
dans le second cas on a, au contraire,
UL Fey s)de=— [| Le, 9 (as 9 1 de!
Dans les deux cas, nous pouvons écrire
Za 29 [ (12) ÿh F(æ,7,2)de= [ Flx, y, ÿ(æ, y12')] da’.
Si nous prenons maintenant les intégrales doubles des deux membres de cette égalité dans la région À, l’intégrale double
f dx dy f F(x,y,c)@s EE (A) * z1
n'est autre chose que l'intégrale triple ff F(x, y, z) dx dy dz,
prise dans la portion (E) de l’espace. De même l'intégrale double du second membre de (12) est égale à l'intégrale triple de
! ( 4 4 4 oŸ Flag, 4e y #1]
orise dans (E/), comme on le voit, en remplacant x ar æ'et Ï Ù ) E P par y’. On a donc, dans ce cas particulier,
feras = JS Jr 4ce 2
D(x, y,2) FROM UE. e | D(x, y, 2) se réduit à sr La formule (10) est donc établie pour les changements de variables de la forme (11).
La formule générale (10) s'applique encore aux changements de
variables définis par les formules
| dx' dy' dz';
or 1c1 le déterminant
(13) LE S(T V6) = (T7; J:r) AE
où la variable 3 ne change pas. Nous supposons que ces formules font correspondre point par point deux régions (E), (E!) de l’espace, et, en particulier, que les sections R, R' faites dans (E), (E’) par un même plan parallèle au plan z— o se correspondent
I. — CHANGEMENTS DE VARIABLES
point par point. On a donc, d’après la formule du changement de variables dans une intégrale double,
(14) 1178 Er. Y,3) dx dy
DC F[y(z", y',3'),e(2", y',3),2 RES | de dr
les deux nor de cette égalité dépendent seulement de la variable 3 — z'. Si l’on intègre de nouveau entre les limites z, et 3: entre uelles peut varier z dans la région (E), l'égalité obtenue peut s’écrire
JR F(x, y,3) dx dy dz ss
“USE FL pu) ep 8) 21] D ee ldr dy ds
D27; 7) 208 RER, 7 D(2 57,2), D (2 s'applique encore aux ei ets de variables de la forme (13).
Or, on a ici de sorte que la formule (10)
Nous allons montrer maintenant que tout changement de variables
(16) M (Ti, Vi Si), Ho (Ti, Yi, 31), Bi D (Ty, Pts 21)
peut s’obtenir par une combinaison des précédents. Posons, en ÉUÉPE=T,, Ji— ya, 7 — 5; la dernière équation (16) peut M (7.7, 7i) eLl'on en tire z,—7r(x!, y, 2). Les
formules (16) peuvent alors être remplacées par le système des six
éq uations
“ (7) æ=/f[x, y'ir(x, y',z)], J=2tr,y,r(x, y 3)], 3=2, (8) MOT OC y 21);
la formule générale (ro) s'applique, on vient de le voir, aux transformations définies par les formules (17) et (18), et par conséquent aussi au changement de variables (16).
On pourrait encore, comme le lecteur le prouvera aisément, remplacer la transformation générale (16) par une suite de trois transformations telles que (11).
147. Élément de volume. — Écrivons les formules (6) qui définissent le changement de variables, en remplaçant z', y’,
par u, P, w,
(19) DE N(U, 0,00) Vi Qu, Pi), z = Vu, vu).
ën modifiant un peu l'interprétation adoptée jusqu'ici, regardons maintenant u, », # comme un système de coordonnées curvilignes. Les surfaces («), par exemple, sont les surfaces décrites par le point (+, y, 3) lorsque v et # varient arbitrairement, w conservant une valeur constante; et les surfaces (+) et («) se définissent de la même facon. Si par chaque point d’une région (E) de l’espace il passe une surface et une seule de chacune de ces familles, elles décomposent cette région en hexaèdres à faces courbes, analogues aux parallélépipèdes formés par les plans parallèles aux trois plans coordonnés.
Le volume du petit solide compris entre les surfaces (u), (v), (æ), (u + du), (v + de), (w + di), où du, dv, diw sont posiüfs, pour expression, d’après la formule (9),
Lee | ‘ ess + du di dw,
e étant infiniment petit en même temps que du, dv, div. On peut négliger, comme on l’a déjà expliqué plusieurs ete (n° 75, 125), le terme € du de dw, et le produit
: D (20) av =| pee | du de du D(u,e,w s'appelle l'élément de volume dans le système de coordonnées curvilignes (u, p, w). .
Soit ds? le carré de l'élément linéaire dans le même système de coordonnées ; on déduit des formules (19)
shp of CA ET dx = Lau + de + À - dw, dy = URSS
et, en élevant au carré et ajoutant, il vient
(21) ds? = H, du? + H, de? + H, dw? + 2F, dv dw +2F, dw du 92F;: du dv,
CHANGEMENTS DE VARIABLES
en posant or \ ? dx \ 2 HE NE F H —= ; a ANSE —— Û = ; — D (22) 1 s(e) , H, s(7) ? H,; s() ox 0x ox dr dr dx F —= S nr F, Less] S — — 3 ne 2 ME D 0» dw” ë dæ du Le du 0v°
le signe S'indique toujours qu’on doit remplacer æ par y, puis par z, et faire la somme. La formule qui donne dV se déduit très aisément de la formule qui donne ds?; on trouve, en effet, en faisant le carré du déterminant par la règle habituelle.
de MA
in sé : _—. n À LS fr sicemnle
0x dy Fe À EE
(r dw dw
el l’élément de volume est égal à VM du de div.
Considérons en particulier le cas très important où les surfaces coordonnées (u), (v), («) forment un système triple orthogonal, c'est-à-dire où les trois surfaces quifpassent par un point quelconque de l’espace s’y coupent deux à deux à angle droit. Les . langentes aux courbes d’intersection des trois surfaces prises deux à deux forment alors un trièdre trirectangle ; il faut donc que l’on at F,=F;,=F,— 0, et ces conditions sont suffisantes. Les formules qui donnent ds? et dV prennent alors la forme simple
(25) ds?= H, du? + H, de? + H; dw?, dV = YU; H; du de dw.
On peut retrouver facilement ces formules par quelques considérations de géométrie infinitésimale. Supposons du, dy, dæ très” petits, et assimilons le solide élémentaire défini tout à l'heure à un petit parallélépipède rectangle à faces planes. Les arêtes de ce parallélépipède sont respectivement VH, du, VH> dy, VH; dv, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur. Nous aurons les formules (23) en prenant pour élément linéaire et pour élément de volume la diagonale et le volume de ce solide élémen-
taire. L'aire d'une des faces VH, H: du do représente de même
l’élément d’aire de la surface (ww).
Prenons pour exemple les coordonnées polaires dans l’espace (24) æ-="p Sin 0 cos @; LR psIntsMme, 3 = p cosb;
£ représente la distance du point M(x, y, z) à l’origine, 0 l'angle que fait OM avec O3, et © l’angle que fait avec Ox la trace du demi-plan MO sur le plan 3 — 0. Pour obtenir tous les points de l’espace, il suffit de faire varier p de o à +, 8 de o à tr, eto de o à 27. Des formules (24) on déduit, en faisant le calcul,
(259 ds? = dp? + p?d02+ p? sin26 do?
et, par suite, (26) dV = p?sin6 do 48 do.
On retrouve aisément ces formules sans aucun calcul. Les trois
familles de surfaces (b), (4), (w) sont respectivement des sphères concentriques à l’origine, des cônes de révolution autour de Oz
Fig. 29.
Pau ee DR psine 640
AE
ayant l'origine pour sommet et des plans passant par O 3. Ces surfaces forment bien un système triple orthogonal, et les dimenions du solide élémentaire sont, comme on le voit immédiatement sur la figure, de, pd, psinô de; ce qui conduit aux formules (25) et (26).
Pour calculer au moyen des variables p, 0, © une intégrale triple étendue à la région limitée par une surface fermée S qui n’est rencontrée qu’en un point par une demi-droite issue de l’origine, et qui renferme l’origine à l’intérieur, on devra faire varier 9 de o à R, si R=—/(6, 0) est l'équation de la surface, puis ÿ de o à r et w de o à 27. Par exemple, le volume limité par cette surface est
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p 1 J° > égal à l'intégrale triple n R
27 T Vel do [ an | p?sin0 do; 70 0
la première intéeration s'effectue immédiatement et il reste P 5
27 T are tel de f RAA 0 ) 0 3
On emploie aussi quelquefois les coordonnées semi-polaires 7, W, 3, Où & = COS, y —=/sinw. Dans ce cas, on a ds? — dr? + r? dw°? + dz?
el dN = r dw dr ds.
148. Coordonnées elliptiques.— Les surfaces représentées par l'équation
SE Sn je D = C
Rpe —1—=-0,
où À est un paramètre variable et a > b > c > o, forment une famille de quadriques homofocales. Par chaque ‘point de l’espace, il passe trois surfaces de cette famille, un ellipsoïde, un hyperboloïde à deux nappes et un hyperboloïde à une nappe, car l'équation (27) a toujours une racine À; comprise entre b et c, une racine À, comprise entre @& et b, et une racine À3 supérieure à &; ces trois racines À1, À, 23 sont appelées coordonnées elliptiques du point de coordonnées rectangulaires x, y, 3. Deux surfaces quelconques de la famille sont orthogonales, car si l'on remplace À par 1, puis par À, dans l'équation (27), et qu’on les retranche membre à membre, il vient, en divisant par A1 — 0,
D) G—0)0:— D) Q=otu-c)
relation qui démontre l’orthogonalité des deux surfaces (A1) et (À). Pour avoir facilement x, y, z en fonction de À1, À2, À3, remarquons que l'on doit avoir identiquement (A— a)(Ài—b)(Ài—c)—2(À—b)(Ài—c)—y?(Âi—a)(À—c) — 32(À—a)(À—b)—=(Xx— 2) (À — À2)(À — 3); en faisant successivement À=a, À =D, À = c dans cette identité, on en tire à Mer (A3—a)(a—}1)(a—}h) FUN TE ETS he 0 ODA) Os—e)(s—e)(u—e) ; (a—c)(b — c)
On déduit de là, en prenant les dérivées logarithmiques,
2 ( d); do dis ) Ar = A ES RÉ ER EP DU A1 Le DORA S EE à PISE # di; dh da j ENRE Aer DNS ei) Z ( di: do dhs ) Te = les CREER lc r E ||— 2, ÀA——e > — C Â3—cC
en faisant la somme des carrés, les termes en dAi dde, dho ds, du ds doivent disparaître d'après la relation (28) et les relations analogues. Le coefficient de dÀ? est
I æ2 v° 22 pa (A4— a}? (ki— 0}? (A — cc)?
ou, en remplaçant x?, y?, 3? par leurs valeurs et réduisant,
(A3— A1) (ho — À) (A1—a)(Ai —b)(A1—ec)
M, = Le
et les coefficients M; et M; de dA2? et de d)? s'en déduiront par permutation circulaire. L'élément de volume est alors ÿM, M M3 dÀ: dk dhs.
14. Intégrales de Dirichlet. — Soit à calculer l'intégrale triple
JS arrete :y ar ay a,
prise à l'intérieur du tétraèdre formé par les quatre plans + —0, V0; 32=0, 2 +y +3—=I1. Posons
LH HSE ES NE HE 3E ENTER
ë, n; € étant trois nouvelles variables; ces formules peuvent encore s’écrire
! Det 7 & SR LS ne M ; LT+Y +2 PER
et l’on a inversement = E(1—1n), y = En(i1—t), 3 = Ent. Lorsque x, y, 3 sont positifs et que la somme x + y + x est inférieure à un, #, 1, € sont compris entre zéro et un. Inversement, lorsque #, n, € sont compris entre zéro etun,on a t>0, Y >0,3>0,x +y +23 <1. Le tétraèdre précédent est donc remplacé par un cube.
Pour calculer le déterminant fonctionnel, posons X = ?, Y=fns 2e ce qui donne z=X—Y,y—Y—7,z:—7:0ona
D, 472) MOD (PE )MDORME 7 _ ze Dé 9) DCR V2) DIE CIRE
et l'intégrale triple devient, par ce changement de variables,
1 î 1 J &f da f era roma mere y à 0 0 0 >
I. — CHANGEMENTS DE VARIABLES. 5h
La fonction sous Île signe f est le produit d’une fonction de £ par une
fonction de 1 et une fonction de €. L'intégrale triple est donc le produit 1 1 :
14 EP+QHIH2 (1 — E }s de if n9+7+1(4 _. n)? d' A il tr(r mar dt, 0 0 0
ou, en introduisant les fonctions T [voir formules (33) et (54), n° 153 |,
F(p+g+r+3)T(s +1) à F(g+r+2)lT(p+1) Fe T(r+1)F(g +1). P(p+g+r+s+4) DOD Q REIN ON T9 ere TN
en supprimant les facteurs communs, il reste, pour valeur de l'intégrale
triple, F(p+0T(g+nP(r+1)F(s+1) T(p+g+r+s+é)
150. Intégrales multiples. — Les expressions purement an alytiques que l’on a obtenues pour une intégrale double et une intégrale triple permettent d'étendre la définition aux fonctions d’un nombre quelconque de variables indépendantes. Nous nous bornerons à indiquer sommairement fa marche à suivre.
Soient Zi, Lo, ... En Un.système de n variables indépendantes. Nous dirons, pour abréger, qu’un système de valeurs x°, æ°, ..., x attribuées à ces variables représente un point dans l’espace à 7 dimensions. Toute relation F(æ, de, ..., &n) — 0, dont le premier membre est une fonction continue, représentera de même une surface; si F est du premier degré, nous continuerons à dire que cette équation représente un plan. Considérons l’ensemble des points dont les coordonnées vérifient certaines rela-
tions d’inégalité, telles que (30) Di(a, Fes cs Œn)SO (Ë—1,2, ..., À);
nous dirons que cet ensemble de points forme un domaine D dans l’espace à n dimensions. Si, pour tous les points de ce domaine, la valeur absolue de l’une quelconque des coordonnées æ; reste inférieure à un nombre fixe, on dira que D est tout entier à distance finie. Si les inégalités qui définissent D ont la forme suivante :
71 0 < < m1 Lo) es Tn=Tn=Tn)
(31) mémérl, ar
nous appellerons ce domaine un prismatoïde, et nous dirons que les n nombres positifs æ!—x} sont Îles dimensions de ce prismatoïde. Enfin nous dirons qu’un point du domaine D appartient à la frontière de ce domaine, si l’une au moins des fonctions 4; des formules (30) est nulle pour les coordonnées de ce point.
Cela posé, soient D un domaine fini et f(x, do, ..., An) UNE fonction continue dans ce domaine. Imaginons D décomposé en domaines plus
petits au moyen de plans parallèles aux plans æ;= 0 (i=1,2, ...,n). Prenons l’un quelconque de ceux des prismatoïdes déterminés par ces plans, qui sont tout entiers intérieurs à D; soient Ax;, Ag, ..., Aæ, les dimensions de ce prismatoïde, et £i, +, ..., £, les coordonnées d'un point quelconque appartenant au prismatoïde, La somme
(52) 5 —= ME TT Ge: .…..s En) AT Avr . ÀAly,
étendue à tous les prismatoïdes qui sont tout entiers à l'intérieur du domaine D, tend vers une limite I lorsque le nombre de ces prismatoïdes augmente indéfiniment, de façon que toutes leurs dimensions tendent vers zéro (1). On appelle cette limite l'intégrale nv de f(x, xa, ..., œn), prise dans le domaine D.
1= ff... [fa La, ce,» Tn) LE AT PRE
Le calcul d’une intégrale n?° se ramène encore au calcul de n intégrales - simples successives. Pour établir que la loi est générale, il suffit de montrer que, si elle est vraie pour une intégrale (n — 1}, elle s'étend à une intégrale n°°. Considérons pour cela un point quelconque
(A To, Nr Tn)
de D; si nous faisons abstraction pour un moment de la variable æ,. le point (æ1, %2, ..., Œn-1) décrit un certain domaine D', dans l’espace à (7 —1) dimensions. Nous supposerons que le domaine D satisfait à la condition suivante : à tout point (x1, d2, ..., Zn_1) intérieur à D’ correspondent seulement deux points sur la frontière de D, de coordonnées (1, To, ..., Æn13 XM)) et (1, Ta, ..., Æn15 &2)), les coordonnées x}? et x?) étant des fonctions continues des (an —1) variables x1, T9, «+. Tn1 à l'intérieur de D’. Si cette condition n’était pas satisfaite, on partagerait D en domaines assez petits pour vérifier séparément cette condition. Cela posé, considérons la file de prismatoïdes du domaine D, qui correspondent à un même point (Zi, Ta, ..., Tn_1); on démontre facilement qu'en choisissant convenablement les points (£1, E, ..., Eh), ces prismatoïdes donnent dans S une somme égale à
AT: Ati hrs Hi Te .. Ln) AE ER
[ej pouvant être rendu moindre que tout nombre positif pourvu que
(‘) Pour n = 2 ou n = 35, la limite de S est bien égale à l'intégrale double ou à l'intégrale triple, car la somme des aires ou des volumes des domaines négligés tend vers zéro,
I. — CHANGEMENTS DE VARIABLES. DT toutes les quantités Ar; soient assez petites. Si nous posons
nm (33) P(x1, Ta, .….. That = ACTE Lo, ..., Ted (1)
Xn nous voyons que Î est égal à la limite de la somme POI, Le, -.:s Can) AT ATee. APnt,
c'est-à-dire à l'intégrale (n — 1)?!
(54) = ff [fee RURERSACER RAC ETES
dans le domaine D’. La loi étant supposée vraie pour une intégrale (n —1}°", elle est donc générale.
On pourrait encore opérer autrement. Considérons l’ensemble des points (21, Æ?, +.) Xnh1) pour lesquels la coordonnée x, à une valeur donnée; le point (21, æ2, ..., Æn-1) décrit dans l’espace à (7 — 1) dimensions un domaine à, et l’on voit sans peine que l'intégrale n° I est aussi égale à l'expression
O(æA) étant l'intégrale (7 — caf JR : [fan .. dTn-1 étendue au domaine à, et X1, X? les bornes inférieure et supérieure de æ, dans le domaine D. Quelle que soit la façon dont on opère, les limites pour les diverses intégrations que l’on a à effectuer dépendent de la nature du domaine D et varient en général avec l’ordre des intégrations. Il y à exception si D est un prismatoïde défini par les conditions
0 € € 0 EN PREPAESCR EE FAR TETE es
L'intégrale multiple a, dans ce cas, pour expression
X, RE x
I — dx; der SA f dax, ù “ xQ
et l’on peut intervertir d’une façon quelconque l’ordre des intégrations, sans changer les limites correspondant à chaque variable. La formule du changement de variables s'étend aussi aux intégrales no: Soient ! ! a (36) Di Gi(Lis Las +. Tn) (G—1;2$."\n)
des formules de transformation, faisant correspondre point par point à un domaine D', décrit par le point (x4, 2%, ...,æ,), un domaine D décrit par
je point (1, 2%, 0 rl 0na
(37) MIEUX FCPI Met tr ie de (D) 5 D'IOL TR s =} té F(o1, AC On) en on dE EAU L Ce (D') (Ti A.
La démonstration est toute semblable aux précédentes. Je me bornerai à indiquer, dans ses grandes lignes, la marche à suivre :
1° Si la formule (37) est vraie pour deux transformations, elle est vraie pour celle que l’on obtient en les effectuant successivement;
2° Tout changement de variables s'obtient par la combinaison de deux changements tels que les suivants :
(RO Ai is le Te M TR Ln = Pal Li Me ee NI (39) æ1= Y1(xi, -.., æn), ss nn Yn-1(Trs TROT A)
3° La formule (37) s'applique au changement de variables de la forme (38), comme il résulte de la forme (34) sous laquelle on peut mettre une intégrale n°. Elle s'applique aussi au changement de variables (39), d’après la seconde forme (35) de l'intégrale multiple, si l’on admet que la formule est établie pour les intégrales multiples d'ordre 7 —1. On démontrera donc de proche en proche que la formule est générale.
Supposons, pour donner un exemple, que l’on veuille calculer l'intégrale définie
= ff... fatar..(-m-2—..m)anasta, e
OÙ %1, A, ..., 4», $ sont des nombres positifs, dans le domaine D défini par les inégalités
OT, OZ, “Ce OS, Li + Loti. + TnSi.
Le changement de variables donné par les formules Ti Let. tn 4, Va rnb ..., etes remplace D par un domaine D' défini par les inégalités 0 <ÉiS 1, O£É2S1, ... OÉÉRA TE
et l’on a de plus, comme le prouve un caleul facile (n° 149),
DE“, La, .. ln )
D(E&1, ba, Hi En)
La fonction à intégrer prend la forme
Tét LED
Éd ran- put Ras HAS | e En (1 a £1)8 (4 nl Éo )@ TUE En An,
pur
II. — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES
et l'intégrale cherchée s'exprime encore au moyen de la fonction
Tu +i1)T (a+)... T(an+1)T (8 +1)
40 lies — 50) T(ai+ a+... .+an+$+n+i)
II. — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 151. Méthode générale. — Soient P(x, y), Q(x, y) deux fonctions des deux variables indépendantes x et y ; l’expression P dx + Q dy
n'est pas, en général, la différentielle totale d’une fonction des deux variables +, y. En effet, l'équation
(41) du = P dx + Q dy
est, comme l’on sait, équivalente à deux équations distinctes
; ; ou du (42) Dir OP ER TP A MER OS
différentions la première par rapport à y, la seconde par rapport à x; nous voyons que u(x, y) doit satisfaire aux deux relations
ds OP (CE 00) du. 0Q(æ, y) O0 dy OYOX dx
Pour qu'il existe une fonction uw (x, y) répondant : à la question, 1l faut donc que l’on ait identiquement PeNoP 20 (43) “7 rs
y 0x Cette condition nécessaire est aussi suffisante. En effet, il existe une infinité de fonctions u(æ, y) dont la dérivée partielle par rapport à æ est égale à P(x, y); toutes ces fonctions sont comprises dans la formule
u = f PCnNar+Y
Zo étant une constante choisie à volonté, et y une fonction arbitraire de la variable y. Pour que cette fonction u(x, y) vérifie l'équation (41), il faut et il suffit que sa dérivée partielle par rap-
port à y soit égale à Q (x, y), c'est-à-dire que l’on ait e
Mais on à, d’après la condition d’intégrabilité (43),
"9P x) JL TA = ji. À dr = Q(æ, y) — Q(æ0 Y),
et la relation précédente se réduit à
dY dy ce = Q(xs, y).
Le second membre ne dépend que de y; il y a donc une infinité de fonctions de y qui satisfont à cette relation. Elles sont comq prises dans la formule
‘Y Ve J! Q(To, Y) dy + CO, Yo
Jo étant une valeur particulière de 7, et Gune constante arbitraire. Il existe donc une infinité de fonctions w(x,7) satisfaisant à - l'équation (41); elles sont données par la formule
d ; (44) il Ne) de + f Q(%o, y) dy + C
et ne différent l’une de l’autre que par la valeur de la constante additive C.
Soit, par exemple, T+mMmy
la condition (43) est vérifiée, et l’on a, en posant 45 —0, Yo; T+m d u Ji UNE CE + [72 27 nee Qu e? + y? :
En effectuant les intégrations indiquées, il vient I É al u = 3 Hog(e?+ y?)15 + m arc tes + log y + CO,
ou, en réduisant,
I œ u = log (x?+ J?)+ marc tang— +0:
Il. — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 381
La méthode précédente s'étend au cas d’un nombre quelconque de variables indépendantes. Nous développerons encore les calculs pour trois variables. Soient P, Q, R trois fonctions de æ, y, 3; l'équation aux différentielles totales
(45) du =P dx +Qdy+R dz est équivalente à trois équations distinctes
ou ou du de Les D — — Q, 52 PE R.
P. , pe ; 0?
En calculant de deux facons différentes les dérivées Dar ou u 0x 03 0y0z possible :
, on obtient trois conditions pour que le problème soit
oP _ 0Q 0P __oR 0Q _0R
(47) a door 9 en 07
Supposons-les satisfaites. D’après la première, il existe une mfinité de fonctions u (x, 7, z) dont les dérivées partielles par rapport à x et y sont respectivement P et Q; elles sont comprises dans la formule
È ” = [ Pays 2)de+ [ Q(Zo; Y, 3) dy + 2, Dent ai Te
Us ; : ; : ARR ue 17:
Z désignant une fonction arbitraire de z. Pour que la dérivée — soit égale à R, il faut, de plus, que l’on ait
* dP ; MOUV +) LUN 7 dut | be a+ =,
‘0 Yo
condition qui se réduit, en tenant compte des relations (47), à
dZ R(zx,7, 3)—R(to, 7,2) + R(to, Y; 2e RTo; Yo: 3) + Te = R(x, y, 3)
ou
az
ne — R(To, Yo: 3).
On en conclut qu'il existe une infinité de fonctions u (x, y, 2) satisfaisant à l’équation (45); elles sont représentées par la formule
x Ÿ 3 (48) u fl Pr, Dds+ [ Q(xo, ; s)dy+ [| R(To; Yo, 3) d3+C, VX Ye =
Los Vos So étant trois valeurs numériques choisies à à volonté, et C une constante arbitraire.
(æ, y) des 152. Étude de l'intégrale f P dx + Q dy. — La question
(Lo, Yo) précédente peut être traitée à un autre point de vue qui permet
une étude plus approfondie et conduit à des résultats nouveaux. Soient P(x, y) et Q(x, y) deux fonctions continues, et admettant des dérivées partielles du premier ordre continues, dans une région À limitée par un seul contour fermé C; il peut d’ailleurs arriver que cette région À embrasse tout le plan, ce qui revient à supposer le contour C rejeté à l’infini. L'intégrale curviligne
Le dx + Q dy,
prise le long d'un chemin L situé tout entier dans À, dépend en général du chemin d'intégration; nous allons d’abord -chercher à quelles conditions cette intégrale ne dépend que des coordonnées (%o, Yo); (T1, Y1) des extrémités de cette ligne. Soient M et N deux points quelconques de la région À, et L,, L’ deux chemins joignant ces deux points, sans se croiser entre les extrémités: ils forment, par leur réunion, un contour fermé. Pour que les intégrales curvilignes prises le long de L et de L' soient égales, il faut
évidemment et il suffit que l'intégrale prise le long du contour fermé que forment ces deux lignes, en marchant toujours dans le même sens, soit nulle. La question proposée est donc équivalente à celle-ci : Que faut-il pour que l'intégrale curviligne |
frar+ear,
prise le long d’un contour fermé quelconque situé dans À, soit nulle ?
La réponse se déduit immédiatement de la formule de Green,
(49) | Par+Qdy=ff(5-5) dx dy, , * (C)
où C est un contour fermé quelconque situé dans À, et où l’intégrale double est étendue à l’intérieur de C. Ilest clair que si les dérivées des fonctions P et Q satisfont à la relation (43) l’inté-
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grale cuvviligne du premier membre est toujours nulle. Cette condition est nécessaire. En effet, si — ee n’est pas identique ment nul dans la région À, comme c’est une fonction continue, on pourra toujours trouver une région & assez petite pour que le signe soit constant dans a; il est clair que l'intégrale curviligne prise le long du contour de a ne pourra être nulle, d’après la formule (49 )-
Si la condition (43) est vérifiée identiquement, deux chemins L, L', ayant les mêmes extrémités M, N et ne se croisant pas entre ces extrémités, donnent la même valeur pour l’intégrale curviligne. Il en est encore de même s'ils se coupent un nombre quelconque de fois entre M et N, car il suffit de les comparer à un troisième chemin 1”, ne rencontrant aucun des deux premiers, sauf aux points M et N.
Cela posé, supposons que l’une des extrémités de la ligne d’intégration soit un point fixe (&o, Yo), la seconde extrémité (x, Y) étant un point variable de À; l'intégrale |
(æ, y) (50) F(x,»)=f Pdr+Qdr,
(x, Yo) prise suivant un chemin de forme arbitraire, ne dépend que des coordonnées (x, y) de l'extrémité variable. Les dérivées partielles de cette fonction sont précisément P(x, y) et Q(x, y). On a, par
exemple, (x+Ax, y)
Ex Ar, y)=F(x,y)+ Péreyidr, (2,9) car on peut supposer que l’on va d’abord du point (Zo, Yo) au point (x, y}, puis du point (x, 7) au point (æ + Ax,y) en restant sur la parallèle à Ox et, le long de cette droite, on a dy — 0. Appliquons la formule de la moyenne; nous pouvons écrire F(æ+ Ar, y)—F(x, 7)
ue P(æ +0 A%, y) (0 < 1);
en faisant tendre Ax vers zéro, il vient F},— P, et l’on verrait de même que l'on a F,— Q. L'intégrale curviligne F(x, y) vérifie donc l'équation aux différentielles totales (41), et l’on obtient l'intégrale générale de cette équation en ajoutant à F(æ,y) une constante arbitraire.
La nouvelle formule est plus générale que la formule (44), puisque le chemin d'intégration reste indéterminé: Il est, du reste, facile d’en déduire la formule (44). Pour éviter toute ambiguïté, désignons par (Z5, Yo); (Æ1, Y1) les coordonnées des deux extrémités, et prenons comme chemin d'intégration les deux droites = Lo; Y = Yi. Le long de. la première on et y varie de y, à y, ; le long de la seconde, on a y = y, dy = 0, æ varie de æ9 à æ,. L'intégrale est donc égale à
ya + Q(ro 7) dy + f P(z, 02,
Yo * Lo
c’est, à une différence de notation près, la formule (44).
Mas il peut être plus avantageux de prendre un autre chemin d'intégration. Supposons qu’en posant x—f(t), y =eœ(t), et faisant varier t de t, à t,, le point (x. y) décrive un arc de courbe
0 ; P + joignant le point (x, Yo)aupoint(x,;,yi);ona
(1, Y4) li [ Par+Qdy=f IP nfto+Q( peter (Xo, Yo) to
et l’on na plus qu'une quadrature à effectuer. Si l’on suit, par exemple, la ligne droite, on posera x = r,+t(x;—x), FY=Vo+t(Yi— Yo) et l’on fera varier t de o à 1.
Inversement, si l’on connaît une intégrale particulière P(x, y) de l'équation (41), on en déduira l'intégrale curviligne par la for-
mule - Le, y) Pdz+Q dy = P(x, y) — P(xo, Yo),
(Lo; Jo)
qui est l’analogue de la formule (8) du Chapitre IV.
153. Périodes. — On peut étudier des cas plus étendus. Observons d’abord que la formule de Green s'applique aussi à des aires limitées par plusieurs contours. Considérons, pour fixer les idées, une aire À limitée par un contour extérieur C et deux contours C!, C”, intérieurs au premier ( fig. 30), et soient P et Q deux fonctions continues, ainsi que leurs dérivées du premier ordre, dans celte aire. (On doit regarder les portions du plan intérieures aux contours C', C’comme ne faisant pas par de A; onne suppose
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rien sur les fonctions P et Q dans ces deux régions.) Joignons les contours C’, C’ au contour fermé C par les transversales ab, cd. Nous obtenons ainsi un contour fermé abmcdndcpbaga ou F, qui peut être décrit d’un seul trait. Si nous appliquons la formule de Green à l’aire limitée par ce contour, les intégrales curvilignes
Fig 30.
provenant des transversales ab et cd se détruisent, car chacune d'elles est décrite deux fois avec des sens différents, et il reste
fraæ+ouf [(R D) de dr,
l’intégrale curviligne étant prise le long du contour total de l'aire À, c’est-à-dire le long des trois contours G, C!, C” dans le sens indiqué par les flèches, de facon à avoir toujours à gauche l'aire À.
s : ; 08 : 0Q oP
Si les fonctions P et Q vérifient la relation mr dans la région À, l’intésrale double est nulle et nous pouvons écrire la relation obtenue
1 P dx + Q dy,
(51) f Par+@dy= f Pdr+Ody+ 7 (C) (C’)
en Convenant maintenant de prendre les trois intégrales curvilignes dans le même sens.
Cela posé, reprenons une région À limitée par un seul contour C, et soient P, Q deux fonctions conunues, ainsi que leurs oP 0
dérivées, vérifiant la relation 5 — Lx sauf en un nombre fini de
points où l’une au moins des fonctions P, Q est discontinue. Nous supposerons, pour fixer les idées, qu'il y ait dans A trois points à, b,c de discontinuité. Entourons chacun de ces points d’une circonférence de rayon très pelit et Joignons ces circonférences au
contour C par une coupure ( fig. 31). L'intégrale f P dx + Q dy,
PE P
L2 [2 L2 L x L2 ë L2 prise depuis un point fixe (75, ÿ,) jusqu’à un point variable (x, y) sur une ligne ne franchissant aucune coupure, a une valeur unique en chaque point, d’après le cas déjà étudié, car le contour OC, les
Fist:
coupures et les petites circonférences forment une seule ligne pouvant être décrite d'un seul trait continu. Nous désignerons par F(x, y) la valeur de cette intégrale prise suivant le chemin direct allant de M,(x5, yo) en M(x, y).
On appelle /acet le chemin composé de la ligne droite joignant le point M, à un point «infiniment voisin de a, de la petite circonférence de rayon aa’ et de centre «, et de la droite a M,. L'intégrale curviligne / P dx + Q dy, prise Le long d’un lacet, se réduit à l'intégrale curviligne prise le long de la circonférence. Cette der- # nière intégrale n’est pas nulle en général, si l’une des fonctions P ou Q est infinie au point a, mais elle est indépendante du rayon de la petite circonférence; c’est une constante Æ 4, le double signe correspondant aux deux sens de parcours. Nous désignerons de même, par Hs et ©, la valeur de l'intégrale curviligne prise le long d’un lacet décrit autour de l’un des points singuliers bou c.
Cela posé, tout chemin joignant le point M, au point M peut se ramener à une suite de lacets, suivis du chemin direct allant de M, en M. Par exemple, le chemin M, mdef M peut se ramener à la suite des chemins suivants M, xdM,, M, deMs, MefM,, M,fM; le chemin M,ymdM, peut à son tour se ramener à un lacet décrit autour du point singulier a, et de même pour les autres. Enfin, M, fM est équivalent au chemin direct. Il s'ensuit que, quel que soit le chemin d’intégration, la valeur de l'intégrale curviligne est
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de la forme (52) PC Pi PP M) Em run + p©,
M, A, p élant trois nombres entiers, positifs ou négatifs, absolument quelconques. Les quantités &, 15, © sont les périodes de lintégrale curviligne. Cette intégrale est donc une fonction des variables +, y, qui admet une infinité de déterminations, et nous voyons l’origine de ces déterminations multiples.
Remarque.— La fonction F(x, 7) est une fonction bien déterminée dans la région A, quand on a tracé les coupures ax, DÉS mais on doit remarquer qu’en deux points infiniment voisins tels que m, m/, de part et d’autre d’une coupure, la différence
E(m) — F(m!) a une valeur finie. On a. en effet 2 y
mn mn’ Mo ab == “te —— 15 oi A 5 M, OTre.
12) mn | ZI) lan CE ZM, M !
0 Se rrl
ce qui peut s’écrire
mais / est infiniment petit, et il reste In" E(m)— F(m') = A.
La différence F(m) — EP) est donc constante et égale à À tout le long de a. Il en est de même pour les autres coupures.
Exemple. 2e L'intégrale curviligne
r dy — y dx
2 1 2 SU) “s voi
présente un seul point critique, l’origine. Pour avoir la période correspondante, intégrons le longe du cercle x? + y?—c?:on a l 5 5 NE UN
VE p COS, MO SIntw, 2 dy — y dx = 0? dw,
et la période est égale à 1h dur. La vérilication est immmes
diate, car on a sous le signe f la différentielle totale de arc tang =.
154. Racines communes à deux équations. — Soient X, Y deux fonctions continues des variables +, y, dans une région A limitée par un seul contour fermé C; nous supposons que les dérivées partielles du premier ordre sont aussi continues.
X dY — Y dX D QE de elle est la différentielle totale de arc ang Le Il s’ensuit que l’intégrale
définie
L'expression satisfait à la condition d’intégrabilité, car
X dY — Y ax
à 2 ne X2+ Y
prise le long du contour C dans le sens direct, est nulle si les coefficients de dx et de dy sous le signe restent continus à l’intérieur de CG, c’est-
à-dire si les deux courbes X — 0, Ÿ — o n’ont aucun point commun à lintérieur de ce contour. Mais si ces deux courbes ont un certain nombre de points communs &, b,c, ..., l'intégrale (53) est égale à la somme des intégrales prises dans le sens direct le long des petites circonférences décrites des points a, b, c, ... comme centres. Soient (x, 8) les coordonnées d’un
de ces points communs; nous supposerons qu’en ce point le déterminant.
fonctionnel PARUS n’est pas nul, c’est-à-dire que les deux courbes X = 0, D (x, y)
Y —o ne sont pas tangentes en ce point. Nous pouvons alors décrire du point (x, B) comme centre un cercle c de rayon assez petit pour que le point (X, Ÿ) décrive autour du point (0, 0) une petite portion de surface plane, limitée par un contour y, qui corresponde point par point au cercle c (n°° 40 et 124).
Lorsque le point (x, y) décrit la circonférence c dans le sens direct, le point (X, Y) décrit le contour y dans le sens direct ou dans le sens rétrograde, suivant le signe du déterminant fonctionnel dans ce petit cercle. Or
l'intégrale définie le long de la petite circonférence est égale à la variation T
de arc tang: et par suite à +27. En raisonnant de même pour toutes
les racines, on en conclut que l’on a
X dY — Y 4x (54) JR = 27 (P—N), (GE ES
P désignant le nombre des points communs aux deux courbes pour les- D'EXSENS D(x,7) le déterminant est négatif.
L'intégrale définie du premier membre est aussi égale à la variation
quels est positif, et N le nombre des points communs pour lesquels
se ME de arc Lang le long de CG, c'est-à-dire à l’indice de la fonction Y lorsque
le point (æ,y) décrit le contour C. Si les fonctions X, Y sont des poly-
Né
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nomes, ét si le contour G est formé d’arcs de courbes unicursales, on est ramené à calculer l'indice d’une ou plusieurs fonctions rationnelles, ce qui n’exige que des opérations élémentaires (n° 79). D'ailleurs, quelles que soient les fonctions X, Y, on peut toujours calculer l’intégrale définie (54) avec une erreur inférieure à zx, ce qui suffit, puisque le second membre doit être un multiple de 27%.
La formule (54) ne fait connaître le nombre exact des points communs aux deux courbes que si le déterminant fonctionnel conserve un signe constant à l’intérieur de C. Des travaux récents de M. Picard ont permis de compléter ce résultat (1). |
155. Extension des résultats précédents. — Les résultats des derniers paragraphes s'étendent sans modification essentielle aux intégrales curvilignes dans l'espace
ARE (55) WE fi Paz +tOdr+R ds.
(x 0» Yo» So)
Nous désignerons par P, Q, R trois fonctions continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, dans une région (E) de l’espace, limitée par une seule surface fermée S. Cherchons d’abord les conditions pour que l'intégrale curviligne précédente ne dépende que des extrémités (To, Yo, 20), (&, y, 3) de la ligne d'intégration. Cela revient encore à chercher dans quels cas l'intégrale curviligne, prise le long d’une courbe fermée quelconque F, est nulle. Or, d’après la formule de Stokes (n° 139), cette intégrale curviligne est égale à l'intégrale de surface
0/00 0P° DE 00" ù ee JR Mn ave (s 2)
étendue à une surface Y limitée par le contour l'. Pour que cette intégrale de surface soit nulle, quelle que soit le contour T,, il faut évidemment et il suffit que l’on ait
7 op _0Q, 2Q _ 0R
oP _0R 0 0x” 03 0Y” 03 0x .
Si ces conditions sont remplies, Ü est une fonction des variables +, y, z, dont la différentielle totale est P dr + Q dy +R dz, et qui est uniforme dans la région E de l’espace. Pour avoir la valeur de U en un point, on pourra choisir arbitrairement le chemin d'intégration.
Si les fonctions P, Q, R vérifient les relations (56), mais deviennent infinies en tous les points d’une ou plusieurs lignes dans (E), on en déduit des conséquences analogues à celles qui ont été développées au n° 153.
Si, par exemple, l’une des fonctions P, Q, R devient infinie en tous les
(1) Traité d'Analyse, t. II.
points d’une courbe fermée y, l'intégrale U admettra une période égale à la valeur de l’intégrale curviligne prise le long d’un contour fermé traversant une fois, et une seule fois, une surface © limitée par la courbe +. |
On peut aussi se proposer, pour les intégrales de surface, une question tout à fait pareille à celle qui a été traitée pour les intégrales curvilignes. Désignons par A, B, C trois fonctions continues, ainsi que leurs dérivées du premier ordre, dans ia région E de l’espace limitée par une seule surface fermée S. Soit Ÿ une surface prise dans E, et limitée par un contour de forme quelconque l. L'intégrale de surface
(57) 1= f [| A dy ds + Bas de + Cardy J JS
dépend en général de la surface S elle-même, et non pas seulement du “contour F, Pour que cette intégrale ne dépende que du contour Fil faudra que l'intégrale double étendue à une surface fermée quelconque prise dans E soit nulle. La condition pour qu'il en soit ainsi nous est donnée immédiatement par la formule de Green (n° 143). Nous savons, en effet, que l'intégrale double précédente, étendue à une surface fermée, est égale à l'intégrale triple
10 AREORS :
RES Mere
étendue au volume limité par cette surface. Pour que cette dernière intégrale soit nulle, quel que soit ce volume, il faut évidemment que les fonctions À, B, GC vérifient la relation
0À ‘ 0B dC
58 ni sn 0æ dy 02
et cette condition est suffisante.
La formule de Stokes en donne une vérification facile, En effet, étant données trois fonctions A, B, C vérifiant la relation (58), on peut, d’une infinité de manières, déterminer trois autres fonctions P, Q, R, telles que l’on ait
(59) — —.— = À, — — — — DR RE Ed
D'abord, si ces équations admettent une solution, elles en admettent une infinité, car elles ne changent pas quand on remplace P, Q, R par Où OÀ OX
RE T f PE y Fo? SA PS ME 0
respectivement, À étant une fonction quelconque de x, y, 3. Cela étant,
prenons R — o; on tire des deux premières relations (59)
P= f B(x, 7,2) d3+o(x, y}, Q=—f A(x, y,23)ds+4%(x, y),
oB gg ; # :31 (È AE A ne ui W
_ ou, en tenant compte de la condition (58),
0 (Le
D — GE = Ce: 7);
on peut encore choisir arbitrairement une des fonctions +, 4.
Ayant ainsi déterminé trois fonctions P, Q, R satisfaisant aux équations (59), l'intégrale de surface est égale, d nie la formule de Stokes, à D rue curviligne
D D Se (T)
elle ne dépend donc que du contour l.
Même question pour l'intégrale multiple
Xi \ Pi {Ln\Pa Je ferer.smr[(2) +...+ (2) Jar tar ALES É 1 7
étendue au domaine D défini par les inégalités
— > Ti Pi Un \Pn = DZ T1, GE SA CET — |] EEE Te di (227
5*. Démontrer la formule
ff fer des. ar, = ———, e/ + I
l'intégrale multiple étant étendue au domaine D défini par l'inégalité
Ti +Li +. Fri LI,
6*. Démontrer la formule
TC 27 ol À do f F(acosb+bsinfeosg-+esinbsing)sinüdg = ar |} F(uR)du, 0 0 ve
où a, b,c sont des constantes quelconques et où l’on pose R = ÿa?+6+e2. [ Porssox.|
[On peut observer que l'intégrale double représente une certaine intégrale de surface étendue à la sphère a+ + 2? = 1 ét ODIERUTORE plan dx + cy + az — o pour nouveau plan des æy.]
T°. Soit p —F(6, +) l’équation d’une surface fermée en coordonnées D q polaires. Démontrer que le volume limité par cette surface est égal à l’intégrale double étendue à toute la surface
«0 2 f fesusr
ds étant l'élément d’aire, et y l'angle que fait le rayon vecteur avec la normale extérieure. Interprétation géométrique.
8". Un ellipsoïde étant représenté par l’équation
p.? 2 bp?
ue? 16 c?
définissons un point de sa surface par les coordonnées elliptiques v et p, c'est-à-dire par les racines de l'équation précédente où l’on aurait remplacé à par l’inconnue (voir n° 148). L'application des formules du n° 440 au volume de cet ellipsoïde conduit à la relation suivante :
b C À Se l'y ne RE TT NEDNE gp [OST a di = Fre(et— b)
LAMÉ
9. Principe d'Archimède. — Étant donné un corps solide plongé dans un liquide homogène en équilibre, chaque élément de surface supporte une pression normale égale au poids d’un cylindre de liquide ayant pour base cet élément de surface et pour hauteur la distance de cet élément à la surface libre horizontale. Démontrer que toutes ces pressions ont une résultante verticale, dirigée de bas en haut, et égale au poids d’un volume de liquide égal à celui du corps immergé.
10°. Transformations qui conservent les volumes.— Soient U (x, Y,Z) 2 V 2U 070L 9æ0Ÿ
La transformation ponctuelle définie par les formules
et V(x,y, Z) deux fonctions telles que ne soient pas nuls.
SPoU OU oV avt PAC CR dE 01: de DA 2N
est telle que l’on ait 1. En combinant cette transformation
D (x, 7,3) avec une permutation des variables +, y, z, on obtieut toutes les transformations ponctuelles qui conservent les volumes.
Déralisatron— Dolent UE(Ti, Xe, ..., Xn), Uri, Te, Xa, 4, Xa), EN Mn) Uni (Zi. , Œn-1; Xn) uN système de za —: fonctions des n variables qui y figurent. Les fonctions X;,X2,..., X, des n variables indépendantes #4, 2, ...,Æn, définies par les équations
Do ÔT 0X3 CE FE OX, ne Das OU OXn . D
vérifient la relation
D'ÉENTRR r X rl {M D(æ#1,%, run) de
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156. Généralités. — On a vu plus haut (n° 5) la condition générale de convergence d’une série. Dans la pratique, pour reconnaître si une série donnée est convergente ou divergente, on se sert le plus souvent de règles moins générales, mais d’une application plus commode. Nous allons rappeler les règles de convergence les plus usitées, qui suffisent dans la plupart des applicauons. Nous présenterons d’abord un certain nombre de remarques, qui se déduisent immédiatement de la définition même de la converpence:
1° Si l’on multiplie tous les termes d’une série par un nombre constant &, différent de zéro, la nouvelle série est convergente où divergente en même temps que la première ; lorsque la première est convergente et a pour somme 5, la somme de la seconde série esta, |
2° Si l’on a deux séries convergentes
(1) Uo+ Ui+U2+...+ Un +...,
D Po He P1 2 Ps re PSP
ayant respectivement pour sommes S et S/, la nouvelle série obtenue en les ajoutant terme à terme,
(3) Cuo + Po) HU + Pa) se. ur EP, JE
est convergente et a pour somme S + S/. Il en serait de même si l’on ajoutait terme à terme p séries convergentes. 3° On ne modifie pas la convergence ou la divergence d’une
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série en changeant la valeur d’un nombre fini de termes de cette série; car cela revient à augmenter ou à diminuer toutes Îles sommes S, d’une quantité constante, à partir d'une valeur assez grande de nr. En particulier, une série est convergente ou divergente en même temps que la série obtenue en supprimant un certain nombre de termes au début.
4° Soient S la somme d’une série convergente, S, la somme des r + 1 premiers termes de la série, et R, la somme de la série commençant au terme U»44; si l’on prend pour valeur approchée de S la somme S, des r + 1 premiers termes, l’erreur commise est évidemment égale à h Puisque S, a pour limite S lorsque 7» augmente indéfiniment, la différence R, tend vers zéro, et l’on peut Loujours prendre un nombre de termes assez grand pour que l’erreur commise en remplaçant S par S, soit moindre que tout nombre donné à l’avance, du moins théoriquement. Il suffit de connaitre une limite supérieure de R, pour se rendre compte de l’approximation obtenue. Il est clair que, dans la pratique, les seules séries qui se prêtent aux calculs numériques sont celles pour lesquelles le reste R, tend assez rapidement vers zéro.
157. Séries à termes positifs. — Les séries dont tous les termes sont positifs ont une grande importance, et nous commencerons par les étudier. Dans une telle série, la somme Sa va en Croissant avec A; pour que la série soit convergente, il suffira donc que cette somme S, reste inférieure à une limite fixe, quel que soit n.
- Le procédé le plus général pour décider de la convergence ou de
la divergence d’une série consiste à comparer la série proposée à une autre série déjà étudiée. On s'appuie pour cela sur les deux propositions suivantes :
1° Si une série à Lermes positifs a Lous ses termes inférieurs ou au plus égaux respectivement à ceux d’une autre série convergente à termes positifs, la première série est convergente.
Car la somme S, des n premiers termes de la série proposée est évidemment plus petite que la somme S/ de la seconde série; elle a donc une limite S inférieure à S'.
2° Si une série à termes posilifs a tous ses termes plus grands respectivement que ceux d’une série divergente à termes positifs,
elle est également divergente.
Car la somme des 7 premiers termes de la première série est supérieure à la somme des # premiers termes de la seconde, et par suite augmente indéfiniment avec n.
On peut faire la comparaison de deux séries d’une autre facon, en s'appuyant sur le lemme suivant : Soient
(U) Uj HU + Ut... Un...
CVS Po ip +... + Pr +... e
deux séries à termes positifs. Si la série (U) est convergente et
Pn+1 Er PE 1
Un série (V) est aussi conve rgente. Si la série (U) pes divergente et
si, à partir d’un certain rang, on a constamment +!
: +1 Pn+1 si, à partir d’un certain rang, on a constamment +! Te Me 5 GE Un 27
série (V) est également divergente.
Pour démontrer la première partie, supposons que l’inéga-
On+1
lité
[ZA , LR di € Ê << —< soit vérifiée pour n = p. Comme on n’altère pas la
C7 Un
convergence d’une série, n1 le rapport d’un terme au précédent, en multipliant tous les termes par un même facteur constant, on peut supposer P»<< Up, et 1] est évident que l’on aura 6, us puis Vue ie. la eee (V) sera donc convergente. La seconde partie du lemme s'établit de la même façon.
Étant donnée une série à termes positifs, de caractère connu, on peut la prendre comme terme de comparaison, et l’on obtient ainsi deux propositions permettant dans certains cas d’affirmer la convergence ou la divergence d’une autre série à termes positifs, suivant que l’on compare les termes eux-mêmes des deux séries, ou les rapports de deux termes consécutifs.
158. Règles de Cauchy et de d’Alembert. — La série la plus simple que l’on puisse prendre comme terme de comparaison est la progressiongéométrique de raison 7, qui est convergente si r <1, et divergente si rZ1. La comparaison d’une série à termes positifs avec une progression géométrique conduit à la règle suivante, due à Cauchy :
Vs L: ot AUTRES . .
Lorsque, dans une série à termes positifs, un est, a partir d’un certain rang, constamment moindre qu'un nombre fixe,
. TR À ; 2 . y— 2 è inférieur à l'unité, la série est convergente; si Vu, est, à partir
I. — RÈGLES DE CONVERGENCE. 397 d'un certain rang, constamment supérieur à l'unité, la série est divergente.
Dans le premier cas, on a, en effet, Vue et, par suile, u < £". Les termes de la série sont done, à partir d’un certain rang, moindres que ceux d’une progression géométrique de raison plus petite que l’unité. Dans le second cas, au contraire,
1 Ÿ RE , , ’ on a Vun>>1 et un >1; le terme général ne tend donc pas vers zéro.
x te ; ( . Ne La rèvle précédente est applicable toutes les fois que Vu tend vers une limite, et l’on peut encore énoncer la proposition suivante :
US CRE . . . r .
Se VUn tend vers une limite l, lorsque n croit indéfiniment, la série est convergente si l'est inférieur à un, et divergente st l'est supérieur à un.
Si {— 1, il y a doute, sauf dans le cas où Vün tend vers l’unité en lui restant supérieur; la série est alors divergente. ” En comparant de même le rapport de deux termes consécutifs d'une série à termes positifs au rapport de deux termes consécutifs d’une progression géométrique, on ‘obtient la règle de
d'Alembert :
Lorsque, dans une série à termes positifs, le rapport d’un terme au précédent est, à partir d'un certain rang, inférieur à un nombre fire plus petitque l'unité, la série est convergente. Si ce rapport est, à parur d'un certain rang, supérieur à l'unité, la série est divergente.
PS £ ; Us On en déduit comme corollaire que, st le rapport à tend
vers une limite l, lorsque n augmente indéfiniment, la série est convergente si l<1,et d'vergente sil 1. Le seul cas dou-
S à S € Un+1 d CTP ] .
leux est celui où L — 1, à moins que —— ne tende Vers ur En ul nm
restant supérieur. La série est alors divergente. | -
139. Remarques diverses. — I. La règle de Cauchy est plus générale que celle de d’Alembert. Supposons, en effei, que les termes d'une série soient, à partir d’un certain rang, plus petits que ceux d'une progression géométrique décroissante: le terme pénéral u, Sera, pourvu que n soit plus grand qu'un nombre fixe p, inférieur à Ar”, À étant une constante et 7
» , RIT FF, étant plus petit que un. On aura donc Wu, <rA?, et le second membre
a pour limite r lorsque 7 augmente indéfiniment. En désignant par Æ un nombre fixe compris entre 7 et 1, on aura donc, à partir d’un certain rang, Wu < k. Nous sommes donc toujours dans un cas où la règle de Cauchy est applicable, mais il peut se faire que le rapport _ prenne des valeurs supérieures à un, aussi loin qu’on aille dans la série. Prenons,
par exemple, la série
1+r|sina| +7r?|sin2a|+...+7r2|sinrmœl.
x , TDYES TS MASSE CT EN où 7 1, 4 étant une constante quelconque. On a Yu, =rÿ|sinnal=#, tandis que le rapport
na u sin( 7 +—1)x uUy, Sin 72%
peut prendre en général une infinité de valeurs supérieures à un, lorsque ñ augmente indéfiniment.
Il y a cependant avantage à conserver la règle de d’Alembèrt, qui est souvent d’une application plus facile. Ainsi, dans la série
z 1+ — + — +. — I 19 1195 LOS TE
le rapport d’un terme au précédent Ar * Zéro pour limite lorsque n n
augmente indéfiniment, tandis qu'on ne voit pas immédiatement ce que . LU QTER T à :
devient Yuy = = pour des valeurs très grandes de ».
VERRA
IT. Quand on a reconnu, par l’application d’une des règles précédentes, que Îles termes d’une série sont respectivement moindres, à partir d’ux certain rang, que ceux d’une progression géométrique décroissante dort le terme général est A 7”, il est facile d’avoir une limite de l'erreur commise quand on prend pour somme de la série la somme de ses rm» premiers termes ; cette erreur est évidemment moindre que la somme de la progression
Ar + Aprm+i + ArmRE = AT L—7r . HR. Un+1 . , :
IT. Lorsque les deux expressions Ÿ4, et - ont chacune une limite, u
ces deux limites sont les mêmes. Considérons, en effet, la série auxiliaire
(4) Ugo UT + Ua +... Hunmi+...,
où æ est positif. Dans cette série, le rapport d’un terme au précédent a
pour limite /+, { étant la limite du rapport “=, Ja série (4) est donc
le
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convergente si l’on a x < —, et divergente si æ > Fe De même, en dési-
’ . . JU 21e . Ji ——— . . gnant par /' la limite de Vu, , l'expression Vunt' a ji limite l'x, de
sorte que la série (4) doit être convergente si l'on a x < +, et divergente
SP æ > 7 Pour que ces des caractères de convergence ne soient pas en contradiction, il faut évidemment que de l'; si l’on avait, par exemple, > l’, tout nombre + compris entre : et — r rendrait la série convergente d’après la règle de Cauchy, tandis que le même nombre rendrait la série divergente d’après la règle de d’Alembert.
Un+1
EXT | . , AA IV. Plus généralement, lorsque tend vers une limite /, Yu, tend
n vers la même limite. Supposons, en effet, qu'à partir d’un certain rang tous les rapports : Un+1 Un +2 Un+p
3 , . +. , Un Un+1 Un+p—1
soient compris entre /—e et {+e,: désignant un nombre positif qu’on peut supposer aussi petit qu'on veut, pourvu que 7 soit assez grand. On aura aussi
(ae _. c(l+e),
ou encore CRE DS P mie P op ANNE net P(l Le) +P;
lorsque, » restant fixe, le nombre p augmente indéfiniment, les deux termes extrêmes de cette double inégalité tendent respectivement vers / —: et Z+e. On aura donc, pour toute valeur de 77 supérieure à une limite convenable,
FE T PRES D'Un L'H2E,
MEET
ét, comme € est arbitraire, on en conclut que Yu» a pour limite le nombre /.
Il est à remarquer que la réciproque n’est pas vraie. Prenons, par exemple, la série
D 0, 02 Red anbit Lan br;, is,
où a et b sont deux nombres différents. Le rapport d’un terme au précédent est alternativement & ou b, tandis que l’expression Vun a pour limite Vab lorsque n augmente indéfiniment.
La proposition précédente peut servir à trouver la limite de certaines expressions qui se présentent sous forme indéterminée. Elle nous montre,
a ARS par exemple, que Ÿ1.2...n augmente indéfiniment avec 7, car le rap-
OL
RO . « . A . A port TAPER augmente lui-même indéfiniment. On verra de même 1.2...(R —1 ;
nr imite RS ie log x que Vn a pour limite l'unité, ainsi que log ».
160. Application de la plus grande des limites. — Cauchy a présenté la règle précédente sous une forme plus générale. Soit a, le terme général d’une série à termes positifs. Considérons la suite
S (Sa)
si les termes de cette suite n’ont pas de borne supérieure, le terme général a, ne tend pas vers zéro, et la série est divergente. Si tous les termes de la suite (5) sont moindres qu’un nombre fixe, soit w la plus grande des limites des termes de cette suite.
La série Sa, est convergente si w est inférieur à un, et divergente St & est supérieur à un.
Pour démontrer la première partie, soit 1 — 4 un nombre compris entre w et 1. D’après la définition de la plus grande des limites (n° 4), 1l n’y a qu’un nombre fini de termes de la suite (5) supérieurs à 1—@&; on peut donc trouver un nombre entier p tel que, pour toute valeur de r supérieure à p,
on ait Wa, <1—«. La série 2an est donc convergente. Au contraire, si l'on a w >1, soit 1 + à un nombre compris entre 1 et w; il y a une infinité de termes de la suite (5) supérieurs à 1 + a, et par suite une infinité de valeurs de 7 pour lesquelles a, est plus grand que un. La série ZE a, est donc divergente. Il n’y a doute que dans le cas où w — 1.
Théorème de Cauchy. — Lorsque {#1 ou ! Un tend vers y q
nm unité, sans être constamment supérieur à un, les règles de
d’Alembert et de Cauchy ne permettent pas d’affirmer la convergence ou la divergence d’une série. Il faut dans ce cas prendre pour termes de comparaison d’autres séries jouissant de la même propriété, et de caractère connu. La p'oposilion suivante, que Cauchy a déduite de l'étude des intégrales définies, permet souvent de décider de la convergence ou de la divergence d’une série, lorsque les règles précédentes sont en défaut :
Soit o(æ) une fonction positive à partir d’une certaine valeur a de æ, allant constamment en décroissant et tendant vers zéro
quand x augmente indéfiniment. La courbe y=œ(x) estasympiote
à l’axe des +, et l'intégrale définie jp v(x) dx peut tendre vers As À
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une limite finie ou non, lorsque / croît indéfiniment. Cela posé, la série
est convergente si l’intégralé précédente tend vers une limite, et divergente dans le cas contrarre.
Supposons, en effet, x compris entre 4 p—1 et a+p, P étant un nombre entier positif. De la double inégalité
on tre, en intégrant entre les limites a +p—1,a+p,
a+ p p(a+p—1)> o(æ)dx > e(a+p).
RD 1 e Faisons successivement p —1,2,...,n et ajoutons les inéga-
lités obtenues ; il vient
a+n P(a)+ ga +++ eat > f o(x) dx,
An P(aH 1) +e(a+?)+..+q(a+n)< f v(æx) dx.
Î Cela posé, si l'intégrale / v(x)dx tend vers une limite L
«a lorsque l'augmente indéfiniment, la somme g(a)+...+o(a+n), restant constamment moindre que w(a) + L, tend vers une limite; la série (6) est donc convergente. Au contraire, si l’inté-
a+n grale f v(x) dx croît au delà de toute limite, il en est de a
même, d’après la première inégalité, de la somme Ÿ o(a+i); 2—0
la série (6) est donc divergente. | ll | HS us
Prenons, par exemple, o(x) — Zu Où m'est posilif, et a —1.
Cette fonction w(x) satisfait bien à toutes les conditions de
l'énoncé, et l'intégrale [ — tend vers une limite lorsque / croît /1
‘indéfiniment, pourvu que a soit supérieur à l'unité, et dans ce cas seulement. Il en résulte que la série dont le terme général est n-v 1 j ‘ : . € C | L1 L] < est convergente si 1 est plus grand que un, et divergente si p£r. GE 26
re 9 GE z(logæ)t” et logx désignant le logarithme népérien. On a, en supposant ZI,
Supposons encore o(x) — — 2, y élant positif
dx A | ,
f ——— = [(ogn)t-u— (loga)t-k]; NAME AC CEE PANUUEST Croire
le second membre a une limite finie si H = 1 et augmente indéfi-
niment si a <1. Dans le cas particulier où x — 1, on voit de la
même façon que l'intégrale croît au delà de toute limite. La série
I I 1 SRE ÆARRCE RATER SRE +, CEE] FMC: f HS Du |; 2(10g 2) ai 3(log3 )l on n(logn)l ne
est donc convergente si 4 > 1, et divergente si p£t. Plus généralement, la série dont le terme général est
nlognlog?2nlog3n...log?” 1n(logPln ) le) o le) o le]
est convergente, si l'on a u > 1 et divergente si m£1. On a écrit, pour abréger, log?n à la place de loglogn, et d’une façon générale log? n à la place de p signes log superposés. Bien entendu on ne donne à l’entier » que les valeurs assez grandes pour que logn, log?n, log*n, ..., log? x soient positifs, et l'on suppose les termes manquants remplacés par des zéros. On le démontre comme pour les séries précédentes; si, par exemple, on a 41, la fonction
æ logxrlog?æx...(logræ)t
ee, # L ee CN .
est la dérivée de : (logræ)'-4, et cette dernière fonction ne b-
I ee tend vers une limite finie lorsque x augmente indéfiniment que si Ponant.
La proposition de Cauchy est susceptible d'applications d'un autre genre. La fonction ÿ(æ) satisfaisant toujours aux conditions énoncées plus haut, considérons la somme
(7) Dr) #7 ET) AE (nr Ip)
où n et p sont deux nombres entiers qu'on fait croître indéfiniment. St la série, dont le terme général est o(n), est convergente, la somme précé= dente a zéro pour limite, car elle est la différence des deux sommes S,+p
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et Sy_1 qui tendent l’une et l’autre vers la somme de la série. Mais si cette série est divergente, on ne peut plus rien affirmer. En reprenant le raisonnement de tout à l’heure, on parvient à la double inégalité
nr 3/7
n+p fe (œ) de <o(n) + gr) ++ eu+ p) < fn) + [| o(x) dx;
comme œ(z) tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment, on voit que la limite de la somme considérée est la même que celle de l'inté-
n+p ; grale di ®(x) dx, et elle dépend de la façon dont les nombres n et p ñ
croissent au delà de toute limite.
Par exemple, pour avoir la limite de la somme > (n + 1)"t, il suffit de
. FTPdæ P chercher la limite de l'intégrale définie f. me. log (+2). Il est (4
(2 clair que cette intégrale n’a une limite que si le rapport Pa une limite ; n
si æ est la limite de ce rapport,la somme précédente a pour limite log(1+ a), comme on l’a déjà démontré (n° 49). P ne Pour avoir la limite de la somme > (n+i)?,il faut de même chercher
; i=0 la limite de l'intégrale .
RÉPC de 0 FEV
pour que cette expression ait une limite, il faut que le quotient <= ait n
lui-même une limite «. L'expression précédente a aussi pour limite «.
162. Critères logarithmiques. — En prenant comme terme de comparaison la série DO Cauchy a été conduit à une nouvelle
règle de convergence, tout à fait analogue à celle qui est relative AE Vu, :
log —
AR . : (72 r St, à partir d’un certain rang, Tree est constamment supé-
og Ar rieur à un nombre fixe plus grand que l'unité, la série est
log —
(42 . AN \ A, Te est constamment inférieur à l'unité, la A
série est divergente.
convergente. St
404 CHAPITRE VIII. — SÉRIES ET PRODUITS INFINIS. Lorsque =" iend vers une limite L quand n augmente logn 9
indéfiniment, la série est convergente st l=>1, et divergente St l<1. Il y a doute si l—1.
Pour démontrer la première partie, remarquons que de l’inégalité
log — > Klogn
on déduit que w, estinférieur à n-#; la série est donc convergente, ST Are
De même, si l’on a
log — < log n, Le
, À I ra k on en déduit w, > ne la série est donc divergente.
Cette règle permet de reconnaître la convergence d’une série toutes les fois qu’à partir d’un certain rang les termes de cette
série sont respectivement moindres que ceux de la série ù Ant.
où À est un facteur constant, et nm > 1. Si l’on a, en effet, A Un < sr'T4
on en déduit logu,+ plogn <logA,
ou
et le second membre à pour limite u lorsque 7 augmente indéfiniment. À partir d’un certain rang on aura donc, en désignant par Æ un nombre compris entre un el b, |
log le)
log n pe
En prenant de même comme termes de comparaison les séries
DD dm n (108 nr )4” n log a(log? nu? e
I. — RÈGLES DE CONVERGENCE
on obtient une infinité de règles de convergence, qui se déduiront
LA L4 LA # u , de la précédente (!) en remplaçant dans l’énoncé = par = : log x PR
A nu\logn : à é i (es règles s'appliquent à des cas de
PUS par, plus en plus étendus; il est facile de s’assurer, en effet, que si l’une d’elles permet de reconnaître la convergence ou la divergence d’une série, 1l en sera de même de toutes les suivantes. Mais, aussi loin que l’on aille dans la série des essais, il peut se faire que l'application de ces règles ne permette jamais de reconnaître le caractère d’une série. MM. du Bois-Reymond (?) et Pringsheim (3) ont, en effet, formé des séries, tant convergentes que divergentes, pour lesquelles les critères logarithmiques ne donnent aucune indication. Ge résultat est d’un grand'intérêt théorique, mais les séries convergentes de cette espèce sont évidemment très lentement convergentes et ne paraissent pas susceptibles d'applications au calcul numérique (‘).
163. Règle de Raabe et Duhamel. — En conservant les mêmes séries comme termes de comparaison, mais en comparant les rapports de deux termes conséculifs au lieu de comparer les termes eux-mêmes, on est conduit à de nouvelles règles, moins générales, 1l est vrai, que les précédentes, mais qui sont souvent d’une application plus commode dans la pratique. Ainsi, soit (U).
Un+1
une série à termes positifs dans laquelle le rapport tend vers
l’unité, en étant constamment inférieur à un. On peut représenter
ce rapport par tes
ZÉTO lorsque n augmente indéfiniment. La comparaison de ce rap-
» 4n étant un nombre positif qui tend vers
(:} Voir BERTRAND, Traité de Calcul différentiel et intégral, 1. 1, p. 238; Journal de Liouville, 1° série, t. VII, p. 35.
(2?) Ueber Convergenz von Reihen (Journal de Crelle, t. 66, 1873, p. 85).
(°) Allgemeine Theorie der Divergenz... (Mathematische Annalen, t. XXV, 1390 ).
(“) Dans un exemple de série convergente, dù à M. du Bois-Reymond, il faudrait, d’après l’auteur, calculer la somme d’un nombre de termes égal au volume de la Terre exprimé en millimètres cubes pour avoir seulement la moitié de la somme de cette série,
-)F conduit à la règle suivante, obtenue d’abord
n port avec (par Raabe (*), puis par Duhamel (2) :
Si, à partir d’un certain rang, le produit na, est constamment supérieur à un nombre fire, plus grand que un, la série est Convergente. Si, à partir d’un certain rang, ce produit est constamment plus petit que un, la série est divergente.
La seconde partie de la proposition est immédiate. Si, à partir
d’un certain rang, on a na, <1, on en déduit
I _ n EVENT ET 5] 1+ dy n +I
AA n ?
et le rapport .. est supérieur au rapport de deux termes consé-
cutifs de la série harmonique : la série est done divergente.
Pour démontrer la première partie, supposons qu'à parür d’un certain rang on ait constamment non > #1. Soit u un nombre compris entre 1 et k,1<u<K%k; la convergence de la série sera
2 4 a r , 6 G Un+1 .
assurée Si, à partir d'un certain rang, le rapport —,— est moindre d [LA e 7 , “ FRET que le rapport (=) de deux termes consécutifs de la série ES ot | dont le terme général est nt. Il faut, pour cela, que l’on ait
I L I SUR ROSE en I+ a» 1 \t
, a , I J, ce qu'on peut écrire, en développant (: —- 2) par la formule de
/ AM tE I Taylor limitée au terme en —; ni -
Anrestant toujours moindre qu'un nombre fixe lorsque n augmente indéfiniment. Cette condition devien t'en simplifiant,
EN
An ñ ea —- Wii TT TAn ;
RER ER OR EE EU (7) Zeitschrift für Mathematik und Physik, t.X, 1832. (*) Journal de Liouville, t. IV, 1838.
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or le premier membre a pour limite lorsque n croit indéfiniment. À partir d’une valeur de n assez grande, ce premier membre sera donc moindre que #2 4,, ce qui suffit pour démontrer l’inégalité (8) et par suite la convergence de la série.
Lorsque le produit n4, tend vers une limite / pour # infini, on peut appliquer la règle précédente. La série est convergente
si {> 1, et divergente si {1.11 y a doute pour {= 1, sauf dans a cas où no, tend vers un en lui restant constamment inférieur; la série est alors divergente.
| he SRE u Lorsque le produit na; a pour limite l'unité, on compare —— au rap- Un port de deux termes consécutifs de la série 1 I © + ————— © + 2 (log 2) n(logn)t
qui est convergente si pm >1, et divergente si u£1. Écrivons le rapport de deux termes consécutifs
3, tendant vers zéro lorsque x augmente indéfiniment. St, à partir d’un certain rang, le produit B,logn est constamment supérieur à un nombre fixe plus grand que l'unité, la série est convergente. St ce produit est constamment inférieur à l'unité, la série est divergente.
Pour démontrer la première partie, supposons que, pour toutes les valeurs de n supérieures à un nombre p, on ait B,logn >k=1. Soit pun nombre tel que 1< a <Æ. La convergence de la série sera établie si, à partir d’un certain rang, on à
D) Un+1 n log n b (9) Un R+I Pre) :
ce qui peut s’écrire
\ Tu log (i1+ — I B,, 1 AIS n ! î Û D ! | vo + — + D (1+ — a ——"_—
log n ou, en appliquant la formule de Taylor au second membre, I / Ï 2 1 log { 1 + — log (1+ Gn i n À n | Fes (++) D ——° + — — n logn
Àn restant inférieur en valeur absolue à un nombre fixe lorsque n croît
indéfiniment. Cette inégalité devient, en simplifiant,
1 \12 f Àn(n +nflog(i =)|
[ Brlogn > p(n+i1)log(1+ - )- n logn
I «LE de or le produit (nr +1)log (: + =) a pour limite l’unité lorsque n augmente n
indéfiniment, car on peut l'écrire, d’après la formule de Taylor,
Ve D QU I 4 (10) A+ log(r+r)=i+ Etes)
£ tendant vers zéro. Le second membre de l'inégalité précédente a donc D
pour limite p, et l'inégalité est assurée à partir d'un certain rang, puisque le premier membre est supérieur à un nombre # > qe - a . Un+1 On démontre de même la seconde partie en comparant le rapport == Un au rapport de deux termes consécutifs de la série dont le terme général
I ALPINE est —— . [L'inégalité
nlogn HE n log ue n +1 log(rn +1) peut s’écrire Ï ( " & 09 [ — — [l D» il = | n LE EN ro CNE n n \ n log n
ou
1 /à Ba logn < (n +1) log (1 ne
or le second membre tend vers l'unité par valeurs supérieures à l'unité, comme le montre la formule (10). L'inégalité est donc assurée, à partir d’un certain rang, puisque le premier membre ne dépasse pas l'unité.
De la proposition précédente on déduit encore, comme corollaire, que, si le produit $,logn tend vers une limite Z, lorsque x croît indéfiniment, la série est convergente si {> 1, et divergente si { ZKx. II y a doute pour {= 1, sauf dans le cas où le produit B,logn reste toujours inférieur à un; la série est alors divergente.
Lorsque $,logn tend vers l’unité en lui restant supérieur, on écrira de même
Un
Yh tendant vers zéro lorsque # augmente indéfiniment. On aura des énoncés tout pareils aux précédents en considérant le produit Ynlog?n, et ainsi de suite.
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Corollaire. — Lorsque, dans une série à termes positifs, le rapport d'un terme au précédent est de la forme Un+1 7 H,
= — + Uÿ n nitt
y étant un nombre positif, 7 étant constant, et la valeur absolue de H, - restant inférieure à un nombre fixe lorsque x croît indéfiniment, /a série est convergente si r est plus grand que un, et divergente dans tous les | autres cas.
. Si l'on représente toujours par aan le rapport de deux termes consé-
4 a . cutifs, on a, en effet,
ru TT — — nu FD) ni+ty
et par suite limna,=r. La série est donc convergente si 7 1 et diver- | gente sir “1. Le seul cas douteux est celui où r —1. Pour lever l’ambi- | guité, posons 5 ,
Uni £ j RL ITS , Un re D Br ñn n l vient — logr n+iy log n nm 6 PA n n OP + 12 og an Lt L H, 5)
L— — + n nt
etit que soit le nombre un uw. La série est donc divergente.
T5 u - … Supposons, par exemple, que 7% soit une fonction rationnelle de n
re 2 tendant vers l'unité lorsque n croît indéfiniment,
Uns1 _ NP+ nl 1+ @ PERL Ta RÉ nb ULB, RP NT
on peut aussi l'écrire, en effectuant la division et s'arrêtant au terme
ne
en DEL :
Le Là 4 a Et — bi or) Un n n°
©(n) étant une fonction rationnelle de 7 qui tend vers une limite finie Déstue n croît indéfiniment. D’après le résultat qui précède, pour que la série soit convergente, il faut et il suffit qu'on ait
L dc" he: AN CA ps M LE" FANS MAL 4 « "0e" ne x béus sh LS LR LA
Ge théorème est dû à Gauss, qui l’a démontré directement; c’est une des premières règles générales de convergence (1).
164. Séries absolument convergentes. — Occupons-nous maintenant des séries dont les termes peuvent avoir des signes quelconques. Lorsque, à partir d’un rang assez élevé, tous les termes ont le même signe, ce cas se ramène immédiatement au précédent. I suffit donc d’étudier le cas où il y a dans la série une infinité de termes positifs et une infinité de termes négatifs. Nous allons d’abord démontrer la proposition suivante, qui est fondamentale :
Une série à termes quelconques est conver gente lorsque la série formée par les valeurs absolues de ses termes est elleméme convergente.
Soient (11) Up UE EU, PE. DM
une série dont les termes peuvent avoir un signe quelconque et è
: : « (12) Ü, + Us Va AA, la série formée par les valeurs absolues des termes de la première, où l’on a posé U,— ||. Si la série (12) est convergente, il en est de même de la série (11); c’est une conséquence du théorème général de convergence, puisqu'on a
[Un + Uni... + Un+p| Un + Uni +... + U»+p, et que la seconde somme peut être rendue moindre que tout nombre donné, pourvu que l’on prenne le nombre n assez grand,
le nombre p restant arbitraire.
On peut encore s’en rendre compte autrement, Ecrivons
Un = (un + Un) — Un, et considérons la série auxiliaire dont le terme général est vu, U,.
(13) (uo+ Uo) + (ui+ Ui) +... + (un + Un) +. S
(') Disquisitiones generales circa seriem infinilam 1+ 2 x +...(Œuvres ne LJ ‘ !
complètes, t. III, p. 138).
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S,, S,, S” désignant respectivement les sommes des n premiers termes des séries (11), (12) et (13), on a évidemment
PE Sn — Sn:
Or la série (12) est convergente par hypothèse; il en est de même de la série (13) qui n’a aucun terme négatif et dont le terme général est au plus égal à 2 U,. Les sonimes S', S’,et par suile 5x tendent donc vers des limites lorsque #7 augmente indéfiniment, @est-à-dire que la série proposée (11) est convergente. On voit de plus que cette série peut être considérée comme provenant de la soustraction terme à terme de deux séries convergentes à termes positifs.
Toute série, telle que les valeurs absolues de ses termes forment une série convergente, est dite absolument convergente.On peut, dans une pareille série, modifier l’ordre des termes d’une façon arbitraire sans changer la somme de cette série. Considérons d'abord une série convergente (U) à termes positifs, de somme », et soit (V) une autre série ayant les mêmes termes que la première, rangés dans un ordre différent, de telle facon que chaque terme de la série (U) se retrouve dans la série (V) à une place quelconque, et qu'inversement chaque terme de la série (V) se retrouve aussi dans la série (U), mais à un rang qui peut être différent.
Soit S', la somme des m premiers termes de la série (V): puisque tous ces termes se retrouvent dans la série (U), il est clair que l’on peut prendre un nombre n assez srand pour que les m premiers termes de la série (V) fassent partie des n premiers termes de la série (U). On a donc
D se Sn ie S;
ce qui prouve que la série (V}) est convergente et a une somme SI£S. Tout pareillement, on doit avoir STS, et par SHILE 0e Le même raisonnement prouve que, si l’une des séries (U) et (V) est divergente, il en est de même de la seconde.
On peut aussi, dans une série convergente à termes positifs,
wrouper les termes ensemble d’une façon arbitraire, c'est-à-dire
former une nouvelle série dont chaque terme soit égal à la somme d’un certain nombre de termes de la première, pris d’une façon
quelconque, sans changer la somme de la série. Supposons d’abord
que l’on groupe ensemble un certain nombre de termes consécu Uifs, et soit
(14) Ag+ Aj+ As... + Apt.
la nouvelle série ainsi obtenue, où l’on a, par exemple,
À6 = do+ d+...+ 4p, À1= Gp +... + Gg
A — dg+1 +. Ca 6e y,
La somme S;, des rm» premiers termes de la série (14) est égale la somme Sy des N premiers termes de la série proposée (N> m) Lorsque m augmente indéfiniment, il en est de même de N et, pa suite, S,, a aussi pour limite S.
En combinant les deux opérations précédentes, on voit que étant donnée une série convergente à termes positifs, on peut, san changer la somme, la remplacer par une autre série dont chaque terme est formé par la somme d’un certain nombre de térmes di la première pris dans un ordre quelconque. {l suffit que chaque terme de la première série entre dans un des groupes qui formen les termes de la seconde série et dans un seul.
Toute série absolument convergente pouvant être regardée comme la différence de deux séries convergentes à termes posilifs. les opérations précédentes sont encore légitimes pour une pareille série. On voit donc qu’une série absolument convergente peut être, au point de vue du calcul numérique, traitée comme une somme d'un nombre fini de termes.
165. Séries semi-convergentes. — Une série à termes quelconques peut être convergente, sans que la série formée par les valeurs absolues. de ses termes soit convergente. C'est ce que prouve très clairement le théorème sur les séries alternées dont Je me borne à rappeler l'énoncé :
Une série à termes alternativement positifs et négatifs est convergente si la valeur absolue de chaque terme est plus petite que la valeur absolue du terme précédent, et si, en outre, les termes décroissent indéfiniment en valeur absolue quand leur rang augmente indéfiniment.
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ES ni
Par exemple la série
æ \ ù l (15) A a on CPLM Pme
est convergente, tandis que la série formée par les valeurs absolues des termes, qui est la série harmonique, est divergente. Les séries “Convergentes, qui ne sont pas absolument convergentes, sont dites Semi-convergentes. Les travaux de Cauchy, de Lejeune-Dirichlet et de Riemann ont bien montré la nécessité de distinguer entre les Séries absolument convergentes el les séries semi-convergentes. Ainsi, dans une pareille série, on n’a pas le droit de changer l’ordre dlans lequel les termes se succèdent ou de grouper ces termes d’une ficon arbitraire; ces opérations peuvent avoir pour résultat de modifier la somme de la série, ou même de changer une série convergente en une série divergente, et inversement. Reprenons, par exemple, la série convergente (15) dont la somme est évidemment la limite de l’expression | | I—=171
Y I I \ DT € vod À DIE,
lorsque »# augmente indéfiniment. Ecrivons les termes de cette Série dans un autre ordre, en faisant suivre chaque terme positif de deux termes négalifs,
on démontre aisément, en considérant les sommes S3r, Sang S5y42, que cette nouvelle série est convergente. Elle a pour somme la limite de l'expression
lorsque m augmente indéfiniment. Mais on a
I I I je I I —————— — ———— — =— 7 — — ———— — — , QN.+ I An + 2 An +4 UN 0 TEE 2 +2
ét, par conséquent, la somme de la seconde série est égale à la moitié de la somme de la première.
D'une façon générale, étant donnée une série qui est convergente sans l'être absolument, on peut ranger les termes de cette série dans un ordre tel que la nouvelle série soit convergente et ait pour somme un nombre quelconque À donné à l'avance. Désignons par S, la somme des p premiers termes positifs de cette série, par S, la somme des valeurs absolues des q premiers termes négatifs; la somme des p+ g premiers termes est évidemment S,— S,. Lorsque les deux nombres p et g augmentent indéfiniment, il doit en être de même des deux sommes S, et S},, sans quoi la série serait divergente ou absolument convergente. D'autre part, la série étant conver-* sente, le terme général doit tendre vers zéro.
Cela posé, nous formerons une nouvelle série ayant pour somme A de la manière suivante : Prenons les termes positifs de la série proposée dans” l'ordre où ils se présentent jusqu'à ce que leur somme soit supérieure à A:° écrivons à leur suite les premiers termes négatifs ‘dans l'ordre où ils se présentent, et arrêtons-nous dès que la somme des termes écrits est inférieure à À; écrivons ensuite les termes positifs en commençant par le premier des termes négligés, et arrêtons-nous dès que la somme des termes écrits est supérieure à À, puis reprenons les termes négatifs, et ainsi de suite. H est visible que les sommes des termes de cette nouvelle série sont tantôt plus grandes et tantôt plus petites que À, mais qu'elles diffèrent de À d'une quantité qui décroît indéfiniment et tend vers zéro. ;
166. Règle d'Abel.— On doit à Abel un théorème permettant de reconnaître la convergence de certaines séries, qui échappent aux règles précédentes. La démonstration repose sur un lemme dont on s'est déjà servi (n°77).
. AY . . - » . . x .
Soit YN u; une sèrie convergente ou éndéterminée (c'est-à-dire telle que mes 1
la somme des x» premiers termes soit toujours moindre en valeur absolue qu'un nombre fixe A); considérons d'autre part une suite de nombres positifs &;, dont chacun est plus petit que le précédent et tels que lime, =0. pour x =. Cela posé, la série
(17) So do + Qu... + Enün te...
est convergente, sous les conditions énoncées. Il résulte en effet des hypothèses que l’on a, quels que soient les nombres n et p, | Unit +- CR + Un+p | <a 2AÀ, et, par suite, d'après le lemme rappelé tout à l'heure,
lun+i1Enti +. + Un+p°n+p | <'2ÂA Ent;
puisque sy+1 tend vers zéro lorsque x augmente indéfiniment, on peut prendre x assez grand pour que la valeur absolue de la somme
Ent Un-+1 —— ….. + Sn+p Un+p
PV OR US
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soit moindre que tout nombre donné à lavance, quel que soit p. La série (17) est donc convergente, en vertu du théorème général (n° 5). Lorsque la série uo+ u+...+un+... se réduit à la série
dont les termes sont alternativement + 1 et — 1, la proposition précédente se réduit au théorème rappelé plus haut, concernant les séries alternées. Voici un autre exemple. La série
SID0 Esin20 Lsin30 +... Esinn0 +...
est convergente ou indéterminée. Lorsque sin0 — 0 la série a tous ses termes nuls; lorsque sin0 £o, la somme des n premiers termes est égale,
d’après une formule de Trigonométrie, à le] 9
Sin —
: : 1 et par conséquent est moindre en valeur absolue que TE à On en conclut
sin —
que la série :
e, sin0 +e, sin28 +...+e,sinn0 +...
est convergente, pour toute valeur de 6, et l’on démontre de la même façon que la série E1 COSÔ + Es CO520 +...+e, cosn0 +...
est convergente, sauf peut-être pour 0 = 2Â7.
Corollaire. — On peut énoncer une propriété plus générale, en se bornant aux séries convergentes. Soient
Uo+ ui... + Unte..
une série convergente, et Los Xi: ste Un …
une suite de nombres positifs, allant toujours en croissant ou en décrois-
sant, et tendant vers une limite k, différente de zéro, lorsque n augmente indéfiniment; la série
(18) Lo Uo + uk. +AnUn+H...
est aussi convergente.
Supposons, pour fixer les idées, que les nombres a; aillent en croissant ; nous pouvons écrire
Xp = À — €, di = À — E1, Age an = K — En,
et les nombres &ç, £1, ..., €e,, ... forment une suite de nombres positifs décroissants, :, tendant vers zéro lorsque » croît indéfiniment. Les deux
séries Kkuo+ Kui +...+ Kkun +..., EoUo—+ EU +... +EnüUnt+...
sont l’une et l’autre convergentes et, par suite, il en est de même de la série (18).
II. — SÉRIES A TERMES IMAGINAIRES. — SÉRIES MULTIPLES. 167. Définitions. — Nous indiquerons dans les paragraphes SUIvants quelques généralisations de la notion de série. Soit \ (19) Uo+ Ua +... + Un +...
une série dont les termes sont des quantités imaginaires
Uo = do + Dot, U = di + bi, des Un = An + Ont,
cette série est dite convergente, si les deux séries formées par les parties réelles et les coefficients de £ sont séparément conver-
gentes, (20) A A FAR OA FF Le (21) Bo+ bi+bea+...+ bre...
Soient Set S’ les sommes des deux séries (20) et (21); la somme de la série (19) est S = S'+5S"; il est évident que cette somme est encore la limite de la somme S, des n premiers termes de la série (19) lorsque le nombre n augmente indéfiniment. On voit qu'une série à termes imaginaires n’est au fond que l’ensemble de deux séries à termes réels.
Lorsque la série formée par les modules des différents termes de la série (19) (22) Vai+b3+vai+bi+...+yairait.
est convergente, il est clair que chacune des séries (20) et (21) est absolument convergente, car les valeurs absolues de a, et de bn sont au plus égales au terme général de la série (22); la série (19) est dite elle-même absolument convergente. On peut modifier l’ordre des termes d'une pareille série, ou grouper ces termes d’une façon arbitraire, sans changer la somme.
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À toute règle permettant d'affirmer qu'une série à termes positifs est convergente correspond une règle permettant d'affirmer qu'une série à termes quelconques, réels ou imaginaires, est absolument convergente. Ainsi, lorsque dans une série le module du rapport Ed et à partir d’un certain rang, plus petit qu’un
Un
nombre fixe inférieur à l’unité, la série est absolument convergente. Soit en effet U;—}u;|; si, à partir d’un certain rang, On à Un+1 Ly
cuufs de la série
constamment
Uk = Rule rapport de deux termes consé-
Ur = U 1 on ….. U, '
étant inférieur à Æ, à partir d'un certain rang, cette série est con-
an U %) e À vergente. Si le rapport Fe tend vers une limite / lorsque À» croît 4è
indéfiniment, la série est convergente lorsque
[| <1,et divergente lorsque | /| => 1; dans ce dernier cas, en effet, le module du terme général w, ne tend pas vers zéro, les deux séries (20)el(21) ne peuvent être à la fois convergentes. Il y a doute si [{| 1.
D'une façon générale, soit w la plus grande des limites de WU, lorsque ñ augmente indéfiniment. La série (19) est absolument convergente si w 1, et divergente si w > 1, car dans ce cas le module du terme général ne tend pas vers zéro (n° 160). Il y a doute si w — 1; la série peut être absolument convergente, simplement convergente, ou divergente.
168. Multiplication des séries. — Soient (23) Ugo Ui+ Uo+...+Unte.., (24) PQ + Pi + Pa +. + Py +
deux séries à termes quelconques. Multiplions, de toutes les mamères possibles, un terme de la première série par un terme de la seconde, et groupons ensemble tous les produits w;v; pour lesquels la somme : + j des indices est la même : nous obtenons ainsi une nouvelle série |
(25) Uo Po + (Uo Pi + UV) + (Uo Pa + WU Pi + Ua V0) +...
H(Uo0n + UiPn ni + + Un Po) +...
Lorsque les deux séries (23) et (24) sont absolument conver- 5 RER À 27
entes. la série (25) est aussi convergente et a pour somme le 5 Bt P produit des sommes des deux premières. Ce théoreme, dû à Cauchv. a été généralisé par M. Mertens (!}), qui a montré quäl Je 5 Î AN étaitencore vrai, pourvu qu'une seule des deux série (23) et (24 101 1
fût absolument convergente, la seconde pouvant être simplement convergente.
Supposons, pour fixer les idées, que la série (23) soit absolument convergente, et soit w, le terme général de la série (25
Wn = UPr + UiPnni Fe. Uno.
Pour démontrer la proposition, il suffit de faire voir que les deux
différences Do Pi... Wan — (Up UE. En ) (Po PIERRE Do Pise. ons — (Uo + UF... Un) (Po VI PSS On+1)
tendent vers zéro, lorsque x» croît indéfiniment. La démonstration élant la même dans les deux cas, considérons la première différence, que nous pouvons écrire, en ordonnant par rapport aux 5,
Ni 0 Uo(Pn+1 +. . «+ Van ) + Ui(Pa41 +: . + Von—1) +, . + Un -1Vn+1
Unui(Po +... + Pn-1) + Una Pot... Pr 2) PS7
La série (23) étant absolument convergente, la somme
ÜUo+ Ui+...+ Ün
reste inférieure, quel que soit x, à un nombre positif fixe À; de même, la série (24) étant convergente, le module de la somme Po ei+...+e, reste inférieur, quel que soit n, à un nombre positif fixe B. Cela posé, e étant un nombre positif quelconque donné à l'avance, nous pouvons choisie un nombre positif » assez grand pour que lon ait
Ü,1 et Un+p < Na pd
[2 Has ? EE | rit + Patp| < DER
quel que soit le nombre p, pourvu que n=m. Le nombre n étant choisi de cette facon, on aura une limite supérieure du module
(!) Journal de Crelte, t. 79.
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el enfin
peclivement, puis y, + Papa tes. Prip par . - 5 rs
nn 1 Pois 0, 2, ..., 00 par B. Il vient alors
£ (ss
D 0 _— PEN ere" Lo PER LE po RENE
Dr ÜU» B EUR U»+9 B pat Un pe QueEnNcOore
AB
HUB (Ua. + (SES M RTE
(Us + U; EE ne D en 224
ou enfin || <<. La différence 3 a donc zéro pour limite.
169. Séries doubles. — Considérons un échiquier rectangulaire qui serait limité en haut et à gauche, mais qui se prolongerait indéfiniment en bas et à droite. Cette échiquier contient une infinité de colonnes verticales, qui seront numérotées de o à +, et une infinité de files horizontales qui seront numérotées également de o à + +. Concevons maintenant qu'à chaque case de cet échiquier on fasse correspondre un nombre qui sera inscrit dans la case correspondante; soit a; le nombre correspondant à la case qui est située dans la file de rang £ et dans la colonne de rang #.
Nous obtenons ainsi un tableau disposé comme le suivant :
Œno ni Ayo +. Ann
Nous suppaserons d’abord que tous les termes de ce tableau sont réels et positifs.
Imaginons maintenant une suite de courbes G,, G, .…., On, s'éloignant ridéfiniment dans toutes les directions et formant, avec les deux droites qui limitent le tableau, une suite de courbes fermées s’enveloppant mutuellement. Soient S,, S:,., HSE
les sommes des termes du tableau qui sont à l’intérieur de ces courbes fermées. Si la somme S, tend vers une limite S lorsque augmente indéfiniment, on dit que la série double
DD
est convergente et à pour somme S. Pour jusüfier cette définition, il est indispensable de démontrer que la limite S est indépendante de la forme des courbes C. Imaginons, en effet, une autre suite de courbes s’éloignant indéfiniment dans tous les sens, C', G,, ..., CRT EL DID ET RON ETES DES
m° mn» +. les sommes correspon-
dantes. Le nombre m étant fixé, on peut toujours choisir le nombre » assez grand pour que la courbe C, soit tout entière à l'extérieur de C!,; on a donc $°,<S, et, par suite, 5, <S, quel que soit m. Or cette somme $, croît avec l'indice ; elle tend donc vers une limite S'£S. On démontrera de la même facon que lon a aussi S <S/; par suite S —S.
On pourra prendre, par exemple, pour former les courbes C, les deux côtés d’un carré dont le côté augmente indéfiniment, ou des droites également inclinées sur les deux côtés de l’échiquier; les sômmes correspondantes seront les suivantes
oo + (10 + can ze oi) re se Ti (A no + Anar. ie Ann + Annin te + on );
00 + (A0 + Go1) + (20 + Air + Qoo) +... + (Ano + An-11 +... + on);
si l’une de ces sommes tend vers une limite lorsque x croît indé= finiment, 1l en est de même de la seconde et ces limites sont égales. On peut aussi faire la somme du tableau par lignes ou par colonnes. Supposons en effet que la série double (23) soit convergente, et soit S la somme. Il est clair que la somme d'un nombre quelconque de termes du tableau est inférieure à S, etal en résulte que toutes les séries telles que
(28) io + Ai te. + dint... (te 6, F0
obtenues en prenant les termes d’une file horizontale, sont convergentes, “ar la somme
djo + A Fees + in
est toujours inférieure à S et va en croissant avec n.
dl
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Soient So, Si, ..., 0, ... Les sommes des diverses séries convergentes ainsi obtenues; la nouvelle série
(29) Co 1H... + +...
est également convergente. En effet, considérons la somme des termes du tableau Éa;z, tels que l’on ait ë<p, k£r. Cette somme est toujours moindre que S; si, laissant fixe le nombre p, on fait croître indéfiniment le nombre r, elle a pour limite
ere St ne Sp:
On a donc toujours 5,+5,+...+5,<S, et, comme celte somme va en croissant avec le nombre p, on en conclut que la série (29) est convergente et a pour somme un nombre X£S. Inversement, si toutes les séries (28) sont convergentes, et si la nouvelle série (29) formée par les sommes des premières est convergente et a pour somme Ë, 1l est évident que la somme d’un nombre quelconque de termes du tableau (26) est inférieure à X. On a donc aussi S£E, et par suite Ÿ —
Tout ce que nous venons de dire des séries obtenues en prenant des files horizontales s’applique évidemment aux séries obtenues en prenant des colonnes verticales. Pour avoir la somme d’une série double dont tous les éléments sont positifs, on peut l’évaluer soit par lignes, soit par colonnes, soit en prenant des courbes
limites de forme quelconque. En particulier, si la série est con-
vergente quand on fait la somme par lignes horizontales, il en sera de même quand on l’évaluera par colonnes, et la somme sera la même. On pourrait énoncer pour les séries doubles à termes positifs une suite de théorèmes analogues à ceux qui ont été établis pour les séries simples. Par exemple, si une série à double entrée, à Lermes positifs, a ses Lermes respecuvement moindres que ceux d’une autre série double convergente, la première série est également convergente, etc.
Une série double à termes positifs, qui n’est pas convergente, est appelée divergente. La somme des éléments du tableau correspondant, qui sont situés à l’intérieur d’une courbe fermée, croît au delà de toute limite lorsque la courbe s'éloigne indéfiniment dans tous les sens.
Considérons maintenant un tableau dont les éléments ne sont
pas tous positifs, Il est évident qu’il est inutile de considérer le cas où tous les éléments sont négatifs, et le cas où il y aurait seulement un nombre fini d'éléments positifs ou d'éléments négatifs, puisque chacun de ces cas se ramène immédiatement au précédent. Nous supposerons donc qu'il ÿ a une infinité d'éléments positifs et une infinité d'éléments négatifs dans le tableau. Soit a;; le terme général de ce tableau T. Sile tableau à termes positifs T,, dont le terme général est égal à la valeur absolue | a;x| du terme correspondant de T est convergent, le tableau T est dit absolument convergent. Un pareil tableau possède toutes les propriétés essen= uelles d’un tableau convergent à termes positifs.
Pour le prouver, considérons deux tableaux auxiliaires T! et Æ”, définis comme il suit. Le tableau T’ se déduit du tableau T en remplaçant chaque élément négatif par zéro, les éléments positils étant conservés. De même, le tableau T” s'obtient en remplaçant dans T chaque élément positif par zéro, et en changeant le signe de chaque élément négatif. Chacun de ces tableaux T! et T” est convergeni, si le tableau T, est convergent, car un élément de WP’ par exemple est au plus égal à l'élément correspondant de F,. La somme des éléments de la série T, qui sont à l’intérieur d’une courbe fermée, est égale à la différence entre les sommes des éléments des deux tableaux T’ et T” intérieurs à la même courbe. Puisque ces deux dernières sommes tendent vers une limite lorsque cette courbe fermée s'éloigne indéfiniment dans tous les sens, la première somme tend aussi vers une limite indépendante de la forme de la courbe fermée. Cest cette limite qu'on appelle la somme du tableau T. Les raisonnements employés tout à l’heure pour les tableaux à termes positifs montrent qu'on obtiendrait la même somme en évaluant le tableau T par lignes ou par colonnes. Il est clair d’après cela qu’un tableau, dont les éléments ont des signes quelconques, s'il est absolument convergent, peut être traité comme un tableau convergent à termes positifs. Mais il est indispensable de s'assurer que le tableau T, formé par les valeurs absolues des éléments de T est convergent.
Par exemple, une série double dont le terme général est de la forme UmVy, Um et Pr étant les termes généraux de deux séries ordinaires U et V, est absolument convergente si ces deux séries sont absolument convergentes et dans ce cas seulement, et la somme
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de cette série double est égale au produit des sommes des deux séries. En faisant la somme de cette série double par diagonales, on obtient le théorème de Cauchy sur le produit de deux séries absolument convergentes.
Si le tableau T; est divergent, l’un au moins des tableaux T', T” est divergent. Si un seul de ces tableaux, T' par exemple, est divergent, T° étant convergent, la somme des éléments du tableau T compris à lin térieur d’une courbe fermée C augmente au delà de toute limite, lorsque la courbe s'éloigne indéfiniment dans tous les sens, quelle que soit la forme de cette courbe.
S1 les deux tableaux T', T’sont divergents, le raisonnement qui précède prouve uniquement que la somme des éléments du tableau T situés à l’intérieur de la courbe fermée C est égale à la différence de deux sommes qui augmentent l’une et l’autre indéfiniment lorsque la courbe C s’éloigne indéfiniment dans tous les sens. [1 peut arriver que cette différence tende vers les limites différentes suivant la forme de la courbe GC, c’est-à-dire suivant la façon dont on fait croître indéfiniment le nombre des termes positifs et le nombre des termes négatifs. Cette somme peut d’ailleurs croître indéfiniment ou ne tendre vers aucune limite quand on ajoute les termes du tableau dans un certain ordre. En particulier, il peut se faire qu’en faisant la somme des éléments du tableau par lignes ou par colonnes on obtienne des résultats tout à fait différents.
L'exemple suivant est dû à Arndt (Grunert’s Archiv, vol. XF, p. 319). Considérons le tableau
qui contient une infinité d'éléments positifs et une infinité d'éléments négatifs. Les séries formées par les éléments d’une ligne ou d’une colonne sont toutes convergentes. La série formée par les éléments de la nie ligne
a évidemment pour somme » de sorte qu’en faisant la somme du
2/+1 tableau par lignes, ou trouve pour résultat 1 j
P PET PP ED DO
En évaluant le tableau par colonnes, on trouve donc pour somme
I I | I ll | I Si 5 sd be n CU ET de bi n 00
N É ji - ; : ?
c'est-à-dire — -. Cet exemple montre bien clairement qu’on ne doit
employer dans le calcul que des séries doubles absolument convergentes.
On peut avoir aussi des séries doubles dont les éléments sont des nombres complexes. Si les éléments du tableau (26) sont complexes, on peut former deux autres tableaux T', FT’ en pre-
nant d’une part la partie réelle, d’autre part le coefficient de —1 dans chaque élément du tableau T. |
Si le tableau T, à termes positifs, formé par les modules des éléments correspondants de T, est convergent, chacun des tableaux T', T” est absolument convergent, et le tableau est dit aussi absolument convergent. La somme des éléments de ce tableau qui sont situés à l’intérieur d’une courbe fermée variable tend vers une limite lorsque cette courbe s'éloigne indéfiniment dans tous les sens. Cette limite est indépendante de la forme de la courbe variable, et s'appelle la somme du tableau. La somme d'un tableau absolument convergent peut encore être évaluée par lignes ou par colonnes.
170. Une série double absolument convergente peut être remplacée par une série ordinaire formée des mêmes termes. Il suffit de montrer qu’on peut toujours numéroter les cases d’un échiquier indéfini tel que (26), de telle façon que chaque case ait un numéro déterminé, aucune d’elles n'étant oubliée. En d’autres termes, si l’on considère, d’une part, la suite naturelle des nombres, d’autre part tous les systèmes des deux nombres entiers (2740 DUW 20,20, on peut, à chacun de ces systèmes, faire correspondre un des nombres de la suite naturelle de façon qu’inversement à un nombre x ne
IL — SÉRIES À TERMES IMAGINAIRES. — SÉRIES MULTIPLES
corresponde qu’un seul de ces systèmes. Écrivons, en effet, tous ces systèmes, les uns à la suite des autres, de la manière suivante :
(30) (oo) (r, 0), (o,1); (2,0), (1, 1), (0,2), ..s
et, d’une facon générale, après avoir écrit tous les systèmes pour lesquels on a + k< n, écrivons tous les systèmes pour lesquels :+AÆ=n, en commençant par le système (n, 0) et faisant décroître # successivement d’une unité jusqu’à zéro. Il est clair que chaque système (é, À) n’en aura qu'un nombre Jéni avant lui et occupera par conséquent un rang déterminé dans la suite. Imaginons maintenant qu’on écrive les termes de la série double absolument convergente EZa;; dans l'ordre que nous venons de définir; nous obtenons une série ordinaire
(51) 00 + di0 + Moi + oo + Ay1 + pa +... + An0o + Anm11Te..)
dont les termes sont les mêmes que ceux de la série double considérée, qui est absolument convergente comme elle et a la même somme. Il est clair que ce mode de transformation n’est pas unique, puisqu'on peut permuter l’ordre des termes d’une façon arbitraire. Inversement, toute série ordinaire absolument convergente peut être, d'une infinité de manières, transformée en une série double, et ce procédé constitue un moyen puissant de démonstration pour certaines identités.
On voit que la notion de série à double entrée n’est pas distincte, au fond, de la notion ordinaire de série. Dans une série absolument convergente, on à vu plus haut qu’on pouvait remplacer un nombre fini de termes par leur somme effectuée, ou ranger les termes dans an ordre arbitraire. En cherchant à généraliser encore cette propriété, on est conduit tout natu— rellement à introduire les séries à double entrée.
171. Séries multiples. — La notion de série à double entrée est encore susceptible d’une grande extension. Tout d’abord, on peut considérer des séries dont chaque terme amy dépend de deux indices dont chacun peut varier de — & à + . On peut imaginer les termes de cette série disposés suivant les cases d’un échiquier rectangulaire indéfini dans tous les sens, et l’on voit que la série à double entrée EÉam»h peut se partager en quatre séries doubles, telles que celles que nous avons étudiées jusqu'ici. Une extension plus importante est la suivante. Considérons une série dont chaque
Llerme «,, dépend de p indices m4, M3, ..., My, pouvant
SOPRRRAUOT varier de o à + _ ou de — à +, ces indices pouvant d’ailleurs être assujettis à vérilier certaines inégalités. Quoiqu'on ne puisse plus se servir d’une représentation géométrique analogue à la précédente dès qu'il y a plus de trois indices, un peu de
réflexion, suffit pour montrer que les propositions établies pour les séries doubles s'étendent sans difficulté aux séries multiples d'ordre p.
Supposons d’abord que tous les termes Cris, my soient réels et positifs. Imaginons qu’on prenne la somme d’un certain nombre de termes de cette série, qu’on ajoute ensuite à cette somme la somme d’un certain nombre de termes négligés, et ainsi de suite, de telle sorte qu'un terme quelconque de la série figure dans toutes les sommes successives au bout d’un certain nombre d’opé- LAHON SOINS SRE S,, ... les sommes successives ainsi obtenues; si S, tend vers une limite S lorsque 7 augmente indéfiniment, la série est convergente et a pour somme S: comme dans le cas de deux indices, cette limite S est indépendante de la façon dont on fait croître le nombre des termes ajoutés. Si les termes ont des signes quelconques ou sont imaginaires, la série est encore convergente pourvu que la série formée par les modules soit con vergente.
172. Généralisation du théorème de Cauchy. — On peut souvent décider de la convergence ou de la divergence d’une série multiple, au moyen du théorème suivant, qui est la généralisation du théorème de Cauchy {n° 164). Soit f(x, y) une fonction des deux variables + et y, qui est positive pour tous les points (x, y) extérieurs à une cerlaine courbe fermée T', et telle que f(x, y) diminue lorsque le point (æ#, y) s'éloigne de l’origine. Considérons, d’une
part, l'intégrale double f° [ f(æ, ») dx dy, étendue à la couronne
comprise entre la courbe F et une autre courbe extérieure C qui grandit indéfiniment; d'autre part, la série à double entrée 2 (m,in), où Pon attribuesaux andices m, n toutes les valeurs, entières, positives et négatives, telles que le point (7, n) soit extérieur à l. Dans ces conditions, {a série double est convergente lorsque l'intégrale double a une limite, et inversement.
Les parallèles aux axes de coordonnées x — 0, CINE YO, Er, Lo, ..., décomposent l'aire comprise entre les deux courbes C et F en un certain nombre de carrés et de portions irrégulières. Si nous prenons dans chacun des carrés le sommet le plus éloigné de l’origine, il est clair que la somme Ef(m, n) cor-
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respondante sera inférieure à l'intégrale double f f f(æ, y) dx dy,
étendue à l’aire comprise entre C et F. Si cette intégrale double tend vers une limite S, lorsque la courbe © s'éloigne indéfinrment, il suit de là que la somme d'un nombre quelconque de termes de la série double est toujours moindre qu’un nombre fixe; cette série est donc convergente. On voit de la même façon que, si la Série double est convergente, l'intégrale double est toujours moindre qu'un nombre fixe; celte intégrale tend donc vers une limite. Le théorème s'étend à une série multiple à p indices, sous des hypothèses convenables; le terme de comparaison est alors
une intégrale muluple d'ordre p.
Par exemple, la série double dont le terme gé inéral est > (m?+ n? zu.
les indices m et n prenant toutes les valeurs entières de —
+ ©, sauf m— n— 0, est convergente si => 1, et divergente
si m£<1. Car l’intégrale double
| Prey.
42 D + 2e di Eu?
étendue à la portion du plan extérieure à un cercle concentrique à l'origine, a une valeur finie si p => 1 et augmente indéfiniment si p£1 (n° 134).
Plus généralement, la série multiple dont le terme général est
g 3 (mi + mi+...-+mi)
la combinaison nm, — m; —...— m,—= 0 élant exclue, est conver-
gente si l’on a 2u >> p.
173. Séries multiples à termes variables. — Étant donnée une série double ou, plus généralement, une série multiple à p dimensions, dont les termes sont fonctions d’un nombre quelconque de variables x, y, 3,..., et qui est absolument convergente dans un domaine D, on dit Fe la série est uniforménmgent convergente dans ce me. lorsque la condition suivante est remplie. Étant donné un nombre positif quelconque :, il existe un nombre fini N de termes de la série tel que la différence entre la somme S de la série et la somme d’un nombre quelconque x de termes de cette
-série, comprenant les N premiers, est en valeur absolue inférieure à s, pour tous les systèmes de valeurs des variables FE Te dans le domaine D.
En reprenant les raisonnements des n°° 31 et114, on démontre que la somme d’une série uniformément convergente, dont les termes sont des fonctions continues dans D, est elle-même une fonction connue dans ce domaine, qui peut être intégrée terme à terme dans tout domaine fini à à 4 dimensions (q£n), contenu dans D. On peut de même différentier terme à terme un nombre quelconque de fois une série absolument convergente, pourvu que toutes les séries ainsi obtenues soient uniformément convergentes.
Une série multiple est encore uniformément convergente, lorsque la valeur absolue d'un terme quelconque est inférieure ou au plus égale au terme correspondant d’une série convergente à termes positifs indépendants des variables (n° SRE
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174. Définitions et généralités. — Étant donnée une suite indé finie, à termes réels ou imaginaires, dont le terme général est w,, considérons les produits successifs Po, P,, 0, PRO posé
Paz (+ w)(i+ uw)... (+ ua):
si le produit P, tend vers une limite P lorsque 7 augmente indéfiniment, on dit que le produit infini
+ co (33) À Leu) = G + 00) (+ 24) + 24) CS
est convergent : le nombre P est par définition la valeur de ce produit. |
Il est clair que si l’un des facteurs 1 -L w,, est nul, tous les produits P,, où ñZm, sont nuls: on a donc P — 0. Mais il peut aussi arriver que le produit P, tende vers zéro sans qu'aucun des facteurs 1 + w,, soit nul. Tel esi le cas du produit des inverses des n# premiers nombres, qui tend évidemment vers zéro lorsque » croît indéfiniment. Les règles qui permeltent de décider de la convergence d’un produit infini ne s'appliquant pas toujours a ce cas
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singulier, nous réserverons le nom de produit convergent aux produits infinis pour lesquels P, tend vers une limite P différente de séro; lorsque P, a zéro pour limite, nous dirons que le produit est nul, tandis qu'il sera appelé divergent, si P, ne tend vers aucune limite.
Pour qu’un produit infini soit convergent, sans être nul, 1l'est nécessaire que uw, tende vers zéro. En effet, si P, tend vers une limite P, a différence P,— P,_; — P,_;u, doit tendre vers zéro; le facteur P,_, ayant une limite différente de zéro, il faut donc que Le facteur w, tende vers zéro. Le raisonnement ne s'applique plus si le produit est nul; on vérifie aisément sur l'exemple cité plus haut que w, ne tend pas vers zéro.
D’après une remarque antérieure (n° 3), l’étude de la convergence ou de la divergence d’un produit infini se ramène à l'étude de la même question pour une série. Posons v9—=1—+ Us et,
pour AO, (34) [27 —_— P, — 127 — (1 ce Uo) (1 Si U;) das (1 te Un-1) Un, et considérons la série auxiliaire
199 ) Po Pi. HPntes..
La somme 2, —p,—+p,+...—+ pv, est évidemment égale à P,, de sorte que celte série est convergente ou divergente en même temps que le produit infini I(1-+ &,); lorsque la série est convergente, sa somme est égale à la valeur P du produit infini.
175. Produits absolument convergents. — Supposons d’abord que tous les nombres w, sont réels et positifs. Le produit P, va en croissant avec » et, pour démontrer la convergence, il suffira de prouver que ce produit P, reste inférieur à un nombre fixe, quel que soit ». On a, d’une part,
P,>I+u+u +... + Un; d'autre part, on a, æ étant posilif, 1 + x <e* el, par suite,
P Et ettot late tün,
La première inégalité montre que, si le produit P, tend vers une
liinite P/on à Constanimenttr, 7e 0e u,<< P, Larsénen
termes positifs
(36) Ho Mi nn rares
est donc convergentle. Inversement, supposons celte série convergente et soit S sa somme; la seconde inégalité donne P,< 6%.
Le produit P, tend donc vers une limite, et l’on en conclut que le produit enfiné À + Un), où lous les nombres u, sont réels el positifs, est convergent ou divergent en méme Lemps que la série (36).
Considérons maintenant un produit infini, à termes quelconques,
réels ou imaginaires,
(37) (+ %)( + uw). 1H un) et soit U;—|w;|. Si la série (38) ÜU+U, oe + U, Eee»
est convergente, il en est de même du produit infini (33). Posons, en effet, comme plus haut,
Pn= (+ W)(1+ m)./ (ED, Va= (1+ Uo)}(1+ Us)... (1 < Ur )Us.
D'après ce qui précède, la série à termes positifs EU; étant convergente, 1] en est de même du produit infini [IL (1 = U5;*etpar suite de la série
(39) Vo+ Vi+.. + V, +.
Or, on a évidemment |v, | V,: la série (40) Pop Éd ne.
est donc absolument convergente, el la somme de cette série est comme on l’a fait remarquer, la limite du produit
Pr=(i+u)(i+w)...(1+ 2)
lorsque 7 augmente indéfiniment. Dans ces conditions, le pro-
+ co
duit LG + u,) est dit absolument convergent.
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Les produits infinis absolument convergents offrent un intérêt paruculier, comme Îles séries absolument convergentes, avec lesquelles 1ls ont de grandes analogies. Ainsi, dans un produit infint absolument convergent, on peut modifier l’ordre des facteurs d'une façon arbitraire sans changer le produit. Nous démontrerons d'abord qu'étant donné un produit infini absolument convergent, à tout nombre positif s on peut faire correspondre un nombre entier » tel que la différence entre l’unité et le produit d’un nombre quelconque de facteurs
EU Up) 4. (+ u))
CS
HER sont supérieurs à 72. On a, en effet, comme on le voit immédiatement en supposant les deux produits développés,
ait un module inférieur à &, lorsque tous les indices &, B,
DO + ua) (1 + up)... Gi + un) —1| <G+ Us)... (+ Un) —1,
et, par suite,
LA
[G+u)(i+ us)... (+) — 1] < ebetbpte +0 1;
mais, la série EU; étant convergente, on peut prendre le nombre nr assez grand pour que la somme U,+ Ug+...+ U; soit plus peute que log(1 +e), lorsque tous les indices &, 8, ..., À sont supérieurs à ». Le second membre de l'inégalité précédente peut donc être rendu moindre que tout nombre positifs, en prenant le nombre entier n assez grand
Ceci prouve, observons-le en passant, qu’un produit absolument convergent ne peut être nul à moins qu'un des facteurs du produit ne soit nul. Supposons en effet qu'aucun des facteurs du produit ne soit nul; choisissons le nombre À assez grand pour qu'on ait, quel que soit le nombre positif p,
[OH uns) (+ Unro).. (1 + Untp) —1[ <a,
4 élant un nombre positif inférieur à l’unité. Il est clair que le
+ module du produit infini LLC + Un4y) Sera supérieur à 1 — # el, VE]
par conséquent, le produit P qui est égal au précédent multiplié par P, ne pourra être nul.
432 CHAPITRE VIII — SÉRIES ET PRODUITS INFINIS. Cela posé, soient
(41) (+ Uo)(1+ wi). (+ un).
un produit infini absolument convergent el
(42) (LE) (Eu) CREVER
un autre produit infini composé des mêmes facteurs pris dans un autre ordre. Ce second produit est aussi absolument convergent, car la série EÜ* est composée des mêmes termes que Ja série SU,. Appelons P et P' les valeurs de ces deux produits (41) et (42). Soit P, le produit des 7 -- 1 premiers facteurs du produit (41); tous ces facteurs se retrouvent dans le produit (42), et nous pouvons prendre un nombre m>n tel que le produit P’, ren-
ferme tous les facteurs de P,. Nous avons'älors 5 = (+ ua) EU) GA, fa.
tous les indices &, $, ..., À étant supérieurs à », et, d’après ce que nous venons de voir, on peut choisir le nombre n assez grand pour qu'on ait
aussi pelit que soit le nombre positif e. Or, lorsque r augmente !
0 PF . J A ue indéfiniment, il en est de même de mn, et le rapport = a pour nm
FI F
limite He [] faut done qu'ont?
176. Produits uniformément convergents. — (Considérons encore un produit infini (33), où ws, wi, ..., un, ... Sont des fonctions continues, réelles ou imaginaires, d’une ou plusieurs Variables er D PEER Et comprend évidemment le cas OÙ Uo, Wii, Ur, ... seraient des fonctions d’une variable com plexe 3. Nous dirons que ce produit est uniformément convergent dans un certain domaine D, si la série Ze, définie plus haut, dont la somme est égale au produit infini, est elle-même uniformément convergente dans ce domaine. Le produit P est alors une fonction continue des variables indépendantes.
Ün produit infini est uniformément convergent, s’il en est ainsi
HT. — PRODUITS INFINIS. 433 de la série (43) RU reprenons en effet la série (35), nous avons Pate + Pnip= Paip— Pr = Ph[(i+ uns)... (+ Un+p)—1|; on à d’ailleurs les inégalités évidentes
| Ph | << (1 + U) (1 + U;). (1 + U?) _ éUo+Ui+...+Un,
PO + Un) (+ Unse). .. (1 + Un+p) — 1) <'ebn+itÜntat HU p y,
Mais la série (43), étant uniformément convergente dans le domaine D, représente une fonction continue qui reste inférieure à une certaine limite M, et l’on peut choisir un nombre N assez grand pour que la somme suivante, où nr ZN,
Uhr: D Un+2 +. De 0 Uri p
reste inférieure, quel que soit p, à un nombre positif & dans le même domaine. On aura donc, le nombre n ayant été choisi de celte façon,
Ont. + Onpp] < eM(ex— r),
Ceci prouve bien que la série Xe, est uniformément convergente, puisqu'on peut toujours choisir &« de facon à satisfaire à la condiuon e"(e*— 1) Le, aussi petit que soit e.
liemarque. — Toutes les propriétés précédentes s'étendent sans difficulté aux produits infinis I(1 + v,,), où chaque facteur est affecté de deux indices distincts m, n, pouvant varier séparément de o à +. Lorsque la série double SU,,, est convergente, le produit précédent a une valeur bien déterminée, qui ne dépend pas de la façon dont on fait croître le nombre des facteurs. De même qu’une série double absolument convergente peut être, d’une infinité de manières, transformée en une série ordinaire, un produit doublement infini, tel que le précédent, peut être d’une infinité de manières transformé en un produit simplement infini absolument convergent. Si tous les termes w,,, sont des fonctions continues de certaines varialiles æ, y, ..., et si la série SU,,, est uniformément convergenle dans un certain domaine D, le produit
FEES Fe 28
infini, H(i+u,,) est lui-même uniformément convergent, el.
représente une fonction continue de x, y, .…. dans le domaine D.
177. Produits infinis réels. — Reprenons un produit infini de facteurs
réels (+ u)(i+w).. (+ un)e..
pour étudier le cas où il y une infinité de termes négatifs dans la suite ws, Uj, Us, ..… Lorsque tous ces termes sont, à partir d’un certain rang, compris entre — 1 et o, on est conduit à étudier un produit infini tel que
PR OR
Où Po, Pas ces ny +. sont positifs et inférieurs à 1. Il est clair que Île produit (1—#o)...(1—#9,) va en décroissant lorsque 7 augmente, et que ce produit reste positif; il tend donc vers une limite lorsque 7 croît indéfiniment, mais cette limite peut être zéro ou un nombre positif. Si la série Zv; est convergente, le produit infini (44) est absolument convergent; le produit (1—#9)...(1—#91) a donc une limite différente de zéro (n° 175).
Pour voir ce qui arrive lorsque la série Zv; est divergente, remarquons
que 1+ x est toujours inférieur à e® quelle que soit la valeur réclle de car la fonction e*— + —1 est minimum pour + = 0. On peut donc écrire
1— pp Le, 1—pi<e ti, de I— Py Le Vn
et, par suite,
(1 lé Po) (x = V1) Raï e: aus Ph) — e —(PotPi tes ln),
La somme p5+i...+ 9, augmente indéfiniment avec », et par suite le produit infini est nul.
Lorsque la suite wo, WU, :.., Un, ... renferme une infinité de termes positifs et une infinité de termes négatifs, le produit infini ne peut être convergent sans être nul que si le terme général w, tend vers zéro (n° 174). Supposons qu’il en soit ainsi; comme on peut toujours négliger un nombre fini de facteurs au début, nous admettrons que tous les facteurs sont posi= tifs. Le produit P, contient alors un certain nombre de facteurs supérieurs 3 1 et un certain nombre de facteurs inférieurs à 1; le seul cas douteux est évidemment celui où le produit des facteurs supérieurs à 1 augmente indéfiniment, tandis que le produit des facteurs inférieurs à 1 tend vers zéro, lorsque n augmente indéfiniment. Le produit infini peut être convergent ou divergent suivant les cas: mais il est facile de démontrer, en raisonnant comme pour les séries semi-convergentes (n° 165), que, dans un produit de cette espèce, on peut toujours disposer les facteurs dans un ordre tel que le produit P, ait pour limite un nombre positif quelconque donné à l’avance.
III. — PRODUITS INFINIS
Lorsque la série Eu, est convergente, on a une règle précise. Le produit P, tend vers une limite positive ou tend vers zéro, suivant que la série Zu; est convergente ou divergente.
Pour le démontrer, remarquons que le rapport
log(1+ x) — x
ve j } er a pour limite — -; lorsque æ tend vers zéro; nous pouvons donc écrire x?
log(1 + x RER ne en D
3 ’ . MC « I la valeur absolue de x étant inférieure à — > Pourvu que la valeur absolue
de æ soit inférieure à une*certaine limite. Puisque uw, tend vers zéro quand » croît indéfiniment, et qu’on peut faire commencer le produit infini à tel facteur qu'on veut, il est donc permis de supposer qu’on a
À log(t+ 49) = uy — 2 (1+ 00), a
log(i+w)=u — — RS EU) u?
log (1 + Un) = Un — Ce 10,
: I 1 Mn tous les nombres 05, 0,, ..., 0, étant compris entre — ÉbE On déduit de là
1 l (45) logP,=u+ ui +... + un— à uÈ(1+ 00) —...— = uiG+ AE
lorsque les deux séries Zu, et Zu sont convergentes, le second membre tend vers une limite finie quand n croit indéfiniment, car u2(r1+0,) est
: u 3 Me PS compris entre — et -w>. Le produit P, tend donc vers une limite diffé- Sur 2
rente de zéro. Au contraire, lorsque la série Zu? est divergente, le second membre de la formule (45) croit indéfiniment en valeur absolue en restant négatif, et par suite P, tend vers zéro,
La même égalité (45) prouve que le produit infini est divergent ou nul lorsque la série Zu, est divergente et la série Zu? convergente. Mais il est à remarquer De le produit infini peut être convergent lorsque les deux séries Zu, et Zu? sont divergentes. Prenons par exemple wy= u1= H>=—=0, et, pour n >1,
I 1 I I Un = — —=) Uan —= ve M A an ls n nyn
Fr
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la série Zu, est divergente, car la somme S2, est supérieure à LAN : She 3 a one EE
il en est de même, pour la même raison, de Zu. Cependant le produit infini
(: Ù À ARAl dORET LS e I | LEURS 3 ee PR pp Et ee rt | EE ls — = mn F0 | ï V2 ( Due 2 ps À Va Vn A! n nr
est convergent, car le produit de 27 — » facteurs est égal à
( =) ( a ( =) Le 1 | en lEte À 9, \ n°?
tandis que le produit de 2n —1 facteurs est égal au produit précédent
Le
multiplié par le facteur 1 — qui a pour limite l'unité (1).
n+I Exemples. — 1° La série ? i I LUC I RUE = = 4 Sr F7 ai 0 3 RO MT EE SE Me RE .
NE Ce Cr DTA UET
est convergente ainsi que la série obtenue en élevant ses termes au carré: Le produit infini correspondant
ARS D AN I SR HA
D ADR 2n 2n
est donc convergent; on sait, d’après la formule de Wallis, qu'il est égal
qu . «
à —. Pour le transformer en un produit absolument convergent, il suffit T ;
de réunir deux facteurs consécutifs, ce qui donne
— co o) £ I T ut
2° Soit u+ W+...+u,+... une série à termes réels dans laquelle le rapport de deux termes consécutifs est une fonction rationnelle de x tendant vers l’unité lorsque n augmente indéfiniment,
Un+1 _ AP+ di nP-i+,..
De nP+ binP-1+..,
EE
(') Voir Caucuy, Cours d’Analyse où Œuvres complètes, 2° série, t HE Note IX; PRINGSHEIM, Mathematische Annalen, t. XXII, XXXIII et XLIT.
III. — PRODUITS INFINIS
En laissant de côté le cas où l’un des termes de cette série serait nul ou
infini, on peut écrire
er ORNE)
(v) étant une fonction rationnelle de y qui reste inférieure en valeur absolue à un nombre fixe. Si l’on à &; — b;, >> 0, tous les termes de la série
finissent par être positifs, et cette série est divergente; le terme général un+1 de la première série augmente donc indéfiniment en valeur absolue, Si &i — bi = 0, la série (46) est absolument convergente, et w,}1 tend vers une limite finie différente de zéro. Enfin, si a; — bi < 0, tous les termes de la série (46) finissent par être négatifs, et cette série est divergente ; Un+1 tend donc vers zéro lorsque x croit indéfiniment. Ces résultats sont dus à Gauss (vorr n° 163).
178. Déterminants d'ordre infini. — Soit D aix une série double absok i, k lument convergente dans laquelle chacun des indices 2, k varie de — à +, Considérons le déterminant suivant :
[+ nm Mer retieite. eine 5 SR An, m A—pn+1,-m ce. sc. Am+1,m D, = o,—1m .. [ —- 5,0 é 65 0 ,7n dn,-m Re eines er ue es 8 LT rm
Le produit I, — LLe+icn. où les deux indices z et Æ varient ik de — m à + m, est supérieur à | D,,[, car un terme quelconque de D, a pour module un terme de Il», et ce produit contient, en outre, d’autres termes tous positifs. On voit de même qu’un terme quelconque de la différence Dy+p— D a pour module un terme de la différence I4p — Hy», qui renferme d’autres termes tous positifs. On a donc
| D p+p — D << pp — IT».
Mais la série > |a&ixl étant convergente, le produit Il, tend vers une
limite lorsque m croît indéfiniment; la différence Il» +» — Il, et, par suite, la différence D,,:,— D,, tend donc vers zéro lorsque les deux nombres m et m+p augmentent indéfiniment. [Il en résulte que le déterminant D tend vers une limite (n° 5).
4. Pour qu’un produit infini soit convergent sans être nul, il faut et il suffit qu’à tout nombre positif s on puisse faire correspondre un nombre entier z tel que l’on ait |
[OT + uns) (+ Unso).. (1 + Unrp) —1| <a,
quel que soit le nombre entier p.
.2*. La série à termes positifs uj+ui+...+u,-+... est convergente 3 À RPHUED (141 Lh ou divergente en même temps que la série — + — + ...+ — + So Si Sn
mn USE ui 1 cr On peut écrire — — 1— — }, et appliquer le théorème du n°177. Sz Sj
3. En évaluant de deux facons différentes la somme des termes dun tableau à double entrée, établir les formules
RC PRE A D 0 j" 10 T'— 1== "a | Peer FO ra RE Te j 20 eue AL? on: q q q q q LEE ou à
Fe AE Ne MORE NES RE Po, TT 19 0 Ur OT TR Qi LE SAME Len Ut PIORL ADIE: q° q%.
gi ile Gp GT _4 89 59 ,. _q(+q?) GC
1 9? 1—q. 1— ql0 CE TU (1— g?}? (Gi — g5} | (i— gi} “4 pr Fo PRE ET Le
Fe = Île 1 ,=arctangÿg=—arc ng W 3 : DER 1 :9 (19%) 5(1+qg5) gvq tang y g*°+arctangyq
où l’on suppose | g| 1.
4*, Soit g un nombre positif inférieur à l'unité. Posons
+ 00 + © | 710 Q=| Lo). @=| Do gen), =] Le); 11 NEA | n—=1
démontrer la formule
Qi Q2Q3=r.
I. — SÉRIE DE TAYLOR. — GÉNÉRALITÉS
179. Série de Taylor. — Lorsque la suite des dérivées d’une fonction f (+) est illimitée dans un intervalle (a, & + h), on peut supposer le nombre x qui figure dans la formule (3) (p. 41) aussi grand qu'on le veut; sc le reste R, tend vers zéro lorsque n UE mente Rire, on est conduit à écrire
li hi? h: l ÉS ère CT AN TERRE EN 9 Re ae IC ARLES RSI de (RCA VAE () f(a+h) = f(a)- LA (a) - à (a) +... red (a) :
formule qui exprime que la série
f(a) + Lpe +. AU ZA TAN +
È I RON EME CT 4 : est convergente el a pour somme f (a + h). C’est cette formule (1) qui constitue la formule de Taylor proprement dite, mais elle n’est légitime que si l’on a établi que le reste R, tend vers zéro pour n infini, tandis que la formule générale (3) ne suppose que l’existence des dérivées jusqu’à la (nr +1)". La formule (1) peut encore s’écrire, en remplaçant & par x,
HRe fi fa + he) = fe) + RS) + Pa) +
1852. .78 au Contraire, si l’on fait a = 0, et qu'on Fe la par +, il vient (2) Do) — L f'(o) +. ee me CNE UT
Cette dernière formule (2) est appelée aussi quelquefois formule
de Maclaurin; mais on doit remarquer que ces différentes formules sont au fond équivalentes. Tandis que la formule (2) donne le développement d’une fonction de # suivant les puissances de %, la formule (1) donne le développement d’une fonction de À suivant les puissances de h; il suffit d’un simple changement de notation pour passer de l’une à l’autre.
Îl est un cas assez étendu où l’on peut affirmer que le terme complémentaire R, tend vers zéro lorsque #7 augmente indéfiniment : c'est celui où la valeur absolue d’une dérivée d'ordre quelconque reste inférieure à un nombre fixe M, lorsque x varie dans l'intervalle (a, « + h). On a, en effet,
|A |2+1 # R a ———_— vhs | Aer à
et le second membre est le terme général d’une série convergente,. C'est ce qui arrive pour les fonctions e*, sinx, cosæ; toutes les dérivées de e*% sont égales à e% et admettent, par conséquent, le même maximum dans l'intervalle considéré. Quant aux dérivées de sinx et de cosx, leur valeur absolue ne dépasse jamais l'unité. La formule (1) est donc applicable à ces trois fonctions, quelles que soient les valeurs de a et de À. Bornons-nous à la formule (2); si f(x) = e*, la fonction et toutes ses dérivées sont égales à un pour æ — 0, el, par suite, nous avons le développement
x? RAD
“A (3) Et —=I+ — + HR © +...
[ LE En on
qui s'applique à toutes les valeurs, positives ou négatives, de x. Si a est un nombre positif quelconque, on a a7— erlt6a et, par conséquent,
æ loga va (æloga}? Me (æloga)" ir
A TS
(4) A AE [ Ho 12.07
Prenons encore f (x) = sinx ; les dérivées successives forment une suite périodique à quatre termes cosæ, — sinæ, —cosæ, sin, el les valeurs de ces dérivées pour + —o forment également une suite périodique 1, 0, — 1, 0. On a donc, pour toute valeur positive ou négative de x,
I. — SÉRIE DE TAYLOR. — GÉNÉRALITÉS. | 441 ;| d A et l’on trouve de même
T2 A 4 AIL
6 COST = 1 — de —— (6) ; TOUT DER EN Ref 1 Revenons au cas général. La discussion du reste R, est rarement aussi simple que dans les exemples précédents; mais on peut la faciliter en remarquant que, si ce reste tend vers zéro, la série [2 hr RUTAT fia)j+-f(a)+...+ ———— fn(a) +...
L ST à 1 est nécessairement convergente. En général, 1l vaut mieux s’assurer, avant d'examiner R,, que la série est convergente ; si, pour des valeurs données de a et de L, cette série est divergente, 1l est inutile de pousser la discussion plus loin : on peut affirmer queR, ne tend pas vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. La réciproque n’est pas exacte. La série
(0). © F'(0) + = f'Co) +... +
ANBECO TEE Jr ti c
peut fort bien être convergente, sans représenter la fonction f(x)
qui lui a donné naissance; l'exemple suivant est dû à Cauchy. | :
La
D 5. a en Aa D 2)—e. ; ona f(x) — Cl: d'une manière générale, la dérivée nie est de la forme
F (n) SR si k (æ) axm € E ?
P désignant un polynome. Toutes ces dérivées sont nulles pour
æ = 0, Car le quouent de e * par une puissance positive quelconque de x tend vers zéro avec æ; on peut écrire en effet
(| . L , L] en posant #— =? et l’on sait que => augmente indéfiniment avec 3,
aussi grand que soit mn. Soit, d’autre part, © (x) une fonction à
laquelle s'applique la formule (2)
A 2 , VAL p(æ) no 0 an (Diese RAS
pn(o) +....
Posons F(x)=vw(x)+e *;ona F(0)=%(CoY, NOETAO)! OR. Fr) (0) = ER RE
de sorte que le développement de F(x) par la formule de Maclaurin serait identique au précédent. La somme de la série que l’on obtient ainsi représente donc une fonction tout à fait différente de celle qui a donné naissance à cette série.
D'une facon générale, si deux fonctions f(æ) et o(x) sont égales, ainsi que toutes leurs dérivées, pour æ —0, sans être identiques, il est clair qu’elles ne peuvent être toutes les deux développables en série par la formule de Maclaurin, puisque les coefficients du développement seraient les mêmes pour les deux
fonctions.
180. Formule du binome. — Prenons comme dernier exemple la fonction (1+ x)*, qui est continue, ainsi que toutes ses dérivées, pourvu que 1 + x soit posiuf. La série (2) correspondante
mi IM(mMm —1) MM —1)...(m —"n +4 l'y LME TS pi. BICRE EI): CR SOS 2 li RE Tr
æ|=1,à moins que » ne soit un nombre
est divergente si l’on a enter positif. Pour démontrer que le reste tend vers zéro, lorsque æ est compris enlre — 1 et +, écrivons ce reste sous forme d'intégrale définie (n° 88)
ne :
Ro = | Ft+t(23)(x — 2)? dz (
Fab,
nie.
; FA \ nm(m — 1)... ta / THEN 2 PRE ET RAS) f a+sma(es)' a n! ER
Lorsque 3 varie de o à x, (1 + 3)*-1 reste inférieur à un maxi- , . , * ie r.
mum M indépendant de n. Le quotient :
z “ a reste plus pelil que x
en valeur absolue, car si l’on pose z — 0x, il vient
et le coefficient de x est plus petit que un, lorsque 4 croît de o à r.
II. — SÉRIES ENTIÈRES A UNE VARIABLE
IL s'ensuit que la valeur absolue de R, est inférieure au terme sénéral d’une série convergente.
Pour toute valeur de x comprise entre —1 et +1,on a, par conséquent,
. m mm —1)...(m — n' +1 GA x) = 1 + RE en
PAS ae à La même méthode conduit aussi au développement
TX Ll° (8) log(i+xz)=— -
FA Fo »
qui s'applique pour — 1 < Hi.
En dehors des exemples que nous venons de traiter, et de quelques autres, la discussion du reste offre de grandes difficultés, à cause de la complication croissante des dérivées successives. Îl semblerait donc, d’après ce premier apercu, que les applications de la formule de Taylor pour le développement d’une foncuon en série doivent être très limitées. Une telle vue serait absolument inexacte, et ces développements jouent, au contraire, un rôle fondamental dans l'Analyse moderne. Mais, pour apprécier leur importance, 1l faut se placer à un autre point de vue, et étudier en elles-mêmes les propriétés des séries entières, sans se préoccuper de leur origine.
II. — SÉRIES ENTIÈRES A UNE VARIABLE
Nous allons maintenant faire une étude directe des séries entières à une ou plusieurs variables, auxquelles conduit tout naturellement la formule de Taylor. Quoiqu'on ne s'occupe que de variables réelles, les raisonnements s'étendent d'eux-mêmes aux variables imaginaires, en remplacant partout les mots valeur absolue par module.
AS1. Région de convergence. — Considérons d’abord une série (9) Ab AIX ASX2+...+A,XR+...,
où tous les coefficients AÀ,, A4, A2, ... sont positifs et où l’on attribue à la variable indépendante X que des valeurs positives.
Nous pouvons ranger les nombres positifs en deux classes : nous dirons qu'un nombre positif X appartient à la classe (a) si la série (9) est convergente, et qu'il appartient à la classe (8) si cetie série est divergente. Supposons d’abord qu'il existe des nombres positifs des deux classes. Comme un terme quelconque de la série (9), dont le coefficient n’est pas nul, va en croissant avec X, ilest clair qu'un nombre quelconque de la classe (&) est plus petit qu'un nombre quelconque de la classe (8). Il existe donc un nombre R => 0 (n° 2) tel que tout nombre X supérieur à R rend la série (9) divergente, tandis que tout nombre positif X inférieur à R rend la série convergente. Ce nombre R lui-même, mis à la place de X, peut donner une série convergente ou une série divergente.
Il peut se faire qu’une des deux classes (x) ou (B) disparaisse :
1° S'il n'existe aucun nombre de la classe (8), la série (9) est convergente quel que soit X, et l’on dit que R est infini. Tel est le cas de la série
X X? X# I+ — + HE —— + ...; I 152 DDR ENT
2° S'il n'existe aucun nombre positif de la classe (x), la série (9) est divergente, sauf pour X — 0, et l’on pose R —o. Telle est la série |
IH XX +r 2X24 0, TO NN XEE SR Considérons maintenant une série entière (10) lo + AT + AL? +... + AnD+..,,
où les coefficients a; et la variable + peuvent avoir des signes quelconques. Nous poserons dorénavant A;=|a;|, X=—|x|, de facon que la série (9) sera formée par les valeurs absolues des termes de la série (10). Soit R le nombre qui vient d’être défini pour cette série (9); il est évident que la série (10) est absolument convergente pour toute valeur de x comprise entre —R et +R, d’après la définition même du nombre R. Il nous reste à montrer que la série (10) est divergente lorsque la valeur absolue de x est supérieure à R. Cest ce qui résulte de la proposition fondamentale
II. — SÉRIES ENTIÈRES A UNE VARIABLE. Â
d'Abel (1) : Sc la série (10) est convergente pour une valeur particulière x, elle est absolument convergente pour toute valeur de x dont la valeur absolue est inférieure à | ol.
En effet, la série (10) étant supposée convergente pour & — &o; désignons par M un nombre positif supérieur à la valeur absolue de l’un quelconque des termes de cette série, de telle sorte qu’on
ait, quel que soit le nombre n,
Attiter M Nous pouvons écrire ax Aa () < ui ne | To | | &o | ) la série (9) est donc convergente si l'on suppose X <|x,[, ce qui démontre la proposition énoncée.
Cela posé, si la série (10) est convergente pour 4 — %o, on voiL que la série des valeurs absolues (9) sera convergente pourvu que X soit inférieur à |xol. On ne peut donc avoir lol Focar alors le nombre R ne serait pas la borne supérieure des valeurs
de X qui rendent convergente la série (9).
En résumé, étant donnée une série entière (10) où les coefficients ont des signes quelconques, il existe un nombre positif R possédant la propriété suivante : La série (10) est absolument convergente pour toute valeur de x comprise entre —R et +k, et divergente pour toute valeur de x supérieure à R en valeur absolue. L’intervalle (—R, +R) s’appellera la région de convergence; cette région s'étend de — æ à + dans le cas limite où R est infinr., Elle se réduit à l'origine si R= 0; nous laisserons de côté, dans lalsuite, ce cas particulier. | |
La démonstration ne nous apprend rien sur ce qui arrive pour LL valeurs limites x —R, x —— R. La série (10) peut être abso lument convergente, simplement convergente, ou divergente.
Considérons, par exemple, les trois séries
+ 0 + co + æ Et LŸ AY 1 + > æY, 1+ Ÿ —; + = ; dl A +V== V1 VE
"te m m(m—1 (:) Recherches sur la serie 1 + rie + Mes æ? +
on a, pour ces trois séries, R— 1, car le rapport d’un terme au précédent a pour limite x. La première série est divergente pour Œ —#1,la deuxième est divergente pour +—1 et convergente
pour æ——1; la troisième est absolument convergente pour 4 pm RS 12 Remarque. — [L'énoncé de la proposition d’Abel peut être
généralisé; il suffit, en effet, pour la suite du raisonnement, de supposer que la valeur absolue d’un terme quelconque de la série | |
A ALo+...+ Anti +...
reste inférieure à un nombre fixe. Lorsqu'il en est ainsi, la série (10) est absolument convergente pour toute valeur de la variable dont la valeur absolue est inférieure à [ml
Le nombre R est lié par une relation très simple au nombre w défini plus haut (n° 160), qui est la plus grande des limites des termes-de la
suite TESTS re ER A1, ÿ A, V À 3: ... VA,
En effet, si l’on considère la suite analogue
A1X) VAeXt, ON NC RE | |
il est clair que la plus grande des limites des termes de cette suite est wX,
LA , ANA : 1 La série (9) est donc convergente, si l’on a X < met divergente si X > a.
Ce I par conséquent, R — 2 (13,
182. Continuité d’une série entière. — Désignons par fe) la somme d’une série entière convergente dans l'intervalle de —#R à +R,
(11) AVE a air EN a Re
et soit R’ un nombre positif inférieur à R. Nous allons d’abord montrer que la série (1 1) est uniformément convergente dans l’intervalle de — R' à +R’. En effet, pour une valeur de æ, dont la
(*) Ce théorème, démontré par Cauchy dans son Cours d'Analyse, a été retrouvé par M. Hadamard dans sa thèse.
IL — SÉRIES ENTIÈRES À UNE VARIABLE, 447 KE Lu valeur absolue ne dépasse pas R', la valeur absolue d'un terme quelconque [an x | est au plus égale au terme correspondant de la série convergente
A+ AR +... + ART
Il suit de là que la somme f(x) de la série est une fonction continue de x, pour toute valeur de la variable comprise entre —R et HR. En effet, étant donné un nombre +5, plus peut que R en valeur absolue, 1l est évident qu'on peul trouver un autre nombre ositif R’, inférieur à R et supéricur à [xo|. D’après ce
Mu'on vient de voir, la série est uniformément convergente dans l'intervalle de — R/ à + R'; la somme f(x) est donc continue pour la valeur , qui appartient à cet intervalle.
La démonstration ne s'applique plus aux limites Rte R de la région de convergence. La continuité subsiste cependant, pourvu que la série soit convergente. Abel a démontré, en effet, que st la série (10) est convergente pour x =R, la somme de cette série est la limite vers laquelle tend la somme de la série f(x) lorsque x tend vers R en étant inférieur à R.
Il suftit de prouver que la série (11) est uniformément convergente dans tout l'intervalle (0, R), y compris la limite x —=R. En effet, « étant un nombre positif arbitraire, choisissons un nombre
Ce
entier » assez erand pour que l’on ait, quel que soit p, P | A ACER RES Share Fin ”
| Hart RUE An ÉRPRORE 1 Gn+tp REP | Es,
cela est possible puisque, par hypothèse, la série (10) est convergente pour x—R. Soit æ un nombre positif inférieur à R; on
. 72 ; peut écrire an = An R' >< (#) , et appliquer le lemme d’Abel
= . . el À (n° 77), en observant que les puissances successives de R forment
une suite décroissante. On a donc aussi, quel que soil p,
T n+i RUN CMS DT dr par P Re € (#) <4 8!
Cette inégalité, rapprochée de la précédente, prouve que la série (10) est uniformément convergente dans tout l’intervalle (o, R). La somme de la série est donc connue pour la limite supérieure de cet intervalle, car les démonstrations
données plus haut (n°5 31-32) s'appliquent aussi à une limite de l'intervalle de convergence, si la série est uniformément convergente dans tout l'intervalle, la limite comprise.
On voit de la même facon que, si la série (11) est convergente pour æ—=—kR, la somme de cette série pour æ——R est la limite vers laquelle tend la somme f(x) lorsque x tend vers — R. Il suffit, du reste, de changer x en — x pour être ramené au pre-
. HER QUO. | RE mIer cas. ù PAM
LA
Application. — Cette proposition permet de compléter le théorème établi plus haut (n° 168) sur la multiplication de deux séries. Soient | S = UP USE Ua ELA
* S'— PG + Pose Po +... + nn
deux séries convergentes, dont aucune n’est absolument convergente, la série obtenue par la règle de multipiication
U0 00 + (Ut + UiVo) FM Eee, EE Un Vo) +...
peut être convergente ou divergente: mais, si elle est convergente, sa somme E est égale au produit des sommes des deux premières séries, 2 — SS’. Considérons, en effet, les trois séries entières
JL) = Uuo+ WT +... + upan +. 4 PT) = po+- Pit +. pyat +.
UT) = u560 + (uo0s + UiVo)T +...+(uopn +... UnVo)æ®+,,.;
ces séries sont convergentes, par hypothèse, pour + = 1, et, par suite, sont absolument convergentes lorsque x esl compris entre —: et +1. Pour ces valeurs de æ, le théorème de Cauchy sur la multiplication des séries est applicable et nous donne la relation
or, lorsque x tend vers l'unité, f(æ). e(æ), L(æ) ont respectivement pour limites, d’après le théorème d'Abel, S, S'et ©. Les deux membres de Ja formule (12) restant constamment égaux, on a donc, à la limite, = SS!. Le théorème est encore vrai pour les séries à termes imaginaires et s'établit de la même façon.
183. Dérivées successives d'une série entière. — [En différentiant terme à terme une série entière
y (ae dirai Aa l?+.., + And +.
II. — SÉRIES ENTIÈRES A UNE VARIABLE. - 449 convergente dans l'intervalle (— R, +R), on obtient une nouvelle
série entière
(13) dj+ 24T+...+ nant 1H...
qui est convergente dans le même intervalle. Il suffit, pour le prouver, de montrer que la série des valeurs absolues
(14) A1+2AX+...+nA,Xn-1,.,,
est convergente si X CR, et divergente si X > R. Pour démontrer la première partie, supposons X < R, et soit R/ un nombre compris entre X et R, X LR'< R. La série auxiliaire
AU PNR RER 1 AR
qui sont Lous plus petits qu'un nombre fixe, puisque R/<R, il est évident que la nouvelle série obtenue
Aj+24oX+...+nAnX 2-11...
est encore convergente. La seconde partie se démontre de même. Si la série
Ai+2AoX;+...+nAX2 1—+.,
où X, est supérieur à R, élait convergente, il en serait de même de la série :
A, X1 + 2 An X? +. Meme nAnX?+. CS
—+- © < à CHR — à É s : k et, par suite, de la série D A, X} qui a ses termes plus petits que ceux de la précédente. Le nombre R ne serait donc pas la borne
supérieure des valeurs de X qui rendent la série (9) convergente.
La somme f,(x) de la série entière (13) est une fonction con-
tinue de la variable dans le même intervalle. Cette série étant uni- Ce. 29
formément convergente dans tout intervalle (—R!, +R), où R'R, représente la dérivée de f(x) dans cet intervalle (n° 32). Comme le nombre R' peut être pris aussi rapproché de R qu'on le veut, on en conclut que la fonction f{x) admet, pour toute-valeur de x comprise entre — Ret +R, une dérivée qui est représentée par la série obtenue en différentiant terme à terme
(15) FX) = a 20 P PEUT ORDER
En raisonnant sur cette série entière comme on a raisonné sur la première, on en conclut que f(æ) admet une dérivée seconde
f'(r)=20:+64:% +4 FRE DOS
et ainsi de suite. La fonction f(æ) admet, dans l'intervalle (—R, +R), une suite illimitée de dérivées qui sont représentées par les séries obtenues en différentiant terme à terme
(16) f(æ)=1.2...nan+2.3..,.n(n H1)anr14ee0
Si l’on fait dans ces formules x = 0, il vient
[14 (o ao = f(0), = {0} A2 —= CON; et, d'une manière générale, (n) O aie TS 2 DS UT
de sorte que le développement de f(x) est identique au dévelop= pement que fournivait la formule de Maclaurin
f(æ) = f(o) + (0) - — fo) ++ —— fi (0) +...
Les coefficients @o, @1, -.., An étant égaux, à des facteurs numériques près, aux valeurs que prennent la foncuon f(x) et ses dérivées successives pour + = 0, il est clair que le développement d’une fonction en série entière ne peut être possible que d’une seule manière.
De même, en intégrant terme à terme une série entière, on obtient une nouvelle série entière, avec un terme constant arbi= traire, qui est convergente dans le même intervalle que la première, et l’admet pour dérivée. En intégrant de nouveau, on
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obtiendra une nouvelle série dont les deux premiers coefficients seront arbitraires, et ainsi de suite.
Exemples. — 1° Pour toute valeur de æ comprise entre —1 el +1, la progression géométrique de raison — x
I—D+a— Di +,. ,+(—i)ar +...
I A 2 , \ est convergente et a pour somme x En intégrant terme à
terme entre les limites o et x, où |xæ|<1, on retrouve le déve-
loppement de log(1+ x) (n° 180)
an +
22 PA log(1+ x) — PSE + — —...+(—1) d
ITU
et la formule est encore vraie pour + —1, puisque la série qui est au second membre reste convergente pour æ —1.
2° Pour toute valeur de x comprise entre —1 et +1, ona aussi
ee UN LUE Dé +...+(—r)ra2n LE, ;
en intégrant terme à terme entre les limites o et æ, où |x|<1, il vient æ2n+i
Do da L Hiud D ane ee à {x ô [ 3 5 ) BIEN
La série restant convergente pour + = 1, on en conclut l'égalité
3° Soit F(x) la somme de la série convergente
— 7 D'AUTRE I m(m LD A parier 1)...(m — p + js
. Shna es 12 152-0600
où » est un nombre quelconque, et où |x|<1. On en déduit
RPETE ene( tes Mr 2 tam D 228 CD)
Weæ)=m|i+ sbs+,.. |
si l’on muluplie les deux membres par (1+ x) et qu’on réunisse les deux termes qui contiennent une même puissance de æ, il
vient, d’après l'identité
(m—1)...(m—p+1) de (m—1)...(m—p) m(m—1)...(m—p#1) .2.. (PE Fa uD “4 1287 0
qu'il est facile de vérifier,
| m MUC A G+æ) Fe) = m| 12 ET m(m—1)...(m—p+#+1 MERS De "UPPER / or... ],
5 Men eEpe .P c’est-à-dire
(i+æz)F(x) = mF(x).
‘ Cette relation peut s'écrire
EST
4° Remplacons, dans la formule précédente, æ par —x?,
LE The m par — 5: il vient
Vi æ? Ne 2.4 * 2, 40000
Fit UN N
formule qui est valable pour toute valeur de x comprise entre —" et +1. En intégrant les deux membres entre les limites o et æ, où |x|<1, on obtient le développement de Arc smx
mi æ ter 1:30 1.3.5..,(2R 0 Arc SiINnT = — + - — + SASTE TENTE ; 1 20 2.4 5 240 FR 2n +I - 184. Seconde démonstration. — Les propriétés des fonctions
représentées par des séries entières peuvent être établies par une
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méthode plus élémentaire. Soient #, un nombre compris entre —Ret+R, et x, un nombre voisin compris dans le même intervalle. Pour démontrer que la différence f(x) — f(æo) tend vers zéro lorsque, x, restant fixe, æ, tend vers x,, retranchons terme à terme les deux séries qui représentent f(x) et f(x); il vient
fear) — fr) = ad — Lo)]+ Q2(d$ — dé) +... + an(ri —%o) +... Le terme général de cette nouvelle série peut s’écrire 5 P an(ti— Lo)(TE + D go +... + xf !).
Pour avoir une limite supérieure de la valeur absolue de ce terme, désignons par / un nombre positif inférieur à R et supérieur à | &,| ; comme on doit faire tendre x, vers &,, nous supposerons aussi que l’on a {> ET |. La valeur absolue de l’un quelconque D produits x° !, x ” suite la valeur absolue du terme général considéré est inférieure
Æn. ... est alors inférieure à {2-1 et par
àanA,l1|x, — x,|. Nous avons donc LACar1) —f(&o) | <1%1— 0 (A1 + DAol +. .HnAnltel RE.
or la série entre parenthèses est une série convergente puisque LR (n° 183). Donc la différence f(x,) — f(x) tend bien vers zéro en même Lemps que æ1 — &, et la fonction f(x) est continue en tout point compris entre — R et + R.
Pour démontrer que f,(æ) est la dérivée de f(x), il suffit de même de prouver que la différence D Hat) Cas) ce
f1(Xo) Li — Lo
fai) — f(æ0)
tend vers zéro, lorsque +, tend vers x,. Le quotient Li — Lo
est égal, nous venons de le voir, à la somme de la série convergente
PE CE TT A Ce EC PE D et 1 ES ne
En retranchant terme à terme de cette série la série qui représente fi(to), on trouve pour D une série dont le terme général peut
s’écrire
an Cat — at 1) + (at ta et) ++ (ardt — op 1)]
et chacune des différences z#71 — gr gr DE 1 0 ) 1 0 ?
produit de +, — x, par des produits de la forme x? x4, p et g étant deux nombres entiers, dont aucun n’est négatif, et dont la somme est égale à z — 2. Le nombre total de ces produits est, il est aisé
de le voir, (n—1)+{(n—2)+ ... ts +r= ; et la
valeur absolue de chacun d’eux est inférieure à (272, le nombre / ayant la même signification que plus haut. On a donc
60 met À [D] a le [2 A + GAS USE + n(n—1)A,lr-2—+,, à et la série entre parenthèses est convergente lorsque / est un nombre positif inférieur à R, car c’est la série des modules de la série entière f(x), que l’on déduit de f, (æ) en différentiant terme
à terme. Par conséquent D tend vers zéro lorsque x, tend vers x.
185. Extension de la formule de Taylor. — Soient f(x) la somme d’une série entière convergente dans l'intervalle (—R, +R), x un point de cet intervalle, et x, + h un autre point du même intervalle, tel que [6 | + [2] <R. La série qui a pour somme f(x, + h)
dy + M (To+ h) + a2(ro+h} +... + An(Zo+h}t+...
peut être remplacée par une série à double entrée, que l’on obtient en développant les diverses puissances de æ, + h et écrivant sur une même ligne les termes de même degré en z
(19) A+ Aitot+ AotË +...+ anvt +...
+ 4h +2dth+...+ NA n LR h
n(n—1 ; + &h? La, 1e PORT) RER Je
Cette série à double entrée est absolument convergente ; en effet, si l’on remplace chaque terme par sa valeur absolue, on a la nouvelle série à double entrée et à termes positifs
(Q8) Ao+A12ol+ Aaof +...+ Anar...
+Ailh| +o2A:la||k|+...+ nAs]æol-11h]+.., n(n—1)
pu Ah /P Rest Ar TA
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Si l’on fait la somme des éléments de ce tableau par colonnes ver-
ticales, on obtient la série Ao+ Aullæel+lA|]+...+ Ax[læol+lAlT+...
qui est convergente puisqu'on suppose | To [+ |A]<R. On peut donc faire la somme des éléments du tableau (17), soit par lignes, soit par colonnes. En faisant la somme par colonnes, on retrouve /(49+ h); en faisant la somme par lignes horizontales, le résultat est ordonné suivant les puissances de À et les coefficients
"II 2 Dee ce 1 J' (To) de , k?, ... sont respectivement f’(xs), AU A Nous pou-
vons donc écrire, en supposant |A[<R—}x,|, Re He h' re (9) ro + À) = (ro) + = Pro) ++ EP (ro) +
La formule (19) s'applique certainement dans l'intervalle de Zoo -R+|xlèzo+R—]|x|, mais il peut se faire que la série qui est au second membre soit convergente dans un intervalle plus étendu. Considérons par exemple la fonction (+ x}*, où man'est pas un nombre entier positif ; le développement suivantles puissances de x est valable de 3 = — 1 jusqu'à x = +1. SORT, une valeur de æ comprise dans cette intervalle, nous pouvons écrire
Qi+æ)=(i1+aotr—m)"=(t+2)"[i+ 23], ou À ner A I+ ZX)
et développer (1+ 3)" suivant les puissances de 3. Ce nouveau développement sera valable pourvu que | 3 |<Z1, c’est-à-dire pour les valeurs de x comprises entre — 1 et 1+ 229. SI do est positif, le nouvel intervalle est plus grand que le premier (— 1, + 1) et, par conséquent, la nouvelle formule permettra de calculer la valeur de la fonction pour des valeurs de la variable situées en dehors de l’intervalle primitif. En approfondissant cette remarque, on est conduit à une notion extrémement importante, celle du prolongement analytique, dont nous réservons l'étude pour le
Volume suivant.
Remarque. — Les propriélés élablies pour les séries ordon-
nées suivant les puissances positives d’une variable + s'étendent évidemment sans difficulté aux séries ordonnées suivant les puissances positives de x — a et, plus généralement, aux séries ordonnées suivant les puissances positives d'une fonction continue quelconque e(x); il suffit de les traiter comme des fonctions composées, la fonction intermédiaire étant o(æ). Ainsi, une série L 4 s ie [ ordonnée suivant les puissances positives de = est convergente F4 pour les valeurs de x dont la valeur absolue dépasse une certaine limite, et représente une fonction continue pour toutes ces valeurs
de la variable. Considérons, par exemple, la fonction ÿx2— à, que , Ê (42 2 A nous pouvons écrire + æ(i— £) ; pour des valeurs de x dont ;
n. rs a \? : } la valeur absolue est supérieure à Va, (i _ &) peut être déve- ‘ :
; à à I ; "08e loppé suivant les puissances de 3 et l’on obtient ainsi la formule
qui donne le dévelobÿpement de ÿ/x?— a, lorsque æ est > Wa. Lorsque x << —(/a, la série est encore convergente et a pour somme —/x— a. Cette formule peut servir à trouver le déve-
loppement de la racine carrée d’un nombre entier, lorsque lon connaît le carré parfait immédiatement supérieur.
-186. Fonctions majorantes. Les propriétés déjà démontrées établissent une grande analogie entre les polynomes et les séries entières. Etant données plusieurs séries entières /, (x), [2(23% fa(æ), Soit(—r, +r) la plus petite des régions de convergence de ces séries ; pourvu que | x|< 7, ces séries sont absolument con vergentes et l’on peut les combiner par addition et multiplication, comme des polynomes. D'une façon générale, tout polynome 5 ©
entier en-f,(x), fa(x), ..., fa(æ) peut être développé en une série entière convergente dans le même intervalle.
Pour étendre ces propriétés, nous définirons d’abord certaines
Ft ; expressions, qui seront employées par la suite. Soient f(x) une série entière | JT) = dot tr + ar +. .+a,ar+.
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et (x) une autre série entière convergente dans un intervalle convenable
p(T) = ao + MT + dl +,,.+ ant +...,
dont tous les coefficients à; sont positifs. On dit que la fonction o(x) est majorante pour la fonction f(x) si chacun des coefficients &, est supérieur ou au moins égal à la valeur absolue du coefficient correspondant de f(x)
| &o | < %o, | ai | So, SES, lan |£Ans .….;
d’après une notation proposée par M. Poincaré, on indique ainsi cette relation entre les deux fonctions f(x) et o(x) :
L'utilité des fonctions majorantes dans les raisonnements tient à la propriété suivante, qui est une conséquence immédiate de la définition : Soit P,(@o, &i, ..., ax) un polynome dépendant des » +1 premiers coeflicients de f(x), et dont les coefficients sont réels et positifs; si l’on remplace dans ce polynome @, &, ..., an par les coefficients correspondants de la fonction majorante ©(æ), on a évidemment
PRG arr} P Cao, 1, ::., An).
Par exemple, si p(æ) est une fonction majorante pour f(x), la série qui représente [ o(x) [? sera majorante pour | f(x) ACER en général, [o(x) |? sera majorante pour [f(æ)]". De même, si © et w, sont des fonctions majorantes pour f et f, respectivement, le produit 6®, sera une fonction majorante pour ff1, ....
Étant donnée une série entière /(æ) convergente dans l’intervalle (— R, + R), la recherche d’une fonction majorante est un problème d’une grande indétermination. Mais il ÿ à intérêt, pour la suite des raisonnements, à choisir une fonction majorante aussi simple que possible. Soit r un nombre positif inférieur à R, mais aussi voisin de R qu’on le voudra. La série étant absolument convergente pour æ—7, soit M la borne supérieure de la valeur absolue des termes de cette série ; on a, quel que soit A,
M [an | = An£—:
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4 À M’ M NÉSPMA ER + = — r: été
est donc une fonction majorante pour /(x); c’est celle dont on se sert le plus souvent. Lorsque la série f(x) ne présente pas de terme constant, on peut de même prendre pour fonction majorante la fonction
Où peut prendre pour 7 un nombre quelconque inférieur à R, et il est clair que le nombre correspondant M diminue en général avec 7, mais ne peut jamais être inférieur à AÀ,, si A4 n’est pas nul. Lorsqu'il en est ainsi, on peut toujours trouver un nombre
ositif o < R, tel que la fonction soit majorante pour f(x). P | dl q J P
En effet, soit à ME æ!
M+M-+<M= +... +M— +...; 7 r'* que oùM>> A,,une première fonction majorante. Prenons un nombre 0
TPE ArAS AS inférieur à 7° > °n peut écrire, en supposant n 2 1,
DINCIL \ a—1 [anpt|= arr | x (8) <MÊ(E) 4 ' FT el par suite | an p° [<< A5; d’ailleurs, on a [as] = A. La série x? HAL À 0 + À 6 — + Ao— +. An
est donc majorante pour f(æ); cette propriété nous servira tout à l'heure. Plus généralement, on peut prendre pour M un nombre quelconque supérieur ou au moins égal à A4. |
On verra de la même façon que, dans le cas où a; — 0, on peut prendre pour fonction majorante une expression de la forme
où est un nombre posiuf arbitraire.
Substitution d’une série dans une autre série. Soit
(20) 5 f(Y)= + y +...+anyi+...
une série ordonnée suivant les puissances d’une variable y, et
convergente pourvu que l’on ait [y |<CR. Soit, d'autre part,
(21) Y=op(r)=bo+bir +... .+<b,æn+...
une autre série convergente dans l'intervalle de — 7 à + r. Imaginons qu’on remplace, dans la série (20), y, y?, 7°, ... par leurs développements en séries ordonnées suivant les puissances de x, déduits de la formule (21); nous obtenons de cette façon un tableau à double entrée
(22) &o+ io + a2bè +...+ An0G +...
+ &410,% +92a0ob:1x +...+ nan 0 l bix +...
ir dy ba æ? + a}(b5+2bob:)x?+. .
et nous allons chercher si ce tableau à double entrée peut être absolument convergent. Il faut d’abord que la série obtenue en prenant les termes de la première ligne, c’est-à-dire
do + di bo + ab +..
soit absolument convergente, ou que l’on ait | b, | <R. Cette con-
dition est suffisante. En effet, si elle est remplie, on peut prendre pour fonction majorante de o(x) une expression de la
forme
nt A L . ?’ L] r Où m est un nombre positif quelconque supérieur
à |b |, et où p << 7 ; on peut donc supposer que l’on a pris nm <RK. Soit R/ un nombre positif compris entre » et R ; la fonction f(y) admet elle-même pour fonction majorante une expression de la forme
ie LE nl Nr Meur JU É M Me Le
É 2 NE m ; Si dans cette dernière série on remplace y par = et quon
P développe les diverses puissances de 3 suivant les puissances
croissantes de x par la formule du binome, on obtient un nouveau tableau à double entrée
(1m) m \" MOT m\rr
dont tous les coefficients sont positifs et supérieurs aux valeurs äbsolues des coefficients correspondants du tableau (22), car un coefficient quelconque du tableau (22) se déduit des coefficients @,; Ai Ans +.., Do, Vi, O2, +.., par des additions et des multiplicaæ tions seulement. Si donc la série double (23) est absolument convergente, il en sera de même & fortiort de la série double (22). S1 dans la série (23) on remplace x par sa valeur absolue, il faudra; pour que le tableau soit convergent, que les série obtenues en prenant les termes d’une même colonne soient convergentes, c’eslà-dire que l’on ait] x | < p. Cette condition étant remplie, la somme des termes de la (n + 1)iéme colonne est égale à
mn n
RO
et il faudra en outre qu'on ait aussi
c’est-à-dire
It (24) le(s):
La dernière inégalité (24) entraînant la précédente |x |; il s'ensuit qu’elle exprime la condition nécessaire et suffisante pour que la série double (23) soit absolument convergente. La série double (22) sera donc aussi absolument convergente pour les valeurs de x satisfaisant à cette condition; remarquons que toutes ces valeurs de x rendent convergente la série o(x), et que
Il. — SÉRIES ENTIÈRES À UNE VARIABLE. 461 la valeur correspondante de y est moindre que R’ en valeur absolue, car les inégalités m [EURE m
Far OR EE
entraînent l'inégalité [#(x)|[ << R'. Si l’on fait ia somme de celte
série (22) en ajoutant par colonnes, on trouve a+ a p(r)+ aofp(æ)l+...+aulp(æ)+...,
c’est-à-dire f[ o(x) ]; au contraire, si l’on ajoute par lignes horizontales, on obtient une série ordonnée suivant les puissances croissantes de +, et l’on peut écrire
25) D(T)]=Co+ ar + CT +... + CnT es.
les coefficients Co, Ci, C», ... s'exprimant au moyen des coelfi- _cients des deux séries par des formules faciles à établir
Co== do + G109+ G2bè+...+ anbG+..., (26) = db1+2a@bib5+...+nanbg tbi+..., « Co = Ai O2 + &(b?+ 2b6ba) +...,
DT ele NU NT CPI INRP ae; ele e eee KeL dre, à 8
La relation (25) n’est établie que pour les valeurs de æ qui satisfont à l'inégalité (24), mais ce n’est là qu'une limite inférieure de l'intervalle où cette relation est applicable. Il peut se faire quelle subsiste dans un intervalle beaucoup plus étendu. C’est une question dont la solution complète exige l'étude des fonctions d’une variable imaginaire et qui sera reprise plus tard.
Cas particuliers. — 1° Le nombre R’ qui figure dans l’inégalité (24) pouvant être supposé aussi Voisin de R qu’on Île veut, il s'ensuit que la formule (25) s'applique pourvu que lon
it | 7, Cela posé, si la série (20) est convergente Dior ): a posé, série (20) 2 quel que soit y, on peut supposer R infini, et p aussi voisin der qu’on le voudra. La formule (25) sera donc applicable pourvu que
l'on ait [æ|<7, c’est-à-dire dans le même intervalle que la for-
mule (21). En particulier, si la série #(x) est convergente quel que soit æ, comme /(y), on peut aussi supposer 7 infini, et la formule (25) subsiste quel que soit +.
2° Lorsque le terme constant b, de la série (21) est nul, on peut prendre comme fonction majorante de (x) une expression de la
forme mt
Ï — — P Où o <[ 7, In pouvant être quelconque. En raisonnant comme dans le cas général, on démontrera que la formule (25) est applicable, pourvu que l’on ait
FRS
KR’ étant aussi voisin de R qu'on le voudra. L’intervalle fourni par celte dernière inégalité est plus étendu que celui qui est donné par la condition générale (24).
Ce cas particulier se présente fréquemment dans la pratique. L'inégalité [D | <R est alors satisfaite d'elle-même, et le coefficlient €, ne dépend que de’ Lu, 008, ER
Le _ me. 2 n Co= do, C1 = ax, C2= &02+ a2a?, +.) Cn= dün+...+ an 1°
Exemples. — 1° Cauchy a montré qu’on pouvait déduire la formule du binome du développement de log(1 + æ). On peut écrire en effet
r2 (1 D met 20 a — etlos(1+x) — by — 1 + A Es Par: EN I 15% en posant “A T°
3 sk = ulet+a=u(f Tir.)
ce qui donne, en substituant le second développement dans le premier,
| x %? ai RIRE x? x 2 G+z}M=rit+u = —— + — es | + — —— + ess) HN I D ROM 2 3
Il est clair qu’en ordonnant le second membre suivant les puissances de +, on obtient pour coefficient de +? un polynome de degré n en y, soit P,(11). Ce polynome doit s’annuler Pour H=—=0, 1,2, .. 72 jets réduire à l’unité pour un = n, ce qui suffit à le déterminer
P Mép—u1), m(u—r+r
nL —= ° learn
2° Soit z = (1+ x)", æ étant compris entre —1 et +1. On peut écrire VAT
2 SIL Re nn.
‘ Il. — SÉRIES ENTIÈRES A UNE VARIABLE. 463 en posant I 4e x? EAL — —log(i+r)=i--+<— —...+(—i) Y æ s( ) D) 3 ( ) n+T
Le premier développement est valable quel que soit y; le second n'est valable que si [æ| <1. La formule obtenue en substituant le second développement dans le premier s’appliquera donc aux valeurs de æ comprises entre — 1 et +1.
En se bornant aux deux premiers termes, on a
al m2 Rnb
Lorsque æ tend vers zéro par valeurs positives, (1+æ)" tend donc vers e en croissant.
ASS. Division des séries entières. — Considérons d’abord l’inverse d’une série entière commençant par l’unité
[ RER ss no da ) 1 br + br? +...,
et convergente dans l'intervalle (— 7, +7). Posons
Pb br +..; on peut écrire f(æ)= = =1-y+p—ys+.,, Ru :
et, en substituant le premier développement dans le second, on obtient pour f(x) un développement en série entière
fCr)=t—bir F(bi— 0 )a+..,
qui est valable dans un certain intervalle.
On développerait de même l'inverse d’une série entière quelconque commençant par un terme constant différent de zéro.
Soit maintenant à développer le quotient de deux séries entières convergentes
) A+ MT + Aa +... .
PT
V/2 U(x) [2 bo + bix + bonè+..,
S1 bo n'est pas nul on peut écrire
Fat = (Go+ dr + a+...) X RE EE Y(æ) d + Vo biz + bia +...
et, d’après le cas que nous venons de traiter, le second membre est le produit de deux séries entières convergentes ; le quotient peut donc se mettre sous forme d’une série entière convergente pour des valeurs de x voisines de zéro
A+ AT + AL
——— >; —= Cp+ CE + CoN +...
by + O1 x + b2ax?+..,
En chassant le dénominateur et égalant les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres, on obtient les
relations suivantes
an = biche bites EE es (RE OS ER
qui déterminent de proche en proche les coefficients co, €, ..., en. On remarquera que ces coefficients sont précisément ceux que l’on obuendrait en effectuant la division des deux séries par la règle ordinaire de la division de deux polynomes ordonnés suivant les puissances croissantes de x. |
Lorsque b, — 0, le résultat est différent. Supposons, pour plus de généralité, d(æ) = xk4,(x), k étant un nombre entier positif, et Ÿ,(x) désignant une série entière où le terme constant est diffé rent de zéro.
On peut écrire *
— F PIE SRE TER, Y(æ) æk Yi) et, d’après ce qu’on vient de voir, on a
> à nes = C++ UE... + cpami ti co + CDR Ji
On en déduit
le quotient est done égal à la somme d’une fraction rationnelle, qui devient infinie pour x — 0, et d’une série entière qui est convergente dans un certain intervalle autour de l'origine.
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Remarque. — Pour calculer les puissances successives d’une série entière, il est avantageux dans la pratique d’opérer comme il suit. Si dans l'identité
(di +ar+...+anxi+.. TE) Ch Ci EE CB Eee,
on prend les dérivées logarithmiques des deux membres et qu'on chasse les dénominateurs, on parvient à une nouvelle identité
(29) M(ai+2@2T +...+ An A TL+,..) (co + CT +... + end +...)
= (dot diT +...+ anxt +...) (Ci + 2000 +... + On DE.)
Il est facile de former les coefficients des diverses puissances de æ dans les deux membres, et, en égalant les coefficients des mêmes puissances, on à une suite de relations qui déterminent de proche en proche c1, C3, +.., Cn, «.., CONnaissant Co. Or on a évidemment co — ar.
159. Développement de Pire — Proposons-nous de déve- Vi—2zxs + 232
lopper
suivant les puissances de z. En posant y — 2%3 — z?,
on peut écrire, pourvu que [y | 1,
4 RAODUEE F = (1— y) D JU +, a à c'est-à-dire il DU — 2° 3 (30) © = I — + (273 — 2} +...
VI— 2x3 + 2? 2 ë
et, en réunissant ensemble tous les termes qui sont divisibles par une même puissance de 3, on obtient un développement de la forme
(31) Pot Pizs+P;s+.. + P,zr+..., Vi— 2% + 3° où ala 342— I Par =, dessu: ..)
P, étant un polynome de degré n en x. Ces polynomes se déterminent de proche en proche par une loi de récurrence. En différentiant la formule précédente par rapport à 3, il vient en effet
VERS sr P;+2P:3 SE RP n are: CE]
19 les
ce qui peut s’écrire, en tenant compte de la formule (31) elle-même,
C3) (Po+ Pis +...+ Pist+...)= (1 —- 203 + 3)(Pi+oaP,sz +...)
CL
égalons les coefficients de 37? dans les deux membres, et nous trouvons la relation de récurrence
(n+i)Prn=(2nr+1)rPr— nl.
Or cette relation est identique à celle qui lie trois polynomes de Legendre consécutifs (n° 90), et l’on a Po = Xo, Pi = X1, Ps = X2Ona donc quel que soit x, et la formule (31) devient
DR te =1+ X13+ Xo3+.,,.+ X,zt+,.., Vi—2xz +2? |
XA étant le ni°% bolynome de Legendre
XX, — : da” 2 n ù RÉ mER er Trail el
On verra plus tard dans quel intervalle cette formule est applicable.
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190. Région de convergence. — Considérons d’abord une série entière (33) à Ann X/" ve
dont tous les coefficients À,, sont positifs, et où les variables X et Ÿ ont elles-mêmes des valeurs positives. Il est clair que si la série est convergente pour un système de valeurs positives X,, Y,, elle sera convergente pour lout système de valeurs (X, Y} él qu'on ait X£X,, Y£Y,. Au contraire, si la série (33) est divergente pour les valeurs X5, Y,, elle sera «& fortiori divergentessi l’on a à la lois XZ X,, Y 2 Y,. En d’autres termes, si la série (33) est convergente pour les coordonnées d’un point M situé dans l'angle XOY, elle est aussi convergente pour tous les points situés à l'intérieur ou sur les côtés du rectangle OPMQ (fig. 32); aù contraire si la série est divergente pour les coordonnées du point M, elle est divergente en tout point situé à l’intérieur ou sur les côtés de l’angle droit P.MQ"’.
Cela posé, considérons une demi-droite indéfinie OL, dans l'angle XOY, et un point » décrivant cette demi-droite à partir de l’origine. Les coordonnées de ce point m, et par suite tous les
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termes de la série (33), où Ay»» n’est pas nul, vont en croissant lorsque le point » s'éloigne de l’origine. Il y a donc sur la droite OL un point séparatif M tel que la série (33) est convergente pour tout point du segment OM compris entre l’origine et le point M, et divergente pour tout point de OL au delà du point M (!)
1° 9 Pres3a.
Co nme cas particuliers, il peut arriver que le point M soit à Porigine; la série (33) est alors divergente pour tout point non situé sur l’un des axes OX où OY. Sile point M est rejeté à l’infini, la série (33) est au contraire convergente quels que soient X et Ÿ, c'est-à-dire dans tout l’angle XOY.
Laissant de côté ces deux cas extrêmes, sur chaque demi-droite OL située dans l'angle XOY nous avons ainsi un point M, dont la distance à l'origine varie d’une manière continue avec le coefficient angulaire À de cette droite. Soit en effet OL/ une demi-droite voisine de OL (fig. 32). La série (33), étant convergente en tout point du segment OM, est convergente en tout point situé à l’intérieur du rectangle OPM Jet, par suite, entout point dusegment OR, Au contraire, la série (33), étant diversente en tout point de ML, est aussi diver:ente en tout point le SL. Le point séparauf M’ de la demi-droite OL est donc un point du segment RS, el par conséquent ce point M! vient se confondre avec le point M lorsque OL vient se confondre avec OL. Le lieu décrit par le
(*) Si À est le coefficient anjulaire de la droite OL, l’abscisse du point M est
: ee : HR ., l'inverse de La plus grande des limites de l'ensemble des nombres VA, À4, où R= p+q(LeuaRre, Bulletin des Sciences mathématiques, 1856, p. 286).
point M lorsque la demi-droite OL décrit l’angle XOY est une courbe F qui sépare cet angle XOY en deux régions distinctes, une région intérieure (1) et une région extérieure (E). Un point »” est dans la région ([) si ce point est situé entre l’origine et le point séparauf M de la droite Om, et il est dans la région (E) dans le cas contraire. Il résulte de la définition même de cette courbe F que la série (33) est convergente en tout point de la région () et divergente en tout point de la région (E). En un point de la courbe séparatrice F la série peut être convergente ou divergente suivant les cas.
Cette courbe séparatrice F peut avoir des formes très diverses, suivant la série considérée. [1 résulte seulement du raisonnement fait plus haut que l’ordonnée d’un point de cette courbe ne peut augmenter lorsque l’abscisse augmente et inversement. Pour voir ce qui arrive lorsque OL tend vers OX, il suffit de remarquer que l’abscisse du point M ne peut décroître et que l’ordonnée de ce point ne peut augmenter; y tend donc vers une limite, tandis que x peut tendre vers une limite ou augmenter indéfiniment. La courbe F peut donc aboutir à un point À de OX, ou avoir une asymptote parallèle à OX, qui peut être l’axe lui-même. Remarquons seulement que, lorsque la courbe l'aboutit à un point AdeOX, la série (33) n’est pas forcément divergente pour tout point de l'axe OX au delà du point A. Il est clair que tout cela s'applique" aussi à l’axe OY.
rs XmVYnr : É :
Exemples. — 1° La série £M —— est convergente si l’on a à la fois abrn M X<a, Y <b,et dans ce cas seulement, et a pour somme 7 CRTC CR 1— — 1 +
La courbe F est formée ici des deux côtés d’un rectangle parallèles aux axes: 2° La série double
mn)! XmYn M trs DLEET M m!n! ar bn P Y I—(—+— a b
> nie ee, est convergente si l’on a = M pod La courbe T est ici-un segment de
droite compris entre les deux axes OX, OY.
3° La série double E A,,, X” Yr, où l’on a A ym= 1, êt A mn = 0 (pour mn), n’est convergente que si l’on a XY 1. La courbe F estune branche d’hyperbole asymptote aux deux axes.
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24 Y\n MENT,
See D
4° La série
où les indices m et n varient de un à ++, cst convergente à l'intérieur du même rectangle que la série du premier esemple et en outre en tous les points des axes OX et OY. Lorsque la demi-droite OL tend vers OX, le point M de OL tend vers le point d’abscisse « de OX tandis que le point séparatif de OX est rejeté à l'infini.
5° La série Zn '!X*Yzest divergente en tout point non situé sur les axes.
191. Propriétés des séries entièrés. — Prenons maintenant une série entière à coefficients quelconques
(34) Fier) = D am" yr, m,n Dont, la. X—=}|x|, Y —|y|. La série des valeurs
absolues (33) est convergente si le point de coordonnées X, Y
se trouve dans la région (1) qui vient d’être définie et dans ce cas seulement. Par suite, la série (34) est absolument convergente si le point de coordonnées (x, y) se trouve dans la région du plan (D) limitée par quatre courbes égales à la courbe séparatrice F, l’une étant la courbe T elle-même et les autres s’en
déduisant par symétrie ( fig. 33).
En un point extérieur à la région (D), non situé sur les axes, la série (34) n’est pas absolument convergente. On ne peut la transformer en une série convergente, quel que soit l’ordre dans lequel on range les termes. Soient, en effet, x,5, yo les coordon-
nées d’un point extérieur à D, et non situé sur les axes; la valeur
absolue du terme général de la série EG mn Ty
(247: A ÿo ne peut étre bornée. Si l’on avait, en effet,
AmnXQ << M,
quels que soient » et nr, M étant un nombre fixe, on en conclurait que le terme général de la série (33) est plus petit XmVYn
[To [re | Vo je qui est convergente pour X <|x, k, Y]7,|l. Le point deco
que M
» c'est-à-dire que le terme général d’une série
données |x,|, |y,| ne peut donc être extérieur à la courbe P, et, par conséquent, le point (+5, Yo) ne peut être extérieur au domaine D. En un point de la courbe qui limite ce domaine, la série (34) peut être convergente ou divergente, comme la série (33) elle-même.
Soient a, b les coordonnées d’un point de (D) à l’intérieur de l’angle æO7y. La série (34) est uniformément convergente à l'intérieur du rectangle MM'M’M" [ormé par les quatre droites = + a, y—=:#b et, par conséquent, F(x, y) estrune fonction continue des variables x et y dans ce rectangle. Il s’ensuit que F(x, y) est une fonction continue en tout point de D: en effet, étant donné un point quelconque m de ce domaine, ilest clair qu'on peut trouver dans D un autre point M tel que m soit à l’intérieur du rectangle tel que MM'M"M”.
En différentiant terme à terme la série (34) par rapport à &ou par rapport à y, on obtient deux nouvelles séries
Fix, y) ZNS MA mn LM AVR,
F;(x, Y)= à Ann Le" y,
qui admettent le méme domaine de convergence que ‘@& série (34). Il suffit de démontrer que la série Ÿ M À nn NTM
NT, 7è
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par exemple, admet la même courbe séparatrice F que la série (33).
La démonstration, loute pareille à celle du n° 183, comprend deux parties :
19 Si la série SEmA»,X"71Y' est convergente, il en est de meme de série ZA, XT1YŸ et, par suite, de la série (33);
20 Inversement, si la série ZA, XŸY® est convergente, la série EMA» X71 Y" esl convergente DOUTE NE XT ATESS
Supposons, en effet, que l’on ait, quels que soient mn et n,
Ann X59 YG << M;
on en déduit l’inégalité
Ï m—1 /VY\n D pie AY ie ( ) (x) ;
Xo Lx
et le second membre est le terme général d’une série double convergente dont la somme est
M I X9 (; =) (— ot : Xo, v)
Si l’on ordonne les deux séries F(x, r»)et F,(x, y) par rapport
aux puissances croissantes de +, on a, en considérant y comme constant, deux séries entières en +, et d'après la facon dont la seconde série se déduit de la première, on a
oF Fi(x,y)= —:
EE Pour la même raison, on a aussi R 0F Fo(æw,y) = Fe
Plus généralement, la série (34) peut être ditférentiée terme à terme un nombre quelconque de fois dans le domaine D. Ainsi, ns à x on+nK la dérivée partielle =———
JA yA dont le terme constant est mln!la»,; les coefficients a», repré-
sentent donc, à des coefficients numériques près, les valeurs des
est égale à la somme d’une série double
dérivées partielles de la fonction F(x, y) pour x =y=o, et la
formule (34) peut encore s’écrire
( on-+n )
x dy
€7%) Her) Dr PUS
CON SRE EU
ce qui montre, remarquons-le en passant, qu'une fonction de deux variables ne peut être développée en série entière que d’une seule façon. Si l'on groupe ensemble tous les termes de la série double du même degré en x et y, on obtient une série ordinaire
(54) F(r, J)= %0+pi+ pit... Ho +,
£a élant un polÿnome homogène de degré n en x, y, que l’on pèut écrire, sous forme symbolique,
: I oF ÔF \(#), ANA E (rS ir) ?
ce développement est donc identique à celui que fournirait la formule de Taylor (n° 29).
Soient (#5, Y») les coordonnées d’un point de D, et r, p les coordonnées d’un point de la courbe F, telque | 21e 0 | . Prenons dans D un point voisin (x5,-+ h, y + k), tel qu'on ait
[tol+ TA <r, à 11e PER A l'intérieur du rectangle formé par les quatre droites | |}, la fonction F(x, y) peut être développée en série entière ordonnée suivant les puissances de æ — #4 et y — yo
æ = ZX E[r— ||],
PORC TRS
dg+nK nr a (36) F(ro+h, yo+ LE e=: s
| moy" °mln!
On le démontre en remplaçant, dans la série double > Amn(To + IDLTGTES k)",
chaque terme par son développement, suivant les puissances de À et de #, et observant que la nouvelle série multiple est absolument convergente, sous les hypothèses qui ont été faites. En ordonnant cette nouvelle série suivant les puissances de h et de Æ, on arrive précisément à la formule (36).
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Les raisonnements et les théorèmes précédents s'étendent sans difficulté aux séries entières à un nombre quelconque de variables. Étant donnée une série entière à n variables æ,, Æo, ..., Zn, il existe, en général, une infinité de prismatoides définis par des conditions telles que
0 { à PA Ed ati x), — DŸ Lo Ta LOIS, — D <L'En LL
tels qu’à l’intérieur de l’un d'eux la série entière F(%,, Ze, ..., Wa) soit absolument convergente. Elle représente une fonction continue dans ce domaine et peut être différentiée terme à terme un nombre quelconque de fois.
192 Fonctions majorantes. — Étant donnée une série entière à n variables f(x, y, 3, ...), nous dirons qu'une autre série à n variables w(x, y, 5, ...) est majorante pour la première, si un coefficient quelconque de w(x, y, 3, ...) est posiuf et supérieur à la valeur absolue du coefficient correspondant de TARA ES DT
Le raisonnement du n° 191 repose en réalité sur l'emploi d’une fonction majorante; si la série der est convergente
pour æ — 7°, y —p, la fonction
: à M ES e æ \ na V\ n >)
où M est supérieur à tous les termes de la série Efamnr”0"|, est o |;
une fonction majorante pour la série Zamn£"y". La fonction
SCORE
est aussi une fonction majorante; car le coefficient de x”y”
dans d(æ,y) est égal au coefficient de ce même terme dans TT 2 min À : : ; RE M (- Re) et, par conséquent, est au moins égal à celui
de "y" dans w(x, J').
De même, étant donnée une série triple
CE, VY, 4) = Éamnpt"Y" zP,
si elle est absolument convergente pour #=7r, y =7, 2
r, 7, r” étant trois nombres positifs, elle admet pour fonction . majorante une expression de la forme
D Fo \ tr bi * Ji
qu'on peut remplacer encore par l’une quelconque des suivantes :
M M POSER DR TR ET Ce À DT BR RS 7 CE r 1 73 7 Jù 7:
Lorsque f(x, y, 3) ne renferme pas de terme constant, on peut prendre aussi pour fonction majorante l’une ou l’autre des précédentes, diminuée de M. |
Le théorème sur la substitution d’une série entière dans une autre série entière (n° 187) s'étend aux séries à plusieurs variables. St, dans une série entière convergente à p variables y Pas +, Vp, 0R remplace ces variables par p développements | en séries entières à q variables Li, La, ..., Lg, NE DI'ÉSER (ANT pas de termes constants, et convergentes, le résultat de 1 substitution peut étre mis sous forme d'une série entière … ordonnée par rapport aux puissances \deL r\n Les 0 pourvu que les valeurs absolues de ces variables soient inférieures à certaines limites. |
La démonstration étant la même, quel que soit le nombre des
variables, nous nous bornerons, pour fixer les idées, au cas particulier suivant. Soit
(37) tre Zanny "2% . Le
une série entière convergente pourvu que l’on ail SR, |31SR2 5 P I % ; 3 soient d’autre part
(38) Y=bir+birt+,,. + b,gn,,
ICI T Cat CREUSE 1 deux séries, sans Lerme constant, convergentes dans un certain intervalle. Dans un terme quelconque de la série (37) remplasons y el z par leurs développements en série (38); nous obte- 8
nons pour y”z" une nouvelle série entière en æ, et la sèrres
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double (37) est remplacée par une série à triple entrée dont tous les coefficients se déduisent des coefficients &ämn, On, Cr par des additions et des muitiplications seulement. Il s’agit de montrer que cette série à triple entrée est elle-même absolument convergente pourvu que la valeur absolue de æ ne dépasse pas une certaine limite, et qu’on peut par conséquent l’ordonner suivant les puissances croissantes de la variable. Remarquons, pour cela, qu’on peut prendre pour fonction majorante de F(y,3) la fonction
2 Ra Ole M Pare nt g Nu (39) P(Y,3)=- =: M(X) (+)
MS, \ R : (: *) ( K
pour fonctions majorantes des deux séries (38) respectivement. Un terme quelconque de la série à triple entrée en question est plus petit en valeur absolue que le terme correspondant de la série à triple entrée déduit de la même façon de la série double
M NS N X2 : Bu LNX | N'X2 | NAS Dr (— D SAME) re A te Ne
où X — |x|. Pour que cette série triple soit convergente, il suffit
que la série double
EC mnt ne -s/i N=- N'= r 7°
es] EE
soit convergente, c'est-à-dire que l’on ait à la fois
R ë R' X 1 ——# XL ———— 0 COR AN RON Remarque. — Le théorème est encore vrai lorsque les sé-
ries (38) renferment des termes constants Ÿ, et co, pourvu qu’on
ait|D | <R, |co| LR’. On peut, en effet, remplacer le dévelop-
pement ( 37) par an développement ordonné suivant les puissances de y == 6, ét'desec, (n° 191), et l’on est ramené au cas qui vient d’être traité.
COURBES ET SURFACES ANALYTIQUES
193. Fonction implicite d’une variable. —— On a déjà établi. (p. 81 etsuiv.) l'existence des fonctions implicites, sous certaines conditions de continuité. Lorsque les premiers membres des équations considérées sont développables en séries entières, on arrive à des résultats plus précis, que nous allons maintenant exposer.
Soit F(x, y) — o une équation où le premier membre peut étre développé en série convergente, ordonnée suivant les puissances croissantes de x — x, Y — Jo; Celle série ne présentant pas de terme constant, et le coefficient de y —y n'étant pas nul. Cette équation admet une racine, el une seule, qui tend vers Yo lorsque x tend vers To, et celte racine peut étre développée en série entière ordonnée suivant les puissances de try
Afin de simplifier les calculs, supposons Ty= Yo —=0, ce qui revient à déplacer l’origine. En isolant dans un membre le terme du premier degré en y, on peut écrire l’équation proposée
(41) Y'= (te, y) = ox + A0? + A1 EY + pa? +. a
les termes non écrits étant d’un degré Supérieur au second. Nous allons d’abord montrer qu'on peut salsfaire formellement à l'équation (41) en remplaçant 3 par une série
(42) TT NE CE Le UN
et en opérant sur le second membre comme si cette série était convergente. On trouve, en effet, en identifiant les deux membres, après la substitution effectuée, les conditions
Ci — io, 2 = so Ari Cie rGop2c?, sie
d’une manière générale, c} s'exprimeau moyen des coefficients &,y, Où + KA£n, et des coefficients précédents €,, C2, par des additions et des muluiplications seulement, de sorte que nous
pouvons écrire (43) Can = Pa(@io, Go, Gi, +++, don);
P, étant un polynome dont tous les coefficients sont des nombres entiers positifs. La légitimité des opérations précédentes sera éta- _blie, si l’on démontre que la série (42) ainsi obtenue est convergente pour des valeurs de x suffisamment petites. On se sert pour cela d’un artifice très général, dont la première idée est due à Cauchy, et qui repose sur l'emploi des fonctions majorantes. Soit CAC D EPS AL Le
une fonction majorante pour f(æ, y), où l'on a bi — bo —0, et où Omn est positif et au moins égal à [dmn|; si l’on considère l'équation auxiliaire
(41) Voir eZ t" Ya,
et que l’on cherche, comme plus haut, à satisfaire à cette équation en prenant pour Ÿ une série entière en #,
42°) MC Cri... + Cri +. .., on obtiendra de même, pour les coefficients C1, GC, ..., les valeurs
Ci = Oo, Ce = D20 + b11 Ci + Vos CŸ, EEE et en général
(43) Cu = Pn(b10; Dos +, bon).
La comparaison des relations (43) et (43) nous montre aussitôt que l’on a {c,| C,, puisque tous les coefficients du polynome P, sont positifs et que l’on a la. 10: Parsérief2) sera donc convergenle si la série (42!) est elle-même convergente. Or, nous pouvons prendre pour la fonction majorante o#(x, Ÿ) une expression de la forme
one”
AtRr ° étant trois nombres posiufs, el l'équation auxiliaire (41)
devient, en chassant les dénominateurs,
vi p?2Y M p° AR.
p+ M P+Mr-X Cette équation admet une racine qui est nulle pour æ— 0; cette racine à pour expression p? p? / 4M(o+<M) Nr = EL TMS 2(0 + M) 2(0 + M) Y Que Fr — x
la quantité sous le radical peut s’écrire ÆÙ D \ LA 2) Fe F1 ?
LRURS 1 en posant
le) 2 \ A — FI —— (= + 2 x) } et l’on a encore
ah 24 ARTS ÉTÉ EE ANT | = (-2) (1-2) À]
Cette racine Y peut donc être développée en série convergente dans l'intervalle (
2, +4); ce développement est forcément identique à celui que fournit la substitution directe, c’est-à-dire au développement (42'). Par suite, la série (42) est, a fortiori, convergente dans l'intervalle (— 4, + 4), mais ce n’est là qu'une limite inférieure de l'intervalle de convergence qui peut être beaucoup plus étendu.
D'après la facon même dont on a obtenu les coefficients cd est évident que la somme y de la série (42) satisfait à l’équation (41). Écrivons cette équation F(x, y)=y—/f(x, y)=0:; et soit y — P(x) la racine que nous venons d’obterir. Si l'on pose, dans F(x, y), y—=P(x) +3 et qu'on ordonne le résultat de Ja substitution suivant les puissances de æ et de 3, tous les termes doivent être divisibles par 3, puisque ce résultat doit être nul, quel que soit +, quand on fait z—0. On 2 do
quement Ffx, P(x)+z]=3Q(x,z),
Q(x,3) étant une série enlière en x et 3, et si l’on remplace maintenant 3 par y — P(x) dans Q(x, 3), on arrive en iéfinitive
ES
à l'identité
Hé nhe CrE (x) Qi(æ: x) le terme constant de Q, doit être égal à l'unité, puisque le coefficient de y doit être égal à un, et nous pouvons écrire
(44) F(x,y)=[y—P(x)](Gi+ax+8y +...)
Cette décomposition de F(x, y) en un produit de deux facteurs est due à M. Weierstrass. Elle met eu évidence la racine y = P(x); elle montre de plus qu’il n’y a pas d’autre racine de F(x, y) = 0 s'annulant avec æ, puisque le second facteur ne tend pas vers zéro lorsque x et y tendent vers zéro.
Remarque. — Pour déterminer les coefficients successifs du développement (42), écrivons l'équation proposée
RD Ari + cn D(x, np) + Crrtie.. + Dy?+..., A 0;
où P(æ, y) est une série entière en æ et y, et où les termes non écrits forment deux séries entières en æ et en y respectivement, dont l’une est divisible par æ?+1 et l’autre par y?. Le premier terme de la série cherchée est Ax” et,enposant y = z"(AÀ +3 ), il reste, après avoir divisé par +” les deux membres de l'équation (41”), une équation de même forme
ANIME LS di(T,. 2) +. ..;
le premier terme du développement de 3 est Aix, et par suite le second
terme de y est Ajæ*tm; il est clair qu'on peut continuer ainsi indéfiniment (1).
194. Théorème général. — Considérons maintenant un système de p relations entre p + q variables F; (Æ1, Da, s..) Lg: JTE A ÉRies 0:
RP OP CL Re re — (45) 9 (V1, Lo, > Las Vis Vas : > Hp) 0,
ACARE ZT Tag; V2, Ja; CRCSC AC) Yp) 10;
où les fonctions F,, F,, ..., F, sont nulles pour +; =yx—o et
(1) Quand on a obtenu ainsi un certain nombre de termes, on peut doubler Le nombre de ces termes par une division. [ Voir un article Sur le dével>ppement en série entière d’une branche de fonction implicite (Nouvelles Annales de Mathématiques, 1904).]
sont développables en séries entières dans le voisinage; nous sup- DPF, Es
D(Yy1, Ye; .. Y'p) n'est pas nul pour ces valeurs. Dans ces conditions, Les équa-.
tions (45 )admettent un système de solutions, et un seul, de la forme
posons de plus que le déterminant fonctionnel
Va = Pi dis La; ss La hs * Yp= Dh(T1, Toÿ: +.) 24),
Pis Po, ..., @ étant des séries entières en x, æa, Lqs QU S'annulent pour = rs Ne BrA0: |
Pour simplifier l’écriture, bornons-nous au cas de deux équa- Uons entre deux fonctions &w et + et trois variables indépendantes æ, y, z,
Fi=au+be + cx + dy +ez +...—=0,
46 J (46) l F=a'u+b'o+cr+d'y+ez+...=0.
Puisque le déterminant ab'— ba! n’est pas nul, par hypothèse, on peut remplacer les deux équations (46) par deux équations de la forme |
U = Eamnpqgr£" YA zPuIvr,
p = DopnpyrT yzPuIr,
les seconds membres ne renfermant pas de termes constants, ni de termes du premier degré en u et v. On démontre, de la même façon que plus haut, que l’on satisfait formellement à ces équations en prenant pour w et » des séries entières en PS À:
(48) u = Zoyyxiyhzl, pe = Zc;y;ai yhzt,
les coefficients cx, et c:,, se déduisant des coefficients na et Ünnpyr par des additions et des multiplhications seulement. Pour établir la convergence de ces développements, il suffit encore de les comparer aux développements analogues obtenus en cherchant à salisfaire aux deux équations auxiliaires
: - N D M (ES ee
M, 7 et p étant des nombres positifs dont on a déjà expliqué la signification. Ces deux équations auxiliaires se réduisent à une
La
équalion unique du second degré
| 2p+4M 2p0+—4M T—(T+HyY+s) qui admet une racine nulle DOUTE IN 6 0, Cette racine a pour expression pe T+Y+Z
Dh ton 4 1 Poe" Au AR CES RS?
4(o+—2M) 4(p+2M) PC dat ln
en posant EEE T: (5) .
Cette racine peut être développée en série entière convergente, , % tant que les valeurs absolues de x, y, 3 ne dépassent pas CE Les
séries (48) sont donc convergentes entre ces limites. |
Soient w, et », les solutions développables des équations (47). Si l’on pose u=u; + u', 0 = vi + o’ et qu'on substitue dans les équations (47), puis qu’on ordonne suivant les puissances de x, y, 3, u!, v!', tous les termes devront contenir uw! ou +’ en facteur. Il s'ensuit qu’en revenant aux variables +, y, z, u, v, les équations proposées peuvent s’écrire
(u—w)f +(P—vi)g =0,
(471) (u— ui) fi+(v—#i)p1=0,
f, ©, fi; ®1 étant aussi des séries entières en x, ÿ, 3, u, 4. Les solutions u—u,,/—#+9, sont ainsi mises en évidence; mais on voit de plus qu'il n’y a pas d’autres solutions s’annulant pour æ = y — 3 — 0. En effet, toute autre solution des équations (47°) doit annuler fo,—/f,; or, en comparant les équations (47) et (47/), on voit que le terme constant dans f et o, es égal à l'unité, tandis qu'il est nul dans f, et ©. On ne peut donc pas satisfaire à l'équation fo, —0f,— 0 en prenant pour uw et # des fonctions qui s’annulent pour =Yy—2:— 0.
Formule de Lagrange. — Soit
(49) J=a+xo(y)
une équation où la fonction @(y) est développable en série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de y — a, tant que la valeur
Es Le 31
absolue de y — a ne dépasse pas une certaine limite,
Cent o,
( p(Y)=v(a)+(y—a)e(a)+— p'(a) ES
FN d’après le théorème général du n° 193, cette équation admet une racine, et une seule, qui tend vers a lorsque x tend vers zéro, et cette racine est représentée, pour les valeurs de æ suffisamment petites, par la somme d’une série entière convergente
V= A +AT + GsT +.
Plus généralement, si f(y) est une fonction développable suivant les puissances positives de y — a, après y avoir remplacé y par le développement précédent, on aura pour f(y) un développement ordonné suivant les puissances de +, qui sera encore valable pour les valeurs de x comprises entre certaines limites, |
(50) f(Y) = f(a) + Ait + Aomi+.. LA,
Le but de la formule de Lagrange est précisément de donner l’expression des coefficients A:, A:, ..., A», ..., en fonction de a. Remarquons que ce problème n'est pas essentiellement distinct du problème général; le coefficient À, est, au facteur n ! près, la dérivée nième, pour æ=0, de f(y), J étant définie par l'équation (49), et cette dérivée peut être calculée par l'application des règles connues. Le calcul paraît compliqué, mais on l’abrège beaucoup, grâce aux remarques suivantes de Laplace. Les dérivées partielles de la fonction y définie par l'équation (49), par rapport aux variables + el a, sont données par les formules
Ô 0) Der =eu) Des ONE =;
on en déduit immédiatement la relation
ou ou (51) An Da
en posant u — f(y). D'autre part, F(y) étant une fonction quelconque de y, on vérifie Immédiatement par la différentiation que l’on a
(5rbis) lrne]-sfrosl.
car chacune des dérivées déveluppées a pour expression
Re et VMC. du OT AT EE AA ANNEE
Cela posé, nous allons montrer qu’on a, quel que soit le nombre entier n»,
our: o—1 n 4 dx — dant PC) =
La loi est vraie pour nr —1, d'après la formule (51); pour établir qu’elle est générale, supposons-la établie pour une certaine valeur de nr. On en déduit
on+iu on tou
dxr+1 Fÿ da-10x [20 | F
Mais on peut écrire, en utilisant les relations (5r) et (51/5),
0 d d ou ! JU r\n +1 ° alors] feuré]-2feors dl on a donc bien
d2+1 7 oo” nr 94 ou et aan 0e
et la formule est vraie pour toute valeur de n. Supposons maintenant æ = 0; y se réduit à a, u à f(a)et la dérivée nième de w par rapport à x devient
(En), = tetes (a)
La formule de Taylor nous donne donc pour le développement de f(y)
(52) f(r) se FE Tir
xt dn-
nn —Le(ay f'(a)] +.
Éfeta}f'(a)] re
Ta
Telle est la formule célèbre due à Lagrange; elle donne l’expression de la racine y qui tend vers a lorsque x tend vers zéro. Nous verrons plus tard entre quelles limites cette formule est applicable.
Remarque. — Il résulte aussi du théorème général que la racine y, considérée comme fonction de æ et de a, peut être représentée par une série double ordonnée suivant les puissances de x et de a. On obtiendrait cette série double en remplaçant chacun des coefficients A, par son développement suivant les puissances de a. On déduit de là qu’il est permis de différentier terme à terme la série (52) par rapport au paramètre a.
Exemples. — 1° L’équation
admet une racine égale à a pour æ — 0. La formule de Lagrange donne
pour le développement de cette racine
LA 1 /æ\? d(a?— 1}?
54 = ar (ar) + —|- |) ———— +...
(54) 4 4 ) (2) da É 1 T\ nm dn-1(a2— 1)" de \ ton :) dan—1 ane
d'autre part, en résolvant l’équation (53), on a pour expression des racines
I —————————…—…—…—…—_—— = HE =Vi—raz+a,
æ et, pour avoir la racine égale à a pour x = 0, il faut prendre le signe —. En différentiant par rapport à la variable a les deux membres de l’équation (54), on parvient à une formule qui ne diffère que par les notations de la formule (32) obtenue plus haut (n° 189).
2° L’équation de Képler
(55) u—=a+esinu
admet la racine u = a pour e — 0. La formule de Lagrange donne pour le développement de la racine qui tend vers a
et dn-1(sin” a) RL dan-1
. À Dar be Es (56) u—=a+esina+— —-(sin?a) +.,.+ Re 1.2 da Laplace a démontré le premier, par une analyse savante, que la série précédente est convergente pourvu que e soit inférieur à la limite 0,662743....
Inversion. — Soit
(97) V'= CAT Ya D 0 ET On LENS
une série convergente dans l'intervalle (— 7, + r), où le premier coefficient a; n’est pas nul. Si l’on considère dans l'équation (57) y comme la variable indépendante, et æ comme une fonction de y, cette équation admet, d’après le théorème général (n° 193), une racine et une seule qui tend vers zéro avec y, et cette racine est développable en série ordonnée suivant les puissances de y
(58) x = by + bay? + b3yi+.. + by yr +...
Les coefficients b1, d2, ba, ... se déterminent aisément de proche en proche en remplaçant x par son développement dans la formule (57) et écrivant qu’on a une identité. On trouve ainsi
on peut aussi obtenir l'expression générale des coefficients b, au moyen de la formule de Lagrange. Si l’on pose en effet
V(T)=G+aTt+...+ ant l+..., l'équation (57) peut s’écrire
MO
et la formule de Lagrange donne, pour le développement de la racine qui s’annule avec y,
I Li dnr-1 I nm De MATE MURS (5) |, +.
l'indice o indiquant qu’on remplace æ par o après les différentiations. Le problème précédent était connu autrefois sous le nom de problème du retour des suites.
197. Fonctions analytiques. — Nous appellerons par la suite fonction analytique toute fonction d’un nombre quelconque de variables æ, y, 3, ..., qui, dans le voisinage d'un système de valeurs æ9, Yo; 3o :--, peut être développée en série entière ordonnée suivant les puissances de Z — Zo, Y —Yos 3 — Z0 *-*) et convergente tant que les valeurs absolues de ces différences ne dépassent pas certaines limites (les valeurs z6, Yo; 50 pouvant d’ailleurs être soumises à certaines restrictions, que nous n’examinerons pas ici). De l’étude qui vient d’être faite dans ce Chapitre, il résulte que ces fonctions naissent en quelque sorte les unes des autres. Étant données une ou plusieurs fonctions analytiques, l’intégration ou la différentiation, et les opérations algébriques, telles que multiplication, division, combinaison par substitution, etc., conduisent à de nouvelles l'onctions analytiques. Il en est de même des fonctions obtenues par la résolution d’équations dont les premiers membres sont analytiques. Or, les fonctions les plus simples, comme les polynomes, l’exponentielle et les fonctions circulaires, étant analytiques, on s'explique aisément comment les premières fonctions étudiées par les géomètres ont été nécessairement des fonctions analytiques, et l'importance de ces fonctions apparaîtra encore mieux dans l’étude des fonctions d’une variable imaginaire et des équations différentielles. Mais, malgré le rôle fondamental des fonctions analytiques, on ne doit point oublier qu’elles ne
forment en définitive qu'un groupe tout particulier dans l’ensemble des fonctions continues (1). |
198. Courbes analytiques. — Nous avons défini (n° 13) une courbe comme le lieu décrit par un point M dont les coordonnées
(‘) Soit f(x) une fonction continue et admettant des dérivées continues de tous les ordres dans un intervalle (a, b). Si ces dérivées satisfont à la condition
Mn!
ot
(A) PACRES
M et p étant deux nombres positifs indépendants de æ, la fonction f(x) est analytique. En effet, x, et x étant deux points quelconques de l'intervalle (a, b), si Von développe f(x) — f(x,) suivant les puissances de æ — x, par la formule de
è T— æx,|"t!:
Taylor (n° 18), le reste Rest moindre en valeur absolue que miser",
pt
d’après la condition (A), et par conséquent tend vers zéro, lorsque n croît indéfiniment, æ étant compris entre æ,— p et Ti+p. . Inversement, on démontrera dans le Tome II que la condition (A) est nécessaire pour que f(x) soit analytique. | M. S. Bernstein (Math. Ann., Bd. 75, 1914, p. 449) a démontré récemment la belle proposition suivante : Si toutes les dérivées d’une fonction indéfiniment dérivable #(x) sont positives dans un intervalle (a, db), la fonction est analytique dans cet intervalle.
Supposons a < b, et soient x, et x > æ, deux valeurs quelconques de cet intervalle. Puisque toutes les dérivées de p(æx) sont positives, la fonction et toutes ses dérivées sont croissantes. On a donc, de proche en proche, les inégalités
? ne 2
Re z)> ea) (rm), (2) 60 (7) : ZT — Lo)! T—xX,)" P(r)> 80) (2) ER, e(æ) > ea) + 802) MEN
et l’on a inversement, en faisant x = b,
Mn!
(n) 4 RIT) ASE 2 ; (b— x)"
M étant le nombre positif 9(b)— (a). Il s'ensuit que si l’on écrit le développement de &(æx), d’après la première formule de Taylor, suivant les puissances de æx—x;= h, la valeur absolue du reste R,+, est inférieure à
M | h jrtt (b—x,—060h})r1
et ce reste tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment pourvu que l'on ait
sont des fonctions continues æ =f(t), y =o@(t), 3 — (4) d’un paramètre {, quand on fait varier ce paramètre. Si les fonctions (4), o(t), Ÿ(t) sont des fonctions analytiques de £, c’està-dire des Iducuons des qui, dans le voisinage de toute valeur #, comprise dans un certain intervalle (a, b), sont développables par la formule de Taylor suivant les puissances de {—t, l'arc de courbe correspondant est dit un arc de courbe analytique. Toutes les courbes que l’on rencontre dans Îles: applications les plus usuelles sont des courbes analytiques ou sont formées d’un nombre int d’arcs analytiques mis bout à bout.
Soient +95, Yo, 3 les coordonnées d’un point M, d'une courbe analytique; æ, y, 3 les coordonnées d’un autre point M de la courbe voisin de M,. Le point M, est dit un point ordinaire si deux des trois différences 4 —%Xo, Y — Yo, 3 — Zo peuvent être développées en séries entières ordonnées suivant les puissances de la troisième, ces deux séries étant convergentes tant que Îles valeurs absolues de ces différences restent inférieures à une certaine limite À => 0. Dans le cas contraire, le point M, est dit un point singulier. Un arc de courbe analytique sans point singulier est dit régulier.
D’après la définition même des courbes rites les coordonnées æ, y, 3 d’un point M voisin du point M6(%6; Yo; 50) Sont représentées par des séries entières ne
T = Lo+ dit — to) +... + ant —to)t+..., (59) Y=Yot+ bit — to) +... + bat —to)t+..., | EN por Ci(é— to) +... + Cn(é— lo) +...,
ces trois séries étant conver gentes pourvu que lt — to| soit Hoindré qu'un nombre positif r.
Pour que le point M, soit un point ordinaire, él suffit que l’un: des trois coefficients a;, b:, ci des formules (59) ne soit pas. nul. Si, par exemple, a, n’est pas nul, on ürera de la première des équations (59) un développement de t— t, suivant les puissances de æ— xÿ(n° 193), et en portant cette valeur de £— ts dans les deux autres formules, on aura les développements de Y—Yo, 3 — 3 Suivant les puissances entières de æ—x,. Inversement, dans le voisinage d’un point ordinaire M, les équations qui définissent une courbe analytique peuvent être mises sous la
forme (59), l’un au moins des coefficients &i, V1, C, n'étant pas nul. En eflet, si, par exemple, y — y, et 3 — 3, sont égales à des séries entières en x — æo, il suffira de poser æ — x —=t pour être ramené à des formules de la forme (59), où l’on aura a, — 1. De cette remarque on déduit que la définition d’un point ordinaire est indépendante des axes de coordonnées. En effet, si l’on considère la courbe l qui se déduit de la courbe C par une transformation homographique définie par les formules
X=lrv+my+nz+p, Y=lx+my+nz+p!, AE l'x+ m'y + n'z CU
dont le déterminant n’est pas nul, on a
aX __,dx dy dz aY __, dx CARTE AU 1e EH Bee UMA 0 Pre TITRES 7: Re RACE
et les trois dérivées LE CLS de ne peuvent être nulles à la fois ; AL E LE dy dz
pour une valeur £, de £, si les trois dérivées ia << > — à dt: dt'24t
ne sont pas nulles aussi pour cette valeur de £ CNE
Lorsque les trois coefficients &i, 0, c, sont nuls à la fois, le point M, est, en général, un point singulier. Prenons, par exemple, la courbe plane définie par les deux équations x — 42,
Y =. Pour t=0o,onaa; —b, —0. L'origine est bien un point
singulier, car l’on tire des relations précédentes x — y#, et inver-
sement y —x*, et chacune des coordonnées est une puissance
fractionnaire de l'autre coordonnée.
Prenons, au contraire, la courbe plane définie par les formules æ = #2, J = &. Pour {= 0, on a encore a = b; = 0, et, cependant, l’origine n’est pas un point singulier puisqu'on a y = æ?. Mais on remarquera que, dans ce dernier exemple, à un point de la courbe correspondent deux valeurs différentes (Æ £) du paramètre.
Soient Z5, Yo les coordonnées d’un point M, d’une courbe plane C représentée par une équation F(x, y)—0, dont le premier
a SE ONE EE IS OS
(*) Ii est aisé de voir que cette propriété s'étend à toute transformation réversible, définie par des formules analytiques.
membre peut être développé en série entière ordonnée suivant les puissances de æ—x, et de 7 — Yo. Si les deux dérivées par-
ox
. . . , . 0F , | est un point ordinaire. En effet, si “pd est pas nul, par exemple,
on déduit de l’équation F = o un développement de y — Yo suIvant les puissances de x — x, (n° 193).
uelles —, Sr € sont pas nulles pour x=%6, Y—Yo,le point M,
De même, soient æo, Yo, 39 les coordonnées d’un point M, d’une courbe gauche l représentée par un système de deux équations
(60) MÉT V2) 0: HA y, 5) 0;
dont les premiers membres sont des séries entières en 7 — o, Y—Yo, 3 — 39. Ce point M, est un point ordinaire pourvu que les trois déterminants fonctionnels
DCF, F1), D(F, F1) D(EF:) D(x, y) D(Yy, 3) D(z, x)
ne soient pas nuls à la fois pour += %,, Y—Yo, 3 —2%0. Si, par D(F,F;) D(x, 7) tirera des équations (60) des développements en séries entières pour æ—xs et y (n° 194).
Les énoncés sont pareils à ceux des n° 37 et 43, mais nous éta-
exemple, le déterminant n’est pas nul au point M,, on
Yo, ordonnées suivant les puissances de 3— 3,
blissons ici un résultat plus précis, puisque nous démontrons que les fonctions implicites dont 1l s’agit sont des fonctions analytiques de la variable indépendante.
Remarque I. — Considérons en particulier une courbe plane C, ce qui revient à remplacer la dernière des formules (59) par z = 0. Pour avoir l'aspect de la courbe dans le voisinage d’un point M,, il suffit d'observer que, pour les valeurs infiniment petites de {—4t,, x —xoet y — Yo ont respectivement les signes des premiers termes a»(t— t,)" et b,(£— to} dans les seconds membres.
Supposons 77 <n. Si m est impair (ce qui a toujours lieu pour un point ordinaire), la courbe a l’aspect habituel ou présente une inflexion, Si mest pair, la courbe présente un rebroussement, de première ou de seconde espèce.
Remarque IT. — Soit M, un point ordinaire d’une courbe analytique
plane C; supposons, par exemple, y — y développé suivant les puissances
de z— x, |
Si la tangente n’est pas parallèle à l’axe Ox, le coefficient c n’est pas nul, et l’on peut inversement déduire de la relation précédente le développement de æ— x, suivant les puissances de y — y. Il n’en est plus de même si la tangente au point M, est parallèle à Ox. Dans ce cas €, = 0, et le développement de y — y, commence par un terme de degré supérieur au premier en æ—#,; on ne peut plus appliquer le théorème général du n° 193. D'une étude qui sera faite plus tard (t. Il), il résulte que x —9 peut alors être développée en série entière ordonnée suivant les puissances fractionnaires de y — Yo.
199. Points doubles. — Reprenons encore l'étude d’une courbe plane analytique C dans le voisinage d’un point double. Ge point double étant pris pour origine, l'équation de la courbe ést de la forme |
(61) ax? +9202xy + 0 Yes: (r, M) 00)
les coefficients a, b, € n'étant pas nuls à la fois, et les termes non écrits formant une série entière en x et y, qui ési convergente dans le voisinage du point æ —y—o. Supposons de plus que nous ayons choisi les axes de façon que c ne soit pas nul. D’après une remarque déjà faite (p. 104, note), l'équation (61) ne peut admettre plus de deux racines réelles tendant vers zéro avec x; on démontrera plus tard qu’elle admet toujours deux racines, et deux seulement, réelles où imaginaires, qui tendent vers zéro avec x. On peut trouver aisément les expressions de ces deux racines lorsque b?— ac n’est pas nul.
1° Soit b?— ac >> 0. On peut encore écrire l’équation précédente, en divisant par c,
(62) F(x, y)=(y—ax)(y —Pzr)+o(x, Y)P—R, 2 et $ étant deux nombres réels différents. Si l’on pose Y =æ(1x+ u),
F[x, x (a+ u) | peut être ordonné suivant les puissances de x et de u (n° 192) et, en divisant par +?, il reste l'équation
(63) u(u are BJ =,
tous les termes non écrits étant nuls pour x — 0. D’après le théorème général (n° 193), cette équation admet une racine uw, s’annulant avec x, qui est développable suivant les puissances de x :
Ut = LT HU? +... ….
L'équation (62) admet donc aussi la racine y, (64) J1= GT + a+ dax...
et l’on verrait de même que cette équation admet une seconde racine
(65) Va= br + bix + Éame en
Par l’origine passent donc deux branches de courbe, et sur chacune d'elles, prise isolément, l’origine est un point ordinaire. En reprenant les raisonnements de la fin du n° 193, on voit aisément que F(x, y) peut se décomposer en un produit de trois facteurs
(66) Ft, J)= (y —y1)(y —J2)G + ax + cy +...),
ce qui met en évidence les deux racines y, et y, de l'équation (62) et montre de plus que cette équation n’admet pas d'autre racine tendant vers zéro en même temps que æ.
. 2° Soit b?— ac <o. Nous savons que l’origine est un point double isolé. Cependant, les calculs que nous venons d'indiquer s’'appliqueraient encore et conduiraient à deux séries convergentes (64) et (65), satisfaisant formellement à l’équation (62), mais avec des coefficients imaginaires. L’équation (62) admet donc dans ce cas deux racines imaginaires conjuguées infiniment petites avec x.
La méthode précédente s’applique aussi sans difficulté à l’étude d’une courbe analytique dans le voisinage d’un point multiple d'ordre quelconque p à tangentes distinctes.
3° Soit b?— ac = 0. Si l’on a pris pour axe des x la tangente au point double, l'équation est de la forme
(67) J'= Ait Bay + Cxy?+ Dyi+...…
Soient u + y» et u— y les deux racines infiniment petites. En rem-
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uouyr+vo=Axs+Bat(u + ÿv)+Caæ(u + ve) DL Vo
En égalant à zéro la série formée par les termes rationnels en v, et le coefficient de ÿ+, on a les deux équations suivantes pour déter— miner «et ?
(68) (o=—u+Axi+ Brtu+ Cru?+ Cro + Dus+3Due+..., fou— Do = Br'+2Cru+3Du+....
On peut appliquer à ce système le théorème général du n° 194, et l’on en déduit pour w et des développements en série
| We Ari
commençant par des termes qui sont au moins du troisième et du deuxième degré respectivement. Soit, d’une facon générale,
L'ENTIE p = bxt+... (ab £ 0; pee a
les séries ainsi obtenues. L’équation (63) admet les deux racines infiniment
petites V= aATP+H EE VbTIF ESS.
La forme de la courbe dépend avant tout de la parité de g.
Premier cas. — Soit qg=2r+1(r21). Supposons de plus b>0o; pour les valeurs de æ voisines de zéro, la série sous le radical a le signe de bx1. Pour que y soit réel, x doit être supposé > o, et les deux valeurs de y sont représentées par un développement en série ordonnée suivant
TOUS Ù les puissances de ÿx+. Si l’on a r + - < p, le terme du moindre degré est
Poe 1è :
le terme en æ ?, et l’on a un rebroussement de première espèce.
2e L A Sir+->p, on a un rebroussement de seconde espèce.
Second cas. — Soit g = 2r(r>1). Les valeurs de y ne seront réelles pour les valeurs infiniment petites de æ que si b est positif. Lorsqu'il en est ainsi, on a deux branches de courbe tangentes à l’origine à l’axe Ox, et l’origine est un point ordinaire pour chacune d’elles, car on peut écrire
ces deux racines V= ALP +... Er Vo + Die
Si b est négatif, l'origine est un point double isolé.
900. Surfaces analytiques. — Une portion de surface S est dite analytique si, dans le voisinage de Lout point M, de cette surface, les coordonnées æ, y, 3 d'un point variable M peuvent être développées en séries entières à deux paramètres variables £ — 4,
T — Lo — do(é — Lo) + doi(u—Uo)+...,
(70) Der 0— Bioté — to) + boitu —Uo) +...,
3 — 30 = Cio(Ë — lo) + Coi(U — Up) +...;
ces séries restant convergentes tant que les valeurs absolues des différences { — t9, u — u, ne dépassent pas certaines limites. Un point M, de la surface S est un point ordinaire si, dans le voisinage de ce point, une des trois différences x — Zo, Y — Vos 3 — 30 peut être développée en série entière ordonnée suivant les puissances entières des deux autres. Tout point M,, pour lequel les trois déterminants
D(y,z) D(z,x) D(x, y) Démo ab@u) /D(i,u)
ne sont pas nuls à la fois, est un point ordinaire ; si l’on suppose, par exemple, que le premier déterminant ne soit pas nul, on peut, des deux dernières équations (70), rer t— ty et u—uo, et, en portant les valeurs obtenues dans la première, on obüent un développement de æ —%; suivant les puissances de y — 7, et de z—3,.
Étant donnée une surface S représentée par une équation non résolue F (x, y, 3) — 0, soient %6, Yo 0 les coordonnées d’un point M, de cette surface. Si la fonction F est développable en
Série entière ordonnée suivant les puissances de 7 —%6, Y — Yo : LR : DÉMO COIN TEEN z— %,, sans que les trois dérivées partielles =>, "sont 0To 0Yo 029 nulles à la fois, il résulte du théorème général (n° 193) que le
point M, est un point ordinaire.
Remarque. — La définition adoptée pour un point ordinaire d’une surface est indépendante du choix des axes. Supposons que le point Mo(Zo, Yo; o) SOit un point ordinaire d’une surface S ;
les coordonnées d’un point voisin sont données alors par des for-
« CLÉS Prier .D(y,z) D(z, x) mules de la forme (70), où les trois déterminants De DD) D(x,y)
D) > ont pas nuls à la fois pour t— tu = us. Uneïtrans-
formation de coordonnées revient à remplacer les variables L;Y,4 par trois nouvelles variables X, Y, Z, fonctions linéaires des premières, telles que
X = ox + fi y + y13 + dr,
Y= 42T + Bo Y + Y23 + do,
L=u3x + Psy + Y323 + ds, D(X, Y,Z) DANSE 1e) J, = par leurs développements (50), on obtiendra pour À, Y,Z trois nouveaux développements de même forme, et l’on ne peut avoir
le déterminant A — n'étant pas nul. En remplaçant x,
DAY) 2 DOT 2) D (ZEUS 7 DA I TMD EL D
Pour ê— lo, U — U9, Car on déduit inversement des formules de
transformation À D À {A ès B, Y Gi Ze D;,
J = AX+B Y + C2Z+D:, oi A3X + B3Y + CZ + Ds,
et les trois déterminants fonctionnels obtenus avec les variables X, Ÿ, Z ne pourraient être nuls à la fois sans qu'il en fût de même des trois déterminants formés avec les variables T'en
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201. Séries de Fourier. — Nous allons nous occuper, dans les paragraphes suivants, de séries d'une nature tout à fait différente des précédentes. Les séries trigonométriques paraissent avoir été considérées, pour la première fois, par D. Bernoulli, à propos du problème des cordes vibrantes: le procédé de détermination des coefficients, que nous allons indiquer, est dû à Euler.
Soit f(x) une fonction bornée et intégrable de la variable x dans un intervalle (a, b); nous supposerons d’abord que les limites & et b sont — + et + r, ce qu’on peut loujours faire, car il
2 b à suffira de prendre pour nouvelle variable 2er er pour être
ramené à ce cas. Cela posé, si pour toutés les valeurs de x comprises entre — x et + +, On a l’égalité ci-dessous :
a | ; (7014 (æ)= =. +(æicosz+bisinx)+...+(a»cosmæ+b,, sin MT)+.…,
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Go; y, Ou, +, Am, Om :+., étant des coefficients constants inconnus, l’artifice suivant s’offre tout naturellement pour déterminer ces coefficients. Rappelons d’abord les formules suivantes, qu'il suffit d'écrire, où mn et n sont des nombres entiers positifs :
Le ot 1 + 70 Î cosmæxdx =0, simxo, 7 sinmæx dx = 0, AA —
TT T
T hs. FTcos(m—n)r+cos(m+n)x à cos mxCOos nn x dx — © dr =0, simén, # a
Gant 11
+T ET : 1 + COS2Mm% cos? mx dx = — dx =Tr, Si mo,
+ T +T à ; cos(m—n)x—cos(m+n)x À sin mx sinnx dx = = dr =0, simén, TT 170 "
(ra TF1 cos2max LÉ sin? n x dx sfr — dx =r, si mzo,
HT URL NC + : sin(m+n)r +sin(m—n)x sinmæxcosnxdr — ——————————————— {dir 0e.
D} L7 "TT Ca
ut
Si nous intégrons les deux membres de l'égalité (71) entre les limites — x et + x, en intégrant le second membre terme à terme, il vient
[ Î(æ) dE Es dr = Ts; —T 2 /_%
égalité d’où l’on tirera la valeur de à&,. Si l’on opère de même après avoir multiplié les deux membres de la relation (71) par cosmx ou sin AT, le seul terme du second membre dont l'intégration entre les limites — 7x et + rx donnera un résultat différent de zéro sera le terme en cos?mæx ou en sin?mx, et l’on parvient aux formules suivantes
+T +T 1 f(x) cosmax dr = Tam, 1 f(x) sinmax dx = Tb». — FT ——
Tr
Nous pouvons encore écrire les valeurs obtenues pour les coefficients
+ T : +T do = — 4 fa) da, am —= = J(a) cosma da, ne 17 EAN Tt
(73) | Le “ f(a)sinma du.
Le calcul qui précède pour déterminer les coefficients manque évidemment de rigueur et n’a qu'une valeur d’induction. On appelle série de Fourier toute série trigonométrique
ir da COSDES b, SNL ER... + An COST pe SIN NT +...,
dont les coefficients se déduisent d’une fonction intégrable f(x) par les formules (73). A toute fonction f(x) intégrable dans lintervalle (— x, +7) correspond une série de Fourier, mais 1l n’est nullement évident que cette série de Fourier est convergente et a pour somme f(x), pas plus qu’il n’est évident que la série de Taylor, déduite d’une fonction dont la suite des dérivées est illimitée, représente cette fonction (n° 179). Nous pouvons même affirmer qu'une série de Fourier ne représente pas toujours la foncuon qui lui a donné naissance. Soient, en eflet, f,(x), f(x) deux fonctions qui ne diffèrent que pour un nombre fini de valeurs de x entre —ret r; la série de Fourier sera la même pour ces deux fonctions (n° 74). Il y a donc une au moins des deux foncuons qui n'est pas représentée par sa série de Fourier pour toute valeur de x. Mais 1l résulte de l’expression même des coeffcients (73) que, si deux fonctions f(x), #(x) sont représentées par leurs séries de Fourier respectives, entre — x et ", il en sera de même de la fonction A f(x) + Bo(x), quelles que soient les constantes À et B.
Nous allons établir un système de conditions suffisantes pour qu'une foncuon f(x) soit développable en série de Fourier dans l'intervalle (— x, +7). Ces conditions, que nous appellerons, pour abréger, conditions de Dirichlet, sont les suivantes :
1° On peut partager l'intervalle considéré (— 7, +7) en un nombre int d’intervalles partiels ouverts, dans chacun desquels la fonction est monotone;
2° La fonction n’admet que des points de discontinuité réguliers:
La somme des 2m + 1 premiers termes de la série de Fourier déduite d’une fonction f(x) devient, en remplaçant les coefficients @;, bi par leurs valeurs (73) et effectuant les réductions évidentes,
S2m1 = =) f(x) Ë + Ccos(a—r)+cos2(a— x) +...+ cos m(a— s)| di. —T
V. — SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. — SÉRIES DE POLYNOMES
Mais on a, d'après une formule bien connue de Trigonométrie,
. 2M HI SIN — «& I a — + COSA + COS24 +.,..+ cosma — 2 | > SIN — > el, par suite, 2Mm+I : +T l ET rt) S2m+1 = — (ax - da a DEC me Loi 2 Sin
ce que nous pouvons encore écrire, en posant 4 = x + 2),
= Tr à I À , Sin(>m +1) (74) Dam +1 7 IL he urtenmes dy.
sin 7? D } à :
EAN expression sin æ
Étude de l'intégrale Le T (a
obtenue pour la somme Sem nous conduit à chercher la limite $ Sin AT
de l'intégrale définie f f(x) —— dx lorsque r augmente indéos sin æ
finiment. Cette étude a été faite pour la première fois d'une façon
rigoureuse par Lejeune-Dirichlet; elle repose sur quelques propo-
sitions déjà établies que nous allons rappeler.
RE sinæ dx,
où À est un nombre positif, est positive et au plus égale à l’inté-
Tee Sin x : REA grale À — jh — dx (n° 92); lorsque L augmente indéfiniment,
L'intégrale définie
elle a pour limite = (n° 100).
L'intégrale définie
où ÀZ>0, nr étant un nombre entier positif, devient, en posant AT — 7,
elle est donc positive et inférieure à À, quels que soient n el h, et dure TC RUE ; : ;°
a pour limite = lorsque nr croît indéfiniment. Il en résulte que l’in-
Do sin 27
tégrale définie f dx, où a et b sont deux nombres positifs
I FR À
l’on suppose a < b, la fonction — est positive el décroissante de a
à b,et l’on a
WsinrT AT ET. | cosna— cosnE ——— dr = — SINNT AL = — ———— ° æ AN a n
T2; MR: Dh La valeur absolue de cette intégrale est donc inférieure à > CE
qui montre qu'elle tend uniformément vers zéro pour Loute valeur de b supérieure à a.
Cela posé. considérons l'intégrale définie | G S
Sir J —= [ o(r) dx, i » TL
où A >> 0, g(x) étant une fonction positive décroissante dans Pin=,
tervalle (0, 4). La même intégrale, prise entre deux limites posi= tives quelconques, dans le même intervalle, tend vers zéro. En effet, supposons a b: la seconde formule de la moyenne donne encore
‘4 TX
b : ete sin nn TL < snnr [ g(œ) DURE dr = ga) [| ——— dr, AE rs
STE et, par conséquent, la valeur absolue de l'intégrale est inférieure
à Ar Mais ce calcul ne nous apprend rien sur la limite de
l'intégrale J elle:même.
Pour trouver cette limite, désignons par c un nombre positif
. ‘si
one |
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très petit ; nous pouvons écrire
Sin 27 sin2T J — f PE) de + f D(T)———— dx.
É T cc É T
La seconde intégrale, nous venons de le voir, tend vers zéro lorsque »? augmente indéfiniment. Quant à la première, si le nombre © est suffisamment petit, la fonction o(x) diffère très peu de #(-0) dans l'intervalle (0, c), et il semble assez probable que cette intégrale doit avoir la même limite que l'inté-
sin nr \ grale / o (+o) : dx, c'est-à-dire = _ o(+o). Pour transformer À 2
cette induction en une démonstration rigoureuse, écrivons la différence comme il suit
a C ne - J—e(+o) = #t-0)( f M de ©) s Jr
Le (etat ete a Pr + f# PELLE er
La fonction o (x) — 9 (+0) étant décroissante dans l'intervalle (oser nous écrirons la seconde intégrale
Sin 2
dx + ( [o(r)—0(c)] ———— dr
c we # lot ete o)] 2e
la fonction o(x) — #(c) étant positive et décroissante, nous pouvons appliquer le second théorème de la moyenne à la nouvelle intégrale, et l’on a en définitive
[tte
On a de même
y(+ 0)| <2A[vo(+<o)—vw(c)].
sinnrT dx
| [# RE de | < 2900.
nc
Soit maintenant € un nombre positif arbitraire. Puisque o(x\ a l À
pour limite o(+ 0) lorsque x tend vers zéro, choisissons pourcun
nombre positif assez petit pour que l’on ait
Col
2 A[p(+o)—ce(c)] <
CR
Le nombre € ayant été choisi de cette façon, choisissons un nombre
2w(c) Ne
. . € entier N tel que lon ait =, ettel, en outre, que, pour toute J
valeur de nZ2N, on ait
LEP Sin 2€ TH f'sune 5 æ 2
AS
Le théorème précédent a été démontré en imposant à la foncton o(x) un certain nombre de restrictions dont il est possible de se débarrasser. Si o(x) est décroissante sans être constamment positive de o à À, on peut toujours lui ajouter une constante positive C de façon que la somme d(x) = e(x) + C soit positive et décroissante de o à k. Le théorème s'applique à cette foncon Ÿ(x) et l’on peut écrire
: l . HOT . SInn T Sin 2 T Sin 2 T o(T)—— dr = Lx) ——— dx — C — dx; que 0 2 /0 “
. . F6 Gr pe. LA le second membre a pour limite LE }= C. c’est-à-dire
= (+ 0). Si la fonction &(x) est croissante de o à À, — 2(x) est
décroissante et l’on a
sin æ F SIDA T 1 ox) — dx = — —_ (rx) dx; EE pa [0] / l'intégrale a encore pour limite — o (+ 0).
On démontrerait de la même facon que l'intégrale
_sinnæ ’ o(æ) dx, «
où «& et b sont deux nombres positifs quelconques, et #(x) une
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fonction monotone dans l'intervalle (a, b), tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment.
Supposons enfin simplement que la fonction o(x) est bornée et qu'on peul décomposer l'intervalle (0, ») en un nombre fini d’intervalles (0, a), (a, b), (b,c), ..., (4, h), dans chacun desquels la fonction #(x) est monotone. L'intégrale de o à & a pour
. . T . e. ’ limite = 2(+ 0), tandis que toutes les autres intégrales telles que
sinnT o(æ)
dx
CE
ont zéro pour limite. La formule (79) s'applique encore à cette
fonction.
L'intégrale 13: ; 5 ASIN 7C ET 26 re / Nonnmr (76) J JS ee
où } est un nombre positif inférieur à 7, peut s'écrire
h æ sinn2 tr Le f(æ) — ——— dx.
SUD
où & el b sont deux nombres positifs inférieurs à 7, et f(x) une fonction monotone dans l’intervalle (a, b), tend vers zéro ;
3° Enfin, qu'on a
(78) un f v AURAS = (+0) (Oo, mer),
sin ©
pourvu que l'intervalle (0. À puisse être décomposé en un nombre Î | - | (|
502 CHAPITRE IX. — SÉRIES ENTIÈRES. — SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. fini d’intervalles partiels dans chacun desquels la fonction f(x) est
monotone.
203. Fonctions développables en série de Fourier. — Soil f(x) une fonction bornée intégrable, dans l’intervalle de — x à +. Nous avons trouvé plus haut l’expression de la somme S,»,, des 27n + 1 premiers termes de la série de Fourier correspondante | formule (54)]. Partageons cette intégrale en deux autres, ayant
; APTE KT — TX TT die 0) respectivement pour hmites o et TITLES et o, et posons dans la seconde y — — z; nous pouvons encore écrire
TP à : a 9 . ( D à I 1 SsIn(27 +1)y 7 an dt Rtet CH DV) dà (79) 2m+1 sl sa Pr ne 5 à "il, Lu br + 2 . / l _SIn(2n +1)z + — [l JL — 03) ——————— dz.
Fr J, SIN Z
Si æ est compris entre — r et + 7, les deux limites supérieures de ces intégrales sont comprises entre o et 7, et l’on peut leur appliquer le théorème du paragraphe précédent, pourvu que la fonction f(x) vérifie la première condition de Dirichlet, c'est-à-dire pourvu qu'on puisse décomposer l'intervalle de — + à + r en un nombre fini d’intervalles dans chacun desquels la fonction est monotone. Il en est alors de même de la fonc-
! : ' RE Li ion f(æ +27) de y dans l'intervalle (o, ) et la première
intégrale a pour limite TRUE Fo = RACE Four
Q ' A . . LOS La seconde intégrale a de même pour limite - f(x — 0), et, par Le 9e
\ K FE (æ+o)+ f(x — 0 suite, D 2 m4 a pour Hp rn lamt lé
Supposons ensuite que æ est égal à l’une des limites, —7 par exemple. On peut écrire
sIN(2n +1)y
: 1 S 2 n+1 = CR ï J(—r+27) dy:
Sin y
J ) sin(2n +1) à Le FC pu ay) POSTERS RE) sin y
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* . , . . Ï À La première intégrale du second membre a pour limite + Le 0);
la seconde intégrale devient, en remplaçant y par r — 5, Ha ae & ll . sin(2n +—1)z | C2) dz T SIN 3
ATATE Ta L 1% 4 À el a pour limite 5 JF — 0). La somme de la série de Fourier est
donc égale à pour æ —=—#7; il est clair que
la somme est la même pour x = 7.
En résumé, quand on peut partager l'intervalle (—7, +7)
en un nombre fini d'intervalles dans chacun desquels f(x) est
monotone, la série de Fourier correspondante est convergente
et a pour SOMIMe SU TES COMPrIS ENTER
Der rol rgn0) DOUTE RER
AIT el à Supposons, en outre, que f(x) n’ait que des points de discontinuité réguliers; pour toute valeur de æ comprise entre — 7
el + Tr, on a f(æ+o)+f(x —o) 2,
fix) =
et la somme de la série de Fourier est égale à f(x). Par suite, toute fonction f(x), définie dans lintervalle (— 7, +7) et satisfaisant aux conditions de Dirichlet, est développable en série de Fourier dans cet intervalle.
Cet énoncé suppose Loutefois qu’on prend
FN AR LE
mais cette hypothèse n’est que la conséquence logique de celle qui a été faite sur la nature des points de discontinuité. En effet, si, au lieu de considérer x comme une longueur portée sur une droite, on considère x comme un arc porté sur la circonférence de rayon wn, la somme de la série en un point quelconque m de la circonférence est la moyenne arithmétique des deux limites vers lesquelles tendent les deux sommes de la série en deux points m/, m' de la circonférence, pris de part et d'autre du
point », lorsque ces points m/, m" se rapprochent indéfiniment du point m». Si les deux valeurs limites f(— r +0), f(r—0) sont différentes, le point de la circonférence diamétralement opposé à l’origine des ares est un point de discontinuité, et la valeur de la fonction en ce point est aussi la moyenne arithmé- T+o),f(r—o).
D'une façon générale, soit f(x) une fonction définie dans un intervalle (4, à + 27) d’étendue 27, et satisfaisant aux conditions de Dirichlet. Il existe évidemment une fonction F(x), et une seule, admettant la période 2x et coïncidant avec f(x) dans l’intervalle (4, + 27); celte fonction F(zx) esl représentée, pour toute valeur de x, par la somme d’une série trigonométrique dont
les coefficients «&,, et bn sont donnés par les formules (53)
SU 27 I I S Am= = Î F(r)cosmTar, bn = - Î F(æ)sinmzx dæ.
, se
ee mA 19 Y—îm
Le coefficient «a. par exemple, peut encore s'écrire
TH Peel F(x) cosmx dx += AR F(x)cosmax dx
LE 4 TT
" T ï X+2T = — “b F(x)cosmadr + 1d F(xr)cosmrde ES 4
UT j X+27T . X+2T Es 1 F(æ)tosmrdr =" L f(x)cosmx dx.
On trouverait de même, pour le coefficient b,,,
I X+—27T bn = — [ f(æ)sinmax dx.
e/ [Lo 4
Lorsqu'une fonction f(x) est donnée dans un intervalle quelconque d’étendue 27, les formules précédentes permettent de calculer les coefficients du développement en série de Fourier,
, . F : . . . ,° A sans qu'il soit nécessaire de ramener les limites de l'intervalle à
être — Tet + x.
204. Exemples. — 1° Proposons-nous de trouver une série de Fo dont la somme soit égale à — 1 pour æ compris entre — + et o et à +1
V. — SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. -— SÉRIES DE POLYNOMES. 509 pour æ compris entre o et x. Les formules (+3) nous donnent
us I Il as == f —dr+: f do, Tr Fr Vo
0 ur I l dun = — — Cosnmx dr + — CUOSTRE AG = 0, Te Ca 1 0 0 TC :
I ï l é 2— COST — COS(— MNT) Me — — sinmx dr — — sinmæ dr — E TU _x TS} mT b,, est nul si » est pair, et égal à —— si m est impair. En multipliant tous mT ; T | RE les coefficients par >; on voit que la série ÿ SIN Sins Sin(2 +i)r (80) Pa © +...
I 5 2M + I LE | Ti a pour somme ——, si æ est compris entre — x et o, et + siæ est 4 4
compris entre o et r. Le point x —o est un point de discontinuité, et, pour æ — 0, la somme de la série est o, comme cela doit être. D’une facon
la
générale, la somme de la série (80) est égale à = lorsque sin est positif,
\ T . , . « > à F7 lorsque sinx est négatif, et à o lorsque sinx — 0.
La courbe représentée par l'équation (80) se compose d’une infinité de É N MANS segments de droite de longueur x sur les parallèles y = + — à l’axe des >, et d’une infinité de points isolés (y = 0, æ = 7) sur l’axe des x. ..2° Soit à trouver le développement de x en série de Fourier dans l’intervalle de o à 27. On a
T A = — PO DT, T
2T NE i æ Ssinmnx |?T I :
An = — ACOSME AT = — | — — sin/2æx dx = 0, _
(a TITTE n NT 9 27 27
I : æcosmr |?T I ) = Æ æ Sin max dx RL + ——— COS M € AT = — —»%
T mT 0 MT m
+ 0 0 On déduit de là la formule * re sinæ sin2v sin37 (81) —— —— Rs Es 2 2 I 2 9
qui est exacte pour toutes les valeurs de x comprises entre o et 27. Si l'on remplace, dans la formule précédente, le premier membre par y, la
courbe représentée par léquation obtenue se compose d'une infinité de
segments de droites parallèles à la droite y = — et d’une infinité de pots 2 à
isolés.
Remarques.— 1° Lorsqu'une fonction définie dans l'intervalle (—7T,+%) est paire, c’est-à-dire telle que f(— x) = f(x), tous les coefficients b,, sont
nuls. car on a évidemment
0 Te 1 f{r)sinmrdz =— ( f(x) sinmax dx.
CEE, 0
Au contraire, si la fonction f(æ) est impaire, c'est-à-dire telle que f(— zx) =— f(x), tous les coefficients &,, sont nuls, y compris &9. Une - fonction f(x) étant définie dans l'intervalle de o à x seulement, on peut la prolonger dans l'intervalle de — x à o en convenant de poser
IS EYES) ou f(— x) =— f(x).
La fonction f(æ) peut donc être représentée soit par une série de sinus, soit par une série de cosinus, dans l'intervalle de o à 7.
2° Soit f(x) une fonction développable en série de Fourier dans l’intervalle (— 7x. +T)
(85) pr (a; cosæ+b,sinr)+...+ (an cosmr+b,sinmr) "4
les coefficients &;, b; étant donnés par les formules (55). Si l’on change > en — x dans cette relation, il vient
C3 L V4 Œo LA La (83) f—x)-= —+(acosx —bisinr)+...+(ancosmr—b,;sinmmar)+ De ces deux égalités on conclut que les deux séries trigonométriques
&o — di COST ER Tr (An COS CEE #
b, sinTr +... +6, Sinmz +
sont convergentes dans l'intervalle (— 7, + 7x) et représentent respective= ment les deux fonctions
f(x) docs æ) ose f(x) mel. ee
on vérifie aisément que ce sont précisément les séries de Fourier relatives à ces deux fonctions.
205. Extensions diverses. — Les conditions de Dirichlet sont seule= ment des conditions suffisantes pour qu’une fonction soit développable-en
ve sh PER.
V. — SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. — SÉRIES DE POLYNOMES
série de Fourier, maïs elles ne sont nullement nécessaires. Les raisonnements des n° 202-203 permettent de remplacer ces conditions par des conditions plus étendues,
Soit f(æ) une fonction à variation bornée dans l'intervalle(— 7, +7); nous savons qu'elle est égale à la somme de deux fonctions monotones f(x), fa(æ). dans le même intervalle (n° 41). Soient S(x), Si(æ), S2(æ) les séries de Fourier déduites des trois fonctions f(x), fi(æ), fatæ). D'après ce qu'on a vu plus haut, les deux séries Si(æ), Ss(æ) sont convergentes dans l’intervalle (— +, ++) et, pour tout point intérieur à cet intervalle, on a
Jitx +o)+ f(x —0o) REUEER f(x +0)+ f(x — 0).
Ditr)—
d'autre part, un terme quelconque de S(x) est égal à la somme des deux termes correspondants de S; et de S,. La série de S(æ) est donc aussi convergente et a pour somme Si(æx)+ S2(æ), c'est-à-dire
fitr+o)+ fa(x + 0) +. f(x — 0) + fo(æ — 0) J(æ+o)+f(æ@—or 2 ; 2
Donc, toute fonction f(x) à variation bornée dans l'intervalle (—7,+7) donne naissance à une série de Fourier convergente dont la somme est f(x+o)+ f(x — 0)
égale à » pour toute valeur de x comprise entre —7T
et +7. On voit de la même façon que, pour æ = + Tr, la somme de la série est égale à CES a a à TRE .
Si, en outre, la fonction f(æ) n’a que des points de discontinuité réguliers dans cet intervalle, la série de Fourier à pour somme f(x) pour toute valeur de æ comprise entre — 7 et + x.
Le procédé employé au n° 201 pour calculer les coefficients d’une série de Fourier est susceptible d’une grande extension. Considérons une série de fonctions orthogonales dans un intervalle (a, b)
DD PL OS EN On; QE
b cest-à-dire telles que lon ait Î abri A 0NIUEIS QUeSOIEnLElES e/ «
indices m et 7 supposés différents. Si une fonction est supposée développable en une série uniformément convergente de la forme
(A) Agoo + Ari +... AO, ES. .,
dans l'intervalle («, b), les coefficients constants A; se déterminent immédiatement. Multiplions, en effet, les deux membres de la relation précédente par ®,, et intégrons entre les limites «a et b; il vient, en tenant
compte des relations qui expriment l’orthogonalité,
b b fÉ TP) DA (EN dr Une vo? dx, e a L
UE
d’où l’on tire la valeur du coefficient A,. Dans chaque cas particulier, il reste à examiner si la série ainsi obtenue est convergente et a pour somme f(x).
Les polynomes de Legendre (n° 90) forment une suite de fonctions orthogonales dans l’intervalle (— 1, +1). Pour pouvoir caleuler les coef=
ficients du développement d’une fonction suivant ces polynomes, il faut +1 encore connaître les valeurs numériques des intégrales K, — X? de + ie Soit a, le coefficient de x* dans X, : en tenant compte des relations (27) et (28) (p. 213), on peut écrire
ri
[ X dr = ji anz"Xn dx — 1 a, gn-1 LIEN ERRRRSESS CE | CERF | 27 M 2n +I
an +] ; Mais on a aussi +1 +1 f TE ana Î DTA Xe Pt 1 Ê ! : se ; ? NA n ; ue et, par suile, le rapport — est égal à ——, c'est-à-dire Na (2Rn +1) an-1
. 2R—I AE à ———: On en conclut que le produit (an +1)K, est indépendant . 2Rn+I
de n. Or, pour 7 = 0, on trouve aussitôt Ko = 2; le coefficient K, est donc égal à ————.
206. Développement d’une fonction continue. Théorème de Weier- Strass. — Soit y — f(x) une fonction continue dans un intervalle (a, b). On doit à M. Weierstrass une proposition remarquable dont voici l'énoncé: e élant un nombre positif donné à l'avance, on peut déterminer un polynome P(x) tel que la différence f(x) — P(x) soit inférieure à & en valeur absolue pour toute valeur de x dans l'intervalle (a, b).
Parmi les nombreuses démonstrations proposées pour ce théorème, une des plus simples est due à M. Lebesgue (1). Considérons d’abord le cas particulier suivant. Soit L(æ)\ une fonction continue dans l'intervalle de —1 à +1, définie de la manière suivante : pour —1£x£o, on a V(æ) = 0, et
(*) Bulletin des Sciences mathématiques, 1898, p. 278.
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pour o=æ=1, on a L(æx) = 2kx, À étant un facteur constant donné. Nous pouvons écrire Y(x) = k[x+|x|]. D'autre part, pour les valeurs de x comprises entre — 1 et +1i,ona
frl=vyi-(— 2!),
el, pour ces mêmes valeurs de x, le radical peut être développé en série untformément convergente (1) ordonnée suivant les puissances de (1— x?) ; |æ |, et par suite Ÿ(x), peut donc être représentée dans cet intervalle, avec telle approximation qu’on voudra, par un polynome. Prenons maintenant une fonction quelconque continue dans l'intervalle (a, b) et imaginons cet intervalle décomposé en n intervalles partiels (@s, &1), (@1, &), ..., Rd) ot a = ap qu <<. <an< an = 0, de façon que
l’oscillation de f(x) dans chacun de ces intervalles soit moindre que
SI
Soit L la ligne brisée obtenue en joignant de proche en proche les points de la courbe y — f(x) d’abscisses &o, @1, &2, ..., b. L'ordonnée d’un point de cette ligne brisée est évidemment une fonction continue de l’abscisse g(æ) et la différence f(x) — o(x) est en valeur absolue moindre
[si que = En effet, dans l'intervalle (44,1, ay), par exemple, on peut écrire
J(æ)— (x) = [f(e) — fau) 01 + Lx) —fCau)10,
Où + — ay-1 = 0(ay — ay-1). Le facteur 0 étant positif et inférieur à l'unité,
| om
la différence f — © est moindre en valeur absolue que
LD CR RO
Cette fonction ®(æ) peut être décomposée en une somme de x fonctions analogues à la fonction L(æx) de tout à l'heure. Soient, en eflet, A5, A1, A», ..., An les sommets consécutifs de la ligne polygonale L; 9(x) est égale à la fonction continue 4, représentée dans l'intervalle (a, b) par la droite qui porte le côté A, A1, plus une fonction +, représentée par une ligne polygonale A’, A ... A’, dont le premier côté A A! est sur l'axe O x: w1(æ) est à son tour la somme de deux fonctions continues d, et w dont
_la première, VW, est nulle entre a et a, et est représentée par la droite qui
porte A’ A, entre a, et b, tandis que w, est représentée par une ligne
polygonale A A A ...A", dont les sommets A, A, A, sont sur Ox. On arrive finalement à remplacer w(x) par une somme de x fonctions @—=di+d+...+1%,,où V;est une fonction continue nulle entre æet a;, représentée par un segment de droite entre &;_, et b. Si l’on fait le chan-
gement de variable X — px + gq, en choisissant convenablement p et g,
(!) En effet, æ étant compris entre —1 et +1, la valeur absolue du terme
énéral est au plus égale à LS et os P : 2.0 12n
convergente, d’après la règle de Duhamel.
» qui est le terme général d’une série
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vi sera défini dans l'intervalle (— 1, +1) par l'égalité
W=k[X+IX|]
el, par conséquent, pourra être représentée par un polynome avec telle approximation qu’on voudra. Chacune des fonctions l; pouvant être représentée par un polynome dans l'intervalle (a, b) avec une approximation inférieure à ne il est clair que la somme de ces polynomes différera de f(æ) de moins de 2.
De ce théorème on déduit que toute fonction continue dans un intersalle (a, b) peut ètre représentée par une série uniformément conver-gente de polynomes dans cet intervalle. Prenons, en effet, une suite de nombres positifs décroissants €,, ©, .+.s ©ns +.., le terme générale, tendant vers zéro lorsque 7 augmente indéfiniment. D'après le théorème précédent, à chaque nombre :; de cette suite nous pouvons faire correspondre un polynome P;(x) tel que la différence f(x) — P;(x) soit inférieure en valeur absolue à 2; dans tout l'intervalle (4, D). Cela étant, la série
Pift) + EPa(æ) = Pia) +. + [Pi (a) PCT
est convergente el a pour somme f(x). lorsque + reste compris dans l'intervalle (a, b). Il est clair, en effet, que la somme S, des n premiers termes est égale à P,(x); la différence f(æ) —S, qui est inférieure en valeur absolue à &, tend donc vers zéro lorsque nr croît indéfiniment. La convergence est uniforme, car si l'on a choisi m assez grand pour qu’on ait Em LE, on aura aussi |f(æ) —S,1& £, pourvu que 7 soit égal ou supérieur à 7.
l. Appliquer la formule de Lagrange au développement, suivant les puissances de +, de la racine de l'équation J°= ay + x qui est égale à & DOUTE — 0,
Démontrer les formules suivantes
sin( 7 arc Cosæ).
log(x +2) = 2log(x +1) —2 log(æ—1)+ log(æ — 2)
2 I ( 2 RQ ———— + = ——— Li — 5x 3 \ wi —<
(Série de Borda.)
= (— | +., Ti— 37
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log(r +5)= log(x + 1i)+log(x +3) — 2 logx
+ log(x — 3) + log(æ — 4) — log(x — 5)
( 72. U 72 3 nid ne me | É-e Eee Gt — 25? + 72 3 \rt— 55x49
(Série de Haro.) :
10°. Une fonction f(x), continue dans un intervalle (a, b), et telle b
qu'on ait [| æ" f(x) dx = 0, pour nr =0, 1, 2, . “estudentiquemens «a nulle.
R. On suppose f(x) développée en série uniformément convergente de b polynomes, et l’on en déduit que lintégrale É f(x) dx serait nulle. AT (MooRE.)
11". Une fonction continue différente de zéro ne peut avoir une série de Fourier identiquement nulle.
R. Supposons qu'on ait f(æ) > m > o dans un intervalle (&, b), a et b étant compris entre o et 27, et posons
a + bd = 20 VU = TE COST ET CO
On démontre que l'intégrale 1 J(æ) 4" dx ne peut être nulle quel Li (0) u
que soit n.
(Voir LEBESGUE, Leçons sur les séries trigonométriques, p. 37.)
On déduit de là que deux fonctions continues différentes ne peuvent avoir la même série de Fourier; par conséquent, si la série de Fourier déduite d’une fonction continue es est uniformément convergente, la somme de cette série est égale à f(x).
12". Calculer les coefficients de la série de Fourier pour une fonction
continue f(x), de période 27, représentée par une ligne brisée. Cettesérie
étant uniformément convergente, en déduire une nouvelle démonstration du théorème de Weierstrass du n° 206.
né
l’équation DV) a une tangente si la fonction TD FAUTE
AZ
dérivée f'(x) et ainsi de suite.
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207. Recherche des enveloppes. — tant donnée l'équation d’une courbe plane C
dépendant d’un paramètre arbitraire a, cette courbe varie en
général d’une manière continue, de forme et de position, quand d 0 . « : s [28 * on fail varier ce paramètre. Si toutes ces courbes C restent tan-
gentes à une courbe déterminée E, cette courbe E s'appelle l'enveloppe des courbes G, qui sont dites les enveloppées. Les courbes Man donnccs: nous nous proposons de reconnaitre si elles admettent une enveloppe et de la déterminer. =? Ag L'existence de cette enveloppe E étant admise, soient (2) les coordonnées du point de contact M de la courbe E avec la courbe enveloppée C qui correspond à la valeur a du paramètre. Ces coordonnées +, y sont des fonctions inconnues du paramètre a, qui saüsfont à l'équation (1). Pour achever de le dèterminer, 1l nous faut exprimer que la tangente à la courbe décrite
FM
par le point M quand a varie coïncide avec la tangente à la courbe C. Désignons par x et y les paramètres directeurs de
\ ’ dx dy bei ‘ la tangente à la courbe enveloppée, par 7 et 77 les dérivées des
nn re :
fonctions inconnues x =o(a), y — V(a); il faudra que Von ait
dx dy (a da da / Bæ Op
Or la courbe C étant représentée par l'équation (1), où æa une valeur constante, on a la relation
OT
(3) CH ER Ce | 0x oy NT
qui détermine la tangente à cette courbe. D'autre part, les fonc-
tions inconnues æ — œ(a), y = Ÿ(a) vérihient aussi l'équation
se AMNAAT P.d D
J(æ&, Y,4) = 0, st CES
où a désigne maintenant la variable indépendante, et, par suile, on à aussi
d 0 of dæ of dy, of
(4) = —— + — JL — 0.
dx da dy da da | LE
% . L L . À F "4 \ L'équation de condition (2) devient, en tenant compte des rela-
tions (3) et (4),
(5) be
cette équation, jointe à la relation (1), détermine les deux fonctions inconnues æ —w(a), y = Y(a). On obtiendra donc l’équation de l'enveloppe, si elle existe, en éliminant le paramètre &
; : Ô entre les deux équations f =, ie ae
Soit R(2 y) 0e résultat de l'élimination ; nous allons exa= miner si cette courbe représente bien une enveloppe. Soient Co la courbe particulière correspondant à la valeur & du paramètre, et (Zo, Yo) les coordonnées d’un point d’intersection M, des deux
courbes
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les équations (1) et (5) définissent deux fonctions DIE);
Y —=4%(a), qui se réduisent respectivement à æ5, Yo Pour a = @o;
et l’on a évidemment pour 4 —4,,
of [dx of [dy | ae) on (ao cette relation, rapprochée de la relation (3), nous montre qu’au
nant (Los Yo) la tangente à la courbe C, coïncide avec la GRR à la courbe décrite par le point (x, y), à moins que l’on n'ait à la
sr of fois 0% —= O, A
ne soil un point singulier de la courbe C,. L’équation R(x, y) = 0 représente donc, soit l’enveloppe des courbes CG, soit un. lieu de points singuliers de ces courbes.
On peut compléter! te résultat. Si chacune des courbes C possède un ou plusieurs points singuliers, le lieu de ces points singuliers fait certainement parue de la DE KEY) 0 Soient en effet (x, y) les coordonnées de l’un de ces points singuliers; æ et y sont des fonctions de a qui vérifient à la fois les trois relations
— 0, c'est-à-dire à moins que le point (x, Ye)
HE GE
gr 1?
\Lin A ail pe RAT à
el, par suite aussi, la relation —0: x et y satisfont donc à nl | da 2
lPéquation R—=0o que l’on obtient en éliminant «& entre les deux
of
relations f — 0 et — 0. Dans le cas le plus général, la courbe
R(x,y)—o se compose de deux parties analytiquement disunctes, dont l’une est l'enveloppe proprement dite, tandis que
nu £
l’autre est le lieu des points singuliers. DK ;
Exemple. — Soit f(x, y, a)—y—y?+(x — a}? —0o; on of HE of
a-———2(%—a) et, en éliminant a entre f — 0 et Oo, on est conduit à l’équation y#— y2?— 0, qui représente les trois lignes droites y — 0, Y=+1, US Les courbes, considérées .se déduisent de la courbe y—y?+x?—0o en la faisant slisser parallèlement à Ox; or, cette courbe a un point double à l’ori-
ge, et elle est tangente aux deux droites y = +1, aux points de
rencontre avec l’axe des y. La droite y — 0 est donc un lieu de points doubles, tandis que les deux droites y —=ÆE1 constituent l'enveloppe proprement dite.
208. Lorsque la courbe C a une enveloppe E, les points de contact de la courbe C avec son enveloppe sont les positions limites des points d’intersection de cette courbe avec une courbe infiniment voisine de la même famille. Soient, en effet,
les équations des deux courbes voisines; le système (7) qui déter-
- mine les coordonnées des points communs peut évidemment être
EX MA AM
remplacé par le système équivalènt
fr, a+h)— f(x, y,a) _
EE 4 D 4 ® x 0 à dont la dernière équation se réduit à . — 0, lorsque À tend vers
zéro, c’est-à-dire lorsque la seconde courbe se rapproche indéfiniment de la première (!). Cette propriétéest du reste à peu près évidente géométriquement; on voit, en eflet, sur la figure 34 (a) que deux courbes voisines G, C/ ont un point d’intersection N qui se rapproche indéfiniment du point de contact M lorsque la seconde courbe C/ vient se confondre avec C. On voit de même sur la figure 34 (b) que, lorsque les courbes (1) ont un point double, un des points d’intersection des deux courbes voisines C, C' vient se
; (14 hole
confondre avec le point double quand la courbe C se rapproche
indéfiniment de la courbe C.
La remarque précédente explique bien pourquoi l’on doit trouver le lieu des points singuliers en même temps que l'enveloppe. Supposons, pour fixer les idées, que f(x, Y, &) soit un polynome de degré m en a. Pour un point M, pris au hasard dans
“ms
Lin ak AAA
(') La démonstration peut être présentée sous nne forme plus rigoureuse, en écrivant la seconde des équations (7') sous la forme f,, (x, y, a+60h)= 0o. Si le point (æ, y) tend vers un point limite (x, Y,}) lorsque À tend vers zéro, et si la dérivée f!, est continue, les coordonnées de ce point-limite doivent satis=
faire aux deux relations f(&,, Ya 4) = 0, fh (Lis Yu 4) = 0.
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(Sa.
bi NI
le plan, de coordonnées (#,, Yo), l'équation (8) HETDRAS a) = 9
admet en général m racines distinctes; il passe donc par ce point m courbes différentes de la famille considérée. Mais si le point M, appartient à la courbe R(x, y) —0, on a à la fois, pour une valeur de à,
of
F(Los Jos 4) = 0, PART NS
et l'équation (8) a une racine double. On peut donc dire que la courbe R(x, y) — 0 est le lieu des points du plan pour lesquels deux des courbes de la famille (1) qui y passent sont venues se confondre. Or les figures 34 (a) et 34 (b) montrent précisément
Fig. 34 a. Fig. 34 b.
que, lorsqu'un point se rapproche indéfiniment soit d’un point de l'enveloppe, soit d’un point de la courbe qui est le lieu des points singuliers, deux des courbes C qui passent par ce point diffèrent très peu l’une de l’autre et viennent se confondre à la limite.
Remarque. — Il arrive fréquemment que l'on a à chercher l’enveloppe d’une courbe (9) Car, 40) =0,
{ PUR ; AN +) ) r<
dont l'équation renferme deux paramètres variables «& et b, liés
par une relation o(a, b)—0o. Ce cas n’est pas distinct du cas général, car on peut considérer b comme une fonction de a définie
par la relation © — 0. D’après la règle établie, il faut joindre à Péquation (9) celle que l’on obtient en égalant à zéro la dérivée du premier membre par rapport au paramètre &
oF OF db
PL PAF à
mais de la relation © (a, b) — 0 on tire do do db … da 0h dr
, , . 3° . db et la formule précédente devient, en éliminant mn
0F do OF do / (10) A LÉ AE RER
On obüendra donc l'équation de l'enveloppe en éliminant «a et b entre les équations F— 0, © — 0, et l’équation précédente (10).
209. Enveloppe d’une droite. — Prenons l'équation d’une droite D sous la forme normale
(11) | æcosa + y sina— f(x) = 0,
le paramètre variable étant l’angle 4. En prenant la dérivée par rapport à ce paramètre, 1l vient st ve" | due) — xsina + y cosa— f'(a) = 0,
et l’on tire des deux équations (11) et (12) les coordonnées du point de contact de la droite mobile avec son enveloppe
(13) | æ = f(a)cosa— f'(a) sina,
y = f(a) sina + f'(a)cosa.
Il est facile de vérifier que la tangente à la courbe E décrite par ce point (æ, y) est la droite D; on tire en effet des équations (13)
(14) dy = [f(a) + f'(x)] cosax da,
et l’on voit que le coefficient angulaire de la tangente est — cota, ce quiest précisément le coefficient angulaire de la droite D. Des équations (14) on üre aussi, en appelant s l’arc de la courbe enveloppe,
ds = Vdx?+ dy?=Æ{f(a)+ f"(a)] da,
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s=æ | (rie de +];
il suffira donc, pour avoir une courbe rectifiable, de prendre pour f(x) la dérivée d’une fonction connue (1). — 1"
Prenons, par exemple, f(x) = /sinacoszæ; en faisant successivement y = 0 et æ — 0 dans l'équation (11), il vient (73. 35) OA = !sina,
et, par conséquent,
OB = /cosa et, par suite, AB = /. La courbe cherchée est donc l’enveloppe d’une droite de longueur constante {, dont les extrémités décrivent deux droites rectangulaires. Les formules (13) deviennent ici L
x = lsina, y = l'cosia,
et l’équation de lenveloppe est
ce |L9
“(es
c'est une hypocycloïde à quatre rebroussements, qui à la forme indiquée
meer mteiememerpers mere
(1) Dans la formule qui donne l’are
mA La?
vi s= J'(a) + ff(a) da |
toutes les quantités qui figurent au second membre ont une signification géométrique : « est l’angle que fait avec Ox la perpendiculaire ON menée de l’origine sur la droite mobile, f(æ«) est la distance ON de l’origine à cette droite ; f'(æ)est, au signe près, la distance MN du point de contact de la droite mobile avec son enveloppe au pied N de la perpendiculaire abaïssée de l’origine. On appelle quelquefois cette formule de rectification la formule de Legendre.
sur la figure. Lorsque « varie de o à —, le point de contact décrit l'arc DC. :
La longueur de l'arc, compté à partir de D, a pour expression LATE YA s = 3 lsina cosx da — — sin?a.
Soient [ le sommet du rectangle construit sur OA et OB, et M le pied de la perpendiculaire abaissée du point I sur AB. Les triangles AMI, APM donnent successivement
AM = Alcosx = l'cos?a, AP = AM sina — / cos?a sin«x
et, par suite, OP = OA — AP = /sin3x, de sorte que le point M est le point de contact de la droite AB avec son enveloppe. On a ensuite
ge”
BM = / — AM — / sin? « in
1 3 et, par conséquent, arc DM — -BM.
Enveloppe d’un cercle. — Soit (15) (æ—a} +(y—b}—p
l'équation d’un cercle, a, b, p étant des fonctions d’un paramètre va-—
Fig. 36.
riable £. Les points de contact de ce cercle avec son enveloppe sont à l'intersection du cercle avec la droite
(16) (æ—a)a'+(y —b)b'+ po'= 0,
qui est perpendiculaire à la tangente à la courbe C décrite par le
centre (a, b) du cercle, et dont la distance au centre est égale à p ma
ds
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s étant l’arc de la courbe GC. Cette droite coupe le cercle en deux points N, N', symétriques par rapport à la tangente MT (3. 36); l'enveloppe se compose donc de deux branches E, E’, qui ne sont pas en général analyÿtiquement distinctes. Plusieurs cas particuliers sont à remarquer :
° Si p est constant, la corde des contacts NN'se réduit à la normale PP’ et l'enveloppe se compose des deux courbes parallèles C;, C:, obtenues en portant sur la normale à la courbe C, de part et d'autre du point M, la longueur constante p.
do :
2 Sip=s+C,onap 7. — p; la corde NN’ se réduit à la tangente au
cercle au point Q. Les deux branches de l’enveloppe sont confondues, et cette enveloppe T admet pour normales les tangentes à la courbe C; on dit que C est la développée de T', etinversement l'est une développante de G. Lorsque dp > ds, la droite (16) ne coupe plus le cercle, et l'enveloppe est imaginaire.
Caustiques secondaires. — Supposons que le rayon du cercle variable
wi Lt >
r LA AJ c ST
soit proportionnel à la distance du centre à un point fixe O. Si l’on prend ce point fixe pour origine, l'équation du cercle est
(æ— a} +(y—b}= k(a?+ b?), k étant un facteur constant, et la corde des contacts a pour équation (æ—a)a + (y — b)b+ Æ2(aa'+ bb') = 0.
Soient à et 0’ les distances du centre M(a, b) du cercle à la corde des contacts et à la parallèle menée par l’origine; on tire de l’équation précé— dente à — #29’. On obtiendra donc la corde des contacts en prenant sur le rayon MO un point P tel que MP — 4MO et abaissant du point P une perpendiculaire sur la tangente au lieu du centre. Supposons ES er soit E la branche de l’enveloppe du cercle qui est située du même côté que le point O par rapport à la tangente à la courbe C. Appelons tetr les
angles que font avec la normale MI les droites MO et MN ; on a (fig. 37) M p sini _Mg _ MQ 1:
APR iInr = —— _ MO PE OO MN sine Mn CMP TRE
(\e . KR" a Et PA
Cela posé, imaginons que le point O soit un foyer lumineux et que la courbe C soit la limite de séparation entre le milieu où est le point O et un nouveau milieu dont l'indice de réfraction par rapport au premier soit égal à —. Après la Darius le rayon incident OM se change en un rayon
# A AT réfracté MR qui, d’ ‘apré la loi de la réfraction, est précisément le prolongement de NM. Tous les rayons réfractés MR sont donc normaux à l’enveloppe E, qu on appelle la caustique secondaire par réfraction. La caustique proprement ‘dite, enveloppe des rayons réfractés, est la développée de la caustique secondaire.
La seconde branche de l’enveloppe E’ n’a évidemment aucun sens physique; elle correspondrait à un indice de réfraction négatif. Si l’on suppose Æ — 1, l'enveloppe E se réduit au point O lui-même, tandis que l'enveloppe E' est le lieu des symétriques du point O par rapport aux tangentes de la courbe C. Cette courbe est aussi la caustique secondaire par réflexion pour les rayons lumineux issus du point O se réfléchissant sur la courbe C. On démontrera de la même façon que, si de chagne point d'une courbe C comme centre on décrit un cercle dont le rayon soit proportionnel à la distance du centre à une droite fixe, on obtient pour enveloppes les caustiques secondaires relativement aux rayons lumineux issus d’un foyer à l'infini.
Surfaces à un paramètre. — Soit (173 CTP EME
l'équation d’une surface S, dépendant d’un paramètre arbitraire @. S'il existe une surface E tangente à chacune des surfaces S le long d’une courbe C, cette surface E est appelée l'enveloppe des surfaces S, et la courbe de contact C des deux surfaces S et E est la caractéristique.
Pour reconnaître s’il existe une enveloppe, il faut donc examiner sil est possible de déterminer sur chacune des surfaces S une courbe C telle que le lieu de ces courbes soit tangent à la surface S le long de C. Soient x, y, : les coordonnées d’un point M de la caractéristique; si ce point n’est pas un point singulier de la surface S, l'équation du plan tangent à cette sur= face est
Xe) + CY — y) + CZ 8 — 0.
D'autre part, quand on se déplace sur l’enveloppe E, x, y, z, & ? q | Ï } , ; J , ,
Lei
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sont des fonctions de deux variables indépendantes vérifiant l'équation (19) et, entre leurs différentielles, on a la relation
URL Nr MU Nr Se D On RACE 0e et
pour que le plan tangent à la surface E soit identique au plan tangent à S, il faut et il suffit que l’on ait, entre les différenelles dx, dy, dz, la relation
condition qui devient, en tenant compte de la précédente,
oO (18) sa = 0)
On démontrera inversement, comme pour les courbes planes (n° 207), que la surface R(x, y, 3) — 0, obtenue par l'élimination du paramètre a entre les deux équations (17) et (18), représente soit l'enveloppe des surfaces S, soit le lieu des points singuliers. La caractéristique C représentée par les équations (17) et (18) est encore la position limite de la courbe d’intersection de la surface S avec une surface infiniment voisine de La même famille.
912. Surfaces à deux paramètres. — Considérons maintenant une équauion
(19) HAN ed) 10
qui représente des surfaces S dépendant de deux parametres & et b. Il n'existe pas en général de surface tangente à toutes les surfaces de cette famille tout le long d’une courbe; en etlet, si l’on établit entre les deux paramètres a et b une relation b—=4@(a), on a des surfaces ne dépendant plus que d’un parametre &, et la caractéristique est représentée par l'équation (19) jointe à l’'équaion
(20) D + Sete) =0.
Cette caractéristique dépend en général de +’ (a), de sorte que sur
chaque surface S il y a une infinité de caractéristiques; elles n’ensendrent donc pas une surface lorsque & et b varient. Nous allons chercher s’il existe une surface E touchant chacune des surfaces en un point seulement, ou en quelques points, et non tout le long d'une courbe. Si cette surface existe, les coordonnées (x, y, &) d’un point de contact de la surface S avec l’enveloppe E sont des fonctions des deux paramètres variables a et b qui satisfont à la relation (19) et dont les différenuelles dx, dy, dz vérilient par conséquent Ja relation
(21) La + Lay+ Has DRE TEE
Pour que la surface, lieu du point (x, y, 3), soit tangente à la
surface S, 1l fant encore que l’on ait
ul
relation qui devient, en tenant compte de la précédente,
D 9 da US RARE
Comme a et b sont deux variables indépendantes, 1l faudra que l’on ait à la fois, pour le point de contact,
(ab) — = 0, + = 0.
On obtiendra donc l'équation de l’enveloppe en éliminant & et b entre les trois relations (19) et (22). Le raisonnement prouve bien que la surface ainsi trouvée est tangente à lasurface S, sauf st l’on a à la fois, pour les solutions communes aux équations (19 et(22),
CRC ROLE 0 E Dr UD de 0
cette surface est donc soit l'enveloppe, soit le lieu des points singuliers des surfaces S.
Nous avons donc, en définitive, deux espèces de surfaces enveloppes, suivant que les surfaces enveloppées dépendent de un ou deux paramètres. Par exemple, le plan tangent à une sphère ou à un hyperboloïde dépend de deux paramètres, et ce plan touche la
I. — COURBES ET SURFACES ENVELOPPES
surface en un point seulement. Au contraire, le plan tangent à un cône ou à un cylindre ne dépend que d’un paramètre variable, mais ce plan touche son enveloppe tout le long d’une génératrice.
913. Surfaces développables. — La surface enveloppée par un plan ne dépendant que d’un paramètre variable est appelée surface développable.
Soit
(23) z=ax+ y f(a)+ (a)
l'équation du plan mobile P, & étant un paramètre variable, f(x) el o(a) deux fonctions quelconques de ce paramètre. La caractéristique est définie par l'équation (25) jointe à l'équation
(24) CH ANS) Ho (a) + 0;
obtenue en différentiant par rapport à &; c’est donc une ligne droite G, et la surface développable est une surface réglée. Nous allons démontrer que toutes ces droites G sont tangentes à une courbe gauche. Pour cela, différentions encore une fois par rapport à «; la nouvelle équation obtenue
(25) Mer p(a)=0
détermine sur la caractéristique G un point particulier M. Le lieu de ces points M, lorsque « varie, est une courbe gauche F, dont la tangente est la droite G elle-même. La courbe F est, en effet, représentée par les trois équations (23), (24), (25), dont on pourrait tirer les coordonnées æ, y, 3 en fonction de &. Si l’on différentie les deux premières de ces équations, en ayant égard à
la dernière, 1l vient (26) dz = « dx + f(a) dy, dx + f'(a) dy = 0,
relations qui expriment que la tangente à la courbe l'est parallèle à la caractéristique G. D'ailleurs ces deux droites ont un point commun; donc elles se confondent.
Toute surface développable peut donc étre définie comme la surface engendrée par les tangentes à une courbe gaucheT. Cette courbe F peut, comme cas exceptionnel, se réduire à un point, à distance finie ou à l'infini; la surface est alors un cône
ou un cylindre. C’est ce qui arrive lorsque MONET
Réciproquement, toute surface engendrée par les tangentes à une courbe gauche F est une surface développable. Soient
les coordonnées d’un point de F'; le plan osculateur, dont on donnera plus loin la définition géométrique (n° 222), a pour équation
3) =E 0 les coefficients A, B, C satisfaisant aux deux relations
(28) Adx +B dy +Cdz=o, ABdx+Bdy+Cdz =o.
Ce plan dépend d’un seul paramètre variable £; nous allons vérifier que la caractéristique de ce plan est précisément la tangente à la courbe F. Cette caractéristique est l'intersection du plan osculateur avec le plan
dA(X—zx)+ dB(Y — y)+dC(Z — 3) =,
qui passe également par le point (x,'y, z). Pour démontrer qu’elle se confond avec la tangente, il suffit de prouver que l’on a
A dx + Bdy +Cdz=0, dA dx + dB dy + dC ds = 0;
la première relation est une des relations (28) qui déterminent A, B, C. La seconde s’en déduit en différentiant la première, et tenant compte de la dernière équation (28).
Ce mode de génération d’une surface développable permet de se faire une idée assez nette de la forme de la surface. Soit AB un arc de courbe gauche; par chaque point M de l'arc AB menons la langente, et ne considérons que la portion de tangente qui correspond à une direction déterminée, par exemple celle de A vers B. Le lieu de ces demi-droites est une nappe de surface S, limitée par l’arc AB et les deux tangentes en À et B, s'étendant d’autre part Jusqu'à l'infini. En prenant de même les autres portions de tangentes, on obtient une autre nappe de surface analogue S,, qui se raccorde avec S, Le long de l’are AB ; les deux nappes de surface paraissent se recouvrir partiellement pour un observateur placé au-dessus. Il est clair que tout plan passant par un point O de l’arc AB coupe les deux nappes S, et S; suivant deux branches de courbe qui viennent se raccorder au point O, en formant
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un rebroussement; cette propriété explique le nom -d’aréte de rebroussement donné à la courbe gauche F.
Il est aisé de le vérifier par le calcul. Prenons le point O pour origine, le plan sécant pour le plan des æzy, la langente pour axe des 3, le plan osculateur pour plan des æ3; si l’on a pris z pour la variable indépendante, les développements de x et de y sont de la forme
et les équations de la tangente en un point voisin de l’origine s’écrivent
Si l'on fait Z—0, on a les coordonnées X, Y du point de rencontre de la tangente avec le plan sécant; les développements de ces coordonnées commencent respectivement par un terme en 2° et par un terme en 3°. On a donc bien un rebroussement à l'origine.
Exemple. — Prenons pour arête de rebroussement la cubique gauche æ=t,y=t?,z = 414%. L'équation du plan osculateur est | DEN 32Y 7 —\0;:
on obtiendra l'équation de la surface développable en écrivant que l’équa-
tion précédente, considérée comme une équation en {, admet une racine double, ce qui revient à éliminer £ entre les deux équations
E— otX + Y—o, Xt2—21Y+Z=—0o.
Le résultat de l'élimination est (XY —Z}— 4(X2— Y)(Y2— XZ) = 0, la surface développable est done du quatrième ordre.
On peut remarquer que les équations (E) représentent la tangente à la cubique gauche.
MA. Si z —F(x, y) est l'équation d’une surface développable,
la fonction F(x, y) satisfait à l'équation s°— rt —=0, r,5,t désignant, suivant l’usage, les trois dérivées partielles du deuxième ordre de la fonction F(x, y).
En effet, le plan tangent à cette surface, qui a pour équation ZL=pX+qY+z—pz—q7y,
ne doit dépendre que d’un paramètre; des trois quantités p, g, 3—px—qy,1ly en a donc une seule d’arbitraire, et en particulier 1l y a une relation entre p et g, f(p, q) —0. On déduit de là
D CARNET que le jacobien P(P:9) =, 2 doit être identiquement nul.
Inversement, si hou a rt—s?—0o, q et p sont liés par-une relation au moins. S'il y a deux Babe distinctes, p et q sont des constantes p— a, g —b, et la fonction F(x, y) est égale à ax + by + c; la surface est un plan. S’il y a une seule relation entre p el g, on peut l'écrire g — v(p), p ne se réduisant pas à une constante. Mais on a aussi
YUTÉ -È 51) 2 RE SE D(x, y) de sorte que 4 — px — qy est aussi une fonction de p, soit d(p)}, lorsque rt—s?—0o. La fonction inconnue 3 — F(x,y) et ses dérivées partielles p et qg vérifient donc les deux relations
q=gp(p)}, z—px—o(p)y = Y(p);
différentions la seconde par rapport à x et à y, il vient L+y#(p)+VIL = 0. [r+yg(p)+V(p)]E = 0 x 0y Puisque p ne se réduit pas à une constante, on doit avoir G+yp(p)+V%{p)=o.
L’équation de la surface s’obtiendra donc en éliminant p entre cette relation et 3=pr+yo(p) +%(p),
ce qui donnera précisément l'enveloppe du plan précédent, où l’on regarde p comme le paramètre variable.
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215. Enveloppe d’une famille de courbes gauches. — Une famille de courbes gauches, dépendant d’un paramètre variable, n'admet pas en général de courbe enveloppe. Considérons d’abord une famille de droites
(29) T=4A2+p, Jÿ=bs+ a,
a, b, p, q étant des fonctions données d’un paramètre variable 4; nous allons chercher à quelle condition cette droite est tangente
dans toutes ses positions à une courbe gauche F. Soit :— (a) la coordonnée z du point M où la droite mobile D touche son enveloppe l'; la courbe cherchée l sera représentée par les équauons (29), auxquelles on ajoutera la relation z—vo(«), et les paramètres directeurs de la tangente à cette courbe auront pour
expressions dx
TR = av(a)+a'g(a)+p", dy à À , ? | À da !
D RER Gt ea),
4’, b', p', q' étant les dérivées de a, b, p, g. Pour que cette tangente soit la droite D elle-même, il faut et il suffit que l’on ait dx ds dy 3 NS 15 nt ee, da dr da dx”
c'est-à-dire d'o(x)+p'=0, b'e(x)+gqg'=0.
La fonction inconnue (4) doit donc satisfaire à deux relations distinctes, et par conséquent la droite mobile n'a une enveloppe que si ces relations sont compatibles, c’est-à-dire si l’on a
Lorsque cette relation est vérifiée, on obtiendra la courbe ent f P q veloppe en prenant &(a)——#— #2, € PP P € i ( ) «a b'!
Il est facile de généraliser le raisonnement. Considérons une
famille de courbes (CG), dépendant d’un paramètre variable &
représentées par les équations
(30) FEV; SA1) 40, BOL, a des 0
si ces courbes C sont tangentes à une courbe F, les coordonnées
(x, y, z) du point de contact M de la courbe C, qui correspond à.
la valeur de « du paramètre, avec l'enveloppe sont des fonctions du paramètre à qui vérifient les équations (30), et une autre relation distincte de celles-là. Soient dx, dy, dz les différentielles relas tives au déplacement du point M sur la courbe GC; « restant constant sur la courbe C, on a entre ces différentielles les deux
relations or oF oF Ven pra ele re 2 —0, G 0 FAN 0z 6 à M op op 0 + — dy + — dz = d : 0Y y 03 ‘ fi
Soient d'autre part 0x, dy, 05, 00 les différentielles de x, », 3, @, relatives à un déplacement du point M sur la courbe F; ces différentielles vérifient les relations
dE pe PP Sy RES Û | 5 plate PRO Ni ER
ox RU YEAR = SEE A STI
Pour que les courbes Cet soient tangentes, il faut et il suffit que l’on ait AR CUP IOMELE
5x dy ds
et ces conditions deviennent, en tenant compte des relauons (31) et (52),
Les coordonnées x, y, 3 du point de contact doivent donc vérifier les équations ŒE op
da O4
(33) Rfse)t, b— 0,
Pour que les courbes C admettent une enveloppe, il faut donc que les quatre équations précédentes soient compatibles, quelle que soit la valeur du paramètre «. Réciproquement, si ces équations admettent une solution commune en +, y, 3, quel que soit «, le raisonnement prouve que la courbe décrite par ce point #, ÿ, 4 est tangente en chacun de ces points à la courbe C correspon-
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dante. Ceci suppose toutefois que le point de coordonnées (Z, y, 3) n’est pas un point singulier de la courbe C, c’est-à-dire que les relations (31) déterminent les rapports des différentielles PE dy, dz.
Remarque 1. — Lorsque les courbes CG sont les caractéristiques d’une famille de surfaces à un paramètre F(xz; 7,2, «) — 0, les équations (33) se réduisent à trois équations distinctes
oF FE
34) F—0o ae 0). 10!
la courbe représentée par ces équations est donc l'enveloppe des caractéristiques. C’est la généralisation de la propriété établie plus haut pour les génératrices d’une surface développable.
Remarque IT. — La première et la troisième équalion du système (35) représentent la caractéristique de la surface à un paramètre F(x, y, z, «) —0o. La seconde et la quatrième équation représententde même la caractéristique de la surface D(x,y,3,4) — 0. S1 la courbe C a une enveloppe, tout point de contact de C avec son enveloppe appartient donc à la fois à ces deux caractéristiques. L'enveloppe de C fait partie de l'intersection des enveloppes des deux surfaces.
Les équations d’une droite mobile se présentent quelquefois sous la forme Lo ne V— Yo : E— 2%
99) Éd les e
Toy Pos 30: À, D, € étant des fonctions d’un paramètre variable &. Il est aisé de trouver directement la condition pour que cette droite ait une enveloppe. Désignons par / la valeur commune des rapports précédents ; les coordonnées d’un point quelconque de la droite ont pour expressions
æ = Lo + la, Y = Yo+ lb, 3 = Z9+ lc,
et il s'agit de voir s’il est possible de prendre pour / une fonction de « telle que la courbe décrite par le point (x, Ÿ, 3) Soit tangente à la droite mobile. II faut pour cela que l’on ait
A Do gb D sprl sé SPP DD DENT TNT PPPR
en désignant par 72 une nouvelle indéterminée égale aux rapports précédents, et éliminant / et m entre les trois équations linéaires obtenues,
532 CHAPITRE X.'— THÉORIE DES ENVELOPPES. — CONTACT: on est conduit à l'équation de condition
# ; , 2 MN AUOT
(37) DUC D UC TIEeNON
Si cette condition est satisfaite, les relations (56) donneront À et par suite l'enveloppe.
II. — CONTACT DE DEUX COURBES, D'UNE COURBE ET D'UNE SURFACE
; 916. Contact des courbes planes. — Soient Cet C/ deux courbes
planes tangentes en un point À. À chaque point m de la courbe C voisin du point À imaginons qu'on fasse correspondre, d'après une loi quelconque, un point m de la courbe C’, de telle facon que le
point m' vienne en À en même temps que le point ». En prenant comme infiniment petit principal l'arc Am, ou, ce qui revient au même, la corde Am, nous allons d'abord chercher quel mode de correspondance il faut adopter pour que l’ordre infinitésimal de mm! par rapport à Am soit le plus erand possible (1). Rapportons pour cela les deux courbes à deux axes de coordonnées, rectan= gulaires ou obliques, l’axe des y n'étant pas parallèle à la tangente commune AT. Soient |
(CG) v= f(),
A Peel e RE RE
(*) Il est évident qu’on obtiendrait cet ordre en faisant correspondre au point le point m’ pour lequel la distance de m à un point de C’est minimum. Mais nous allons montrer qu’on peut remplacer ce mode de correspondance par une infinité d’autres.
II. — CONTACT DE DEUX COURBES, ETC
les équations des deux courbes, et (xs, 9) les coordonnées du
point À ; les coordonnées du point m seront x, + À et (Lo + h),
et celles du point! seront de même x, + 4 et F(xo +4), # dési-
gnant une fonction de À qui tend vers zéro avec A, et qui définit le
mode de correspondance adopté entre les points des deux courbes.
Observons encore qu'on peut remplacer linfiniment peut prina}
. 9] . . Te cipal Am par = ap, car le rapport ee tend vers une limite finie
différente de zéro lorsque le point m se rapproche indéfiniment du point À.
* Cela posé, admetions que, pour un certain mode de correspondance adopté, mm/ soit un infiniment petit d'ordre 7 + r par rap-
port à 2; mm est alors un infiniment peut d'ordre 27° + 2. Or on peut écrire, 4 désignant l'angle des axes,
mm = [F(æo 4) — f(æo+h)+(k— h)cosBP+(k—h) sin? 0;
il faut donc que chacune des différences À — h et F(xo+k)— f(ro+h)
soil un infiniment petit d'ordre r + 1 au moins, c’est-à-dire que l’on ait LR ahres, Ftwo-r &) — f(ro+ h) = Bhrr,
a el $ étant des fonctions de X qui restent finies lorsque À tend
vers zéro. La dernière formule peut s’écrire Féxo+h+ahrt1)— f(xo+ h) = $Bhr"+;
si l’on imagine F(x, + h+ xh"tt) développé suivant les puissances de #, la partie qui dépend de + est un infiniment petit d'ordre 7 + 1 au moins, la différence
A=F(xo+h)— flæo+h)
est donc un infiniment petit d'ordre au moins égal à 7 +1, mais peut être d'ordre supérieur. Or cette différence A représente la distance mn des points des deux courbes OC, C', qui sont situés sur une même parallèle à l’axe O y. Puisqu'en remplaçant le point m' par le point » on ne peut qu'augmenter l’ordre infinitésimal de nm, on en conclut que la distance de deux points corres-
pondants des deux courbes est de l’ordre infinitésimal le plus grand possible lorsque les points correspondants sont situés sur une parallèle à l’axe O y. Si cet ordre est égal à +1, on dit que les deux courbes ont un contact d’ordre r au point A.
Remarques. — Cette définition donne lieu à un certain nombre de remarques. L’axe O y est en définitive une droite assujettie à la seule condition de ne pas être parallèle à la tangente commune AT ; on peut donc, pour évaluer l’ordre du contact, faire correspondre les points des deux courbes situés sur une droite parallèle à une droite fixe D, non parallèle à la tangente. Le raisonnement" précédent prouve que l’ordre infinitésimal obtenu ne dépend pas de la direction de la droite D : c’est ce qu'il est aisé de vérifier. Supposons, en effet, que par un point m de la courbe C on mène deux droites »#m' et mn ( fig. 38) parallèles à deux directions fixes autres que la tangente. Dans le triangle mm'n, on à
' Ê N'a mm sin nnm mn LAPS
sin AM n
LR
lorsque le point m se rapproche du point À, les angles mnm', mm'n ont des limites différentes de o et de 7, car la corde m'n a pour limite la tangente AT, et par conséquent m#1m/ est du même ordre que mn. Le même calcul prouve que mm/ ne peut pas être un infiniment petit d'ordre supérieur à mn, quelle que soit la con-
struction dont on déduit le point »' du point m puisque le nu-
LAMTN mérateur sin nnm a une limite finie différente de zéro.
On a pris pour infiniment petit principal l’are Am ou la corde Am ; on aurait obtenu le même résultat en prenant pour infiniment petit l’are À n de la courbe C/ car Am et A n sont du même ordre.
Lorsque deux courbes C, C! ont un contact d'ordre r, on peut imaginer une infinité de correspondances entre les points m, ml des deux courbes de facon que mm! soit un infiniment petit d'ordre 7 +1. Il suffit de prendre k— h + ahstt, s étant 27, et « étant une fonction de L qui conserve une valeur finie lorsque h— 0. Si l’on avait sr, mm! serait d'ordre s + 1 seulement.
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deux courbes C, C’, il faut, d’après cela, évaluer Pordre infinitésimal de Y VE F(xzo + h) — f\ Co h)
par rapport à L. Les deux courbes étant tangentes au point À, on a d'abord F(xo) = f(xo), F'(xe) = f"(xo), mais il peut se faire qu’un certain nombre d’autres dérivées des deux fonctions soient égales pour x. Supposons, pour prendre le cas général, que Von ait
F(xo) ER LETTRE F'(æo) a J'(æo);
(38) nn Fa) =" (To): e.) FU (x). = f (wo),
les dérivées suivantes F+1) (x,) et fl (xs) étant inégales. En appliquant la formule de Taylor aux deux fonctions F(æ) et f(x), nous pouvons écrire
fon NV —Féri)+ + Fo) +...
hr RP Fe NL) 1.2:..(70 +1)
y = fa) + E f'U) +.
hr hn+i D Ru (æe) HAUT + 1)
hnr+i Lee [FU (2) + €)
PMICOEES
et, en retranchant membre à membre,
hn+1
‘ — y —= F'(a+1) — far (y Te ME T F STNoUD DADTA UD SAT L
e, </ étantinfiniment pelits. L'ordre du contact des deux courbes est donc égal à l’ordre des plus hautes dérivées des fonctions f(x) et F(x), qui sont égales pour x = Lo:
Les conditions (38), données par Lagrange, expriment aussi que l'équation F(æ) = f(x) admet x = xo pour racine multiple d'ordre n +1. Or cette équation détermine les abscisses des points communs aux deux courbes C, C/; on peut donc dire que deux courbes, qui ont un contact d’ordre n, ont n + 1 points d'in- Lersection confondus en un seul.
La formule (39) montre que Ÿ —y change de signe avec À lorsque n est pair, et ne change pas de signe lorsque » est impair. Donc deux courbes qui ont un contact d'ordre impair ne se
traversent pas au point de contact, et deux cou rbes qui ont un contact d'ordre pair se traversent. I est aisé de s’en rendre compte. Considérons, pour fixer les idées, une courbe C’ traversant la courbe C en trois points voisins du point A; si cette courbe C' se déforme d’une manière continue, de façon que les trois points d’intersection viennent se confondre au point À, la position limite de C’ a un contact du second ordre avec C, et il suffit de faire la figure pour voir que les deux courbes se traversent au point À. Le raisonnement est évidemment général. Lorsque les équations des deux courbes ne sont pas résolues par rapport aux ordonnées y et Ÿ, ce qui est le cas général, les règles du calcul des dérivées permettent toujours de former Îles conditions nécessaires pour que les deux courbes aient un contact d'ordre #. Le problème n'offre donc aucune difficulté spéciale. Nous examinerons seulement quelques cas particuliers, d’une application fréquente. Supposons d'abord que les coordonnées d’un point de chaque courbe soient exprimées en fonction d’un
paramètre variable
(G) m=f(t),, y=e(t), (G') M fL LL), Xe),
et que pour une valeur particulière {4 on ait à la fois d(4,) = o(t0), L'(£6) = %'(t), de façon que les deux courbes soient tangentes au point À, de coordonnées f(t5), 2(45). Si f'(t9) n’est pas nul, ce que nous supposerons, la tangente commune n’esi pas parallèle à Oy, et l’on obtient les points des deux courbes qui ont même abscisse en posant # — 1. D'autre part, x — x, est du premier ordre par rapport à {—1{,, et nous sommes encore ramenés à évaluer l’ordre infinitésimal de Ÿ(t) — ©(t) par rapport à & — 4. Pour que les deux courbes aient un contact d'ordre n, il faut et il suffit que l’on ait
(40) (to) = o(to), Y'(£o) = v’(to), 22 (0) = OPEERS
et le contact est d’ordre » seulement, si les deux dérivées d(#+1 (4) (n+1) \ RS Pre et © ({o) sont inégales.
Considérons encore le cas où la courbe C est représentée par les deux équations
II. — CONTACT DE DEUX COURBES, ETC. | 537 la courbe C! ayant pour équation F(x,y)—o. Ce cas peut se ramener au précédent; remplaçons æ par f(t) dans F(x,7y)et soit y —="#Ÿ(4) la fonction implicite définie par la relation
de sorte qu'on peut aussi regarder la courbe C' comme représentée par le système des deux équations
(43) x= f{t), = (te).
Pour que les deux courbes C, C’ aient un contact d'ordre nr au point À qui correspond à la valeur £, du paramètre, il faut que les relations (40) trouvées plus haut sortent satisfaites. Or les dérivées successives de la fonction implicite d(#) se déduisent des
équations Ai oF |, À RS We, SE \/ ue da) ht) 0, ado of x 4 A 2 ! L nru l 0x? EX AA rep )'Ÿ'(é) fn 1 EF dF F (14) | » ait [dope = ft) + —Y(E) = 0, dy* : ÿ ® 0 PR:
gd’ F ë £ dE PAL CARD AM NEMAX €) #5 0 ;
on obtiendra les conditions du contact en faisant, dans ces formules, re ATOTOE 2 HUE U(éo) = o(o); U(Lo) rs o'(£o), ARE MAT ERARSAETSR Ces conditions peuvent s’énoncer comme 1l suit. Posons f(4) = F[ (4), o(4)]; pour que les deux courbes aient un contact d'ordre n au point t=t,, il faut et cl suffit que l’on ait
(45) É(to) = 0, $'(t5) = 0, 6149 FU) (to) = 0.
L’équation $(t) — o donne les valeurs du paramètre 4 qui correspondent aux points d’intersection des deux courbes. Les condiions du contact expriment encore que cette équation admet { = to pour racine multiple d'ordre n +1, c'est-à-dire que les deux courbes ont 7? +1 points communs confondus en un seul.
218. Courbes osculatrices. — Étant données une courbe déterminée C et une courbe C/, dépendant de 7 +1 paramètres &, b,
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(46) F(æ, y, a. b,ce, ..., l)=o,
on peut choisir les valeurs de ces n + 1 paramètres de façon que la courbe C/ ait avec la courbe C, en un point donné à l’avance, un contact d'ordre n. Soient x = f(t), y = 2(t) les coordonnées d’un point de C; les conditions pour que les deux courbes C, C! aient un contact d'ordre » au point {— {4 sont données par les équations (45), où l’on a posé
$(t) = FLF(E), ot), a, b, cl
La valeur {, du paramètre étant donnée, ces 7 +1 équations déterminent les nr +1 paramètres a, b, c, .... l. La courbe C ainsi obtenue est dite osculatrice à la courbe C.
Appliquons cette théorie aux courbes les plus simples. L'équation d’une droite y — ax + b dépend de deux paramètres a et à; la droite osculatrice a donc un contact du premier-ordre. Si y =/f(x) est l'équation de la courbe C, les paramètres @ et b doivent vérifier les deux relations
(To) = A9 + b, J'(æo) rt.
on retrouve l'équation de la tangente, comme on devait s’y attendre, L'équation d’un cercle
dépend de trois paramètres a, b, R; le cercle osculateur a done un contact du second ordre. Soit y = f(x) l'équation de la courbe donnée ; on déterminera a, b, R en écrivant que le cercle rencontre cette courbe en trois points confondus, ce qui donne, avec l’équation (45), les deux conditions
(48) car (yrb)yl=, dope (0)
Les valeurs de a et b que l’on déduit de ces deux relations sont identiques aux coordonnées du centre de courbure ; donc le cercle osculateur coïncide avec le cercle de courbure. Le contact étant du second ordre, nous pouvons en conclure que le cercle de courbure d’une courbe plane traverse cette courbe au point de contact.
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‘Fous ces résultats pouvaient être prévus a priort. En elfet, les coordonnées du centre de courbure ne dépendent que de x, y, y', y"; deux courbes qui ont un contact du second ordre ont donc même centre de courbure. Or le centre de courbure du cercle osculateur est évidemment le centre de ce cercle lui-même ; donc il y a identité entre le cercle de courbure et le cercle osculateur. Considérons, d'autre part, deux cercles de courbure voisins; la différence des rayons, qui est égale à Parc dela développée compris entre les deux centres, est supérieure à la distance des centres. L’un des deux cercles est donc tout entier intérieur à l’autre, ce qui ne pourrait avoir lieu si les cercles étaient tous les deux intérieurs ou tous les deux extérieurs à la courbe C, dans le voisinage du point de contact. Il faut donc qu'ils traversent la courbe C.
Il y a cependant sur une courbe plane certains points particuliers où le cercle osculateur ne traverse pas la courbe, et cette remarque se rattache à une propriété sénérale. Étant donnée une courbe C/ dépendant de à +1 paramètres, on peut ajouter aux (n +1) équations (45) la nouvelle équation
Jia+1)(40) — O,
à condition de regarder {, comme une nouvelle inconnue à déterminer. Il y a donc, en général, sur une courbe plane C, un certain nombre de points où le contact avec la courbe osculatrice C’est d'ordre # +1. Ainsi, il v a des points où la tangente à un contact du second ordre; ce sont les points d’inflexion, pour lesquels y'= 0. Pour avoir les points où le cercle osculateur à un contact du troisième ordre, il faut différentier la dernière des équa-
tions (48), ce qui donne PH) rEEr0; et, en éliminant y — b, on est conduit à la condition
(49) (ae ES HN 0.
Les points qui satisfont à cette condition sont ceux pour lesquels dB 9 \ Lo 4 æ ‘ on a —0, C est-à-dire où le rayon de courbure est maximum T Le
ou minimum. Pour une ellipse, ce sont les sommets; pour une cycloïde, les points où la tangente est parallèle à la base.
219. Une courbe osculatrice peut être regardée comme la position limite d’une courbe C, qui rencontre la courbe C en # +1 points infiniment voisins, lorsque tous ces points sont venus se confondre. Prenons, pour fixer les idées, une famille de courbes dépendant de trois paramètres a, b, c, et soient 4, + h,, to + ho, Lo 3 trois valeurs voisines de £,; la courbe C/ qui rencontre la courbe C aux trois points correspondants est déterminée par les trois équations
(50) F(to+ hi) = 0, F(to+ h2) = 0, F(to+ ka) 0.
Retranchons la première équation de chacune des deux autres, el appliquons aux deux différences la formule des accroissements finis, nous obtenons le système équivalent
CERN É(to+ hi) = 0, É'(to+ ki) = 0, S'LLER ks) 10;
où k, est compris entre 4, et h:, k, entre L, et k;. En retranchant de nouveau la seconde équation de la troisième, et appliquant la formule des accroissements finis, on arrive à un nouveau système
(52) (to+ h;)= 0, F'(to 2 FD) 0, "(to + 1) = 06,
l, étant compris entre X, et k:. Lorsque h,, h:, k3 tendent vers zéro, il en est de même de Æ,, £:, l, et ces équations deviennent à la limite
ce sont Justement les équations qui déterminent la courbe oscula-, trice. Le raisonnement est le même, quel que soit le nombre des paramètres, et l’on pourrait aussi définir la courbe osculatrice
comme la limite d’une courbe C' tangente en p points à la
courbe C, et la coupant en g autres points (où 2p + q = nr +1 }; lorsque ces p + q points viennent se confondre en un seul.
Par exemple, le cercle osculateur est la posiuon limite d’un cercle passant par trois points de la courbe G infiniment voisins du point de contact. C’est aussi la position limite d’un cercle tangent à la courbe C au point donné et passant par un autre point de la courbe C infiniment voisin du premier. Je m'’arrêterai un instant sur cetle propriété, facile à vérifier.
Prenons pour origine le point donné, pour axe des x la tangente
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et pour direction positive de Oy la direction de la normale qui va vers le centre de courbure. Nous avons à l’origine y — 0 et, par
. J Là 5 x suite, RE 5 et nous pouvons écrire, d’après la formule de
Taylor,
e étant infiniment petit avec &. On déduit de là que R est la limite
ä x? F de l'expression — — 2Y
OP NP lorsque le point M se rapproche du
point O. Soit, d'autre part, R, le rayon du cercle C,; tangent à
l’origine à l’axe des x et passant par le point M. On a
OP =Mm — MP(2R1—MP) ou |
OP MP
etes À > MP 2 la limite du rayon R, est donc bien égale au rayon de courbure R. 99{). Contact de deux courbes gauches. — L'ordre de contact
de deux courbes gauches se définit comme pour Les courbes planes. Considérons deux courbes F, [”, tangentes en un point com-
mun À; soit M un point de l voisin de À, auquel on fait corres-
pondre un point M' de F’ d’après une loi quelconque, de telle façon que les deux points M, M Lendent simultanément vers le point À. Nous allons chercher quel est l'ordre infinitésimal maximum de MM' par rapport à l'arc AM considéré comme infiniment pelil prin-
cipal; si cet ordre est 7 +1, nous dirons que les deux courbes ont un contact d'ordre n. |
Rapportons les deux courbes à un système d’axes rectangulaires ('), le plan des yz n'étant pas parallèle à la tangente commune, et supposons d’abord leurs équations mises sous la forme suivante :
(r) JF = f(x). cr) Ce
2 = 1e (x), ZL'= PEN)
SI Lo; Vo: Zo Sont les coordonnées du point de contact, les
coordonnées des deux points M, M' sont respectivement
M{xo+ À, f(x + h), o(xo+ h)], MTro+ À, F(xo+ k), P(xo+ Æ)],
À élant une fonction de k qui dépend de la loi de correspondance établie, et qui s’annule avec À. On peut encore prendre À pour infiniment pelit principal au lieu de l'arc AM (n° 216), et, pour que MM soit un infiniment petit d'ordre n +1, il faut que chacune des différences
Kk—h, F(xo+k)— f(xv+h), P(ro+ A) —9(ro+h)
soit un infiniment peut d'ordre 7 +1 au moins. On doit donc
avoir k—h=ahr#1, F(xzo+ Æ) + J(Xocr h)= BAn+i, P(ro+ A) — 0 (20 + À) = yhin,
2, 8, restant finis lorsque A tend vers zéro : en remplacant Æ par F2 | I ) PrRC P sa valeur + xh*#1, les deux dernières conditions deviennent
F(to+ h+ ah) = f(x + h) = Bhr+i, P(To + fut à An#A1) re P(To+ h) = y hi,
En développant F(x, + 4 + ahrt1) et (x, + h + æh##1) par la formule de Taylor, tous les termes qui dépendent de o contiendront "+! en facteur, et les différences
ÆF(to+h)— flro+h), Pb(xy+ h) — o(xo+h) 2 — À ——_—_—_——_—_— (*) Il est facile de voir que cette hypothèse n’est nullement nécessaire pour la
suite, en se reportant à la formule qui donne la distance de deux points en coordonnées obliques. |
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devront être d'ordre nr +1 au moins. Il s'ensuit que, si la distance MM! est d'ordre r +1, la distance MN des points M,Ndes deux courbes qui ont même abscisse (Zo + h) est d'ordre n +1 au moins. On obtiendra donc l’ordre infinitésimal maximum en faisant correspondre les points des deux courbes qui ont même abscisse.
IL est facile d'évaluer cet ordre. Les deux courbes étant tangentes, on a les relations
fa) = Ft), f'(t)= Ft), 2(%%) = P(ro), 9'(to) = P'(Lo); supposons que l’on ait en outre, pour prendre le cas général,
Î(&o) == F"(xo), NE" AMIE TS == Ft(x), p"(To) = P"(To), mr gt) (x) = Pre);
l’une au moins des différences
Fta+10) (ro) — furt (Ts), pla+1) (x) de QUAI) CES )
n'étant pas nulle. La distance MM! sera d'ordre n +1, et1l y aura un contact d'ordre n. Le résultat peut encore s’énoncer comme il suit : Pour avoir l’ordre de contact des deux courbes |”, T’, il suffit de considérer les projections (CG, C') et (Gi, C;) de ces courbes sur les deux plans xOy et xO3, d'évaluer l’ordre de contact de C avec C’, celui de C, avec C;, et de prendre le plus petit de ces deux nombres.
Lorsque les courbes F, [’ sont représentées par les formules
(F) DT OUR pie UNE EP CE (EL) X = f(u), Y (u), Z=W(u),
ces courbes sont tangentes en un point si, pour u—{—tlo, On à D(to) = p(to) P'(éo) = ? (to), W(to) = Y(bo), wo) = Ÿ'(to);
nous supposerons qu'au point de contact la tangente n'est pas parallèle au plan des yz, c'est-à-dire que f’(t) n’est pas nul. Les points des deux courbes qui ont même abscisse correspondent à une même valeur de &. Pour qu'il y ait un contact d'ordre n, il faut et il suffit que (rt) —o(t), W(t) — d(£) soient des infiniment petits d'ordre ñ +1 par rapport à t—(t,, c'est-à-dire que
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l’une au moins des différences
Plit1)(t)—ot+0(4), Wait (4) — Dia+1) (4)
n'étant pas nulle.
On ramène au cas précédent le cas où l’une des courbes Fest représentée par les équations
(53) TE ft), Jæ=eGty, 2=4%(t)
la courbe F’ étant représentée par un système de deux équations
non résolues Fri 2) = 0, Fi(r y 2)
En reprenant les raisonnements du n° 217, on démontre que, pour qu'il ÿ ait un contact d’ordre À au point de F qui correspond à la valeur £, de t, on doit avoir
Us FA UEo) =10: $'(&o)— 0; LAS FU (15) = 0, (54) « 2 LA g ste q(n) = | Si(to) = 0, MÉSIE x Les «he Ji (40) 0; en posant :
F(e)= [SC 80) LOL F0 = Fi[/(0), ee), 4), 221. Courbes osculatrices. — Considérons, d’une part, une
courbe déterminée T dont les coordonnées sont exprimées en fonction d’un paramètre par les formules (53); d’autre part, une famille de courbes 1” dépendant de 2n + 2 paramètres &, b, €; ..., l, représentées par les équations
COST CE GT NON Pb Me PES 0 F1(%, 7, 3, 00,000
On peut en général disposer de ces 2n + 2 paramètres de façon que l’une des courbes de cette famille ait un contact d'ordre n» avec la courbe T en un point donné. La courbe ainsi obtenue est dite osculatriceàT. Les équations qui déterminent les paramètres a; b,c, ..., l'sont précisément les 27 + 2 équations (54) écrites plus haut. Il est à remarquer que ces équations ne peuvent être compatibles que si chacune des fonctions F, F, contient au moins
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n +1 paramètres. Par exemple, si les courbes ’ sont des courbes planes, l’une des équations (55) ne renferme que trois paramètres ; une courbe plane ne peut donc avoir avec une courbe gauche un contact d'ordre supérieur au second, en un point pris au hasard sur la courbe gauche.
Appliquons cette théorie aux courbes les plus simples; la droite et le cercle. Une droite dépend de quatre paramètres : la droite osculatrice aura donc un contact du premier ordre. Il est facile de vérifier qu'elle se confond avec la tangente; si nous écrivons les équations de la droite
T=az+p, Yÿ=bz+g,
les équations (54) deviennent en effet, pour un point (T5, Yo; 30) d’une courbe F,
To = Ag + P, LEA AD Vo= D5o+ 4, HD, l ir et l on en tire
, ! # à To HD To AS a—= —) b=— —; P= Lo— — Zo EE D A À)
on retrouve bien les équations de la tangente. Pour que la tangente eût avec la courbe un contact du second ordre, il faudrait
l Û LL HAE mn) Heat bz' t. D: , L que don eût x, —4«az,;,; ÿ, — 02, et, par conséquent,
MANS ET A NOURE A NE a nous retrouverons ces points dans une autre question (n° 226). Un cercle dans l’espace dépend de six paramètres; le cercle osculateur aura donc un contact du second ordre. Écrivons les équations du cercle
F(x,y,4)= A(æ—a)+B(y—b)+C(2—c) =o, Fi(x, Y,3)=(æ—a}+(y—b}+(z—c}—R?=0,
les paramètres variables étant à, 6, c, R, et les rapports de deux
des coefficients A, B, G au troisième. Les équations qui déter-
minent les valeurs de ces paramèties sont alors, en supposant x, CET P 35
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y; 3 remplacées par /(£), o(t), Ÿ(£) respectivement,
dx dy dz À ee —— t C DEF PR ANR PEGARES dx dy d?3z ARE RL TR ee dt? ” de? G di? 2
dx dy À dz Carr di) ee Ce 07 NA ES 4 dx dy 1 d? z À dx? + dy?+ dz? ss
La deuxième et la troisième de ces relations montrent que le plan du cercle osculateur est le plan osculateur lui-même (n° 222). Quant aux deux dernières équations, elles représentent respectivement, quand on y regarde a, b, c comme des coordonnées courantes, le plan normal au point (x, y, z) et le plan normal infiniment voisin (voër plus loin n° 230).
299. Contact d’une courbe et d’une surface. — Considérons une surface S et une courbe F tangente en un point À à cette surface. À un point M de la courbe voisin du point À, faisons correspondre, d'après une loi arbitraire, un point M’ de la surface, de façon que es deux points M et M' tendent en même temps vers le point A. Nous allons d’abord chercher comment il faut prendre le point M’ pour que l’ordre infinitésimal de MM’ par rapport à Parc AM soit le plus grand possible. Rapportons la figure à trois axes de coordonnées rectangulaires choisis de telle façon que la tangente à la courbe © ne soit pas parallèle au plan des yz, et que le plan tangent à la surface ne soit pas parallèle à Oz. Soientk 2e coordonnées du point A; Z=F(x, y) l'équation de la surface S; y =/f(æ), 3 = (x) les équations de T, et imaginons que, dans un certain mode de correspondance, MM! soit un infiniment petit d'ordre n +1. Les coordonnées +, y, 3 du point M sont
Zo+h, f(æo+h), (x, +h);
appelons X, Ÿ, Z—F(X, Y) les coordonnées de M’, Pour que MM! soit d'ordre ñ +1 par rapport à l’arc AM ou, ce qui vevient au même, par rapport à 4, il faut que chacune des diffé-
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rences X — x, Ÿ — y, Z — 3: soit uninfiniment petit d'ordre ñn +1 au moins. On doit donc avoir
X—æ—ah"+ri, Y—y = Bhrxt, Z— z= F(X, Y)— 3 = yhrri, 4, $, y restant finis pour À — 0, et par suite FérHahrt, pÆphtt)ez = yhtA.
La différence F(x, y) — z sera donc elle-même d’ordre ñn + 1 au moins. Geci prouve que, si l’on fait correspondre au point M de T le point N de S où la parallèle à O 3 menée par M perce la surface, l’ordre infinitésimal de MN est au moins égal à celui de MM'. On aura donc l’ordre de contact de la surface et de la courbe en cherchant l’ordre infinitésimal de MN par rapport à l’arce AM ou à k. On peut dire encore que c’est l’ordre de contact de T avec la courbe T' qui est la trace sur la surface du cylindre projetant T parallèlement à Oz. (Il est clair d’ailleurs que la direction de Oz peut être une direction quelconque non parallèle au plan tangent.)
Les équations de la courbe [” sont
= f(x) ZL=F[z, f(x)] = (x); et l’on a, par hypothèse, P(Xo)= (20), P'(x0o) = 9 (20); si l’on a, en outre, Pro) = 2" (To), ..., PM(To) = p(xo), PU (x) pr (To),
la courbe et la surface ont un contact d'ordre nr. Observons que l'équation D{x) = w(x) donne les abscisses des points d’intersection de la courbe et de la surface; les condi ions pour qu'il y ait un contact d'ordre 7» en un point À expriment qu'il y a n +1 points de rencontre confondus avec le point A.
Prenons encore le cas où la courbe F est représentée par les Énnalonsnz—/(1),1y=o(t)3—0(E) et la surface Sipar l'équation F(x, y, z)—0. La courbe [", délinie tout à l'heure, serdireprésentée par les équations æ —/f{t), y —=o(t), 3 =r(t), la fonction (4) étant définie par la relation
FL JC), (4), r(4)] = 0.
Pour que Fet T' aient un contact d'ordre n, il faut que r(t) — d(£) soit un infiniment petit d'ordre # +1 par rapport à £— Lo; c'està-dire que l'on ait
(to) = Vo), To) = dE), NS ON
On peut encore écrire ces conditions, (4) ayant la même signification que plus haut (n° 220 ),
# (10) = 0; LIT, Te tn) (to) = 0;
elles expriment que la courbe et la surface ont (n +1) points communs confondus au point de contact.
Si la surface S dépend de nr +1 paramètres &, b; 10, RTE peut en disposer de façon que cette surface ait un contact d'ordre avec une courbe donnée, en un point donné; la surface ainsi obtenue est dite osculatrice.
Dans le cas d’un plan, on a trois paramètres; les équations qui déterminent ces paramètres sont les suivantes :
A f(t) + Bo(t) + CY()+D=o, Af'()+By()+ GY(E) = 0, A f"(t+Be(t)+GV(é) = 0.
_ Ces équations sont bien celles que nous avons prises pour définition du plan osculateur (n° 213), et l’on voit que le contact est en général du second ordre. Pour que le contact fût d'ordre plus
élevé, il faudrait que l’on eût A f"(t) + B p"(4) + GU(E) = 0,
on dit alors que le plan osculateur est stationnaire. Une sphère dépend de quatre paramètres; la sphère osculatrice a donc un contact du troisième ordre. Le calcul sera eflectué plus
loin (n° 238).
993 Droites osculatrices à une surface. — Si les équations d’une courbe C dépendent de 7n—+2 paramètres variables, on peut disposer de ces paramètres de façon que cette courbe ait, avec une surface donnée S, en un point donné M, un contact d'ordre n. En effet, en écrivant que la courbe C passe par le point M, et qu’elle y rencontre la surface S en n +1 points con-
fondus, on a en tout nr +2 équations pour déterminer les paramètres. Par exemple, une droite dépend de quatre paramètres; il existe donc, en chaque point d’une surface, une ou plusieurs’ droites ayant un contact du second ordre avec la surface. Pour déterminer ces droites, prenons pour origine le point considéré de la surface, l’axe des z n'étant pas dans le plan tangent, et soit z = F(x, y) l'équation de la surface dans ce système d’axes. La droite cherchée passe évidemment par l’origine, et ses équations sont de la forme
T "4 j EE
OI
l'équation Cp — F(ap, be) doit admettre 9 — o pour racine triple, ce qui exige que l’on ait
c—ap +6g, o = ar +2abs + b?£,
P; q»r, St désignant les valeurs des dérivées du premier et du second ordre de F(x, y) pour æ—y—o. La première de ces deux relations exprime que la droite cherchée est dans le plan tangent à la surface, ce qui était encore évident a priori. On voit de plus que le rapport À est déterminé par une équation du second degré, qui a ses racines réelles, pourvu que s?— rt soit posilif. En chaque point d’une surface, il y a donc en général deux droites, et deux seulement, qui ont un contact de second ordre avec la surface; ces droites sont réelles ou imaginaires suivant le signe de s?—74. Nous retrouverons ces deux droites au Chapitre XII, dans l'étude de la courbure des surfaces.
1. Soit C une courbe du troisième degré donnée, ayant un point double en O. Un angle droit MON tourne autour du point O, et ses côtés rencontrent respectivement la courbe C en M et N. Déterminer l’enveloppe de la droite MN. Considérer, en particulier, le cas où la courbe GC a pour équation Ày?= x, ou a+ y°= Ty:
[Licence : Bordeaux, juillet 1885.]
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= a(nw—sinw), y =a(n—cosw).
a un contact d'ordre supérieur au second avec le cercle osculateur.
[ LICENCE : Grenoble, juillet 1885.) :
3. Soient M, M, Ma trois points voisins sur une courbe plane. Trouver la valeur limite du rayon du cercle circonscrit au triangle que forment les tangentes en ces trois points, lorsqu'ils viennent se confondre.
4. Si une courbe fermée sans point d'inflexion a une dévéloppée fermée, la longueur totale de cette développée est égale au double de la différence entre la somme des rayons de courbure maxima et la somme des rayons de courbure minima, pour tous les points de la courbe proposée.
5. Si l’on mène par chaque point d’une courbe une droite de longueur donnée faisant un angle constant avec la normale, la normale à la courbe, lieu des extrémités de cette droite, passe par le centre de courbure de Ja proposée.
6. Soient 7 le rayon vecteur mené d’un pôle fixe à un point d'une courbe plane, p la distance de ce pôle à la tangente; le rayon de courbure R a dr dp
pour expression R=Æ+7r
7. Le lieu des foyers des paraboles qui, en un point donné, ont un contact du second ordre avec une courbe donnée, est un cercle.
8. Lieu des centres des ellipses dont les axes ont une direction donnée, et qui ont, en un point donné, un contact du second ordre avec une courbe donnée. Re :
9. Soit F(X, Y; x, y )une fonction de deux couples de variables (x, y), (X, Y). Si, dans l’équation F —o, on considère (+, y) comme les coordonnées d’un point déterminé m», X et Y comme des coordonnées courantes, cette relation fait correspondre à tout point »2 du plan une courbe c. Lorsque le point m décrit une courbe C, la courbe correspondante € enveloppe une courbe T définie par les deux équations
T À FRA ETAT) EE 0: ner Cette courbe F se déduit de G par une transformation de contact, et la transformation inverse s'obtient en échangeant le rôle des deux couples de variables (x, y) et (X, Y). Extension aux surfaces (voër n° 62).
Application : F = X?+Y2— Xr—Yy.
40. P our qu’une courbe C représentée par l'équation F(x, y, &) = 0 ait en un point un contact d'ordre » avec son enveloppe, il faut et ïl suffit que l’on ait en ce point
: PRET PE | QE + Tr “É ) gar ©
Application au cas où C est une circonférence.
11. Toute surface F(x, y, 3, 4) = 0 a un contact du second ordre avee l'arête de rebroussement de la surface enveloppe, définie par les trois
À : 0F 9F équations F — 0, 0 ai
12. Lieu géométrique des centres des sphères qui ont un contact du second ordre en un point donné avec une courbe donnée.
13. Si l'enveloppe d’une sphère variable, dépendant d’un seul paramètre, se réduit à une courbe F, cette courbe F a un contact du second ordre avec la sphère.
14*. Étant donnée une surfaceS, si de chaque point m de S comme centre on décrit une sphère > de rayon variable R, cette sphère £ touche en général son enveloppe en deux points M, M', tels que la droite MM” soit perpendiculaire au plan tangent en » à la surface S. Calculer la distance 6. du point 7» à la droite MM‘. |
Si la surface S est rapportée à un système de coordonnées curvilignes orthogonales (u, ») telles que l’on ait ds? = Edu?+ Gdv?, on a ï
2 — Re 1 /oR\? 1 /OR \?
EURE
13. Si une surface S est tangente à un plan P en tous les points d’une courbe C de ee plan, la tangente en un point quelconque à cette courbe à un contact du troisième ordre avec la surface S.
16*. En chaque point M d’une surface $, il y a en général æ ! cercles qui ont un contact du troisième ordre avec S. Par chaque tangente de la surface au point M passe le plan de l’un de ces cercles et d’un seul. Si le point M n’est pas un ombilic, il y a dix cercles qui ont au point M un contact du quatrième ordre avec la surface.
[ Darsoux, Bulletin des Sciences mathématiques, t. IV, 2° série, 1880, p. 348-384.|
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I. — PLAN OSCULATEUR
224. Définition et équation. — Il a déjà été question à plusieurs reprises (n® 213, 221, 222) du plan osculateur à une courbe gauche. La définition directe de ce plan est analogue à celle de la tangente. Soient M un point d’une courbe gauche F, MT la tangente en ce point; le plan passant par la droite MT et par un autre point M’ de T, infiniment voisin du point M, tend en général vers une position limite quand le point M' se rapproche de plus en plus du point M; on appelle ce plan limite le plan osculateur à la courbe T au point M. Nous allons d’abord chercher son équation.
Soient
les formules qui donnent les coordonnées d’un point de F en fonction d’un paramètre, les points M et M’ correspondant aux
valeurs £ et th de ce paramètre. Le plan MTM’ a pour équation :
ALL 2) HIBIY M tel GLLS ENS
les coefficients À, B, C devant vérifier les relations
(2) A f'(E)+B g(t) + GY(E) =0, G) ALSCE + 2) — SO] + BLo(E + À) — e(0)] + CLY(E + ) — YO] =
Remplaçons, dans la relation (3), f(t+kh), o(t+h}, d(t+ Ah) par leurs développements déduits de la formule de Taylor, elle
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peut encore s'écrire A È LA h° {/4 à ) | 1 2 " Ajhf 112508) à CE) + Le EUeT (De Le (té) +e]}+...=0,
en retranchant la relation (2) multipliée par A, et divisant le h? : i résullat par —; on voit Lè el 3 par —, on voit que le système des relations (2) et (3) est équivalent au suivant :
AJ'(t)+Bg(#)+GY()=o,
AL" CC) ++ Be (t)+ ee] + CTY(E) + es] = 0,
=1, €, € étant infiniment petits avec L. Lorsque À tend vers zéro, cette dernière relation se réduit à
4) A f'(t)+Bo"(E)+ CU (E) = 0.
L’équauion du plan osculateur est donc
(5) A(X =%) +B(Y— y) + C(Z —2)— 0, les coefficients À, B, GC étant assujettis à vérifier les deux relations
(Adxr +Bdy +Cdz —o
6 | Le) | A dx + B dy + Cd? — 0.
On écrit aussi quelquefois l'équation du plan osculateur sous forme de déterminant :
dx dy d? 3
Il est facile de vérifier que, de tous les plans passant par la tangente, le plan osculateur est celui dont la courbe TY se rapproche le plus dans le voisinage du point de contact (n° 222). Considérons d’abord un plan, autre que le plan osculateur, passant par la tangente, et soit F(#) le résultat de la substitution de f(t+ Ah), DCE h), b(t+ h) à la place des coordonnées courantes X, Y, Z dans le premier membre de l’équation (5): nous avons
Re | :
F(é)= IA SC) + Be" + C4 (+ nl,
n étant infiniment petit avec h. La distance d’un point de F, voisin du point M, est donc infiniment petite du second ordre; de plus, F(£) conservant toujours le même signe lorsque À est très petit, on voit que la courbe F est tout entière du même côté du plan tangent dans le voisinage du point de contact.
Il n'en est plus de même avec le plan osculateur; pour ce plan, on a Af"+ Bo’+Cd'=—o, et il faut pousser le développement des coordonnées d’un point de | jusqu'aux termes du troisième ordre en X, ce qui donne après la substitution
bre f:2: 34 di
3 À dr + Bdiy + Cdiz ) PE TE RE + n Ke
On voit que la distance d’un point de F au plan osculateur est inf: niment pelite du troisième ordre: en outre F(#) change de signe lorsque } change de signe, ce qui prouve que la courbe gauche traverse le plan osculateur au point de contact. Ges propriétés distinguent nettement le plan osculateur de tous les autres plans passant par la tangente.
9295. Plans osculateurs stationnaires. — Les conclusions précédentes sont en défaut dans le cas où les coefficients A, B, C de l'équation du plan osculateur vérifient la relation
(7) À Br + Bd y + Cd 3 —o;
dans ce cas, 1l faut pousser le développement des coordonnées
jusqu'aux termes du quatrième ordre, et l’on obtient un résultat
de la forme Fr)
RONA dt*
h* (= dix + B d'y + C dis ) —————— @Û————— " nl).
On dit qu'en ces points le plan osculateur est stationnaire; si A dix + Bd'y + Cd'z n’est pas nul, ce qui est le cas général, F(£) ne change pas de signe avec À et la courbe ne traverse pas son plan osculateur. De plus, la distance d’un point de la courbe au plan osculateur est du quatrième ordre. Si l’on avait encore A d'x + Bd'y + Cd'z—o, il faudrait pousser le développement jusqu'aux termes du cinquième ordre, et ainsi de suite.
En éliminant À, B, C entre les trois relations (6) et (7), on est
LÉ
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conduit à l'équation dTuidy Ldz
(83) | = Kdirs d'ymd?iz L='0; dr dy dz
les racines de cette équation en { donnent les points de la courbe F où le plan osculateur est stationnaire. Ïl ÿ a ainsi, d’une façon normale, sur toute courbe gauche, un certain nombre de points jouissant de cette propriété.
Ceci nous amène à examiner s’il existe des courbes F dont tous les plans osculateurs soient stationnaires. D'une façon précise, cherchons toutes les fonctions +, y, 3 d’une variable #, continues ainsi que leurs dérivées jusqu’au troisième ordre, telles que le déterminant précédent A soit identiquement nul lorsque # varie entre deux limites a et b (a <b).
Supposons d'abord que l’un des mineurs de A relatifs aux éléments de la troisième ligne, par exemple dxd?y — dy dx, ne s'annule pas dans l’intervalle (a, b). Les deux relations
( dz = C dx + C2 dy,
(9) | dz = CG dr + C: d'y
déterminent pour C, et C; des fonctions continues de £ dans cet intervalle; puisque A—0, ces fonctions satisfont aussi à la relauon
(10) d3 3 — C1 dix + C2: dy.
Différentions maintenant les équations (9) en tenant compte de la formule (10); nous obtenons les nouvelles équations
dC; dx + dC: dy = 0, dCi dx + dC: d'y = 0,
d’où nous tirons dCi — dC;—0o. Les coefficients G,, C> sont donc constants et, en intégrant la première des équations (9), il vient
3 = CG + Cy + C3, C: étant une nouvelle.constante. La courbe F est donc une courbe plane.
Si le déterminant dr d?y— dyd?x s'annule pour une valeur c de la variablé £ comprise entre a et b, le raisonnement ne prouve plus rien, car
les expressions de CG; et de C: deviennent infinies ou indéterminées pour cette valeur c de {. Supposons, pour fixer les idées, que ce déterminant ne s’annule que pour cette valeur de # dans l'intervalle (a, b) et que, pour £ — ce, le déterminant analogue dxd?z — dzd?x ne soit pas nul. Le raisonnement qui précède prouve que tous les points de la courbe F obtenus en faisant varier £ de a à c sont dans un même plan P et que tous les points obtenus en faisant varier £ de c à b sont dans un même plan Q. D'autre part, le mineur dxd?z— dzd?x n'étant pas nul pour t— c, choisissons un nombre À assez petit pour que ce mineur ne s’annule pas en faisant varier £ de c—} à c + hk. Tous les points de la courbe F obtenus en faisant varier { de c—hà c+h sont encore dans un même plan R; ce plan R doit avoir une infinité de points communs non en ligne droite avec les plans P et Q et, par suite, ces trois plans coïncident.
En généralisant ce raisonnement, on en conclut que tous les points de la courbe l' sont dans un même plan, lorsque les trois déterminants
dx dy — dy dx, dx d':— dz dx, dy dd: — ds dy
ne s’annulent pas simultanément dans l'intervalle (a, b). Si ces trois déterminants s’annulent en même temps, 1l peut arriver que la courbe F se compose de plusieurs arcs de courbes planes situés dans des plans distincts, qui se rejoignent en des points où l'équation du plan osculateur est indéterminée (!).
Lorsque les trois mineurs précédents sont identiquement nuls dans un certain intervalle, la courbe l est une ligne droite, ou se compose de por-
1 ; : dx ï tions de droites. Si, par exemple, 7 de s’annule pas dans l'intervalle (@, db),
on peut écrire
Py dr —dy dax ddr — d: zx (dæ }” Mo (dx) “00
et l’on en conclut que l’on a dy = Ode, dr Ge dr C1 et C, étant deux constantes; une nouvelle intégration donne ensuite de Gars on 3 = C2œ + GC,
ce qui montre que la courbe Test une ligne droite.
226. Tangentes stationnaires. — Ce qui précède nous conduit à étu—
A LA Là
dier sur une courbe gauche certains points exceptionnels qui ont déjà été
() Ce cas singulier parait avoir éte signalé pour la première fois par M. Peano. Il n'offre évidemment qu’un intérêt purement analytique. |
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signalés (n° 221); ce sont les points où l’on a
din d'y d?z
Nr deu 'dyn dzé
on dit qu’en ces points la tangente est stationnaire. On démontre aisé— ment, en appliquant la formule qui donne la distance d’un point à une droite, que la distance d’un point de l à la tangente en un point voisin, qui est en général du second ordre, est du troisième ordre pour une tangente stationnaire. Si la courbe l se réduit à une courbe plane, les tangentes stationnaires sont les tangentes d’inflexion. Le calcul que nous venons de faire prouve que la seule courbe dont toutes les tangentes soient stationnaires est la ligne droite.
En un point où la tangente est stationnaire, on à À — 0, et l'équation du plan osculateur se présente sous forme indéterminée. Mais cette indétermination n’est qu'apparente. En effet, si nous reprenons les calculs faits au début du n° 224, en poussant le développement des coordonnées du point M' jusqu'aux termes du troisième ordre, et utilisant les relations (11), nous trouvons que l’équation du plan passant par la tangente en M et par le point M' peut s’écrire
X — x Y—7y Z J'(E) ?() RLRS0;
F'C)+e ?"(t)+es VC) +es
€, 52, € tendant vers zéro avec h. Ce plan tend donc vers une position limite parfaitement déterminée; on obtiendra l’équation du plan osculateur en remplaçant la seconde des relations (5) par la suivante
À Bx+Bdy +Cdizs—o.
Si l’on avait aussi dx y . dx
ir dr lirodas il faudrait remplacer la seconde des relations (6) par A dix + B diy + Cd13 =,
q étant le plus petit nombre entier tel que cette relation soit distincte de Adx+Bdy+Cdz—o. Nous laisserons au lecteur le soin de le démontrer et d'étudier la position de la courbe par rapport au plan osculateur Dans le cas général, où l’on n’a pas
À dix +B dy + C d*z = 0,
un plan tangent quelconque est traversé par la courbe gauche, sauf le plan osculateur qui n’est pas traversé.
Application à quelques courbes. — Considérons en particulier les
courbes gauches T qui satisfont à une relation de la forme (12) x dy — y dx = K dz, K étant une constante donnée; de cette relation on déduit encore
N ( æ dy — y dx —Kd?z, (3) l x By —7y dx + dx d'y — dy dx = K d&z.
Étant donnée une courbe de cette espèce, proposons-nous de trouver les plans osculateurs qui passent par un point donné (a, b, c) de l’espace. Les coordonnées du point de contact (x, y, z) doivent satisfaire à l'équation |
dx dy dz Ed dx d'ail is
qui devient, en tenant compte des relations (12) et (15), (14) ay —bx+K(c—z)=0;
les points de contact sont donc à l'intersection de la courbe gauche F et du plan représenté par l'équation (14), plan qui passe par le point fa, b, c). L'équation À = 0, qui détermine les points où le plan osculateur est stationnaire, devient de même, en remplaçant ds, d?3 et d3z par leurs valeurs, t
As K (dx & y — dy dx} = 0;
on aura donc, pour ces points,
dx + dy a Y r— x dy 0 d? z de dy ous y dep CRE
ce qui montre que la tangente en ces points est stationnaire. est facile d’avoir des courbes gauches satisfaisant à la relation (12); il suffit, par exemple, de poser
LT — Am, Ve B Age 3 = C mn,
À, B,C, m, n, étant constants. Les courbes les plus simples sont la cubique gauche æ =#, y =1?, 3 = 43, et la courbe gauche du quatrième ordre æ = 6," y = 13,3 — t*, L'hélice circulaire
D de0st V0 ='4dsint, ze NE
répond aussi à la question.
Pour obtenir toutes les courbes gauches satisfaisant à la relation (12};
BC ane Dh 2e do Se
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227. Indicatrice sphérique. — Sur une courbe gauche F adoptons un sens de parcours déterminé, et désignons par s l’arc de la courbe AM, compris entre un point À choisi pour origine et un point quelconque M, précédé du signe + ou du signe —, suivant que la direction de À en M est la direction positive ou la direction opposée. Soit MT la direction posttive de la tangente en M, c’està-dire celle qui correspond à des ares croissants. Si par un point O de l’espace on mène des parallèles à ces demi-droites, on forme un cône S, qui est le cône directeur de la surface développable engendrée par les tangentes à la courbe F. Du point O comme centre, avec un rayon égal à l'unité de longueur, décrivons une sphère et soit X l'intersection de cette sphère avec le cône précédent, la courbe X est apprlée l’indicatrice sphérique de la courbe T. Ces deux courbes se correspondent point par point; à an point M de T correspond le point m, où la parallèle à la direction MT perce la sphère. Lorsque le point M décrit l dans le sens positif, le point m décrit la courbe È dans un certain sens, que nous adopterons comme sens positif sur la courbe EX, de façon que les arcs correspondants s et « des deux courbes croissent en même temps (fig. 40).
Il est évident que, si l’on déplace le centre O de la sphère, la courbe ÈZ subit [a même translation; nous supposerons dans la suite que le centre O coïncide avec l’origine des covrdonnées. De
même, si l’on change le sens positif sur la courbe’T, la courbe ZX est remplacée par la courbe symétrique relativement au point O; mais 1l est à remarquer que la direction positive mt de la tangente à Y ne dépend pas du sens du parcours adopté sur F.
Le plan tangent au cône S suivant la génératrice Om est parallèle au plan osculateur en M. Soit, en effet,
AX+BY+CZ=0o
l'équation du plan Omm', le centre O de la sphère étant à l’origine; ce plan étant parallèle aux deux tangentes en M et M!, on doit avoir, les points M et M’ correspondant aux valeurs t et t + h du paramètre,
(16) A f'(t)+Bo'(t)+ C4'(E) = 0, (17) Af'(t+h)+Bo(t+k)+CV4'(t+ Ah) =10;
la seconde de ces relations peut être remplacée par la suivante
AREA) PE) Be PES) a CE) INC PRESSE
0; qui devient, lorsque À tend vers zéro, (18) A f'(t)+B9(t)+0CV4(t)= 0,
et les équations (10) et (10) auxquelles on parvient sont précisément celles qui déterminent le plan osculateur.
228. Rayon de courbure. — Soit w l’angle des directions posi-
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üves MT, M'T' des deux langentes aux points infiniment voi-
sins M, M' de la courbe T. La limite du quotient ©, lorsque arc MM
le point M' se rapproche indéfiniment du point M, s'appelle la courbure de T au point M; le rayon de courbure est l’inverse
UT A 2 °cMM' de la courbure, c’est-à-dire la limite du quotient —— On peut
encore définir le rayon de courbure comme la limite du rapport
des arcs infiniment petits MM’, mm/; nous avons en effet
arc MM' arc MM arcmm corde mm nn À ES a — ere + Î4) ro) arc mm corde mm u)
arcmnm cordemm!
corde mm” u) lorsque m/ se rapproche de m. Les arcs s, 5 variant dans le même sens, on a donc
et chacun des rapports
a pour limite l’unité
(19) SRE, do Soient (20) me pEzis vit), LHCAUTES
les coordonnées d’un point de la courbe F dans un système d’axes rectangulaires ayant le point O pour origine. Les coordonnées du point »+ sont précisément les cosinus directeurs de MT
dx dy dz WA LRU :
ds ds ds?
on déduit de ces formules
AE CE dy = ds d? 3 — dz ds
d — MN NES = L ds 2 d 5?
(ds dx — dx ds)? + (ds dy — dy ds}+(...y ne rm POULE RS GRR PQ COR ds*
1 40 ds dx — dx sp
ds?
do? — d2+ de2 + d'? — ,
ou, en développant les carrés et tenant compte des relations qui donnent ds? et ds d?s,
— (de + dy?+ ds?) [(dx) + (Py} + (d2}]— (dr dr dy d2y + dz dx)?
L'emploi de lidentité de Lagrange permet encore d'écrire :
A2+ B2+ C2 ds*
AT
ds? —
en posant, COMME nous le ferons dans la suite, | À = dy dz—dz dy, (21) À B— ds dx — dx d?z, C= dx d'y — dy dx,
et la formule (19) qui donne le rayon de courbure devient alors
ds J A?+ B2+ C2”?
R? est, comme on le voit, une fonction rationnelle de æ,y; 3;
DANCE ( L'ORE Vs ee 0 Po e
expression est irrationnelle, mais c’est une quantité essentielle-
. Quant au rayon de courbure lui-même, son
ment positive.
Remarque. — Lorsque la variable indépendante est l'arc de la courbe T elle-même, les fonctions f(s); o(s), Y(s) vérifient la relation f?(s) + w2(s) + y2(s) — 1, et la formule qui donne le rayon de coùrbure prend une forme élégante. Si l’on reprend, en effet, lé calcul précédent, on a, $ étant la variable indépendante,
GES JUS B—=yp(s), y=Ÿ (ts); (23) da = f'(s) ds, d9 = ®"(s) ds, dy = Ÿ’(s) ds,
PO) 0) DO E
999. Normale principale. Centre de courbure. — Parle point M de la courbe F, menons une droite parallèle à la tangente en m à la courbe X et considérons sur cette droite la direction MN paral- Jèle à la direction positive m£. La droite ainsi obtenue s'appelle la normale principale à T; c’est la normale située dans le plan osculateur puisque mnt est perpendiculaire sur Om et que le plan Ont est parallèle au plan osculateur (n° 227). La direction MN est la direction positive de la normale principale. C'est une direction bien définie, puisque la direction de mt ne dépend pas du sens de parcours adopté sur F. Nous verrons tout à l'heure comment on pourrait définir cette direction sans se servir de l’indicatrice.
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Si l’on porte sur la direction MN, à partir du point M, une longueur MC égale au rayon de courbure, l’extrémité C s'appelle Le centre de courbure et le cercle décrit du point Ü comme centre avec le rayon MC dans le plan osculateur s'appelle le cercle de courbure. Soient «!, &/, y! les cosinus directeurs de la normale principale ; les coordonnées Zi, V1, 31 du centre de courbure ont pour expressions
T=x+Ra!, Ji=y +R, Z41=3+R;.
Or, on a ui da dx ds da ds dx — dx d?s
Mn 2 dun dr PT omran
et des formules analogues pour "et y’. En remplaçant par sa valeur dans z;, il vient ds dx — dx ds
ds3 4
Ti 2-7 R?
le coefficient de R2 peut encore s’écrire
ds lx— dx ds ds : d'x(dx2+ dy?+d23?)— dx (dx dx+ dy d?y+ dz d?3) ds gt ds k
ou, en introduisant les coefficients A, B, C,
Badz—Cdy ds
Les valeurs de y, et de z, se déduisent de celles de æ, par symétrie et l’on a, en définitive, pour les coordonnées du centre de
courbure, Bdz—Cdy , GC dx — À dz 25) A dy —B dx Z1 =:3 + R?2 — ,
ces formules sont rationnelles en x, Var MTS EU PE à
Si l’on mène par le point M un plan Q perpendiculaire sur MN, ce plan passe par la tangente MT et ne traverse pas la courbe T au point M. Nous allons montrer que le centre de courbure et les points de T voisins de M sont du même côté de ce plan Q. Pour établir cette propriété, supposons que la variable indépendante
soit l'arc s de la courbe l compté à partir du point M; on a, pour les coordonnées X, Y, Z d’un point M' voisin de M,
À s dx s2 / dx Me Die Er —— +E 1.48 12 use
et deux développements analogues pour Y et Z. Mais, la variable indépendante étant s, on a MEME dx da” Wda ns Ton
PE de di dede
et la formule qui donne X devient
a s? X=T+as+|—+e .
Si l’on remplace X, Y, Z par leurs valeurs dans le premier membre de l'équation du plan perpendiculaire à MN,
le résultat de la substitution est
S ; S À s? k s2 /1 À (ax + By) + nee CS a FRS 2 0 A 2 AR Da
n étant infiniment petit en même temps que s; ce résultat est
positif pour les valeurs de s voisines de zéro. De même en remplaçant X, Y, Z par les coordonnées æ + Ra/, ‘du centre courbure, le résultat de la substitution est KR, quantité essentielle- | ment positive, Ce qui démontre la propriété énoncée. | 930. Droite polaire. Surface polaire. — La perpendiculaire A au {
plan osculateur menée par le centre de courbure s'appelle la droite polaire. Cette droite est la caractéristique du plan normal à F. Il est évident d’ailleurs que l’intersection des deux plans normaux aux points voisins M, M’ est une droite D perpendiculaire aux deux droites MT, M'T' et, par suite, au plan »mO m’. Lorsque le point M’ se rapproche de M, le plan mOm/ devient parallèle au plan osculateur, la droite D a donc pour limite une droite perpendiculaire au plan osculateur. Pour démontrer que cette droite passe par le centre de courbure, supposons qu’on ait pris pour variable
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indépendante Pare s de l'; le plan normal a- pour équation (26) ART) +R(Y—y)+y(Z—3)=0, et la caractéristique est définie par les équations (26) et (25)
(27) RO 2) + ÉC—y) L (Ze) ro
La nouvelle équation représente un plan perpendiculaire à la normale principale et passant par le centre de courbure. L’'intersection de ces deux plans est donc la droite polaire. On voit d’après cela que le centre de courbure coïncide avec le centre du cercle osculateur (n° 221), et par suite que le cercle de courbure se confond avec le cercle osculateur. Ce résultat pouvait être prévu & priort, car deux courbes ayant un contact du second ordre ont même cercle de courbure, puisque y, z/, y”, 3° ont les mêmes valeurs pour les deux courbes. |
La surface réglée, lieu des droites polaires, est la surface polaire. D'après ce qu’on vient de démontrer, c’est aussi la surface développable enveloppe du plan normal à F. Lorsque la courbe F est une courbe plane, la surface polaire est le cylindre ayant pour section droite la développée de F, et les propriétés précédentes deviennent évidentes.
231. Torsion. — En remplaçant dans la définition de la courbure la tangente par le plan osculateur, on est conduit à un nouvel élément géométrique qui mesure en quelque sorte la façon plus ou moins rapide dont tourne le plan osculateur. Soit w’ l'angle des deux plans osculateurs aux deux points infiniment voisins M
arc MM’?
lorsque le point M’ se rapproche indéfiniment du point M. Le
rayon de torsion T est l’inverse de la torsion.
et M’; on appelle torsion au point M la limite du quotient
Menons par le point M une perpendiculaire au plan osculateur et, sur cette droite appelée bénormale, adoptons une direction déterminée (que nous fixerons plus tard), de cosinus 4”, 8, Ÿ' La parallèle menée par l’origine perce la sphère de rayon un en un point », que nous ferons encore correspondre au point M der.
Le lieu du point x est une courbe sphérique 6, et l’on montre, comme plus haut, que le rayon de torsion T peut encore être
défini comme la limite du rapport des deux arcs infiniment petits correspondants, arc MM', arc nn! des deux courbes T et 6. On a donc
ds?
— dr??
z désignant l'arc de la courbe 0.
Les coordonnées du point » sont «”, 8", y", c’est-à-dire
L A a B l ë (0 MERS > per me nent Re EVA GG | LÆVAT FRIC:
NU ————————— >; + yA?+B2+ C7?
le radical étant pris dans les trois formules avec le même signe. On déduit de là les valeurs de dx’, dB", dy’; on a, par exemple AP, aY ; ) )
ar (A+ Bt-+ CE) dA — A(A dA + B dB + CaC),
et la formule dr? = da”? + dR"2 + dy"? nous donne
dr? —
ou. en emplovant de nouveau l'identité de Lagrange Ù Pp10Y grange;
12 (BdG— C dB} + (CG dA — A dG}+ (A dB — B dA}? (ie (A2+ B2+ C2}?
On peut simplifier le calcul du numérateur en utilisant les relations Adx+ Bdy+ Cdz=o,
dA dx + dB dy + dG dz= 0, d’où l’on ture dx dy dz I
(28) FACLLC dB CdA = A dc A ABB dE
et il vient K2 ds?
MERE ARS Ar 0 HPNAEDiI CE)
Quant à la valeur de K, on a, en développant, PU (dzd?x—dx d?z)(dx d'y —dy dix)—( dx d?y—dy d?x)(dz d'x—dx dés) #} dx — dz dx By — dx d'z3 dy + dy dd: dx — dy dz dix + dx d'y di: — dy d'x d;;
II. — COURBURE ET TORSION. — DÉVELOPPÉES. 567 le second membre n’est autre chose que le QXSIODHAMENT du déterminant A [ (n° 225), formule (8) |. On a donc
A ds A2+ B2+ C2
ARR et, par suite,
Fi) mont BI CF?
Si l’on considère le rayon de torsion T comme une quantité essentiellement positive, de même que le rayon de courbure, on prendra pour T la valeur absolue du second membre. Mais il est à RER RquEr ue RAR obtenue est rationnelle en x’, x”, x" V, y", Y", 3, 3, 3". Il est donc naturel de considérer le rayon de torsion comme une longueur affectée d’un signe. Les deux signes correspondent à des dispositions entièrement différentes de la courbe T dans le voisinage du point M.
Le signe de T ne dépendant que du signe de A, TO tel comment varie la disposition de la courbe avec ce signe. Nous supposerons que le trièdre Oxyz est disposé de telle façon qu’un observateur debout sur le plan des xy, les pieds en O et la tête en Z, verrait l'axe Ozx tourner de 90° de droite à gauche pour coïncider avec Oy. Cela étant, choisissons sur la A AE une direction MN; telle que le re (MT, MN, MN3) ait la même disposition que le trièdre Oxzyz. Si l’on fu la courbe F d’une, manière continue de facon à amener le point M en O, MT sur Oz, MN sur Oy, la direction de MN, viendra coïncider avec Oz. Dans ce mouvement, la valeur absolue de T reste la même; donc A ne peut s’annuler et, par suite, conserve un signe constant (1). La courbe T étant rapportée à ce nouveau système d’axes de coordonnées, supposons que la valeur £— 0 du paramètre corresponde à l’origine; les coordonnées d’un point voisin auront des expressions de la forme suivante
æ = dt+l(a+E), (30) M1 bat2+ 13(b3+E€ ), z=ti(c;3+e),
(2) Il est du reste facile de démontrer, par un calcul direct, que À ne change pas quand on passe d’un système d’axes rectangulaires à un autre système d'axes rectangulaires de même disposition.
e,e/', e” élant infiniment petits avec {; en effet, dans le système
d’axes choisi, on doit avoir pour 4—0,dy = dz = d°5 =0. On peut supposer &, >> 0, car 1l suffirait de remplacer € par — € pour changer a, en — à, ; b, est positif puisque y doit être positif pour les valeurs de £ voisines de zéro, mais c; peut être positif ou négalif. Or on a, pour t— 0, A — 12 a, b,c3 dit, de sorte que A ale
Fig. 4x a. Fig. 41 b.
signe de c;. Cela posé, deux cas sont à distinguer, suivant le signe de c;: 1° sic; > 0,æ et 3 sont négatifs lorsque t varie de —Aào et positifs lorsque & varie de o à + h ( étant un nombre positif très petit). Un observateur debout sur le plan osculateur, les pieds en un point P de la normale principale, verrait Pare MM'à sa gauche au-dessus du plan osculateur et l’arc MM” à droite audessous du plan osculateur (fig. 41 a). La courbe est donc dexrorsum (1). On aurait la disposition inverse ( fig. 41 b) si 3 était
négatif ; la courbe serait sinistrorsum. Ges deux dispositions sont,
obsolument distinctes l’une de l’autre. Par exemple, deux hélices de même pas, tracées sur deux cylindres de révolution de même rayon, sont superposables si elles sont toutes les deax dextrorsum ou sinistrorsum; mais, si l’une est dextrorsum et l’autre sinistrorsum, l’une d'elles est superposable à la symétrique de Pautre par rapport à un plan.
Nous écrirons désormais la formule qui donne la torsion NAN "(0
(31) VÉRANNTN TD
en un point où T est positif, la courbe est sinistrorsum, et dex-
() Avec cette convention, la vis ordinaire est dextrorsum, ce qui est assez naturel. Voir à ce Sujet, un article de M. Alezais dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, 4° série, t. X, 1910, p. 280.
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trorsum en un point où Test négalif. Ce serait le contraire avec une disposition différente du trièdre Oxyz.
232. Formules de Frenet. — Chaque point M de la courbe F est le sommet d’un trièdre trirectangle, de même disposition que le trièdre Oxyz, formé par la tangente, la normale principale et la binormale. La direction positive de la normale principale est bien déterminée, tandis que la direction positive de la tangente peut être prise arbitraireinent et détermine celle de la binormale. Les différentielles des neuf cosinus directeurs à, B, y:... s’expriment très simplement au moyen de R, de T et de ces cosinus euxmêmes, par des formules dues à Frenet. Nous avons déjà obtenu les formules qui donnent du, dé, d,
{ 32) fe = ‘4 a8 — La dy es Ne ds R ds R ds R Soient Rad , rss PRES NT = Se ÉrsR V'A2+ B2+ C2 VA2+ B?+ C2 V'A2+ B2+ C2
les cosinus de la direction positive sur la binormale. Le trièdre (MT, MN, MN;) ayant la même disposition que le trièdre Oxyz,
on doit avoir
! eu (ACT fi —— 072 "/ : de PA (et 0 ou SA el ! Bs0GS
D'autre part, la formule qui donne do” peut s’écrire
B(B dA — À 4B) + C(C dA — A dC)
da" = €
Ou, en tenant compte des relations (28) et de la valeur de K,
; Il :
Le coefficient de +! n’est autre chose que y Mormule (31)]; on
calculerait de même d®/ et d", et nous avons les formules (!)
da a de” B' 4 Y ss NT OP PTE CU me tout à fait pareilles aux formules (32 ).
Pour avoir da!, dB', d'y’, différentions les relations bien connues
a? 02 re 1 de I
au + PR+ yY =0, d'O' e B' G" — YY = 0,
ce qui donne, en remplaçant da, dB, dy, dx”, d£”, dy par leurs valeurs tirées des formules (32) et (35),
x dx'+ B'ds' + y dy = 0,
a du'+ 8 df'+ y dy + ë = 0,
ds a da' + of ds" + à Y + T — 0
nous n'avons plus qu’à tirer da', d$", dy’ de ces relations
PAR 0 1 R Les formules (32), (33), (34) sont les formules cherchées.
Remarque. — Les formules (35) montrent que la tangente à la courbe sphérique 6 décrite par le point » de coordonnées 2e 8", y’, est parallèle à la normale principale. C’est ce que montre aussi la Géométrie. Considérons, en effet, le cône S' de sommet O ayant pour directrice la courbe 6 ; la génératrice On est perpendiculaire au plan tangent au cône S suivant Om (n° 231), el par conséquent le cône S' est supplémentaire du cône S. Mais on sait qu’il y a réciprocité entre deux cônes de cette espèce, de sorte qu’inversement la génératrice Om de S est perpendiculaire au
I A 1) Si l’on avait écrit la formule qui donne la torsion, == il (9) q TA EB-HCA
aurait fallu écrire les formules de Frenet
AT ds du = T
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plan tangent au cône S' suivant On. Cela étant, la tangente mt à la courbe X, étant perpendiculaire aux deux droites Om, On, est perpendiculaire au plan mOn. Pour la même raison, la tangente nt! à la courbe ® est perpendiculaire au plan mOn. Ces deux droites sont donc parallèles.
233. Développement de x, y, z, suivant les puissances de s. — Étant données deux fonctions d’une variable indépendante s, R=vo(s), T—4%(s), dont la première est positive, il existe une courbe gauche FT, qui est complètement définie, abstraction faite de sa position dans l’espace, dont Le rayon de courbure et le rayon de torsion s'expriment par les formules précédentes au moyen de l’arc compté à partir d’un point de cette courbe. La démonstration rigoureuse de cette proposilion ne peut être faite qu'après la théorie des équations différentielles. Nous allons montrer seulement comment on peut trouver les développements des coordonnées d’un point de la courbe cherchée suivant les puissances de s, en admettant la possibilité de ces développements. Prenons pour axes de coordonnées la tangente, la normale principale et la binormale au point O à partir duquel on compte l’arc; les coordonnées d’un point de la courbe cherchée, voisin de l’origine, ont pour expressions
Mais on a
TR dx __dx PET EL FE Car Fr
et, en différentiant de nouveau,
et, d’une façon générale, on obtient, par l’emploi répété des for-
; , drœ mules de Frenet, l’expression de ? ds" dx : À
Ly, My, Py étant des fonctions connues de R, T et de leurs dérivées successives par rapport à l'arc. On aurait de même les dérivées successives de y et de 3 en remplaçant æ, a/, a’, par fi, f, P° et y, Yh Ÿ. Mais on a, pour l’origine, 4 = 1, fo—=0,Yo= 0,20; Bay oO 0 0 0 M El OEM MOSS (36) deviennent, en se bornant aux termes en s, s?, 5°,
ar AR Sè Pi TUE RAT s? SAR (282 RSR Too Prémmnr
les termes non écrits étant de degré supérieur au troisième. On dR
à ® Fr suppose, bien entendu, KR, T, ee
» ... remplacés par leurs valeurs
pour $ — 0.
Ces formules permettent de calculer aisément la partie principale de certains infiniment petits. Ainsi, la distance d’un point voisin de la courbe au Dee osculateur est du troisième ordre et sa
partie principale est — . La distance d’un point à l'axe O x
St c’est-à-dire à la tangente, est du second ordre, et sa partie prin- : s? :
cipale est (cf. n° 219). Calculons encore la longueur d’une
corde infiniment pelle €. On a
Ci TE y 5
les termes non écrits étant d’un degré supérieur au quatrième. fl vient ensuite
CRESMAIEEE RE de SSI © fe ete) = +.)
la différence s — c est donc 4 infiniment petit du ér oustème ordre,
el sa partie principale est z ses
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On démontre par un calcul tout pareil que la plus courte distance entre la tansente à l’origine et la tangente en un point infiniment voisin est un infiniment petit du troisième ordre dont Ja
: 8 ï s arte principale est ———— M PO SUURT
. Ce théorème est dû à M. Bouquet.
934. Équation intrinsèque.— Lorsque le rayon de torsion T est infini, la courbe est plane, puisque A doit être nul (n° 225), et, dans ce cas, les équations différentielles qui déterminent la courbe s’intègrent par des quadratures.
Imaginons qu’on ait pris pour variable indépendante Parc s; les coordonnées rectangulaires æet y sont des fonctions de s satisfaisant aux deux équations (n° 228 : Remarque ;
Ex dx 2 dy \ 2? fs dx Fa dy 2} 1h xt 2 TARN ES ENS =
On satisfait à la première de ces relations en posant —- = cos,
dy
x Ps: sin &, à désignant l'angle que fait avec Oz la direction positive de la (a
tangente, et la seconde des relations (37) nous donne alors
ds
da = +
formule qu’on aurait pu écrire immédiatement d’après la définition du rayon de courbure.
On en tire x par une quadrature
S ds éme ie TA o(s)
On a ensuite zet y par deux nouvelles quadratures
$ HS % = a+ [ cos à ds, Y = | sin à ds.
So “So Ces courbes dépendent de trois constantes æo, Yo; %o; Mais, si l’on n'a égard qu’à la forme et non à la position, on n'obtient en réalité qu’une seule courbe. Considérons, en effet, la courbe particulière G représentée par les formules
S : s s À ) jh cos fe ME ds, Y ik sin ll “ ds, LE e 24 CO ( S ) 57 e So ® (s )
So
les formules générales peuvent s’écrire, en prenant d’abord le signe +,
æ = æo+ X cosay— YŸ sin,
Y=ÿo+ X sinay+ Ÿ cos;
ce sont les formules qui définissent une transformation de coordonnées. En prenant, de même, le signe — devant vw (s), on obtiendrait une courbe symétrique de la courbe C. Une courbe plane est donc complètement déterminée, quant à la forme, si l’on connaît le rayon de courbure en fonction de l'arc. L’équation R=v(s) s'appelle l’éguation intrinsèque de la courbe. D'une façon plus générale, si l’on connaît une relation entre deux des quantités R, s, x, la courbe est complètement définie de forme, et l’on peut obtenir les coordonnées par des ;jquadratures. Ainsi, si l'on connaît R en fonction de l'angle 4, R — f(x), on a ds = f(a) da, puis
dx = cosa f(a) da, dy = sina f(x) da;
et l’on obtient x et y par deux quadratures. Par exemple, si R est constant, on déduit de ces formules
æ=%po—+Rsina, Y =Yo—Rcosa;
la courbe cherchée est donc un cercle de rayon R, résultat évident d’après la propriété de la développée. L’arc de cette développée devant être nul, il est clair, en effet, qu’elle doit se réduire à un point.
Proposons-nous encore de trouver une courbe plane dont le rayon de
courbure soit inversement proportionnel à l'arc, R ——; on a d’abord s
puis
Quoiqu'on ne puisse pas obtenir ces intégrales sous forme explicite, il est facile de se faire une idée de la forme de cette courbe. Lorsque s croît de o à, æ et y tendent vers une limite finie, en passant par une infinité de maxima et de minima; la courbe a donc la forme d’une spirale, avec un point asymptote sur la droite y == x.
235. Développantes et développées. — On dit qu’une courbe F, est une développante d’une autre courbe F, si les tangentes à la courbe l font partie des normales à la courbe l',; inversement, la courbe Fest dite une développée de T,. Il est clair que toutes les développantes d’une courbe T sont situées sur la développable dont l'est l’arête de rebroussement et coupent orthogonalement les génératrices.
Soient +, y, z les coordonnées d’un point M de T'; «, , yles.
II. — COURBURE ET TORSION. — DÉVELOPPÉES
cosinus directeurs de la tangente et / le segment MM, compris entre le point M etle point M, où une développante coupe la tangente en M; on a, pour les coordonnées de M,,
id la, Yi=Y +8, Z1—= 3 +ly et, par suite,
dx; = dx + l'du + à dl, dy1 = dy + l'df +6 dl, ds, = ds +l dy +7 dl.
Pour que la courbe décrite par le point M, soit normale à MM,, il faut et il suffit que l’on ait 2dx, + fdy,;+ydz;—o, c'està-dire a de +8 dy + y ds + dl + l(a du + 8 d$ +ydy)=0,
relation qui se réduit à ds + dl— 0. On obtient donc les développantes d’une courbe gauche F par la même construction qui donne les développantes d’une courbe plane.
Proposons-nous maintenant de trouver les diverses développées d’une courbe F, c’est-à-dire d'associer les normales à cette courbe
Fig. 42.
suivant une loi continue, de façon à obtenir une surface développable (fig. 42).
Toute normale MM, est déterminée par l'intersection du plan normal en M à T avec un plan passant par la tangente à l. Si cette normale MM, a une enveloppe, le point de contact M, de cette droite avec son enveloppe est situé sur l'intersection du plan normal avec le plan normal infiniment voisin (n° 215, #emarque I),
c’est-à-dire sur la droite polaire. Toutes les développées sont donc sur la surface polaire. |
Soient D une de ces développées, © l’angle que fait la direcuon MM, avec la direction positive de la normale principale, cet angle étant compté comme en Trigonométrie, le sens de rotation
4 p c T , DOSILIL dans 1e an normal etan e sens da une rOoLalLIiOn QE — QUI positif dans le pl | étant | L tation de = q
amènerait la direction positive de la normale principale sur la direction positive de la binormale (fig. 42) Si À, x, y sont les cosinus directeurs de cette direction, pour que la droite MM, engendre une surface développable, il faut et il suffit qu’on ait (n° 215)
di du dd! | " HS TÉUSAR ECS 93 Q 920 = = "0:
AS ANT? À ES
’ 11. pe Ne à ï AR .
et 7 Sen déduiront en remplaçant «, 4/, «” par 6, &/, 8°, puis
par y, y’, y respectivement. En portant les valeurs précédentes de À,
di du dy ; é 4 à ; à M, Y, > —, — dans le déterminant, ilse décompose en six déterds Ads tds :
minants partiels et, en tenant compte de ceux qui sont nuls comme ayant deux lignes identiques, il reste la formule
dx du d
PL PAT T
Si l’on considère deux valeurs de l’angle ©, correspondant à deux valeurs différentes de la constante Co, la différence de ces deux angle reste constante tout le long de la courbe F. On voit donc que deux normales de la courbe T, qui sont tangentes à deux développées différentes, se coupent sous un angle constant. Si. l’on connaît une famille de normales à F engendrant une surface développable, on obtiendra toutes les autres développables formées de normales, en faisant tourner les premières d’un angle constant, d’ailleurs arbitraire, autour du point où elles coupent F.
Remarque I. — Si la courbe LT est une courbe plane, T est infini, et la formule précédente donne @—%. La développée qui correspond à la valeur vo = 0 est la développée plane ordinaire qui est aussi le lieu des centres de courbure. Les autres développées, en nombre infini, sont situés sur le cylindre ayant pour section droite la développée ordinaire : ce sont des courbes sauches, appelées hélices, qui seront étudiées au paragraphe suivant. Ce cas est le seul où le lieu des centres de courbure soit en même temps une développée. Pour que la relation (40) soit vérifiée en prenant © = 0, il faut que T soit infini ou que À — 0. La courbe est donc une courbe plane {n° 295). |
Remarque II. — Si la courbe D est une développée de FT, inversement [est une développante de D. On a donc, en appelant s,
a — UN
(*) Ce résultat si simple peut s'expliquer par des considérations de Géométrie infinitésimale. En négligeant lesinfiniment petits du troisième ordre,un point M'de FT voisin de M peut être supposé sur le cercle osculateur en M, la tangente en M’ étant la tangente au cercle. Pour que deux normales en M et en M'se ren- Contrent, 1l faut et il suffit que ces deux droites fassent le même angle avec le plan osculateur en M. Or, l’angle des deux plans osculateurs en M et M'est égal
ds : ; cyan : : : »
à T ? d’après la définition mème de la torsion. L’accroissement dv de l’angle que
: ; ds fait la normale avec le plan osculateur correspondant est donc égal à T quand on passe du point M au point M' infiniment voisin. C’est bien le résultat obtenu
par le calcul.
SE D
l'arc de la développée compté dans un sens convenable, ds, = d(MMi);
les développées d’une courbe sont donc des courbes rectifiables.
996. Hélices. — Soit GC une courbe plane quelconque ; si, de chaque point » de cette courbe, on porte sur la perpendiculaire au plan de C une longueur mM proportiounelle à l'arc de la courbe C, compté à partir d’un point fixe A, le lieu du point M est une courbe gauche T, appelée hélice. Prenons pour plan des æy le plan de la courbe CG, et soient
les expressions des coordonnées d’un point m de G en fonction de l'arc 5; les coordonnées du point correspondant M de la courbe F seront
(41) z=f(s) y=e(s) 2=Ko,
K étant un facteur constant. Les fonctions f et vérifient d’ailleurs la relation f?+v'?=1. Des formules (41) on tire, en appelants l'arc de F,
ds? = (f?+ + K2) dst= (1+ K?) do?
et, par suite, $ —oyÿ1+K?+H;si l’on compte les arcs s et s à partir d'un même point À de la courbe G, ce qui revient à faire H=o, on aura s—0yÿ1+K?. Les cosinus directeurs de la tangente à l'ont pour valeurs
AS 8 p(s) 1 LISA
ER TRY { Vi+Kk
y étant indépendant de 5, on voit que la tangente fait un angle constant avec Oz. Cette propriété est caractéristique : Toute courbe dont les tangentes font un angle constant avec une direction fixe est une hélice. Pour le démontrer, prenons l’axe des 3 parallèle à cette direction, et soit C la projection de la courbe considérée F sur le plan des xy ; on peut toujours écrire les équations de la courbe T
(43) me J\c)s Pie Po TEA
les fonctions f et v satisfaisant à la relation f?+v'?=1,ce qui revient à prendre pour variable indépendante l’arc os de la courbe C. On en déduit
da Y'(c) y 4 = ————…—…—__—<<—— — a ds Vf2+ 02+ ME Vi+ 2 pour que y soit constant, il faut et il suffit que {’ soit constant et, par
suite, que Ÿ (æ) soit de la forme Ko + 2. Les équations de la courbe F seront de la forme (41), en choisissant convenablement l'origine.
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NUE La ke | :
La formule 4 = K0S donne ici, puisque Y est constant, y = o. La
normale principale est donc perpendiculaire aux génératrices du cylindre; comme elle est, en outre, perpendiculaire à la tangente à l’hélice, c’est la normale au cylindre, et le plan osculateur est lui-même normal au cylindre. La binormale est donc située dans le plan tangent au cylindre et perpendiculaire à la tangente ; ce qui montre qu’elle fait aussi un angle constant avec Oz.
dy' Y vi s x La formule =-i-t nous donne ensuite, puisque T0:
L TT — 0; ce qui prouve que, dans une hélice, le rapport R °$t Constant.
Ces diverses propriétés sont Caractéristiques d’une hélice. Démontrons, R
par exemple, que toute courbe, pour laquelle le rapport m ‘5 con-
Stant, est une hélice. (BARRÉ DE SAINT-VENANT et J. BERTRAND.) On tire des formules de Frenet
si H est constant, on aura en intégrant a'— Ha — A, BTERe — B. Y=Hy—cC,
À, B, C désignant trois nouvelles constantes. Ajoutons ces trois équations après les avoir multipliées respectivement par 2, 8, y : il vient
Aa + B$£+Cy ES H, ce qu’on peut écrire
Au+BB+Cy H VA?+B?+C YA?+B?+ CG A B C
mais sont les cosinus
VAr+B?EC VATLB+C VAT RC directeurs d’une certaine droite A, et la relation précédente exprime que la tangente fait un angle constant avec cette direction; la courbe considérée est donc une hélice.
Galculons encore le rayon de courbure. On a, en se reportant aux va leurs trouvées plus haut (42) pour a, P, a’ ds
J [/4 . I [/274 D di AIR da Rire
NN RAR L
port se réduit à l'inverse — du rayon de courbure de la section droite C, ps
comme il est facile de le vérifier (n° 228). La formule précédente peut donc s’écrire R—r(1+K?), ce qui montre que le rayon de courbure d’une hélice est dans un rapport constant avec le rayon de courbure de la courbe C.II est facile de déduire de là toutes les courbes pour lesquelles R
JE et T sont constants. En effet, le rapport & étant constant, ces courbes sont
des hélices, d’après le théorème de Barré de Saint-Venant et J. Bertrand. De plus, R étant constant, il en est de même du rayon de courbure r de la courbe C. Cette courbe G est donc une circonférence, et La courbe cherchée est une hélice tracée sur un cylindre de révolution. Gette proposition est due à M. Puiseux (1).
937. Courbes de M. J. Bertrand. — Les normales principales à une courbe plane sont en même temps les normales principales d’une infinité d’autres courbes planes, parallèles à la première. M. J. Bertrand s’est proposé de trouver les courbes gauches dont les normales principales sont aussi les normales principales d’une seconde courbe gauche. Supposons les coordonnées +, y, 3 d'un point exprimées en fonction de l’arc s; sur chaque normale principale, portons une longueur /, et soient X, Ÿ, Z les coordonnées de l’extrémité
(45) X=x+la, ! Y=y IRNONLERRSSSS
Pour que la normale principale à la courbe T soit aussi la normale principale à la courbe T' décrite par le point (X, Y,Z), il faut et il suffit que l’on ait les deux relations
x dX+B'dY + dZ = 0, a'(dY dZ.— dz d'Y)+f$'(dZ d?X— dX d’Z) + y'(adX d’'Y —dY d’' X)=0o
dont la signification est bien claire. On tire de la première dl = 0, ce qui prouve que la longueur doit être constante. En remplaçant ensuite dans la seconde dX, d?X, dY, ... par leurs valeurs déduites des formules de Frenet et de celles qu’on obtient en les différentiant, il reste, toutes réductions faites,
() La démonstration suppose qu’il s’agit de courbes réelles, car on a supposé plus haut que A2+ B?+ C? n'était pas nul (voir la Thèse de M. Lyow, Sur les courbes à torsion constante, 1890).
II. — COURBURE ET TORSION. — DÉVELOPPÉES. 581 et l’on en tire, en intégrant, la relation
Je
(46) ro
AI
l' désignant une nouvelle constante. Les courbes cherchées sont donc celles pour lesquelles il existe une relation linéaire entre la courbure et la torsion. On voit de plus que la condition est suffisante et la longueur / est donnée par la relation (46) elle-même,
Un cas particulier remarquable avait déjà été étudié par Monge; c’est celui où le rayon de courbure est ‘constant. La relation (46) devient alors / — R, et la courbe [’ représentée par les formules (45) est le lieu des centres de courbure de la courbe T. Des formules (45) on tire, en supposant / = R = const.,
7 R n R " dX —=——u" ds, dY=— TR ds, dL=— 7% ds,
ce qui montre que la tangente à la courbe T' est la droite polaire de Fr, Le rayon de courbure R’ de l’est donné à son tour par la formule dX?+ dY?+ d2?
st tm 2:
RER apr dus
on voit que ce rayon de courbure est aussi constant et égal à R, et il y a réciprocité entre les deux courbes T, l'; chacune d’elles est l’arête de rebroussement de la surface polaire de l’autre. Toutes ces propriétés sont faciles à vérifier directement sur l’hélice circulaire.
Remarque. — Il est facile d’avoir des formules générales représentant toutes les courbes gauches dont le rayon de courbure est constant et égal à R. Soient «, B, y trois fonctions d’un paramètre variable satisfaisant à la relation a? + f2+ y2= 1. Les formules
(47) X=R fx ds, Y=R /Bas, L=R [ras
où l’on a posé do — da? + d8?+ dy?, représentent une courbe répondant à la question, et il est aisé de démontrer qu’on les obtient toutes de cette façon. En effet, «, 8, y sont précisément les cosinus directeurs de la tangente, et cest l’arc de l’indicatrice sphérique (n* 227).
938. Sphère osculatrice. — Nous’appliquerons encore les formules de Frenet à la détermination de la sphère osculatrice. Supposons les coordonnées x, y, z d’un point de la courbe T exprimées en fonction de l’arc s de cette courbe. Pour que la sphère de centre (a, b, c) et de rayon p ait un contact du troisième ordre
avec la courbe F en un point 0e de cette courbe, il faut et il
suffit que l’on ait f(s) = 0, F'(s) = 0, f"(s)= 0, $"(s)=0,
n posant S(s)= (x — a) +(y—0) + (se) ps
Æ, Y, 3 étant supposés exprimés en fonction de s. Les trois dernières conditions développées s’écrivent, en appliquant les formules de Frenet,
ST eme +(s—c) + +I1= 0,
EE area ET Den Po HER (R+5) R R*T) DURE TN AT AR NE EE — DRE R (+5) - RE [(x — a)L'+(y ))B+(z Ch leo!
Ces trois équations déterminent a, b, c. Or la première représente, quand on y regarde a, b, c comme les coordonnées courantes, le plan normal à la courbe au point (x, y, =), et les deux autres s’en déduisent en différentiant par rapport au paramètre variable s; le centre de la sphère osculatrice coïncide donc avec le point où la droite polaire touche son enveloppe. Pour résoudre ces trois équations, observons que la dernière peut s’écrire, en tenant compte des deux autres,
dR (æ—a)x"+(y — b)B"+(z FT ONE et l’on en üre facilement a=z+Ra—TA a" “ b—=y+RBp DE dR ur c= 3+Ry—T —- 1
le rayon 0 de la sphère osculatrice est donné par la formule
dR 2 RIT: p R T (S)-
Si R est constant, le centre de la sphère osculatrice coïncide avec le centre de courbure; ce qui est bien d’accord avec le résultat obtenu à la fin du n° 237.
4. Trouver en termes finis les équations des développées de la courbe qui coupe sous un angle constant les génératrices rectilignes du cône cir-
culaire droit; discussion.
[Licence : Marseille, juillet 1884.]
2. Existe-t-il des courbes gauches l telles que les points de rencontre d'un plan fixe P avec la tangente, la normale principale et la binormale soient les sommets d’un triangle équilatéral?
3. Soit FC l’arête de rebroussement d’une surface enveloppe de sphères (enveloppe des cercles caractéristiques); la courbe qui est le lieu du centre de la sphère variable est située sur la surface polaire de T. Réciproque.
4. Étant donnée une courbe gauche F, par un point fixe O de l’espace on mène une droite parallèle à la droite polaire en un point M de TF, et l’on porte sur cette droite une longueur ON égale au rayon de courbure de T au point M. Le point N décrit une courbe gauche T', qui correspond à la courbe l”, lieu des centres de courbure de l, avec égalité et orthogo-
nalité des éléments linéaires.
[RouQuET.]
5. Si le rayon de la sphère osculatrice à une courbe gauche T a une longueur constante a, cette courbe est située sur une sphère de rayon @, à moins que le rayon de courbure ne soit constant et égal à a.
6. Pour que le lieu des centres de courbure d’une hélice tracée sur un cylindre soit une autre hélice tracée sur un cylindre dont les génératrices sont parallèles à celles du premier, il faut et il suffit que la section droite de celui-ci soit un cercle ou une spirale logarithmique. Dans le dernier cas, ces hélices sont situées sur des cônes de révolution.
| Tissor, Nouvelles Annales, t. XI, 1852.}
7*. Si deux courbes gauches admettent les mêmes normales principales, les plans osculateurs de ces deux courbes aux points où elles coupent une même normale font un angle constant. Ces deux points et les centres de courbure des deux courbes déterminent quatre points dont le rapport
anharmonique est constant. Le produit des rayons de torsion des deux courbes aux points correspondants est constant.
[| Paul SERRET, MANNHEIM, SCHELL.]
8. Soient æ, y, z les coordonnées rectangulaires d’un point d'une courbe gauche T, s l'arc de cette courbe. On appelle courbe adjointe le courbe T, dont les coordonnées ont pour expressions
et courbes associées les courbes représentées par les équations X = x cos0 + x, sin6, Y= y cosû + yosin8, Z = 3 cos0 + z, sinb,
où 6 est un angle constant. Trouver la disposition du trièdre fondamental pour ces nouvelles courbes, ainsi que les rayons de courbure et de torsion.
S1 la courbe T est à courbure constante, la courbe FT, est à torsion constante, et les courbes associées sont des courbes de M. Bertrand. En déduire les équations générales de ces dernières courbes.
9*. Trouver les courbes l situées sur une quadrique de révolution S, dont
la tangente en chaque point fait un angie constant avec la parallèle à l’axe menée par ce point. Étudier les formes diverses de ces courbes suivant la nature de la quadrique. Montrer que ces courbes coupent aussi sous un angle constant les génératrices des cônes ayant T pour directrice, et pour sommets les foyers de la méridienne situés sur l’axe. Si S est un cône de révolution, on a l’hélice cylindro-conique ordinaire. (Voir PiroN- DiNt, Journal de Crelle,t. 118, 1897, p.61; G. Scaerrers, Leipzig Berichte, 1902, p. 369; E. CEsaro, Rendiconti di Napoli, 1903, p. 73.) _ Si la courbe d'intersection F de deux cônes de sommets S, S', coupe sous des angles constants les génératrices de ces deux cônes, elle coupe aussi sous un angle constant les génératrices d’un troisième cône ayant pour sommet un point S” situé sur la droite SS’. La courbe T est située sur une surface de révolution dont la méridienne est une ovale de Descartes, et les points S, S', S'sont les foyers de cette courbe.
(CEsaro, Zbid.)
10. Pour qu’une droite invariablement liée au trièdre fondamental d’une courbe gauche l, et passant par le sommet du trièdre, engendre une surface développable, il faut que cette droite se confonde avec la tangente, à moins que la courbe T ne soit une hélice. Dans ce cas, il y a une infinité de droites répondant à la question.
Pour une courbe de M. Bertrand, il existe deux paraboloïdes hyperboliques, invariablement liés au trièdre fondamental, dont toutes les géné— xatrices engendrent des surfaces développables.
[ Cesaro, Rivista di Matematica, t. II, 1892, p. 155.]
11*. Pour que les normales principales d'une courbe gauche soient les binormales d'une autre courbe gauche, on doit avoir entre le rayon de courbure et le rayon de torsion une relation de la forme
I I B A (+) CRT
À et B étant des constantes.
[MaANNHEIM, Comptes rendus, 1877.
Les cas où une droite menée par un point d’une courbe gauche, et invariablement liée au trièdre fondamental, reste la normale principale ou la binormale d’une autre courbe gauche ont été étudiés par Pellet (Comptes rendus, mai 1887), par Cesaro (Nouvelles Annales, 1888, p. 147), par Balitrand (Mathesis, 1894, p. 159).
12. Si le plan osculateur à une courbe gauche T reste tangent à une sphère fixe, de centre O : 1° le plan mené par la tangente, perpendiculaire à la normale principale, passe par le point O ; 2° le rapport du rayon de courbure au rayon de torsion est une fonction linéaire de l'arc. Réciproques.
43. La projection sur un plan P d’une courbe gauche T, parallèlement à la tangente MT en un point M de cette courbe, a un point de rebroussement au point »m projection de M, et la tangente de rebroussement est la trace sur le plan P du plan osculateur en M à la courbe T. Cas où le plan osculateur en M est stationnaire.
14*. En chaque point M d’une courbe T on mène une normale, faisant un angle variable & avec la normale principale, sur laquelle on porte une longueur:constante MM'=— /. La courbe C’ décrite par le point M’ est normale à la même droite M'M. Déterriner l’angle © de façon que les tangentes aux deux courbes G, C', aux points correspondants M, M’, fassent un angle
constant V. Cas particulier où V = —:
( É ; ù En prenant pour inconnue tang —; on obtient une équation de Riccati. [DarBoux, Comptes rendus, t. CXLVI, 1908, p. 881.] 15. Trouver la partie principale de la plus courte distance de deux
normales principales infiniment voisines, et la position limite du pied de la perpendiculaire commune.
I. COURBURE DES COURBES TRACÉES SUR UNE SURFACE
939. Formule fondamentale. Théorème de Meusnier. — Une surface S est définie, d’une facon générale, par un système de trois équations
I RAC AND + PLAN) gs = VC D ? 7/9 V4 1 1
où æ, y, = sont les coordonnées rectangulaires d’un point de cette surface, w et v deux paramètres variables. Les trois fonctions f, 9, Ÿ ne sont pas nécessairement des fonctions analytiques, mais nous supposerons qu'elles sont continues et admettent des dérivées partielles continues des deux premiers ordres, sauf en des points exceptionnels. Si les trois déterminants
DÉY,#s D{3:2) D(x, y) D(u, +)’ Du, pb) D(u, ®)
ne sont pas nuls à la fois pour un système de valeurs de w et de », le point correspondant M de la surface est un point ordinaire (n° 64), et, dans le voisinage de ce point, l’une des coordonnées est une fonction continue des deux autres coordonnées, ayant aussi des dérivées partielles continues du. premier et du second ordre. Nous nous proposons d'étudier la courbure des diverses courbes situées sur la surface en un point ordinaire. On pourrail supposer que, dans le voisinage de ce point, la surface est représentée par une équation telle que : = F(x, y), mais on obtient des formules plus symétriques et d’une application plus générale en conservant les Lrois équations (1). | | Écrivons l'équation du plan tangent à la surface au point
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les coefficients À, B, C doivent satisfaire aux deux relations Mis d ; (5) SA — — 0, SA — = 0,
ou
où le signe S a une signification évidente. On déduit de ces relaions
K DC: 5) Be bee 7) c-KP(r r)
(4) Las Du, v) "D(u, ») vb)’ Dé dt PRE
K étant un facteur constant ou variable, qu’on peut choisir à volonté (1). Si, par exemple, la surface est représentée par une équation z=— F(x, y), on poseraxæ=u,y—+v, K——:1, et les valeurs correspondantes de A, B, C sont A=p,B—gq, C——1, P et q ayant la signification le
S1 l’on remplace, dans les équations (1), et 6 par des fonctions d’une variable x, le point (x, y, 3) décrit une courbe l située sur S, et les paramètres directeurs de la tangente à cette courbe sont proportionnels à
; dv Te AL à chaque valeur du rapport 7 correspond ainsi une tangente déter-
minée de la surface au point (u, 6), dont il serait facile de calculer les cosinus directeurs. Tout le long de la courbe F, les différenelles dx, dy, dz vérifient là relation
(5) À dx + B dy + Cds = 0,
qui exprime ARIANE que la tangente à la courbe F est située dans le plan tangent à la surface. En égalant à zéro la différenuelle totale du premier membre de cette relation (n° 39), on obtient une
(:) Il est clair qu'on pourrait convenir de fixer une fois pour toutes le facteur K, prendre par exemple K ==#1. Mais il y a avantage, en vue des applications, à laisser ce facteur indéterminé, afin de pouvoir le choisir dans chaque cas particulier de façon à simplifier, si c’est possible, les expressions des coefficients A, B, C.
relation entre les différentielles du second ordre de x, y, 3,
(6) A dr+Bdy+Cdz+ dA dx + dB dy + dG dz = 0,
dont nous allons donner la signification géométrique. Remarquons d’abord que dA dx + dB dy + dCdz est une forme quadratique en du, dv,
(7) dA dx + dB dy + dG dz = D du? + 2 D' du dv + D" dv?,
dont les coefficients D, D’, D’ se déduisent par des différentiations des expressions de æ, y, 3, À, B, C.
D'autre part, Ad?x + Bd?y + Cd?: représente, à un facteur près, le cosinus de l’angle des deux droites dont les paramètres directeurs sont respectivement (A, B, C) et (d?x, d'y, d?3). La droite dont les paramètres directeurs sont A, B, C est normale à la surface ; nous adopterons pour direction positive de cette normale celle dont les cosinus directeurs sont
à — À — B — C Sn —————_— PS | Po, ES VA?+ B?+ C? k V'A2+ B2+ C2? V A2+ B? + C:
D'ailleurs, si l’ou prend pour variable indépendante l'arc s de la courbe l', on a
a!, 8", +, R ayant la signification habituelle (n° 232). En divisant tous les termes de la relation (6) par ds?, elle peut donc s’écrire
D du? + 2 D' du dv + D" dr?
E du? 2F du de + G dv? ?
R Ca + pB + vy) =
E, F, G étant les coefficients de Gauss qui figurent dans la formule ds? = Edu? + 2Fdude + Gdv?(n° 1351).
Or Ax + us +vy — cos, en appelant 4 l’angle que fait la normale principale à la courbe T avec la direction posilive de la normale à la surface et nous arrivons ainsi à la formule fondamentale
La VA?+ B2+ C2 ANS D du? + 2 D' du de + D" de? 9 R ST Edu+o2} du dv + G dv?”
qui est complètement équivalente à la formule (6). Dans cette
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relation, le radical VA? + B2+ C? et le rayon de courbure R sont essentiellement positifs, de sorte que cosô est du même signe que
le second membre. Pour un système donné de valeurs de « et de », dv du la position de la tangente au point M à la courbe F. Soient T’ une
autre courbe de la surface tangente au point M à la première,
ce second membre ne varie qu'avec le rapport —; c’est-à-dire avec
R' son rayon de courbure et 4! l'angle de sa normale principale avec la direction positive de la normale à la surface. Le second membre de la formule (9) a la même valeur pour les deux courbes et l’on a, par conséquent,
cos cos 0’ ME HAE U
Considérons en particulier deux courbes F et F” de la surface ayant au point M le même plan osculateur (différent du plan tangent}. Il est clair que ces deux courbes ont la même tangente au point M, l'intersection du plan tangent avec le plan osculateur. On peut donc leur appliquer la relation (10). Mais les directions des deux normales principales sont les mêmes ou sont opposées ; on a donc 4 — 4, ou W— + — 4. La dernière hypothèse est à rejeter paisque cos et cos! ont le même signe; donc Q— 4, et par suite
/—R. Les deux courbes F et T’, ayant même direction de normale principale et même rayon de courbure, ont le même centre de courbure. Ainsi, toutes les courbes de la surface passant au point Met ayant en ce point le même plan osculateur (autre que le plan tangent) ont ausst le méme centre de courbure. En particulier, toute courbe a le même centre de courbure que la section plane faite dans la surface par son plan osculateur.
Il suffit donc d'étudier la courbure des sections planes de la surface passant au point M. Nous étudierons d’abord comment varie la courbure des diverses sections planes dont les plans passent par une même tangente MT. On peut supposer, sans nuire à la généralité, qu’on a pour cette tangente |
D du? + 2 D' du de + D" de? > 0,
car, si l’on change le signe de A, B, GC, ce qui change la direcuon positive de la normale à la surface, il est clair que D, D', D’ changent de signe également. Pour toutes ces sections planes;
cosô est positif et l'angle 8 est aigu ; en particulier, pour la section normale passant par MT, l'angle 8 est nul. Soit R! le rayon de courbure de cette section normale ; la relation (10) devient dans ce cas À — R' cos. Cette égalité exprime, on le voit aisément, que le centre de courbure de la section oblique est la projection orthogonale du centre de courbure de la section normale, qui a la même tangente, sur le plan de la section oblique (théorème de Meusnier).
Ce théorème ramène l'étude de la courbure d’une section oblique à l’étude de la courbure d’une section normale. Nous exposerons tout à l'heure les résultats dus à Euler; nous observerons d’abord que, pour une section normale, la formule (9) prendra deux formes différentes suivant le signe de
D du? + 2 D' du de + D" de?.
Afin d'éviter cet inconvénient, nous conviendrons dorénavant de désigner par R le rayon de courbure d’une section normale affecté d’un signe, le signe + ou le signe —, suivant que la direction qui va du point M au centre de courbure coïncide avec la direction positive de la normale à la surface ou avec la direction opposée. Avec cette convention, R est donné dans les deux cas par la for-
mule VA2+ B?+ C: _ D du? + 2 D' du de + D’ dv?
(1) R "NE du? #96 du dE Car
qui fait connaître sans ambiguïté la position du centre de courbure.
De la formule (11) on déduit aisément la position de la surface par rapport à son plan tangent dans le voisinage du point de contact. Si l’on a D? -— DD" <o, le trinome D du? + » D'du do + D'dv? conserve un signe constant, celui de D et de D”, lorsque le plan sécant tourne autour de la normale ; toutes les sections normales ont leur centre de courbure du même côté du plau tangent, et sont par conséquent siluées du même côté de ce plan; on dit que la surface est convexe au point considéré. Au contraire, si l’on a D’? — DD" 0, le trinome D du? + 9 D' du dv + D" de? s’annule pour deux positions particulières du plan sécant; les sections normales correspondantes présentent un point d'inflexion. Lorsque le plan sécant est dans l’un des angles dièdres formés par ces deux
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plans, R est positif, et la section est d’un côté du plan tangent; lorsque le plan sécant est dans l’angle dièdre supplémentaire, R est négatif et la section est de l’autre côté du plan tangent. La surface traverse donc le plan tangent dans le voisinage du point de contact ; on dit qu’elle est à courbures opposées. Enfin, si D? — DD" est nul au point considéré, toutes les sections planes normales sont d’un même côté du plan tangent, sauf l’une d’elles qui a un rayon de courbure infini et qui traverse en général le plan tangent; on dit que le point est un point parabolique.
Considérons, en particulier, une surface S représentée par l’équa- Honpa—h(x, y}S1 l'on prend A =p,.B—9g, C="7;;6na immédiatement D = 7, D'—5s, D'—4#, r, s, t ayant la signification habituelle. Les coefficients E, F, G ont les valeurs E = 1 + p?, F= pq, G—1+9?. La direction positive de la normale à la surface a pour cosinus directeurs
(12) A , (IEEE VPN E EN ie ete Vi+p?+ q° Vi+p?+ 9? Vi p?+ qg°
et fait un angle aigu avec O3. Soient x, $, y les cosinus directeurs de la tangente à la section normale au point M; du et de sont proportionnels à &, $, et la formule (11) devient
Es RAR ee nsap ep ) R _ (i+p?)at+upqas +(i+ g2)f?°
en tenant compte des relations y — pa + qB, 22+ 8? + =, 0n peut l'écrire plus simplement
Vi+p?+ g°
= ra?+2sañ+ 12.
C'est ici le signe du trinome ra?+ 2548 + 4 $? qui indique si une section normale est au-dessus ou au-dessous du plan tangent dans le voisinage du point de contact. La surface est convexe au point M, ou à courbures opposées, suivant qu’on à s°—7t<0, ou $2— rl > 0; on a un point parabolique si s?— rt — 0.
Il est facile de confirmer ces résultats en étudiant la différence à des coordonnées 3 et z' des deux points de la surface et du plan tangent quise projettent en un même point du plan des æy. Soient (x, Yo) les coordonnées du point de contact, Po, go, lo, 50, to les valeurs des dérivées de F(x,7) en
ce point. Nous avons
ù — F(&, ÿ) —polr = 25) = goy van
où 68 \ CREED 025 02 025 Ge), =" (rar), = 5 CR
Si s?— roto<0, à est maximum ou minimum au point M (n° 47), et, comme Ô est nul en ce point, à conserve un signe constant dans les environs; au contraire, Si s$ — roto > 0, il n’y a ni maximum ni minimum pour Ô qui, par conséquent, ne garde pas le même signe dans le voisinage du point M,
940. Les deux formes fondamentales. — L'étude qui vient d’être faite nous conduit à associer à la forme
ds? = E du?+ 2F du dv + G dv?
une nouvelle forme quadratique en du, dv, D du? + 2 D’ du de + D” de?.
D’après leur définition même, les coefficients D, D', D’ ont les valeurs suivantes :
OA 0x D = S— — D'= S — — D'=S— — pe EE, l'expression de D’ peut se simplifier en tenant compte des relations (3). En effet, si l’on différentie la première de ces relations par rapport à #, et la seconde par rapport à &, il vient
dx OÀ 0x dx oÀ 0x A PE re PU NO MER on à donc oÀ 0x OÀ 0x SE TU
el, par suite,
(14°) De Se
On peut aussi obtenir pour D, D’, D” des expressions où ne figurent que les dérivées des coordonnées x, y, 3. De l'identité (6),
ee _ L
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on tire D du? + 2 D'du dv + D' do? =— (A dx + B d'y +Cd?z);
le coefficient D de du? est donc.égal à
we: (ASE Ber ec).
ou? ou? ou?
En remplaçant À, B, C par leurs valeurs (4), on reconnaît que le coefficient de K est le développement d’un déterminant
0x dy 0z COPA AT L 2% HHNEOTEMOZ
OL OT VON OS du? du? ou?
et l’on trouve de même
dx dy 03 ot Lun | 102
ou ou ou du ou ou
0x 0Y 03 A VeOTCIE 0 AA Z
pis ar 4 ae RESTE “4 Lai A
(6) hs op op de 4 p K dp op dp | dx dy 023 x dy 0223 dudr dudr dude dv? dp? dv?
Les coefficients D, D', D” ne sont déterminés complètement, comme les coefficients À, B, C eux-mêmes, que si l’on a choisi le facteur K, tandis que la forme quadratique
D du? + 2 D' du dv + D” dv?
RE VA2+ B?+ C
est, au signe près, indépendante de ce facteur K. Cette forme (17) a une signification géométrique très simple. Soit à la distance, prise avec un signe convenable, du point de la surface qui correspond aux valeurs uw + du et 6e + dv des paramètres, au plan tangent au point (w, »). Si l’on développe à suivant les puissances de du et de dv, les termes du premier degré disparaissent d’après les relations (3), et l’ensemble des termes du second degré en du et de est précisément
1 Adx+Bd?y + Cd?z 2 VAL BEC:
Ge, E, 38
È : I ae c'est-à-dire, au facteur — - près, la forme (15). La formule géné- | ml
rale (11), qui donne le rayon de courbure d’une section normale, peut donc s’écrire
I li (9) =. ALI =" R ds?
ce qui est bien d'accord avec un résultat déjà signalé (n° 249).
941. Théorèmes d’Euler. Indicatrice. — Pour étudier la variation en grandeur du rayon de courbure d’une section normale,imaginons qu’on ait pris pour origine ie point considéré de la surface et pour plan des xy le plan tangent à cette surface. On a, dans ce système d’axes, p — g — 0, et la formule (13) devient
1 L | (18) FE = rcos y + 2scose sin + £sin?e,
étant l'angle que fait avec Ox la trace du plan sécant sur le plan des æy. En égalantà zéro la dérivée du second membre, on trouve que R est maximum ou minimum pour deux directions rectangulaires. Afin d'étudier en détail la variation de R dans tous les cas particuliers possibles, ilest commode d'employer la représentation géométrique suivante. Imaginons que sur la trace du plan sécant on porte une longueur O m égale à la racine carrée de la valeur absolue du rayon de courbure: ce point m décrira une courbe appelée indicatrice, et il est clair que l'inspection de cette courbe supposée tracée fait connaître aussitôt la variation du rayon de courbure. Cela posé, examinons les trois cas possibles :
19 $2— rt oo. Le rayon RÀ a un signe constant ; nous le supposerons posilif. On a, pour les coordonnées du point m, € — VRcose,
n —/Bsine.et l'équation de la courbe cherchée est par conséquent f] ? , q P q
(19) r'Ethosér +tn°=1;
cetie courbe est une ellipse qui a pour centre l’origine. On voit que R est maximum lorsque la trace du plan sécant coïncide avec le grand axe de l’ellipse et minimum lorsque cette trace coïncide avec le petit axe, et que deux plans sécants dont les traces sont également inclinées sur les axes de l’indicatrice donnent la même valeur pour R. Les sections normales passant par les axes de l’in-
ee LS É
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dicatrice s'appellent les sections normales principales et les rayons de courbure correspondants sont les rayons de courbure principaux. Si l’on a pris pour axes des æ et des y les axes mêmes de l’indicatrice, on a, dans ce système d’axes, s — 0, et la formule (18) devient
Fr r cos? + £ sin?® ;
les rayons de courbure principaux R, et R, s’obtiennent en faisant
: TO dd LE AGE « ? = 0,ou ad n a PET NT ni onde par suite, 2 tn?
co sin (20) I s" y in. R R; R>
2° $?— rl > 0. Les sections normales correspondant aux valeurs de l'angle ©, racines de l’équation
è à SALON T COS + 25 COSY SIN + é SIN°Y = O,
ont un rayon de courbure infini. Soient L' OL, , L, OL, les traces de ces deux plans sur zO y. Lorsque la trace du plan sécant est comprise dans l’angle L, OL, par exemple, le trinome est positif et, en employant la même représentation que dans le premier cas, on voit que la portion correspondante de l’indicatrice est représentée par l’équatron
rE+osEn + (in? =:1;
c'est une hyperbole ayant pour asymptotes les droites L! OL, et L,OL:. Lorsque la trace du plan sécant est comprise dans l'angle L,OL, on a R <o et, pour avoir la portion correspondante de l’indicatrice, on doit poser
E=y—Rcosv, n=Y—Rsiny,
ce qui conduit à l'équation de l’hyperbole conjuguée de la précédente TEL 2sEn + én = —:1.
L'ensemble de ces deux hyperboles conjuguées permet encore de se faire une idée de la variation du rayon de courbure d’une section normale. Si l’on prend pour axes de coordonnées les axes de
ces hyperboles, la formule générale (18) prend encore la forme (20), R, et R; désignant les deux rayons de courbure principaux, dont l'un est positif, l’autre négatif.
30 s2— 74 — 0. Dans ce cas, le rayon de courbure À conserve un signe constant, le signe < par exemple. L'indicatrice est encore représentée par l'équation (19); mais cette courbe, étant du genre parabole et ayant pour centre l'origine, se compose forcément de deux droites parallèles. Si l’on a pris l’axe des y parallèle à ces deux droites, on doit avoir dans ce système d’axes s —0, t— 0, et la formule générale (18) prend la forme |
É r cos?v,
ou R;—Rcos?v. On peut aussi la considérer comme un cas limite de la formule (20), obtenu en supposant que l’un des rayons de courbure principaux Ro devient infini.
Les formules d'Euler peuvent aussi s'établir sans avoir besoin de la formule préliminaire (13). Le point de la surface étant pris pour origine et le plan tangent pour plan des æy, on peut écrire, en poussant le développement de 3 par la formule de Taylor jusqu'aux termes du troisième ordre,
ra+252XY +iy?
Z EEE M RU NT Je +. ..
1.2 les termes non écrits étant du troisième ordre, ou d’ordre plus élevé. Pour avoir le rayon de courbure de la section faite par le plan y = x tang y, on peut faire d’abord la transformation de coordonnées
! He 4S RTS !
æ=% COS —Y SIN, Y=x'sSiny+y cosy,
et poser ensuite y'= 0, ce qui donne Île développement de z suivant les puissances de x” r cos?o + 2ssinp cos +ésin?® 4 À T FA 1.2
et, en appliquant la remarque du n° 219, nous retrouvons la formule (18).
Remarques. — La courbe d’intersection de la surface par son plan tangent, qui a pour équation
o= a+ 2s2xy +7? + pa(r, Y)+...,
présente un point double à l’origine, et les tangentes au point double sont
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précisément les tangentes asymptotiques. Plus généralement, si deux surfaces S, Si sont tangentes à l’origine au plan des xy, la projection de la courbe d’intersection sur le plan des æy a pour équation
Oo=(r—r1)2?+2(s —s1)xy +(t—t1)Y?+...,
Ti, 51, 1 ayant la même signification pour la surface S, que r, s, € pour la surface S. La nature du point double dépend du signe de l’expression (S—s,}—(r—r;)(t—#t\); si celle-ci est nulle, la courbe d’intersection présente, en général, un point de rebroussement.
En résumé, il existe en chaque point d’une surface quatre positions remarquables pour les tangentes à cette surface ; deux tangentes rectangulaires pour lesquelles Le rayon de courbure R est maximum ou minimum, et deux tangentes asymptotiques pour lesquelles R est infini. On obtient celles-ci en égalant à zéro le trinome /a«?+2sa8 +6? (cf. n° 223). Nous allons montrer maintenant comment on détermine les sections normales principales et les rayons de courbure principaux dans un système d’axes rectangulaires quelconque.
242. Rayons de courbure principaux.— L'étude de l’indicatrice met en évidence qu’à une valeur donnée de R correspondent en général deux sections normales, réelles ou imaginaires, dont le rayon de courbure a la valeur donnée ; iln’y a d'exception que si R est égal à l’un des rayons de courbure principaux et il n'y a dans ce cas que la section normale principale correspondante qui admette ce rayon de courbure. Pour déterminer les sections normales dont le rayon de courbure a une valeur donnée KR, reprenons la formule générale (11), que nous écrivons
ta 1 _ D du?+ 2D'du de + D'ds?
AE D Edu+2F du dv + G dr?
en posant R—04ÿA2+ B?+ C2. Pour une valeur donnée de p,
, 2 Là e r do l'équation (21) est une équation du second degré en =;
(22) (pD—E) du?+ 2(0D'—F) du de + (pD'— G)de?= 0,
dont les deux racines déterminent les tangentes aux sections normales qui admettent le rayon de courbure R. Si R est un rayon
he : : ; de de courbure principal l'équation (22) a une racine double en — | | du
qui satisfait aux deux relaiions
(pD — E) du +(pD'—F)de k (pD'—F) du + (9 D'— G) de = 0,
Îl
et ce système détermine à la fois les rayons de courbure principaux
; ae SERA. de .
et les sections normales principales. En éliminant Tr? ON obtient
une équation du second degré en p
(24) (pD—F}—(pD—E)(pD"—G)=o,
dans laquelle 1l suffira de remplacer p par pour avoir
SR V'A2+ B2+ C
l'équation aux rayons de courbure principaux. De même, en éliminant o entre les deux équations (23), on obtient une équation
, dv du second degré en Te (25) (D du+ D'de)(F du + G de) —(D' du + D" de)(E du + F de)=0,
dont les racines font connaître les traces sur le plan tangent des sections normales principales.
D'après la nature même de la question, les deux racines de l'équation en 9 sont toujours réelles; si R et R' sont les rayons de courbure principaux, le produit RR' est donné par la relation
(%6) Gin DD"— D’?
RR' (EG—F?)(A2+B?+ C
ce qui fournit une vérification des résultats précédents. En effet EG — F? étant toujours positif, RR' est du signe de DD" — D'2. En
un point parabolique, un des rayons de courbure principaux est
MIA I infini, et Re ! nul.
Pour que l'équation (24) ait ses racines égales, il faudra que l’indicatrice soit un cercle, et toutes les sections normales auront
alors le même rayon de courbure. Le second membre de la À . 2 d ; formule (11) devra donc être indépendant du rapport 5 il faut pour cela qu'on ait (2%) D PARLE — La 6 ORROAT TT
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Les points qui satisfont à ces conditions s'appellent des ombilics. En ces points, l'équation (25) se réduit à une identité, ce qui s'explique puisque tout diamètre d’un cercle est un axe de symétrie. Dans le cas d’une surface représentée par une équation z— F(x, y), les équations (24), (25), (27) deviennent respectivement
ed) Gene po pgs + (gr (rpg) 0; (25 &[(Q+p?}s — pgr] +af[a+p?—(G+agt)rlæBipat—G+ag)s]=o, fr s (A
Ha Ip pq 1+4
On peut les déduire, comme cas particulier, des formules générales, ou les établir directement en partant de la formule (15).
On peut quelquefois déterminer, par des considérations géométriques, les sections normales principales d’une surface. Par exemple, si une surface S admet un plan de symétrie passant par un point M de cette surface, 1l est clair que la droite d’intersection de ce plan avec le plan tangent en M est un axe de symétrie de l’indicatrice, et la section par le plan de symétrie est une des sections normales principales. Ainsi, en un point d’une surface de révolution, la méridienne est une des sections normales principales ; le plan de la seconde section normale principale passe donc par la normale à la surface et la tangente au parallèle. Or, on connaît le centre de courbure de l’une des sections obliques passant par la tangente au parallèle, le centre du parallèle lui-même. Il en résulte, d’après le théorème de Meusnier, que le centre de courbure de la seconde section principale est au point de rencontre de la normale à la surface avec l’axe.
En un point d’une surface développable, on à s°—rt—o, et Pindicatrice est un système de deux droites. Une des sections. principales se confond avec la génératnice elle-même, et le rayon de courbure principal correspondant est infini. Le plan de la seconde section principale est perpendiculaire à la génératrice. Tous les points d’une surface développable sont paraboliques, et ce sont les seules surfaces possédant cette propriété (n° 214).
Si une surface non développable est convexe en certains points, à courbures opposées en d’autres points, elle possède, en général,
une ligne de points paraboliques qui sépare les régions pour lesquelles s? — r£ est positif des régions pour lesquelles s?— 7't est
négatif. Par exemple, sur le tore, cette ligne est formée des deux parallèles extrêmes.
Sur une surface convexe, il n’y a, en général, qu’un certain nombre d’ombilics isolés les uns des autres. On démontre comme il suit que la seule surface réelle dont tous les points sont des ombilics est la sphère.
Appelons encore }, na, v les cosinus directeurs de la normale à la surface; en différentiant les formules (12), il vient
Où __ pqgs—(1+q?)r OX pgt—(i+ g?)}s = —————— — ;, —— EE ————————_—— 3
0 3 Ô 3 F G+pt+g) 7 G+pi+g} VO A 22 Léa ent D À ou __ pgs—(1+p?}é Dretrant La Ti ee" rt FRET A GO
D. 3 QT PET (14 PE
relations qui deviennent, en tenant compte des formules (27),
ONU É OR À _ dp y NERU dm © 0æ 0 La première prouve que À ne dépend que de x, la seconde que x ne dépend
LU r 2À 0 N . . , que de y; la valeur commune des dérivées ss est donc à la fois indé- : x’ 0y
pendante de x et de y : c’est une constante —. On en tire a
LAS OTTS Aer Le Ve (GTR SCENE ae ? MPenlime ere, je PR EE (42 a pe P = ‘e Fe is he DU TT —=—— — ÿ
Var (x — To) —(Y — Yo) et la valeur de 3 obtenue par l'intégration est
OT
ie CS eme ec 220 om 0 Don Le
on retrouve bien l’équation d’une sphère. On verrait de même que, si l’on OÀ ou ; É
DE "7 — 0, la surface est un plan. Mais les relations (27) admettent
en outre une infinité de solutions imaginaires, qui satisfont à l'équation
1+p?+g?= 0, comme on peut le vérifier en différentiant cette relation
par rapport à x et par rapport à y.
II. — LIGNES ASYMPTOTIQUES. — LIGNES DE COURBURE
943. Lignes asymptotiques. — Sur une portion de surface à courbures opposées, il y a en chaque point deux tangentes pour lesquelles la section normale correspondante a un rayon de courbure infini : ce sont les asymptotes de Tindicatrice. On appelle lignes asymptotiques les lignes situées sur la surface qui sont tangentes en chacun de leurs points à l’une de ces asymptotes. Quand on se déplace sur une de ces lignes, w et sont fonctions d'une variable ; pour que la tangente coïncide avec une asymptote de l’indicatrice, du et dv doivent satisfaire, d’après ce qu’on a vu plus haut, à la relation
(28) D du? + 2D' du de + D" dv? = 0.
Les coefficients D, D’, D’ étant des fonctions de w et de v, on 2 V ” Là r de tire de l'équation précédente deux valeurs de Er
do do (29) GE ÉEe ou, 0), “14 =Æ Do(u, e);
du nous démontrerons plus tard que chacune de ces équations admet une infinité d’intégrales, et que chaque couple de valeurs (45, #0) détermine en général une intégrale et une seule. Par chaque point de la surface, il passe donc en général deux lignes asymptotiques et deux seulement. L’'équation différenuelle (28) peut encore s’écrire sous la forme équivalente
(30) dA dx + dB dy + dG dz = 0,
qui est en général la plus commode dans les applications. Dans le cas d’une surface représentée par l'équation 5 = F(+x, y), l'équation différentielle précédente devient
(31) dp dx + dq dy =r dx?+2s dx dy +tdy?= 0.
On peut encore définir les lignes asymptotiques par la propriété suivante qui ne fait intervenir aucune relation métrique. Ce sont les lignes de la surface dont le plan osculateur coïncide avec le plan tangent. En eflet, pour que le plan osculateur coïncide avec le plan tangent, il faut et 1} suffit qu'on ait à la fois
A dx + B dy + C dz = 0, A dx+Bdy+Cdz=o;
la première relation est vérifiée pour toute courbe située sur la surface, tandis que, d’après l'identité (6), la seconde est identique à l'équation (30). D'ailleurs, il est facile de se rendre compte de lidentité des deux définitions. Le rayon de courbure de la section normale tangente à une asymptote de l’indicatrice étant infini, il en serait de même, d’après le théorème de Meunier, du rayon de courbure d’une ligne asymptotique, à moins que le plan osculateur ne soit perpendiculaire à la normale et, dans ce cas, le théorème de Meusnier devient illusoire. Le plan osculateur à une ligne asymptotique doit donc coïncider avec le plan tangent, à moins que le rayon de courbure ne soit constamment infini ; dans ce cas, on aurait une ligne droite, dont le plan osculateur estindéterminé. Il résulte évidemment de cette propriété que les lignes asymptotiques se conservent dans toute transformation homographique. On voit aussi que l'équation différentielle est la même, que les axes soient rectangulaires ou obliques, car l'équation du plan osculateur est toujours la même.
Les lignes asymptotiques d’une surface S n'existent évidemment que si la surface est à courbures opposées. Cependant, lorsque la surface est analytique, l'équation différentielle (28) admet tou- Jours une infinité d’intégrales, réelles ou imaginaires, quel que soit le signe de D’? — DD". Parextension, nous dirons qu’une surface convexe analytique admet deux systèmes de lignes asymptotiques imaginaires. Ainsi, les lignes asymptotiques d’un hyperboloïde à une nappe sont les deux systèmes de génératrices rectilignes ; pour un ellipsoïde ou un hyperboloïde à deux nappes, ces génératrices sont imaginaires, mais elles satisfont encore à l’équation différentielle des lignes asymptotiques.
Exemples. — 1° Soit à trouver les lignes asymptotiques de la surface
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de lignes asymptotiques se projettent sur le plan des xy suivant les
courbes alt NE yla= (eue
2° Prenons encore la surface conoïde z — ® (2) + On peut poser æ = u, æ
y =ur,z=vy(s), et les relations (3) deviennent
A+Bv
0, Bu+CGw'(v)=0o;
on y satisfait en prenant C = —u, B=%(v), À = — po'(v), et l'équation différentielle (30) est ici
[4 : JUMENT, ! ssl uv’(e) dp?— 29'(0) du dv = 0.
On a d’abord la solution # = const. qui donne les génératrices rectilignes ; en divisant par dv, il reste l’équation
o'(v)de 2 du Gite) ro N Nine ‘
d'où l’on en tire u2= Cvw'(v),etles projections des lignes asymptotiques du second système sur le plan des xy ont pour équation
L? = cg (2):
ET
3 Citons encore les: surfaces signalées par M. Jamet, dont l'équation peut être ramenée à la forme
En prenant pour variables indépendantes 3 et + — u, l'équation difféœ
rentielle des lignes asymptotiques est
vee dés Re) Le NIUE F(a) Ju) et s'intègre par deux quadratures.
4 Une surface hélicoïde est représentée par les équations
en COS); y =psinw, z = f(p)+hw;
nous laissons au lecteur le soin de démontrer que l'équation différentielle des lignes asymptotiques est
Pf"(e) dp?— 2 h dw do aie p? J'(e) diw? — (AN
on en tire encore w par une quadrature.
244. Lignes asymptotiques des surfaces réglées. — Toute surface réglée peut être représentée par des équations de la forme
T = LTo+auU, Y=Yo+ Bu, 3 = 30+ YU,
Los Vos 305 4 P, y étant des fonctions du paramètre +. Lorsqu'on fait uw — 0, le point (x,, 75, 30) décrit une certaine courbe sur la surface ; au contraire, lorsque, # restant constant, on fait varier w, le point (x, y, s) décrit une génératrice rectiligne et la variable w est proportionnelle à la distance du point (x, y, z) au point (Los Vos 30) de la courbe F. Supposons, pour simplifier, qu’on prenne K — Æ 1 dans les formules (4) ; les expressions (15) et (16) montrent aussitôt que D —o, que D’ est indépendant de w, et enfin que D” est un polynome en «w du second degré au plus. En divisant le premier membre de l'équation (28) par le facteur de qui correspond aux génératrices rectilignes, il reste, pour déterminer le second système de lignes asymptotiques, une équation différentielle de la forme
102) Mt + Mu+N=o,
L, M et N étant des fonctions de la variable v. Les équations de cette espèce Jouissent de propriétés remarquables, qui seront établies plus tard. Ainsi on verra que /e rapport anharmonique de quatre intégrales quelconques est constant ; il en résulte que le rapport anharmonique des quatre points de rencontre d’une génératrice quelconque de la surface avec quatre lignes asymptotiques est constant, ce qui permet de trouver toutes ces lignes asymptotiques dès qu’on en connaît trois. On verra aussi que, lorsque l’on connaît une ou deux intégrales de l'équation (32), on peut trouver toutes les autres par deux quadratures ou une seule quadrature. Si toutes les génératrices de la surface rencontrent une droite fixe, cette droite est une ligne asymptotique du second système, et l’on aura toutes les autres par deux quadratures. Si la surface admet deux directrices rectilignes, on connaît deux lignes asymptotiques, et il semblerait qu’il faudra une quadrature pour avoir les autres. Mais on peut obtenir un résultat plus précis. En effet, étant donnée une surface réglée admettant deux directrices rectlignes, on peut effectuer une tranformation homographique
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de façon que l’une de ces directrices s'éloigne à l'infini ; la surface se change en une surface conoïde, et nous avons remarqué (n° 243) que les lignes asymptotiques d’une surface conoïde se déterminent sans aucune quadrature.
945. Lignes conjuguées. — On appelle tangentes conjuguées en un point d’une surface S deux droites passant par ce point, situées dans le plan tangent, et formant un système de diamètres conjugués de l’indicatrice. À toute langente de la surface correspond évidemment une tangente conjuguée qui coïncide avec la première, si elle est une tangente asymptotique et dans ce cas seulement. Soient du et dv les paramètres directeurs d’une tangente à la surface en coordonnées curvilignes ; la projection de cette tangente sur Le plan des xy a pour coefficient angulaire
CHOREEE RE ou
dp 0 ñ 0 = ?
L3à du + of dv ou de sorte que le rapport anharmonique de quatre tangentes en un
point M{u, s) de la surface est égal au rapport anharmonique des
dv . S quatre valeurs correspondantes de Er Soient (du, dv) et (du, dv)
les paramètres directeurs de deux tangentes MT, MT', cet cles racines de l'équation
D +2D'm+D'm'=0 qui détermine les tangentes principales. Pour que MT et MT'soient conjuguées, il faut et il suffit qu'on ait
déc du 0P — c du nn
RE
dec du 0p — c'Ôu
Cette condition s'écrit, en chassant les dénominateurs et remplaçant cc', «+ c' par leurs valeurs,
(3#) D du du + D'(du dv + dv du) + D" de Ôp = 0.
En tenant compte des valeurs de D, D”, D”, cette condition peut encore s’écrire sous l’une ou l’autre des formes équivalentes
(34) dA dx + dB èy + dGôs = 0, dA dx + dB dy + dC dz = 0,
© L f inéral en posant, d’une façon générale,
oF oF DFrS 9F AË= du + du, SF bu 0e
Étant donnée une courbe T située sur la surface S, le plan tangenL à cette surface tout le long de la courbe l enveloppe une surface développable qui est tangente à la surface S tout le long de l'; en chaque point M de T, la génératrice de cette développable est la tangente conjuguée de la tangente à F.
En effet, quand on se déplace suivant la courbe T, x, y, 3, À, B, C sont fonctions d’un paramètre variable #; la caractérisuque du plan tangent est définie par les deux équations
A(X—zx)+ B(Y—y)+ C(Z—3)=0,
Go? dA(X ET) FA B(Y = y) ACL NE
en ayant égard à la relation (5). La lettre d indique des différenuelles prises par rapport à a; si les paramètres directeurs de cette caractéristique sont dx, dy, 0z, la seconde des formules (35) donne
la relation d'A 0x + dB dy + dC 5z = 0,
qui est identique à la relation (34); d'où résulte le théorème énoncé. En particulier, si la courbe F est une ligne asymplotique, la caractéristique coïncide avec la tangente elle-même à la courbe F, ‘qui est par conséquent l'arête de rebroussement de la surface développable (cf. n° 243).
On dit que deux familles de courhes de la surface, dont chacune dépend d’un paramètre variable, forment un réseau conjugué, lorsque les tangentes aux courbes des deux familles qui passent par un point quelconque de la surface y sont conjuguées. Il existe évidemment une infinité de réseaux conjugués, car on peut se donner arbitrairement une des deux familles de courbes, et les courbes de la seconde famille sont déterminées par une équation différentielle du premier ordre. Soit, en effet, Fu, v) = K l’équaüon d’une famille de courbes dépendant d’un paramètre arbi-
traire K. De l'équation dF — o, on déduit E — G{u, »), et l'équa-
, ue ù uon (33) nous donne alors la valeur de = en fonction de w et de »,
c’est-à-dire une équation différentielle du premier ordre.
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Comme exemple, cherchons la condition pour que les courbes w = const., e — const. forment un réseau conjugué. On peut prendre ici du = 0, 8e = 0, et la condition (33) devient D'= o, ou
ox 0Y 03
du ou du dr dy 03 + dp dv dp di
FL DORA a 923 du dv dude oudv
On peut dire encore que cette condition exprime que #, y, 3 sont trois intégrales d'une équation de la forme 026 NT
TN
où M et N sont des fonctions quelconques de w et de ? ; il suffira donc de connaître trois intégrales distinctes d’une équation quelconque de cette forme pour avoir les équations d’une surface rapportée à un système conjugué. Si, par exemple, on prend M = N — 0, toute intégrale de l’équation (36) est la somme d’une fonction de w et d’une fonction de ? ; sur toute surface représentée par des équations de la forme
(37) æ=f(u)+ fit), p=gq(u)+p(e),, 3=4(u) +4i(r),
les courbes (uw) et (v) forment un réseau conjugué.
Les surfaces de cette espèce sont appelées surfaces de translation; elles peuvent être engendrées de deux façons différentes par la translation d’une courbe de forme invariable F, dont un point décrit une autre courbe L’. Considérons, en effet, les quatre points M,, M;, M:, M de la surface, correspondant respectivement aux valeurs (wo, Po), (&, fo), (uo, #), (u, v) des paramètres uw, v. D'après les formules (37), ces quatre points sont les sommets d’un parallélogramme. Si, laissant v, fixe, on fait varier u, le point M; décrit une courbe T de la surface ; de même, si w, reste fixe et qu'on fasse varier ?, le point M, décrit une autre courbe T” de la surface. On peut donc considérer cette surface comme engendrée par la courbe T animée d’un mouvement de translation dans lequel le point M, décrit [', ou par la courbe T’ animée d’un mouvement de translation dans lequel Le point M; décrit T. Il est évident, d’après ce mode de génération, que ces deux familles de courbes sont conjuguées; par exemple, les tangentes aux diverses positions de [’, en tous les points de F, forment un cylindre circonscrit à la surface tout le long de l. Les tangentes à ces courbes sont donc conjuguées.
246. Lignes de courbure. — On appelle lignes de courbure d’une surface $S les lignes de cette surface qui sont tangentes en
chacun de leurs points à l’un des axes de l’indicatrice. Ges lignes sont donc définies par l'équation différentielle obtenue plus haut.
(25) (D du+D'de)(F du + Gde)—(D'du+D'de)(E du + F dv)= 0;
. e , dv re 2 Fr qui donne toujours deux valeurs réelles pour 2: La théorie géné-
rale des équations différentielles prouve qu'en tout point ordinaire de la surface (autre qu’un ombilic) il passe deux lignes de courbure et deux seulement, dout chacune est tangente à l’un des axes de l’indicatrice. Sur toute surface réelle, autre qu’une sphère ou un plan, il y a donc deux familles de lignes de courbure, qui forment un réseau à la fois orthogonal et conjugué.
Les lignes de courbure peuvent encore être définies par la propriété suivante : ce sont les lignes de la surface telles que les normales à la surface aux différents points de l’une d'elles forment une surface développable.
Prenons, en effet, les équations de la normale
EN B EME
pour que celte droite engendre une surface développable, il faut
et 1l suffit qu'on ait (n° 215)
APM (38) AMD MCE D dA dB dû
ou, en développant les différentielles,
0x 0x OV 0Y 03 oz a du + di JAUNE 5, du + de A B G 0:
OA OA 0B 9B 0G oG AU UE A. du + dv S Aus db
Pour montrer l'identité de cette équation différentielle avec l'équation (25), multiplions les éléments de la première colonne
0 nr. 0 Le ceux de la troisième par L et
remplaçons les éléments de la première colonne par la somme des
ox par 5 ceux de la seconde par
produits correspondants. Après une combinaison analogue, où w
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est remplacé par ?, le déterminant devient, en tenant compte des
valeurs de D, D', D’ [formules (14) et (14')]
Édi FARR US ŒUUUe dui ed uu op 0 0 C 0:
3 ! ( 0G D du + D'de D'du + D’ de ; HE ds dv
on retrouve bien l'équation (25).
Ce résultat s'explique aisément au moyen des propriétés des développées des courbes gauches, et des tangentes conjuguées. Soit l'une ligne de la surface S telle que la normale MN engendre une surface développable ; si l’on fait tourner cette droite d’un angle droit autour du point M dans le plan normal à F,, elle vient coïncider avec une droite MT' du plan tangent, perpendiculaire à la tangente MT de la courbe T. La droite MT" engendre aussi une surface développable, qui est circonscrite à S tout le long de T (n° 235). Les droites MT, MT sont donc deux tangentes conjuguées: puisqu'elles sont orthogonales, ce sont Les axes de l’indicatrice. La réciproque se démontre de la même facon. | |
Dans les applications, il est souvent commode de prendre l'équation différentielle des lignes de courbure sous la forme (35), car cette forme n’exige pas le calcul préalable des six coefficients E, F,G, D, D', D". Supposons, par exemple, qu’on ait une surface représentée par l'équation z = F(x, y); les équations de la normale sont : (X=—pl+(x+pz),
(39) | Y=—g2+(y+g3); gHEY + gs),
pour que cette droite engendre une surface développable, il faut et 11 suffit que les deux équations (n° 215)
(40) — ZLdp + d(x + pz)=0, — Ldq + d(y+gz)=0 soient vérifiées pour une même valeur de Z, c’est-à-dire qu'on ait
d(x+pz) _ d(y+g3) dp a dg à ou, plus simplement,
dx + pds dy + g dz
dp dq
En remplaçant ds, dp, dq par leurs expressions, on oblent
l'équation différentielle
G+p?) dx + pq dy pq dr + (+ q?) dy
(41) r dx + s dy sdx + (dy
qui est bien identique à l'équation (25)! quand on remplace dx et dy par set $ respectivement.
1° Cherchons, par exemple, les lignes de courbure de l'hélicoïde
z = a arc tang — - E On peut poser ici
Li: pICOS 0; MÉer0 Si 0, D'ÉTD les coefficients À, B, G doivent satisfaire aux deux relations
À cos8 + Bsinô — 0, — A9 sinô + Bp cosô + Ca = 0.
Nous prendrons G = p et, par suite, A = asin6, B = — a cosb.
L'équation différentielle (38) devient ici, en développant et réduisant les termes semblables,
On en tire
et
Les projections de ces lignes de courbure sur le plan des æy sont des spirales toutes égales qu’il est facile de construire.
> Cherchons encore les lignes de courbure du paraboloïde 4 = sed. a On a
et l'équation différentielle (41) devient ici
(a+ y?) dx? = (a? + x?) dy?.
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On entire dx dy
rs LINE CRE Vrz?+a Wÿy?+a?
si nous prenons, par exemple, le signe + devant les deux radicaux, l’intégrale générale est représentée par l'équation
(æ+yx?+ a?) (y +Vr2+ a) = C, qui donne l’un des systèmes de lignes de courbure. Si l’on pose
(42) 1=2yy?+ a+ y Va+ ai,
l'équation précédente peut encore s’écrire
À+ VE a = C,
d’après l'identité e Vr?+ a+ yyx?+ a?) + at — Læy + Var? + a?) (y? + æ) |”,
et 1l s'ensuit que les projections de l’un des systèmes de lignes de courbure sont représentées par l’équation (42), où À désigne une constante arbitraire, On verrait de même que les projections des lignes de courbure de l’autre
système sont représentées par l'équation
(43) TVy?+ a —yVr+ a! =.
En tenant compte de l’équation du paraboloïde xy = az, les relations (42) et (43) peuvent encore s’écrire
Var +yy+zr=0, arte yy+z=c';
Va? + DSRÈL Vr?+ z?
or
représentent les distances du point (x, y, z) aux deux axes Oy et Ox respectivement. Les lignes de courbure du paraboloïde sont donc des courbes telles que la somme ou la différence des distances de l'un quelconque de leurs points aux deux axes Ox et O y est constante.
247. Développée d’une surface. — Soit C une ligne de courbure de la surface S ; lorsque le point M décrit la courbe C, la normale MN à la surface reste tangente à une courbe F. Appelons À le point de contact, et soient X, Ÿ, Z ses coordonnées; la coordonnée Z est donnée par l’une quelconque des équations (40), qui se réduisent à une seule, puisque Gest une ligne de courbure.
Ces équations (40) peuvent s’écrire
Le (Gi+p?) dx + pq dy _ padz+(+g?)4y.
r dx + s dy sdx +tdy É
on obtient encore une fraction équivalente à ces deux-là en multipliant les deux termes du premier rapport par dæx, les deux termes du second par dy, et les combinant par voie d’addition, ce qui
donne dr?+ dy?+(p dx + q dy}
L— 3 — r dx? + 25 dx dy + t dy?
Mais dx, dy, dz sont proportionnels aux cosinus directeurs &, 8, y de la tangente, et l’on a encore
x2+ Br+(pa+ gb} J
ra2+ 2sa8 + f? ra? + 25aû + 16?
Si nous comparons cette formule à la formule (13), qui donne Île rayon de courbure R, pris avec son signe, de la section normale tangente à la ligne de courbure, on voit que la relation précédente peut s’écrire
(44) AU à ne
\ Vi+p'+ q?
y étant le cosinus de l’angle aigu que fait la direction positive de la normale avec O5. Mais z + Ry est précisément égal à la valeur de Z pour le centre de courbure de cette section normaleil s'ensuit que le point de contact À de la normale MN avec son enveloppe T coïncide avec le centre de courbure de la section normale principale tangente à GC. La courbe F est donc le lieu même de ces centres de courbure. Si lPon considère toutes les lignes de courbure du même systéme que la ligne C, le lieu des courbes F correspondantes est une surface X à laquelle toutes les normales de S restent tangentes. Car la normale MN, par exemple, est tangenle en À à la courbe F située sur 2.
Considérons maintenant la seconde ligne de courbure C’ passant par M et coupant orthogonalement la première C. La normale à la surface S le long de C’ reste de même tangente à une courbe F’ qui est le lieu des centres de courbure des sections normales tangentes à C’. Le lieu de cette courbe L' pour l’ensemble des lignes de courbure du même système que C! est une surface Ÿ/ à laquelle
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sont tangentes toutes les normales de S. Les deux surfaces Y, Y ne sont pas, en général, analytiquement distinctes, mais constituent deux nappes d’une seule surface représentée par une équation indécomposable.
La normale MN à la surface S est tangente à ces deux nappes Ÿ etZ”, aux deux centres de courbure principaux A et A! de la surface S au point M. Il est facile de trouver les plans tangents à ces deux nappes aux points À et À’ (fig. 43). Lorsque le point M décrit la
Fig. 43.
courbe GC, la normale MN engendre une surface développable D ayant | pour arête de rebroussement; d’autre part, le point de contact À’ de cette normale MN avec Y’ décrit une courbe y/ distüincte de l”, car la droite MN ne peut rester tangente à la fois aux deux courbes F et T’. La développable D et la surface Y/ sont donc tangentes au point À’, et, par suite, le plan tangent en A à Yest tangent à la développable D le long de MN; c’est donc le plan NMT, passant par la tangente à GC. On verrait de même que le plan tangent à la surface Ÿ au point À est le plan NMT’ passant par la tangente à la seconde ligne de courbure C/.
Les deux plans NMT, NMT' sont rectangulaires, ce qui conduit à une propriété importante de la développée. Imaginons que d’un point quelconque © de l’espace on abaisse une normale OM sur la surface S, et soient À et A' les centres de courbure principaux de S sur cette normale. Les plans tangents aux points À et A’ aux deux
nappes X, ©’ de la développée sont orthogonaux; comme ces plans tangents passent au point O, on voit que les deux nappes de la développée d’une surface S, vues d’un point quelconque O de l'espace, paraissent se couper à angle droit. La réciproque de cette propriété sera démontrée plus loin.
948. Formules d’Olinde Rodrigues. — Désignons toujours par À, u, y les cosinus directeurs de la normale à la surface, par R un rayon de courbure principal; les coordonnées du centre de courbure correspondant sont
(45) X = æ + RÀ, Y= y+Re, Z = 3 + Rv.
Lorsque le point (x, y, 3) décrit la ligne de courbure tangente à la section normale dont le rayon de courbure est R, ce centre de courbure décrit, nous venons de le voir, une courbe F tangente à la normale MN de S. On doit donc avoir
ax! AY À 0) ie DES ou, en remplaçant X, Y, Z par les valeurs (49),
dx +Rdi dy +Rdyp ds +Rd.
À ris ue y :
la valeur commune de ces rapports est zéro, car si on les combine par addition après avoir multiplié les deux termes du premier par À, ceux du deuxième par u, ceux du troisième par y, on a un rapport équivalent dont le dénominateur est l'unité, tandis que le numérateur
À de +u dy + v da + R(X d\ + p du +v dv)
est identiquement nul. Nous obtenons ainsi les formules d'Olinde
Rodrigues (46) dx + RdÀ=o, dy + Rdu =, dz + Rd =,
qui jouent un rôle important dans la théorie des surfaces. Bien entendu, ces formules ne s'appliquent qu'à un déplacement du point (x, y, z) sur une ligne de courbure.
Remarque. — On peut aussi se servir des propriétés de la
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développée d’une surface pour former l'équation aux rayons de courbure principaux. Remplaçons, dans les formules (45), À, &, y par les valeurs (8), et posons R — oVA?2+ B?+ C?; elles deviennent
X =æ%— pA, Y = y — 9B, ZL = 3 — p0C.
Puisque le point X, Y, Z décrit une courbe tangente à la normale à la surface S, lorsque le point (æ, y, 5) décrit une ligne de courbure, on doit avoir
dx —odA—Ado dy —odB—B do dz — o dO —C dp
== ZT |
ou, en appelant — 4: + K la valeur commune de ces rapports, (43) dæ —odA —-AK=0o, dy —6dB—BK=o, dz— 9 dG—CK=o.
En éliminant p et K entre ces trois relations, on retrouve l'équation différentielle (38) des lignes de courbure; mais si l’on
remplace dx, dy, ds, dA, dB, dC par
dx 718 re) die de, HS DE panne ou ov
puis qu’on élimine du, dv, K, on parvient à une équation en p
0x OÀ 0% OA
Rd A nid cop dY 0B 0Y 0B 18 EU NN NE RL QUE DO PEUT LE re OU PE LE (48) ou P du de P dp ; à 93 DC UE oC c
D sm 0 ou ‘ du 06 | do
Des transformations tout à fait pareilles à celles du n° 246 permettent de vérifier l'identité de cette équation avec l’équation (24), mais l'équation (48) n’exige pas le calcul préalable de E, F, G,
RE D
Cherchons encore, comme application, les rayons de courbure principaux de l’hélicoïde gauche à plan directeur. On a, dans ce cas, en modifiant un peu les notations employées plus haut,
HU COS, ÿ =usin?, 3 = &,
À = asinp, B = — a cose, (GR A7:
et l'équation (48) se réduit à
HRRQNE a° +.u*? AC d'où l’on tire R=+——. Les rayons de courbure principaux de a
l'hélicoide sont donc égaux en valeur absolue et de signes contraires.
249. Théorème de Joachimsthal. — On peut quelquefois trouver par des considérations géométriques les lignes de courbure de certaines surfaces. Ainsi, 1l est à peu près évident que les lignes de courbure d’une surface de révolution sont les méridiens et les parallèles de cette surface, car ces courbes sont tangentes en chacun de leurs points à l’un des axes de l’indicatrice. Comme vérification, nous remarquerons que les normales le long d’un méridien forment un plan, et les normales le long d’un parallèle un cône de révoluton, c’est-à-dire des surfaces développables.
Sur une surface développable, une première famille de lignes de courbure est formée des génératrices. La seconde famille se compose des trajectoires orthogonales des génératrices, c’està-dire des développantes de l’arête de rebroussement (n° 235); elles s’obtiennent par une quadrature. Si l'on connaît l’une d'elles, on peut en déduire toutes les autres sans quadrature. Tous ces résul- Lats sont faciles à vérifier par le calcul.
La théorie des développées d’une courbe gauche a conduit Joachimsthal à un théorème important, souvent utilisé dans cette théorie. Soient S, S' deux surfaces se coupant suivant une courbe C, ligne de courbure pour chacune d’elles; la normale MN à la surface S le long de C engendre une surface développable, et la normale MN/ à la surface S’ le long de G engendre une autre surface développable. Or, ces deux droites sont normales l’une et l’autre à la courbe C. Par suite, st deux surfaces ont une ligne de courbure commune, elles se coupent sous un angle constant tout le long de cette ligne (n° 235).
Réciproquement, st deux surfaces se coupent sous un angle constant, et st la courbe d'intersection est une ligne de courbure pour l’une d'elles, elle est aussi une ligne de courbure pour la seconde. On sait en effet que, si une famille de normales à une courbe gauche C engendre une surface développable, il en est de
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même des normales obtenues en faisant tourner chacune d’elles d'un angle constant dans le plan normal à C.
Toute courbe plane ou sphérique est une ligne de courbure du plan ou de la sphère. On déduit denc du théorème de Joachimsthal le corollaire suivant : Pour qu'une courbe plane ou sphérique située sur une surface soit une ligne de courbure de cette surface, il faut et il suffit que la surface coupe le plan ou la sphère sous un angle constant.
250. Théorème de Dupin. — Nous avons déjà parlé à diverses reprises des systèmes triples orthogonaux (n° 68, 147). L'origine de cette théorie remonte à un théorème célèbre, dû à Dupin, que nous allons établir :
Etant données trois familles de surfaces formant un système triple orthogonal, l'intersection de deux surfaces de familles différentes est une ligne de courbure pour chacune
d'elles.
Supposons les coordonnées rectangulaires æ, y, 3 d’un point de l’espace exprimées au moyen des trois paramètres u, P, æ, de façon que les trois familles de surfaces (u), (v), (æ) forment un système triple orthogonal. Les conditions d’orthogonalité sont exprimées par les trois relations (n° 68)
0x 0x S 0x 0x ox 0x
(49) brins ae I DT LE
En différentiant ces relations par rapport à w, 0, respectivement, 1l vient
OEU 02e Fee ox dx s ox dx dx dx 4
— PE ©, — —— - —. Es*0;
de du d®w dw du 0e dæ du de du dv dw VOTOnT ox dx
— —— + — 0 ; ou dvd0w de du dw à
d’où l’on déduit, par des combinaisons faciles,
2E s ox dx ; ox dr F4 S ox 0?x à 350 — = — — —= — ——— —= (397 Ou AU 0Ww CV de du dw 3 dæœ du dp
TR : ALI COR AND PAR % L’éliminauon des dérivées —; T, Æ entre les deux premières dæ 0æ dæ
équations (49) et la dernière équation (50) conduit à la condition
ox 0Y ds
du ou du ox dy 03 "ra de de dp pans.
x PY 023 du dv dudv du odv
qui exprime que, sur une surface (æ), les courbes u = CG, = C forment un réseau conjugué. Ce réseau, étant à la fois orthogonal et conjugué, est donc composé des lignes de courbure, ce qui démontre le théorème énoncé.
Un exemple bien remarquable de système triple orthogonal est fourni par les surfaces homofocales du second degré (n° 148), dont l'étude a sans donte conduit Dupin au théorème général. 11 résulte de ce théorème que les lignes de courbure d’un ellipsoïde où d’un hyperboloïde (qui avaient déjà été obtenues par Monge) sont les courbes d’intersection de cette surface et des surfaces du second degré homofocales à celle-là. |
Les paraboloïdes représentés par l'équation
où À est un paramètre variable, forment aussi un système triple orthogonal, ce qui nous donne les lignes de courbure du paraboloïde. Citons encore le système triple rencontré plus haut (n° 246)
a, Væ? + 22 + Vy2+ si 5, vx? + 22— Vy!+ 2? = 7.
La recherche des systèmes triples orthogonaux est un des problèmes les plus intéressants et les plus difficiles de la Géométrie infinitésimale. Il a fait l’objet d’un grand nombre de Mémoires dont on trouvera les résultats résumés dans un récent Ouvrage de M. Darboux (!). Une surface quelconque S appartient à une infinité de systèmes triples orthogonaux; l’un de ces systèmes est formé par les surfaces parallèles à S et par les deux familles de surfaces développables engendrées par les normales à S le long des lignes de courbure de cette surface. Soient, en effet, O un
(:) Lecons sur les systèmes orthogonaux et les coordonnées curvilignes, 1910.
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point quelconque de la normale MN à la surface S au point M, MT et MT les tangentes aux deux lignes de courbure CG, C' passant en M. La surface parallèle à S qui passe au point O à son plan tangent parallèle au plan tangent en M à S; les surfaces dévelop- & de la courbe C ou de la courbe C! ont pour plans tangents les plans NMT et NMT' res-
pables engendrées par les normales le lon
pectivement. Ces trois plans sont bien orthogonaux deux à deux.
De tout système triple orthogonal on peut déduire une infinité d’autres systèmes analogues, au moyen de la transformation par rayons vecteurs réciproques, puisque cette transformation conserve les angles. Puisque toute surface, nous venons de le voir, fait partie d’un système triple orthogonal, on en conclut, ce qu'il est aisé de vérifier, que, dans toute transformalion par rayons vecteurs réciproques, les lignes de courbure de la surface transformée sont les transformées des lignes de courbure de la surface primitive.
931. Torsion géodésique. — Les propriétés des lignes de courbure se : rattachent à un élément géométrique important, qui dépend des dérivées du troisième ordre. D’après une formule antérieure de la théorie des courbes gauches (n° 235), on a la relation
NOR CU SON p : dô LAC SNL CS ss Ti) ds : ap onu Cr le SAPIN JR
2, 8, y étant les cosinus directeurs de la tangente à une cou rbe quelconque F située sur une surface S:; À, u, y étant les cosinus directeurs de la normale à cette surface, 8 l'angle de la normale à la surface avec la normale principale de T, compté comme au n° 235, T le rayon de torsion de T. Les coordonnées æ, y, z d'un point de S étant exprimées au moyen de deux paramètres w, 6, les cosinus À, u,v sont aussi des fonctions de uw, », et tous
ee à ; ds les éléments du déterminant H s'expriment au moyen de w, », GS L'expresu
ÿ I k K sion = — — a donc la méme valeur pour toutes les courbes T de la sur-
IL: ds
face qui sont tangentes au point (u,v). M. O. Bonnet, auquel est dû cet important résultat, a donné à cet élément le nom de torsion géodésique. Pour étudier la variation de la torsion géodésique avec la position de Ja tangente, prenons pour axes des æ et des y les deux axes de l'indicatrice, de façon que la surface soit représentée par léquation
2 2 se SAT
DR os sa 1 = + se
Pour une courbe T de la surface passant par l’origine, et dont la tangente fait un angle w avec l’axe des x, on a, à l’origine, à = cosw, B = sinw;
d dÀ cosw dy Sin { —= 0; AE 2 —= O, Ve {, PS = AT Pr pr ue EE la formule (51) devient (51 puis I dA [1 | Ro ME 51 )0Ë = — = | 2 — 2 )sinowtcosw.
RSR (R R )
Cette formule, qui complète la formule d'Euler, montre que la torsion géodésique est nulle si la courbe est tangente à l’un des axes de l'indicatrice, et dans ce cas seulement. Les lignes de courbure peuvent donc être définies comme es lignes de la surface dont la torsion géodésique est nulle en chaque point; ce qui résulte d’ailleurs de la formule (51), puisqu’en égalant le second membre à zéro, on obtient l’équation différen-
T tielle de ces lignes. Remarquons encore que, quand on change w en Me:
dans la formule (5r)°i, le second membre change de signe; par conséquent, La somme des torsions géodésiques de deux courbes orthogonales de la surface est nulle au point d’intersection.
Lorsque deux surfaces S, S' se coupent sous un angle constant suivant une courbe l, la différence 0 — 0’ est constante le long de cette ligne, et par suite la torsion géodésique de l est la même sur les deux surfaces. Le théorème de Joachmisthal est une application immédiate de cette remarque. Les propriétés de la torsion géodésique conduisent aussi très simplement au théorème de Dupin. Soient S;, S:, S3 trois surfaces passant par un point M de l'espace, et appartenant respectivement aux trois familles d'un système triple orthogonal. Soient l', l'intersection de S, et de S3. T, l'intersection de S; et de S;, l'; l'intersection de S, et de 52. Les surfaces S, et S3 étant orthogonales le long de l';, la torsion géodésique de l', est la même sur les deux surfaces; désignons-la par 7,. Les lettres t: et +; ayant des significations analogues pour les courbes l', et l;, les valeurs de ces torsions géodésiques au point M vérilient les relations T1 + To = O, To + T3 — O0, T3 T1 — 0, Car les courbes Met M/par exemple, de la surface S; sont orthogonales. On a donc == %t3= 0, au point commun M. Les tangentes aux courbes li, l,, l;, au point M, sont, dans chacun des plans tangents, les axes de l'indicatrice de la surface S; correspondante. Comme le point M est un point quelconque de l’espace, les courbes l'; sont bien des lignes de courbure pour les deux surfaces S; auxquelles elles appartiennent (1).
(*) Les théorèmes de Meusnier et de Bonnet ne constituent pas des propriétés spéciales aux lignes tracées sur une surface. Ces propriétés s'étendent à toutes les courbes T qui satisfont à une relation de la forme
A dx + B dy + C ds = 0,
A, B, G étant des fonctions de æ, y, 3. Il existe une infinité de courbes de cette
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252, Application à quelques classes de surfaces. — On s’est proposé un grand nombre de problèmes sur la détermination des surfaces dont les lignes de courbure satisfont à des conditions géométriques données à l’avance. Nous indiquerons quelques-uns des résultats les plus simples.
Cherchons d’abord toutes les surfaces dont les lignes de courbure de l’un des systèmes sont des cercles. D’après le théorème de Joachimsthal, le plan du cercle doit couper la surface sous un angle constant; il s'ensuit que les normales à la surface jen tous les points du cercle CG doivent rencontrer l’axe du cercle (c’est-à-dire la perpendiculaire élevée par son centre sur le plan du cercle), en un même point O. La sphère décrite du point O comme centre et passant par C est tangente à la surface tout le long de C; la surface considérée est donc l'enveloppe d'une sphère dépendant d’un paramètre variable. Inversement, toute surface enveloppe de sphères répond à la question, car les caractéristiques, qui sont des cercles, forment évidemment une première famille de lignes de courbure.
Les surfaces ‘de révolution sont évidemment un cas particulier. Un autre cas intéressant est celui des surfaces canaux, ou surfaces enveloppes d’une sphère de rayon constant R dont le centre décrit une courbe arbitraire l. Les caractéristiques sont les cercles de rayon R dont le centre décrit Let dont le plan reste normal à l. Les normales à la surface sont aussi normales à la courbe T': on obtiendra donc les lignes de courbure du second système en prenant les traces sur la surface des développables engendrées par les normales à F.
Si les deux systèmes de lignes de courbure d’une surface sont des cercles, cette surface peut, d’après cela, être considérée de deux manières. différentes comme l'enveloppe d’une sphère dépendant d’un paramètre variable. Soient S3, S2, S3 trois sphères quelconques du même système, Ci, C?, C3 les caractéristiques correspondantes, et Mi, M, M3 les points de
espèce, dépendant d’une fonction arbitraire, car on peut se donner y en fonction de æ, y = f(x), par exemple, et 3 est déterminée par une équation différentielle du premier ordre. Les langentes aux courbes F qui passent par un point de l’espace sont situées dans le plan P, normal à la droite A dont les paramètres directeurs sont À, B, C. Pour toutes les courbes de cette espèce, ayant la même : éash 14 d'A ?
tangente en un point, les deux ELPT'ESSIONS Er TR — Ts ont la même valeur, R, T ayant la signification habituelle, et 6 étant l’angle que fait la droite À avec: la normale principale à F.
Nous pouvons supposer en effet que À, B, C sont les cosinus directeurs de la dA dx + dB dy + dGdz ———; ——— de la
ds° formule (6). ainsi que le déterminant H de la formule (51) ne dépendent que dr AA
ds’ ds’ ds
normale au plan P, et il est évident que le terme
de æ, y, %,
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rencontre de C1, C+, G3 avec une ligne de courbure C' du second système. La sphère S' tangente à la surface en tous les points du cercle C'est aussi tangente aux trois sphères S1, S2, S3 aux points M:, M», M;; de sorte que la surface cherchée est l'enveloppe d’une sphère variable qui reste tangente à trois sphères fixes. Gette surface bien connue est la cyclide de Dupin. M. Mannheim a démontré d'une façon élégante qu’elle était la transformée d’un tore par rayons vecteurs réciproques. Soit y le cercle orthogonal aux trois sphères S1, So, S3; si l’on effectue une transformation par rayons vecteurs réciproques en prenant pour pôle un point de y, ce cercle se change en une ligne droite O0”, et les sphères S1, Sa, S3 se changent respectivement en trois sphères 1, 22, 2; orthogonales à la ligne droite OO’, ayant par conséquent leurs centres sur cette droite. Soient
!, C,, GC, les sections de ces sphères par un plan passant par O0", C’ un cercle tangent à C4, GC, GC, et Z' la sphère admettant C' pour grand cercle. Il est clair que, dans un mouvement de rotation autour de OO”, la sphère £' reste tangente aux trois sphères Z1, 2, Es, et l'enveloppe de Z est le tore ayant pour méridienne le cercle C.
Proposons-nous encore de déterminer Îles surfaces dont les lignes de courbure de l’un des systèmes sont des courbes planes situées dans des plans parallèles. Prenons pour plan des zy un plan parallèle aux plans des lignes de courbure, et soit
æcosa + y sina = F(x, 2)
l'équation tangentielle de la section plane faite dans la surface par un plan parallèle au plan des xy; F(x, 3) est une fonction des deux variables « et z qui dépend de la surface considérée. Les coordonnées æ, y d’un point de la surface s’obtiendront en joignant à l'équation précédente la relation
, oF er Sin. re COS Rs JA
Les formules qui donnent , y, z sont donc les suivantes : | |
(52) æ=Fcosa—sina, ACL inter) CE = de a
toute surface peut être représentée par des équations/de cette forme, en choisissant convenablement la fonction F(ax, 3). Il n’y aurait exception que pour les surfaces réglées admettant le plan 3 0 comme plan direc-
teur.
Un calcul facile donne, pour les coefficients A, B, G de l'équation du
plan tangent,
À = COS, B = sina, C=— —;
de sorte que le cosinus de l'angle que fait la normale avec Oz a pour
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expression — F2
MR à Vi+F2
Pour que les sections planes, situées dans les plans parallèles au plan æOy, soient lignes de courbure, il faut et il suffit, d’après le théorème de Joachimsthal, que ces plans coupent la surface sous un angle constant, c'est à-dire que v soit indépendant de «. Il faut et il suffit pour cela que F£ ne dépende que de la variable z, et par suite que F(x, 3) soit de la forme
Fa, 3) = 9(3)+ 4 (ax),
les fonctions + et Ÿ étant arbitraires. Les formules (52) deviennent alors
a)cosa — V'(x)sina+vw(z)cos «a. ? ASIE £
T (53). y = Ÿ(a) sina + Ÿ’(x) cosx + w(z) sina,
in
æ AJ «
on obtient ainsi les surfaces les plus générales répondant à la question.
On peut donner de ces surfaces la génération suivante. Les deux premières des équations (53) représentent, quand on y considère 3 comme constant et &« comme variable, une famille de courbes qui sont les projections sur le plan 3 = 0 des sections de la snrface par des plans parallèles au plan des æy. Or, ces différentes courbes sont toutes parallèles à la courbe obtenue en faisant #(z) —0; d’où l’on déduit la construction suivante on prend, dans le plan 3 = 0, une courbe arbitraire et les différentes courbes parallèles à celle-là, puis on déplace chacune de ces courbes, suivant uue loi arbitraire, parallèlement à O3; la surface engendrée par les différentes positions de la courbe variable est la surface la plus générale répondant à la question.
Ce mode de génération peut être, comme on le voit aisément, remplacé par le suivant : Les surfaces demandées sont engendrées par une courbe plane de forme arbitraire dont le plan roule sans glisser sur un cylindre à base quelconque. Ge sont donc des surfaces moulures.
On le vérifie facilement sur les formules (53) en étudiant les courbes planes à = const. Les deux familles de lignes de courbure sont précisément les courbes planes z = G et « = C:.
253. Représentation sphérique. — Soit È une surface ou portion de surface, ayant deux côtés distincts (n° 438). Choisissons un de ces côtés en particulier, et considérons en chaque point M la direction MN de la normale qui correspond à ce côté. Puis menons, par le centre O d’une sphère S, dont on suppose le rayon égal à l’unité de longueur, une demidroite parallèle à la direction positive MN de la normale à Z. Cette demi-droite perce la sphère S en un point »m qu’on fait correspondre au point M de 2. À chaque point M de È correspond ainsi un point déterminé m de S; les plans tangents sont parallèles aux points correspondants
et si l’on adopte, comme direction positive de la normale à la sphère, la direction qui va vers l'extérieur, les directions positives des normales aux deux surfaces sont aussi les mêmes. A chaque courbe C de Z correspond une courbe c de S, qui est l’image sphérique de C.
La tangente mten un point m de c est perpendiculaire à la tangente conjuguée sur 2 de la tangente MT à la courbe C au point correspondant M.
Soient, en effet, M et M’ deux ‘points voisins de C; m et m' les points correspondants de c, D la droite d'intersection des plans tangents à la surface 2 aux points M et M', d la droite d’intersection des plans tangents à la sphère aux points m et m'. Ces plans étant parallèles deux à deux, il est clair que d est parallèle à D. Lorsque le point M’ se rapproche indéfiniment du point M, la droite D a pour position limite la tangente MT à 2, conjuguée de la tangente MT à C (n° 243). De même d a pour limite la tangente conjuguée de mt sur la sphère, soit mt’. Mais mt' est perpendiculaire à mt, puisque l'indicatrice [en un point quelconque d’une sphère est un cercle ; d’ailleurs mt' est aussi parallèle à MT’, ce qui démontre la proposition énoncée.
Pour que les droites MT, mt soient parallèles, il faut et il suffit que MT soit perpendiculaire à sa tangente conjuguée, c’est-à-dire que MT soit un des axes de l’indicatrice de Z. On voit donc que la tangente à une ligne de courbure de Y et la tangente à son image sphérique sont parallèles aux points correspondants. De plus, les lignes de courbure sont les seules courbes de X jouissant de cette propriété.
Ce résultat est à rapprocher des formules d'Olinde Rodrigues. En effet,
i l’on a pris pour origine le centre de la {sphère S, les coordonnées du ar mm sont précisément les cosinus Mie À, u v de la direction positive de la normale, et, en écrivant que les tangentes aux deux courbes G et c, décrites ‘par le point M(x, y, s) et le point m(À, p, v), sont parallèles, on est conduit aux relations
qui sont bien d'accord avec les formules (46). Considérons sur la surface Z un élément d’aire infiniment petit do, autour d'un point M de cette surface, et soit do’ l'élément correspondant de l'aire
$ do , x de la sphère. Pour calculer le rapport ——, nous n’avons qu’à appliquer le P PP er q pptq
calcul du n° 144, en observant que, dans le cas actuel, les normales aux
d ‘faces étant ‘allèles. le r Le t égal t d s]éeux suriaces etan para e es, E rappor TS es ega au rappor es € !
dw à a ments Te de deux éléments du plan des zy. Supposons que dans le voisiu)
nage du point M la surface E soit représentée par une équation 3 = f(#,}); et qn’on prenne pour direction positive de la normale celle qui fait un
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angle aigu avec Oz. Les coordonnées du point m sont alors
x! —= a dE RES rs 3! — PCT AMEN VINS Vi+ p?+ g° Vi+p?+ q? Vi+ p?+ q?
et l’on a do" HE MS = a LE q) do gA D(p, q) D(x, y)
ou, comme le montre un calcul facile,
du" |rt—s?] dw (1+p?+ 92)
Le second membre de cette formule n’est autre que la valeur absolue
de la courbure totale —— FF de la surface Z, ce qui conduit à une définition
de cet élément géométrique tout à fait analogue à celle de la courbure d’une courbe (n° 298),
Mais, tandis que la courbure d’une courbe gauche s'exprime au moyen d'un radical, la courbure totale s'exprime rationnellement et par suite a un signe, celui de r£— s?. Ce signe peut encore s’interpréter au moyen de la représentation sphérique. Imaginons deux observateurs, couchés respectivement sur les normales en deux points correspondants LE et de S, les pieds sur la surface et la tête sur la direction positive de la normale. Lorsque le premier observateur décrit le contour de l'aire ds de facon à avoir cette aire à sa gauche, le second observateur décrit le contour de l'aire sphériqne ds', en laissant cette aire à sa gauche ou à sa droite:
rt — s?, et par suite —— est positif dans le premier cas et négatif dans le
RR second cas (n°° 424, 144).
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La position d’une droite dans l’espace dépend de quatre paramètres variables. On peut donc considérer des assemblages de droites dépendant d’un, deux ou trois paramètres variables, suivant le nombre des relations qu’on établit entre les quatre paramètres dont dépend la position d’une droite. Une droite mobile, dépendant d’un paramètre variable, engendre une surface réglée. L'ensemble des droites qui dépendent de deux paramètres variables distincts est une congruence de droites. Enfin on appelle complexe de droites tout système de droites dépendant de éroës paramètres.
(LR 4o
254. Surfaces réglées. — Soient, dans un système d’axes rectangulaires,
(54) T=a3+p, ÿ—=0bz+q
les équations de la génératrice mobile G, à, d, p, q étant des foncions d’un paramètre variable w. Nous allons étudier comment varie la position du plan tangent à la surface S engendrée par cette droite, lorsque le point de contact se déplace sur la génératrice G. Les équations (54), jointes à l’équation 3 — :, donnent les expressions des coordonnées d’un point quelconque de la surface en fonction des paramètres indépendants 3 et u; l'équation du plan tangent est alors (n° 64)
X — zx Y— y ZL—3 a b I fe
a!, b', p', q' étant les dérivées de a, b, p, q par rapport à u: En remplaçant + par az + p, y par bz + q, et développant le déterminant, cette équation s'écrit
(55) (b'z+gqg')(X—-al—p)—(a z+p')(Y—bL—q)=0o.
Nous voyons d’abord que ce plan passe constamment par la génératrice G, ce qui était évident a priori, et en outre que ce plan tourne autour de la génératrice lorsque le point de contact décrit
a" 3 + p' pe k se PR LT: indépendante b'z+q
de z, c’est-à-dire à moins qu’on n’ait a'g' —b'p'—0, cas que
cette droite, à moins que la fraction
nous éearterons tout d'abord. La fraction précédente étant du premier degré en 5, tout plan passant par la génératrice est tangent à la surface en un point de cette génératrice et en un seul. Lorsque le point de contact s'éloigne indéfiniment sur la génératrice, le plan tangent tend vers un plan limite P’, qu'on appelle le plan tangent au point à l'infini sur la génératrice et qui est représenté par l’équation
(56) D'(X—al—p)—a(Y—bZ—qg)—=o.
. ) / i z Soit w l’angle de ce plan P' avec le plan tangent au point (x, y, z) de la génératrice. Les paramètres directeurs des normales à ces
COS W — 50 b?+ (ab'— ba'}]z?
III. — NOTIONS SUR LES SYSTÈMES DE DROITES. 627 deux plans sont respectivement b/, — a!, a b— ab! et b'z+ q", — (43 + p'), b(a!z + pl) — a(b'5 + q'); on a donc
les
[a?+ 82+ (ab'— ba'}T *\[a2+ b?+ (ab — ba'}]z
+ d'g'+ a'p'+(ab'— ba')(ag'— bp')\
et l’on en tire, par un calcul facile,
(ag 16 pt) Va Haies
tang w ==
Le plan tangent est perpendiculaire au plan P’ en un point O, de la génératrice dont la coordonnée 3, est donnée par la formule F a'p'+b'q'+(ab'— ba')(aqg'— bp') (58) LT td PT VINS SU PATATE EN TE a?+ b?+(ab'— ba'}?
ce point O, est appelé point central de la génératrice, et le plan
tangent en ce point est le plan central P. L’angle 0 que fait le plan tangent en un autre point de la génératrice avec le plan cen-
LA \ T F A 4 tral est égal à ; — %,et la formule (57) peut être remplacée par la suivante :
Va [a?+ 024 (ab'— ba Pie)
(ag —6'p}yit ab
Soit p la distance du point central au point de contact M du plan P p E tangent, précédée du signe + ou du signe —, suivant que la direcuon O,M fait un angle aigu avec Oz ou un angle obtus. On a 5 D 5
Ds Z7;)V/1v+ ab, et l'on peut encore écrire la formule
précédente
(59) tang0 = Ko,
en posant
1'2 + b"? b'— ba'}?
(60) 0 Se on (aq —b'p')(1+ a?+ b?)
le facteur Æ est le paramètre de distribution. La formule (59) est l'expression, sous une forme très simple, de la loi suivant laquelle le plan tangent tourne autour de la génératrice. Cette formule ne renferme que des éléments ayant une signification géométrique; nous verrous en effet, un peu plus loin, comment on peut définir
directement le paramètre k. Gete formule (59) présente cependant quelque ambiguïté, parce qu'on ne voit pas tout de suite dans quel sens on doit compter l’angle Ô. Autrement dit, on ne sait pas a priori comment tourne le plan tangent autour de la génératrice, lorsque le point de contact se déplace. Ce sens de rotation est donné précisément par le signe de #.
Pour bien saisir ce point, imaginons un observateur couché sur la génératrice G : lorsque le point de contact se déplace en marchant des pieds vers la tête, cet observateur voit le plan tangent tourner de sa gauche vers sa droite ou de sa droite vers sa gauche. Il suffit d’un peu de réflexion pour reconnaître que le sens de rotation ainsi défini reste le même lorsque l'observateur se retourne sur la génératrice de façon à avoir la tête où il avait les pieds et inversement. Deux paraboloïdes hyperboliques ayant une génératrice commune, et symétriques par rapport à un plan passant par cette génératrice, donnent une idée nette de ces deux dispositions. Cela posé, imaginons qu’on déplace d’une façon continue le trièdre des axes de coordonnées de façon à amener l’origine au point central O,, l’axe des 3 venant coïncider avec la génératrice et le plan des 33 avec le plan central. Il est clair que le paramètre de distribution conserve une valeur constante, el la formule (59) devient, dans le nouveau système d’axes,
(5a bis) tang6 = «2,
6 désignant l’angle du plan tangent avec le plan y —0 compté dans un sens convenable. l
Pour la valeur w, du paramètre qui correspond à l’axe Oz, on doit avoir a b—=p—=gq—=0, et l'équation du plan tangent (55) se réduit ici à
(b'za+qg')X—(a's+p)Y=o.
Pour que l’origine soit le point central et le plan des +3 le plan
central, il faut qu'on ait 4 —0, g'=0, et l'équation du plan
| \ e be :
tangent devient Y = , tandis que la formule (60) donne k = — 2 On voit donc que, dans la formule (59 bis), on doit
P compter l'angle 0 de Oy vers Ozx. Si le trièdre des axes a la dispo-
sition adoptée plus haut (n° 231), un observateur couché sur Oz verra le plan tangent tourner de gauche à droite si Æ est posiuf, et de droite à gauche si Æ est négatif.
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On appelle ligne de striction d’une surface réglée, le lieu des points centraux des différentes génératrices. Les coordonnées d’un point de cette ligne en fonction du paramètre # sont données par les équations (54) et (58).
Remarque. — Si l'on a, pour la génératrice considérée, a'q = b'p', le plan tangent reste le même tout le long de la génératrice. Lorsque cette relation est vérifiée pour toutes les valeurs de u, la surface réglée est développable (n° 215), et il est facile de retrouver les résultats déjà établis. En effet, si a’ et b' ne sont pas nuls en même temps, le plan tangent est le même en tous les points
de G et devient indéterminé pour le point g=—{?,—
à-dire pour le point de contact de la génératrice avec son enveloppe. En tenant compte de la relation a'q'— b'p'= o, on vérifie aisément que la valeur de 3, donnée par la formule (58) est identique à la précédente, La ligne de striction se confond avec l'arête de rebroussement; quant au paramètre de distribution, il est infini. Si a'— b'— 0, la surface est un cylindre; le point central est indéterminé.
Le point central et le paramètre de distribution peuvent être définis d’une autre façon. Considérons, en même temps que la génératrice G, une génératrice voisine G,, correspondant à la valeur w + h du paramètre, et représentée par les équatons
(Gr) æ=(a+Aa)s + p + Ap, y =(b + Ab)z + g+ Ag.
Soient Ô la plus courte distance des deux droites G et G,, x l'angle de ces droites et X, Y, Z les coordonnées du point de rencontre de G avec la perpendiculaire commune. Des formules bien connues de Géométrie analytique nous donnent
ARE. Aa Ag + Ab Ap + (a Ab — bAa)[(a+ Aa) Ag —(b+Ab)Ap| (Aa)?+ (Ad) + (a Ab — b Aa)?
Aa Ag — Ab Ap
sin &æ —
Lorsque tend vers zéro, Z a pour limite l’expression trouvée
‘ in œ RQ” ; 3 dis que — ur limite k. L ral plus haut pour 3,, tandis que —— a pour limite k. Le point centra
est donc la position limite du pied de la perpendiculaire commune à G et à une génératrice infiniment voisine, tandis que le para-
: Ken " RUE sin œ mètre de distribution est la limite du rapport KE
Remplaçons dans l'expression de à, Aa, Ab, Ap, Ag par leurs développements suivant les puissances de , on obtient pour le développement du numérateur
h3 | Aa Ag; Ab Ap=h?(aiq 7 0p)#+ —(a"g'+ a'g"—b'p'—b'p") +...,
tandis que le dénominateur est toujours du premier ordre en h. On voit que à est en général un infiniment petit du premier ordre, sauf dans le cas des surfaces développables, où l’on a a'g'—b'p=o.
Mais le coefficient de il est la dérivée de a!qg —b'p'; ce coefli-
cient est donc nul aussi et, par conséquent, dans une surface développable, la plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines est du troisième ordre (n° 233). Cette remarque est due à M. Bouquet, qui a montré, en outre, que celte distance ne peut être constamment du quatrième ordre que si elle est nulle, c’està-dire dans le cas des tangentes à une courbe plane ou des surfaces coniques. Îl suffit, pour le voir, de pousser le développement de Aa Ag — Ab Ap jusqu'aux termes du quatrième ordre.
955. Congruences. Surface focale. — Tout ensemble de droites (62) =u2+p, N Ye 054,
a, b, p, g dépendant de deux paramètres variables a, B, est appelé congruences de droites. Par un point de l’espace, il passe en général un certain nombre de droites de la congruence, car on a deux équations pour déterminer « et 8, si l’on suppose #, y, 4 connues. Si l’on établit une relation entre les paramètres « et 6, la droite G représentée par les équations (62) engendre une surface réglée qui n’est pas en général une surface développable. Pour que cette surface soit développable, il faudra
qu'on ait
da dg — db dp =,
Ô da ou, en remplaçant da par D TT ÉHTRRE ï da DA 0a CLEO 0q ce PONS TA SL EE
(63) (F da + y d )(Z di + dt)
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; | d De cette équation du second degré en E on tire deux valeurs, en
da général distinctes, pour > dé de 6 — 2= Al û | — —= | 9 L (64) des) ge vie Ê)
Sous des conditions très générales qui seront précisées plus tard et que nous supposerons remplies, chacune de ces équations est vérifiée par une infinité de fonctions de x; chacune d’elles admet une intégrale, et une seule, prenant la valeur Ê, pour à — &«,. Toute droite G de la congruence appartient donc à deux surfaces développables, dont toutes les génératrices sont également des droites de la congruence. Soient let T” les arêtes de rebroussement de ces deux développables, À et Ales points de contact de G avec F et [” respectivement. Ces deux points À et A’ s'appellent les points focaux de la génératrice. On les obtient comme :il suit, sans qu'il soit nécessaire d’avoir intégré l’équation (63) qui donne les développables de la congruence. La coordonnée z de l’un de ces points doit satisfaire à la fois aux deux relations
z da + dp = 0, 3 db + dq = 0,
ou, en remplaçant da, db, dp, dg par leurs développements,
\ da of 0 03 _[0b ob 0q US A s(d+ T8) +5 du + D dB = 0
En éliminant 3 entre ces deux relations, on retrouve l’équation (63),
d8 mais si l’on élimine le rapport Ta? 91 obtient une équation du second
degré qui détermine les deux points focaux
; da dp db 0dgq GET ANT SC LC AU Gare) (set) (ut e)Cutre)=e
Le lieu des points focaux À, A" se compose de deux nappes de surfaces Z, 2’ dont on obtiendrait l’équation en éliminant « et 6 entre (62) et (65). Ges deux nappes ne sont pas d’ailleurs analytiquement distinctes, en général, mais constituent deux nappes d’une même surface. Ce sont les deux nappes de la surface focale. Gette surface focale est aussi le lieu des arêtes de rebroussement des développables de la congruence. Il est clair en effet que, d’après la définition même de la courbe F', la tangente à cette courbe en un point quelconque À appartient à la congruence, et que le point À est un de ses points focaux. Toute droite de la congruence est tangente aux deux nappes À, 2’, puisque cette droite est tangente à deux courbes situées respectivement sur ces deux nappes.
Il est facile, en reprenant un raisonnement déjà employé (n° 247) de trouver les plans tangents en A et A’ aux surfaces Z et 2° (Jig. 43). Imaginons, par exemple, que la droite G se déplace en restant tangente à T'; cette droite reste aussi tangente à la surface Z', et son point de contact A' avec cette nappe décrit une courbe y’ qui est nécessairement distincte de la courbe ['. La surface développable engendrée par G est donc rangente en À’ à Z', puisque les deux plans tangents ont en commun la droite G et la tangente à y’. Il s'ensuit que le plan tangent en A’ à Z'est précisément le plan osculateur à la courbe T au point A. On verrait de même que le plan tangent en À à £ est le plan osculateur en A à la courbe L’. Ces deux plans sont appelés plans focaux.
Ces plans focaux peuvent se déterminer directement comme il suit. Soit
æ—az—p+A(y—-bz—-qg)=0 l'équation d’un plan focal passant par une droite G de la congruence. Lorsque cette droite se déplace en engendrant une développable de la congruence, &, 8 et À sont des fonctions d’un paramètre variable, telles que la caractéristique de ce plan mobile est la droite G elle-même. Or cette caractéristique est l'intersection du plan mobile avec le plan qui a pour équation — zda— dp+di(y—bz—q)—(z db + dq)=0o.
Pour que ce second plan passe par la droite G, il faut que l’on ait da + À db = 0, dp + À dq = 0.
L’élimination de À conduit à l'équation (63), mais, si l’on élimine le rapap
port = on obtient une équation du second degré en À qui détermine les lo
deux plans focaux
: oa 0b op 0q da 0b 0p ONE (66) (+32) (+) (5 +12) (4x) =e.
Il peut arriver que l’une des nappes de la surface focale se réduise à une courbe C. Les droites de la congruence restent alors tangentes à la nappe 2 et rencontrent la courbe GC; l’une des familles de développables se compose des cônes circonscrits à la surface Z, ayant pour sommets les différents points de C. Si les deux nappes de la surface focale se réduisent à deux courbes CG, C', les deux familles de développables sont formées par les cônes ayant leurs sommets sur l’une des courbes et passant par l’autre courbe. Lorsque les deux courbes G, C’ sont des lignes droites, on a une congruence linéaire.
2956. Congruënces de normales. — Les normales à une surface forment évidemment une congruence, mais la réciproque n’est pas vraie; il
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n'existe pas toujours de surface normale à toutes les droites d’une congruence. En effet, si l’on considère la congruence formée par les normales à une surface S, les deux nappes de la surface focale sont précisément les deux nappes £, 2’ de la développée de S (n° 247), et nous avons vu qu'aux deux points de contact À, A’ de la normale avec les deux nappes les plans tangents étaient rectangulaires. Cette propriété caractérise les congruences de normales. Cherchons, en effet, la condition pour que la droite (62) reste normale à une surface: il faut et il suffit pour cela qu’il existe une fonction f(4, Ê) telle que la surface S représentée par les équations
NE _ a PRES LT 0] (67) T=Az+p, Jÿ =bsz+3g, Me D( 6.) ait précisément pour normale la droite G elle-même. Il faut pour cela qu’on
ait
a = du dx du É DER ON ie sr 08 DA Re DOM
ces conditions deviennent, en remplaçant x par as + p, y par bz + g, et
en divisant par Wa? b? 1,
: Op , 0q (Ve ET) + É “ 10; 9 a+ b?+ 1 (68) a P dq 0 A 08 —(zVa?+ b2+:)- 0.
(av VE
Pour qu’elles soient compatibles, il faut et il suffit qu’on ait
(69) LA 0x 0% Prat of 06 |.
| 08 Va?+ bt+1 0x Vai+b+: ;
si cette condition est vérifiée, les équations (68) donneront 3 par une quadrature. Les surfaces obtenues dépendent d’une constante introduite par l'intégration et forment une famille de surfaces parallèles.
Nous savons déjà (n° 247) que dans ce cas les plans focaux sont rectangulaires. Pour démontrer la réciproque, remarquens que la condition d’orthogonalité des deux plans focaux passant par une droite quelconque de la congruence est
RES hho+(a+bi) (a + b }2) = O,
M; A2 étant les deux racines de l’équation (66). En remplaçant À1+ }
et À1À2 par leurs valeurs, cette condition devient
(OP ESS Le HU Mes pra hs ab Es 4) en Dis r.]
D(a, 6) Dax, 6) D(a, B) Da; $) et elle est identique à la condition (69). Nous pouvons donc énoncer l’im— portante proposition suivante : Pour qu'une congruence de droites soit formée de normales à une surface, il faut et il suffit que les plans focaux passant par chaque droite de la congruence soient rectangulaires.
Remarque. — Lorsqu'on prend pour paramètres variables x, P, les cosinus des angles que fait la droite avec les axes Ox et Oy,ona
du D ARE ET | = —_——— b= tr, VER AAUE
PERS AE rs pen 27%. | GIP Ta Wie 6? V'i-— a? — (2
les équations (61) deviennent
et la condition d’intégrabilité (69) se réduit à _ = ne Elle exprime que p
et g sont les dérivées partielles d’une même RU F(x, 8), qui s'obtient # 0F e
par une quadrature, p =» q = TR . On a ensuite z par l’intégration de
l'équation aux ram totales z | 2F XF \ 2F 2F ot 04? + 8508) 4 du — (2 02 08 ADS ) 48,
d’où l’on tire oF 0F = Vi E(C+ F2 8):
C étant une constante arbitraire.
937. Théorème de Malus. — Lorsque les rayons lumineux issus d’un point sont réfléchis ou réfractés par une surface, ils sont normaux à une famille de surfaces parallèles, après la réflexion ou la réfraction. Ce théo— rème, dû à Malus, a été étendu au cas d’un nombre quelconque de réflexions ou de réfractions par Cauchy, Dupin, Gergonne et Quételet, et l’on peut énoncer la proposition générale suivante :
Si des rayons lumineux sont normaux à une surface, ils ne cessent
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pas de conserver cette propriété après un nombre quelconque de réflexions et de réfractions.
La réflexion pouvant être considérée comme une réfraction d’indice —1, il suffit évidemment de démontrer le théorème pour une réfraction unique. Soient S une surface normale aux rayons lumineux, mM un rayonincident qui rencontre en M la surface dirimante X, MR le rayon réfracté. D'après la loi de Descartes, le rayon incident Mn, le rayon réfracté MR et la normale MN sont dans un même plan, et l’on a entre les angles £ et r (voir Jtg. 44) la relation n sini = sinr. Pour fixer les idées, nous supposerons,
Fig. 44.
comme dans le cas de la figure, n <1. Soit Z la distance Mm; sur le prolongement du rayon réfracté portons une longueur / = Mm' égale à k fois la longueur /, désignant un facteur constant qui sera déterminé tout à l'heure. Le point m' décrit une surface S’, et l’on peut choisir le facteur Æ de façon que le rayon réfracté Mn’ soit normal à cette surface. En effet, soit G une courbe quelconque située sur S; lorsque le point m décrit C, le point M où le rayon incident perce X décrit une courbe F, et le point correspondant m’ décrit sur S’ une autre courbe C’. Soient 5, 0,5’ les arcs des trois courbes C, T, C', w l’angle de la tangente MT; à T avec la trace MT sur le plan tangent du plan normal qui passe par le rayon incident, # et +’ les angles de MT; avec Mm et Mm’. Pour évaluer cos ®, par exemple, imaginons que l’on projette sur MT; une longueur égale à l'unité portée sur Mn; on peut d’abord projeter cette longueur sur MT, et projeter ensuite cette projection sur MT;, ce qui donne cos® = sin cosw et l’on a de même cos®’= sin cosw. Cela étant, appliquons la formule (16) (n° 84), qui donne la différentielle d’un segment de droite aux deux segments Mm, Mm'; on a
di — — ds cosw sinz,
dl'=— ds cosw sinr — ds! cosb,
en appelant 0 l’angle de n'M avec la tangente à la courbe C/. On déduit
de là, en remplaçant d{' par Æ dl, la relation cosw ds(ksini— sinr)= ds’ cosb,
qui devient, en supposant #= n, ds'cosû — 0. Le rayon M m'est donc normal à la courbe C', et, comme C’est une courbe quelconque de la surface S', il s’ensuit que le rayon réfracté est précisément la normale à la surface S’. Cette surface S' s'appelle l'anticaustique ou la caustique secondaire. Il est clair qu’elle est l'enveloppe de la sphère décrite du point M comme centre avec un rayon égal à n fois la longueur Mn, et le résultat obtenu peut s'énoncer ainsi :
Si les rayons incidents sont normaux à une surface S, considérons cette surface comme l'enveloppe de sphères ayant leurs centres sur la surface dirimante 3. Pour obtenir l'anticaustique relative aux rayons réfractés, il faut prendre l'enveloppe de toutes les sphères qu'on obtient en réduisant le rayon des précédentes dans le rapport de l'unité à l'indice de réfraction.
Cette enveloppe se compose de deux nappes, correspondant à des valeurs de l'indice de réfraction égales et de signes contraires. Il sera impossible, en général, de séparer analytiquement ces deux nappes.
958. Complexes. — Un complexe de droites est formé par l’ensemble des droites qui dépendent de trois paramètres variables, Soient fous T= 43 +D, 03 44
les équations d’une droite; tout complexe de droites est défini par une certaine relation entre &, b, p, q
(72) Fa, b,p, g)=0,
et inversement. Si F est un polynome entier en @, b,p,gq, le complexe est algébrique. Les droites du complexe passant par un point donné (&, yo, 30) forment un cône avant ce point pour sommet, dont on obtiendra l'équation en éliminant à, b, p, q entre les relations (71), (72) et (73)
(ro) LTo—= AZ + P; Vo 0 5000
l'équation du cône du complexe est donc
Mie Loi ls Vi MM 2% 60 = Arai qe EN
RE BR DL ARTE EN 3 — Z0 3 — Z De même dans chaque plan il y a une infinité de droites appartenant au complexe; ces droites enveloppent une courbe appelée courbe du complexe. Si le complexe est algébrique, l'ordre du cône du complexe est égal à la classe de la courbe du complexe. Supposons en effet qu'on veuille
ni]
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avoir les droites du complexe passant par un point donné A et situées dans un plan P passant par ce point. On peut pour cela procéder de deux façons : on peut couper par le plan P le cône du complexe ayant son sommet en À, ou mener par le point A les tangentes à la courbe du complexe située dans le plan P. Comme on doit trouver le même nombre de droites, il en résulte l'exactitude du théorème énoncé.
Si le cône du complexe se réduit à un plan, le complexe est dit Zinéaire et l'équation (72) est de la forme
Cr) Aa+Bb+Cp+Dg<+E(ag—bp)+F=o;
le lieu des droites du complexe qui passent par un point #6, Yo, 30 est le plan représenté par l'équation
(76) Az — &0) + B(y — Yo) + C(ToZ — 204) + D(yo2z— 207) + E(YoZ — toy) + F(3 — 29) = 0.
La courbe du complexe, devant être de classe un, se réduit à un point, c’est-à-dire que toutes les droites du complexe situées dans un plan passent par un point de ce plan, appelé pôle ou foyer. Un complexe linéaire établit donc une liaison entre les points et les plans dans l’espace, de telle facon qu’à un point correspond un plan passant par ce point, et à un plan correspond un point situé dans le plan. Il y a aussi une correspondance entre les droites de l’espace. Soit D une droite n’appartenant pas au complexe: soient F et F' les foyers de deux plans passant par cette droite et A la droite qui les joint. Tout plan passant par A a pour foyer le point © où il rencontre la droite D, car les droites ®F, © F” font évidemment partie du complexe. Il en résulte que toute droite rencontrant D et A fait partie du complexe, et enfin que le foyer d’un plan passant par D est le point de rencontre de ce plan avec la droite A. Les deux droites D et À sont dites droites conjuguées; chacune d'elles est le lieu des foyers des plans passant par l’autre.
Si la droite D s’en va à l'infini, les plans passant par D deviennent parallèles, et l’on voit que le lieu des foyers des plans parallèles à un plan fixe est une droite. Il existe toujours un plan tel que le lieu des foyers des plans parallèles soit une droite perpendiculaire à ce plan. Si l’on a pris cette droite pour axe des z, le plan qui a pour foyer un point quelconque de Oz doit être parallèle au plan z — 0. D’après l'équation (76), il faut et il suffit pour cela qu’on ait À = B — GC = D — 0; l’équation du complexe prend la forme simple
(79 aq —bp+K=o, et le plan dont le foyer est au point (x, y, 3) a pour équation (738) Xy—Yx+K(Z—z)=o,
X, YŸ, Z étant les coordonnées courantes.
Comme application, cherchons les courbes dont les tangentes font partie du complexe précédent. Étant donnée une courbé de cette espèce, dont les coordonnées x, y, z sont fonctions d'un paramètre variable, la tangente en un point de cette courbe est représentée par les équations
D UD (rs A NA) de EN dy Hi PIAR AL
pour que cette droite fasse partie du complexe, il faut et il suffit qu’elle soit située dans le plan (58), qui a pour foyer le point (x, y, z), c'est-à-dire qu'on ait
(79) x dy — y dx = K dz.
On a vu plus haut (n° 226) comment on pouvait obtenir toutes les fonctions x, y, z d'un paramètre variable satisfaisant à cette relation; on a donc toutes les courbes répondant à la question.
Les résultats obtenus au n° 226 s’énoncent aisément dans la théorie des complexes. Ainsi, en différentiant l'équation (79), il vient
(80) x y — y dx = K dz,
et les relations (79) et (80) montrent que le plan osculateur au point (æ, y, 2) est précisément le plan (78). On peut donc énoncer la proposition suivante : Lorsque les tangentes à une courbe gauche appartiennent à un complexe linéaire, le plan osculatenr en un point de cette courbe est le plan qui a ce point pour foyer. ( APPELL.)
Imaginons que d’un point O de l’espace on veuille mener des plans. osculateurs à une courbe gauche T dont les tangentes font partie d'un complexe linéaire. Soit M le point de contact d’un de ces plans. D’aprèsle théorème précédent, la droite MO est une droite du complexe et par suite le point M est dans le plan qui a pour foyer ce point O. Inversement, si le point M de la courbe T est dans ce plan, la droite MO, qui appartient au complexe, est dans le plan osculateur en M, et ce plan osculateur passe au point O. Les points cherchés sont donc à l'intersection de la courbe F et du plan qui a le point O pour foyer (cf. n° 226).
Les complexes linéaires se présentent dans un grand nombres de théories géométriques et mécaniques [ voir, par exemple, la Thèse de Doctorat de M. Appell et celle de M. Picard (1)].
(1) Annales scientifiques de l’École Normale supérieure, 1876 ét 107%
1. Trouver les lignes de courbure de la surface développable, enveloppe du plan mobile représenté en coordonnées rectangulaires par l'équation
z=ax+yo(a)+Ry1i+a+v(a),
où « est un paramètre variable, ow(x) une fonction arbitraire de ce paramètre et R une constante donnée.
[ LIcENCE : Paris; août 1871.]
2. a, b, a, Ê étant des fonctions d’un paramètre variable, on demande les conditions pour que la droite x = az + x, y = bz+8 engendre une surface développable dont les lignes de courbure normales aux génératrices soient situées sur des sphères concentriques.
[ Licence : Paris; juillet 1872.]
3. Déterminer les lignes de courbure de la surface représentée, en coordonnées rectangulaires, par l'équation e% = cosx cos y.
[ LICENCE : Paris; juillet 1875.]
4. Etant donné un ellipsoïde à trois axes inégaux, représenté en coordonnées rectangulaires par l’équation dv? V2 3?
NA re do
on considère l’ellipse E située dans le plan des æ3. On demande, pour chaque point M de cette ellipse E : 1° les expressions des rayons de courbure principaux R;, R; de l’ellipsoïde; 2° la relation qui existe entre R; et R;; 3° le lieu des centres de courbure des sections principales, lorsque le point M se déplace sur l’ellipse E.
[ Licence : Paris; novembre 18737.]
5. 1° Former l’équation du second degré qui donne les rayons de courbure principaux en un point quelconque du paraboloïde défini, en coordonnées rectangulaires, par l’équation
EAP RS a bd
2° Exprimer, en fonction de la variable z, chacun des deux rayons de courbure principaux, pour tout point de la ligne de rencontre du parabo-
loïde proposé avec le paraboloïde défini par l’équation
AR AR A SN FE; À DERX
[Licence : Paris; novembre 1880.|
6. Déterminer le lieu des centres de courbure des sections principales du paraboloïde æy = az, aux différents points de l’axe Ox. |
[ Licence : Paris; juillet 1883.]
7. Trouver l'équation de la surface, lieu des centres de courbure des sections planes d’une surface donnée S, passant en un point donné M de cette surface.
8. On donne une surface du second degré et une tangente MT en un point M de cette surface. On mène un plan passant par MT et l’on prend le centre de courbure O de la section plane, puis le centre de courbure O° de la développée de la section plane. Trouver le lieu du point O' lorsque le plan sécant tourne autour de MT.
[ Licence : Clermont; juillet 1883.]
9. Déterminer les lignes asymptotiques du tore engendré par un cercle tournant autour d’une de ses tangentes.
[ LICENCE : Paris; novembre 1882.]
10. Soient Oz, Oy, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires et dans le plan z0x une courbe donnée C. Une surface est engendrée par une circonférence dont le plan reste parallèle au plan æ0Yy, dont le centre décrit la courbe C et qui rencontre constamment l’axe Oz.
On demande de former l'équation différentielle des lignes asymptotiques de la surface en prenant pour variables la coordonnée z d’un point quelconque et l’angle 0 du rayon du cercle qui passe en ce point avec la trace du plan du cercle sur le plan z0x. Appliquer au cas où la courbe CG est une parabole ayant le point O pour sommet et la droite Ox pour axe.
[ Licence : Paris; juillet 1880.]
11. Déterminer les lignes asymptotiques d’une surface réglée, qui est tangente à une autre surface réglée en tous les points d’une génératrice A de la seconde surface, toutes les génératrices de la première surface rencontrant la droite A.
19. Trouver sur l'hélicoïde droit les lignes dont le plan osculateur contient la normale à la surface.
[ Licence : Paris; juillet 1876.]
EXERCICES. G4r
13. On demande les lignes asymptotiques de la surface réglée représentée par les équations
æ=(1+u) cose, J =(1—-u)sin», 3=u, [ Licence : Nancy; novembre 1900.]
14*. Étant données une surface S et une droite À, les sections de la surface par des plans menés par la droite À, et les courbes de contact des cônes circonscrits à S ayant leurs sommets sur À, forment un réseau conjJugué.
‘ | KOENI GS. |
15°. Lorsque trois points d’une droite invariable décrivent trois plans rectangulaires, la droite demeure constamment normale à une famille de surfaces parallèles. On obtient l’une de ces surfaces en prenant le lieu du milieu du segment formé par le point où cette droite coupe l’un des plans coordonnés et par le pied de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur
la droite.
[Darsoux, Comptes rendus, 1. XCI, 1881, p. 446.]
16°. Sur toute surface, on connaît une ligne de courbure imaginaire : c'est le lieu des points pour lesquels on a 1 + p?+ g?= 0.
On montre pour cela que l'équation différentielle des lignes de courbure peut être mise sous la forme
(dp dy — dq dx )(1+ p? + g)+(p dy — q dx)(p dp + q dg) = 0. [ DarBoux, Annales de l'École Normale; 1884.]
17°. Formule de Laguerre. — Soit F(x, y, 3)—0 l'équation d’une surface S; lorsque le point (x, y, z) décrit une courbe F sur cette surface,
les différentielles jusqu’au 3° ordre vérifient les trois relations (n° 26)
oF oF oF
(1) D De et LT CIRE AR ROBE RO: Set GE ANNE D oF oF oF — Br + — dy + — B3z (3) me. À ou Re )F \ dF \ 2F +34(à) de+3d(T)dy+sd(t) 23 OT V4 A ÿ 93
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dont la première exprime qu’il y a un plan tangent, tandis que la seconde est équivalente au théorème de Meusnier, Pour interpréter géométrique-
G., I. fa
Le: OF 9F 0F ; ment la troisième, nous pouvons y remplacer > pi 5) PAr les cosinus
directeurs h, 1, y de la normale. On a, en effet,
où l’on a posé oF \? oF\2 OLINE H = ———— — — —- NS , 0x 0Y 03 et, en tenant compte de la relation (2), la troisième équation peut s’'écrire
Àdiæ+udy+vdiz + 3[dà dx + du d'y + dv d?z] = (x, ÿ,2, dx, dy, ds),
d étant une forme cubique en dx, dy, ds dont les coefficients ne dépendent que de x, y, 5. En divisant par ds3, on en conclut que l’'expression
UE dy : d3 2 [Te dx du dy | DK
ER D As LAS? ds ds? ds ds?
a la même valeur en un point de la surface pour toutes les courbes situées sur la surface et tangentes en ce point, résultat que l'on pourrait aussi
obtenir en différentiant la formule (7) du n° 239, et en tenant compte des
expressions de D, DD à NOUS DRE \ Remplaçons maintenant les dérivées "TP ieTen RS par leurs valeurs dé-
duites des formules de Frenet (n° 233). L'expression précédente devient
Le ML SL OI , ; LU SUIS RE ds er TE PEN RS
6 étant l’angle de la normale à la surface avec la normale principale. D'autre part, en différentiant la relation
cos0 = hd'+ ufB'+vy, il vient dô UE
0 LR du 7e dy (2 a” ein 0 — "al 4 Er ANNE ds SL AU MAL R n
À HA RAT ENNEN TA AP ET) RER
et par suite
RATE En remplaçant ni Ge grd + ee ar cette valeur, on voit que Pin ds ds la P k 4
l'expression
K — r dR 9 _sin0 /2 , db SR Rai UE Rene
a la même valeur pour toutes les courbes de la surface tangentes en un point. [ LAGUERRE .]
18°. Formule d'Enneper. — La torsion d’une ligne asymptotique est donnée par la formule
T=+yRFF, R et R’ étant les rayons de courbure principaux.
R. Pour le démontrer, il suffit d'appliquer à une ligne asymptotique la formule de Frenet
da” a
ESS NT
en observant que la binormale coïncide avec la normale à la surface. On facilite le calcul en prenant pour origine un point de la surface, le plan tangent pour plan des zy, et la tangente à la ligne asymptotique pour axe des y. On peut aussi déduire la formule d'Enneper de la formule (51 bts)
19°. Formule de Belirami. — Soient po le rayon de courbure d’une ligne asymptotique, : le rayon de courbure de la branche de l'intersection le) | FC URt ÿ
de la surface par le plan tangent qui est tangente à la ligne asymptotique ; on à
R. La surface étant représentée par l'équation 3 = 20xy + cy?+ Axi+ 3Bry +...
la section de la surface par le plan 3 — 0 à une branche langente à l'axe des æ, dont l’équation est
CHAT D HT et l’on à pour l’origine A y'=0, VAR NE b
D'autre part, la valeur de y” à l’origine pour la ligne asymptotique se déduit aisément de l’équation différentielle de ces lignes
(GAz+...)+(4b+...)y'+(2c+...)y"22= 0.
[BELrramI, Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t, IV, p. 258; r865.]
La formule classique de différentiation sous le signe fe 98)
s'étend immédiatement aux intégrales curvilignes et aux intégrales multiples lorsque le chemin d'intégration ou le champ d'intégration est invariable, pourvu que la fonction soumise à l'intégration soit continue et admette une dérivée continue par rapport au paramètre variable. Cette extension présente plus de difficulté lorsque le chemin d'intégration, ou le champ d'intégration, est lui-même variable. Nous supposerons que les
fonctions sous le signe d’intégration sont continues, ainsi que toutes leurs dérivées qui figurent dans le calcul, dans les limites de l'intégration.
4. Intégrales curvilignes. — Un arc de courbe l' représenté par les
formules Dies JUL) APE CE 3 = Y(t),
où € varie de £o à t1> to, est dit régulier, si les fonctions f, w, Ÿ, conti nues de to à 1, ont des dérivées f’(t), ®'(£), Y'(#), continues dans le même intervalle. Une courbe ordinaire est formé par un nombre fini d’ares réguliers mis bout à bout; une telle courbe peut avoir un nombre fini de points anguleux, c'est-à-dire que les dérivées f'(t), w'(#), Y’(é) peuvent avoir un nombre fini de points de discontinuité de première espèce entre t, et ti. Nous ne considérons que des intégrales curvilignes prises le long de courbes ordinaires.
Soient æ=f(t,%), y = 9(4,4), 3 = (ta)
les équations d’une famille decourbes L, dépendant d’un paramètre Variable «; les fonctions f, ?, Ÿ, ainsi que toutes les dérivées qui vont figurer dans le calcul, sont supposées continues dans le domaine où varient & et é. Soient, d’autre part, {o(x) et ti(a) deux fonctions continues de «, ayant aussi une dérivée continue; l’arc AB de la courbe L' obtenu en faisant varier € de & à t, se déplace en se déformant d’une manière continue lorsque le paramètre « varie. Les extrémités À et B de cet arc se déplacent aussi en général et décrivent respectivement deux courbes 6, Y1.
FORMULES DE DIFFÉRENTIATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. 645 Les coordonnées de ces deux points (%6, Yo; 30), (æ1, JY1, 31) sont des fonctions de à qui ont pour expressions To = f(to, 4), Jo E(to,%), 30 (Lo, a), Ti f(t1, 2), Ji 9(t, &). 31 Y(h, a).
Etant données trois fonctions continues P(x, y, 3, a), Q(x, y, 3, a),
R(æ, Y, 3, a), ayant aussi des dérivées partielles continues du premier
ordre, l’intégrale définie
OR) = l P(æ,y,2,4) dx + Q(æx, y,3,a)dy + R(x, y,z3,a) dz (AB)
est une fonction de 4, dont nous nous proposons de calculer la dérivée. Il suffit évidemment de faire le calcul pour l'intégrale
RACE fé Re es iu) de, (AB)
que nous écrivons, en la ramenant à une intégrale définie ordinaire,
t Ita) = ES |A OF ANT 2) L at.
Le lo
À cette intégrale nous pouvons appliquer la formule classique de difrérentiation (n° 98), ce qui donne
CE
of\ dt () dt + Peas Ju ae (D) En Po Ju 202) (E) DR en intégrant par parties la seconde intégrale, on a
£ 2 t, la Der De — f ae Dee) dt 0x ot té £
da da \oæ ot y ot 03 ot
l | :19P OP of dP de dP àÿ\ of of CRE TEE CAE 2 f va
lo
et il vient, en revenant à la première notation,
oP oP dp dP 04 oP of oP of ! sé al ensure Héka) = È dx Gate A Ce 0x Ÿ 0 pe de 0y da cs dz 04 da
of dt 9)" +(PÉT+P SE)
Le terme tout intégré a une signification évidente; en effet Ja
1 VE 0e dr à ; > è È dérivée — de la fonction composée 25 = f(t, 2) de a est égale à
dr of dt LU el Oto dx ou
Le terme intégré est donc égal à la différence
1x dx dx |" P AL 1, 31, X) … NT P(æe,; Jos 30; &) s = LC 3, )T | G
Les expressions des dérivées des intégrales L(æ)=f Q& ee L(a=/f Ras / (AB) Le (AB)
se calculent de la même façon; on peut du reste les déduire de 1;(«) par pérmutation circulaire sur tr lettres æ, y, 3, et en ajoutant ces trois expressions on obtient finalement la valeur suivante de l'(x):
COMANCRRES 1 LEPTE té te
Joan, 98 d4 04
‘OP 0 () o) 1) (ER) (dr day) Jay Ô0y 0x 09. da
+ f RS) (Re r— ds) N p À 03 0Y à 0x » { + (SR -S) (La - jdæ) 1 07 0z } \ da
L d dz|f + PC Y, 2%, 2) + Q(x, 7,2, a) + R(3% D .
Pour passer au cas d’une courbe plane, il suffit de supposer 3 = Ÿ = 0, et la formule devient
; PUS EU 0Q 0P2200)6/02 of (3) La) ee | de dy (De) (ar — dr)
(AB) ch dx dy |!
+ [PC ÿs a) 7 + Q(æ, 0%] .
Nous écrirons ces formules sous une forme un peu différente en introduisant une notation empruntée au calcul des variations. U étant une fonction du paramètre «, pouvant dépendre d’autres variables, on appelle
| 4 .. OU HE variation de U et l'on représente par dU le produit Er 02, c’est-à-dire la œ
partie principale de l’accroissement de U quand on donne à « l’accroissement a, les autres variables dont peut dépendre U étant supposées conserver la même valeur. Ainsi on a
n n DATE 02, ÔP — — Ô2, .
ox
Relativement aux coordonnées des points limites A et B, une distinction
est encore nécessaire; par exemple x = f({0,«) peut être considérée comme une fonction des deux variables indépendantes #, et «, et l’on a
a 0 f(to; a) Ôu
OT — d2
Mais comme t{, est une fonction de x, #) est en réalité une fonction composée de x, et nous poserons
dx LS ji a) dt "a 0 f{ Lo. 2 | Bu
ATo= —— à do da 0%
dx
et nous définirons de même AYÿo, 430, A, Aÿ1, A3. En multipliant les deux membres de la formule (2) par ô«, on obtient l’expression de la variation Ô[ = l'(x)ôa,
(4) ce 4 SP dx + Q dy + ÔR ds
ADO
“ [ (SF): dy y ds) Jap \9& 0 + Te) Gr ds — Ôs dr) Jap\0æ ,0%
Æ[P'Az + QAy+RAz], où l’on pose par exemple [P Az |? = PUS Pier a) Ati P(Z6,Y0; 30, &) ATo:
Le second membre de la formule (4) comprend trois termes; la première intégrale est due à la variation des fonctions P, Q, R lorsque « croît de dx, et s’obtiendrait immédiatement, en négligeant la déformation du chemin
d'intégration. Le terme en dehors du signe f ne dépend que des dépla-
cements infiniment petits des extrémités À et B du chemin d'intégration; on obtiendrait ce terme en ajoutant à l’intégrale le long de AB les deux éléments d’intégrale le long de A’A et de BB’, A' et B'étant les extrémités du nouveau chemin d'intégration A’B’ qui correspond à la valeur a +ûx du paramètre. La seconde intégrale, sur laquelle on reviendra tout à l'heure, provient de la déformation du chemin d'intégration lui-même. Les formules (2) et (4), qui n’ont été établies que pour un arc régulier, s'étendent aisément au cas où le chemin d'intégration présente un nombre fini de points anguleux. Si par exemple l’arc AB se compose de deux arcs réguliers AC, CB se rejoignant en un point C de coordonnées (%+, Ya, 32), on peut appliquer la formule (4) à chacun des arcs AG, CB; en ajoutant les deux formules, le terme P(#2,ÿ2, 32, 4) Ati+... Abe s ait et la formule (4)
s'applique encore à l’arc total AB. En particulier, si l'intégrale est prise le long d’un contour fermé, le terme en dehors du signe 1) disparaît, quelle
que soit le nombre des arcs réguliers dont se compose le contour. On en déduirait aisément les conditions nécessaires et suffisantes pour que l’intégrale curviligne
| P(æ, y,z)dr + Q(x, y,z)dy +HR(x, 712) d2!
prise le long d’une courbe quelconque TL joignant deux points À et B, ne
varie pas quand on déforme cette courbe d’une manière continue sans
changer les extrémités (n° 155).
Revenons à l'intégrale de la seconde ligne de la formule (4) provenant
de la déformation du contour. Posons
D00 WOR \ 0R. oP 0P V0
RUN ME
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e soient 2’, L’, y’ les angles de la direction positive de la tangente à F avec les directions positives des axes; l'intégrale en question n'est autre
que Je H ds, où H est égal au déterminant (AB)
LN "ns OT OV 03
2 if QD! AE COS COS © COS
Ce déterminant H est égal, au signe près, au volume du parallélépipède construit sur les trois vecteurs suivants : 1° le vecteur mm’, dont l’origine est le point m(x, y, 3) de T et l'extrémité le point m'(x + Ôx, y +Ôy, z+ 03) de la courbe variée infiniment voisine l’; 2° le vecteur m& ayant pour origine »# et pour composantes L, M, N (vecteur tourbillon); 3° le vecteur mt obtenu en portant une longueur égale à l'unité sur la direction
positive de la tangente. Soient V — VL2+ M2—+ N°? la longueur du vecteur tourbillon, èn la distance du point "à la tangente mt, 6 l’angle (de o à x) du vecteur tourbillon avec l'élément plan déterminé par mt et mm’. On a, au signe prés,
H'=W/on SIN,
et la formule est générale si l’on convient de donner un signe à ôn, le signe + si le trièdre mtm'G a la disposition du trièdre O xys, et le signe — dans le cas contraire.
La formule générale (4) peut donc s’écrire sous forme abrégée
Pts Qt
ÔLE= f àP dx + DQ dy + ÔR ds + Vônsin8 ds © (AB)
+ [P Ar + QAY“E RAS}.
Dans le cas particulier d’une courbe plane, on peut écrire la seconde
intégrale }P 0 Le (5 - me) (y dx — dr dy) HaBy RUN, PE
= 1 ee =) (cosx Ôy — cos Br) ds,
TAB) er 0œ
2” et S’ étant les angles de la direction positive de la tangente avec les axes; Ôn = cosx' y — cosB'èr représente la projection du vecteur #m' sur la
direction de la normale en 7x à L' qui fait un angle + — avec la direction
positive de la tangente (compté de O x vers O y), et la formule qui donne àl devient
)Q (GE = f ÔP dr + iQ +], Le — me) Ôn ds+[P Ax+Q 4y]#. (AB) 1e
Dans ces dernières formules, la portion de ÔI provenant de la déformation du chemin d'intégration ne dépend que du déplacement infiniment petit de chaque point » de l normalement à la tangente en /»n. Ce résultat s'explique a priori, car tout déplacement infinitésimal mm’ peut toujours se décomposer en un déplacement infinitésimal tangent à T, et un déplacement normal. La portion de [ provenant d’un déplacement tangentiel est nulle, car la courbe l se change en elle-même par cette déformation, et chaque élément de l'intégrale est remplacé par un élément infiniment voisin. Îl est clair d’ailleurs qu’il entre un élément arbitraire dans les formules qui définissent le chemin d'intégration, c’est le choix de la variable auxiliaire £. On peut remplacer { par une autre variable +, liée à 4 par une relation {= r(x, x), telle que t croisse de #o à #1 lorsque + croit de To à T1. Par ce changement de variable, les expressions de x, Ôy, dz sont modifiées, tandis que [(x) et par suite ÔI sont indépendantes du choix de la variable £. D'autre part, le premier et le troisième terme de ÔI sont eux-mêmes indépendants de ce choix; il en est donc de même du terme de ôT qui contient seul Ôx, dy, 3. Cette remarque permet de choisir à volonté le mode de correspondance entre un point m(x,7y,3) du chemin AB, et le point infiniment voisin m'(æ + 0x, y +0y, z+93) de la courbe F’ infiniment voisine, en respectant bien entendu les conditions de continuité. En particulier, on peut faire correspondre à un point m del le point m' situé sur le plan normal en » à l, ou encore choisir £ de façon que les valeurs limites {5 et {; soient indépendantes de 2; dans ce cas, les deux arcs AB et A’B’ se correspondent point par point d’une façon univoque. Pratiquement, il est inutile d’avoir les expressions explicites
Det EL), J=o(t, x), a = V(t, a),
que nous avons supposées connues pour le raisonnement, Connaissant les
deux courbes infiniment voisines l', l’, qui correspondent aux valeurs à et a + dx du paramètre, il suffira de prendre pour dx, ày, Ôz des infiniment petits du premier ordre en Ôa, tels qu’à un point (+, y, z) de l'arc AB corresponde un point (x + dx, y + dy, 3 + Ôz) situé sur [”.
Exemples. — 1° Supposons que la courbe l'soit un segment de droite AB joignant le point À (0, x) au point B {«, 0). On peut poser
TE Ve Lerl, lo —=0, = «x, ce qui donne Be A 4 nl AN JR: n To = O0, Fo — 4%, Ti = À, 1 —= 0, OT = O, OY — C4, NASA VIE 0: AYo = Ôa, Am = da.
Si l’on a LS Î P6, Ya) dx + Q(x, y, a) dy,
AR on aura donc
AD Par+iQdy+ fe CE (AB) B) \9 !
+ [P(a, 0,4) — Q(o, x, a)]dx
ou, en observant que dy + dx = 0 le long de AB,
= f GP—3Qar+ 7 (DE -) De.
+ [P(x, 0,4) — Q(0, a, 2)] da.
On pourrait poser aussi
L'E=IQES Y = A(I—t), UE O0; ARS
ce qui conduit au même résultat.
2° Quand une partie du chemin d'intégration est conservée, la seconde intégrale provenant de cette partie est nulle, puisque le déplacement normal correspondant 2 est nul. Considérons par exemple le contour fermé ABMA, composé du segment AB de O x allant du point A(—r, 0) au point B(r, o) et de la demi-circonférence décrite sur AB comme diamètre au-dessus de Or, ce contour étant décrit dans le sens direct. Soit [(r) l'intégrale
JPG J)dz + Q(x, y) dy
prise le long de ce contour. Le long de AB on à Ôn =0o et Ôn —=—ûr le long de BMA; on a donc
Eee dPAF 00 Se VL OP ETaQSR =) (one =— à f (SR)
Intégrales doubles. — Soit
I (al) = J Jr J,a) dx dy
une intégrale double étendue à un domaine D limitée par une courbe fermée T variable avec «, et composée d’un nombre fini d’arcs réguliers. Désignons par U(x, y, «) une fonction dont la dérivée par rapport à x est F. Si le domaine D est limité par une seule courbe fermée T, qui ne peut être rencontrée en plus de deux points par une parallèle à Ox, ce que nous supposerons tout d'abord, on peut prendre pour U(x, y, «) une fonction uniforme et continue dans D. Il suffira de prendre l'intégrale de
ve sou NIUE ; Rene l'équation rh F, qui s’annule en tous les points d’une courbe auxiliaire æ
de D qui coupe en un seul point les parallèles y = G. On a aussi, d’après la formule de Green,
I(a)= fi U(æ, y 2) dy
l'intégrale étant prise dans le sens direct. La variation ÔI a pour expression, d’après la formule générale (6),
J ol = f OÙ dy — il (dy dx — x dy),
puisque la courbe est fermée; dx et Ôy désignent les variations de x et y quand on passe d’un point (+, y) de Lau point infiniment voisin (æ + dx, y + Ôy) du nouveau contour. La première intégrale peut s’écrire, en appliquant de nouveau la formule de Green,
“ RE oUÙ = re .
Jeu & a NN Î ÎLE Le ———— dx dy = af [© de dy.
et l’on a finalement (3) Meh 2e dr dy + | F(èr dy — y dx) /(D) C4 À
Par un raisonnement bien souvent employé, la formule s'étend au cas où le contour l peut être rencontré en plus de deux points par une parallèle à Ox, et même au cas où le domaine D est limité par plusieurs courbes fermées; dans la dernière intégrale, le contour total T doit être supposé parcouru dans le sens direct. On voit que ôl se compose de deux termes : l'intégrale double provenant de la variation de F et l'intégrale simple provenant de la variation du contour. Soient 4”, 6” les angles que fait avec les axes la direction extérieure de la normale; {a variation normale Ôn étant comptée positivement suivant cette direction, on a
0 0 Ccosa Ôy = ùn cos”, et, d'autre part (cf. n° 96), dx = — ds cosf”, dy = ds cos a”.
On a donc dx dy — dy dx = ds Ôn,
et l'intégrale curviligne qui représente la variation de [ provenant de la
variation du contour est égale à JL Ôn ds.
EP
Ce résultat s'explique aisément. Supposons par exemple Ôn > 0; l’accroissement de I, quand on passe du domaine limité par l au domaine limité par l’, est égal à l'intégrale double étendue au domaine compris entre F et I’. Or, ce domaine ayant une dimension ôn infiniment petite, l'intégrale double se réduit à une intégrale curviligne le long de l'; l'élément de cette intégrale curviligne est précisément F Ôn ds, car Ôn ds représente l'aire du domaine infinitésimal limité par un arc ds de F, les normales aux deux extrémités de cet arc et l’arc correspondant de I".
Intégrales de surface. — Soit
I(æ):= f f AG: Y,3,4) dy ds +B(x,y,3,a)dz dx + C(x, y, z,1)dædy e S
une intégrale de surface étendue à une portion régulière de surface $ qui se déforme d’une manière continue, ainsi que le contour [qui limite cette surface, lorsque le paramètre « varie. Les fonctions À, B, C sont ellesmêmes continues, ainsi que toutesleurs dérivées partielles qui figurent dans le calcul. Nous prendrons pour côté positif de S le côté suivant lequel on prend l'intégrale; à ce côté correspond un sens de parcours du contour l (n° 139), que nous appellerons sens positif. Supposons la surface S définie par les formules
r=flu,v,a), y=e(uv,s), 2=4%{(uv,0),
qui fait correspondre point par point la surface S à un domaine R du plan (u, »), limité par un contour fermé L qui se déforme lui-même d’une manière continue avec «. Nous supposerons de plus les axes Ou, Ov disposés de telle façon qu’au sens positif de T correspond le sens direct sur L (n° 139). Comme les variables auxiliaires w, 6 disparaissent du résultat final, on peut toujours faire cette hypothèse.
L'intégrale de surface [(x) est égale à une intégrale double étendue au domaine R du plan (u, ») (n° 158)
pa D(Y, L) D(Ÿ, jf) [(4) = ff. LAC Pate NE TS PE 4) Du, v)
+ C(f, ©, Ÿ, 4) net | du do.
Pour avoir l'(x), il suffit d'appliquer à cette intégrale la formule (7), après avoir d’abord divisé tous les termes par 02, en y remplaçant x et y
par w et » respectivement. Cette dérivée se compose de deux parties : une intégrale double étendue à R et une intégrale curviligne prise lelong de L. Nous nous occuperons d’abord de l'intégrale double; un des termes de cette intégrale, celui, qui dépend de C, est
‘1 f jt df dG de dG ap dG\D(/f,e) Se HR
Es els desms (HU
0% dx. dy dx 03 D(u,v) DC 2) |) C> —— - du dv ii D(u, v) ÿ et les deux autres termes s’en déduisent par une permutation cireulaire sur dA 0B 9C (A, B, C)et sur (f, ©, L). En réunissant les termes en sr _. —, on à OL T0 ro
en premier lieu l'intégrale double’
dA D(9,4) , dB D(Y,f) . dC D(/,e) ; jf, Ë D(u,ov) o) ND DD + pores | du de,
qui est égale à l’intégrale de surface
(fc JE PÉNTA A + Pas dx + dr dy.
L'intégrale double f [© Ares du de peut se transformer 02 Duo)
comme 1} suit. Un calcul facile montre que l’on à
9 FD(f, Tee | = 9 pee |-i Le |:
D(u,s) ou | D(a, +) dp | D(a,u) |?
la formule de Green nous donne ensuite (n° 193)
sel D(7;9) dE D(S9) y oÙ D(f,%) TIRE ce [ree dudw— f GE de AE PUR DE) du dv,
AR) © (L
Après cette transformation, les termes provenant de CG dans l'intégrale double restante sont
bus d 0€ 2 de of =
Ur d4 OV 0x Oz dx
les deux termes non écrits se déduisant du premier en permutant cireulai-
| oC 0 ! :
rement &w, #, %. Les coefficients de je et de ne sont nuls, tandis que celui
de = est df D(#Y), de DCS) 0Ÿ D(S8).
0x Du, v) da D(u,v) 0x D(u,»r)
ae 0À 0B Par raison de symétrie, les coefficients de at de ” sous:le signe ff.
OA A 0B 0B sont les mêmes, tandis que les coefficients de — sont nuls. 0y 03° 0x 03
Il reste donc dans l'(2) une nouvelle intégrale double
el of D(v,4) op D(Y, f) 0ÿ D(f,e) a NAN 0y he) FE D(u, D(u,v) 0x D(u,v) To ri] dx de,
qui est égale à l’intégrale de surface
s0b 2C\ fof DU oÙ (LD) DRE H+a)(S DEL ds de + SE dr dy).
Nous avons en outre une intégrale simple provenant de l'intégration par parties précédente, dans laquelle le terme qui contient C est
D(, 9) D(f; 9) Ron ere |
Enfin nous avons une intégrale simple provenant de la variation des contours L'et L: soient
UG== TUE. a vo L(L:,4)
les coordonnées d'un point de L exprimées au moyen du paramètre « et d’une variable auxiliaire £ qui définit la position du point sur le contour. Dans l’(a), l'intégrale simple qui provient de la variation du contour est, on vient de le voir [formule (7)|.
D(Y,%) D(YŸ, D(4, f) cDCf 9) du __-GHpR ER Je Pis 9) He D(u,v) ont "D(u, Re (Se dv à
en faisant la somme de ces deux intégrales simples, on voit que le coeffi-
cient de C sous le signe f est
Diarv) Die A D) 0 ES
D(J; 4) À de CRE 7 Mn ere hé 009 u) ;
où l’on doit remplacer w et # par us et #,. Soient (24, Yo; 20) les coordonnées du point de F qui correspond au point (wo, 9) de L; æo, Yo, %0 sont des fonctions composées de «
NE à U, Vo; a), JUS o(Uo; Pos &); éQ— Duo, Po; a);
FORMULES DE DIFFÉRENTIATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. 655 etl'on a
d%To of du , of d6 9 of dy FA (Le dus
du Ou 0x dv, da 0%” HAUT ATOS
et le coefficient de C peut encore s’écrire
do dy — do Je
da da
Par raison de symétrie, on voit en définitive que l'intégrale curviligne le
long de L qui figure dans l'expression de l'(x), peut être remplacée par une intégrale curviligne le long de F
dy dz dz dx [Il EVA PRO dSo 7, do (UP) fa(ita Rdr)+8(È ‘à da ds) dx dy +G(T ay — Par)
En ajoutant les trois intégrales (1), (IT), (HIT), on a donc enfin
Be) = EE D dd + ds de + dx dy J\s1 9
HE (FE . D + qe) (dr pds+ ds dr + Ed dy) dy d3 CNIL RE a ee Dr D) + +B(T AE ds)
ik. dx ; Yo
En multipliant les deux membres par 54, on obtient l’expression de ÔI
(9) = JL a dr ds + 3 ds de + 80 dr dy
“118 (E+S oB (S)
+ f ND de De D) BA dr chu de) (r) + C(Aro dy — Ayo dx),
EE (dx dy dz + Ôy dz dx + 03 dx dy)
ER FA Of du sa Of do VE d 2 0 loup dù dv da the :
On voit que ô[ se compose de trois termes, dont le premier provient de la variation des fonctions À, B, C avec #, le second de la déformation de la surface S et le dernier de la déformation du contour F. Soient À, 1, v
les angles de la direction positive de la normale à S avec les axes, do l'élément d’aire; on peut écrire la seconde intégrale
PNR TOI 0B dC° Le : 4 (10) D on a) (0084 ÈS 608 OS e/ Z(S) 6 x -
. ns OA Me) or D ; Jr Moy: 03 |
èn étant la projection sur la direction positive de la normale du vecteur qui joint le point (æ, y, 3) de S au point (æ + dx, y +0y, = +Ô0s) de la surface infiniment voisine S’, c’est-à-dire lé déplacement normal infinitésimal d’un point de S dans la déformation. On voit, comme plus haut, que la seconde intégrale ne dépend que de ce déplacement normal; on peut prendre pour rx la longueur infiniment petite de la normale comprise entre S et S’, ce qui revient à établir un certain mode de correspondance entre S et S’.
Quant à l'intégrale simple, on peut l’interpréter comme l'intégrale analogue de la formule (4). Soient V la longueur du vecteur d’origine (%o, Yo; 30) et de composantes À, B, C; 0 l'angle de ce vecteur avec l'élément de plan déterminé par la tangente à let le déplacement infinitésimal Ag, AVo: A23o du point (æo, Yo, 40) de T; 5, la distance du point
(to + to, Yo+AYo, %0-+ AZ)
à la tangente à l'au point (70, Yo; 0) affectée d’un signe convenable. Cette intégrale simple peut aussi s’écrire
(11) Vsin0 0, ds.
Comme dans le cas d’une intégrale curviligne, on peut faire correspondre suivant une loi arbitraire à un point de l'un point infiniment voisin du contour déformé I’. Supposons en particulier que l'on fasse correspondre au point M(%To; Jos 20) de T le point m'(æo+ ATo, Yo Yo; 30 A3o) situé dans le plan normal à T au point m; on a alors
AT = dn COS À”, Ays=0: cosu, A30 = 0 COS’, à’, étant la distance mm'et À", x”, v’ les angles de la direction 72m avec
les axes. Soient de même \', u’, v’ les angles de la direction positive de la tangente à l'avec les axes; l'intégrale (11) est encore égale à
jh [A (cos p'cosv'—cosv’cos u')+B(cosv cos" — cos?” cosv')+ C...] à, ds, r
ce qui peut encore s’écrire
fes cos 1 + B cosu + C cosvi)9, ds, UT
Â1, Hi, Vi étant les angles que fait avec les axes la normale à la bande de surface S" décrite par le contour F quand le paramètre « augmente de 4. Mais Ô}, ds représente l’élément d’aire infiniment petit décrit par l'arc ds de F quand « augmente de 94, élément que l’on peut assimiler à un rectangle. L'intégrale simple ‘précédente représente donc la valeur de l’intégrale double
J fa dr ds +8 de de + C dr dy S"
étendue à la bande de surface infiniment étroite S” suivant un côté déterminé par les explications qui précèdent.
Le résultat obtenu peut s'expliquer très aisément au moyen de la formule de Green. Supposons que l'on passe de S à S' en faisant subir à chaque point de S un déplacement infiniment petit 02 suivant la normale dans le sens positif. Alors les deux surfaces S, S’ et la bande de surface infiniment étroite S” limitent un domaine D. L'accroissement de I, provenant de la déformation de S et de T, est égal à la somme des intégrales de surface étendues à S et à S’ suivant le côté extérieur. D’après la formule de Green, cette somme est égale à l'intégrale triple
A ob di JJ£(+r+s dx dy dz,
LA
étendue au domaine D, augmentée de l'intégrale de surface hi À dy ds + B ds dx + C dx dy, (S")
prise suivant le côté intérieur de la bande S”.
Le domaine D ayant une dimension infiniment petite ôn, l'intégrale triple étendue à ce domaine se réduit à une intégrale double étendue à S, dont Na bE Ra 2 ÉS LA Pélément est { — + — + — | 5n do, car On do est l'élément de volume
0x 1)4 Oz
du cylindre droit infiniment petit compris entre S et S/, et ayant pour base un élément de S d’aire ds. De même, la surface S' ayant une dimension infiniment petite, l'intégrale double étendue à cette surface ‘se réduit à une intégrale curviligne étendue à T, dont l'élément est
(A cos + B cos + C cosv;) à! ds,
car 0, ds est l’aire de l’élément de surface compris entre les deux normales infiniment voisines aux extrémités d’un arc ds de T, et les contours TL, [”’. La formule (9) s'étend, comme au n° 1, à toute surface formée d’un nombre fini de morceaux de surfaces régulières ; si la surface est fermée, l'intégrale curviligne disparaît. On rattacherait dè même à la formule de Stokes le résultat obtenu pour la variation d’une intégrale curviligne.
ER
4. Intégrales triples. — Considérons enfin l’intégrale triple (12) (OPEN ET EN F(æ,.7, 3, a) dx dy da, e e e (D) s
étendue à un domaine D limité par une surface fermée S variable avec le paramètre &. Nous supposerons d’abord qu'une parallèle à l’un des axes, Oz par exemple, ne peut rencontrer cette surface en plus de deux points. Il existe alors une fonction U(x, y, 3, à), continue dans D, et vérifiant la relation (voir n° 2)
aU 54 = Frs.
et l’on a aussi (13) Ka) =f) U(x, y, 3, a) dx dy, (S)
l'intégrale étant étendue au côté extérieur de £. En appliquant la formule générale (8) à cette intégrale, il vient, puisque la surface S est fermée,
= ff — dx dy + re (ar ds + rs de de + PE de dy),
ou, en multipliant par Ôx et tenant compte de la relation entre Uet EF,
FORCE ER): SF de dy ds (D)
+f F(x, y, 3, a)(Ôx dy dz + Ôy dz dx + Üs dx dy),
AS
0x, dy, Ôz désignant les variations des coordonnées d’un point (x, y, 3) de la surface limite S, et l'intégrale de surface étant prise suivant le côté extérieur, La formule s’étend comme plus haut (n° 2) à une surface de forme quelconque. On peut aussi écrire l'intégrale double qui figure dans Ôl
f F(æ,7,3,.«)ôn do,
Ca (S)
ds étant l'élément d’aire de S, et ôn le déplacement normal infiniment petit compté suivant la normale extérieure.
Or Ôn do est, au signe près, le volume du cylindre droit infinitésimal ayant pour base do et pour hauteur Ôn, de sorte que l’intégrale double
représente la valeur de l'intégrale f f frar dy dz étendue au domaine
compris entre les deux surfaces infiniment voisines S et $, chaque élément de cette intégrale étant affecté d’un signe convenable.
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