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PRÉFACE
Ce Cours s'adresse à des débutants, mais familiarisés déjà avec l'enseignement reçu dans les classes de Mathématiques spéciales : nous avons donc jugé inutile de revenir sur cet enseignement, et nous supposons connus du lecteur les principes fondamentaux des théories des séries, des logarithmes, des dérivées, des quantités imaginaires et de la Géométrie analytique.
Nous avons suivi à peu près exactement l'ordre fixé par le programme actuel des études à l'Ecole Polytechnique; c'est ainsi que l'on trouvera dans ce livre, après l'exposé de la notation différentielle, un assez long Chapitre consacré à la Géométrie infinitésimale, et, en particulier, à la courbure, aux développées successives, au cercle osculateur d'une courbe plane : il a semblé en effet avantageux, au risque de briser l'unité du Cours, d'illustrer de suite, par des exemples concrets, les notions relatives aux infiniment petits. Afin d'atténuer l'inconvénient de ce morcellement de théories abordées plus tard, on a donné, autant que possible, à la Géométrie le pas sur l'Analyse : le Chapitre d'ailleurs pourrait, sans trop de dommage, être laissé de côté à une première lecture; on en dira autant de l'Introduction, où sont exposées les propriétés générales des fonctions continues.
Plusieurs questions, notamment dans les théories du contact et des enveloppes de surfaces, ont été traitées par les méthodes et
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avec les notations même qu'emploie M. Jordan dans ses Cours autographiés ou imprimés : l'exposition n'a pu que gagner à ces emprunts; ils étaient d^autant plus inévitables que l'auteur, élève de M. Jordan, a reçu l'empreinte profonde de l'enseignement de ce maître.
Nous devons enfin remercier M. Painlevé des précieuses indications qu'il nous a données pour la rédaction des paragraphes du début, consacrés aux fonctions continues; c'est également à l'émînent analyste qu'appartient la méthode si simple que nous suivons pour établir l'existence et les propriétés fondamentales de l'intégrale définie.
Paris, octobre 1902.
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COURS
Supposons acquise la notion de nombre incommensurable
on dil qu'une suite indéfinie de quantités réelles, commensurables
ou non,
tend vers une limite, A, lorsque, étant donnée une quantité positive, £, aussi petite que T.on veut, on peut assigner un nombre N, tel que, pour toute valeur de n supérieure ou égale à N, on ait
inod(an — A)<e,
le symbole mod désignant la valeur absolue de an — A. Par H. I
exemple, les nombres
10 lOO lOOO 10 000
tendent vers Tunité.
Si Ton considère deux suites,
^i> ^f » • • • » ^rtî • • • 1 ^ii ^f » • • • » ^/ii • • •
ayant pour limites respectives A et B, on voit aisément que :
1° Les quantités a^ ± bn ont pour limite A ±: B^ 2^ Les produits anbn ont pour limite AB;
S** Les quotients ~ ont pour limite -^> à condition toutefois
que B ne soit pas nul. Si B = o et A ^ o, la valeur absoluis de ■— croît évidemment au delà de toute limite.
Des quantités en nombre illimité, qui vont sans cesse en croissant, ou qui du moins ne décroissent jamais, et qui restent inférieures à un nombre fixe, tendent vers une limite finie et déterminée : on sait que c'est ainsi que Ton définit un nombre incommensurable à Paide d'une suite de nombres commensurâbles.
Le même résultat subsiste pour des quantités décroissantes, qui restent supérieures à un nombre fixe.
2. Théorème du maximum et du minimiim — Soit une suite (S) de quantités
en nombre limité ou illimité, ayant ou non une limite, mais toutes inférieures à un nombre fixe N.
Si elles sont en nombre limité, Tune d'elles est supérieure, ou au moins égale, à toutes les autres ; mais il peut en être autrement dans le cas d'une suite illimitée, comme le montre immédiatement l'exemple de la suite (i)
lO 100 lOOO lOOOO
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Je dis que, dans tous les cas, les quantités (S) possèdent un maximum, c'est-à-dire qu'il existe un nombre M, jouissant des deux propriétés suivantes :
i** Aucune des quantités (S) ne dépasse M ;
a® Tout nombre M', inférieur à M, est surpassé par certaines de ces quantités.
Le maximum pourra être atteint ou non atteint. Il sera atteint si M est une des quantités de la suite, et ce cas se présente toujours lorsque ces quantités sont en nombre limité; il sera non atteint si M n'appartient pas à la suite, celle-ci étant alors illimitée. Par exemple, les quantités de la suite (i) admettent l'unité pour maximum non atteint, car aucune n'est égale à i ni ne dépasse i, et tout nombre inférieur à i est surpassé par certaines d'entre elles.
Pour établir la proposition, partons du premier entier inférieur au nombre fixe N et descendons la série des entiers jusqu'à ce que nous arrivions à un entier Eq, atteint ou surpassé par une au moins des quantités (S). Si Eo est atteint et non surpassé, c'est le maximum cherché 5 s'il est surpassé, ajoutons-lui le plus grand nombre possible de dixièmes, de manière à obtenir une somme,
E| = Eo-I ^> atteinte ou surpassée par une au moins des quan-
tités (S) : d'après cela, le nombre E| H n'est atteint ou surpassé
par aucune de ces quantités; de plus l'entier e\ est inférieur à 10, puisque, par hypothèse, Eo-l-i est supérieur à toutes les quantités considérées. Si le nombre E, est atteint et non surpassé, c'est le maximum; sinon, ajoutons-lui le plus grand nombre possible de centièmes, de manière à obtenir une nouvelle
somme, E2= E| H > atteinte ou surpassée. En continuant ainsi ,
on arrive, soit à prouver l'existence d'un maximum (atteint), soit à former une suite de nombres, dont le terme général est
H/ rr: liQ -J 1 -h . . . -f- — -, ,
les Ci étant inférieurs à 10 : ces nombres jouissent de la propriété
que E/ est surpassé par certaines des quantités (S) et que E/-h ■ — %
n'est atteint ou surpassé par aucune.
Les nombres E/ allant en croissant et demeurant inférieurs à Eq-I-i ont une limite M, supérieure à chacun d*eux; je dis que M est le maximum (atteint ou non atteint) des quantités (S). En effet :
!** Aucune des quantités (S) ne dépasse M ; car si Tune d'elles, a, le faisait, la différence a — M serait supérieure à une fraction de
la forme --> de sorte que a surpasserait le nombre M-\ 7, et
a fortiori le nombre E/H .; ce qui est contraire à l'un des ré-
sultats précédents;
2* Tout nombre inférieur à M est surpassé par une au moins des quantités (S) : il suffit évidemment de l'établir pour un nombre supérieur à E^ ; or un tel nombre, étant compris entre deux nombres E, et E/^i, est surpassé par celles des quantités (S) qui surpassent elles-mêmes E/^i .
On reconnaît de même que des quantités supérieures à un nombre fixe possèdent un minimum, atteint ou non atteint; toujours atteint, bien entendu, dans le cas de quantités en nombre limité.
Fonctions continues d'une ou de plusieurs variables,
3. Continuité. — On dit qu'une fonction réelle et déterminée, /{j^)y est continue pour une valeur Xq de la variable, lorsque, étant donné uu nombre positif, £, aussi petit que Ton veut, on peut assigner un nombre positif, yi, tel que, pour toutes les valeurs de x comprises entre Xq — y^ et XQ-hri (ces dernières incluses), on ait
(2) mod[/(x)-/(xo)]<t.
On peut écrire aussi, en désignant par Q une quantité comprise entre — i et -h 1,
(3) /(a:) = /(a7o)-Hee.
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Nous dirons que t\ est un module de conlinuilé correspondant à la valeur Xq et au nombre e.
La fonction /{x) est dite continue entre x^=a et x = by si elle est continue pour toutes les valeurs de Xq comprises entre a et b; elle est dite continue dans le même intervalle, extrémités comprises, si la propriété définie par (2) subsiste pour XQ=^a et x^= 6, en ne prenant, bien entendu, pour x que des valeurs comprises entre a et b.
Ces définitions s'étendent d'elles-mêmes aux fonctions réelles el déterminées de plusieurs variables indépendantes.
Ainsi la fonction y*(^,^') sera continue pour x = Xq, y=zyQ si, étant donné e, on peut assigner y| tel que Ton ait
(4) inod[/(a7,^)-/(aro,Jo)]<î, c.-à-d. /(ar,^) =/(a:o,^o)^-6£,
pour toutes les valeurs de x comprises entre J?^ — yj elx^-\-r^j et loutes celles de y comprises entre j'o — *^ et J^o-l- ^1 (les valeurs extrêmes incluses).
Géométriquement , si M^ est le point de coordonnées rectangulaires (xo, j^o)? cela revient à dire qu'étant donné e, on peut trouver un carré R, de centre Mq et de côtés parallèles aux axes, tel que, pour tout point (a:,j/') de ce carré (côtés compris), la différence entre /(x,^) et/(^o> J^o) soit, en valeur absolue, inférieure à £. Le côté du carré R est 2.t\.
Nous dirons encore que y, est un module de continuité pour le point (j:0,j^o) et pour le nombre e.
La fonction f{x^y) sera continue dans une région A du plan si elle est continue pour tous les systèmes x^y de cette région; elle sera continue dans A, contour compris, si la propriété définie par (4) subsiste encore pour tout point x^^y^ du contour, en ne prenant alors pourx,^ que les points du carré R ci-dessus, intérieurs à Taire A.
Les fonctions continues jouissent de propriétés importantes qui vont être démontrées; on établira d'abord un lemme géométrique qui sera souvent utile.
4. Lemme de la décomposition des carrés. — Soit, dans un plan, un carré Q, de côtés parallèles aux axes de coordonnées;
6 PEEMIERE PARTIE. — CALCUL DIFFERENTIEL.
décomposons-le en quatre carrés égaux Qi, Q', , Q* , Q7 'par des parallèles aux axes issues de son centre, et choisissons arbitrairement un des nouveaux carrés, Qi par exemple. Décomposons-le de même en quatre carrés égaux, et choisissons arbitrairement Tun d'eux, Qs. En continuant ces décompositions, nous obtenons une suite illimitée de carrés, Q, Qi, Q^, ... dont chacun comprend le suivant, et dont les côtés peuvent devenir aussi petits que l'on veut : je dis que ces carrés ont pour limite un point, intérieur à chacun d'eux.
Considérons en cfTet, sur l'axe des x^ les deux points qui sont les abscisses des quatre sommets d'un carré; ils limitent un segment, et chacun des segments ainsi obtenus comprend le suivant, dont il est le double. Les abscisses des extrémités supérieures des segments ne croissent jamais et restent plus grandes que Tabscisse d'une quelconque des extrémités inférieures; les abscisses de celles-ci ne décroissent jamais et restent plus petites que les précédentes. Chacune des deux séries d'abscisses lend donc vers une limite, et les deux limites sont les mômes, puisque la longueur des segments peut devenir inférieure à toute quantité donnée. Soit x^ l'abscisse limite ainsi obtenue ; on établit de môme l'existence d'une ordonnée limite analogue y^^ et dès lors les carrés considérés plus haut ont pour limite le point (^oj^o)j <1"^ d'après la défînition môme de Xq et de Joî ^st a l'inlérieur de chacun d'eux.
Un lemme semblable s'appliquerait à la décomposition d'un cube en huit autres cubes égaux, par des plans parallèles aux faces et issus du centre.
5. Théorème. — Une fonction continue dans une région finie A, contour compris^ est limitée supérieurement et inférieurement dans cette région.
Observons d'abord qu'une fonction f{x^y)^ de deux variables par exemple, continue dans une aire fînie A, est limitée dans un carré, de côtés parallèles aux axes, ayant pour centre un point quelconque (^o? J'o) ^^ Taire A ou de son contour (*) : il suffit en
(') Il s'agît, bien entendu, de la portion du carré, pcriiiièire compris, qui appartient à Taire A ou à son contour. Cette remarque s'applique à tout ce qui suit.
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eflet de prendre pour côté le double, air^, d'un module de continuité correspondant au point (xo, y^) et à un nombre e. Dans ce carré, R, /{x^y) reste comprise enive /{x^^yo) — e et/(a:o,^o) + ^> ^'^^*^" à-dire est limitée inférieurement et supérieurement.
Supposons maintenant (\^^ /{x^ y) ne soit pas limitée supérieurement dans l'aire A, je dis que l'on arrive à une contradiction.
Soit en effet Q un carré de côtés parallèles aux axes contenant toute la région A; divisons-le, par le procédé du n° 4, en quatre carrés égaux. Dans Tun au moins de ceux-ci, Qi, la fonction y(x,j^) ne sera pas limitée supérieurement, sinon elle serait limitée dans le carré total; divisons de même Qf en quatre carrés, et ainsi de suite. Nous formons par là une suite de carrés, Q, Qi, Q2, . . ., dans aucun desquels f{x^ y) n'est limitée supérieurement. Ces carrés ont pour limite (n° 4) un point (^07 J^o)» que je dis appartenir à l'aire A, ou à son contour : autrement, en effet, un des carrés de la série et tous les suivants deviendraient extérieurs à A, ce qui est incompatible avec leur mode de déterminalion. Or les carrés Q/, ayant le point (^o> y a) pour limite, finiront, à partir de l'un d'eux, par rester intérieurs au carré R, de côté 27^, défini plus haut, qui admet ce point pour centre : il est dès lors contradictoire que f{x^ y) soit limitée supérieurement dans le carré R, et ne le soit dans aucun des carrés Q/.
Une démonstration analogue établit que f{x^ y) est limitée inférieurement; la décomposition en cubes étend le raisonnement à une fonction de trois variables indépendantes.
6. Théorème. - Une fonction continue dans une région finie, contour compris^ a, dans cette région, un maximum et un minimum, atteints effectivement.
En effet, d'après le théorème précédent, la fonction f{x^ y) est, dans la région A, limitée supérieurement, c'est-à-dire reste inférieure à un nombre fini; par suite, en vertu du théorème du maximum (n® 2) les valeurs àe /{x, y), dans A, admettent un maximum M, atteint ou non atteint. Je dis qu'en le supposant non atteint, on arrive à une contradiction.
Reprenons en effet le carré Q du numéro précédent, et décom-
posons-le en quatre autres : dans Tun au moins de ceux-ci, Qi, f{x^y) admettra M comme maximum non atteint, sinon elle ne l'admettrait pas comme tel dans Q. En poursuivant, on forme ainsi une série de carrés, Q/, tendant vers un point (^07 J^o)i dans chacun desquels /(a;, ^) admet M comme maximum non atteint, c'est-à-dire prend des valeurs inférieures à M, mais aussi voisines de M qu'on veut. Les carrés Q/ finissant par être intérieurs au carré R, de centre (^o> yù)t ^i*' répond au nombre s, la fonction y(x,^) ne peut y prendre que des valeurs comprises entre fi^Q^y^) — ^ ^^ f{^ùi y^i)-^ ^' En d'autres termes, des valeurs inférieures à M, mais aussi voisines de M qu'on veut, sont aussi voisines qu'on veut de /(^o>JKo) • i' en résulte nécessairement que M est égal à /(xo, yo)^ c'est-à-dire que le maximum est atteint au point (xo,jKo)î résultat en contradiction avec l'hypothèse.
Une démonstration pareille s'applique au minimum.
7. Théorème. — Une fonction^ continue dans une région finie, contour compris, et qui est négative en un point de cette région, positive en un autre, s^ annule dans la région.
Supposons que /(x, y) soit négative pour [x^ ^ y\) et positive pour (j^j, ^2); décomposons en quatre carrés le carré Q qui contient la région donnée A. Je dis que, dans l'un au moins des carrés nouveaux, contour compris, la fonction f{oc^ y) prend des valeurs positives et des valeurs négatives. Imaginons en effet que dans chaque carré, contour compris, la fonction garde un signe constant, c'est-à-dire qu'il y ait des carrés positifs et des carrés négatifs, et joignons le point (.Ti, y^) au point {x.^^ y^) par une ligne quelconque, tout entière dans l'aire A (*) : cette ligne passera au moins une fois d'un carré négatif à un carré positif, de sorte que la valeur de f(x^y), au point où la ligne passe d'un carré dans l'autre, sera à la fois négative et positive, c'est-à-dire
(•) On suppose ici que l'aire A est d'un seul tenant, c'est-à-dire que l'on peut joindre un point quelconque de cette région à un autre point quelconque par une ligne continue sans sortir de la région. Ainsi l'aire comprise entre deux cercles concentriques est d'un seul tenant; au contraire, les aires de deux cercles extérieurs l'un à l'autre forment une région qui n'est pas d'un seul tenant.
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sera nulle, ce qui établit le théorème. Pour échapper à cette conclusion, il faut donc que dans un des quatre carrés, Qi par exemple, la fonction prenne des valeurs de signes contraires, et ainsi de suite, en poursuivant la décomposition en carrés.
On forme ainsi une suite de carrés Q/, dans chacun desquels y*(j:, y) est négative et positive et qui tendent vers un point (^o»JKo) de l'aire A ou de son contour. Si /(^oj J^o) est nul, le théorème est démontré; sinon, je dis qu'on arrive à une contradiction. Soient en effet e un nombre inférieur, en valeur absolue, ^ /{^m yo)', et R le carré déjà introduit de centre (^o>^o)> <!"' correspond au nombre e. Les carrés Q/ finissent par être intérieurs à R; alors la valeur de f{x^y) dans l'un d'eux reste comprise, en vertu de la définition même de la continuité, entre fi^fii yo)-^ e ety(xo,^o) — e> quantités de même signe : la fonction/(x,^') ne peut donc prendre, dans le carré, des valeurs de signes contraires, ce qui contredit un des résultats précédents.
8. Corollaire. — Une fonction continue dans une région finie d'un seul tenant, contour compris, prend dans cette région toutes les valeurs comprises entre son minimum m et son maximum M.
Soit en effet \k une quantité comprise entre m et M; la fonction continue f{x^y) — (jl est négative au point qui répond au minimum, positive au point qui répond an maximum. Elle s'annule donc dans la région. c. q. f. d.
9. Continuité uniforme. — Une fonction /(x, y)^ continue dans une région A du plan, est dite uniformément continue dans cette région, si, e étant donné aussi petit qu'on veut, on peut assigner un nombre 7^, fonction de e seul, tel que l'on ait
mod [/(a?, y)—f{xo, ^o )] < e
pour tous les points {x^, y^) de A, et pour toutes les valeurs de x^ y respectivement comprises entre Xq — r^ et Xo-\-r^\yQ — r» el^o-h Tj. Le nombre r,, ou ^^(î), sera dit module de continuité uniforme dans A, pour le nombre e. Il est clair que tout nombre inférieur à un module de continuité est aussi module de continuité.
Il semble, au premier abord, qu^une fonction continue dans une région A, contour compris, y soit uniformément continue. En effet, la fonction, étant continue dans A, admet en chaque point (xoi^o)» et pour un nombre donné e, un module de continuité Ti, fonction de Xq, j^o et e; le plus petit de ces modules quand :ro et ^o varient dans A, e restant fixe, ou a fortiori un nombre inférieur, est évidemment un module de continuité uniforme dans A pour le nombre e, ce qui paraît établir le théorème.
Le raisonnement est inexact, parce que les modules t\ n'ont pas nécessairement de minimum, ou de limite inférieure non nulle : ils peuvent admettre zéro pour minimum non atteint, de sorte qu'aucun d'eux n'est nul et qu'on ne peut assigner de nombre positif qui leur soit inférieur à tous.
On s'appuiera, pour une démonstration exacte, sur le lemme suivant.
10. Lemme. — Si ri est module de continuité def{x, y) pour le point {xqj y^) et le nombre e, le nombre ^tj sera un module de continuité uniforme pour le nombre 2e, à V intérieur du carré R', de cdtéri^ de centre {xq, jKo) ^^ de côtés parallèles aux axes.
On a en effet, d'après la définition même de la continuité au point (^Tc^o):
en désignant par {x,y) et (a, b) deux points quelconques, intérieurs au carré R, de centre (xor yo) et de côté ^yj; quant à 6 et 8', ce sont des nombres compris entre — 1 et -h i . On en tire
/(^,r)-/(«' 6) = (fi-0')e, c'est-à-dire
mod[f{x,y) — f{a, b)]<iz.
A fortiori, cette dernière inégalité aura lieu si, le point x, y restant dans le carré R, le point (a, 6) reste dans le carré R', de centre (^oO'o) et de côté r^ {fig. i) : or, quelque soit le point (a, 6) dans R', le point dont les coordonnées sont respectivement comprises entre a — ->rt-h-et6 — -» 6+- sera dans R et pourra *■ 1 2 '1 1 *
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être pris pour le point {x^y). On aura donc
mod[/(3r,7)— /(a, ô)]<2e
pour tous les points (a, b) de R' et pour toutes les valeurs de x^ y
Fig. I.
2irj
comprises respectivement entre a
ce qui établit le lemme.
Démontrons maintenant que :
5 , rt -I- 5 et è '1 1
\\. Théorème. — Toute fonction continue dans une région finie A, et sur son contour, est uniformément continue dans la même région.
Supposons en effet qu'il en soit autrement, c'est-à-dire que, pour un certain nombre 2e, on ne puisse trouver de module de continuité uniforme de la fonction /(j;, y) dans Taire A; je dis qu^on est ainsi conduit à une contradiction.
Reprenons en effet le carré Q, qui comprend toute l'aire A, et divisons-le en quatre autres; dans l'un au moins de ceux-ci, Q«, la fonction y'(j:, y) n'admettra pas de module de continuité uniforme pour le nombre 2£ : autrement, en effet, elle admettrait comme module, dans Q, le plus petit des quatre modules qui répondent aux carrés secondaires. En divisant alors Qi en quatre carrés et poursuivant le raisonnement, on forme une série de carrés Q/, tendant vers un point (.^o^^o) de Taire A ou de son contour, et dans chacun desquels y(:c, y) n'a pas de module de continuité uniforme pour le nombre 2e. Or, soit R' le carré de centre {xq^ yo) défini dans le lemme, et à Tintérieur duquel /{x^y) admet, pour ce même nombre, 2e, un module de continuité uniforme : il est contradictoire que f{x,y) ait un tel
module dans R' et n'en ait pas dans les carrés Q,, puisque ceux-cî finissent par être tous intérieurs au carré R'. c. q. f. d.
12. Dérivée. — Si f{x) est une fonction continue pour ^ = a, la différence J\a -^ h) — /(«), d'après la définition de la continuité, tend vers zéro avec h] si de plus le quotient
tend vers une limite finie et déterminée lorsque h tend vers zéro <r une manière quelconque, cette limite est dite la dérivée de la fonction fi^x) pour x =-- a. 'On la représente par y (a).
Dans cet énoncé les mots d^ une manière quelconque sont indispensables : en effet, faire tendre h vers zéro, c'est (n° 1) faire passer h par une suite de valeurs successives
ayant pour limite zéro; or, il peut se faire que pour deux suites
convenablement choisies, le quotient ^ — — **^ deux
limites différentes. Voici un exemple :
Soit
On
f{x)—x%\Tï— et a — o,
/(o)=o et / ±-L^-^LLJ. =: sin p
cette expression tend vers i si h tend vers o en passant par la suite de valeurs
— haA-T — h9Ak-\-i)Tz h 'À m:
elle tend vers o, si h tend vers o en passant par la suite de valeurs
IfCTZ 2(A--r-l)7: 2 /ITT
La fonction /(o;), d'après cela, n'a pas de dérivée pour x = o. Les règles du calcul des dérivées ont été données dans le Cours
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de Mathématiques spéciales; nous les supposerons connues, et nous admeltrons également les résultais fondamentaux relatifs aux dérivées des fonctions usuelles.
Remarque. — Il est clair qu'une fonction qui admet une dérivée pour x = a est continue en ce point; on a cru longtemps que la réciproque était vraie, c'est-à-dire qu'une fonction continue admettait nécessairement une dérivée. Il n^en est rien, comme Ta montré Weierstrass qui a donné un exemple de fonction continue sans dérivée; mais de tels cas sont exceptionnels, et Ton n'aura à considérer dans ce Cours que des fonctions (continues) admettant des dérivées.
II. - INFINIMENT PETITS
i3. Un infiniment petit est une quantité variable qui a pour limite zéro, c'est-à-dire qui prend successivement une série de valeurs tendant vers zéro. Une quantité y7j:e, si petite qu'on la suppose, ne peut donc être un infiniment petit.
Un infiniment petit ne figure jamais seul dans un calcul, car à la limite il faudrait le remplacer par zéro, et il eût été inutile de Fintroduire au début; on introduit simultanément plusieurs infiniment petits, de manière que, dans les équations obtenues, chaque terme ait un infiniment petit en facteur.
Si X est un infiniment petit et si une fonction f{x) tend vers zéro quand x tend vers zéro d'une manière quelconque, on dit que y(x) est infiniment petit avec x. Ce nouvel infiniment petit est fonction du premier, x^ lequel est dit infiniment petit principal.
On dit que l'infiniment petit /(j?) est d'ordre m par rapport
à x lorsque le rapport '^ ^ tend vers une limite finie et non nulle pour a: = o; m est essentiellement une quantité positive.
14. Exemples d'infiniment petits. — La fonction sino: est infiniment petite du premier ordre avec x\ la fonction sinx — x est
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infiniment petite du Iroisiùme ordre, car on sait que
sina: — 57 — -\-. . . .
I.a fonction i - (toujours pour x
- cosx est infiniment petite du second ordre
-- o), car
COSX = 1 -i ; -- . .
■Jl '?A
De là résulte cette conséquence géométrique : si un triangle rectangle a un angle Xs infiniment petit, la diflférence des deux côtés qui comprennent cet angle est infiniment petite du second ordre par rapport à x {fig- 2), car
OB — OA =--OB(i — cosa;)-rrOB^/^i_ — -f-...y
On dit aussi que les deux côtés considérés sont égaux au second ordre près.
Fig. 1.
Il existe des infiniment petits qui ne sont d^aucun ordre; ainsi :r logx tend vers zéro avec x; mais, quel que soit le nombre po-
or loi? oc sitif /n, - — ^ n'a pas de limite finie et non nulle pour jr = o; car
si /;/ est supérieur ou égal à i, l'expression devient infinie; si m est inférieur à i, elle devient nulle. L'infiniment petit :rlogj: n'a donc pas d'ordre par rapport à x.
On donnera, dans la suite du Cours, de nombreux exemples d^infinimcnt petits empruntés à la Géométrie.
15. Valeur principale. — D'après la définition, un infiniment petit r, d'ordre m par rapport à .r, satisfait à la relation
Â étant une quantité finie et non nulle, et s tendant vers zéro
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avec X, On en tire
y — Aar"»-h sa:'".
Le terme Ax'^ se nomme la valeur principale de Pinfiniment petit y. Soit de même Ba:" la valeur principale de Tinfiniment
petit e; on a
y = Aa:"*-+- B^r'^-^-^H- eia7'«+'«,
El étant inGniment petit. On peut continuer ce calcul, et mettre ainsi ^ sous forme d'une somme de 2, 3, 4y • • • termes infîniment petits, dont chacun est d'ordre supérieur aux précédents.
16. Corollaires. — La valeur principale de la somme d'un nombre fîni de termes est la même que celle de la somme des valeurs principales des termes.
Par exemple, la valeur principale de sin j; -j- tangx -{- x^^ pour x infiniment petit, est la même que celle de x-^x-^-x^^ c'està-dire IX,
Il y a cependant un cas d^ exception : c'est celui où les termes d'ordre le moins élevé se détruisent, comme dans sinar — x-^-x^. La valeur principale n'est alors pas la même que celle de X — x-\-x^j qui serait x^ ; pour l'obtenir, il faut pousser le développement de sinx jusqu'au second terme, ce qui donne pour la
valeur principale
Dans les applications, un peu d'attention suffit pour éviter toute erreur : on est en effet prévenu du cas d'exception par ce fait que l'on obtient pour la valeur principale cherchée, en appliquant la règle générale, un infiniment petit d'ordre supérieur à l'ordre prévu.
La valeur principale du produit d'un nombre fini de termes est le produit des valeurs principales des termes, sans cas d'exception.
Ainsi la valeurprincipale, pour :r infiniment petit, Aex'^sinxcosx est x'.
Par extension, si une fonction /(x), de l'infiniment petit x, lend vers A pour x = o, A étant une constante non nulle, on dira que A est la valeur principale de f{x) pour :c = o. C'est ainsi que, dans l'exemple précédent, la valeur principale du facteur cos:r a été prise égale à i.
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17. L'inverse d'un infiniment petit est une quantité dont la valeur absolue croît au delà de toute limite, c'est-à-dire un infiniment grand. On dit qu'un infiniment grand F(j:) est d'ordre m
par rapport à x quand ^y^ est un infiniment petit d'ordre m ; on a ainsi
-„ — = A x^ -T- ear"* ;
d'où
et V— j;^ sera la valeur principale de ['infiniment grand F(j:).
18. Soient deux infiniment petits y et z^ fonctions d'un même infiniment petit principal x^ et d'ordres m et /i :
i" Si y et z sont du même ordre (m = n)^ la limite du quotient — 9 quand x tend vers zéro, est le quotient des valeurs
principales de y et de z;
2" Si y est d'ordre supérieur à z(m,.. > n), ^ est un infini-
ment petit dont la valeur principale est le quotient des valeurs principales de y et de z]
."5" Si y est d'ordre inférieur à z{m <i /^), - est un infiniment grand dont la valeur principale est encore te quotient des valeurs principales dey et de z.
Ces propositions résultent des définitions
d'où
y A-f-£ A r Be — Aê' I
au dernier membre, tt a:'""" est le quotient des valeurs principales
Ax"* et Bjc", de y et de 3, et la quantité entre crochets tend vers 1 pour a; = o, ce qui démontre les trois cas du théorème.
III. - DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE
19. Formule des accroissements finis. — On établit, dans le Cours de Mathématiques spéciales, Timportantc proposition suivante :
Si/(x) désigne une /onction continue entre x = a et x = b^
admettant dans cet inteiwalle une dérivée Jînie et déterminée,
f {x)y on a
f{x -^ h)-f{X)= h f'ix -^^h),
pour toutes les valeurs de x -h h et de x comprises entre a et i, en désignant par 6 une quantité comprise entre i) et i.
On en déduit, en particulier, (|u'unc fonction, continue enlre a et 6, dont la dérivée est nulle dans cet intervalle, est une constante dans le même intervalle.
20. Différentielle première. — Soit y une fonction de x^ j^=y(j:); désignons par A^ son accroissement pour Faccroissement infiniment petit h de x.
Si f{x) admet une dérivée pour la valeur x de la variable on a
limite (pour h = o) de-*— =/'{x)^
c'est-à-dire que ly est, par rapport à A, un infiniment petit du premier ordre, dont la valeur principale est h /'(x). On désigne cette valeur principale par dy, et on l'appelle différentielle ou différentielle première de la fonction j'. Ainsi, par définition,
dy^hf\x),
et dy est la valeur principale de raccroissement de y^ quand x
éprouve l'accroissement /i.
Appliquons cette formule à la fonction j)' = j:; il vient,
puisque f\x) = i ,
dx = /*,
c'est-à-dire que la différentielle de la variable indépendante est égale à son accroissement,
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On en déduit
c'est-à-dire que la différentielle df une fonction de x est le prodiiit de la dérivée par l^ accroissement infiniment petit dx de la variable.
D'a])rès cela ^y eldx sont des infiniment petits du même ordre, sauf pour les valeurs particulières de x qui rendent y*' (j:') nul ou infini. Par exemple, dans une courbe en coordonnées polaires p = /*((o), Ap et diù sont des infiniment petits du même ordre, sauf en certains points spéciaux de la courbe.
21. Corollaire. — Deux fonctions d'une même variable dont les difTérenlielles sont identiques ne difTèrent que d'une constante : car cela revient à dire qu'elles ont même dérivée, et leur difl'érence, ayant une dérivée nulle, est dès lors une constante (n" 19).
22. Remarque. — Il résulte de là que, pour déterminer la dérivée d'une fonction inconnue, définie par des propriétés géométriques ou physiques, on n'aura qu'à chercher la valeur principale de l'accroissement, en néglij^eant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier. Celte valeur principale sera le produit de dx par la dérivée ; on connaîtra ainsi la dérivée, d'où l'on remontera à la fonction.
C'est là im des principes fondamentaux du Calcul infinitésimal ; il est d'ailleurs indépendant de la notation difTérenlielle, et traduit la définition même de la dérivée.
Nous aurons souvent à l'a[)pliqucr dans ce Cours; un exemple connu en l^hysique est l'évaluation des hauteurs par le baromètre.
Soient/? la pression atmosphérique à la hauteur 5, 8 la densité de l'air à cette hauteur. Si l'on s'élève de dz^ la diminution de pression sur l'unité de surface est le poids du prisme gazeux de base I et de hauteur dz.
Or si S — £ est la densité du gaz à la hauteur 2 -h rfs, il esl clair que le poids considéré esl compris entre (3 — t) dz et ^ dz \ mais e, • s'annulanl avec dz, est un infiniment petit, de sorte que e dz est d'ordre supérieur au premier par rapport à dz. La
CHAPITRE I. — généralités; différentielles
valeur principale dp de raccroissement de pression est donc
— dp = 0 dz.
D'ailleurs 5 est, comme on sait, proportionnel à/?, 8 = /r/?, et il vient
Les deux fonctions Log/; et — kz ayant des différentielles identiques, on en conclut (n° 21)
Log/> = — kz -h consl.,
on, sous une autre forme,
p irz Ce-*-,
C étant une constante. C'est la loi de Laplace.
"ifi. Exemples de calcul de différentielles. — Soient iiy v^ iv des fonctions de la variable x; toute fonction, ^{u, r, tr), de //, c, iv, est dite fonction composée de x. En vertu d'une règle de dérivation connue, la dérivée de 'f)(w, ç, w) étant
la différentielle sera le produit de cette expression par dx; c'està-dire, en observant que ii'^dx =^ du^
< I ) d^{u,v,^v)=o',^du-^ cpj, dv M- o,V dw,
formule importante, où '^)^, 0',., cp^, sont les dérivées partielles de o par rapport à m, r, (v; c'esl-à-dire que 'f^est la dérivée de ^ quand on regarde u comme variable indépendante, et c, w comme constants.
On en déduit les corollaires suivants :
Différentielle d'une somme :
d {u -^ V ->r , . .) = du -\- dç -\- . , .\
Différentielle d'un produit :
,/ X 7 j j ( du dv div\
d( uvw ) = vw du -+- uw dv H- uv dw = uvw ( 1 1 • I ;
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Dlfférenlielie d'un quotient :
du dv i' du — u dv
Diflereuliclle d'une puissance :
d{un^)= mu"^-^du;
Différentielles diverses :
d{s\nu) = cosa du^ d{cosu)= — s'inu du,
^(tan"rw)= t— du =(i -+- lang^tt) du,
, du
ti arc sin u =
darclanç'u = -y
d(e'*)= e*^ du, É^(Loga)= ~,
le Log étant népérien.
24. Remarque I. — La relation dy=^f'[x)dx montre que la dérivée/' (r), ou^^, dey par rapportât, est le quotient des différentielles dy et dx^ dy étant la différentielle de j^ qui correspond à raccroissement dx :
^'''' dx
Soient de même u une autre fonction de x, du sa différentielle correspondant aw même accroissement dx que ci-dessus; on a
du
d'où
"-=Tx'
, > _dy
Or, d'après la théorie des dérivées, si l'on regarde j/' comme fonc-
lion de w, y^ : lîj, est la dérivée de y par rapport à u\ on peut
donc écrire :
dy yu=2û ®" dy=y^du.
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Par suite, si l'on désigne par dy et du les dinerenlielles de y et de it pour un même accroissement de la variable indépendante x dont dépendent ces deux fonctions : i® la dérivée dey par rapport
à // est ésrale à -.— ; 2'* si Ton donne à u l'accroissement du, la dif- ^ du '
férentielle correspondante dey, considérée comme fonction de Uy est la même que celle qui répondait à l'accroissement dx, pour y considérée comme fonction de x.
C'est là une double propriété importante des difTérentielles premières, et que l'on ne retrouve plus dans les différentielles d'ordre supérieur.
2o. Remarque II. — Géométriquement, on sait que f\jo) est le coefficient angulaire de la tangente MT, menée à la courbe y =/(^x) au point M d'abscisse x.
Si donc on mène la parallèle à Oy d'abscisse x 4- dx, le triangle rectangle TMP {Jig'' 3) donne
TP = IMP tangîvi = dx/'(x).
Donc dy= TP; c'est-à-dire que dy est rigout^eusement égal à
Fig. 3.
Taccroissement de l'ordonnée quand on passe du point d'abscisse .r, sur la courbe, au point d'abscisse x -{- dx sur la tangente à la courbe au point x.
On peut observer que, (juand on passe de x k x -\- rf.r, l'accroissement A/ de l'ordonnée est NP : comme ^/r = TP est la valeur principale de Ajk, la différence dy — Ar, c'est-à-dire TN, est un infiniment petit d'ordre supérieur à dy, c'est-à-dire à dx.
En d'autres termes : la portion d'ordonnée comprise entre une
courbe et une tangente est un infiniment petit d'ordre supérieur au premier, par rapport à la distance du point de contact à Tordonnée. considérée.
On retrouvera et Ton étendra ce résultat dans la théorie générale du contact des courbes.
26. Différentielle seconde. — Soient x et Xi deux valeurs de la variable indépendante; comparons les différentielles d'une même fonction ^ = /*(x), pour ces deux valeurs :
Comme dy et dy^ dépendent de dx et de dx\^ qui sont deux infiniment petits indépendants l'un de l'autre, on ne peut les comparer qu'en établissant une liaison entre dx et dx^ : il est naturel de supposer dxs = dx^ c'est-à-dire d'admettre que les deux accroissements de x sont les mêmes.
Dans cette hypothèse, formons la différence çly^ — dy :
dy,-dy=\f'{x,)-f'{x)]dx.
Supposons maintenant que x^ tende vers Ji", en faisant Xx^=x-\-Zx\ on aura, d'après le théorème des accroissements finis, et en désignant par /*''(:r) la dérivée de /*'(jr) :
dyx — dy = f {x -\- ^Zx) dx oj*,
et, à la limite, en faisant tendre ùx vers zéro.
Valeur principale de (^v'i — dy) = fix) dxZx.
Le premier membre est donc un infiniment petit, dépendant du produit de deux infiniment petits, dx et oj:, qui, d'après la manière même dont on les a introduits et définis, sont arbitraires et n'ont entre eux aucune liaison : nous les supposerons égaux (bien que cette hypothèse ne soit pas indispensable) afin de simplifier l'écriture; il vient ainsi
Valeur principale de {dyx — dy)— f" (x) dx^.
Le premier membre, valeur principale de la difl'érence des différentielles dy^ et dy^ qui correspondent respectivement aux valeurs X + dx et X de la variable et au même accroissement rfx, se
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nomme différentielle seconde de la fonction y^ et se désigne par d'j'. Ainsi
(2) d'^ y = f {X) dx\
On voit que l'on obtient d-y en diflcrentiant l'expression f'{x') dx^ de dy^ et en traitant dans ce calcul Je facteur dx comme une constante : c'est ce qui fait dire que d-y est la diflerentielle de dyj lorsqu'on suppose raccroissement dx indépendant de x^ mais cette manière de voir ne saurait, sans obscurité, être présentée comme la définition de la différentielle seconde.
27. Géométriquement notre définition de la différentielle seconde s'interprète ainsi.
Considérons toujours la courbe y z:^ f(^x) et menons les ordonnées qui correspondent aux abscisses a:, Xx^^ x -{- dx^ et
Fig. 4.
X| -H dx = :r -H idx] on a sur la figure, en traçant les tangentes en M et M, {fig* 4)^
dy = T\\ dy,^-'ï,P,:
par suite
dy,-dy=-.T,\\-l\\
et la différentielle seconde est, par définition, la valeur principale de T| P| — TP, dx étant l'infiniment petit principal.
28. Différentielle seconde d'une fonction composée. — Soit y = ^(^u^ ^, (v); w, (>, (V étant des fonctions de:r : on sait (n°23) que
(3) dy = \du-^lidv-¥-C dw,
A, B, C étant les trois dérivées partielles de (p. Proposons-nous de
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calculer d'^y. On peut écrire
dy =( S.u' -^l^v -^ Ç.w')dx,
u' ^ i'', ... étant les dérivées de w, r, ... par rapport k x\ et par suite, d'après la relation de définition (2),
d^y = ( \ a' H- B p' H- C w')'^ dx^ = ( Ku' -\- k' u' -^. . ,)dx^'.
Or, en vertu des relations u^ dx::=du^ h! dx^=dS.^ u" dx'^=d'^Uy on peut écrire
( 4 ) d^y z=z P^d'^u-^dkdu'^Bd^v-\- dBdv-^Cd^w-^dCdw,
ce qui montre que d'-y s'obtient en diflerentiant selon les règles ordinaires Texpression (3) de dy^ et en écrivant d'^u^ d^^v, d^w^ pour les différentielles de du, dv, div,
29. Remarques. — 1" La différentielle seconde de la variable indépendante x est nulle, car la dérivée seconde de la fonctions est égale à zéro. Ainsi d'-x = o\
:i° En vertu de (2), la dérivée seconde, y, de y par rapport
d* V à x^ est le quotient de d'^y par dx^^ et s'écrira ;y-V
3** Soient r et u deux fonctions de x\ dy et du leurs différentielles pour le même accroissement dx] on a vu (n"24) que dy est encore la différentielle de y quand it est pris pour variable indépendante à la place de :r, et subit l'accroissement du.
Au ccmtraire la différentielle seconde d'^y ne reste pas la même quand on change la variable indépendante : cela tient à ce que Ton a fait sur cette variable (n°26) l'hypothèse dx^-=zdx^ qui n'entraîne pas dus = du. On devrait donc, pour préciser, écrire dl.y ou dly,en mettant en évidence la variable indépendante.
On peut se rendre compte autrement de ce fait.
Soit
u étant fonction de x. On en tire
dy = o'{ii)du\
différentions encore les deux membres en prenant x pour va-
CUÂPITRE I. — généralités; différentielles. 25
viable indépendante; il vient, suivant Ja règle du n° 28,
d)cy = ^''{u)du^-^^'(u)dlu.
D'ailleurs
o''{u)du^r=clly,
en vertu de (2); par suite
ce qui montre bien la non-identité des deux différentielles secondes Ae y.
30. Différentielles d'ordre supérieur. — En raisonnant sur la différentielle seconde comme on Ta fait sur la différentielle première, et en désignant par f'"{x) la dérivée troisième de f{x)^ on définit de même la différentielle troisième :
et en général
dny z=z/"(x) dx",
d'où
f"{x) étant la dérivée d'ordre n de /(x).
Dans le cas d'une fonction composée, on calcule d^y en différentiant l'expression (4) de d-y^ et en écrivant d^ u, d^v, ... pour les différentielles de d'^ w, rf- i>, ....
Ainsi, si
on aura
dy = o'(u)du; d^y — r^" (u) du^-^ o'(u)d^u\ d'^y = o'" ( Il ) du^ -+- 3 .5* ( H ) du diu-^^'(u) d^ u ;
DE PLUSIEURS VARIABLES
31. Soit 5 =/(Xyy) une fonction de deux variables indépendantes; on désigne par /^ sa dérivée partielle par rapport à x,
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c'esl-à-dire la dérivée de f{x^ y) lorsque x est regardé comme variable indépendante^ et y comme constant. On définit de même/'. La dérivée partielle de/j. par rapport à x s'écrit/*,; sa dérivée partielle par rapport ày,/J^.; et Ton définit de même fy^.
32. Théorème. — On peut intervertir arbitrairement l'ordre des dérivations.
Montrons d'abord que f'jcy^=^fyx\ ^^ ^ ^^^ effet, établissons que chacun des deux membres est la limite de l'expression
lorsque h et /{ tendent vers zéro d'une manière quelconque.
l'osons
l'expression (5) s'écrit
ou, en vertu de la formule des accroissements finis, c'est-à-dire
Appliquons encore la même formule; cette expression s'écrit
et sa limite, pour h et k nuls, est bien f'^ à condition toutefois que /j.^ soit continue au point ^,7^ On établirait de même que (5) a pour limite /Jj,, en posant {p, =/(.r + //,r) — /{-^^y)' Donc
xy Jyx'
Remarque» — Cette démonstration suppose que l'on peut appliquer aux fonctions o et cpi, /[. et /^ la formule des accroissements finis : il faut donc que /, /^., f' soient des fonctions con-
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linues aux environs du point x^ y et que f'.^ f'y^. soient finies et déterminées en ce point. De plus, comme on Ta dit explicitement, il faut aussi que f'^y. el/^^. soient continues au même point.
Généralisation, — Si Ton a plus de deux indices de dérivalion, on peut intervertir deux indices consécutifs. Ainsi je dis que
( ^ ) fxyx xy = Jxxy xy
Car d'après le théorème ci-dessus
(7) Jxyx — J xxyi
puisque les deux membres, en posant /j.= di, sont ^yx ^^ 4'1>- Dérivant maintenant les deux membres de l'identité (7) par rapport à or, puis par rapport à j^, on obtient bien la formule (6).
Il en résulte que Ton peut intervertir arbitrairement l'ordre des indices de dérivation, car on pourra toujours passer d'un ordre à un autre par une série de permutations effectuées entre deux indices consécutifs.
Le théorème s'étend de lui-même aux fonctions de 3, 4? • • • variables indépendantes.
33. Différentielle première totale. — Dans la fonction 5=y(j?,j^), donnons à^ et jk» variables indépendantes, des accroissements h et k\ raccroissemcnl As, de 5, peut s'écrire
et, par la formule des accroissements finis,
\z = hf'^{x H- OA, y -h k)-^ A/;{x, y -+- O'A).
Siy^, ety' sont continues pour les valeurs x, y des variables, on a
e et s' étant infiniment petits en même temps que h et A'; il vient
alors
\z = hJ'j.-\- kfy->r th-\- z' k.
Les deux derniers termes sont d'ordre infinitésimal supérieur,
l'un à hf'j.^ l'aulre à kf'^ c'est-à-dire que les deux premiers termes donnent la valeur principale de A5 (*). Ces deux termes forment ce qu'on nomme la différentielle première totale de c, pour les valeurs j?, y et les accroissements li et k des variables; on la désigne par rfs, de sorte que
En particulier si 5 = jr, on a
ou
dx = A,
et de môme
dv = A\
c'est-à-dire que les différentielles des variables indépendantes sont égales à leurs accroissements 5 on peut alors écrire dz :
(8) dz=f'^dx-^f;.dy.
3i. Notations diverses. — Les dérivées partielles de z z= f(^x^y)
s écrivent
fx <?l /vi O" -!c> -V (LagRANGE),
ùf Of Oz Oz , , .
-•- cl -— » ou -— , -- (Jacori). Ox Oy Ox Oy
De même les trois dérivées secondes de z seront désignées par
/Sj.î, Zf-y^ '**>' ( LAGRANGE ) j
(') Si dans Tcxprossion d'une somme infiniment petite Iz qui dépend de deux ou plusieurs infiniment petits/*, A% ... indépendants entre eux, on supprime tout terme (|iii est eertainemenl d'un ordre infinitésimal supérieur à un autre, l'expression restante est ce que Ton peut appeler valeur principale de Aj. Par exemple, pour les infiniment petits
5 /i 4- a A 2 4- 3 hk + i k\ 4 /i^ -h 3 hk + 2 hk\ hk -+- fi li" k H- 8 k\
les valeurs principales sont respectivement
5 A 4- 2 k\ 4 li^ -h 3 hk, hk h- 8 k\
<ar, dans la première expression, Zhk est d'ordre supérieur à 5/t, et 4^'' d'ordre supérieur à 2A-; dans la seconde 2/tA-' est d'ordre supérieur à 3/iAr; dans la troisième G/i^Ar est d'ordre supérieur à hk.
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OU
dx^ ' dx dy^ dy^
En général, la dérivée de z^ prise m fois par rapport k x ci n fois par rapport à y, s'écrira
dx"^ dy"^ '
On aura toujours soin, quand il s'agira de dérivées partielles, de prendre la lettre ây en réservant le d pour les différentielles totales; on écrira donc
(q) dz = - dx -\- -— dy.
*' ôx dy -^
Pour une fonction, y =y(x), d'une seule variable, la dérivée s'écrira -j-, parce qu'elle est le quotient de deux différentielles
totales; mais pour la fonction z =/(^x^y)y la dérivée par rapport
dz k X ne saurait s'écrire ~ » parce qu'elle n'est pas le quotient de
la différentielle totale (8) par dx; de là l'utilité, pour éviter toute
Oz confusion, de la représenter par — ^.
(JX
Différentielle totale d'une fonction composée. — Soit
une fonction de w, v^ w, qui sont eux-mêmes fonctions des variables indépendantes or, y. On aura, par la formule de définilion (9) :
dz = -r^ dx -h — ^ dy, dx c[/
et, par la théorie des dérivées :
dz dqp du do dv do div dx du dx di> dx dw dx
dz d^ du
dy du dy '
d'où
, ào /du , du , \ dv / dv . àv , \
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c'est-à-dire
dz = -- du -{- -^ dv ->r —^ dw ; ou ov ow
formule fondanienlale dans laquelle les variables indépendantes et leurs diflTérentielles ne figurent pas explicitement : c^est la même formule que dans le cas d*une seule variable indépendante [(équation (i), n" ^3].
On en déduit, comme au n" 23, quelles que soient les variables indépendantes et quel que soit leur nombre :
d(u -h V -h . . .) = du -h dv -}- , . . : d{uv) —v du -^ u dv;
d( uviv) — vw du -+- uw dv H- uv dw — us?w I 1 h - — ) ;
\ u V iV /
H dv — (' du
Ci) -^
ir-
d{u"') = /nu'"-^du.
du
d\oçru :
Corollaire. — Si des fonctions u, c, (v d'un nombre quelconque de variables indépendantes sont liées par la relation
quelles que soient les valeurs de ces variables, on en déduira, puisque la différentielle du premier membre est évidemment nulle,
t)'i , 0':> , do ,
o = — i- du -î di^ -\ dw,
Ou Ov Ow
quelles que soient les variables indépendantes et quel que soit leur nombre.
36, Dérivée logarithmique. — Si la relation © = o peut se mettre sous la forme
= aTi\
U, V, w, T étant fonctions des variables indépendantes et a une constante, on pourra, avant de différentier les deux membres, égaler leurs logarithmes népériens et différentier ensuite, ce qui donne
m logU H- n logV — q logW =/? logT H- loga,
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puis
37. Remarque. — Soit z = '^{u, v), ii et v étant eux-mêmes des fonctions de a: et y^ on a Irouvé pour dz (n^ 33), en regardant j: et j^ comme les variables indépendantes,
, âo , do .
dz = -:r- au -^ av.
au Ov
Or c'est précisément le résultat qu'on aurait obtenu de suite on cherchant la valeur de dz dans l'hypothèse où les variables indépendantes seraient u et v.
Par suite, la différentielle totale de z garde la même valeur quand on change de variables indépendantes, pourvu, bien entendu, que les valeurs principales des accroissements des variables anciennes et nouvelles soient correspondantes, c'eslà-dit-e liées par
, t)u , <)u , , âv . f)v .
au = — ax -\ ay, dv = -— dx -f- -— dv.
< ôx Oy -^ dx ôy *^
38, Théorème. — Si Von a obtenu, d'une manière quelconque y Vexpressionde ladifférentielle totale d^ une fonction z^ de deux variables indépendantes x et y^ sous la forme
dz = ^{x,y)dx-\-(i{x,y)dy,
on a nécessairement
ox oy
En effet, d'après l'expression (9) de dz^ on a
dz = - - dx H — '*- dy zJ Pdx -h Q dy. dx Oy ^ ^ -^
Cette égalité doit avoir lieu entre les deux derniers membres pour tous les systèmes de valeurs infiniment petites de dx et dy; car, d'après l'hypothèse, x et y, et par suite leurs accroissements, sont indépendants l'un de l'autre. En particulier, faisant dy z= o
et divisant par dx, il reste —^ = P, de même -7- = Q- *^ dx ^ dy ^
39. Théorème. — Si deux fonctions z et u de deux {ou plusieurs) mêmes variables indépendantes ont même différentielle totale, elles ne diffèrent que d^ une constante.
Car la relation
dz = du
ou
()z , dz . Ou , du ,
-— dx -\- - dy = — dx -{- —- dy ôx Oy '^ Ox dy
enlraÎDe
ôz _ du dz du
dx dx dy dy
La première équation exprime que la dérivée par rapport à x de la fonction z — u est nulle; cette fonction est donc une constante par rapport à x; de même, en vertu de la seconde équation, c'est une constante par rapport à y] c'est donc une constante absolue. c. q. f. d.
40. Utilité des différentielles totales. — Supposons qu'on ait un système de m équations entre m -\- n quantités, qui ne sont d'ailleurs liées par aucune autre relation; par exemple m =-. 3,
(lo) j z(a^,r,-, /, in = 0,
Gomme il y a cinq quantités et trois équations, deux de ces quantités, x et y^ par exemple, pourront être regardées comme variables indépendantes; les trois autres seront des fonctions de celles-là.
Dérivons nos équations, comme on a toujours le droit de le faire, /?ar rapport aux variables indépendantes x ety^ il vient :
d^ dz d'o dl d^ du
dz dx dt dx du dx '
(il) \ do do dz
dz dy
soit en tout six équations où figurent les six dérivées par-
... dz dz dt dt du du dx dy' dx dy' dx dy
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Le système (ii) peut être remplacé, si l'on emploie les dilTérentielles totales, par un système équivalent formé de trois équations seulement; et, en outre, avec le double et important avantage qu^on n^est pas obligé de choisir, dès le début, les variables indépendantes, ni de sHriquiéter de leur nombre,
Différentions, en effet, les équations (lo); il est inutile, pour cela, de fixer les variables indépendantes, puisque le résultat de la différentiation garde toujours la même forme (n°35). On a ainsi :
do . ù<ù , fH j do j^ do j
—■ dx -k- -~~ dy -\- -~ dz -\- -r^ dt -^ -^ du = o,
f)x ôy -^ Os ôt du
^12) { '--J^dx-^ = o,
-^dx -h = 0.
dx
Le système (12) est d'ailleurs équivalent au système (11) : Supposons, en effet, que les variables indépendantes soient a: cl y et faisons dy = o dans la première équation (12) : dzy dt, du sont alors les valeurs principales des accroissements de z^ l, u quand x augmente de rfx, y restant constant; leurs quotients par dx sont donc les dérivées de z, /, u par rapport à x. L'équation considérée devient ainsi, après division par dx,
do do dz do dt do du
dx dz Ox dt dx du dx *
c'est-à-dire la première des équations (1 1). De même, en faisant, dans la première équation (12), dx = o, on trouverait la seconde équation (i i), et ainsi de suite. Le système (i 2) contient donc le système (11). Il est clair, inversement, que de (11) on peut déduire (12); par exemple en multipliant la première équation (i i) par dx, la seconde par dy^ et ajoutant, on trouve la première relation (12).
D'ailleurs le système (i'a) est généralement plus utile que le système (11), principalement en Géométrie, en Physique et en Mécanique où l'on a surtout besoin des relations qui lient les différentielle (ou les accroissements) des quantités variables considérées dans un problème.
41. Différentielle seconde. — Comparons les différentielles dz H. 3
et dz^ d'une fonction z = /(^^y)^ pour deux systèmes de valeurs x^y et Xi^yt des variables :
Pour que la comparaison ait un sens, il faut que les infiniment petits dxi et û(^i, qui sont arbitraires, soient liés à dx et dy; on fera les hypothèses
dxi = dxy dyi = dy.
Il vient alors
(i3) dZi-dz = [fj,{x,,y^)-f'Aor,y)]dx-^[fy{x,,x,)-f'y{.v,y)\dy.
Faisons tendre Xi ety\ vers x et y, en posant
xi = x-^Zx, yi=y-i-oyy
et cherchons la valeur principale du second membre. La valeur principale de /;( j:,,j^, )—/;.( :r, jk) est (n° 33)
ox/^^Xy y)-h ùy/;^y{Xy y)\ celle dc/^.{xi, yt) — /y{^^y) est de même
<^^/yx -^ <^y/yr ;
il vient ainsi, pour la valeur principale de (dzt — dz)j Texpression
/;, dx ^x -4-/;^ {dxoy-i- dy ox ) -+-/;, dy oi'.
On supposera maintenant (hypothèses non indispensables) que
ox = dXy oy = dy,
et Ton désignera par d^ z {différentielle seconde) l'expression précédente, c'est-à-dire la valeur principale de la quantité dz^ — dz, en représentant par dz la différentielle totale qui correspond aux valeurs x, y^ et aux accroissements dx^ dy^ des variables, et par dzy la différentielle qui correspond aux valeurs x -\- dx, y -{- dy^ et aux accroissements dx^ dy, des variables. Ainsi
d^ z = /;, dx^ -+- 2/;,. dx dy -+- /;, dy^ ;
ce que l'on écrit aussi, suivant les notations de Jacobi,
(i4 ) d^z = — - dx^ -+- 2 ^ — — dx dy -t- -— - dy^.
^ âx* dx Oy "^ ày^ "^
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On voit qu'on obtient l'expression (i4) de d- z en différenliant le second membre de la relation
. dz , ôz ,
ôx Oy ^ '
et en traitant, dans ce calcul, les facteurs clx^ dy comme des constantes.
En effet, d'après le n" 33,
\0x] OOL
,(àz\ inz , ô^z ,
^ . dx ^ -r^- dy, Oxi ôx Oy '^
et Ton a bien
rf..=4g)^.-...(|)^^.
C'est ce que l'on résume en disant que d- z est la différentielle de dz^ lorsque l'on suppose les accroissements dw^ dy indépendants de X eiy.
D'après la définition, à cause des hypothèses dxx^= dx^ dyx = dy^ d^z n'est déterminé que si l'on fixe les variables indépendantes dont dépend z\ on devrait donc écrire rfj...5, pour préciser (voir plus bas, n° i3, Remarque i°).
Remarque. — Les différentielles secondes des variables indépendantes sont nulles; car, si :; = j*, on a,
c^i z f)« z âU
-- - = o, ~ — - =0 et — - = o,
OX* Ox Oy Oy*
d'où, par (i4)î d'-x = o,
i!2. Différentielle seconde d'une fonction composée. — Soit
une fonction des quantités w, v, (v, qui sont elles-mêmes fonctions des variables indépendantes x, y. On a (n" 3o)
dz = X du -{- B dç -+- C dwj en désignant par A, B, G les dérivées t"» t"' ^'
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On peut écrire
\0x oy " I \0x Oy ^ ) \àx Oy " ,
On a ainsi rais dz sous la forme V dx -^^ Ç^dy] pour obtenir d^yZ, il faut, d'après la règle du numéro précédent, diflerentier le second membre, en traitant dans le calcul dx et dy comme des constantes. Il vient ainsi
dl, z —• d\ { -— dx -\- V- dy] -\- dïi { —- dx -\ dy\-^. . .
\ ()x ây - / \ dx Oy * /
— A ( -— - (ix^ -^ 'i dx dy -+- -— - dy^ -i- . . . ,
^ tix^ OxOy ^ f)y^ -^ /
c'est-à-dire
( 1 5 ) d%y z = d\du-\-\ d^y u h- r/B dv -+- H d^y v -\- dC dw h- C d*j,y w .
En d'autres termes, d'^ z s'obtient en différentiant l'expression Kdu -f- B dv -f- C dz^ de dz^ et en écrivant rf^//, d'-v^ d'-iv pour les différentielles de du^ dv^ div : c^est la même règle que poulies fonctions composées d^ une seule variable.
Cette régie comprend, comme cas particulier, celle du n" il pour le calcul de d- z^ lorsque z est une fonction donnée de x et )•, et d'après laquelle on doit différentier dz en regardant dx et dy comme des constantes, c'est-à-dire en écrivant o au lieu de d'-x eid'^y : ord-xet ^/-r sont effectivement nuls (Remarque du n"41).
On peut donner une autre forme à la formule (i5). On a
Ou Ov 0{\>
d\ = — - du -h - — — dv H aw,
Ou^ Ou Ov Ou Ow
ce qui donne, dans (iv5)
d^ z - — - du*- -i- — ^ dç^ -i- — ^ div^ Ou- w* Ow*
(ib) < -h i du dv -f- 1 du dw
' Ou Ov Ou Ow
dv dw -t- -— a*a-4--T-a2p-+- -7— a* cp,
0\' ow Ou Ov Ow
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formule où les variables indépendantes ne figurent pas explicite-
ment.
43. Remarques. — i** Lorsqu'aux variables indépendantes, x eiy^ on substitue d'autres variables, u et r, d^ z change de valeur; car si l'on part de l'équation
. àz , dz .
dz = -— au ■+- ,— cfç, du oç
et si l'on diflerentie les deux membres en prenant x ely comme variables indépendantes, il vient en appliquant la règle du n" 42 :
rf » 5 = r-- du^ -+- 9. 3 — r- du di> -i- - - dv^ -h -- d^ yU-\ «Iv t'.
^^ du* âuàv ôv* du •^'' Ov -^^
On peut écrire
Ou -"^ ds^
diyz = d},^z -+- £ dly u-^£ d%, V,
et Ton voit bien que d'^yZ et dj^^,z ne sont pas idenïiques.
Mais il importe de remarquer que si z est une fonction composée z=/{u^ (^, (v), la différentielle seconde, d'-z^ donnée par (16), garde la même /orme quelles que soient les variables indépendantes : cela tient à ce que ces variables ne figurent pas explicitement dans le second membre de. (16). Il en résulte ce grand avantage de la notation différentielle que si l'on a une équation
entre des fonctions a, ç, iv des variables indépendantes, on pourra écrire, en différentiant deux fois,
o = — ■- du* H '- dv* -h -— • div-
Ou^ dv* div*
(lu bis) > -h 2 V — '- du dv H- •;• -*— du dw
du dv du div
d*'^ . , ^>-c? , d'z, do ,.
-ha,- '— dv div H- --^ d- u -\ ^ rf' r H '- d- w,
* dv dw du dif dw
quelles que soient les variables indépendantes et quelque soit leur nombre. Si, dans la suite des calculs, on avait avantage à prendre w, par exemple, pour une des variables indépendantes, on n'aurait qu*à faire dans la formule d- u = o.
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L>xU*nsion des formules (i4)î (<6 ) el (i6 bis) à un nombre o îeVonquc de fondions composanles, z/, r, (v, ou de variables ïttJepenJanles, est immédiate.
j' I^ dérivée seconde partielle^ n'est pas le quotient de la
Jiirer^nlîeile seconde, d'-z, par le carré de dx] la formule
d^z— ^ d-r^ -+- 51 . — - fi^r dy -i dv-
Or* Or oy * oy^ -
le monlre immédiatement. Même observation pour j-^"-, --^, et
if» là encore l'utilité, pour éviter toute confusion, d'em[)lovor la loUre Jdans les dérivées partielles.
li. Différentielles d'ordre supérieur. — En raisonnant sur la
Jifférentielle seconde d'^z^ comme on Ta fait sut dz^ on définit la
lîiréi*enlielle troisième d^ z d'une fonction z^ de deux variables
indépendantes x et y : celle-ci s'obtient en diflerentianl Tex-
nrossion de rf^ V et en traitant, dans ce calcul, dx et dy comme
des constantes. Ainsi, de la relation
d^z = — "' t/.r' -+- 2 - — — dx dy -h — - dy-, 0.V' Oxoy '^ oy- *
on déduit
dl^.Z^d{%\\dx^^'ldi^'^-\dxdY-.di'^'^
Or
dx H- —— dy,
en désignant par — ~ la dérivée troisième de z par rapport à x,
par <- rr', 'î* dérivée troisième prise deux fois par ra[)[)ort à j:* et
une fois par rapport à y, ....
On en déduit
d^z = "^'i ^^3^. j _^l-_ ^rUfy 4- 3 - -"^ ; dxdv^'-\--- dy\
Ox^ Ox- oy Ox Oy- " Oy^ "^
On aurait de même d^ z, et ainsi de suite.
La loi de formation est évidente; les coefficients sont ceux du
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binôme, de sorle qu'en général
[ d"z r= dx" 4- n — - dx'^ -» dv
\ Ox'^ Ox"-^Oy
Pour établir celle formule, vérifiée pour n == 1 el /i = 2, montrons c|ue si elle esl vraie pour une valeur /?, elle esl vraie pour /i4-i. A cet elFet, différentions (17) en traitant, dans le calcul, selon la règle, dx et dy comme des constantes; il vient
/ ov ^ . fd'*^^z . d^-^^z , \ ,
(18) ^«-+-1;:= ( - — --dx-\- dY]dx'^-^-....
On voit que le coefficient du terme en —-^ — dxP^^ dy"~P
est la somme de deux coefficients consécutifs du second membre de (17), a savoir ceux des termes en et
OxP^^ ôy'*-t* - * dxi* Oy"^ -1* coefficients qui, dans la notation des combinaisons, se représentent par C^^* et C^. Or on a {Cours de Mathématiques spéciales)
ce qui démontre le théorème.
Il est clair que pour les variables indépendantes, en vertu de (17), d^x = d^y = rf* j: = . . . = d"x = d"y = o.
On écrit souvent la formule (17) sous la forme d'une puissance
symbolique
/Oz \ôx
, / oz , Oz , \n
d'^z = l -;- dx-{- ~dy j ,
en convenant de développer le second membre suivant la formule du binôme et de remplacer les expressions
De même, s'il y a plus de deux variables indépendantes, d"z sera donnée par la formule symbolique
. /àz , âz , dz . \«
a" z = ( - dx -\- .- dy -\' — dt -\- , , . ] . \dx dy -^ ôl I
45. Différentielles successives d'une fonction composée. — Les
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dilVérenlielles successives d'une fonction composée z =/(^u^v) s'obtiennent (n'*42) en diflerentiant une, deux, trois, . . . fois la
relation
, Oz âz ,
az = -T- au -i- -- d\>.
ou ôv
et en écrivant rf^w, c/'//, . . ., pour les différentielles successives de dii^ d^u, ... La démonstration est la même que celle donnée au n"* 42 pour d^z.
On obtiendra ainsi l'expression de d"z en fonction de
t/w, dvj d^Uj d*i\ ..., d"Uy d"Çj
toutes ces différentielles correspondant, bien entendu, au même choix des variables indépendantes.
46. Différentielles successives d'un produit. — En particulier, soit la fonction composée
z = uv,
on a
dz =■ u dv -^ i> du^
d^z = ud^i> -h '1 du dv H- c d^ w, et en général
d*z = ud'»v-\- ndud't-^v -h 'iL'LzJJ d^ud'^-'^v -\-. ...
les coefficients étant ceux du binôme. On établit cette formule par la méthode du n°44; elle est due à Leibniz.
47. Théorème. — Si l'on a obtenu d'une manière quelconque l^ expression de la différentielle seconde d'une fonction Zy de deux variables indépendantes x et y^ sous la forme
d*z = X da?^ -^- iB djc dy -h C dy^, on a nécessairement
A = -— - , B = — , ti = ,-- •
Ox^ ôx dy ôy^
Car les deux expressions Ag d'^ z :
—^ dx^ -h 1 - — ^ dx dy -+- -— ^ dy* Ox* Oxôy -^ Oy* -^
et
CHAPITRE I. — GENERALITES; DIFFERENTIELLES
A dx^ ->r i\i dx dy ->r C dy'*,
doivent être égales quels que soient x^ y^ dx et dy,
L'exlension à d^z^ rf*w, ..., et à un nombre quelconque de variables indépendantes, est immédiate.
48. Dans le cas particulier d'une fonction ^, de deux variables indépendantes x et ^, on fait souvent usage des notations suivantes, qu'il est utile de connaître. On pose
dz
0^ ~ P' ày = '^'
O^z _ àp
Ox^ dx '
à'Z dp i)q ôx ôy ôy ôx '
à'*'Z __àq _ ày- ôy
On a ainsi
dz = p dx -+- q dy, d^z = r dx' -+- '2s dx dy -^ l dy^.
L'équation :; z=f(^Xjy) représente une surface; en un point de cette surface {x,j'^ z), on sait que le plan langent a pour équation
ou, avec les notations ci-dessus,
Jïemarque. — Soit M(x^>y,z) un point de la surface désignons par T (/ig. 5) le point du plan langent en M qui a pour
Kig. 5.
^j[^dLr,y*dy
coordonnées x-\-dx^ J-^^J'] '^ ^ ^^ ce point sera, d'après
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Téqualion du plan langent,
Ç = ^ -\-p d.c H- q dy.
1^ — z = TP = p dx -^ q dy,
D'où
c'est-à-dire dz.
J)onc la difiTérentielle dz est rigoureusement égale à raccroissement de l'ordonnée z^ quand on passe du point M(^,y) sur la surface au point voisin T [x -{- dx ^ y -^ dy) suv le plan tangent en M (axes rectangulaires ou obliques).
On en déduirait, comme dans le cas des fonctions d'une seule variable, une définition ou interprétation géométrique de la différentielle seconde d'^z.
DÉTERMINANTS FONCTIONNELS
i9. Définition; première propriété. — Soient n fonctions de n variables indépendantes, /i = 3 par exemple :
u =/i(t, y, z), çz= f^{x, y, z), w == f^{x, y,z).
On nomme déterminant fonctionnel on jacobien de ces fonctions le déterminant de leurs dérivées partielles
du
au
du
âx
dz
di>
dv
Ox
dz
Oiv
div
ôx
Ov
et on le dé.sin:ne souvent par la notation -,-—'— — -* Cette notation
est justifiée par ce fait que le jacobien joue, dans la théorie des fonctions de plusieurs variables, un rôle analogue à celui de la dérivée dans celle des fonctions d'une variable.
La première propriété du jacobien est la généralisation de la
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formule qui donne la dérivée d'une fonction de fonction
du _ du dx d^ ^ dx'dï'
u étant fonction Ae x ei x fonction de \, Pour le jacobien, on a la formule analogue
à(u, y, iv) _ d(u, i\ w) d{x, y,z)
en supposant que //, r, iv soient des fonctions de x, y, z et <]ue x, >', z soient eux-mêmes des fonctions de trois autres variables indépendantes ^, r, , ^
Cette formule, en effet, n'est autre, par définition, que celle-ci
du
du
dit
du
du
du
dx
dx
dx
Oti
ÔT
Oy
dz
ai
du
dv
dx
dv
dv dz
ày
dr,
ày
div
ôw
àiv
dix*
div
div
dz
dz
dz
dx
oy
'Jz
Otq
Or on a, d'après la théorie des dérivées,
du
du dx du dy du dz dx o\ dy <>; Oz dÇ
.1 • 1111 du du dv
et des expressions semblables pour —, —> — ,
dw ç.. |, • M — r- bi 1 on
porte ces valeurs dans le premier des trois déterminants (20), on obtient un déterminant, qui, en vertu d'une règle connue, est le produit du second et du troisième déterminants (20) : la formule (19) est donc vérifiée.
50. Corollaire. — Si z/, r, (v sont des fonctions Anx^y^ z^ on peut inversement considérer ^,y, z comme fonctions de //, r, (v, c'est-à-dire que, pour les variables Ç, r,, JJ du numéro précédent, on peut prendre «, r, (v. Faisons donc, dans la formule (20), \ = u^ Tj = r, !J = (V : le premier membre se réduit au déterminant
et il reste
c'est-à-dire que le jacobicn de w, r, (v par rapport à x, y, z est Tinversc du jacobiea de x^y^ z par rapport à u, t', tv.
51. Seconde propriété. — La condition nécessaire et suffisante pour que n fonctions de n variables indépendantes soient liées par une relation est que leur jacobien, par rapport à ces variablesy soit nul.
Soient par exemple les trois fonctions de trois variables : u=/i(x,y, z)y i;==/2(.r, j, ;;), »r =/A^^r, -);
ie dis que la condition énoncée - — '—^ = o est nécessaire et
suffisante.
1** En effet, si w, r, w sont liées par une relation
où ne figure, bien entendu, explicitement aucune des variables jr,y, Zj on en déduit, en dérivant successivement par rapport aux trois variables indépendantes .r, j^, z :
ôo du do Ov do dw
Ou dx dv dx div dx
do du do di' do dw
du dy dv dy div dy
do du do dv do Ow Ou Oz ' 0\> Oz ' dw dz
" . ^ 1* . • f • 1' f ' 1 » do do do
c est-a-dire trois équations linéaires et homogènes <in -pi -^t ~- : comme la fonction o contient, par hypothèse, une au moins des
do do do
quantités //, i\ (v, les trois dérivées partielles ---, ---> . ne sont
pas nulles simultanément, ce qui exige que le déterminant de leurs coefficients, dans le système ('^-i), soit identiquement nul.
Ce déterminant étant précisément le jacobien -- — '—^ — -, , la condi-
tion énoncée est nécessaire,
2° Elle est suffisante : car, dire que le déterminant jacobien
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est nul, c'est dire qu'on peut déterminer trois fonctions a, j3, y de x^y^ z, non nulles simultanément et vérifiant les relations
du f. f)v ôiv
âx
ôx
dx
du r, di* ÔKV
Oy ^ oy ' Oy
du
dv
div
dz
. -+-P:r ^Vttt =-«•
dz
dz
Multiplions la première de ces relations par dxj la seconde par dy, la troisième par dz^ et ajoutons membre à membre; il vient
a </w -H 3 dv -h Y fl^"' = o»
et je dis que celte équation (aii) établit que //, r, \v ne sont pas indé|)endants l'un de l'autre, c'est-à-dire sont liés par une relation. En effet, si w, (^, w étaient indépendants, on pourrait les prendre comme variables indépendantes à la place de x, r, Zj de sorte que leurs différentielles totales (ou accroissements) rfw, rfr, d\v seraient absolument arbitraires; du^ rfr, div seraient donc indépendants entre eux et indépendants aussi des valeurs de x^ y^ z, H^ Vj w^ c'est-à-dire qu'aucune équation telle que (22) ne pourrait avoir lieu. L'existence d'une telle équation entraîne donc la conséquence que z/, i*, iv sont liés par une relation o{u^ c, (r)= o.
Exemple. — Les fonctions de deux variables indépendantes
u = xy^ V — log:r -h logj' sont liées par une relation, car leur jacobicn est nul :
du
du
dx
dy
dv
dv
dx
ày
On a effectivement r^rr log//, comme on le voyait a priori,
32. On démontre d'une manière absolument pareille le théorème plus général suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que n fonctions,
,.^ ,\^ M;,, de n-\-p variables indépendantes j^i, x^^ ...,
; . , y* soient liées par une relation est que tous les déterminants ,i\^rJrc n formés avec n colonnes quelconques du tableau
soient identiquement nuls.
ÔXx^
àx,i-^.p
Oxi
à Un âxi
ex,'
àUn
OXfi^p
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o3. Formule de Taylor. — On aura besoin, pour certains développements d^infininient petits, delà formule de Taylor, établie dans le cours de Mathématiques spéciales, et qu'on va rappeler
Soit f{x) une fonction d'une variable réelle x, qui soit conlinuc et déterminée, ainsi que ses (/i — i) premières dérivées, entre x = a et j? = 6; supposons de plus que, dans le même intervalle, la dérivée d'ordre n existe et soit déterminée; on aura, si j: et a: -i- A sont compris entre a et 6,
fix -f- h) =fi,x)-^ hf\.r)-^r . . . f -^-^] -,/"-' (^) -t- H//,
le reste l\„ ayant pour expression
y? désignant nn entier positif qu'on peut choisir arbitrairement, et 0 un nombre compris entre o et i qui dépend de />, de x et de //, et dont la valeur exacte est inconnue.
Kn faisant p = n ei p = \ , on obtient les formes du reste dues à Lagrange et à Cauchy
Si dans la formule de Taylor on fait x = o et si Ton écrit ensuite j: à la place de /i, on a la formul<; de Maclaurin :
\ Il i j •
( I — 0 )" -/' R„= X''/"i(kT).
p ,ï,'jL. . .{n — p) *^
oi. Élément d'arc — Cest un infiniment petit dont le rôle est considérable en Géométrie.
Définissons d'abord la longueur d'un arc de courbe plane AB. Marquons sur Tare, en allant de A vers ^[fig. G), des points suc-
Fig. G.
cessifs A, ^1,^2,^3, . . .,B et considérons le périmètre du polygone A<7| «2^.1 - • • B; nous établirons plus tard (Calcul intégral) que ce périmètre tend vers une limite quand le nombre des points de division augmente indéfiniment, de manière que tous les côtés du polygone tendent vers zéro; cette limite, indépendante du mode de division, se nomme la longueur de Varc AB. Admettons provisoirement ce résultat; soit 5 la longueur d'un arc AM, cherchons sa différentielle ds^ c'est-à-dire la valeur
Fil
jc-^djc
principale de Vêlement d^arc MM', M' élanl infiniment voisin AeU[fig, 7).
Je dis que cette valeur principale est la même que celle de la corde MM'.
Menons, en cflTet, les tangentes en M et M' à Vdivc{fig, 8); le
Fis. 8.
périmèlre de tout polygone inscrit dans Tare convexe MM' est
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inférieur au périmètre de la ligne enveloppante Mï -h TM' qui a mêmes extrémités, et supérieur à la corde MM'. En passant à la limite, on a
corde MM' < arcMM < MT -h TM';
ou, en abaissant TQ perpendiculaire sur la corde et désignant par Y et Y les angles des tangentes et de la corde,
corde MM' < arc MM' < -^ -^ — ^/ •
cosY cosY
Or V et*/ ont pour limites zéro quand M' tend vers M, car la tangente e.st la limite de la corde; la valeur |)rincipale du dernier membre est donc MQ-|-M'Q, c'est-à-dire la corde MlVl'. Il en résulte que arc MM', compris entre deux (juantités dont la valeur principale est cordeMM' a lui-même pour valeur principale corde MW. c. q. f. d.
Corollaire. — On a démontré, en même temps, qu'un arc infiniment petit MM' a même valeur principale que la somme des tangentes extrêmes Mï -+- M'ï.
Ofj. Expressions diverses de l'élément d'arc. — SoientJ^,^les coordonnées de M ; x -h dx ely -{- \y celles de M'. On a, en coordonnées cartésiennes rectangulaires {fi g, ^),
MM' = djr^-^\y ;
donc, puisque la valeur principale de \y est dy-, (i) ds^ = d.r^-hdy^: ds =i ^dx^-^dy^.
On écrit aussi, en mettant Tinfiniment petit dx en évidence,
(jl) ds = dxi/i-h (^{^y=^^^^-^r'*^
y' désignant la dérivée de Tordonnée y de la courbe considérée par rapport à Tabscisse x.
56. Remarque. — Soit 9' (Jig' 9) l'angle que forme la corde MM'
dirigée de M vers M' avec Ox, dirigé de O vers x; on a, sur la
figure,
MP = MM'cosO', M'P = MM'sinO'.
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En passant à la limite, la valeur principale de MM' est ds",
Wpji^
^.^Îm""'
JC
jc*djc
celles de MP et M'P sont rf.r et rf^; celle de 9' est l'angle 6 de la tangente avec Ox\ donc on a :
dx = ds cos 6, dy = ds sin 0, fornnules souvent utiles.
sont
d'où
En coordonnées polaires, les formules de transformation
X = p COSCU,
y= psino),
dx = dp cosu) — p sin 10 e/to, dy = dp SI n(j} -i- p cosd) dw.
On en conclut, en portant dans (i), ( 3 ) ds^= dx^ -+- dy^ = dp^ -H p* c/w' ou ds = rfw /p* -i- p'« .
p' désignant la dérivée, -7^ > de p par rapport à co.
Celle formule peut s'établir directement.
Menons, en effet, les rayons vecteurs des deux points voisins M
et M' {Jig* 10); abaissons MP normal à OM'. On a
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Prenons co pour variable indépendante, l'angle MOM' est rfco;
soient
OM=p, 01Vr=p-+-Ap.
Il vient, avec ces notations,
MP = p sin(rf(o), PM' = OM'— OP = p-h Ap — p cos(c?(d).
Comme Ap est du même ordre que rfco (n® 20), la valeur principale de PM', c'est-à-dire de p + Ap — p(i — -diô^-^-...) est celle de Ap ou dp; la valeur principale de MP, ou p sinrfo), est p rfco, et par suite,
valeur principale MM' = p'rfa)*-H dp^. c. Q. F. D.
58. Courbure d'un élément d'arc plan. — Soit MM' un arc de courbe plane infiniment petit, de longueur ds; désignons par & V angle de contingence de cet arc, c'est-à-dire l'angle infiniment petit que forment les tangentes à ses deux extrémités {/Ig' 1 1).
Fig. II.
On appelle courbure de l'élément MM' la limite du rapport -t->
lorsque, le point M restant fixe, la longueur ds tend vers zéro. Cette limite se nomme aussi courbure de la courbe considérée au point M.
59. Courbure d'une circonférence. — Pour un arc de cercle MM', de rayon R et de centre O (^g» 12)? l'angle de contingence est
évidemment égal à l'angle au centre MOM ; comme on a rigou-
reusement
arc MM' = Ri,
on voit que la courbure, irr^r,» esl constante et éeale à Tin-
* ' arc MM ^
verse du rajon.
60. Courbure d'une courbe quelconque. — Soit A* la courbure en un point x^y d'une courbe plane représentée, en coordonnées rectangulaires, par y=/(x); par définition,
k = lim -r»
as
Or £ est Tangle de la tangente en M(jc^y)n de coefficient angulaire/'(x), avec la tangente en M'(x -\- dx^y -\- ly), de coefficient angulaire /'{x -}- dx) ; on a donc
^^""^^^ i-h/'(x)/'{x4-dx)- ,^f\x)f\x-^dx)
et, en remplaçant chaque terme par sa valeur principale,
, .-Il dxfix) valeur principale de £ = ' ,,, — : •
D'ailleurs on a vu que
ds = dx /i -h/'*{a:)y
fix)
il en résulte
On écrit aussi
ds ~ ^
y^y étant les dérivées de l'ordonnée j^ de la courbe considérée, par rapport à l'abscisse x.
61 . Cercle de courbure. — On nomme cercle de courbure en un point M d'une courbe plane le cercle tangent en M à la courbe et qui a même courbure que celle-ci au point M. On suppose de plus qu'en M la convexité du cercle est tournée dans le même sens que celle de la courbe.
D'après ce qu'on a dit sur la courbure d'une circonférence, le
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rayon R du cercle de courbure est j; c'est-à-dire que
La quantité R se Domme le rayon de courbure de la courbe au point M.
Le centre du cercle est dit centre de courbure de la courbe en M; il jouit d'une importante propriété géométrique.
Fig. i3.
La normale à la courbe en M et la normale en un point M\ infiniment voisin, se coupent {Jig* i3) en un point O' et font entre elles un angle évidemment égal à l'angle de contingence e de Tare MM'; le triangle MO' M' donne
O'M MM
sinM' siuE d*oùy en passant à la limite et observant que la limite de l'angle M'
mm
est évidemment ^y et par suite que celle de sinM' est l'unité,
limO'M = — =R.
En d'autres termes, la position limite du point O', où la normale en M' coupe la normale en M, est le centre de courbure de la courbe en M, car le centre de courbure est sur la normale en M, à une distance R de M et du même côté de M que le point O'. Sous une autre forme :
Le centre de courbure en M est le point où la normale en M touche la courbe enveloppe des normales.
L'enveloppe des normales à une courbe plane se nomme la développée de celle-ci; inversement, la première courbe est une développante de la seconde.
62. Rayon de courbure en coordonnées polaires. — Soient V et a {Jlg* i4) les angles de la tangente en un point d'une courbe
Fig. i4.
avec le rayon vecteur et avec l'axe polaire. On a
a = V -h to,
et l'on sait, si p =/(^to) est l'équation polaire de la courbe, que
langV= -. •
L'angle de contingence est évidemment Aa; l'élément d'arc étant (n*» 57)
on a, pour le rayon de courbure.
T^ __ ds _ dtii v/p*-f- p'« Or
V = arciang-!-,, rfV = ^ rfto = ï-^ — ^i d<u,
d'où
p*-h2p'*-pp'
63. Remarque. — Par définition, la courbure et le rayon de courbure sont des quantités essentiellement positives; dans la
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formule
on devra doQC prendre devant le radical le signe convenable pour que R soit positif.
C'est pourquoi on écrit souvent, en mettant le signe ± en évidence,
R = dt
On peut toutefois donner un signe au rayon de courbure en
faisant la convention de prendre (i-4-^^)" positivement dans la formule (5) : le signe de R est alors celui de J^'^ Orj^'>'0 (/ig- i5)
Fig. i5.
indique, comme on sait, que la courbe tourne sa concavité en M vers les y positifs; en ce cas, le centre de courbure O est audessus de la tangente, et R (qui est > o) doit être porté sur la nor-
Fig. 16.
jc
maie en M du côté des j^ positifs. Si, au contraire, j^'<;o(y£^''. 16), R (qui est<; o) doit être porté du côté des j^ négatifs.
En d'autres termes, avec Ja convention admise, les rayons de courbure positifs sont portes sur la normale à partir du pied, dans le sens des y positifs; les rayons négatifs le sont dans le sens desy négatifs.
64. Distance d'un point d'une courbe à la tangente voisine. — Soit a:, y un point M d'une courbe; la tangente en M a pour équation
La distance à cette tangente du point M^x-^dx^ y-\- \y)^ infiniment voisin de M sur la courbe, est
Ay — y' dx
Or
Aj =z yix -\-dx) — Y{^)—ydx-^ - y" dx^-\- ■-y'"dx^-^. . .,
ce qui donne pour valeur principale, 8, de la distance considérée
I , dx^
Cette valeur est du second ordre, comme on devait s'y attendre (n° 25); on peut transformer la formule en introduisant l'arc IV1M'= ds et le rayon de courbure R en M :
ds^' = dxHx-^y^), R=:L1_41_L.
On a, en tirant y et dx^ de ces deux relations et portant dans o,
formule très souvent appliquée.
6o. Coordonnées du centre de courbure. — Le centre de courbure (a, [3) en M est sur la normale en M, à une distance R du pied de celle-ci ; on a donc
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Pour délerminer le signe à choisir, remarquons que le cenlre de courbure est, par rapport à la tangente, du côté des y positifs si J'">o; du côté des y négatifs si^'<< o; ce qui revient à dire que P — y a le signe de y" (voir les deux figures précédentes). Il en résulte que Pou doit prendre le signe -f-, ce qui donne
.X ,1-4- r'* û iH- r''
<9) a = x-y—yr-, p=^^._^.
On peut encore trouver ces formules en cherchant le point où la normale en M,
touche son enveloppe; ce point est donné (Cours de Mathématiques spéciales) par Téquation de la normale jointe à cette équation dérivée par rapport au paramètre (qui est x) :
d'où Ton tire, pour les coordonnées X, Y du point cherché, les expressions (9).
06. Remarque. — Dans les formules qui précèdent entrent y et y'\ si la courbe considérée est donnée sous la forme r^(x^ y)=^ o, non résolue par rapport à y^ il est aisé de calculer y eiy. Ou a en effet, en dérivant Téquation C5 = o par rapport
à Xy
d'où j^'; dérivons une seconde fois
o;,-4- :>y?xj-H/*<p;,-i-y(p;, = o,
d'oùj^'; une nouvelle dérivation donnerait r'^', . . Soit par exemple l'ellipse
On a
b''X-i-a''yy=o,
c'est-à-dire
Une nouvelle dérivation donne
•^ ~ ô* 7* ~~ ~" â^ a-y* ~ a^^ ' Par suite, on a, pour le rayon de courbure, R, au point j:,j'
67. Autre expression du rayon de courbure. — Si la courbe, au lieu d'être donnée sous la forme j^ =f(^x), est donnée sous la forme paramétrique
t étant un paramètre variable, il est aisé d'obtenir l'expression du rayon de courbure R, en fonction des dérivées de o et de A par rapport à t.
On a en effet
dy =y(x)dx;
différentions en regardant t comme la variable indépendante
dfy =:y''{x) dx^-h y'{x)d}x^ d'où
^''f^\ d}y-y'ix)d}x •^^^^= d^^
Remplaçons y'{x) par ~- et portons dans l'expression de R ces valeurs de^^'(^) et^^(x), il vient :
y'ix) dxd^y — dyd^x
les différentielles étant prises dans Thypotlièse où la variable indépendante est t. On peut écrire, en divisant les deux termes pare//',
68. Arc de développée. — Soient M et M' deux points voisins sur une courbe plane, O et O' les points où les normales en M et M'
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touchent la développée, T leur point de rencontre; cherchons la valeur principale de l'élément d'arc de développée 00' {^fig- 17).
Fig. 17.
Celte valeur est la même (n° 54, corollaire) que celle de la somme TO' + TO, c'est-à-dire (M'O'— RrT)-|-(MT — MO); si donc on désigne par R et R -|- AR les rajons de courbure en M et M', on a
(10) ValeurprincipaIeOO'=M'0'-MO-+-MT— ]VrT = AR-hMT — M'T.
Je dis que MT — M'T est un infiniment petit d'ordre supérieur à AR, c'est-à-dire à e/R; ou, puisque R est fonction de l'arc 5 = Mo M de la courbe proposée, d'ordre supérieur à ds ou MM'(n* 20). On a en effet, dans le triangle MÏM',
MT iM'T MiM'
sinIVr sinM sine'
d'où
, /sin M' — sin .M
MT- M'T = MM
sins
, , sin M' — sin M • r» •
et tout revient a prouver que r— ^ est un inliniment petit.
Or
sin M' — sin M __ sinCM-H e)- sin M sine sini
sin M -t-ecosM sinM -h. . .-- sin M cosM sin M -+-...
s -j£3 -+-... I — Je*
(m) PREMIKRE partie. — CALCUL DIFFÉRENTIEL.
et celte expression est bien un inGniment petit, puisque, la limite
de l'angle M étant f^> celle de cosM est zéro.
Par suite, la valeur principale (lo) de 00' est celle de AR, c'est-à-dire rfR, et Ton a, en désignant par o- l'arc de développée,
(II) ci7 = dR.
On en conclut (n® 21 )
î — R -h consi.,
c'csl-à-dire que l'arc fini de développée OqO (fig- i8), d'origine
Fig. i8.
fixe Oo, est égal, à une constante près, au rajon de courbure MO. On détermine la constante en supposant que M coïncide avec le point Mo de la courbe, pour lequel le centre de courbure est O^; alors T = o, et la constante est par suite — Ro, Rq étant le rayon de courbure MqOo. Donc
arcOoO = MO — MoOo = R — Ro, ce qui s'énonce ainsi :
Un arc de développée est égal à la différence des rayons de courbure de la développante qui correspondent à ses extrémités (*).
(') Il résulte de celle propriété que si un fil inexlensible, d^abord tendu suivant OM, est enroulé ensuite sur la développée 00g de manière à rester toujours tendu et tangent à la développée au point où il s'en détache, le point M de ce fil décrira la développante MM^. C'est là l'origine des termes de développées et de dé\eloppantes.
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69. Rayons de courbure des développées successives. — Soit Q Tangle que forme la tangente en un point or, y^ d'une courbe y =y"(j:) avec Taxe des x; on a
tangO =^' ou 0 = arc lang r'.
Le rayon de courbure R au même point et l'angle 6 sont fonctions de la seule variable indépendante x\ ils sont donc fonction l^in de Tautre, de sorte que
On obtiendrait cette relation en éliminant j: entre leii équations
lan«;0 ^/'{-t).
Cela posé, soient M et M' {Jig> 19) deux points voisins sur la
courbe considérée (c) ; O et O' les centres de courbure en M et M\ centres qui sont sur la développée (rf); Oi et O', les centres de courbure de (rf) en O et O', centres qui sont sur la développée (rf|) de (rf); et ainsi de suite. On peut donner des rajons de courbure successifs de (rf), (rf,), ... aux points O, 0|, ... une expression remarquable.
Soit d'abord R' le rayon de courbure 00| de {d) au point O ;
on a
^, ,. arc 00^ R'= Iim f
car l'angle 0T| O' est évidemment égal à l'angle de conlin-
Fig. 20.
gence e de l'arc MM'. D'ailleurs, d'après le numéro précédenl, arcOO'= rfR, et évidemment (Jig- 20) e = rfO. On a donc
On aura de même pour le rayon de courbure R"=0|02, de (d) au point 0|,
R =— = -:>ft- =? (0).
et ainsi de suite. Donc :
Soit R = cp(8) la relation qui lie le rayon de courbure R, en un point M d*une courbe plane, à l'angle 6 que fait la tangente en ce point avec l'axe des x\ soient O le centre de courbure e/i M ; 0| celui de la développée en O ; Oo celui de la développée enOij et ainsi de suite. On a
00,= R'=9'(0), OiOj= R"=cp'(0),
70. CoroUaire I. — On déduit de là l'expression de R', R'', . . . en fonction des coordonnées x, y du point M, et des dérivées successives^,^", ... en ce point. En effet
dK
ri-^y«)
ïM
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d'or'
D'ailleurs d'où
ce qui donne
6 = arc tang^',
On calculerail de même R"= —r,-> et ainsi de suite; il est clair
<|ue dans l'expression de chaque rayon nouveau s'introduit une nouvelle dérivée de y^ qui, la première fois qu'elle apparaît, figure linéairement, c'est-à-dire au premier degré.
71. Corollaire II. — Soient j^=:^'(^) ety = Y(x)les équations de deux courbes ayant un point commun Mo, d'abscisse Xq\
on a
Si les deux courbes ont même tangente en Mo, il est clair que
y(xo)=Y'(:ro).
Si l'on veut encore qu'elles aient même centre de courbure O, il faut et il suffit que les rayons de courbure soient égaux et de même signe, ce qui équivaut à
car y" figure au premier degré dans l'expression du rayon de courbure.
Si l'on veut de plus que les deux développées aient même centre de courbure 0| en O, c'est-à-dire même R', il faut et il suffit en outre que
y'"{x,)=\-{x,), cary" figure au premier degré dans R'; et ainsi de suite.
Tangente à l'extrémité d'une courbe diamétrale. — SoitMT
la tangente à une courbe en un point M {^fig- 21); menons une sécante HK parallèle à Mï et voisine de MT, coupant la courbe en H et R, voisins de M; M' étant le milieu de HK, on demande
la limite du coejficient angulaire de la droite MM'. C'est évidemment le coefficient anjçulaire de la tangente en M Siudiamètrc des cordes parallèles à Mï.
Soient X et y{x) les coordonnées de M ^ a: -f- A et .r + A* les abscisses de H et K. L'ordonnée de M' sera la demi-somme des ordonnées ^'(jr 4- /i) ci y (x -h fi), et le coefficient angulaire jjl de MM' sera
_^{[y(x -r- h)-\-y(x -^ A-)]— y(.r) _ y(3r -h h)-^j^{T -i- k) — lyix)
h-hk
ou, en développant )-(j: -h A), ^'(j; 4- A") par la formule de Taylor,
D'ailleurs les infiniment petits h et A* sont liés par une relation que l'on obtient en écrivant que HK. est parallèle à Mï, c'està-dire
ou, en développant
Ii--k
Divisons par h — k au premier membre, il vient :
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Prenons A' pour infiniment petit principal, et exprimons d'abord A -h f^', qui figure dans (i3), en fonction de k. L'équation (i4) s'écri t
les termes non écrits étant d'ordre trois au moins en k et h -t- A*. La valeur principale du premier membre est
car les termes en A* (A-t-A) et (/i-hAV- sont d'ordre supérieur î*" terme en {h 4- A) ; on a donc
Valeur principale -{h-- k)y''{x) = — ■ k'y"\x).
cesi-à-dire
Valeur principale h -^ k — - - A* --rr- * 3 r (^)
et
par suite
Valeur principale A — k.
'"^ot^ions ces valeurs dans (i3 ), il vient
lim
^^ les termes suivants dans a renferment évidemment A en ^^tfîij|.. donc finalement
limjx —y 3 *^
• > 3^'^ y^" étant les dérivées de j^ au point M. Cette valeur est dif- *^**^nle àe y' (sauf aux points d'inflexion pour lesquels y ^^ o), ^st-à-dire que la tangente au diamètre et la tangente à la courbe Proposée en M sont distinctes.
73. Corollaire. — Reprenons la tangente MT et la corde paral- ^^le infiniment voisine HK (J^g* 22); je dis que l'arc HM a même Valeur principale que la demi-corde HM'. En effet, dans le H. 5
triangle HMM' :
corde H M _ sinMM'H HM' ~ suTM'MH*
Le rapport des deux sinus tend vers l'unité, car Tangle MM'H a pour limite Tangle non nul de la tangente MT avec la langenle
Fig. 22.
à la courbe diamétrale en M, etTangle M'MH a pour limite Tangle supplémentaire.
Remarque. — Dans le raisonnement précédent, on n'a pas tenu compte explicitement de l'hypothèse que M' est le milieu de HK; on s'est appuyé uniquement sur ce que les deux sinus du second rapport ne tendent pas vers zéro, c'est-à-dire sur ce que In tangente à la proposée et la tangente à la courbe diamétrale en M font un angle non nul.
Il semble qu'on puisse recommencer le même raisonnement en supposant, par exemple, que M' soit au quart de la corde HK à partir de H, et l'on démontrerait ainsi que l'arc HM et le quart de la corde HK ont même valeur; résultat en contradiction avec le précédent. L'erreur du second raisonnement provient de ce que la direction limite de MM' coïncide alors avec MT(*), de sorte
( ' ) Il est aisé de s'en rendre compte. Si M' divise IIK dans le rapport — » on a, pour les coordonnées de ce point,
-~r-^l^'^^-^f^)-^Pi^-^^^ et —^[qy{x-\-h)-k-py{x-^k)], // "T y r ^ H
d'où, pour le coefficient angulaire jx' de MM',
, qy(x-^ h\-\- pv{x -h A- V — ( p -f- q)y{x) q{x -i- li)-f-p{x r k)— {p -\-q)x
y'(x)\qh-hpk] -^ \ y''( x)[q/r--h pk'^] -4- . . .
qh -T- pk D'ailleurs h et A* sont toujours liés par la relation (i4), qui a donné pour h la
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que les deux sinus qui interviennent dans le corollaire ont pour limite zéro, et rien ne prouve que leur rapport tende vers l'unité.
74. Application du Corollaire. — Soit à évaluer le rayon de courbure en un point M d'une ellipse {^fig^ 23). Prenons H infini-
Fig. 33.
ment voisin de M sur la courbe et menons la corde HK, parallèle à la tangente en M. On a, pour le rajon de courbure R cherché, en vertu de la formule du n** 64,
R = Iim ^ — >
o désignant la distance de H à la tangente en M, c'est-à-dire la dislance de M à la corde HK.
Menons le diamètre OM, qui passe par le milieu M' de HK ;
on a
8 = MM'siiiO,
0 étant l'angle du diamètre OM avec son conjugué OQ. D'ailleurs,
d'après le Corollaire précédent, on peut remplacer HM par HM',
et il vient
^ ,. I m^'' 1 'i MM sinO
valeur principale —A". Il vient alors, en supposant — ;^i, c'est-à-dire en supposant que M' n*est pas le milieu de FIK,
• ^- kKp-q) y-^i^y -yz:^--'-
ce qui montre que lira |x' — y, puisque /? — 7 J <>•
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D'après une propriété fondamenlale de l'ellipse, si N est la
est la
seconde exlrémilé du diamètre OM, la quantité^.., , même pour tous les points H de l'ellipse; elle est donc égale, en particulier, à -7^^ b' el a désignant les demi-diamètres conjugués OP et OM. Par suite,
R = hm-M'N ,^ . , = - la —„-^a^
En vertu d'un des théorèmes d'Apollonius a'ft'sinô est égal à a6, en désignant par a et par b les axes de l'ellipse; on a donc
au formule où b' est le demi-diamètre parallèle à la tangente eu M.
Géométrie injinuésimale,
75. H est souvent utile et facile de raisonner géométriquement sur les infiniment petits sans faire appel à l'appareil des formules analytiques; nous allons donner quelques exemples de questions traitées par cette méthode qu'il importe de savoir manier.
76. Triangle formé par une corde et les tangentes aux extrémités. — M et M' étant infiniment voisins sur une courbe, MT
Fig. i\.
et M'ï (^fig* 24) les tangentes en ces points, on demande les
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valeurs principales des côtés et des angles du triangle MTM', rinfiniinent petit principal étant Tare Mi\r= ds. On a d'abord :
Valeur principale corde MM'= ds^
Angle PTM'r= angle de contingence s r= -— ,
R étant le rayon de courbure en M.
Abaissons M'P normal à Mï; on sait (u®6i) que
Valeur principale M'P = — n- • Or le triangle PTM' donne
Sine
et, en remplaçant M'P par sa valeur principale, sine par sa valeur
, ds
principale s = -.- » on a
Valeur principale TM'= - ds.
Comme MT -hTM' a pour valeur principale ds {n^ oi, Corollaire), on a aussi
Valeur principale MT = - ds.
I-es angles y et y' en M et M' se calculent aisément. Ou a
M'P = MM'sinY,
d'où
,, , ... M'P i ds^ £
> aleur principale Y = ;..., = - ,;-,- = -• ^ ^ ' MM 2 K ds i
Comme y -|- y'= e , on a aussi
\T \ ' ' \ I ^ ds £
Valeur principale y = - -,- = -•
77. Application. — On considère le triangle ABC {fig^ -^5), formé par trois tangentes en trois points infiniment voisins M, M'', M' pris sur une courbe; on demande la position limite du cercle circonscrit à ce triangle,
A la limite, tous les points A, B, C, M", M' sont confondus en M^ le cercle cherché passe donc par M. Le centre du cercle circon-
scril à ABC est sur la perpendiculaire au milieu de AB, droite ([ui, à la limite, devient la normale en M : le cercle cherché a donc son centre sur la normale en M, et dès lors touche la
courbe en M. 11 suffit maintenant, pour le déterminer complètement, de calculer son rayon, car il a évidemment sa concavilc en M tournée dans le même sens que celle de la courbe.
Or si R' est le rayon du cercle circonscrit à ABC, on a, par une formule connue.
AG sinb
D'ailleurs la valeur principale de AC, c*est-à-dire AlVr'-h M'^C, est, d'après ce qui précède,
-(arcMiVr^H- i(arclVPM')= i(arclVlM');
A A JL
la valeur principale de sinB est t, angle de contingence de l'arc MM' (=rf5). Donc
limaR = = - R,
c'est-à-dire que le rayon du cercle cherché est le quart de celui du cercle de courbure en M.
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courbe, et qui, à la limilc, se confondent en M; on deniande la
valeur principale de la somme des angles M cl N du triangle MPN ; le point P est entre M et N.
Abaissons Mï et NS normales à la tangente en P; on a
M~^^ ---TPM r-SPN.
Or le triangle rectangle TPM donne
< I ; sinTPiVI = ^^-- •
La valeur principale de MT est (n® 61) ^ — t Ri étant le
rajon de courbure en P, dont la valeur principale est R, rayon
de courbure en M; la valeur principale de MP est (arcMP);
Téquation (i) donne donc
-^^ arcMP
Valeur principale TPM = ,^ — •
' au
De même on aura
d'oii
^'^ arcNP Valeur principale SPN = — rr — »
(2) Valeur principale \Û -f NJ— — ^(arcAIP -\- arcNP ) = —^f/s,
(/s ris désignant l'arc total MN. On peut observer que — .- est la
moitié de langle de contingence, e, de cet arc.
La formule (2) est intéressante; elle montre que la valeur prin-
cipale de (,M-i-Nj qui paraissait, a priori, devoir dépendre de deux infiniment petits, arcMP et arcMN, ne dépend que de ce dernier.
79. Applications. — i^ Cercle oscillateur. — Considérons le cercle qui passe pai* les trois points M, N, 1^; je dis qu'à la limite il se confond avec le cercle de courbure en M. En efl'et, p étant le rayon du cercle considéré, on a
corde MN corde M N
si n MPN
SI
in (m -i- N")
Ln limite de p est donc
,. I ds i ds ^
limo = = - —, — = R.
' 'Ji , , •''^ y\\ 'Â ds valeur principale vM -f- Ny
(letle relation établit le théorème, car le cercle de rayon p esi évidemment, à la limite, tangent à la courbe en M, les deux eourbures étant de même sens; et, puisque limp = R, il vient se confondre avec le cercle de courbure. De là le nom de cercle oscillateur donné à ce dernier cercle.
u" Courbes passant par trois points consécutifs d'une courbe fixe, — Soit une courbe déterminée par un certain nombre de conditions, parmi lesquelles figurent celles de passer par les trois points M, N, P; je dis qu'à la limite, elle a même cercle de courbure en M que la proposée. En effet, le cercle qui passe par les trois points M, N, Pest, à la limite, osculateur àl'une et à l'autre courbe.
3** Hyperboles équilatères ayant même cercle osculateur en un point. — Considérons les hyperboles équilatères qui ont, en M, même cercle osculateur que la courbe proposée; on peut les regarder, en vertu de ce qui précède, comme limites des hyperboles équilatères passant par M, N, P; le lieu des centres de celles-ci, d'après un théorème connu, est le cercle des neuf points du triangle MNP, cercle dont le rayon est moitié de celui du cercle circonscrit au même triangle.
Il est clair, d'ailleurs, que le cercle des neuf points {fig* 27),
Fig. 27.
c'est-à-dire le cercle qui passe par les milieux, des côtés du
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triangle MNP, est, à la limite, tangent à la proposée en M, sa concavité en ce point ayant le sens opposé à celle de la courbe. Comme, à la limite, le cercle circonscrit au triangle devient le cercle osculateur, on voit que :
Le lieu des centres des hyperboles équilalères ayant même cercle osculateur en un point M est un cercle, tangent extérieurement en M au cercle osculateur et ayant pour diamètre le rayon de celui-ci,
80. Variation de longueur d'un segment de droite. — SoicntAB et A'B' {Jig' 28) deux positions voisines d'un segment rectilignc
de longueur variable; on demande d'exprimer la variation infiniment petite de la longueur / en fonction des déplacements des extrémités.
Projetons A' et B' sur AB en a et [i; on a, pour Taccroissement de longueur A/,
A/ -^ A'B- AB == A'B— ( Aa -+- «^ — B? ). D'ailleurs, e étant l'angle de A'B' et de AB,
a3r^A'B'cosô-^A'B'(i - y -^...),
Aa = AA'cosfAA', AB ) - - AA'cos(AA', BA). B'fi = BB'cos(BB', AB).
On a ainsi
A/ = AA'cos(AA', BA) -T- BB'cos(BB', AB) -4- A'bY^ '-^...\
Je dis que, dans le calcul de la valeur principale de A/, on peut négliger les termes en e'-* devant les termes en AA' et BB', c'està-dire que e^ est d'ordre infinitésimal supérieur à AA' et BB'.
Soit, en effet, O {fig> 29) le point de rencontre de AB et A'B';
le triangle OBB' donne
BB
OB
d\>il
sins sinB'
Valeur principale BB'= e
OB
sin(BB', AB)*
d'ailleurs à la limite O est le point où AB touche son enveloppe.
Fig. 29.
Cela montre que BB' (et de même A.V) est de Tordre de e. Par suite, e^ est négligeable devant A.Vet BB', et Ton a, pour la valeur principale rf/, de A/,
dl = AA'cos(AA', BA) -+- BB'cos(BB', AB ).
(^est la formule cherchée; Tangle (AA', BA) {^ff- 3o ou 3i),
Fig. 3o.
BB'/AB
puisqu^on est passé à la limite, est Tangle que forme la tangente
Fig. 3i.
en A au lieu du point A, dirigée de A vers A', avec le segment BA, dirigé de B vers A; et Tangle (BB', AB)se définit de même.
81 . Remarque. — La formule (3) s'étend au déplacement d'un segment dans l'espace; la même démonstration s'applique sans n^odification. Pour établir, toutefois, que AA' et BB' ne sont
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pas d'ordre supérieur à e, on mènera par AB un plan parallèle à A'B' et l'on projettera A'B' sur ce plan en a'b' (Jig* Sa).
L'angle c est aussi l'angle de AB et de oJU \ Bb' et Aa' sont de
Fig. 33.
Tordre de e, comme on l'a vu plus haut; donc BB', qui est au moins égal à sa projection B6', ne peut être d'ordre infinitésimal supérieur à e.
82. Applications. — i° Courbes et surfaces parallèles, — Si Ton porte sur chaque normale AN à une courbe ou surface (G), à partir du pied, A, une longueur constante AB = /, le lieu du point B est dit courbe ou surface parallèle à la première.
Deux courbes ou surfaces parallèles ont les mêmes normales, c'est-à-dire que la normale en B au lieu du point B est la droite AN {fig- 33). Appliquons, en eflf'et, la formule de varia-
Fig. 33.
lion de longueur au segment AB : / étant constant, dl=o\ la
droite AB étant normale au lieu de A, cos(AA', BA) = o; il reste,
dans (3),
cos(BB', AB) = o,
c'est-à-dire que la droite AB est normale en B à la direction de tous les déplacements BB', du point B; elle est donc normale au lieu de ce point. c. q. f. d.
Réciproquement y toutes les courbes ou surfaces qui ont mêmes normales sont parallèles; car si AB est normale en A et B aux
lieux de A et de B, les deux cosinus de la formule (3) sont nuls, et il reste cli = o^ d'où / = const.
Dans le plan, les courbes parallèles ont, d'après cela, même développée et sont les développantes de leur développée commune : une courbe plane a donc une infinité simple de développantes, toutes parallèles entre elles.
?/• Théorèmes de Cliasles sur les arcs de conique, — Soient (E) et (E') {fig* 34) deux ellipses homofocales dont la
première est intérieure à la seconde. Par un point M de (E ), je mène les deux tangentes MP et MQ à (E); je dis que
MP -hMQ — arcPQ = const.,
lorsque le point M se déplace sur (E').
Considérons, en effet, un point M', infiniment voisin de M sur (E';, et les tangentes M'P', M'Q'; appliquons la formule (3) à chacun des segments MP et MQ, il vient
( rf(MP) =PP'cos(PP',]VIP) H-MM'cosCMM', PM), ^'^ ( r/(MQ) = QQ'cos(QQ', MQ)-+-MM'cos(MM',QM).
Or, c'est une propriété classique des ellipses homofocales que les tangentes MP et MQ sont également inclinées sur la tangente en M à l'ellipse (E'), c'est-à-dire que
cos(MM', PM) = — cos(MM', QM);
il vient alors, en ajoutant les relations (4) membre à membre, c/(MP -H MQ) = PP'cos(PP', MP) H- QQ'cos(QQ', MQ).
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D'ailleurs, les droites MP et MQ étant respectivement tanf^entes aux lieux décrits par les points P et Q, le premier cosinus du second membre est égal à — i et le second à -i- i ; il reste alors
rf(MP H- MQ)= QQ'— FP'::^ c/(arcPQ), d'où
MP -{- MQ - - arcPQ = consl. c. q. f. d.
Remarque, — Si, au lieu d'une ellipse (E' ;, on considère une
Fi g. 35.
hyperbole (H) {fig- 35\ homofocale à (E), le théorème correspondant est le suivant :
MP — MQ = arcPR — arcQR -i- const.,
et s'établit de la même manière. La constante est nulle, comme on le voit, en supposant tjue M coïncide avec R; il reste
arcPR — arcQR = MP — MQ.
83. Caustiques. — On nomme caustique par réflexion d'une; courbe plane (C), par rapport à un point O de son plan, l'enveloppe des rayons lumineux issus de O, après leur réflexion sur la courbe.
Détermination du point de contact dUin rayon et de la caustique, — Soit OM {flg^ 3G) un rayon incident, MP ce rayon réfléchi; soient de même OM' et M'P un rayon infiniment voisin et son réfléchi : il s'agit de trouver la position limite du point P commun à MPelM'P; cette position sera, comme on sait, le point de contact de MP avec la caustique.
Menons les normales à (C) en M et M'; elles se coupent en N, et leur angle est l'angle de contingence e de l'arc MM'. Désignons par o et cp' les deux angles d'incidence, égaux aux angles de réflexion.
Le iriangle MM'P donne
ivrp _ mv
sinPMiVr - sinP' ou, en passant à la limite,
clant posé
limMP = coso — »
arc MM' = ds,
Tout revient ainsi à évaluer la valeur principale de l'angle P. On
Fig. 36.
a évidemment, par des considérations de Géométrie élémentaire,
et l'on calcule l'angle O dans le triangle OMM' :
OM
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pose
elle devient
OM = p, IimMP = pi,
pi p Rcosc
formule qui résout le problème puisqu'elle donne p< {/ig- 37),
c'est-à-dire le poiut limite P, quand le rayon incident (c'est-à-dire le point M) est donné. On en déduit aisément une construction géométrique très simple du point P.
8i. Corollaire I. — Si les rayons lumineux incidents sont pa-
Fig. 38.
rallèlcs, c'est-à-dire si O est à Tinfîni, - est nul, et il reste
— = ^T OU pi=-C0SO,
pi Rcoscp ^ '2 '
c'est-à-dire que le point P est la projection, sur le rayon réQéchi , du poiut milieu N' du rayon de courbure MN (Jig. 38).
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80. Corollaire II. — Centre de courbure de la parabole, — Si la courbe (G) est une parabole et si les rajons incidents sont parallèles à Taxe, les rayons réfléchis concourent au foyer, qui est le point P de chacun d'eux. Donc :
Dans une parabole, le milieu N' du rayon de courbure en un point quelconque. M, est à la rencontre de la normale et
Fig. 39.
de la perpendiculaire élevée au foyer F sur le rayon vecteur FxM \^fig, 39).
86. Corollaire III. — Centre de courbure de Vellipse, — Si les rayons incidents parlent du foyer F d'une ellipse, les rayons réfléchis concourent à Taulre foyer F' (//^'. 4^)- On a donc, en
appelant 0 et p< les deux rayons vecteurs d'un point M de l'ellipse, R le rayon de courbure en M, cp l'angle des rayons vecteurs
et de la normale :
pi ~ R COSC3
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OU, puisque p -4- pi = 2a,
K cos o =
Oïl peut encore observer que le produit des distances des foyers F et F' à la tangente en M est pp< cos^cp, égal d'ailleurs à b^, conime on sait; donc
cos-^;p a
fornnule qui donne une conslruclion très simple du centre de courbure.
On peut aussi écrire
ST. Longueur de l'arc de caustique. — Cherchons la valeur pl'incipale de l\rlénient d'arc PP' (Jiff. 4i) de la caustique, il
l'iy. U-
'^"Hii d'appliquer aux segments MP et OM la formule de la varia- ^ïoii de longueur (3), ce qui donne :
d(MP) = MM'cos(M\r, PM)-H PP'cos(PP', MP). diOM) = M M' cos (M M', OM).
Ajoutant membre à membre, et remarquant sur la figure que
oos(MM', PM) = — COS'}, cos(MM', 0M)= cos']^, co5(PP', MP)=- r.
on trouve
rf(OM-f-MP) = PP'.
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Si donc 0" esl l'arc P^P (Jig' 4^) de caustique, PP est égal àd(r\ cl l'on a(n* 21)
OM-T-MP = j-i-consi.
Fig. 42.
La coDStanle se détermine en écrivant que 7 esl nul quand M el P sont en M« en P^; d'où la formule très simple
arcPoP = (OM h- MP) - (OMo-4- MoPo).
CHANGEMENTS DE VARIABLES
88. Énoncé du problème. — Soit z une fonction de n varrables indépendantes x^ y^ ...;:;== fi-^^yj • • •)• ^" ^^ donne n + i quantités, ?/, ç, . . ., (v, fonctions de .r, j^, . . ., ^,
En vertu de ces expressions et de l'équation z =i f(^x, y^ . . .), il existe une relation entre //, v^ (v, c'est-à-dire que w est fonction de 1/, i^, .... Cela posé, le problème du changement de variables est le suivant :
Exprimer les dérivées partielles successives de z par rapport a x,y, . . . , a savoir j-> z-, y^ , . • •> e/i fonction des dérivées partielles successives de iv par rapport à u, v, . . ., à
savoir -—9 -— , -.— r» •••; ou, inversement, exprimer -r-- 9 -r-f •••, du dv OU' ' T i- ()ii f)ç
Oz àz en fonction de —t -r^, • • ••
•' ox dy
Ce problème peut être traité de bien des manières; on n'indiquera ici qu'une seule méthode reposant sur l'emploi des diflTérenlielles totales. Afin de préciser Ténoncé de la règle finale, on appellera fonction et variables anciennes celles qui figurent dans les dérivées dont on cherche l'expression ; yb/ic^£OAi et variables nouvelles celles qui figurent dans les dérivées à l'aide desquelles on veut exprimer les précédentes.
Ainsi, si l'on cherche l'expression de t-» -r-y •••> en fonction
de -r- > -7-' •••* la fonction ancienne sera z. les variables andu dv '
ciennes x^ y^ . . . , la fonction nouvelle sera w, les variables nouvelles £/, v^ ....
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I. — SOLUTION
89. Cela posé, supposons, pour simplifier récriture, n = i\ z est fonction de deux variables indépendantes x^y^ et Ton se donne les équations qui définissent le changement de variables
Admettons que les fonction et variables anciennes soient z^x^y^ c'est-à-dire qu'on cherche à exprimer ^, -:->..•» en fouc-
tion de T— > -T~» • • •• du ôv
Partons de la relation de différentielle totale entre la fonction et les variables nouvelles
( 2 ) div = -r- du -^ -^ dv ,
^ ' du dv
et différentions les équations (i) du changement de variables :
du = -r^ dx -h -^ dy -^ -^ dzj ox dy "^ oz
(3) { dv=2 -^dx-^ ,,.,
dw = -/^ dx -+-....
ox
Portons maintenant ces valeurs (3) de du^ dvy d\v (*) dans la relation (9.); il vient, en ordonnant par rapport à dx, dy, dz :
"" \du Ox dv dx dx ) *^ \ c^m ày~^"'/ \du dz "')'
Si l'on résout cette équation par rapporta dz^ on a une rela-
(*) Il n'est pas nécessaire de supposer, comme nous l'avons fait pour simplifier les écritures, que les trois équations (i) du changement de variables sont résolues par rapport aux variables nouvelles u^ Vj w\ quelle que soit leur forme, en les différentiant, on obtiendra trois équations (3) d'où l'on tirera linéairement du^ dK\ div pour les porter dans (a). En d'autres termes, on éliminera dUf dvy dw entre (a) et (3).
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lion de la forme
et, d'après le n** 38, le coefficient P est égal à ^> Q à n- • Donc
dz ___ du âx dv àx ôx ùz
àx dw do àiv â*^ ày^ ày ~ ' ' ' '
du âz Ov âz âz
ce qui fournit les expressions cherchées de -r^> -r-> en fonction de -7— > -y-> et des dérivées partielles des fonctions données cp, A, y.
Le problème du changement de variables est donc résolu pour les dérivées premières; calculons maintenant les dérivées secondes.
On opère d'une manière analogue, en difTérentiant les équations (2) et (3) dont on vient de se servir, et en regardant comme variables indépendantes les variables anciennes x^ y (*).
On trouve ainsi
à' w d^ w d^ iv dw dw
( x bis) d^iv = — — T- du* -f- 9. - — — du dv h — — — dv* h d* u -+- — — d^ v,
du* du dv dv* du dv
d*u = ^ dx*-h2-, — ^-dxdy-h. ..-h -r-^ dz*-^- -^d*z, dx* dxdy ^ dz* dz
{3 bis) < d*v = —^-dx*-h,..y
d*y d*w = ~—i' dx* -H . . . .
dx*
Portons dans (2 bis) les valeurs de d'^u, rf^r, d^iv tirées de (3 fcw), ainsi que les valeurs de du, dv tirées de (3); nous obtenons une relation de la forme
o = M dx*-h N dy*-^P dz* -^ 2Q dx dy -^ 2R dx dz -^ iS dy dz -hTd*z,
dans laquelle nous remplacerons dz par sa valeur (4), ce qui donne une relation finale de la forme
Cdx*-^2Ddxdy-hEdy*-^Tdiz = 0y
( » ) C'cst-à dire en supposant d^x — d^y = c».
OU C, U, b, 1 sont des fonctions de -j— ^ -—> — — r > -^ — - > , , ? et ^ ' c^w c/i' du* Ou Ov ôv-
des dérivées partielles, premières et secondes, des fonctions
données cp, tj/, y. Si Ton résout par rapport à c/^^, on sait (n'* 47)
que les coefficients de rfjc^, idxd\' dy^ sont -r-v» r— r-' -:-;» en sorte que
ce qui résout le problème pour les dérivées secondes.
On obtiendrait de même les dérivées troisièmes en difTérenliant les équations (2 bis) et (3 bis), et ainsi de suite.
Voici donc la règle qui résume la solution du problème des changements de variables.
90. Règle. — Soient :; la fonction et x, y les variables anciennes; fv la fonction et e/, v les variables nouvelles.
I** On écrit Téquation de difTérentielle totale entre la fonction et les variables nouvelles, équation que nous appellerons (A) :
div = -— du H — — ar.
ou dv'
2" On différenlie les équations qui définissent le changement de variables, ce qui donne des équations que nous appellerons (B).
3° On élimine entre (A) et (B) les différentielles des fonction et variables nouvelles ^Av, du^ dw
On obtient ainsi une relation, (C), entre dz, dx, dy qui donne
immédiatement (n® 38) l'expression de-r^» ~ en fonction de — >
ùw
Pour exprimer les dérivées secondes de 5, on différenlie (A) et (B), et regardant comme variables indépendantes les variables anciennes x et y^ entre ces nouvelles relations, (A'), (B'), et les équations (B) et (C) [ou (B) et (A)] on élimine les différentielles premières et secondes des fonction et variables nouvelles rftv, du^ dv^ d^iv, d'ii, <:/-i', ainsi que la différentielle première de la fonction ancienne dz : le résultat est une relation (C) entre d- z, dx^
dy, qui donne immédiatement (n° 47) l'expression de t-j > . *\ » \-7v
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eo fonction des dérivées premières et secondes de w par rapport k u et V.
En difTérentiant encore (A') et (B'), et opérant d'une manière analogue, on aurait les dérivées troisièmes, et ainsi de suite.
91. Remarque. — Il importe d'observer qu'on ne s'est pas servi explicitement, dans ces calculs, de la relation qui lie s à jc et y^ on a seulement supposé qu'elle existait; les formules obtenues sont indépendantes de la forme de cette relation. Il en résulte que, si une fonction inconnue z, de x, y, satisfait à une équation diflférentielle donnée
âz âz à*z dx i)y Ox*
c'est-à-dire que, si l'on a à résoudre (ou intégrer) une telle équation, on pourra la transformer par un changement de fonction et de variables, sans connaître l'expression de 5 en ^ et^. Il suffira, dans le cas du changement de variables considéré plus haut, de
remplacer dans F les quantités x, y, z, —^ . » • • • par leurs va-
, âw dw ,, , .
leurs en u, r, «», -r ^ —-,.••* et 1 on aura une équation
^ ^ ou àv *
dw dw
Tu' à'. • ■■•>'--"'
dont la solution iv pourra élre plus facile à trouver que celle de l'équation primitive F ::= o.
Exemple I. — Soit z :^/{x^ y); on pose
u—y-^z^ V = z -h X, w=x-hy;
dz dz d^z
et l'on demande d'exprimer — , ^ et -r —r- en fonction des dérivées
^ dx dy dx dy
partielles, premières et secondes, de kv par rapport à w et v.
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Appliquons la règle : la fonction et les variables nouvelles ëtanl (V — , H, r, écrivons
( A ) ail* = -T— fttt H av.
ou Ov
Les équations (B), obtenues en diflTérentiant les équations du changement de variables sont
/ {in z= (Ij- ^ riz, ( B ) < (iv == flz -+- dx,
\ dw = dr -f- dy,
Entre (A) et (B) éliminons du^ rfr, dw pour former la relation (C) entre dx, dy^ dz; il vient
''•^(^ -'j -^ ''-•'(rM - V -^ ''^l j« -^ t;^) = ";
OU
( c ) rf-- = .--^',' dr -.- ]~. ^- dy ;
du Ov Ou Ov
ce qui donne immédiatement les valeurs cherchées de t- et — :
T Ox Oy
dz ôv dz du
dx dw d^v dv div div
du d{> itti dv
Reste à calculer - — —/, pour cela différentions (A) et (B), en
regardante ci y^ variables anciennes, comme les variables indépendantes :
*/v ,. c^'w * - d-w , . d^M> . ^ div . div ,^
A ) d^ iv = .— du^ ■+- 9. -- — , du dv -+- --- dv^ -h ^~ d-u -\ d^v:
du^ dudv dv^ du dv
1 cr-u -- d^z, (B') ' d'-v ^ d'-z,
f d^iv — o.
Eliminons d^u, rf^r et d-iv entre (A') et (B'), et remplaçons
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du^ dv par leurs valeurs (B); il vient :
fi^ W f)^ il'
o = -r — (f/y-^r/z)--h'i (f/y -h f/z)( d.r -+- dz )
ôu^ " Ou ov -^ '
■+■ ---(dx-^-dzy--^ --d*z-h -—diz, Ji'* Ou Ov
on en ordonnant
/âw Oiv\ OUv ^*«' i ,
o = d-zl - -+- - H d.r- -r- -- — dy^
\0u Ov ] Ov^ ùu^ '
OUv , , /O'iv OUv \ , ,
-+- '?. ^ — T-dx dy -f- 1 — - H- , — 1 dy dz OuOv -^ \ (>//^ ôuOvJ ^
iO^-KV OUv \ . . (O'^Kv ()*(!• à^-\v\
\ ov- Ou ov ! \0u' Ou Ov Ov^ /
Cette équation n'est pas encore Téquation définitive, parce qu'elle contient non seulement d'^z, dx et dy^ mais encore dz\ lirons donc âfs de (C), suivant la règle, et portons-le dans l'équation
ci-dessus : comme nous cherchons l'expression de -t — ^, nous
^ Ox Oy
n'aurons besoin que de coefficients de d'^ z et de dx dy. On a ainsi
. lùw dw\ .
1 « = '''Kd«-*-^)^'''^
1 dx dy
Ow w ^ Ov
(Or..
OUv \
Oiv
Ou
Oiv Oiv \ Ov' Oti Ov J Oiv Ow Ou Ov Ou Ov
fO^w OUv 0'-
/ Oiv \ / Oiv\
I V-»*' u-\% O^w \ \ Ou I \ Ov J
\ Ou^ ' Ou Ov Ov^ j I Ow Ow \ -
\0u "^ ~ôv)
Par conséquent on a
Ox Oy Ow Ow
Ou Ov
en désignant par [ ] le coefficient de idxdy dans l'équa-
tion (C).
93. Exemple II. — Soit encore z une fonction de x^ y; on prend pour variables indépendantes, à la place de x, y, les
quantités
et l'on conserve la fonction z : on demande d'exprimer les dérivées premières et secondes de z par rapport k x, y en fonction des dérivées de z par rapport à w, i'.
Les fonction et variables nouvelles sont z — , «, i' ; écrivons donc
(A) dz — —-du-^- -r-dv,
du ov
Les équations (B) sont ici
1 du — -^ dx -h -r^ dy,
\ àx ây -^
/ dv — -^ dx -I ^ dy,
\ ox ôy '^
D'où, en éliminant du et d\? :
(C) d. = dxi'±%^'î.'^\^dy('±'5- ^%'^\
' \du dx âv ôx I '^ \du ôy àv ày }
ce qui donne
àz _^ dz do ôz à^ âz _ àz do dz d^
dx du dx »>v dx^ dy du dy di> dy
Pour calculer les dérivées secondes, différentions (A) et (B), les variables indépendantes étant x et y :
(A ) d*z = — —aw^-h •>. - — —dudv h dv^-^ -—d^u H- -7- d*v,
du* du di' dv* du dv
id^ m d^ o d^o
d^ u — -T— dx^ H- 2 ,— ' - dx dy -+- -— Ç dy^. dx* dxdy -^ dy* ^ '
d*^ d*v — — \ dx'*' -4- . . . , dx*
d'où, en se servant de (B),
du* \dx dy -^ /
^ du \dx^ "-^ ^■■■)^ àv \0x^ «^ -^- • • Le second membre ne conlenanl que dx el -dy, et non dz, il
Remarque I. — Si l'on demande inversement d'exprimer
-T-'-r-* '" en fonction de-r^*^> •••» la méthode &:énérale exige ou dv dx dy 00
que l'on recommence les calculs, en considérante: ely comme les variables nouvelles, u Qi v comme les variables anciennes. On peut toutefois se servir des calculs précédents, car les équations (6),
linéaires par rapport à -- et -r-> fournissent ces quantités en fonc-
à z dz
lion de — et —; de même, des équations (7), on peut tirer linéaire-
ment -.— > - — --> -—• Cette remarque s applique au cas général.
95. Remarque II. — Dans le cas de l'exemple II, il est peutêtre plus court d'employer les dérivées au lieu des différentielles. En effet, z étant considéré comme une fonction de u et de r, qui sont eux-mêmes fonctions de x et y^ on a, par la théorie des dérivées :
dz
dz du dz di>
dx
du dx dv dx
dz dy
dz du dz dv du dy dv dy '
ce sont les équations (6) où l'on a écrit --» • • • au lieu de -r^^ • • •»
ce qui revient au même, puisque u = 'f(x^y).
Dérivons ces deux équations successivement par rapport à x
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et r, en regardant t^ et -^ comme des fonctions de it et v^ qui sont eux-mêmes fonctions de x etj^; nous obtenons
d^-z _ d^z /àuy d^js au dç ^ à'- z / àvy ôz^ ô^ u ôz d'-v
Ox^ Ou^ \0x J OuOv ùx ôx Ok'^ \àx/ du àx^ Ov Ox^
O^z Ox ôy
0^ Oy
c'est-à-dire les équations (7).
96. Exemple III. — Soit z z=f(^x, y)] on prend pour variables
indépendantes, à la place de x et j', ;/ = jc et v == — ; on demande
ù^z f. . j^ Oz Oz d^z
d exprimer -—- en fonction de t-» — ' —
■ Ou^ Ox oy Ox-
La fonction et les variables nouvelles sonl, cette fois, z — , x^y\ la fonction et les variables anciennes sont c, m, r. On a
( A ) dz — p dr -+- q dy^
p Qi q représentant respectivement — et -^ (n" 48). D'ailleurs les équations du changement de variables
X = //, y = vu donnent
( B ) dx = du, dy = v du -r- u dv.
Continuons les différentiations en regardant comme variables indépendantes u et p, variables anciennes; il vient, avec les notations du n" 48,
( A' ) d^z = r dx^ -h i s dx dy -h t dy^ -hpd'x -^ g d^Vy
(B') d^xr=io, d^y = idudv;
d'où, en se servant de (B) pour éliminer rf^ et dy,
d^z = r du^-^ 7.S du{v du -\- udv) -f- t{v du-^ u dv )'-hiq du dv,
La dérivée ^-4 est le coefficient de du- dans le second membre ; Ou^
Exemple IV. — Soit encore ^=:/(x, ^); celte équation
délinit aussi ^ comme fonction de :r et de >3; on demande d^expri-
nicr les dérivées premières et secondes de y par rapport à j: et -3,
. àv ^y r • 1 1 » • r 1
a savoir-^» •—> •••> en fonction des dérivées de z par rapport a
x^\y, à savoir^, *-^y • -, ou p,q,r, s, t.
La fonction et les variables nouvelles sont z — , x ei y: on écrira donc
( V ) dz — p dx -r ij dy.
Quant aux. équations (B), il n'y a pas lieu de les écrire, car elles se réduisent à dx = dx^ dy = dy^ dz = dz, Résolvons (A) par rapport à dy :
dx
ce qui donne
()y p dx q
dy 1 dz q
Pour calculer les dérivées secondes, di(rérenlions(A), en regardant comme variables indépendantes x et z^ variables anciennes; il vient (puisque d'^x ^= d- z = o),
r dx- -+• '}. s dx dy -h / dy^ -t- q d^y ~ o.
Enfin, pour obtenir la relation finale entre rf^^, dx et dz^ remplaçons dy par sa valeur (C); nous trouvons
— q d^Y = r dx^ -^ 7,s dxi — — dx -{ dz] -\- l ( — '- dx -a dz\ .
ce qui donne
dx^ q \ q q^J q^ ^ '' "^ ^
âz^ q^ '
98. Exemple V. — Considérons maintenant une fonction d'une seule variable, y-.=:f(^x)j et faisons le changement de variables
En vertu de y=/(x)^ p est fonction de co; on demande d'exprimer y'j.^ y^ (ou plus simplement j^, y) en fonction de pi,, p][, (ou p', p").
La fonction et la variable nouvelles sont p et w; écrivons donc
(A) rfp = p'f/oj.
j rfj7 = ^p costu — p sin to <iu), ( rf^ = cfp sinw -h p coswc^w.
Entre (A) et (B) éliminons rfp et rfo); il suffit de diviser membre à membre les deux équations (B), ce qui donne, en tenant compte de (A),
, , dv , p'sinto -4- p cosio
(lo) -^ =y= -, . -;
' dx ^ p costo — p sintu
c'est l'expression de^' en fonction de p'.
Pour calculer j^*, dilTérentions (A) et(B) en regardant comme variable indépendante la variable anciennes; il vient
(A') û?«p = p'rftii»-+-pV*w,
!o =: d*p cosw — 2dp dtù sintu — p costu rftu' — p sintu <i*tu, d^y = d^p sintu -h idp dta costu — p sintu rftu- —- p costu cf*tu.
D'après la méthode générale, il faut, pour obtenir une relation entre rf^j^ et rfx, éliminer rfp, rfw, c/^p^ ^a^^j ^^ û^ entre (A), (B), (A'), (B); le plus simple est de tirer rfto et dp de (A) et de la première équation (B), ce qui donne :
, dx , o'd.r
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en posant
D = p'costu — p sinoj.
Tirons ensuite d^p et d'^to de (B'). Pour cela, multiplions la première équation (B') par cosco, la seconde par sino) et ajoutons
(/^y sin ta = d^p — p rfco*, d*où
d*p = é/2^'sintu^-p ^.
De même, multiplions la première équation (B') par sino), la seconde par cos(o, et ajoutons :
d^}' costu = jidp dta -h p d^ta,
d'où
d^oi = - I d^y cos w — ip' -j^ 1 •
Portons enfin les valeurs de rfco, d^p et rf^w dans (A') :
., . dx^ ^dn p'/ ,dx^\
û?2j. sin tu -h p -g^ = p —-^ i^{^d^ycostù-ip-—y
c'est-â-dire, en multipliant les deux membres par p,
^d^y= -YiT (9'-^ '>•?''- Pf).
ce qui donne finalement
*^ (p'coso) — psinto)*
99. Corollaire. — D'après cela, l'expression du rayon de courbure d'une courbe plane, p = p ( w), en coordonnées polaires, s'obtiendra en remplaçant, dans la formule
ri^y*)«
y' eX. y par leurs valeurs (lo) et (n); on trouve ainsi, comme au n^ 62,
ro«-f-p'*)«
p>H-ap'*— pp* 100. Remarque. — Pour trouver l'expression de R en coor-
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données polaires, on autalt pu partir de la formule du n® 67 :
~ d^^ dar — d^ a- dy '
OÙ X ely sont regardées comme fondions d'une même variable. Or, en posant
X = p cosw, X = p siu w,
on peut regarder x el y comme fonctions de w, puisque, sur la courbe, p est lui-même fonction de w. On en déduit
dx = dp cos w — p sin to dit>, dy = dp s'inta -^ p cos w do),
DilTérentions encore, en regardant co comme la variable indépendante, c'est-à-dire en supposant d'-io = o :
d^x = d^p cos tu — 51 sin (o d-i dto — o cosw doj'^. {i*y = d*p sin to -+- ticosto ^/p r/to — p sin tu du)^.
Il suffit maintenant de porter ces valeurs de dx^ dy^ d'^x^d^y dans R, pour retrouver :
R= {dp''- -^ p'*- dis^ f
p* diii^ -t- '1 dp- diii — p d' p dtn ^ ( dp \^ d^p
101. Exemple VI. — Soit^ =/(^x); on pose x = rD(t)j et l'on demande d'exprimer les dérivées de y par rapport à ^ en fonction des dérivées de y par rapport à t.
C'est le plus simple des problèmes de changement de variables, et la méthode générale s'applique sans difficulté. 11 est plus court toutefois de se servir des dérivées au lieu des difl'érentielles et de raisonner comme il suit :
Soient ^J, y]. . . les dérivées dey par rapporta/; soient de même .r) , ^J, ... les dérivées successives de a:, c'est-à-dire ?'(^)î ?'\0' . • • ; on a évidemment (n« 24)
dx x'i
Dérivons les deux membres de celte relation par rapport à x. Pour dériver le second membre, nous le dériverons par rapport
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H t et nous multiplierons le résultat par -^» c'est-à-dire -7; il vient
duc '^ t
aîusî
et de même, en continuant les dérivations,
dx^ x'i^
102. Exemple VII. — Soit jj' =:/(x); on prend ^ pour variable indépendante et x pour fonction, et Ton demande d'exprimer les dérivées de y par rapport à Jc en fonction des dérivées de X par rapport à^*.
Il suffît de supposer, dans rexem|)le précédent, / =^, ce qui donne
dy , \ „ t\
di ^" -^'-^^^ ^^ = '^' ""
On aurait pu raisonner directement comme il suit. Il est clair
que j^^ =--?-; dérivons les deux membres par rapport à x : la
dérivée du premier est y"; pour trouver celle du second, prenons la dérivée par rapport à y et multiplions par la dérivée de y
par rapporta x^ c'est-à-dire par -r> il vient
Intégration d'une équation différentielle,
103. On rencontre en Physique (Théorie des cordes vibrantes) le problème suivant d'Analyse dont on peut trouver la solution à Taide d'un changement de variables.
Déterminer la fonction la plus générale w, de deux variables indépendantes x et t, qui satisfasse à réqualion
'»> ^=^^ (a = consl.).
Conservons l'ancienne fonction u et prenons pour nouvelles II. 1
gS PREMIÈRE PARTIE. — CALCUL DIFFÉRENTIEL.
variables indépendantes les quanlilés
; — .r -^ at, % —. X — (tt\
cherchons alors ce que devienl 1 équation (i) après ce changement de variables.
On a, en appliquant la méthode par les dérivées indiquée dans la Remarque II du n° 95,
de même,
du du a\ f)tf ôr^ f)it Oit
'àl ~~ 'ôl ôï ~ ôr, ITf ~~ ^ 7)^ ~ ^' ôr/
Oit On Ou
Ox Oc ' Or.
et, en continuant les dérivations,
Oi u I f)« U Oi u \ [ c>2 u 0^ u \
0^-u iY'U OUt 0^-u
Ox^ ()$« O^^Or^ Or^'i
Portons ces valeurs dans Téqualion (i); celle-ci se réduit à
Oz Or
forme qui s'intègre facilement. En clî'et, elle exprime que -r^ est
indépendant de r,, puisque sa dérivée par rapport à r^ est nulle:
on a donc
Ou ^
/{^) désignant une fonction de ;, quelconque d'ailleurs. Remontons aux primitives
'^(Ç) élant une primitive de /{^) et C une constante par rapport à Ç, c'est-à-dire une fonction de r,, ^(vj), d'ailleurs arbitraire. Quant à cp (Ç), c'est aussi une fonction arbitraire, comme primitive d'une fonction arbitraire. On a donc enfin, comme solution
III. - CHANGEMENTS DE VARIABLES PLUS GÉNÉRAUX
lOi. Soit toujours z une fonction de deux variables indcpendanles x ely; reprenons les formules du changement de variables (où nous écrivons X, Y, Z à la place de w, i^, tv) :
(l) X = <p(.r, )-, 5), \ — y(jr. y, Z)j 7. — ^[J-, y, z ).
Nous avons vu que les dérivées de z par rapport à ^ et y s'expriment en fonction des dérivées de même ordre (et d'ordres inférieurs) de Z par rapport à X et Y, et réciproquement.
Eu particulier, si Ton désigne par P et Q les dérivées ^ ^^ "ïV'
P el Q sont des fonctions de x^y^z^ p^ q] et la forme de ces fonctions est indépendante de la relation enire ;; — , x et^'. (Remarque du n" 91).
Géométriquement, les équations (i) définissent ce qu'on nomme une transjormation ponctuelle, parce que, à un pointer, y, z de l'espace, elles font correspondre un ou plusieurs points X, Y, Z, et réciproquement. Si le point x^ y, z décrit une surface 5, le point correspondant X, Y, Z décrira une surface S, et Ton dit que 5 et S sont transformées Tune de l'autre par la transformation (i).
Il est clair ((u'une transformation ponctuelle consente le contact, c'est-à-dire transforme deux surfaces tan;^eutcs en deux surfaces taiigenles. Soient, en effet, s et s' deux surfaces qui se toucbeut en un point m : c'est dire (n" 48) qu'au point m les valeurs de x, y, 5, p et q sont les mêmes pour les deux surfaces. Désignons par M(X, Y, Z) le transformé de m; il résulte de ce
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qui pn'cède qu'au point M les valeurs de P etQ seront les mêmes pour les deux surfaces S et S', transformées de s et 5', c'est-à-dire que S et S' se touchent en M.
103. Cela posé, au lieu d'un changement de variables poncluel, considérons le changement de variables plus général :
(2) X = ?(x,^, 3,/), 7), Y = /^{jr,y,z,p,q), Z =z'^{x,y, z,p,q),
OÙ p ci cj désignent les dérivées partielles de :; par rapport à x et y. Si le point ^, y^ z décrit une surface donnée, 5, les quantités z^ p ei q sont des fondions connues de x et y, de sorte que le point X, Y, Z décrit aussi une î>urface S dont l'équation s'obtient en éliminant x cly entre les trois relations (2). La transformation (2) fait ainsi correspondre à une surface quelconque, .v, une surface, S, dite transformée de la première; mais ce n'est pas une transformation ponctuelle, car pour déterminer le point X, Y, Z il faut se donner non seulement le point x^ y^ z sur la surface 5, mais encore/? et y, c'est-à-dire le plan langent en ce point à cette surface.
Cherchons maintenant à déterminer le plan langent en un point
de S, c'est-à-dire à exprimer -r^ et -rr en fonction des dérivées de z
par rapport hi x cX. y \ la méthode générale du changement de variables s^ applique sans modification.
Parlons de la relation difTérenlielle entre la fonction et les variables nouvelles :
( A ) ctz = p ilx -^ q dy,
et dllférentions les équations (2) du changement de variables, en observant (n" 48) que
dp = /• dx -h s dy^ dq =z s dx -h t dy^
/*, 5, t étant, comme d ordinaire, ---» . 1» -r-^' H vient
' ' ^ ' dr* Ox oy Oy*
il faut maintenant, selon la régie, éliminer dx, dy^ dz entre
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(A) et (B); nous tirons pour cela dz de (A), nous le portons clans (B), et nous éliminons dx et dy par le déterminant
' ,,. do do â^ do ào d^ do do
dar ' dz dp dq dy dz dp d(j
dx dy I
Résolvons enfin cette équation par rapport à rfZ; les coefficients de rfX et d\ seront -r^. et —♦ c'est-à-dire P et O-
Sans développer les calculs, on voit immédiatement que, en *:énéral, P et Q dépendent non seulement des dérivées premières p et y, mais encore des dérivées secondes r, 5, t. C'est une différence fondamentale avec le cas des transformations ponctuelles; elle subsiste pour les dérivées d'ordre supérieur, c'esl-à-dire que les dérivées secondes de Z dépendent des dérivées de 5 jusqu'à Tordre trois et ainsi de suite.
106. Transformations de contact. — Il peut arriver cependant que pour des transformations particulières, c'est-à-dire pour des formes particulières des fonctions cp, y et i^\ les dérivées P et Q ne dépendent que Aq p ei q et non de r, Sy t\ on dit, en ce cas, que la transformation (2) est de contact, c'est-à-dire conserve le contact. Supposons, en effet, que deux surfaces s el s' se louchent en Xq, j^o, ^oi c'est-à-dire aient, en ce point, mêmes valeurs />o el q^ dep et q; les deux surfaces transformées de s et 5' par (2) auront en commun le point
où elles se toucheront, puisque P et Q, qui ne dépendent que de Xy^y Zj />, q, auront, en ce point, les mêmes valeurs.
Les transformations de contact conduisent à une conception intéressante des éléments de l'espace.
Soit, en effet, une transformation de contact (T)
(T) ^ d*où Ton déduit, puisque (T) est de contact,
P = *(j-,7, ;;,/), 7), Q = yi\x, y, z,p, q).
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Considérons maintenant un point m(x,y^ z) de Tespace et une surface passant par ce point; le plan tangent m à la surface en m a pour coefficients/?, y, — i. A toutes les surfaces s passant par m et tangentes à m en ce point, la transformation (T) fait correspondre des surfaces S, passant par un point M et tangentes en ce point à un même plan II; si donc on appelle élément de l'espace V ensemble d'un point m et d'un plan m passant par ce poini, on peut dire qu'une transformation de contact fait correspondre à un élément (m, m) un ou plusieurs éléments (M, II), et réciproquement. De plus, toute surface possédant Vêlement (m, tu), c'est-à-dire tangente à tïj en m, est transformée par(T) en une surface qui possède l'élément correspondant(M, II). Enfin, l'ensemble des éléments appartenant à une surface est transformé par (ï) en l'ensemble des éléments appartenant à une autre suiface, à savoir la surface transformée définie au n** 103.
Anal^iiquement, la correspondance entre les éléments est établie de la manière suivante.
Le point m étant x^ v, z, et le plan tïj ayant pour équation celle du plan tangent à la surface 5, à savoir :
(Ç, 7,, !J coordonnées courantes); le point M étant de même X, Y, Z, et le plan II aj^ant pour équation
on a, pour déterminer X, Y, Z, P, Q en fonction de jc, y^ 5, /?, q^ les équations (T) de la transformation.
On voit qu'on fait maintenant abstraction de la signification de /?, gr, P, Q comme dérivées; ce sont simplement les coefficients qui figurent dans l'équation des plans composant les éléments*
107. Conséquences. — Dans cette manière de concevoir l'es pace, une surface sera considérée comme le lieu d'une infinité double d'éléments, chaque élément étant formé par un point et par le plan tangent en ce point; la transformée de la surface par (T) sera le lieu des éléments transformés des premiers, et ce sera une autre surface, comme on l'a observé plus haut (n° 106).
Une ligne peut être regardée comme la limite d'une surface
CHAPITRE III. — CHANGEMENTS DE VARIABLES. I
ayant la (orme d'un (il de diamèlre inflDiment pelil; il est clair qu'à la limite les plans langents à une pareille surface deviennent les plans tangents à la ligne, c'est-à-dire qu'un élément appartenant à la ligne est formé par un point de celle-ci et par un plan quelconque mené par la langenle en ce point. La ligne est ainsi le lieu d'une in(inilé double d'éléments; sa transformée par (T) sera en général une surface, rien ne prouvant a priori que ce soit une autre ligne.
Si, par exemple, la ligne est une droite
un élément sera formé par le point (^,^, z) et un plan quelconque de coefficients /?, 7, — i contenant la droite, c'est-à-dire tel que
p -\' aq — b = o.
Pour avoir l'équation en X, Y, Z de la surface transformée de la droite, il faudra éliminer j:,j^, z^ /?, q entre la dernière relation, les deux équations (D) de la droite et les trois premières équations (T).
Un point {x,y^z) peut être regardé comme la limite d'une sphère de rajon infiniment petit; c'est donc aussi le lieu d'une infinité double d'éléments, formés chacun par le point et par un plan quelconque mené par ce point. Sa transformée est une surface dont l'équation (en X, Y, Z) s'obtient évidemment en éliminant/? et q entre les trois premières équations (T).
Soient 5 une surface, S sa transformée par (T); cherchons la transformée d'une ligne / tracée sur s, 11 est clair que / a une infinité simple d'éléments communs avec 5, à savoir ceux qui sont formés par un point de / el le plan qui louche s (et par suite /) en ce point; donc la transformée de / est une surface, A, qui a une infinité simple d'éléments communs avec S, c'est-à-dire qui touche S en une infinité simple de points, ou encore qui touche S suivant une ligne. Ainsi :
La transformée d\ine ligne tracée sur une surface, 5, est une surface circonscrite à la transformée de s.
Si deux lignes l et l se coupent en un point /?î, elles ont un
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rlémenl commun, à savoir celui qui est formé par m et par le plan des tangentes aux deux courbes en ce point; donc leurs transformées ont un élément commun y c^est-à-dire sont deux surfaces tangentes en un point.
108. Remarque. — Reprenons la transformation de contact définie par les équations
d'où Ton a tiré
(i bis) P = ^(T,y,z,p,q), ^ = ^'{T,y,Z,p,q).
On peut établir que les dérivées secondes R, S, T, de Z par rapport à X et Y, s'expriment en fonction de .r, y^ z et des dérivées premières et secondes de z par rapport à x eiy.
Différent! on s, en effet, les deux premières équations (4); il vienl, comme au n" 105,
ùo do c^cp ào do
(f\= --^dx-^ -v-dy-^ -^(pdx-\~qdy)-h -L(rdx-hsdy)-h -r^isdx-^t dy). àx ôy -^ ôz ' ^ -^ ùp^ -^ ' dq^ -^
De ces relations on tire dx et dy en fonction linéaire et homogène de rfX et e/Y, les coefficients étant fonctions de x, i', r, />, gr, r, 5, t. De même, différenlions les deux équations (4 his) en observant que rfP et rfQ sont respectivement
RrfX-f-SrfY et S ^/X 4- Té/Y; il vient
R d\ -h S rfY = Y- dx -f ;r- dy -^ -^ (p dx-h q dy)
'^'à^ if'^^-^^dy)-\- —isdx-^-tdy).
SrfX-f-TrfY= 3^rfx-r- ....
ox
Remplaçons dx et dy par leurs valeurs calculées tout à l'heure en fonction de ûfX et dY ^ et égalons, dans les deux membres de chaque équation, les coefficients de rfX et de rfY; nous obtenons des relations de la forme
R, S, T = fonctions de x^y, ^^ pi q^ r, 5, /.
Transformation de Legendre. — C'est la transformation
Los équations (B) sont ici
I d\ = /• (ij^ -h s dy, d\ — s d.r -h f dy, ( cTL =-¥- x{r dx -\- s dy) -^y's d.r -h / dy ).
Joignons-y (A)
dz = p dx -H q dy,
v\ éliminons âfx, dy^ (lz\ il vient
< 7) d7. = xd\-r- yd\\
doit
I^s dérivées secondes r, 5, t ne figurant pas dans P cl Q, la transformation est de contact (*).
Remarque /. — La transformation de Legendre est une irans-
(') Si l'on veut exprimer les dérivées secondes H, S el T, il suflil de diflTc-
rentier (7) en prenant pour variables indépendantes les variables anrionnes
\ el V; on a
d-7. — dx d\ -f- dy d\\
el, en remplaçant dx el dy par leurs valeurs en rfX, d\ tirées des deux premières ê({ualions (6) :
d'Z = - '-, ( d\{td\ -sd\)-¥- d\ {-sd\ H r d\)], rt — X-
d'où
R=^^. s=-::ii^. T= '•
rt — s- rt — *- rt--s-
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formation par polaires réciproques par rapport au paraboloïde
i5 ^ , If »*,
En effet, le pôle X, Y, Z du plan tangent
par rapport à ce paraboloïde, est défini par
ce qui donne bien, pour X, Y, Z, les valeurs (5). Il est d'aîUeui évident, a priori, que toute transformation par polaires réci proques est une transformation de contact.
Remarque 11. — Dans le plan, y étant fonction de x, la transformation de Lcgendre est
et Ton trouve
C'est encore une transformation de polaires réciproques par rapporta la parabole 2 yi — $2 = 0.
iiO. Transformation de Sophus Lie. — Elle s'écrit sous les deux formes équivalentes :
px-hqy
(9) /' X-tY= l—Jl,
OU
_ px-^q y
Pour vérifier qu'elle est de contact, calculons P et Q. A cet
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efiet, selon la règle, difl'érenlions les éqiialions (9') en y remplaçanl de siille dz par [p dx -\- q dy). Les deux premières donnent
( d\ -h i d\ -\- X dL -f- dx{ Z -h /? ) -^ q dy = o^ ^'^^ \ {d\ — id\)x-dL-^dx{\ — iy)^ dy r^o.
11 est inutile de difFérenlier la troisième équation (9'), car les deux relations (10) suffisent pour éliminer rfx et rf;'. En efl'et, multiplions la seconde par — q et ajoutons à la première ; dy disparaît et il reste
{d\-^id\)^qx{d\--idy)-\-dZ{x-\-q)-^dx[Z-\-p — q{\ — i\)\^o,
Je dis que le coefficient de dx est nul : il suffit, pour le voir, d'j remplacer Z et X — /Y par leurs valeurs lirées de (9). Il reste donc
d'où
ce qui prouve bien que la transformation de Lie est de contact.
Remarque, — Inversement, si Ton se donne X, Y, Z, P, Q, on détermine x^y^ 5, p, q comme il suit.
Les équations (i 1) donnent qx el x -\- q^ d^où deux systèmes de valeurs pour x et q; la première équation (9') donne z, la seconde donne y et la troisième />, sans amb'guïlé dès que x et q sont connus. Donc à un élément x, y y z, /?, q correspond, par (9) et(i 1), un seul élément X, Y, Z, P, Q; inversement, à un élément X, Y. Z, P, Q correspondent deux éléments ^,^, :;,
111. Propriété de la transformation de Lie. — Elle change les droites en sphères.
Si, en effet, le point Xy y^ z décrit la droite
(12) y = a X -i- nij z — bx -\- n,
un élément appartenant à la droite sera formé par le point x^ y, z et par un plan de coefficients (/?, q^ — i) passant par ce point et
contenant la droite. On a donc
(i3) p -^^ aq — ^=0,
on exprimant, ce qui suffit, que le plan est parallèle à la droite (12).
Le lieu du point X, Y, Z, c'est-à-dire la surface transformée de la droite, s'obtiendra en éliminant a:, j^, z^p^q entre lés trois équations (9'), les deux équations (12) et l'équation (i3).
Pour faire l'élimination, tirons^, 3 et/7 de (12) et (i 3), en fonction de X et de y, et portons dans les trois équations (9'). Il vient
X-+-iY-f-/i-h:r(Z-i
Il est inutile d'écrire la troisième équation, qui contiendrait q^ car on peut éliminer x entre les deux premières (*). On trouve ainsi
(14 ) X«-+-Y«-f-\(a-+-/i)4-i'Y(a — /i)-hZ*-+-Z(^ — /?i)-ha/i — ^»/w = 0;
équation d'une sphère, et d'une sphère générale, car Téquation dépend effectivement des quatre paramètres a, 6, m et/i.
On voit ainsi qu'à une droite en Xy y^ z correspond une sphère en X, Y, Z; inversement, à une sphère correspondent deux droites : car, se donner la sphère (i4)) c'est se donner a 4-/1, a — n, c'est-à-dire a ei n\ b — //«et bm^ c'est-à-dire deux systèmes de valeurs de b et m. Une des droites se déduit de l'autre en changeant 6 en — //i et //i en — b\ car ce changement n'altère pas b — /n et bm,
112. Applications. — En vertu de la transformation de Lie, la géométrie des systèmes de sphères est ramenée à celle des systèmes de droites, et ce seul énoncé fait comprendre toute l'importance de la proposition ci-dessus. Nous en indiquerons plus
(•) Plus généralement, si x,jry z décrit une courbe,
la surface transformée s'obtient en éliminant j?, y, z cnlrc les deux équations / = o, g' = o et les deux premières équations (9' ).
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lard une conséquence intéressante; bornons-nous ici à quelques remarques.
Soit s une surface réglée, c'est-à-dire admettant une infinité
simple de génératrices reclilignes; à ces génératrices, la trans-
/'ormation de Lie fait correspondre des sphères qui, d'après une
(les remarques du n** 107, touchent, chacune suivant une ligne, la
transformée S de s. Ce résultat s'énonce ainsi :
La transformée d^ une surface réglée est l^ enveloppe (V une série simplement infinie de sphères,
A deux droites qui se coupent correspondent (n** i07) deux sphères tangentes en un point.
Ces deux remarques permettent de transformer la propriélc qii'a rhjperboloïde à une nappe d'admettre deux séries de génératrices rectilignes, telles que les génératrices d'une série rencontrent celles de l'autre; on voit ainsi que :
// existe une surface Y (la transformée de riiyperboloïde) qui est r enveloppe de deux séries simplement infinies de sphères; chaque sphère d^ une série touche chaque sphère de l* autre série.
L'h^perboloïde est le lieu des droites s'appu^'ant sur trois droites fixes; donc
La surface S peut être regardée comme l'enveloppe des sphères qui touchent trois sphères fixes.
La surface S est, comme on le verrait directement, du qna- Irième ordre; on la nomme cyclide de Dupin; nous la retrouverons plus tard.
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I. - FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE
113. Il est souvent avantageux, pour Tclude des fonctions, de former les équations différentielles auxqiii^lles elles satisfont : on appelle équation différentielle une relation entre une variable, une fonction de cette variable el les dérivées de celte fonction; l ordre d'une équation diflérenlit;lle est celui de la dérivée d'ordre le plus élevé qui y figure.
Si Ton a
on en déduit
et toute combinaison de ces équations fournira une équation différentielle à laquelle satisfera la fonction r; une fonction donnée satisfait donc à une infinité d'équations différentielles de n'importe quel ordre.
Dans les applications, le problème ne se pose pas avec cette généralité; la plupart du temps, la fonction donnée, y, dépend d'un certain nombre de coefficients constants, et Ton se propose de former une équation différentielle à laipielle satisfasse )', que/les que soient les valeurs de ces coefficients,
La fonction y, de .r, est donc supposée définie par une relation
renfermant n constJuU»*s^ on en déduil, par des dérivations successives,
OV ffV ,
il) 7- -- ~ y = o;
Oj'- * (f.r 0\ Oy- ' 0) '
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Après n dérivations, on aura {n -f- i) équalions (i), (2), (3), ..., enlre lesquelles on éliminera les n quantités C|, Co, ..., C„ ; le
résultat
sera une équation différentielle d'ordre n (*), vérifiée par la fonclîon y^ quels que soient C|, C2, ..., C„ : elle convient à toutes les fonctions y définies par Téquation (i), 011 C| , .., C„ sont des conslantes arbitraires. Voici des exemples.
114. Équation différentielle des droites du plan. — La fonction y est définie par
y = Cl j' -i- C2,
C, elCa étant des constantes arbitraires; la méthode précédente conduit, pour j% à Téquation différentielle évidente
il3. Équation différentielle des cercles du plan. — La fonclion y est définie par
X- I- r' -r- 2 À J7 -h 'j. Il y -\- h = o
'm {jl, h étant des constantes arbitraires. Appliquons la métbodc; ^^ a, en dérivant trois fois,
f/f f\ t If rtf
yy -'-'- ^y y -^ v-y ^ ^>-
^ où, en éliminant a entre les deux dernières relations,
)• (1 i >')' -! r - ) — r ( )'K -T- .> )• )' ), ^" cst-à-dire
(]ette équation exprime que le rajon de courbure est conslanl :
(') C<! raisonnement montre que l'équation est au pins d'ordre n\ on %errd, «Idiis le Cours de seconde année, que l'ordre est exaclemenl //, lorsque y dt'pend elFrclivemenl de n constantes arbitraires.
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car, en écrivant que la dérivée logariihmique do — '-^ est nulle,
on aurait
116. Équation différentielle des coniques. — La relation entre ^ et j: peut s'écrire
y = ax -\- b -^ ^^ m x^ -h vi /t r -f- /?,
«, 6, m, /î, p étant des constanlcs arbitraires. Dérivons deux fois :
_1 -il
y" — ni{ nix^-\- inx -T- P) - —i mx -h n)^(nix^ -i- inx -h p) *,
c'est-à-dire
d'où
(y )~ a = (^ ifip — n^ ) •^{fnx--h inx -^p ).
Trois dérivations successives vont annuler le second membre; Téquation difFérentielle cherchée prend ainsi la forme simple
Dans les paraboles, m=: o^ il suffit donc de deux dérivations pour annuler le second membre et l'équation différentielle des paraboles est
Ces deux équations développées donnent, pour les coniques,
- .ioy"3-+- 4">7> >'^ - i)r''->' = o
pour les paraboles,
^y *— jy y = o.
Remarque, — L'équation dillerentielle des paraboles signifie, géométri(|uemenl, que les tangentes aux courbes diamétrales, aux points où celles-ci coupent la courbe, sont parallèles. En effet, le coefficient angulaire de la tangente à la courbe diamétrale au
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point (o:,^) d'une courbe plane est (n**72) y — 3 =^; en écrivant
quMI est indépendant de Xy c^est-à-dlre que sa dérivée est nulle, on trouve l'équation '
117. Élimination des constantes arbitraires dans le cas de plusieurs équations. — Soient, par exemple, deux fonctions y et z, de Xj définies par les deuK équations
/{Xyy, z, Cl, ..., C«)= G, ^(a;,y, z, Ci, . .., C„) = o.
Pour avoir une équation différentielle vérifiée par^, quelles que soient les constantes C|, C2, . . ., C^, on dérivera n fois, par rapport à Xj chacune des équations données; on obtiendra ainsi, en tout, 2/1 + 2 équations, entre lesquelles on éliminera les 2ai + i quantités C|, C2, ..., C„ et s, 5', z", ..., z"] il restera une équation différentielle d'ordre n en y.
On pourra aussi éliminer z entre les deux équations /= o, îp = o, ce qui ramènera au cas d'une seule équation
^i^iXi Cj, . . ., Crt)= o, qu'on traitera comme on l'a indiqué plus haut.
II. — FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
118. On opère d'une manière analogue dans le cas d'une fonction de plusieurs variables indépendantes; si l'on a, par exemple, une fonction z, de x et y, définie par l'équation
(4) /(^»7i -» Cl, Cj, ..., C;,)=o,
on dérivera successivement par rapport à chacune des deux variables indépendantes. Gomme il y a k -i- 1 dérivées partielles d'ordre /:, quand on aura écrit toutes les dérivées de (4) par rapport à ;r et ^jusqu'à l'ordre h inclusivement, on aura en tout
i-h2-t-3-^...-l-(A-M)= -{h-hi){h-\-i)t H. 8
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équations, et l'on s'arrêtera dès que ce nombre sera supérieur à n. L'élimination de C|, C2, • . ., Cn conduira alors à
équations aux dérivées partielles (* ) d*ordre A, auxquelles satisfera la fonction 5, quelles que soient les constantes C|, . . . , C/|.
119. Mais, dans le cas des fonctions de plusieurs variables, on peut aller plus loin et éliminer non seulement des constantes. mais Ae^ fonctions arbitraires.
Soit, par exemple, une fonction ^, de x et y^ définie par
OÙ F est une fonction donnée; a, jî, y, ..., À des fonctions données de x, y^ z; et cpi, cpj, . . . , îp« des fonctions arbitraires. L'équation (5) défînit ainsi une infinité de fonctions z ou, géométriquement, une famille de surfaces qui dépend de n fonctions arbitraires.
Pour former une équation aux dérivées partielles vérifiée par^ quelles que soient les fonctions cp^, cp2, . . . , cp,^, dérivons encore la relation (5) par rapport aux deux variables indépendantes x et y. 11 vient :
dF ôF àF , , ^/doL d%\
dF dF
dy-in^-^ = ^^
en posant toujours p = ~; q = '-^' On obtient ainsi deux nouvelles équations, mais on introduit n quantités nouvelles, ^5', , ©2, . . . , cp^,. En dérivant une seconde fois, on ajoutera trois équa tions et toujours n quantités nouvelles, o"^, . . . , '^^ : quand on
( ' ) Une équation différcnliclle aux dérivées partielles est une relation entre des variables indépendantes x, y^ . . ., une fonction z de ces variables, et les dérivées partielles de z par rapport k x. y^ L'ordre d'une telle équation est celui de
la dérivée partielle de z d'ordre le plus élevé qui y figure; ainsi 5 — ^— = z e«t
ox ôy une équation du second ordre.
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aura pris toutes les dérivées de (5) jusqu'à Tordre h (inclusivement), on aura en tout
I -+- 2 -h. . .-4-(A -+- 1 )= - ( A -h 1 ) ( // -;- 2 ) équations, entre lesquelles il faudra éliminer
' soit en tout /î(A-f-i) quantités. Donc, lorsque h sera pris assez grand (ce qui est toujours possible) pour que Ton ait
Télimination pourra se faire (*), et l'on obtiendra ainsi
équations aux dérivées partielles d'ordre h (^), vérifiées par la fonction z^ quelles que soient les fonctions arbitraires cp.
120. Exemple I. — Equation aux dérivées partielles des cylindres dont les génératrices sont parallèles à la direction
X = az, y — hz.
L'équalion cartésienne de ces cylindres est, comme on sait,
o étant une fonction arbitraire; pour former une équation aux dérivées partielles vérifiée par z, dérivons la relation (6), selon la niélhode générale, par rapport aux variables indépendantes X ely :
— aq =(i — bq)o\
d'où, en éliminant '^',
(i — ap)(i — hq ) = abpg,
( ' ) Il suffit de prendre h tel que (/t 4- i) (/i — 2 — 2/ij> o. c'est-à-dire A = 2/1 — I, et le nombre des équations aux dérivées partielles est n. Il est possible d'ailleurs qu'on puisse faire Télimination des fonctions arbitraires avec moins de dérivations.
{') L ordre peut être inférieur à h.
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e'est-à-dîre
ap -\- bq — i = o {^),
121. Exemple II. — Équation aux dérivées partielles des cônes de sommet donné, a, 6, c.
L'équation cartésienne de ces cônes est
Dérivons par rapport k x e\.y :
p{x — a^—{z — c) _ y — b , (37 — a)» """" (ar — a)»^'
— - — = tp ,
X — a X — a * d*oii, en éliminant f',
122. Exemple III. — Équation aux dérivées partielles des fonctions homogènes.
Une fonction homogène, ^, de deux variables x et y^ el d'ordre m, est définie par la relation
z = xfno(î.\
où ç est une fonction arbitraire. Dérivons encore par rapport à x
ety :
p = nix'^-^^ — ^'^~^y^'',
d'où, en éliminant cp et <p',
c'est-à-dire
m 5 = px -\- qy.
(') Cette équation exprime que le plan tangent à la surface au point ar, y^ 5, plan dont les coefficients ( n® 48 ) sont p^q^^x^ est parallèle à la direction a, 6, i des génératrices; on aurait donc pu Técrire directement.
(') Cette équation exprime que le plan tangent au point x^y^z^ c'est-à-dire le plan /?(X — x)-T-^(Y— ^) — (Z — ^) = o, passe par le point a, 6, c.
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123. Exemple IV. — Équation aux dérivées partielles des surfaces réglées dont les génératrices rencontrent l'axe des z.
Une droite rencontrant O^ a pour équations
pour qu'elle engendre une surface, il faut que m, a, b soient fonctions d*un même paramètre, c'est-à-dire que a et b soient des fonctions de 7n;/(m) et cp(/w). L'équation de la surface engendrée est alors
Pour former une équation vérifiée par 5, quelles que soient les fonctions/ et cp, dérivons par rapport à a: et ^ :
d'où, en éliminant x/'-\- cp',
(8) ^^yj=/(j).
La fonction ç a disparu (*); il reste à faire disparaître f. Dérivons encore (8) par rapport à x et y (^); nous obtenons
(<) L'éqaatioQ (8) exprime que le plan tangent à la surface au point Xy y^ z
(n* 48) est parallèle à la direction qui a pour paramétres directeurs i, — >
fl — J> c'est-à-dire i, m, a. En d'autres termes elle exprime que ce plan est parallèle à la génératrice de la surface qui passe par le point de contact, ce que ron savait a priori, puisque le plan contient la génératrice. On aurait donc pu écrire (8) directement.
(*) On pose, comme d'habitude,
" dx^* " âxdy* " ôy^
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Lliminons enfin/' entre ces deux relations; il vient
rx^-h lisxy -h tj'^ = o;
c'est l'équation cherchée.
On aurait pu l'obtenir autrement; en effet, Téquation (7) montre que, si Ton prend pour variables indépendantes x = u
et - = r, à la place de x et y, on a
quelles que soient les fonctions /*et o. Transformons cette équation différentielle en revenant aux variables x et r ; la formule (8) du n® 96 nous donne
L'équation différentielle est donc bien
rrr'-r o^sxy -^ ty^= o.
124. Élimination des fonctions arbitraires dans le cas de plusieurs équations. — Si l'on a, par exemple, deux fonctions, z et /, de deux variables indépendantes x^ y définies par deux équations contenant n fonctions arbitraires, '^<, ..., Ç;, (*), pour former une équation différentielle à laquelle satisfasse :;, quelles que soient les fonctions o/, on prendra encore les dérivées partielles, par rapport à x ely^ des deux équations données jusqu'à l'ordre h inclus : on aura ainsi en tout
équations, entre lesquelles on éliminera : 1° les /i fonctions o et leurs dérivées cp'^, . . ., çj^, . . ., ^^^\ . . ., cp)^^^ jusqu'à l'ordre A, soil /i(A-+-i) quantités; 2° la fonction t et ses dérivées partielles
(*) Comme plus haut, les 9,, ..., 9^ sont des fonctions arbitraires respectivement de n quantités 2, ^, . . , X, qui elles-mêmes sont des fonctions données de ^1 yi ^1 i't ainsi
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jusqu^à Tordre A, soit - (h -\- i) (h -h 2) quantités. On devra donc prendre h assez grand pour que
ce qui est toujours possible (voir le n" H9).
Un cas particulier intéressant est celui où cp,, cpa, .... 'f/i sont des fondions arbitraires delà seconde fonction ty seule. Dans cet ordre d'idées, on se bornera à indiquer deux exemples; le cas plus général donnerait lieu à des calculs analogues.
125. Exemple I. — Équation aux dérivées partielles des sur/aces réglées. — Les équations d'une droite étant
celle droite engendrera une surface si a, 6, a, ^ sont des fonctions d'un paramètre t. Les deux équations (9) définissent alors 3 et / comme fonctions des deux variables indépendantes x et y^ et Ton demande de former l'équation aux dérivées partielles que vérifie z^ quelles que soient les fonctions a, p, r/, 6, de t.
A cet effet, dérivons successivement, par rapport aux variables indépendantes a: ci y^ les équations (y); nous obtenons
\ ày ' dy
en désignant par a', b\ a', ,3' les dérivées de a, 6, a, p par rapport à t.
Entre les deux équations (9') éliminons (a'>s-f-a'); il vient
_^ àz ldt_\ (10) 11^=W.
<fy \ày)
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De même les deux équations (9") donnent
dz / dt\
ày \ày)
d'où, par élimination du quotient ;p I ;v-»
(à^\ / f C-3 \ , oz oz
àz\ __ ,dzdz àj'J "" âx ôp
c'est-à-dire
/ \ dz ,dz
(il) a- hb- — 1-1=0.
ox Of
Cette équation n'est pas l'équation différentielle en z cherchée, puisqu'elle contient encore les fonctions arbitraires a et 6, de ^; pour obtenir une nouvelle relation, dérivons-la par rapport aux variables indépendantes :r, y] il vient
d^z , â^z ( ,àz ,,âz\ dt
a«z â^z ( dz âz
àyi \ àx dy) dy '
dx dy
d'où, en éliminant a' ^ — h 6' -r- > ' ox dy
d^z d*z /dt^\
^dx^ "^ dxdjr ^ \dx/
^dxdy dy^ \dy/
Or, en vertu de (10), puis de (i i),
/dt^\ dz
\dx/ _ dx _ b
/ dt\ "~ dz ~~"~ a
On a ainsi, en portant cette valeur dans (i i'),
nouvelle équation qui contient encore a et b. Les quatre équations (9), (11), (i3) ne suffisent pas pour éliminer a, 6, a, P; il
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faiil une relation de plus, que nous obtiendrons de la même manière, en dérivant (i3) par rapport k x ely :
dar' ox^ oy ox oy^ Ox
, d^z , d^z ,, d^z -. ai
ôx^ oy ox ây^ oy^ oy
M désignant la dérivée, par rapport à ^, du premier membre de (i3); on en conclut, en éliminant M et en recourant encore à Péquation (12) :
dx^ àx^ây dxdy^ _ V^*^/ _ ^
. â^z , (^3<5 ,.<^^^ /àf\ a
q* , , , — h2«6- — :— . -ho'-— r ( T- I dx' aj^ dx oy* oy* \^y /
ce qui s'écrit
et l'équation cherchée s'obtiendra en éliminant le rapport t entre (i3)et(i4)
126. Remarque. — On aurait pu arriver plus simplement à ce résultat. On a en effet, sur la surface réglée, quelles que soient les variables indépendantes choisies (n" 42),
d*z = r dx* -^ %$ dx dy -\- 1 dy* -+- p d'^x H- q d^y^ et, par une nouvelle différentiation :
d^z = T-î ctr'-h 3 ^ ^ ^ e/a?* c?r -+- 3 t— ^-i ^^ dy*-^ T-i ^^' dar» dX'dy -^ dxây* '^ dy^ '^
-+- 3r dxd^x -h 35(rf*arflÇ^-h dxd*y)-h Ztdyd'^y -\- pd*x -^ çcPy»
Appliquons ces formules au cas où l'on se déplace, à partir d'un point quelconque, Xq, y^^ Zq^ de la surface réglée, sur la génératrice rectiligne qui passe par ce point : il n'y a plus alors qu'une seule variable indépendante, x par exemple;^ et>s sont des fonctions de x^ et les deux équations précédentes fournissent encore les valeurs correspondantes derf^s et e/'>s, pourvu qu'on remplace, dans les seconds membres, d^x et d^x par zéro, et dy^ d'^y^ d^y par leurs valeurs en fonction de dx.
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Or, sur la généralrice considérée, y et z sont des fonctions linéaires de ;r, de la forme mx-r-n et m'x-hn', de sorle que rf\y, d^Zy rf'j', d^ z sont nuls, puisque, par hjpotlièse, d'-^x et d^x le sonl. Les équations ci-dessus, qui donnent d'^ z et d^z deviennent alors :
o — /• dx"^ -+-2 5 dx dy h- / dy^^
o = ~ d.c^ -+- 3 , , , dx^ dy -h3 - — .^ dx dy^ -^ ^ cÇv», ôx^ dx'dy -^ Oxf)y^ -^ ày^ ^ '
et elles doivent être vérifiées simultanément, en tout point
^oj yoi ^0 de la surface réglée, pour une valeur convenable du
dv rapport -y-« L'élimination de ce rapport conduit donc à une équation entre les dérivées secondes et troisièmes de z^ vérifiée en tout point de loule surface réglée, et l'on retombe ainsi sur la conclusion du numéro précédent.
127. Exemple II. — Equation aux dérivées partielles des surfaces développables, — On nomme surface développable l'enveloppe d'un plan mobile dont les coefficients dépendent d^un seul paramètre t. L'équation du plan mobile étant
(i5> 3 = a j? -h ôj -+- c,
oïl a, 6, c sont des fonctions de ^, l'équation de la surface s'obtiendra en éliminant / entre la relation (i5)et sa dérivée par rappori
(iG) o = a' X -r-b'y -^ c'.
Les deux équations (i5) et (i(S) définissent .s et ^ comme fonctions des variables indépendantes x Qly\ pour former l'équation différentielle en ;;, dérivons-les par rapport à a: et y. Il vient, en dérivant (i5).
— o, Ox
\ — -r ha-^(aa:-H o y -+- c ;
t)y ^ Oy
(' ) On reviendra sur ce point dans la théorie des enveloppes de surlaces.
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OU, en tenant compte de (i6),
/ dz
-dï-^^=^»
Il est inutile de dériver (16); ce calcul introduirait a'', b", c'\ qui ne figurent pas dans (17) ni dans ses dérivées, et qu'il faudrait ensuite éliminer. Dérivons donc les équations (17); nous obtenons
d^z ,dt_ • d^z h'^ —
âx^ âx '~ ^ àx dy âx '
d^z ,dt d^z ,,dt
dxdy dy ây^ dy
d'où, en éliminant o! et b\
«/ _ \dx) __ \dxdy)
fdjj \dx
On a donc
c'est-à-dire
[dxdy) \dy) [dy^J
dx^ dy^ \dxdy/
rt — s^ = o.
C'est Téquation différentielle cherchée.
I. - DÉnNITIONS; GÉNÉRALITÉS
128. Soit une suite indéfinie de quantités réelles Considérons les sommes
S,= Ml, 5jr= M,-+- M,,
5;j= M|-f- Wj-h. . .-h Mn,
Si la suite S\^ s^^ . . ., 5«, ... tend (n° 1) vers une limite, S, on dit que la série
Mi -h Mj -h ... -h M,t -f- . . .
est convergente et a pour somme S. Une série non convergente est dite divergente.
Si la série converge, c'est qu'on peut, par définition (n** 1),
étant donnée une quantité -e aussi petite qu'on veut, assigner un nombre n tel que l'on ait
mod(5n4.;,— S)< -e,
pour toute valeur nulle ou positive de />. En particulier on a
mod(5rt— S)< -e,
d'où, en observant que le module d'une somme ou d'une différence est plus petit que la somme des modules :
moà{sn^p— Sn) = mod[(5rt4.p— S) — (^/t— S)]< -e + -s = e.
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En d'autres termes, si une série converge on peut, étant donnée une quantité e aussi petite qu'on veut, assigner un nombre n tel que l'on ait, quel que soit l'entier positif/?,
moà{sn-hp — *«)< s; ce qu'on écrit aussi :
mod ( M/i-Hi -+- Un-^x -i- . . . -f- Un-k-p )< E-
La réciproque de cette proposition est vraie, c'est-à-dire que, si l'on peut ainsi déterminer /i, la série proposée converge : nous ne donnerons pas la démonstration, qui est assez longue, mais n'offre aucune difficulté. Nous n'aurons d'ailleurs pas besoin de cette réciproque.
129. Conséquences immédiates de la déûnition. — i° Pour qu!une série converge, il est nécessaire que le terme général tende vers zéro, car
et les inégalités nécessaires
mod(5;i+p — S)< - £, mod(5/i+p— t — S)<C 7 £>
entraînent, comme au n"^ 128,
Inodart^.p= mod[(j«H_p— S) — {sa-^-p^i— S)]< s.
2® Une série à termes positifs, pour laquelle les sommes S\i s^t -"y Sn'i ... restent inférieures, quel que soit n, à un nombre fixe M, est convergente.
Car une quantité variable Sn^ qui croit constamment sans pouvoir dépasser un nombre fixe M, a une limite.
3° Une série à termes positif s dont les termes sont inférieurs ou égaux aux termes de même rang d^une série convergente à termes positifs est convergente.
Car, si M est la somme de la seconde série, les sommes 5|, 5j, ..., Sni prises dans la première, sont évidemment inférieures à M.
4" Une série à termes positifs et négatifs converge si la série des valeurs absolues de ses termes converge.
Car si Sp el — Sq sont les sommes des p termes positifs et des a = n — p termes négatifs, compris dans les n premiers termes de la proposée, l'hypothèse est que Sp -f- Sq a une limite finie L. Il en résulte que Sp et Sg ont séparément des limites finies A et B, puisque chacune de ces quantités croît en demeurant inférieure à L. Or
5/1 = Jp Sg^
d'où
lim5n= lim(>;,— ^q)— lim^p— lim5<7= A — B,
ce qui montre que la proposée converge et a pour somme A — B. La réciproque n'est pas vraie, c'est-à-dire que la proposée peut converger sans que la série des valeurs absolues converge. Un exemple, classique dans les Cours d'Algèbre, est celui de la
série harmonique alternée i {-^ — 7"^"---» 9^^ converge,
alors que la série harmonique i -;- - -]- , -+- 7 -r- • diverge.
5" Si i^on multiplie par des nombres positifs ou négatifs, compris entre deux limites m et M, les termes d*une série convergente, w<-}-«24-. • -4- w,i+. . ., à termes positifs, on obtient une nouvelle série convergente, a^Ui-\-. . .-\- anUn-^- "\ et la série des valeurs absolues des termes converge également.
Car, si UL est la plus grande des quantités mod/n et modM, on a
Les termes de la nouvelle série sont ainsi, en valeur absolue, inférieurs aux termes de même rang de la série convergente à
termes positifs ;/.(</ ,-{-.. .-f- w,, 4-. • •)> '^ série 2mod(a,|W;,) est donc convergente (3*^) et il en est de même de la série ^an u„ (4").
(y* Soient deux séries convergentes, de sommes S et S' : (S'j u\-h u'^-i-. . .-h u,i-h. . ..
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Considérons la série
< S" ) ( W, -f- m'i ) -h ( M, — Wj )-+-...-+-( M„ -f- ul^ ) -h
On a d'où
Sfi — 5/1 . S/i j
La série (S'') est donc convergente et a pour somme S-|-S'^ c'est-à-dire qu'en ajoutant terme à terme des séries convergentes en nombre Ji ni ^ on obtient une série convergente égale à leur somme.
7^ Soit une série S à termes positifs^ W| -!-. • .4- ^/«-h
Groupons autrement les termes sans changer leur ordre; nous obtenons une série S' :
Si S' converge, S converge également et a même somme, car la somme d^in nombre quelconque de termes consécutifs de S (à partir de //|) est égale à la somme de termes consécutifs de S', plus une fraction du terme suivant de S' : ce terme tendant vers zéro, puis(|iie S' converge, la proposition est établie.
Séries à termes positifs.
130. Les principales propriétés des séries à termes positifs, et notamment les règles de convergence les plus importantes, ont été établies dans le Cours de Mathématiques spéciales; on se bornera ici à quelques indications rapides.
r* Lorsqu'une série à termes positifs converge, on peut^ sans changer ni la convergence ni la somme de la série, y modifier arbitrairement l'ordre des termes.
Soient en effet s,i et s]^ les sommes des n premiers termes dans la série proposée et dans la série modifiée; S la somme de la proposée. Il est clair que 5^,<cS, et par suite la série modifiée converge (n" 129, 2'*) et a une somme, S', évidemment telle que S'i S. De même ou a Sn << S', et par suite S ^ S'.
Donc, par comparaison,
2® Règles principales de convergence, — On se contentera de les rappeler, en renvoyant au Cours de Mathématiques spéciales pour les démonstralions.
Si, à partir d'un certain rang, le produit n^Un est compris entre deux nombres fixes, la série est convergente pour a> i; divergente pour a < i .
Si, à partir d'un certain rang, le rapport e/„^« : Un reste inférieur à un nombre fixe plus petit que r unité, la série converge; si ce rapport reste supérieur à un nombre fixe, plus grand que l'unité, la série diverge.
Si, à partir d'un certain rang, l'expression sjun reste inférieure à un nombre fixe plus petit que l'unité, la série converge; si cette expression reste supérieure à un nombre fixe plus grand que l' unité, la série diverge.
Séries à termes imaginaires,
131. Une série W| -i- Wj-t-...-!- w,|-h. •» où Un=^ an-{- ib„ est dite convergente si les deux séries
dl -T- ÛTj -+- . . . -f- rt«~4- • • . ) bi-r- bi-+- . . .-+- 6/4-+-. . .
sont convergenles; la somme de la proposée est, par définition,
Sa/, H- i^bff
Une série est dite absolument convergente si la série des modules de ses termes
est convergente. Celte déGnition s'applique aussi aux séries réelles à termes positifs et négatifs, le module étant alors, comme d'ordinaire, la valeur absolue du terme.
Quand la série des modules converge, la proposée converge
CHAPITRE V. — SÉRIES. I
également, et même les séries S«„ et Sft^ sont absolument convergentes. Ecrivons, en efTct,
la série à termes positifs Sp,i étant convergente, les séries So„cosc5„ et "ZznSiïï'^n sont absolument convergentes (n° 129, 5°) puisque cos^/i et sin'^/2 sont compris enlre — i et -+■ i. c. q. f. d.
132. Théorème. — On n^ altère pas la valeur d^une série absolument convergente en changeant Vordre de ses termes.
Démontrons-le d'abord pour une série à termes réels.
La série des valeurs absolues des termes étant convergente, la série des termes positifs et celle des termes négatifs sont séparément convergentes (n° 129, 4°)> ^t de plus si A et — B sont leurs sommes respectives, la proposée a pour somme A — B [ibid.). Or, si l'on modifie Tordre des termes, la série des termes positifs a toujours pour somme A (n** 130, i°); de même celle des termes négatifs a toujours pour somme — B, et par suite la somme de la série modifiée est toujours A — B.
Considérons maintenant une série absolument convergente de terme général imaginaire, w,/= Gr« -f- /fr^ ; on a vu (n**131) que les deux séries Sa„ et ^bn convergent absolument : si donc M et N sont leurs sommes, ces sommes sont indépendantes de l'ordre des termes, comme on vient de l'établir, et la proposée a pour somme
2 a„ -h £ 2 bn = M -H N /, quel que soit l'ordre des termes. c. q. f. d.
Corollaires. — i° Si une série est absolument convergente on peut, sans changer sa valeur, grouper les termes à volonté. Par exemple, la série
Wl -+- ( Wj -+- "0 "^ ( "3 -+- "3 -+- "7 ) -+- ( Wô -+- "d 4- Mj -h Ml 1 ) -f- . . .
a même somme que U\ + «2 H- ^/.i + ....
Car, si les termes sont réels, on a, en désignant par Sp et — Sq les sommes des termes positifs et des termes négatifs de la proposée qui figurent dans les n premiers termes de la série nouvelle, H. Q
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et en appelant s'„ la somme de ces n premiers termes,
d'où
Wms'fi = Iim5,, — Iini5^= A — B,
quel que soit Tordre dans lequel se présentent les termes des sommes Sp et Sq,
Si les termes sont imaginaires, ce raisonnement s^appliqiie séparément aux séries absolument convergentes formées par les parties réelles et par les parties imaginaires des termes, el par suite à la série totale.
2** Inversement, si Ton décompose le terme général d'une série :
Un = ll'n -h mJ, -^ . . . ,
et si la nouvelle série
u\ -+- a J -h . . . -4- «j -î- w'j -h . . . -i- // Ji -h u\ -}-...
est absolument convergente, elle a même valeur que Tancienne : car, en vertu du corollaire précédent, on peut grouper les termes en
ce qui redonne la série primitive.
133. Multiplication de deux séries absolument convergentes. — Si deux séries
de sommes S et T, sont absolument convergentes, la série ^UpVq, formée par les produits deux à deux de leurs termes, écrits dans un ordre quelconque, est absolument convergente et a pour somme ST.
Posons en efiet
$/!'=■ ll\ -+- // 3 -r- . . . -\- li ri ,
et prenons dans la nouvelle série, ^UpVg^ un nombre quel-
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conque, m, de termes, assez grand toutefois pour contenir tous les termes du produit Sntn- Soit S'^ la somme des termes employés; on a
a et P (et de même y, 5; ..., )., |jl) désignant deux indices, dont Tun au moins est supérieur à n. Si maintenant Ua et V^ sont les modules de u^ et i^'a, on aura
et, a fortiori, en désignant par n -{- p \e plus grand des indices *j pi • • •> î*>
inod(S;„— 5«/«)= (U,-+-Uj-h...-hU,i_H/>)(Vn-H,-4-...-t-V„4-/.)
-+- ( Vi -+- V, -f- . . . -h V„_H,, ) ( U„4-i H- . . . -+- U„+,, )•
Cela posé, faisons tendre m, et par suite n vers rinfini; U| 4- . . . H- ^n+p et V| 4- . . . + V/,+^ tendent vers S et T ; Un+i + . . . + U/,+;, et V;,+< + . . . 4- V;,^;, tcudcnt vers zéro, quel que soit />, en vertu de la convergence admise des séries SUn et SV/j (n** 128); par suite on aura, si m est pris assez grand,
e étant aussi petit qu^on veut. Donc £^ a pour limite celle de Sntni c'est-à-dire ST, quel que soit l'ordre des termes.
On peut établir que le théorème est encore vrai si {s) est absolument et {t) simplement convergente.
134. Une série est dite semi-convergente si elle converge et si la série des modules de ses termes diverge.
Exemple : la série réelle i f-ô — 74-....
Ja \J 1^
Si une série à termes tous réels est semi-convergente, je dis : i^ qu'elle contient des termes positifs et des termes négatifs en nombre infini; 2® que la série des termes positifs et celle des termes négatifs ont séparément des sommes infinies; il suffit évidemment de démontrer le second point.
Soient, en effet, Sp et — Sq les sommes des/? termes positifs cl
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des (j = n — p termes négatifs compris dans les n premiers termes de la proposées; on a, en désignant par Sn et S^ la somme des n premiers termes de s et de la série S des modules,
d'où
Sn — Sp — S,fj
Sp — ~ ( ^/»"+" ^/i )» S(f — --(o/i — ^11 }«
Lorsque n augmente indéfiniment, Sn a une limite finie, puisque la proposée converge; Sn tend vers Tinfini, puisque la série des modules (à termes positifs) diverge; donc Sp et 5^ croissent au delà de toute limite, c'est-à-dire que la série des termes positifs et celle des termes négatifs divergent toutes deux.
135. Théorème. — On peut donner une infinité de valeurs à une série semi-convergente {réelle ou imaginaire) en y changeant l'ordre des termes.
Soit
une telle série; on a, pour le terme général,
Posons
mod Un = Un, mod a» = A«, mod bn = B».
11 est évident que
et puisque, par hypothèse, la série 2U,i diverge, il en est de même, a fortiori, de S(Ay, + B„); ceci exige que l'une des séries I A;j ou 2B„ diverge, car si elles convergeaient toutes deux, iI(A„4-B,i) convergerait (n** 129, 6°). Supposons, par exemple, que SA,| soit divergente; comme 2a,i converge, en vertu de la définition même de la convergence de 5, celte série, Sa^, est semi-convergente. Elle a, par suite (n® 134), des termes positifs
^i» ^f> • • • » ^pi
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el des termes négatifs
dont les sommes sont séparément InGnies.
Cela posé, soit M un nombre quelconque, positif par exemple; prenons, dans la série des termes positifs c/, assez de termes, et juste assez, pour que leur somme dépasse M; cela est possible, puisque la série ^Cn a une somme infinie. Prenons ensuite, dans la série des termes négatifs rf/, assez de termes, et juste assez, pour ramener la somme précédente au-dessous de M; puis des termes positifs pour dépasser de nouveau M, et ainsi de suite.
Les sommes successives ainsi obtenues oscilleront de part et d'autre de M dont elles se rapprocheront d'ailleurs indéfiniment; en effet, la différence entre l'une d'elles et M est moindre, en valeur absolue, que le dernier terme employé ci ou rf/, et ces termes tendent vers zéro, puisque la série ^a„^ formée par les termes Ci et di (pris dans leur ordre primitif) est convergente.
Donc enfin, si Ton modifie de cette manière Tordre des termes de la série 2a/i, celle-ci aura pour somme M, et la série
Su„=S(rt«-+-i6„) aura la somme M + N/, M étant un nombre quelconque.
D'UNE VARIABLE
136. Convergence uniforme. — Soit une série ( S ) wi -f- «î -h . . . ,
donl les termes sont des fonctions d'une même variable réelle x. Si elle converge pour la valeur x de cette variable, on pourra prendre N assez grand pour que l'expression
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ait son module inférieur à e, pour toute valeur de n égale ou supérieure à N (*); ce nombre N sera, en général, une fonction de x cl de e.
Supposons que la série converge pour toutes les valeurs de x comprises entre a et 6; on dit qu'elle est uniformément con- \fergente dans cet intervalle lorsque, étant donné e aussi petit qu'on veut, on peut assigner un nombre N, tel que Ton ait
mod Brt(ir) < s,
pour toutes les valeurs de n supérieures ou égales à N, et pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b.
En d'autres termes, et c'est là le point capital, le nombre N ne doit dépendre que de e, et non de Xj si Ton veut que la série soit uniformément convergente entre a et b,
137. Remarque I* — Un raisonnement superficiel pourrait faire croire que toute série convergente, quand j; est compris entre a et 6, est uniformément convergente dans cet intervalle. En effet, puisque la série converge pour la valeur x, il existe un nombre N, fonction de x et de e, tel que modRrt(^)<; e, lorsque /i^N. Soit N(e) le plus grand de tous les nombres N(^, e) obtenus en laissant e fixe et en faisant varier x entre a et 6 ; on aura évidemment, quel que soit^ dans cet intervalle, niodR„(j?)<;e, lorsque /i^N(e). Le nombre N(e) ne dépendant que de e, il semble ainsi que la série soit uniformément convergente; mais ce raisonnement est faux parce qu'il suppose que parmi les quantités N(a:, c), en nombre illimité, qu'on obtient en laissant e fixe et en faisant varier x entre a et 6,
(') Car on a vu ( n<* 128) que Ton peut assigner N tel que
niod ( Mx^i + . . . 4- ity^p ) < ^ ,
quel que soit /?; en particulier, si /* est supérieur à N,
mod ( u^^^^ +. . . + ^^ )< _ , d'où
mod ( M/i+i-i-...4- u^^^p ) = mod [( Mjj 4.1 -*-.•• -+- «n-h;, ) — ( "n^-i -h.. H- !/„)]< a ^ = f ; c*est-à-dire, puisque /? est aussi grand que l'on veut, modR„<e.
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il j en a une, finie, qui est supérieure à toutes les autres, ou encore que ces quantités ont une limite supérieure finie (*).
D^ailleurs, il est aisé de donner un exemple simple de série "On uniformément convergente. Soit, par exemple, la série (dont ^'liaque terme est entre crochets) :
^>ù l'on a pose
Klle converge quel que soitx. En efiet, poura: = o, tous les termes sont nuls; pour x différent de zéro, l'exponentielle {x^-^- i)", à i'ase plus grande que i , est, comme on sait, infiniment grande par rapporta n — i, lorsque n augmente indéfiniment; il en résulte (|uey(n) tend vers zéro, et l'on en conclut immédiatement que lit série proposée converge et a pour somme /"(a), c'est-à-dire
—5 En particulier, elle converge quand x est compris dans
lia intervalle qui contient o, l'intervalle de o à 1 par exemple; je (lis qu'elle n'est pas uniformément convergente dans cet intervalle. On a, en effet,
et je dis qu'il est impossible d'assigner un nombre N, fonction de e seul, tel qu'on ail, pour /i^N et pour x compris entre oet i :
nx
ix^-T-iy-^^
(') Il peut arriver, en efTet, que des quantités en nombre illimité, et qui sont toutes finies, n'aient pas de limite supérieure finie. Soit, par exemple, N(j:) un nombre tel que N(o) soit nul et que N(j:), pour 27 > o, soit égal au plus grand
entier contenu dans - ; les nombres N(a:) sont tous finis, quel que soit x, mais
iront pas de limite supérieure, car on peut toujours prendre x assez petit pour que -y et, par suite, N(.2;), dépasse toute quantité donnée.
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En effet, cette inégalité devant être véiifîée si petite que soit la valeur positive de jr, le serait en particulier pour x= -pz; de sorte
qu'on aurait, pour toutes les valeurs de n supérieures à N,
ce qui est impossible, puisque, si Ton fait croître n indéfiniment,
le premier membre tend vers —, c'est-à-dire augmente indéfini-
ment. La série proposée n'est donc pas uniformément convergente entre o et i et, plus généralement, dans tout intervalle qui contient o.
138. Remarque II. — Une série étant donnée, il est en général difficile de reconnaître si elle est, ou non, uniformément convergente, puisqu'on ne peut obtenir que dans des cas exceptionnels soit l'expression de Rn{x)j soit même une limite supérieure du module de cette qdantité.
Cependant, on pourra toujours affirmer que la série est uniformément convergente, dans un intervalle ab^ si ses termes, à partir d'un certain rang et pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b, sont constamment inférieurs, en valeur absolue, aux termes d'une série à termes positifs, convergente et numérique, c'est-à-dire dont les termes ne contiennent pas la variable X.
On a, en effet, en désignant par R/i(^) et p,i la somme des termes qui suivent le n'^"* dans les deux séries
modR«<p,,,
et l'on peut prendre N assez grand pour que p/< (et par suite modR^) soit inférieur à e, dès que /i^N, puisque la série de comparaison est convergente. Cette série étant d'ailleurs numérique, le nombre N ainsi déterminé ne dépend que de e, ce qui démontre la proposition.
Cette remarque est d'une fréquente application.
139. C'est dans le Calcul intégral et la Théorie des fonctions
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d'une variable Jmagînaire qu'on verra riinporlance de la notion de convergence uniforme. Nous ne sommes pas encore en mesure de l'étendre aux séries dont les termes sont fonctions d'une variable imaginaire, puisque nous n'avons pas encore défini ces fonctions; toutefois, si z = a: -^-y i, on sait ce que représente z" lorsque n est entier, car, par la formule du binôme,
Dès lors, on sait ce qu'il faut entendre par une série de la forme
z et les coefficients «oj «^ •-. (lesquels sont indépendants de <3) étant réels ou imaginaires.
On dira que cette série est uniformément convergente pour les valeurs de z comprises dans une région, R, du plan lorsque, étant donné e, on pourra trouver un nombre N, fonction de e seul, lel qu'on ait
pour toutes les valeurs de /i^N et pour toutes les valeurs de z^ ou X -\-yi^ dont Vaffixe (c'est-à-dire le point de coordonnées oc^y) esl situé dans la région R.
1-40. Remarque. — Soient A,, et p les modules de a„ et de z\ si le terme général de la série des modules, A„p", reste inférieur, j>our p compris entre p© etpi, au terme général d'une série numérique convergente à termes positifs, la série des modules esl uniformément convergente dans l'intervalle de po à pi (Remarque II, 11® 138). Je dis que la série proposée. Sa,, 5", est alors uniformément convergente dans la couronne comprise entre deux cercles aj'ant pour centre commun l'origine, et p© et pi pour rajons; car, par hypothèse,
pour /i^N(£), et pour po< ? <C ?i« Donc, a fortiori, pour /i^N(e), et pour po < ïnod:; << p,. c. <^. f. n.
Les séries a©-!- «i ^ -+-. • •+ «,, s"-f- ... se nomment séries de puissances ; elles jouissent de propriétés importantes qu'on va exposer.
Séries de puissances.
Cercle de convergence. — Soit la série de puissances
(S) ao-hai-5 -h. ..-4-rt«-5«-+-.. .;
désignons toujours par p et A,, les modules de z et de a^, la série (les modules est
Ao -+- A 1 p -h . . . -f- A,| p" H- . . . .
Admettons qu'on puisse donner à p une valeur (non nulle) telle que A/ip" ne croisse pas indéfiniment avec n; pour des valeurs plus petites de p, la même condition sera satisfaite a fortiori; il en résulte que les valeurs de p, pour lesquelles A^p" ne croît pas indéfiniment avec /i, sont celles qui restent comprises entre o ei une limite supérieure, R, qui, d^ailleurs, peut être infinie.
Dès lors, pour p < R, A;,p" ne croît pas indéfiniment avec n; pour p>R, A„p" croît indéfiniment; pour p =R, il y a doute.
Voici des exemples.
1° Série i4---f- — -T-...-h^^ — h Il est clair que, pour p ]> i,
Qfl
le terme général—^ de la série des modules, devient infini pour
/* infini; pour p<i, il devient nul. Donc R=i, et d'ailleurs,
pour p = 1, le terme ^ tend vers zéro quand n tend vers l'infini.
2° Série i -f- 5 4- 25-4-. . .-{- /is^-f- Le terme np" croît
indéfiniment avec n si p^i, et tend vers zéro si p<i. Donc encore R = i; pour p = i, le terme /ip'* croît indéfiniment avec /i.
Le cercle décrit de l'origine des coordonnées, O, comme centre avec le rayon R se nomme cercle de con\^ergence de la série (S), en raison des propriétés suivantes :
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f^enic à V intérieur du cercle de convergence; 2® uniformément convergente dans tout cercle intérieur au premier.
Soient, en efl'et, x^y les coordonnées d'un point intérieur au cercle de convergence; la valeur correspondante de z est j: -h.y/, el son module, p, est, d'après Thypothèse, inférieur à R. Désii;nons par R' un nombre compris entre p et R; on a
<»r, par hypothèse, A„R'" ne croît pas indéfiniment avec /i, c'està-dire reste, quel que soit /i, inférieur à une limite M; donc
Par suite, le terme général de la série des modules est inférieur au terme de même rang d'une progression géométrique, dont
la raison ^ est inférieure à l'unité, puisque R' est supposé supérieur à p. La série des modules est donc convergente, ou, si l'on veut, la série (S) est absolument convergente dans le cercle considéré, c'est-à-dire pour les valeurs x-^yi^ de z^ telles que le point de coordonnées x, y soit intérieur à ce cercle.
Reste à établir que la convergence est uniforme. Nous allons montrer qu'elle l'est lorsque z reste à l'intérieur d'un cercle, de même centre, O, et de rayon R", plus petit que R, mais aussi voisin de R qu'on veut.
On a en effet, comme plus haut, en désignant par R'un nombre compris entre R" et R,
A„p«<IVW^,j Cl a fortiori <^H^') '
puisque, par hypothèse, p <[ R". Le module du terme général
de la proposée reste donc inférieur au terme, Mf -rp j » d'une série
numérique (progression géométrique) convergente, pour toutes les valeurs de p inférieures à R"; par suite (Remarque du n'*140) la série primitive (S) est uniformément convergente à l'intérieur d'un cercle de centre O et de rayon R". c. v>. f. d.
Remarques. — i® Si le point z est à rextérieiir du cercle de convergence, la série (S) est divergente, car on a vu que, pour p>>R, le module du terme général croît avec n au delà de toute limite (n° 141).
2" Sur le cercle de convergence, la série peul converger on diverger. Par exemple, la série
IH ! h. ..H h...,
dont le cercle de convergence (n** 141) a Tunité pour rayon, diverge pour z = i (série harmonique), et converge pour z^ — i (série harmonique alternée).
3" Le rajon du cercle de convergence peut être nul; comme, par exemple, pour la série
car c'est seulement pour p = o que le terme i . a. . . /i p" ne croît pas indéfiniment avec n,
143. Théorème II. — Les séries (S), (S"), . .., obtenues en prenant Ivs dérivées successives des termes de la série (S), ont même cercle de convergence que celle-ci.
Il suffit de le démontrer pour la série (S') : (S') ai-\-iaiZ -h, , .-^ na„z'*-^-\-. . .,
c'est-à-dire d'établir que Je module, /iA,;p'*~*, du terme général, croît indéfiniment avec /i, si p > K, et reste, au contraire, fini si p < R.
Soit d'abord p > R ; on peut écrire
et les deux facteurs du second membre augmentent indéfiniment avec /i, car pour p >- R, A^p" tend vers l'infini (n** 141).
Soit p<;R; on a, en désignant par R' un nombre compris entre p et R, et en se rappelant que A,,R'" reste, quel que soit «, inférieur à un nombre fixe, M,
«A„?'.-.^-^'(jJ,)"(A„H"M<M^^(f-,
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Or, le produit - (—,) Icnd vers zéro, pour /j =00, si p<; IV, comme
oqIc voit en prenant les logarithmes népériens (*); le module du terme général reste donc fini. c. q. f. d.
lii. Théorème III. — La série de puissances (S) est une fonction continue de la variable z dans le cercle de convergence.
On dit que la série de puissances f{z) est continue pour z = ^o lorsque, étant donnée une quantité e aussi petite qu'on veut, on peut assigner un nombre positif r, tel que Ton ait
pour toutes les valeurs de h dont le module est inférieur à t;.
Cela revient à dire que mod[/(v) — /(^o)] resle -<£ pour toutes les valeurs z dont i*affixe esta Tinlérieur d'un cercle, décrit de 5q comme centre avec t) pour rayon.
La fonction est continue dans une région du plan si elle est continue pour tous les points Zq dont Taffixe est dans celte région. Cette définition s'applique aux polynômes en 5, qui sont évidemment continus dans lout le plan.
La continuité de la série de puissances, /(:;), résulte aisément de V uniformité de la convergence.
On a, en effet, en désignant par n un entier, laissé provisoirement arbitraire,
d'où, en désignant par ^0 ^^ point quelconque intérieur au cercle de convergence,
/(^o-^^)— /(-o)=[?(-o H- /i)--?(-o )]-+-[ R«(-o -4-/0 — R/iC-So)]-
Prouvons maintenant que, étant donné e, on peut assigner t^ tel que, pour mod/K; "î^, le module du premier membre reste infect) On a
log-(^j =— logp + Iog/i — n(logR'— Iogp)= logn— A/i — B, ...
avec A > o, puisque p < R'. Or le terme — A/i l'emporte, pour n très grand, sur le terme log/i; le logarithme du produit considéré tend donc vers — so , et le produit lui-même tend vers zéro.
rieur à s; il suffira pour cela d'établir que, pour modA<C/i, l modules des deux quantités
tt (;;o-+- /*)— ?(-o) et R«(5o-+- /*)— Rii(^o)
restent inférieurs à -s.
Or : 1° en vertu de l'uniformité de la convergence, on peu" prendre n assez grand (et fonction de e seul) pour que l'on ait quel que soit le point z^ intérieur au cercle de convergence,
moaU„(^)< -.
En particulier, si l'on suppose successivement z = Zo et z =z Zo-\- h, on sera sûr que le point So-\- A est intérieur au cercle de convergence s'il reste à Tinlérieur du petit cercle décrit de ^0 comme centre et tangent au cercle de convergence (Jig- 4^)^
c'est-à-dire si modA reste inférieur à r^i, yii désignant le rayon de ce petit cercle. On aura alors, avec cette hypothèse,
(a) d'où
mo(lR;,(;;o) et modRrt(>3o-f- /i)< -, '
mo
pour toute valeur de A de module inférieur à r^.
2° ©(^), somme d'un nombre Jini de termeâ continus, est évidemment une fonction continue dans tout le cercle, et en particulier pour ^= -Sol donc, on peut trouver un nombre 7|2 tel que
mod[ff(zo-k- h) — 9(-3o)]< ->
pour toule valeur de A de module inférieur à r^2.
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Soit alors v) la plus petite des quantités r^i et y^^) l^s inégalités ^a) et (fi) subsistent a fortiori pour toute valeur de h de module inférieur à r^ ; et la quantité y\ ayant pu être ainsi assignée, le théorème est établi, c'est-à-dire que la série /(s) est continue en tout point Zq, intérieur au cercle de convergence.
I 4o. Théorème IV. — Les séries (S'), (S"), . , . sont les déri- \'ées successives de (S), par rapport à la variable z^ pour toutes les valeurs de cette variable comprises dans le cercle de con- \ergence.
On a, en eRet, en représentant toujours la série parafe),
Je dis que Ton peut écrire le second membre, en développant les binômes et supprimant les parenthèses,
II suffit, pour rétablir, de prouver (corollaire 2°, n** 132) que cette nouvelle série (i) est absolument convergente, c'est-à-dire, en désignant par A^, p et t^ les modules de a,/, z et A, de démontrer la convergence de la série
ou encore (n** 129, 7**) de la série, où Ton a groupé les termes de la précédente,
< \) Ao -h Al C p -h rj "i- . . . -4- A,i ( p -+- rj" -+-
Cette série (3) converge si p -f-r^ est inférieur au rayon II du cercle de convergence, c'est-à-dire si vi est au plus égal à la plus courte distance du point z, de module p, à la circonférence de ce cercle. Si donc A est de module assez petit, la série (3) et, par suite, la série (2) convergent, et la série (i) est absolument convergente et représente y (:î -h h).
En vertu de la convergence absolue de celte série (1), on peut écrire, en changeant l'ordre des termes,
-f- termes ayant A* en facteur;
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d'où
el Ton voit que pour li^o la limile du premier membre, c'eslà-dire ce qu'on peut appeler la dérivée de la série imaginain
/(-c), est la série (S') (*). c. q. f. d.
III. — FONCTIONS EXPONENTIELLE ET CIRCULAIRES
liG. L'Algèbre élémentaire ne définit e^ que pour des valeurs réelles de x (^); on sait que
On définira e^^ pour des valeurs imaginaires de la variable :;, par la série de puissances
(' ) On donnera plus turd, dans le Calcul inlégral, une autre démonstration de ce lliéorcme.
(-) L'iinporlance du nombre e en Analyse a sa source dans le calcul connu que l'on fait pour trouver la dérivée de a-*. On a en effet
(«'•)'= lim a' (^-^~),
Si l'on pose a''— i = s, d'où h = log^(i -h e), il vient (a'')'= lima"" i ; = lima'
log.(i4-s)î Or, pour 8 = 0, (i-j- e)^ tend vers e, de sorte que
ï'^SaC
Si a = e, log^e = i, et par suite (e')'= e*.
C'est cette propriété d'être identique à sa dérivée qui constitue rimporlance
de la fonction exponentielle, et l'on voit que, à ce point de vue, e s'est présenté
comme la limite, pour s = o, de (i + e)s.
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celte définition, qui coïncide avec celle de e^ pour x réel, permet, oomme on va le voir, détendre au cas d^une variable imaginaire l^s propriétés établies en Algèbre élémenlair«.
147. Cercle de convergence. — Le rayon du cercle de converë:ence de la série de puissances (2) est infini; c'est-à-dire que le
terme général °—^ de la série des modules reste fini, quel que soit p,
<)uand n augmente indéfiniment.
En effet, ce terme est le terme général de la série convergente
réelle, égale à eP, i -h ° + — — [-•••; il a donc pour limite zéro,
quel que soit p, pour n infini.
D'après le n° 14i, e^ est donc une fonction continue de z dans tout le plan.
US. Dérivée. — D'après le n** 143, la dérivée de e^ par rapport à z s'obtient en dérivant ternie à terme la série (p.); on trouve ainsi une série identique, c'est-à-dire que
On reconnaît de même, que
a étant une constante réelle ou imaginaire.
449. Multiplication. — On sait, si u et v sont réels, que ^«+«' = e"e*'; cette formule subsiste pour u et v imaginaires. En effet, les deux séries qui définissent e" et e*', à savoir
étant absolument convergentes, leur produit s'obtiendra (n° 133) en ajoutant, dans un ordre quelconque, les produits d'un terme de l'une par un terme de l'autre. Groupons ensemble les termes d'ordre n en u et v dans le produit; ces termes sont
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ce qui s'écrit
ou encore
ni
On a donc
'^ ^ I 1.2 /Il
Corollaires. — i" La proposition s'étend d'elle-même à un nombre quelconque de facteurs exponentiels; par exemple
•>/' La fonction e~" est l'inverse de e"^ car
e'* e-'* = e'*-« = gO = i .
3** Si m est entier et positif, la puissance m'*"* de e" est le produit de m facteurs, égaux à e"; donc
cl la même formule subsiste, en vertu de 2°, si m est entier et négatif, car (e")~'^ est, par définition, l'inverse de (e")'".
Si m n'est pas entier, la formule doit être complétée; on y reviendra plus loin (n° 160).
150. Fonctions circulaires. — Ces fonctions, cos^ et siD>3, se définissent, pour z imaginaire, par les séries de puissances connues lorsque z est réel :
(4) sin;5 = 5 — Y? "^ ~ — •••»
îl "^4!
séries qui sont convergenles dans tout le plan (n** 147). Ce sont donc deux fonctions continues pour toutes les valeurs de 2, et qui coïncident, lorsque ;; est réel, avec les fonctions tiigonométriques classiques; on a en particulier
cos2r = I et sin2~ = o.
CHAPITRE V. — SÉRIES. i^y
On a d^aillcurs
^"='^7-^-'3!^ÏT^'5!---
el, en changeant Tordre des termes, ce qui est permis, puisque la série des modules converge quel que soit z (n° 147),
r 'est- à-dire
e'-= cosz -4- I sinj,
pour toutes les valeurs, réelles ou imaginaires, de z. On en déduit, en changeant -s en — ^ (*),
<roù
«Cj
eiz ^ g-iz
formules célèbres découvertes par Euler. En les dérivant on
trouve
(cos5/ = — sin-5, (sin5/=cos3;
et, en les élevant au carré et ajoutant,
cos^z ■+- s'in^z = I.
Les formules d'addition,
sin(a-f-6)= sîna cos6 -4- sin6 cosa, cos(a -h b)= cosa cos6 — sinasin^,
s'étendent aussi au cas de a et 6 imaginaires : il suffît de remplacer dans ces formules les sin et les cos par leurs valeurs (6) en expouenlielles; on obtient des identités.
131. Périodicité. — La fonction e= admet l'd période air/, c'eslà-dire ne change pas quand on augmente z de 21:/. En cflTet
( ' ) En eflTet, en vertu des définitions (4) et (5), la fonclion cosz est paire cl la fonction sinz impaire, c'cst-à-dirc que cosz ne change pas et que sinz change de signe, quand on change z en — z.
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Les fonctions sin.3 et cosz admettent la période 2 7w, car e'* et e~^^j qui figurent seuls dans les formules (6), admettent celte période.
De même, en changeant ^ en :; + ict , on a
g2H-ii/__ cs(cosu -h t sinu) = — C-;
et, en changeant z en z -\-tz dans (6),
cos{5-hir)= — C0S5, sin(-s-hit)= — sinz;
formules dont on déduit, en remplaçant >? par — z, et observant
que cos( — z)=: cosz; sin( — ^) = — sins,
cos(u — ^) = — C0S5, sin(it — z)=s\nz; comme dans le cas où z est réel.
152. Fonction tang;;. — On définit cette fonction parla relation
s'inz
tangc
COS
C'est une fonction qui n'est pas développable en une série de puissances convergentes dans tout le plan, puisqu'elle devient infinie pour les valeurs qui annulent cosjs, et qui sont comprises, comme on le verra au n^ 158, dans la formule
Z — — — |— fCTZ,
153. Applications. — i** Formule de Moivre. — En éle.vant à la puissance entière et positive, m, les deux membres de la formule
c^- = cos^ -h is'xnz, il vient
D'ailleurs e'"'*, en vertu de la même formule, est égal à
co%mz-\- isiïimz'y
de là la formule dite de Mohre,
(coss-h isiïïz)"* = cosmz -H isin/n^,
bien connue dans les éléments lorsque ;; est réel, et qui donne
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après développement de la puissance du binôme et séparation du réel et de l'imaginaire, les expressions classiques de cosm^ et sinmz :
cos/?i3 = cos"»-5 j m(m — i) cos"»-'^sin'^
-+- —, m ( m ~ I ) ( m — •>. ) ( m — 3 ) cos"»-*^ sin*^ — . , . ,
sinm^ = — ^cos"«-*5 s'inz — —jm{m — i)(/n — 2)cos'"-'-8 sin'^ -H. . ..
2** Réciproque, — Proposons-nous d'évaluer, réciproquement, sin'"^ et cos'^^s en fonction des sinus et des cosinus des multiples entiers de z. On a, en partant de (6),
et, en réunissant les termes équidistants des extrêmes, ( 8) a'^cos"»^ = icos mz -+- 2/ncos(/n — i)z -h. . ..
Si m est impair, le second membre de (7) a un nombre pair de
termes qui s'associent deux à deux; si m est pair, il y a un terme
médian, indépendant de z^ qui terminera le développement (8),
et qui a pour valeur
On trouve de même, si m est impair,
{ii)'^î\xi"*z = 2esinm^ — %ims\n{m — 2 )-5 -♦-...;
et, si m est pair,
(v5t)"*sin'»;: = icosm^ — im cos(/n — 2)5 -f-. .,4- ( — 1)«
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I. — GÉNÉRALITÉS
154. On vient de rencontrer, avec les séries de puissances, un premier exemple de fonction d*une variable imaginaire; il importe d'étendre ce résultat en définissant, d'une manière générale, ce que Ton doit entendre par fonction de x-i-yi] on verra, principalement dans le Cours de seconde année, que la plupart des progrès de l'Analyse au xix* siècle reposent sur cette extension.
Soit donc z = x-\'yi une variable imaginaire; toute fonction P -f- Q*, où P et Q sont des fonctions réelles de a:, y^ est, au sens strict du mot, une /onction de ^, puisque si l'on se donne z^ c'està-dire X et^, les fonctions P et Q sont déterminées. Mais c'est là une notion trop générale, dont le développement reviendrait évi> demment à la théorie des fonctions de deux variables réelles ^ et ^ ; le symbole imaginaire i ne jouerait qu'un rôle factice et compliquerait sans profit les raisonnements : si donc on veut étendre la théorie des fonctions d'une variable réelle, il sera nécessaire de particulariser les fonctions P et Q, en cherchant, si c'est possible, à donner à l'expression P-f-Qt quelqu'une des propriétés dont jouissent les fonctions réelles d'une seule variable, et voici, à ce point de vue, la conception de Cauchy.
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celle quanlilé à raccroissement de la variable r, ou X'-\-iy^ est
(ôP_^.ôq
€iP-^idQ \dx dx
(Lr -+- i dy dx -r- i dy
Il dépend non seulement de ^ et j^ (c'est-à-dire de z) mais encore du quotient ^» de sorte que le rapport de Taccroissement
de la fonction à Taccroissement de la variable ne tend pas vers une limite déterminée dépendant de cette variable seule : en d'autres termes, P-f-Q« n'a pas de dérivée, en général, par rapport à X -i-yi.
Cauchj particularise les fonctions P et Q de manière que la dérivée existe, c'est-à-dire que le rapport (i) soit indépendant
de -^; la condition d'indépendance est que les coefficienls de
dx et dy, au numérateur et au dénominateur du second membre, soient proportionnels, ce qui donne
OP .dO dP .dO dx o.r dy dy
condition qui se dédouble, en séparant le réel de l'imaginaire :
^ ^ dx "^ dy ^ dy dx
Si ces deux relations fondamentales sont vérifiées pour tous les points x^ y situés dans une région R du plan, la fonction P -h Q/ aura, dans R, une dérivée par rapporta z=:-X'^yi\ la valeur de celle dérivée s'obtient en faisant rf^=: o, par exemple, dans (i),
Une fonction de x-^-yi, dans le sens de Cauchy, se nomme fonclion analytique.
Remarque. — Deux fonctions analytiques de z qui ont même dérivée ne diffèrent que d'une constante. Car, si P-l-Q/ et R-j-S/ sont ces deux fonctions, on a, par hypothèse, en vertu de (3),
dx dx dx ~~ dx
et, en tenant compte de (2),
ày ^ Oy' 'ày ~"dy'
ce qui montre immédiatement que les difTérences P — R et Q — S sont indépendantes de x et y^ c'est-à-dire sont des constantes absolues.
156. Ainsi, d'après cela, P-f- Q« n'est une fonction de z que si les relations (2) sont vérifiées; il en résulte qu'on ne peut choisir arbitrairement ni P, ni Q, car en dérivant les identités (2) par rapport à j^ et a; on a
dxdy
d'où
et de même
ày"^ dx dy
ôx^ '
dx^ ' ùy^ "" ^'
dx* dj
Les fonctions P (ou Q) de deux variables indépendantes x et y, qui vérifient cette relation difierentieile, sont dites /onctions harmoniques.
157. Exemples de fonctions analytiques. — Nous avons, au n° 139, introduit la fonction 5", ou (x -h iy)", pour n entier et positif, en posant
xf* -x'*-^y^-h,,.
■+-i\n xn-^y ^ ;— ' x'^-^y^ -1- . . . .
La fonction ainsi définie est une fonction analytique de 2, car
on vérifie immédiatement que P et Q (c'est-à-dire les deux fonc-
. tions entre crochets) satisfont aux relations fondamentales (2).
On aurait pu encore le voir autrement en observant que la fonction {x-^iyY a une dérivée par rapport à 5, c'est-à-dire que le rapport
{x -^ iy -\- dx -\- i dy )'» — (x -^ iy )« dx -r- i dy
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tend vers une limite indépendante de y» à savoir
De même ->•••> — (n entier) sont des fonctions analeptiques
de z (*), et aussi plus généralement la fonction de fonction
y [0(5)], en désignant par/(2) et ©(5) des fonctions analytiques
de z : car on vérifie, comme dans le cas des variables réelles (^),
qucy"[»(j:-h£y)] a une dérivée indépendante de -i^> à savoir /çol.
La définition de z" implique celle d^un polynôme entier en z et celle d'une série de puissances; ces séries, et en particulier les fonctions e', sin^, cos^, sont donc des fonctions de z dans le sens de Cauchy.
158. Fonction logarithmique. — On reconnaît de même que la fonction inverse d'une fonction analytique, y(2), est aussi une fonction analytique, c'est-à-dire que, si l'on pose
u est fonction analytique de z. En efi*el, le rapport -^ tend,
I I I ( JT — i y)"
(') La fonclion — = : est définie par — = — •
^ z" {x-i-iy)'* ^ z" {x'-r-j'y
(•) En effet, posons à*où
augmentons z de dz. On a, puisque u a une dérivée,
Am = rfz[9'(5) -f-8];
et, puisque /( II) a une dérivée,
Ai'= AM[/'(M)-f-8'],
d*où, en éliminant Au, et, k la limite,
Wm-r: =r/'(u)o'{z). C.Q.F.D.
ctz
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puisque/* est fouclion analytique de a, vers la limite déterminée /'(u), et par suite le rapport inverse, — ' tend vers yr^ — r» c'està-dire que u admet, par rapport à ^, une dérivée parfaitement déterminée.
Par définition, on appelle logarithme de z la fonctioa inverse de e-, c'esl-à-dire liée à z par la relation
Pour mettre log^ sous la forme P + Q/, posons
z = p(coso -4- isins);
s est le module, et ^ l'argument de^, ou plutôt un quelconque de ses arguments, car ceux-ci diffèrent entre eux de 27:. On a ainsi
p(coso -4- i sino) = e'*"*"Q'= e'*(cosQ -+- 1 sinQ),
iroù, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires,
( p coso = tfPcosQ, ( p sin ç = c'*sinQ.
On en déduit
p»=c*P d'où o = e^\
car p est essentiellement positif. Cela donne la valeur de P :
P = logp,
logo désignant le logarithme arithmétique (népérien) de p. Les équations (4) deviennent alors
d ou
Q = o -+- 2A- (A entier ).
Donc, enfin,
( 5 ) log 5 = P -h Q « = log p -+- f7 o -h i A 7: ).
Le logarithme a donc une infinité de valeurs distinctes, qui diffèrent entre elles de 27: i. Si z est réel et positif, un de ses arguments, (p, est nul, et, en prenant A==o, on volt que le logarithme a une valeur réelle, c'est le logarithme arithmétique; si z est négatif ou Imaginaire, toutes les valeurs de son logarithme sonl imaginaires.
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Corollaires, — i° Cherchons les valeurs de z qui annulent sln z et cos^ et qu'on nomme les zéros de ces fonctions. Ecrivons d'abord que sin^ est nul; il vient
e'- — e-'-=o, ou ««'«=1,
c'esl-à dire
liz =i\o^\ = ikizi [d'après (5)], d''où
formule qui montre que sin^ ne s'annule que pour les valeurs réelles qu*on sait annuler sino:.
Exprimons que cosz est nul :
c'est-à-dire
iz = log( — I
Comme — i = cos- -f- i sinic, le module de — i est -f- 1 , et un de ses arguments, '^, est tt; donc, d'après (5),
log(— i) = i(r -f- ikTz)j ciy finalement,
d'où
formule qui donne lieu à la même remarque que la précédente.
2° Cherchons de même les zéros de la fonction exponentielle, e^.
La relation
montre que z est le logarithme de zéro, et réciproquement; le logarithme arithmétique de zéro étant — oo, et l'argument <p de zéro étant indéterminé, on a, pour les zéros de e*, la formule
159. On démontre sans difficulté que log^ jouil des mêmes propriétés que les logarithmes réels. Ainsi, si Ton a
z'=ie^o%z^
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on aura (n" 149)
d'où
log(55') = log-8-4- \oç;z'-\- lA'Tzi,
La dérivée de \ogz sera -; il suffll, pour le voir, de dériver par
rapport à >s la relation de définition 5 = e'°'^, ce qui donne, en appliquant la règle de dérivation d'une fonction de fonction (n« lo7),
d'où
Comme corollaire, on voit, en appliquant la même règle, que la
f'(z) dérivée de log/(>3),/(>s) étant une fonction analytique, est''--^^^-
160. Fonction z^, — On définira 5", pour n quelconque (réel ou imaginaire) par la relation
qui a lieu, d'après le corollaire 3° du n® li9, lorsque n est entier, puisque z = e'**'*.
Soit toujours
z = z( cos o -I- / si n î5 ) ;
il vient dans (6), en remplaçant logG par sa valeur (5), Si n est réel, on peut écrire
o" désignant la valeur positive de la puissance n**"* du module. D'après cela, 5" a des valeurs différentes qu'on obtient en multipliant Tune d'elles par e'*"'^'. Si n est réel et entier, e***"^' est égal à l'unité, quel que soit l'entier A, et s" n'a qu'une valeur;
si n est une fraction irréductible, n= -9 z'' aura a valeurs dis-
tinctes, obtenues en donnant à Ar, dans (8), les valeurs o, i, . . ., (q — 1); si n n'est ni entier ni fractionnaire, -5" aura une infinité
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de valeurs. Par exemple, z', ou y/>3, a deux valeurs, égales et de signes contraires.
On a, en verlu de la formule (6) de définition, quels que soient n et n'y
^n ^n' —~ g/» loR 5-4-nloi?3
et, en supposant qu'on prenne la même valeur pour les deu« fonctions log^ du second membre,
c'est-à-dire que le produit d'une des valeurs de w" par une valeur convenable de s"' est une des valeurs de ^'*+'''.
Nous pouvons maintenant définir une puissance quelconque de l'exponentielle; on a en efi'et, par (6),
Or une des valeurs de loge" étant évidemment w, ce logarithme a pour valeur générale u -t- s/tt:/, de sorte que
Si n est entier, le second membre est e"", comme cela devait «Ire (n° 149, corollaire 3"); si n n'est pas entier, le second membre a des valeurs en nombre limité ou illimité selon que n est fractionnaire ou incommensurable, et la formule
sans être fausse, puisqu'elle correspond au choix de A* = o, ne donne qu'une des valeurs du premier membre. Sous cette réserve, on conclut de là les formules
c'est-à-dire (\\xune des valeurs de {z'^Y' est z""' . De même
c'est-à-dire quune des valeurs de {z «)" est le produit d'une valeur de s'* par une valeur de w".
Enfin la dérivée de 5" est nz'^' * : on le voit en dérivant par rapport à z les deux membres de la relation de définition (G), ce
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(|ui donne
:;" avant, dans les deux membres, la môme délcrmlnalion.
161. Développements de log(i-4--s) et de (1-4-z)'". — Il est aisé d'obtenir les développements de ces deux fonctions en séries de juiissunces.
1° On a identiquement
D^ailleurs la série de puissances i — z -\- z^ — 2' + . . . a évidemment pourrajon de convergence l'unité, et, si mod^ est inférieur
à i , le terme résiduel tend vers zéro pour n infini. Par suite,
la série indéfinie
MJ) \ — Z-\-Z' Z
représente -1 pour toutes les valeurs de z dont Taffixe est à
rinlérieiir du cercle de rayon i , décrit de l'origine comme centre. Cela posé, log(i + 2) est une fonction analytique de 5, dont la
dérivée est ;* d'après le n° 159; si donc log(i 4- 5) est déve-
loppable en série de puissances, les termes de son développement auront respectivement pour dérivées les termes de (9), en vertu (lu n*" 1 13, et ce développement sera dès lors, à une constante près,
no; .---- . ^
D'ailleurs la série (10) admet le cercle de rayon un pour cercle de convergence (n"* 111); c'est donc une fonction déterminée et continue de :; à l'intérieur de ce cercle, et sa dérivée est la série (9), c'esl-à-dirc
Dès lors la série (10) et la fonction log(i-h>3), ayant même dérivée pour toutes les valeurs de :; dont le module est inférieur à I, ne diffèrent que d'une constante (n° 155, Remarque). Si l'on
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choisit pour log(i + z) la valeur qui s^annule pour ^ = o, la constante est nulle, puisque la série (lo) s'annule aussi à Toriginc; on a donc
lo'^i I-T-C)=5— — -+-^ ^ -r-.,.,
<iéveloppcment valable à Tintérieur du cercle de rayon i décrit de
l'origine comme centre.
2" Pour (i-f-^)'", démontrons que le développement classique du binôme est encore valable quels que soient z et m, pourvu que niodw soit inférieur à Tuiiité. Posons à cet effet
-, m m i NI — \) . /// ( /// — I ) ( /// — •>. ) ,
Dans celte série, le rapport d'un terme au précédent est
Il -t- I
quantité dont le module finit par rester inférieur à i, à partir d'une valeur assez grande de n, si mod>3<;i; la série des modules converge donc (n° 130), c'esL-à-dire que la série elle-même fsl absolument convergente, pour mod5<;i; on voit de mémo que la série des modules diverge si mod-s^i : le rayon de convergence de la série de puissances proposée est donc égal à i . On en déduit, en appliquant la régie de dérivation,
d'oii, en multipliant les deux membres par i -|- r,
\ -- z .. m — I i in — \){ ni — i ) ^
Le second membre est la somme de deux séries convergentes qu'on a le droit de réunir terme à terme (n° 129, 6®); donc
et l'on retrouve évidemment au second membre la série f{z).
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Donc
c'est-à-dire
f'iz) m
Le premier membre est la dérivée de log/(w), le second est celle de m \og{i -\- z) '^ on a donc (n** loo, Remarque)
log/(-5)= m log(i -h -s)-+- const.
Pour ;; = o, /{z) et Iog(i 4- z) se réduisent à l'unité, et dès lors la constante est nulle; on en conclut
la valeur à prendre pour log(i -^ z) étant celle qui s'annule avec^; et par suite
la détermination à choisir pour [\-\- z)^ élant celle qui est égale à I lorsque z est nul. On a donc, sous le bénéfice de cette observation,
I l .JL
développement valable quel que soit m, et pour toutes les valeurs de :; dont le module est inférieur à l'unité.
La formule (5) du n» lo
loge = Iogp-f-/cp,
où cp est un quelconque des arguments de 5, permet de suivre les variations de la fonction logs, lorsque la variable z varie d'une manière continue quelconque.
Soit.3o ifig' 44) u>^ point du plan-, cp^ un de ses arguments; imaginons que la variable :; parte de 5o, avec la valeur çp© de l'argument, et décrive une ligne ZqTj : la fonction loge part de Zq avec
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la valeur bien déterminée
log mo(l^o~+" ' 'foî
quand z suit la ligne z^Jj, son argument varie d'une manière con-
Fig. 14.
linue et acquiert en Z une valeur finale <^, parfaitement déterminée; \ogz varie également d'une manière continue, en partant de la valeur (L), et acquiert en Z la valeur logP-h i^ (P désignant modZ), qui est parfaitement déterminée.
Or ici se présente ce fait, d'une importance fondamentale, que si z suit deux chemins différents pour aller de Zq en Z (Jig' 4^)j
Fi g. 45.
ny
les valeurs finales de \ogz au point Z ne sont pas nécessairement les mêmes, bien que les valeurs initiales, en Zq, le soient.
Considérons, en effet, les deux chemins z^m'L (plein) et ZqhTj (ponctué). Quand la variable suit le premier, l'argument de z varie de ro^k^'y de sorte que l'on arrive en Z avec la valeur finale :
logZ = logP -h i<ï>.
Quand la variable suit le second chemin z^n'L^ Targumcnt
H. II
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de z, varie de o^ à — (9.7: — <^). et l'on a pour la valeur finale :
logZ — lofçP -i- M <^ — 2 7:).
Ces deux valeurs do logZ ne sont pas les mêmes; elles difTèrent de 2Tzi.
Il y a ainsi des fonctions de z qui prennent en un point du plan des valeurs dilférenlcs selon le chemin suivi par la variable; c'est ce qui explique Tutilité de la définition suivante.
163. Déânition. — On dit qu'une fonction /(z) est mono- (Ironie (ou uni/orme) dans une région R du plan, lorsque le point z, de coordonnées x^y^ étant assujetti à rester dans celte région, la fonction prend en chaque point une valeur unique, indépendante du chemin suivi par le point z.
En particulier, si z décrit une courbe fermée, la fonction monodrome u =/(^z)^ revient au point de départ avec sa valeur initiale. Réciproquement, si elle jouit de cette propriété pour toutes les courbes fermées tracées dans R, elle est inonodrome dans cette région-, qu'on décrive, en effet, le chemin ZQaz ( fig, 46)
Fi g. /|»3.
en partant de Zq avec la valeur Uq de la fonction, on arrive en z avec une valeur a; et si Ton décrit ensuite le chemin zbz^y on arrive en <3o, par hypothèse, avec la valeur u^. Si maintenant on rétrogr:i<lp de Zq en z suivant z^O z, la fonction repasse en chaque point par la même valeur que toutàTheure et, par suite, acquiert en ;; la valeur u. En d'autres termes, les deux chemins Zoaz et Znhz, décrits avec la valeur initiale Wq, conduisent en ^ à la même valeur u de la fonction. c. q. f. d.
164. Exemples. — Donnons maintenant quelques exemples. 1" Les polynômes entiers en 3, les fractions rationnelles (que-
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lients de deux polynômes entiers), les fonctions e^, sin3, coss,
iang^, sont monodromes dans tout le plan; en eOet, elles n^ont
en un point du plan qu'une seule valeur, et c'est toujours à cette
valeur que l'on arrivera, quel que soit le chemin suivi par le
point z.
2" La fonction ^z n'est pas monodrome dans toute région comprenant le point z = Oy c'est-à-dire l'origine. En effet, si l'on pose
z = p (coscp -h i sincp) rrr pe^9j on aura [n° 160, équation (8)], pour la valeur de ,3^, ou ^Zy
'o étant un des arguments, tp© -H aA'îu, de z.
Si le point z {/ig» 47) décrit, dans le sens positif, un contour
fermé entourant l'origine, l'argument cp, de z, varie d'une manière
continue et augmente de 2tc; par suite, \/z varie d'une manière continue et revient au point de départ avec la valeur
1 _9-*nt
pie * = p*c * c'^= p*c * (cosiT -- I sinir) = — p*e «.
En d'autres termes, ^^z change de signe quand z décrit un contour fermé contenant l'origine; ^z reprendrait la même valeur au point de départ si z décrivait deux fois le contour.
3" Plus généralement, la fonction (z — a)'", où m n'est pas entier, n'est pas monodrome dans toute région comprenant le point z = a. Car si l'on pose
z — a ~" p(cos© -f- t sincp) = pc'9,
on aura (n" 160), en supposant m réel,
'O désignant un des arguments, Ço-f-aA-T:, de - — a, et p'» la valeur positive de la puissance m'*""® du module.
Si :; {Jig' 48) décrit, dans le sens positif, un contour fermé
Fig. 48.
entourant le point «, l'argument <p de z — a augmente de 211, et (:; — a)*", qui a varié d'une manière continue, revient au point de départ avec la valeur
La fonction (3 — a)"' se reproduit donc multipliée par e^'"'^', quantité diflerente de i , puisque m n'est pas entier.
Au contraire, {z — (^Y^^fig* 49) est monodrome à rintérieur
Fig- 49-
d'une région limitée par une courbe fermée ne contenant pas le point a, car si z décrit cette courbe, ou une courbe intérieure, l'argument de 5 — a reprend sa valeur initiale quand on revient au point de départ.
Mais il est essentiel d'ajouter que la courbe fermée qui limite la région doit être à contour simple, c'est-à-dire doit pouvoir élre décrite d'un seul trait; en effet, dans une région limitée par
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deux courbes fermées entourant le point a {/ig» 5o, partie non ombrée), la fonction {z — a)'" n'est pas monodroine, car, en restant dans cette région, le point z peut tourner autour du
Fi g. 5o.
point «, de sorte qu'on revient au point de départ avec une valeur de {z — a)'^ différente de la valeur initiale.
Le point a est dit critique pour la fonction [z — a)"*, quand m n'est pas entier.
4" La fonction \/{z — rt)(^ — ^)(^ — <^)î produit des trois radicaux sjz — a, \/z — 6, sjz — c, n'est pas monodrome dans une* région qui comprend un des points a, 6, c\ elle l'est à Tintérieur d'un contour simple ne contenant aucun de ces points. Elle est
Fij;. 5i.
également monodrome dans la région (non ombrée) limitée par deux courbes fermées entourant chacune deux des points a, 6, c (région à contour complexe) {Jig. 5i); car, en restant dans cette région, on ne peut tourner autour de a sans tourner en même
temps autour de 6, de sorte que, lorsqu'on revient au point de départ, les deux radicaux \^z — a eV\ z — b ont changé simultanément de signe ou n'ont pas changé. Le troisième radical \/z — c reprenant sa valeur initiale, puisque c est en dehors de la région considérée, la proposition est établie.
La fonction \\z — «X** — '0(^ — ^) ^^'^st pas monodrome dans une région limitée par deux courbes fermées contenant chacune un (ou trois) des points a, 6, c\ car ce n'est pas une région à contour simple, et, sans en sortir, le point z {fig^ 5si) peut tourner
Fig. 5i.
autour de a seul, de sorte que la fonction, quand on revient au point de départ, a changé de signe.
5" La fonction log^ n'est pas monodrome dans toute région qui comprend le point ^ = o (origine); on a en elTet, en posant :; = p^'^j
l0g5 = logp -r- l«p,
'^ étant un des arguments de z.
Si donc z fait un tour dans le sens positif, autour de l'origine, cp augmente de s».?: et log:; augmente de iizi. Si z fait un tour autour de O dans le sens négatif, loge augmente de — 'iizi.
Au contraire, log:; est monodrome à l'intérieur d'un contour simple ne comprenant pas l'origine.
Mêmes conclusions pour la fonction log(e — a) et le point z =z a, qui est son point critique.
Kn résumé, les fonctions telles que (-5 — «)*, (;s — ft)^j(- — c)Y, log(5 — rt), ... sont monodromes dans toute région à contour simple qui ne comprend aucun point critique; sous une autre forme, on peut dire que deux chemins allant d'un point ^o à un point Z conduisent à la même valeur finale de la fonction,
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rsqu'on peut déformer le premier d'une manière continue et jns traverser de point critique y de façon à le faire coïncider ^^«c le second.
dCo. Continuité. — On dit que la fonction analytique /(;;) est ntinue pour z^^ Zq lorsque, étant donné un nombre, e, aussi ilit qu'on veut, on peut assigner un nombre tj tel que Ton ait
mod[/(5o-T- A)— /(-So)] < £
pour toutes les valeurs de A dont le module est <C 'f\' C'est la définition qu^on a déjà adoptée pour les séries de puissances. La fonctiony(5) est dite continue dans une région du plan si elle est continue pour tous les points de cette région. Les fonctions^*, sin^, cos^, les polynômes entiers en z sont conlinus dans tout le plan, comme on Ta établi déjà. La fonction tang^ n'est pas con-
linue dans une région comprenant un des points z = (2k H- 1) 7»
où tang 3 devient infinie; elle est continue dans toute autre région. De même log 5 n'est continue que dans une région ne comprenant pas l'origine.
Géométriquement, la définition de la continuité s'interprète comme il suit.
Représentons la variable z^ comme d'ordinaire, sur un plan par
Fif;. 53. Fig. S/j.
JC
le point dont les coordonnées sont la partie réelle et la partie imaginaire de z; représentons de même/(^) sur un autre plan. Du point /{Zq) comme centre, dans le second plan, décrivons un cercle Y, de rayon e; il faut, pour la continuité de f{z) au point .So) qu'on puisse assigner 7» {/ig. 53) tel que, si le point z reste dans le cercle de centre Zq et de rayon vj du premier plan, le point /{z) du second plan reste dans le cercle y {/fg* 54).
166. Séries dont les termes sont des fonctions d'une variable imaginaire. — Soil la série
(S) uiiz) — Ui(z) ^.-. ..-t i/«(5)h-...;
on dit qu'elle est uniformément convergente dans une région 11 du plan si, élanl donné e, on peut assigner un nombre N, fonction de £ seul, tel qu'on ait
pour /î ^ N et pour toutes les valeurs de z dont raffixe est dans la région R {voir le n" 139). On établit, comme dans la remarque du n" 140, que :
Une sih'ie est uniformément convergente dans une région si, dans cette région, tes modules de ses termes sont égaux ou inférieurs aux termes de même rang d^une série numérique convergente, à termes positifs.
Il est clair que la série est aussi absolument convergente dans le même cas.
167. Les séries uniformément convergentes dans une région, et dont les termes sont des fonctions monodromes et continues de z dans la même région, jouissent d'une propriété importante :
Leur somme est une fonction monodrome et continue dans la même région.
Elle est monodrome, car la série converge et chacun de ses termes n'a qu'une valeur pour une valeur de z] je dis qu'elle est continue; il suffit, pour le voir, de reproduire sans changement le raisonnement du n° 141, en remplaçant le cercle de convergence par la ré«;ion de convergence uniforme.
C'est surtout dans le Cours de seconde année que la théorie des fonctions analjti(|ues sera développée; on se bornera ici à ces brèves indications.
FORMULE DE TATLOR DANS LE CAS DE PLUSIEURS VARIABLES
168. Soit une fonction de deux variables z =/(x^ y); désinons par h et fc deux constantes et considérons la fonction de l :
Si l'on suppose x et j^ constants et t variable, on aura, par la formule de Maclaurin, eu employant le reste de Lagrange,
o(/) = <p(o) ;- /?'(o)H-. . . -r- f" \ , r*-> (o; h- ~ cp«(0O.
Calculons les dérivées successives ^'(t), ^"{t) En posanl,
pour simplifier,
X -^- ht — %, y -t- kl — ^, 011 a
d'où
f^'>- dix dt "■' 0^ dt ~ d% dfJ '
,.•,/> - hi^^fh + ^"f k\ ki '''•^ h ^'f k\
et ainsi de suite jusqu'à 'f"(^) inclus, où Ton remplacera t par 0^. Mais, d'ailleurs, à cause des relations a = x + /tt^ p ^rzy - - A7, les dérivées partielles de /(a, P), par rapport à a et p, sont les mêmes que les dérivées partielles de même ordre par rapporta j: et^; de sorte que
On f 0" f , d'* f
les coefficients étant ceux du binôme (n° 44), et -r^ • • désignant -^ fi^x -h ht, y -\- kt). . ., Faisons maintenant /=ro dans ces dérivées, pour avoir <f'{o), 'f"(o), ...; les expressions -r-> ••• désigneront alors j- /{^t y)^ ' ' ') et il viendra
Faisons enfin / = i ; nous obtenons la formule cherchée : f{x-h,y-^k)
(/i— i;!L (>a^"-* I dx'^-^dy J "'
ce qu'on écrit symboliquement :
\ .'X. . An ~\)\ 0.r <iy ] '
en convenant, dans le développement des binômes, de remplacer
/à/\f' /df\7 d/'^f f la puissance -r- f -r- pa»' r^ •
Quant au reste R,|, il a la même forme que le terme qui le précède; on remplacera sinïplement dans ce terme /i — i par /?, et/(^,r) par/(x-^9A,,x-4-0A).
On montre aisément que la formule s'applique sî/(x^y) et ses dérivées partielles jusqu'à Tordre n inclusivement sont continues et déterminées, lorsque :c et j^ varient de x à x -f- A et de y k y -hk.
L'extension de cette formule à un nombre quelconque de variables est immédiate.
169. Remarque. — Si l'on pose J\x^y)^= z; h ^^ dx, k =z ciy^ on voit que, dans la formule précédente, les termes successifs
sont égaux à dz^ d'-z, ... (n" 44). Donc on peut écrire, en re-
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marquant que f(^x -\- dx^ y -t- dy) —/{x^ y) n'est autre chose que raccroissement ùkz^ de z^
Iz - dz -^ — 7 d*z -^. . .-{- zd^-^z -r- R/i,
formule importante qui est également vraie pour une fonction d'un nombre quelconque de variables et, en particulier, d'une seule. Le premier ternie est dz^ valeur principale de A5, ainsi que cela devait être.
II. - PROCÉDÉS POUR EFFECTUER LES DÉVELOPPEMENTS
EN 3ÉRIE.
170. Dans le calcul différentiel, on a souvent besoin de développer une quantité en série suivant les puissances d'un ou de plusieurs infiniment petits, ou du moins de trouver un certain nombre de termes de ce développement. Soit, par exemple, y une fonction, j^ =y(^), d'un seul infiniment petit x\ la formule de Maclaurin, si elle est applicable, résout la question :
r-/(o}-^/'(o)-H...-f--î/'>(o,,+ --— -i/"-^'(Oa-),
et, en négligeant le dernier ternie (reste), on a la valeur de >' aux infiniment petits près d'ordre supérieur à n.
Souvent, la formule de Maclaurin, appliquée directement, conduirait à des calculs très longs, à cause de la nécessité d'obtenir les dérivées successives de j'; parfois aussi elle est inapplicable. Voici quelques procédés qui permettent de simplifier les opérations.
171. Produit. — Supposons qu'il s'agisse d'oblenir le développement d'un produit, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur à /i, par rapport à x,
Sx y = uv^ et si
on fera le produit uv et Ton ne gardera que les termes d'ordre égal ou inférieur à n; pour cela, il est clair qu'il suffira de s'arrêter, dans w, aux termes en j;""?, et, dans r, aux termes en x""*. On aura alors
et, dans le produit de deux polynômes qui figure au .second membre, on négligera les termes en j?""^*, j;""*"', ...; ce qui donnera y avec l'approximation demandée.
172. Quotient. --- Soit y --= ^n n et v ayant les mêmes expressions que plus haut; cherchons de même à quels termes on doit s'arrêter dans // et i^, pour que le quolient, ordonné suivant les puissances croissantes de x, donne ^ aux lermes près d'ordre supérieur à n. Ecrivons pour cela
V = f, -f- S, u — iii -h R,
R et S élant les parties négligées dans w et i^; il faut que l'expression
V ("i _ Uiv — u v\ _ uS — cR
u Ui mil uu\
soil, eu Xj d'ordre supérieur à n.
On sera sûr qu'il en est ainsi si — et sont séparément
' uux UUi ^
«l'ordre supérieur à n; comme ww, est d'ordre 2a et // d'ordre a, il faut que S soit d'ordre // -f- a -f- i ; de même R devra' être d'ordre // -f- ?.a — ^ -I- i . On aura alors, aux termes près d'ordre supérieur à /?,
i> Mj??-- NrP^i — ...-4- Pa:«-»-a
^ \x^ -+-... — Lx»-^^^-^
et il suffira d'eficctuer la division des deux polynômes ci-dessus, ordonnée suivant les puissances croissantes de x, en s'arrêtant au ferme en .r", pour avoir la valeur cherchée de^*.
En particulier j si a^-o, P -= o, on prendra dans u et t^jus- (ju'aux termes en x" inclus, et l'on fera le quotient en s'arrêtant au même ternie.
Exemple. — Un exemple important est le suivant : Soîl
a désignant un nombre entier et positif, et /(x) et 'f(x) des (onctions finies et non nulles pour x = a. On pose
et Ton demande le développement de y suivant les puissances croissantes de h.
/{a -^ h) I f[a)-^hf'(a)-...
h'^ff{a-i- h) h^ o(<7 ) — /j (p'(a ) f-. . .
en supposant la formule de Taylor applicable à /(a -h h) et o(a"+ h).
Si l'on veut avoir y jusqu'aux termes en h" (inclus), ou développera le quotient
fia) -'- hf'{a) -t- . . .
jusqu'aux termes en A*"*"", et pour cela, d'après la règle du numéro précédent, on fera le quotient, suivant les puissances croissantes de A, des deux polynômes
en s'arrétaiit au terme eu A*"*"". On aura alors, pour^,
Les premiers termes Ta " • * ^ T ^^ nomment la partit^ injinie
du développement de y au voisinage de x —- a, parce que, pour j: = a (c'est-à-dire /i = o), ils deviennent infinis. Si l'on désire obtenir seulement la partie infinie c'est-à-dire si /i— : — i,
les deux termes du quotient ^^7 , devront être calculés iusqu^aux
termes en A*""* (inclus), et dans le quotient on s'arrêtera également aux termes en A<*~', c'est-à-dire qu'on prendra au numérateur et au dénominateur autant de termes qu'on désire en obtenir au quotient.
174. H est parfois impossible de développer une fonction sui- \*nl les puissances croissantes de jr: la fonction loga: en est un
oxomple.
Vax olfol, si l'on avait
— oo:
\\ frtudrail que a fût négatif, puisque, pour x -^^ o, logx = M>il a '^'i o" aurait alors
x"^ \oQx — A — Bj: -^ Cj7--t-. . .,
00 qui est impossible, car, pour x -^ o, le premier membre tend xors /.éro, quelque petit que soit m, et le second tend vers A, qui n\>st pas nul, puisque Ax^ a été supposé le premier terme du dé- \i»loppemenl.
Si l'on a une expression telle que
logM — log( \a?«-h- Bar3i-^i-f-. . . )•
on peut obtenir un développement comprenant un terme en logo;. suivi de termes en x. On écrira
loga -- logAj-»! I -,- — X -- . . . ) -- logA -r- a iogar -^- log( i -h — j? -h. . . ].
Si Ton |)ose
l\ =z — JT —
log(i -t- K) sera dcveloppable, au voisinage de j? = o, par la série connue {n'' 161)
logd R)-- R
cl en développant 11, R^, R^, ... jusqu'à Tordre /î,on aura logM — 2 \o^T -h logA 1- a X -\- b x^ -■- . . . ~h l jc" ,
aux termes près d'ordre supérieur à n.
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175. Développement suivant les puissances décroissantes de x. — Nous avons supposé jusqu'ici que x était un infiniment petit, et nous avons cherché des développements, applicables à des valeurs très petites de ^, et ordonnés suivant les puissances croissantes de cette variable.
Si au contraire x est un infiniment grand, on posera x= -; z sera un infiniment petit, et la fonction ^^ =y*(:c)r=: y | - j pourra
eHre développée, par les méthodes précédentes, suivant les puissances croissantes de -3 :
d'où, en faisant a = — m,
ce qui donne un développement de >' suivant les puissances décroissantes de rinfiniment grand x.
Bien entendu, un tel développement n'est pas toujours possible; par exemple, pour rexponcnlielle e^, on ne saurait avoir
car m devrait être plus grand que zéro, puisque e^=QO pour j: infini; il viendrait alors
ce qui est absurde, puisque le premier nïcmbre tend vers l'infini pour X infini, tandis que le second membre reste fini. De même on ne peut avoir
logx = Ar'«-i- Bot"»-' -t-. . ., car m serait positif, et il viendrait
ce qui est impossible, car pour x = ao le premier tend vers zéro, quelque petit que soit m, et le second membre tend vers A.
176. Certaines expressions ne sont commodément développables qu'après un changement de variable; voici deux exemples :
I ° Soit à développer ( i H — j suivant les puissances croissantes
de -• n
Désignons cette fonction par y\ pour n ^=(X>j y est égal à e^; c'est la valeur principale. Pour obtenir les termes suivants, prenons les logarithmes, et appliquons la formule du développement de log(i H- w), établie au n" 161,
(cr \ / X .77^ x^ \
nj \n iii*- 3/1' /
in 3/1* 4^1
On a ainsi le développement de logj^ On en déduira celui de^^
par la formule
en posant
d'où
Si Ton veut s'arrêter aux termes en —, inclus, on ne poussera
pas plus loin que —^ dans le crochet, et l'on aura
'~"27ï"^37r*"~47r3~^ÏV47ïï"37Ï3/6 8n»J"^"" •
les termes négligés étant au moins d'ordre 4 par rapport à -•
!>," On développera d'une manière analogue j^ = n(y/x — i) suivant les puissances croissantes de -; on écrira
Il '2 î li
ûx — e" = \ -r ,
CHAPITRE VII. — DEVELOPPEMENTS EN SERIE. I
d'où
177. Remarque. — Les séries de Taj-lor et de Maclaurin n'ont été établies jusqu'ici que pour les fonctions de variables réelles; c'est seulement dans le Cours de seconde année qu'on les étendra aux fonctions de variables imaginaires : jusqu'à nouvel ordre, les développements ci-dessus ne sont applicables que dans le domaine réel. La question de leur convergence est également réservée pour une étude ultérieure.
178. Développement des fonctions implicites. — Nous indiquerons la méthode à suivre sur des exemples.
L Soit une équation, f{x^ y) = o, ayant, pour x = Xo, une et une seule racine y égale ^ y^] on demande de développer cette racine suivant les puissances croissantes de x — Xq, Il est clair qu'en posant x — jCo = X ely — y^ = Y, on ramène ce cas à celui où jTo = o et j^o = o î soit alors, par exemple, l'équation
yz^xy -^y— 2.r*= o,
qui, pour ;r=:o, a une et une seule racine nulle. Cette racine,^, est infîniment petite avec x^ et l'on voit immédiatement sur l'équation que sa valeur principale est ix^\ car les termes y^ et — xy sont infiniment petits devant le terme enjK? de sorte que la valeur principale du premier membre de l'équation est^ — o^x^ (*). On
peut donc poser
z s'annulant pour x = o, et Féquation devient, après suppression du facteur x^,
elle a, en 5, une racine nulle pour x = o. On reconnaît de suite, comme tout à l'heure, que la valeur principale de celte racine est 2JC, et l'on peut poser
5 = xi'l -f- ;),
(') Le succès de ce raisonnement lient à ce que Téqualion contient un terme en y : or, l'existence de ce terme résulte nécessairement de l'hypothèse que, pour j; = o, il y a une seule racine^ nulle.
II
^ s^anniilant pour ^ = o. On formera alors l'équation Ç, et ainsi de suite, ce qui donnera, en remontant la série des calculs, le développement cherché de la racine y :
II. Si, pour ^ = 0, Téquation proposée a h racines y égales à zéro, le terme de moindre degré en y qui reste dans Téquation, après que Ton a fait x = o, est un terme eny^; on ne peut plus alors, comme dans le cas précédent, indiquer immédiatement les deux termes qui constituent la valeur principale du premier membre.
Soit par exemple l'équation
qui, pour x = o, B. trois racines nulles.
Si a désigne Tordre de l'une d'elles par rapport à l'infiniment petit .r, posons
At'tmt une constante ^o et 5 s'annulant pour x = o. Il s^agit d'abord de déterminer a et A. Portons la valeur (a) de ^ dans (i); il vient
( 3 ) x^^(X-^zy — x^^^ ( A -T- -3 ) H- ar' = o.
Dans le premier membre, les termes du degré minimum en x sont évidemment compris parmi ceux de la somme
et je dis d'abord qu'il doit y avoir au moins deux termes du degré minimum. Car, s'il n'y eu avait qu'un, son coefficient devrait être nul, puisque le premier membre de (3) doit s'annuler identiquement quand on y remplace z par son développement en ^; or aucun des termes de la somme (4) ne peut avoir son coefficient nul, puisque A est supposé ^o. Il faut donc qu'il y ait, dans (4), au moins deux termes du degré minimum (se détruisant entre eux) ; c'est â-dire que : 1° deux des exposants 3a, a-+-i , 3 doivent être égaux entre eux, et 2^ être inférieurs (ou au plus égaux) au troisième.
3x = a -hi,
ou
ou
ou
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On a donc à examiner les trois hypothèses qui satisfont à i° :
L'hypothèse (c) est à rejeter, car les deux exposants égaux, 3 a et 3, sont supérieurs au troisième, a 4-1 (=2) et la condition 2" n'est pas vérifiée. Au contraire, les hypothèses (a) et (6) sont acceptables.
(rt). On a a = - , et les termes de moindre degré dans (4) sont
mm
comme ils doivent se détruire, il faut queA^ — A = o; et comme A est différent de zéro par hypothèse, on a
A = rh I .
Prenons d'abord A = i ; il vient dans (2)
z s'annulant, comme on l'a dit, pour a:=o; et dans (3), après suppression du facteur commun j?^, et réduction :
z^-\-Zz'^'\-iz H- j:* = o,
équation qui, pour a; = o, n'a qu'une racine z nulle : la valeur
principale de celle-ci est — r*^^? et Ton obtiendra son développement comme dans le cas I.
On a ainsi, pour une des racines, jKm de l'équation primitive (i"),
En prenant A = — i, on aurait un développement analogue pour une autre racine :
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(6). On a a = a; les termes de moindre degré en x, dans {i^ sont
d'où A = I ; les équations (2) et (3) deviennent alors
Cette dernière, pour :r = o, a une et une seule racine z nulle, dont la valeur principale est a:', et qu'on développera comme dans le cas I. On a ainsi, pour la troisième racine, y^, de la proposée (i), .
Le procédé s'applique sans difficulté au cas général; on démontre que si f{^x^y)=zo est une équation algébrique admettant, pour ^ = o, h racines nulles, cette méthode donne sans ambiguïté les développements des h racines, et que les développements sont convergents pour des valeurs suffisamment petites de X,
MAXIMA ET MINIMA
179. Définitions. — On dit qu'une fonction, /(^), d'une seule variable, est maximum pour ^ = a, si Ton peut déterminer un nombre r\ (si petit qu*il soit) tel que Ton ait
pour toute valeur non nulle de h comprise entre — r, et -j-t,. Elle sera minimum, si, dans les mêmes conditions,
De même, une fonction de deux variables, f{x^ y) sera maximum, pour ^ = a, y=ib^ si l'on peut déterminer un nombre r^ tel que l'on ait
pour toutes les valeurs, non nulles simultanément, de h et k comprises entre — r^ et + r,.
II y aura minimum si la différence ci-dessus est positive dans' les mêmes conditions.
Géométriquement, marquons sur le plan le point de coordonnées rectangulaires a, b : pour quey(:r,^) soit maximum ou minimum pour x = a^ y = b^ il faut, d'après la définition, qu'on puisse tracer un carré, de côtés parallèles aux axes, ayant pour centre le point a, 6, et tel que, pour tous les points x^ y intérieurs au carré, la différence /(j:,^) — /(ûr, b) garde un signe constant. Le côté du carré est ar\.
On peut remplacer le carré par un cercle de centre a, b : car, si le carré existe, la différence /{x^y) — /(«, b) gardera a fortiori un signe constant pour tous les points x, y intérieurs au cercle inscrit dans le carré. Réciproquement, si un tel cercle existe, on en déduira l'existence d'un carré, de centre a, 6, jouissant de la inêii>e propriété, et qui sera, par exemple, le carré inscrit au cercle et de côtés parallèles aux axes.
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180. Fonctions d'une variable. — Si f{x) a une dérivée déterminée pour X = a^ on aura, par la définition même de la dérivée,
(0 Aa ^ h)- f{a)= h[f' {a)-^ tl
e tendant vers zéro avec h.
Quand h décroît indéfiniment en valeur absolue, le second membre finit par avoir le signe de h/\a) : le premier membre, si f'{ci) n'est pas nul, change donc de signe avec A, c'est-à-dire qu'il n'j^ a ni maximum ni minimum pour j? = «.
Donc, lorsque, pour :r = a, f{x) a une dérivée déterminée, il ne peut y avoir maximum ou minimum que si f'(^a)= o; lorsque f{x) n'a pas de dérivée déterminée, on ne peut rien dire, c'està-dire qu'il peut y avoir maximum ou minimum. En d'autres termes :
La fonction f{x) ne peut être maximum ou minimum que pour les valeurs qui rendent sa dérivée indéterminée {^) ou nulle.
Soit a une de ces valeurs, que l'on déterminera par l'étude de la dérivée; on aura dans chaque cas particulier à faire une discussion spéciale, afin de voir si f[a + h) — f{ci) garde un signe constant pour des valeurs de h assez petites, positives et négatives.
181. Cette discussion n'blTre aucune difficulté quand on peut appliquer à /(a -H h) la formule de Taylor. En ce cas, a est certainement une valeur annulant/'(x), car/'(a:) est, par hypothèse, déterminée et continue pour j; = a ; on a alors
Pour // assez petit et quel que soit son signe, le second membre a le signe de /"(a); il y aura donc maximum si/''(a)<;o et minimum siy''(a)> o.
Si/''(a)= o, et plus généralement si
( ' ) Purmi les valeurs qui rendent la dérivée indéierniinée sont comprises celles (|ui la rendent infinie.
CHAPITRE VIII. — MAXIMA ET MIMMA. l
on aura
et le premier membre, pour h assez petit, aura le signe de /j/*+i y«+« (^ay Si donc n -+- 1 est impair {n pair), comme ce signe change avec celui de h, il n'y aura ni maximum ni minimum ; si /î -h 1 est pair (/i impair), le signe restera celui de /""^* (a), et il y aura maximum pour /'*"*"* (a) <;o, minimum pour/""^*(a)>-o.
182. FonctionB de plusieurs variables. — Pour que /(^, y) soit maximum ou minimum pour x ^= a., y =z b, il faut que
conserve un signe constant lorsque h et A* sont, en valeur absolue, inférieurs à y; ; donc, en particulier, si Ton fait/: = o, on voit que
f(^a-rh,b)-f{a,b)
doit garder le même signe, c'est-à-dire que f{x^ 6), considérée comme fonction de x seul, doit être maximum ou minimum pour a; = a,
II est donc nécessaire , pour un maximum ou un minimum,
que la dérivée partielle — soit indéterminée ou nulle pour
x = a, y=ib\ une démonstration analogue s'applique à Taulre dérivée partielle; de sorte que :
La fonction f{x^ y) ne peut être maximum ou minimum que pour les systèmes de valeurs qui rendent ses dérivées partielles indéterminées ou nulles.
Soit a, b un de ces systèmes de valeurs que l'on déterminera par l'étude des dérivées de la fonction; on aura, dans chaque cas, à faire une discussion, pour voir si /(a -{-h, b~\-k) — /(«, b) garde un signe constant.
183. Comme plus haut, cette discussion est facile quand on peul appliquer à /(«-+- A, b-^-k) la formule de Taylor : en ce cas,
-j^ et -» qui sont déterminées d'après l'hypolbèse, s'annulent
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pour X = a, y= b^ et Ton a (n° 168)
Pour qu'il y ait maximum ou minimum, il fau(, comme on l'a vu (n° 179), qu'on puisse déterminer un cercle de centre a, 6, tel que le premier membre garde un signe constant pour tous les points a 4- A, b -\- k intérieurs à ce cercle, c'est-à-dire pour toutes
les valeurs de h et de k qui rendent y/AM-Â^ inférieur au rayon, p©, du cercle. Posons alors
h = p costo, k = p sino),
p et (1) étant indiqués sur la figure 55 ; on a /(an-/,, b-^k)-f{a,b)
= '^ (cos*a)/^, -h 2COS01) sinw/J^H- sin*a>/^,)
Mp\
et il faut, pour qu'il y ait maximum ou minimum, qu*on puisse déterminer un nombre positif, po, tel que le second membre garde
Fig. 55.
.Cb^iK,
eu, d
JO
un signe constant pour toutes les valeurs de p inférieures à po, et quel que soit l'angle (o.
Considérons le trinôme
qui s'écrit
cos*a>/,I',H- '2C0sa> sinto/,J^-+- sin^to/^',,
cos« o) (/;,-+- 2 tanga)/;^-+- tang«w/;,).
Il est clair que si ses racines (en tangco) sont réelles, c'est-
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à-dire si /^^ — flyfb*'7> o? ce trinôme changera de signe selon les valeurs de tangco, et comme on peut prendre p assez petit pour que le second membre de (4) ait le signe du premier terme, c^est-à-dire du trinôme, il n'y a ni maximum ni minimum.
Au contraire, si les racines du trinôme sont imaginaires, c'està-dire si/J^ — fltfb*<^ o, le trinôme a toujours le signe de fl% et ne s'annule pour aucune valeur de w : on en conclut que, si p reste assez petit en valeur absolue, le second membre de (4) garde, quel que soit co, un signe constant, celui de /^,. Donc, si flt<i o, il y a maximum; si flt> o, minimum.
Enfin, si les racines du trinôme sont égales, c'est-à-dire si fat — f<t*fb*=^ o> le trinôme s'annule pour une valeur de tangco : pour les valeurs correspondantes de w, c'est le terme en p' qui donne son signe, et une discussion spéciale sera nécessaire pour décider si ce signe est le même que celui qui correspond aux autres valeurs de co.
En résumé, pour
fol — fa*fb*^^i "i maximum ni minimum. (5) {flt—fa*K*<^i maximum si /^'',<o; minimum si/^;>o,
fal — fa*ft^=^ ^> doute; une discussion spéciale est nécessaire.
18i. Remarque. — Au lieu de dire que ^ et ^ s'annulent pour
les valeurs qui correspondent au maximum ou au minimum^ on peut dire que la différentielle totale
s^annule, quels que soient dx et dy.
185. Maxima et minima relatifs. — Soit à trouver les maxima et les minima d'une fonction de quatre variables
ces quatre variables étant liées par deux relations
Il y a, d'après cela, 4 — 2 = 2 variables indépendantes, x et ^, par exemple; laissant de côté les cas exceptionnels d'indétermination, on trouvera les maxima et minima en écrivant que la dilTérenticlle totale, df, est nulle, quels que soient dx et dy. Donc
(6 ) d/= ^-dx -4- --^ rfK 4- i~dz -h ~^-du = o,
-^ Ox Ojr " dz au
dz et du étant liés à dx et dy par les relations
{ 7 ) -/ dx -f- --^ dy H- - ' dz -+- --^ du = o.
dx dy "^ Oz Ou
. . à'I , d'il , d^ , O'I ,
( 8 ) --^-dx-Jf ' dy -{- ~-^dz -h -^ du = o.
dx dy "^ dz du
11 faut donc tirer dz et du de (7) et (8), porter dans (6), el écrire que les coefficients de dx et dy sont nuls dans le résultat : cela revient à éliminer dz et du entre (6), (7) et (8), et à écrire que, dans le résultat, dx et dy disparaissent. Pour effectuer celle élimination, multiplions (7) et (8) par des facteurs indéterminés, A el jjL, puis ajoulons-les à (6); il viendra
ii))
[dx^^drr'^^dx)'^''^[dj^'^^dp-^^dj^)'^'>
df . ()'i (>'i;\ , (df .do O'hX ,
dz dz ^ dz/ \du du ' du/
L'élimination de dz et du sera effectuée si nous choisissons A el jjL de manière que
df , do d'if df^ do d'I
(10) ~ -f- A /- -f- {X -' = o, -• - -f- A -'- H- [Ji T- =0. dz dz ' dz du du du
Ecrivons alors que dans (9) les coefficients de dx et dy sont nuls :
, , Of , f>-:> d'I df . do d'^
(11) -^ ^ A -^ -4- ;JL --^- = o, -;- -h X --i- -4- ;ji -/; --= o. dx dx dx dy dy dy
Les équations (10), (11), jointes à '^ = 0, 4 = 0 (soit en lout six équations) donneront les valeurs de X et [jl, et celles de x^ y, 5, u qui peuvent correspondre au maximum ou au minitnuai de/. D'où la règle suivante :
Règle. — Pour trouver les maxima et les minima d'une
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fonction f^ de n variables liées par h relations :
on annulera les dérivées partielles, par rapport aux n t^ariables, de la fonction
les A/ élant regardés comme cons lents. On obtiendra ainsi n équations qui, jointes aux h équations cp = o, donneront {avec les valeurs des h quantités \i) les valeurs des n variables qui correspondent au maximum ou au minimum de f.
Applications.
186. Axes d'une section centrale d'une quadrique. — Soil, en coordonnées rectangulaires, la quadrique, qui admet pour centre l'origine,
les demi-axes de sa section par le plan central (i3j fx-\~my-\-nz = o
sont les maxima et les minima de la dislance du centre à un poinl de la section. On a donc à déterminer le maximum et le minimum de x^ -^ y^ -{- z^ ; x^ y^ z étant liés par (12) et (i 3). Ap))liquons la règle ci-dessus, nous avons, en supprimant le facteur 2 :
( z -k-\n -^ \xi W X -h h y -+- y z) — o,
équations qui, jointes à (12) et (i3), déterminent X, [jl et les sommets Xj y, z de la section. Pour avoir les longueurs des demi-axes eux-mêmes, il faut joindre à ces équations la relation
( I 5 ) /'i = ar' -h y
et éliminer X, u., x^ y, z entre (12), (i3), (1.4) et (i5).
Le calcul se fait simplement si Ton multiplie la première équation (i4) par X, la seconde |)ar y, la troisième par 5, et si Ton
ajoute membre à membre; il vient en effet, en tenant compte
de (i3) et (la),
r' — (JL = o.
On a alors, en portant cette valeur de [x dans (i4) et en récrivant (i3),
ar(i-f- A/ï)-f-j^B'/-2 -+-;ïB'r« -hll = o,
xB'r^ -h y(i-h X'r^)-¥- zBr^ H-Xm = o,
xB'r^ -hjBr» -h ;5(r 4- A'r«) H- X/i = o,
xl -\- y m -\- z n =o,
équations linéaires et homogènes en x^y^ 5 et X; Télimination de ces quantités donne :
r-+-Ar« BV« B'r* /
BVï i-i-A'r« Br* m
BV» Br« I-+-AV» n
/ m no
équation du second degré eh r^, dont les racines sont les carrés des deux demi-ax.es de la section.
Axes de la quadrique
A.r*-h h! y'^-\- A'-zî-h iV^yz-\- j.B' zx -+- îB'j:^ -h i = o.
On a à chercher le maximum ou le minimum de x^-{- y^ x^ y^ z étant liés par l'équation précédente. Écrivons donc
x-\-\{k x^ B'^-hB' 5) = o, ^-4-X(B''a?-+- A'7-+-B 5) = o, 5 -h X(B'jr-+-B y-^- A";:) = o.
Joignons-y la relation
et éliminons x, y, 5 et \ entre ces cinq équations : nous obtiendrons Téquation aux carrés r^ des demi-axes. A cet efiel, multiplions respectivement par :r, y^ z les trois équations (16) et ajoutons; il vient, en tenant compte de Téquation delà quadrique.
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Les équations (i6) s'écrivent alors
a7(n- Ar*)-hj'B'r« -h zB' r^ =0,
xB'r^ -h^(i -+- A'r*)-+--sB/« = o,
xB'r* H-j^B/'» -f-5(n- AV*) = o;
d'où, en éliminant x^y, z^
i-f-Ar» BV« B'/«
BV» i-hAV« Br« B'r« Brî i -h A V»
C'est l'équation cherchée; elle est du troisième degré en r^, comme on devait s'y attendre.
188. Méthode géométrique. — La Géométrie permet souvent de trouver directement les conditions des maxima et des minima.
En effet, si Ton a à chercher par exemple le maximum ou le minimum d'une fonction /{x^y^ z) de trois variables indépendantes, on devra écrire
àf Of âf
ôj; Oy Oz
Or y- dx est la valeur principale de l'accroissement de / quand,
y et z restant fixes, on fait varier x; et l'on peut faire la même
observation sur j-dy el-^dz; si donc la Géométrie permet
d'évaluer directement ces trois valeurs principales, on n'aura qu'à exprimer qu'elles sont nulles pour obtenir les conditions du maximum ou du minimum.
D'autres fois, on pourra évaluer géométriquement la différentielle totale d/, pour des accroissements simultanés quelconques des variables indépendantes et l'on exprimera qu'elle est nulle, quels que soient ces accroissements.
Voici des exemples.
189. Problème I. — Triangle d'aire maximum ou minimum circonscrit à une courbe donnée. — Un triangle circonscrit à une courbe dépend de trois variables indépendantes, à savoir les paramètres qui déterminent chacune des trois tangentes qui le
constituent, par exemple les angles de ces tangentes avec une droite fixe.
Pour écrire que Taire est maximum ou minimum, il faut donc exprimer que la valeur principale de son accroissement est nulle quand, deux quelconques des côtés du triangle restant fixes, le troisième varie infiniment peu.
Par exemple, ABC élant {^fig. 56) un triangle circonscrit à la
Fig. 56.
courbe, laissons fixes les côtés AB et AC, et faisons varier BC en B'C; l'accroissement de l'aire du triangle est BHB' — CHC Or
BHB — CHC'= -(HB.HB'— nC.HG')sinrfe.
A la limite, quand B'C tend vers BC, le point H tend vers le point de contact T de la tangente BC; HB' et HC tendent vers TB etTC, de sorte que
Valeur principale de (BHB'— CHC) = i é/0(TB"*- TG»);
et, pour qu'il puisse y avoir maximum, il faut que TB =: TC, c'est-à-dire que T soit le milieu de BC. Ainsi :
Pour le triangle d^aire maximum ou minimum circonscrit à une courbe, les points de contact sont au milieu des côtés,
190. Problème II. — Parmi les triangles qui ont leurs sommets respectivement situés sur trois droites données de l'espace, quel est celui dont le périmètre (ou Vaire) est maximum ou minimum?
Soit ABC {fig* 5") un de ces triangles; pour trouver les con-
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ditions du maximum ou du minimum du périmètre, laissons les sommets A et B fîxes, et faisons varier infiniment peu le sommet G en C sur la droite (A) qu'il décrit.
Il faut, pour qu'il y ait maximum ou minimum, que la différentiel le du périmètre du triangle ABC soit nulle, c'esl-à-dire que
Ton ait, en négligeant les infiniment petits du second ordre par rapport à CC,
CA -h CB = C'A -h C'B.
En d'autres termes, les points C et C doivent être sur un même ellipsoïde de révolution ayant les points A et B pour foyers. Sous une autre forme, en passant à la limite, la droite (A) est tangente en C à rdlipsoïde de révolution, de foyers A etB, qui passe par C, ou encore la droite (A) est perpendiculaire en C à la bissectrice Cil «le l'angle ACB, puisque celle-ci est la normale de l'ellipsoïde au point C.
Le même raisonnement s'applique aux autres sommets A et B, (le sorte que :
Le maximum ou le minimum du périmètre correspond au cas où les bissectrices du triangle sont respecti^'ement normales aux droites décrites par les sommets.
On verrait de même que :
Le maximum ou le minimum de Vaire correspond au cas 0(1 les hauteurs du triangle sont respectivement normales aux droites décrites par les sommets.
191. Problème III. — Trouver sur une surface donnée un point M, dont la somme des carrés des distances à n points donnés A|, A2, . . ., A,,, soit maximum ou minimum.
Soient M {Jig- 58) le point cherché, et M' un point infîniment
voisin quelconque situé sur la surface j il faut écrire que la difle-
rentielle de la somme 2 A/M est nulle, quand on passe de M à M'. Or, si MM' est Tinfinîment pelit principal, Tangle MA|M' est évidemment du premier ordre; .si donc on mène MQi normal à A4 M', on aura A, M = A| Qi , au second ordre près (n° 14), de sorle que la différentielle de A4 M, quand on passe de M à M', sera
Si 64 est Tanglc A4 M m, on a, pour valeur principale de Q|M',
Valeur principale QilVr= MM'cosOi,
d^où
é/(AiM) = MM'cosO,.
La différentielle de la somme SA, M sera ainsi
2 2 Al M t/(AxM) = 2 M M' S A/M cosO/, et, comme elle est nulle pour le maximum ou le minimum, on a
MAiCosOi-h MAjCosOj-h. . .= o,
ce qui exprime que les projections des vecteurs MA|, MA^, . . . sur une direction quelconque, Mm, du plan tangent à la surface en M, ont une somme nulle.
On en conclut que la normale à la surface en M passe par le
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centre des moyennes distances des points A|, Ao, ..., A,,. Prenons, en effet, comme origine des coordonnées le point M; pour plan des xy le plan langent et pour a\e des :; la normale en ce point; soient xi^ rv, Zi les coordonnées de A/. En projetant les vecteurs MA/ sur les axes des xetdes^', on a, par ce qui précède, irjr,= o et -j^i= o; le centre des moyennes distances des A, ayant
pour coordonnées o: et y les quantités - Sx/ et - S r/ est donc
l>ien sur Taxe des Zy ce qui établit la proposition. Ainsi :
Les points M cherchés sont les pieds des normales qiCon peut mener à la surface par le point G, centre des moyennes f/istances des n points A/ donnés.
192. Nous terminerons ces applications par un exemple où le minimum peut correspondre aux valeurs qui rendent les dérivées partielles indéterminées.
Problème. — Trou^^er, dans le plan dUm triangle Ai X^^^^ un point M dont la somme des distances aux trois sommets soit minimum.
Si x, y sont les coordonnées de M, a/, 6/ celles de A/, il faut chercher le minimum de la fonction de deux variables indépenclantcs X et >',
Annulons les dérivées partielles :
df ili T CIa — X «3 — X
OX Pi pî p3
\ à f b^ — y bi—y b^— y
[ ^y pi ?i p3
en posant, pour abréger,
P/ = -f- Aa: — «/)« -+- (7 - bTf'.
Les équations (3) donnent les coordonnées de M; on peut les i nterpréter géométriquement.
En effet, portons sur le rayon MA/, à partir de M et en allant H. i3
vers A/, une longueur MP/ égale à TunUé : les projections de MP/
sur les axes sont évidemment — > -^ — -: d'ailleurs, si av. 3;
sont les coordonnées de P/, ces projections sont aussi a/ — x. Les équations (3) peuvent donc s'écrire
c'est-à-dire que M (/tff- og) est le centre de gravité du triangle P1P2P3. Or le cenlre M d'un cercle ne peut être le centre de
gravité d'un triangle inscrit que si celui-ci est équilatéral; car les médianes doivent passer par le cenlre et sont, dès lors, perpendiculaires aux côtes opposés. Donc P1P2P3 est équilatéral, c'est-à-dire que les trois angles (en M) sous lesquels on voit de M les trois côtés du triangle primitif, A| A2 A3, sont égaux à 120".
D'après cela, le point M est à l'intersection de deux arcs, capables chacun d'un angle de 120**, décrits sur A| A2 et A1A3, et l'on voit sans difficulté qu'il n'est réel que si le triangle A| Aj A, n'a pas d'angle supérieur à 120".
Si le point M est réel, il correspond à un minimum ; car 00 a,
d'après les expressions (3) de y- et — i
Ox^
ri
ai)'
Oxdy pî
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el Texpression
est de la forme
(XX'-4-jJifji'-f-vv')5— (Xî-+-;ji*-T-vï)(X'2-hîx'*4-v'2),
c'esl-à-dire
— (X;x'— X'|Ji)2 - ( Xv'- X'v )'— ( ;jiv'— jji'v;*;
elle est donc toujours négative, el, comme -y— est positif, il j a
bien minimum (n^ 183).
Si le point M, déterminé comme ci-dessus, n'est pas réel, c'està-dire si le triangle A| A2A3 a un angle supérieur à 120°, il semble qu'il n'y ait jamais de minimum.
Cette conclusion serait fausse; on n'a pas trouvé de minimum
(réel) en annulant —- et -^^ » mais il faut voir si le minimum ne
^ ' Ox Oy
correspondrait pas aux valeurs qui rendent y- et -p indéterminées. Or, d'après (3), ces deux dérivées deviennent indéterminées pouru: = a/, ^ = 6,, c'est-à-dire pour les sommets du triangle proposé; il est donc possible qu'un de ces sommets donne un minimum.
On peut, en effet, montrer géométriquement que si l'angle A|, par exemple, est supérieur à 120®, le sommet A| correspond bien à un minimum.
Soit N (Jiff* 6u) un point du plan, intérieur au triangle (on
Fig. ik).
verra que la démonstration s'applique à toutes les positions possibles de N); je dis que
N V, -H NA, -i- NAa > A| A, h- Ai A3. Pour le voir, abaissons de N des perpendiculaires, NQ et NB,
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sur les côtés de Tangle A, ; on a
NAj>A,R, NA3>A3Q,
et si j'établis que NA| > A|R + A|Q, la proposition sera évidemment démontrée. Or
AiR = NA,cosa, AjQ = NA,cosp (a-4- ?> 120"),
Al R -h AiQ = 2C0S cos s-NA,.
a -*- 3 Puisque a + ^ est compris entre 120° et 180**, cos — ^— ^ est
compris entre cos6o"= - et cos9o° = o; il est donc inférieur à-»
et, comme cos est inférieur à 1 , on a bien
Aj R -+- AiQ < NAi. c. Q. F. D.
I. — PROCÉDÉS D'INTÉGRATION
193. La première question que traite le Calcul intégral est la suivante :
Trouver les fonctions qui ont pour dérivée une fonction donnée f{x).
Nous établirons dans le Chapitre suivant que, ?\f{x) est continue entre x=a et ^ = 6, il existe une fonction F(j:) ayant pour dérivée /(x), pour toutes les valeurs de j: comprises dans cet intervalle; mais il n'y a aucune méthode générale pour trouver la fonction F(j:). De plus, si f{x) est une combinaison de fonctions élémentaires (polynômes entiers, fonctions algébriques, fonctions circulaires et exponentielles, logarithmes, arcsin, etc.). F(j:) ne sera une fonction de même forme que dans des cas très particuliers, de sorte que le Calcul intégral conduit, dès le début, i des fonctions nouvelles.
Il y a une inQnité de fonctions F (a:) ayant pour dérivéey(;r), îar il est clair que F(j:) + C (C désignant une constante arbiraire) a la même dérivée que F(j:). Réciproquement, si ^{x) X F( x) ont même dérivée, 4>(a:) — F(j:), ayant une dérivée nulle, era une constante (n® 19).
Les fonctions en nombre infini qui ont pour dérivée y (:r) se
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nomment fonctions primitives de f{x). On peut dire aussi qu'elles ont pour diflFérentielle/(j:) dx\ on les appelle intégrales ou intégrales indéfinies de la différentielle f{x)dx^ et on les représente par la notation
dont l'origine sera expliquée quand on traitera des intégrales dé^nies.
On se sert également, pour désigner une intégrale j f(^x)dx^
de l'expression de quadrature; une expression est dite dépendre de I, 2, ... quadratures quand elle renferme i, 2, ... signes d'intégration.
191. Les résultats obtenus dans la théorie des dérivées donnent immédiatement les intégrales de plusieurs différentielles simples; le Tableau suivant indique les principales de ces formules :
J ^ (fn-hi)' f , . . , .
> formules équivalentes.
r cJjr ____j I ( ^
r dx J x^a
r dx J a^-+-x*
/dx
= log±(j: — a),
= — arc lang- > a a
= arc sin — > a
e'^^dx = — e'"J'.
/sin m X dx = — — cos m jt, Fn
/cosnixdx = — s'inmx, m
I tang m x dx = log cos m .r,
/n^dr =-.og/(.).
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193. On peut indiquer trois procédés à l'aide desquels on arrive quelquefois à intégrer une différentielle donnée.
1" Décomposition en éléments simples. — Si Ton a
f(x) — ^(x) -h'^ix) -h. ..-H y^(x)y il est clair que
I f{x)dx ^ j o{x)dx-\- I ^{x)dx -^. , ,-^ j y(x)dxj
car la dérivée d'une somme est la somme des dérivées des termes. Si Ton peut eflectuer la décomposition de/(x) en somme, de
manière que les intégrales j (f(x)dx^ 1 à(x)dXf ... soient connues, on saura donc intégrer j /{x)dx.
Exemple: j cos^xdx= 1 -(i -{-cos2x)dx= -x-{- -s\n'2X,
•p-° Intégration par parties. — On a, ii et ç étant fonctions de x,
(a(')^= uv'-^ vu' y
dVjii l'on déduit, en intégrant les deux membres,
ou
On écrit aussi
uv = / iiv' dx -+- I vu' dx I uv'dx = uv — / vu' dx,
j u dv = uv — j V du.
Si donc on a à intégrer/(:r)rf^, on essaiera de mettrey(»r) sous la forme d'un produit de deux facteurs u et r', dont le second soit la dérivée d'une fonction connue, et l'on ramènera ainsi le
calcul de I f{x)dx à celui de / vu'dx^ qui pourra être |)lus
simple.
Exemple, — Soit à calculer / arc tangj&e/x; on écrîr
/arc tango: dx = x arc langx — / ^ ""
dx
du
= X arc tangx log( i -ha**).
Généralisation. — Si w^*' et r^*^ sont les dérivées d'ordre A" de u et V par rapport à x, on a, en intégrant par parties,
juv^'^^dx= i/t'(«--i) — 1 u'v^'*-^^dx^ Ç u' v'^n-x) dx = u' v^»*-^^ — Çu'v^'^-'^^dx, ..., d'où, (inalenient,
H-(— i)«-'a(«--ïV-+-(— i)" / u^^^vdx.
C'est la formule d'intégration par parties généralisée.
3^ Changement de variable. — C'est le plus important des procédés d'intégration. Soit à calculer 1= j /(x)dx; posons
x = o(t), d'où dx = Q'{t)dt.
Comme on a, par définition ,
dV =/(x) dxy on en déduit
d\=f[^{t)]o'{t)di,
c'est-à-dire que la dérivée de I, par rapport à /, est/[y(/)]'^'(/). Donc
En d'autres lermes, dans l'intégrale proposée, on remplace x et dx par leurs valeurs en fonction de t et de dt^ et Ton est ramené à calculer une intégrale en t^ qui peut être plus simple que Tancienne. Si on peut la calculer, soit I = F(/) son expression,
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on obtiendra F, en fonction de x, en remplaçant / par sa valeur, tirée de x = ?(^).
Exemple, — Dans / arcsinx<fj:, posons
arc sin a: = ^ ou a: = sin/, dx = C{)%tdt\
rintégrale devient
/ t cos / dt ;
intégrons par parties, en regardant cos t comme la dérivée de sin / :
/ t cos t dt = t shit — / sin/ é/^ = ^ sin/ -h cos/.
L'intégrale proposée s'obtient en remplaçant, dans cette expression, / par arcsinx; sin/ par x] cos/ par y/i — x^. Donc
/ arc sinx dx — x arc sinx -h y/i — x^,
196. On va maintenant appliquer les procédés précédents aux tvpes de fonctions que l'on sait intégrer; ces types, en petit nombre, sont les suivants :
Fonctions ALGl^BRIQUES.
i" Fonctions rationnelles ( * ), :^ (P e/ Q polynômes en x),
•2** Fonctions rationnelles île x et de
.'5** Fonctions rationnelles de x et de ^a x^ -h ib x-\~ c.
( ') Oq nomme /owc/io/i rationnelle de x le (juolicnl de deux polynômes entiers en x\ de même une fonclion ou expression rationnelle en x, y^ Zj ... est le quotient de deux polynf)mes entiers en x, y^ z^
On conçoit ainsi ce qu'on entend pâv fonction rationnelle de x et de \fx: par
exemple z- est rationnel en x et \'^, mais n'est pas rationnel par rap*-
I — 2 ^/j7 -t- X* port à la variable x, puisque x y figure sous un radical.
*• I n X ■ <■ - Cl I s X
' De mùme l'expression — .— • -^ est rationnelle en sin a? et cosj7, mais n'est
sin' J7 -+- ^
pas fonction rationnelle de la variables: de même, enfin, ^- est rationnel
en X et logx, etc.
4** Fondions rationnelles de x et de y y lorsque y est lié à x par une équation cp(x, j') = o représentant une courbe unieu r sa le.
Fonctions transcendantes.
I® Fonctions rationnelles de smx et cosx,
'/? Fonctions rationnelles de e*"'.
S** Polynômes entiers en Xj e*^, e*-^, ..., sinax, cosax, sin^j:, cosPo:,
4** Fonctions f{x^ logx); /(a:, divcsinx)^ oii f est un polynôme entier.
Décomposition de ' en éléments simples. — Si le degré
du numérateur est au moins égal à celui du dénominateur, on commencera par faire la division de P(^) par Q(x), suivant les |)uissances décroissantes de j:; on arrivera ainsi à un quotient Pi(:r) et à un reste R(a:), tels qu'on ait identiquement
H (x) étant de degré inférieur à Q(x). Donc
ot
/ -dx=r-. j Pj f/x -h I jr dx.
P,(x) étant un poljnome, / ^x{x)dx s'obtient de suite, cl Ton
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est ramené à intégrer une fraction rationnelle r=r (x), où le degré
du numérateur est inférieur à celui du dénominateur. On s^appuiera pour cela sur le lemme suivant.
Lemme. — Une fraction rationnelle de x. ., / t qui ne de-
*^ ' uix) *
iient infinie pour aucune valeur, finie ou infinie, réelle ou imaginaire de x, est une constante.
Décomposons, en effet, le dénominateur en facteurs {x — a)*, (jr — 6)?, ...; si la fraction ne devient pas infinie pour x = a^ c'est que le numérateur N(j:) contient (j: — a)* en facteur, etc.; N {x) est donc divisible par le dénominateur D(^), de sorte que
N(ir) M(x) étant un polynôme entier en x. Mais comme W—/ c'està-dire le polynôme M(a:), ne devient pas infini pour x = oo, par hypothèse, ce polynôme se réduit à une constante.
Soient maintenant «, 6, ..., / les racines du polynôme Q(^); a, ^, . . ., A-leurs ordres de multiplicité. On peut supposer qu'aucune d'elles n'annule R(x) ; car si Q et R avaient un facteur commun (jc — a)P^ on le supprimerait au numérateur et au dénominateur.
Cela posé, considérons la racine a, et faisons pour un instant
# j 1 r .• t^(^) ¥-11 1 • . R(flrH-/i)
j: z= a-h n dans la fonction tt^— {• bue devient 7^— r- * et son
dénominateur contient A* en facteur, puisque a est racine d'ordre a de Q(x).
Développons 77^ r- par la division suivant les puissances
croissantes de h, en ne conservant que la partie infinie du développement (n° 173), c'est-à-dire en calculant jusqu'au terme
en 7- inclus; il vient
R(a-{-h) A 31 Aa_i A
-h expression (*) restant finie pour // = o;
(*) Cette expression est une fraction rationnelle en /j, puisque c'est la diiïé-
. 1 -r K(a -4- /î) , ,, . Il A_ A,
ronce de la fraction -— rr ^^ "C 1 expression ratioonclle 7-f -»- • • -H -7- •
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OU, en revenant de h à x,
^ K{x) _ Aot . Aa-t . A|
fonction rationnelle finie pour:r = €7.
Opérons de même pour les autres racines 6, c, ... de Q(jr), et considérons la somme de toutes les parties infinies trouvées, à savoir la fonction de x :
(jT — a )^ {x — a)*-' X — a
Je 4is que F(x) est identique à la fraction rationnelle proposée, -çT ^ - En effet, la différence F(^) — ^r ne devient pas
infinie d'après (i) et (2) pour x ^= a^ puisque les parties infinies se détruisent; de même pour a: = 6, ..., /. Elle ne devient pas non plus infinie pour x = 00, car F(oc) est évidemment nul,
cl 7) (oc) est nul aussi, puisque le degré de R est inférieur à celui
de Q. Donc, en vertu du lemme, la différence F(.r) — ^r y ne
devenant infinie pour aucune valeur de x^ et étant évidemment une fraction rationnelle en x, est une constante; cette constante est
nulle, puisque, pour la valeur particulière x = oo, F et ^ sont nuls.
Il en résulte donc bien que - * est identique à F(j:), cVslà-dire est donné par le second membre de ('2); on a ainsi déconn-
Rf:r) . A
posé 777 — en fractions simples, de la forme , -•
Voici donc le résulta?.
199. Résumé. — Soient a, b^ ... les racines du polynôme Q(^)» a, |î, ... leurs ordres de multiplicité; la fraction rationnelle /tt-^' où le numérateur a son degré inférieur au degré du dénominc-
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leur, peut se mettre sous la forme
R(J7) A^ A^_f Ai
Q(j7} {x — a)^ {x — a)"^-^ '" x — a ' ^jr-0)^
Pour calculer les A, on pose x= a -{- h et l'on effectue le développement de ^, T^ suivant les puissances croissantes de //,
en se bornant à la partie infinie. A cet effet, on développe R (a -+- /?) et Q(a + A) en ordonnant ces polynômes suivant les puissances croissantes de A,
R(/ï -h h) = Xo-i- Xi A -h Xj/i^M-. . . (XoJJo, car R(a)>o),
ce qui donne
R(a-h /i) __ i_ Xo-f-X|/i -hXa fi^-h. .. Q ( a 4- A ) A * «JLy -t ;jti h -4- jjij /i* -f- . . . '
on effectue ensuite la division de Xq+Îm Ah-... par [JLo-t-|JL| A-h..., suivant les puissances croissantes de h, en s'arrétant dans le quotient au terme en A*"*, d*où
R(a-f-/f) _ «a-^ ^a-1 A -4-. . .H- «iA^-Ih- . . Q'(a-+- A) ~ Â«
et a», fla-o •••» ^« sont les coefficients cherchés A^, Aa_i, ..., A,. C'est le calcul déjà rencontré au n® 173. On calcule de même Bp, Bp_i, ....
Remarques. — i° Si a est racine simple (a= i), il n'y a
<qu'un seul coefficient Ajx(=A|); sa valeur doit être retenue.
On a
R(a-H A)= R(a)-hAR'(a)-
Q(a -H A) = /i Tq ( a ) -+- ^ Q'(a ) -^- . . . I ,
car Q(r/) = o; d'où
1^ ( a^ ^ ) „ I R(rt)-4-...
Q(a-i- /i) ~ /i ïl'{a)-i-, .. '
Le premier lerme de la division de R(a)H-... par Q'(âr)-f... est évidemment 7^77-^ — • Donc
Rfi7)
2" Il est inutile de calculer, dans R(a + A) et dans Q(a + A), les coefficients de toutes les puissances de A. En effet, dans l'expression ci-dessus
le quotient des deux polynômes entre crochets ne doit être poussé (|ue jusqu'au terme en A*~* ; donc (n** 173), il suffit que ces deux polynômes soient développés jusqu'aux termes en A*"* inclus; c'est-à-dire que, pour une racine a^ (Tordre a, il suffira de prendre les ol premiers ternies dans R(a -f- A) et dans Q(rt -f-A)*
Par exemple, pour une racine double (a =2), il suffira de prendre
201. Intégration. — La décomposition une fois effectuée, l'intégration est immédiate. Si
\\(t) Aa A, nçj Hi
Q(x; {x — a}^ ' '" x — a i^x — bp '" ^ — b
on aura
r\^{^) I I Aa A, A , /
? — I ix — b)^-^ "' {x — b)
COIlSl.
BiIog(j- — ^)
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L'intégrale se compose donc d'une partie IraDScendanie,
Ailog(x — rt) -i- Bilog(a: — 6)-h. . .,
et d'une partie rationnelle,
1 Aa A. I H3
^ui se présente sous forme d'une somme de fractions simples.
!2U2. Cas des racines imaginaires. — La méthode des n*^"* 190 «i20I ne suppose nullement les racines réelles; toutefois, dans le Oas des racines imaginaires, au moment de faire l'intégration 51 est utile de prendre une précaution, afin de ne pas trouver des logarithmes portant sur des quantités imaginaires.
Soient « = X4-|jLi une racine imaginaire, et b :=^\ — ]ki la racine conjuguée; elles sont de même ordre, c'est-à-dire que at=j3, et Aa, Aa_i , ..., A| sont respectivement conjugués de lia, Ba_|, . . ., B|, si Il(^) et Q(^) ont leurs coefficients réels.
On aura, comme plus haul,
\\(x) A^ A, Ba Hi
(^(j-; {a «)^ X — a ix — b )^ x — ù
f^a précaution à prendre est de réunir les deux derniers termes, — — et ^> avant d'intccrrer; on écrira donc
Al H| p-^1^ P — 7* /'.r-t-.ç
X — a X — b X — \ — \xl X — \ -\- \xi (x — X )* -h fx-
/• et S étant réels, et l'on intégrera comme il suit :
/r X -^- s _ Prix — X ) -i- .V -h r X
/' r 2(.r— X) . , .r dx
Au second membre, la première intégrale est évidemment
^log[(x-X)»-f.{x'J.
puisque le numérateur est la dérivée du dénominateur; pour cal-
culer la seconde, posous-y d'où
dx= \xdt.
Elle devient
- /* a dt s -4- r\ (s-hr/,) I -— ^ — - = arctang/.
Donc, enfin,
/rr-hs . '*, r/ ^ x» •! s -h ri or — \ , .- ---dx = -logKj: — Â)*-+- ji'J H arc tang .
Quant aux termes ; ^^— tt) ; ^ttt:» od les intéffrera direcle-
^ (x — a)« (x — fc>)« °
ment; la somme des deux intégrales correspondantes sera évidemment réelle.
203. Remarque. — Dans le cas des racines imaginaires conjuguées, X -f- [jLi, ). — ^ ikij d'ordre a, on peut aussi mettre les termes qui correspondent à ces deux racines, dans la décomposition
de y: — - en fractions simples, sous la forme
Supposons, en effet, que Q(:r) contienne le facteur (x — >,)*-{« tx^ à la puissance a, de sorte que
Q(.r) = Q.(:r)[(^-X)*-f.jxî]^ et considérons la différence (où/?a et q^. sont des constantes)
Q(x) \{x — X)«-h Ht«]^' qui S'écrit
On peut déterminer /?« et q^ de manière que le numérateur contienne en facteur i^x — )v)*-h-[jl2, c'est-à-dire s'annule pour X = )» + [jLi et :r = X — [ji/, et les valeurs obtenues pour /?a et q^ sont réelleSy comme on le reconnaît de suite en les explicitant. Elles sont, de plus, finies. Alors, la différence considérée devient une fraction rationnelle où (a: — X)^ + [x^ ne figure plus au
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dénominateur qu'à la puissance a — i, de sorte que
le numérateur R| {x) de la dernière fraction ajant son degré inférieur au degré du dénominateur ( * ).
En appliquant le même procédé au second terme du second membre, et ainsi de suite, on arrive à la formule voulue.
î204. Si Ton a opéré la décomposition par ce procédé, on aura à intégrer des expressions de la forme
ce qu'on fera directement.
On posera d'abord, pour simplifier, = /; l'intégrale de-
viendra
rp^xt-^pl-^q _p_ r tdt p'k-^q r iii
r——-YT^ est évidemment (a^i) éfirale à -, -, .rzz—,', il reste donc à calculer Tintéffrale
On récrira
Appliquons à la dernière intégrale le procédé d'intégration par parties :
/tdt r I I I r I dt
ïa-i'
(>) Car pour a; = x, le premier membre s'annule, ainsi que la preniicrc fraction du second membre : il en est donc de môme de la deuxième fraction.
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D'où
"~ ■Jïr^2 (i-f-^«)»-i "^ 2a — 2 *"*'
formule de récurrence qui permet de ramener, par échelons successifs, le calcul de I^ à celui de Ii *, or on a
I,=J __-=:arctaiiff/.
La quejf tion est donc résolue.
Exemples d'intégration de fonctions rationnelles. 205. i" Soit d'abord l'inléj^rale
r dx
qui se rencontre fréquemment. On a
^j.*^ Soit en second lieu l'intégrale
/x^ - — : : dx.
Le numérateur est de même degré que le dénominateur; le quotient est i ; on écrira donc
Il faut décomposer en fractions simples , — ; les racines
du dénominateur sont -+-1 et — i ; elles sont triples. Écrivons :
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Pour calculer les A, posons a: = I-|-/^; le premier membre devient
i-h6A -hi5A*
car la racine étant triple, on n'a besoin que des trois premiers termes en h au numérateur et au dénominateur (n° 200, 2**). Faisons la division, suivant les puissances croissantes de h :
n-6A + i5/i« I 8-+- I9.A-+-GA*
ih
Donc
On calculerait de même les coefficients qui correspondent à la racine — i. Il est plus simple de les obtenir directement; on a
8 (a:— i}3 iG(ar— i)« ' i6j: — 1 B:^ Bj B,
3a:»— 3ar«-f-i
(a7-hi)' (j:-T-i}* J7-+-1
(Changeons x eu — x^ le premier membre ne change pas; pour que le second membre reste aussi le môme, il faut évidemment que
Donc enfin.
16 {x — \Y 16 {x — \) 16 II 91 i5
lG(J7 -+-!)' I6(J7H-I) 16
,log(a: — i) log(a:-+-i).
206. Cas particuliers. — Dans certains cas, Tapplicatlon de la méthode générale peut être notablement simplifiée.
Exemple I. — Soit à calculer j /(x)dx^ /(^) étant une fraction rationnelle en Xy impaire, c'est-à-dire changeant de signe avec X. Alors - f{x) sera une fonction paire et dépendra, par suite, rationnellement de x^, de sorte que
©(^) étant rationnel. Pour intégrer, on posera
d'où
I /{x)djr= j o{x^)xdx= i i ^(t)dty
ce qui simplifiera les calculs ultérieurs, car la fraction rationnelle o{t)y à décomposer en éléments simples, a ses deux termes respectivement de degré moindre que les termes de/(:r).
Calculons ainsi l'intégrale J = / — — ^ — r^; on a, en posant
X^=: ty
La décomposition en éléments simples donne :
J = -logf -H - lOg(^-hl) = - log-z 1 .
© étant une fonction rationnelle de x^ (il n'est pas même nécessaire que m soit entier). On écrit l'intégrale
si Ion pose a:'"= /, x"^ ^ dx = —dty elle devient
mj t
et l'on est ramené à intégrer une fraction rationnelle en i.
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Ainsi :
Exemple III. — Supposons qii^il n'y ait au dénominateur de la fraction rationnelle à intégrer qu^un seul facteur :
__ r P(x)da "J {x-ay
P(j:) étant un polynôme entier de degré k. La décomposition en éléments simples sera immédiate si Ton pose x — a = /, dx = dt ; on a ainsi
j^ rP(t-^a)dt ^ r^ /AoH-Aif-f-...-4-AA<^\
et les quadratures s'effectuent de suite.
207. Une méthode de réduction analogue à celle du n° 204 permet de simplifier le calcul des intégrales
/x^dx
Si k est impair, la fonction à intégrer est impaire; on posera / = x'^y ce qui permettra le calcul presque immédiat de l'intégrale, ramenée ainsi au cas du troisième exemple ci-dessus.
Si k est pair, on opérera ainsi. Soit, par exemple, l'intégrale déjà obtenue
fr-^^,dx
on écrira
, r X dx ^ I I ^ b r x^dx 1=1 37* = — x^ H — / :
de même
/xdx ^__ I a?3 3 rx^dx^
or
= l dx[i-\ | = a:H — log
En remontant la série des calculs, on trouve
- I x^ 5 / I rc* 3 3, X — 1\
I rrr 1- . ( _ _ 1 x -^ lOff I •
4 (a:* — i)^ 4\ -2 x*— I 2 4 ^ar-r-i/
208. Autre méthode. — On peut encore simplifier le calcul des int(^grales du type
3^>- dx
par le changement de variable
4J -4- 1 , dz . 4 5
X = f dx = — 7, y X* — I = V
Cette méthode est très rapide lorsque le degré du poljDome P(x) ne dépasse pas 2/i — 2, car l'intégrale proposée devient
En vertu de l'hypothèse faite sur le degré de P(^), l'expression
P(~ )(^ — i)2/i-2 esj^ u,^ polynôme entier en ^, et Tinlégrale
précédente se calcule immédiatement (n"206, troisième exemple).
2" Fonctions rationnelles de x et de 4/ ^•'
\ ex -t- Cl
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Soîl, en eflei, m le plus petit commun multiple (en valeur absolue) des dénominateurs ^,9', . . . , cf ; on posera
ax -\- b ex -^ d '
d'où
rf/m — h , ad — hc
X = - j dx = m /'"— » dt.
a — ct"^ {a — ct"^)^ '
et l'intégrale (i) prend la forme
' I dt"^ — b — ^ -4- \ . /"» -1
•'Va — c/'" / (« — c/'" )« '
OÙ tout est rationnel, puisque m, — > • • • ♦ — Ç- sont entiers.
Exemples. — 1° Dans ce tjpe rentrent les intégrales
très fréquentes //(^r, y/a.r -+- i) rf.r, f/\'^^\/~~~^ — '/j^^y
qu'on ramène aux intégrales de fonctions rationnelles en posant respectivement
Ainsi, dans
ex -r- d
on posera
x-^\ . /«-+-i , —itdt
= ^'f ou X — — » dx = r—l -,-
intégrale qu'on traitera comme an n" 207 ou au n** 208.
^c/x\ on a à intégrer une fonction rationnelle
de X et de x* ; on posera donc
X — /''•, dx = Cit^dtj
et Ton sera ramené à calculer
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3* Soît encore
r dx
On pose .r 4- 1 = t^t et l'intégrale devient
r tdt
ce qui se calcule sans difficulté par la décomposition en fractions simples.
2H. Différentielle binôme. — C'est la difl'érentielle
x^(a -^ bx'^)Pdx (a, 6|o),
où ntj /i, p sont des nombres fractionnaires, positifs ou négatifs. En général, on ne sait pas l'intégrer, mais on peut la ramener au type précédent, et par suite Tintégrer, dans trois cas particuliers. Posons
x'* = /, X = f' dx = - l" dt\
rintégrale de la différentielle binôme devient
- I t " {a-^bt)Pdt,
Elle est du type (i) :
r' Si p est entier, car on a sous le signe / le produit d'une fonction rationnelle, [a -\- bt)P^ par une puissance fractionnaire
de /; SI — -— =:^ -» r ei s étant entiers, on intésrrera en posant
2" Si est entier, car on a le produit d'une fonction ra-
tionnelle, ^ " , par une puissance fractionnaire de ^ -h 6^; on intégrera, si />=»/• et 5 étant entiers, en posant (a +6/)*= z\
3" Si \-p est entier, car on peut écrire la quantité à
Soit à calculer l'intégrale
où /est une fonction rationnelle de x^ y^ et où y représente le
radical
y r= ^ax*-\- ibx -^ c.
Je dis qu'on peut la ramener à l'intégrale d'une fonction rationnelle par un changement de variable; il suffirait, pour cela^ qu'on pût exprimer x et y en fonction rationnelle d'un paramètre /,
on aurait alors dx ^= ^dt, 'f'(t) étant aussi rationnel, et il est
clair que l'intégrale (2) se ramènerait à la forme / F(/) dt^ F étant
rationnel en t.
Tout revient donc à exprimer rationnellement a: ety, si c'est possible, en fonction d'un paramètre t. Or la courbe
y = ^ax'^-\- ibx -\- c
représentant une conique, l'expression est possible, car il suffit, comme on sait, de couper la conique par une sécante mobile, de coefficient angulaire /, passant par un point fixe pris sur la courbe, pour obtenir a: et ^ en fonction rationnelle de t,
213. On saura donc intégrer les expressions du type (2); dans chaque cas particulier, on choisira le point fixe de manière à simplifier les expressions de x^y en fonction de /. Par exemple :
I" Si le polynôme ax'^ -{-'?. h x -\- c^=o a ses racines réelles.
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a et 3, on pourra prendre pour point fixe le pointy = o, j: = a, situé sur 0.r. On posera donc
et cette sécante mobile coupera la courbe y- z= a{x — a) (x — P) aux points dont les x vérifienl Téquation
En supprimant le facteur (x - - a), qui correspond au point fixe,
on trouve
d'où Ton conclut :
= t(x — aL) = t-^
expressions cherchées de x et y en fonction de /.
Il est clair qu'on peut remplacer, sans changer la forme ralion-
nelle, —^= par 8, c'est-à-dire que Tinlégrale proposée (2) devient
yzha
celle d'une fonction rationnelle de 0 par la substitution
OÙ a et p désignent les racines- du trinôme sous le radical (*), ax^-r- 'j.bx + c.
2" On pourra prendre pour point fixe un des points où la courbe coupe Taxe des y :
x = o, y = }Jc\
(' ) Cela revient à un procédé indi<fuéau n*210. Carie radical v'a^''-t- 26J? -4- c
pouvanl s'écrire v/a( a; — a) (x — fi ), ou {x~%) 4/ a ^> on a à intégrer
une fonction rationnelle de x et de i / a -<, ce qu'on pourra faire (n" 210)
en posant
:= rt t\ X — <x
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on posera donc
3" On pourra aussi couper la conique par des droites parallèles à une de ses asymptotes :
Généralement, avant d'employer Tun ou Tautre de ces procédés, il pourra être utile de simplifier d^ abord le polynôme sous le radical en posant j; = 3 + A, de manière à faire disparaître le terme en z.
/x^ cix zr i/x^-t- I
On coupera la conique jk^= •'ï^^+ i P^r des droites parallèles à une asymptote, en posant
d'où
ce qui donne
I — /* I -h /* , 11-+-/* — -— , y ^x-^ t = - —, dx = — -
Portons ces valeurs dans I; il vient
' = - J -47«- TTl^ 5 ",— ''^ = - 4 j --,3 - '/'.
c'est-à-dire
Exemple III. — Calculer I = T
La fonction sous le signe / est impaire en x; on posera donc,
sans introduire de nouveau radical, x^=^ z] x dx = •;■ dz^ d'où
I r z^ dz
ce qui rentre dans le t^'pe du n" 210, et Ton intégrera en posant w -h a = ^2. On posera donc de suite, dans I, x* + a = /^, et l'on
sera ramené à intégrer la fonction rationnelle de f, / {p — à)^ dt.
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La première est évidemment -y/a c-* -h A*; reste donc à calculer
dz
J Jaz'^
Pour n'introduire que des quantités réelles, distinguons plu sieurs cas.
i" rt >> o. On écrit
2" a <C o, mais k >> o. On écrit, en posant a = — a',
/rfz r 1 û?3 I . / - --_- = / —-^ — - = - — arcsin/ —
^-.a'z^-hk J /«' /A- , /a' ( , Z^-
/dz — — '^ y/^i^-hk
SOUS forme réelle, puisque la différentielle est imaginaire. On écrira, comme dans le premier cas,
/dx (x — \)\/ax'-\- i
(x — 'k)^ax'-\' 'ibx -¥- r
On applique la méthode générale, en coupant la conique
y^= ax^-h '?.bx -h c
par des droites issues du point de coordonnées X et [jl, étant posé
p. =v/a)w^-i- '2bl-h c.
Posons donc
d'où
y/ax^-r- ihx -i-c= [i-t-/(a? — X).
Élevons au carré, et observons que t<.^= d)<^-\- ib\-\- c :
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Supprimons le facteur x — X qui correspond au point fixe; il vient, pour exprimer x en fonction rationnelle de /, la relation
(2) /'(a: — X)-h 2fi/ = a(j7-i-X)-h a6.
Il faudrait résoudre par rapport à or et en déduire dx en fonction de cit : il sera plus simple de différentier sans résoudre, ce qui donne
d'où
l/inlégrale cherchée, I, est
r dx
on a donc
~J y i — X "^ J '(^~a){x- X)' Or l'équation ( *) donne
(ic — X)(<2--a)=- •2a^-+-aXa-^a6; d'où
On a donc finalement, en remplaçant ix par sa valeur y/«A--+- 'ib\-\- c cl t par sa valeur tirée de (1), à savoir
y — y^ _ y/ax^-^- >.bx -r- c — fji
dx
i/al^-^'ibl-t- c \ x — X
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Posons, en effet,
ax -.- b — z^\
l'intégrale devient
On a ainsi à inléjfrer une fonction rationnelle de z et d'un
radical de la forme y/Ac^-f- C, ce qu'on fera par un des procédés ci-dessus.
On peut encore opérer autrement : la fonction à intégrer,
ëtant rationnelle en x^ sjax -f- 6 et ^!cx -\- rf, est de la forme
A -+- B s/ax -4- h -^C,\/cx -^ d -¥- D sj a x -^ b yj ex -\- d
Al -h \\\y ax -r- b -\- . , .
A, B, . . ., A<, B|, . . . désignant des polynômes entiers en x.
Si l'on rend le dénominateur rationnel, ce qui est toujours facile en multipliant les deux termes de la fraction par un facteur convenable,/prend la forme
. M -f- N \fn X -^ b -^VyJcx-ir-d-^C^ >J a x -f- l> J ex -^ d. /= - - H '
M, N, P, Q, R étant des polynômes en x^ et l'intégrale / f dx se ramène à quatre autres :
-Tïdx, intégrale de fraction rationnelle^
/v rry/ax-h b dx, qu'on ramène à l'intégrale d'une fraction
rationnelle en posant ax -\- b = t^ (n® 210);
3* / t:\/cx + d dx, qu'on traite de même ;
i> ^(ax -h b) {ex H- d) dx, qui s'obtient par un des procédés du n° 213, par exemple en posant , = t^.
Exemple. — Soit 1= / ^!— -^rc/x
Rendons le dénominateur rationnel en multipliant les deux
termes par x — \lx\ i I vicn l
I = / dx,
c'esl-à-dire
La première inlégralc se calcule en posant x -\-\^=^t' (n" 210) ;
/- , t — \l'i. I /- , J X -\- I — Kpi.
t-i-\f2 yX -h l-i-^'2
La seconde inlegralc, — / ril~^ ^^"^ ^^^ toute ramenée au
type général du n® 212; on la calculera en posant, par exemple,
ar-f- 1
= l'^; d'où
ry x , r tdt t^—\ r r-dt
— / dx = -\- I zt = '1 I . . .
4" Fonctions rationnelles des coordonnées d^ un point
d^ une courbe unicursale,
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(Ml fonction rationnelle d\in paramrlrc t. On aura donc
el l'intégrale jjroposée (levieiulra
F( /) désignant une fonction rationnelle de t^ qu'on sait intégrer. On voit que c'est la généralisation de la théorie du n** 212; la courbe ç(j:, r)=o était alors y^ =: ax^ -\- ^.bx-^ Cj c'eslà-dîre une conique, qui est bien une courbe unicursale.
Exemple. — Soit l
Si l'on pose
on aura
intégrale qui rentre dans le type ci-dessus, car la courbe y' == j:-! — x^^ est unicursale (cubique ayant un point double à
l'origine). Pour exprimer x et^ en fonction d'un paramètre, t^ on coupera la cubique par des sécantes, y ^= tx^ issues du point double; il >ient ainsi
d'où
Portons ces valeurs dans I, nous trouvons
J y' J ii-t^)' t^ J
L'intégrale proposée est donc, en remplaçant t par sa valeur -- ,
i x^- - .r* )^ OU >
II. iS
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2^. Propriété fondamentale des courbes unicursales. — Nous avons dcfîni la courbe unicursale une courbe telle que les coordonnées d\in de ses points puissent s'exprimer en fonction rationnelle d'un paramètre t; on peut dire aussi qu'une courbe
d'ordre n est unicursale quand elle a -(/i — 0 ('^ — ^) Points
doubles, nombre maximum de points doubles que puisse avoir une courbe indécomposable de degré n,
L^identité des deux défînitions résulte des théorèmes suivants :
224. Théorème I. — Une courbe indécomposable d^ ordre n ne peut avoir plus de -{n — i) (yi — a) points doubles.
Supposons, en effet, qu'une telle courbe C/i, d'ordre n, ait
points doubles; considérons les courbes C/,_2, d'ordre n — 2, adjointes à C/i, c'est-à-dire passant par ces points doubles.
L'équation générale des courbes d'ordre /« — 2 contient, 5or/5 forme linéaire et homoffène, un nombre de coefficients égal
à -(/i — l)/^; celle des courbes C,/_2 c" contiendra donc, sous
la même forme, un nombre au moins égal à
c'est-à-dire n — u : on pourra donc faire passer une de ces courbes par n — 3 points choisis arbitrairement sur C,/, car on a à écrire pour cela n — 3 équations, qui sont linéaires et homogènes par rapport aux n — 12 coefficients inconnus, et qui par suite ont toujours au moins une solution. La courbe C,/_2 ainsi déterminée coupe dès lors la proposée, C,i, aux points doubles de celle-ci et en [n — 3) autres points simples, ce qui donne, au total, un nombre de points d'intersection égal à
-in — [)i n — 2 ) -4- 1 4- /i — > — m n — :
puisque chaque point double équivaut à deux points d'intersec-
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lion. Or une courbe d'ordre n — \k ne peut couper une courbe C„, d'ordre /i, en plus de n{n — 2) points, que si elle fait partie de d ou si elle se décompose en courbes dont l'une fait partie de G/* : dès lors la courbe C« proposée n'est pas indécomposable, contrairement à l'hypothèse.
Donc C/i ne peut avoir plus de - {a — i) (/* — 'i) points doubles.
22i). Théorème II. — Une courbe indécomposable d'ordre /i, qui a -{n — i){n — à) points doubles, est unicursa/e.
En effet, les courbes C//_2, adjointes à G//, dépendent, sous forme
linéaire et homogène, de - n{n — i) (n — 1)(/< — 2)= n — 1
coefficients. Gelles d'entre elles qui passent par n — 3 points simples, pris sur G^, ont donc une équation de la forme
A et jjL étant des coefficients arbitraires (*); elles coupent G« aux (/i — 3) points simples et aux -(n — i)(/i — 2) points doubles, ce qui donne un nombre d'intersections fixes égal à
( n — }) '- -2, ou n{n — a ) — i .
Dès lors une quelconque des courbes (i) ne coupe C,,, en dehors <les points fixes, qu'en un seul point mobile; d'après la théorie de l'élimination, les coordonnées de ce point sont des fonctions rationnelles des coefficients qui figurent dans les équations des deux courbes; ce sont donc des fonctions rationnelles du para-
mètre -" c. o. f. d.
(<; Toujours parce que la condition dépasser par des points donnés établit des relations linéaires et lioniogriies cuire les cocflicienls de rt'(|uatioii d'une courbe.
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226. Théorème III. — Une courbe unicursale indécomposable d'ordre n a -in — >) (^ — i) points doubles.
Tout d'abord, on peut admettre que la droite de rinfioi coupe TuDicursale proposée, dWdre /i, en /i points distincts; dans le cas contraire, il suffirait de substituer à la courbe donnée sa perspective sur un plan convenable, perspective qui est évidemment une . courbe unicursale de mémo ordre et d*autant de points doubles que la proposée.
Soient alors ^Ti, r/^, . . ., a^ les valeurs du paramètre / qui répondent aux n points à Tinfini de Tunicursale; en posant
F(/) = {t — ax) {t -' at), , ,{ t — an),
les coordonnées, x et y^ d'un point de la courbe auront une expression paramétrique de la forme
, s fit) ç(0
y(/) et C5(^) désignant des polynômes en t. Ces polynômes sont d'ordre n^ au plus, puisque la courbe doit être coupée en n points par une droite quelconque ax -\-by -{- c^= o. Nous pouvons même admettre que f{() et r^{t) sont d'ordre (/i — i) au plus : il suffit de prendre pour origine le point de la courbe qui répond à la valeur ^ = oo du paramètre; alors x ei y devant s'annuler pour tz=^GOj il faut bien quey(^) etcp(^) aient leurs degrés respectifs inférieurs au degré n de F(/).
Cherchons maintenant à déterminer les points doubles de la courbe (2) : il est clair qu'à un point double correspondent deux valeurs différentes du paramètre t, et réciproquement; pour trouver ces points il faut donc chercher les solutions, en teiu^ communes aux deux équations
Or /(O a^y"^ î>^" degré inférieur à celui de F(0, on peut
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décomposer =r: — eo fractions simples sous la forme
/(O Al At , A„
F(/) f — ai t — at t — On
De même on a
F(/) < — ai / — «/»
Les équations (3) s'écrivent alors, en groupant les termes analogues en t et u^
A 1 ■ —h" • • • "T~ * V II ; — O »
(/— ai){u — ay)
Supprimons la solution, évidente a priori, t = Uy qui ne donne pas de point double ; il reste, en posant ^ 4- // = 5, tu^= p :
\ p — sat-h a\ p — 5«/4-+-aJ
A un point double répond un et un seul système de valeurs de py s vérifiant ces deux relations, et réciproquement; le nombre des points doubles est donc égal au nombre des systèmes (/?, s) donnés par les équations (4)-
Chassons les dénominateurs dans ces équations ; nous obtenons, en p et 5, deux équations d'ordre n — 1, qui ont (n — i)^ solutions communes; mais en chassant les dénominateurs, nous introduisons des solutions étrangères à (4)7 à savoir les valeurs de p et s qui annulent deux quelconques de ces n dénominateurs.
Or, on peut grouper ceux-ci deux à deux de - n{n — i ) manières,
à chacune desquelles répond un système (/?, 5), puisque les dénominateurs sont linéaires en p el s; le nombre cherché des solutions vraies est donc
,/| 1^5 fi{ fi IX = _(,i_,»(,i 2).
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c'est-à-dire qu'une unicursale d'ordre /i a -(/i — 0('' — ^) points doubles. c. q. f. d.
Application. — Soit l'équation
(5) (^«4-j«)*=rt*(a:«— j^«);
c'est celle d'une lemniscate, courbe d'ordre quatre qui a trois points doubles : l'origine et les deux points circulaires à l'infini. Elle représente donc une courbe unicursale, et Ton peut exprimer les coordonnées x, y en fonction d'un paramètre X.
Appliquons pour cela la méthode du n** 225. Les courbes adjointes d'ordre n — i sont ici des cercles passant par l'origine; ils coupent la lemniscate en un nombre de points mobiles égal à 2.4 — 3.2=2; considérons ceux d'entre eux qui passent par un point fixe de la courbe, ceux par exemple qui touchent, à l'origine, la droite^ = x, tangente à Tune des branches de la lemniscate; leur équation est
(6) xî-h j*-h X(a: —y) = o,
et chacun d'eux coupe la courbe en un seul point mobile. L'abscisse j: de ce point s'obtient en éliminant^ entre les relations (5) et (G); on a, en combinant ces deux équations,
et, en supprimant le facteur [x — y)^ qui correspond à des points communs fixes,
\i £iî
\^{x — y) = a^{x-\-y), d'où 7 = ^^T:p^'
Portant celle valeur de^ dans (6), on obtient l'équation en x :
'i-x-—:— -— - -- Ix ^— = o.
D'où, finalement,
y = .r T . = — (i^ A rr r
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III. — FONCTIONS TRANSCENDANTES QUE L'ON SAIT INTÉGRER
1° Fonctions rationnelles de sinj? et cosx.
î228. Pour intégrer j /(s'uir^ cosjr)dx^ où /est une fonction
rationnelle, il suffit de poser
d'où
T = 'jiarc lanjî/, a.r = 1
sinx= -, t 05J7 — -j
rationnelle de /, puisque sjn.r, cost, -i- sont rationnels en t.
et l'intégrale proposée se ramène ainsi à l'intégrale d'une fonction
dr dt
/dx — — devient, par la subsli- Slil X
tullon ci-dessus :
J siii.r .7 l-r-/2 -xt J t ^ '
donc
/ -. — r= log(tan<;- ).
Changeant x en - --- x^ on a la formule analogue :
— / = 10": tang ( -7 — ) •
On calculerait, par le même changement de variable, l'intégrale
il vaut mieux la ramener à une quadrature précédente, en posant
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ce» qui donne
. __ rcos^ dx J h sin(j:4-ç)
= -- log (^ung -^ j = ^^__ log (uns -^ j . 1^ De même on a, si m désigne un entier positif,
r dx ^ r(i-t-r«)^-'^^
ce qu'on calcule immédiatement, en développant le binôme du
numérateur, et en divisant chaque terme par V^,
/dx — -^ se présenterait, après le changement de variable, sous une forme plus compliquée, car il y aurait en dénominateur (r — Z^)'"; il vaut mieux la déduire de la précédente,
préalablement calculée, en changeant x en — — x.
230. Remarques. — Souvent un changement de variable plus simple que le précédent permet d'arriver au même résultat; voici, à ce point de vue, les cas particuliers les plus fréquents.
i" Si y(sinj:, cosj:) est une fonction paire par rapport ù sinj; et cosx, c'est-à-dire si elle ne change pas quand on change simultanément sin j: et coso: en — sin^ et — cosj:, on posera
tan«;j7 = /, jr = arc tang/,
d'où
, df . e
dx = -* sinar= — 1 cosj? =
et, dans la fonction /(sln:r, cosx) -^ /( --=^} , )» le
radical y/i 4- ^^ disparaîtra, puisque, en vertu de l'hypothèse, il ne figurera qu'à des puissances paires. L'intégrale 1 f(smx^cosa:)dx sera donc ramenée à l'intégrale d'une fonction rationnelle de /.
2° Si y(sinx, cos^r) est une fonction impaire en cosx, c'està-dire si elle est de la forme F(sin^,cos2.r)cosx, Fêtant rationnel,
on posera
sin J" — /,
Exemples. — (a). Soit / — ^ , . ^ r-r
On a à intégrer une fonction paire de sinx et coso;; on posera donc (i**)
tango; ~ t,
r fir _ r ^^^ I -H f« _ r
dt
Par exemple
J cos*j; - sin^jr J \ — t- > i — / 2 i — laiigj-
Le même changement de variable donne très simplement Tin-
tégrrale / —. '— — > où m et n sont entiers et positifs, et
° J sin'"07cos"a7 ^ '
in H- n pair, car cette intégrale devient
(O). boit / — rr= / —
^ ' ,7 lang-'j' ,/ siii-
On a à intégrer une fonction impaire de cos j:, et Ton posera (2")
siïiJT = /,
d'où
/'//.rcos'.r /•ros'.r('rns;r r/.r) r(i — t-
s'in^x J sin'wT J t^
'•//.rcos'.r /•ros'.r('rns;r r/.r) fd — t-)df 1 i ,
— — — — \o*jt.
et finalement
dx I I
— loff sina*.
lang'jT 2 sin*a? ^
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Si Ton avait eu à calculer / lang'xrfx, il eût mieux valu (3**)
poser cosx = /, pour n'avoir toujours que t^ au dénominateur de la fraction rationnelle en t.
(c). Soit enfin / sin^xdx.
On pourrait prendre cQnune variable tangx, mais le calcul serait assez compliqué, car on aurait, au dénominateur de la fraction rationnelle en ty le facteur (i -t- /^)'. Il vaut mieux intégrer par parties :
/si„Vr</x=/si„.x(si„xrfx)
-- — sin'.rcosj' -•:- 3 / ^In^xdx — 3 / f'in^xdx. Donc
4 / sin*j-^^— 3 / sin^xdx — sin'j?cosa~
— - / (i — cosjLx) dx — sin'xcosx 3 3 .
X -- - SlWiX Slll'j" COSJ
et finalement
sin^.r (ix —-x : »»iii>,.r sin'^.r cos.r.
Une méthode analogue s'applique à / sin'^^r cos"j: rfx, quand
m et n sont des entiers positifs pairs, ce qui est le cas le plus difficile : car, si ni était impair, on poserait cos:r = /; si n impair, sin^r = Ij et Ton obtiendrait immédiatement l'intégrale.
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difTérenlielle rationnelle de t par la substitution
d'oii
nix=\oç^t. dx m ,
et par suite
Exemple, — Soit / \^ dx ; on pose 6'*=/, et l'intégrale devient
rt-\-\ dt r j» I ^ I — ' \ I ï .
233. Remarque. — Une fonction rationnelle de sino? et cosx est, à cause des relations
sinr = . = — r—. — >
'Il 'iie'-^
cosar — — . — y
une fonction rationnelle de e'-^. On pourra donc l'intégrer, non seulement par les méthodes des n°* 228-231, mais encore par celle du n** 232, en posant e'**'= t. Au cours de ce calcul, on profitera de toutes les simplifications qui pourront se présenter.
Exemple. — Soit / co^^xdx; on a
/cos^ a^ dx — - / ( e'-^ -h e-'-'^ )'* dx
— -^ j [e^^-^ -^ e-^'-' T- i{e^i^ -^ e-^f-'')-i- a\dx
= -:t I 2C0^.^x dx -^ —7 / ico^'xx dx -^. — - 1 dx
— — sin4.i^ H- , sin2.r-f- --x.
En réalité, on n'a fait, par ce calcul, qu'exprimer cos^x en fonction de cos4^ et cosaj?, selon la formule (8) du u** 133. D'une manière générale, les formules de ce uuméro, qui
uSC) ni:rxiK.MK partie. — principes nu calcul intégral.
donnent cos^'o: et sin^'jr, pour m enlier et positif, en fonction linéaire de cospx etsinpx^ permettent d^effee tuer iminédiatemeni
les quadratures / cos'"x dx, 1 sin"* jc dx.
3" Polynômes entiers en x^ e*^. e**^, . . ., sinaj?, cosa^, ....
234. On remplacera d^abord les sin et cos par leurs valeurs en exponentielles
gxix g— a/j- ^«/x_f_g— a/x
sinar= ; > cosar = > • •>
'Il 2.
et Ton sera ramené à intégrer un polynôme entier en Xj e^^j e*-^, e*'-*^, e'^^-^j . . . , c'est-à-dire une somme de termes de la forme xPe"^, Tout revient donc à calculer l'intégrale
p étant un entier positif et a quelconque. Or on a, en intégrant par parties,
/ xP{€^'dx) — x/'^ ^ / e'*-^xi*- * dx,
En répétant cette réduction, on ramènera I^ à Pintégrale I,, :
\^= I e'^-'dx :^ -e«-^,
et le problème sera résolu.
Après le calcul, on remplacera, dans le résultat, les exponentielles imaginaires par leurs valeurs en sin et cos, de manière à n'avoir que des quantités réelles.
Remarque, — Le calcul de \p peut se faire d'un seul coup en appliquant la formule d'intégration par parties généralisée du n" 193 :
/ vu^'*Uix = mI«-»V — Mi«-*'v^'-f- a^'»-*'
lUfin) ^x.
Exemples. — i" Soit 1 e^cos^jc dx. Ecrivons
2 I -+- 2 1 x \ — ii
_ e* /cos2.r -+- t sinaj* cosax — tsinajrX ~" 2 \ I 4- 2 i ~^ I — 2 t /
lO
On aurait pu aussi intégrer par parlies :
/ cos'î.x{e'dx) = e^QQ%'ix-\- i 1 e^sin^x dx, 2 / sin'xx(e^dx) = 2e-^sin2ar-- 4 / e'cosixdxj et, en ajoutant membre à membre,
2" Soit encore 1 x-cosx dx.
Au lieu d'appliquer la méthode générale, on peut intégrer par parlies :
I x^icosd: dx) = x^s'iux — / -ix ^ii\x dx.
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De même — 2 I xis'inxdx) = 'ixco^x — 2 / cosx dx = ixcosa: — ssinx.
Donc enfin
I x^cosx dx = x*sina: -h axeoso; — asin^r.
4"* Polynômes entiers en x et logo:, ou en x et arc sin j:.
236. i" Pour intégrer un polynôme en lier en x et logx, c'està-dire la différentielle a:'"(logx)^r/x, où m et /> sont entiers, on posera
loj^a: = /, d'où x^e^, dx =z e^dt.
Il viendra
intégrale que Ton sait calculer (n^ 234); il n^est même pas nécessaire pour cela de supposer m entier.
2** Pour intégrer un polynôme entier en x et arcsinj:, c'està-dire la différentielle d;'"(arc ?\nx)Pdx^ on posera de même
arc sin.r = /, iVoii x = sin/, dx = cos/ dt. Il viendra
I x"^ {ixrc s'in X )f* dx — 1 //'sin"»/ cos/<//,
et Ton sait aussi calculer la dernière intégrale (n® 23-i).
Exemple. — Soit 1 (^rcsinx)'- dx.
On aura
/ (arcs\nx)^dx = 1 /-cos/ <// ~ /*sin/ -h vî/ cos/ — asin/,
d'après le n° 233, 2°; d'où
/ (are. s\i\x)'dx = x{ arc sinjr )2-i- ^(arc sinu?) y^i — x^ — 2X.
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RÉDUCTION D'INTÉGRALES INDÉFINIES
237. En dehors des cas qui viennent d'être indiqués, l'intégrale i f{x)dx ne pourra généralement pas s'exprimer à l'aide
des fonctions élémentaires; elle défînira donc une fonction nouvelle de X, et ce fait ouvre à l'Analyse un champ d'études très étendu.
Dans cet ordre d'idées, en prenant poury(.r) une fonction d'un type particulier, par exemple une l'onction rationnelle de x et
de \^ax^ "^^ bx'^ -\- ex -\- d^ il importe d'abord de reconnaître combien on doit introduire de fonctions nouvelles, pour qu'on puisse, avec leur aide et l'aide des fonctions élémentaires, exprimer toutes les intégrales du type considéré 5 en d'autres termes, il pourra arriver que les intégrales proposées se réduisent à quelquesunes d'entre elles, et c'est cette recherche qu'on nomme réduction des intégrales de la classe donnée.
On conçoit qu'un pareil problème exige, pour chaque type d'intégrales, des méthodes particulières 5 il ne peut donc être question que d'exemples. Nous en donnerons plusieurs, eu commençant par celui de la réduction des intégrales hyperelliptiques et elliptiques.
Soit X un polynôme en x, de degré supérieur à deux
s\ /{x^\/\) est une fonction rationnelle de x et de ^X, on désigne sous le nom à'' intégrales hyperelliptiques les intégrales du type
. 1) / /(ar, \,^\)dx.
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Lorsque X est un polynôme du troisième ou du quatrième degré, l'intégrale (i) est dite elliptique : ce nom provient de ce que Tare d'ellipse s'exprime par une intégrale de la forme (i).
On peut toujours supposer que X n'a que des racines simples; car s'il y avait une racine double, «, le facteur (x — a) sortirait du radical; si a était racine triple, {x — a) sortirait aussi du radical, et il resterait, sous le radical, le facteur simple (x — a); et ainsi de suite.
239. Si le poljnome X est de degré pair iq^ on peut, par une substitution rationnelle, le ramener au degré a y — i.
Soit, en effet, a^ une racine de X; on a
Faisons la substitution
/= ♦ ou X = a\-\ — :
X — Ui t
on aura
v/x =i/y Ui-^2^- fj'-f^i — ^î^-^j)
= r, /l'(«l -<'2)H-l]---l'(«l-- ^iq)-^^\y
et le polynôme en /, sous le radical, est d'ordre 2*7 — i. Désignons-le parT; il vient
//U,/X)rf.-_-/'/(a.-^l,;yT)^=yoa/f)rf/, ç étant une fonction rationnelle de / et de y/T. c. q. f. d.
240. On a donc le droit de supposer que le polynôme X est de degré impair 2/7 + 1 ; celte hypothèse, d'ailleurs, n^interviendra pas jusqu'à nouvel ordre dans les calculs suivants, qui s'appliquent aussi bien au cas où X est de degré pair.
2iJ. Première réduction. — Un polynôme entier quelconque
en X et en y/X se met évideinnient sous la forme M H- Ny/X, où .M et N sont des polynômes entiers en x; car toute puissance paire
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du radical est un polynôme entier, toute puissance impaire est le produit du radical par un tel polynôme. Une fonction rationnelle
en X et ^X étant, d'après sa définition, le quotient de deux expressions analogues, sera de la forme
Multiplions le numérateur et le dénominateur du second
membre par P — Q ^X pour rendre le dénominateur rationnel; il vient
fi^ ./Y^ - (M-f-N/x)(P-~Q/x) __ AH-By/X
/v^» y^) — pj_Qîx — G '
A, B, C étant des polynômes entiers en x. On a ainsi, pour l'intégrale proposée (i),
L'intégrale f j^dx est celle d'une fonction rationnelle de x^ qu'on sait calculer; il reste donc à étudier l'intégrale / ^ ^/Xrfx, qu'on peut écrire / — ^ dx^ ou
(2) / — T=dx,
C et D étant des polynômes entiers en x^ et le radical ^/X ne figurant qu'au dénominateur.
Décomposons maintenant en éléments simples la fraction rationnelle -j;', l'intégrale (2) se ramènera à une somme d'intégrales des deux formes suivantes :
dx dx
/dx \x — aY>J\.
n désignant un entier positif quelconque. Une seconde réduction H. 16
va nous permettre de ramener les intégrales (3) et (4)9 que nous désignerons par l„ et J/,, à un nombre fini d^entre elles.
Seconde réduction. — Considérons d'abord Tlntégrale
dx
(3) i«=rx«
pour la réduire nous partirons de l'identité
_ „ -xP\'-i-pxP-^X (5) {xP)/\) = pxP-^y/\+-xP^ = 'i ,
où /? désigne un entier positif ou nul, quelconque.
Soit h le degré du polynôme X; le numérateur, au dernier membre de (5), est un polynôme de degré h^p — 1, où le coefficient de^*"*"^"* n'est jamais nul; car si l'on pose
on a
]-xP\' -^ pxP-^\ = Ao( - h -\- p^x^-^P-^-^.. .,
et la quantité -h -{- p est toujours positive, puisque h > o et /> 1 o.
L'identité (5) s'écrit, en ordonnant, suivant les puissances décroissantes de Xy le polynôme numérateur du dernier membre,
{xP)/\) =0L 7=— ^-p — 7^- H-...-+- -7-,
a, p, . . . , A étant des constantes dont la première n'est pas nulle. Intégrons maintenant les deux membres; il vient
relation qui donne Ih+p-i en fonction des intégrales d'indice inférieur, pourvu que p soit ^o.
Faisons successivement y> = o, i , 2, . . . , dans cette relation ; elle permettra d'exprimer les intégrales I>i_<, Ia, ly^^.!, ... en fonction de I>i_2, I>i«3, . . . , Iq ; en d'autres termes :
Les intégrales I„ se ramènent à {h — i) d'entre el/es, à savoir I^? Ii? • • . ? 1^-2-
Considérons en second lieu Tintégrale
Nous partirons, pour la réduire, de ridentité
où /? désigne un enlier positif, au moins égal à un. Au dernier membre de (6), le numérateur est un polynôme d'ordre A, ç(^), que nous pouvons ordonner suivant les puissances croissantes de or — a\
et il est à observer que <p(a) n'est pas nul, à moins que a ne soit une racine du polynôme X. On a, en effet,
ç(a7) = -(j7 — a)X' — /?X, ç(a)= — p\(a). Si donc a n'est pas racine de X, l'identité (6) s'écrit
F(jr) étant un polynôme entier en x^ qui n'existe d'ailleurs que si h est au moins égal à /? + i • Intégrons maintenant les deux membres de (7); il vient
'{^-ây* =?(«)J/'-M-+-?'(a)J,, -+-...,
les termes non écrits renferment des intégrales J, d'indice inférieur à />, et pouvant aussi renfermer des intégrales I, si /? -f- 1< A. Cette relation permet, puisque f («) n'est pas nul et que p peut partir de la valeur m/i, d'exprimer J2 en fonction de J< et d'intégrales I, puis Js en fonction de J2, J| et des I, et ainsi de suite. En d'autres termes :
Si a n'est pas racine du polynôme X, les intégrales J« se ramènent à l'intégrale J<, et aux intégrales I,,.
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Reste à discuter la réduction des J;i lorsque a est racine de X. En ce cas, f (a) est nul; mais f'(a) n^est pas nul. Car on a
ç(ar)= i(a7-.a)X' — /?X;
d'où
Or X'(a) n'est pas nul, puisque X n'a que des racines simples
(n° 238), et p n'est jamais nul, puisque p est entier.
L'équation (7) s'écrit alors
r y/X y^ ji^a) ^ ^ ^'(^> ^ ^ _^Fj>)
\_{x — ay\ (ar_a)/'v/X (a? — a)P-VX '" /X
et, en intégrant,
-— î- — - =z= cp'(a)JpH-..., (a: — a)/» t v / f
les termes non écrits renfermant des intégrales J d'indice inférieur à/>, et pouvant aussi contenir des intégrales I, si /? 4- i = /i.
Cette relation, où l'on donne à p successivement les valeurs I, 2, . . ., permet d'exprimer J|, Jj, . . . , en fonction des intégrales I; donc.
Si a est racine du polynome^^ les intégrales in se ramènent aux intégrales !«.
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OÙ a n'est pas racine du polynôme X. Si a est racine de X, Ji(^, a) se ramène aux intégrales I©, Iij . . ., I2ç-i'
Donc les intégrales hyperelliptiques correspondant à un polynôme X, d'ordre 2y-|-i, introduisent en tout 2y-l-i nouvelles fonctions; les iq premières, I©, I<, . . ., 127-1» ^^^^ ^^^ fonctions de X seul; la dernière, Ji, est fonction de x et d'un paramètre a.
Si X est de degré pair, A = 2*7 4- 2, les raisonnements précédents permettent de réduire l'intégrale hyperelliptique générale aux intégrales Iq, Ii, . . ., \^q et J|, en tout à 2^ + 2 fonctions nouvelles; mais ces fonctions peuvent se réduire à 2^ -|- i d'enlre elles : cela résulte de ce que, par la substitution du n^ 239, on peut abaisser d'une unité le degré du polynôme X.
II. - RÉDUCTION DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES
Comme on l'a vu au n® 237, l'intégrale hyperelliptique est dite elliptique quand le polynôme sous le radical est du quatrième ou du troisième ordre; la théorie de la réduction s'applique à ces cas sans modification.
Cas du polynôme du troisième ordre.
245. Si le polynôme X est d'ordre trois, les intégrales elliptiques s'expriment, d'après le n® 244, à l'aide des trois fonctions nouvelles
w _ r dx __ Pxdx __ r dx
Ces trois fonctions se nomment respectivement intégrales elliptiques de première, de deuxième et de troisième espèce. On apprendra à les calculer dans le Cours de seconde année.
Cas du polynôme du quatrième ordre.
Ce cas se ramène au précédent par un changement de
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variable (n^ 239); en raison de l'importance pratique de cette réduction, nous allons indiquer diverses méthodes pour l'effectuer.
On distinguera deux cas : celui où le polynôme X est bicarré, et le cas général.
247. Polynôme bicarré. — Soit Tintégrale elliptique ramenée (n«241)à la forme
dx,
où 1L = mx*-\-nx^ 4-/>> et où P et Q sont des polynômes en x.
Multiplions, sous le signe /, les deux termes de la fraction parle
polynôme Q( — x); au dénominateur, le produit Q(^)Q( — ^) est un polynôme pair en a?, c'est-à-dire un polynôme en a:^, K (x^) ; au numérateur, dans le produit P(^)Q( — x), réunissons les termes de degré pair et ceux de degré impair en x, nous aurons ainsi
r P _ rG(x^)-^xU(x^) dx
J Qv/X " J K(a?î) /mar* -h nar> -+-/>'
G, H, K étant des polynômes en x^. Posons x^=yj d'où dx = — ^j et xdx= -dy; il vient
fJ^dx=. If J Oi/X 2j
Au second membre, la seconde intégrale ne dépend que d'un radical portant sur un polynôme du deuxième ordre; on sait donc la calculer par les fonctions élémentaires (n°212). La première intégrale est elliptique; et le polynôme sous le radical, à savoir
y{my^^ny '\' p)
est du troisième ordre. La réduction est donc effectuée.
On aurait pu, dans ce calcul, au lieu de poser x^^ y^ poser
a:^= -; les résultats eussent été analogues.
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218. Polynôme général. Première méthode. — C^est celle du n" 239. Soit a uae racine du polynôme X; on aura
^ dx, on posera
X — a d'où
ay-hi . , dy X = --^ , dx — 4-
ce qui donne
inx*-\- nx^-\- px -h q
d'où
rPU) dx^_ r \ y J dy ^
et Ton est bien ramené au cas d'un radical portant sur un polynôme d^ ordre trois.
Celte méthode convient quand a est une racine réelle du polynôme X; les calculs précédents n'introduisent alors que des quantités réelles,
2i9. Seconde méthode. — Supposons le polynôme X décomposé en deux facteurs réels du second degré, ce qui est toujours possible quand les coeffîcients de X sont réels :
X =(aar*-+- -ibx -\- c){mx^-\- 7.nx -h p).
Si les quatre racines A, [jl, //, [jl' du polynôme X sont réelles, on fera en sorte que les deux plus grandes, \ et p., soient racines du premier trinôme, ax^-i-ibx -^c\ si deux racines sont imaginaires conjuguées, elles seront nécessairement les racines d'un même trinôme.
Cela posé, on va chercher à effectuer un changement de varia Ltionnel et réel, de manière à ramener H à la forme bicarré
Distinguons deux cas.
Premier ca^, — Si Ton a
Q écrira
an — bm = o,
t il suffira de poser
our avoir
e qui est bien une forme bicarrée.
Second cas. — Si l'on a, au contraire,
an — bm ^o,
n posera
d'où dx = ^ dv*
L et ^ étant des constantes. Il vient
;*-— 5v/[«(3tr-+-P)*-^2*(r-^0(a7-^P)-+-c(j^4-i)»J[m
Choisissons a et ^ de manière à annuler, sous le radical, le coefficient dey dans chacun des deux facteurs entre crochets; le Doljnome sous le radical deviendra bicarré en j^. On a ainsi
aap-H6(a-T-P)-i-c =o, m ap H- n( a -i- p ) -h /? = o,
^uations qui donnent linéairement a^ et a-^- p, car le détermilant an — bm n'est pas nul, par hj^pothèse. On en déduira les valeurs de a et ^ par une équation du second degré : je dis que
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ces valeurs seront distinctes (*) et réelles. On a, en effet,
f. cm — ap rt àp — en
^ an — bm ^ an — o/w
et, pour que a et ^ soient réels et distincts,' il faut et il suffît que Ton ait
{cm — apY — i(bp — cn)(an — bm)'^ o.
Le premier membre de cette inégalité, égalé à zéro, exprimerait que les deux facteurs en lesquels on a décomposé le polynôme X, à savoir
aar^-\- ibx -\- c^ mx*-h 2/1 ar -+-/?,
ont une racine commune. Si donc ^ et [jl sont les racines du premier trinôme, X'et \k' celles du second, on aura, diaprés la théorie de Télimination,
(cm — ap^) — 4(^/^ — cn)(an — bm)
= a'^m^(\ - X')(X - |x')(HL- V)(,x - fi'),
identité que Ton peut aussi vérifîer directement, en développant le second membre et remplaçant les sommes et produits )w 4- jjl,
Xix, X'-h ui', X'ui' parleurs valeurs, — --? --» » —•
n * r T ^ r ^ a a mm
Or, d'après les hypothèses faites plus haut, l'expression
a»/n»(X - V)(X - ,x')(fx -- X' )(|JL - fi')
est positive : car, si les quatre racines A, a, X', [x' sont réelles, X et u sont, par hypothèse, les deux plus grandes; si X' et [jl' sont imaginaires conjugués, X et a étant réels, les facteurs X — X' et X — (jl', ainsi que [x — X', [jl — jjl', sont imaginaires conjugués et leur produit est positif; enfîn si X et u, X' et \»J sont imaginaires conjugués, les facteurs X — X' et jjl — p.', ainsi que X — jjl', [JL — X', le sont également, de sorte que leur produit est encore positif.
(' j Car, pour que x^ c'est-à-dire -^ — — ^» dépende effectivement de y^ c'esi-
à-dire pour que -^ ^ ne soit pas une constante, il est nécessaire et suffisant
que a — P < o, c'est-à-dire que a et ^ soient distincts.
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Ainsi, dans tous les cas, a et ^ seront réels et distincts; on aura dès lors ramené par la substitution rationnelle et réelle,
X = — -^ le polynôme sous le radical à être bicarré, et Ton a :
v/x = jj]^, v^îgJ'^^^^nîg'J^^^^h
q, /•, q'y /' étant réels. Par suite, en remplaçant dx par sa valeur (8),
On ramènera ensuile le polynôme bicarré sous le radical au
troisième ordre, par l'une des substitutions y^'=zz^ ou j'*^= -> comme au n® 247, et la réduction sera effectuée.
2o0. Remarque. — Dans le Cours de seconde année, on trouvera avantage à ce que le polynôme du troisième degré sous le radical ait ses racines réelles.
Or, la deuxième méthode précédente (n° 249), applicable au polynôme général du quatrième degré, conduit toujours à un polynôme du troisième degré à racines réelles. En effet, si l'on posey-=5 dans l'intégrale (9), et si Ton opère comme au n** 247, on arrive à une intégrale elliptique, où le polynôme sous le radical est
et a, par suite, ses trois racines réelles, puisque q^ /*, q\ r' sont réels.
Cette remarque s'applique aussi au premier cas du n° 249-
Dans le cas où le polynôme du quatrième degré est donné d'abord sous la forme bicarrée générale,
on a vu qu'en posant x'-^=.y on obtenait, sous le radical, le polynôme du troisième ordre
yimy^-^ ny -^-p),
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qui n'a ses racines réelles que si la quantité n^ — ^mp est positive. Dans le cas où elle est négative, pour arriver à un polj^nome du troisième ordre à racines réelles, il faut appliquer la méthode générale du n** 249, en décomposant d'abord mx* -i- nx^-\-p en deux facteurs réels du second degré.
Enfin, si l'on donne d'abord sous le radical un polynôme du troisième degré a^^ant deu& racines imaginaires conjuguées, on ramènera ce cas à celui d'un polynôme général du quatrième degré
en posant x = - - > et l'on appliquera ensuite la méthode du n" 249.
Par exemple l'intégrale
deviendra, par ce changement de variable,
y/y{yZ^l)'
on décomposera ensuite J^(v^H-0 en deux facteurs réels du second degré, {y'-^y)^ {y'^ — J' + 0> ^^ ^'^^ continuera comme au n« 249.
Exemple. — Soit l'intégrale
dx
on demande de la ramener, par une substitution réelle, à une intégrale elliptique où le polynôme sous le radical soit du troisième ordre, à racines réelles.
La substitution x^^=y ne convient pas, car elle donnerait sous le radical le polynôme j' (y ^4- i), qui a deux racines imaginaires. Appliquons alors la méthode du n°249, en décomposant x* -f- i en deux facteurs réels du second degré :
Posons
et déterminons a et ^ de manière que le terme en y manque dans les deux polynômes
(atj^ -4- p)«-+- v/î (aj' -4- p) (j^ -+- l)-f-(j^ -4- 1)2,
Nous trouvons ainsi
2 «P -h /i ( a -h p ) -H 2 = o, 2ap — /2(a-i-P)-+-2 = o,
d'où
nous prendrons a = i , ^ = — i , ce qui donne
r — I , idy x—^ -, dx=- ^.
L'intégrale proposée devient alors
\\y^^7. -l-/2)-4- 2 — v/a][^'(2 — /2)-i- 2 -hV^]
posons-y maintenant
ou
nous obtenons finalement l'intégrale sous la forme demandée
dz
251. Formes normales de Legendre. — Legendre, qui le premier a étudié systématiquement les intégrales elliptiques, ne réduisait pas le polynôme X au troisième degré, mais à la forme particulière
qui se déduit, à un facteur constant près, de la forme bicarrée (yj^^H- /')(g''j^^-f- r') du n® 249, par le changement de variable
y =z xi/ • Le paramètre k se nomme alors le module.
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La théorie générale permet de ramener les intégrales elliptiques correspondantes aux quatre transcendantes nouvelles
/dx Pxdx rx^dx r dx
qui doivent (n^ 244) se réduire à trois. En effet, la seconde, par le changement de variable x^=^ t^ devient
I r dt
'^J sliv — tMi- k^t
et s'exprime àTaide des fonctions élémentaires (n'^ 212), puisque le polynôme sous le radical n*est plus que du second ordre.
Cas du polynôme du second ordre.
Si X est du second degré, on sait calculer, à Taide des
fonctions élémentaires (n® 212), les intégrales j f{x^ yj\)dx,
où / est rationnel. Toutefois les procédés de réduction des numéros précédents (241-243) conduiront souvent à des calculs plus simples que la méthode directe d'intégration : ces procédés
permettent en effet (n" 244) de ramener l'intégrale / /(a:, y/X) dx aux deux intégrales
dx
J s/ax^-k- xbx '\- c J (x —
^ax*-^ xbx '\- c J (ar — X)v/aa;*-+- 26ar-hc
qui ont été calculées, la première au n°217, la seconde au n''218.
Donnons d'abord quelques définitions
Intégrales abéliennes. — Soit cp(x, y)=zo l'équation d'une courbe algébrique; on nomme intégrale abélienne appartenant
à celte courbe toute intégrale du type
j f{3c, y)dx,
o\i/(x, y) est une expression rationnelle en x et y^ eioiiy esi supposée liée à x par l'équation « (x^ ^) = o de la courbe donnée.
Gtonre. — On nomme genre d'une courbe algébrique indécomposable de degré n la différence entre le nombre maximum de points doubles que comporte ce degré, à savoir
d'après le n" 224, el le nombre effectif d des points doubles de la courbe. On a ainsi, p désignant le genre,
Si la courbe a un point triple à tangentes distinctes, ce point est équivalent à trois points doubles^ et, en général, un point
multiple d'ordre /t, à langenles distinctes, équivaut à - A(A — i)
points doubles.
Les courbes de genre zéro sont unicursales et réciproquement (n°' 22i-226); et Ton peut dire (n« 221) que toute intégrale abélienne appartenant à une courbe de genre zéro est réductible aux fonctions élémentaires.
Correspondance univoque. — On dit que deux courbes planes, '^{x, y) = G, ^(i, Yj) = o, se correspondent d'une manière univoquCy ou point par point, quand on peut, à tout point de Tune, faire correspondre un et un seul point de l'autre, et réciproquement.
Analytiquemeni, si x, y et Ç, y| désignent les coordonnées de deux points correspondants, il faudra évidemment que Ç et t, s'expriment rationnellement en x ei y :
F et G étant des fonctions rationnelles. Inversement, si \ et r, vérifient la relation <{^($, -/i) = o, les deux équations (i), jointes à
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ç(.r, y) = o, ont, en x et j-, une, et une seule, solution commune, puisqu'à un point Ç, t] ne répond qu'un }3oint x^y. D'après la théorie de l'élimination, les valeurs x ety, correspondant à cette solution, s'exprimeroni. rationnellement en fonction des coefficients qui figurent dans cp et dans les équations (i), c'est-à-dire de Ç et de 7|; de sorte que Ton a
0 et 0 étant rationnels en Ç, t]. Les équations (i) et (2) sont celles qui établissent la correspondance univoque entre les deux courbes proposées.
Lemme. — Si deux courbes se correspondent point par point, toute intégrale abélienne appartenant à l'une est transformable en une intégrale abélienne appartenant à l'autre.
Soit, en effet, l'intégrale abélienne
(3) f/ii, r,)dl
appartenant à la courbe <!($, r,) = o; si Ton y fait la transformation rationnelle donnée par les formules (1), à savoir
X ci y seront liés par l'éqiialion ^{x^ y) = o, puisque, par hypothèse, quand le point Ç, t\ décrit la courbe i = o, le point correspondant X, y décrit la courbe 'f =0, et réciproquement. On a, d'ailleurs,
^ dx ày - dx ày -^
d'où, en éliminant dy^
ùY ô^ dF ôo
(5) dl= JL-^^-J— do-,
et l'inlégrale (3), si l'on j remplace Ç, r, elrfÇ parleurs valeurs (4)
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et (5) en x^ y et dxy prend la forme
g(x,y)dx,
f^ étant rationnel en x et j^, et x, y étant liées par © (x, y) = o.
Cela posé, nous allons indiquer comment on peut réduire les intégrales abéliennes de genre un, c'est-à-dire appartenant à une courbe de genre un,
254. Cubique plane. — Supposons d'abord que la courbe de genre un soit une cubique plane, c*est-à-dire une courbe du troisième ordre sans point double; le genre d'une telle courbe est
bien /? = - 2 . i := i .
En transportant l'origine en un point de la cubique, l'équation de celle-ci s'écrit
Ax' -h hx^y -h Cy^x -h T>y^ -+- ax^ -h bxy -\- cy^ -r- ax -h ^y = o;
coupons-la par une sécante, ^ = tx, issue de l'origine. Il vient, en éliminant^ et supprimant le facteur x,
d'où, en résolvant par rapport à x cette équation du second degré,
(6) X = fonction rationnelle dé t et de ^T,
T désignant le polynôme du quatrième ordre en t sous le radical. Par suite aussi,
(7) y = tx = fonction rationnelle de / et de /T. De même enfin, en diflérentiant l'expression de a?,
(8) dx z= dt X fonction rationnelle de t et de /T.
On a ainsi exprimé les coordonnées d'un point de la cubique en fonction Irrationnelle d'un paramètre t.
Soit maintenant une intégrale abélienne quelconque
j f{^,y)dx,
CHAPITRE II. — RÉDUCTION D* INTÉGRALES INDÉFINIES
appartenant à la cubique; remplaçons-y x^ y et dx par leurs valeurs (6), (7) et (8) en fonction de f , y/T et dt\ cette intégrale prendra la forme
g étant rationnel en t et ^T : c'est là une intégrale elliptique, puisque le polynôme T est d'ordre quatre; donc :
Toute intégrale abélienne appartenant à une cubique de genre un est réductible à une intégrale elliptique,
^}^o. Courbe générale de genre un. — Soit une courbe quelconque de genre un, 'f{x^ ^) = o, de degré n. Par hypothèse, ses points doubles sont au nombre de
considérons maintenant les courbes d'ordre n — a, Cn a? adjoînlcs à la proposée, c'est-à-dire passant par les points doubles; leur équation générale renferme, sous forme linéaire et homogène, un nombre de coefficients égal à
~{n — i)n — -(n — i)(/i — 2) — 1 , c'est-à-dire à n,
puisque l'équation générale des courbes d'ordre n — 2 dépend
de - (n — i) n coefficients.
Celles des courbes adjointes C,i_2 qui passent par n — 3 points simples, choisis arbitrairement sur la proposée, auront donc, dans leur équation générale, n — (/i — 3), c'est-à-dire trois coefficients, et cette équation sera, dès lors, du type
D'ailleurs, chacune des courbes (9) coupera la proposée '^(jc,j') = o en trois points mobiles; car le nombre total des points d'intersection d'une courbe (9) et de la proposée étant (n — 2)/i, et le nombre des intersections fixes étant : i® de
2 I i(/2 — OC'* — ^) — M P^^^ l^s points doubles; 2° de (n — 3)
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pour les points simples choisis, il reste, pour le nombre des points mobiles communs,
fi _ 2)n — i\ -(n — i)(n — 2) — I 1 — (/i — 3), c'est-à-dire 3.
Maintenant, à tout point ;r, y de la proposée ^(x^ y) = o^ faisons correspondre le point de coordonnées Ç, t), définies par
le lieu de ce point Ç, r^, lorsque :r, y décrit la courbe tp(x,^) = o, sera une courbe K, que je dis correspondre point par point à la proposée.
En effet, d'après (10), à un point x^ y ne correspond qu'un seul point Ç, 7|; inversement, il faut prouver qu'à tout point ^, 7, ne répond qu'un point Xy y de la proposée. Supposons qu'il en soit autrement, c'est-à-dire qu'aux valeurs Ço> ''lo puissent répondre ;iu moins deux points x, y^ de coordonnées a, b et a', 6'; on aurait alors
$0= fy{a', b') = ^(a, b), 710= ^(a', b' ) = fy{a, b\
d'où
Aia\b') ^ Ma\ b') ^ Ma\b') fiiciy b) fî{a, b) fiia.b)'
Ces relations montrent que toutes les courbes (9) qui passent par le point a, 6 de la proposée passeraient aussi parle pointa', b'] elles ne couperaient donc la proposée qu'en 3 — 2, c'est-à-dire en an seul point mobile, et, comme leur équation renferme encore un paramètre linéaire, les coordonnées du point mobile s'exprimeraient en fonction rationnelle de ce paramètre; en d'autres ternies, les coordonnées d'un point de la proposée seraient des fonctions rationnelles d'une variable, c'est-à-dire que la proposée serait uiiicursale, ou de genre zéro, contrairement à l'hypothèse.
Donc enfin, la proposée et la courbe K se correspondent point par point. c. q. f. d.
Je dis maintenant que la courbe K est du troisième ordre. Coupons-la, en effet, par une droite quelconque )h + ^2^ -i- ^s''! =0;
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à chacun des points ^, 7|, communs à la droite et à la courbe K, répond un (et un seul) point x^ y^ commun à la proposée et à la courbe
dont Téquation a été obtenue en remplaçant ^ et 7^ par leurs valeurs (10) dans Téquation de la droite. Le nombre des points mobiles communs à la courbe K et à la droite arbitraire considérée, c'ést-à-dire le degré de K, est donc égal au nombre des points mobiles x^ y communs à la courbe (11) et à la proposée, c'est-à-dire à trois, puisque les courbes (11) coïncident avec les courbes (9). c. q. f. d.
Dès lors, K étant d'ordre trois et correspondant point par point à la proposée, il résulte du Lemme du n° 2o3 que :
Toute intégrale abélienne appartenant à une courbe de genre un est réductible à une intégrale abélienne relatii^e à une cubique; et, par suite (n°254), à une intégrale elliptique.
La courbe de genre un correspondant point par point à une cubique, il résulte aussi du n^ 254 que :
Les coordonnées d'un point d'une courbe de genre un peuvent s^exprimer rationnellement en fonction d'un paramètre t, et d'un radical y/ï, portant sur un polynôme du quatrième degré en t.
Exemple. — Soit la courbe du quatrième ordre (12) (a?»-f-7*)*= y — ax,
qui admet pour points doubles (de rebroussement) les deux points circulaires à l'infini, et qui est, dès lors, de genre un. Proposons-nous d'exprimer les coordonnées, x et y, d'un de ses points en fonction de t et de y/T. A cet effet, considérons les courbes adjointes d'ordre n — a : ce sont des circonférences quelconques; prenons celles qui passent par n — 3 points simples de la proposée, par exemple, puisqu'ici n — 3 = 1, celles qui passent par l'origine. Leur équation générale est
(i3) Xi(a?*-t-^*)-hXja:4-X8>' = o.
'26o DEUXIÈME PARTIE. — PRINCIPES DU CALCUL INTÉGRAL.
Posons, suivant la théorie générale,
équations d'où Ton tire, sans même recourir à la relation (12),
Portons ces valeurs dans (12); nous obtenons Téquation de la cubique décrite par le point Ç, i\ :
(16) (Ti-aî)({«-^V) = i.
Pour exprimer ÇetYj en fonction d'un paramètre f, nous devons couper la cubique par une sécante issue d'un point fixe de cette courbe, par exemple par une parallèle à l'asymptote réelle :
Portant dans (16) la valeur de r\ tirée de (17), nous trouvons l'équation en \
d'où
^ _ — ff <« -t- y// ( I -4- g^ ) — /^ _ t'^^asjtii^ a») — V*
Substituons ces valeurs dans (i 5), en observant que, d'après (16) et (17), \^ ^r^z=. -\ nous obtenons finalement les expressions demandées de j; et j^ :
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se ramène, par la décomposition de ^ — ^ en éléments simples, à une somme d'intégrales des deux types
(19) 1 xPe'f^'dx,
dx = J„.
On calcule les intégrales du type (19) à l'aide des fonctions élémentaires (n** 234) ; celles du type(:io) donnent lieu aux remarques suivantes.
Appliquons à (20) la formule d'intégration par parties, en regardant , comme la dérivée de r — :: il vient
/e"»* , I î m r e"*^ dx = H 1 ax, (x--a)P p—\(x^a)P-^ p—iJ(x — a)P-^ *
ce qui ramène J^ à J;,.^. On réduit ainsi J^,, 3p^\^ . . . , J2 à la seule intégrale!,,
qu'on peut elle-même simplifier par le changement de variable
m{x — a) = t^ qui donne
On ramène ainsi toutes les intégrales du type (20) et, par suite, celle du type général (18), à des fonctions élémentaires et à
l'intégrale / -r^^, qtii constitue une transcendante nouvelle.
Si Ton pose e'= z, elle devient
r dz J logz'
d'où son nom de logarithme intégral.
I. - DÉnNITION ET PROPRIÉTÉS DE L'INTÉGRALE DÉFINIE
257. Nous avons annoncé, au n° 193, que, si f{x) est une fonction continue entre j: = a et x = b, il existe une fonction F(x) ayant pour dérivée f{x) pour les valeurs de x comprises dans cet intervalle : c^est le théorème que nous allons maintenant établir en introduisant la notion nouvelle d'intégrale définie.
Pour les anciens analystes, la proposition était évidente.
Qu'on construise, en effet, la courbe y=^f[x)j et qu'on désigne par F (j?) Taire comprise entre la courbe. Taxe des x^ Tordonnée fixe d'abscisse a est l'ordonnée mobile d'abscisse x\ je dis que F {x) aura pour dérivée /(a:). En effet, si l'on donne à x l'accroissement A^, l'accroissement AF, de l'aire, sera le trapèze
Fijj[. 6i.
curviligne PMM'P' (.Ao- ^0' ^^"^ Taire, comprise entre Taire y ^x du rectangle PiM/;j'P' et Taire {y -\- \y) \x du rectangle PmM'P', a pour expression {y-^^\y)!Lxj 6 étant compris entre o et I. On a donc
AF =:(^-r-0 AV) A^,
et cette relation montre que la limite du rapport-—» c'est-à-dire
êaJC
la dérivée de F(j:), est égale à y^ ou f{x).
Mais cette démonstration, dont l'importance historique a été très grande, est loin d'être satisfaisante : i" parce qu'on y regarde
CHAPITRE* III. — INTÉGRALES DÉFINIES
comme acquise la nolion d'aire, qui n'est pas une nolion première; 2^ parce que, en faisant usage d'un tracé géométrique, on suppose par là même que la courbe y z=zf(^x) satisfait à certaines conditions (continuité, entre autres) qui ne sont pas définies d\ine manière précise et qui ne jouent pas un rôle explicite dans le raisonnement. Il est donc indispensable de donner une démonstration purement algébrique.
Rappelons d'abord une propriété établie au n° H
Une fonction f{x) continue dans un intervalle fini ab^ extrémités comprises, est uniformément continue entre a et 6, c'est-à-dire qu'étant donné e aussi petit qu'on veut, on peut assigner un nombre r^ (module de continuité uniforme), fonction de e seul, tel que l'on ait
mod[/(ar,) — /(J7)]<Ê,
pour toutes les valeurs de x et Xs comprises entre a et 6, et dont la différence est, en valeur absolue, inférieure à t^.
259. Notion de l'intégrale définie. — Soit une fonction f{x)^ continue dans l'intervalle ab et aux extrémités de cet intervalle; a et b désignent des nombres finis, et a est supposé inférieur à b.
Sur l'axe des x marquons, à partir de l'origine O, les points
Fig. 62.
d'abscisses entières, x = .., — 3, — 2, — i? o, i, 2, 3, ...; subdivisons ensuite chacun des intervalles en deux autres égaux, et ainsi de suite.
A un instant quelconque de cette opération, désignons par vFi, X2'i ..., Xnt Xn^iy . . . , x^ Ics points de division compris entre a et 6, en allant de a vers b; soient nio le minimum de f{x) entre a et ^,, c'est-à-dire, plus exactement, la plus petite valeur de f{x) entre x = a et x = Xi; ...; m^ son minimum entre Xn et Xfi^x ; ... ; m^, entre Xp et b.
Considérons la somme
S = mo(xi — a)-h/ni(ar, — ^1) 4-. ..-h mn(xn+i — Xn)-^---^ nip(b — Xp),
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Je dis qu'elle tend vers une limite finie et déterminée quand le nombre des points de division augmente indéfiniment suivant la loi indiquée ci-dessus.
En effet, puisque a <C b^ toutes les différences Xn^i — Xn sont positives; si donc M désigne le maximum de /{x) entre a et fr, il est clair que j'augmente S en remplaçant tous les m par M, de sorte que
S <M(:ri — a-h Xt— Xi-^.. .-\-Xn+i — Xn-h. ..+ à — Xp),
c'est-à-dire
Les sommes S restent donc inférieures à un nombre fini, M(6 — a); pour prouver qu'elles ont une limite il suffira d'établir qu'elles vont sans cesse en croissant, ou du moins ne décroissent jamais.
Passons, en effet, d'une division à la suivante : l'intervalle ^n^n+i se trouve subdivisé en deux autres; et si ^n est son point milieu, à l'intervalle j:,|X„^i correspondent, dans la nouvelle somme S', les deux termes
u et |ji' désignant respectivement les minima de /(x) entre x„ et Ç„ ; Çrt elXn+i' Comme rrin est le minimum entre Xn et Xn^i^ un des nombres [jl, \i.' est égal à rrin, l'autre lui est supérieur ou au moins égal; les deux termes [jl(Ç„ — Xn)-^ ^'{^n+i — in) oui donc une somme supérieure ou au moins égale à /^«(X;,^! — x^), c'està-dire au terme correspondant de S. Le même raisonnement s'appliquant à tous les termes de S, y compris les deux extrêmes, on voit que la nouvelle somme S' est supérieure ou au moins égale à S, ce qui démontre la proposition.
La limite des sommes S, limite dont l'existence est ainsi établie, se nomme l'intégrale définie de f{x) entre a et 6, et se représente par le symbole sommatoire
r f{x)dx,
qui rappelle son origine.
On suppose essentiellement, jusqu'à nouvel ordre, a <ib.
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260. Corollaires. — i° Soit c une quantité comprise entre a et 6; je dis que
(I) r f{x)dx= c f{x)dx^ f /(x)dx.
Ja *^a *Jc
En eflTet, à un instant quelconque de la division de l^axe des x^ désignons par x^^ x^^ ..., Xq les points de division compris entre a et c; par Xqj^.^^ . . ., Xp ceux compris entre c et b. Les sommes dont les limites définissent respectivement les trois intégrales de la formule (i) sont, à l'instant considéré,
S =mo(a?i — <t)-+-...-h mq{xg^x — Xg)-\-. . .-h mp{b — x,,)^
Si = /no(a7| — a) -f-, . .4- m',(c — a:^),
S, = m'Jfixq^i — c) -r-.,.-^ mp(b^Xp);
niq^ m', m" étant respectivement les minima de f{x) entre Xq et Xq^^^ Xq et c, c et Xqj^\. On en tire
S — Si— Sj= mqÇXq^i— Xq)— mq(c — Xq)— /nj( J7^4_i — c) I
d'où, si Mo est le maximum du module de /(x) entre a et b,
mod[S — (Si-h Sj)] < Mo(Xq-t.i — .Vq-h c — Xq-\- Xq^i— C),
c'est-à-dire
< •lMo(Xq^i — Xq);
et, comme Xq^i — Xq a pour limite zéro, il en est de même de S — (S| H- S2), ce qui établit la formule (i). De même, en supposant
a<c<rf<e <...</< 6, on a
2** Si M est le maximum et m le minimum de /{x) entre a et 6, on augmente la somme S en remplaçant les m„ par M, et on la diminue en les remplaçant par m; donc, en passant à la limite,
m{b — a)^ f /ix)dxiyi{b — a) (a < b).
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ce qu'on écrit
/(x)dx = fx(6 — a),
IX étant intermédiaire entre m et M.
Comme d'ailleurs /(x) est continue, elle prend, entre x ^= a et x = b, la valeur a, qui est comprise entre son maximum et son minimum (n° 8), de sorte que
fix)dxr={b -a)f{X,),
Ç étant une valeur comprise entre a et b.
261. Déflnition plus générale de l'intégrale définie. — Supposons toujours a <i b; sur Taxe des x marquons arbitrairement, entre a et b, et en allant de a vers 6, des points Xt, x^^ . . ., Xp\ et, dans chaque intervalleX/,a:,i^i, prenons un ^ovaX. arbitraire Ç„.
Considérons la somme
(j = (ar, — a)/($o) -^ (a-, — Xt )/(ît ) " • • •
-4- ( J7„_Hl — J-;, j/( $„) -h . . . -h ( ^ — X,,)/(Ç;,).
Si l'on multiplie le nombre des points de division suivant une loi quelconque, de manière que tous les intervalles XnXn^\
tendent vers zéro, je dis que 0" a pour limite l'intégrale / /(x)dx^
définie tout à l'heure.
Comparons en effet o* à l'intégrale : celle-ci peut s'écrire (n«260, i«)
' fi^x]dx= I -r- / -^...-+- / -^...-+- / ,
de sorte que
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Su étant compris entre x„^i et x„; de sorte que
a- r f{x)dx = Uxn^i- a:n)[f(U)-fan)]-
Mais la fonction /(a:) est continue, et par suite uniformément continue entre a et 6; elle a donc, dans cet intervalle, et pour un nombre donné e, un module de continuité uniforme 'r\{^)» Comme d'ailleurs chacune des subdivisions XnXn^^ tend vers zéro, il arrivera un moment où toutes ces subdivisions seront inférieures à f\{^) • alors, en vertu de la définition même de la continuité uniforme, toutes les quantités y*(Ç„) — /(^«) seront inférieures à e, en valeur absolue, puisque \n et X^n sont compris tous deux dans un intervalle, Xn^n^^ inférieur à 'i\{t).
On aura donc
mod (j— Ç f{x)dx\<i:L
(xn-^x — x,,)^ c'est-à-dire < £( 6 — a).
ce qui prouve bien que t a pour limite l'intégrale
I f{x)dx.
262. Extension. — Tout ce qui précède suppose a<ib\ pour a>b^ on définit l'intégrale / f{x)dx par la relation
f /(x)d.r = - f /(T)dx,
et Ton en déduit que / f{x)dx est, quel que soit Tordre de grandeur de a et de 6, la limite de la somme
où X|, x^^ ..., Xfi^ ^'/i+ii ..• sont des points de division arbitraires entre a et 6, écrits dans Tordre où on les rencontre en allant de a vers b. Car si a < ^, c'est Ténoncé du théorème précédent;
si a > 6, l'intégrale / est, d'après ce même théorème, la limite
de l{xn — ^«+i)/(5/i)i el par suite / est la limite de la somme (2), qui est égale et de signe contraire à la précédente.
263. Corollaire I. — On a, quel que soit l'ordre de grandeur de a, 6, c,
Car si a <i c<i bj la proposition a été établie au n® 260; si Tordre de grandeur est autre, par exemple si a < 6 •< c, on a
Corollaire II. — On a de même, en désignant par m le minimum et M le maximum de /(^) enlre a et 6,
lorsque a <ib (11*' 260, 2").
Au contraire, si a'^ b, en écrivant les mêmes inégalités pour
I et en changeant les signes, on a
Jb
{b-a)-: Ç /(x)dx>M{b^a),
lorsque a> b.
Mais, dans tous les cas, l'intégrale est comprise entre M(6 — a) et m(6 — a), de sorte que
/ f{x)dx= ^{b — a\
[X étant intermédiaire entre m et M; c'est ce qu'on nomme le Théorème de la moyenne*
On peut écrire aussi, puisque la fonction continue /"(j:) atteint,
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«Dire a et 6, la valeur jx (n" 8),
nx)dx = {b-a)f{c),
c étant intermédiaire entre a et b.
Corollaire III. — Si, entre a et 6, on a
on en déduit, en supposant a < 6, et par suite Xnj^.\ — x^ >• o,
d^oii, en faisant la somme et passant à la limite,
Ç ^{x)dx< I /ix)dx< f 6(x)dx (a<//).
Si a >■ 6 les inégalités seraient renversées.
Corollaire IV. — L'intégrale d'une fonction impaire f{x)^ entre deux limites égales et de signes contraires, est nulle.
En effet, les deux éléments /(a*) rfo; et/( — x)dx se détruisent, puisque /(—x) = —/(x).
Au contraire, si /(a:) est une fonction paire, les deux éléments s^ajoutent, et Ton a
/ f{x)dx = i / /{x)dx.
264. Remarque. — Il est indispensable d'observer que l'existence de l'intégrale définie n'est établie qu'à deux conditions; il faut :
1® Que la fonction /(x) soit continue dans le champ d'intégration, c'est-à-dire de a à 6, et aussi pour x =^a^ x z= b.
2^ Qu'aucune des limites a et 6 de l'intégrale ne soit infinie; car on a essentiellement supposé que M (6 — a) était fini et que e{b — a) avait zéro pour limite quand e tendait vers zéro. Déplus, la continuité uniforme, sur laquelle on s'est appuyé au n^261, n'existe sûrement que dans un intervalle fini (n° 11).
Si donc on veut étendre la notion d^intégrale déCnie au cas d'une fonction non continue ou au cas d^un champ infini, une étude nouvelle sera nécessaire.
265. L'intégrale comme fonction de ses limites. — Considérons un point quelconque, y^ compris entre a el b\ Tintégrale
f{x)dx est une fonction dey? soit F(;). Je dis que F(^)
est continue dans Tintervalle ab et a pour dérivée /(y). En eiTet, d'après les corollaires I et II du numéro précédent, on a
f f(x)dx- /{x)dx= f(.x)dx = hf{r^).
Il ^a •J y
7i étant intermédiaire entre j^ ely-\-h. Or mod/(x) a un maximum, M, quand x reste dans l'intervalle a&, de sorte que Ton a
mod[F(7-h/4)— F(>')J'IMA,
inégalité d'où l'on déduit immédiatement la continuité àe¥{y). D'autre part, on peut écrire
or Tj est compris entre y Ql y -{- A, et l'on peut prendre h assez petit, en vertu de la continuité de/, pour quey*(7i) reste compris entre f{y) — e ^^f{y)~^ ^7 ^ étant aussi petit que l'on veut : il en résulte, en passant à la limite, qu'on a
lim
c'est-à-dire que la dérivée de F(j^) Qsif{y).
Sous une autre forme : La dérivée de IHntégrale 1 f{x)dx
par rapport à la limile supérieure, 6, estf{b)\ la dérivée par
rapport à la limite inférieure, a, est — /{^), car f = — f .
266. Corollaire. — Toute fonction J{y)j continue dans un intervalle ab^ est la dérivée, dans le même intervalle, d'une fonction F(y), continue dans cet intervalle.
Remarque I. — L'intégrale / f{x)dx est une fonction
de «, de b et des paramètres qui peuvent figurer A^ns f(^x)\ mais elle n'est pas fonction de la lettre x^ par rapport à laquelle on efleclue la sommation; de même, la somme So:^, étendue aux nombres entiers de n à N, n'est fonction que des limites n et N.
Par conséquent, les deux expressions / /(x)dxel 1 /(a) du désignent une même quantité. Souvent on rencontre des intégrales de la forme / /(^) dx : il ne faudra pas oublier que la lettre x joue là deux rôles différents, ce que l'on voit nettement en écrivant l'intégrale / f{u)du.
Remarque II. — Il résulte du corollaire précédent que toute
fonction continue a une fonction primitive, tandis qu'elle n'a pas nécessairement une dérivée (n** 12, remarque). Ce fait inattendu
mérite d'êlre signalé.
Remarque III. — Supposons, dans l'intégrale i f{x)dx^
que b tende vers a. L'intégrale, en vertu du théorème de la moyenne, est égale à (6 — «)/(c)> où c est intermédiaire entre a et 6 : à la limite, /(c) tendant vers /(a), et (6 — a) vers zéro, on voit qu'une intégrale dont les limites sont égales est nulle. On aurait pu le déduire directement de la définition même de l'intégrale définie.
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268. Formule fondamentale. — Supposons trouvée une fonction F (a;), ayant pour dérivée /(:r); d'après le théorème du n°265, les deux fonctions de b
F(6) et f f(x)dx,
ont même dérivée; elles De diflerent donc que d'une constante, en sorte que
/(x)dx = F{b) — C,
On détermine C en faisant b= a : le premier membre étant une intégrale définie à limites égales est nul, et il reste C = F(a). Donc
(I) f f(x)dx = F{ù)-V{a),
formule fondamentale pour le calcul des intégrales définies.
Si dans cette relation on remplace b par x^ on voit que la fonction primitive F(x), c'est-à-dire l'intégrale indéfinie j /(ar)rfjr, n'est autre chose, à une constante près, que l'intégrale définie
f{x)dx^ où la limite supérieure est x^ et la limite inférieure
quelconque. Cette analogie justifie le nom dUntégrates donné aux fonctions primitives, et le symbole j /{x)dx adopté précédemment pour ces fonctions.
Remarque. — Dans la formulé
f /(x)dx=^F(b)-F(a).
F(b) et F (a) sont les valeurs que prend, en a et 6, une des fonctions F(^) qui ont pour dérivée /(x); la variable x allant de a à 6, la fonction F(x) varie, d'une manière continue (n** 265\ de F(rt) à F(6), et il ne peut y avoir dès lors aucune incertitude sur les valeurs à adopter pour ces deux quantités, même dans le cas où F(^) aurait des déterminations multiples.
/** dx Exemples. — i° Soit l'intégrale / -; prenons pour F (a:),
ici arc tangj;, la valeur de l'arc tang qui s'annule pour j: = o, et faisons varier a: de o à ihao d'une manière continue : la fonction
arc tangx variera d'une manière continue de o à dz -> et par
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suite F(a) sera celle des valeurs de arctanga qui est comprise entre et H — ; même résultat pour F(6). Si donc on désigne
par le symbole Arc ta ng- un arc compris entre et + -> on
aura
* dx
= Arc tang6 — Arc tanga.
Jr* dx f « où la réalité
exige que a et 6 soient compris entre — i et +i, la fonction F(x) est arcsiu^. Prenons pourF(j?) la valeur de l'arc sin qui s'annule pour.o: = o, et faisons varier a: de o à riz i : F( j:) variera
de o à =iz— , et par suite F(a) et F(6) seront les valeurs de
arc sin a et de arc sin 6 comprises entre et H On aura
donc, eu désignant ces arcs par le symbole Arc sin,
dx
= Arc sin6 — Arc sina.
r~ dx 3** Soit à calculer / —«La fonction F(:r) est log±: j;. Si
l'on prenait F(:r)= log^, entre :r = — 2 et j: = — i, on aurait pour log^ des valeurs imaginaires. On évitera cette difficulté en prenant F(j!:)=log( — x), fonction qui est réelle et déterminée sans ambiguïté dans l'intervalle considéré, et l'on aura alors, en vertu de (i),
^^ dx
— = log I — loga = — loga.
270. Les procédés généraux de calcul indiqués pour les intégrales indéfinies s'appliquent aux intégrales définies. Par exemple, si l'on a
/(a7)=cp(a:)-+-4;(a7)-h...,
on en déduit évidemment, en vertu de la définition même de H. i8
l'intégrale définie,
c'est le procédé de décomposition en éléments simples.
De même, la formule A'' intégration par parties subsiste; car de l'identité
on déduit . f (/oydx= f f'odx-^ f fidx.
Ja *^a ^a
Or le premier membre, en vertu de la formule fondamentale (i), est f{b)^{b)—f{a)(f{a)^ ce que l'on écrit plus simplement (/ç)^; donc
f f'^dx=.{fr^)'^^ f f^'dx.
On établirait de même la formule du changement de variable dans les intégrales définies ; mais il est préférable, pour la rigueur, de faire la démonstration en s'appujant sur la définition même de l'inlégrale, plutôt que sur son lien avec l'intégrale indéfinie.
271 Changement de variable. — Dans l'intégrale / f{x)dx^
va
remplaçons x par une nouvelle variable ^, en posant
il s'agit d'obtenir l'intégrale transformée en t.
Soient a et p les valeurs de t qui correspondent aux valeurs a et b Ae x\ on supposera :
I** Essentiellement, que la fonction o{t) et sa dérivée ^'(t) sont déterminées et continues dans l'intervalle a^;
2« Provisoirementy que cp'(^) garde un signe constant dans le même intervalle.
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Faisons maintenant varier ^ de a à p, en passant par des valeurs successives
*> ^l> 'î? •••> ^nt ^rt-Hli • • • > p.
D'après les hypothèses, o'{t) étant toujours de même signe entre a et p, la fonction f{t), c'esl-à-dire a:, varie toujours dans le même sens de <p(a) à ^(^), c'est-à-dire de a k b] par suite, aux valeurs ci-dessus de / correspondent, pour a:, des valeurs
Clf Xif Xff •••) ^n» ^n4-l> •••! ^}
qui seront rangées par ordre de grandeur croissante ou décroissante, selon que 6 > a ou 6 <; a.
D'ailleurs on a, en vertu du théorème des accroissements finis,
In étant compris entre tn et tn^^ , Soit ^n la valeur de x qui correspond à t = 'Zn'y elle sera, d'après ce qui précède, comprise entre Xn et Xn^i» Multiplions les deux membres de la relation précédente par/(Ç;,), c'est-à-dire par/[(û(T„)], et ajoutons toutes les relations analogues, obtenues en faisant varier n ; il vieat
2y(Ç«)(2:«-Ki-a?„)=2/[cp(':«)](^-^i— /«)?'(-«).
A la limite, en faisant tendre vers zéro les intervalles 1,,^^ — l,ty et par suite les intervalles x,t^t — Xff, on aura
(1) / f(x)dx= l f[o{t)\^\t)dt.
C'est là la formule du changement de variable; a et ^ sont les valeurs de t qui correspondent aux valeurs a et i de x.
Affranchissons-nous maintenant de la restriction provisoire relative au signe de ç>'(0» ^^ su|>posons, par exemple, que, / allant de a à p, o' {t) change de signe pour les valeurs ^ = y et ^ = 5; soient cet <i les valeurs correspondantes de :r, c = cp(y), rf = o(5).
La formule (2) est applicable dans chacun des intervalles ay, yS et Sp, puisque dans chacun d'eux 'f'(0 b^arde un signe
constant; on a donc
/ f{x)dx= f f[^(t)]<?'(t)dt,
• 'et mJ M
d'où, en ajoutant, et quel que soit Tordre de grandeur des quantités Uj b, Cj d (*) (n^ 263, Corollaire I),
(2) f /{x)dx= f /[9(0]?'(0rf^
Donc :
Règle. — Pour /aire le changement de variable, remplacer dans l'intégrale x par f{t)j dx par ^'{t)dtj et prendre pour nouvelles limites les valeurs de t qui correspondent aux anciennes limites de x,
272. Il faut, en appliquant cette règle, prendre garde aux valeurs multiples que peuvent avoir parfois ^, ç(^) ou ç'(^) pour une même valeur de x ou de /.
Par exemple, dans l'intégrale / dx^ égale à 2, posons x=it^,
La fonction <p(i)= t^ et sa dérivée, -yt^ étant continues, la règle
peut s'appliquer ; or, pour j; =±: i , la relation x^=^ t^ donne t^= i , c'est-à-dire ^ = i .
On aurait donc, en appliquant sans discernement la formule (2),
/ dx = I - \/l dt = o,
car la seconde intégrale a ses limites égales.
(>) Il peut se faire que les quanlitcs c ou. d sortenl de rintervalle ab) pour que la formule (2) soit applicable, il faut que f{x) soit continue, non seulement entre a et b^ comme cela doit être, mais entre la plus grande et la plus petite des quantités a, 6, c, d. En d'autres termes, /(a?) doit être continue pour toutes les valeurs de x = ^{t) qui correspondent aux valeurs de t comprises entre a et p.
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L'erreur provient de ce que, en écrivant dx = -\/ldlj on doit choisir le signe de \/7 de manière que dx soit positif, puisque
a: croît de — i à H- i. Or, x allant de — i à o, ^, égal à (^^)^, va de i à o, et dt est négatif; on doit donc écrire
dx =^ ^t dt^
de / = I à ^ = o.
Au contraire, x allant de o à i, ^ va de o à i, et rf^ est positif; donc
dx =-^ — ^J dt.
de ^ r=r o à / = i.
La formule exacte est donc
/ dx = I dx -¥■ j dx
273. Formule de "Wallis. — On fera, dans la suite du Cours, un fréquent usage des procédés de calculs indiqués ci-dessus; aussi se bornera-t-on ici à une seule application.
Considérons l'intégrale
l,f^ = / sin'wa? dx.
On peut écrire, en intégrant par parties,
\^= I s'\n'^-^x(sinx dx)
= — (sin^'-^x cosa")y*-f-(m — 1) / sin"»-'a:cos'a:e/r.
Si m est supérieur à i, le terme tout intégré s'annule aux. deux limites; quant à la dernière intégrale, en y remplaçant cos^j; par I — sin^ jr, elle s'écrit Im^i — Im« On a donc
c'est-à-dîre
(3) Jm= 'm— î*
' ni
Supposons maintenant m entier; cette relation de récurrence permet de ramener I2, I4, . . - , \%p à I© ; et I3, I5, . . . , Iay>+i à I|.
On a ainsi
- 7.p — i ip — Z I -
Ijp = • • • -"Iq-
Oi
ip — i) ir
ce qui donne la valeur de Imj pour m entier et positif : on peut déduire de là une formule remarquable. Divisons en effet membre à membre les deux dernières relations, il vient
. j: _ 2^ 4^ 6^ 2/? . 2/? Up
Or il est aisé de trouver une limite supérieure et une limite inférieure du rapport li2p l la/^+i- En effet, il est clair que les intégrales Im décroissent quand m augmente, car, x étant compris
entre o et -> sinx est compris entre o et i, de sorte que l'élément
deTintégrale, s'in^xdx, diminue lorsque/?? croît; donc (n°263, 3°)
c'est-à-dire
Or, en vertu de la formule (3), le dernier rapport est égal
a -^ : par suile
'ip '^
hp-i-i ^P
III. - AIRES PLANES ET ÂRGS DE COURBE
i" Aires planes.
274. On a vu au n® 257 comment les anciens Analystes établissaient une liaison entre les aires planes el les fonctions primitives, ou les intégrales définies; mais on a fait observer à ce propos que la notion d'aire n'est pas une notion première, et il importe avant tout de la préciser.
La Géométrie élémentaire ne définit directement que les aires
Fig. 63.
des figures composées de droites; les aires terminées par des arcs de courbe seront définies comme des limites, de la manière suivante :
Considérons (axes rectangulaires) la conrhe y = f{x), et les droites x = a, x = b] marquons sur O^, en allant de a vers 6, des points a:», X2, ..., ^«, ' * "> ^p • l'aire comprise entre la courbe. Taxe des x et les deux ordonnées extrêmes a et 6 (Jiff' 63), sera par définition la limite (si elle existe) de la somme des aires
28o DEUXIEME PARTIE. — PRINCIPES DU CALCUL INTÉGRAL.
des rectangles XnMniXf,^ij c'est-à-dire de la somme
quand toutes les bases des rectangles tendront vers zéro.
Or cette limite existe; c'est précisément (n° 261) l'intégrale
définie / f{x)dx: en d'autres termes, au lieu d'admettre avec
Newton l'existence a priori de l'aire et d'j rattacher l'intégrale, on définit l'aire par l'intégrale, l'existence de celle-ci ayant été préalablement établie par l'analyse.
Les deux méthodes conduisent à la même conclusion : Taire
considérée ci-dessus a pour valeur / f{x)dXy en observant
toutefois que l'élément {xnjf.\ — 0Cn)f{xn) de la somme (S) a le signe -f-, lorsque {xn^\ — Xn) el/{x,i) sont de même signe, et le signe — dans le cas contraire. En d'autres termes, si a < 6, les parties de l'aire situées au-dessus de Ox^ correspondant à f{oCn)^ o, sont comptées positivement, et celles situées audessous, négativement; le contraire a lieu si a > 6.
Si la courbe est donnée sous forme paramétrique, x = ^(/), j^ = ^(^), l'aire comprise entre la courbe, l'axe des x et les deux ordonnées qui correspondent aux valeurs ^o et t^ du paramètre est
275. Si l'on a à calculer l'aire d'une portion quelconque du plan, on la divise en aires partielles, telles que le contour de chaque aire soit rencontré en deux points, au plus, par toute parallèle à Oy.
Soient alors yi (x) ety2(x) {fig» 64) les coordonnées des deux points où le contour C de l'aire est coupé par la droite X = jr, (y2>^i); CL et b les abscisses des parallèles extrêmes à Oy qui rencontrent le contour.
L'aire enveloppée par le contour C est la différence des deux aires aAMBè et aANB6; elle a donc pour valeur
A= f y%dx— f yidx= 1 (yi'-yi)dx,
Ja *^a *^n
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On aurait pu Técrire directement, en observant que (^2 — y\)d^
Fig. 64.
h Jy
est évidemment la valeur principale de l'aire ombrée (/iff- 65)
Fig. 65.
JD jc+cba
comprise entre le contour et les droites X = ^, X = ^ + dx,
276. Axes non rectangulaires. — Si les axes de coordonnées (ont (Jlff. 66) un angle 0, Taire comprise entre la courbe ^=/(x),
Fig. 66.
l'axe des x et les deux droites x = a^ x =: b sera
sin8 / ydx^
car le parallélogramme ombré a pour aire
sinO^ dx.
^n, Coordoimées polaires. — Soit p =/(a)) une courbe; Taire OMM' {/Ig- 67), comprise entre un arc MM' de celle courbe
Fig. 67.
et les deux rayons vecteurs qui font avec O^ les angles to et co-j-rfco, a pour valeur principale Taire du secteur circulaire OMP, c'esl-
à-dire - p^ dtù : car la partie négligée, Taire MPM', est évidemment du second ordre par rapport à dtù.
Ainsi, en appelant <t (yî^. 68) Taire comprise entre la courbe,
Fig. 68.
un rayon vecteur fixe OMq, d^angle polaire (Oq, et un rayon vecteur mobile OM, d'angle polaire co, on a
ci 7 = 0^ ^(^^
d*oii
= - I o-rfco,
Ellipse. — L'aire ombrée (Jiff» 69), comprise entre les
axes Ox, Oy, l'ellipse — i + 4^ — 1 = 0, et la parallèle à Oy d'abscisse x^ est
I y dx = — I v^a* — a?* dx. 0 «^0
On a ainsi à intégrer un radical de la forme ^clx^--\- 2^x -^-y : on pourrait appliquer la méthode générale du n^ 213; il sera plus simple de suivre la méthode de réduction des intégrales hyperellip-
Fig. 69.
tiques (n° 242). On a ainsi, en faisant passer le radical au dénominateur,
(3) l\/a* ^x^dx- f -^—1 1 — d.r = a^ f , ^ — f f ^ '
J J Ja'^—x^ J i/a^-— rr* J Ja'^ — x^
Au dernier membre, la première intégrale est (n® 194)
a' Arc sin - ; a
pour réduire la seconde, partons de l'identité
(a? /a*— ar*)' = /«* — x* —
ar*
d'où, en intégrant,
/a* — a?2 sja'^ — a:*
r\ ; t r ^^ r x^dx
c'est-à-dire
C x^dx I /— a* r dx
(4) — / . = -xJa^ — x^ / «
Donc finalement, en portant cette valeur dans (3),
(5) f^a^^x^dx=^ f , "^-^-v/a^-ar»,
et par suite, d'après (?.),
A = — (a* Arc sin — h xJa'^— x^] = — (a' Arc sin — v- xJà^ — ar« ). ia\ a I ^ ia\ a ^ ]
Le second terme de A est Taire du triangle OMP; donc le
premier terme,
ab . . X
— Arc sin ->
est Taire du secteur elliptique BOM.
L'aire du premier quadrant, OBA, de l'ellipse s'obtient en faisant, dans A, j; = a; on a ainsi
aire OBA = — -—•,
formule bien connue.
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280. Hyperbole. — L'aire du segment AMP (^fig* 70), compris entre l'hyperbole — — "^ = i , Taxe transverse et l'ordonnée MP d^abscisse x^ a pour expression
Y dx =^ ^ I Jx^— a^dx.
Appliquons encore, pour calculer cette intégrale, la méthode de réduction, en écrivant d'abord
//x* — a* dx = / - dx =^ — a' / - -+- / -==
Fig. 70.
Au premier membre, la première intégrale est (n® 194)
pour réduire la seconde, partons de l'identité
(ar/ar* — a«) = v/^r* — a* -4-
ar«
aa?* — a*
d'où
/-- r a:5c?27 r dx
J i/ar*— a* */ i/a?* — a*
On en conclut comme plus haut la formule, analogue à (5),
/Jx^ — o' dx = / , H — xJx^— a*.
ce qui donne, en multipliant par-, et prenant l'intégrale entre
a et x^
K ^ ( r\ 7 <i a? -4- v/ar» — a« \
A = — l arv^a?* — a' — a*Iog ^^ )•
ia\ ^ "^ a J
On peut observer que le premier terme de A est l'aire du triangle OMP; donc le second terme, changé de signe,
ab . X -4- /a?* — a*
— log ^- ,
est Taire du triangle curviligne OÂM.
281. Parabole. — La parabole, rapportée à son foyer, F, et à son axe, a pour équation, en coordonnées polaires,
^ I — costo
l'aire ombrée FAM {fig- 71), comprise entre la courbe, le rajon
Fig. 71.
vecteur FA du sommet et le rajon vecteur FM, d'angle polaire co. a pour valeur, d'après la formule / - p* rfto du n® 277,
" ^- J^ (i-cosai)«~ 2 X 4sin*-'
On a à intégrer une fonction paire de sin— ; on posera donc (no 230, i«)
Oi , 7.dt tang— = /, o) = 2arc tang^, aw = r,
d'où
3tang« hi
3 (li
lang' —
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ce qui donne finalement
, 3 tang» — h 1
tang' —
2® Arcs de courbe.
282. Courbes planes. — Soit une courbe plane, définie paramétriquement, en coordonnées rectangulaires, par
considérons deux points a^ et A de cette courbe, correspondant aux valeurs ^0 ^^ ^ ^^ paramètre, et supposons que les fonctions ç(i) e\.i({t) soient continues dans rintervalle /o1> extrémités
Fig. 11.
CLo
comprises, ainsi que leurs dérivées premières. Admettons de plus qu*à un point de la courbe, entre ao et A, ne réponde qu'une valeur du paramètre ^ : il en résulte que, si avarie d'une manière continue et toujours dans le même sens de t^ à T, le point correspondant de la courbe va, d'une manière continue et toujours dans le même sens, de a^ à A.
Cela posé, marquons sur la courbe, en allant de a^ vers A, des points arbitraires ^1,^2, ..., «/>; je dis que le périmètre du polygone ai^a^a^* • 'Ciph. tend vers une limite déterminée, quand le nombre des côtés de ce poljgone augmente indéfiniment, chacun d'eux tendant vers zéro.
Soit en effet tn la valeur de t qui correspond au sommet On] le côté anCtn+\ a pour longueur
c'est-à-dire, d'après le théorème des accroissements finis, en
désignant par 0 et t deux valeurs comprises entre t^ et tn^\ ,
Si 0 était constamment égal à t, la somme Sanan^i aurait pour limite (n« 261) l'intégrale définie
nous allons montrer que telle est en effet la limite, quels que soient 6 et t entre tn et ^/i4.i, en admettant, bien entendu, que ^'{t) et ^'{t) soient continues de / = /© à ^ = T. L'intégrale (i) étant la limite de la somme
r;,)v/cp'no)+4''*(e
tout revient à prouver que la différence
a pour limite zéro. On peut écrire cette différence
La fonction i('^{t) étant continue entre t^ et T, est uniformément continue dans cet intervalle et admet, pour tout nombre e, un module de continuité uniforme '/i(e) : si donc les différences tn^\ — tn sont, en valeur absolue, inférieures à vi(e), on aura
mod[4/'«{x)-iî;'«(e)]<6, ou, sous une autre forme,
k étant compris entre — i et -+- i; par suite
I v/cp'»(e)-4-f«{^)-v/?'^^)-H4''«(e)
( =/<p'»(ô)-+-fHe)-4-^e — /cp'«(e)-*-i^'«(e).
Or on a évidemment, en désignant cp'2(6)+ ^'^(9) par A,
y/A -+- Are < v/A -{- /Â7, si A\> o 5
v/Â < v/A -♦- Ae -+- /— A-e,
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si A* < o : il suffît, pour vérifier ces inégalités, d'élever au carré les deux membres de chacune déciles. Il vient donc, dans tous les cas,
mod(v/A -H Ae —\/x)^^modkz,
c'est-à-dire
En vertu de (2) et de (3) on a alors :
modoi)/&:ù(tn+i— t„), c*est-à-dire <v/ë(T — /o), et par suite S a bien pour limite zéro.
Donc le périmètre du polygone aoaia2«..A a une limite déterminée, qui est l'intégrale (1), et cette limite se nomme la longueur de l'arc a© A. Ainsi
(4) arcaoA= / 4^'? -^y^ dt,
283. Expressions diverses de rare. — Soit s l'arc de courbe; supposons que l'on prenne pour t l'abscisse a:, ce qui donne
on aura
I -\-y2 dXy
Xo et X étant les abscisses des deux extrémités de l'arc : mais, d'après le n" 282, il faut, pour que la formule s'applique, que l'ordonnée y de l'arc considéré n'ait qu'une valeur pour toute valeur de X comprise entre Xq et X, c'esl-à-dire que l'arc n'admette pas de tangente parallèle à Oy.
De même, si t =y^
En coordonnées polaires, on a :
a7=ocosu), ^ = psinu>,
p étant une fonction donnée de (o, p(ci>). Si nous supposons ^ = o),
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nous aurons
x'((m)= p'(a>)costo — p sinto, j^'(a))= p'((i))siD(u -+- p coscu,
d*oii, pour l'expression (4) de l'arc,
*= / /p*^-pii^w»
o)o et Q étant les angles polaires des extrémités de l'arc.
281. Courbes gauches. — Pour une courbe gauche définie paramétriquement,
on établirait de même sans difficulté que l'arc, considéré comme limite du périmètre d'un polygone inscrit, a pour expression
to et t étant les paramètres des extrémités de l'arc; ce qu'on écrit aussi
Dérivons par rapport à la limite supérieure t, de l'intégrale; il vient (n" 265)
ds .//dxy /dy\* /^^Y
di^V \di) '^Vdi) ^\di) '
d'où, pour la différentielle de l'arc,
ds = ^dx^-i- dy^-\- dz*,
c'est-à-dire que la valeur principale, ds^ d'un arc infiniment petit est la même que celle de la corde, comme on l'a déjà vu pour une courbe plane au n® S4.
285. Coordonnées polaires et semi-polaires de l'espace. — Les coordonnées polaires d'un point M (/ig* yi) sont la distance
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OM = p; l'angle 0 du rayon OM avec Oz, angle variable de o à -n; Tangle ^ que fait la projection, OP, de ce rayon, sur le
Fig. 73.
plan des xj^j axec Taxe O^, angle variable de o à 21c. On a évidemment, X, y, z étant les coordonnées cartésiennes de M,
:r = psiQ0cos4', ^ = psinOsiQ^, z = pcos6.
On en déduit dx^ dy^ dz en rfp, rfô, di{^ d'où Ton conclut, par an calcul facile,
c?5« = cb?« -h dy'^-^rdz^ = c?p>4- p« c?0* -♦- p« sin^O d^^.
Les coordonnées semi-polaires du point M sont
z = MP, OP = r,
et Tangle tj^ ; on a ainsi
rr = rcos4^, y=^rs\ïi^^ z = z.
ds* = dx* -+- é(y'* -h c^^* = c^r* -h r* c?^];* -+- t/^*.
Il importe d'observer que p et r désignent des quantités essentiellement positives.
Exemples.
Parabole
fî —
y^= 2px.
En prenant y pour variable indépendante, l'arc est donné par rintégrale
s = j /l4-a?'* dy =^ - I yjy^ -h p« rf;^.
L'intégrale I = / sly'^ -^ p'^ dy a été calculée à propos de Taire
de l'h^'perbole ; il suffit de changer a^ en — /?* dans la formule (6) du n^ 280, ce qui donne
d'où, pour l'arc 5, en remplaçant l'intégrale qui figure au second membre de I par sa valeur (n° 194),
5 = -I = — /j^' -+-/>* -h -/? lo g (^-+-/v* -+-/>*)-+- const.
Si l'arc est compté à partir du sommet, s est nul pour j^ = o; la constante est donc égale à plogp^ et finalement
a sin^, j^' = b cos
L'arc est donné par
s = j^x'^-^-y^dt = l\/a^sin^t-{-b*cos*t dt.
On aura toute la courbe en faisant varier / de o à 2r; donc la longueur totale de l'ellipse est
f /a* sin* / -i- 6* cos* / rf^, ou 2 / /a* sin* ^ -♦- 6* cos« / rf^
On peut encore mettre la valeur précédente de l'arc s sous la forme
5= //a* — c'cos*^rf^,
en posant, comme d'ordinaire, c^:= a^ — 6^.
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C'esl là une intégrale elliptique, car si l'on prend cos^ pour variable, en posant
cost-=u, ^ = arccosM,
dt=.-M=.
On ne peut donc exprimer Tare d'ellipse à l'aide des fonctions élémentaires.
288. Cyclolde. — C'est la courbe décrite par un point d'un cercle, de rajon a, qui roule, sans glisser, sur une droite.
Supposons que celte droite soit l'axe des x {fig- 74)) et que
Fig. 74.
l'origine, O, soit la position du point décrivant P, au moment où celui-ci se trouve sur l'axe de x : d'après les conditions du mouvement, on aura à chaque instant
arc MQP = OM.
Si donc t est l'angle MCP, on aura, pour les coordonnées x tly du point P, en projetant le contour OMCPO sur 0.r et sur Oy^
a: = OM — CP sin/ = a{t—%\nt), y = CM — GP cos/ = a{\ — cos/),
d'où l'on lire
L'arc OP est donc donné pcir
= / J'i rt* ( I — cos t)dt — I las'in-cif = l — 4^cos-j <
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c'est-à-dire
s = 4 « ( I — cos - j >
car la valeur de / qui répond au point O est ^ = o.
La longueur de la boucle OTA s'obtient en faisant /=27t; c'est donc 8a, c'est-à-dire huit fois le rayon du cercle générateur.
L'aire ombrée, comprise entre la cycloïde, l'axe 0:r et l'ordonnée du point P, est
A= lydx = a^ j (i — cos t)^dt =z a* (t — 2sin^H h-sina^j ,
c'est-à-dire
A = a' ( - ^ — a sin ^ -4- 7 sin a ^ ) . \^ 4 /
L'aire de la boucle OTA s'obtient pour /=2'n; c'est donc 3ira*, c'est-à-dire trois fois l'aire du cercle générateur, comme Galilée l'avait découvert expérimentalement en pesant les deux aires.
289. Roulettes. — On nomme roulette la courbe engendrée par un point, lié invariablement à une courbe qui roule sans glisser sur une courbe fixe. Nous supposerons que la courbe fixe est une droite, et nous chercherons l'équation de la roulette.
Prenons la droite fixe pour axe des X et une origine O {/ig* 76)
Fig. 75.
quelconque. Figurons la courbe roulante (C) dans une de ses positions; soient T le point de contact avec l'axe, M le point qui décrit la roulette. Marquons sur (C) à partir de T, en allant dans le sens TO, un point Aq tel que arc TAq = TO ; ce point A^ est un point déterminé de la courbe (C), car, en vertu de Thypothèse du roulement sans glissement, c'est le point qui était en 0
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alors que O était le point de contact de la courbe roulante et deOX.
Soient maintenant O'x et O'y deux axes rectangulaires liés invariablement à la courbe roulante, et soient, par rapport à ces CLces :
a et p les coordonnées fixes du point M; a: et y celles, variables, du point T, qui est le point de contact de la courbe et de la droite à Tinstant considéré; x et y sont liés par Péquation de la courbe roulante rapportée aux axes O'^ et O'y : on peut les supposer exprimées en fonction connue d'un paramètre /, a: = x{t),y=y{t);
s la longueur de Tare A© T : on a vu que s = OT;
6 l'angle de la tangente TX avec l'axe O'x.
Menons MQ parallèle à O'y; TQ parallèle à O'x^ et projetons la ligne TQM sur les axes (rectangulaires) OXet OY; il vient, en grandeur et signe,
TP = TQcose-4-QM sine = (a — a:) cos6 4-0 — j^) sinO, PM =— TQ sinO-f-QMcose =— (a — ar) sinô -+-(p — ^) cosO;
c'est-à-dire, en appelant X et Y les coordonnées de M par rapport aux axes fixes OX et OY,
J TP = X — 0T = X-5= (a — ar)cose-i-(p — j^)sine. •^ |PM = Y = — (a — a?)sinO-f-(p~ jr)cose.
D'ailleurs on a (n® S6)
dx = efscosOy dy = ds sinO,
ou, en divisant par dt,
ds ^ , ds .
ce qui donne
(a) -— = /a:'* -4- y* cosO = — , sinô = ^
^ ^ dt ^ -^ ' A'2-t-y* /PmTP*
les trois radicaux ayant le même signe, ce qu'il est important d'observer.
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En portant ces valeurs de cos9 et sînO dans (i), on a
(a-3r)ar--h(P-7)y - (g - ar)/-^- ( p — ^) ar'
OU, finalement, en remplaçante par / -j^dt^ et ^ par sa valeur (2),
II est inutile de fixer la limite inférieure de Tintégrale qui figure dans X, car cela revient à ne déterminer X qu'à une constante près, c'est-à-dire à déplacer la roulette parallèlement à l'axe des X.
Les formules (3), où les trois radicaux ont le même signe, le signe -4- par exemple, donnent les expressions des coordonnées X, Y du point M en fonction d'un paramètre t\ la roulette est donc paramétriquement déterminée. Dans ces formules, x{t) Ql y(^t) désignent les coordonnées d'un point quelconque de la courbe roulante par rapport à des axes liés à cette courbe et sont, par suite, des fonctions connues du paramètre t.
290. Applications. — 1° Cycloïde allongée ou raccourcie. C'est la roulette décrite par un point lié à une circonférence roulante; elle est dite cycloïde allongée ou raccourcie selon que le point générateur est extérieur ou intérieur à la circonférence.
Les équations paramétriques de la circonférence étant
remplaçons X et^ par ces valeurs dans (3); il vient
X = — (a — R cos^) sin f -h([3 — Rsin/) cos/H- R^ = p cos/ — (zsinr+ R/, Y =— ( a— R cos^)cos^ — (P — R s\x\() s\nt = R — ,3 ein/— -aco?^
On peut, sans diminuer la généralité, supposer a ou ^ nul.
Si le point générateur est sur la circonférence, on fera J3 = o, a = R, et l'on retrouvera les formules paramétriques qui correspondent à la cycloïde.
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Arc de la cycloïde raccourcie. — On a, en supposant ^ = o dans les formules précédentes,
a? = R^ — asin^, y = K — acos^,
d'où Ton tire dx et dy en fonction de t et rf/, ce qui donne : ds^= rf/»[(R — acosO'-i-a'sin»r] = û^/«(R«-f- a»— aaR cos/),
et, en remplaçant cos^ par cos-; sin^-»
ds= dti/{ R — a)«cos« - -+- (R -+- a)5 5in« - -
Posons - =: o; nous obtenons
ds = 7,do /(R — a)»cos>© -+- (R-+-a)>sin*^.
C*est une intégrale elliptique de même forme que celle qui donne l'arc d'ellipse; l'arc de cycloïde raccourcie ou allongée s'exprime donc par un arc d'ellipse.
L'arc qui répond à un tour complet de la circonférence génératrice s'obtient en faisant varier l'angle ^ de o à 27: et, par suite, ç de o à n; cet arc est donc
/ /(R — a)*cos*îp -+- (R -+- 3t)>sin«<pcf<p;
on voit, en se reportant au n° 287, que sa longueur est égale à celle de l'ellipse dont les demi-axes sont R — a et R -f- a.
Pour une cycloïde allongée, les demi-axes de l'ellipse corres-^ pondante seraient a — R et a -f- R.
2,^ Chaînette. — C'est la roulette engendrée par le foyer
d'une parabole roulante. On a, pour la parabole, x= - — > et, en
y supposant que y soit le paramètre t, y' = i ^ j;'= — • Portons
ces valeurs dans les formules (3), en y remplaçant a et ^ par les
coordonnées du foyer, à savoir - p el o; il vient :
- y ( /)« -f- .>'* ) r /— . dr
et
Dans Texpression de X, remplaçons Tintégrale par sa valeur obtenue au n** 286; il vient, après réductions,
et, en ajoutant la constante — ~^^%Pi C6 qui ne fait que déplacer la courbe parallèlement à Taxe des X,
L*équation cartésienne de la chaînette s'obtient en éliminant^ entre (4) et (5), ce qui se fait ainsi. On a, par (5),
y-^^ y^-h p^= peP ,
d'où, en vertu de (4),
si l'on porte enfin cette valeur de y dans (4), il vient, en élevant
Fig. 76.
au
carre et en posant y- = /? ,
On dit que l'axe des X {fig* 7O) est la base de la chaînette^
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3° Volumes et aires des s ut^ faces de révolution*
291. Volumes. — Soit une courbe plane, ^ =j^(d?), qui, en tournant autour de Ox {fig» 77), engendre une surface de révolution; admettons sans définition précise, pour cette surface, la
Fig. 77.
notion du volume compris entre un parallèle fixe, d'abscisse Xq^ et le parallèle mobile d'abscisse x. Ce volume est, dès lors, une fonction de x^ que nous désignerons par V(.r).
Il est aisé de calculer la valeur principale de son accroissement AV, quand x devient x -j-dx] AV est, en effet, le volume engendré par la révolution du trapèze curviligne MM'P'P, compris évidemment entre ceux qu'engendrent les rectangles MNP'P elN'M'FP, c'est-à-dire entre tzy^dx ei'K{y -\- ^y^dx. Donc
Tzy^dx < AV < T.{y-\-i^yydx.
Les deux termes extrêmes ont même valeur principale, izy^dx^ laquelle est, dès lors, celle de AV; de sorte que
dW = T.y^dx d\
ou
dx
= -yK
On en conclut, en remontant aux primitives,
V= I Tz y^dx -h consi.= 1 izy^dXj
puisque V(x) doit s'annuler pour x = Xq.
292. Aires. — De même, l'aire comprise entre les parallèles d'abscisses Xq et x, sur la surface de révolution, a pour accroissement l'aire engendrée par la révolution de l'arc MM', qui a même valeur principale que l'aire engendrée par la corde MM' (tronc de
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cône); si donc A(j:) est l'aire considérée, on a
dX = valeur principale de 'irMM'(^ "^ y -^ ^y)^
c'est-à-dire
dk = iT.y y/i -^ y^ dx ;
d'où, en vertu du raisonnement fait plus haut,
A = jm / y\J\ -H ^'- dx.
293. Exemples. — i° Volume de V ellipsoïde de révolution. Le volume compris entre le parallèle x et l'équaleur (j: = o)
est, puisque y = - y/«* — x-,
Le volume total de rellipsoïde s'obtient en faisant j: = a et en doublant le résultat :
a** y4/>e de r ellipsoïde de révolution, — L'aire comprise entre Téquateur et le parallèle x est
A = 21: / ^ / 1 -h y^ dx = 2 TU / ^ y'^-^ y^y^dx. Or Téqualion de l'ellipse méridienne donne
d'où
A = 27:—- / i/a'^ia'^— X*) -h ù^x-dx = it. — 1 /a* — c^x^dx en posant toujours c-= a^ — />-. On est ramené à l'intégrale
— : x^ dx,
qu'on sait calculer, et qu'on a obtenue en particulier aux n"* 278 et 279.
I. - LIMITES INFINIES
294. Défixiition. — Si la limite supérieure, par exemple, est infinie, on définit l'intégrale par la relation
I y(ar)rfa7 = limite, pour/? = -H 00, de / /(x) dxj
définition qui n'a de sens, bien entendu, que si le second membre a une limite, quand p tend vers l'infini; tout revient donc à voir si cette limite existe.
Or, on ne peut donner de règle générale permettant de reconnaître, dans tous les cas, l'existence de la limite; c'est ainsi que, dans la théorie des séries, il n'y a pas de règle générale pour reconnaître la convergence. Comme dans la théorie des séries, on ne peut qu'indiquer des règles particulières, qui reposent sur la comparaison de l'intégrale proposée avec des intégrales à limite supérieure infinie, qu'on sait, a priori, être, ou non, finies et déterminées.
295. Observations générales. — i° Supposons que la fonction y(j?) ait une limite, A., quand x tend vers l'infini; A doit
f /(^)rfx puisse
être finie et déterminée.
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Supposons, en effet, A non nul, et, pour Gxer les idées, A >> o; à partir d'une valeur suffîsamment grande de Xj x = q, la fonc* tion/(a;) restera comprise entre deux nombres positifs non nuls, A| et Aq ; l'intégrale proposée, prise entre q et/>, est donc comprise entre les deux intégrales
Al / dx cl Af / dx,
c'est-à-dire entre A| (/? — q) ei A.2{p — y), quantités qui tendent vers l'inGni positif en même temps que p.
2"* Cette condition n'est d'ailleurs pas nécessaire, c'est-à-dire que l'intégrale considérée peut avoir une valeur finie et déterminée sans que la fonction f{x) ait une limite (nulle) pour j: = ao.
Par exemple, si f{x) change une infinité de fois de signe quand x tend vers +oc, c'est-à-dire si la courbe j^ =/( a?) traverse une infinité de fois l'axe des x^ l'aire indéfinie comprise entre cette courbe, l'ordonnée fixe ^=:a et l'axe O^ a pour expression
A= / f{x)dx=zco\\sl.-^a\ — aj-haj —
ai, a», . . . {fig» 78) étant les aires des boucles situées au-dessus
Fig. 78.
de O^; aa, ^4, . . . celles des boucles situées au-dessous (n® 274). L'aire totale A se présente ainsi sous la forme d'une série, et, pour qu'elle ait une valeur finie et déterminée, il est nécessaire que le terme général an tende vers zéro : cela peut se produire sans que l'ordonnée f{x) de la courbe tende vers zéro, pour X iufini; il suffira que les bases Kn^n^\ des boucles successives aient pour limite zéro.
Citons, comme exemple, V intégrale de Fresnel,
Jf smx^dx^
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qui est finie et déterminée, ainsi que nous le verrons plus bas (n** 301) : iciy(a:), c'est-à-dire sin^^, ne tend pas vers zéro, et oscille entre — i et -h i, quand x tend vers l'infini; comme
d'ailleurs f{x) s'annule pour x=^)Jmz^ la base, Kn^n+xi d'une boucle a pour longueur
/7 r— / (/H-Olt — /lit IC
/(n-4-i)7t — //iir=-^^==^ ^ = -^y
V^(ai H- i;:r -t-/mr /(/n-i)ir-f-//»'ït
quantité qui tend bien vers zéro pour n infini.
Il n'est même pas nécessaire, pour que l'intégrale soit finie, que la fonction /{x)y dans le cas où elle n'a pas de limite quand x croit indéfiniment, présente une infinité de changements de signe; elle peut demeurer constamment positive, par exemple : mais alors il faut que les intervalles pendant lesquels /(a?) reste supérieure à à un nombre quelconque. A, si petit soit-il, aient une somme, c,
finie; car l'intégrale / /(x)dx est évidemment supérieure
à Ao*. Nous donnerons plus loin (n*" 309) un exemple de ce cas singulier.
Dans les applications, on n'a, en général, à étudier que des intégrales pour lesquelles /{x) tend vers zéro, et voici, à leur 5ujet, les règles particulières les plus usuelles.
— 9 qu'on
peut calculer directement. Cette intégrale (en supposant a > o, pour éviter la discontinuité, qui correspondrait à a; = o, de la
fonction — j est finie et déterminée pour /i > i , infinie pour /i< i .
Cela résulte immédiatement des relations
^ dx — = log/? — loga (sin = i).
On déduit de là, par comparaison, le théorème suivant, qui est d'une application fréquente.
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297. Théorème. — Si /{x) peut se mettre sous la forme - — » la fonction ^{x) ayant une limite finie et non nulle pour x infini, V intégrale j f{x)dx a une valeur finie et déterminée
quand n> \, et une valeur infinie quand /i< i .
La dëmonstration résulte immédiatement des remarques du numéro précédent. Soit, en eflet, A la limite de 4(^), A étant par hypothèse difTérenl de zéro. A partir d^une valeur suffîsamment grande de j:, ^ = q^ la fonction ^{x) restera comprise entre deux nombres A| et A2, ayant le même signe que A; supposons, pour fixer les idées, que ce soit le signe +• On aura dès lors (n® 263, Corollaire III)
Pour /i^ I, les deux intégrales extrêmes augmentent indéfiniment avec/?, comme on l'a vu au numéro précédent, c'est-à-dire que l'intégrale intermédiaire croît aussi indéfiniment. Pour/i^i, les deux intégrales extrêmes tendent vers une limite finie pour p infini, de sorte que l'intégrale intermédiaire reste finie. D'ailleurs cette intégrale.
dxj
augmente avec /?, car tous ses éléments sont positifs en vertu.de l'hypothèse que ^{x) reste compris entre A| et A2; c'est donc une fonction qui croît avec /?, sans pouvoir dépasser un nombre fini; elle a, par suite, une limite finie et déterminée poury^ =ao.
On a un théorème pareil lorsque la limite inférieure de l'intégrale est — « 00, et aussi lorsque les deux limites sont respectivement — 00 et 4-00. Les remarques suivantes s'appliquent également à ces deux cas.
298. Remarque I. — Dans le cas de /i >- 1 , il n'est pas néces-
f ^^——^dx ait une valeur finie et dé-
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lerminée, que ^(^) ait une limite (inie et non nulle pour x infini ; ilsujffit que ^{x) demeure fini (* ).
En effet, dire que ^{x) reste fini, c'est dire que ^{x) demeure compris, pour a: >> </, entre deux nombres A| et A2. Si A| et Aa sont de même signe, la démonstration ci-dessus est valable sans modification et prouve que Tintégrale proposée a une valeur finie et déterminée.
Si A| et A2 sont de signes contraires, A| < o, A2 >► o, c'està-dire si •i(^) change de signe une infinité de fois entre x = q
et .r = -|- oc, la courbe y=- ^- a la forme ci-dessous. Elle est
l-'ig. 70.
iJ=u-
iif
comprise, par hypothèse, à partir de Tabscisse x=^q, entre les deux courbes
Al
L'aire A, qui représente Tintégrale / ^-^ dx^ est donnée par la série
ai, «2, . . . ayant la même signification qu'au n" 295, 2*.
(') C'cst-à-dirc que la fonclion <{;(j:) peut avoir une limite nulle, ou même n'avoir aucune limite, pourvu qu'elle reste comprise entre deux nombres finis.
II
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La somme s des lermes positifs de celte série,
s = ai -h ^3 -t- rtj H- . . . ,
est finie et déterminée, puisqu'elle est évidemment inférieure à Taire finie Ao / -^ ; il en est de même de la somme s\ des
termes négatifs, pris en valeur absolue,
car s' est inférieure à l'aire finie (modAi) / -^« Or il est clair
que si deux séries, s et 5', à termes positifs, sont convergentes, la série obtenue en retranchant des termes de la première les lermes de la seconde, dans un ordre quelconque,, est convergente et a pour somme s — s' . L'aire A est donc finie et déterminée.
299. Remarque II. — Dans le cas de /î < i , il n'est pas nécessaire, pour que l'intégrale / - — ^dx ait une valeur infinie,
que *\{x) ait une limite finie et non nulle pour x infini; il suffit, a fortioi i, que i(x), pour x>q, garde un signe constant cl reste supérieur en valeur absolue à un nombre positif A|.
Si, au contraire, '!^{x) a une limite nulle pour x infini, ou si '!^{x) ne garde pas un signe constant quand x tend vers -4- oc, il y a doute, et l'intégrale peut avoir une valeur finie et déterminée, comme on va le montrer par un exemple.
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Pour établir que 1 a une limite, construisons la courbe
sin:i7
à droite de Oy.
Elle se compose d'une infinité de boucles, de plus en plus aplaties, coupant Ox aux points d'abscisses o, ir, 2?:, . . • , mz^ ....
Soient, en valeur absolue, «i, «a? ^s? • • • {fig' 80) les aires
Fi g. 80.
ombrées des boucles successives; on a
I = ai — ai H- aa — ^4 -h . . . .
Or les quantités ^i, a^t . • • vont en diminuant; car, à un élément —^dx de l'aire Oi, par exemple, correspond l'élémcnl
sin j?
»in(7: -f- ar) ,
—r-^ dx. OU — -—
en valeur absolue, puisqu'on a évidemment
- dx^ de Faire «2, inférieur au premier
m 0(1 — r- dx > mod dx^
xn
pour toute valeur positive de x.
De plus, Taire Up tend vers zéro lorsque p tend vers l'infini, car, en valeur absolue, cette aire est inférieure à celle d'un rectangle de base 7t, dont la hauteur décroît indéfiniment.
L'intégrale I se présente ainsi sous la forme d'une série à termes alternativement positifs et négatifs, qui décroissent en valeur absolue et ont zéro pour limite; elle a donc une limite finie et déterminée.
301. Remarque I. — Ce résultat est d'autant plus intéressant que l'aire totale des boucles situées au-dessus de 0;r, à savoir
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^'i -h «3-h..., est infinie, de même que Taire totale des boucles situées au-dessous; on établit ce point sans difficulté (*).
Remarque II. — En particulier, si Ton suppose /i = -, on voit que rinlégrale / —^ dx est finie. Par le changement de variable x=:u'^ elle se réduit au àouhXe AqV intégrale de F r es ne l {n^ ^!S6)
qui est dès lors finie et déterminée. Il en est de même de rinlégrale analogue
/ cosa*ûf«,
ainsi qu^on l'établit aisément.
Jr* dx ■ — 7 (modsinx) est
infinie, et il suffira pour cela de montrer, puisque niod sinx> sin^j;, que
est infini. Or on a
rf sin=;r ^ /•/' cos= j; ^ fP dx
ce qui est infini pour p =z o:^ puisque n<\. D'ailleurs,
rf's'in^x _ rf'cosTx __ rfçQsix 7i ^" ^ Ji ^^ ^~ Jt ^^ ^'
ce qui est fini, pour y? = oo, comme on le voit en posant 2a; = u et en faisant un
raisonnement pareil à celui du n" 300. Il en résulte que les deux intégrale»
/•• sin-x r* cos-x , . . r . ^
/ T~ "*^ ^^ I T~ "*^ ^^^^ munies, pour nS. i.
II. — DISCONTINUITÉ DE LA FONCTION
302. Cherchons maintenant à étendre la notion d'intégrale définie au cas de la discontinuité de la fonction.
r* Si/(x) est discontinue pour la limite supérieure t, on définit Tintégrale par la relation
/ /(J") ^J" — limite, pour E = o. fie / /(x)dXy
définition qui suppose que le second membre a une limite déterminée et finie, quand s tend vers zéro par valeurs positives.
2** On définit de même l'intégrale, dans le cas où la fonction est discontinue pour la limite inférieure, par la relation
f{x) dx = limite, pour e' = o, de / f(^) ^'-^j
quand e' lend vers zéro par valeurs positives.
3° Enfin, si la fonction est discontinue pour une valeur c, comprise entre a et 6, on posera
f /(j?) rfor — limite (le / f{x)dx-\- f fi-^) dx^
£ et s' tendant vers zéro indépendamment Tun de Tautre, et par valeurs positives.
303. Observons quey(:r) peut être discontinue de deux manières : i** ou bien, pour c = c, /{-v) a deux valeurs finies différentes, c'est-à-dire que /{c — s) et f{c-\- e) ont respeclivement des limites diflerentes, lorsque e lend vers zéro par valeurs positives ; 2" ou bien, pour j: = c, f{x) devient infinie.
Dans le premier cas, la courbe y =i f(^x) a la forme cidessous (Jiff. 8i).
L'intégrale
j = lun / -h lim /
est, malgré la discontinuilé, finie et déterminée, car Tintégrale / tend, pour e = o, vers l'aire curviligne A, et Tinté-
grale / lend de même vers l'aire A'. Il en résulte qu'une discontinuité de cette nature n'empêche pas l'intégrale d'être
déterminée.
Fig. 8i
II
li en est autrement des discontinuités dues au passage àe f(^x) par l'infmi; dans ce cas, comme dans le cas des limites infinies, on ne peut d'ailleurs indiquer que des règles particulières, analogues à celles des n«* 297-299.
/.^ 304. Si /{oc) est infini pour x = c, l'intégrale / /'(x)dx
pourra, selon les cas, êlre finie ou non. Ainsi l'intégrale
est (inic pour n<ii\ elle est infinie ou indéterminée pour /i ^ i . Cela résulte des inégalités
r'^^ ch' __f_ r -j_ I "]
r^ fir _ _i_ r I I 1
(pour /i>i),
Cl, dans le cas de n = i , des relations
r'-' dx
lOiT
f-HÎ
Les seconds membres de ces relations ne restent finis, pour € et t' nuls, que si n est inférieur à Tunité.
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On déduit de là, par une méthode semblable à celle des n*** 297-299, les propositions suivantes :
305. Théorème. — Si f{x) peut se mettre sous la forme f .^^ la fonction i({x) étant finie et non nulle pour x=^c^
V intégrale 1 f{x)dx {où a<.c<Cb) a une valeur finie et
déterminée quand /i < i , et une valeur infinie ou indéter^ minée ( * ) quand /i ^ i .
Remarque I. — Dans le cas de /i <C i? il n^est pas nécessaire, pour que Tintégrale ait une valeur finie et déterminée, que la fonction ^(^) soit finie et non nulle pour x=^c\ il suffît qu'elle soit finie.
Remarque II. — Dans le cas de /i^i, il n'est pas nécessaire, pour que l'intégrale soit infinie ou indéterminée, que la fonction 4(j?) soit finie et non nulle pour a: = c; il suffît que, lorsque x tend vers c, i^^x") finisse par garder un signe constant et par rester supérieure, en valeur absolue, à un nombre positif non nuL
306. On peut d'ailleurs déduire directement ces propositions de celles des n®* 297-299, en ramenant, par un changement de variable, le cas de la discontinuité à celui de la limite infinie.
D*après la définition
i f{x')dx = \\miiedc j f(x)dx-\- j f{x)dx,
on a deux limites à étudier, Tune pour e = o, l'autre pour e'= o. Soit d'abord l'intégrale
(•) Nous disons infinie ou indéterminée parce que l'inlégrale considérée est, pcir définition, la limite de la somme de deux autres intégrales, qui sont toutes deux infînics, mais dont les signes peuvent être contraires.
posons-y
elle devient
et l*on est ramené, puisque e' tend vers zéro par valeurs positives, au cas de la limite supérieure infinie et positive.
Donc (n*** 297-299), si 2 — n est supérieur à i, c'est-à-dire si /i<Ci, rintégrale (i) est finie et déterminée, pourvu que
♦Wc-H - j reste fini pour u infini, c'est-à-dire pourvu que •i(^)
reste fini pour a: = c. De même, l'intégrale (i) est infinie si 2 — n est égal ou inférieur à 1, c'est-à-dire si /?^i, et si<};(x), quand x tend vers c, garde un signe constant et reste, en valeur absolue, supérieur à un nombre positif non nul.
On Iraiterait de même l'intégrale / , en posant j: — c = >
et l'on arriverait à des conclusions identiques.
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n étant au moins éaral à l'unilé : d'ailleurs la fonction ^, a une
valeur déterminée, non nulle, pour x = c^ et dès lors, puisque /i ^i, l'intégrale n'a pas de valeur déterminée (n** 305).
Si une limite est infinie, si 6 = -|- oo par exemple, il faut, pour que l'intégrale (2) ait un sens, non seulement que o(x) ne s*annule pas entre <? rt -|-oo, mais encore que le degré du numérateur, F(d:), soit inférieur, de deux unités au moins, au degré du dénominateur ç(^). Car on peut écrire
Aq -+- Ai — -f- . . .
Bo-H Bi h. ..
la quantité entre croclicls a une limite finie, non nulle, ,— >
pour j: infini; il faut et il suffit donc (n**297), pour que l'intégrale (2) ait une valeur finie et déterminée, que p — m soit supérieur à l'unité, c'est-à-dire, puisque m etp sont entiers, qu'on ait
/•^~ F('.r) En particulier, pour que l'intégrale / — '■ — dx ait une
valeur finie et déterminée, il faut et il suffit :
1® Que îp(cr) n'ait pas de racine réelle;
2** Que le degré de ^(jc) surpasse, de deux unités au moins, celui de F(ar).
308. Exponentielles. — On sait qu'une puissance positive quelconque de e^ est infiniment grande par ra|)port à toute puissance de x, pour x infini ; c'est-à-dire que le produit e'^'^x" tend vers zéro quand x croît indéfiniment, quel que soit n, pourvu que m soit positif.
Cela rappelé, désignons par a une quantité positive quelconque, et considérons l'intégrale
e-mx^ndx (W>0).
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Elle est finie, car on peut Técrire
a «' rt
et la fonction ^(x), c'est-à-dire e~^^x^^'^^ a zéro pour limite, quel que soit /i, pour x = H- do : donc (n° 298), l'intégrale est finie el déterminée. On a supposé a positif pour éviter la discontinuité qui correspondrait à :r== o, si /i était négatif. Si a était nul et n négatif, Tintégrale
dx (n'>o)
serait, à cause du point de discontinuité x = o^ infinie pour n'^ i ; elle serait finie et déterminée pour /i'< i (n° 305); car, pour x= Oj la fonction <|^(^), c'est-à-dire e'"'"-'", est égale à l'unité. En particulier, l'inlégrale
/ e-^x^-^ dx,
qui sera étudiée dans le Cours de seconde année comme fonction de a (fonction eulérienne), est finie et déterminée lorsque a est positif; elle est infinie lorsque a est nul ou ni^gatif .
Exemple d'un cas singulier. — Soit Tintégrale
dx
La fonction à intégrer, /(x), est ici x^^(s\n^x) *; elle reste constamment positive et devient infinie une infinité de fois entre tz et 00, car s'xnx s'annule pour j: = t:, 211, . . ., nk, ... ; néanmoins, l'intégrale a une valeur finie.
En efl*et, entre mz el (n -{- 1)71, — ; est inférieur à — f-?» ^^ sorte que l'on a
,(/J-hl)1l , /,(/l + l)7C
dx
,.jt " ^ -^n-K (sin'a:)»
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Je (lis que Tintégrale qui figure au second membre a une valeur finie, A, indépendante de n ; posons-v, en effet, :r = rt. -h w, elle devient ^
égale évidemment à
0 (sinî3)^
/•• dz
"0 (sin«5)!»
et tout revient à démontrer que celte dernière intégrale esl finie. Or, enlre o et -> la fonction (sin-^;;)'"^ ne devient infinie que pour 2 = u, et Ton peut écrire
'0 (sin*;ï)' *-» 5»
la fonction ^(5), c'est-à-dire [-^z] ' ^^^ égale à i pour c = o, el Texposant^» de -s, esl inférieur à i ; l'intégrale est donc finie et déterminée (n® 303). Par suite on a, d'après (3),
/( X ) dx
n^Tz'-
Il en résulte évidemment que la valeur de Fintégrale
est inférieure, quel que soit/>, à la somme de la série
somme qui est finie, puisque la série Sai""^ est convcrgente(n**130). L'intégrale est donc finie (|ucl que soit /?, cl, puisqu'elle augmente avec/>, ses éléments étant tous positifs, elle a, pour p infini, une limite finie et déterminée. c. q. f. d.
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De même, a fortiori y l'intégrale
dx
qu'on déduit de la précédente en augmentant le dénominateur, est finie, et, par suite, déterminée : ici, la fonction y(^) ne devient pas infinie entre .r = t: et :c = oo, mais elle atteint une infinité de fois la valeur i.
310. Calcul des intégrales généralisées. — La formule fondamentale
(I) r f{x)dx = V{b)-V{a\
OÙ F(jc) désigne une fonction primitive de /(.r), est-elle applicable au cas où la fonction y(.r) est discontinue entre a et 6, cl au cas d'une limite infinie?
1° Supposons d'abord une limite infinie, 6 = -1-do; on a, si /(»>p) est continue entre a et -|- oo.
^ /^x)dx=rip)-F{a),
et cela quelque grand que so\l p ; par suite, en passant à la limite,
/{x)dx = F(x)— F (a).
La formule (i) est donc applicable si la fonction /{x) est continue entre les limites d'intégration et si F(oo)«a une valeur déterminée.
2° Si /(x) est discontinue entre a et 6, pour j; = c, on a, en la supposant continue entre a et c — s, et entre c H- s' et 6,
f /(x),lr = F(c-t)-F{a),
f /{x)dXr.F{b) — F(C-4-6'),
d'où, en ajoutant membre à membre et faisant tendre e et e' vers
aj
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zéro,
/ f{x)dx = F(6)— F(a)-+-limF(c — £) — limF(c-hÊ').
Si F(j;) csl continue pour x = c^ F(c — s) el F(c + e') ont une même limite F(c), et l'on a encore
r /(x)(ix=F{ù) — F{a).
La formule est donc applicable si la fonction F(a:)est continue au point de discontinuité de /(a:); elle peut être en défaut dans le cas contraire.
Soit par exemple /(jr)=:f ^; cette fonction est discontinue
pour j: = o, mais sa primitive, F(j;)=-a:*, est continue au
même point ; la formule est donc applicable, et Ton a, par exemple,
^ dx — - 1,37* j_, = o.
Au contraire, si y(x) = ar~^, la primitive, F(^) = — -> est
discontinue pour ^ = o; la formule peut être en défaut entre deux limites qui comprennent zéro. Elle donne effectivement un résultat inexact :
r^"" dx /i\-^*
ce qui est absurde, car le premier membre, somme d'éléments positifs, ne peut être négatif. En réalité, ~ devenant infini pour a: = o, et l'exposant 2 étant > i , l'intégrale proposée est infinie.
311. Un exemple d'une nature analogue est celui de l'intégrale
* •^■(-) rfx.
où fi^x) désigne une fonction de x^ continue entre a et 6, saut peut-être en certains points, où elle devient infinie.
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L'intégrale indéfinie esl arc lang/(j:); pour préciser, et puisque les diverses valeurs de l'arc tang diffèrent entre elles de la quantité constante A"7r, nous prendrons pour intégrale indéfinie la fonction Arc tang/(x), la lettre A désignant l'arc unique compris
entre — - et H — dont la tangente est f{x). Celte fonction,
Arc tang/(a:), est une fonction continue de x^ à moins quey(jr) ne passe par l'infini en changeant de signe : car si f{x) passe par exemple de -|-oo à — oo, Arc tangy*(a:) passe brusquement
de H a •
Si donc f{x) ne devient pas infinie quand x varie de a à 6, ou si f{x) passe par Tinfini sans changer de signe, la fonction Arc tang/(j?) sera continue Ae x =^ak x = by et l'on reconnaît comme plus haut que la formule (i) est applicable, en sorte que
Cette formule est-elle encore vraie si /{x), quand x varie de a à 6, passe par l'infini en changeant de signe?
Supposons que, de a à b^f{x) passe une seule fois par l'infini, pour ^ = c, en allant de -|-co à — oo, par exemple. On peut alors appliquer la formule ci-dessus dans chacun des deux intervalles a, c — £ et c -h e', 6; il vient ainsi
f'ix) \L;rf^x)'^'^ "" '^^^ lang/(c — e)— Arc lang/(rt),
f Y^~n{x~)'^'' = Arclan-/(7;>) — Arc tang /(c -+- e').
Or, par hvpolhèsc, /{c — s) tend vers -h oo quand e tend vers zéro; Arc lang/(c — e) tend donc vers -; de même, puisque f{c-\-z') tend vers — oo pour e'= o, Arc tang/(c -h s') tend
vers Il vient donc, en ajoutant membre à membre les deux
relations précédentes, et en faisant tendre e et s' vers zéro,
/ TIlT/TT^t; d^ = Aï'c tang/(ô)— Arc tang/(a)-+- tt.
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Si, pour X = Cj f{x) eût passé de — oo à +00, on aurait eu — tz au lieu de iz dans le second membre.
D'une manière générale, il résulte de là que si f{x)^ lorsque x va de a à 6, passe k fois de ,-f- 00 à — 00, et k' fois de — do à 4-00, on aura
/ — ■ — y- clx = Arc tang/(6)— Arc tang/(a)-+-(A- — k')T:,
312. Application. — Soit à évaluer, en coordonnées polaires, l'aire de l'ellipse
p'(A cos'to -h 2B cosio si n tu -h C sin'o)) = i,
qui a pour équation cartésienne Aj:--1- '2Uxy -h Cy''= 1 , et dont le centre est à l'origine : pour que la courbe soit une ellipse réelle, il faut et il suffit que AC — B^ et C soient positifs.
Soit S(w) l'aire du secteur elliptique compris entre les rayons vecteurs d'angles polaires o et o>; on a
c'est-à-dire
'2 A eus* to -T- •>. I{ cosw jiiii to H- (.^sin*(o Posons
lanj:;a>=^. to = arctang/, do) —
i-\- fi'
il vient
,-,1 df I Cdf
;• A -f- 2 lu -h G /2 2 ( C/-r- H)' H- AC— 152
dt
I /AC— H
>VAC B2 . ^ C/-4-H
y/AG— h«
Si donc on [)Ose
G tanmo -^ B G^ -h B
v/AG - IJi /A G — l>
on aura
et, par suile,
a/AC-B» i-H/*(to)
d'où
ai/ÂG — BîJo '
On a ainsi à calculer une intégrale du type qui vient d'être étudié, la fonction /'(6) devenant infînie, entre o et 27:, pour
0=-etO=— •
Donc :
1° Si (1) est compris entre o et - > on aura, puisque /(Ô) ne devient pas infinie entre o et u,
I r. C tcinprto -+- B ^ B 1
— Arc tang — — — Arc tang— — I;
v/AG— B«L v/AG-B=i VaC — B«J
2** Si (1) est compris entre - et — \ la fonction f(^)\ lorsque 8
croît de o à (1), devient infinie pour 8 = - > et passe alors de -+- oc
à — 00, puisque C est positif; donc S est donnée par la même formule (2), où Ton ajoute le terme -\-tz dans le crochet;
3® Si (O est compris entre —^ et 21:, /(ô) passe de 4- oo à — oc
pour 8= - et Ô = -^\ on doit donc ajouter, dans le crochet du
second membre de (2), le terme -|- 271.
En particulier, pour (o = 27:, S devient Taire de Tellipse; les deux Arc tang se détruisent et il reste
v/AC — B»'
I. - INTÉGRATION DES SÉRIES; DÉRIVATION
313. Intégration. — Il peut èire utile, pour calculer une inlé- ^rale définie, de développer en série la fonction à intégrer : riiitégrale de la série est-elle la somme des intégrales des termes de celle-ci? Voici à ce sujet le théorème fondamental.
Théorèmk. — Uintégrale, entre des limites finies, d^ une série uniformément convergente dans un intcr\,'alle qui comprend ces limites, s^ obtient en faisant la somme des intégrales des termes de la série.
Soit en efl'et S(.r) la somme d'une série uniformément convergente (n'* 136), pour une valeur x comprise dans Tinlervalle de convergence uniforme; désignons par a et 6 deux quantités de ce même intervalle. On a
S(.r)= M,(.r)-f- WîC^) -\-. . .-+- w«(j")-h R,i(j^);
(i) / S(x)d.r = I U)( x)dx -{-...-}- I u,i(j')djr -h j l\„(x)dT,
La série S{x) étant uniformément convergente, on peut prendre N assez grand pour que modR,i(a:) soit inférieur à un nombre donné ty pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b, cl pour loute valeur de n égale ou supérieure à jN ; on a ainsi, dans ces conditions,
/ K„ ( ir)^^ à^ I dx = t{h — a ).
mod
Donc si {b — a) est fini, c'est-ù-dire si les deux limites a et b sont finies, on pourra prendre N asicz grand pour que le premier
membre soil aussi petit que l'on veut, pour toutes les valeurs de n au moins égales à N; et par suite, d'après (i), la série indéfinie
pour somme la quantité / S(x)dx.
aura pour somme la quantité / ^{x)dx, c. q. f. o.
31'i. Il est indispensable d'introduire dans la démonstration précédente la notion de convergence uniforme.
Voici, par exemple, un raisonnement qui figure dans un ancien Traité d'Analyse. On écrit la série
S(^)= ai(a:)-h. . .-h a,i(x)-i- R„(ir);
puisqu'elle esl, par hypothèse, convergente, R/i(a:) tend vers zéro pour n infini. Si maintenant on intègre les deux membres entre a et 6, il vient
Jf S{x)dx= I Wjrfj7H-...H- / Undx-^ j R/jC/x, n ^ a ^ ti «^ a
et, puisque R;, tend vers zéro à mesure que n augmente, / R,, dx
tend aussi vers zéro. Donc. . ..
La faute de ce raisonnement est la suivante.
Pour une valeur de x comprise entre a et 6, la série S est convergente; c'est-à-dire que R/t(^) tend vers zéro, à mesure que n augmente, x restant fixe. Mais si l'on {d\l à la fois varier net jt, rien ne prouve que R«(x) tende vers zéro; et, comme dans l'intégrale
dx
X est essentiellement variable, on n'a pas le droit de dire que l'intégrale a pour limite zéro, quand n augmente indéfiniment.
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pour laquelle ou a
(^e reste tend vers zéro quand x a une valeur fixe réelle quelconque, et quand n augmente indéfiniment : car pour j: = o, H/ï_i (wC) est nul, quel que soit n\ et pour x non nul, Texponenlielle (\ -\- x'^Y'^^ y de base supérieure à Tunité, est infiniment grande par rapport à n^ quand n tend vers Tinfini. Néanmoins l'intégrale
ne tend pas vers zéro, lorsque n augmente indéfiniment, car on a
expression qui, pour /i = oo, est égale à -•
316. Dérivation. — La question de la dérivation des séries est liée à la précédente; on va établir que :
Théorème. — Si une série S (a:) est convergente dans un intervalle ab, et si la série
des dérivées de ses termes, est non seulement convergente, mais uniformément convergente dans cet intervalle, ^^{x) sera ta dérivée de S{x), pour toute valeur de x comprise entre a et b.
On a en efl'et, en désignant par^ une quantité comprise entre a et 6,
1 I.(x)djc= I u\(x)dx-^,.,-^ I u'n{x)dx '^-. . .,
puisque la série 2(4?) est uniformément convergente; ou
I S(ir)^/j- = [ Ml (/)—//! (a)] -+-. ..-+-[ M« (7 )—a;,(cr )]-:-...,
c'est-à-dire (n« 129, 6")
f y:(T)dx = S(y)-^S{a),
relation qui montre bien (n® 26o) que S(jk) est la dérivée, par rapport à j', deS(^) — S(a), c'est-à-dire de S(j^).
317. Remarque. — Quand la série S(:r) converge, la série des dérivées de ses ternies peut ne pas converger. Ainsi la série
est convergente, puisque les modules de ses ternies sont inférieurs
aux termes de la série convergente dont le terme général est — ; mais sa dérivée ne saurait être représentée par la série
cos.r -h cos4.r -f-. . .-i- cosn^x -+-..., ([ui n'est pas convcrgenle.
ipplications.
318. Développement de arc si nj*. — On part de la formule du binôme généralisée (n° 161)? pour m = »
Cette série de puissances a pour cercle de convergence le cercle de rajon i (n^ 161), et converge dès lors uniformément dans tout cercle intérieur; en particulier elle converge uniformément lorsque X est réel et compris entre — p et -f-p, p étant aussi voisin de i (ju'on veut, mais inférieur à i. On peut donc intégrer la série entre o et ^r, pourvu que mod^r soit plus pelit que p, ce qui donne
Arc sm.r — :r - — -- — h. . .-r
}. S '2.4... i- fi 'f- fi -+• I
déve!op|)erneiit valable mire — p et -^-p, c'est-à-dire enlrc — i cl H-i , ces limites pouvant être exceptées.
Développement de arc tanga;. — On part de la série
qui, de même, converge uniformément lorsque x est réel et compris entre — p et -f- p. Donc, en intégrant entre o et :r,
Arc tangj" = x —H — : . . .,
développement valable quand x est compris entre — i et +1, ces limites pouvanl être exceptées.
Des considérations plus délicates, dues à Abel, montrent que les développements de Arcsinx et Arc tango: sont encore valables pour .r = ib I .
II. — DÉRIVATION SOUS LE SIGNE f
320. Soit y(jc, a) une fonction de x^ dépendant d'un paramètre a; l'intégrale
(I) \= f f{X,OL)dx,
ti
où les limites a et b sont, soit des constantes absolues, soit des fonctions de a, est une fonction du paramètre a. Lorsque l'intégration de /{x^ a) par rapport à x est impossible à l'aide des fonctions élémentaires, on définit ainsi une /onction nouvelle, dont il est généralement impossible de donner d'autre expression que l'expression (1) : on va indiquer comment on peut former sa dérivée par rapport à a.
321. Règle de Leibnitz. — Supposons d'abord les limites a ei b indépendantes de a, et donnons à ce paramètre un accroissement h; il vient, pour l'accroissement AI de l'intégrale,
At- r [f(^x,%-^h)-f(x,a)\dx,
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et la dérivée de I par rapport à a est la limite, pour A = o, de l'expression
f(T,ct-hh)—/(x.a) ^
Or la quantité sous le signe / a pour limite, quand h tend
vers zéro, x et cl restant fixes y la dérivée partielle fi{x^ a), c'està-dire que l'on a :
e désignant une fonction de x^ a et A, qui a zéro pour limite quand h tend vers zéro, x et 7. demeurant constants. D'après cela
AI r* r^
Dans les anciens Traités de Calcul intégral, on se borne à faire observer que l'intégrale / tdx tend vers zéro, puisque e tend lui-même vers zéro avec A, et il reste
d'où cette règle, due à Leibnitz :
Règle. — La dérivée de V intégrale 1 /{x, oi)dx par rap-
port au paramètre ol^ lorsque les limites a et b sont des constantes absolues, s^ obtient en remplaçant^ sous le signe f , la Jonction f par sa dérivée, prise par rapport au paramètre.
322. Mais le raisonnement ci-dessus est insuffisant : e ne lend vers zéro avec h que si x (aussi bien que a) reste fixe, et dans
l'intégrale / tdx^ x varie de a à 6. On n'a donc pas le droit
d'affirmer que celle intégrale ait pour limite zéro : un cas analogue s'est déjà présenté dans la question de l'intégration des séries. Pour que l'intégrale eût sûrement zéro pour limite il faudrait
CHAPITRE V. — PROPRIÉTÉS RELATIVES AUX INTÉGRALES DÉFINIES
que, pour loules les valeurs de h de module suffisamment pelil,
pour toutes les valeurs de :r comprises entre a et 6, et pour a = ao,
la fonction e(j:, a, h) demeurât inférieurCj en valeur absolue,
à un nombre donné, s', aussi petit qu'on voudrait; l'intégrale
/ tdx serait alors inférieure à e'(6 — a), et aurait bien zéro
pour limite (*). La règle serait alors applicable, et donnerait la dérivée de I, pour a=:ao. 11 paraît difficile de préciser les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doit satisfaire la fonction f{x^ a) pour qu'il en soit ainsi; aussi se bornera-t-on à indiquer un cas particulier, très étendu, où la règle s'applique en toute sécurité.
323. Ce cas est celui où la fonction f{x^ a -{- A) vérifie la formule deTajlor réduite aux deux premiers termes :
Cela suppose (n° o3) :
1** Que y(^, a) et /!x{^i a) sont des fonctions continues de /a variable a, lorsque a varie entre deux limites ai, a2; et cela quelle que soit la valeur attribuée à x entrera et b;
2** Que/gJ', est finie et déterminée quand a reste entre ai etaa, et X entre a et b.
On a en ce cas
dx
= C f'^(x,7.)dx-\-- f /;r(x,(x-\-Oh)dx.
Or, si aucune des limites a, b n'est infinie, la dernière intégrale, au second membre, est finie, puisque, par hypothèse, /â» ^^ devient infinie pour aucune des valeurs de a et a: respectivement comprises entre ai et aj, a et 6 : le produit de celle intégrale
(') A condition encore qu'aucune des limites, a et 6, ne soit inTinie.
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par - Il tend donc vers zéro avec /i, el, à la limite, on a bien
pour loules les valeurs de a comprises entre «i et a^.
321. Si les conditions du n° 323 (ou des conditions analogues) ne sont pas remplies, ou si Tintégralc donnée a une de ses limites infinie, on ne j)eut appliquer avec sécurité la règle de dérivation ; une discussion spéciale peut devenir nécessaire dans chaque cas j)articulicr.
323. Remarque. — La remarque suivante simplifie cette discussion dans le cas des limites infinies, si Ton suppose remplies les conditions du n° 323.
On a en ellet, d'après (2), a et b étant supposés finis,
(3) ~ = r /;(^,a)c^xH- ^ C /^,(x,aL-hOh)dx.
Supposons que b tende vers l'infini; la limite du second luembrc, pour h = o, sera celle de son premier terme, à savoir
si rintégrale
/ fi{or,ix)dx,
a une valeur finie : en ce cas donc, la règle de Leibnitz sera sûrement applicable.
Voici au contraire un exemple d^ illégitimité de la règle de dérivation, dans le cas d'une limite infinie.
Soit l'intégrale
dx,
qui est finie et déterminée (n" 300); c'est dès lors une constante absolue, que l'on démontre d'ailleurs être égale à ^» Faisons le
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changement de variable x = aj^% a étant une constante positive;
il vient
sin:r , r «ma v ,
La dérivée du second membre par rapport à a doit être nulle, puisque celte intégrale a pour valeur une constante absolue; or en appliquant la règle, on trouverait, pour cetle dérivée,
I cos 2 r <:/;-,
expression évidemment indéterminée.
3î26. Si les limites a et ^ de Tinlégrale proj)Osée (i) sont, non plus des constantes absolues, mais des fonctions du paramètre a, on trouve la dérivée en appliquant la règle de dérivation des fonctions composées. On a
rfl 01 db ô\ lia r^
di ob (ioL Ou di
j f'^{T,7.)dx.
La dérivée, -tt' de / /(x, 7.)dx par rapport à la limite supé-
lîeure, 6, élant/(6, a) (n" 265) et— étant de même — /(^', a), il vient
d\ ^ , db ^ ^ da C ' r. , . ,
«- rt
Intégration des différentielles totales.
327. Problème. — Etant donnée une expression de la forme X c/x -f- Y r/K -f- Z c/;;, où X, Y, Z sont des fonctions de trois variables indépendantes x^ y, z^ reconnaître s^il existe une fonction u^ de x^ y^ z^ dont cette expression soit la différenrentielle totale, et trouver cette fonction u, si elle existe.
On a supposé, pour simplifier Técriture, qu'il n'y avait que trois variables indépendantes; Ténoncé s'étend de suite à n variables.
Traitons d'abord le problème pour deux variables seulement, l'expression donnée étant X dx -f- Y dy.
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Si la fonction u existe, on aura par définition
du _ ^" _ V
Dérivant la première de ces relations par rapport à x et la seconde par rapport à y^ on obtient
Ou- ôy Oy ây Ox dx
d^où la relation de condition
^^^ Oy Ox
On trouve ainsi une condition nécessaire pour que Xrfj: + Yrfy soit une différentielle exacte, du\ je dis que cette condition est suffisante, c'est-à-dire que, si elle est vériGée, la fonction u existe : pour l'établir on va former cette fonction.
La dérivée de u par rapport à x doit être égale à X, c'est-à-dire
du dx
( 5 ) u = I Xdx-hv,
que - =X*, on en déduit, en intégrant par rapport à x,
jÇo étant une constante absolue, choisie à volonté, et i> une constante par rapport àx, c'est-à-dire une /onction dey; dans l'intégrale, y est traité comme constante.
11 faut maintenant déterminer v de manière que y soit égal à Y : à cet effet, dérivons les deux membres de (5) par rapport à j>^, en appliquante règle de dérivation sous le signe / . On aura
ù\ , dv
Oy Oy
Mais, d'après l'hjpothèse (4), -^ = y-; donc
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Celle relalion n'offre aucun caraclère dMmpossibililé, puisque les deux membres sonl des fondions de y seul, x ayant disparu : on en lire, en inlégrant par rapport ky^
yo désigne une constante absolue, quelconque, et C une constante par rapport à y^ c'est-à-dire une constante absolue, puisque p n'est fonction que de y.
On a ainsi pour u Texpression
(6) u— I \{x, y)dx -{- I \(xo, y) djr-^ const.
Au second membre, Xo ely^ sont des constantes arbitraires que l'on choisira de manière à simplifier les calculs; dans la première intégrale, j^ est traité comme une constante. La fonction u existe donc, et est donnée par (6), ce qui établit le théorème ( ' ).
328. Passons maintenant au cas de trois variables indépendantes. On voit, comme plus haut, qu'il est nécessaire, pour que \dx -{-Y dy -^Tjdz soit une différentielle exacte, que Ton ait identiquement, quels que soient j?,j^, :;,
Oy ox Oz ôx* dz ~ ô)'
Je dis que ces conditions sont su/fisantes : montrons pour cela que, si elles sont vérifiées, la fonction w, définie par la formule analogue à (6),
u= I \{x,y,z)dx (8)
(') Deux fonctions, u et U, données par (6) et répondant à des valeurs différentes de x^ et jKo» o"t mêmes dérivées, X et Y, par rapport à x et y ; elles ne différent donc que d'une constante, c'est-à-dire que le second membre de (6) ne contient, en réalité, qu^une constante arbitraire, addilive.
a pour dérivées partielles, par rapport à x^ y\ z^ les fonctions \, Y, Z : dans la première intégrale y et :;, dans la seconde w, sont traités comme des constantes. On a immédiatement
au
Kn second lieu ;
£= f X7^-^-^Y(ro,r,^),
0\ àY et, puisque -— = - »
Ty^.f 'jj'/^-Y(x,j',.)
= Y (.r, j, 5) — \{to, 7, -) -+- V(ro, J, 5 ) = \(t, y, z ). Enfin
Ou r* à r^ d
OU, en vertu de (7),
-JZ = -—7.(x, y,z)(/x-¥- / yZ{Xo,yjZ)dy-]-7.(aro,yoj^)
= Z(j^-, ^, ;;)— Z(j"o,r»-)-+-Z(.ro,r' «)— Zi.ro. ^Ko, -)-+- Z(j-oO'o, -)
Les formules (7) et (8) s'étendent immédiatement au cas d'un nombre quelconcjue de variables indépendantes.
Exemples. — 1° Soit l'expression
f{a')dx-^o{y)c/y; c'est une dillcrenlielle exacte, car -— f(x)= -—'^(y) = o: et
"=/ fi'r)flx-+-l 9(^)c^K-i-const., ce qui était évident a priori,
, Y cix ^— X dv
'i"^ L expression — — —- est une différentielle exacte, comme
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on le vérifie de suite par (4), et Ton a
y (l.r r^ x^ dy
consr.
La seconde intégrale disparaît si l'on prend j:(, = o, et il reste
- dx -+- const. = arc tanîjr h consl.
III. - SÉRIE DE FOURIER
330. Lemme. — On a, lors(|ue m est un entier non nul, Ci) / s i II //i ./•</./• — Cc(>s//i.r)'''*"*^= o,
résultat qui subsiste évidemment pour m = o. De même
r <>, SI m >(), (2) / c(i>/nx dx = <
f I 'IT., SI m = o.
Soient maintenant /n et n deux entiers positifs; on a
si 11 /nx cosnx dx
= - 1 sin ( //i H- /i ).r ^/./" -H - / sin ( /;? — n }x d.r = o ;
,'t k-i'K . - /i -f- 2 TT
f cos ( //i — // ; j" — ros ( /;/ -f /« ^y | </.r — o, si m n ,
— -, SI m = n ;
= - I [co>(m — /*,»./•-+- cos( m -K /t)j'] </j? = o, si m / n.
cos/n.r oos//.r dx
= TT, SI m = II.
331. Cela posé, supposons qu^une fonction, /(x), soit représentable, entre x = ae{x=ia--\- stt, par un développement uniformément convergent de la forme
( /( J") = Ao-+- Ai cosj' -4- Aj COS2J?-!-. . .-4- A„ cos/ix -f-. . . ( H- Bi sinx -f- B, sin^j--!-. . .-hBrt smnx -+-...:
il est aisé de calculer les coefficients A et B. Intégrons en effet les deux membres de (G) entre a et a -h ait^ l'intégrale du second membre est la somme des intégrales des différents termes, puisque la série est supposée uniformément convergente ; il vient ainsi
fix) dx = 2 7: A 0,
car tous les autres termes, au second membre, sont nuls, en vertu
de (i) cl (2).
Donc
^0= ~z / f(x)clx,
ce qui détermine Aq.
Pour calculer A„, multiplions les deux' membres de (6) par cosnxy et intégrons ensuite de a à a-^-in] il vient, en tenant compte de (5),
/ fi^) cos n X dx = TT A« ,
car tous les autres termes, au second membre, sont nuls, en vertu
de (3) et de (5).
De même
/ /(x)i^ii\nx dx = TzB,t^
ce c|ui donne
^'i-+-2:: ^rt-f-17;
(7) A,,— - / /{x) co^nx dxy B,, = - / /{x) s'innx dx.
Telles sont les expressions cherchées des coefficients.
332. Théorème de Dirichlet. — Ces calculs supposent essentiellement que f [x) est dévcloppable en série de la forme (6) et
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que cette série est non seulement convergente, mais uniformément convergente entre a et a -+■ 271.
Dans quel cas sera-t-on sûr qu'il en est ainsi, c'est-à-dire dans quel cas la série
( An-h Atcosx -h. . .-^ XftCosnx -h. . . (8)
( -h Bi sin a: -h. . .-T- B« sin /la: -H. . .,
où les A et B sont remplacés par leurs valeurs (7), sera-t-elle uniformément convergente et aura-t-elle pour sommey(ar)?
Nous ne traiterons pas cette importante question, dont la solution demande d'assez longs développements; bornons-nous à indiquer le résultat.
Si f(x) est une fonction finie et continue entre a et a -h air, pouvant toute/ois posséder un nombre fini de discontinuités sans passage par r infini, et si elle n*a, dans IHntervalle considéré, quun nombre fini de maxima et de minima^ la série (8), dite de Fourier, représente la fonction entre a et a -\- 'j.t.,
II faut observer que, si y*(^) présente des discontinuités, sans passage parrinfini, entre a et a-f- a?:, les intégrales qui définissent ies coefficients A„ et B,^ sont néanmoins bien déterminées et finies, et qu'il n'y a d(>s lors aucune indétermination dans les valeurs de ces coefficients (n° 303) (•).
Dans le Cours de seconde année, nous donnerons la démonstration d'un théorème analogue à celui de Dirichlet pour une fonction d'une variable imaginaire, mais avec des restrictions relatives à la continuité de la fonction.
333. Remarque I. — Le théorème précédent ofi're un grand intérêt analytique. 11 permet d'exprimer, à l'aide d'une série dont les termes sont continus, des fonctions discontinues, et aussi de représenter par une même série deux ou plusieurs fonctions différentes : voici comment ce dernier point doit s'entendre.
Soient cpi(.r) er '^'>(x^ deux fonctions de x^ continues par
(') La série de Fourier donne la valeur exacte de /(a;) en tous les points (de Taxe des x) où la fonction est continue; en un point de discontinuité, elle donne la demi-somme des deux valeurs de/(j:) en ce point.
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exemple entre a et a -\- 271; soit b une valeur de x comprise dans cet intervalle. Désignons par y*(x) une fonction égale à Oi(x) entre a et /;, et à '-f^i^) entre b ei a -\- "^tz : f{x) est une fonction continue de « à 6 sauf une discontinuité possible en 6; on peut donc la développer en série de Fourier :
f{x ) — Ao-^ Aicosj" H-. . .
-r- H| sin j- -h. . .,
et Ton a ainsi ufie série qui, entre a et 6, représente S| (.r) cl, entre 6 et a -h 9.7:, représente cpo(.i'). On pourrait de même supposer qu'il y a trois, quatre, . .• fonctions '^ différentes.
Exemple. — Cherchons la série de Fourier qui représente '^, (^x) = I entre o et ?:, et 'f j(.^) = — 1 entre t: et 211.
On a A,,— - / f{jr)QO?>nxd,r=- j i.cos/i.r^/.rH — / ( — i)co<njrdx.
ciir/'(\r) 1^ I entre o et ?:, et = — i entre :: et mz. On en conclut
De même
IVv = - / ^InriTcfor — ■_ j s'in rijrdT
/ O, SI n est pair,
— ( cos/i5^)^ -}- - - f cos /i .rC^ = • \
n- '« //- '^ / -^, si 71 impair.
Donc, en observant que A^ est nul aussi, on a
f(j' ) — 1 I sin J- 4- - sin ^or 4- - sin ')jr -^. . . \:
sous une autre forme, la série
sinj^H- -sin3ir-i- Tsin>a7-h...
e?>t éfçale à y> (luandxest compris entre o et?:, et à — ^j quoiid x csl compris entre t: et 2-.
33 i. Remarque II. — Il résulte de la llcmarquc qui précode
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que, dans Tintervalle de 6 à a + 2îw, inférieur à 27r, on pourra représenter une fonction donnée, ç(^), par une infinité de séries de Fourier; car il suffira de se donner arbitrairement une fonction çpi ( j:) entre a et 6, et de former la série qui représente ^i (x) entre a et 6, et f (^) entre 6 et a -f- ait.
Application, Développement en série de cosinus. — Soit a = — 11, 6 = o, a-f- 211= 7r; désignons par <p( a:) une fonction donnée et prenons pour «pi (:r), entre — ii et o, la fonction
Développons en série de Fourier, de — 7t à -h ir, la fonction/(j:), qui est égale à '^i (a;), c'est-à-dire à ©( — x)^ entre — tt et o, et à ^{x) entre o et it : cette fonction est paire ; f{x) sin/i x est donc une fonction impaire, et l'on a, par suite (n® 263, 4°)?
f{x)ûïinx cte = o.
De même y(j;) cos/ij? est une fonction paire, et, par suite (n°263, 4'),
icAn= / /{x)cosnx dx = 1 1 <f(x)cosnxdx,
tcAo= / ^{x)dx.
Il vient ainsi, pour x compris entre — tt et -f- tt,
f{x) = Ao-H AiC0SJ7H- AjCOS'ia^ -+-...,
les A ayant les valeurs (9); c'est-à-dire, puisque /{x) est égal à 'f(x) entre o et tt,
développement de «j>(^) en série de cosinus, valable entre x = o et X = Tz,
Développement en série de sinus. — Si l'on avait choisi <f 1 (^), entre — ir et o, par la condition
(p,(ar) = — ç(— a:), H. 22
la fonction y*(^) définie plus haut eût été une fonction impaire : alors les An sont nuls, les B/, ont des expressions analogues a (9). et l'on obtient ainsi un développement de ç(^), valable encore entre o et t:, ne contenant que des sinus.
IV. — CALCUL APPROCHÉ DES INTÉGRALES DÉHNIES
335. Quand il n'est pas possible de calculer la valeur exacte d'une intégrale définie, on a recours, dans la pratique, à des méthodes d'approximation qui vont être exposées. L'une d'elles, sur laquelle on ne reviendra pas, est le développement en série de la
fonction sous le signe / ; on limite ce développement à quelques
termes, qu'on intègre séparément.
Méthode des trapèzes. — Pour calculer / /(x)dx
c'est-à-dire Vaire comprise entre l'axe des x, la courbe ^1 = f{^) et les deux ordonnées x = a^ x = b (Jig. 82)^ on la divise en
Fig. 83.
aires plus petites en menant des ordonnées intermédiaires. On substitue ensuite à chacun des trapèzes curvilignes ainsi obtenus le trapèze rectiligne de mêmes sommets, et la somme des aires des trapèzes recliligncs donne une valeur approchée de l'intégrale proposée.
Si la couvhe y = f{x) est tracée, il sera bon de mener des ordonnées intermédiaires équidislantes; si, au contraire, on ne connaît pas exactement la courbe, mais seulement la valeur de ^
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pour certaines valeurs de x^ on pourra se borner à mener les ordonnées qui correspondent à ces valeurs de Tabscissc.
337. Interpolation. — On remplace la courbe yz=f(x) par une autre qui s'en rapproche entre les limites d'intégration, y = ?(^), et Faire correspondant à celle-ci fournira une approximation de Taire cherchée.
Supposons que, pour des valeurs x = ai^ a^t . > , , a„, comprises entre a et 6, la fonction f{x) ait des valeurs ^1,^2, • • •,yw • on peut choisir pour ^(x) le polynôme d'ordre n — i qui, pour x = ai^ ..., a,iy est égal à ^,, ...,^/i, et dont l'expression classique est
(at— aj).. .(ai — a/,) (««— «i)-- .(««— ««-1)
Si Ton intègre ce polynôme entre a et 6, on obtient, pour valeur approchée de l'aire primitive, l'expression
b 9(2-) dx =71 II -f-7, I2 -h . . . -^ 7„ I«,
en désignant, pour abréger, par I|, . . . , I;, les intégrales
' (T — at).-.(x — a„)
= r If-'"
ai). . .{ai — a„)
dXf
qui ne dépendent pas de la fonction /(x), et dont le calcul théorique n'offre aucune difficulté, puisqu'elles portent chacune sur un polynôme entier en x.
338. Méthode de Cotes. — Il n'est pas nécessaire de calculer les intégrales 1 dans chaque cas particulier; le calcul peut êtrt' fait une fois pour toutes à l'aide d'un changement de variable. Posons, en effet,
x = a -\~ (b — a ) 0, d'où dx =(b — a) dd] rt, — rt -h (6 -- a) Oj, aj= a -^- (b — a) 0*,
il vient
ï (h n^ r' (e-Q«)(0-Q»).->(0-Oit) ^
'^"^ Vo (e.-6,)(6«-6,)...(6«-6,_o'''
Les quantités 0|, 829 • . • . 0/, sont égales respectivement aux rapports dans lesquels a^^ a^, . • • divisent l'intervalle a6. Si donc on adopte toujours le même mode de division, on pourra calculer une fois pour toutes les intégrales qui figurent dans l'expression de I| , ...,!,;; appelons-les K, , . . . , R,, ; il viendra
/ v^(x)dx =(6 — a)(K,^i-r-... r-Knyn)'
Cotes suppose qu'on a divisé l'intervalle ab en parties égales, et que le point «i coïncide avec <7, le point a,, avec h,
Pig. 83.
ih
JO
On a alors
Développons le calcul en supposant /? = 3^ il vient
K,-= l -^-—r ^0- / (26»-36-4-i)rf6= \
et, de même,
Ivj = — 9
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d'où l'expression approchée de Taire (^fig* 83)
On trouverait ainsi, pour /i = 4?
pour n = 5,
339. Méthode de Simpson. — On divise Taire en n parties par des ordonnées équidistantes; on a ainsi à évaluer n trapèzes curvilignes. Pour évaluer approximativement chacun de ces trapèzes, on en mesure l'ordonnée médiane et Ton applique la formule de Cotes pour /i = 3. Sidoncj^i,^^2i • • • -yn\\ U^S- 84) désignent les
Fig. 84.
.Vn jÇ i/n-t-l
longueurs des ordonnées primitives, y\^ y'^, . . ., y\^ celles des ordonnées médianes, Taire sera donnée par la formule approchée
[(ri -^ 4^1 -+-72)H- . . .+(//.-+- 47;,-+-7/»+i )],
c'est-à-dire
—g— [ri + 272 -^- 2/3 -+-... -t- ajn -f-/n4-i -H 47i -t- 4r'2 -+- • • • -^ 4 //i ]•
I. - THÉORIE DU CONTACT
340. Généralités. — On peul définir une courbe plane, soit par la rclalion qui lie les coordonnées a?, ^ d'un de ses points, soit en se donnant les expressions de x Qi y en fonction d'wn paramètre ou argument /, sous la forme
De même, pour une surface, on peut se donner soit l'équation /(:r, j^, ^) = o qui lie les coordonnées x^y^ z d'un point, soit l'expression de x, y, z en fonction de deux paramètres w et v> :
Dans ce dernier cas, Téqualion cartésienne, /(ar,^%^) = o, s'obtiendrait en éliminant u elv entre les trois relations paramétriques.
Enfin, une courbe gauche peut être définie, soit par l'intersection de deux surfaces : /{Xy y, z) = o] g{x^ y^ ^)= O7 soit par l'expression des coordonnées x^y^ z en fonction d'wn argument t :
Les paramètres directeurs de la droite qui joint deux points sont proportionnels aux variations des trois coordonnées; donc, à la
limîle, ceux de la tangente à la courbe (3), au point d^argament f,
sont proportionnels à dx^ dy^ dz, c'est-à-dîre à a:'(^), J^'(^)i 5'(^)-
De même, pour la surface (2), les paramètres directeurs d'une
tangente quelconque, au point d^arguments ;/, r, sont propor-
donnels à dx^ dy^ dz, c'est-à-dire à -r-du -\' -r-di^^ ...; et, en
faisant varier le rapport du : dv^ on obtient ainsi les directions de toutes les tangentes à la surface au point considéré. On vérifie de suite qu'elles sont dans un même plan.
Points simples sur les courbes ou surfaces. — Étant
donnée la courbe plane
pour Téludier au voisinage du point M, d'argument Iqj on supposera toujours que les fonctions x(t)^ y{0 ^^°^ développables en séries de Tajlor, convergentes dans un certain cercle, ordonnées suivant les puissances croissantes de / — ^0 ' admettons, de plus, qu'à un point de la courbe, pris au voisinage de M, ne réponde qu'une seule valeur du paramètre /.
Le point M sevdi dit simple si les quantités ^'(^o)?^(^o) ^^ sont pas nulles à la fois. Pour établir que cette définition est d'accord avec la notion géométrique ordinaire, coupons la courbe proposée par une droite, de coefficient angulaire quelconque, tracée à une distance infiniment petite du point M :
e désignant un infiniment petit, et cherchons en combien de points, voisins de M, cette droite rencontre la courbe. A cet effet, remplaçons, dans l'équation de la droite, X et Y para:(/) et^'(/), et posons, pour simplifier, t — /o=9î nous obtenons l'équation
et nous devons chercher combien cette équation en 0 a de solutions voisines de zéro.
Le premier membre, par hypothèse, est une fonction de 8, y*(Ô), développablc en série de Tajior, convergente à l'intérieur d'un certain cercle; si x\to) et y {t^) ne sont pas nuls à la fois, le
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développement de/(6) commence par un terme en 9, sinon par un terme en 9", n étant au moins égal à 2. Or on établira dans le Cours de seconde année que, si une série de puissances, ./"(S), commence par un terme en 9", Téquation y(9)= e, lorsque e est assez petit, est satisfaite pour n valeurs de 9 voisines de zéro.
Il résulte de là que, si n est supérieur à Tunité, une droite quelconque, tracée à une distance infiniment voisine du point M, coupe la courbe en n points voisins de M ; par suite, le point M n'est simple que si n est égal à i, c'est-à-dire si ^'(^0) et^'(^o) ne sont pas nuls simultanément.
De même, sur la courbe gauche (3), le point d'argument t^
sera simple si J:'(/o)>^'(^o)i ^'(^o) "^ ^^^^ P^^ °"'^ ^ '^ lo\s^ en supposant toujours les fonctions jc(^), ^(/), 5(^) développables en séries de Tajior convergentes, suivant les puissances de t — Repassons enfin au cas de la surface définie par
Nous supposerons qu'au voisinage de Uq^ Vq les trois fonctions ci-dessus sont développables en séries de ïaylor convergentes, ordonnées suivant les puissances de u — Uq et \f — t'o? et nous dirons que le point M, d'arguments Wq, Pq? est simple si les trois expressions
. , ày âz âz dy dz à.r dx àz dx dy dy dx
du dv Ou ôv ' du Ov du dv ' du dv du di>
ne s'annulent pas simultanément pour u = Uq, r = t'o»
On établit encore que cette définition concorde avec la conception géométrique; la démonstration rigoureuse est toutefois plus compliquée que la démonstration analogue indiquée pour une courbe.
Bornons-nous ici à vérifier ce résultat dans le cas où les fonctions x{uj ^)i J'i^ff ^')î ^(''î ^) '**^"^ rationnelles en u et i^; la surface (2) est alors algébrique. Si les trois expressions (4) s'annulent pour u = Wo, i^ = Vq, cela exprime géométriquement que les trois courbes algébriques, d'équations
où u, i^ sont les coordonnées courantes, courbes qui passent par
le point Uoj Tq, ont même tangente en ce point; par suite, deux quelconques d'entre elles y ont au moins deux intersections confondues. Coupons alors la surface (2) par une sécante parallèle à un axe de coordonnées, Oz par exemple, issue du point M, d'argumenls ;/o, ^'o\ les arguments it^ v des points de rencontre vérifient les deux équations
ei, en vertu de ce qui précède, la solution u = Mo, v = r© comple pour deux, au moins. Sous une autre forme, toute sécante parallèle à un des axes de coordonnées et issue de M a, avec la surface, deux intersections au moins confondues en M : ce point n'est donc pas simple, dans le sens géométrique du mot.
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coordonnées Xo,^o» ^oi et soit Q(^i,yi, Zt) un point infiniment voisin de P et non situé sur la surface; une sécante quelconque, menée par Q, et non parallèle au plan tangent en P, coupe la surface en un point M voisin de P; on demande la valeur principale de la longueur infiniment petite QM, l'infiniment petit principal étant la distance PQ.
Si X, [JL, V sont les cosinus directeurs de MQ, et x^ y^ z les coordonnées de M, on a
^1 — ^ _ yi — y _ Zj — z _
rf= QM étant la longueur dont on demande la valeur principale. On tire de là x = j:i — Xd ; ^ = . . . ; 5 = . • . , et, en portant ces valeurs dans l'équation /(x, ^, ^) = o de la surface, on obtient la relation
I =/(^i,jKi, 5i)-«^(X/;.-+-(x/;^+v/:j4-e/»( ),
en admettant que Ton puisse appliquera la fonction /"(jTi — Xrf, ...) la formule de Taylor, réduite aux trois premiers termes.
Le point Xi^ y^^ z^ (Q) étant inflniment voisin de^oi J^oî'5o(P)i les valeurs principales de /;^. /^',, /,', sont/^,, f'y,^A.\ la valeur principale du coefficient de d est ainsi (î^/x,H- \'-/y.'^"^/'zo) • celte quantité n'est pas nulle, car son évanouissement exprimerait que la direction X, u, v de la sécante est parallèle au plan
qui touche la surface en P(*), et celte livpotlièse a été expressément écarléc. Dans le dernier membre de (i), les termes principaux sont donc, puisque le terme en d'^ est négligeable devant le terme en rf,
d'où l'on tire
Valeur principale de a = r— ^"^ —77 —,
(• ) Ce raisonnement suppose que /p^, /y^, /j^ ne sont pas nuls à la fois, donc, comme on sait, que P est point simple de la surface, ainsi qu'on l'a admis.
ce qui montre, puisque le dénominateur n'est pas nul, que d est de l'ordre de /(Xi^ y^^ z^).
En particulier, la distance du point Ç^à la sur/ace, comptée sur la normale issue de Q, est de l'ordre de /{Xi^y^j z^).
De même, la distance à une courbe plane, /{^j y) = o, d'un point ^1, yt, infiniment voisin de la courbe, est de l'ordre de
Remarque, — L'équation de la surface /(j:, j^, 5)==o peut se mettre sous une infinité de formes; par exemple, en supposant que / soit un polynôme entier, la surface /= o sera également représentée par f^=^ o, a étant un nombre positif quelconque. Il semble alors, d'après la théorie précédente, que la distance d soit de l'ordre de y**, résultat absurde, puisque a est quelconque. Mais on doit observer que : i® si a est supérieur à l'unité, les dérivées partielles premières de f^ s'annulent en tout point de la surface y= o, et en particulier au point 0:0,^01 ^ot hypothèse que l'on a écartée dans le raisonnement précédent; 2® si a est inférieur à l'unité, les dérivées partielles deviennent infinies au même point, et l'application faite de la formule de Taylor n'est plus légitime.
34 i. Distance à une courbe gauche d'un point infiniment voisin.
— Soit, sur une courbe gauche,
un ço'misimple P( j:o,^>'o ? ^o){/ig- 87 ) ; par un point Q{Xi ,yi , Zi ), voisin de P et non situé sur la courbe, on mène une sécante QM
Fi" S-
Q (jCut/t^J
coupant celle-ci en un point M voisin de P; on demande la valeur principale de la distance QM, en supposant que la sécante n'est pas parallèle à la tangente de la courbe au point P.
Gardons les notations du numéro précédent; il vient de même,
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en désignant par d la dislance QM,
Les valeurs principales des coefficients de d sont
une au moins de ces quantités n'est pas nulle : car, si la première par exemple était nulle, la direction X, a, v de la sécante serait parallèle au plan tangent de la surface /(x, y, ^) = o au point P(jCo, ^Oî ^o); Tévanouissement des deux quantités indiquerait donc que la sécante est parallèle à l'intersection des plans tangents en Paux surfaces /= 0,^=0, c'est-à-dire à la langente de la courbe C, ce qui est contraire à Thypothèse (*).
Supposons, par exemple, X/^^-^ . • • <^î l'équation (a) se réduit, en ne gardant que les termes principaux, à
ce qui montre que d est de Tordre de /(^i, J^i, z^). De môme si X^^^-|-.. . ^o, rf est de l'ordre de g{ocs^ l'i, ^i), qui est, dès lors, le même que celui Ae f{x^^ y^y Zt ). Mais si Xgj-^-h ... = o, le coefficient de d, dans l'équation (3), est infiniment petit, et cette équation montre alors que ^(^i,j>'i, ^i) est d'ordre supérieur à rf, c'est-à-dire à /(^n^i, 5,).
Il résulte de là que, dans tous les cas, d est l'ordre de celle des quantités y*(jF|,^i, Zi) et gi^i^yt, ^1) dont Tordre est le moins élevé, c'est-à-dire de la plus grande de ces quantités, en valeur absolue.
En particulier, la distance de Çlà la courbe, comptée sur la
( ' ) Ce raisonnement suppose :
1» Que Z;^, fy^, /i, (et de même gj.^, g'y^y g',^) ne sont pas nuls à la fois et, par suite, que P est un point simple sur les deux surfaces / = o, ^ = o;
2" Que les plans tangents en P à ces deux surfaces sont distincts, c'est-à-dire que celles-ci ne se touchent pas en P.
Or, si Tune ou l'autre de ces conditions n'était pas remplie, la courbe commune aux surfaces / = 0^ g = 0 aurait un point multiple en P, cas qui a été écarté.
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normale menée de Q, est de Tordre de la plus grande, en valeur absolue, des deux quanlités'/(j:4,j^4, 5|), 5'(^i,J'm Zi).
345. Définition du contact. — Soienl C et C| (Jig- 88) deux courbes ou surfaces pour lesquelles P est un point commun, simple sur chacune : si la distance à C d'un point quelconque Q,
Fig. 88,
infiniment voisin de P, pris sur C|, est d'ordre n + i par rapport à la longueur PQ, on dit que C| a, avec C, un contact d'ordre n au point P.
Le contact d'une courbe et de sa tangente est un exemple de contact du premier ordre.
3i&. Contact de deux courbes planes. — C étant la courbe
et la courbe C^ étant définie par
cherchons les conditions analytiques du contact d'ordre n en un point P : désignons par ^y, yo les coordonnées de P, par X|, yi celles de Q. La distance de Q à la courbe C est (n° 313) de l'ordre de /(Xi, y s ) ; tout revient donc à exprimer que f{j'^\^yi) est d'ordre n -H i par rapport à PQ. Or, si /o ^^ ^\ sont les arguments qui répondent aux points P et Q sur la courbe C| , on a
---[(^i-^o)?'('o-i-0]^+l('i-/o)f('o-+-£')]S ce qui montre que la valeur principale de PQ est
(^-^o)v/?MM^-?V7)-
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Le point P étant supposé simple surCi, f'(^o) et '^(^0) ^^ sont pas nuls à la fois (n** 341 ) ; donc PQ est de l'ordre de /< — /q, et Ton a dès lors à écrire que /(^i, J'i) est d'ordre (/i 4- 1) par rapport k tt — Iq, Or, si l'on pose pour abréger
on aura, en admettant que la formule de Taylor, réduite aux n -f- a premiers termes, soit applicable à la fonction F(/), au voisinage de toj
Pour que le dernier membre soit d'ordre n -{- i en ti — /q? i' faut et il suffît que Ton ait
soit, en tout, (n -\- i) conditions.
De là cette Règle :
Pour exprimer que la courbe C| , j? = 9(0, J^ = ^(0? '^y cwec la courbe C, f{^, y) = o, un contact d'ordre n -\-i au point d'argument toj on remplace, dans le premier membre de l'équation de C, œ et y par leurs valeurs o(t) et ^{t) relatives à Ci, et l'on écrit que la fonction de t ainsi obtenue s'annule, avec ses n premières dérivées, pour t = to,
347. Remarque. — Les deux courbes C et C| se traversent ou ne se traversent pas au point P selon que le contact est d'ordre pair ou impair. En effet, soit ^1, Vi un point de C|, voisin de P, et répondant à l'argument /i=:/j,-f-£; si Ton substitue jTi, j^i k jc^ y dans le premier membre, J\Xy y)j de l'équation de la courbe C, le résultat est F(/|), c'est-à-dire
quantité dont la valent* principale est
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On voit ainsi que F{t^)', c'est-à-dire /(^n ^i), change ou ne change pas de signe avec e, selon que n -\- i est impair ou pair En d'autres termes, les deux points de C| {Jig» 89 et gr ) hut
Fig. 89.
io-e
XV^-^c.
les arguments sont Iq — s et ^o-f-e» et qui sont situés sur cette . courbe, de part et d'autre de P (n** 342), sont de part et d'autre de la courbe y*(x,j^)=: o ou du même côté de cette courbe, selon que n -f- i est impair ou pair. Donc enfin, si n est pair, les deux
Fig. 90.
courbes C et d se traversent {/ig- 89), et si /* est impair, elles ne se traversent pas au point P {^/îg. 90).
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seconde aura, avec la première, un contact du même ordre en ce point.
En vertu des conditions (4), pour un contact d'ordre un, les deux courbes C et C| ont, au point donné, la même tangente; pour un contact d'ordre deux, elles ont en outre (n° 71) le même centre de courbure O; pour un contact d'ordre trois (ibici,)y leurs développées, qui se touchent en O, ont même centre de courbure Oi en ce point; et ainsi de suite. En d'autres termes, les centres de courbure des deux courbes et ceux de leurs développées successives sont les mêmes, de telle sorte que, pour un contact d'ordre n, les (n — i) premiers centres de courbure, correspondant au point de contact, soient confondus.
Observons enfin que si les courbes C et d sont données par
/(^,JK) = o, Moc, Y)---o,
les conditions du contact d'ordre /^, au point x^ y^ sont toujours les équations (4), où j^', . . ., j^''. Y', ...,¥'* désignent les dérivées successives de ^ et Y par rapport à x^ dérivées qui se déduisent sans difficulté des équations des deux courbes (n°66).
Corollaire. — D'après les équations (4), si deux courbes ont en un point, avec une troisième, un contact d'ordre /i, elles ont entre elles un contact d'ordre n au même point.
3-i9. Contact d'une courbe gauche et d'une surface. — Supposons que C soit la surface
et Cl la courbe gauche
Soient encore jCq» J^o? -^o les coordonnées de P ; x^^ y s , z^ celles de Q; t^ et t% les arguments de P et Q sur la courbe C|.
Il faut, pour qu'il y ait contact d'ordre n entre C et C| «tu point P, que/(j:i,^i, z^) soit d'ordre {n -+- i) par rapport à PQ; or, la valeur principale de PQ est évidemment
de sorte que PQ est de l'ordre de ^i — Iq : on écarte le cas où l'on H. 33
aurait à la fois o'{lo)= 'Y{to)='/^'{to)= o, parce qu'alors le point P ne serait pas simple sur la courbe C| (n" 341). En posant
on a, comme au n" 346,
fKXuXu -1^ = F(^) = F(/o)-^(/i— /o)F'(/o)-4-...;
et, pour que le dernier membre soit d'ordre (/i -t- i) en /| — /o> i' faut et il suffit que Ton ait
en tout (/« -f- i) conditions. On en déduit une Règle toute semblable à celle du n** 346, et qu'il est inutile d'énoncer.
On voit, comme dans la Remarque du n** 347, que la courbe et la surface se traversent ou ne se traversent pas, selon que le contact est d'ordre pair ou impair.
Contact de deux courbes gauches. — Soient C la courbe
fyx.y, z) ^-- o, g{x,y, z) = o,
et (]| la courbe
En gardant les notations du numéro précédent, il faut exprimer que la distance à la courbe C du point Q(iri, r«, ^i ), infiniment voisin de P(xo, Vo^ ^o)? sur C|, est d'ordre (//-+- i) par ra|>port à PQ; cette distance étant (n" 344) de l'ordre de la plus grande des quantités /(xi, y^, :;,), g{x^^ y», -3|), il faut et il suffît que ces deux quantités soient d'ordre n -\- i par rapport à PQ. Or PQ est de l'ordre de /, — t^ (n" 349), si l'on admet que P est un point simple sur C| : tout revient donc à écrire que /(^n^i, -0 cl g{jOK, ri,-i) sont d'ordre (/i -+- i) en r, — t^.
Si Ton pose
les conditions nécessaires et suffisantes du contact d'ordre n
Si les courbes C et C| sont représentées par
on rentrera dans le cas ci-dessus en écrivant
et les conditions du contact d'ordre n, au point x, y, z, sont, en remplaçant l par x,
iy(x)r-.\ (X), z (x) = Z (a-).
Elles sont symétriques par rapport aux deux courbes. Enfin, si C et C| sont données par les équations
( ^(37,7, ;:) ---(>, I gi(x, Y, Z) = o,
les conditions de contact d'ordre n, au point a;, jk, -5, seront encore les relations (5), en désignant parj^, y" y . . ,^ z\ z"^ . . ., Y', V, . . . , Z', Z^', ... les dérivées successives de^ et 5, Y et Z par rapport à x^ dérivées qui se déduisent sans difficulté des équations des deux courbes.
Corollaire, — Si deux courbes gauches ont, avec une troisième courbe, un contact d'ordre n en un point, elles ont entre elles, en vertu de (5), un contact du même ordre en ce point.
Contact de deux surfaces. — Soient C la surface
et C| la surface
Soient ^Q, j^o, Zq les coordonnées de P; ^j, j^i, ^i celles d'un point Q, infînimcnt voisin de P, dans une direction quelconque^ sur la surface Cj : la distance de Q à C étant de Tordre de Ji^i>yij 5i)> >1 faut, pour qu'il y ail contact d'ordre n entre C et C| au point P, que y(^i,^i, 5|) soit d'ordre n-H i par rapport à PQ. Or, si Wq, i'o et Mi , v^ sont les valeurs des paramètres u, V qui correspondent à P et Q sur la surface Cj, on a
d'où l'on tire, pour la valeur principale de PQ, une expression p de la forme
en posant, pour simplifier,
Je dis que si Ton regarde u^ — Uq et v^ — i^o comme du premier ordre, p est aussi du premier ordre, quelle que soit la valeur réelle
du rapport ^ _^ ° : en effet, il ne pourrait en être autrement que
pour les valeurs de ce rapport qui annulent le trinôme sous le radical, mais il est aisé de voir que ces valeurs sont imaginaires. Formons, en effet, la quantité MP — N^; d'après une formule classique de Lagrange, on a
MP - N«= {?;,^;,- o^^'„^'^ (?;.„x'.o- ?;x;j'-^ iVuX'- ^Wù.y^
et le second membre est essentiellement positif, ce qui démontre la proposition ('), c'est-à-dire que PQ est toujours du premier ordre en u^ — Uq^ v^ — i\,
(') IMP — N- pourrait toutefois être nul si les trois carrés étaient nuls, c'csl-
à-dirc si Ton avait
o' ~ 6' ~~ y' * En ce cas, le point P ne serait pas simple sur la surface C, (n* 341).
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Il faut donc finalement exprimer que /{xt, y^^ Zi) est d'ordre n -h I par rapport k u^ — Uq^ ç^ — Vqj considérés comme du premier ordre.
Or, si Ton pose
on aura, par la formule de Taylor relative au cas de deux variables indépendantes,
et les conditions du contact d'ordre n seront dès lors
F(Mo, t'o) = o, f;,^ = o, f;,, =0,
Fi"? = O,
soit, en tout, i
lions.
De là cette Règle :
. . . -i- (/i H- i) = condi'
Pour exprimer que la surface Cj :
a, avec la surface C :
I//1 contact d^ ordre n au point d^ arguments u^et v^^ on remplace, dans le premier membre de C équation de C, x^y et z par leurs x^aleurs ç(w, i^), ^(w, i^), /(w, i^), relatives à C^ et Von écrit que la fonction de w, v ainsi obtenue s^ annule, avec toutes ses dérivées partielles jusqu^à C ordre n inclus, pour u = //o, v= Vq,
333. Si les équations de C et Cj sont données sous la forme z = z{x^y) et 5 = Z(^, j^), on rentrera dans le cas précédent, en posant, pour Ci,
et les conditions du contact au point x^ y s'écrivent, en remplaçant u et V para: et^,
dz _ àZ dx de
dz
dx* dx* dx dy dx dy dy* dy^
()«5 d"Z d^z d^Z df^z ()«Z
dx'*^ dx'^ dx'^-^dy dx'*-^dy dy^ dy^
Ces conditions sont symétriques par rapport aux deux surfaces: on en déduit que si deux surfaces ont, en un point, un contact d'ordre n avec une troisième, elles ont entre elles un contact d'ordre n au même point.
D'après cela, en désignant par p^ q^ r, 5, t les dérivées partielles premières et secondes de z par rapport à a: et y^ il faut, pour le contact du second ordre, que les deux surfaces aient, pour un système de valeurs de x^ y^ mêmes valeurs de 5, /?, q^ r, 5, /, et réciproquement. On peut dire aussi qu'en un point commun aux deux surfaces, il y aura contact du second ordre si /?, q^ r, 5, t sont les mêmes en ce point pour les deux surfaces. Pour le contact du premier ordre en un point commun, il faut el il suffit que/? et q^ c'est-à-dire les plans tangents, soient les mêmes.
Sol. Corollaire. — Une transformation de contact change deux surfaces qui ont entre elles, en un point, un contact d^ ordre n en deux surfaces qui ont également, entre elles, un contact d^ ordre n.
Car si :; = f{x, y) el7j = F(X, Y) sont deux surfaces transformées l'une de l'autre, les coordonnées X, Y, Z du point qui répond à un point Xy y, z sont fonctions de x^y^ Zj pj q; et, de plus, les dérivées partielles d'ordre quelconque de Z en X et \ sont des fonctions de x^ y, z et des dérivées partielles de z en X et j^ jusqu'au même ordre (n° 108).
Donc, à deux surfaces pour lesquelles, en un point x,y^ z^ les valeurs des dérivées partielles homologues de ;; sont les mêmes jusqu'à l'ordre n inclus, correspondent deux surfaces pour
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lesquelles, en un point X, Y, Z, les valeurs des dérivées partielles homologues de Z sont également les mêmes jusqu'à l'ordre a?, ce qui établit le Corollaire.
355. Autre point de vue. — Reprenons les conditions de contact de la courbe Cj :
et de la surface C :
Etant posé
ces conditions sont, en désignant par t^ l'argument du point de contact,
Or, la surface C coupe la courbe C| en des points dont les arguments t vérifient évidemment l'équation
/[?(0, 'KO, X(0] = o, c*esl-à-(lire F(0-o; et comme on a
\ Il -T- I ) .
on voit que (t — ^o )""*"* est en facteur dans F(/), c'est-à-dire que le point /o compte pour n -r- 1 dans le nombre des points où la courbe est coupée par la surface (n" 341 ).
On peut donc dire, sous une autre forme, (|ue si une courbe C| et une surface C ont un contact d'ordre n en un point, C| et C ont, en ce point, n -\- i intersections confondues. Mêmes conclusions pour le contact de deux courbes planes, ou de deux courbes gauches.
II. - ENVELOPPES DES COURBES PLANES ET DES SURFACES
Enveloppe d' une famille de courbes planes,
356. Rappelons brièvement les résultats établis dans le (^ours de Mathématiques spéciales.
Soit/(a:, j^, X)= o l'équation d*une famille simplement infinie
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de courbes planes, X désignant un paramètre, variable d^aoe courbe à l'autre. Une de ces courbes, répondant à la valeur cda paramètre, /(^, ^, c)=o, est coupée par la courbe infiniment voisine /(a:, j^, c-}-rfc)=o, en des points dont la position limite s'obtient comme il suit. Si l'on tient compte de /"(j?, j^, c)=o, l'équation /(x,j^, c -f- dc) = o s'écrit, après division par de,
o =/c(ir, y,c)-\--^ dc/J^(x, j^, c H- 0 €lc),
et, à la limite, en faisant dc=o, on voit que les points considérés sont à l'intersection des deux courbes
(i) /(ar,7,c)=o, fc{op,y,c)^o.
Le lieu de ces points, dits points caractéristiques, se nomme V enveloppe des courbes données ; son équation s'obtient en éliminant le paramètre c entre les deux relations (i). On démontrerait aisément, parla méthode qui sera appliquée plus bas, au n^ 359, que :
U enveloppe est tangente à chaque enveloppée aux points caractéristiques situés sur celle-ci (* ).
Remarques, — i° Si les courbes proposées ont des points multiples, la courbe obtenue en éliminant centre les équations (i) comprendra, en dehors de l'enveloppe, le lieu de ces points multiples. (>ar les coordonnées x ^i y d'un point multiple de la courbe /{x^ y^ c)= o sont des fonctions du paramètre c, qui vérifient identiquement les relations
et aussi celle que l'on obtient en dérivant la première par rapport au paramètre, à savoir
d.r de ôy de de '
(') On pourrait aussi chercher directement s'il existe une enveloppe, c'està-dire une courbe à laquelle toutes les courbes données restent tangcates; en raisonnant comme on le fera au n* 3GÎ, on trouverait encore que l'équation de Tcnvcloppe s'obtient en éliminant c entre f = o et /^ = o.
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équation qui, en tenant compte de (2), se réduit k f^ = o. Ainsi, les points multiples des courbes proposées satisfont, comme les points caractéristiques, aux relations /= o, /^ = o, et le lieu de ceux-ci comprendra dés lors le lieu de ceux-là.
2** L'enveloppe des courbes /(o:, y, X, [x)= o, où )i et [x sont deux paramètres liés par l'équation o(X, [Jt.)= o, s'obtient par la règle précédente. Considérons a comme fonction deX; on devra joindre k f{x^ y^\^ [jL)=ro la relation obtenue en annulant la dérivée du premier membre par rapport à X, à savoir
Mais l'équation de liaison, cp(X, [a)== o, dérivée par rapport à X, donne
d'où, en éliminant -^ entre (3) et (4),
^^ dX dii ()|ji c)X "
On obtiendra donc l'équation de l'enveloppe en éliminant X et (x entre les équations /= o, cp = o et la relation (5).
Enveloppe d^iine famille de surfaces simplement infinie.
337. Déânitions. — Dans le cas d'une famille de surfaces, deux cas sont à distinguer, selon que cette famille est simplement ou doublement infinie, c'est-à-dire selon que son équation générale contient un ou deux paramètres variables. Nous traiterons d'abord le premier cas.
Considérons les surfaces représentées par l'équation
où X est un paramètre variable. Une de ces surfaces, répondant à la valeur c du paramètre, et que nous appellerons la surface c,
coupe la surface infiniment voisine c -f- rfc,
(2) fi^^Xy -. C-i-dC) = 0,
selon une courbe représentée parles deux équations (i) et (2), et dont il est aisé de trouver la position limite. En effet, en tenant compte de (i) et divisant par rfc, Téquation (2) s'écrit :
(3) o = /;(jr, ^', 5, c)-h -dcfl^{x,y, z, c -¥- Q de),
et, à la limite, pour de = o, la courbe considérée a pour équations
Ou la nomme caractéristique. Par définition, Venveloppe des surfaces (i), dites em^eloppées, est le lieu des caractéristiques (4); on obtient donc Téquation de l'enveloppe en éliminant c entre les deux équations (4).
358. La caractéristique qui correspond à l'enveloppée c. ei qu'on appellera caractéristique c, coupe l'enveloppée infiniment voisine (c + de) en des points donnés par les équations
f{x,y, c, c) = o, fM^y^ -» c) = o, /{ac^y, -, c-^dc) = o.
Or, la dernière équation s'écrit, en tenant compte des deux premières, et en divisant par de , I de
de sorte (jue, à la limite, les points considérés sont donnés par les trois équations
Le lieu de ces points, dits />om/5 caractéristiques, et dont on obtient l'équation en éliminant c entre les trois relations (5), est une courbe, évidemment située sur l'enveloppe, et qu'on nomme arête de rebrous se ment de cette enveloppe.
Il y a, sur chaque caractéristique c, un certain nombre de points
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caractéristiques qui sont donnés par les solutions, en x^ r, z, communes aux trois équations (5).
359. Théorème I. — Chaque enveloppée est tangente à l'enveloppe tout le long de la caractéristique correspondante ,
Soit l'enveloppée /(:c, ^, 2, Co)= o; prenons un point quelconque P, de coordonnées x^^ yoy ^o? sur la caractéristique Cq correspondante; on a
Désignons par x^^ y^^ Zs un point Q de l'enveloppe, voisin de ^o>>^Oï «207 et d'ailleurs quelconque; pour établir la proposition, il faut, d'après la théorie du contact, montrer quey*(x<,yi, Ci, c©) est du second ordre par rapport à la distance PQ.
Or Q, étant sur l'enveloppe, est sur une caractéristique C| , voisine de la caractéristique Cq] en sorte qu'on a
(7) A^uy\. -i,<?i) = 07 fvi^\^yu 5,,c,; = o.
Alors on peut écrire
= /(^i,ri»-i» Ct)-i-(co— Ct)/^(a?t,7,, 5,, c,) -h -(co-c,)ï/A(^i,7i» -Il Ct)-4-...,
et l'on voit ainsi, en tenant compte de (7), que /(oti, j'i, -34, Co) est du second ordre en (cq — c<). Tout se réduit alors à établir que la distance PQ est du premier ordre au plus en Cq — C| ; or, la seconde des relations (7) s'écrit
o = /,!(a7i,7,, zu Cl)
Le premier terme, fd^^o^ J'o^ ^oj ^0)) ^^t nul d'après (G); il résulte alors de cette équation (en excluant le cas particulier où fc^i^oj yoj ^0 ^0) serait nul, c'est-à-dire où le point P serait sur Taréte de rebroussement) que Xi — Xq, yi — j^o ^^ *»! — -^o ^^
peuvent être tous trois d'ordre supérieur à Cq — C| (*). Donc la dislance PQ, qui a pour expression
PQ = vA^i — a"o)»-+-(ri-ro)'-^(-5| — ^o)S
quantité plus grande en valeur absolue que Wi — j?q, yi — y^^ Zi — Zqj ne peut être d^ordre supérieur k Cq — Ci ; PQ est donc du premier ordre, au plus, en Cq — C|, ce qui établit le théorème.
360. Théorème II. — L'arête de rebroussement a un contact du premier ordre avec chaque caractéristique (c) aux points caractéristiques situés sur celle-ci; elle a, aux mêmes points y un contact du second ordre avec V enveloppée correspondante (c).
Soit Cq la valeur du paramètre qui correspond à une enveloppée; désignons par P(j:o7 J^o? ^o)"" des points caractéristiques situés sur la caractéristique Cq \ on a
(9) /(^o,ro,-5o,co) = o, /;(a7o,7o,-3;o,co) = o, yjt(a?o,ro» «o, Co) = o.
De même, si C| est le paramètre d'une enveloppée intiniment voisine, la caractéristique C| aura un point caractéristique Q(a7j, j^4, Zi) infiniment voisin de P, et l'on aura de même
(10) /(3ri,^i,;;,,c,) = o, /c(a7i,j^i,Si,c,) = o, /^.(a?!,^,, Zj, c,) = o.
Je dis que l'arête de rebroussement a, au point P, un contact du second ordre avec l'enveloppée y(x,^, z^ Co) = o, et un contact du ])remier ordre avec la caractéristique Co :
f{x,y, z, co) =fc{x,y,z, Co) = o;
il suffit, pour cela, d'après la théorie du contact, d'établir que les quantités
fi^u yu ^ly Co) et /[.(^u y\, Zi, Co)
(') Car si x,— Xo, y, — >'o, 5, — Zo étaient d'ordre supérieur à Ci— c^, il y aurait dans l'équation (8) un seul terme d'ordre plus petit que tous les autres, à savoir (r, — Co)/Ji : ce terme ne pouvant se réduire avec aucun autre, le dernier membre de (8) ne pourrait être nul.
co— c,)î/r!(a?i,ri>^i»<^i
et l'on voit ainsi, en tenant compte de (lo), que /(^i,J'i, -Si, Cq) el/^{Xif y^^ ^4, Cq) sont respectivement du troisième et du second ordre en c„ — C|.
Tout se réduit dès lors à établir que PQ est au plus d'ordre un par rapport à c© — C|. Or la troisième des relations (lo) donne
le premier terme, /c«(xo, ^o? ^ot ^u)? est nul d'après (9); on en conclut, comme au numéro précédent, el en supposant
/cU-^oO'»» ^Oî Co)^o,
c'est-à-dire en excluant certains points particuliers de l'arélc de rebroussemcnt, que Xi — »ro, jKi — JKo? ^i — ^0 ne peuvent être à la fois d'ordre supérieur à Cq — c^. Par suite, PQ est au plus du premier ordre en Cq — C|, ce qui établit le théorème.
361. Surfaces développables. — Une surface développable est, par définition, l'enveloppe d'un plan mobile dont l'équation contient un paramètre. Les caractéristiques, intersections d'un plan et du plan infiniment voisin de la famille, sont des droites. Sur chaque caractéristique, il n'y a qu'unpoint caractéristique, puisque les trois équations (5) représentent trois plans, qui n'ont qu'un point commun. D'après le théorème II, chaque droite caractéristique touche en un point une courbe gauche, Varête de rebroussemcnt de la développable. On peut donc dire qu'une surface développable est le lieu des tangentes d'une courbe gauche.
Les tliéorèmes I et II montrent, en outre, que chaque plan de la famille touche la surface développable tout le long d'une droite (caraclérisllque), et qu'il a un contact du second ordre avec l'arête de rebroussement, au point où celle-ci est touchée par la caractéristique correspondante.
Pour les cônes, l'arêle de rebroussement se réduit à un point, le sommet.
Remarque, — La polaire réciproque d'une surface développable, c'est-à-dire de l'enveloppe de plans en nombre simplement infini, est le lieu des pôles de ces plans, c'est-à-dire une courbe. Réciproquement, la polaire réciproque d'une courbe quelconque est Tenveloppe des plans polaires de la courbe, c'est-à-dire une développable.
Cela posé, nous avons établi que les caractéristiques d'une développable quelconque, A, sont les tangentes d'une courbe gauche, C: transformons ce résultat par polaires réciproques. A la développable A correspond une courbe, y; aux caractéristiques de A, intersections de deux plans tangents à A et infiniment voisins, répondent des droites joignant deux points voisins de y, c'est-à-dire les tangentes de y. De même, aux tangentes de la courbe C répondent les caractéristiques d'une développable, S. Le théorème envisagé, à savoir que les caractéristiques d'une développable quelconque A sont les tangentes d'une courbe C, se transforme donc en celui-ci : Les tangentes d'une courbe gauche quelconquey y, sont les caractéristiques d'une développable, 5; ainsi :
Toute déK^eloppable est le lieu des tangentes d'une courbe gauche; inversement, les tangentes de toute courbe gauche engendrent une développable.
On reviendra sur ce théorème, au point de vue analytique, au 11° 387.
362. Surfaces enveloppes de sphères. — Dans une famille simplement infinie de sphères, les caractéristiques, intersections de deux sphères infiniment voisines, sont des cercles; donc chaque sphère touche l'enveloppe suivant un cercle qui est la caractéristique correspondante. Sur chaque cercle caractéristique il y a
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deux points caractéristiques, puisque les trois sphères (5) ont deux points communs à distance finie. Par suite, chaque cercle caractéristique touche en deux points une courbe fixe (arête de rebroussement), et la sphère enveloppée correspondante a un contact du second ordre avec cette courbe aux deux mêmes points.
Enveloppe d'une famille de sur/aces doublement infinie.
363. Soient maintenant les surfaces, en nombre doublement infini, représentées par Téquation
où À et [JL sont deux paramètres. Une de ces surfaces (X, jjl) coupe une surface infiniment voisine (X-rrf)>, y. -\- d^) le long de la courbe représentée par les équations
La seconde s'écrit, en tenant compte de la première, et en appliquant une formule du n° 33,
et, à la limite, on voit que les deux surfaces considérées passent, quel que soit le rapport de dk à rf[x, par les points déterminés par les trois équations
En d'autres termes, une des surfaces (i i) et toutes les surfaces infiniment voisines de la famille passent par les points (is>.);le lieu de ces points, d'il?, points caractéristiques y se nomme V enveloppe des surfaces de la famille : ce lieu est une surface dont l'équation s'obtient en éliminant X et a entre les trois équations (la).
Théorème. — Chaque enveloppée touche V enveloppe aux points caractéristiques correspondants.
On le démontrerait par une méthode semblable à celle du n**3o9.
Exemple. — Une surface est Tenveloppe de ses plans tangents qui sont en nombre doublement infini, lorsque la surface n'est pas développable.
Les points caractéristiques, au nombre de un par plan, sont les points de contact des plans tangents.
III. ~ ENVELOPPES DE COURBES DANS L'ESPACE: CONGRUENGES
36 i. Famille simplement infinie. — Soient les courbes gauches
dont les équations dépendent à^un paramètre a. Elles engendrent une surface, dont on obtient IV^quation par Télimination du paramètre, mais en général elles n'admellent pas d'enveloppe proprement dite, c'est-à-dire qu'il n'existe pas de courbe fixe à laquelle toutes les courbes de la famille soient tangentes.
Supposons, en cfTet, qu'une pareille courbe existe, et soient x, y^ z les coordonnées du point où elle touche la courbe (i) de paramètre a : ces coordonnées sont des fonctions de a, que nous désignerons par :r(a), J^(a), x;(a), et la courbe cherchée sera représentée paramétriquemenl par :r:=:x(a), ^=^(a), 5 = 5(a). En écrivant que le point de contact considéré est sur la courbe a, nous obtenons d'abord les deux équations
(2) /[^(a), >'(a),z(a),a] = o, «pla?(a), ..., a] = o.
Exprimons maintenant que les tangentes en ce point à la courbe fixe et à la courbe a ont même direction : les paramètre^ directeurs étant pour la première tangente (n° 340)
et pour la seconde, qui est l'intersection des plans tangents aux deux surfaces (i).
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les conditions de parallélisme s'écrivent
^a JoL -'«
en supposant, dans les numérateurs, x^ y ^X, z remplacés par j:(a), j^(a), .3(a). On a ainsi, pour déterminer les trois fonctions inconnues x^ y, z du paramètre a, les quatre relations (2) et (3), ce qui montre, a priori, que le problème ne doit pas avoir de solution.
On peut remplacer le système (2), (3) par un système plus simple, ne contenant plus les dérivées des fonctions inconnues. Car, en dérivant par rapport à la variable indépendante, a, les relations (2), on trouve
(4) fx^ai-^fyyoi-^fz^'a'^f^= o, ?'ara:'a-H. . .-4- ç;= o,
et, si Ton utilise les valeurs proportionnelles de ^a, y'g^y z^ fournies par (3), il reste
équations qui peuvent remplacer les équations (3) : car (2) et (3) entraînent (2) et (5), comme on vient de le voir; inversement, (2) et (5) entraînent (3), puisque (2) entraîne (4), qui, si l'on tient compte de (5), donne évidemment (3).
En d'autres termes, il reste, pour déterminer les trois fonctions inconnues ^(a),^(a), ^(a), les quatre relations
i /(^i r» -5, a) = o, <p(ar, 7, 5, a) = o,
L'élimination de ^(a), jK(a), >s(a) donne une équation F(a)= o, qui doit être vérifiée identiquement pour que l'enveloppe existe. Dans ce cas, les équations (6) se réduisent à trois et donnent ^(a), j^(a), ^(a), c'est-à-dire les coordonnées paramétriques d'un point de l'enveloppe; au contraire, si F(a) n'est pas identiquement nul, il n'y a pas d'enveloppe.
365. Remarque. — Considérons la courbe a -|- rfa, d'équations
f{x,y,z, a4-rfa)=o, ?(a?,^,«, aH-rfa)=o, H. A
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et développons y et tp, en nous bornant aux termes en doL :
Pour que celle courbe rencontre en un point la courbe a, d'équations y =: o, ç =zz o, il faut que les quatre équations
(7) /=o, 0 = 0, /i=o, cpa=o,
soient compatibles, quel que soit a, en x^ y^ z. Or ce sont précisément les équations (6). Par suite, la condition F(a)= o, qu'on obtient en éliminant ^, y et z^ exprime aussi qu'une courbe quelconque de la famille rencontre en un point la courbe infiniment voisine, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur à rfa. Le lieu du point de rencontre est l'enveloppe trouvée plus haut, puisque les équations (^), qui définissent ce point, sont les mêmes que (6).
Application. — Soient les droites
(8) X = az -*- p^ y = bz -\- q^
où a, ^, /?, q désignent des fonctions données d'un paramètre a. Les équations /â= o, 0^^=^ o, sont ici
da dp db dq
aa dT. d% d%
et l'élimination de x^ y, z entre (8) et (9) donne de suite la condition d'existence d'une courbe enveloppe^ c'est-à-dire d'une courbe à laquelle les droites (8) sont tangentes :
da dq db dp _ dcL ~d% doL doL
Sous une autre forme, si l'on se reporte aux propriétés des surfaces développables (n° 361), on peut dire que la relation (10) exprime que la surface réglée engendrée par les droites (8) est une développable.
Exemple. — Pour les droites (II) X — — .3 sina-h cosa 4- a sina, ^ = <5 cosa -h sina — acosafv
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la condition précédente s'écrit
— cosa(cosa — ces a -f- asina)-+- sina( — sina -h sina -h a cosa)= o;
elle est identiquement satisfaite. L'enveloppe existe donc; elle est définie paramétriquement par les équations (ii) auxquelles on ajoute /a =o, c'est-à-dire
— z cosa -4- a cosot = o.
On trouve ainsi
5 = a, a? = cosa, ^ = sina,
pour les équations paramétriques de l'enveloppe.
Famille doublement infinie; congruences. — Les courbes
dont les équations renferment deux paramétres a et p, forment ce que l'on nomme une congruence de courbes.
Je dis qu'elles sont toutes tangentes à une même surface. Soient en effet ^(a, P),y(a, p), ^(a, p) les coordonnées inconnues d'un point de contact de la courbe (a, [i) avec une surface fixe : celle-ci aura dés lors p'oiir équations paramétriques
Le point x(a, ^), ... étant sur la courbe (a, jâ), on a d'abord
(3) /[x(a, ?),..., a, p]=o, cp[ar(a, p), ..., a, p]=o.
Il faut maintenant exprimer qu'en ce point la tangente à la courbe (a, P) est tangente à la surface (2) au môme point.
Or, pour la tangente à la courbe (a, P) au point considéré, x^ y y z, les paramètres directeurs dx^ dy^ dz (n® 340) sont donnés proportionnellement par les relations
(4) dxfj,-\'dyfy-\' dzfl = o, dxo'^-x- dy^'y-^ dz^', = o.
D'un autre côté, pour une tangente quelconque à la surface (2), au point d'arguments a, P, les paramètres directeurs sont propoi^ tionnels (n° 340) aux quantités suivantes, le rapport d^ : rfa étant
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arbitraire :
ûs^g^doL-^Xf^d^, ya^di-i-y^d^, z'^d^i^z^d^.
On a donc, en substituant ces valeurs à dx^ dy^ dz dans (4), et, en éliminant le rapport d^ \ <ia,
C'est la condition qui exprime le contact de la courbe et de la surface au point ^(a, [3),^(a, j3), z(a, P). D'ailleurs, en dérivant les relations (3) par rapport aux variables indépendantes a et ^, on a:
de sorte que la condition (5) peut s'écrire
Cette équation peut remplacer (5), c'est-à-dire que le système formé par (3) et (5) équivaut au système (3) et (7) : en effet, (3)et(5) entraînent (7), comme on vientde le voir; inversement, (3) et (7) entraînent (5), puisque (3) entraîne (6), qui, si Ton tient compte de (7), donne (5).
En d'autres termes, le point x^y^ z où la courbe (a, P) touche la surface fixe est donné par les trois relations (3) et (7), à savoir
et l'équation de cette surface, en x^y^ z, s'obtient en éliminant entre elles les paramètres a et p.
368. Points et plans focaux. — En général, chaque courbe de la congruence touche en plusieurs points la surface fixe, car les équations (8), résolues par rapport à Xy y^ z, donnent d'ordinaire plus d'un système de solutions.
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Si, par exemple, les courbes sont les droites
(9) x^az-^-p, y=ibz^q,
OÙ a, 6, /?, q sont des fonctions données de a et p, Téquation /a?? — /^?a=o s'écrit
, , f da dp\/ db dq\ / da dp\ / db ùq\
Elle est du second degré en Zy de sorte que chaque droite d'une congruence touche généralement en deux points une surface, que l'on appelle surface focale. Les deux points de contact de chaque droite se nomment les points focaux de la droite; les plans tangents en ces points à la surface focale sont Xesàexm plans focaux. Pour obtenir les points focaux et la surface focale, on résoudra l'équation (10) en z^ ce qui donnera une expression de la forme
^=F(a,p)±/G(ï;yi,
et, en portant cette valeur dans (9),
On a ainsi les coordonnées x^ y, z des deux points focaux sur la droite (a, P), et, par suite, la représentation paramétrique des coordonnées d'un point de la surface focale.
Les noms de surface focale et de points focaux s'appliquent aussi à la surface que touchent les courbes d'une congruence quelconque, et à ses points de contact avec une courbe particulière de la congruence.
369. Remarque. — (Considérons, dans la congruence (i), les deux courbes (a, p) et (a-f-rfa, jâ-f-rf^); les équations de la seconde s'écrivent, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier,
Pour qu'elle rencontre la courbe (a, fi), c'est-à-dire la courbe f= o, '^ = o, il faut que l'on ait, pour un même système de
valeurs de 4^, y, z,
Ces quatre équations, à trois inconnues x,y, ^, n'ont en général aucune solution commune, c'est-à-dire qu'une courbe de la congruence et une courbe infiniment voisine, prise au hasard, ne se rencontrent pas. Mais si l'on considère le rapport d^ l doL comme une quatrième inconnue, les quatre équations (11) auront des solutions communes, c'est-à-dire qu'une courbe (a, ^) rencontre les courbes (a -h doL, ^ -j- rfj3), pour lesquelles d^ldcc a certaines valeurs, dépendant de a et de p. Les points de rencontre vérifient les équations que l'on obtient en éliminant dp : rfa entre les relations (11), c'est-à-dire
ce sont donc les points focaux situés sur la courbe (a, P), Ainsi, la surface focale peut encore être définie comme le lieu des points limites communs à deux courbes infiniment voisines de la congruence.
Deux courbes infiniment voisines, (a, p) et (a-f-rfa, ^-f-rf^), ne se coupent généralement qu'en un seul des points focaux : car les équations (i i) donnent pour les inconnues d^ l rfa, x,y^ z un certain nombre de systèmes de solutions
et, pour deux systèmes difl'érents, les valeurs de -^ ne sont généralement pas les mêmes : géométriquement, cela signifie qu'à une valeur ( ^ ) du rapport d^ l rfa, c'est-à-dire à une des courbes
infiniment voisines coupant la courbe (a, p), ne correspond qu'un système Xi^yi, 5/, c'est-à-dire un seul point de rencontre.
Exemple. — Appliquons ces résultats à une congruence de droites. Soient A et B les deux points de contact de la droite (a, P) avec la surface focale ; une droite voisine (a -h rfa, p -i- d^) passe par A, aux infiniment petits près du second ordre en rfa et rfp, et touche la surface focale en un point B', voisin de B, et évi-
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demnient situé en dehors de la droite AB. Le plan des deux droites, c'est-à-dire le plan des trois points B, A, B', contient, à la limite, deux tangentes distinctes, BA et BB', de la surface focale au point B; c'est donc, à la limite, le plan tangent à cette surface en B, c'est-à-dire le pian focal en B. On voit ainsi que les deux plans focaux relatifs à la droite AB sont les plans qui passent par cette droite et par chacune des deux droites voisines de la congruence s'appuyant sur la première : on observera que le plan focal en un des points A et B est celui qui contient la droite voisine passant par l'autre.
370. Congpruences de* normales. — Les normales à une surface S forment une congruence, car l'équation de l'une d'elles dépend des deux paramètres qui déterminent, sur S, la position de son pied. Elles touchent donc, chacune en deux points, une même surface, qu'on appelle, par analogie, la développée de la surface S.
Réciproquement, une congruence quelconque de droites n'est pas une congruence de normales, c'est-à-dire qu'il n'existe pas de surface normale à toutes ces droites.
Considérons, en effet, les droites
OÙ a, bj p , q sont des fonctions de deux paramètres a et p. S'il existe une surface S à laquelle elles sont normales, soient j:(a, P), j^(a, P), z{ol, P) les coordonnées du point d'incidence de la droite (a, j3); on a d'abord
(i3) a:(a, 3)= a z(ol, P)-^/?, ^(a, ^) = bz(<x, ?)-+-7,
et la surface S est représentée paramétriquement par
Exprimons maintenant qu'au point de S de paramètres a, [3, la normale est la droite (a, ^) de la congruence, c'est-à-dire que la direction a, 6, i est normale à tout déplacement dxj dy, dz sur la surface à partir du point a, ^ (n** 340). Comme on a
dx =■= Xg^ doL -H Xa d^f ....
la relation de perpendicularité est
a{x'g^ rfa H- arp rfp) -h b{y^ doL-^-y^ rfp ) -h 5^^ rfat -+- z^ d^ = o,
et cela quel que soit rfa : rf^. Donc les conditions cherchées d'orthogonalité sont
(i4) ax'g^-^ by^j^-^ Zg^— o, aa?p-f-6ypH-Vp=o,
et l'on a, pour déterminer les trois fonctions inconnues x^ y^ 5, les quatre relations (i3) et (i4)- H est aisé de trouver la condition exprimant que celles-ci sont compatibles, car, en dérivant les équations (i3) par rapport à a et ^, on obtient
x^ r=az^-^a^z -T-/?p, ^|j = . . . ,
d'où, en portant ces valeurs des ^', y' dans (i 4), pour les éliminer,
sjj(a*-+- 6*-t- i)-H^(aaJt-l- bb'g) ^ ap'^g^-^ bq'g^= o, 5Q(a*-h b*'^i)-h z(aaa-h bbu)-\- apa-r- bq'a =0,
ce qu'on peut écrire
On a ainsi deux équations, donnant les dérivées partielles, par
rapport à a et à p, de la fonction zy/a^-f- ô^-f- i; pour qu'elles soient compatibles, il faut et il suffit (n" 327) que les deux valeurs
de T-Tô(^v^«^-h6^+ i) qu'on déduit de ces relations soient
égales. Donc
C'est la condition à laquelle doivent satisfaire les fonctions données, a, 6, /?, y, de a, j3, pour que la congruence (12) soit une congruence de normales. Si elle est vérifiée, les équations (i5)
fournissent les deux dérivées partielles de ^y/a^-h 6^-1-1, et, par
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suite, on aura (u° 327)
en supposant a remplacé par ag dans la fonction qui figure sous le second signe de quadrature. Cette équation donne la fonction 5(a, P). Les fonctions ^(a, P) et^(a, j3) seront ensuite fournies par (i3), et l'on connaîtra ainsi la représentation paramétrique d'une surface S à laquelle les droites (12) sont normales. Cette surface dépendra d'w/i paramètre arbitraire (n" 327, note) introduit par la formule (17); en faisant varier le paramètre, on obtient évidemment une famille de surfaces parallèles.
Remarque. -^ Je dis que la condition (16) exprime que les deux plans focaux relatifs à une droite quelconque de la congruence sont rectangulaires. Comme elle est, par sa nature même, indépendante du choix des variables indépendantes a et p, nous prendrons pour a et ^ les coordonnées du point où une droite quelconque de la congruence rencontre le plan des xy\ on a alors
et la condition (16), tous calculs faits, se réduit à
/ .. V àa , ,.^ db , ^ ,fàa db\
Soit alors d la droite (a, P) de la congruence :
a7=a5-Ha, y = bz ~\-^\
pour que la droite d' infiniment voisine (a -\- dcLj p -f- d^) : X =(a-h da)z -i-a-r- da, y ={b -h db)z -r- ^j^ -^ d^,
rencontre rf, il faut et il suffît que l'on ait
da d^ — db da = o,
c'est-à-dire
OU, en posant rfj3 : ûfa= /w,
^da ( da dh\ àh
Un plan focal relatif à la droite d passe par d et par la droite rf' (n° 369); c'est donc le plan mené par d et par le point X = a -h ûfa, y = p -f. rf^, 5 = 0, trace de rf' sur le plan des xy\ il a dès lors pour équation
d^i^x — az — a) — d%{y — bz — P)= o,
et, puisque d^ ', doL=i m^ il est parallèle au plan
mx — y -\-(h — ani)z = o.
En remplaçant m dans cette équation par chacune des deux racines /?i| et m2 de l'équation (19), on obtient (en direction) les deux plans focaux relatifs à d; pour qu'ils soient rectangulaires, il faut et il suffit que l'on ait
mi mj -+- I -H ( 6 — anii ){b — a/iij ) = o.
Or en substituant, dans cette relation, à la somme /7i| -+- m^ et au produit m I /7i2, leurs valeurs fournies par l'équation en m (19), on retombe sur la condition (iB), ce qui établit la proposition. Donc :
Pour qu'une congruence de droites soit une congruence de normales, il faut et il suffit que les deux plans focaux relatifs à chaque droite soient rectangulaires.
COURBES PLANES
371. Osculation. — Soit un système de courbes planes dont Inéquation contient /i -h i paramètres; on dira qu'une de ces courbes est osculatrice en un point donné P à une courbe plane C|, si elle a, en ce point, avec C|, un contact de l'ordre le plus élevé possible. Les conditions du contact d'ordre A' en un point donné étant au nombre de Xr -j- i (n® 346), on voit que la courbe osculatrice considérée aura en général, avec C|, un contact d'ordre n.
On peut dire aussi (n"3o5) que la courbe osculatrice a, avecCi, n -\- I points d'intersection confondus en P.
Par exemple, la droite osculatrice en un point (n = i) est la tangente; de même, puisqu'un cercle dépend de trois paramètres, il y a, en chaque point P d'une courbe, un cercle, dit oscillateur , ayant avec la courbe un contact du second ordre en P, c'està-dire trois points d'intersection confondus en P; il y a une conique, dite osculatrice, ayant un contact du quatrième ordre, c'est-à-dire cinq points d'intersection confondus, etc.
Tangente. — Soit C| la courbe définie par
(i) xr=x(,t), y^-y{t\
la droite
aX H- b\ -4- c = o
aura un contact du premier ordre avec C|, au point d'argument ^, si l'on a (n« 346),
¥ {t) = ax {t) — b y {t) -^ c = o, F'(t) = ax'(t)-i-by(t) =0,
équations d'où l'on déduit les valeurs proportionnelles de a, 6, c.
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L^équalion de la tangente est ainsi :
c'est-à-dire
comme on le savait a priori, car ^ = -^ {voir aussi le n** 340).
x' dx
Cercle osculateur. — Le cercle
(X— at)î-+-( Y — P)>—R*=o
aura un contact du second ordre avec la courbe (i), au point x{t)^ y[t)^ d'arguments, si Ton a
F ( 0 = [x{t) - a]» -4- [7(0 - PP- R* = o,
F'(/} = (ar-a)a^'-r-(7-?)y
-V"{t) = (x - ol) x" -^ {y — ^) y" ->t- x'^^ y^ =^ o.
Ces trois équations donnent le centre a, p et le rayon R du cercle osculateur. Les deux dernières font connaître x — a et y— |3: d'où
La première donne ensuite R^, en tenant compte des valeurs précédentes de jc — a e\.y — p :
d'où
■^ j —yj^
Si la courbe est donnée sous la formey = /(x), on posera x = t, y = /{(), d*où x'=i, x^ = o;
quant à y' et y", ce seront les dérivées de y par rapport à x.
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déduites de Téquation de la courbe donnée. On a alors
(7) ' •:.R=li^. -
ce qui est bien l'expression du raj^on du cercle osculateur obtenue d'une manière différente aux n®* 61 et 79.
Le contact du cercle osculateur et de la courbe étant d'ordre pair, le cercle traverse la courbe au point de contact (n*^ 347).
374. Développée. — La développée est le lieu des centres des cercles osculateurs aux divers points d'une courbe; son équation (relation entre a et ^) s'obtient en éliminant t entre les deux équations (5), ou, ce qui revient au même, entre les équations (3) et (4).
Or, l'équation (3), si l'on y regarde a et ^ comme les coordonnées courantes,
est celle de la normale à la courbe proposée au point x{t)^ y{^) î le premier membre de l'équation (4) est la dérivée, par rapport au paramètre ^, du premier membre de (3); donc, en éliminant / entre ces deux équations, on obtient Y enveloppe des normales ù la proposée. Ainsi, comme on l'a déjà vu géométriquement (n® 61 ) :
Le lieu des centres des cercles osculateurs coïncide avec V enveloppe des normales,
375. Courbure. — Elle a été définie au n° 58, et l'on a vu (n°" 61 et 79) qu'elle était l'inverse du rayon du cercle osculateur; on a donc
Les points pour lesquels x'y' — y a:f' est nul sont dits d* inflexion; le rayon du cercle osculateur y est infini, c'est-à-dire que ce cercle se réduit à la tangente, qui a dès lors trois points d'intersection confondus avec la courbe et traverse celle-ci au point de contact.
Rayon de courbure en coordonnées polaires. — On a
trouve au n° 62, pour le rayon de courbure de la courbe p = p(^)?
377. Équation intrinsèque. — On peut définir une courbe plane par une relation
entre la courbure k en un point P et l'arc 5, compté à partir d*un point fixe jusqu'en P : ces deux quantités dépendant d^une même variable t sont, en effet, fonctions l'une de l'autre.
Ce mode de définition n'introduit aucun élément étranger à la courbe, comme le sont les axes de coordonnées; deux courbes égales, mais différemment placées, ont la même équation, dite équation intrinsèque.
Voici comment on peut trouver l'équation cartésienne d'une courbe définie par son équation intrinsèque,
k = As).
Soit 6 l'angle de la tangente en P avec Ox] on a par définilion (u'^ SS'i
d'où
oi
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et, par suite, d'après (8),
û?j7r=F'(0 — Oo)cosec^0, dy=-.F'{(i — (io) sinOrfO, d'où
X —Xo= JF'iO- Oo)cosOcrO,
r-ro=yF'(e-6o)sin0rf0,
^0 et j^o étant des constantes arbitraires.
Les coordonnées x et y sont ainsi exprimées en fonction d'un paramètre 8, ce qui résout le problème.
On voit qu'il y a une Iriple infinité de courbes répondant à la question, puisqu'il y a, dans les expressions de x et y, trois paramètres arbitraires, Oq, Xq et j/'o : toutes ces courbes sont identiques entre elles, c'est-à-dire ne sont que des positions d'une même courbe qu'on déplacerait dans le plan d'une manière quelconque.
En eflel, faisons, sous les signes / , le changement de variable
on a
eo
dt
X — Xç^-^ I F'(<)COS(Oo-r- /}
Oo f¥'(t)costdt — sin(^o f F'(t)sinf df,
— a-Q-H cos
formules de la même forme que celles de la transformation des coordonnées en axes rectangulaires, et qui montrent que la courbe considérée n'est autre que la courbe
x= jV\t)costdt, y= JF'(t)s\n(dt,
qu'on fait tourner de l'angle Oo autour de l'origine, et qu'on transporte ensuite parallèlement à elle-même, de Xq dans le sens
de Ox, et de yo dans le sens de Oy. D'après cela, on pourra se dispenser, dans les calculs, d'introduire les constantes d'intégration O07 ^0 6^ J'o*
Exemple. — Courbe dont la courbure est constante
On a
as a
d'où
ds = a d^y
ce qui donne immédiatement, d'après (9),
d!a? = acos6 c?0, c(^ = asin8rf0. Par suite,
ar = /acos6cf6= asinÔ,
y = I a sinO^^O = — acosO.
La courbe cherchée a donc pour équation cartésienne
C'est un cercle de rayon a. Le cercle est donc la seule courbe plane de courbure constante.
Applications,
Ellipse. — L'ellipse étant définie paramétriqucment par
X — a cost,
y = 6sin<, on a
a:'= — asin^, x" = — azo%t^ y— bcosty ^ = — osmty
d'où
(a>sin«f-f- ft«cos*0*
Si N est la normale limitée à son pied, d'une part, et à Ox d'autre part, on voit aisément que
Pour le centre de courbure, on a
, a^sin*/ -f- 6*cos*< c-
a = acos/ — ocost ; = — cos'i,
ao a
,, , . . a'sin*^-t- 6' cos'f c* . .
p = 6 sin < — a sint r = — -r sin' <,
d'où Téquation de la développée :
382. Cycloïde. — Les relations paramétriques de définition (no288)
X ^ a( t — sin /), jr = a(i — cost)
donnent, par un calcul facile,
R — '2i/-2rt(i — ces/)- = 4« sin •
Le rayon de courbure en P est donc égal à 2MP {/ig. 74 et 91); on vérifie d'ailleurs aisément que la normale en P à la cycloïde
passe par M, c'est-à-diro est la droite PM; le centre de courbure est donc le symétrique de P par rapport au point M. On trouve, pour le centre de courbure,
a — ai t -- sin/ j, 3 — — a{\ — ces/).
Kig. 9-2.
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ia dans
primitive, déplacée de œt, dans le sens de Ox, et de le sens de Oy {Jig. 92).
Les formules ci-dessus donnent aussi
c'est-à-dire que le milieu du segment PQ, Q étant le centre de courbure (a, [3), est le point (a/, o), c'est-à-dire le point M, comme on l'a déjà observé.
383. Spirale logarithmicLue. — C'est, en coordonnées polaires,
la courbe
p = ae"»<«>.
Le rayon de courbure au point d'angle polaire ca est (n° 376)
R z= ae"*^
ClH-W»)''
I -H •;• ni^ — m
- = ayji -+- m^e^^.
Si l'on pose m = tanga, a est l'angle (constant) que fait le
Fig. 93.
rayon vecteur OM (Jlff- (ji) avec la normale en M, car
on a donc R = — — » et le centre de courbure N est à la rencontre
cosa
de la normale MN et de la perpendiculaire élevée en O sur le ravon vecteur OM.
Le lieu de N, ou la développée, s'obtient aisément. Soient
Pi et (1J4 les coordonnées polaires de N; on a
TZ
p, = ON = OM tanga = niae^^^ La développée est donc
pi=z mae \ '^;
c*e3t une spirale logarithmique égale à la proposée.
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384. Osculation. — Une surface, appartenant à une famille dont l'équation contient n -f- i paramètres, pourra avoir en un point donné, avec une courbe gauche, un contact d'ordre /?, puisque les conditions du contact d'ordre A*, entre une courbe et une surface, sont au nombre de A* -h i (n° 349). Elle sera dite osculatrice à la courbe au point considéré.
De même, si une courbe gauche appartient à une famille dépendant de 2(/? -h i) paramètres, elle pourra avoir, en un point donné, avec une courbe gauche donnée, un contact d'ordre /i, puisque (n" 330) les conditions du contact d'ordre k entre deux courbes gauches sont au nombre de 2(A*-f-i). On dira encore, en ce cas, qu'il y a osculation au point considéré.
F^ar exemple, un plan, dépendant de trois paramètres, pourra avoir, en un point donné, avec une courbe gauche, un contact du second ordre : ce sera le plan osculateur. Un cercle, dépendant de six paramètres, pourra aussi avoir, en un point donné, un contact du second ordre, et ce sera le cercle osculateur.
383. Tangente. — C'est la droite osculatrice en un point. Considérons la courbe
la droite
aura avec elle, au point t, un contact du premier ordre, si l'on a(n«330)
x(t) = az(f)-^p, y (0 = ^^(^) -^ 7> x' = (tz, y' = bz\
d'où Ton tire les valeurs de a, 6, /?, q. La droite est alors
A, ^^= — ; Là — {— X - , Zy 1 = • * • )
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ce qui s'écrit
X— ^ _- Xr"-Z _ ^-^
Plan oscillateur. — Le plan
AX + BY-^CZ-+-D = o
aura, au point /, un contact du second ordre avec la courbe (i), si Ton a (n° 349)
(2) Aa-(/)-hB7(/)-hC^(0-+-I> =0,
(3) kx' H-By -\-Cz' — o,
(4) kx" -f-By -r-C-5' =0.
On a donc, pour Téquation du plan osculateur, en tirant D de (2),
A, B, G étant déterminés proportionnellement par (3) et (4) : dans tout ce qui suit, nous poserons
(5) \=.yz'—z'y, B==z'jf—x'z', c=zx'y-yx\
On peut écrire aussi Téquation du plan osculateur sous la
forme
af y' z"
Les équations de la tangente et celle du plan osculateur restent les mômes, quels que soient les angles des axes de coordonnées.
Remarques, — Le plan osculateur en M est (n° 355) la limite du plan mené par M et par deux points quelconques, M', M", infîniment voisins de M sur la courbe. On peut dire aussi que c^est la limite du plan mené par la tangente en M et par un point de la courbe, infiniment voisin de M.
La tangente en M cl la tangente en M' se rencontrent, aux infiniment petits près du second ordre par rapport à MM', en un point (n° 365) qui a pour limite le point M.
387. Enveloppe des plans oscillateurs. — Les plans osculateurs
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aux divers points d'une courbe gauche dépendent d'wn paramètre t'y leur enveloppe est donc une surface développable A.
Je dis que les caractéristiques de A sont les tangentes de la courbe gauche proposée et que l'arête de rebroussement de A est cette courbe elle-même : il suffit d'établir la seconde partie, car on sait que les caractéristiques sont des droites, tangentes à Tarête de rebroussement (n** 361).
Le plan osculateur étant
l'arête de rebroussement s'obtient (u® 338) en éliminant t entre cette équation et les équations f[ =. o, // = o. Or
(8) /'(0 = A'(X— ;r) hB'(Y-JK)-^C'(Z-5) = o, car A:c'-f- ^y' -\- Gs' est nul d'après (3);
(9) /'(0=A'(X-x)-4-B'(Y-j)H-C'(Z-;:) = o, car A'x'-j-B^y-f- C'^'=^ o : en elfet, de l'identité (3),
on déduit, en dérivant,
(Aar'-f- Bj'-f- Cz") -h (A'^r'H- B'/'h- C'z') == o,
et, la première parenthèse étant nulle d'après (4), la seconde l'est aussi.
Alors les trois équations (7), (8), (9). qui définissent un point X, Y, Z de l'arête, en fonction du paramètre ^, sont linéaires et homogènes en X — x, Y — >% Z — z\ on a donc
ce qui prouve bien que l'arête de rebroussement coïncide avec la courbe proposée ( ' ).
(') Ce raisonnement suppose que le déterminant des trois équations (7), (8) et (9) n'est pas nul identiquement. Admettons, pour simplifier, que la variable indépendante soit Xy de sorte que t = x. Le déterminant des équations (7), (8) et (9) est alors
ABC
yz--z'y
puisque x' = if x" = x''= o. S'il est nul identiquement, on a, en ajoutant à la
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Donc enfin, comme on l'a établi géométriquement au n° 361, le lieu des tangentes d'une courbe gauche quelconque est une développable; celle-ci est ^'enveloppe des plans osculatenrs de la courbe.
Il en résuhe également que les plans osculateurs en deux poinls infiniment voisins, M et M', de la courbe, se coupent suivant une droite qui a pour limite la tangente en M, puisque celle-ci est la caractéristique.
Remarque. — Le cône qui a pour directrice une courbe gauche C et pour sommet un point quelconque P admet évidemment pour plans tangents d'inflexion les plans osculateurs à C issus de P. En transformant ce résultat par polaires réciproques (n° 361), et observant qu'à un plan tangent d'inflexion d'un cône répond un point de rebroussement sur la courbe plane corrélative du cône, on voit que :
La courbe commune à une développable et à un plan quelconque a un rebroussement en chaque point (V intersection du plan et de C arête de rebroussement de la développable.
De là le nom de cette aréle.
première colonne la seconde et la troisième, multipliées respectivement par j'
et 5',
t ar,
Donc, quel que soit ar,
et, en remontant aux primitives,
\o%y'' = \o%z'' -\-\o^a, c'est-à-dire y''=az\
Remontons encore deux fois aux primitives :
y'^az' -^b,
y — az -h bx ^ c,
d'où il résulte que la courbe est plane. Kn ce cas, tous les plans osculateurs se confondent avec le plan de la courbe, et il n'y a lieu de chercher ni leur enveloppe, ni l'arête de rebroussement de celle-ci.
La conclusion est que le théorème énoncé dans le texte ne s'applique qu'aux courbes gauches, et il n'a, d'ailleurs, de sens que pour les courbes gauches.
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388. Cercle csculateur. — C'est celui qui a un contact du second ordre (n° 384) avec la courbe en i^n point donné /. Un cercle de l'espace peut êlre défi li par les équations
a, [3, Y est le centre du cercle, R son rayon : les six paramètres
sont a, j3, V, R et les rapports — , -.
Il y aura contact du second ordre avec la courbe au point x(t)^ y{t), z{t)^ d'argument /, si Ton a (n" 330)
(jr - a)«-^ (^ _ Q^î 4- (2 - Y)î = Rt, (t — OL) x' -- (y — ^) y -i- ( z — -() z' =^ o,
mx' ^- ^y -^ p z' = o,
mx
-+- ny -h pz =0;
ce sont là six équations qui déterminent les six inconnues a, ,3, y, R,
Les deux dernières équations (i 1) montrent que m, /?,/> sont proportionnels à A, B, C, et la première équation (11) s'écrit alors
A(a — x)-hB(P— j^)-hG(y — 5) :=(>,
c'est-à-dire que le centre a, j3, y du cercle est dans le plan osculateur au point x^y^ z. Il en résulte que le cercle lui-même est dans ce plan, car son plan contient évidemment la tangente à la courbe au point considéré, droite du plan osculaleur.
L'équation (12) et les deux dernières équations (10) déterminent a, j3, y, ou, mieux, x — a, y — j3, z — y; la première équation (10) donne ensuite R^. On a ainsi
_ __ ! x'^^y* ^- z'^ y z" ■ _ ix'*-^y^-h zi)(cy— nz) ,
''"■'*" A ïï G " A»-T-B*-+-G* '
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on obtient, par permutation tournante, y — p, 5 — v. EnGn c'est-à-dire, puisque, d'après (3), A x'-h B^'-f- C-s' est nul,
389. Surface polaire. — La seconde équation (10), où a, p, y sont les coordonnées courantes, est celle du plan normal à la courbe au point t; la troisième équation (10) a pour premier membre la dérivée, par rapport à /, du premier membre de la précédente : ces deux équations représentent donc la droite caractéristique de l'enveloppe des plans normaux. Cette droite, dont les équations sont ainsi
(X — X) 37'-+- ( Y — j^) j'-+- (Z - ;;) s'= (y«-+- y«-+- iî'V),
est dite axe du plan osculateur ou axe de courbure; elle est perpendiculaire au plan osculateur, car ses paramètres directeurs sont^'^c'' — z' y" , . . ., c'est-à-dire A, B, C. Ainsi :
Le centre du cercle osculateur {ou centre de courbure) est à V intersection du plan osculateur et de Vaxe de courbure.
L'axe de courbure se nomme aussi droite polaire; le lieu des axes de courbure, c'est-à-dire la développable enveloppe des plans normaux, se nomme la surface polaire de la courbe gauche proposée.
390. Remarque. — Doux courbes gauches qui ont entre elles un .contact du second ordre en un point ont même cercle osculateur
en ce point. Cela résulte immédiatement du corollaire du n" 351.
391. Sphère osculatrice. — C'est celle qui a un contact du troisième ordre avec la courbe en un point donné t.
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La sphère
aura un contact du troisième ordre avec la courbe au point /, si Ton a (n« 349):
(12) (:r- — a)2-|-(jK.-p)»-f.(-5 — y)»— R«=0,
(i3) ix -- oL)x' H- {y — p) y^ {z - -{) z' = o.
(i5) (ar — a)ar'"-4-(7 — P)y-f-(-5 — Y)z'"-h ^ix'x" -^ f y" -r- z' z") ^- o.
Les trois dernières équations donnent linéairement a, j3, y, coordonnées du centre de la sphère; la première donne ensuite le rayon R.
Nous n'expliciterons pas ces calculs; il est préférable d'interpréter géométriquement les relations précédentes.
L'équation (i3), où a, jî, y sont les coordonnées courantes, est celle du plan normal à la courbe au point t; les équations (i 4) et(i5)ont respectivement pour premiers membres les dérivées première et seconde, par rapporta ^, du premier membre de (i3); le point a, p, y défini par ces trois équations est donc le point où le plan normal touche Tarête de rebroussemenl de son enveloppe (n® 358). En d'autres termes :
Le lieu des centres des sphères osculatriccs coïncide avec l'arête de rebrousse ment de la surface polaire.
Remarque. — D'après cela, le centre de la sphère oscu
latrice à la courbe (C) {fig- 94) ^i" point M est le point S où la
caraclérislique du plan normal, c'est-à-dire Vaxede courbure 0\, touche Tarête de rcbroussementde la surface polaire. Il en résuhe que la sphère osculalrJce contient le cercle osculatenr; car son centre est sur la normale OA menëe au plan du cercle par le centre O de celui-ci, et elle passe par le point M.
393. Définitions. — On nomme, en un point d'une courbe gauche : Anormale principale la perpendiculaire menée à la tangenle dans le plan osculateur;
Binormale la perpendiculaire au plan osculateur.
La normale principale contient évidemment le centre du cercle osculateur; la tangente, la normale et la binormale forment un trièdre trirectangle.
Nous désignerons respectivement par ao, ^01 Yoî *«» ?«>T«î ^2î ?2> fa les cosinus directeurs de ces trois dernières droites, sans nous préoccuper de fixer sur chacune d'elles un sens positif.
Les cosinus ao, j3o» Yo de la tangente sont proportionnels à x\ y\ d\ nous écrirons donc
«A = » po = > Yo =
le radical étant pris avec le signe -f-.
De même, a,, ^3,, y, vérifiant les relations
«iA-+- ?,B-:-Y,G=o,
qui expriment que la normale principale est perpendiculaire à la tangente et parallèle au plan osculateur, on écrira, en répétant pour S(Cy — B^')- un calcul fait au n° 388,
B^'-Gv'
et enfin, pour la binormale,
aj — — >
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Expression de divers infiniment petits.
39i. Nous désignerons par :
p un point (.r, >', z) de la courbe gauche, d'argument t\
P le plan osculateur I
.„ , > en ce point;
I la tangente ) ^
/>! le point infiniment voisin de la courbe, correspondant à l'argument t -^^ dt^ et de coordonnées (x -h /ix,y -r- ly, 3 + Aj) ;
Pi le plan osculateur )
r^ , i en ce point.
I I la tangente )
La distance /?/?i = VAj;--|- Aj^--|- A:;- a pour valeur principale )/dx^ -r- djri -h dz^ = s/x'^-^y^-^z'-^dt = ds (élément d'arc).
395. Angle de T et de T,. — On sait que l'angle cp de deux directions (a, 6, c) et («i, 6|, C|) est donné par
• î _ (bcj — c6i)'-t- (cai — a^i)*-t- (a6| — bai)*
Or, pour la tangente T, a, 6, c sont j?', ^', w'; pour la tangente T,, a,, 6|, c, sont j:'-h A^',^'-f- A^', ^'-f- Aw' ; on a ainsi :
sin'o =
(yiz'— z'iy)*-h(z'\x'—x'iz ')i^(^x'ùiy—y\x')*
Les valeurs principales de Ax', A^', As' sont x"dt, y'dt, z"dt] la valeur principale de sin^'^, ou de ç^, est donc
Valeur pr,ncipaley»= (^^,^y«^y,^, ^^'= ^.^ yt^ ^'-.Y^d''^
et enfin
/A*-f- B'-h G' Valeur principale o = 7—7^ ^r ttt^'-
396. Courbure. — C'est, par définition, la limite du rapport de l'angle ©, de deux tangentes inGniment voisines, à l'arc ds compris
entre leurs points de contact. On a donc, pour la courbure Ar,
k = valeur principale -j- = y A -^ n -h C ^ '^ ^ as »
c'est-à-dire A-r=: — , R étant le rayon du cercle osculateur. Le
cercle osculateur, son centre et son rayon se nomment, à cause de cela, cercle, centre et rayon de courbure.
397. Angle de P et de Pi. — Les coefficients des plans P et P, sont respectivement A, B, C et A-+-AA, B -h AB, C-I-AC;
l'angle «i de ces plans est donc donné parla formule
sin^^ —
( B AC — C AB )^ -f- ( G A A — A AG )» H- ( A AB — B AA)» (A«-f-B« -^ G» ) [( A -h A A )» -+- . . . ]
Or, les valeurs principales de AA, AB, AC sont
dPL = \'dt = {fz'"- z'y") dt,
et il en vésulte aisément les formules
Valeur principale de B AG — G AB = Dx' dt, » » GAA- AAG = Dyé//,
.) D AAB — BAA = D5'^/,
D désignant le déterminant
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formule précédente,
Les points où la torsion est nulle se nomment points stationnaires; ils sont donnés par la relation D = o.
Remarque, — Pour une courbe plane, le plan osculateur coïncide toujours avec celui de la courbe; donc A = o, et, par suite, la torsion est nulle.
Réciproquement, si la torsion est constamment nulle (ou si tous les points sont stationnaires), c'est-à-dire si D = o, la courbe est plane. Car, en prenant x pour variable indépendante, c'est-à-dire en faisant j:'= i , ^'= y = o, la condition D = o se réduit àyy — :;"y'"= o, d'où l'on déduit, comme dans la note du n** 387, que la courbe est plane.
399. Distance o de/?i à T. — On trouve géométriquement, sans difficulté, sa valeur principale.
Soit ppi (trait plein) { fig- gS) la courbe proposée; figurons
Fig. 95.
(trait pointillé) le cercle qui la touche en p et qui passe par le point infiniment voisin /?|. Si IV est le rajon de ce cercle, on a rigoureusement, en menant /?| P normal à la tangente en /?,
(corde />/?,)^
P'^^ Tk'
A la limite, le cercle considéré devient (n** 355) le cercle osculateur en/?; IV devient R, rayon de courbure, et la valeur principale de covàe ppx est avcppi , ou ris. On a donc
Valeur principale 0 = —7- = - kds^, ^ ' '2 K •>.
C'est la môme formule que pour une courbe plane (n** 64).
L'Analyse conduirait, par une voie plus longue, au même résultat.
Distance d de pi èiP. — Elle est donnée parla formule
v/Aî -h B« -+- C«
Remplaçons Ax, Aj', As par leurs développements tayloriens
^x = x'dt-^ - x'dt^-^-^x'^dt^-^
nous voyons qu'au numérateur les termes en dt et dt'^ disparaissent, à cause des relations
Ax''\-By-\-Cz'= \x'-^ By-i-Cz''=o;
il reste donc, pour la valeur principale de rf,
.... Ax'"-\-By'"'{-Cz'" dt^ Valeur principale a = — — — t-
y/At-f-B»-f-G* ^ _ p dt^ - k —
Elle est du troisième ordre en ds^ comme cela devait être, puisque le contiact de P et de la courbe est du second ordre.
Si le point /> est stationnaire, t est nul; la distance d est donc d'ordre quatre par rapport à ds, c'est-à-dire que le plan osculateur en /? a un contact d* ordre trois avec la courbe.
Ainsi, les points stationnaires sont ceux où le plan osculateur a avec la courbe un contact du troisième ordre.
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d'où, par dérivation,
\ x'x'"-hyy"-hz'z'^-i-x'*-^yi-hz''i = ().
On a alors, pour la courbure,
k = /\*^Bî+C^= ^i^yz'-z'y)*-^..,,
= s/ix'^-^-y-'-h z'* ) (a:'«-hy «-+- z'^ ) — {x'x'-^yy-^ z' z' Y ,
c'est-à-dire, en tenant compte de (i),
(2) k = v/j^'i-hy^-t-i"».
Cela pos^, évaluons la différence entre l'arc A5, ou ds (n° 20), et la corde qui joint les points x^ y^ <3 et x + Ax, y 4- Aj>^, 5 -f- A3 ; c'est-à-dire la différence
Or, on a
b^T — X ds -\- X ha:"— — h . . . ,
Ac = -5' c/f-h. . .,
d'où
et, en tenant compte de (1) et (2),
La différence à évaluer est donc
ds-dsU ^ \k^ds^^,., = ds\ i— ('i — -1- A»t/5« -+-... V L
ou, par la formule du binôme,
dsl\ — \-\ 7 A* é/5* -+- . . . j .
La valeur principale de la différence entre l'arc et la corde est H. 26
ainsi
a4 elle est du troisième ordre par rapport à l'arc.
402. Remarque. — Nous avons supposé jusqu'ici que x, ^, s, sur la courbe gauche, sont exprimés en fonction d'un paramètre ^; si la courbe est donnée sous la forme
on supposera t = x; d'où a;' = i , j/'= o. Quant à y, z\ y^ et 5^, ce seront les dérivées première et seconde de ^ et ^ par rapport à:r; on les calculera en dérivant les équations de la courbe par rapport à x. Ainsi, Ton aura d'abord
d'où j^ et z linéairement; dérivons encore une fois :
^X^-^ -^yS^ry-^ = O,
d'où l'on tirera linéairement y et -s", puisque y et 5' sont déjà connus, etc.
Il suffira alors de porter ces valeurs de a;', od' ^ "^^y^y^ •••, 5', z", ... dans les formules générales, pour obtenir la tangente, le plan osculateur, la courbure, etc., de la courbe gauche proposée.
403. Formules de Frenet. — Cherchons les diflférentielles des cosinus directeurs ao, Po? Yo de la tangente en un point d'une courbe gauche (n® 393). On trouve aisément :
d%^=d-- — = ^ r t/^ = k%xds,
«1» ?i> Yi étant les cosinus directeurs de la normale principale (n«393). Ainsi
(3) daQ=:ky.xds, d1^o= k^ids, d-(o= k^ids.
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De même, pour les cosinus directeurs a2, p2> Ya de la bînormale, on trouve, par un calcul facile,
aa,= d j- = '^ 3 D^^ = — Ta,é/5.
Ainsi :
Enfin, pour obtenir rfa,, rf[î,, rfy,, difTérentions les relations
ajao-f- Pipo-+-YiTo=o, aiaî+PiPî-+-YiTî = o»
dont les deux dernières expriment que la normale principale est perpendiculaire à la tangente et à la binormale; il vient, en utilisant (3) et (4),
«1 doLi H- pi </Pi -f- Yi ^Y» = ®» aLodai-\-^od^i-h Yo d^{\ -^ k ds = o,
d'où l'on tire aisément
\ dai=(—koio'h'Z(Zt)ds, d^i = (— k^o-+-'?i)^^^ ( V ) <
/ ^Yi = (— ^'Yo^-'YO^^-
Les formules (3), (4) et (5) sont les formules de Frenet.
Lieu des centres de courbure. Développées.
404. Lieu des centres des cercles oscolateurs. — Soient O et S {fig' 96) les centres du cercle osculaleur et de la sphère osculatrice en un point M d'une courbe gauche (C); OS est l'axe du plan osculaleur. Le lieu de O, qm est une courbe, est donc tracé sur la surface lieu de OS, c'est-à-dire sur la surface polaire (D), enveloppe des plans normaux à (C).
Cherchons la tangente au lieu de O; désignons par O' et S' les points analogues à O et S qui répondent au point M' infiniment voisin de M sur (C); par 6 et X les angles O'OS et OSM : la
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direction 00' est dans le plan OSM, qui est le plan, tangent à la développable (D) le long de OS.
Appliquons la formule de variation de longueur (n® 80) aux segments OS, OM, SM; il vient, en observant que OS touche
Fig. 96.
en S le lieu du point S, c'est-à-dire l'arête de rebroussement de (D) (n" 392), et que OM et SM sont normaux en M à la courbe (C), puisque OSM est le plan normal en M,
dOS =SS'--00'cose, dOM= 00' sine,
dSM = SS'cosX.
D'ailleurs, en différentiant la relation
SM =0S -4-OM , SM rfSM = OS dOS H- OM rfOM,
c'est-à-dire
SM.SS'cosX = OS.SS'-h 00'[— OS cosO -4- OM sinO] ;
comme il reste c'est-à-dire
OS = SM cosX,
OScosô = OM sinO,
tangO=^
ce qui est égal à cotX.
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Donc 0 = \ c'est-à-dire que la tangente 00' au Heu de O,
située dans le plan OSM, est normale à la droite joignant le point O au milieu du segment SM , ce qu'on aurait pu établir plus directement sans grande difficulté.
Corollaire I, — Le lieu du point O n'est pas une développée comme dans le cas des courbes planes, c'est-à-dire que la tangente en O à ce lieu ne coïncide pas constamment avec la droite OM. Pour qu'il en fût constamment ainsi il faudrait
que 6 = -I d'où )w = o, c'est-à-dire que le point S fût à l'infini.
La sphère osculatrice se réduirait donc constamment au plan osculateur; celui-ci aurait, dès lors, un contact du troisième ordre avec la courbe; tous les points de celle-ci seraient, par suite, stationnaires, et la courbe serait plane (n** 398).
Corollaire //. — Pour que les centres, O et S, du cercle osculateur et de la sphère osculatrice coïncident, il faut que X soit égal
à -» d'où 8 ^ o, et la relation rfOM = 00' sinOmontre que rfOM
est nul, c'est-à-dire que le rajon de courbure est maximum ou minimum.
Inversement, si, en un point M, le rayon de courbure OM est
maximum ou minimum, OO'sinO est nul, d'où 9 = o, )^ = - , et les points S et O coïncident. Ainsi :
Les points d'une courbe gauche pour lesquels le centre du cercle osculateur coïncide avec le centre de la sphère osculatrice sont ceux qui correspondent au maxima et minima du rayon de courbure.
Corollaire IIL — Pour que les deux centres O et S coïncident quel que soit le point M sur (C), il faut que ûf OM soit nul en tout point de C, c'est-à-dire OM = const., et réciproquement. Donc :
En tout point d'une courbe de courbure constante, les centres du cercle osculateur et de la sphère osculatrice coïncident; réciproquement, cette propriété n'appartient qu'aux courbes de courbure constante.
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405. Rayon de la sphère osculatrice. — Imaginons menée la tangente en S' à la courbe SS' ^fig- 96); elle passe par 0', puisqu'elle est l'axe de courbure en M'. De plus, elle rencontre, au second ordre près, la tangente en S en un point T, qui a pour limite le point S (n** 386), et son angle avec cette tangente est l'angle A des plans osculateurs à (C) en M et M'. On a trouvé plus haut ûfOM = OO'sinO; or. le triangle OTO' donne
00'sine = TO'sin^, d'où, à la limite, en remplaçant TO' par SO et sin<{/ par <J^, ou? rfs,
é/OM = OS T ds, c'est-à-dire OS = = — •
'z as
La relation SM = OS H- OM donne alors, en posant SM = Q et OM = R rayon de courbure de (C) en M,
expression remarquable du rayon p de la sphère osculatrice en M. Les corollaires II et III ci-dessus se déduiraient immédiatement de cette formule.
406. Développées d'une courbe gauche. — On nomme normale à une courbe gauche (C), en un point M, toute droite passant par M et perpendiculaire à la tangente en ce point; e/eVeloppée de (C), toute courbe dont les tangentes sont normales
Soient P un point d'une développée, PM la tangente en P, normale en M à la courbe (C); désignons parMN la normale principale à (C) en M, par Q la projection de P sur MN.
Les cosinus directeurs de la droite MN sont ai. Pi? Yi ; ceux de PQ sont évidemment les cosinus directeurs, a2, ^2» Y2> àe l'axe de courbure en M. Posons MQ = p, et désignons par co l'angle PMQ, de sorte que QP = p tangco. Si x^y^ z sont les coordonnées de M exprimées en fonction d'un paramètre ^, et Ç, yj, J^ celles de P, on aura, en projetant sur les trois axes le contour MQP,
I 5 = a: -f- pai -+- paj tangw, (G) < >) =^-^p?i -f-pPî tango),
( C = 5 -4- pYi H- PYî tango).
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Pour que le lieu du point Ç, yj, J^ soit une développée il faut que la tangente en P soit la droite PM, donc que rfÇ, ûfr^, d^ soient proportionnels à $ — Xy r^ — y, Ç — z. Ainsi, on aura
Soit e la valeur commune de ces rapports; la relation
devient, si Ton y remplace Ç et rf$ par leurs valeurs tirées de (6),
\ dx -h pdoLi-h ^iangtjj d<Xi
/ -H oLidp -h OLid(p tang(o) = e(paj-+- paj tangco).
Or dx = x'dt, et comme on a posé (n® 393)
on voit que dx est égal à aods; dxi et <ia2 sont donnés par les formules de Frenet (4) et (5), de sorte que la relation (8) s'écrit :
0LQds(i — A'p) -+- ai(dp — ep — px langcu ds)
■+■ aj[rf(ptangw) — ep tangco -f- pz ds] = o.
De même les deux équations dr\=it('/\ — y)^ rfÇ = e(s — s) conduisent à deux relations qui se déduisent de la précédente par le changement des a en ^, puis en y : on obtient donc trois équations, linéaires et homogènes par rapport aux quantités
ds{i — kp)f dp — zp — pztangoi dSj û?(planga)) — ep tango) -f- px rff,
et comme le déterminant du système est différent de zéro, puisque c'est celui des neuf cosinus, égal à i, les trois quantités ci-dessus sont nulles. On a donc
A:p = i, dp — pT tangoirf^ = ep, ^(p langw) -4- px e/s = ep langw;
d'où, en éliminant e et observant que t = R rayon de courbure de (C) en M,
(g) p = R, do} =— zds.
La relation p = R montre que le point Q, qui a pour coordonnées x + poLi, . .., c'est-à-dire, en remplaçant R et ai parleurs
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valeurs,
coïncide avec le centre du cercle osculateur à (C) au point M (n** 388); le point P est donc sur l'axe de courbure en M, c'està-dire sur la surface polaire de (C). Donc :
Les développées d^une courbe sont sur la surface polaire de celle-ci.
La seconde relation (9 ), rfto ^ — t ds^ donne
(10) to
tOo désignant une constante arbitraire et / l'argument de M sur la courbe (C).
Il suffit, maintenant, de porter dans (6) cette valeur de co, ainsi que les valeurs connues (n** 393) de ai, a.^, pi, P2> Yu Ya? et
d'y remplacer p par R, ou (x'«-j-y2 4- 5'2)^:(A2-|- B^-j- C>)% pour obtenir les coordonnées Ç, r^, Ç d'un point d'une développée en fonction du paramètre / : ces formules renfermant la constante arbitraire (Oo, il y a une inûuité simple de développées.
Remarques, — i** Deux valeurs (10) de o>, répondant à deux valeurs diflerenlcs de coq, ont une différence constante tout le long de (C); donc :
Les deux normales en un point variable d'une courbe, qui touchent deux développées fixes de celle-ci, se coupent sous un angle constant.
2° Pour une courbe plane, 1 est nul et o), donné par (10), se réduit a tOo. Soit ^ =: o le plan de la courbe; désignons par Çq et Yjo les coordonnées du centre de courbure Q au point M {x,yy o), par R le rayon de courbure de la proposée en M ; les formules (6) deviennent, puisque aj = p2 = Yi = o, et ya = ' ,
a étant une constante arbitraire. On obtient donc les développées en prenant, sur chaque normale au plan de la courbe issue d'un
CHAPITRE
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centre de courbure, une longueur proportionnelle au rayon de courbure correspondant.
La développée ordinaire correspond à a = o; les autres développées sont sur le cylindre droit qui contient celle-là, et qui est, d^ailleurs, la surface polaire de la courbe plane proposée.
407. Exemples. — Appliquons les formules générales à quelques courbes.
1° Hélice. — On nomme hélice la courbe tracée sur un cylindre quelconque, et décrite par un point M qui se meut de manière que sa distance M/??, à une section droite, soit proportionnelle à Tare de section droite A/72, comptée à partir d'une origine quelconque A.
Prenons pour plan des xy celui de la section droite; soient
^fACjc,t/,x.J
Xy y, z les coordonnées de M {/ig. 97), et t l'arc AM. On a,
par hypothèse,
z = ai.
D'ailleurs x eiy, coordonnées du point m de la section droite, sont des fonctions connues de l'arc o-, en sorte qu'on a, pour définir l'hélice.
Observons, de plus, que, o* étant l'arc de la courbe plane ^ = ?(^)» JK = ^(^), on a
4 10 TROISIEME PARTIE. — APPUCVTIONS GEOMETRIQUES.
c'est-à-dire
cp'«(cr)+4;'î(cr) = i,
ce qu'on peiil écrire
Tangente, — Ses paramètres directeurs sont x\ y ^ a ; étant toujours posé
son angle 8 avec O^ est défini par
cosO =
il est donc constant, c'est-à-dire que l'hélice coupe les génératrices du cylindre sous un angle constant.
Inversement, une courbe tracée sur un cylindre et qui coupe les génératrices sous un angle constant est une hélice. En effet, toute courbe tracée sur le cylindre peut être définie par
T étant toujours l'arc de section droite entre le point A et le point m, projection du point x^ y^ z\ si elle coupe les génératrices sous un angle constant Qq; on a
cose.= ^^'("^
d'où, puisque cp'2 4- A'2= i,
'' ^ ' sin6y ^-^ sinOo
h étant une constante arbitraire. La courbe est donc une hélice pour laquelle a= . ' °> l'arc de section droite étant compté à partir d'un point fixeB, tel que arcAB=: h.
Plan osculateiir. — Calculons ses coefficients A, B, C :
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^ et y désignant ^"(3") et ^''(o"). Le pian osculateur est donc
— ay{X —x)-h aaf{ Y —y) -h (^r'^— y a:*) {Z — z) = o.
Il est normal au c^^lindre au point M; car la normale en M au cylindre, parallèle à la normale en m à la section droite, a pour paramètres directeurs j^, — x', o; la condition du parallélisme de cette droite et du plan osculateur est
— ^y" y — aa7*jr' = o, ou x' x" ->ry' y =^o, ce qui est vérifié, puisque
^''-+-y=i, d'où x'x''-^yy=o.
Courbure, — On a
Oi
{x'^-\-y^-hz'^)^
c={x'y^yx'')=y/{x'^^y'^){x''^-^y^)-{x'af-^yy)^ = ^xrt^y^^
et, par suite,
Donc
A»-i-B*-+-C«=(a:'*-hy«)(i-ha>).
k = Jx'^-\- y"* — = 4— •
D'ailleurs, la courbure A*| de la section droite en m s'obtient en faisant dans cette formule a = o; donc
d'où un théorème facile à énoncer.
Torsion, — On a
X' y af y
otf y
Or
A«4-B«-4-C* i-ha» 07*»-+- y*
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et, en verlu de ridentité x'af -\'y'y=i o,
de sorte que
iH- a» I -H a» '^ -^
c'est-à-dire
T = aA'.
La courbure et la torsion en un même point sont donc dans un rapport constant.
Arc, — La différentielle ds de Tare d'hélice est donnée par la formule
d'où
5 = ay^i -h a*.
L'arc compris entre deux points de l'hélice est donc proportionnel à sa projection sur la section droite; ce fait était évident, a priori, en raison de la propriété de la tangente.
2® Hélice circulaire. — C'est une hélice quelconque tracée sur un cylindre de révolution. La section droite est un cercle de
Fig. 98.
rayon R, et Ton a, en supposant que le point A {fig> 98) soit surOj:,
x=Rcos(|), ^=Rsin(-j)
;; = ad,
LONGUEURS ET AIRES SUR LES SURFACES
408. Plan tangent. — Soit une surface représentée paramétriquement par les équations
x = x{u,v), y=y(u,v), z = z(UyV);
le plan tangent au point (u^ ç) est celui qui a un contact du premier ordre avec la surface en ce point. Si le plan est
AX-f-BY^CZ-+-D=:o,
les conditions du contact du premier ordre sont (n? 352)
Ax{Uj v)-\- B/(m, v)-h Cz(u, ç)-h D = o,
dx du
dx
du
du
dv dv dv
ày
d*où Ton déduit les valeurs proportionnelles de A, B, C, D; l'équation du plan tangent est alors, en éliminant d'abord D, puis
dx dy dz
du du du
dx d^
ày dv
dû dv
Elle est la même, que les axes de coordonnées soient ou non rectangulaires. Nous l'écrirons
en posant
^ _ ^àz dz dy Ti _^ àz dx dx dz _ d.c dy dy dx
du dv du di' du dv du dv^ " ~ du dv Ou c/r '
Si la surface est donnée sous la forme z=/(x, y)^ on sup-
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posera w = x, ç^^y; d'où
dz A=— ^=— /?, B=--g, C=-M.
409. Distance d'un point d'une surface au plan tangent en un point infiniment voisin. — Soient u, v et u-^- du, s? -^^ ds^ les arguments sur une surface de deux points voisins, de coordonnées X, y^ z el X -^ Ax, y H- A^, 2 4- Az ; la distance du second point au plan tangent en [u, v) est
... ^ A Ajr H- B A7 -f- C Ai
Or on a (nM69)
dx , dx , I ià^x , . à^x j , â^x , \
Aa: = -T- au -+- -7-av -i — ( -r-s- du^ -+- 2 t — r- du dv ■+■ -r— dv^ -j- . . . ,
ou Ov 2 \ou* ouov dt'» /
Ajr =^ . . . ,
Az = . . . .
Portons ces valeurs dans l'expression de 8 : au numérateur les termes en du et dv disparaissent, car leurs coefficients
. ùr -.dy -, dz . dx
A ,- -+-B^ -hC-r- et A— -+-...
ou ou ou ou
sont nuls [équations (2)]; il reste alors pour la valeur principale de 8 :
f \ du* Ou* Ou*/ \ àuàv J V dt^î /
-^ ' /Aî-+-B«-+-C>
On voit que 8 est du second ordre, ce qu'on savait a priori, puisque le plan tangent a un contact du premier ordre avec la surface.
Nous poserons, pour abréger,
V dM» du* ôu'^J ^A>-hB«-+-G« V^ dudv dudv f''^ «'^ / /A* -h B* h- C*
V dv^ dv* dv* I /a«4-B»-+-G*
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d'où, en nous bornant à la valeur principale,
Dans certaines questions, on n'aura besoin que des valeurs proportionnelles de R, S, T :
du^ du^ âu^ dudç dv^
410. Il est à observer que si les axes de coordonnées sont obliqties, 5 est donnée par une formule analogue à (3), où le numérateur reste le même, le dénominateur seul ajant varié et demeurant indépendant de \x^ A^, Hz : il en résulte immédiatement que la valeur principale de 20 est toujours de la forme
R rfa«-+- 2S dudi>-hT dv^,
R, S, ï n'ayant plus tout à fait, à cause du dénominateur, la même expression que ci-dessus, mais leurs valeurs proportionnelles étant toujours
ou^ du av dv^
Élément d^arc sur une surface.
\{[, Une courbe tracée sur la surface (1) est définie par une relation entre u et v, ç = 'f(^uy La direction de sa tangente au
point w, \^ est déterminée par la valeur du rapport -7-> ou 9'(tt),
déduite de réquation de la courbe. En effet, en différentiant les relations (i) on a
ôx ôx
ce qui donne les valeurs proportionnelles de rfx, dy^ dz, c'està-dire les paramètres directeurs de la tangrente, en fonction de -r-- ^ " du
On peut donc dire qu'en un point (w, v) une direction tangente à la surface est définie parle rapport -j-» et réciproquement : cette
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direction est la limite de celle de la droite qui joint le point ;/, r au point u -h du^ v -t- dv.
En un même point deux directions correspondant à deux valeurs
différentes de --r- sont différentes, et ne peuvent coïncider que si ces valeurs coïncident : cela résulte de ce que, par les équations (4), les rapports -p et j- sont des quotients de fonctions
linéaires en -y •
du
412. Le carré de la distance de deux points infiniment voisins sur la surface, et d'arguments w, r et u -\- duj v-^dv^ est, en valeur principale,
ds'^ = dx^ -h dy^ -h dz^ = l-^ du -\- — dv\ 4- . . . ,
c'est-à-dire
(5) ds^-Edu'^-\-%¥dudv-^G rfp»,
étant posé
__ Ox dx ày dy ùz àz au ôv du dv du dv
«=(gy-(i)'-(ï)'
Cette valeur de ds^ est aussi la valeur principale du carré d'un arc de courbe infiniment petit quelconque, tracé sur la surface et allant du point e^, (^ au point u + du^ v -h dv.
413. Longueur d'un arc tracé sur la surface. — Soit, sur la surface, la courbe
la différentielle ds de son arc sera
ds = /K £/w^ -r- 2 F du dv-^G dv^-, où l'on remplace v par 'f (w), et di> par o'{u)du. Il vient ainsi une
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expression de la forme
ds = F(m) du y
d'où, pour Tare 5, l'expression
= f F{u)dii,
^ Ha
Uq et u étant les valeurs du paramètre u qui répondent aux deux extrémités de l'arc.
41i. Si la surface est donnée sous la forme
on n'aura qu'à supposer u =: x, v = j'; alors
et pour ds^^ en remplaçant -- et — par p et r/,
ds^ = {i -^ p^) dx^ -\' j.pq dx dy -f-(i -4- q^)dy^.
415. Remarques. — Les courbes tracées sur la surface (i), et qui
v^di*
sont définies par ;/ = const. ou r:=const., sont dites lignes coordonnées^ par analogie avec les courbes x = const. et ^= const. du plan. On désignera parcourue Uq la courbe u = u^'j on dira également courbe u pour la courbe le long de laquelle le premier paramètre a la valeur constante //.
Ceci posé, considérons sur la surface les courbes u et r, qui se croisent en M (Jig. 99); puis les courbes u -h du et i^ -f- dv, qui se croisent en P.
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On a, d'après (5),
Valeur principale de MN = E(u,v) clu'^^
puisque dv est nul le long de la ligne MN. De même
Valeur principale de QP = E(m, v->t-dv)du'^ = [E{u^ v)-\'E'^dv -\-,,J]du'^,
d'où
Valeur principale de QP =/E(w, v)dul\-\- -— dv -^ , . ,\
= ^E[^u,v)dul\-\' ;!■ ~dv-{-.,\ ce qui montre que Ton a
Valeur principale de QP = valeur principale de MxN =i^Édu,
De même, la valeur principale de MQ est celle de NP, c'està-dire que la figure MJNPQ peut être considérée comme un parallélogramme en négligeant les infiniment petits du second ordre en du^ dç.
L'angle NMQ des deux courbes u et v^ au point M, s'évalue aisément; les paramètres directeurs de la tangente en M à la courbe u sont, d'après (/{), proportionnels a
-r- t/f, -j- dvj -r- ar, ov dv uv
c'est-à-dire à -pi -y- y j-» puisque du = o sur la courbe u; pour la
ôv àv dv
du
courbe ^, ce sont de même j-> • • •> de sorte que l'on a
dx dx ày Oy âz as
^ , ^ du dv du dv du dv F
(G) cos(a. v) =
^ûhm-mwm'— '""
en désignant par (w, ^) Tangle des deux courbes u et r.
Telle est la relation qui donne l'angle des deux courbes coordonnées qui se croisent en un point quelconque u^ (^, de la surface : on voit que si toutes les courbes u croisent toutes les courbes s^ à angle droit, on aura identiquement F = o; récipro-
quement, si F = o, les deux systèmes de lignes coordonnées sont orthogonaux.
416. Exemples. — i** .Surfaces de révolution. — Une surface de révolution autour de O^ a pour équation
z=/(v/ÏM^);
on peut donc la représenter paramétriquement par
• a? = rcoso), ^ = rsinto, z=/(r);
r et (i> sont les coordonnées polaires de la projection du point Xfjr^ z sur le plan des xy; la méridienne, dans le plan zOx^ est z=/{x).
On a
OU
ds^= dr^[i-{-/'*{r)]-^ r^ dtû^,
c'est-à-dire
Le terme en dr dtù manque : les courbes r = const. (parallèles) et les courbes (i>= const. (méridiens) se coupent donc à angle droit.
2** Sphère. — En coordonnées polaires de l'espace (n** SSS), une sphère de centre O est définie par p = R; c'est-à-dire qu'on a sur la surface
07 = RsinO cos^]/, ^ = R sin6 sin^}', 3 = Rcos6,
d'où
ds^ = R» rf0ï H- R» sin» 6 d^\
et, par suite,
E = R«, F = o, G = R*sin«e.
3** Hélicoïdes. — Un hélicoïde est la surface engendrée par une courbe du plan des zx^ z ^=/(x), qui tourne autour de Oz, en se déplaçant parallèlement à Oz d'une longueur proportionnelle à l'angle dont elle tourne. On peut donc représenter para-
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métriquement rhélicoïde par les mêmes équations que la surface de révolution, en ajoutant seulement à z un terme aco, proportionnel à Fangle de rotation. Donc, pour ThSlicoïde,
a? = rcos(i), ^=rsina>, .3 =/(r)-+- ao).
On en conclut
ds^ = t/r* H- r« dtû* -h[/' (r) dr -h a di^y
= dr^[i -f-/'t(r)]-f- 2 dr duia/\r)-\- dtù*{a^-h r«),
et, par suite,
La sur/ace de vis à filet carré s'obtient en prenant pour courbe génératrice, dans le plan zOxy une droite normale à Oz, z=i h. On a donc
x = rcosa>, ^ = /*sinti), .s = /»-+-«o),
ou, en transportant les axes parallèlement à eux-mêmes au point j:= o, ^= o, z=^ h,
X = rcos(i), Y = rsina>, Z = aw,
d'où
ds*= d\^-{- dY*-{- dZ^ = dr^-h(r^-\- a^)dw^.
Le terme drdtù manque; donc les courbes o) = const., qui sont les génératrices rectilignes, et les courbes r = const., qui sont des hélices circulaires, sont orthogonales.
417. Exemple d'arc. — Considérons sur la sphère la courbe, dite loxodromie, définie par la relation
tang- = Xc»?,
où X et a sont des constantes, et cherchons la longueur d'un arc quelconque AB de cette courbe {fig* loo) : soient 8© ct^j^o? ^i ^^^i les coordonnées de A et B sur la sphère. On a (n« 416, 2«)
rf5«= R«(c?Ôî-hsin»Oc?iJ;î).
Or, sur la courbe proposée, en différenliant (7), on obtient
. I rfO ^ , -, 0 ,, jr = A ac^Y M =z a tang - au/,
d'où
cos' -
asmO ia cos-sin
Par suite, il vient
c?s«=R«rfOî/^i-f--IjY
,= R^L^I^I r '^ = 5/5ïTT(e, — 60).
Or R8, est Tare de méridien PB; de même ROq est Tare PA;' on a donc
arcAB =
(arcPB — arcPA).
Expression de l' élément d'aire.
418. L'aire du parallélogramme MNPQ(n*'415), compris enlre les courbes m, u -{- du; r, c -4- rf^, est égal à
û?j = MN.MQ sin(w, (')=:/ËG f/wrf('sin(M, v).
Or on a trouvé
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d'où
sin(;^, v) =
v/ËG
et, pour rélémenl d'aire sur la surface,
di = du dv^EG'—F*,
aux infiniment petits près du troisième ordre.
Cette formule peut se mettre sous une autre forme. En eflet, si A, B, Gsont les coefficients du plan tangent (n® 408),
X= ^— — ~ ^ Ou ôv du du
on a identiquement, par la formule de Lagrange,
d'où
KG — F2= A»-+-B«-f-C*;
di = rfarfp/A«-+- B«-f- C>.
Si la surface est donnée sous la forme z =/(x^y)^ on a
i'où
di = dj; dy^J \ -+-/>*-+- </',
formule qui peut s'établir directement. Soient en effet x^y^ z les
Fig. 101.
yZ
jr+djc
coordonnées d'un point M de la surface; figurons sur le plan des xy les droites X = a:, X = :r -f- rfj? ; Y =^, X =iy -^ dy \ elles comprennent le petit rectangle ombré {^fig- lot)? d'aire dxdy.
Soit dv l'aire de la portion de surface, au voisinage de M, qui
se projette à l'intérieur du rectangle : cette portion de surface
peut être assimilée à une portion du plan tangent en M, de sorte
qu*on a
dx dy = c?TCOSv,
V étant l'angle du plan tangent en M avec le plan des xy. Comme cosv = - - on a bien
di — dx dy ^ \ -\- p^ -r- 7*.
Indicatrice. — Soit la surface
prenons pour origine un de ses points, et, pour plan des j?^, le plan tangent en ce point : la cote >3, développée par la formule de Maclaurin, suivant les puissances croissantes de x et^, aura une expression de la forme
z — -(M,a:2-f- aPia^^-t- N,7*)-4-...,
les termes non écrits étant d'ordre supérieur à deux en ar, y\ les termes du premier degré manquent au second membre, puisque le plan tangent à l'origine est ;; = o.
En disposant convenablement de la direction des axes des x et des y^ supposés rectangulaires, on peut, sans introduire d^ imaginaires ^ faire disparaître le terme en xy^ et il reste
(I) ^ = -(iMx«-+-N72)-h....
Si l'on coupe la surface par un plan z = A, voisin du plan des xy^ la section, pour des valeurs très petites de x et j^, sera sensiblement représentée par l'équation
elle sera donc semblable à la conique du plan des xy^ dont les axes toujours réels sont Ox eX. Oy^
conique qu'on désigne par le nom lï indicatrice .
Si M et N sonl de même signe, rindicatrice est elliptique; alors les courbes (2) sont réelles lorsque h est du signe de M et de N, imaginaires dans le cas contraire; en d'autres termes, les plans parallèles au plan tangent coupent la surface, au voisinage du point de contact, en des points réels ou non, selon qu'ils sont situés de Tun ou de l'autre côte du plan tangent.
Si M et N sont de signes contraires, l'indicatrice est hyperholique; les courbes (2) sont toujours réelles, c'est-à-dire que les plans parallèles au plan tangent coupent toujours la surface en des points réels, au voisinage du point de contact.
En d'autres termes, quand l'indicatrice est elliptique, la surface, au voisinage du point de contact, est située d'un même côté de son plan tangent (exemple : ellipsoïde) ; quand l'indicatrice est hyperbolique, la surface traverse son plan tangent (exemple : hjperbolcfj'de à une nappe).
Enfin, si M ou N est nul, l'indicatrice est dite parabolique, et le point O est wn point parabolique.
Étudions maintenant la courbure, au point O, des diverses lignes qu'on peut tracer sur la surface à partir de ce point; nous commencerons par la courbure des sections normales*
420. Courbure d'une section normale. — Menons par la normale Oz {Jig* 102) un plan zOt faisant un angle cp avec le plan
Fig. 102.
des zx^ et proposons-nous d'évaluer la courbure en O de la section ainsi déterminée dans la surface.
Soit M un point voisin de O sur la section, de coordonnées dx^ dy, \z\ menons MP normal au plan des xy. On a, pour la
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courbure, A*, de la section en O (n" 399),
k = valeur principale 7— \,^^,~z = valeur principale -7 — '^ ' (arc CM}* "^ ' as^
Or, d'cipn'îs Téqualion (i)de la surface,
•2 A5 = M dx^ -h N cfyi H- ... ;
donc, en prenant la valeur principale,
et, comme -j-y -,- sont évidemment les cosinus des angles que fait,
avec Ox et Oj', la tangente en O à la section OM('), c'est-àdire coso et sin'^, il vient Hnalement
( 3 ) / = M cos- 9 -f- N sin' 9.
Le rajon de courbure, p, est l'inverse de k :
' ' M cos'<p -f- IN sin^cp
Or, le carré du demi-diamètre, dirigé suivant O^, de Tindica- Irice M:r2-|- N^2__ ,^ est précisément i : (Mcos^-j-f- N sin^cp);
donc :
Théorème. — Le rayon^dc courbure en O, d'une section normale, est égal au carré du demi-diamètre de V indicatrice y dirigé suivant la trace de la section sur le plan tangent en O.
421 . Rayons et centres de courbure principaux. — En vertu de ce ihéorème, le rayon de courbure d'une section normale est maximum ou minimum quand la trace de la section est un
des axes de l'indicalrice, c'esl-à-dire quand o = o ou cp = -^' Les
deux valeurs correspondantes du rayon de courbure, à savoir
p'-ftî' P'-N'
/i T^ fi \ ' fi ^
(') Car — - > -— > -7^ sont les cosinus directeurs des angles que fait la tands ils ds
gcnte en un point d'une courbe gauche avec les trois axes.
se nomment rayons de courbure principaux de la surface au point O. Ils sont de même signe ou de signes contraires selon que rindicatrîce est elliptique ou hyperbolique. Si Tindicatrice est une hyperbole équilalère, M = — N; les rayons de courbure principaux sont égaux et de signe contraire, et réciproquement.
Si l'indicatrice est parabolique (c'est-à-dire en un point parabolique), M ou N est nul; un des rayons de courbure principaux est donc infini, et réciproquement.
Les centres de courbure principaux sont les centres de courbure des sections normales menées par les axes de Tindicatrice; ils sont donc sur la normale Oz, à des distances de son pied, O, égales à Pi et à p2.
Définitions. — On nomme
1® Directions principales au point O, celles, toujours réelles (n® 419), des axes de Tindicatrice;
2** Directions asymptotiques, celles des asymptotes, réelles ou imaginaires, de l'indicatrice. Leur équation est M,x^ + N^^ = o dans le plan des xy\ elles sont également inclinées sur les directions principales.
Si cp est l'angle d'une direction asymptotique avec Oj:, on a Mcos^cp -h Nsin^'^ =: o; par suite, en vertu de (3) ou de (3 bis)j les sections normales menées par les asymptotes de l'indicatrice ont, au point O, leur rayon de courbure infini, et réciproquement.
Les asymptotes de l'indicatrice au point O sont les deux tangentes, en ce point, à la section de la surface par son plan tangent; car cette section a pour équation o = - (Tslx^-^- N^''')+....
On en conclut que chacune de ces droites coupe la surface en trois points confondus avec O.
i^ Plans principaux, les deux plans normaux à la surface qui passent par les axes de l'indicatrice; ils sont rectangulaires.
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en un point x^ j', z voisin de O, a pour équations
Pour qu'elle rencontre la normale en O, c'est-à-dire Taxe des z, il faut que ^f^ = N7^' °"
xyi^l — N ) -f- . . . = o,
les termes non écrits étant d'ordre supérieur au terme conservé. Si donc M^N, c'est-à-dire si l'indicatrice n'est pas un cercle, on aura à la limite o: = o ou^' = o ; en d^autres termes :
Pour que la normale à la surf ace en un point 0|, infiniment voisin de O, rencontre la normale en O, il faut et ilsufj^it que la direction 00 1 ait pour limite une des directions principales au point O.
Si la direction 00| est j? = o, on trouve, pour le z du point de rencontre de la normale en 0| et de l'axe des 5, la valeur |^; de
même, pour la direction ^ = o, on aurait ^ ; donc :
Les deux points où la normale à la surface en O est coupée par une normale infiniment voisine sont les deux centres de courbure principaux.
Sous une autre forme :
Les normales à une surface forment une congruence; les deux points focaux situés sur chaque normale sont les centres de courbure principaux de la surface pour le pied de la normale; enfin, diaprés ce qui précède et le n** 369, les deux plans focaux sont tes deux plans principaux de la surface au même point.
424. Courbure d'une ligne quelconque. — Prenons maintenant une surface représentée paramétriquement par les relations
(4) x = x{u,v), y=^yiu,v\ z = z{UyV);
et soient m, t^ les paramètres d'un point quelconque M(^,^, z) de la surface.
Considérons sur la surface une courbe quelconque MM' passant par M (Jîg' io3); pour évaluer sa courbure A*, en M, menons de M', infiniment voisin de M sur la courbe, une normale M'P au
Fig. io3.
plan tangent à la surface en M, et une perpendiculaire M'Q sur la tangente à la courbe en M.
On a (nO 399)
, ,. 2M'Q A* = Il m f .
D'ailleurs,
ce qui donne
MM
k = lima
cosQM'P M'P
MM cosQM'P
Si Ton désigne par u 4- du, ç -{- di^ les paramètres du point M', la valeur principale de 2M'P est (n® 409)
celle de MM' est (nM12)
E du^-h2Fdu di^-^G dv^ ;
E, F, G, R, s, T étant des fonctions connues de w, r, dont les expressions ont été données aux n°* 4-09 et 412. Quant à Tangle QM'P, c'est celui du plan MQM' avec la normale MN à la surface en M; à la limite, le plan MQM', qui passe par la tangente MQ à la courbe MM' et par le point voisin M', devient le plan osculateur en M à celte courbe (n** 386); si donc 6 est Tangle que fait, avec la normale en M, le plan osculateur de la courbe considérée au même point M, on a, pour la courbure de la courbe
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en M,
1{ dir- -h 1 s du dv -f- T r/p» i ' ^^^ Ëdu'- -r- Jt F du dv -+- Gl/Jî i^i!^'
formule 1res imporlanle dont on va déduire de nombreuses conséquences.
42o. On voit d'abord que, en un point w, r, k ne dépend
que de -j-y c'est-à-dire de la direction de la tangente en M à la
courbe considérée, et de 0, c'est-à-dire du plan osculateur en M. Donc :
ÏHÉouiiME I. — La courbure en un point M d'une ligne tracée sur une sur/ace est la même que celle de toute autre courbe de la surface, ayant en M même tangente et même plan osculateur que la première.
Kn particulier :
La courbure en un point M d^une ligne tracée sur une surface est la même que celle de la section déterminée dans la surface par le plan osculateur de la ligne au point M.
Ce théorème ramène l'étude de la courbure des lignes tracées sur la surface à Tétude de la courbure des sections planes.
426. Courbure d'une section plane. — Considérons deux sections planes passant par la même tangente en IVI à la surface; -z-
est le même au point M pour les deux courbes sections. Soit 0 l'angle que fait le plan de la première section avec la normale ù la surface en M^ on a, pour lu courbure de cette section en M,
_ R ^//5-f- aS du dv -h T dv^ i A* — ,,
K du^ -t- >. V du dv-^G dv^ cos 0
Supposons que la seconde section contienne la normale en M ; Tangle 0 correspondant est nul, et la courbure de la section en M est
^^ " - E du^ -+- -2 F du dv 4- Odv^ '
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d'où.
Aq= /:cos6;
c'est le Théorème de Meusnier, qui s'énonce ainsi :
Théorème IL — Le rayon {ou le centre) de courbure, au point M, d^une section plane quelconque passant par M est la projection du rayon {ou du centre) de courbure de la section normale menée par la même tangente.
Cette proposition ramène l'étude de la courbure des sections planes à celle de la courbure des sections normales, faite directement au n"* 420.
427. Autres conséquences. — La formule (6), qui donne la courbure d'une section normale, va maintenant nous permettre de déterminer, en un point quelconque de la surface (4), les rajons de courbure principaux, les directions principales et asymptotiques, les points paraboliques, etc. Écrivons cette équation en faisant apparaître le rajon de courbure p, au lieu de la courbure A'o qui est son inverse :
__ E du^ -hiF du dv -4- G dv* ^'^^ P "~ Kdu^-^'iSdudi>-hT dv^ '
ce qu'on peut écrire aussi :
(8) (E--pR)</a2-H-2(F— pS)£fac/i'-4-(G— fT)rf^'î=o.
Cette formule, (7) ou (8), donne le rayon de courbure, au point (w, i^), de la section normale menée par la tangente dont la
direction est définie par le rapport -1- (n** 411).
Rayons de courbure principaux, — Ou les obtiendra, d'après le n°42i, en cherchant le maximum et le minimum de p quand
y- varie; ces valeurs se trouvent, d'après une méthode élémentaire connue, en exprimant que l'équalion (8), considérée comme équation du second degré en ^ > a ses racines égales. On a ainsi
(9) (F-pS)2-(E-pR)(G-pT; = o,
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équation du second degré en p, fournissanlles valeurs des ra}^ons de courbure principaux cherchés, au point d'arguments u et s^.
Directions principales. — Les valeurs de -r- qui correspondent
aux directions principales sont celles pour lesquelles p est maximum ou minimum; donc, en vertu de ce qui précède, quand
Féquation (8), en -j- » a une racine double, cette racine correspond
à une direction principale : elle satisfait aux deux équations qu'on obtient en dérivant (8) par rapport à du et à dv^ ce qui donne
(lO)
(il)
(E — pR)ûfM-4-(F — pS)rfi^ = o, (F — pS)é/a4-(G — pT)e/i; = o,
et, en éliminant p,
c'est-à-dire
du -^ F dv
^du^
Sdv
Fdu-^- Gdv ~
Sdu-r-Tdv'
dv* — du dv
du^
Telle est Téquatiou qui donne les deux valeurs de -r- qui correspondent aux directions principales ; on peut y remplacer R, S, T par leurs valeurs proportionnelles (n° 409). De même, il suffirait de connaître les valeurs proportionnelles de E, F, G.
Directions a sympto tiques. — Les sections normales menées par les asymptotes de l'indicatrice en M ont, en ce point, leur rayon de courbure infini (n** 422) et réciproquement.
On obtiendra donc les directions asymptoliques en écrivant que l'équation (7) donne, pour p, une valeur infinie, d'où :
(i3) ï{du^-i--xSdudç-{'Tdsf^ = o.
Ici encore on peut substituer à R, S, ï leurs valeurs proportionnelles.
Points paraboliques. — Ce sont les points où l'un des rayons de courbure principaux est infini (n° 421); l'équation (9) en p aura H. 28
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donc, pour un de ces points, une racine infinie, d'où (i4) S*— RT^-o.
C'est là une relation entre u et (% qui définit sur la surface une ligne, dite ligne parabolique, dont tous les points sont paraboliques.
Ombilics, — On nomme ombilic tout point où l'indicatrice est un cercle : les directions principales (axes de l'indicatrice) sont alors indéterminées, c'est-à-dire que, dans l'équation (i^), les coefficients de rfw^, du rfr, rfr^ sont nuls, ce qui donne
On a ainsi deux équations entre u et i^, qui déterminent, sur la surface, un nombre limité de points, lesquels sont les ombilics.
4î28. Si la surface est donnée sous la forme z =/(a:^ y), on supposera, pour appliquer les formules ci-dessus, u = j?, v ==jk; d'où, puisque A = — p, B= — </, C = i ,
/ i — ; D A ^^^ ly ^^y n^^^ à^^
du^
âu^
du*
ôx^
Ou du
du àv du dt> dx dy
et l'on a trouvé (n® 414)
E = i-t-^2, V ^pq, G = i-+-^«.
L'équation (9), aux rayons de courbure principaux, devient ainsi :
L'équation (12), aux directions principales, devient :
(12 bis)
l-h p^ pq \ -^ q^
dy^ — dx dy dx^
II. - LIGNES DE COURBURE, LIGNES ASTMPTOTIQUES
429. Lignes de courbure. — On nomme lignes de cou,rbure sur une surface les lignes qui, en chacun de leurs points, sont tangentes à une des directions principales en ce point.
Les directions principales de la surface proposée, au point u^ r, sont définies par Téquation (12), qui est de la forme
(la) a(Uy v) du^-^ ib{u, v) du dv -^ c( u, v ) dv* = o,
a, 6, c étant des fonctions connues de Met de i^; une ligne v = '^{u)j tracée sur la surface, sera donc une ligne de courbure si la valeur
-j-= o'(w), qui correspond à la direction de sa tangente (n° 411),
vérifie l'équation (12) en tous les points de la ligne, c'esl-à-dire si Ton a, quel que soit 1/,
Le problème est donc ramené à trouver une fonction, ç(m), vérifiant celte relation, qui est une équation différentielle du premier ordre.
La recherche de la fonction 'f (w), c*est-à-dire des lignes de courbure, revient donc à l'intégration de l'équation diflférentielle, où nous récrivons i^ à la place de »(w),
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c'est-à-dire, d'après (12),
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dv du
où E, F, G, R, S, T sont des fonctions données de m, r.
On établira, dans le Cours de seconde année, que la solution générale, i^, d'une équation diflférentielle du premier ordre renferme une constante arbitraire, c'est-à-dire que l'on a
La fonction v étant trouvée par un procédé d'intégration quelconque, les lignes de courbure s'obtiendront en remplaçant v par sa valeur en u dans les équations qui définissent paramétriquement la surface (4); une quelconque de ces lignes sera donc donnée paramétriqueraent par
En faisant varier C, on aura ainsi une infinité simple de lignes de courbure.
Comme il y a en chaque point deux directions principales toujours réelles, il y aura deux lignes de courbures réelles passant par tout point de la surface. En d'autres termes, les lignes de courbure forment deux séries réelles, et, de plus, les courbes d'une série coupent à angle droit toutes les courbes de l'autre, puisque les directions principales en un point sont rectangulaires,
430. Liignes asymptotiques. — On nomme asymptotiques les lignes tracées sur une #urface et qui touchent, en chacun de leurs points, une des directions asymptotiques en ce point. On les trouvera, en vertu du raisonnement fait pour les lignes de courbure, en intégrant l'équation (i3) aux directions asymptotiques.
du \du/
où R, S, T sont des fonctions connues de u et v^.
Il y a évidemment deux lignes asymptotiques passant par chaque point de la surface, c'est-à-dire que ces lignes forment deux séries;
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mais les lignes asymptoliques passant par un point ne sont pas nécessairement réelles : elles sont réelles si Findicatrice en ce point est h}^perboliqiie; imaginaires si i^indicatrice est elliptique. Par exemple, sur une surface fermée convexe, comme l'ellipsoïde, les lignes asymptotiques sont toutes imaginaires.
Remarque. — D'après cela, on obtient l'équation différentielle des asymptotiques en annulant la quantité o, valeur principale de la distance du point (w-hrfw, v-^dv) de la surface au plan tangent en (w, v)] or, nous avons vu (n° 410) que 8 garde, à un facteur près, la même forme quels que soient les angles des axes; donc, en coordonnées cartésiennes, rectangulaires ou obliques, l'équation différentielle des lignes asymptotiques est toujours
o = du'^(^
Ou^ du* du*/
431. Autre définition des lignes de courbure. — D'après le n" 423, si O et Oi sont deux points infiniment voisins sur une ligne de courbure, les normales à la surface en ces deux points se rencontrent (aux infiniment petits près d'ordre supérieur à 00|). Il en résulte (n® 365) que les normales à une surface le long d'une ligne de courbure enveloppent une courbe, c'est-à-dire forment une surface développable. On peut le vérifier en cherchant à déterminer directement les lignes qui possèdent cette propriété.
La surface étant z --= f{x^ y), la normale au point x, y, z est
Supposons maintenant que le point j:,j^', z décrive une courbe sur la surface ] y qX z sont des fonctions de x^ seule variable indépendante, et la condition pour que les normales considérées admettent une enveloppe est, d'après la formule (10) du n° 366,
dp d . dq d ,
ou, après développement et réductions,
dp Idy dz\ _ dq f dz\
dx \dx * dx ) ~ dx\ ^ dx )*
et, puisque
dp _^ dy dq _ dy dz ^ dy
dx ~~ dx ' dx ~~ dx ' dx ^ ^ dx '
il vient
On retrouve ainsi l'équation différentielle (i 2 bis^ des lignes de courbure, ce qui établit la proposition.
432. Autre définition des lignes asymptotiques. — Cherchons sur une surface les lignes qui admettent pour plan osculateur, en chacun de leurs points, le plan tangent à la surface en ce point.
Soient f/, i^ et u-i-du^ v -\- di> les paramètres de deux points voisins, M et M', sur une telle ligne : pour que le plan tangent en M soit osculateur à la courbe, il faut et il suffit, d'après la théorie du contact, que la distance de M' à ce plan soit du troisième ordre par rapport à MM'. Or, la distance de M' au plan tangent en M a pour expression (n" 409)
-(Kdu^-hiSdudv-^T dv*) -f-...,
les termes non écrits étant d'ordre trois au moins en du etrfi'; pour qu'elle soit du troisième ordre, il est nécessaire et suffisant que les termes d'ordre deux disparaissent, c'est-à-dire que du et dv soient liés par l'équation
R du^ -h iS dudv~T dv^ = o,
qui est l'équation aux directions asj'inptotiques. En d'autres termes, les courbes cherchées ont pour direction de tangente, en chacun de leurs points, une des directions asymptotiques en ce point; elles coïncident donc avec les lignes asymptotiques.
Exemples.
433. Hélicoïdes. — Un hélicoïde d'axe 0^ est défini paramé triquement (n° 416) par
(if)) x = rcosti)j y = rsiins}^ z=/(r)-^au}.
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r et (o étant les paramètres désignés par u et v. On en conclut . dy àz dz dy -,, .
B— = — r/'(r) sino) — acoso),
D'ailleurs on a (n'* 416)
et
Sv/A«-r-B«-hC» - A-^ -h =-rt,
T v/A«-^B«-^C« = A^ -f- = /-VC^).
L'équation diflcrentielie des lignes asymp ta tiques est donc
(17; ry*" ( r ) dr^ — 1 a dr du) -f- r*/'( r ) rfcu' :— o :
d'où Ton tire
dr _ a ±: \/â^--rif( r)/'(r)
On peut réunir dans un membre les termes en /•, dans Tautre membre les termes en w, en écrivant (5P/?rtra/io/i des variables) :
\azr.>/a^—r^J"{r )/'{,'))
d'oii, en intégrant les deux membres,
rr(r)dr
= u) -h const.
On trouvera donc l'équation des asymptotiques en eifectuant une quadrature; le signe ih donnera les deux séries de ces lignes. Par exemple, pour la surface de vis à filet carré, f{r) est nul (n° 416), et les as}^ m plo tiques sont données par l'équation (17), où / —-/'=/*= o. Il reste
dr do) = o,
d'où les deux solutions
r = const., ce qui donne des hélices circulaires (n® 407, i^)\ (o = const., ce qui donne les génératrices rectilignes.
Les lignes de courbure de l'hélicoïde général (i 6) sont données par Téquation
rfir) -a r^f\r) = o.
e/co' — dr dtù dr*
Elle est de la forme
M dr* -r- 'iN dr dvi -+- P dta* = o,
dr
M, N, P étant fonctions de /• seul. On en tirera donc, pour ^> deux valeurs
dr dr
d(ii
dr
= dU}y
dit) dr
= du}y
et les lignes de courbure des deux séries seront données par les équations
dr r dr
r dr _
(O ■+■ con
= (O H- const.
On a ainsi des relations entre r et co, qui, à cause de la signification géométrique de r et de w, représentent les équations des projections des lignes de courbure sur le plan des xy^ en coordonnées polaires.
Pour la sur/ace de vis à filet carré, l'équation des lignes de courbure est, en faisant /^= /'=/''= o,
ou
^to* — dr dta dr'^
ce qui s'écrit, en séparant les variables,
dr
= ±doi.
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et, en intëgrant,
log(r -h v//*M- a*) = rh 10 -H- loge, /• -i- /r' -h a' = ce*^ ;
d'où, ps^ruQ calcul facile,
7,r = ce"^^ e'=".
434. Surfaces de révolution. — Il suffit de faire a = o dans les formules précédentes pour qu'elles s'appliquent à la surface de révolution autour de 0.3 :
rr = /'cos(u, y = rsinu). z — f{r). L'équation différentielle des lignes de courbure est donc
— dr do) dr^
OU
ridrdia\/'(r)[, -+-/'»(r)] - r/'(r)j r- o.
En général, le coefficient de drdio n'est pas nul; l'équation différentielle se réduit donc à drdio = o; ce qui donne, pour les lignes de courbure, les méridiens ((o= const.) et les parallèles (/•z_^ const.). Ce résultat est géométriquement évident, car les normales à une surface de révolution le long d'un méridien ou d'un parallèle engendrent une surface développable, plan ou cône.
Si le coefficient de dr do) était nul, l'équation différentielle des lignes de courbure serait indéterminée, c'est-à-dire que toutes les directions seraient principales autour d'un point quelconque : une ligne quelconque tracée sur la surface serait alors ligne de courbure. En ce cas, la fonction /(r) vérifie l'équation
/•(r)[i^/'i(,.)]-r/'(r), qui s'écrit, en séparant/* et r.
Le premier membre est la dérivée de log/°, le dernier est celle
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de log/(/') — ^*og[»-^/'^'')]; on a donc
logr = log/'(r ) — log/i 4-/'*(r) -f- loge, c'est-à-dire
/-= , -^^ — ou f(r)= -. >
et, en remontant encore aux primitives, on trouve
La méridienne, dans le plan zOx^ est 5 = /(a:); elle a donc pour équation
z -T- /c* — a:' -H c' = 0, c'est-à-dire
ir' -4- 5* -H •;► c'>5 -+- c'' — c' = o ;
c'est un cercle aj'ant son centre sur Os. La surface est une sphère.
Il est évident, a priori^ que les lignes de courbure de la sphère sont indéterminées, car toutes les normales concourent au centre, de sorte que toutes les directions autour d'un point sont des directions principales (n** -423).
Les lignes de courbure du plan sont également indéterminées.
435. Surfaces réglées. — Une droite située sur une surface est nécessairement une ligne asymptotique de cette surface : car le plan tangent en un quelconque M des points de la droite contient celle-ci, qui est, dès lors, une des tangentes, en M, à la courbe d'intersection du plan et de la surface (n" 42^2, 2").
Donc, sur une surface réglée, une des deux séries de lignes asymptotiques est formée par les génératrices rectilignes.
Sur les quadriques, les deux systèmes de génératrices rectilignes donnent les deux séries d'asymplotiques.
436. Surfaces développables. — Sur une surface développable, lous les points sont paraboliques, car Péqualion
(i4 l>i^) tt — s^—o^
qui donne ces points (n° 428), est vérifiée en tous les points de la
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surface (n° 127); il en résuhe qu'en chaque point les deux directions asymptotiques coïncident, c'est-à-dire qu'il n'y a qu'une série de lignes asymptotiques. La surface étant réglée, ces lignes sont les génératrices rectiligncs.
Les génératrices rectilignes forment également une des séries de lignes de courbure. Car les directions asymptotiques en un point d'une surface sont égalemeut inclinées sur les directions principales, et, par suite, si elles coïncident entre elles, elles coïncident aussi avec une des directions principales : donc, en tout point d'une surface développable, une des directions principales est celle de l'asymptotiquc qui j)asse par ce point, c'està-dire celle de la génératrice.
Les lignes de courbure du second système sont les trajectoires orthogonales des génératrices.
I-+- /?' pq I -h
fdyy _dy ^
\dx) dx
devra être vérifiée, quel que soit jt, pour y~-- o, -^ _ ^ o, ce qui donne
(2) six, o)[\-^ p^ix^ o)\~ r{x, o)p{x. o)qix, o) = o.
On peut écrire, en posant pour abréger r{x^ o) = ro(^), . . . , (3) ^o(^) ^ />o(a^)^o(^)
D'ailleurs, comme 5= -,-i on a
ox
et de même
on voit ainsi que le premier membre de (3) est la dérivée de
logyo(-^); le second la dérivée de - log[i -f- /?J(;r)] ; on a donc, en remontant aux primitives,
(4) cgoix) = )/i-^ piix),
c étant une constante arbitraire. Cette formule démontre le théorème, car, en un point (x, o, z) du plan des xs^ le plan langent à la surface a pour coefficients p{x^ o), ç{x^ o) et — i, c'est-à-dire po(x)^ Ço{^) et — i; l'angle V qu'il fait avec le plan des xz est donc donné par
ro) cosV= ^«(*^'> - ^^(^> -— '
)/pî{x)-{-gl{x)-i-i \/<7J(a:)(i-^c») /i-t-c*
en tenant compte de (4) : l'angle V est donc constant.
Réciproq uement , si le plan des xz coupe la surface sous un angle constant, on en déduit la relation (4); puis, en la dérivant logarithmiquenient en x^ les relations (3) et (2), ce qui montre que Téquàtion (i)des lignes de courbure est satisfaite pour^ = o,
-^r^o; la section par le plan des xz est donc une ligne de
courbure (M. c. q. f. d.
(') Plus généralcinenl, d'apn'îs Joachimslahl, si deux surfaces S e^ S admettent une même ligne de courbure, C, elles se coupent, le long de cette ligne, sous un angle constant. Kn effet, les normales à S le long de C forment une développable, c'osl-à-dire touchent une courbe, qui est dès lors une développée de G ; de même les normales à S le long de C touchent une autre déve-
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438. Corollaire I. — Considérons une surface S, enveloppe d'une infinité simple de sphères; elle esl touchée par une quelconque de ces sphères suivant un cercle (n° 362), les plans tangents le long de ce cercle (qui sont ceux de la sphère) font un angle constant avec le plan de la circonférence, et par suite, d'après le théorème précédent, celle-ci est une ligne de courbure de la surface. Ainsi :
Sur une surface enveloppe de sphères, une des deux séries de lignes de courbure est formée par les cercles suivant lesquels la surface touche les sphères enveloppées.
Les lignes de courbure de l'autre série sont les trajectoires orthogonales de ces cercles.
439. Corollaire II. — Réciproquement, si une série de lignes de courbure se compose de cercles, le plan de chacun d'eux coupe la surface sous un angle constant, c'est-à-dire qu'il existe une sphère tangente à la surface tout le long du cercle. La surface proposée est donc une enveloppe de sphères; ainsi :
Si les lignes de courbure d^une série sont des cercles, la surface est l'enveloppe d' une famille de sphères dont chacune la touche suivant un de ces cercles.
440. Problème. — Trouver une surface dont toutes les lignes de courbure soient des cercles, — En vertu de ce qui précède, celle surface sera l'enveloppe de deux familles différentes de sphères, simplement infinie chacune. Je dis que chaque sphère d'une famille touche chaque sphère de l'autre famille. Soit, en
loppée (le C : donc, en vertu du n*^ 406, les normales à S et à £ en un même point de C se coupent sous un angle constant.
Réciproquement, on établit de mùme que, si deux surfaces se coupent sous un angle constant le long d'une ligne de courbure de l'une, cette intersection est une ligne de courbure de l'autre.
Sur un plan ou sur une splière, toute courbe est une ligne de courbure, et par là se trouve établi, non seulement le théorème du texte, mais le théorème analogue, où Ton substitue la sphère au plan.
effet, M ^fig' io4) un point quelconque de la surface; figurons les deux lignes de courbure circulaires qui s'y croisent; les sphères, appartenant à deux familles différentes, qui touchent la surface le long de ces deux cercles, se touchent dès lors en M, ce qui établit la proposition.
I^a surface inconnue ne peut donc être que Tenveloppe des
Fig. X04.
sphères, en nombre simplement infini, qui touchent trois sphères fixes, c'est-à-dire la cyclide de Dupin rencontrée au n° 112.
Réciproquement on a vu (n° 112) que cette cjciide est bien l'enveloppe de deux familles de sphères, simplement infinie chacune : la surface à lignes de courbure circulaires dans les deux systèmes est donc la cyclide de Dupin,
On peut montrer, avec M. Mannheim, qu'elle est la transformée, par rayons vecteurs réciproques, d'un tore.
Soient, en effet, 2|, S2) ^3 l^s trois sphères fixes; dans le plan qui contient leurs centres on peut tracer un cercle qui les coupe orthogonalement, car il y a toujours un cercle orthogonal à trois cercles d'un plan. Si l'on fait une transformation par rayons vecteurs réciproques en prenant le pôle sur ce cercle, le cercle devient une droite. A, orthogonale aux sphères S',, S^» ^s) transformées des trois sphères primitives : les sphères S',, S^, S, ont donc leurs centres en ligne droite sur A.
Toutes les sphères qui touchent S^, 2j, Sj s'obtiennent évidemmertt en faisant tourner une (ou plusieurs) d'entre elles autour de la ligne des centres A; et leur enveloppe est un tore (ou, mieux, plusieurs tores). Donc :
La cyclide de Dupin est la transformée d^un tore par rayons vecteurs réciproques.
Lemme I. — Soit une transforma lion de contact
faisant correspondre, à un point m (.z:, y, z) d'une surface 5, un point M(X, Y, Z) d'une surface S. Si le point m éprouve un déplacement dx^ dy, dz sur 5, le point M éprouve un déplacement correspondant <iX, t/Y, t/Z sur S; en d'autres termes, à une direction de déplacement mm! sur s^ à partir du point m, correspond une direction de déplacement MM' sur S, à partir du point M, et Ton a :
-h --^{r dx -h s (fy) -^ ~'- {s dx -^ tdy), d\ —-..., r/Z :^ . . . .
Comme les seconds membres ne dépendent que de dx, dy, jc^y-i z,p^ q, /•, 5, t, on voit que /a directionMM' reste la même quand, la direction mm' restant fixe, on substitue à la surface s une autre sur/ace quelconque, ayant avec elle, en m, un contact du second ordre (n° 353).
442. Lemme II. — Si deux sur/aces ont entre elles, en un point, un contact du second ordre, elles ont en ce point mêmes directions principales et asympto tiques.
Car les directions en question ne dépendent que des valeurs de Pf y» '\ Sj ^ 3" point considéré, en vertu des équations (12 bis) et(i3 />/5)du n"428.
443. Théorème de Lie. — Soient deux sur/aces, s et S, transformées l'une de l'autre par la transformation de Lie {n° HO) ; à un point m de s correspond un point M de S : quand m décrit une ligne asymptotique de 5, M décrit une ligne de courbure de S.
Tout revient à établir que, si m se déplace, sur 5, dans la
direction mm d'une asjmplolique, M se déplace, sur S, dans la direction MM' d'une ligne de courbure.
Or, soient a une surface particulière quelconque aj^ant avec s un contact du second ordre au point m, et S sa transformée parla transformation de Lie; les deux surfaces S et S ont entre elles, en M, un contact du second ordre, puisque les contacts des divers ordres sont conservés parla transformation (n® 354). En vertu des lemmes I et II, il suffit, pour démontrer le théorème de Lie, d'établir que si m se déplace, sur <t, dans la direction, mm\ d'une ligne asymptotique, M se déplace, sur S, dans la direction, MM', d'une ligne de courbure de S.
On peut choisir pour t une surface du second ordre, à deux séries de génératrices recti lignes, réelles ou imaginaires : en effet, si Ton prend le point m pour origine, avec des plans de coordonnées convenables, l'équation de la surface s s'écrit (n® 419)
et le paraboloïde elliptique ou hyperbolique
a un contact du second ordre à l'origine avec 5, puisqu'on a, en ce point, pour les deux surfaces,
Ce paraboloïde étant pris pour o-, la surface S sera (n** 112) une cyclide de Dupin, S; lorsque le point m décrit une génératrice rectiligne de o-, les éléments (m, w) correspondants sont les éléments communs à <t et à la droite; les éléments transformés (M, II) sont donc communs à S et à une des sphères inscrites (n** 112), c'est-à-dire que M décrit le cercle de contact de S et d'une sphère. C'est là ce qu'il s'agissait d'établir, puisque, sur o-, une génératrice rectiligne est ligne asymptotique (n** 435), et que, sur S, un cercle de contact est ligne de courbure (n** 438).
Les problèmes de la recherche des lignes de courbure et des lignes asymptotiques sont ainsi ramenés l'un à l'autre : si l'on sait trouver les lignes asymptotiques d'une surface on saura trouver les lignes de courbure d'une autre surface, et réciproquement.
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Théorème de Dupin,
44-4. Définition. — Une famille simplement infinie de surfaces étant représentée par une équation de la forme /(j?,^', 5, ^)= o, on peut résoudre cette relation par rapport au paramètre X, ce qui donne
autre forme de Téquation de la famille. Soit une autre famille simplement infinie
cherchons à quelles conditions une surface (1) quelconque coupera à angle droit, tout le long de son intersection avec elle, une surface (2) quelconque.
Soit j?, y, z un point commun à la surface (1) et à la surface (2), la condition d^orthogonalilé des plans tangents en ce point est
^ ' dx dx dy Oy dz âz '
équation qui doit être vérifiée pour toutes les valeurs de x^y, z qui satisfont à (i) et à (2), et cela quels que soient X et a. En d'autres termes, Téquation (3) doit être vérifiée pour toutes les valeurs de :r, y^ z, X et [jl qui satisfont à (1) et (2); c'est-à-dire qu'en tirant X et [jl de (i) et (2), et portant dans (3), on devra obtenir une identité en Xy y, z. Mais précisément l'équation (3) ne contient ni X, ni ix : elle devra donc être une identité en j?, y, z.
Cela posé, on dit que trois systèmes de surfaces,
(4) X = F(x,^,-3), ii = ^{x,y,z), ^ = ^'{x,y,z),
forment un système triple orthogonal, si toute surface de chacune des familles coupe partout à angle droit toutes les surfaces des deux autres familles.
D'après ce qui précède, il en sera ainsi si l'on a identiquement, H. 29
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quels que soient x^y^ z^
dF ^ ^ ^ ()F d* __ dx dx dy dy dz âz ~~ *
àx dx dy dy dz dz '
d^dF dW dF^ d^ d¥ _ dx dx dy dy dz dz
4iS. Théorème de Dupin. — Les trois familles de surfaces d'un système triple orthogonal se coupent mutuellement suivant leurs lignes de courbure.
Pour le démontrer, considérons un point quelconque M, d'une surface I de la première famille ; les surfaces II et III, des deuxième et troisième familles, qui passent par M coupent la proposée 1 suivant deux courbes, qui ont respectivement pour tangentes en M
Fig. i()5.
les droites MT2 et MT3 {fi g- io5); tout revient à établir que MT2 et MÏ3 sont les directions principales de la surface I, au point M.
A cet effet, supposons Toriginc de coordonnées transportée en M; prenons pour plans des xy^ Acs yz et des zx les plans tangents en M aux surfaces I, II et III, respectivement : ces trois plans sont deux à deux rectangulaires, par hypothèse, et les axes des X et des y sont les droites MT3 et MÏ2.
Après ce changement, soient
Xo= ¥{x, y,z), \iQ= *(^,>'» -), vo= ^'{x,y,z)
les équations des surfaces I, II et III : les F, O et U'' ne sont pas les mêmes que précédemment, mais les identités (5) ont toujours lieu entre les dérivées partielles de ces nouvelles fonctions.
Cherchons les directions principales de la surface I, à l'origine, et pour cela développons F(a:, y, :;) — Xq, suivant les puissances
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croissantes de ^, y, z, par la formule de Maclaurin. Il vient, en remarquant que le terme constant est nul, puisque la surface F — Xq = o passe par l'origine,
Or, à Torigine, -r— et — sont nuls, puisque le plan langent à la
surface 1 est le plan des j?y; (j^) > au contraire, est ^o, sinon l'origine serait un point singulier de la surface 1, cas exceptionnel que nous écartons. Il reste alors, pour équation de cette surface, en n'écrivant que les termes principaux,
o-'(^-^\ ^La^t('!ll\ ^ry(.^^) +Ly.('^\ ^
les termes non écrits étant négligeables, quand x^ y, z soûl très petits, devant l'un ou l'autre des termes écrits.
Les axes de l'indicatrice à l'origine sont donc, en direction, ceux de la conique du plan des xy,
et ion aura démontré qu'ils coïncident avec les axos des w al dc> y (directions MT3 elMT2)si l'on prouve que le cocf(icicul du lornic en xy est nul.
Tout se réduit donc à établir que
pour ;r =y = >3 = o.
Faisons appel pour cela aux identités (5), en observant d'abord que, d'après le choix des plans de coordonnées, on a
OF ()F
ÔT i)y
O'V dW
pour X =y = ;: = o ; et aussi
d¥ ^ d^ ^ dW ^
^^^' 5^<^> ÔTF^^'
si l'on admet que l'origine est un point ordinaire pour les surfaces I, II et III. Cela posé, dérivons la première identité (5) par rapport à y^ et faisons dans le résultat x =y = 5 = 0; il vient, en tenant compte de (6) et (7),
^^^ ôx dy ùx àydz dz ~~ '
pour 0* = o, y = o, z = o.
De même, en dérivant la seconde identité (5) par rapport à z, et la troisième par rapport à x^ on obtient
^ ' Oy dz Oy dx dz dx ~~ '
d^^V dF d^F d^ __ ^ ^ dx dz dz dx dy dy ~~ '
pour X =y =z z = o.
Les trois équations (9), (10) et (i i) sont linéaires et homogènes
OtF ()«* ()2V 1 j^ • j • 1 ,
en . > , , y , . ; le déterminant de ces quantités n est pas
dF d^ dW
nul, car il est égal a 2 — ^ -7— (pour x =y = z = o), produit
dont aucun facteur n^est nul, comme on Ta vu. Donc les trois
. , d^F c)»* d^W ^ ,, quantités . , > , > . ,^ sont nulles pour x =y = :; == o, et
Tévanouissement de la première démontre le théorème.
446. Exemple. — Qiiadriques homo focales, — Considérons les surfaces, dites komojocales, représentées par l'équation
Par un point de Tespace (^oîJKo? '^0) passent trois de ces surfaces; les valeurs de A correspondantes sont les racines de Téquavion
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Ces trois racines sont réelles, et comprises respectivement entre — 00 et c^, c^ et b^j b^eia^; il suffit, pour le voir, de substituera)., dans le premier membre de (i3), les valeurs — oc, c^ — e, c^ -|- e,
En d'autres termes, par un point quelconque de Tespace passent trois quadriques réelles du système (12); Tune est un ellipsoïde, l'autre un hyperboloïde à une nappe, la dçrnière un hjperboloïde à deux nappes.
On a ainsi trois familles de surfaces représentées par la même équation (12), à savoir les ellipsoïdes et les deux espèces d'hyperboloïdes; je dis que ces surjaces forment un système triple orthogonal.
Soient, en effet.
deux d'entre elles; les coefficients de leurs plans tangenls en un
point commun x, y, z sont ^^ . > -rr-Ty -r— ^; —r- — » •••'
et il faut prouver que l'on a
pour toutes les valeurs de j?, y, z qui vérifient les deux relations (i4)* Or, en retranchant ces deux relations membre à membre, et divisant par \ — [jl, on trouve précisément l'équation (i5).
Donc, par le théorème de Dupin :
Les lignes de courbure d'une quadrique à centre sont ses intersections par les quadriques homojocales.
Ces lignes sont donc algébriques.
447. Coordonnées elliptiques sur l'ellipsoïde. — Soit l'ellipsoïde (E),
les valeurs de X qui correspondent aux trois surfaces homofocales passant par un point x^y^z de cet ellipsoïde sont les racines de l'équation
ou
X»-+-X»(arî-4-^2-+-5«— a»— 6î— c») — X[(6î-hc«)a72-+-(c«-+-a«)72-t-(rt*-h6»)^«— 6«c«— c«a«— a»6«]
Le terme indépendant de X est nul en vertu de (i6), d'où la racine X = o, évidente a priori, qui correspond à l'ellipsoïde (E) luimême; les deux autres valeurs de X vérifient l'équation
X«-hX(ir«-h^*-t-5«— a«— 6»— c»)
Désignons-les par a et c^; nous avons — (ttH-i') = x^-^-y^-^z^ — a' — 6' — c*,
et, en joignant à ces deux équations l'équation (i6), nous pouvons exprimer linéairement ar^, y^ et z^ en fonction de w + p et de uv^ sous la forme
C'est une expression paramétrique pour les coordonnées d'un point quelconque de l'ellipsoïde (E); les équations ?/ = const. et r = consl. représentent les intersections de cet ellipsoïde avec des hyperboloïdes homofocanx; ce sont donc les équations des lignes de courbure de (E).
On en déduit, sur l'ellipsoïde, le carré de l'élément d'arc, sous la forme
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ce qui peut s'écrire
( ^ //î— -C — ^r udu^ vdv^ "j
Sur/aces mini ma.
4i8. On nomme sur/aces minima celles dont les lignes asymptotiqnes se coupent partout à angle droit, ou, sous une autre forme évidemment équivalente, celles qui ont pour indicatrice, en chaque point, une hyperbole équilalère. Leur nom se rattache à cette propriété que, parmi les surfaces limitées à une courbe gauche fermée, celle dont Taire est minimum est une surface minima.
Si l'indicatrice est une hyperbole équilatère, les rayons de courbure principaux sont (n®421) égaux et de signe contraire : pour exprimer qu'une surface ûc = x(ii, t^), y=zy(^u^ ç)^ z^z(u^ v) est minima, il faudra donc écrire que Téquation (9) du n® 427, aux rayons de courbure principaux, manque du terme en p, c'està-dire que l'on a
(i8) 2FS — ET — GR = o,
quels que soient les deux paramètres u et i^.
Par exemple, pour la surface de vis à filet carré, R et T sont nuls, F l'est également; car, dans les valeurs de R, T, F données au n**433 pour l'hélicoïde général, on doit faire y*(r)=o. La surface de iHs à filet carré est donc une surface minima.
Si la surface est donnée sous la forme z-=f{x^y)^ l'équation (18) devient, en remplaçant E, . . . , R, ... par leurs valeurs (n" 428),
(19) (i-^/>*)^ — ipqs -\-{\-k- q^)r =z Cl.
Le problème de trouver toutes les surfaces minima revient à déterminer toutes les fonctions z, de x et j^, dont les dérivées partielles, premières et secondes, vérifient celte équation : il faut donc, en d'autres termes, intégrer l'équation différentielle (19); Monge l'a fait le premier, et de nombreux résultats ont été obtenus depuis sur les surfaces minima.
449. Exemple. — Cherchons à déterminer les surfaces minima de réi^olution. Pour la surface de révolution (n® 416)
a? = rcos(D, ^ = rsintjt), z=/(r)f
les valeurs de E; F, G sont i -\-f^{r), o, r^; les valeurs proportionnelles de R, S, T sont rf{r), o, r^f{r) (n«» 433 et 434). Donc, si la surface est minima, on a, par (i8),
[i-h/'«(r)lrV'(/')+'V(^)=o,
équation diflFérentielle d'où il faut tirer la fonction inconnue /{r). On peut écrire, en séparant les variables / et r,
d'où, en décomposant -p: 577: en éléments simples.
et, en remontant aux primitives,
log/' — ^ log ( I -+-/'« ) = — logr H- loge, c'est-à-dire
»/' + /'* '■ On en tire
et, en intégrant encore une fols,
/= clog(r -+-//'* — c*)-+- c'.
La méridienne, dans le plan 5 Ox, c'est-à-dire la courbe zz=:f{x)^ est donc
Z = c Iog(j' H- ^X'^ —^7^ ) -h c'.
La valeur de la constante c' n'influe pas sur la forme de la surface de révolution : car changer d revient à déplacer la méridienne parallèlement k Oz {fig* 106), axe de la surface. On peut donc
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supposer c' = — clogc, ce qui donne pour la méridienne
z = clog
ou
on en déduit
Cette courbe est une chaînette (n®290, 2**) dont Taxe de ;; est
Fi g. loG.
la base. Ainsi la surface mininia de révolution est engendrée par une chatnette, tournant autour de sa base.
Surface dont tous les points sont des ombilics.
ioO. Pour une telle surface*, les équations qui donnent les ombilics se réduisent à des identités; en supposant la surface représentée par z =y(:r, y)^ on aura donc, par l'équation ( 1 5 bis) du n« 428,
!-+-/>' pq 1-1-7'
quels que soient x et y. On peut écrire
pr
I -hp
et
Dans la première équation, les deux membres sont les dérivées, par rapport à x^ de - log( 1 + p'^) et de logy ; donc, en remontant
aux primitives, el introduisant une constante, -logY, fonction de y seul,
de même on aura, par la seconde équation,
X et Y étant des fonctions respectivement de x et de y. On en tire les valeurs de/? et de ^r :
^ "^ XY — r ^ ~ XY-i'
mais, p et q étant les dérivées partielles de z par rapport à ^ et ^,
on doit avoir -f- = -^, c'est-à-dire, comme on le trouve aisément,
ojr âx ^ '
v/Th=7 "" /xTT
ou
Or, ^ et y étant deux variables indépendantes, une fonction de ûc ne peut être égale à une fonction de^ que si ces deux fonctions se réduisent à une même constante, — 2a.
On a donc
Remontons aux primitives, nous obtenons
-iJ= = a(x - xo), J. = a{y — ^0),
^0 61 J'o étant des constantes absolues. On tire de là X et Y, et, en portant leurs valeurs dans les expressions de/?* et de y*, on
trouve :
5 ^ Y-^r ^ at(x — XQy
^ XY — I i__a5(;r — iPo)*— «H7— 7o)*'
c'est-à-dire
a{x — Xq)
/i - a2(a7 — :ro;*— «Hr —y^Y '
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de même,
v/i — rt*(>r — iTo)'— a«(r —yo)'
La fonction 2, qui a pour dérivées partielles p et q, est évidemment, Zo désignant une constante absolue,
et cette équation représente une sphère générale.
La sphère, avec sa variété, le plan, est donc la seule surface dont tous les points soient des ombilics, c'est-à-dire dont les lignes de courbure soient indéterminées.
IV. - DÉVELOPPÉE D'UNE SURFACE
451. Lignes géodésiques. — On nomme géodésiques les lignes tracées sur une surface et dont le plan osculateur en chaque point contient la normale à la surface en ce point. On apprendra, dans le Cours de seconde année, à former leur équation différentielle, et l'on verra que ces lignes sont en nombre doublement infini, c'est-à-dire dépendent de deux paramètres arbitraires.
Sur la sphère, les grands cercles sont évidemment des géodésiques, et il n'y en a pas d'autres; car, s'il existait une géodésique différente, ses plans osculaleurs, qui, d'après la définition même, doivent passer par le centre O de la sphère, envelopperaient un cône, et la géodésique, qui est l'arête de rebroussement de cette enveloppe, se réduirait au point O, résultat absurde.
•io2. Développée d'une surface. — On a désigné (n**370) sous le nom de développée d^une surface, S, la surface focale de la congruence des droites normales à S; chaque normale touche la développée 2 en deux points qui sont les points focaux et qui coïncident (n** 423) avec les centres de courbure principaux de S pour le pied M de la normale; les deux plans focaux c'està-dire les plans tangents delà développée aux deux points focaux, sont les plans principaux de S au point M (ibid.), La développée S
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peut donc être définie aussi comme le lieu des centres de courbure principaux ou l'enveloppe des plans principaux de S.
Les normales menées à S le long d'une ligne de courbure forment (n® 431) une surface développable (A); elles louchent donc une courbe (y), arête de rebroussement de (A). Le point de contact avec (y) d'une des normales considérées est (n" 386) le point de concours limite de cette normale et de la tangente voisine menée à (y), tangente qui est aussi une normale de S; c'est donc (n® 369) un des points focaux de la normale proposée, et il est d(>s lors sur S, c'est-à-dire que la courbe (y) est sur la développée.
En considérant ainsi les deux systèmes de lignes de courbure de S, on obtient, sur la développée S, deux systèmes, simplement infinis chacun, de courbes (y), que nous désignerons respectivement par (yi) et (y2); toute tangente à l'une de ces courbes est une normale de S ; réciproquement, toute normale v de S touche une courbe (yi) et une courbe (y2), les points de contact d ei C2 étant les deux centres de courbure principaux de S pour le pied de la normale.
Cela posé, observons que les plans focaux relatifs à la normale V sont (n** 369) ceux qui passent par v et par chacune des deux normales voisines, rencontrant v au second ordre près : ce sont donc les plans passant par v et par chacune des deux tangentes, voisines de v, menées aux courbes (y«) et (y2) que touche v, puisque ces deux tangentes sont des normales de S et coupent v au second ordre près (n" 386). En d'autres termes, les deux plans focaux relatifs à v sont les plans osculateurs en Ci et C2 aux courbes (y,) et (yg) considérées, et de telle sorte (n" 369) que le plan osculateur àï(yi) au point d touche la surface focale S en C2, et que le plan osculateur à (y2) en C2 louche S en d.
Or, les deux plans focaux étant rectangulaires, puisque ce sont les plans principaux de S pour le pied de la normale v, il résulte de là que le plan osculateur à la courbe (y^) au point C| est perpendiculaire au plan qui touche S au même point; en d'autres termes :
Les lignes (y^) et (^2) sont des géodésiques de la déi'eloppée S.
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4o3. Applications. — Ces considérations, et les résultats antérieurs, permettent de traiter quelques questions intéressantes.
1** Une surface S, prise au hasard, n!est pas, à elle seule, la développée d^une surface; tandis que le théorème analogue est vrai pour les courbes.
Car les normales à la surface cherchée seraient des droites touchant S en deux points, c'est-à-dire des hitangentes de 2. Or, les bilangentes de S forment une ou plusieurs congruences distinctes, puisqu'elles sont évidemment en nombre doublement infini; pour qu'une de ces congruences soit une congruence de normales, il faut et il suffit (n" 370) que les deux plans focaux relatifs à chaque bitangente de la congruence soient rectangulaires. Sous une autre forme, si a et b sont les points de contact d'une des bitangcntes et de S, les plans tangents à I en a et 6 doivent être à angle droit; cette condition n'est évidemment pas réalisée pour une surface S prise au hasard, ce qui établit la proposition.
2*^ Une surface ï, prise au hasard, peut être combinée avec une autre surface S' convenablement choisie, de manière que r ensemble des deux surfaces S et V soit la développée d^une surface.
Prenons, en effet, sur ]S, une série simplement infinie quelconque de lignes géodésiques, et considérons l'ensemble de leurs tangentes; ces tangcnlcs, en nombre doublement infini, forment une congruence de droites, et je dis que c'est une congruence de normales, c'est-à-dire (n° 370) que les deux plans focaux relatifs à chacune d'elles sont rectangulaires.
Soil, en effet, d un point d'une des géodésiques (yi); désignons par V la tangente à (yi) en ce point; un des deux plans focaux relatifs à v est évidemment le plan tangent à S en C|, car la surface 2, touchée par toutes les droites v, est une partie de leur surface focale. L'autre plan focal, en vertu d'un raisonnement fait au numéro précédent, est le plan osculateur à la courbe (vi) au point C\ : les deux plans focaux sont bien rectangulaires, puisque le plan osculateur en C| à la géodésique (yi) est normal en ce même point à la surface 2.
Les tangentes aux géodésiques considérées forment donc bien
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une coDgriience de normales; leur surface focale se compose de la surface S el d*une autre surface S', ce qui démontre le théorème.
Exemple, — Prenons pour S une sphère de centre O; une série simplement infinie quelconque de grands cercles géodesiques sera découpée sur S parles plans qui enveloppent un cône quelconque S', de sommet O. Les tangentes à ces grands cercles touchent toutes le cône S', qui, dès lors, forme, avec S, la surface focale de leur congruence. Donc l'ensemble d'une sphère et d'un cône concentriques constitue la développée d'une surface, dont les normales sont les tangentes aux grands cercles déterminés dans la sphère par les plans qui touchent le cône.
REPRÉSENTATION DES SURFACES LES UNES SUR LES AUTRES
454. Définitions et objet du Chapitre. — On dit qu^ane surface S est représentée sur une surface S| lorsqu'on a établi entre leurs points une correspondance, telle qu'à un point de l'une des surfaces correspondent un ou plusieurs points de l'autre : à une courbe tracée sur S correspond ainsi une courbe tracée sur S| , et réciproquement.
Il est clair qu'on peut représenter S sur S| d'une infinité de manières; par exemple, en faisant correspondre les points des deux surfaces situées sur une même parallèle à 0^, etc. Parmi les représentations d'une surface sur une autre, les suivantes sont particulièrement intéressantes :
i" La représentation peut conserver les longueurs, c'està-dire que la longueur d'un arc quelconque tracé sur S est égale à celle de l'arc correspondant de 2, ; on dit alors que les deux surfaces sont applicables U une sur Vautre;
2° La représentation peut conserver les angles, c'est-à-dire que l'angle de deux courbes tracées sur S est égal à l'angle des deux courbes correspondantes de S| ; on dit alors que la représentation est conforme. Lorsque S| est un plan, c'est le probl^jinc des cartes géographiques.
On va étudier successivement ces deux modes de représentation.
I. - SURFACES APPLICABLES L'UNE SUR L'AUTRE
455. Soient 2 et S| deux surfaces, définies respectivement par les équations paramétriques
(S,) xr=xi{u\i^'), y=-yx{u\v'), z = z^{u\v').
Établir entre leurs points une correspondance, c'est faire correspondre à un système de valeurs de w, ç un système de valeurs de w', /; c'est donc poser
/qI g étant des fonctions quelconques.
Cela posé, sur la surface (S), le carré de l'élément d'arc a pour expression (n® 4i2) :
(a) ds^=E(u, p)û?a'-i-2F(M, v) dudv -{'G(u, p)rfp*,
et sur (S|) :
(3) ds\ = Ei(u', i>')du'^-h2Fi(u\ v') du' dv'-h Gx(u', v') dv'K
Pour que les deux surfaces soient applicables l'une sur l'autre, il est nécessaire que les arcs infiniment petits correspondants soient égaux; or, le carré de l'élément rf^i, qui correspond sur S| à l'élément ds pris sur S, s'obtient en remplaçant, dans (3), w' et ç' par leurs valeurs (i) en fonction de u et ç^ ce qui donne
ou, en ordonnant par rapport à du et rfv^,
ds\ = C du^ -h 2 J du dv -^Q dv^ ;
étant posé, pour simplifier,
c=E,/,,)(|y-..P,/,.)||.G.(A.)(gy.
Pour que ds'\ =:ds^^ quelle que soit la position de l'arc ds, il faut que l'on ait
E{u, i^)du^-\-iF(Uf i>)dudi> -hG(u, i>)dif^= Cdu^-^ 2^ du dv -^Ç dv^, quels que soient du, dv, u, v) c'est-à-dire qu'on doit avoir iden-
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tiquement (quels que soient u et v)^
Ces conditions, nécessaires pour que S| soit applicable sur 2, sont suffisantes : car, si elles sont remplies, les arcs infiniment petits correspondants de deux courbes correspondantes sont égaux, et il en est de même des arcs finis, puisque la relation ds\ = ds entraîne évidemment s^ = 5, les deux arcs correspondants 5{ et 5 étant nuls en même temps.
Donc enfin, pour reconnaître si S| est applicable sur S, il faut voir si Ton peut déterminer les deux fonctions inconnues
/(m, v) et g{u, v),
qui définissent la correspondance, de manière que les relations (5) soient satisfaites. Or E, F, G sont des fonctions connues de u el v\ Cy ê^ Q sont, d'après (4)? des fonctions de forme connue de /, g et de leurs dérivées partielles du premier ordre en ;/, v : les relations (5) sont donc ^ro/5 équations différentielles, aux dérivées partielles, par rapport aux deux fonctions cherchées y et g. On a donc une équation de plus qu'il n'y a d'inconnues, c'està-dire que le problème est généralement impossible, ou que deux surfaces prises au hasard ne sont pas applicables Tune sur Tautre.
Remarque, — Si S et S| sont applicables l'une sur l'aulrc, on aura, d'après cela, pour les définir paramétriquement,
Au point (w, r) de S correspondra, sur 2|, le point de mêmes arguments u et s^, et celte correspondance sera telle qu'on ail :
ds^ = E(a, v)du'^-^ 2F(w, ç) du dv H- G(e/, i>)dv^, ds} = E(a, v)du^-h 2F(a, v)dudv h- G(a, p)rfp«,
c'est-à-dire
ds'^ ^ ds\
identiquement.
Réciproquement, si rf5^^ rf5j, les deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre, de telle sorte qu'au point (m, v) sur S corresponde le point de mêmes arguments (w, v) surS^.
4o6. Si S est applicable sur S|, les arcs correspondants sont égaux; il «n résulte que les angles sont aussi conservés, c'està-dire que l'angle de deux courbes de S est égal à celui des courbes correspondantes de S|. Car, soient M et M, {fig. 107) les sommets des deux angles; prenons sur chaque côté de Tangle M deux points, N et P, infiniment voisins de M, et joignons-les par un arc quelconque NP. Soient N| et P| les points correspondants sur S|
et N| P| l'arc correspondant à NP. Les deux triangles MNP, M|N|P,, qui sont rectilignes à la limite, ont leurs côtés égaux chacun à chacun, puisque ces côtés sont des arcs correspondants de S et de S4 ; leurs angles sont donc aussi égaux, c. q. f. d.
Exemples de surfaces applicables l'une sur Vautre,
457. Théorème de Bout. — Tout hélicoide est applicable sur une surface de révolution.
Soit rhélicoïde S, :
(Si) a7 = rcosu), ^ = rsinu), z =f(r) -\- atû.
On a
Cherchons s'il existe une surface de révolution S (n** 416) : (2) a7 = wcosO, ^=wsinO, G = g(M),
sur laquelle rhélicoïde soit applicable. On a, sur cette surface,
û?5« = M»û?0> H- [i -h cp'* ( w)] rfa».
Ecrivons rfsj, en complétant le carré formé par les deux
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derniers termes :
Établissons maintenant, entre les deux surfaces S et S,, la correspondance définie par les équations
d'où l'on tire
u du
r = /m' — a*, dr =
On peut écrire, en remplaçant r et dr par ces valeurs,
<i5f = M«rfe«-hrfa«
= a«rfO*-h<iw* ^^ -^ — ^ ,
et l'on aura identiquement ds^^ ^ rf5^, si l'on peut choisir la fonction inconnue, f (w), de manière à vérifier la relation
i-4-o'«(a) = ou
Il suffit, pour cela, de prendre
Le théorème est donc établi; la surface de révolution est engendrée par la rotation, autour de Os, de la courbe z = (f{x) du plan des zx,
4o8. Cas particuliers. — i° Sur/ace de vis à filet carré. — On a, pour cet hélicoïde, /(r) = o. Il est donc applicable sur la surface de révolution autour de 0>z qui a pour méridienne, dans le plan zOx, la courbe z = <f{^), la fonction ff{x) étant définie
par (7):
Celte courbe est ainsi
z = alog(r-i- /a-» — a») 4- c';
c'est une chaînette qui a pour base Oz (n° 449). Donc :
La sur/ace de vis à filet carré est applicable sur une surface de révolution, engendrée par une chaînette tournant autour de sa base.
Si Ton écrit les équations paramétriques des deux surfaces :
(Sj) a7 = rcost»>, ^=rsinti), .s = ao),
(2) ar = wcosG, ^=MsinO, z =a Iog(a h- /m* — a«),
les relations de correspondance (6) montrent qu'au point (<o, r) de l'hélicoïde correspond le point (8, u) de la surface de révolution défini par
Donc les génératrices rectilignes (to = const.) de l'hélicoïde s'appliquent sur les méridiens (8 = const.) de la surface de révolution, et les hélices (r = const.) de Thélicoïde s'appliquent sur les parallèles (w = const.).
2® Surface de vis à filet triangulaire. — La courbe génératrice de cet hélicoïde, dans le plan zOx^ est une droite qu'on peut supposer passer par l'origine sans diminuer la généralité,
jmt -^— /» OC •
K\oT% f{x)-=\x^f'{x)'=\ et Ton trouve, par (7),
a:*-t-as(i — X»)
On est ramené à une intégrale elliptique. Dans le cas particulier de X = I, c'est-à-dire si les génératrices rectilignes de l'hélicoïde font un angle de 45** avec l'axe, on a
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La méridienne de la surface de révolution sur laquelle riiélicoïde
est applicable est donc z = \Jx'^ — a^, c'est-à-dire x'^ — 5^ = a^, hyperbole équilatère dont Oz est l'axe non transverse. Ainsi :
La surface de vis à filet triangulaire, dont les génératrices sont à 45** sur Caxe, est applicable sur un hyperboloïde de révolution à une nappe dont la méridienne est équilatère.
Théorème de Gauss.
4o9. Énoncé. — Gauss a démontré le théorème suivant :
Si deux surfaces sont applicables Vune sur Vautre, le produit des rayons de courbure principaux en deux points correspondants est le même pour les deux surfaces.
Pour établir cette proposition, Gauss (Disq. circa superf curvas, XI), par un calcul assez long qui ne sera pas reproduit ici, établit l'identité suivante où les notations habituelles sont conservées :
.i(EG- F2)(RT — S^) _ eT^— — •— — — )
\os^ ô\? Ou th' Ou J
^f dO ÙK ôV 0\i Jiï*
\ Ou Ou dr Ou Os>
^f/"— — à¥. ÙO _ ôJ^OV _ 0{^0¥_ ,^^\ \ Ou Ov (>p Ou Oi> Ov Ou Ou * Ou Ov /
\0v^ OuOv Ou^ J
La vérification de cette identité n'offre aucune autre difficulté que la longueur des calculs : il faudrait remplacer E, F, G, R, S, T par leurs expressions connues (n°* 409 et 412) en fonction
X àx Ov Oz Ox O^x ., . ^ I ^
Je — , _£., — , _—, . . ., — — , . . ., et 1 on verrait que tous les termes Ou Ou Ou Osf Ou^ ^
disparaissent.
Le produit des rayons de courbure principaux, pi et p2, en un
point de la surface
X^Xi^U.V), y=fiUyV), Z=:Z(U,V),
est égal, d'après réqualion (9) du n° 427, qui donne ces rayons
de courbure, à
EG — F
PiP«= RT-S«*
Or, en verlu de Tidentité de Gauss, RT — S^ ne dépend que de E, F, G cl de leurs dérivées partielles premières et secondes par rapport à w et ç»; on a donc
PiPt = fonction rationnelle de f E, F, G, — > -j^^^ • • •» -j^ )'
En d'autres termes, si E, F, G sont les mêmes fonctions de u et {> pour deux surfaces S et S| , le produit pi p2, au point m, v de la surface S, sera le même que le produit pi 02 au point f/, ^ de la surface S^. Or, quand deux surfaces sont applicables Tune sur l'autre, nous avons vu (n"" 4o5, Remarque) qu'on peut les représenter paramétriquement :
(St) x = X(m, p), ...,
de telle sorte que E, F et G soient les mêmes fonctions de «, s^ pour les deux surfaces : le théorème de Gauss est donc établi (*).
Surfaces applicables sur le plan.
Le problème de déterminer toutes les surfaces applicables sur une surface donnée n'a encore reçu aucune solution générale : on ne sait le traiter que dans des cas particuliers, par exemple si l'une des surfaces est un plan.
On va établir que :
460. Théorème. — Les surfaces applicables sur le plan sont les surfaces développables.
(') On [donne souvent à l'inverse du produit pjp,, des rayons de courbure en un point, le nom de courbure totale de la surface en ce point. De mùme, on appelle courbure moyenne de la surface au point considéré la
somme - ( 1 — )• Les surfaces dont la courbure totale ou la courbure movenne
est constante ont donné lieu à de nombreuses recherches.
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En effet, pour un plan, les deux rayons de courbure principaux en chaque point sont infînis; leur produit est donc infini. Par suite, d'après le théorème de Gauss, une surface applicable sur le plan aura, en chaque point, un rayon de courbure principal infini.
Si cette surface est z =/(^,^), Téquation aux rayons de courbure principaux^ p, est (n° 428) :
pq-
yJ'^
et pour quen chaque point un de ces rayons soit infini, il faut et il suffit qu'on ait, quels que soient x ety^
rt — s-= o.
Je dis que cette relation montre que la surface est développable.
On peut l'écrire, en effet,
dp dp
Ox ày ùy ùx '
ou
ùx Oy
ùq ôq Ox ày
c'est-à-dire que le jacobien de p et y, par rapport aux deux variables X ely^ est nul; et, par suite,/? cl q sont liés (n" 31) par
une relation,
Le plan langent à la surface z=/{Xjy), au point .r, y, z, a pour équation
Z-^z=p{\--x)---q{\-y), ou
Z=p\-T-q\ -1- (z—px — qy)y
et Ton aura démontré que la surface est l'enveloppe d'un plan mobile dépendant d'un ^ew/ paramètre (c'est-à-dire est une dévcloppable), si l'on prouve que les coefficients du plan tangent, Pi 7? ^ — P^ — ^y sont fonctions de l'un d'eux, p. Or, on a déjà q = F(/>); tout revient donc à établir que z — px — q y est fonc-
lion de/?, c'esl-à-dire que le jacobien
ôx
dp
dy
est égal à zéro.
En tenant compte de y = F(/>), on a
d'où résulte ipimédiatement que le jacobien ci-dessus est nuJ. Ainsi : Toute surface applicable sur le plan est développable.
461. Réciproquement, toute développable est applicable sur le plan. En efTet, considérons la développable lieu des tangentes à une courbe gauche C; nous pouvons supposer que les coordonnées x^ y^ z d'un point M de C sont données en fonction de Tare OM = <t, de cette courbe, compté à partir d'un point O quelconque. On a alors, d'après le n^ 401, et en désignant par k la courbure en M,
Xy . . ., ^", . . ., étant les dérivées de x^ y^ z par rapport à <t.
Fig. io8.
Cela posé, soit P(X, Y, Z) {Jig\ io8)le point situé sur la tan-
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gcntc en M, à la distance r de ce point; on a
x' y z' yjx'i^yi^z'^
d*où, en tenant compte de (i),
( X — ar -^ pj?',
\ 'L — Z -\- vz\
Ces trois équations définissent un point quelconque X, Y, Z de la développable lieu des tangentes à la courbe C, en fonction des deux paramètres o* et v\ formons, sur cette surface, Télément ch'^.
f/A-2^- t/Xî-f- (Ti^ -r- dL^ =-\{x' -\- vx") d<i -+- x'dv\^-\-,. . ,
et, en tenant compte de (i), (2), (3),
■('5) ds^-=^ di^{i -{- v^ k' ) -^ T.d's dv -\- dv^\
la courbure k est d'ailleurs une fonction connue de <t, A* = ?(<'')? puisque la courbe C est donnée.
Cette expression de ds- est indépendante de la torsion de* la . courbe : si donc on considère une autre courbe, pour laquelle on ' ait aussi X:r=o(T), et dont la torsion varie d'une manière gr^e/conque avec Tare, le rf,ç'-, sur la développable formée par les tangenlesà cette courbe, aura également l'expression (5); c'esl-à-dire que les deux développables seront applicables l'une sur l'autre, le point (o-, r) de l'une correspondant au point (<t, s?) de l'autre (n® 4oo, Remarque). Or, il y a une courbe plane pour laquelle A* =: '>5(3-) (n" 377) ; et comme la développable formée par ses tangentes n'est aulre que son plan même, il en résulte bien que toute développable est applicable sur le plan.
462. Remarque. — Soit (C) la courbe plane pour laquelle A = f (a*); désignons par O^ {Jig* 109) le point origine des arcs sur cette courbe. Le point P, qui, dans le développement sur le plan, correspond au point P(3-, i') de la surface développable, aura aussi pour paramètres 7 et r, comme on l'a observé plus H. 3o.
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haut. En d'autres termes, pour obtenir P,, on prendra sur (C) Tare 0« Ml égal à a-, c'est-à-dire à l'arc OM, et sur la tangente en M| on portera la longueur M| P^ égale à ç^ c'csl-à-dire à MP. En particulier, les génératrices rectîlignes de la développable
(T = const.) s'appliqueront sur les tangentes de la courbe (C); l'aréle de rebroussement de C(i^ = o) s'appliquera sur (C).
II. - REPRÉSENTATIONS CONFORMES; CARTES GÉOGRAPHIQUES
463. Représentations conformes. — Cherchons à représenter une surface S :
sur une surface S| :
(Si) X =Xi{u\ i>'), ...,
a^^ec conservation des angles.
Supposons que la correspondance entre les points des deux surfaces soit établie par les relations
on aura, sur la surface 2, pour le carré ds^ d'un élément d'arc quelconque,
ds^=^ E(w, v) du^-^ 2F(m, v)dudç -^ G{u, v) dv^;
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et pour le carré ds], de rélcmenl correspondant sur ]12| (n** ioo),
ds} = C du^ -h 1 rf dudif-^Ç dv^y
C^ J, Ci étant des fonctions de forme connue de /, /,*■, -;-> -7-?
~-9 -p» et dont l'expression a été écrite au n** 4oo.
Si la représentation est conforme, c'est-à-dire si elle conserve les angles, deux triangles infiniment petits quelconques correspondants, Tun sur 2, l'autre sur Si, sont semblables, de sorte
qu'on a {/Ig* 1 10)
M\ _ MP MiNt ■"" MiPi'
Laissons fixes les points M et M|, ainsi que les points P et P| ; cette relation montre que le rapport - . ■ ■ de deux arcs correspondants quelconques, partant l'un de M, l'autre de M|, est fixe, c'est-
à-dire indépendant de la direction de MN; en d'autres termes, u et r étant donnés (c'est-à-dire M et M| étant donnés), le rapport
ds\ __ C du^ -f- 2 -T du dv — (j* dv^ Tû^ ~ E du^-h'iFdu dv-T-G dv^
est indépendant du rapport ,-> ce qui exige évidemment qu'on ait, quels que soient u et r,
Réciproquement, si les relations (îî) sont satisfaites, quels que soient w, c, la représentation (i) conserve les angles. En effet, les relations (?.) expriment que le rapport de deux arcs infiniment petits correspondants, partant l'un d'un point M, l'autre du point correspondant M,, est indépendant de la direction du premier
arc autour du point M; ou a donc, autour de M,
MN _ MP M, IN, ~ M|Pi'
de même, autour de N,
NM _ NP N,Mi - N,P/
ce qui prouve que les deux triangles MNP et MiN^Pi sont semblables : leurs angles sont donc égaux. c. q. f. d.
On a donc finalement les deux relations (2) entre les deux fonctions inconnues y et g (et leurs dérivées), ce qui permettra de déterminer ces fonctions; le problème est donc possible, c'eslà-dire qu'on peut toujours faire la représentation conforme d'une surface sur une autre.
161. Cartes géographiques. — Supposons que la surface I]| soit un plan, et soient u^ et v' les coordonnées cartésiennes rectangulaires du point de ce plan qui correspond au point w, t' de ï; u' ^ r' sont des fonctions inconnues de w, v qu'il s'agit de déterminer. On a
ds\ = dii'^->ndv'^,
et la représenialion conservera les angles si le rapport ds^ : A-^, ou
E du^ -+- 9. F du dv -h G dv^
du'^-^dv'^
est une fonction de u et r, indépendante du rapport^» Soit ).(«, (^) la valeur de ce rapport; il vient
(3) K diC^-^ iVdu dv -\-Gdv^= l{du'^-{- d\?'^).
Voici comment on peut trouver une solution particulière du problème, c'est-à-dire déterminer des fonctions u\ i^', X, de u et r, vérifiant identiquement cette relation.
Décomposons le trinôme E du^ -^ '2F du di^ -{- G di^^ en deux facteurs, qui sont nécessairement imaginaires conjugués, car le trinôme, qui représente un élément d'arc, ne peut s'annuler pour
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aucune valeur réelle de ~j- :
cw
(4) Eû?z**-+-. . , = {aLdu->r ^dv){aidu ■+- ^idv);
a et ^ sont des fonctions de w, i^, et ai, ^i sont imaginaires conjugués de a, ^. Or on démontrera, dans le Cours de seconde année, qu'étant donnée une expression
a(u, v)du -^ ^( Uf v)dv,
on peut toujours trouver un facteur, ^{u^ v)^ tel que le produit
li{(x.du -^ ^di>)
soit la différentielle exacte d'une fonction «p(//, i^). On a ainsi
(5) ii{:idu-h ^d\>) ^ d^f et de même ji.i(aic/a -+• Pi^/p) = ^fi,
[Xi et cp, étant imaginaires conjugués de [jl et '^. L'équaiion (3), si l'on tient compte de (4) et (5), s'écrit alors
<y<p d^i = fijji| X ( du'^ -h dv'^ ),
et l'on y satisfera identiquement en posant :
du' -h idv' = rfçp,
du' — i dv' = <i© I , d'où
et
On a ainsi une détermination /?a/7/c«///ère,
des fonctions inconnues u' et v' ^ c'est-à-dire une représentation conforme, ou carte géographique, de la surface sur le plan; au point (//, (')de la surface correspond, sur le plan, le point dont les coordonnées rectangulaires sont les valeurs (6) de w' et t^'.
46o. Il y a une infinité de manières de représenter ainsi une surface sur un plan.
Soient, en effet, une première carte où le point M de la surface ait pour correspondant le point m du plan, et une seconde carte où il ait pour correspondant le point m^ ; l'angle de deux courbes partant de M sur la surface est égal à celui des couples de courbes correspondantes partant respectivement de m et m^ sur le plan; il en résulte que la transformation plane, qui fait correspondre le point nii au point m, conserve les angles. En d'autres termes, étant donnée une carte particulière de la surface sur le plan, et Ton sait en trouver une d'après le numéro précédent, on obtiendra toutes les autres cartes en faisant subira la première toutes les transformations planes possibles qui n'altèrent pas les angles.
466. Transformations isogonales du plan. — Le problème revient donc à déterminer toutes les transformations conformes du plan en lui-même.
Soient X et Y les coordonnées du point qui, dans une de ces transformations, correspond au pointer, j^,
Pour que les angles soient conservés, il faut et il suffit (n'*-463) que le rapport
(dv . i)V . y foq. OQ . \»
Uj-^ -f- dy^ dx"^ -\- dy^
soit indépendant de J-* ce qui donne les conditions
ôx Oy Ox dy
On |)cut écrire
le dernier membre est é^al à zb i , d'après ("); on a donc, s repré-
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sentant ziz i :
dx dy
\ ày * dx
Ces relations, si e = -1- i, sont précisément celles qui expriment (n® 155) que P + iQ est une fonction de ^-h «.Xî ^^^^ ^ = — ^> elles expriment que P — iQ est fonction de a: -f- iy.
Donc, à toute fonction P + Qt d'une variable imaginaire x-\-yi correspond une transformation plane
qui conserve les angles; et réciproquement, si celte transformation conserve les angles, P-|-Qt(ou P — Q/) est une fonction de X -\-yî'
Le problème des transformations conformes du plan en luimême est donc le même que celui de la détermination de toutes les fonctions d'une variable imaginaire.
Exemple. — La transformation par rajons vecteurs réciproques, le pôle étant Poriginc et la puissance étant A'^, est définie par les relations
On sait, par la Géométrie élémentaire, qu'elle conserve les angles; une des quantités X dz iY doit donc être une fonction de a: 4- iy. On a, en effet,
x^-hy^ x-^yi
Exemples.
467. Sphère. — Si la surface S est une sphère (de rayon i), on a (n^ 416, 2^) :
07 = sinO cos'l', ^=sinOsin«}, ^ = cosO,
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Pour faire la carte géographique de la sphère sur un plan, d'après la méthode du n° 46i, décomposons rfô^ -f- sin^ 0 ûf'>|^* en deux facteurs :
r/0«4- sin«0 c?i];« = (ûfO -H i sinO e/}) (e/0 — / sinO rf^).
Il faut maintenant trouver un facteur jjl, tel que la quantité
IJL(rfO -h tsinô d^)
soit la différentielle exacte d'une fonction ç(6, i^) : on aperçoit
de suite la solution u=-r-rj car
* sin0
-^ (./O -h /sinO rf^) = d (i^ -^ f-^) • sinô ^' \ ^ J s\nu /
De même
_.-L ( ,/o _ / sinO ^/^^) = ^ ( — /'^ -+- f~A» sinO ^ \ ^ ^ sinO/
et Ton aura une carte géographique en faisant correspondre au point 0, ^ de la sphère le point w', p' du plan tel que
, . , . , r dO
^ ^/ sinO c'est-à-dire, en remplaçant l'intégrale par sa valeur (n® 229),
(9) / J sinO ^ ^2
Dans cette représentation, les méridiens (•} = const.) sont représentés par des parallèles à Taxe des m', et les parallèles (6 = const.) par des parallèles à Taxe des (^'; c'est le système de carte de Mercator.
Application, — Cherchons l'équation des courbes, dites loxodromieSy qui coupent tous les méridiens sous un même angle donné, V. Sur la carte, ces courbes ont pour image les droites
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h étant une constante arbitraire; donc, sur la sphère, leur équation sera, en vertu de (9),
ou
c'est-à-dire
^ cot V — h = log tang -
Ja
tang- = e-*e*^fo•^',
tang- = Xe7«^«t^,
\ étant une constante quelconque (n® 417).
468. On peut déduire de ce qui précède, par la méthode des n®* 463 et 466, tous les autres systèmes de cartes conservant les
angles : il suffira de faire correspondre au point 0, i^ de la sphère le point X, Y du plan, défîni par
P ± îQ étant une fonction de w'-f- p'/, et u\ p' étant remplacés par leurs valeurs (9).
Par exemple, prenons
P + iQ = e«'+«''^= e'*'(cosi>'-t- isinp'),
c'est-à-dire
P = e«'cosi''; Q = e«'sinp';
au point (6, ^)de la sphère correspond, si l'on remplace m', r' par
leurs valeurs (9), le point du plan
A = tang- costj;, Y = tang - sini};.
C'est la projection de Ptolémée, ou stéréographique, qui fait correspondre, à un point M de la splière, le point m où la droite qui joint M à l'un des pôles, A, perce le plan de Véc\\xdXeuv{Jig. 1 1 1).
On a, en effet,
mox = 4^, MAO = -j
Om = OA.tancr- = tanc - >
d'où, pour les coordonnées X et Y de m,
X = O /« ces ^ = tang - ces <|/,
Y = Om sin<{/ = tang- sint}^. c. Q. F. D.
469. Surfaces de révolution. — On a trouvé (n® 416) pour le ds^ sur la surface de révolution décrite par la courbe z=f{x)^ du plan des zx^ tournant autour de O :;,
ds^ = rî ûfui» -+- f I 4-/'» ( r )] c?r». Décomposons en facteurs :
Un facteur [jl, tel que ^k(ir dto +\/i -|-y'* rfr) soit une différentielle exacte, est évidemment -; car
1 [iV e/(D -h /n-/'« rfr] = r/ Lw -h r^ /i+/'i(r)l .
On aura donc une carie géographique en faisant correspondre au point (/*, co) de la surface le point u'j v' du plan, défini par
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c'est-à-dire
u=J-f\/TTf\F), i^'=a).
Les méridiens (co = consl.) sont représentés par des droites parallèles à un des axes de coordonnées ; les parallèles (r = const.) par des droites parallèles à Tautre axe.
Les courbes qui coupent tous les méridiens de la surface de
révolution sous un même angle V ont pour image, sur le plan,
les droites
V cotV = u'-\- h;
sur la surface, on obtiendra donc leur équation en remplaçant u' et i>' par leurs valeurs (lo) :
cot V = f~ / !-+-/'« (r) H- /*.
470. Ellipsoïde. — Soit en général une surface, sur laquelle, en fonction de deux paramètres u et v et de leurs différentielles du et rfr, le ds^ ait pour expression :
cis^= <p(ti, v)(l} du^-^\ dv^),
U étant une fonction de u seul, et V de p seul. Si l'on pose
(u) u'=f/Ûdu\ v'=Ç^\dv,
on aura
du"' -r- dv'^ = U du^ -*- V dv^,
et le quotient
__i__, c'est-à-dire ?(ii,0,
sera indépendant de du et dv : les équations (i i) donneront donc (n" 463) une représentation conforme de la surface sur le plan des wV. L'ellipsoïde rentre dans cette catégorie de surfaces, en raison de l'expression de son ds'^ en coordonnées elliptiques (n°447).
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