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NOTIONS PRÉLIMINAIRES
Des /onctions.
1* Parmi les quantités qui intervienueut dans une recherche mathématique, il y a Heu de distinguer celles dont la valeur est déterminée et celles qui sont susceptibles de prendre plusieurs valeurs différentes. Les premières sont désignées sous le nom de constantes, les autres sont dites des variables.
Dans toute question où il y a lieu de considérer plusieurs variables, on peut attribuer à quelques-unes de ces variables des valeurs arbitraires, et alors les autres variables prennent des valeurs déterminées. Les premières sont nommées variables indépendantes, les autres sont
s. — Cale, diff, I
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dites variables dépendantes ovl fonctions des variables indépendantes.
Ainsi la considération du cercle conduit à trois quantités : le rayon, la circonférence et la surface. Si l'on attribue à Tune d'elles diverses valeurs arbitraires, les deux autres prennent des valeurs correspondantes déterminées, et en conséquence elles sont des fonctions de la première quantité, qui est ici la variable indépendante.
Dans un cylindre, il y a lieu de considérer quatre quantités : le rayon, la hauteur, la surface et le volume. On peut attribuer à deux d'entre elles des valeurs arbitraires ; les deux autres prennent alors des valeurs déterminées : elles sont donc fonctions de deux variables indépendantes.
2. Les fonctions que nous considérerons seront en général définies analjtiquement, c'est-à-dire par le moyen des relations ou équations qui existent entre elles et les variables indépendantes.
Une fonction est dite algébrique lorsque l'équation par laquelle elle est liée aux variables indépendantes peut être formée en n'exécutant sur les variables que les seules opérations de l'Algèbre : i° l'addition et la soustraction; 2° la multiplication; 3^ la division; 4** l'élévation à des puissances entières ; 5° l'extraction des racines d'indices entiers. Dans le cas contraire, la fonction est transcendante.
Lorsque l'équation qui lie une fonction aux variables indépendantes est résolue par rapport à la fonction, celle-ci est dite une fonction explicite. Dans le cas contraire, la fonction est implicite. On voit que les fonctions explicites sont celles dont la valeur peut être obtenue en exécutant sur les variables et sur des constantes une ou plusieurs opérations bien définies.
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Les fonctions algébriques explicites sont rationnelles lorsque dans leur expression ne figure aucun radical affectant une quantité variable ; elles sont irrationAelles dans le cas contraire. Les fonctions rationnelles se subdivisent elles-mêmes en fonctions entières e% en fonctions fractionnaires* Une fonction entière n'est autre chose qu'un polynôme ; une fonction fractionnaire est le quotient de deux polynômes.
Le plus souvent nous désignerons les fonctions par de simples lettres, de même que les variables indépendantes. Toutefois, quand il y aura lieu de mettre celles-ci en évidence, nous emploierons les signes habituels F,/*, (p, ...| après lesquels figureront, entre deux parenthèses, les diverses variables indépendantes. Ainsi F(x), j{x) ^{x)y ... désigneront des fonctions de la variable x; ^{^yj)yf{^9y)) ••• désigneront de même des fonctions des deux variables x, y.
Des limites.
3. Lorsque les valeurs successives d^une variable x se rapprochent de plus en plus de la valeur d'une constante a, de manière que la valeur absolue de la différence X — a puisse devenir et demeurer constamment inférieure à une quantité donnée quelconque, on dit que la variable x a pour limite la constante a.
Il faut remarquer que la variable peut être inférieure ou supérieure à sa limite; il peut nnême arriver qu'elle soit tantôt plus petite, tantôt plus grande que cette limite. Le lecteur est déjà familiarisé avec cette notion des limites par l'étude de la Géométrie et de la Trigonométrie. On sait, par exemple, que la surface du cercle est la limite vers laquelle tend la surface d'un polygone régulier inscrit ou circonscrit, lorsque le nombre des côtés de ce
polygone augmente indéfiniment. On a vu aussi, dans la
Trigonométrie, que les rapports » — -^ ont pour
limite Tunité lorsque Tare x décroit indéfiniment.
Je rappellerai encore le principe de la méthode des limites, dont on fait un si grand usage dans les Mathématiques ; ce principe peut être énoncé comme il suit :
Si deux quantités variables restent constamment égales entre elles dans tous les états de grandeur par lesquels elles passent, et si l'une d'entre elles tend vers une limite, l'autre tend vers la même limite ou vers une limite égale*
L'évidence de cette proposition est telle, que tout développement serait superflu; son importance est d'ail* leurs révélée par les nombreuses applications qu'on en a faites dans la Géométrie.
Des infiniment petits et des infiniment grands»
4. Lorsqu'une quantité variable tend vers la limite zéro^ on dit qu'elle devient infiniment petite; on la nomme alors un infiniment petit.
Lorsqu'une variable croît indéfiniment, de manière à pouvoir devenir et à rester constamment supérieure à une quantité quelconque donnée, on dit qu'elle devient infiniment grande, ou simplement infinie.
Ces locutions d^ infiniment petit et d* infiniment grand n'ont donc pas d'autre objet que l'abréviation du langage. Ainsi, au lieu de dire que sinx tend vers la limite zéro, et que cotx croît au delà de toute limite quand or tend vers zéro, nous dirons que, x étant un infiniment petit, sinx est lui-même un infiniment petit et cotx un infiniment grand.
CHAPITRE T. S
Dwers ordres d'infiniment petits.
5. Les infiniment petits étant des quantités essentiellement variables, il y a lieu de leur appliquer ce que nous avons dit plus haut des variables en général, que nous avons distinguées en variables indépendantes et en variables dépendantes. Mais tous les cas se ramènent toujours à celui où les infiniment petits que Ton a à considérer dépendent de l'un d'entre eux; ce cas est le seul qu'il y ait lieu d'examiner ici.
Parmi les infiniment petits qui interviennent dans une recherche analytique, on en choisit un arbitrairement, auquel on donne le nom d^ infiniment petit prin^ cipal et auquel on compare les autres Infiniment petits, comme nous allons l'indiquer.
Soient a l'infiniment petit principal, 6 un deuxième
infiniment petit : on aura, par la nature de ces quantités,
lima = o, lim6 = o. Gela posé, si le rapport- tend
vers une limite finie k différente de zéro,.de manière que l'on ait
€ étant un infiniment petit, nous dirons que 6 est un infiniment petit du premier ordre. La formule précédente donne
et elle fournit ainsi l'expression générale des infiniment
petits du premier ordre.
t Si le rapport - est un infiniment petit du premier
ordre, nous dirons que 6 est un infiniment petit du deuxième ordre . Dans cette hypothèse on a, par ce qui
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précède,
ou
formule qui donne l'expression générale des infiniment petits du deuxième ordre ; k y désigne une quantité finie et déterminée différente de zéro; e est un infiniment petit.
En général, 6 sera dit un infiniment petit du n'*""' ordre
si le rapport - est un infiniment petit d'ordre n — i.
Et si l'on admet que
soit l'expression générale des infiniment petits d'ordre n — I , on aura
ce
ou
d'où l'on conclut que cette formule contient l'expression générale des infiniment petits du n*^'"'' ordre, quel que soit l'entier /i, k désignant, nous devons le répéter, une quantité finie et déterminée difiiérente de zéro, et£ étant un infiniment petit. Le produit ka'^ est le terme principal de rinfiniment petit d'ordre n représenté par S.
D'après ce qui précède, on peut dire aussi que l'ordre infinitésimal d'un infiniment petit 6 est l'exposant n de la puissance à laquelle il faut élever l'infiniment petit
principal a pour obtenir un rapport ~ dont la limite soit
une quantité finie et déterminée difiiérente de zéro. Notre définition, ainsi transformée, embrasse le cas où n ne
CHAPITRE
serait pas on nombre entier, ce qui peut o£frir quelque avantage. Certaines questions conduisent effectivement à considérer des infiniment petits dont l'ordre est exprimé par un nombre fractionnaire.
La Géométrie nous fournit des exemples nombreux d'infiniment petits de différents ordres; mais, comme cette matière sera traitée à fond dans les Chapitres suivants, nous nous bornerons ici à une simple indication. L'arc de cercle x étant choisi pour infiniment petit principal, on reconnaît immédiatement que sinx et tangx sont des infiniment petits du premier ordre ; i — coso: est un infiniment petit du deuxième ordre; enfin x — sinj? est on infiniment petit du troisième ordre.
De la méthode infinitésimale.
6. On peut employer à deux points de vue très-différents les quantités infiniment petites dans le calcul des grandeurs déterminées.
Le premier point de vue, qui a échappé aux anciens géomètres, consiste à regarder la quantité que l'on cherche comme la limite du rapport de deux infiniment petits. C'est ainsi que l'on procède dans le problème qui a pour objet la recherche des tangentes aux courbes. Effectivement, la courbe MM' étant rapportée à deux axes de
coordonnées rectilignes, si l'on veut connaître la tangente au point M dont les coordonnées sontxetj^, on joindra le
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point M à un autre point M'de la courbe ayant pour coordonnées x H- a, j^-f- S; le coefficient d'inclinaison de la
sécante MM' sera -•» et les quantités a, S étant regardées
comme infiniment petites, le coefficient d'inclinaison c de la tangente demandée aura pour valeur
e = lim - • a
Ainsi, dans ce problème, la quantité à déterminer se présente comme limite du rapport des accroissements infiniment petits simultanés de l'ordonnée et de l'abscisse du point de contact.
7. Le second point de vue est celui où les anciens se sont placés, et le procédé qui en résulte pour l'évaluation des grandeurs déterminées a été particulièrement développé par Archimède. Il consiste à concevoir les grandeurs décomposées en parties égales ou inégales et à supposer que, le nombre de ces parties augmentant sans limite, chacune d'elles tende vers zéro; en employant le langage de la doctrine infinitésimale, cela revient à dire que chaque grandeur peut être décomposée en un nombre infiniment grand de parties infiniment petites. Ces par^ ties infiniment petites étant de même nature que la grandeur totale, il semble que leur évaluation doit offrir les mêmes difficultés ; mais on verra bientôt comment la décomposition dont il s'agit fournit le moyen de remplir l'objet qu'on se propose.
En résumé, toute quantité infiniment petite qu'on a à considérer est destinée à figurer comme terme d'un rapport ou comme élément d'une somme composée d'un nombre infini de parties.
La méthode infinitésimale est contenue dans les deux principes suivants :
chapithe u 9
8. Premier principe. — La limite du rapport de deux infiniment petits n*est pas changée quand on les rem^ place par d* autres infiniment petits dont les rapports a^ec eux ont respectis^ement pour limite V unité.
En efTety soient a et 6 les infiniment petits proposés ; a'y & deux autres infiniment petits tels, que Ton ait
lim - = I , lim -^zzzij
oc 0
OU, ce qui revient au même.
— = i4-«, -z =H-îî, a 6
e et 19 étant des infiniment petits.
On tire des formules précédentes
a'=a(i-hg), e' = 5(n-^î);
d'où
6' 6 i-hiî 1 -^-i
Comme la limite du rapport est évidemment égale
à l'unité, on a
hm^-hm-,
ce qui démontre le principe énoncé.
Lorsque la limite du rapport de deux infiniment petits est égale à i, la difi'érence de ces infiniment petits est infiniment petite par rapport à chacun d'eux ; car, si Ton a
OL a'
lim — = I ou — = I -f- 5, a ec
c étant un infiniment petit, on en conclut
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etréciproquementruneourautre des égalités précédentes a pour conséquence lim — = i . Il résulte de là que notre
premier principe peut encore être énoncé comme il suit:
La limite du rapport de deux infiniment petits n'est pas changée quand on augmente ou quon diminue chacun d'eux d^une quantité infiniment petite par rap^ port à lui.
Exemple. — Si l'arc x est infiniment petit et que m et n soient des constantes, les quantités sinmj: et sin nx seront infiniment petites. D'ailleurs leurs rapports aux arcs mxy nx ont pour limite l'unité; donc on a
,. sin/Tix ,. mx m
Iim -: = lim — = — '
sinna: nx n
Deuxième peiugipe. — Soient
*li *i» *B» • • •» *m
des infiniment petits positifs dont le nombre m croît indéfiniment. Si la somme de ces infiniment petits est égale à une quantité déterminée S, ou si, cette somme étant variable, elle tend vers la limite S, et que
*1« 'ti *3» • • • 1 •m
désignent des infiniment petits, la somme
tendra vers la limite zéro ou sera infiniment petite.
En effet, désignons par e celui des infiniment petits 6iy Ca, . . ., e„ qui a la plus grande valeur absolue; la somme «i £« + a^ ej + • • • + ^m ^m s^ura une valeur absolue moindre que («i -+-«2 + • • • ■+■ ^m\ ^' Or ce produit est infiniment petit, car le premier facteur a une limite
CHAPITRE I. II
finie, tandis que le facteur e est infiniment petit; donc la somme
est elle-même infiniment petite.
CoROLLÂi&E. — La limite de la somme d'un nombre infiniment grand de quantités positives infiniment /;etites fi est pas changée quand on remplace ces quantités par d' mitres dont les rapports at^ee elles ont respectii^ement pour limite l'unité.
Soient les infiniment petits proposés,
d*autres infiniment petits dont les rapports aux premiers respectivement aient pour limite l'unité. On aura
OU
€| = «1 -4- ai fj, 6j = «s -:- «r fj, . . . , 6;„ -=i a^ -!- «„, f^,»;
or, d'après notre principe, si Ton a
lim («1 -î- aj -i- . . . -f- «,„ ) r-^ S, on a aussi
liai(a|C| 4- a, €,-+-.. .-|-a,„f,;,)i=::o;
donc
Km(6i 4- 6, -h. . . + e^) = S.
iO. On ne tardera pas à rencontrer les applications du premier principe de la méthode infinitésimale. Le deuxième principe se rapporte spécialement au calcul intégral ; il ne sera pas inutile d'en indiquer l'application que les anciens en ont faite à la quadrature des courbes.
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QuADKÀTURE DES COURBES PLANES. — CoDsidérons Une courbe rapportée à deux axes de coordonnées rectilignes et cherchons l'aire comprise entre cette courbe. Taxe des
mX
abscisses et deux ordonnées MP, NQ. Supposons d'abord que l'ordonnée de la courbe croisse constamment ou décroisse constamment depuis le point M jusqu'au point N. Décomposons la partie PQ de Taxe des x en un nombre inGnimentgrand de parties égales ou inégales, mais toutes infiniment petites ; puis menons par les points de division des parallèles à Taxe des y. L'aire MPQN, qu'il faut évaluer, sera décomposée en un nombre infiniment grand de parties infiniment petites, telles que mpqn^ Or, si l'on mène ma et nb parallèles à l'axe des x, on formera deux parallélogrammes mpqay bpqn, qui seront ' l'un supérieur et l'autre inférieur à l'aire mpqn, et dont
le rapport — a évidemment pour limite l'unité. On
conclut de là que le rapport de mpqn à l'un des deux parallélogrammes, à mpqa par exemple, a pour limite l'unité. Donc, d'après notre deuxième principe, l'aire qu'il faut évaluer sera la limite de la somme des parallélogrammes intérieurs mpqa où celle de la somme dès parallélogrammes extérieurs bpqn. Ainsi, en posant mp =:y, pq z=z h, et en désignant par 0 l'angle des axes, l'aire demandée S sera exprimée par la formule
S = sinO.lim \ fh.
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Si l'ordonnée de la courbe est tantôt croissante, tantôt décroissante, on peut la décomposer en plusieurs parties satisfaisant chacune à la condition que nous venons d4mposer ; la formule précédente étant applicable à chaque partie, elle a lieu aussi pour leur somme. Cette formule subsiste, même quand Tordonnée^ change de signe, dans le passage du point M au point N, pourvu qu'on regarde comme négatives les aires des surfaces situées du côté desj^ négatives; il suffit, pour s'en convaincre, de pratiquer ici la décomposition de l'aire considérée en plusieurs parties, comme dans le cas que nous venons d'examiner.
li. Exemple. — Considérons le cas de la parabole.
Cette courbe, rapportée à son axe et à la tangente au sommet, a pour équation
p étant le paramètre. Supposons qu'on demande l'aire NOQ = S comprise entre la courbe, la tangente Ox et l'ordonnée NQ=j^. Décomposons l'abscisse OQ =:j:en
m parties égales ; soit pq = -^ Tune de ces parties ; si
Ton suppose Op = - x, on aura mp = —5/, et l'aire demandée S sera
nsm— 1
As=m — 1
S = \im'^mpqa = lm ^ ^=a:jr\im ^ ^
tt=i
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Or on a
fi=m—
=«-« mU-ij(m-i) 1"'= 3—5
donc
S" ô J^/.lim ( I ) (i )
OU
Si l^on mène la perpendiculaire NR à O^, on formera un rectangle OQNR qui sera partagé par la parabole en deux parties dans le rapport de i à a«
INDÉPENDANTE
De la continuité,
i2. Une fonction y*(j:) de la variable x est dite contànue pour les valeurs de x comprises entre deux limites Xo et X, lorsque, pour toutes ces valeurs de x, la valeur absolue de la différence
décroît indéfiniment avec A, ou est infiniment petite en même temps que h.
Si la fonction y(a:) devient infinie pour une valeur de X comprise entre x^ et X, elle ne satisfait pas à la précédente définition de la continuité ; on dit alors qu'elle devient discontinue en passant par Tinfini.
Des dérivées.
13. La fonction y*(j:) étant supposée continue pour les valeurs de x comprises entre Xq et X, les accroissements correspondants
h et f[x -v-h) —f['T.)
sont en même temps infiniment petits, comme nous venons de le dire. La limite du rapport
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de ces accroissements est en général une quantité déterminée indépendante du signe de /i; eUe dépend de la valeur attribuée à x et, en conséquence , elle est une fonction de cette variable. On lui a donné le nom de dériuée de la fonctiony(x), et nous la représenterons, avec LagrangC; par la notationy^'( j^) ; ainsi Ton aura
ou
(2) /[.x 4- /i) -/(or) = h/\:r) + A.,
c désignant une quantité infiniment petite en même temps que h.
Il peut arriver que, pour certaines valeurs particulières de Xf la limite du rapport
dépende du signe que l'on attribue à A en faisant tendre cette quantité vers zéro; dans ce cas, la dérivée de la fonction cesse d'être déterminée.
D'après ce qui précède, si l'on prend h pour infiniment petit principal, l'accroissement
sera un infiniment petit du premier ordre, à moins que la dérivée f\x) ne soit nulle ou infinie. On verra plus loin que cette circonstance ne peut se présenter que pour certaines valeurs particulières attribuées à x. Lorsque f\x) s'annule, l'accroissement de la fonction est d'un ordre infinitésimal supérieur à i; cet ordre est au contraire inférieur à i, quand /^(x) devient infinie.
i4. La simple notion de la dérivée conduit à plusieurs propositions importantes que nous allons établir.
CHAPITRE II
Théorème I. — Soit f[x) une fonction de xqid reste continue pour les valeurs de x comprises entre des limites données, et qui, pour ces valeurs, ait une dérivée f\x) déterminée. Sixo et X désignent deux va-leurs de x comprises entre les mêmes limites, on aura
OTi étant une valeur comprise entre Xq et X. En efiet, le rapport
/fXl-/(.r,)
a, par hypothèse, une valeur finie; et, si Ton nomme A cette valeur, on aura
(i) [/(X) - AX] -[/(^-o) - Aj-o] = o.
Désignons par (^(x) la fonction de x définie par la formule
(2) 7(.r) = [/{x) - A.r] - [/(xo) - Ax^J,
on aura, à cause de l'égalité (i),
en sorte que ç(x) s'annule pour j: = Xo et pour j: = X. Supposons, pour fixer les idées, X ^ Xo et faisons croître xdexo à X; la fonction <^{x) est d'abord nulle. Si Ton admet qu'elle ne soit pas constamment nulle, pour les valeurs de x comprises entre Xq et X, il faudra qu'elle commence à croître en prenant des valeurs positives, ou à décroître en prenant des valeurs négatives, soit à partir de a' = Xo» soit à partir d'une valeur de x comprise entre Xo et X. Si les valeurs dont il s'agit sont positives, comme ^{x) est continue et qu'elle doit s'annuler pour
S. — Cale, diff. a
l8 CALCUL DIFFÉRElfTIEL.
x = X, il est évident qu'il y aura une valeur Xt entre Xq et X telle, que
sera supérieure ou au moins égale aux valeurs voisines
h étant une quantité aussi petite que Ton voudra. Si la fonction ^(x), en cessant d'être nulle, prend des valeurs négatives, le même raisonnement prouve qu'il existe une valeur Xi entre Xo et X telle, que
sera inférieure ou au plus égale aux valeurs voisines
Ainsi, dans l'un et l'autre cas, la valeur de Xi sera telle, que les différences
seront de même signe, et, par suite, les rapports
y(jr| — /i^ — f[.r'^) y ' .r, -4- /< ; — y (.r, )
seront de signes contraires.
Il faut remarquer que nous n'excluons pas l'hypothèse dans laquelle l'un des rapports précédents se réduit à zéro, ce qui exige que la fonction <f{x) conserve la même valeur pour les valeurs de x comprises dans un intervalle fini. En particulier, si la fonction ç [x) est constamment nulle pour les valeurs de x comprises entre Xq et X, les rapports (3) sont nuls l'un et l'autre.
Les rapports (3) tendent vers la même limite quand h tend vers zéro, car nous admettons que la fonctiony^(ar) a une dérivée déterminée, et la même chose a lieu, en
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conséquence, à l'égard de ^{j^)] d'ailleurs ces rapports sont de signes contraires : donc leur limite est zéro. Ainsi l'on a
liro ^-^— ^ , — — = o,
OU; à cause de l'équation (2), c'est-à-dire
On a donc
A .Ta
ou
(4) ./(X)-/(:r,)z=(X-Xo)/'(x.).
comme on l'avait annoncé.
Nous avons supposé TL^Xq] mais, comme la formule précédente ne change pas parla permutation des lettres Xo, X, elle est évidemment indépendante de cette hj^pothèse.
Si l'on fait
la quantité x^, comprise entre Xo etXo -h A, pourra être représentée par Xo 4-0 A, 9 étant une quantité comprise entre zéro et 1 ; on peut donc écrire
REMiiiiQUE. — La démonstration qui précède est due à M. Ossian Bonnet. Il faut remarquer qu'elle ne suppose en aucune façon la continuité de la dérivée /' ( J"J ; elle exige seulement que cette dérivée existe et ait une valeur déterminée.
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15. TnÉonÈME II. — Si la fonction f {x) est constante pour toutes les valeurs de x comprises entre deux limites données, la dérivée f{x) est nulle pour les mêmes valeursdex. Réciproquement, si la dérivée f [x) estnulle pour les valeurs de x comprises entre deux limites, la fonction f (.r) a une valeur constante pour les valeurs de X comprises entre les mêmes limites.
i" Supposons que la foDCtîoDy(x) soîl constante pour les valeurs de x comprises entre deux limites données, et soient Xq, Xa-\- h deux de ces valeurs de x, on aura
et, en passant à la limite,
2° Supposons (\vkç f'[x) soit nulle pour les valeurs de X comprises entre deux limites données, et soient x^ et Xo+/{deux valeurs quelconques de xcomprises'entre ces limites, on aura (n" H)
Xo + Oh étant une valeur comprise entre les limites données. Le second membre de cette formule est nul, par hypothèse, et l'on a
/(.-. + 4) =/('.)■ la foncliony(x) a donc une valeur constante.
ConoLLtiRB. — Lorsifue deux fonctions /{x), F{x) de la variable x ne diffèrent que par une constante, pour les valeurs de x comprises entre deux limites données, les dérivées de ces fonctions sont égales entre elles pour les mêmes valeurs de x. Réciproquement, si les dérivées f'[x), V{x) de deux fonctions f[x), F{x)
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sont égales entre elles pour toutes les valeurs de x comprises entre des limites données, les fonctions ne diffèrent que par une constante, pour ces mêmes valeurs de X.
En effet, désignons par o{x) la différence des fonctionsy*(j:) et F(a'): on aura
et, par conséquent,
?(x-4-/; 1 -y(.r\ _ /[:r + fi ^ -/( .r) _ Fj X 4-// ^ -Fjf' . A '■ h " A '
en passant à la limite, il vient, pour /. ^= o,
Cela posé, si9(x) est constante, 9' (a:) est nulle; donc les dérivées f\x) etF'(j:) sont égales entre elles.
Réciproquement, si/'(j?) et F'(x) sont égales entre elles, '/(x) est nulle : donc f{x) est une constante.
Théorème IIÎ'. — Siladérii^éef\x) de la fonction
f{x) reste finie pour toutes les valeurs de x comprises
entre les limites Xoet\^Xo, et que l'on fasse croître x
de Xq à X, lafonctionf[x) croîtra tant que la dérix^ée
f'{x) ne sera pas négative, et elle décroîtra tant que
f{x) ne sera pas positive.
En effet, x étant comprise entre Xo et X, le rapport
a pour limite y (x), qai est une quantité finie ; il aura donc le signe de cette limite pour toutes les valeurs de h comprises entre zéro et une quantité positive i suffisam-
ment petite. Par conséquent, on aura, pour les mêmes valeurs de A,
siy'(x) est ^o, et
sif'[x) est<^o.
Ainsi la fonction ^(j:) ira en croissant à partir de chaque valeur de x pour laquelle y(j:) est >o, tandis qu'elle ira en décroissant à partir de chaque valeur telle que y (a?) soit <Co.
Mais il peut arriver que la dérivéey'(a:) s'annule pour une ou plusieurs valeurs de x comprises entre Xq et X. On peut supposer qu'il n'y ait qu'une valeur de cette espèce, car on ramène à ce cas celui où il y en aurait plusieurs, en décomposant l'intervalle de x© à X en plusieurs autres. Alors, si l'on désigne par a la valeur de X qui annuley'(x) et par h une quantité aussi petite que l'on voudra, on fera croître j: de x^ka — h, puis de a -h A à X, et le signe de la dérivée y (x) indiquera le sens de la variation de la fonction dans chaque intervalle, quelque petite que soit la quantité h. Faisant tendre ensuite h vers zéro, on voit que, si la dérivée f\x) ne change pas désigne en s'annulant, la fonction y (x) continuera à varier dans le même sens, tandis que, sif'[x) change de signe en s'annulant, la fonction f{x) deviendra croissante ou décroissante selon qu'elle était décroissante ou croissante. Dans ce cas on dit qu'elle passe par un minimum ou par un maximum.
17. Le théorème du n° 1 4 est susceptible d'être généralisé; il est effectivement compris dans la proposition
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suivante y dont on \erra plus loin d'importantes applications :
Théorème IV. — Soient f[x) et F(x) deux fonctions de X qui restent continues pour les valeurs de x comprises entre des limites données, et qui, pour ces valeurs, aient des dérivées déterminées /' {x), F'(x). Si Xq et X désignent deux valeurs de x comprises entre les mêmes limites, et que la dérivée F'(x), qui peut être nulle ou infinie pour X = Xq ou pour j:::=X, ne le soit pas pour les valeurs intermédiaires, on aura
/(X)-/(xo)_/-(x,) F(X)-F(xo)- F'(.rO'
Xi étant une valeur comprise entre Xq et X,
Nous emploierons ici le raisonnement qui nous a déjà servi à établir le théorème I. Posons
FlX)-F(x,)-*' • on aura
(i) [/(X)-AF(X)]-[/(x,)-AF(x,)] = o,
d'où il résulte que la fonction
(2) ?(') = [/(•'') -AF(.r)]^f/[:r.)-AF(.r.)],
qui est nulle pour x = j:o> s'annule aussi pour x = X. Si cette fonction n'estpas constamment nulle, quand x varie de Xq à X, elle croîtra ou décroîtra soit à partir de :r = Xo , soit à partir d'une valeur comprise entre Xq et X; mais, si elle commence par croître, elle devra décroître ensuite, et inversement, puisqu'elle redevient nulle pour x = X, et qu'elle est continue. Il y aura donc une valeur x^ de x comprise entre Xq et X, telle, que les différences
seront nulles ou de même signe pour les valeurs de h comprises entre zéro et une certaine limite aussi petite que Ton voudra. Les quotients
seront donc de signes contraires, ce qui exige que leur limite soit zéro, car la fonction cj (x) a, par hypothèse, une dérivée déterminée. Ainsi Ton a
n ou, à cause de la formule (2),
il n
ou
/'(xO-AF'(.r,;-^o.
La valeur X| ne peut être égale ni à Xq ni à X; d'ailleurs, par hypothèse, la dérivée F' (a) ne peut être nulle ou infinie pour les valeurs de x intermédiaires entre Xo et X; on a donc
et, par conséquent,
/(X)~/(.ro) ^ f'[x,) F(X)-F(:ro) Y\x,j'
Si Ton pose h étant une quantité positive ou négative, on aura
0 étant une quantité comprise entre zéro et i; alors la
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formule précédente deviendra
F ("xo -{- // ) - F (Xo J F't^ro -h 6/;". '
Z7e5 différentielles.
18. Nous emploierons la caractéristique A pour désigner les accroissements des fonctions. Ainsi l'accroissement que prend la fonction f{x), quand on donne à x l'accroissement h ou ùkx^ sera représenté par
et Ton aura, en conséquence^
S étant infiniment petit en même temps que h.
La première partie hf\x) de cet accroissement est dite la différentielle de la fonction^ (x); on désigne cette différentielle au moyen de la caractéristique rf, et Ton écrit
On voit que, si l'accroissement arbitraire h est infiniment petit, les quantités ^/[x)ei df(x) sont des infiniment petits susceptibles d'être substitués Tun à l'autre, conformément à la méthode que nous avons exposée, dans les rapports ou dans les sommes dont on peut avoir à chercher les limites. On a effectivement
et, par suite,
df[x] tant quey'(a:) reste finie.
19. On peut donner une représentation géométrique très-simple de l'accroissement •Ay(x) et de la différentielle df{x). Considérons à cet effet deux axes rectilignes de coordonnées, et construisons la courbe dont l'ordonnée
Vfy^ ^
esty(j:). Menons la tangente au point M dont les coordonnées sont X et /{x) ; construisons l'ordonnée M'P', qui répond à l'abscisse x-hh et qui coupe en R la tangente en M; menons enfin MQ parallèle à Taxe des
abscisses. La dérivée y*(j:), limite du rapport — -^9 est,
comme nous l'avons déjà dit (n^6), le coefficient d'inclinaison de la tangente MR, et l'on a
à/{:r) — M' Q = RQ -h M' R,
et, par conséquent,
il suit delà que M'R est d'un ordre infinitésimal supérieur au premier.
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Alors la formule (a) devient
dx = A,
et, en conséquence, cette formule (a) peut être remplacée; dans le cas général, par
(3) d/[x)=/'[x)dx.
On voit, en résumé, que la différentielle d'une fono tion est égale à la déiwée île cette fonction multipliée par la différentielle de la variable indépendante ; quant à cette dernière différentielle, elle n'est autre chose qu'un accroissement arbitraire attribué à la variable indépendante.
Si Ton divise la formule (3) parefx, il viendra
ce qui exprime que la dérivée d^ une fonction est le rapport de la différentielle de cette fonction à la différentielle de la variable.
Cette «manière de représenter les dérivées est la plus
usitée. Ainsi l'expression ■ ,^ ' peut être indifféremment
considérée à deux points de vue, soit comme exprimant le quotient de df[x) par rfx, soit comme un symbole représentant la limite du rapport ■ ' ' ou -^—' Aussi écrit-on ordinairement la formule (3) comme il suit :
<fy=%dx.
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en représentant par une seule lettre y la fonction que nous avons désignée jusqu'ici pary(x).
Théorème relatif aux fonctions de fonctions.
21 . Soient m, x, y trois variables et supposons que deux d'entre elles dépendent de la troisième. Si Ton a exprimé la valeur de j^ en fonction de u, de manière que Ton ait
puis que l'on choisisse x pour variable indépendante, y sera dite une fonction de fonction de la variable indépendante X.
Gela posé, nous établirons la proposition suivante^ qu'on doit regarder comme fondamentale :
Théorème. — Si Von a
on aura aussi
quelle que soit la variable indépendante.
En effet, la variable indépendante étant désignée par x, attribuons à cette variable l'accroissement Ax, et désignons par Au, A^^ les accroissements correspondants de u et de y ; on aura identiquement
Ar Ar A« — = — X -• A.£ lu A«r
Faisons tendre Ar vers zéro, les limites de — > -— sc-
A.r Ax
ront respectivement --9 — ; d'ailleurs la limite du rap-
(IX eue
port
_Ar __ f[u-\-tift)^f[u)
Au Au
CHAPITRE II
est é^e k/'{u) ; on a donc
Les expressions — 5 — peuvent être regardées comme
les quotients de dy, du par dx; on a donc, en supprimant le dénominateur dx,
comme si u était la variable indépendante. On écrit encore le plus souvent
àr , ^ àf{ii) ,
ar = -'- du ou dr = — ~—^ du.
-^ du -^ au '
dy étant la différentielle de la fonction y considérée comme dépendante d'une variable arbitraire u et du Taccroissement arbitraire de cette variable.
Objet du Calcul différentiel, — Différentiation des fonctions algébriques explicites.
22. L'opération par laquelle on détermine la différentielle d'une fonction est dite différentiation.
Le Calcul différentiel a pour objet principal les règles de la différentiation des fonctions.
Nous examinerons d'abord les cas simples dans lesquels la fonction proposée est composée algébriquement au moyen d'une ou de plusieurs fonctions dont les différentieUes sont supposées connues.
DiFFÉRBHTiATioif d' UNE SOMME. — Gousidérous la fonction
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Uf U| , U2, . *',Um^i étant des fonctions de la variable indépendante X dont les différentielles sont supposées connues. Donnons à x Taccroissement âkXf et soient
A7, Al/, A«,, - . ., ^u^^i les accroissements correspondants des variables
on aura évidemment et, en divisant par Ax,
Aj , A// . A?/i . , Aw,„_.,
A.r Ar Ar Ax
Passons maintenant aux limites, on aura
dx dix dx ' ' dx
et, en multipliag;it de part et d^autre par dx.
Il suit de là que la différentielle d^une somme algébrique de Jonctions est égale à la somme des différentielles de ces fonctions.
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Passant aux limites, il vient
dy du
dx dx
et, en multipliant par dx^
dy =r adu*
• Ainsi la différentielle du produit d'une fonction par une constante est égale au produit de la dijfférentielle de la /onction par la constante,
2^ Considérons en deuxième lieu le produit
y ^- uv,
uetsf étant deux fonctions de x* Soient Au, Ai^, A^ les accroissements que prennent u, if y y quand on donne à:r l'accroissement Ax ; on aura
A/ = ( 1/ + Aw ) (r H- Ar) — uv r= cAtt -}- uàv -f- au Ai',
et, en divisant par Ar,
A» Af
- Ax.
Ax àx
Passant aux limites, on voit que le dernier terme du second membre s'évanouit, et l'on a
dy du du
Ar
Af/
Ax
Ar
dx dx dx
OU, en multipliant par dx,
dy rzzvdu -\- udv.
Ainsi la différentielle du produit de deux fonctions est égale à la somme des deux produits que l'on obtient en multipliant cliaque fonction par la différentielle de l'autre.
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En divisant la formule précédente par le produit y ou uv^ on obtient
€Îr fift fh jr ~~ u V
Le rapport de la différentielle d'une fonction à cette fonction a reçu le nom de différentielle logarithmique. Alors notre formule exprime que : •
La différentielle logarithmique d'un produit de deux facteurs est égale à la somme des différentielles logarithmiques des facteurs.
Cette propriété, analogue à celle des logarithmes, justifie la dénomination de différentielle logarithmique,
3*" Considérons enfin le produit d'un jiombre quelconque de fonctions de la variable indépendante x^et soit
ce produit.
En appliquant la règle qui se rapporte à la différen-
tiation logarithmique du produit de deux fonctions, on
aura
(fr ffu d (u^u^. . . Um—i )
jr ^ u ai«j.. . «m-i
ffu du I diiin... Il „j—i )
du diti dttf d(...tt„j^^'
u llj U^ ...«m-l
la dernière de ces égalités, savoir
exprime que la différentielle logarithmique d'un pro*
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duit de m fonctions est égale à la somme des différentielles logarithmiques de ces fonctions.
Pour avoir la différentielle dy^ il suffit de multiplier la formule précédente par j^, et il vient alors
23. DiFFÉKEifTiATioir d'uit QUOTIENT. — M ct i^ étant deux fonctions de x^ considérons le quotient
u on aura
La différentielle logarithmique du produit ^|/ est égale à la différentielle logarithmique de u; on a donc
dy dv du — -h- =— ,
y V u on
dy du </c 7 u c '
par conséquent :
La différentielle logarithmique du quotient de deux fonctions est égale à la différentielle logarithmique du dis^idende moins la différentielle logarithmique du dii^iseur.
En multipliant la formule précédente par j^ ou - ? on obtient
dy-ziz" du cfp,
ou
_ vdu — i/rfip»
S. — Caic. diff
DlFFÉRENTIÂTIOir DES PUISSANCES d'uNB FONCTION
— Soit u une fonction de x et considérons la puissance
l'exposant m étant une constante.
1** Si m est un entier positif, j" est le produit de m facteurs égaux à li; par suite, la différentielle logarithmique dej- sera égale à la somme des différentielles logarithmiques de ces facteurs ; on aura donc
f . dr du
^ jr u
2^ Si m est un nombre fractionnaire positif, soit t son dénominateur, on aura
dy
La différentielle logarithmique de j^' est i -^ ? celle de u**'
est mi — j car mi est un nombre entier: on a donc u
dy du
i — = mi — 7
jr u
et, en supprimant le facteur i, on retrouve la formule 'a). '6^ Si m est un nombre négatif entier ou fractionnaire, on aura par la formule (i)
La fonction j^u"-"» étant constante, sa différentielle est
dy din'^"^^
nulle et sa différentielle logarithmique — - H ^ Test
d(u~'**) aussi. D'ailleurs, — m étant un nombre positif, --—
est égal à — m — ^ donc on a
dy du
ce qui n'est autre chose que la formule (a).
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Ainsi la formule ( a) est générale el elle subsiste quel que soit l'exposant constant m. En la multipliant par la formule (i), il vient
(3) dx=.mu'^-^du.
Il résulte de là que la différentielle de la puissance de degré m d'une fonction est égale au produit de l'exposant ni par la puissance de degré ni — i de la fonction et par la différentielle de cette fonction.
Si la fonction u se réduit à la variable indépendante OTy on a
et ^
dy = mx'^~-^ d.T,
U faut remarquer le cas de m = - qui se présente fréquemment. Alors la formule (t) devient
et la formule (3) donne
djr=—^.
applications des règles précédentes.
27. Toute fonction algébrique explicite peut s'obtenir en exécutant sur la variable x et sur des constantes un nombre limité d'opérations algébriques ; on pourra donc toujours calculer la différentielle d'une telle fonction par le moyen des règles que nous venons d'établir. Nous allons présenter ici quelques exemples.
i*» Soit
7" = Aor"* -4- B or» -h C.rP -1- . . . ,
Ay By Cy • • • étant des constantes données, ainsi que
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ni, n, pj • , .. On aura immédiatement, par l'application des règles relatives à Taddition, à la multiplication et à Télévation aux puissances,
a^ Soit
a, bf Cf e étant des constantes. On peut écrire
on est alors dans le cas que nous venons d'examiner et l'on a
ou
dy = ( — -^ ~^ - j,) «fe.
3^ Soit
jr =:j:^[a* -+- x^ ) sja^ — or* ,
a étant une constante.
On peut écrire
puis
dy = )/a^^x^,d{a*x* H-x*) -H [a^x^-hx^] d ^.a^ — x^
= ^rt* — x^ [la^x -H [^a^ ) dx — [c^x- -+- x*y —^
.rdx
OU
( 2ût* -î- rt^.r' — 5.r* \ xdx
dy = i '■ »
y'a' — or*
4° Soit
a, 6, m, /i étant des constantes.
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On a
OU
dy = mnax"^^ [ax'^ 4- b)^''^dx,
application à quelques problèmes simples.
28. Les règles précédentes suffisent pour résoudre quelques problèmes; il ne sera pas inutile d'en donner des exemples. Ceux que nous allons présenter sont empruntés à la Géométrie, et il nous faut rappeler d'abord des locutions usitées dans la théorie des courbes. Lorsqu'une courbe est rapportée à deux axes de coordonnées rectilignes, si l'on mène par l'un de ses points la tangente et la normale, les parties de ces lignes comprises entre le point de la courbe et l'axe des abscisses sont dites respectivement longueur de la tangente, longueur de la normale; en outre, les projections des mêmes lignes sur l'axe des abscisses prennent le nom de sous-tangente et de sous-normale.
29. Problème L — Tr ouvrer la courbe dans laquelle la sous-normale est égale à une constante donnée p,
Soîentor étales coordonnées rectangulaires d'un point M de la courbe cherchée ; y peut être regardée comme une fonctionde or, etc'est cette fonction qu'il faut trouver. Menons l'ordonnée MP du point M et la normale MN, la sous-normale PN est égale à l'ordonnée MP = j* multipliée par la tangente de l'angle PMN. Mais cet angle
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est égal à l'angle MT j: que la tangente en M à la courbe
dy
fait avec Taxe des abscisses : il a donc pour tangente — •
Ainsi la condition du problème est exprimée par Téquation
ou
'i.y dy z= 2p dx.
Le premier membre de cette équation est la différentielle de j^*, diaprés le principe fondamental du n** 21 ; le second membre est la différentielle de 2px. Nous avons donc deux fonctions de x, savoir
r' et 2/7 .T,
qui ont des différentielles égales ou, ce qui revient au même, des dérivées égales; donc ces fonctions ne peuvent différer que par une constante, et Ton a
y^ =z ipx H- C,
C étant une constante arbitraire.
Les paraboles de paramètre /?, et dont l'axe coïncide avec la droite sur laquelle oii compte les sous-normales, sont donc les seules courbes qui répondent à la question.
30. Problème II. — Tromper la courbe dans laquelle la normale est égale à une constante donnée a.
On voit sur la figure du n° 29 que le carré de la nor-
maie est égal au carré de la sous-normalc j- y- plus le carré de l'ordonnée ; on a donc
k-y^^ar.
Cette équation est satisfaite quand on pose j^ = rh a.
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car il en résulte -^ = o ; les deux droites menées paral-
(Lt. *
lèlement à Taxe des x<, à une distance a de cet axe, constituent donc une première solution du problème.
Faisant abstraction de cette solution, nous tirons de l'équation précédente
^^^ _. rdr_ .
va - r*
quel que soit le signe avec lequel nous prenions le radical
s^d^ — y^ y le second membre de la formule précédente
est la difTérentielle de — y'a^ — y^ ; par conséquent cette formule exprime que les deux fonctions de x
J7 et — ^ia^ — j*
ont la même différentielle. Ces fonctions ne peuvent donc différer que par une constante a, et Ton a
doù
équation qui représente les cercles de rayon a dont l6S centres sont situés sur Taxe des abscisses.
31. Problème III. — Etant donnée une section co^ nique OAB, troui^er la courbe IM telle, que chaque
corde AB de la conique, tangente à la courbe IM, soit dii^isée en deux par^ties égales au point de contact M.
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Soient Téquation de la conique donnée, et
celle de la tangente au point M de la courbe inconnue. Si l'on élimine Y entre ces deux équations, il viendra
La demi-somme des deux racines X de cette équation est
or, par l'énoncé du problème, cette demi-somme doit être égale à l'abscisse x du point M. On a donc
dr
Oî:
lljrdjr = Ipdx -f- iiqxdx\
le second membre de cette équation est la difTérentielle de npx -{-qx^] le premier membre est la différentielle de j^*. Donc ces deux fonctions ne diffèrent que par une constante G, et l'on a
y^ z=i :tpx -f qx^ -\- G
pour l'équation générale des courbes demandées. Ou voit que ces courbes sont des coniques semblables à la proposée et qu'elles ont les mêmes axes principaux.
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Théorème relatif à la différentiation des fonctions composées de plusieurs fonctions d'une variable indépendante.
32. Les résultats que nous avons obtenus précédemment sont compris, comme on va le voir, dans un théorème général relatif à la différentiation d'une fonction composée de plusieurs fonctions.
Si u et (^ sont deux fonctions de la variable indépendante X et que
soit une fonction de u et de v^ on dit que j^ est une fonction composée des deux fonctions u et v.
Désignons par ç(ii, v) la dérivée de /"(m, i') par rapport à u, c'est-à-dire la dérivée prise en considérant u comme une variable indépendante et v comme une constante; on aura
a étant une quantité qui s'évanouit avec l'accroissement l^u que nous attribuons à u. Désignons aussi par ^(u, \f) la dérivée dey(a, i'), par rapporta ^';'on aura de même
ë s'annulant avec ^^. Si, dans cette dernière formule, on remplace u par u -H Au, S ne cessera pas de s'évanouir avec Ai^; mais cette quantité prendra une valeur différente ff, et l'on aura
{2) f[u -f- Aa, V -r Ap) — /[u -f- Af/, v] ^^ [^ [u H- ÙlU^ v) -h §'] Ar.
Supposons maintenant que Au et As^ soient les accroissements que prennent les fonctions u et f^ quand on
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donne à x raccroissemenl ^x ; désignons aussi par ^y l'accroissement correspondant dej-, savoir :
Ar --/( w -f- Aw, 1/ H- A(') — /( u, y), on aura, en ajoutant les égalités (i) et (2),
Ar = [?{«> ^] -ha]Atf -h[^(« -f- Att,*») -h S*] At',
et, en divisant par Ax,
Passons maintenant aux limites : a, 6' et Au s'évanouissent; on a donc
dy . .fin . , y dp
ouy en multipliant par dxy
djr ~~ y ( tf, v) du -f- -^ tv, v^dv.
Lorsqu'une fonction y dépend de deux variables arbitraires a et Vy on représente par les symboles ôuy^ à^y les différentielles de cette fonction, prises en ne faisant varier que l'une des deux quantités uowv\ si au et dv sont les accroissements arbitraires attribués aux variables, les dérivées c[>(ii, p»), ^{uySf) seront égales res-
• ô y ô Y pectivement aux deux quotients -^—9 --^« On supprime
ordinairement les indices de la lettre d dans les deux numérateurs; mais il ne faut pas oublier que les dy des numérateurs ont des significations différentes, indiquées sans ambiguïté par les dénominateurs. La différentielle de la fonction y considérée comme une fonction de x s'exprime par la formule
. àr . ày .
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OU
ou ov
On représente aussi paryj,'^«, 1^), f^{uyu) les deux dérivées ç(i*, p»), ^ {u, i^] ; on a. alors
33. Le résultat que nous venons d'obtenir peut être généralisé bien aisémeift. Soient
u, V, iVj 5, . . .
des fonctions de la variable indépendante x et
une fonction composée -de ces diverses fonctions. Remplaçons celles-ci, à Texception delà première, par leurs valeurs : on aura l'expression de j^ en u et or ; on poun^a donc appliquer la formule à laquelle nous sommes parvenu au numéro précédent, ce qui donnera
dr ou,
formule où d'y représente la différentielle de j- prise en regardant u comme une constante. On aura pareillement
dr d'y = ~'L dv + d''r,
dJ^y étant la différentielle de j^ quand on regarde u et i^ comme des constantes, puis
d''r = ^dw-\~ d'^Y.
Ow
d"'y étant la différentielle de y prise en regardant a, i^, w comme des constantes, et ainsi de suite. Il est évident qu'en ajoutant entre elles toutes les équations obtenues
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de cette manière, on aura
f(X = ~- du -h -^dtf-^ -j^ dtv-h -^ds -'-..,, ou ov ôw as
ou, en divisant par dx^
dy dy du ày dv dy dw dy ds
dx du dx dv dx àw dx ds dx ' * '
et Ton peut énoncer ce théorème :
Théorème. — La différentielle d'une fonction con^ posée de plusieurs fonctions est égale à la somme des différentielles que l'on obtient en regardant successiv>ement chacune des fonctions composantes comme seule variable,
Applications. — i° Soit
ôy ôy A, B, C, . . . étant des constantes. Les dérivées ■^- > -r- * • • •
ou ôv
sont égales respectivement aux constantes A, B, C, • • • ;
on a donc
dyzz^Xdu-^Jidv-^d dvr-r- ....
a" Soit
y = uiH^'s ... ;
ici les dérivées ~-> -p> • • • sont égales respectivement à
vws ... 9 utvs . . . , uvs . . . , . • . ; on a donc
dy zrz [vws, . ,]du -f- (uws, . ,]dv -f- [uvs — )div 4-. . ., comme on l'a trouvé au n^ 24; cette formule conduit,
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comme on l'a vii (n*» 26), à la règle de la difféventîation
des puissances.
3° Soit encore
on a
donc
ou
dr , àx ,
Ou ôv
tlj = {f~^ (lu — u\'~^dv
vdu — U(h dy= -^,
Conséquence du théorème précédent,
35. Toute fonction explicite j^ de la variable x s'obtient en effectuant successivement sur cette variable diverses opérations bien définies. Le nombre de ces opérations est limité et, s'il est supérieur à i , la dernière opération devra être exécutée sur une ou plusieurs fonctions u, r, çv, . . • déjà formées; ainsi l'on aura
Le théorème que nous avons établi ramène la différentiationdej'à celles des fonctions plus simples Uy\^,Wy,..y et à celle des fonctions de Uy de i^, de çv, . . . , représentées parle symbole yi Si les fonctions Uj Vj w, . . . ne s'obtiennent pas par une seule opération exécutée sur x^ on pourra leur appliquer ce que nous venons de dire àey^ et ainsi de suite. En sorte que la recherche de la différentielle àey se ramènera toujours à celle des différentielles de certaines fonctions élémentaires qu'on ne peut réduire à des fonctions plus simples. Les fonctions élémentaires ou irréductibles dont nous avons à nous occuper ici sont :
1** les fonctions qui résultent d'une seule opération algébrique exécutée sur la variable x, savoir azhx, ax^ jt'»; 2* la fonction exponentielle a^ et la fonction logarithmique logj?; 3® les fonctions circulaires. Nous n'avons rien à ajouter à ce que nous avons dit précédemment à l'égard des fonctions algébriques, et nous allons considérer les diverses fonctions transcendantes élémentaires dont nous venons de parler.
Dijfferentiation des logarithmes et des exponentielles»
36. Lorsque deux variables dépendent l'une de l'autre, et qu'on exprime successivement chacune d'elles en fonction de l'autre, on obtient deux fonctions qui sont dites in\^crses l'une de Vautre. Telles sont les deux fonctions que nous allons considérer. En général, quand on sait trouver la dérivée ou la différentielle d'une fonction, on peut en conclure la dérivée ou la différentielle de la fonction inverse. En effet, supposons que deux variables, X etj^f soient liées entre elles par une équation susceptible d'être mise sous les deux formes
en prenant les dérivées par rapport à x des deux membres de la seconde équation, on aura (n*'21 )
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Alors on a, parla formule du binôme relative à un exposant entier et positif,
m{m-i){m--ii) i
Soit n un entier quelconque inférieur à m, et désignons par R„ la somme des termes qui suivent le (/i-f- i)"^*"* terme dans le second membre de la formule précédente, on pourra écrire
et la valeur de R/t sera
L (z'-hl) («-i-l):«-f-2j J
Dans la somme entre crochets qui forme le dernier facteur de cette expression, le nombre des termes est m — /i, et ces termes sont moindres que ceux qui occupent respectivement les mêmes rangs dans la progression géométrique illimitée
~T" 7 ; Tï "T"» • • «
/i -H 1 (/J 4- i)' [u 4- ij
La somme de cette progression est - ; donc le facteur entre crochets, dans l'expression de R^, peut être repré-
sente par -9 9 désignant une quantité comprise entre zéro et i . Ainsi Ton aura
(,) R„= .V_-/_L_«/__\ 2Li ».
Le nombre n étant regardé comme invariable, faisons tendre m vers l'infini, et désignons par ^,| la limite de R;,, par ^la limite de 6, la formule (i) donnera
(I \"* ï I I I-h- ) =:H 1 h...-: r h^„, mj I 1.2 l.2.i. ,n
et l'on a évidemment/ par la formule (a);
^ étant une quantité comprise entre zéro et i .
Le nombre n peut être choisi arbitrairement, et si l'on suppose qu'il croisse indéfiniment, la quantité ^n tendra vers zéro. Il s'ensuit que le second membre de la formule (3) est égal à la somme de la série convergente
somme que nous représenterons, suivant l'usage, par la lettre e ; ainsi l'on a
lim f iH — I = <?,
en posant
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Si Ton arrête la série au terme qui en a n avant lui, l'erreur commise sera la quantité S{„y qui est ce qu'on nomme le reste de la série; on voit que ce reste est inférieur à la «»*™* partie du (w H- i]**"« terme auquel on s'arrête. Cette remarque permet de calculer le nombre e avec une approximation aussi grande que l'on veut; on
trouve
38. Supposons maintenant que m tende vers l'infini positif en passant par tous les états de grandeur, et désignons par II le nombre entier immédiatement inférieur à la variable m. Ou aura
ou
Or, quand m tend vers l'infini, le nombre entier jjt tend aussi vers l'infini ; on a donc
lim ( I -i — I = lim 1 i H = e,
lim ( iH — ) = Uni 1 I H 1 =^ I ;
donc la quantité (in j est comprise entre deux variables qui ont l'une et l'autre pour limite le nombre e; on a en conséquence
lim ( IH ) =e,
s. - Cale. diff. 4
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Supposons enfin que m tende vers Tinfini négatif. Si l'on fait m = — p, on aura
(-ir=(-r=(.-^)'={-?^)
ou
Quand m tend vers — «o , j:* — i tend vers H- oo , et Ton a
lim f iH ) =tf, limln I ~i;
donc on a encore dans ce cas
lim ( iH I = tf.
39. Différentielle de la fonction log.r. — La base des logarithmes est ici un nombre positif quelconque a. Si Ton donne à x Taccroissement ùkXy la fonction logj: prendra Taccroissement
A loga: = log [x -f- A.r ] ~ logx r- log ( iH •-- j ,
et Ton aura
A«\ A log.r ^^^ \ " ' X j
Posons
A^; Ajp
m=z — ou ^X=: — > Ajt m
il viendra
A logj? m
Ax
OU
Ax a- '^ \ mj
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Or, quand ^x tend vers zéro, le nombre m tend vers
l'infini et Fexpression ( n \ a pour limite le nombre e; on a donc
^lo^x loge
dx X
OU
dj:
d \o°x 1..-- logff — •
Si les logarithmes sont pris dans le système de Néper, la base est précisément égale au nombre e ; on a donc
logCrr^I et dXCiÇ.Xzzz--»
II faut remarquer que, d'après le principe du n^ 21, l'expression précédente de d\o^x subsiste lors même que X ne serait pas la variable indépendante. On voit aussi que la différentielle logarithmique d'une fonction supposée positive n'est autre chose que la différentielle du logarithme népérien de cette fonction.
40. Différentielle de la fongtioit a', a étaitt uwe CONSTANTE POSITIVE. — Si Fou douuc à X l'accroissement Ao:, il vient
d'où
Posons
a — I = — ou a*' :== IH :
on aura, en prenant les logarithmes des deux membres ^ A*log« = log(^n--j ou A*= j^— ,
et, par suite,
A«7* ^ io^a ^ lo^^z
Maintenant faisons tendre ùx vers zéro ; le nombre m
tendra vers Tinfini, et ( i-î j tendra vers e; on aura
donc, à la limite,
djc log e
La base des logarithmes qui figurent dans cette formule est arbitraire; si Ton choisit la base de Néper, on aura loge= i, et, par suite,
— — rzr a* logfl et da^-- a' Xo^adx. dx
Dans le cas de a = e, ces formules deviennent
dé^
dx
=z e^j de^ z:ne^ d.v\
ainsi la fonction e* jouit de la propriété d'être égale à sa dérivée.
Il est à peine nécessaire d'ajouter que les résultats qui précèdent subsistent quand x cesse d'être variable indépendante.
41. Nous avons procédé directement à la recherche des différentielles des fonctions logo: et a*; mais, ainsi que nous l'avons déjà dit, la différentielle de Tune de ces fonctions étant connue, on en déduit immédiatement la différentielle de l'autre. Posons en effet
y — a''; on aura, en prenant les logarithmes des deux membres
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dans le système dont la base est a,
logJ>' = .r.
Maintenant, si l'on admet que la diflFérentîelle de logjr
soit lofîre-^> on aura J
Urne - - =z dx ou
da'=^
Comme loge = i , on peut écrire aussi
\osa iogéf
et alors on peut choisir à volonté la base du système dans lequel sont pris les logarithmes. Si l'on adopte le nombre e pour base, on aura
da^T^ a' loga dx^
comme nous l'avons trouvé directement.
Applications. — i° Soit
la caractéristique log désignant un logarithme népérien On peut écrire
j=^Iog(i-j:)— ilog(i-|-^),
d'où
2 i — u: a 1 — JO
OU
\l — JC 1-1" xj 2
, dx
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a« Soit
X = log (.r -f- ^x^ -h a),
a étant une constante, et la caractéristique log désignant un logarithme népérien.
On a
dr^-
sjx^-^a)
dx
, dx
dy — -m-z^rz: •
sjx'*'-^a
V Soît
zi et V étant des fonctions données de or. On a
logJ=:plogtt,
d'où
ou
Jlogj = pi/loga H- logzf €/v,
-— = f h log II ap,
ou enGn
dy =z vuy—'^ du + u^Xogudv,
On serait arrivé au même résultat, en appliquant la règle de la différcnliation des fonctions composées, combinée avec celle qui donne la différentielle de la fonction a*.
Si Ton suppose a = j:, i' = -? la formule précédente donnera
X* (i — logxj^r.
On voit que la fonction a:' croît tant que a? est inférieure à e, car sa dérivée est alors positive, et qu'elle décroît
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tant que x est supérieure à e. Par conséquent cette fonction atteint son maximum pour a: = e.
4® Quels sont les systèmes de logarithmes dans lesquels il existe des nombres égaux à leurs logarithmes?
Il s^agit de savoir dans quel cas la fonction
peut s'annuler. La caractéristique log désignant un logarithme népérien, on a
Si a est plus petit que l'unité, la fonction y est décroissante quand x varie de — oo à H- oo ; d'ailleurs, elle a des valeurs de signes contraires pour ;r = o et pour x = -+-oo, elle s'annule donc une fois. Si a -est plus grand que l'unité, la fonction y sera décroissante tant que iT sera inférieur au nombre X\ défini par la formule
puis elle ira en croissant. Cette fonction a donc un minimum
log A log a
correspondant au nombre x^ : lorsque ce minimum est négatif, la fonction s'annule deux fois ; dans le cas contraire, elle ne s'annule pas. Pour que j puisse devenir nulle, il faut donc que l'on ait
log.logtf <C— ii ou «<;«*;
si a = e«, ou a Xi = e.
Différentiation des fonctions circulaires,
43. Différentielles des fonctions circulaires dihectes. — Ces fondions sont
sinor, tang.r, sccx, cos.r, cotx, coséex.
1° Considérons d'abord les fonctions sin x et cosx. Si Ton donne à x raccroissenient Ax, on aura
A.r / A.r\ A sin jr = sin ' j: H- Ajt ) — sin x = 2 sin — ces ( .r -4 u
A.r . / A.r\ A cos jr =: cos ( X -[' A.r ) — cos r =. — a sin — sin I .r H j 'y
doù
sm — , .
Asinx 2 / AxX
cosLr H 9
Ajt Ar y 2 /
Aar
stn
A cns.r
Ax
sm I a: -I
. Ax sin —
Le rapport tend vers Tunité quand Ax tend
vers z6ro; on aura donc, en passant aux limites, r/sinx <7c.)s.r
=: COSa-, ; ■ = — SIQX,
(i.v dx
d sin .r =: cos X dxy d cos x = — sin x dx, si^ Considérons en deuxième lieu les fondions tango:
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et cotx. On a
Atan(^j-=: tang (x -4- A.r ' — tingj?
= [i -f- tang.rtang [x -^ l.r]] tangAx,
A cota: rrr cot [ j: 4- Ax ) — COtx
= — [iH- cotx cot (.r -4- A.r)] tiingA.r,
d'où
— --^-- = —7-^- l;ï + t«ingJî tang ,j: -+- A.r)],
Acotj? tancrA.r _ , . ^i
— [1-4- C0t.irC0t(jî H- A.rj].
AX A.r
Passant aux limites, -^' — ^ se réduit à Tunité, et Ton a
— = I -4- tang'jrijrsec'x = --5
— : = — (l-f-CCt^.r = — coscc'xrzz — --X-"»
«tr ^ ' sin^.r
d'où
r/.r , ' ■ dr
ataDgx= 9 dcoi.r = r-z—'
cos-.r sin-x
Les fonctions tangx et cot;r ayant respectivement pour valeurs
sin.r co.s.r tangxzrr 9 C0tX= -1
COS.r Mll.r
on aurait pu conclure leurs difTérentielles de celles des fonctions sinx et cosx en faisant usage de la règle relative à la diflférentiation des quotients. Ainsi , par exemple, on a
cos.r d sin .r — sin .r d cos .t d.r. </tangx= = —-
COS'X cos-.r
3° Considérons enfin les fonctions sécx et cosécx.
On a
sec Jî = ( cosx)— * , cosécx =r: ( sin x )-* ;
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donc, en appliquant la règle de la difTérentiation des puissances, on a
d sccjr =^ (cosa: )-* sia « ^x = — -— <i-r = +- tangj: sécx dx^
uos je
avosi^.cx = — (sinx -'cosxax = :—T—dx:=z — cotxcosecxcte.
' sin'o:
Ainsi, en résumé, on a
d sin x z^ cos:o dx^ d cos j; := — sin j: <Zr,
dtangx:= — - — dx, d cotx = :-— — dx,
cos'j? sin*j:
, , sin.r , cos.r
d secx = 1 — dx, dc.osccx=:z r-r- dx.
cos^x siir.r
Ces six formules subsistent lorsque x cesse d'être la variable indépendante, et Ton doit remarquer que les trois dernières peuvent être obtenues en appliquant les
trois premières à la variable x, tt désignant la demicirconférence. On a effectivement
d cosx - -- d sin ( x\z=z — cos ( x\dx=c:z — s'inxdxy
d colx ---^ftangf x\z=z ; —dx:z^ ____ g/a?
du (^— )
, Slll
acoscco: — : a sec ( x].z=z dr zzz ^-.—dx,
2 / - /:t \ siir-c
cos^
44. Applications. — En combinant les règles précédentes avec celle de la difTérentiation des logarithmes, on a immédiatement les différentielles des fonctions
log sin:r, log cos x, log tangx,
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Efiectivement, les logarithmes étant pris dans le système népérien y on a
dlos sia.r =r — ; z=z — ; = cet x or,
Slliar SI MX
,, dcos.r s'in. rfix ,
dlos cosas z= =1 = — tansjrdr,
^ cosjr a>sa:
,, dtan^x d.r 9.d.v
d\ogtaingx=z ^^= —- ~ -. •
tanujp taiiîïjrcos'a: sni2.x
SI dans la dernière formule on remplace a: et dx par ~
d.T . TT .r (l.r
et - î puis par -r -1 — et - - 5 on aura 2 *^ *^ 4 ■ ^ ^
_ , X dx
alogtane- =. 9
° 2 sin.r
Jlogtang I7 -f- - )= -
° \4 2/ cosjr
45. Différentielles des fonctioits ciriCULAiREs inverses. — La variable indépendante étant toujours représentée par x^ les fonctions circulaires inverses sont
arc sinjr, arc tangjr, arc sccx, arccos^Ty arc cotx, arccosëc:?.
Mais, comme à une ligne trigonométrique donnée x répondent une infinité d'arcs, les expressions précédentes ne sont pas complètement déterminées, et, pour qu'elles puissent être admises comme fonctions de Xj il est nécessaire d'ajouter quelque chose à leur définition. Or, quand un arc de cercle varie d'une manière continue entre les limites — 00 et -h 00 , chacune de ses lignes trigonométriques varie elle-même d'une manière continue; par conséquent, on achèvera de déterminer les fonctions circulaires inverses, si on les assujettit à rester
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continues, et qu'on fixe les valeurs de ces fonctions qui répondent à une valeur donnée de la variable. Par exemple, les. fonctions arc sinx, arc tango: seront entièrement définies, si l'on impose la condition qu'elles s'annulent pour x = o et qu'elles varient d'une manière continue avec x.
La différentiation des fonctions circulaires inverses se ramène immédiatement (n° 36) à celle des fonctions directes.
i'' Soit
y = arc sin.r, d'où sin/ rrr x,
on aura
COSJ dy = dx^ djr = ~ = =rr;9
cos j . / , _ .r»
le signe qu'il faut donner au radical étant celui de cosjy.
2? Soit
y = arc cosx, d'où cos j =^ x,
on aura
— r/.r — dx
— siwydy =z rf.r, dy =. r= — *
le signe du radical étant celui de sinj*.
3*> Soit
y = arc tang.r, d'où tang^ -- x,
on aura
cos'y '. ' ' \ -r x^
^ — = dv. dy = cos* r dx := - 4« Soit
y =z arc col j:, d*où cotj = .r, on aura
z=z dx, dy ^=. — sm' r dv. z=z •
sin-'r 1 -t- -c*
5° Soit
y arc sec* d'où sec/ = x^
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on aura
le radical devant être pris avec le signe de tangj^. &" Soit
y r= arc coséCiT, d*où coséc^ = «,
on aura
— 00 tj cosécj' dy •=. cùr,
dx dx
^ C0t7 COSCCJ x yx* — T
le radical ayant le signe de cotj^.
Ainsi Ton a, en résumé,
d.r — - dx
d arc sin x •=. 5 d arc cosx = , ,
Vi—x» ^1 —
^.r , dx
tfarctanejrr^: -, rfarccotx = rj
ffarcsccj: = —. -> c?arccosecJc= • ^^t
les signes des radicaux étant déterminés comme nous Favons indiqué. Il convient de remarquer que les différentielles des fonctions circulaires inverses sont algébriques, comme la difTércnticUe de la fonction logx.
La somme des fonctions arc tango:, arc cotx est évidemment égale à une constante, aussi leurs différentielles sont-elles égales et de signes contraires. Les deux fonctions arc sin a: et arc cosx ou arc sécx et arc coséco: ont une somme constante ou une différence constante; il s'ensuit que les différentielles de ces fonctions doivent être égales ou égales et de signes contraires.
Dyférentiation des fonctions implicites.
46. Considérons d'abord le cas d'une fonction^ liée à sa variable x par une équation
dont le premier membre est une fonction donnée de x el de y.
La variable y est une fonction de x, et par suite on peut regardery{j:,jt') comme une fonction composée. Cette fonction est constamment nulle par bypotlièse; donc sa diCTérentielIe
àx Oy •'
est elle-même égale à zéro. Ainsi l'on a
d'où
Tr
Or
On voit que la dérivée d'ime fonction y, liée à la variable x par l'étjuation f'x, y^) =0, s'obtient en divisant la dérivée relative à x dupremier membre de l'équation par la dérivée relative à y du même premier membre, et en cliangeant le signe du quotient.
Exemples. — 1° Soit
On a ici
à/ ,, àf .
dx clr
et, par suite,
chapituf n. 63
dy b^x
dx à^jr
Dans le cas dont il s'agît, l'équation proposée peut être résolue par rapport ky^ et Ton trouve
le radical devant être pris successivement avec le signe + et avec le signe — . En substituant cette valeur de y dans la formule précédente , celle-ci devient
dy — hx
on obtient immédiatement ce résultat en diflérentiantla précédente valeur de y,
a® Soit en second lieu l'équation
qui représente la courbe nommée lemniscate de Bernoulli, quand on regarde x ety comme des coordonnées rectangulaires. On a ici
— =4«(ar«-+-7«)— 4a«j:, -~ '-^ /ijr{^^ -^J-'j -^ ^a*y,
et, par conséquent,
dy j?(x*-h.r* — û* )
Considérons le cas où l'on a deux équations
entre la variable indépendante x et deux fonctions j^, z de cette variable. Puisque j^ et x sont des fonctions de x,
f{x,yjZ) et ¥(Xyyyz) sont des fonctions composées; d'ailleurs les difTéreiitielles de ces fonctions sontnuUes^ puisque les fonctions elles-mêmes le sont : on a donc
-r- djc -f- -- - dy -\- — dz r- : O, Ojc oy Ùz
dY ^ dY ^ dY ,
-r— dx ^ dy -i- — — £/z z= o,
Ôj: Oy "^ dz •
d'où l'on tire les valeurs de dy et de dz^ sayoir :
()/ ()F _ ^ ^ ôr. ôz dz â.T ,
<)/ ÔV
àf ()F
dz dy
à y àz
df àV
âf ÔF
ôx. ùr
dz ::^ — dx
^àF _dif^ôF dz dy dy dz
Exemple. — Soient les équations
ar* -f- j* -T- z* = r^, ax -{- €y -+■ yz =zp^
OÙ r, a, 6, 7, ;> désignent des constantes données ; on aura
xtlx -r ydy -h zdz = o, adx H- Sdy -f- ydz = O,
d'où
d.r dr dz
yy — 6z oiz — yx é.c — uy
formule qui fait connaître les didérentielles dy et dz des deux fonctions j^ et z.
50. On procédera de la même manière dans le cas général où Ton a n équations
/[x,y,z, «, ...) = o, F(x,^, 2, tt, ...)=io,
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entre une variable indépendante x et n fonctions ^^, 2, u, . . . de celte variable. Les fonctionsy, F, y, . . . étant, comme dans les cas précédents , des fonctions composées dont les valeurs sont identiquement nulles, les différentielles de ces fonctions sont nulles aussi, et Ton a
d/ , àf , df ^ df ^
ÔJe Ojr Oz ou
dF ^ ÔF ^ dF ^ ÔF ^
-r- dX -h ^- dr -{- -r- dZ -h - rf£/ -4- . . . = o,
ox ày oz ou
'^ dx -^ ^ dr -\- —- dz -\- ~ du -\- , . ,1= o, Ox oy oz ou
Ces n équations déterminent les différentielles des n fonctions j^, ZyU, .... On les obtient en différentiant les équations proposées, c'est-à-dire en égalant à zéro les différentielles des premiers membres de celles-ci.
De V élimination des constantes arbitraires,
M . Considérons une équation
entre les variables x, y et la constante arbitraire G. La difTérentiation de cette équation donne, comme on l'a vu,
et si Ton élimine la constante C entre les équations (i) et (2), il en résultera une équation
entre la variable indépendante x, la fonction y et sa
dérivée --• dx
S. — Cale, diff, 5
Cette équation (3), qui résulte par la difTérentiation d^une équation où figure une constante arbitraire, est dite une équation différentielle. Relativement à cette équation différentielle, l'équation (i) est quelquefois désignée sous le nom d* équation primitiy^e.
Si l'on suppose que j: et^ désignent des coordonnées rectilignes et que la constante C prenne une infinité de valeurs, l'équation (i) représentera une famille de courbes ; l'équation ( 3 ) exprime une propriété de la tangente, commune à toutes les courbes de cette famille.
52. Exemples. — i® Soit l'équation qui donne par la différentiation
Ici la constante G a disparu d'elle-même et l'équation précédente est l'éqaation différentielle qui résulte de la proposée. Elle exprime (n® 29) que la sous-normale est constante dans toutes les courbes que représente l'équation
!i? Soit, en second lieu, l'équation
dans laquelle b est une constante donnée et p un paramètre variable ; cette équation représente un système de coniques homojbcales, lorsque x et y désignent des coordonnées rectangulaires. La différentiation donne
d'où
'dx
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ydy xdx-\-ydy
L'élimination de p^ donne
ce qui est Téquation différentielle demandée.
Menons la tangente MB et la normale MC à l'une des
courbes de la famille considérée, et soient B, C les points où ces droites rencontrent Taxe Oy. Les équations de MB et de MC sont
dr
dx
^nsëquent.
dx dy
d'où
Considérons généralement un système de n équations
/j\ 1 /i(.r,^, z, tt, . . ., a, ô, c, ..) — o,
entre une variable indépendante x, n fonctions y y z, Uj • • • de cette variable et n arbitraires a, b, c, .... La différentiation des équations (i) donnera, comme on Ta vu, les n équations suivantes :
^^^-C ±^^ ^"Lj^^^ Î^_u...^o àx ày dx àz dx du dx ' ' ' '
àfx , dfx dy dfx dz df du (a) / dx ôy dx dz dx du dx
àfn-x . àfn-x dy dfn^x f^^ , dx dy //x dz dx ' '
Cela étant, si Ton élimine les^Tz arbitraires a, b,c, ... entre les 2n équations qui composent les systèmes (i) et (2), on obtiendra n équations
_ / dy dz du \
/ dy dz du \
(3) { ^' r^'*'"'---'^' Si' rfx' ■••;="'
(dy dz du \
qui constituent ce que l'on nomme un système d'équa-lions différentielles simultanées.
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Soient /(x) une fonction de la variable X et
f{x) sa dérivée. Nous désignerons pzr/"{x) la dérivée de/'(x), par/«^(x) la dérivée def"{x), et ainsi de suite; nous formerons de celte manière une suite de fonctions
/'W, rw, /'i^;> .... /^"U^:
dont le nombre sera illimité, à moins que/(x) ne sôît une fonction rationnelle et entière.
La fonction /«(x), qui occupe le t^*"** rang dans la suite précédente, estditelaéfenVeedu ré^^^ordredefix)^ ou, plus simplement, la n}^^^ dérivée def[x).
Des différentielles des diifers ordres.
Soit
une fonction donnée de la variable indépendante x. Représentons par d*« la différentielle de cette fonction pour un accroissement arbitraire h^ attribué à la variable x\ on a (n« 18)
(2) rfV=/'(x)^,.
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Cette dififérentielle est elle-même une fonction de x\ sa différentielle, prise en attribuant à la variable x un accroissement arbitraire h^j est la différentielle du second ordre de la fonction j, que nous représenterons par le symbole d^^d^^j. On a
Deanéme, la différentielle de cette différentielle du second ordre, relative à un accroissement arbitraire h^ attribué à la variable x, sera donnée par la formule
En continuant ainsi, on obtient une suite
dans laquelle chaque terme est la différentielle du précédent, relative à un certain accroissement attribué à la variable x. Le terme qui occupe le rang n est la différentielle d'ordre n de la fonction j^, et l'on a
(3) <f*- . . . df'tdf'xy =/«( jr)A,/#, ... A».
Il résulte de cette formule que la différentielle d'ordre n ne change pas quand on change l'ordre des caractéristiques d.
Ordinairement on suppose toutes les quantités A|, Aa, . , ., h„y ... égales entre elles. Soit h leur valeur commune : alors les différentielles des divers ordres se représentent par les symboles
et Ton a
d'où
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ce qui exprime que la dérwée d'ordre n d'une fono lion est égale à la différentielle d'ordre n de cette fonction dii/iséepar la n^^'^'^ puissance de la différentielle de la varicible indépendante.
Cette notation est celle que Ton emploie le plus souvent pour représenter les dérivées, et la formule (3) s'écrit alors comme il suit :
Il est évident qu'on obtiendra les différentielles des divers ordres des fonctions par le moyen des règles que nous avons établies dans le Chapitre précédent.
Différentielles des divers ordres de quelques
FONCTIONS SIMPLES. I® Soit
On
aura
7? Soit
y z= log«,
la caractéristique log désignant un logarithme népérien. On aura
dx X ' dx''
3« Soit
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a étant une constante. On aura
les logarithmes étant népériens. Dans le cas de a = e, on a
4« Soit
j = sin(j: + a),
a étant une constante. On a
-- = C05(x-h a) = sin ( x + a -4- - U
en sorte que la dérivée de sin(j: -f- a) s'obtient en ajoutant le quadrant- à la constante a. On conclut de là que l'on a, quel que soit n^
— ^ = sm ( X -f- a H- /i - 1
Si l'on suppose successivement a = o et « = -> on aura ^sina:
*sma: . / 7r\ rf'*cos.r / ttX
-5-—— = Sm ( X -f- /I - ) > = CCS ( 4: H- 72 -
dx^ \ 2/ <U"' \ 2/
Des différences des divers ordres.
57. Soitj^=y(j:) une fonction donnée de la variable X ; l'accroissement
est dit la différence du premier ordre ou la différence première de la fonction j^, relative à l'accroissement arbitraire A| attribué à la variable xi nous représenterons
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cette difTérence par ùf^^y. Cette différence est elle-même une fonction de x et sa différence , prise en attribuant à la variable x un accroissement arbitraire Aa, est la différence du second ordre ou la différence seconde de la fonction j^ : nous la représenterons par A^»A*«j^, et ainsi de suite ; en sorte que, si l'on considère la série
A*i^, A*»A*i^, A'^^A'^îA'^ij, ...,
dont chaque terme est la différence du précédent, relative à un certain accroissement attribué à la variable x^ le terme de rang n sera la différence d'ordre n ou la jitème différence àtj.
De l'expression de la différence première
on déduit
on en conclut que cette différence ne change pas quand on intervertit l'ordre des deux caractéristiques A. Si l'on considère maintenant la différence d'ordre /i, on pourra évidemment, sans altérer sa valeur, intervertir l'ordre de deux caractéristiques consécutives, et par conséquent disposer ces caractéristiques dans tel ordre que l'on voudra.
58. Il existe entre une différence et la différentielle de même ordre une relation importante que nous allons établir.
L'expression de la différence première est donnée par la formule (5) du n** 14
dans laquelle 0| désigne un nombre positif inférieur à
74 GILGUL DIFFÊaEKTlEL.
l'unité. Considérons la différence seconde, on a
A^ AV(a:) = A^[/(x ^ h, ) -/(x)] = A^n(x],
en posant u[x) =f{x -f- A, )_/(x). Mais, d'après la formule (i),
On a d'ailleurs, d'après la définition de la fonction n(a:), il en résulte
et, en réduisant la quantité entre parenthèses au moyen de la formule (i),
(2) A^aV(^) =/'(*-+- 0,^1 -*-«i/*i)AiA„
di et da étant des nombres positifs inférieurs à l'unité. Considérons encore la différence troisième, on a
A*tA^A''./(x)=:A^A^«[/(x-+-/ii)— /(x)]z=A*iA^n(x),
et, en vertu de la formule (2),
A*. A^n[x) =: n'' X -f- 6, A, -f- 0%h^]fhh^.
Mais, de la définition de la fonction n(x), on déduit
= /^(x-4-6,^,-|-0,A, 4-Aj) — /''(x-T-0»^s-hô,A,)
il en résulte
(3) A^A*.aV(^)=/''(-^ + O,^, + ô,A,-+-0iAi)AiA,A„
di, da, ds étant des nombres positifs inférieurs à l'unité.
En continuant ainsi, il est évident que l'on obtiendra, pour exprimer la différence d'ordre w, la formule
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saivante, due à M. Ossian Bonnet:
01, &2, . . ., 9„ étant des nombres positifs inférieurs à Funité.
Si Ton divise cette différence par la différentieUe correspondante (n° 55), on voit que le quotient
A^. . .. A^A*«j — fl\^_ "^Jl^L± ^^h. ±j_:jrtli^J
a une limite égale à Tunité, lorsque Ton fait tendre vers zéro toutes les quantités Ao A^y . • *, A;|.
Dérwées partielles, différentielles partielles et différences partielles des divers ordres d^ une fonction tie plusieurs variables indépendantes,
59. Considérons une fonction ta de plusieurs variables indépendantes j:, j^, z, . . . , et soit
la fonction donnée. On peut prendre la dérivée de « par rapport à Tune quelconque des variables, les autres étant considérées comme des constantes ; les résultats de ces dérivations se nomment dérivées partielles du premier ordre de la fonction proposée : on les représente par les symboles
fx[^yy^ «» . . .)> /i'(^» J>^» • • •)'/ sl"^>^» ^» • • •)' • • • •
Les dérivées partielles des dérivées partielles du premier ordre sont les dérivées partielles du second
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ordre : on les représente par les symboles
Les dérivées partielles des dérwées partielles du se^ cond ordre sçnt les dérivées pai^tielles du troisième ordre, et ainsi de suite. En général, une dérivée partielle d'ordre n s'indique parla caractéristique y affectée de deux indices ; l'indice supérieur est le nombre n qui indique Tordre de la dérivée partielle, l'indice inférieur est formé par la succession de n lettres x^j^z^... disposées dans Tordre où Ton a effectué les dérivations.
60. Théorème. — La valeur d'une dériuée partielle d' une /onction de plusieurs variables est indépendante de l'ordre dans lequel on effectue les dérivations, le nombre des dérii^ations relatives à chaque variable demeurant le même.
Considérons d'abord le cas le plus simple, celui d'une fonction de dpux variables. Représentons par les caractéristiques Z^J et A* les différences d'une fonction quelconque des deux variables x et j^, lorsqu'on attribue à ces variables l'un des accroissements h ou h. On a
Le second membre ne change pas lorsqu'on prend les différences dans Tordre inverse, c'est-à-dire lorsqu'on change Tordre des caractéristiques : on en conclut que
{2) A*A*/[x,7) = A^A*/(x,jr).
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Exprimons ces deux difTérences d'après la méthode de M. Ossian Bonnet (n** 58).
On a
enposantn(j:,j)=/(j:4-A,j)— /(x,j).
L^application de la formule (5) du n^ 14 à la fonction u{Xy y), dans laquelle on fait varier j^, donne
Diaprés la définition de la fonction n(x, /), on a
d'où
Enfin y en appliquant la formule que nous venons de rappeler à la fonction^'(j:, ^H-6/r), dans laquelle on fait varier x, on obtient finalement
(3) ^'y^'^/(^,x)=/;À^-^^'à, x^6k]hA,
6 et 9* étant des nombres positifs inférieurs à l'unité.
Changeons l'ordre des caractéristiques , on aura évidemment
0i et fft étant encore des nombres positifs inférieurs à l'unité.
La comparaison des deux expressions de la même différence seconde donne
et, si l'on fait tendre A et A vers zéro,
(4) -Cx(^.J') =/;(*. r).
t 61. L'égalité exprimée par la formule (4) si encore
I lieu lorsque la fonction dépend d'un nombre quelconque
de variables indépendantes, autres que x eXy, Si l'on
considère une dérivée partielle d'ordre n d'une fonction
de m variables arbitraires , on pourra donc, sans altérer
; le résultat final, changer l'ordre de deux, dérivations
(Consécutives, et par conséquent effectuer ces dérivations successives dans tel ordre que l'on voudra. Le nombre des dérivées partielles distinctes du second ordre est égal au nombre des termes d'un polynôme homogène du second degré de m variables, c'est-à-dire
à — -• En général, le nombre des dérivées par-
tielles d'ordre n distinctes est égal au nombre des termes d'un polynôme homogène du degré n k m variables, c'est-à-dire égal à
jn(/?i-4-i)(/m-2)...(m4-/i — i) 1.2.3. . .n
Ce théorème permet de simplifier la notation des dérivées partieUes. Dans le cas d'une fonction de trois variables, une dérivée partielle d'ordre n résultant de a dérivations effectuées par rapport à j:, de ^ dérivations par rapport à j^ et de y par rapport à z, pourra être représentée par le symbole
la somme « -*- 13 H- y étant égale à n.
62. Le produit de chaque dérivée partielle du premier ordre par l'accroissement arbitraire de la variable correspondante se nomme différentielle, partielle du premier ordre. En nous bornant au cas d'une fonction tù de trois variables x^y^Zy nous représenterons
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ces différentielles partielles par les symboles
d^*ùi, d*««, di«w,
hiy kif /# étant les accroissements de ces variables. Les différentielles partielles des différentielles partielles du premier ordre, prises pour de nouveaux accroissements arbitraires attribués aux variables sont les différentielles partielles du second ordre, et ainsi de suite. Une différentielle partielle de Tordre n, obtenue en différentiant dans un ordre déterminé a fois par rapport à or, j3 fois par rapport à j^, y fois par rapport à z, s'indique en disposant les unes à la suite des autres les caractéristiques
a^ d*., ..., as d^s d*«, ..., d^. dis dis ..., di\
dans Tordre où l'on a effectué les Opérations. Cette différentielle partielle est égale à
elle ne change pas lorsqu'on intervertit l'ordre des caractéristiques d.
On suppose ordinairement les accroissements relatifs à la même variable égaux entre eux; dans ce cas, on représente la différentielle précédente par le symbole ^xV»ï"' et l'on a
dx, djr, dz étant les accroissements attribués aux var riables.
De cette formule, on tire
ou, plus simplement,
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la signification du numérateur dn^ étant indiquée sans ambiguïté par le dénominateur. Cette dernière notation est la plus usitée pour représenter les dérivées partielles; la formule ( 3 ) devient alors
ou
( 6 ) d Ve V ^ = ,r4^\-. ^^*^y ^^5^-
63. On nomme différences partielles du premier ordre de la fonction co les accroissements de cette fonction qui correspondent à des accroissements déterminés hiy kl, /| des variables; nous représenterons par
ces différences. Les différences partielles des différences partielles du premier ordre sont les différences partielles du second ordre, et ainsi de suite. Une différence partielle de Tordre n obtenue en effectuant dans un ordre déterminé a opérations par rapport k Xy ^ par rapport k jy y par rapport à z, est représentée par la succession des caractéristiques
disposées dans l'ordre des opérations. D'après les remarques faites aux n^^'ST et 60, sur le changement de l'ordre de deux caractéristiques, dans le cas d'une fonction d'une seule variable ou de deux variables, on peut intervertir à volonté l'ordre de toutes les caractéristiques d. En répétant n fois de suite des transformations analogues à celles effectuées (n*** 58 et 60), on pourra évidemment exprimer la différence d'ordre n que nous
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considérons par la formule
AIt . . . A{«A^« A*? . . . AJ«A*' A^« . . . A^=A*'w
(X -f- ôj /l, -f- Oj A, -I- . . . -+- 0a ^A / -H 7, ^1 -i- . . .-h 6p X*^ j^f • .^«.^1. , .^p./f . . ,/,. Z "4- W| /| -}- ~'~ ^Y ^T /
Si Ton divise celte différence par la différentielle partielle correspondante
on voit que le quotient a une limite égale à Tunité, lorsque Ton fait tendre vers zéro tous les accroissements des variables.
Calcul des différentielles des dii^ers ordres d'une Jonction composée de plusieurs fonctions.
Soit
une fonction composée de m fonctions u^s^^Wj ... de la variable indépendante x. On a d*abord ( n^ 33 )
, V , àr , dr , dr _
(i) ^r = -— rftt -f. -,- ap-4- — -rfw-f-
^ ' 'au Ov ôw
Chaque terme du second membre étant un produit de deux facteurs, on aura, par une nouvelle différentiation,
dw H- . . ,
ou Ôv Ôw
Or, en appliquant aux fonctions .-j —-> -f^j • • • la pro- ^^ ^ ou ôv ôiv ^
s. — Cale. diff. 6
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position exprimée par la formule (i), on a
\du) " du^ \di^) " du \dw) dut
dp
du
du
du
duàv dvâw
dv
dv
dv
duôtv
div
dw
dtv
l'expression de d^y devient alors
dtt*-h 2 -: :- dudv
ÔuOv
dv^
2 ^ — -^-dudw
ÔUQW
àvàw
dvdw
\0U Ôv ow J
On obtiendra successivement de la même manière les difTérentielles d}y^ d^y, ....
65. Cas ou les fonctions composantes sont linéaires. — Si toutes les fonctions u, Uy Wf ... sont de la forme ax -^ b, a et b étant des constantes, on a
d*u = o, d*v=zOy d*(v = o^
• • Oi
et la formule (2) se réduit à
d^y = ^du*-i-2^dudp-h...
Ôu
av^
dudv àvôfv
dvdtv
Cette expression de d^y peut être représentée symboliquement par la formule
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en entendant qu'après avoir formé le carré de dy on y remplacera
(àyy (d.r\ (dy\
. \d-u) ' [d-uj [-d^'r '"
respectivement par
du* dudv
Ce résultat peut être généralisé et je dis que Ton aura, quel que soit /i,
pourvu que, après avoir formé la puissance n**"* de dy^ on remplace dans chaque terme les facteurs de la forme
\du) \dv) \ÔH') par les dérivées correspondantes
du^dv^dwf . . .
En effet, notre formule symbolique donne la vraie valeur de dy quand n = i ; il suffit donc, pour l'établir, de montrer que, si elle a lieu pour une valeur de /i, elle subsiste pour la valeur immédiatement supérieure. Admettons donc la légitimité de la formule pour TindiccTi, et soit
un terme de son développement. Le terme correspondant de la vraie valeur de d'^jr sera
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Maintenant, pour avoir rf"+*j^, il faut différentier d'^yy et le terme que nous venons d'écrire donnera
puisque du, dyf, dw, . . . sont constantes. Or, par noire convention, ce résultat peut s'écrire symboliquement comme il suit :
\0U Ôv Ôw I
d'où il suit que l'expression symbolique de d^'^^y sera {dyY^X dy ou (rfx)"^*> c® ^^^ démontre la proposition, énoncée.
Cas d'un produit de plusieurs Jonctions.
66. Il ne sera pas inutile d'indiquer ici la formule gé» nérale qui fait connaître l'expression des différentielles des divers ordres du produit de plusieurs fonctions.
Considérons d'abord le produit uu des deux fonctions u et i/. On a d'abord
( 1 ) d[uv] =^ vdu -f- udvj
puis
d*(uv] = d[vdu) -h d[udvj =z [vd^ u -h dçdu] -f- [dvdu -h ud^v]^
OU
(2) d^ yUv)=^vd*u-\- ^dvdu -^ ud^v'^
une nouvelle différenliation donnera
(3) (P [uv] z= vd^ u -^ Zdvd' u -^ '^d^vdu + ud^v.
chapithe III.
Dans les formules (i), (2), (3), Tordre des différentielles de u diminue d'une unité, et celui des différentielles de i^ augmente d'une unité quand on passe d'un terme au terme* suivant ; en outre, les coefficients numériques sont respectivement les mêmes que dans les développements des première, deuxième et troisième puissances d'un binôme. On est donc fondé à présumer que l'on a généralement
Cette formule ayant été vérifiée pour n = i, 2, 3, sa généralité sera établie si, admettant qu'elle a lieu pour l'ordre n, on démontre qu'elle subsiste pour Tordre 71 -f-i . Différentions donc la formule (4) et écrivons sur une même ligne les parties qui proviennent de la différentiation des deuxièmes facteurs dans les différents termes, et sur une seconde ligne les parties qui proviennent de la différentiation des premiers facteurs. On aura
zzzvd^-^^u -h 'dvd'^u H — ^— ' d^vd"-^u-^..,'^d'^pdu
-hdçd"u -h-d^vd'^^u-h. . .-7- -d^vdu -h d'^-^v.u. I I
En faisant la réduction des termes semblables, on a|ira une formule qui se déduit évidemment de la formule (4) par le changement de n en n-hi\ donc celle-ci est générale.
La formule (4) peut être écrite symboliquement delà, manière suivante :
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effectivement, si Ton exécute le développement de la ^ième puissance de la somme du -h rfj^, en ayant soin d'écrire en facteur dans le premier terme la puissance zéro de di^, et dans le dernier la puissance zéro de duf puis
qu'on remplace
[du)'', [dv]"
respectivement par
quand A n'est pas nul, et par
quand k est nul, il est évident qu'on reproduira la formule (4)-
67. Considérons maintenant un produit de m facteurs, iz, (^, . . . , (V, 5; je dis que Ton a encore symboliquement
d'^[uif , .ws) = [du -h dv -h , . . -h dw -{- tlt)^ ;
c'est-à-dire que, pour avoir la différentielle d'ordre n du produit uuw. . .5, il suffit de former le développement de la puissance /i**™* de la somme
du -{-df -h , . .-h dw -f- ds^
en ayant soin d'introduire en facteur dans chaque terme
la puissance zéro de celles des différentielles du, rfi^, . . . ,
dwy ds qui n'y figurent pas, et de remplacer ensuite les
puissances
e/tt*, </t^, . . . , dt^'f ds*
par les différentielles d'ordre Ar,
rf*tf, d'^v^ .... d'^tv^ d^Sy
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celles-ci devaDt d*aillears être réduites à
quand k est zéro»
Cette proposition est démontrée dans le cas de deux facteurs; donc, pour en établir la généralité, il suiBt de prouver que, si elle a lieu pour un produit de m — i facteurs, elle subsiste encore dans le cas d'un produit de m facteurs. A cet effet, désignons par j" le produit des m — I facteurs u, Uy . . . , çv. On aura symboliquement
Considérons un terme quelconque du développement de cette puissance, savoir :
d'après ce qui a été dit plus haut, ce terme donnera dans d"{u{^. . .ws)le terme correspondant
Or, par hypothèse, on a symboliquement
d'^jr z=:[du'hdu-^, , ,-h dw)^;
donc le terme précédent écrit symboliquement sera
Ckidu-^du-h^..-^ dw^ds'^'',
et, en faisant la somme de tous les termes, on aura encore symbol iquement
<f'*(ttf. . .wj) = [du -f-fl?f -h. . .-h^ffv -\'ds)^.
* Différentielles des divers ordres des fonctions implicites.
68. Considérons d'abord le cas d'une fonction j^ de la variable x, définie par une équation donnée
y étant une fonction de x, f{xyj) est une fonction composée, et, puisque cette fonction a une valeur constante qui est zéro, ces différentielles de tous les ordres sont nulles. On a donc, en égalant à zéro ces diverses différentielles, et en observant que dx est une constante,
or ojr
Ces formules font connaître successivement les différentielles djy d^j, d^jj . . . , et, par suite, les dérivées dy d*y d^y
dr elz^ djc^
G9. Considérons maintenant le cas le plus général où Ton a m équations
entre une variable indépendante a: et m fonctions y^ 2, u, ... de cette variable.
y, ZfU^ ... sont des fonctions de Xy et par conséquent y, F, cp, ... sont des fonctions composées dont les valeurs sont nulles; les différentielles des divers ordres de ces fonctions sont donc nulles elles-mêmes. En différentiant
T ôy oz
c)F ^ dF , dF ^ {2) { àx ày " dz
dx ôy oz
qui détermineront, comme on l'a vu (n** 50), les diflerentiellés du premier ordre
dy^ dZy du^ ....
La difTérentiation des équations (2) donnera ensuite le nouveau système
qui détermine les différentielles du deuxième ordre
On obtiendra les différentielles du troisième ordre en différentiant les équations (3), et ainsi de suite.
Sur r élimination des arbitraires,
Lorsque Féquation
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qui lie une fonction j;^ à sa variable indépendante x^ renferme n constantes ou paramètres arbitraires a^byC,.,., on peut toujours éliminer ces arbitraires par le moyen de la difTérentiation. Effectivement, si Ton différentie n fois l'équation (i), on obtiendra n équations nouvelles
dy de
et si Ton élimine ensuite les n paramètres Uf b, c, . , .f entre les équations (i) et (a), on formera une équation résultante
entre Xyj" et les n premières dérivées dej^. Cette équation (3) est dite une équation différentielle de l'ordre n.
La question que nous traitons ici n'est qu'un cas particulier de celle dont nous nous sommes occupé au n®53 et qui nous a conduit à la notion des syst'èmes d'équations différentielles simultanées.
En effet, posons
dr dr* dyC*-^)
et joignons à l'équation (i) les n — i premières de celles qui composent le système (2), on formera ainsi un système de n équations entre la variable Xy les n fonctions j'y y, y" y . . . , j'^""'*^ et les n arbitraires. En outre, il est évident que les n équations qu'on obtient en différentiant ce système peuvent être remplacées par les équations (4) jointes à la dernière des équations (2), et que
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l'élimination des arbitraires entre les an équations dont nous venons de parler fournira un système de n équations différentielles simultanées du premier ordre qui se composera des n — i équations (4) et de Téquation (3) réduite au premier ordre, par l'introduction des nouyelles variables j^', y\ . . •j^^'*'"*^- Cette équation sera donc
Du changement de la variable indépendante,
71. Lorsqu'on a à considérer plusieurs variables qui dépendent de l'une d'entre elles, on peut choisir à volonté celle qui sera regardée comme indépendante ou dont la différentielle sera constante. Mais il peut arriver que, après avoir désigné cette variable indépendante, on reconnaisse qu'il est plus avantageux d'en choisir une autre; il faut alors modifier les formules. Telle est la question qui va nous occuper, et que nous énoncerons comme il suit :
Soient x la variable qui a été choisie pour variable indépendante et y l'une des autres variables quily a lieu de considérer ; on demande d' exprimer les dériv^ées
dy d^y d^y
dx dx^ dx^
prises dans l'hypothèse de dx constante, en fonction des différentielles dex et dey, considérées comme fonctions d'une même variable indépendante quelconque*
Désignons par •
^t yJf ^m
Les dérivées àjt y prises dans l'hypothèse où x est la
variable indépendante. On aura
;i) dy—y'clr^ dyzzzfdx, dfz=:fdx^ ...,
et, diaprés le principe du n** 21 , ces formules subsistent quelle que soit la variable indépendante. La première formule ( i ) donne
résultat connu et d'après lequel j^' est le quotient de dy par dx. Appliquant à cette formule (a) la règle de la différentiation des quotients, il viendra, quelle que soit la variable indépendante,
, , dril^ y — lïyd'X dv — — - ' _ - •
•^ - dx\
mais, d'après la deuxième des formules (i), dy* est égale à y'*dx\ donc on a
__ d.rd^y — dy d^x
^ ' ^ dx^
Appliquant de nouveau la règle de la différentiation des quotients, il vient
„_ d.r{dxd^x — dyd^x] — 3drr[dxd^x — dyd^x)
et comme dy"=y"dXf d'après la troisième formule (i), on aura
./ ^_dx[dxd^j — dyd^x] — Zd^x[dxd^y -^ <fyd^x)
En suivant la même marche, on obtiendra successivement /'^, y", .... Il est évident que y^'^ s'exprimera par le moyen des différentielles de x et de j^', jusqu'à celles de Tordre n.
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Si dans les formules (2), (3), (4)» • • • on suppose dx constante, on retrouvera les formules
Si Ton veut choisir j^ pour variable* indépendante et que Ton fasse en conséquence rfy = const., les formules (2), (3), (4), • • • deviendront
On verra dans la suite qu'il y a souvent avantage , au point de vue de la symétrie et de l'élégance des formules, à ne pas fixer la variable indépendante.
Du changement de toutes les variables.
72. La question que nous nous proposons de résoudre peut être énoncée comme il suit :
Soient Xf J'y Zj . • • des variables qui dépendent de tune d'entre elles; x celle de ces variables dont la différentielle est regardée comme constante, et V une fonction donnée de x et de
dx d^jr dz d^z
•^' dx djr}^ ' • r/.r' dx*'
On demande de trouver ce que de\^iendra l'expression
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deY quand on substituera à Xyj y z, . . . d'autres variables ^, y?, Ç, . . . , ef que Von choisira lune de ces dernières^ 4 par exemple, pour variable indépendante.
Pour résoudre cette question, on commencera par transformer l'expression de V, au moyen des formules du numéro précédeht, de manière que la variable indépendante ne soit plus désignée; alors V deviendra une fonction de X, j^j Zj ... et de leurs différentielles.
Cela étant, comme les variables x,yy z, ... sont données en fonction des nouvelles variables Ç, >7, ^, . . . , on aura des équations telles que
et de ces équations on tirera, par la différentiation, les valeurs de
djr, djr, dz, ..., d^x, d^y^ ^*2» •••, ...»
en ayant soin de supposer d}^ constante, conformément à renoncé. Il n'y aura plus qu'à substituer toutes ces valeurs dans V pour achever la solution du problème.
73. Applications. — Soient x et y les coordonnées rectangulaires d'une courbe donnée dont la première x est prise pour variable indépendante. On demande ce que devient la fonction
dx^
quand on substitue aux coordonnées rectangulaires x,y les coordonnées polaires p, tù et que l'on prend w pour variable indépendante.
CHAPITRE III
Au moyen des formules du n? 71 , Texpression de V devient
dxd^y — dyd^x
et ici la variable indépendante n'est plus désignée. Cela posé, on a
d*où, par la différentiation,
dr == dp cos6> — p sinu^o), djr = dp sinw -h 0 cosoidoi,
'Différentiant de nouveau et prenant rfoi) = const., on
aura ^
d^a: =: d*p cosu — 2dp sincûdtù — 0 cosoxifli)*, d*jr =. d*p sin w -+- 2dp cos<ad<a — p smtùdca*.
On déduit de ces formules
dx* -h rfj* = dp* -H- /)• é/M«,
dxd^jr — djrd^x = — pd*pd(ù -h ^dp^dra -{- p*dbi*;
on a donc
(^pt_|.pi^o*«)'
— pd*pd(a -+- 2dp*d(û -i- p' Jca'
OU
74. Dans les questions où il y a lieu d'exécuter un changement de variables, il peut arriver que les anciennes variables ne soient pas données immédiatement en fonc-
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lion des nouvelles, mais qu'elles soient liées à celles-ci par des équations difierentielles données. Dans les cas dont nous parlons, il arrive quelquefois que les équations différentielles données suffisent avec celles qu*on en déduit, par la différentiation, pour éliminer les anciennes variables de l'expression qu'il s'agit de transformer. Nous allons en donner un exemple; à cet effet, nous reprendrons la fonction
Il V^ — J; 9
' a-jr
dont nous nous sommes occupé au numéro précédent, et nous allons chercher ce que devient cette expression de V quand on substitue k x elj" deux autres variables pets liées aux premières par les équations
(3) iU^-vih^ — ds^,
et que l'dn prend ds pour la différentielle constante.
Nous commencerons par transformer V de manière que la variable indépendante ne soit plus désignée, et nous obtiendrons, comme précédemment,
(^' '^ cUd^'y —dyd'-x'
Cela posé, la différentiation des équations (2) et (3) donne
(5) xdx-^xdjr= pdp,
(6) djcd^x -^ djrd^jr = O'^
enfin on a, en différentiant l'équation (5),
CHAPITRE III* P
0U| à cause de la formule (3),
Les formules ( 6 ) et ( 7 ) donnent
[ydx^ xdy)d^x=:— [pd* p -h dp* -- ds^)dj'^ [ydx—'Xdx)d*y=:->r {pd*p +dp*—ds*]dx^
d'où
dxd^r - dyd^x = (p^Vt^plz:^^*.
on a d'ailleurs
ydx — xdy = ^[^ -\- x*) [dr* -h dj*) — [xdx -+- V^T )* =r p ^^/^' — dp* :
donc
, .. (pd*p-h€lù^—ds*]ds^
^^ ^ psjds^-dp^
hja moyen des formules (3) et (8), la valeur de V devient
oa
pds\lds*-- ' pd*p -\-dp*
' dp* ds*'
dp*
ds*
S. — Ctf/!c. «//^.
CHAPITRE IV
DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES DES DIVERS ORDRES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES.
De la différentielle totale du premier ordre d'une fonction de plusieurs variables indépendantes.
75. On nomme différentielle totale d'une fonction de plusieurs variables la somme des difTérentielles partielles relatives aux. diverses variables; on représente cette difl'érentielle par la caractéristique d. Ainsi l'on a
_ du du du ^ du ^
dx djr dz dt
De cette définition découlent les conséquences suivantes :
I® «Si pour les valeurs des variables indépendantes Xj y, * ' '9 ty comprises respectivement entre certaines limites, une fonction u se réduit à une constante, sa différentielle du est nulle; et réciproquement, si la dif" férentielle de la fonction u est constamment nulle, la fonction se réduit à une constante.
En effet, si u se réduit à une constante, les dérivées
du du du n / « jMs 1 t ,./.
T-j y- > •••> 37 sont toutes nulles (n° loj; donc la différentielle du est nulle aussi.
En second lieu, si l'on a ^li = o, ou
du - du _ du ,
-;-- fte 4- -7- ^ -f- . . . -f- -T- rfr = o, ÙJs dy ôt '
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comme dxy dy^ • • • , dt sont des quantités arbitraires, on doit avoir séparément
au du du
dx ' dy dt
La première de ces formules montre que u est indépendante de X (n^ 15), la deuxième que u est indépendante àejy ..., enfin la dernière que u est indépendante
de t. On a donc
u z= const.
a** Si pour les valeurs des variables indépendantes Xy y, . . •y ty comprises respectii^ement entre certaines limites, deux fonctions s^ et w ne dijjhrent que par une constante, les différentielles de ces fonctions sont égales; et réciproquement y si les différentielles des fonctions if et w sont égaleSy ces fonctions ne différent que par une constante.
Cette proposition est contenue dans la précédente en supposant dans celle-ci u = |/ — fv.
Théorème relatif à la différentiation d'une fonction composée de fonctions de plusieurs variables indépendantes,
76. Théok^e. — Si u désigne une fonction de plu* sieurs variables a:, j^, js, . . . , t, qui soient elles-mêmes des fonctions de certaines variables indépendantes, on aura
du , du ^ du . du ^
£//* = ~- £/x + -r- ^ -+- -r- OS-f- . , . -4- 3- rf/,
dx djr dz dt
comme si Xy y, z, • • • , t étaient les variables indépen^ dantes.
En effet, soient (t y?» (,•••» ^ I^s variables indépen-
dantes; si Ton remplace x,j-,Zy..,yt par leurs valeurs fonctions de $^ w, ^ . . . , w, on obtiendra l'expression de u en fonction de ces mêmes variables. Cela posé, on a, par définition,
, au j^ du j du ^ du -
Oq On dç dw
Or — d^ est la différentielle partielle de u regardée
comme une fonction de la seule variable Ç dont dépendent a:, j^, z, . . . , t; donc on a, par la règle de la différentîation des fonctions composées de fonctions d\me variable indépendante,
du du (dx _,\ du fdt \
on a aussi, par l'application de la même règle, du du fdx , \ du fdt \
du , du fdx , \ du fdt , \
-r- rf» = — - I —- rfw -h . . . -j- -— __ ^w .
dw Ôx \(7« / dt \d(>i J
En ajoutant toutes ces égalités, on formera l'expression suivante de du :
, du fdx ^ dx , dx \
Ox \(7S dïi ôtù ]
du ( dy dy dy ^
dy \ dl dm dc^
du f dt ^ dt ^ dt \
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or les sommes qui multiplient respectivement les dérivées
partielles
du du du
ÔJC ôjr ot
dans cette formule, sont précisément les valeurs des difTérentielles dx, dj^ . . . , r/^ ; on a donc
_ au ^ du ^ du ,
a tt ^ 3- rfx 4- -r- rfr -h . . . -f- -T- dt. dx dy dt
Corollaire. — Les règles de la différentiation des sommes, des produits, des quotients et des puissances de fonctions d'une seule variable sont applicables au cas des fonctions de plusieurs variables indépendantes.
Différentielles totales des ordres supérieurs des fondions de plusieurs variables indépendantes.
77. Soit du la différentielle totale de la fonction w. Nous désignerons par rf^u la différentielle totale ddu de duy prise en attribuant aux variables des accroissements égaux à ceux qui entrent dans l'expression de du, parrf^M la différentielle totale de d^Uy et ainsi de suite, en sorte que, dans la suite
(1) (lu^ fPu, iPu, ..., d'^u, ,..,
chaque terme exprimera la différentielle totale du terme précédent.
Les fonctions (i) sont dites les différentielles totales du premier, du deuxième y etc., ordre de la fonction u,
La différentielle totale du premier ordre a pour expression
/ X . . du . du . du .
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et Ton en déduit que la différentielle totale d'ordre n peut être représentée symboliquement par la formule
/o\ _»« /d« j au , du \
^ ' \ôx ôy ôt
pourvu que, après avoir exécuté le développement du second membre, on remplace, dans chaque terme, les facteurs de la forme
par la dérivée partielle
dr*d7*...()r*
Il suffit, en effet, pour justifier cette assertion, de répéter ici textuellement le raisonnement dont nous avons fait usage au n® 65, en traitant de la différentiation des fonctions composées de fonctions linéaires d'une seule variable. Les deux questions sont évidemment les mêmes, puisque les différentielles des variables sont constantes dans Tun et l'autre cas, et qu'ainsi les différentiations successives suivent la même loi.
78. La formule (a) du numéro précédent subsiste (n° 76) quand x^y^z^ ..., i cessent de représenter les variables indépendantes ; mais il n'en est pas de même de la formule (3) quand /z est > i , à moins que x^y^z^ ,,.^t ne soient des fonctions linéaires des variables indépendantes. Dans le cas général, é/x, ^, ..., ^f^ ne sont plus constantes, et pour avoir d^ u il faut différentier la formule (a) , en considérant chaque terme comme un produit de deux facteurs variables ; la règle de la différentiation des pro-
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duîts étant applicable aux difierenlielles totales, on a
^du _- du ^ au ^\
en écrivant d'une manière symbolique la partie de cette expression qui est indépendante des différentielles des ordres supérieurs au premier. On pourra calculer, en suivant la même marche, les différentielles totales d^ u, d*u, ....
Mais, dans la plupart des cas, il est préférable de chercher séparément les diverses dérivées partielles qui concourent à former les différentielles totales dont on a besoin, ce qui ramène le problème au cas des ionctions d'une seule variable. Effectivement, si |, >?,..., w désignent les variables indépendantes et qu'on veuille calculer
on différentiera l'équation
u=/{x,jr, z, ..., t)
a fois par rapport à Ç, ce qui donnera -r-^ • On différenliera 6 fois le résultat obtenu par rapport à j'y ce qui donnera ^^, , ^> et ainsi de suite.
Calcul des différentielles totales des diuers ordres des fonctions implicites de plusieurs variables indépendantes,
79. Le cas le plus général des fonctions implicites est celui où l'on donne m équations entre n variables indé-
pendantes et m fonctions de ces variables. Les seconds membres des équations dont il s'agit étant supposés nuls, les premiers membres sont des fonctions composées de fonctions des n variables indépendantes qui se réduisent à zéro ; par conséquent, leurs différentielles totales des divers ordres sont nulles. On peut donc, par des différentiations successives, déduire des équations proposées des systèmes nouveaux qui feront connaître successivement les différentielles totales du premier ordre des m fonctions considérées, puis les différentielles totales de deuxième ordre, et ainsi de suite.
80. Mais, au lieu de calculer directement les différentielles totales, on peut chercher séparément les diverses dérivées partielles qui figurent dans leurs expressions : le calcul de ces dérivées partielles s'exécutera par la règle qui se rapporte aux fonctions implicites d'une seule variable indépendante.
Considérons, par exemple, le cas d'une fonction z des variables x, jy liée à ces variables par une équation donnée
Soient p et (/ les dérivées partielles du premier ordre
dz dz
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totales dpf dq ont respectivement pour valeurs
dp = rdx -h sdjr^ dq --= sdx -f- tdy.
Cela posé, pour avoir p et q, on différentîera l'éqpiatîon proposée en regardant d'abord x comme seule var riable et ensuite y comme seule variable : on aura ainsi
àf .
df
df
cJ.-"'
ày
^^Tz =
d'où
df
df
dx
df'
dz àz
Maintenant, pour avoir r, s^ t, il suflit de difTérentîer les équations (2) ou, si l'on veut, les équations (3). En différentiant les équations (2), d'abord par rapport à a:, puis par rapport à y y on obtient trois équations distinctes, savoir :
ox* '^ dxdz ^ dz^ dz
.,, j d\f dV dV . àV df
(*) 'dlâj?"^^ d^z-^f" dTd-z'^P'^d^^'ôl^^'''
qui détermineront les dérivées partielles r, 5, t. Il faut remarquer que la différentiation de la première équation (2) par rapport k y donne le même résultat que la différentiation de la seconde équation par rapport à x.
La différentiation des équations (4) donnera les dérivées partielles du troisième ordre, et ainsi de suite.
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Exemple. — Soit l'équation
J?* -h y • 4- JB* = a*
entre les variables indépendantes Xy y et la fonction z de ces variables; si Ton fait, comme précédemment.
dz-
-pdx,-\-qdy^
- rihc -4- sdy^
- scLt 4- tdy^
on trouvera successivement
a: -h pz =
puis
— G, pq
d'où Ton
tire
De V élimination des fonctions arbitraires,
82. On a vu y dans la théorie des fonctions d'une seule variable, comment on peut former des équations différentielles Q\x des systèmes d'équations différentielles simultanées, par la diilérentiation et l'élimination de constantes arbitraires. Une question analogue se présente dans l'étude des fonctions de plusieurs variables; mais ici les arbitraires que l'on peut éliminer par la différentiation sont des fonctions et non plus de simples constantes; les équations différentielles que l'on obtient par cette voie sont dites équations aux dérivées partielles. Nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, au cas de
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Félimination d'une seule fonction arbitraire ; Téquation aux dérivées partielles qui résulte de cette élimination est alors du premier ordre.
Considérons d'abord trois variables jt, ^, z dont les deux premières soient indépendantes. Soient u et ^ deux fonctions données de ces variables et4>(M, ^) une fonction arbitraire de u et de ^'. Nous supposons que la fonc* tion z soit liée aux variables .r, y par l'équation
et nous nous proposons de trouver une équation, entre ^f y^ ^ et les dérivées partielles de z, qui soit indépendante de la fonction 4>.
On peut, si l'on veut, supposer l'équation (i) résolue par rapport à v \ alors on a
et, comme la fonction 4> est arbitraire, la fonction f Test aussi; mais il n'y a aucune raison pour préférer cette dernière forme à la précédente.
Les dérivées des fonctions u et (^ par rapport à x sont, d'après la règle du n<» 33,
du du àv àv
àx àz OJn Ôz
pareillement les dérivées des mêmes fonctions par rapport à j- sont .
du du dv dp
djr ^ dz^ dx dz^
en posant, comme au n<» 80,
dz:=^ pdx -\- q dy* Si donc on différentie l'équation (i), d'abord par rapport
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à Xj puis par rapport kjj on aura
d^/du du\ d^/dv dv\
des équations sont homogènes par rapport 3i-r-,-r->
et l'élimination de ces dérivées donne immédiatement Téquation
/ON (au du\ làv dv\ fdv dv\ [du du\
Si Ton effectue les multiplications indiquées et qu'on fasse, pour abréger,
du dp du dv dy dz dz dy
du dv du dv
dz dx dx dz
„ du dv du dv
dx dx dy dx
Téquation (3) deviendra
Telle est l'équation aux dérivées partielles du premier ordre que nous voulions former : elle est linéaire par rapport aux dérivées partielles/? et y; P, Q, Vy désignent des fonctions données des trois variables x, j-, z,
83. Le résultat que nous venons d'obtenir s'étend de lui-même au cas d'un nombre quelconque de variables indépendantes. Effectivement, si
ar, j?!, ^|, • • • I ^,
chavithe iy. 109
désignent n-f-i variables dont les n dernières soint indépeqdanteSy et que l'on fasse
SI, en outre y
''i» ^ty • • •» ^t
représentent n fonctions données des variables x^x^f . .., Xny Téquation
donnera, par Télimination de lafonctioa arbitraire^, une équation aux dérivées partielles du premier ordre qui sera linéaire relativement aux dérivées pty p^y - • • > pn^
Pour démontrer ce théorème, difTérentions l'équation (1) successivement par rapport aux variables indépendantes OTi, Xa, . . . , Xn, on aura
^P' ôx ) ^ du, \dx, ^P' dx )^--^ àu^ \dx.
dx
du à
d* fdu,
Pi
dtf/i\
ôx y""
d* fàui àui \ôxn
(du, dttA d* (àu^ a«,\ d* (àu^ ôuA
et il est évident que, si Ton nomme D le déterminant de n^ quantités :
du.
crx| ' ûx
duy dui
di/]
dj?i dx
dui du, d*. "^^* dx
du^ du^
dx, ^^' dx
du, du.
du^ du,
A^ ^ Pn A-
dUn
dx,
dw„
Pi
dx
du,
dx, '^P^ dx
à-n_^ du^ n dx
dx.
IIO
l'équation qui résulte de rélimînation de -r — 9 v— > •••> entre les équations (a) sera
àun
Désignons par A le déterminant
duf
àXn
dxt
et par A^ ce que devient A quand on y remplace la ^ièm« ligne horizontale, savoir
dx
dx
par
Ox OX
dx
Il est évident que, si Ton remplace la première ligne de A par la première ligne de D, on obtiendra un nouveau déterminant A^*^ dont la valeur sera
remplaçons la deuxième ligne horizontale de ce déterminant A^*) par la deuxième ligne horizontale de D, on obtiendra un nouveau déterminant A^^^. Or, par le changement dont il s'agit, A devient A -4-/>a A3 ; quant k p^A^, il ne change pas, car la quantité dont il s'accroît est un déterminant dans lequel deux lignes horizontales sont composées de quantités proportionnelles aux quantités (3)
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et dont la valeur est, en conséquence, zéro; ainsi Ton a
A('^ n^ A -f- /?i Al H-/>i Aj.
Le même raisonnement prouve que si, dans le déterminant £^^^\ on remplace la troisième ligne horizontale par la troisième ligne de D, on obtiendra un déterminant A^'^ dont la valeur sera
A(»^ = A -h /?, Aj H- />4 A, -f-/73 Aj,
et, en continuant ainsi, on trouvera que le déterminant A^"^ ou D dont nous nous occupons a pour valeur
D = A -+- /?! Al -4- /?, A, 4- . . . -h /?„ A„,
ce qui démontre la proposition énoncée.
84. Théorème relatif aux fonctions homogehes. — Une fonction de plusieurs variables est dite homogène lorsque, les variables étant multipliées par une indéterminée t, la fonction se reproduit multipliée par une puissance f" de f . L'exposant m de cette puissance peut être entier ou fractionnaire, positif, nul ou négatif; il est dit le degré d^ homogénéité de la fonction.
D'après cela, si/(xj , Xj, . . . , Xn) est une fonction homogène, on aura, quel que soit t,
et, en faisant t = — j
ainsi toute fonction homogène x des n variables x^^ X27 > . », Xn peut se mettre sous la forme
X = a?^ ri — > — 9 •••, )•
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On peut exprimer, par le moyen des dérivées partielles, cette même propriété des fonctions homogènes, et à cet effet il suffît d'appliquer la méthode du numéro précédent à Féquation
OÙ nous supposons
Si Ton fait, comme précédemment, on formera les équations
/?- m.r / dF .r, (?F :r, (JF !_!? 33 f L -j f- -j_ _^
En ajoutant toutes ces équations, après les avoir multitipliées respectivement par x^ x^, ^2«a:ï*, • . . , on aura
mx =piXi'hpiX^-h. > . -hpn^n^
d'où il suit que :
Théorème. — Toute /onction homogène du degré m est égale au quotient de la dis^ision par m de la somme de ses déris^ées partielles du premier ordre, multipliées respectivement par les variables correspondantes.
Corollaire. — Les dérii^ées partielles d* une Jonction homogène de degré m sont des fonctions homogènes de degré m — i .
Cela résulte immédiatement des formules
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85. L'élimination dont nous venons de nous occuper conduit à des équations aux dérivées partielles qui sont linéaires par rapport aux dérivées. Il nous reste à faire connaître le procédé général au moyen duquel sont forméesy comme on le verra dans le Calcul intégral, toutes les équations aux dérivées partielles du premier ordre.
Examinons d'abord le cas de trois variables x,^, z dont les deux premières sont indépendantes, et posons
dz ■=^pdx -t- qdy\
Soient CL un paramètre variable, cp (a) une fonction arbitraire de ce paramètre, et
une fonction donnée des cinq quantités x^y^ z, «,({>(«). Considérons le système des deux équations
Si la fonction arbitraire cp était fixée, et que l'on pût éliminer a entre les équations (1), on aurait une équation entre les trois variables .r^y, z. Mais, lors même que la fonction Cf demeure arbitraire, on peut toujours regarder z comme une fonction de j: et de^ déterminée par le système des équations (i). Cela posé, nous nous proposons d'éliminer la fonction y des équations (i), par le moyen de la dlfférentiation. On peut raisonner comme si l'élimination de a pouvait être exécutée ; ainsi l'on peut regarder a, dans l'équation V = o, comme une fonction de x,
y^ t déterminée par l'équation — = 0. Alors, si Ton
prend la différentielle totale de la première équation (i),
on aura
aV ^ dV ^ r)V ^ dV ,
àx dy Oz Ok '
S. - Cale. diff. 8
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mais le dernier terme de cette formule disparaît en vertu de la deuxième équation (i), et si Ton remplace dz par sa \d\euvpdx -h <ldy^ on devra égaler séparément à zéro les coefficients des deux différentielles arbitraires dx et dy ; on aura donc
Maintenant on peut éliminer le paramètre a et la fonction f (a) entre les équations (a) et la première des équations ( I ) ; on obtiendra ainsi une équation
(3) F(jr,r»2t/'i7; = o»
qui est aux dérivées partielles du premier ordre et qui peut avoir une forme quelconque. On verra plus loin que, si x, jy z représentent des coordonnées rcctilignes, Téquation (3) exprime une propriété du plan tangent commune à toutes les surfaces que représentent les équations (i).
Exemple. — Soit R étant une constante. On a ici
les équations (a) du n^ 85 sont donc
Si l'on en tire les valeurs de x — a, j — 9 (^ ) po'ir les substituer dans l'équation V = o, il viendra
ou
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ce qui est Téquation aux dérivées partielles qu41 s'agissait de former.
87. Passons maintenant au cas général. Soient Xi^ x^, • • • 9 «^/i les variables indépendantes , x la variable qui en dépend et que l'on nomme souvent la variable prin^ cipale, faisons aussi
Soient en outre «i, «2, . . . , an.u 'z — i paramètres variablesy et
une fonction arbitraire de ces paramètres; désignons enfin par
V nzy (.r, ar^, jTj, • • • , ^n 5 *» *i» • • • i ^n— i )
une fonction donnée des /i 4- i variables, des n — i paramètres et de la fonction a.
Cela posé y considérons les n équations
dV dV dV
doLi do, * * ' da„_,
qui déterminent Xy ot^, a^, . • . , a„_| en fonction de x^^ x^y . . . , Xny et proposons-nous de déduire de ces équations une équation aux dérivées partielles indépendante de la fonction arbitraire a.
La marche à suivre est ici la- même qu'au n^ 85 ; la différentielle totale de V doit être nulle, et Ton a
dV . dV ^ dV ^
-■— - ax -h -r — axt H- . • , 4- -; — «a?»
dV ^ dV ^ -+-3— tfa, -h. . .4- -z «««-1^0,
les dérivées -r— » -.—5 • • i> -j étant prises en regardant a
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qui entre dans V comme fonction de ai, a^^ . , , ^ o^n-i. Comme les coeflicients de dxi, da.^, ..., dan^i sonl nuls, en vertu des équations (i), on a simplement
-.— dx H- - — dx^ -h . . . -+- -r — ax„ = G.
Remplaçons dans cette équation dx par
P\ d^\ + Ptd.r^ -^ • • '-^PndXn^
les différentielles restantes dx^, dx^, • • • , dxn étant arbitraires, leurs coefficients devront être nuls séparément^
et Ton aura
dV dV
(7^1 Ox
{2) ( 0.r^ dr
Maintenant, si Ton élimine a, «i, (Xj, . . . , ff„.| entre les R équations (2) et la première équation (i), on obtiendra une équation résultante
(3) F(^, .rj, j„ . . ., .r„;^i,pj, . . .,/>„) = 0,
qui sera Téquation aux dérivées partielles démandée.
Du changement des variables indépendantes,
88. Le problème que nous nous proposons de résoudre peut être énoncé comme il suit :
Soit u une fonction de m variables Xf yy z, ... ; si l'on considère x^y^ Zy ... comme fonctions de m nouvelles variables Ç, iQ, ^, . . ., u deviendra une fonction de ces mêmes variables. Cela posé, on demande d^ex-
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primer les dérivées partielles
du du du
dx djr àz
d-r* ÔXÔY d.rdz
relatii^es à l'hypothèse de x,j, z, . . . variables indé' pendantes, en fonction des dé/iv^ées partielles
du du du dV *^' âç' •••' d^u d^u d^u 'W' d^' àïdrî' ***' • •?
relatix^es à l'hypothèse rfe Ç, >7, Ç, . • • variables indé^ pendantes.
Ici les anciennes variables or, ^, z, . . . sont données en fonction des nouvelles \, >},?[, . . . , et réciproquement celles-ci sont des fonctions connues de Xj y^ z, .... Regardant alors u comme fonction de Ç, rj, î[, ... et Ç, >?, 2[, . . . comme fonctions de x,y, z, . . . , la solution de la question proposée se déduira immédiatement de la règle de la différentiation des fonctions composées.
On a effectivement
/ \ . au ^ du ^ au ^
^ ' di ôa d^ '
puis
rfÇ =r — - Jx -I- — dr -+- _ rfz -4- . ,
dx Ojr ÔZ '
dx dy àz '
Les variables ^^ y;, ^^ • . • étant données en fonction dcx,
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r, 3. .... les dérivées -v » •■-• -.-» ■•■ sonl elles-mêmes
■" ' ' dx dx
des fonctions connues de jt, y,z. . . . , mais on devra les
exprimer en Ç, W, ^ On substituera ces valeurs dans
l'équation (i) etles cocflicients de dx,dy, dz. . . . seront les expressions demandées des dérivées partielles
du du du
dx ày di en fonction des variables \,-n,X.i ■ ■ - et ^es dérivées
du da du
()ï ' du ' (); '
On procédera de la même manière à l'égard des dérivées d'ordres supérieurs; ainsi l'on a
, du . du . du
,da d.r „ âx , (l.r ^
à-r Ûi; dr, dZ
et, quand on aura substitué dans le second membre à -rla valeur précédemment obtenue, puis à d^, dn, dt,, . .. les valeurs tirées des formules (3), les coefficients de dx, dy, dz, — exprimeront les valeurs demandées des dérivées partielles
dx* dxdy àxdt Pareillement, en faisant la même substitution dans la formule
,do .du
dr
^T à^ df^
dj _ dr . dr ^
di du iK
OD
obtiendra les expressi
ons cherchées des dér
ivées
d'u dh
dx dx àj
emière a déjà 1
été calculée, et ainsi
de suite.
CHAPITRE IV. I
La même méthode est évidemment applicable aux dérivées de tous les ordres.
89. Application. — Les points de l'espace peuvent être représentés soit par trois coordonnées rectangulaires x^yy z, soit par trois coordonnées polaires /', 6, ^ qui sont liées aux premières par les formules
(1) x = rsin0cos^, / = rsinôsini}», zi^rcosô,
Cela posé^ la quantité u ayant été d'abord regardée comme fonction de Xyj, z, on demande d'exprimer les dérivées de u du premier et du deuxième ordre, savoir:
du du du d^u d*u â*u (Pu d^u d^u à-r* dj' dz^ do:*' ÔJ^df dxôz ôy- djr ôz dz*
en fonction des dérivées relatives aux nouvelles variables indépendantes r, 9, ^.
On tire des formules (2)
xdx "^ ydy -'- zrh dr~ :=-^ ^ _ _,
z'\xdx - ydr\ — ' .r}-\-y^)dz dJ -— y
f — r d.r - '- .r dy ) cos* ^
^^- Zi -^
OU, à cause des formules (i),
dr : : sinÔ cos^f'^ar -î- sinOsm-^dj- -h cos Odz^
/ 2 \ jdB '-sz - cosô cos^L djc H — cosÔ sm^dy sin Q dZ;
I sini!» , I cos^ , d^=. -,-L djc'\ ~ dr.
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Si Ton substitue ces valeurs de dr^ dQ^ d^ dans la
formule
du . du ,. du _,
''« = (); ''"+dê ''' + 5^''+'
on aura
du
j du à} du dz
du . ^ , du cosdcostlf
-T- smdcosuf -4- -T7-
dr ^ dS r
du , ^ , , du cosdsînif»
.- smO sinil/ -H -^ -
dr ^ dB r
du ^ du sind
^- cosô — • •
dr de r
du sîn^ d^ rsinô
du cos^ff d^ rsinO
Il faut maintenant former les différentielles totales de
du du . du
dx dy dz '
ou, ce qui revient au même, les dérivées partielles de ces quantités par rapport à r, fl, <|i. On trouve
^ du Jf
dr
d^u , ^ d^u cosôcosJ>
dr* ^ drâQ r
du cosô cos^ du sin-|»
d^u sintp
drd^ rsinB
ôx
(5) \ dO ôrOb
OQ
sinO ces y
d^ r^sinO
H- -. - COS0COS^f'
Or
d*tt cosô ces tp d^u sîntp 'dô* r dOd^ rsind
d£; sindcns){> duco^Bsm'^
ÔQ
d^ r sin* B
du
= sinO cosil; -f-
d^u cosOoosiJ» d^u sini}>
drO
du . ^ . .
— , - sui 6 sm il;
dr ^
de d'if r d-y rsiuô
ducosesm^lf du cosif» ^ de r d'^ rsinè'
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àr d*tt . ^ . . d^u cosdsin^Ii d^u cos^t -7r- = Tr:ïSinôsin^+-:-
Ôr dr* ^ ôrôO r Ord^ rsinô
du cos,B sm-^ du cos^p "" dô r^ ô^ r* sinô'
dj^ ()'w . fl • I <?*KCOs0sin^ <?•« cos;J/
(6) - "5ê" "~ ()^ ^^" ^^°*"^"^ ^^ ^dêi^T^^înô
du ^ . . {^i/sinOsin^» dw cosôcos^}/ or ^ oB r o^ rsin*(f
du
dy d*u . ^ . , d^u cosdsin^t d^u cosif/ 0^ Ord^ d6d^ r dy /-smô
du . ^ . dz/cosdcos^t d// sin^f»
ddz d^u ^ d^u sïnB du sinô
— - - = — -T- cos9 h — - — - y
Or dr* OrôB r dO r*
d- (1) l dz d^u ^ d^usinO du . ^ du cosO
dz d^u d^u sin 0
ô^ drdil^ ddd-^ r
Si l'on ajoute les équations (5) après les avoir multipliées respectivement par les équations (3), on aura la
difTérentielle totale de -^ 9 elles coefficients de dXy dy, dz
4ans cette expression seront les valeurs demandées de
dx* dxdjr dxdz^ on obtiendra de la même manière les autres dérivées par-
lielles en ajoutant successivement les équations (6) ou (7), après les avoir préalablement multipliées par les équations (3). On trouve ainsi
d^u ^^^" ' ia SI . ^*" sin ô cos $ cos' i/ d*w sin^(><^os^fl
,-r = -r-ïSill*0 COS*-J/ -t- 2 , ,^ ^ . .
^*« cos^Ô cos*\î> d^u cos5 sinij/ cosil» d'^u sin'il»
dO- r^ ()ô()-J/ /-«sinô dij/*r*sin*Ô
(}« C().s-0 cos'tI/ -!- sin'xf/ dw (sin*^J/ — 2sin*ôcos'i}/)cos0 du sînij/cos-j»
' Jr r c)ô /""sinO di|» r'sin'O
d^u d^u . ,^ . , , d^u sindcos9sin>l; cosil' <?'« cos'ij; — sin'-i/
-T— 7- = -r . sin' B smif; cos^p -î- 2 -r-r-: ^ -}- -r— rr
d/ c;^ (7/- ^ ^ d/dO r drd^» /•
d* K ros' 6 sin -^ cos tJ» ^ d* m ( cos' ij; — sin* if; ) cos 6 d' « sin -^ ces \ff -^~ j ;7 yt ^ 5^ r* siu 0 ~ d^ r» sin* Q
du siTi* 0 sin if» cos if» d^/ ( 1 - - 2 sin* B ] cos 0 sin if/ cos if» dw cos' if» — sin' if """ dr r dO r*sinô dif» /-'sin'Ô
ô^u d'w . ^ , d'tt l'cos'Ô — sîn*^^, cosij» d^u cos 0 sin 1!/
-T r- = -^r-i Sin0 C0S5 COSif» -i- -r-^ -r—rr r-r-
Oxôz ôr^ oroQ r çro-^ rsinw
d'tt sinOcosOcosif» d'w sin if»
OQ* r* dôdif» r*
dw sin 0 cos 0 cos if» du fcos*0 — sin'ô) cosrf»
dr r do r
d'« d*a . .^ . ,. d*tf sin 6 cos 0 sin' 1!» d'w siniI»cosi|r
Tl = -n sm'0 sin'if -4- 2 ^-~ ^ -J- 2 ^-i- — ^^^ ^
d^' d/'* drdô r drdif» r
d* M ct)s* 9 sin' if» d' « cos 0 sin if» cos if» d* « cos' if»
"^ dô'' ^^^ ^ ^ dôdif» résiné ^ d^^ r' sin' 0
du cos' ô sin' if» -h cos' if» du (cos' if» — 2 sin' 0 sin' if») cos 5 du sin if» cos rf»
dr /• dô r'sin^ dif» /-«sin'ô
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d*a d^u , ^ « . . ^*« fcos*0 — sin*5]sin'i^ ô^u cosôcosA ^—p "= -T-i sin^ cosô siDT^ -;- - — - ^ — ^ -h -~— — - .- ^^
^*a sinôcosôsini/; r)'tt ros^J»
~" W ^ dÔÔ^ "7*"
du sin 0 cos 0 sin ^ d// f cos' 6 — sin* 0 ) siii >}» ■" cir r (^ï ?» '
ô^ti ô^u -^ £?*M sinôcosô ô^us\n*Q
. — PO<î*a o • — - - -- - -
ôz* "~ dr* dr09 r ' dô
du sin* B du sin 6 cos 0
or r dQ r
90. On peut souvent abréger, en employant des artifices convenables, les calculs nécessaires pour exécuter un changement de variables ; nous croyons utile de donner une idée de ces simplifications en traitant ici une question qui se rencontre dans diverses théories mathémaliqucs. Nous nous proposons de transformer l'expression
en substituant aux coordonnées rectangulaires x^jy z les coordonnées polaires r, 0, ^, On obtient immédiatement la solution de cette question en faisant usage des formules du numéro précédent, mais nous voulons exécuter la transformation sans recourir à ces formules.
A cet eflel, nous substituerons d'abord à x etj les deux variables p, ^ telles que
X=:: pCOS^y ^ =r p sin\f>,
ou
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On tire de là
dp z=z J— -L :^ COS*f ^X -4- Sm^ify,
^X'-f-jr*
dé = ^ — 1 — L ^x H ' dr.
Ceséqualionsdéterminent-- » --î -7-1 -.-; on en conclut ^ ôx ôx àx ôj
[ du du , du siTi'h
l T- = V COS>(^ — ^- >
I dx dp ^ d>P p
' dtt di/ . , du cos-i> dj dp ^ d^ p
En ajoutant les équations (2), après avoir multiplié la seconde par \ — i , il vient
...du du f , , . ,\(du t— I du\
Désignons par \f la valeur de chacun des membres de la formule ( 3 ) ; comme cette formule subsiste quelle que soit la fonction u et quel que soit le signe qu'on donne au
radical y — i , on aura, en remplaçant u par v et en mettant — v~^ ^ ^^ ^^^^ ^^ \ — ' »
dv dv
^'\up p d^J
^^^ ^^ — V — i^^=.cos^ — V- isin
De l'égalité
du du
dx * dj-
on conclut
dv dv d* u d^ N
dx ^ dj Ox' dj*
et l'égalité
/ , / . .\( du yj— I du\
Op p d'i^J
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donne ensuite
/ y . ,\fdv \l — I dv\ d^u I d^u I du
Ainsi Ton a
etj par suite,
,^, â^ti â^u I d*tt I du
^ ' ^ — â?"^"3^"^p' d^^^'^P dp*
Pour achever la solution, il reste à substituer aux variables peiz les variables nouvelles r et Q, liées aux précédentes par les équations
z:=rcosÔ, p = rsinô.
Or, si Ton remplace, dans la formule (5), x, j^, p, tppar Zy f-, /', 6 respectivement, il viendra
â* n d^u d^u \ ô^u ï du
en même temps la seconde des formules (2) donnera par le même changement
du du , ^ du ros0 dp dr dô r ^
on aura donc, en substituant ces valeurs dans la formule (6) et en remplaçant aussi p par r sind,
d'tt ^ du I d^u i d^u cosQ du
'"d^~^rd7'^r^ sin» Ô d^ "*" ^ âô»" "*" r«^i7ô d6 '
Les deux premiers termes de cette expression multipliés par r donnent la dérivée — t-|- 3 les deux derniers termes
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f multipliés par r^ sinQ donnent la dérivée — - ; on
f a donc
., dlsinO ^]
1 d*u I \ de I
Il est souvent avantageux de prendre
COS0 r::: fl
pour variable au lieu de 6 ; alors on a
du du d[i. • « <^" j> * • A ^'w / tv au
_-. — —- -^- = — smô 3-î d'où sinô— - =—(i— a*)— -,
de Oy. oe ôfi de ^ ^ ^ dft
puis
K"-4:) <""•»).. . /'-^-il
de dfJL dii *
et l'on obtient finalement l'expression suivante de S en fonction des variables indépendantes ry (ly ^:
,_ d^m) 1 d^u . ^^' ^Ufi
dr* I — fi' di(^* dfi
Du changement de toutes les variables.
91 . Lorsque l'on veut changer la variable principale en même temps que les variables indépendantes, la marche à suivre est la même. Supposons que Ton ait introduit dans un calcul une variable u fonction de m variables indépendantes XyjyZj ... y et qu'ou veuille adopter une autre fonction v de m nouvelles variables indépendantes Ç, riy
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î[, .... Il s'agit d'exprimer les dérivées partielles
dxd/
en
fonclion des dérivées
partielles
du
du
d»u ' dS*'
Dans cette question, les m -f- 1 variables de l'un des systèmes que l'on considère sont données en fonction des m-f-i variables de l'autre système. Ainsi u, ^, y?, ?[♦... sont des fonctions données de u, Xjj-, z, , . .y et leurs diflTérentielIes totales seront de la forme
dv — V^du H- UidlrH- U,^^-t-. . .,
efj 1— Xo </tt -4- Xj fl^.r -h Xj é(f + . . . , dii = Yodu 4- Yifltr-i- Yi^fr H-. . ., • »
U09 Um • • •? X07 X|, ... étant des fonctions connues des variables u^ x, j , z, .... Mais u étant une fonction de X, J'y z, • • • y on a
, du . du ^ du=z -^dx^- -^^ dr -h. . ,j ax ày
A = (Ui -+- Uo -^" ) rfor-i- (U, -+- Uo ~ ) ^r -I-
ety par conséquent,
Si maintenant on porte ces valeurs dans la formule
■ \ , àv -, dv , du ^
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on obtiendra une équation qui devra subsister, quelles que soient dx, dy, dz, . . . , et qui se décomposera en m autres, savoir :
(^'-^^ Txj-à-^ (^«■^■^'' ■£) 5i -^••••
On peut exprimer Uo, Ui , . . . , Xo, . . . en fonction des variables v, Ç, y?, ?[, . . ., et les formules (3) donneront
alors les valeurs demandées de -r- > .->•■••
ox ojr •
Pour passer aux dérivées du deuxième ordre, il suffira de différentier les équations (3). Considérons, p^r exemple, la première équation du système ( 3 ), différentions-la
totalement, remplaçons ensuite d -r- par
dr«
dx -+-
dxôjr *^
"^ dxdz
rfï-t-.. .,
dv,
par leurs valeurs respectives
3r rt Ç 4- 3- 013 + ... ^
oi On
dÇ()iî ' Re-
mettons enfin pour d\j dm, • • . les valeurs tirées des
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formules (i). L*équation ainsi obtenue aura lieu quelles que soient les difTérentielles restantes dxy dj, rfz, ... ; par conséquent elle se décomposera en m autres qui feront connaître les expressions des m dérivées partielles
On calculera de la même manière les valeurs des autres dérivées du deuxième ordre
àjr* dj Ôz
Les dérivées des ordres suivants s'obtiendront évidemment en suivant la même marche.
Enfin il est aisé de s'assurer que la méthode précédente est encore applicable dans le cas d'un nombre quelconque de variables dépendantes, quel que soit le nombre des variables indépendantes.
Transformation de Legendre,
92. Legendre a fait usage dans certaines questions d'une transformation qui o'ffre souvent des avantages et que nous indiquerons ici, en nous bornant au cas de deux variables indépendantes.
Soit z une fonction des variables indépendantes x, y ; désignons par
( ï ) dz =:pd,T -1- q dy
la différentielle de Zy et par
. I dp—rdx-^sdy,
^ 1 </7 rrr sdx -f- tdy
les différentielles de p et ^r.
S. — Cidc. diff, 9
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Si Ton pose
(3) uzrz-.px-hqy — z^
on aura
du = [pdr -;- qdjr — dz) -h xdp -^ ydq^
OU, à cause de la formule (i),
(4) duz=. xdp -i- ydq.
En outre, si Ton résout les formules (2) par rapport à dx et d}% il viendra
rt
•^ rt — s* ' rt — s* ^
La transformation de Legendre consiste à prendre p, qy II pour variables, au lieu de x^y, z, et à choisir p et q pour variables indépendantes. Alors la formule (4) montre que j: et j^ sont les dérivées partielles de u par rapport à/? et q respectivement; ainsi Ton a
f^' dp^^' ôq-^'
ensuite les formules (5) montrent que -• '-,^
j sont les valeurs des dérivées partielles
ôx d.r ôy dy
dp Ôq dp Ôq '
on a donc
dp^ n — s* ôpdq rt — s^ ôq* rt — s*
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d'où l'on conclut
^^ dp' dq^ \dpdql " rt-s'''
Les formules (7) et (8) font connaître les dérivées r, 5, t en fonction des dérivées de u relatives à d et y.
93. Si l'on veut prendre xelp pour les variables indépendantes; les différentielles totales de j el àe q tirées des formules (2) seront
les formules (i) et (4) feront connaître ensuite les différentielles totales dz et du, La dernière des formules précédentes nous donne
dq rt — 5*
dx s
dans l'hypothèse de p et a: variables indépendantes ; donc, si la différence rt — 5^ est identiquement nulle, on aura
dq
Ox
Cela montre que q ne dépend pas de x et qu'ainsi cette quantité est une fonction de la seule variable p. Dans ce cas les quantités p et q ne peuvent pas être prises pour variables indépendantes; aussi les formules de la transformation de Legendre deviennent-elles illusoires.
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DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES
Notions préliminaires sur les séries,
94. On nomme série une suite illimitée de quantités qui se succèdeRt suivant une loi quelconque. Nous ne nous occuperons ici que des séries dans lesquelles tous les termes sont des quantités réelles.
Une série
Wq, U^y l/j, • • «9 W;,__J, • • •
est dite convergente lorsque la somme
des n premiers termes tend vers une limite finie et déterminée S) à mesure que le nombre n augmente indéfiniment. La quantité S est dite la 5omme de la série ; la différence S — Srt est le reste de la même série bornée aux n premiers termes ; en désignant par R/i ce reste, on a
S = S„-hR;,.
Une série est divergente lorsque la somme des n premiers termes croît au delà de toute limite, à mesure que n augmente indéfiniment, ou bien lorsque cette somme ne tend vers aucune limite déterminée.
Ainsi la progression géométrique
est une série convergente, toutes les fois que la valeur
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absolue de la raison x est inférieure à Tuniléy car la somme des n premiers termes est
Sa a
I — X i — JC
et cette somme tend vers la limite
I JC
quand n tend vers l'infini. Mais la même progression est une série divergente, lorsque la valeur absolue de x est supérieur^ à i ; car, dans ce cas, la somme S/j croît au delà de toute limite. Elle est encore divergente, pour la même raison, lorsque x = -h i ; enfin, dans le cas de x = — i , S/i ne tend pas vers une. limite déterminée et la série ne doit pas être regardée comme convergente.
Théorème I. — Si la série
Uq, tt|, £{|, . . ., 2^ A— Il • • •
est convergente, la somme
tend vers zéro, quel que soit p, quand n augmente in^ définiment.
En effet, désignons par S la somme de la série ou la limite vers laquelle tend la somme
S„ r= «0 H- «1 -h . . . -4- ttu-i
de ses n premiers termes. La différence
tendra vers zéro quand n tendra vers l'infini, et la même chose aura lieu pour chacune des p différences
( a ) S ^n-¥U S S;»+s, • . • y S S^rf-p*
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Si Ton retranche ces différences (2) de la différence (i), on obtiendra les résultats
qui s'annuleront aussi pour 72 = 00. Or on a
— S„ — tt„,
"T- . • • ~T~ Uff.y.p \ \
donc : i^ les termes d^ une série com^ergente décroissent indéjininient, de manière à avoir zéro pour limite; a** la somme de tant de termes que l'on voudra pris à partir du n'^'"" tend vers zéro quand n augmente indéfi/liment,
Théorème II. — Réciproquement, la série
"ot "il "ï» • • • » ''«—1» • • •
est convergente lorsque la somme
lin ~^" ''/i-f-l ~T~ • • • "^ "«-+-75—1
tend vers zéro, quel que soit p^ quand n augmente in-^ déjiniment.
En effet, désignons par e une quantité positive aussi petite que Ton voudra, et par S» la somme des n premiers termes de la série. Comme la différence
tend vers zéro, quel que soit p, par hypothèse, quand n tend vers Tinfîni, on peut donner à n une valeur déterminée assez grande pour que la différence dont il s'agit soit comprise, quel que soit ^, entre — e et -h e. On aura donc
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Gela posé, le nombre n restant invariable^ faisons tendre p vers rinflni, la somme S;,^;, restera toujours comprise entre deux quantités déterminées S,, — e, S«-l-6 dont la différence 2 e est aussi petite que Ton veut ; d*où il suit évidemment que S,,^.;, tend vers une limite déterminée quand p o\xn-\- p augmente indéfiniment.
Cette démonstration acquiert plus de clarté quand on lui donne une forme géométrique. Soit O un point fixe d'un axe Ox. Prenons sur Ox à partir de O une longueur ON = Srt, puis faisons AN = NA'=s; prenons aussi OP = S,,^;,, le point P tombera entre A et A'. Ainsi
la somme Sn+p des n-{-p premiers termes de notre série peut être représentée par une abscisse dont Fextrémité tombe constamment entre deux points donnés A et A^; elle est donc finie, mais de plus elle est déterminée, car la distance AA' peut devenir moindre que toute longueur donnée.
Corollaire I. — Une série Uo, u^, u^, • •• est con-* uergente lorsque les valeurs absolues de ses ternies forment une série conv^ergente Uo, U|, U2, ....
En effet, la série Uo, U«, U2, . . . étant convergente, la somme U/, -h U,;^_i -f- . . . -h U,/+;,_i tend vers zéro, quel que soit p, quand n tend vers Tinfini ; donc la somme Un-h Ufi^i -h . . .-{' u„^n-\ tend aussi vers zéro, car sa valeur numérique ne peut être supérieure à la somme •précédente. Il s'ensuit que la série proposée est convergente.
Corollaire II. — Lorsqu^à partir d'un certain rang les termes d^une série sont alternatii^ement positifs et négatifs, il faut et il suffit, pour la convergence de la
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série, que les valeurs absolues des termes décroissent indéfiniment.
Le décroissement indéfini des termes est, comme on Ta vu, une condition indispensable pour la convergence d'une série ; dans le cas que nous examinons, cette condition est suffisante.
En efi*et, soit la série
ttg, u^^ xiji •••» ^^n—\* •••1
et désignons généralement par U„ la valeur absolue de Un, on aura, si n est suffisamment grand,
±'un-^ Wn^_l 4-...-f- w„-Hp-i; == U„ — U„^_l -+-... dz U^+p-f
Le second membre de cette formule peut être écrit des deux manières suivantes :
. on voit que la valeur de
est comprise entre zéro et lJn\ donc elle tend vers zéro, quel que soit p, quand n augmente indéfiniment, puisque Ton a, par hypothèse, limU^^ = o. Donc la série est convergente.
97. On ne possède point de critérium pour décider en général si une série donnée est convergente ou divergente. Il faut, dans chaque cas, chercher à comparer la série que Ton doit considérer à d'autres séries dont la convergence ou la divergence est établie, et à cet égard nous pouvons démontrer une proposition de laquelle nous tirerons plusieurs conséquences importantes. Cette proposition se rapporte aux séries dont tous les termes sont
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positifs, mais les règles qui en découlent sont applicables à toutes les séries, en faisant usage du corollaire I du n*>96.
Théorème III. — Si la première des deux séries
*'oi *'i» ^it • • •! ^n — 1» • • •» tfoi "n ''îi • • •» ^n—li • • ♦
dont tous les termes sont positifs à partir d'un certain rang, est convergente et que Von ait constamment
pour toutes les valeurs de n qui surpassent un nombre donné, la deuxième série sera également convergente. Pareillement, si la première série est divergente et que l'on ait constamment
pjur toutes les valeurs de n qui surpassent un nombre donné, la deuxième série sera également divergente.
Dans le premier cas, la somme
tend vers zéro, quel que soit p, quand n tend vers Tinfini ; donc la somme
qui est formée de parties respectivement moindres, tend aussi vers zéro, et par conséquent la deuxième série est convergente.
Dans le deuxième cas, la série uoj u^ , u^, ... ne saurait être convergente, car autrement la série Uo, i'i> ^21 • • • serait aussi convergente, diaprés ce qu'on vient de dire, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Corollaire I. — La série Uq, u^, u^, ...« dont tous les
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termes sont positifs, est convier gente si, pour toutes les "valeurs de n supérieures à une certaine limite, on a
lï-f-i
A", A: étant une quantité inférieure à l'unité.
En effet on a^ par hypothèse, pour les valeurs de n suiBsamment grandes,
d'oïl, par la multiplication,
'^St±P^^P^ ou Un^p<APu^;
il résulte de là que les termes de la série proposée
"o* ^1* '^2' • • «^ ^nt "/H-l' ^n-hii • • •
sont, à partir du /i^*™* rang, inférieurs aux termes correspondants de la série
"01 **!» **!' • • •» ^n^ A'tt;,, A' 1/;,, . . ■•
Or cette dernière est convergente et elle a pour somme S„ H ^ -, donc la série proposée est elle-même con-
vergente.
Corollaire IL — La série Uo, m<, «o, • • • » rfo/if toii^ les termes sont positifs, est convergente si le rapport
""*"* tend vers une limite déterminée a inférieure à 1 ,
"rt
quand n tend vers l'infini.
En effet, puisque le rapport — ^^ tend vers la limite a, la différence -^^ — a restera inférieure à tout nombre
Un
donné pour les valeurs de n supérieures à une certaine
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limite ; donc on peut assigner une quantité k comprise entre a et i^ et telle que Ton ait constamment
on est alors dans les conditions du corollaire I^ et par conséquent la série proposée est convergente.
Remarque. — Lorsque la limite du rapport — "^- est
supérieure à i^la série est toujours divergente, puisque alors les termes ne décroissent pas indéfiniment ; mais
quand on a lim - "^- = i , la série peut être convergente : la proposition précédente n'apprend rien à cet égard.
Corollaire III. — La série u^yU^^u^y . . . , dont tous les termes sont positifs, est convergente si pour les valeurs de n supérieures à une certaine limite ona\ u^ <^k, k étant une quantité inférieure à 1 .
En effet, on a
«rt -^ A
pour les valeurs de n suflisamment grandes; donc les termes de la série sont, à partir d'un certain rang, inférieurs aux termes de même rang de la progression
celle-ci étant une série convergente, la proposée est ellemême convergente.
Corollaire IV. — La série mo> "i , Uj, • . • , dont tous les termes sont positifs, est convergente si yjun tend vers une limite déterminée a inférieure à i .
Car on peut assigner une quantité A: comprise entre a et I, et telle que Ton ait
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pour toutes les valeurs de n supérieures à une certaine limite.
Exemple I. — Considérons la série
où p est un nombre donné. Le rapport
a pour limite l'unité, et le corollaire II du numéro précédent est insuffisant pour le cas actuel. Le corollaire IV ne donne lui-même aucune lumière ; car on a
la fraction '-^^— tend vers zéro, comme on le constate n
au moyen d'une règle qui sera donnée plus loin, et par
conséquent V<'/2 tend vers l'unité. Mais le théorème III (n° 97) convenablement appliqué va nous permettre de reconnaître dans quels cas la série proposée est convergente.
Posons
^m. — ■; ... \ t . . "+" 't "z. \ rm "»" • • • ~î~
(2'")^+? (2'"-hl)'+^ (2'»-^*— l)^+P
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on aura évidemment
«.<4X|5!p5 ou <^,
par conséquent, dans la série
tf0, «1, l/s, . . ., Il|n, • • •«
les termes sont moindres que ceux qui occupent respectivement les mêmes rangs dans la série
Or cette dernière est convergente quand p est positif : donc la proposée est elle-même convergente dans la même hypothèse.
Posons, au lieu des formules (i).
"• = rï^'
llf = -; »
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on aura
«m> 2'^* X ■■,„,,,^, OU >
donCy dans notre série
X/q, «t, £/|, ..., ttn^, .•>9
les termes sont supérieurs à ceux qui occupent respectivement les mêmes rangs dans la série
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dent a pour valeur, dans ces séries.
- ou
n Tî ( /ï -4- 1 )
et il tend vers la limite zéro quand n tend yers FinGni. 100. Exemple III. — La série
est convergente tant que x est compris entre — r et -l- r, car le rapport -^- a ici pour valeur
tt„_i.l X
et sa limite y pour 71 = oo , est — x. Il est évident que la série est divergente, quand la valeur absolue de x est supérieure à i . Pour a: = -H i , la série est convergente parce que les termes décroissent indéfiniment et sont alternativement positifs et négatifs (n° 96, corollaire II); mais elle est divergente pour j: = — i (n° 98).
101. Parmi les séries convergentes, il faut distinguer celles dont la convergence est due uniquement au décroissentent des ternies et celles dont la convergence ne résulte que de la succession des signes; les séries de la première espèce restent convergentes quand on remplace chaque terme par sa valeur absolue, tandis que les autres deviennent divergentes quand on prend tous leurs termes avec le même signe. Il importe de remarquer que la somme d'une série convergente de la deuxième espèce dépend de l'ordre dans lequel les termes sont écrits.
Considérons, par exemple, la série
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qui est convergente (n® 96) et qui devient divergente quand on prend tous les termes avec le signe -h (n**98). Formons une deuxième série avec les mêmes termes en reculant les termes négatifs de telle manière que chacun d'eux soit précédé et suivi de deux termes positifs ; notre deuxième série sera
je dis qu'elle est convergente et qu'elle n'a pas la même somme que la première.
D'abord la série (2) est convergente, car on peut réunir en un seul les trois termes consécutifs
dont la somme
Zin*-- 3a «'-T- 6/ï
est inférieure à -^ dès que n est plus grand que i ; notre
série étant écrite de cette manière, ses termes finissent par rester inférieurs à ceux de la série
qui est convergente (n® 98); par suite elle est elle-même convergente.
Maintenant arrêtons les séries (i) et fa) au terme
et désignons par S„, S'„ les sommes des termes conservés, on aura
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les /i — I termes de cette formule forment une suite décroissante; on a donc
Quand n augmente indéfiniment, les fractions —— — >
^ qn — I
ou > tendent vers les limites respec-
tives jet-] si donc on désigne par S et S' les sommes
des séries (i) et (a), on aura
S'— S>7 et S'— S<i;
les séries (i) et (2) n'ont donc pas la même limite.
102. Il peut même arriver que deux séries formées des mêmes termes pris avec les mêmes signes soient l'une convergente, l'autre divergente. Les deux séries
en offrent un exemple ; ici les valeurs absolues des termes sont les racines carrées des valeurs absolues des termes correspondants des séries ( i) et (2) du numéro précédent ; les signes sont respectivement les mêmes que dans ces dernières. La série (i) est convergente (n^ 96) à cause de l'alternance des signes -H et — ; je dis que la série (2) est divergente. En effet, soient S/j, S], les sommes obtenues
s. — Cale. diff. 10
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en arrêtant les deux séries au terme -=y on aura
S„ — Su = — - ~f~ = + • • • + ■=^*i
le dernier des n — i termes de cette formule est plus petit que les autres. On a donc
S;,-S„>-^=~ ou >v^/i- V/4/1-1
le facteur 1 / a pour limite - et le facteur Jn — i
devient infini pour 71 =00 ; donc S'„ — ;■ S^ croît au delà de toute limite, et il en est de même de S'„.
103. Les détails dans lesquels nous venons d'entrer étaient nécessaires pour bien apprécier l'importance du théorème suivant qui se rapporte aux séries de la première espèce :
Théorème IV. — Lorsqu'une série est convergente et quelle reste convergente quand on y remplace chaque ternie par sa valeur absolue, on peut intervertir d'une manière quelconque l'ordre des termes sans altérer la convergence ni la somme de la série.
Soit la série convergente
(l) "ot "ti "«» •••1 "n— 1» •••»
et supposons que les valeurs absolues de ses termes forment aussi une série convergente
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je dis que la série #
( 3 ) «,, «e» w^, . . . , tt.», . . . ,
dans laquelle les indices a, P, 7, ... se succèdent suivant une loi quelconque, est convergente et a la même somme que la série (i).
En effet, prenons dans la série (3) un nombre de termes assez grand pour que les n premiers termes de la série (i) s'y trouvent compris, on aura
en représentant par =i= R la somme de ceux des termes u«, lif, . . . , u« dont l'indice est supérieur à n — i. Si Upy Uqy Ury . . .y u, désignent ces derniers termes, on aura
et, par conséquent,
R <Up -h D^ + U,.-h . . . -+- U,.
Soit R« le reste de la série convergente (2) arrêtée au terme Un.i, c'est-à-dire la somme de la série
comme les indices p^ q, r, . . . , 5 sont tous supérieurs à « — I, on aura
R<R;» ou R = eR„.
6 étant une quantité comprise entre o et i . Par conséquent, si Sn désigne la somme des n premiers termes de la sécie (i), la formule (4) deviendra
quand le nombre n tend vers l'infini, R;, tend vers zéro, par hypothèse; puisque la série (2) est convergente ; d'ail-
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leurs Sn a pour limite la somme S de la série (i); donc la somme
tt« -h ttff -f- "t 4- . . . -+- w«
tend aussi vers la limite S quand le nombre des termes augmente indéfiniment.
MULTIPLICÂTIOIT DÈS SÉRIES. ThÉORÈME V
Soient
(l) Uq^ «1, U), ..., tt|t— Il •••1
(2) Vq, Cl, t'a, ..., *»„_„ ...
deux séries convergentes ajant respectivement pour sommes S et S' et qui restent convergentes quand on y remplace les termes par leurs valeurs absolues, la série
(3) wo» «'if «'ji •••» «'i»-i> .-j dont le terme général Wm o, pour valeur
e5f convergente et elle a pour somme le produit S S' des sommes des premières séries.
Désignons par S,,} ^n» ^n ^^^ sommes obtenues en ajoutant les n premiers termes dans les séries (i), (a), (3);
on aura
K= «'o -f «'i -+- «'j •+ . . . + «'«-1, ou
S^=«o«'o-^ ( I/o t'i -f- «i (^, ) -h («o*'j-+-«i<'i-H Wiï'o) +...
Nous supposerons d'abord que les termes des séries (i) et (2) soient tous positifs. Alors le produit S» S^ contien-
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dra tous les termes de S^ avec d'autres termes positifs; on a donc
en outre, si l'on désigne par m le plus grand entier contenu
dans -t savoir - ou j il est évident que tous les
termes du produit S;„ S'^ feront partie de ceux qui composent S^; on aura donc
Maintenant, si l'on fait tendre n vers l'infini, m tendra aussi vers l'infini. Les quantités S,2 et S^ tendront vers la limite S, S'^ et S'^ vers la limite S'; donc S^^ est comprise entre deux quantités qui tendent l'une et l'autre vers la limite SS'; en conséquence, S\ tend vers une limite déterminée S'^, et l'on a
S" = SS
Supposons maintenant que les séries (i) et (2) renferment des termes positifs et des termes négatifs, mais qu'elles restent convergentes quand on y remplace chaque terme négatif par sa valeur absolue.
On a
S» S'^ — S* = «„_, P„_i -+- ( «„-t «^n-î -f- ««- j Pn-1 ) -4- . . .
et nous venons de voir que cette quantité tend vers zéro quand n augmente indéfiniment dans le cas où les quantités M et V sont positives. Or, d'après notre hypothèse, les séries (i) et (2) restent convergentes quand on y change le signe des termes négatifs : donc la somme précédente
tendra vers zéro avec - si l'on y remplace chaque quantité IX ou ^ par sa valeur absolue. Or un tel changement
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ne peut que diminuer la valeur absolue de la somme que nous considérons y et par conséquent on a
liin(S„S'„-S;) = o,
pour 71 = 00 . Aînsi S^ tend encore vers une limite déterminée S^^ et Ton a
II I I
on reconnaît immédiatement que, dans cet exemple, la série (3) est divergente.
Expression de la ^valeur que prend, pour x = x© -f- A, une fonction qui s'annule, ai^ec ses n — i premières dérivées, pour x = Xo,
105. Soient y (x) et F[x) deux fonctions de x qui restent continues pour les valeurs de x comprises entre Xq etxo-hh et qui aient, pour ces mêmes valeurs, des dérivées déterminées. Si la dérivée F'(x) ne peut devenir nulle ou infinie que pour les valeurs extrêmes Xq, Xo-hh, on aura, d'après le théorème du n** 17,
Ai désignant une quantité comprise entre zéro et A. Dans le cas où Ton a
chapithe V. l5i
la formule précédente se réduit à
Supposons que les fonctions y (a:), P'(x) restent continues pour les valeurs de x comprises entre Xo et Xo-k-hj qu'elles aient dans cet intervalle des dérivées déterminées /"[x)j ¥"[x)j et que F'' (a:) ne puisse devenir nulle ou infinie qu'aux limites Xo, Xq -f- h. Si Ton a
on aura aussi, d'après ce qui précède, '
F'(^o-+-AO""F"(^o -+-/!,)'
As étant une quantité comprise entre zéro et h{.
Supposons généralement que les fonctions y(j:), F(x) restent continues pour les valeurs de x comprises entre Xo et Xo -f- A, ainsi que toutes les dérivées jusqu'à celle de l'ordre n — i inclusivement, que les dérivées d'ordre n aient des valeurs déterminées et que la dérivée Ff''^(x) ne puisse être nulle ou infinie qu'aux limites Xq, x^-\-h. Si l'on a
F(xo)=0, F(2ro) = o, ..., F(«-')(xo)=ro
on aura évidemment, par l'application de la formule (i),
hi, hif , . , yhfi étant des quantités de même signe et dont les valeurs absolues forment une suite décroissante. Si 0 désigne une quantité comprise entre o et i, on pourra poser
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et Ton aura
^ ^ F(xo-f-A)'~F(«)(aro+0^)'
Faisons mainleDant
F(x) = (x — ^o)"t d'où
FW(x) = /i(/ï — i) . . . (/i — m + i) (a: — xo)'*-^
et
F(«)(jr)=ri.2.3.../i;
lesv conditions auxquelles F(x) a été assujettie seront toutes remplies, et la formule (2) donnera
Cette formule (3) est celle que nous voulions établir. Elle suppose la continuité dey(x) et des « — i premières dérivées de cette fonction pour les valeurs de x comprises entre 0*0 et Xq -h /i ; elle exige en outre que la dérivée d'ordre n ait une valeur déterminée pour chaque valeur dex comprise entre les mêmes limites, et que Ton ait
(4) /(xo) = o, /'(^o)=-o /-i(xo) = o.
Si toutes ces conditions sont remplies et que h soit pris pour infiniment petit principal, /"(xo -H A) sera un infiniment petit de l'ordre n. On dit alors que Téquation f[x) = o admet la racine Xq avec un degré de multiplicité égal à 72.
Formule de Tajlor,
106. Soit F(x) une fonction de la variable x qui reste continue ainsi que ses n — i premières dérivées pour les valeurs de x comprises entre Xq et Xq -H A, et dont la dérivée d'ordre n ait une valeur déterminée. Désignons
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par <f{jc) le polynôme de degré n — i ,
la dérivée d'ordre m de ce polynôme sera
et, en faisant x = Xo dans les deux formules précédenteSy il viendra
y(.ro)=F(*o), yC-)(:ro) = F(-)(xo).
Il résulte de là que la formule ( 3 ) du numéro précédent est applicable à la fonction
car toutes les conditions qu'exige cette formule sont remplies. On a donc, à cause de ^^''^(x) = o,
1 • 2 • • • fl
9 étant une quantité comprise entre o et i. La valeur de ç(xo H- A) est donnée par la formule (i), et l'on a
I.2...(/I — Ij ' I.2.../Z
Nous remplacerons Xq par x et nous écrirons
Fix + h) = F(x) -I- - F'(x) 4- — F^(x) -f- (3) i ^„-.
I,2...(/l — iJ ^ '
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en posant
(4) R„=:r _^_'*— F(«)(ar+ÔA).
La formule (3) suppose, nous devons le répéter, que la fonction F et ses n — i premières dérivées soient continues pour les valeurs de la variable comprises entre x et a: 4- A ; elle exige en outre que la dérivée d'ordre n ait une valeur déterminée.
Supposons maintenant que toutes les dérivées successives de la fonction F satisfassent à la condition de la continuité et qu'en outre la quantité R,i tende vers zéro, quand n tend vers l'infini, on aura, par la formule (3),
Cette formule (5) est celle de Taylor; elle donne le développement de F (x-i- A) en série convergente ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de A, quand les conditions que nous avons mentionnées sont remplies. La quantité R^ déterminée par la formule (4) est le reste de la série ; cette formule (4) fait connaître ainsi des limites de l'erreur commise quand on arrête la série au /i**"* terme.
107. Autre forme du reste. — On peut donner au reste R^ une forme différente de celle à laquelle nous avons été conduit et qui est souvent utile. Pour l'obtenir, remplaçons h par z — x dans la formule (3); le reste R/, deviendra une fonction de x et de z, mais nous le désignerons simplement pary(x). On aura
F(*) =F(x) -^ i=^F'(x) + (";iii* F'(x) + . . .
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et sî l'on prend les dérivées des deux membres par rapport à Xf en regardant z comme une constante , il viendra, toutes réductions faites,
La fonction y (a:) qui est définie par la formule (6) est continue, par suite de nos hypothèses, pour les valeurs de la variable comprises entre x et x-i-h=: z; on a donc (n^ 14), en désignant par 6 une quantité comprise entre o et i,
ce qui n*est au surplus que la formule de Taylor bornée au premier terme et complétée par le reste. Or, d'après la formule (6),y(x) s'annule pour x = z; donc on a
Si Ton remplace x par x-h6[z — a:), la formule (7) deviendra
/[*+0(,-^]]=-ll-4— -'-4-F-)[-+-«{.-x)].
et la formule (8) donnera ensuite
Remettant enfin x + A au lieu de z, il viendra
La quantité désignée par 0 dans cette formule n'est pas la même que celle de la formule (4); niais elle est comme celle-ci comprise entre o et i.
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Si l'on pose
et
A^ = F(*-4-Aj — F(x),
les quantités
seront précisément les diflerentielles successives
de la fonction^. Si l'on désigne en outre par
la quantité A«F«(ar-h ^A), qui est la différentielle «**"*• de y répondant à une valeur de la variable comprise entre x et a: -h A, la formule (3) du n** 106 deviendra
Si Ton suppose que h ou dx soit un infiniment petit et qu'on le choisisse pour infiniment petit principal, djr^ d^y, . . . , d^^^j seront des infiniment petits des ordres respectifs i, a, ..., (/i — i); pareillement d^'^y sera en général un infiniment petit de l'ordre n.
Remarques sur la formule de Taylor.
109. I® La formule (3) du n® 106 peut être exacte jusqu'à une certaine valeur de /z, puis devenir inexacte pour des valeurs plus grandes. Soit, par exemple,
F(:r)=z(.r — jro)l*9»(.r)-h + (x),
jx étant un nombre positif fractionnaire, et les fonctions ç(a:), ^[x) étant continues ainsi que leurs dérivées pour les valeurs de x comprises entre Xo et x^ + A. Si m est
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le plus ^rand entier contenu dans /x, la formule (3) subsistera pour j: = Xo, pourvu que n ne soit pas supérieur à m, car la (m H- i)»*"« dérivée de F(x) devient infinie pour af= Xq,
2" Il ne suffit pas que le second membre de la formule de Taylor soit une série convergente pour qu'on soit en droit d'affirmer l'exactitude de cette formule. Par exemple, si Ton pose
f{x) étant une fonction à laquelle la formule de Taylor est applicable dans l'hypothèse de x=:Xof on aura, quel que soit rif
par les règles qui seront établies plus loin. Ainsi , dans cet exemple y le second membre de la formule (5) du n** 106 convergera vers la limite /[xo-h h) et non pas vers F(xo -t- A). Pour pouvoir faire usage de la formule, il faut donc avoir établi que le reste R;, tend vers la limite zéro.
3** Si l'on arrête la série de Taylor à un terme quel-
conque Un = ■ — ^^ — ( qui ne soit pas nul, on peut
prendre h assez petit pour que ce terme surpasse en valeur absolue le reste R^. En effet, on a R^^i = a^ -h R;i, 'd'où
Rn __ Rn-1 — "n _ FC»-^) ( J? -h QA ) — F(»"V.r ) ^
ce rapport est infiniment petit en même temps que h ; il sera donc moindre qu'une quantité quelconque donnée, si l'on donne à h une valeur suffisamment petite.
4^ Si pour chaque valeur de la variable comprise
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entre x et x-hh la dérivée d'ordre n de F reste finie , quel que soit n, la formule de Taylor a lieu nécessairement.
En effet, Fexpression du reste peut se mettre *sous la forme
R„— - - ^ X FC») JT -+- 0A .
Quelle que soit la valeur donnée de h^ le nombre i de celles des fractions
qui sont inférieures à une quantité donnée OLy est limité. Désignons par P;^ le produit de ces i fractions multiplié par F^^J (or-f-S/i), qui est par hj^pothèse une quantité finie ; il est évident que la valeur absolue de R^ sera inférieure à la valeur absolue du produit P^a""'. On peut prendre pour a une quantité quelconque inférieure à Tunité ; alors a""' tend vers zéro quand n tend vers Finfini, tandis que P„ conserve une valeur finie ; donc R« tend vers la limite zéro.
Formule de Maclaurin.
110. Si l'on fait a: = o dans la formule (3) du n° 10& et qu'ensuite on écrive x au lieu de hj il viendra
en même temps, les formules (4) et (lo) du même numéro donneront
1 • ji • • * /•
CHAPITRE V. iSp
et
0 désignaiil; dans la formule (2) et dans la formule (3) une quantité comprise entre o et i . Rappelons enfin que la formule (i) suppose que la fonction F reste continue ainsi que ses dérivées pour les valeurs de la variable comprises entre zéro et x.
Si toutes les dérivées de la fonction F satisfont à la condition relative à la continuité et que la quantité R» tende vers zéro quand 7t tend vers Tinfini, la formule (i) donnera la valeur de F(j:) développée en série convergente, ordonnée suivant les puissances entières et posi-^ tives de x, savoir
(4) Fi.r) = F(o)-f--F'(o^.-h— F»-f>-^F»H.....
La formule (4) est celle de Maclaurin; la formule (2) ou (3) fait connaître des limites de l'erreur commise quand on arrête la série à un terme quelconque.
Remarque. — La formule de Maclaurin résulte immédiatement de celle de Tajlor, mais la réciproque a lieu aussi. On obtient effectivement la formule de Taylor OA appliquant celle de Maclaurin à la fonction
et en changeant ensuite h en x.
La formule de Maclaurin a lieu, comme celle de Taylor, lorsque la dérivée d'ordre n de la fonction F reste finie, quel que soit n, pour les valeurs de la variable comprises entre zéro et x.
m . Tout développement d ^ une fonction ¥[x) en série convergente ordonnée suivant les puissances entières et
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croissantes de x est nécessairement identique avec celui qui est fourni par la formule de Maclaurin.
Car supposons que Fod ait, par la formule de Maclaurin,
F(.r) =Ao-+- AiX4- Ajx» , ..,
et que l'on ait Irouvé, par une voie quelconque^
F(x) = ûo H-^i-^ + ^t^ ...»
les deux séries étant supposées convergentes pour les valeurs de X comprises entre zéro et une certaine limite X, on aura
Ao H- A^ar -i- A,j:* -f- . . . r= <iç -h a^x -t- «jX* H- . . . . Cette égalité ayant lieu pour a: = o, on en conclut
Ao ■-= «0»
et Ton a, par suite,
Ajx -h A,.r* -h . . . = flj X -4- a^x^ -4- . . . ,
ou
Al -f- Aj j? + . . . = ûi -4- a^3c + . . . ,
pour toutes les valeurs de x comprises entre zéro et X. L'hypothèse a: = o donne ensuite
Al = fli,
puis
Aj H- AjX H- . . . = ûj 4- a^o: -m • • • ^
ce qui donne
et ainsi de suite.
Développement de la fonction e* en série ordonnée suivant les puissances entières de x.
112. Les dérivées successives de la fonction e* sont égales à cette fonction et ainsi elles restent finies quelle
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que soit la valeur attribuée à x. Il résulte de là (n° HO) que la fonction e^ est développable en série convergente, d'après la formule de Maclaurin, pour toutes les valeurs de X comprises entre — ao et -h oo . La fonction et ses dérivées se réduisant à Puni té pour j: = o, on a
et le reste de la série correspondant au /i**"*' terme est
Si a désigne un nombre positif quelconque et qu'on remplace x par orloga, la caractéristique log expri-' mant un logarithme népérien, il viendra, à cause de
,„. ^ xXosa x^Xos^a a^Xo^a
et
«" log" a
113. Remauque suk le nombre e. — il est facile d'établir que non-seulement le nombre e est irrationnel, mais aussi qu'il n'est pas racine d'une équation du deuxième degré à coefficients entiers. En effet, si e est racine d'une telle équation, on aura
e a. S, y étant des nombres entiers positifs; or on a, par les formules (i) et (2),
II ï <?•
I 1.2 1.2...(« — ij 1.2. . .72
e I 1*2 i.2...[/i — ij 1.2. ../s
Cale^ diff. H
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6 et X étant des nombres compris entre o et i . La substitution de ces valeurs donne
« iH 1-< ..H 7 tH
L 1 1.2. ..(/I — Ij 1.2. ../ij
dzS I h. ..H ^^ j r + ^ ^ =±7.
L I 1.2. ..(/I — l) 1.2. ../ij "
puiS| en multipliant par i • 2 . . . (ti — i), on a
jcx étant un entier. Comme on peut prendre le nombre n pair ou impair à volonté , on est maître du signe de ± ( — i)", et en adoptant le signe -h on aura
Cette égalité ne peut évidenmient avoir lieu, carie second membre est un nombre entier et le premier membre est une fraction positive qui peut être aussi petite que Ton veut; donc notre proposition se trouve établie.
Développement des fonctions cosj? et sinx en séries ordonnées suivant les puissances entières de x.
Ii4. Les dérivées d'ordre n des fonctions cosx et sinx sont respectivement
(«-f-Tï-jj sinfx-h/i-j
cos I X -f-
Tt étant la demi-circonférence dont le rayon est i . Ces dérivées restent donc finies quelle que soit la valeur que l'on attribue àx, et il en résulte (n** HO) que les fonctions cosx et sinx sont développables en séries convergenteSi quel que soit x^ par la formule de Maclaurin.
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Pour x=Oy les valeurs de la fonction cosx et de ses dérivées forment une suite périodique dont la période est
pareillement les valeurs de la fonction sinx et de ses dérivées forment une suite périodique dont la période est
On a donc, pour toutes les valeurs de x comprises entre
— 00 et -h 00 ,
X x* j,tw-+-l
(2) 8in:r=: -^ . , , _f- ( _. iji» j. _ ,
^ ' I I.2.i ^ ' I .2. . .(2m -h Ij
Pour avoir le reste de la série (i) arrêtée au terme de degré 2 m, on peut faire /i= 2 m -h 2 dans la première des formes générales de R^, et il vient alors
de même le reste de la série (2) arrêtée au terme de degré 2 m -h i sera
Si Tare x est compris entre zéro et -» et que Ton donne
à m les valeurs successives o, i, 2, 3, . . . , l'expression précédente de Rant+a ou de Ram+s sera alternativement positive et négative; il s'ensuit que, si l'on arrête la série (i) ou (2) au premier terme, au deuxième terme, etc., on aura une suite de valeurs alternativement plus grandes
et plus petites que cosx ou sln:r. Ainsi, en particulier.
cosj:<;i, cosj:'> i ? cosx*^^ i H 0—7»
sinjP'^j:, sin.r> -? sinx<; '■ — - -+-
Développement de la fonction log(i 4- or) e/i série ordonnée suivant les puissances entières de x.
115. On a, en désignant par la caractéristique log un logarithme népérien,
d log ( I -^ .r ) I
Ux i -\- X
et généralement
^ log f r H- .r)
Pour a: = 0, ces expressions se réduisent respectivement à I et ( — i)"~* 1 .2. . . (/2 — i), log(i -t- j?) s'annule; on a donc
(l) log(, +x)= ---- + -^-. .H- (-!)«-« -—^-R-
puis
ou
(3) Rn-
(l-f-ex)"
siuionc le reste R^ tend vei*s zéro quand n tend vers l'infîni| on aura, par la formule de M aclaurin,
( 4 ) log ( I -H x) = ^ - ~ H- ?- - 1. + . . . .
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La série contenue dans cette formule n'est pas convergente lorsque la valeur absolue de x est supérieure à I, car le rapport du (/i H- i)>*"« terme au précédent,
savoir > tend vers la limite x quand n tend vers
rinfini. Ainsi la formule (4) ne peut subsister que pour les valeurs de x comprises entre — i et -H i .
Pour reconnaître si le reste R« tend vers zéro quand n tend vers Tinfîni, nous distinguerons deux cas, suivant que X est positif ou négatif.
1** Si l'on a x^o, nous emploierons la forme (2) du reste, savoir
lorsque x est <[ 1 , les deux facteurs - et ( r— j tendent Tun et l'autre vers zéro quand n augmente indéfiniment; dans le cas de x = 1, il se peut que le deuxième facteur ne décroisse pas indéfiniment, mais il reste toujours inférieur à i . Donc le reste R/j tend vers zéro et la Formule (4) ^ lieu.
a** Si l'on a X <^ o, nous emploierons la forme (3 ) du reste, et en posant x = — z\\ viendra
~l \i —Qz)
Lorsque z est <[ i , la valeur absolue du premier facteur
est toujours une quantité finie inférieure à -; — *, quant
au deuxième facteur, il est inférieur à z"" * , et par conséquent il tend vers zéro quand n tend vers l'infini. Donc la formule (4) a lieu pour les valeurs de x comprises entre o et — i . Dans le cas de x = — i , les deux membres de cette formule deviennent infinis (n^ 08).
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On voit en résumé que la formule (4) subsiste pour toutes les valeurs de x comprises entre — i et -h i .
Remarque. — Dans le cas de x positif, le reste R» a le signe de ( — i)""* et sa valeur absolue est moindre que
— j d'après la formule ( 2 ) ; ce reste peut donc se représenter encore par la formule
0 étant une quantité comprise entre o et i .
Dans le cas de x négatif et égal à — z, si Ton a z <^ i ,
— R,i est le produit de deux facteurs positifs qui sont
respectivement inférieurs à et z"""*; on peut donc
écrire
R„= ■ r ou R„ = (-i)
0 étant toujours une quantité comprise entre o et i.
Ainsi Ton a, en désignant ici par x une quantité comprise entre o et i, et par 0, ff deux quantités également comprises entre o et i .
log(i -{-x) = X —
log(i — ar) = — « —
Formules relatives au calcul des logarithmes,
116. Cài.cul des logarithmes ifÉPÊRiERS. — La quantité X étant comprise entre o et i , on a les deux formules
.T .r* jr' .r*
(a) log(.-*) = - , ^ 3 ^
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et, en les retranchant Tune de l'autre, il vient
Posons y dans la formule (i), x= -9 ce qui donne log(i H-ô?) = log(N -h/i) — logN, il viendra
(4) log(N-HA)-logN=^-^. + ^4,-...
faisons ensuite, dans la formule (3),
X = —- j , d où = — -, — ;
on aura
Ilog(N-hA) — logN
Les formules (4) et (5) peuvent être employées pour calculer le logarithme népérien d'un nombre N + A» quand le logarithme de N est connu. Les séries contenues dans ces formules sont très-convergentes, dès que N est un peu considérable relativement à /t. On a, en particulier, pour A = I ,
(6) log(N 4- 1) - logN = L _ _L. + _1_ _ . . . . log(N-hi) — logW
MonuLE DES logàhithmes vulgaires. — On a
^lOf X -- j QlOf TOlf X^
puisque chacune de ces expressions est la valeur de x ; en
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prenant les logarithmes népériens de part et d'autre, on a
logo: = log vulgj? X logio»
ety en faisant
^ ' log I o
il vient
log vulga: zn Xogx X M.
Ainsi l'on obtiendra les logarithmes vulgaires en multipliant les logarithmes népériens par le nombre constant M qu'on nomme module des logarithmes.
Les formules du numéro précédent fournissent le moyen de calculer M; d'abord la formule (7) donne, pour N = I ,
(9) log. = .(l+3^. + ^.+ J.-,+^-^...); la formule (5) donne ensuite, en faisant N =1:= 8, A = 2,
(.0) log,0 = 31«g2+2(i+^, + ^.
et l'on a, en conséquence, par les formules (8), (9), (10),
Les séries qui figurent dans cette formule sont suffisamment convergentes; mais on peut en obtenir une infinité d'autres, dans lesquelles les termes décroissent plus rapidement. Par exemple, si Ton fait, dans la formule (5), N = 4o96 = 2*2, A=4> d'où N-f-/i = 4ioo, et, dans la formule (7), N = 4o = a* X 10, il viendra
l0g4H-2l0gI0=:l2l0g2 H- 2 ( j- + r y— -h . . . U
log4i=Iogio-+-2loga + 2^^ H- 3-^-+"---)»
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en éliminant log4i et loga entre ces équations et Téqualion (10), il vient
Si Ton calcule chaque terme de la formule (11) ou de la formule (la) avec vingt-huit décimales, de manière à
pouvoir en conserver vingt-cinq dans les valeurs de —
et de M, on trouvera
118. Calccl des logarithmes vulgaihes. — Les formules (4) et (5} s'appliqueront aux logarithmes vulgaires, si Ton multiplie leurs seconds membres par le module M. On a donc
^^^^ j log(N-^-;i)-logN..M [^ _ ^ -. 3^ -. . .],
( log(N-H.;-logN._.M[^-^^ + 3-1-^, +...} et, en faisant A ==: i ,
log(N-M)-IogN=M [i-,-^-^-3-;-3 --...}
log(N-f-i)~logN^-2M — i— -h ^—^ -3 -J-... .
Le module M étant connu, on pourra faire usage des formules (i5) et (16) pour le calcul des logarithmes vulgaires.
170 calcul différentiel.
119. Remarque sur l'emploi des Tables db logarithmes. — Quand on fait usage des Tables de logarithmes, on suppose que les petits accroissements des nombres sont proportionnels aux accroissements correspondants de leurs logarithmes. Nous allons établir que cette proportionnalité peut être admise pour l'approximation qu'on prétend obtenir. A cet efTety reprenons la formule
log ( I -+- X ) = j: )
obtenue au n^ 115, et dans laquelle x désigne un nombre donné compris entre o et i , 0 une quantité positive inférieure à I . Multiplions le second membre par le module M afin de passer aux logarithmes vulgaires, et remplaçons x
par—) il viendra
(17) log(N+A)-logN = M(^-^.)5
on aura aussi, en faisant A = i et en écrivant & au lieu deO,
(i8) log(N-f.i)~logN.-M(i-^,).
Posons
log(N-+-^) — logN= A, log;N-M) — logNrz. D,
puis
(19) A = /iD-:-f, A=j^-Mï,
e sera l'erreur eommise dans le calcul du logarithme de N + A, au moyen des tables, et en admettant la proportion
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pareillement m sera Terreur commise dans le calcul d'un nombre dont le logarithme est donné, quand on fait usage de la même proportion.
Si l'on remplace, dans les formules (19), A et D par les valeurs tirées des formules (17) et (18), il viendra
or hf 6, ff sont compris entre o et i et M est <^ - ; on a donc
±i eldzfi étant les valeurs absolues de 8 et vj. On voit que, si N est supérieur à loooo, l'erreurzbe est moindre que le quart d'une unité du huitième ordre décimal^ pa-
=niî
reillement l'erreur relative -rr- est moindre qu'une demi-
unité du huitième ordre décimal. Donc l'emploi de la proportion (20) est légitime quand on se borne à sept figures, soit qu'il s'agisse de calculer le logarithme d'un nombre donné, soit qu'on veuille au contraire calculer le nombre qui répond à un logarithme donné.
Formule du binôme.
120. L'expression (a -f- ft )"* est susceptible de plusieurs valeurs, excepté dans le cas où m est égal à un nombre entier positif ou négatif. Mais, si a -h A est positive, l'une de ces valeurs est réelle et positive : c'est la seule que nous
considérons. Si l'on pose - =Xy notre expression sera le
produit de a"* par (i-hx)'"; cette dernière fonction est celle dont nous avons à nous occuper et* que nous nous proposons de développer en série ordonnée suivant les
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puissances entières de x. On a ,
d'^ll -f- .r)'«
\f^n =/»(/» — l)...(/W — il-M}(l-kx)in-»;
cette dérivée se réduit à
m{m — i)...(ro — «-4-i) pour x.= o; par conséquent on a
I.2...(/l — Ij
ou
/•>> ** m^m — i)...('m — w-hi) ^, .. ., ^ \« « (3) R„= -i.^-^^^... 'x''(i-6)"-'(i+9x)'"-»,
0 désignant, comme à Tordinaire, une quantité comprise entre o et i . Enfin , si R;, tend vers zéro quand n tend vers Tinfini, on aura
4) i-f-o-'" — i-J- -xH ^ x^H i : jrS-f...
ce qui est la formule du binôme pour un exposant quelconque. Il est presque superflu d'ajouter que cette formule se termine d'elle-même, quand m est un entier positif; nous faisons abstraction de ce cas.
Le rapport du (ti -{- 1)**"« terme au ti**"* terme de la
séné (4) est a: ou — ( i j x, quantité
qui tend vers la limite — x, quand n tend vers Tinfini ; il résulte de la que la formule (4) ne peut subsister que si X est comprise entre — i et -f- 1, puisque, dans le cas
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contraire, les valeurs absolues des termes de la série croissent constamment à partir d'une certaine limite.
Nous supposerons d'abord x comprise entre o et i; alors on a, en employant la forme (2) du reste,
[mx m- \x [m — 'X^x [m—n'-\^x'\ i
La quantité entre crochets tend vers zéro quand n tend vers l'infini; en effet, quand n augmente de i , elle acquiert
le facteur — x[\ ) qui tend vers la limite — x^
lorsque n augmente indéfiniment. Il s'ensuit que la quantité dont nous parlons est un produit dans lequel les facteurs plus grands que i , en valeur absolue, sont en nombre limité, tandis que le nombre de ceux dont la valeur absolue est inférieure à i et même inférieure à une quantité quelconque comprise entre j: et ï peut devenir plus grand
que tout nombre donné. Quant au facteur - ,^,_^^^?
il peut avoir l'unité pour limite, si la limite de ô est nulle, mais en aucun cas il ne surpassera l'unité. Il résulte de là que,Rn tend vers zéro, si x est positive et inférieure à I, et, dans ce cas, la formule (4) a lieu.
Supposons maintenant que x soit comprise entre o et — i; nous poserons a: = — z et nous emploierons ici la forme (3) du reste. On a
Lorsque n tend vers l'infini, le facteur entre crochets tend vers zéro, ainsi qu'on l'a vu dans le cas précédent. Quant
au facteur mz[\ — 9z )'"""* • ( _ j > il tendra aussi
vers zéro, à moins que la limite de 9 ne soit zéro; mais alors sa valeur sera finie et égale au plus à mz. Il résulte
de là que R^ tend vers zéro ; et en conséquence la formule (4) subsiste pour les valeurs de x comprises entre o et — I.
121. L'analyse précédente montre que la formule (4) a lieu pour les valeurs de x comprises entre — i et 4- 1 ; mais elle n'apprend rien à l'égard des valeurs limites — I et 4- I . Abel a démontré que, si une série ordonnée suivant les puissances entières positives d'une variable x est convergente, lorsqu'on attribue à cette variable la valeur a:i, la même série est aussi convergente pour tout nombre x dont la valeur numérique est inférieure à celle de x^ ; en outre, si s représente la somme de la série relative à la valeur x et s^ celle de la série relative à la valeur x^ , s tend vers s^ lorsque x tend vers x^ . La formule (4) subsiste donc, pour les valeurs limites — i et 4- 1 , pourvu que la série du second membre reste convergente; il est facile de déterminer dans quels cas cette convergence persiste. Lorsque j? = ±i, le rapport du (/i-hi)**°* terme de la série (4) au /i"°** terme est
-p [ I 1 5 donc, si w 4- I estun nombre négatif,
les valeurs absolues des termes seront constamment croissantes et la série sera divergente ; ainsi nous devons supposer m 4- I positif.
Désignons par Un. la valeur absolue du w^*"*' terme de la série (4) dans l'hypothèse de a:=zfci, et par |/« le ^lème ^erme de la série
on aura
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La formule du binôme est applicable à la fonction ( 1 H — ) ; en se bornant à deux termes on a
çVm _ j __ ^-M _^ (/w-f-i)(m-<-2) / _^ ^\ v^ n 2/1' \ n/
et, comme (m+i) est positif, on aura
> ou <Z, — •
Soit, pour une certaine valeur de n,
— = A ou «n = AH»»,
on aura
or la série
(5) ^fo, ^«'1, ^♦'i, . . •
est convergente quand m est positif (n° 98); donc la série
''0» ''il "î» • • •»
est aussi convergente.. Ainsi, dans le cas de m^o, la formule (4) subsiste pour j: = zt i, et Ton a
6 2'"=H 1 ^^ iH i ^^^ ^-f-...,
Lorsque m est négatif, le premier membre de la formule (4) est infini pour x = — i, et la série du second membre est toujours divergente. Mais cette série est convergente pour j: = 4- I si m est compris entre o et — i , et en conséquence la formule (6) subsiste pour ces va-
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leurs de m. En effet, les termes de la série (6) sont alternativement positifs et négatifs dans notre hypothèse, et leurs valeurs absolues décroissent indéfiniment, puisque ces valeurs sont respectivement moindres, à partir d*un certain rang, que les termes correspondants de la série (5).
Dés^eloppement de la fonction f[x -\- h) en série or— donnée suii^ant les puissances de A, dans les cas oh la formule de Taylor iHa pas lieu.
1 22. Si la fonction f{x) ou quelqu'une de ses dérivées devient discontinue quand la variable x atteint la valeur particulière a:©, la quantitéy(xo 4- /i) ne peut plus être développée, par la formule de Taylor, en série ordonnée suivant les puissances entières et positives de A. Mais, si Ton admet des puissances négatives ou fractionnaires de A, il peut arriver quey( x© -I- h) soit encore développable en une série convergente; dans ce cas, on calcule successivement, comme nous allons l'indiquer, les divers termes de la série.
Si la fonction^ (x) a une valeur finie A différente de zéro, pour x =^ Xq, et qu'elle soit continue pour les valeurs de X comprises entre Xq et Xq -H A, on aura
6 désignant une quantité qui s'annule avec h,
La fonction f{x) étant toujours continue de Xo à Xo -+- A, supposons qu'elle s'annule pour x = Xq et que, A étant pris pour l'infiniment petit principal, on puisse trouver un nombre positif ti, entier ou fractionnaire, qui représente l'ordre infinitésimal dey*(xo-+- A). On aura, dans cette hypothèse,
CHAPITHB V. 177
A étant une quantité finie différente de zéro, et par conséquent on aura aussi, en désignant par e un infiniment petit,
(2) /(xo4-A)=A»(A-l-.).
Enfin, si la fonction y*(x) devient infinie pour x= Xo et que Ton puisse trouver un nombre positif m qui exprime
l'ordre infinitésimal def{xo'hh) relativement à t> de manière que l'on ait
A étant une quantité finie différente de zéro, on aura
formule où c désigne toujours an infiniment petit.
La formule (a) comprend la formule (3) quand on at^ tribue au nombre n la valeur négative — m; elle comprend aussi la formule (i) si l'on admet pour n la valeur zéro. Ainsi, dans les trois cas que nous avons examinés, on a, en écrivant x au lieu de Xo -H h,
n étant un nombre positif nul ou négatif et^i (x) une fonction qui, pour x=sXo, prend une valeur finie A différente de zéro. La fonction
s'annulant pour x = Xo> si l'on peut trouver un nombre positif 7Zi — n qui exprime son ordre infinitésimal relatif vement à h = x — Xo, on aura de même
Cale. aff. ia
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f^{x) étant une fonction qui, poura:*=a:o, prend une valeur finie A| différente de zéro. Alors la formule (4) deviendra
La fonction
s^annule encore pour x = oto, et si l'on peut trouver un nombre positif n^ — n^ qui exprime l'ordre infinitésimal de cette fonction, on aura
/, (a:) - A, ^ (:r - ^To)».-»./, W,
/t{oc) ayant, pour x = Xo, une valeur finie A2 différente de zéro. La formule (5) deviendra donc
En continuant ainsi, on aura cette expression dey(,r),
( /W = A(jr - ^o)« + Al (x-j:o)«.-;-A,(x--Xo)''. -:-... l '^ I -+- A,_i (x — x^ )»i-i H- R,.,
où l'on fait
(8) R,= (x - X,)^i/M (x) =: [x - Xo)«^-l [//(x) - A,-J.
Mais cette formule suppose que les nombres croissants
puissent être déterminés de telle manière que, pour toute valeur de k comprise entre i et i, le rapport
(JT — XO )"*"'**-«
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tende vers la limite finie A^ différente de zéro, quand x tend vers Xq.
Lorsque ces conditions sont remplies, quel que soit i, et que la quantité R/ tend vers zéro, à mesure que i augmente indéfiniment, la formule (7) donne
OU, en remettant Xq + h au lieu de x,
ce qui est le développement deJ'{xo + A) en série ordonnée suivant les puissances croissantes positives ou négatives de h,
Considérons par exemple la fonction
/(x) = ysinx — sinx^»
dont la dérivée y (j:) devient infinie pour x = Xo et à laquelle, en conséquence, la formule de Taylor n'est pas applicable.
La fonction siux — sinxo est développable par la formule de Taylor, et Ton a
/(*) = y (*— .*o) cosar^— —7;^- sinaro — . . . ; il en résulte que la fonction
a pour limite yfcosx^ quand x tend vers Xq. Ainsi, en conservant les notations du numéro précédent, on a d'abord
^ yx —
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puis
(jr— x/* VïW=\/«^5*o— -^77^ sinxo-...— V'œsjr^
■ sinâ?o — • • •
cosa:« ^ sinxo— ...H-Vcosro
cette expression est un infiniment petit du premier ordre;
on a
X — Xq
i / cosaro ^ sinx,, -H . . . + ycos j?,
Si Ton veut borner le développement à deux termes, on aura
V^inx — sinj?o = V^cosxo (a: — xo )» — -—==?= (a:-- aro)'+Rsî ^ ** 4YcosXj>
le reste Ra a pour valeur
A r ^ / X sinx. 1
L 4vcosx<,j
et son ordre infinitésimal est évidemment supérieur à-*
Détermination de la limite vers laquelle tend le rapport de deux fonctions qui tendent l'une et l'autre vers zéro ou vers l'infini.
Lorsqu'une fonction se présente sous une forme
fractionnaire ^r^, il peut arriver que le numérateur et
r ixj
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le dénominateur s'annulent simultanément ou deviennent infinis pour une valeur particulière x^ de x. Il s'agit alors de déterminer la véritable valeur de la fonction, et l'on peut y parvenir dans des cas nombreux, au moyen du théorème suivant :
Théorème. — Si les deux fonctions f[x) et F(x) tendent l'une et l'autre vers zéro ou vers Vinjîni, quand x tend vers la limite Xq, et que les dériifées de ces fonctions soient déterminées, les rapports
JM llfl
tendront vers une même limite déterminée, quand on fera tendre x vers x©, ou ils croîtront l'un et l'autre au delà de toute limite.
1° Supposons que l'on aity(a:o) = o, F(j:o) = o« ^^ peut toujours trouver une quantité h assez petite pour que F'[x) ne soit ni nulle ni infinie quand x varie entre Xq et XQ-hh^ si ce n'est pour x = Xo; alors on aura (n? 14)
Vix.-hh) F'(Xo-f.^,)*
La quantité h^ est. comprise entre o et hy elle s'annule donc avec A, et par conséquent on a
il peut arriver que le rapport jè-4 croisse au delà de
toute limite, et, dans ce cas, le rapport ■ ,. ' croîtra aussi
au delà de toute limite.
Ce résultat subsiste quelque grande que soit la quan-
tilé Xo, et par conséquent il a Heu pour Xp = « . Mais, comme la formule qui a servi de point de départ suppose que Xq désigne une valeur finie, il n'est pas hors de propos d'examiner à part le cas de Xo = oo . En fid-
sant a: = -9 on a
Si X tend vers Finfîni, z tendra vers zéro, et l'on aura
"" ni) ->lî)
ou, en remettant x au lieu de -)
lim ~ — ■• = lim — ri — r pour ^ = gd •
2** Supposons que Ton aity(j:o) = «> , F(a:o)=QO^ Xq étant une quantité finie ou infinie. On peut écrire
/(x)_LfwJ
et, puisque les fonctions ^tt — r» -77 — ? s'annulent ponr x = Xq, on aura, par ce qui précède,
[n-)i [/ifïY
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Si • , ^ tend vers une limite finie A difTérente de zéro,
la formule précédente deviendra
¥'{x} et, par conséquent, on a
La même conclusion subsiste quand A= o. En effet, dans ce cas, si Ton désigne par C une constante quelconque, la fonction
tendra vers la limite G quand x tendra vers Xq, et, comme C n^est pas nulle, on aura'
OU, en retranchant C de chaque membre,
Enfin, si le rapport : . croît au delà de toute limite quand a: tend vers x©, le rapport inverse -j: — r tendra vers la limite zéro; donc ; ( tendra aussi vers zéro, et, en conséquence, •) croîtra au delà de toute limite.
G>ROLLAiaE. — Si les fonctions f{x) et F(x) sont
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simultanément nulles ou infinies pour x = x^j ainsi que leurs dériv^ées jusqu'à celle de l'ordre n — i inclusii^e^ ment, en sorte que la d-ériuée d'ordre n de l'une des /onctions au moins ait une valeur finie différente de zéro, on aura pour x = Xq^
Exemples. — i^ Les deux termes de chacune
des fractions
sin:r tangj?
s'annulent pour a:=:o. En appliquant le précédent théorème, on a
,. sinjr ,. cosjT
lim = lim = I,
X cos'j;
a^ Soit la fraction
X — SIDJC
Chaque terme s'annule pour x = o, ainsi que ses deux
premières dérivées. Les dérivées du troisième ordre sont
respectivement
é^-\-e-^^ cosjr,
et elles se réduisent à 2 et i pour x = o. La fraction proposée est donc égale à a pour cette valeur de x. 3^ Soit la fraction
X — I — logx
où la caractéristique log exprime un logarithme népérien. Les deux termes s'annulent pour j; = i, ainsi que
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leurs dérivées du premier ordre,
les dérivées du deuxième ordre sont
elles se réduisent à a et i pour x = i ; donc la fraction proposée tend vers la limite a quand a: tend vers Tunité.
4° Soit la fraction ~j a étant une constante positive
et n un nombre entier positif. Les deux termes de cette fraction sont infinis pour x = oo ; d'ailleurs le rapport des dérivées d'ordre n des fonctions a* et x" est
et il devient infini en même temps que x; par conséquent, la fonction — tend elle-même vers l'infini, quel que soitra, quand x tend vers l'infini.
126. Il existe des fonctions qui deviennent indéterminées pour des valeurs particulières de la variable. Telles sont, par exemple, les fonctions sinx, cos.r, dont les valeurs sont indéterminées pour a: = oo . Il peut arriver aussi qu'une fonction dont la valeur est déterminée pour X = Xq ait une dérivée indéterminée ; ainsi les fonctions x-|- cos x, x + sinx deviennent infinies avecx, mais leurs dérivées i — sinx, i-i- cosx sont indéterminées. Si donc on fait
cos.r
ri \ ï^
/.r) X -h cosx X
Fixl x-i-fiinx sinj?
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on aura
hm -, =J, pour a: = 00,
tandis que la limite du rapport "L^ ': est indéterminée.
Ce résultat n'est point en contradiction avec le théorème du n° 124, car celui-ci suppose essentiellement que les fonctions y (x) etF(x) aient des dérivées déterminées.
Le théorème du n^ 124 ramène la recherche de la
valeur que prend r^. — r pour j: = Xo à celle de la valeur
que prend, dans les mêmes circonstances, la nouvelle
fonction '' • Mais il peut arriver que cette réduction
n'ait point d'avantage et que la seconde fonction offre les mêmes difficultés que la première.
La solution de la question qu'il s'agit de résoudre s'obtiendra sans difficulté, si les fonctions /* (^o "+" ^)> F(xo-t- A) sont développables en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes positives ou négatives, entières ou fractionnaires de h. Dans ce cas, il suffira de calculer le premier terme A/i" de la première série, ainsi que le premier terme B/i'^ de la seconde, car on aura
/(a:o-4-A)=A«(A-f-«), e et Yi étant infiniment petits en même temps que h, puis
F(xo + /i) B-hn
Si n est égal à m, on aura
Exemple I. — Considérons la fonction fractionnaire
/(.g) yG — y/x^ -h >/x — jTq ^
les deux fonctionsy(x), F(x) s'annulent pour x = Xq9 et il est aisé de reconnaître que leurs dérivées de tous les ordres sont infinies pour x = Xq. Si l'on fait x = a*© H" A> et qu'on prenne' A pour infiniment petit principal,
^x — Xq = ^ sera un infiniment petit d'ordre - 5 au contraire ^x — ^jTq ou \/xl \/ H 1 I est un infiniment petit du premier ordre, ainsi qu'on s'en assure en faisant usage de la formule du binôme. On a donc
e étant un infiniment petit. Le dénominateur F[x) est ^x — Xq^X'\-Xq = y/A^axo-H a, et Ton a
1] étant un infiniment petit ; donc
Z(fo±Al - _J.±1_, lunlM^
F(^o -+->*) y/'^Xg-hv F(*) \/2x^
i29. Exemple IL — Soit la fonction
ar — - smo: — - tango?
et cherchons sa valeur pour a: = o. Si l'on multiplie par
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3 cos j: ses deux termes, elle deviendra
y(«) Sxcosx — sinar — sin2:r^ F(x) 3jf*cosx '
en remplaçant cosx, sinx et sina j: par leurs dévelop* pements en séries, on trouve
8ar» 32.
d'où
on en conclut
hm -r- — - =
130. L'analyse que nous venons de développer embrasse le cas d'une fonction égale à un produity(j:) F(x) de deux facteurs, dont l'un est nul et l'autre infini pour x=Xq. On a efiectivement
et la forme de la fonction est ainsi celle d'une fraction dont les termes deviennent nuls ou infinis pour x=^Xq. Enfin on ramène immédiatement au cas précédent celui d'une fonction^ de la forme
u et i^ étant des fonctions de x qui, pour x = Xq, se réduisent à
Exemple. — Cherchons la valeur de x' pour x= o. On a
logx*= « logx = — ^ 9
donc
lim logx* == lim = — lim^c = o.
Le logarithme de x' tend donc vers zéro, et par conséquent x* tend vers l'unité.
Représentation des fonctions e^ et logx par des limites de fonctions algébriques,
132. Soient x une quantité déterminée et m une variable. On peut obtenir, par les règles précédentes, la valeur que prend l'expression
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pour m = (X) . On a effectivemeat
La limite de cette expression, pour m = oo , s'obtiendra en prenant le quotient des dérivées des fonctions
logfiH 11- par rapport à m et en cherchant la
limite de ce quotient. On a ainsi
or
lim log ( IH I =lim r-~ =lim
= jf.
ou
tf*=lim f Iv4- — ) pour m = 00;
et, par conséquent, la fonction transcendante e^ est la limite d'une expression qui reste algébrique et même entière, si le nombre m tend vers l'infini, en ne prenant que des valeurs entières. On peut écrire aussi
en désignant par e une quantité infiniment petite avec -^^ On tire de cette formule (i)
or on a d'où
wr~z 'M
m yjer^ — s = /w v e^ H- ij,
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m étant nn infiniment petit : donc
et si Ton écrit a: au lieu de e^^ logo: au lieu de x, il viendra
{2) loga:=r/7i(VjP — 0 + «>
OU
logj: = limm('v'j: — i) poiirin=OD;
par conséquent la fonction transcendante log x est aussi la limite d'une fonction algébrique de la variable x*
Extension des formules de Taylor et de Maclaurin aux fonctions de plusieurs variables.
Soit
une fonction de invariables indépendantes a:, j^, ^, . . ., Nous nous proposons de développer la fonction
en série ordonnée par rapport aux accroissements A,
h, Ij .La quantité u -f- Au est la valeur que prend,
pour t = I , la fonction de t suivante :
U = F(ar H- Ar, j'- H- kt, z -4- It, ... ),
qu'on obtient en remplaçant h, k, l,... par ht, ht, It,... respectivement dans l'expression de u+Au; donc, pour résoudre la question proposée, il suffira de développer U en série ordonnée par rapport aux puissances de ty d'après la formule de Maclaurin, et de faire ensuite t = i dans le résultat.
Si l'on pose
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on aura
d'où
■ , du ^ dV ^ du ^
dç On aÇ
puis comme Ç, y3, ^, ... sont des fonctions linéaires de la variable indépendante ty on aura symboliquement (65), quel que soit/z.
On a d^ = hdty dm =kdty dl^=.ldt, ...; donc ^«U /^dU , du ,dU \«
<//'* V dS dïî
du \
j du du . .
et, à cause de -^- = -r- » • • • ? on peut écrire
ai ôx ^
r/«U /^dU , du ,dU X»
^/'* \ dx dy dz j
Pour i = o, on a
et la formule précédente se réduit à
d^U i\du , dii ,du y
Par conséquent la formule de Maclaurin appliquée à la fonction U donnera
_, ^ f^àu .du , du \
\\ ox oy dz I
^^ / , du .du du
i ,2\ dx dy dz
*""* (i au , du du X»-» ^
i.a...(7a — i) \ dx djr dz }
dx ôjr ôz ] j,^^ia^ j^i,t
les indices x-^-Ohtyj -^ Okty z-^-dlty.,. indiquant qu'il faut remplacer a:, j^, z,... parx-f-ô/ii,^+0At, z+Blt^ ..•. Si maintenant on fait t = i , on aura
/, du .du du \
[h— -+-^T- -hZ-r- -*-••• ' \ ôx or OZ /
f , du , du , dtt \ d.r dr dz
f^ du ^ du du \ dx dy OZ
I f , du ,du ,du \ «
^ ^ ** i.2.../ï\ dx dr dz /x+»A,y+J*,,+e/,...
Par exemple, dans le cas d'une fonction ¥{x,j) de deux variables, on aura
1 /,„ ,d''-*F n — j^^ ,^ d«->F . .d^-^FX
i.2...(/i— i) \ dx«-* I dx'*-*d7 dy-^J
et l'expression du reste sera
i.2.,./iV (^^^ I dx^-^dy dj-^ J jc^^h, y-^k.
s. — Cale, diff, i3
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Lorsque le reste R;, tend vers zéro, quand /z augmente indéfiniment, la formule (i) donne celle de Ta^lor étendue au cas des fonctions de plusieurs variables, savoir :
, du .du du
ox OY àz Au ^
^ ^ ' , au , du au Y
\ dx djr dz I
Or, Xj jy Zy ... étant des variables indépendantes, on a
, .du , du du
dx dx oz '
et, symboliquement,
.- ( i au ^ du au \ '*
\ dx dx dz / '
donc la formule (3) peut s'écrire , ,. du d^u d^u
et elle a la même forme (108) que dans le cas d'une seule variable.
134. Si Ton se reporte aux conditions que suppose la formule de Maclaurin dans le cas d'une seule variable, on reconnaîtra que notre formule (i) exige que la fonction u et ses dérivées partielles, jusqu'à celles de l'ordre n — I, soient continues relativement à chacune des variables, tant que celles-ci restent comprises respectivement entre x et x-\-hj y et j'-+-Ar, z et z-hfj ...; elle exige en outre que les dérivées partielles de l'ordre n soient déterminées.
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Lorsque les accroissements hj k, l, ... sont infiniment petits et que leurs rapports demeurent indéterminés, le rapport du reste au terme auquel on s'arrête est infiniment petit y pourvu que ce dernier terme ne soit pas identiquement nul. En effet, les dérivées partielles de u étant supposées continues jusqu'à celles de Tordre n — i inclusivementy on a
en désignant par rf'""* u ce que devient la différentielle rf""* u quand on remplace x, j-j z, . . . par x -+- fl A, jr-i-Ok, z-hOlj ... ; d'ailleurs on a aussi
i — l) donc
et le second membre de cette formule s'annule avec A, kf l, ... tant que les limites des rapports de ces infiniment petits à l'un d'eux restent indéterminées et que d'^'*u ne se réduit pas identiquement à zéro.
Il résulte de là que, si des valeurs absolues de saccroi»sements A, Âr, /, . . . sont suffisamment petites, la valeur absolue de R^ sera inférieure à la valeur absolue du der-
mer terme •
135. Maintenant, pour avoir la formule de Maclaurin étendue aux fonctions de plusieurs variables, supposons x, /, Zf ... nulles dans les formules (ij et (a), puis écrivons ensuite a:,^,^,... au lieu de A, Xr, /,.... Exprimons enfin parle moyen de l'indice zéro que x^j^, z, ... doivent être
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remplacés par zéro dans une fonction quelconque, et par l'indice Ô que les mêmes variables doivent être remplacées par dxj Bjy Qzj ...; on aura
du\ /da\ /du\
et
16) R»= 7XT.['(£),-^-^(|). -^'(s-"),--]'*
Théorème relatif aux fonctions homogènes.
136. Le théorème que j'ai en vue a été déjà démontré au n° 84; mais, comme il a une haute importance, il ne sera pas inutile d'en présenter ici une démonstration
nouvelle.
Soit
une fonction homogène du degré /z des variablesx,j^,z,.... Si l'on multiplie toutes ces variables par le facteur i H- «, la fonction se trouvera multipliée par (i-H«)« et l'on aura (84)
Développons les deux membres de cette formule en série
CHAPITRE V
ordonnée suivant les puissances de a. Le premier membre donnera
^ ( àf df df \
a« / dV àV dV ^àV \
Quant au second membre , il deviendra
et la série qu'il renferme sera convergente si Ton prend pour l'arbitraire a une quantité positive inférieure à i . En égalant de part et d'autre les coeflicients des mêmes puissances de a, on obtient
df ^ df df ^ .. .
La première de ces formules exprime la propriété des fonctions homogènes que nous voulions établir; elle entraîne toutes celles qui suivent, comme il est facile de s'en assurer.
THÉORIE DES MAXIMA ET MINIMÂ
Des maxima et des minima des fonctions d'une seule
"variable.
437. Soient y(j:) une fonction de la variable x et x^ une valeur particulière de x. Si Ton peut assigner une quantité positive e, aussi petite d^ailleurs que Ton voudra, telle que Ton ait
pour toutes les valeurs de h comprises entre — e et -4-«, on dit que la fonction f{x) passe par un maximum quand x atteint la valeur Xq, tlf[x^) est dite une valeur maxima def(x).
Pareillement, si Ton a
pour toutes les valeurs de h comprises entre — e et -f- e, on dit que la fonction y*( a:) passe par un minimum quand x atteint la valeur jto, el f[xo) est une valeur minima de/[x).
Lorsqu'on fait croître x, la fonction y (x) croît ou décroît, selon que la dérivée ^(j:) est positive ou négative; il en résulte que la fonctiony(j:) ne peut cesser de décroître pour croître, ou de croître pour décroître, que quandy'(j:) change de signe ; alors cette dérivée s'annule, àmoins qu'elle ne devienne discontinue. Ainsi les valeurs de X qui répondent aux maxima et aux minima de f{x)
Exemples. — i^ Considérons en premier lieu la fonction
on a ici
la dérivée f*{x) s'annule pour j: = - et elle passe du
positif au négatif quand x croît de e à — hs; donc
la fonction y*(x) va d'abord en croissant et elle décroît ensuite; par conséquent^ eUe passe par un maximum
quand x devient égale à -; la valeur maxima de la fonotion est y
a^ Considérons en second lieu la fonction on a
La dérivée f'{x) ne s'annule que pour x = 00 ; mais elle devient discontinue en passant par l'infini, pour x = ût, et il est évident que cette valeur a répond à un minimum de la fonctiony(x).
139. La formule de Taylor conduit au résultat qui précède, et elle permet en outre de le compléter. Nous supposerons ici que les dérivées que nous aurons à considérer restent continues entre des limites voisines des
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valeurs qui répondent aux maxima et aux minîma ; les cas de discontinuité doivent être examinés à part, dans chaque question particulière.
Nous désignons parR^, comme nous l'avons fait dans le Chapitre précédent, le reste de la série de Taylor correspondant au terme de rang /i, et nous rappellerons qu'on peut toujours supposer l'accroissement h de la variable x assez petit en valeur absolue pour que la valeur absolue du reste soit moindre que celle du dernier terme, quand celui-ci ne se réduit pas à zéro (409).
Cela posé, soity*(a:) la fonction donnée, on a
donc, s\f[xo) n'est pas nulle, la différence
/f:ro-+-/i)-/(xo)
changera de signe avec A, et la valeur y*(aro) ne sera ni un maximum ni un minimum. Supposons donc
alors on aura, par la formule de Taylor,
et le premier membre aura le signe dey''(xo ) pour toutes les valeurs de h comprises entre — e et -}-e, e étant suffisamment petit; doncy*(a:o) sera une valeur maxima ou une valeur minima, suivant que l'on aura
/"(^o)<o ou r[x,)>o.
Mais si l'on a
la formule (a) ne nous apprend plus rien.
CHAPITRE TI
Supposons généralement que Ton ait
et que la /!**"• dérivée f^'^\x) ne s'annule pas pour x = Xq, Alors la formule de Taylor donnera
Cette formule (3) nous montre que, si n est impair, la diirérence/(xoH-A) — /{xq) changera de signe avec A, et, par conséquent, il n'y aura ni maximum ni minimum pour x = Xo, Au contraire, si n est impair, la même différence conservera le signe dey^'''(xo) quand A passera du négatif au positif, et, dans ce cas,/(xo) sera maximum ou minimum suivant que Ton aura
/^"H-^oXo ou /(»)(aro)>o.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Pour que la fonction/ (pc) ait une valeur niaxima ou minima répondant à la valeur Xo de x, il faut et il suffit que la première des dérivées def{x) qui ne s' annulent pas pour x=Xo soit d^ ordre pair. Alors, il y a maximum ou minimum, suivant que la valeur de cette dérii^ée pour x = Xo est négatis^e ou positii^e.
Application à quelques exemples,
Exemple I. — Trouver le minimum de lafonc^ tion x
Posant
jr=zx*f d'où logjrzzzx log«,
il vient; en différend ant,
jr dx
puis, en différentiant de nouveau,
y dx^ r* \dxj X
La condition commune du maximun et du minimum
dy
est -7- = o, ou
loga:-hi=o, d'où « = -;
on a ensuite, pour cette valeur de x^
i cPr
et, puisque -j-j est positive, la valeur- répond à un minimum ; il est évident qu'il n'y a pas ici de maximum.
dr L'expression précédente de -j- montre que cette dérivée
s'annule pour a: = - en passant du négatif au positif, en
sorte qu'il n'était pas nécessaire de former l'expression de ^ pour conclure l'existence du minimum.
141. Exemple IL — Trouver les valeurs maxima et minima de la fonction x"^[a — a:)'*, dans laquelle a désigne une constante positive donnée y et où m et n sont des entiers positifs.
Posant
yz=x^[a — jt)'*,
on a
dy
On voit que, x croissant, la dérivée -j- s'annule pour X = — j^ en passant du positif au négatif; donc la fonc-
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tîon^ devient maxima pour
ma
ao3
na
ce qui donne
dr
La dérivée -j- s'annule aussi pour a: = o si m est >• i,
et pour x = a si n est [> i. Mais, en s' annulant, elle ne change de signe que si l'exposant m ou n est pair; elle passe alors du négatif au positif. La fonction y est donc minima pour x = o, quand m est pair, et pour X=^ay quand n est pair.
142. Exemple III (Pboblèmb de Fermât). — Deux milieux étant séparés par un plan P, on demande le chemin que doit suivre un mobile pour aller ^ dans le temps le plus court y d'un point donné A dupremier mi" lieu à un point donné B du second. Le mobile se meut dans le premier milieu auec la vitesse constante u, et dans le second milieu as^ec la vitesse constante v»
Le chemin demandé se compose de deux lignes droites, puisque l'espace parcouru par le mobile, dans l'un ou l'autre milieu, est proportionnel au temps* employé. En outre, ce chemin est situé dans le plan ACDB mené per-
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pendiculairementauplan P par les points donnés A et B et qui coupe celui-ci suivant la ligne CD ; en effet, considérons la ligne brisée AGB, située hors du plan ACDB, et du point G où elle rencontre le plan P, abaissons GL perpendiculaire sur CD, les droites AL et LB seront respectivement moindres que AG et GB ; par conséquent, le temps pour suivre le chemin ALB sera moindre que le temps nécessaire pour aller de A en B par le chemin AGB.
Cela posé, désignons par a et b les perpendiculaires AC, BD abaissées des points A et B sur le plan P, par c la distance CD et par x la distance du point C à un point quelconque H de CD ; on aura
AH = yjx'^ 4- a^ , BII r:^ v^(c—x)«-t-6' ;
donc le temps t que le mobile emploiera pour aller de A en B, par le chemin AHB, sera
telle est la fonction de x dont on demande le minimum. Il est évident que la question ne comporte pas de maximum.
En égalant à zéro la dérivée de la fonction (, il vient
, , I X I c JC
ou, en faisant disparaître les radicaux,
ainsi l'inconnue x dépend d'une équation du quatrième degré. Mais, sans résoudre cette équation, on peut obtenir comme il suk la propriété géométrique qui caractérise la ligne demandée. A cet effet, menons la ligne Kl per-
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pendiculaire en H au plan P ; désignons par i Tangle AHK et par /* Tangle IHB, on aura
DH
CH X
et, par conséquent, l'équation (2), qui exprime la condition du minimum, deviendra
sin i H sinr c
Il résulte de là que le sinus de l'angle d'incidence i est au sinus de l'angle de réfraction r dans le rapport des vitesses u et i/ avec lesquelles le mobile peut se mouvoir dans le premier et dans le second milieu, respectivement.
143. Exemple IV. — Tromper les maxima et les minima de la distance d^un point donné à une courbe donnée.
Désignons par Xo et j^ les coordonnées du point donné relatives à deux axes rectangulaires ; par x et y les coordonnées de la courbe donnée. L'ordonnée y est une fonction donnée de Xj et le carré de la distance du point {xq^Jq) au point (x,j^) est
il s'agit d'avoir les valeurs maxima et minima de la fonction de x représentée par V.
On a
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La condition -7- = o du maximum ou du minimum
or
est ici
OU
Ht
X — Xq dx
? est le coefficient d^inclinaison de la droite qui
X — Xo
joint le point donné Mo au point demandé M de la courbe
dy donnée, -j- est le coeilicient d'inclinaison de la tangente
en M à la même courbe. Donc Téquation précédente exprime que la droite qui joint le point donné au point cherché est normale à la courbe.
Soit M Pun des points ainsi déterminés par l'équation (3); ce point répondra à un minimum ou à un
d^y maximum, suivant que ^-j- sera positive ou négative.
Mais, si -7-r- est nulle, il faudra recourir aux dérivées des
dar
ordres supérieurs pour décider s'il y a maximum ou minimum, ou s'il n'y a ni l'un ni l'autre. Ce dernier cas
se présentera en particulier si, —^ étant nulle pour le
point M, la valeur de -j-^ est différente de zéro.
La droite Mo M ayant été menée, supposons que le point donné Mo prenne toutes les positions possibles sur cette normale, il y aura une position M' du point Mo pour
laquelle la dérivée 3-j- sera nulle ; par conséquent, si l'on
nomme a/, y les coordonnées de M' on aura
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et la deuxième équation ( a ) pourra alors se mettre sous la forihe
Cela montre que la valeur de Mo M sera un minimum ou un maximum, suivant que j^o — y et y — y seront de même signe ou de signes contraires. En d'autres termes, il y aura minimum quand le point donné Mo sera situé entre M'et M, maximum dans le cas contraire. Le point M' est, comme on le verra plus loin, ce qu'on nomme le centre de courbure de la courbe donnée au point M.
m. Supposons que la courbe donnée soit un cercle ayant pour équation
on a, en différentiant cette équation,
dr I dr*\ d^r
Alors l'équation (3) du numéro précédent devient
Xq -a?o
eUe représente la droite qui joint le point donné au centre du cercle, et elle coupe la circonférence en deux points, dont l'un répond à un minimum, l'autre à un maximum. Effectivement le point désigné par M' est ici le centre du cercle donné, et l'on a
a dx^ y*
d'où il suit que -j-j- est positif ou négatif, suivant que j^^ et y sont de même signe ou de signes contraires.
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Itë» Si la courbe donnée est. gauche ou si, cette courbe étant plane, le point donné Mo n'est pas situé dans son plan, on emploiera trois coordonnées rectangulaires. Le carré de la distance du point donné Mo i un point de la courbe sera
V = (x - Xo)'H- (r ~ro)' H- (« - «o)'
y et z étant des fonctions données de Xy puis on aura
I <^V . dy . . dz
2 dj:^
/ dy^ dz*\ , .d^r , ^d*z
Les points x, j^ z qui répondent au minimum ou au
dV maximum sont donnés par Téquation — = o, ou
. (x-Xo)4-(r-ro)^-4-(«~Zo)^=:0,
à laquelle il faut joindre les deux équations de la courbe donnée. Si l'on regarde x©, j'o? ^e comme des coordon* nées variables, x^ y y z comme des quantités données, l'équation précédente sera celle d*un plan, et Ton verra plus loin que ce plan est normal à la courbe donnée, c'est-à-dire qu'il est perpendiculaire à la tangente menée par le point M(ar,j^, z) où il rencontre la courbe.
Maintenant, pour distinguer le cas du minimum de celui du maximum, désignons par a/, y y J les coordonnées d*un point variable, remplaçons j^o et Zq par r^
et :^ dans l'expression de -j-^ et égalons le résultat à
zéro, on obtiendra l'équation
/ , rfr* , dz^\ _^, ,. /^«r , ,,rPz
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qai sera celle d*un plan. SoitM'le point où ce plan coupe la droite Mo M, et supposons que j/, ^', J représentent les coordonnées du point M', on aura
^-"' •^-•^: *-" (^_y)^i!:r + ;,_,M^^' et, à cause de l'équation précédente,
donc
dy^ dz^ \ Xq — X*
dx* dx^J x — x'''
par conséquent on aura
selon que x© — j/ et a: — j/ seront de même signe ou de signes contraires. Il résulte de là que le minimum aura lieu si le point donné Mo est situé entre M et M^; il y aura maximum dans le cas contraire.
Remarque sur les maxima et les minima relatifs.
146. On peut avoir besoin de connaître la plus grande et la plus petite des valeurs que prend une fonctiony*(a:) de la variable x quand x varie entre deux limites données a et £ ; un tel maximum ou minimum est dit un maximum relatif on un minimum relatif Pour résoudre la question il est nécessaire d^étudier les variations de la fonction y(a:) en faisant usage de sa dérivée. Si la dérivée reste finie et conserve son signe, quand x varie de a à &, le maximum et le minimum relatifs seront les valeurs
S. — Cale. diff. i/f
cxtrèmesj'{a)eif{b). Lorsque la fonclîony(x) a plusieurs maxima et minima absolus, entre les limites considérées, le plus grand des maxima est dit le maximum maximorum, et le plus petit des minima le minimum minimorum; dans ce cas le maximum, maximoF'um> satisfera à la condition du maximum relatif, s'il surpasse toutefois les valeurs extrêmesy(a),y(i); pareillement, le minimum minimorum sera le minimum relatif, s'il est inférieur aux valeurs extrêmes.
Lorsqu'un problème a pour objet la détermination d'un maximum ou d'un minimum, et qu'on a fait un choix de variables tel, que la variable indépendante doive rester comprise entre certaines limites, il peut arriver que, pour la fonction dont on doit chercher le maximum ou le minimum, il n'y ait qu'un maximum relatif ou un minimum relatif.
Prenons pour exemple le problème que nous avons traité au n® 144 et dans lequel on demande de trouver la plus courte distance d'un point donné à une circonférence donnée. Faisons passer l'axe des abscisses par le point donné, il s'agit de trouver le maximum et le minimum de l'expression
Mais, par l'équation du cercle, j^ est égal à R.^ — x^\ on a donc
OU, en réduisant,
Il est évident que cette fonction V, qui est linéaire, n'a ni maximum absolu ni minimum absolu. Mais, dans notre
question, l'équation du cerclej^ = yjR^ — x^ exige que la variable indépendante x reste comprise entre — R et H-R.
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En supposant Xo positif, le minimum relatif et le maximum relatif de V seront
les valeurs x = — Reta:==4-R donnent ainsi la solution du problème.
Cas des /onctions implicites d'une seule variable
indépendante.
147. Considérons d'abord une fonction j^ liée à sa variable X par une équation donnée
En difTérentiant cette équation, il vient
^ ' dx dy dx '
la condition du maximum et du minimum exige d'abord
que y- soit nulle; on aura donc
dx
et si l'on cherche les systèmes de solutions communes (j^o, J'o)» (•sCoJ^Oj ••• aux équations (i) et (3), les valeurs de X, qui répondent aux maxima et aux minima de y, seront comprises dans la suite Xo, Xt^ ... ; nous faisons ici abstraction des maxima et des minima qui répondent
aux valeurs de x pour lesquelles — cesse d'ôtre continue.
Il peut arriver que les deux équations
.A^ àf àf
^^ dx dj
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admettent des solutions communes qui satisfassent en même temps à Téquation (i). Pour les valeurs particulières de X auxquelles répond une valeur de y qui satisfait à la fois aux équations (i) et (4), la valeur de y- ne
peut plus être tirée de l'équation (a) ; nous nous bornerons ici à cette remarque, qui sera développée plus loin à Toccasion des points' singuliers des courbes.
Pour reconnaître si une solution des équations (i) et (3) répond effectivement à un maximum ou à un minimum, il faut recourir aux dérivées àe y d'ordres supérieurs. La différentiation de Téquation (2) donne
^V .., dV dy dV^lr' ._^ à/ d^r ^
h -:^-: -r-r H ; ri = O
et, puisque ■— est nulle, on aura, si - — p et -r-*^ restent finies,
Ôjr
le signe de cette expression indiquera s'il y a maximum
OU minimum. Si ^-y se réduit à zéro, il faudra opérée
conformément à la théorie du n^ 139.
148. Exemple. — Trouver le maximum de la fonction y définie par l'équation
/(•'^. r ) =r'— 3a.rj -+- x»= o, ok a est une constante donnée.
On a ici
Z dx -^ 3 d/"
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L'élimination de j^ entre les équations
/(^tr) = o, -^-=0
donne
d*oii
xz^o et xz=^ayji^ et les valeurs correspondantes de y sont
y=:Q et ^z=ay4»
àf
Le premier système (j:=o,j = o) annule ^j et il ne répond pas à la question du maximum ou du minimum ;
le deuxième système (j:=a^2, j^ = a v/4) répond à un maximum; on a effectivement
dx* àf
dx^
— ax
ày
14p. Considérons le cas général où Ton a m H- i variables x^y^ Zy Uf . . . liées entre elles par m équations
[ /[-'^^Xj ^» . . .) = 0,
^ fni—\ ( '^1 ^» ^> . . . j = O,
et supposons qu'on demande les valeurs maxima et minima de Tune des variables^ de j/ par exemple. On peut prendre Tune quelconque des variables pour variable indépendante ; choisissons x et écartons les valeurs de celte
variable pour lesquelles la dérivée y- devient disconli-
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nue; la condition du maximum et du minimum sera
dy
— = o, ou djrz=o.
La difTérentiation des équations (i) donne
ôf ^ df ^ df ^
dx ày àz
^^,i.-^%^dy^-^-à dz+,,.^0,
[i] { dx ày àz
— j — dx H r — dy H T — dz -4- . . . = o ;
àx ày àz
si Ton désigne par Y le déterminant formé avec les rr^
quantités
àf df
par
àz'
df
or
àf àz'
df„.
ày
àfm-\ àz '
! devient '
y quand
on y r(
àf
ày
àf à/
àf
àf
àf àx
le résultat de Félimination des différentielles dz^ . . . entre les équations (2) sera
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on aura donc, pour le maximum et pour le minimum,
En joignant cette équation (4) aux m équations (i), on obtiendra un système de mH- 1 équations simultanées dont il faudra chercher les solutions communes.
Il peut arriver que les équations (i) soient satisfaites
par certaines valeurs des variables, en même temps que
les équations
X. = o, Y=rzo
ce cas doit être dans chaque problème l'objet d^un examen spécial.
Maintenant, pour faire la distinction des maxima et
des minima, il faudra former l'expression de ^-y ou de
d^J^y 6^ à cet effet, on différentiera les équations (a). l/élimination des différentielles d^Zy . . .donnera une équation de laquelle on tirera la valeur de d^j» On voit facilement de quelle manière on devra opérer dans les cas où il déviendrait nécessaire de considérer les différenlielles d'ordre supérieur à a.
150. L'analyse qui précède est générale et elle embrasse le cas où l'on demanderait de trouver les valeurs maxima et minima d'une fonction explicite
de m variables liées entre elles par m — i équations /(^i J, «, •") — o,/i{.v,x,z, ...) = o, ...,/«»~î 1-2^1 r»«» ...)=o; car, en joignant à ces m — i équations la suivante :
on aura un système de m équations entre m 4- i variables
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el il s'agira de trouver les maxima et les minima de l'une de ces variables, savoir de u, ce qui est la question résolue au numéro précédent.
et des minima des Jonctions de plusieurs variables indépendantes.
Soit
une fonction de plusieurs variables indépendantes x,y,
z On dit que cette fonction a une valeur maxima
pour X ^ Xa, y ;=J'(n z =; Zo, - ■ . , lorsque la difTércnce
est négative pour toutes les valeurs des accroissements/', }i, l, . . . comprises entre — e et + e, la quantité positive e étant d'ailleurs aussi petite que l'on voudra. Si, au contraire, la précédente différence est constamment positive pour les mêmes valeurs Aeh,h,l, . . . , la fonction y(x,._j', z, ...) prend une valeur minima pour
x = xt,x=ya, z = z<t,
Supposons que les valeurs particulières x=^ Xo, y =^'o,
z = Zn, répondent à un maximum ou à un minimum
Aef{x,y, z, . . .) et donnons b^y, z, . . . les valeurs j^o> . zg, . . .; notre fonction deviendra
elle ne dépend plus que de x, et, comme elle devient maximum ou minimum pour x = x^, la dérivée
sera nulle ou discontinue pour x = Xq. Ainsi, dans
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notre hypothèse, la dérivée de la fonction proposée, relative à Xy savoir
ÙJC
doit être nulle ou devenir discontinue pour x = Xoy y =y^y z = Zo, .... Il est évident que le même raisonnement s'applique aux autres dérivées partielles
Ojr ÔZ
et, par conséquent, les valeurs de x^jr^ z, . . . qui répondent à un maximum ou à un minimum de la fonction J'{Xf y, z, . . .) sont comprises parmi celles qui annulent la différentielle totale df de cette fonction ou qui la rendent discontinue.
152. On arrive au même résultat par l'emploi de la formule de Taylor. Supposons que l'on attribue aux variables x,yj Zj . . . des valeurs déterminées quelconques, puisqu'on leur donne ensuite les accroissements arbitraires h,kfly..»f qui ne sont autre chose que les différentielles dx, dy, dzy . . . , on aura, par la formule de Taylor, et en faisant abstraction des valeurs qui rendent les dérivées partielles def(x,y, z, . . .) discontinues,
Ra étant le reste de la série arrêtée au deuxième terme. Or, si {(/"n'est pas nulle, le rapport de R2 à d/esi infiniment petit en même temps que hfkf /, ... (134), pourvu que les rapports de ces accroissements à l'un d'entre eux demeurent indéterminés; donc on pourra donner à A, Ar, /, . . . des valeurs absolues assez petites pour que A/* ait le signe de dfy et par conséquent Af changera de signe quand on changera les signes de A, Ar, /, .... Ainsi les
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valeurs que nous supposons à o:,^ , ^, . . . ne répondent à un maximum ou à un minimum de la fonction f que dans le cas où Ton a
ce qui exige que l'on ait séparément
àf „ df . ^ ^
di^**' dr=°' 5i = °' •••'
puisque dx^ dy^ dz, . . . sont arbitraires.
Lorsque ces conditions sont remplies, l'accroissement ÙJ de f a pour valeur
(a) 4/=ffï+R„
par la formule de Taylor arrêtée au troisième terme. Supposons que, pour toutes les valqurs de A, Ar, /, ... comprises entre — e et -h c, la différentielle d'^f ne soit jamais négative et qu'elle ne s'annule pas, sauf pour // = /: = /=.. . = o; comme on peut supposer e assez
petit pour que le rapport de Rj à — - soit aussi petit que
l'on voudra en valeur absolue, Taccroissement A/* aura le signe de d'^f^ et, par suite, on aura
les valeurs considérées de Xy y^ 2, . . . répondent donc à un minimum de la fonction f. Le même raisonnement montre que, si rf^^n'est jamais positive et qu'elle ne s'annule pas, quand A, k^ l, . . . prennent toutes les valeurs entre — e et H-e, si ce n'est pour /*=:/: = /=.. . = o,
on a
et alors les valeurs attribuées à a:, j^, z, . . . répondent à
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nn maximum. On voit enfin qu'il n'y a ni maximum ni minimum, lorsque, pour les valeurs de h,kyl, ... comprises entre — e et-f-e, la difTérentielle rf^y prend des valeurs positives et des valeurs négatives.
IVf aiâ il peut arriver que la difTérentielle d^f soit identiquement nulle pour les valeurs attribuées aux variables 07, j^, ^, . . ., ou bien que cette différentielle soit nulle, seulement pour certaines valeurs de A, k,l, ... comprises entre — e et -f-e, et qu'elle conserve le même signe pour tous les autres systèmes de valeurs de A, /r, /, — Quand ce dernier cas a lieu, il faut, pour que le minimum ou le maximum ait lieu, que l'inégalité
A/ > G ou A/< o,
persiste pour les valeurs de A, A", /, ... qui annulent d^/. Or, pour de telles valeurs, la formule de Taylor donne
et l'on en conclut immédiatement que les valeurs de /i, Ar, /, ... qui annulent d^y doivent annuler en même temps d^J*; alors on a, par la formule de Taylor,
d'où il résulte que le maximum ou le minimum a lieu si, pour les valeurs de A, Ar, /, . . . qui annulent d^ftl d^f, d^f^i constamment le signe — ou constamment le signe H- . Lorsque, pour les valeurs attribuées k Xyj^ Zj . . . , la différentielle d^/esi identiquement nulle, la formule (3) montre que rf^ydoit être elle-même identiquement nulle; on voit ensuite, par la formule (4), qu'il y a maximum ou minimum suivant que rf*y est constamment négative ou constamment positive.
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Si d*fest identiquement nulle ou si elle s'annule sans changer de signe pour certaines valeurs de A, /r, /,.-., il faudra recourir aux difTérentielles des ordres supérieurs. Mais il serait inutile de pousser plus loin cette discussion; ce que nous avons dit suflit pour les applications.
153. Dans les cas les plus ordinaires du minimum et du maximum, on a constamment
flP/>o ou ^/<Co,
pour les valeurs de hf k, l, . . ^ comprises entre — «et -f-e. Nous allons chercher les conditions pour que l'une ou l'autre de ces inégalités ait lieu effectivement; nous considérerons seulement la première, savoir
laquelle répond au minimum; le cas du maximum se ramène à celui du minimum en changeant^ en — J*. On a
posons
c/yrr ^ A«-f-2 ^^ Ait -h î :^ /// -4-. . .
07 oj-ôz ôz*
E étant une quantité positive aussi grande que l'on voudra, on aura
oy* oyôz Oz^
Or, quand A, A, /, . . . varient entre les limites — c et
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-4-e, ç, >3, f, . . . varient de — E à -hE; d'ailleurs E est une quantité aussi grande que l'on veut ; donc l'inégalité d^f^ o exige que le second membre de la formule ( 2 ) reste positif pour toutes les valeurs de Ç, yj, (^, . . . , comprises entre — oo et -4- 00 .
La question que nous avons à résoudre consiste donc à trouver les conditions pour qu'une fonction entière et homogène du deuxième degré de m variables Ç» >?, ^^ . • • reste constamment positive. Désignons par V le second membre de la formule (2); posons en outre
^ ^ oxôjr dxôz
on aura
(4) V = AÇ«-f-2PÇ-l-Q.
Comme la fonction V se réduit à A|^, quand ti, Ç, . • . s'annulent, on voit qu'on doit avoir d'abord
alors, en posant
(5) Vi^AQ-PS il vient
AV=(AÇ4-P)*4-V
La première partie de cette valeur de AV s'annule pour
Ç = 9 quelles que soient >î, f , . . . ; donc il faut que
la quantité V{ soit constamment positive.
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Ainsi les conditions demandées pour que V soit constamment positive sont : i** que A soit >o; 2** que V| soi t constamment positive . Or Vf est, comme V, une fonction entière et homogène du deuxième degré, mais elle ne contient que m — i variables ; on pourra donc raisonner sur Vf comme nous venons de le faire sur V : on trouvera ainsi les conditions pour que V| soit constamment positive, savoir : i*' qu'une certaine quantité déterminée A| soit >o; 2** qu'une certaine fonction homogène du second degré Va de m — 2 variables soit constamment positive. Il est évident qu'en continuant de cette manière on obtiendra m conditions
A ;> o, Al >- o, A2 r> o, . . . , A„,_, > o,
nécessaires et suffisantes pour que l'on ait constamment V>o.
Considérons en particulier le cas où la fonction y ne dépend que de deux variables a:, y. Alors on a
dx^ dxôf ' dj
puis
les conditions pour que V soit constamment positive sont donc
dx* ■^°' dx* dy \dxdj) " **' il est évident que ces conditions entratnent la suivante :
Exemple I. — Trouver le maximum de la fonction
f = .r*j*2T ...tt^(a — X — y — z — .. . — «)>*,
où Von désigne par a une constante positive donnée, par a, 6,y, ...,X,fji des exposants entiers positifs. On a ici
tif dx ^(Ir ^ du élx -h dx -h . . . -\- du
f X y u a — X — jr — ... — u
~~\7) =""lxj — -^fî«3: t^t^tt::^-^
L'équation df=z o peut être satisfaite par des valeurs nuUes des variables x^y^ z, . . . , u, et il est facile de reconnaître dans quels cas ces valeurs répondent à un maximum ou à un minimum. Nous en ferons ici abstraction ; alors la condition df= o donnera
a 6 7 \ fi
X y z ' ' ' u a — X — y — ... — «' d'où l'on tire
X y z it a
— - — ) «-««...iv?
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enfin on a, par les formules écrites plus haut et à cause de df=^ o,
donc la précédente valeur de f est un maximum.
155. Exemple IL — Trouver les maxima et les nu-' niina de la distance de deux points appartenant respec" tivement à deux courbes données.
Soient Xj y y z les coordonnées rectan^laires d'un point M de la première courbe ; x\ j\ z' celles d'un point M^ de la seconde, et Vie carré de la distance MM^, on aura
Il y a ici deux, variables indépendantes ; on peut choisir X elxf\ alors j^ et z seront des fonctions données de jr, y et z' des fonctions données de x'. On a
rfx'
puis
___ / dr ^ dz_ ^h'\
' \ dx dx' dx dx )
2 ôxôx'
Les conditions communes au maximum et au minimum
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sont donc
Les dérivées -y^^-r^ -tt^ -tt sont données par les équa-
ax dx cLx dx *■ *■
tions des deux courbes, et enjoignant à ces équations les deux précédentes, on aura un système de six équations qui détermineront les coordonnées x^ y^ z, jt', j ', z'. Mais, pour que le maximum ou le minimum ait efiectivement lieu, on doit avoir
d^y d'V / d'y \« f^' dx' àx'^ \dxdx') ^^'
S'il en est ainsi, il y aura minimum quand ^-^ et -r-^
seront négatives, maximum dans le cas contraire.
Les équations (4) expriment, comme on le verra plus loin, que la droite menée par les points {^x^ y^ z), (x', y' y ^') est normale aux courbes données. Ce fait résulte d'ailleurs évidemment de ce qui a été dit au n° 145.
156. Supposons que les courbes données se réduisent à des lignes droites ayant pour équations
et
Comme on a ici
dx b
dz I
dr' h'
dz'
dx a
dx~^ a'^
dx' a'
dx'
et que les dérivées ^-j? —^^ ~J7i^ 'TJUl ^^^^ nulles, on
S. — CaU» diff, i5
vérifie immédiatement que les conditions du minimum sont remplies. Alors les équations (4) du n° 155 sont
«'(ir-x')+^'(^-/) + (z-z'} = o, et on peut les remplacer par deux des trois suivantes :
Mais des équations des droites on déduit
i^h' -h)[x-x')-[a' -a)[y-y']^{ha' -ah'){z-z') = (a'_a)(6'_6)_(6'_t)(,'_„),
et si Ton ajoute les quatre équations précédentes, après les avoir élevées au carré, il viendra
[(fl'_a)«>^ (ô'_ h^-^ {ab'~ ba')*]y ^ [{a^^a) (6' - 6) - [b^ - b) («'- a)p;
on déduit de là l'expression connue de la plus courte distance des droites données, savoir :
157. Exemple III. — Trou\^er les maxima et les nd-nima de la distance d'un point donné à une surface donnée.
Soient j:o>jro> ^o les coordonnées du point donné M© relatives à trois axes rectangulaires, et x, y y z les coordonnées d'un point de la surface. Le carré de la distance des deux points est
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z est une fonction donnée des deux variables indépendantes X) y^ et nous ferons
dz = pdx -\- qdjr^ dp zz= rdx -+- sdy^ dq = sdx H- tdy.
D'après cela on aura
I ày
puis
enfin, si l'on fait, pour abréger l'écriture,
[ A = rt— s*,
(4) I B = (i + *7*)r-2/77iH-(i-f-y7»)/',
on aura, parles formules (3),
La condition du maximum ou du minimum donne
ces équations, jointes à celle de la surface, détermineront les coordonnées x, j^y z; on verra plus loin quelles sont
précisément les équations d'une normale à la surface, quand on y considère a:©, ^o> ^o comme des coordonnées variables, x, y, z comme des quantités données.
Mais, pour qu'un point M( j:,^, z ), déterminé comme on vient de le dire, réponde effectivement à un maximum ou à un minimum, il faut que Ton ait
(6) A(z — Zo)«-+-B(z — Zo)-hC>o.
Désignons par Z une indéterminée, remplaçons z^ par Z dans le premier membre de cette inégalité, et égalons le résultat à zéro; on obtiendra Téquation
(7) A(z — Z)«-4-B(z — Z) -l-C^o, dont les racines sont toujours réelles, cai^ on a
Soient -s' et z" les racines Z de Téquation (7)? le premier membre de cette équation sera identiquement égal à
et, par suite, en remettant au lieu de A sa valeur, notre condition (6) deviendra
Soient M', M'' les points de la normale M© M pour lesquels la coordonnée z a les valeurs z\ 2''; la condition (8) exprime que, si Ton a
rt — f * ]> o,
il faut et il suffit, pour le maximum ou le minimum, que le point donné Mq ne soit pas situé entre le point M' et le point M''. Au contraire, si Ton a
r/ — 5'<Co,
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îl faut et il suffit, pour le maximum ou le minimum, que le point Mo soit situé entre M' et IW.
Il reste à faire la distinction du maximum et du minimum. La condition (6) étant remplie, la quantité
ne peut s'annuler, et par conséquent elle a le signe des
dérivées
donc la somme de ces trois quantités aura encore le même signe, et l'expression
sera négative dans le cas du maximum, positive dans le cas du minimum. On reconnaît ainsi, au moyen des formules (3) et (4), que Ton a
(9) B(8-ao)-!-2C<o dans le cas du maximum, et
(10) B(« — 2o) -^îiC>o
dans le cas du minimum. Mais l'équation (7), qui a pour racines z' el z", nous donne
donc la quantité
ZO — Z' Zq — z"
est négative dans le cas du maximum, positive dans le cas du minimum.
Supposons d'abord rt — 5^ ]> o -, alors les deux valeurs z — z\ z — z" de z — Z tirées de l'équation (7)
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sont de même signe ; donc les deux points M' et M'^ de la ligne MMo ou uv sont situés d'un même côté par rapport au point M. Les différences Zq — z^ et Zo — z^^ sont aussi
de même signe, comme on Ta vu plus haut, et les points M', M'' sont d'un même côté de uv par rapport au point Mo. On voit donc que la distance M© M sera un minimum si les points M', M'' ne sont pas situés entre M et Mo ; elle sera un maximum dans le cas contraire.
Supposons en second lieu rt — s^<^o; d'après l'équation (7), les différences z — z', z — z" sont de signes contraires, et le point M est situé sur la ligne uç», entre M' et M"; mais 1î^ condition (8) exige que z^ — ^' et
M' Mo M M'
Zo — ^" soient également de signes contraires, c'est-àdire que Mo soit situé comme M entre M' et M'^. Dans ce cas il est évident que la dislance Mo M est toujours un minimum.
Examinons encore le cas de rt — 5^=0. La condition (6) se réduit à
B(z — Zo)-hC>o,
et, quand elle est satisfaite, l'inégalité (10) a lieu à plus forte raison; il en résulte que le minimum a lieu. II n'existe plus dans le cas actuel qu'un seul point M' de la ligne Mo M dont la coordonnée z' satisfasse à l'équation
En introduisant cette quantité z\ l'inégalité précédente devient
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donc, pour que le minimum ait effectivement lieu, il faut et il sufBl que le point donné Mo soit situé sur celle des deux parties M'a, MV de la normale où se trouve le point M.
LL
Enfin, si l'on a pour les coordonnées de M
A nz o, B = o,
la condition (6) se réduit à
et elle est toujours satisfaite. Mais, dans notre hypothèse, on a
r*4-5'-4- [qr — psY = Oy
et, par conséquent,
r^=o, s--Qy r=zo;
les formules (3) montrent que le minimum a lieu.
Les points M' et M''' jouent un rôle important dans la théorie des surfaces, ainsi qu'on le verra plus loin.
Cas où les dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables cessent d'être déterminées quand on donne aux variables les valeurs qui répondent au maximum ou au minimum,
158. Nous avons dit que les valeurs des variables qui répondent au maximum ou au minimum d'une fonction doivent annuler les dérivées partielles de cette fonction, à moins que celles-ci ne cessent d'être continues. Nous devons ajouter, d'après une remarque importante due à M. Bertrand, qu'il peut arriver que les dérivées partielles
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d'une fonction cessent d^étre déterminées pour certaines valeurs des variables , et que ces valeurs répondent en même temps à un maximum ou à un minimum de la fonction. Nous présenterons ici l'exemple même que M. Bertrand a choisi pour justifier son assertion.
Problème. — Trouver dans le plan d'un triangle donné le point dont les distances aux sommets du triangle ont une somme minima.
Prenons le côté AB du triangle donné ABC pour axe des X, et la perpendiculaire Aj à AB pour axe des j^. Désignons par c la longueur du côté AB, par Xo, J^o les coordonnées du point C et par x^y les coordonnées du point cherché M. La fonction dont on demande ici le minimum est
il est évident a priori que ce minimum existe dans tous les cas, et que la question ne comporte pas de maximum. En égalant à zéro les deux dérivées partielles de la somme précédente, on a les deux équations
/ \ X I y I y — To
qui représentent deux courbes dont Tintersection donnera le point demandé M. Mais on peut à ces deux courbes en
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substituer d'autres plus simples. A cet effet, désignons par fùf^fU les angles formés par les directions AM, BM, CM avec la direction Ax de Taxe des x ; chacun de ces angles doit être regardé conme engendré par une droite d'abord parallèle à Axy menée par le point A, ou B, ou C, et qui se mouvrait toujours dans le m<âme sens, en s'élevant vers la partie positive de l'axe des^. D'après cela on a
cosu == -Il sînû) = —=r
cosy = — ,, aiu^ —.
v(-^ ~ ^oJ'-H (r -ro)* )/(' — ^oj* -i- 1/ — 7«J*
et les équations (i) et (a) deviennent
COSûi -4- COSif» -4- C0St7 rrr O,
sinw H" sin;{* H- sinu = o,
cos» -h cos^J» = — C0SC7, sin6> -h sin>(> r= — sîncj.
En ajoutant ces deux équations après les avoir élevées au carré, on obtient
(cosu H- cos>(>)*-T- (sin« -:- 8ini/»)'^=i, ou
i-f-acos(i^ — m) = o, et cos(^ — w) =
Ainsi l'angle ^ — ck>, qui n'est autre chose que AJVIB, a
pour cosinus ^ et par conséquent cet angle AMB
est de f ao degrés. On conclut de là que le point M est à Tintersection de trois segments capables de 1 20 degrés décrits sur les trois côtés du triangle respectivement;
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les cercles auxquels appartiennent deux de ces segments peuvent donc être substitués aux courbes représenlées par les équations (i) et (2).
Or, pour que les arcs, bases des segments dont il vient d'être question, se coupent réellement, il faut et il suffit que les angles du triangle soient tous les trois inférieurs à 120 degrés. Donc, s'il y a dans le triangle un angle supérieur à 120 degrés, les équations (1) et (2), auxquelles conduit la théorie, ne feront point connaître le minimum, quoique celui-ci ait certainement lieu. Mais les premiers membres de ces équations cessent d'avoir des valeurs déterminées quand on remplace x el j par les coordonnées de Tun des sommets du triangle : donc le
point demandé ne peut être que Tun de ces sommets.
C'est ce qu'il est facile de démontrer directement.
159. Désignons toujours par tù l'angle MAB; nommons en outre p la distance AM, b le côté AC du triangle, et A l'angle CAB. La somme S des distances AM , BM, CM sera
S=::p-H v/c*— 2cp cos&> -h p* -H ^b^— 26pcos(A — &>; -Hp*;
or on a, par la formule du binôme, lorsque ° est suffisamment petit,
V^c* — 2r;p COSw H- p*
._..[.- [£c0S«-^)-i(eC08«--^^)'-...],
OU, en ordonnant par rapport à /5, et en désignant par s une quantité qui s'évanouit avec p,
r, , , sin'w -
\C^ — icp COSW -\- p^=zc — p COSW -+- p' h «p*.
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Si Ton remplace dans cette formule ceitù par b et A — co, e par rt, on aura
V''^* — 2 6pcos(A — 6)) -h p'
I /A \ ,sin'(A — w] ,
z=0 — p cos( A — û>) -+- p* ^—7 H- «ip '
Alors l'expression de S deviendra
S = {b -h r] -h p[i — cosw — cos(A — w)]
p'rsin*&) sin*(A — w)"l , , ,
ou
S=rr(6-f-c]-i-p I — 2 ces - A ces ( - A — w I
Cette expression se réduit à
So '■== b -;- c,
pour jC = o, et si Ton suppose que /s soit un infiniment
petite la différence
S-So
aura le signe de
I — 2 ces -A ces -(A — 6>\
Dans le cas de A <^ 120 degrés, 2 cos - A est supérieur
à I, et par conséquent S — S© peut changer de signe; ij s'ensuit que Sq ou i -f- c n'est pas une valeur minima ou maxima de S. Si Ton a A >• 120 degrés ou A = 120 degrés, le coefficient de /s dans l'expression de S ne pourra
devenir négatif; ce coefficient s'annulera pour w = - A,
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dans le cas de A = 120°; mais, comme le coefficient de p* est positif, on aura toujours
S>So,
et par conséquent So sera une valeur minima.
Donc, lorsque le triangle ABC a un angle supérieur à 120 degrés ou égal à 120 degrés, le sommet de cel angle est le point demandé.
Cas des fonctions implicites de plusieurs variables
indépendantes,
Considérons le cas général où l'on a n équations
entre m -!- n variables x, j', ^, . . . , u, sf, w, .... Parmi ces m-h n variables, il y en a m, x, y y z, . . . , par exemple, qui sont indépendantes, et les n autres variables sont des fonctions de celles-ci ; nous nous proposons de déterminer les maxima et les minima de Tune deç fonctions u, s^, w, ....
La diiTérentiation des équations (i) donne
àf , àf ^ df ^ df ,
ojc oy ou ov
(2) (àx ôy ou dv
— ; ctr -f- . . . -T- du -4- — r — ûM -i- . . . rrr 0.
Ôx Ou Ov
cnAviTHE VI. 287
SI IX est celle des variables dont il faut trouver les maxima et les minima, on éliminera, entre les n équations (a), les n — 1 difTérentielles di^, dwy . . ., et Ton obtiendra un résultat de la forme
(3) Xctr -H Y/(r -4- Z^z -h . ..-MJ^ttmo.
La condition du maximum ou du minimum donne rfa = o, et les différentielles qui restent dans l'équation (3) étant arbitraires, on aura les /7i équations
(4) v"^^' ïj~^' û^^' ""
Les systèmes (1) et (4) comprennent m-^-n équations qui suffiront pour déterminer les m -f- /i variables. Pour reconnaître si Tune des valeurs de u ainsi obtenues est effectivement un maximum ou un minimum, il faudra calculer la valeur de d'^ u et examiner si cette différentielle conserve le même signe.
Remarque sur le cas d' une fonction explicite de plusieurs variables liées par des équations données.
161 . Le cas précédent comprend celui où Ton demande de trouver les maxima et les minima d'une fonction explicite
de mH- /i — 1 variables liées entre elles par n — i équations
car, en désignant par u la fonction F(j:, j^, z, . . .) et en joignant aux équations (i) la suivante :
on rentre dans le cas de n équations entre m -h n variables. D'après l'analyse du n** 160, il faudra différentier Téquation précédente ainsi que les équations (i), et, puisque du est nulle dans le cas du maximum ou du minimum, on aura
ÔF ^ ÔF ^ dF ^
^ ' OJC ojr OZ
puis
ox oy OZ
(3) { dx dx OZ
OX ôjr Oz
Cela posé, il nous faut éliminer, entre les n équations (2) et (3), w — I des différentielles dxj dy, dz, ... et égaler ensuite à zéro les coefficients des différentielles qui restent dans l'équation finale. Pour faire l'élimination nous ajouterons l'équation (2) avec les équations (3), après avoir multiplié* celles-ci respectivement par des facteurs indéterminés
ces facteurs devront être choisis de manière à faire disparaître n — I différentielles ; mais, comme il faudra ensuite égaler à zéro les coefficients des différentielles restantes, on voit que les coefficients de toutes les différentielles
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devront être égalés à zéro. Ainsi l'on formera les équations suivantes :
(4) (â?'^"^^"*'^'âF-^----^^»--^-°'
Il reste à éliminer les w — i indéterminées X, X,, ... entre les m-hn — i équations (4)> et l'on obtiendra de la sorte m équations qui, jointes aux équations (i), serviront à déterminer les m -j- /i — i inconnues x, jy z, ....
162. L'emploi des facteurs X n'a fait jusqu'ici que substituer une élimination à une autre, ce qui n'a pas un grand intérêt; mais la considération de ces facteurs va nous permettre d'établir une proposition importante.
Si les variables x,j^, z, . . . étaient toutes indépendantes, la condition du maximum ou du minimum de la fonction F donnerait les équations
àY d¥ dV
da: ojr ôz
mais il n'en est plus ainsi dans notre cas, où il s'agit d'un maximum ou d'un minimum relatif, les variables Xyjy Zy ... étant liées par les équations ( i ) . Or les équations (4) montrent que le maximum ou le minimum relatif demandé s'obtiendra par la règle du maximum ou du minimum absolu, appliquée à la fonction
F -h X/-f- ^, /j -h . . . -+- X„-2/„-„ X, Xj, . . ., X;2_2 étant des facteurs indéterminés.
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Ajoutons en terminant que, dans bien des cas, il sera plus avantageux de traiter F(x,y, z, . . .) comme une fonction explicite de m variables seulement, ce qui est permis en supposant que n — i des m -hw — i variables soient remplacées par leurs valeurs fonctions des m autres. C'est ainsi que nous avons procédé dans quelques-uns des problèmes précédemment traités.
CHA^PITRE VIT. s4l
CHAPITRE vn
THEORIE DES œURBES PLANES.
De la tangente et de la normale aux courbes planes, —
Limite des tangentes.
163. Soient x et y les coordonnées rectilignes d'une courbe plane donnée. Quelle que soit la variable qu'on regarde comme indépendante , le coefficient d'inclinaison de la tangente au point (x, y) de la courbe sera, comme
A V cLy
on l'a vu, la limite du rapport — » ou le quotient -- des
différentielles dj et dx. En outre, si X et Y désignent les coordonnées de la tangente^ celle-ci aura pour équation
La normale à la courbe, ou la perpendiculaire élevée sur la tangente, par le point de contact^ aura, dans le cas des axes rectangulaires^ l'équation
dans le cas général où les axes font entre eux un angle quelconque d, l'équation de cette normale sera
•^ dy -h dx cosô ^ '
Lorsque les coordonnées x elj de la courbe sont don-
Cale. diff. i
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nées en fonction d'une variable ty de manière que Ton ait
on conclut immédiatement
puis
dy ^ fit] dx firj
Lorsque Téquation
de la courbe est donnée , la valeur de —- est déterminée, comme on Ta vu, par Féquation
ôx dy dx '
et, si Ton y remplace — par - — ^^ on aura Téqaation de la tangente, savoir :
Lorsque la courbe donnée passe par Torigine des coordonnées, le coefficient angulaire de la tangente est évi-
demment la limite - pour x=o\ au reste on a (n** 124)
Iiin-=lim — » pour « = 0.
164. Nous avons déjà eu Toccasion (n^ 28) de dire ce que Ton entend par longueur de la tangente ou de la normale, et nous avons mentionné aussi les dénominations de sous-tangente et de sous-normale. Supposons les axes rectangulaires; soient M le point de contact
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et MP son ordonnée, T et N les points où Taxe des x est rencontré par la tangente MT et par la normale MN. Nous
désignerons par T et N les longueurs MT et MN de la tangente et de la normale ; par T et N' la sous-tangente TP et la sous-normale PN. Alors les triangles rectangles
PMT, PMN, dans lesquels les angles MTP, PMN ont ^ pour tangente, donneront
djr
dx''
les mêmes triangles donneront aussi
et; par conséquent,
^__ xsjdx^
dr^
rt[r'
eue
11 faut remarquer que les expressions de T et de N' sont positives ou négatives selon que les directions TP, PN coïncident avec la direction Ox ou avec la direction opposée.
Asymptotes. — Limite des tangentes. — Une
ligne droite est dite, comme on sait, asymptote d^une
branche de courbe, si la distance d^un point M de la
courbe à la droite tend vers la limite zéro, quand ce
point M s'éloigne indéfiniment en restant toujours sur la
courbe. Il est facile de voir que Tasymptote est en général
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la limite vers laquelle tend la tangente au point M, quand ce point M s'éloigne indéfiniment.
En eflety considérons une branche de courbe qui s'étend à rinfini et qui a pour asymptote une droite non parallèle à Taxe desj^, représentée parTéquation
(i) Y = gX-hà.
La distance du point [x, j) de la courbe à cette asymptote sera
V'' I -r 2 g COS Q -hg*
0 étant l'axe des axes ; cette expression doit tendre vers zéro avec -•, on aura donc, en désignant par e une quan-
tité qui s'évanouit avec -y
y — gx — /; r^ s ou y^=z gx -S A -i- «. On tire de là
et, pour a: = co ,
g lim-»
Ensuite on a
h = [x — gx) — «,
et, par conséquent,
(3) hz=\\m[y'-' gx).
Les équations (2) 6t (3) permettent de déterminer les constantes gj h de l'équation de Tasymptote.
Maintenant, reprenons Téquation de la tangente à la courbe, savoir :
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^ est une expression fractionnaire dont les deux termes deviennent infinis simultanément; on a donc (n^ 124)
*f dx
lim - = lim — pour x =00 ,
et par conséquent
Ensuite on a
Hm (7 — ^a:) = lim 5
les deux termes de la fraction s'annulent poui'jc=r=ao;
on aura donc, en appliquant la règle du n^ 124^
lim Cr — ff*) = Km — -~ = lim U- — j: ^ )
donc
limfr
dx
Ainsi la tangente représentée par l'équation (4) a pour limite l'asymptote (1) quand le point (x^j^) s'éloigne à l'infini, en demeurant toujours sur la branche de courbe que l'on considère. Gela suppose toutefois (n^ 126)
que -j- ^^ y — ^ dZ coiïscrveii^ des valeurs déterminées,
quel que soit a:; si le contraire avait lieu, l'asymptote ne serait plus la limite des tangentes. La courbe représentée
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par l'équation y = offre un exemple de ce cas ; Taxe
des x est ici une asymptote de la courbe, y- tend vers
zéro quand x tend vers Tinfini, maîsj^ — x y- est indéterminée pour x = 00 .
Ordre du contact d'une courbe ai^ec sa tangente, — Points d'inflexion, — Concai^ité et convexité.
166. Soit TQ la tangente au point M de la courbe MM'; prenons sur la courbe le point M' infiniment voisin du
point M et abaissons la perpendiculaire M'Q sur la tangente. Le rapport -— ^ est égal à la tangente de l'angle M'MQ, lequel est infiniment petit; si donc on prend MQ pour infiniment petit principal, M'Q sera un infiniment petit d'un certain ordre [l-\-i supérieur à l'unité. Je dirai que le nombre [l exprime V ordre du contact de la courbe proposée avec la tangente au point M.
Rapportons la courbe à deux axes de coordonnées rectilignes Ox, Ojr faisant entre eux un angle quelconque B ; menons les ordonnées MP, M'P', et soient T, m les points de rencontre de la tangente TQ avec l'axe des x et avec l'ordonnée M'P'. Si Ton désigne par a l'angle MTx, on aura, par le triangle rectangle M'mQ,
lMm =
_ MQ
sin^ô — a]
, M/n = MQ — M'Qcot(Ô — a),
chàpithe VII. û47
et, par le triangle mTP',
PP' = M/72 ^ .— ij
sinO ou
PP' = MO — \ ^ ' — M'Q — h--2 — ^*
On voit que, si Taxe des r n'est pas parallèle à la tangente TQ, les rapports des infiniment petits
M'/7l, PP'
aux infiniment petits respectifs
M' Q, MQ
tendront vers des limites finies ; donc, si Ton prend PP* pour infiniment petit principal, M' m sera un infiniment petit de Tordre jix >f- i •
Désignons par x, y les coordonnées du point M, par X -4- ^Xy y 4- AX celles du point M', et par Y l'ordonnée du point m de la tangente ; Tordre du contact en M sera inférieur d'une unité, d'après ce qui précède, à Tordre infinitésimal de la différence
(0 (r4-Ajr)-Y ou A^-(Y~r)i
Ar étant Tinfiniment petit principal. Or on a, par Téqua-
lion de la tangente,
„ dr
donc Texpression (i) se réduit à
Cela posé, la formule de Taylor, arrêtée au troisième terme, donne
(3) Ax— :r^'=TT ^^»*
q4S càlcitl différentiel.
en supposant remplies les conditions de continuité exigées, et Ton voit que, si -— n'est pas nulle, la différence (2) est un infiniment petit du deuxième ordre, qui ne change pas de signe quand £^x change de signe. Donc le contact d'une courbe avec sa tangente est, en général, du premier ordre, et la courbe est alors tout entière située d'un même côté de la tangente, dans le voisinage du point de contact.
Mais, si l'on a, pour le point M,
la formule de Taylor, arrêtée au quatrième terme, donnera
Av — „^
(Lk djc^ 1.2.3
/ / X dy d}r A.r* ^
(4) AJ- - :^. i'= :73 r^r^ + R*.
et si -j-^ n'est pas nulle, la différence (i) ou (2) sera un
infiniment petit du troisième ordre dont le signe changera avec le signe de Ax. Dans ce cas, le contact au point M est du deuxième ordre; en outre, puisque la différence {y 4- ^y) — Y change de signe en même temps que Aa:, la courbe traverse la tangente en M. On dit qu'il y a inflexion en M, ou que M. est un point d'inflexion.
Cela exige que -7^ ne soit pas nulle. Supposons généralement que l'on ait au point M
mais que la dérivée suivante -— ne soit pas nulle. On
aura, par la formule de Taylor,
/*'\ . dy d'^y Ajt* ^
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Uexpressîon (i) ou (2) est un infiniment petit de Tordre riy et la courbe a^ au point M, un contact d'ordre n — I avec sa tangente. Si n est pair, la différence (i), [y -r- i^j) — Y ne change pas de signe quand Ax change de signe, et, dans le voisinage du point de contact, la courbe est entièrement située d'un même côté de la tangente. Au contraire, si n est impair, la différence [y -f- 4/) — Y change de signe en même temps que Ax, la courbe traverse sa tangente et le point M est un point d'inflexion.
On voit en résumé que les points d'inflexion d'une courbe sont les points où la courbe a un contact d'ordre pair avec sa tangente. Il est à peine nécessaire d'ajouter que l'analyse qui précède laisse de côté les cas où les dérivées de Tordonnée de la courbe ne sont pas toutes continues dans le voisinage des points que l'on considère.
Nous présenterons encore ici une remarque importante. Menons par le point M une droite quelconque, et soit Y4 l'ordonnée de cette droite, correspondant à l'abscisse x-f- Ax; on aura Yj =a Ax, a étant le coefficient d'inclinaison de la droite ; par conséquent
et, Ar étant infiniment petit, on voit que les différences
sont de même signe. On conclut de là qu'il est impossible de mener, par un point d'une courbe, une droite qui soit comprise entre cette courbe et la tangente, dans le voisinage du point de contact.
Remarque sur les poists d'iuplexioh. — Soit
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TT' la tangente en un point d'inflexion M ; prenons sur la courbe y de part et d'autre du point M, deux points M^, M''; la tangente TT' est la limite vers laquelle tendent les sécantes MM', MM'', lorsque les points M' et M" se rapprochent indéfiniment de M. Or, si l'angle M'^MT' est plus grand que M'MT, il lui deviendra égal quand le
point M" se sera suflisamment rapproché de M ; on peut donc supposer ces angles variables M'TVI'Fet M'MT égaux entre eux. Il résulte de là que si, par un point d'inflexion d'une courbe, on mène une sécante infiniment voisine de la tangente, cette sécante rencontrera la courbe en divers autres points, parmi lesquels il y en aura deux au moins qui, à la limite, se confondront avec le point d'inflexion.
168. Concavité et convexité. — On dit qu'une courbe est conca\fe en un de ses points M vers une droite donnée, ou qu'elle tourne sa concavité vers la droite, lorsque, dans le voisinage de M, elle est située tout entière dans l'angle aigu que forme la tangente en M avec la droite donnée. Au contraire, elle est conx^exe en M, ou elle tourne sa convexité vers la droite donnée, lorsque, dans le voisinage de ce point, elle est située tout entière dans l'angle obtus formé par la tangente en M avec la droite.
Les résultats obtenus au n^ 166 donnent le moyen de reconnaître si une courbe présente, en un point donné, sa concavité ou sa convexité vers l'axe de x. Supposons d'abord que les axes soient rectangulaires ; on voit sur la figure du n° 166 qu'il y aura concavité ou convexité en M suivant que l'ordonnée M'P'=.j^-f- Aj^ sera inférieure
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OU supérieure à Tordonnée mVz=z Y de la tangente. Or
Texcès de la première ordonnée sur la seconde est égale
dr ^ùijf — -,- ûa:, expression qui, d'après la formule (3)
du n^ 166, a le signe de -t-j : donc la courbe sera concave
ou convexe en M, vers l'axe des x, selon que ^-j sera
négative ou positive. Toutefois, cela suppose que^ soit positive, et il est évident que le contraire aura lieu, dans le cas dej^ négative.
On voit, d'après cela, qu'une courbe reste convexe vers
Taxe des x, tant que j et --—^ ont le même signe, qu'elle
reste concave au contraire tant que j et -7^ sont de
d^r signes contraires. Lorsque -j^ s'annule, la concavité ou
la convexité persiste, si le contact de la courbe avec sa tangente est d'ordre impair; mais si ce contact est d'ordre pair, il y a inflexion ; la concavité se change en convexité, ou inversement.
169. La conclusion précédente ne subsiste pas toujours quand les axes font un angle aigu ou obtus 0 ; soit alors a l'angle que fait la tangente avec l'axe des x, en
sorte que l'on ait
dy sin a
tir sin(0 — a)
Lorsqu'on a a<]0, dans le cas de «<C90°, ou a^fl dans le cas de a]>90®, la condition de la concavité ou de la convexité est la même que si les axes étaient rectangulaires. Mais, si l'hypothèse contraire a lieu, la condition de la concavité ou de la convexité est celle qui a lieu pour la convexité ou la concavité dans le cas des axes rectangulaires. On vérifie facilement sur une figure l'exactitude
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de noire assertion, mais on y parvient aussi par an calcnl bien simple. Désignons par x^ j^i les coordonnées relatives à Taxe actuel des a: et à un axe des j^i perpendiculaire au premier ; on aura
On tire de là
dp dt
I lÙK
et l'on a
Pi I dx I dy^ \-»
4 y dx \ dx y*
dy ^ sindcosa l-h -i- cosO =
dx sin(0 — a)
Le signe de -— fait connaître s'il y a concavité ou
dr
convexité, et celte quantité a le même signe que —
quand cosa et sin(6 — a) sont de même signe ; elle est de
1 cLc
signe contraire à — j^ quand cosa et sîn(0 — a) sont de signes contraires.
170. Exemples. — i® Considérons la courbe dont l'équation, en coordonnées rectangulaires, est
y = ûïix.
On a
dy d^y I d^y
dx dx^ y dx*
Il en résulte que la courbe est constamment concave vers Taxe des x, et que les points où elle rencontre cet axe sont des points d'inflexion.
CHAPITRE Vn
a^ Soit la courbe dont l'équation, en coordonnées
rectangulaires, est
y = tangx.
On a
dy T
d^y 2 tangjr
dx cos*ar'
dx^ ces* a:
y dx^
CCS* or'
la courbe tourne donc constamment sa convexité vers l'axe des a:, et les points où elle le rencontre sont des points d'inflexion.
3° Soit la courbe ayant pour équation, en coordonnées rectangulaires.
on a
dr _ 3jr*4-6x«— I r/V _ ^[x — x^)
- On voit que la courbe tourne constamment sa concavité vers l'axe des x\ elle a trois points d'inflexion qui sont situés sur cet axe et qui répondent aux abscisses x= — I, a: = o, a: = -hi. Les valeurs correspondantes
y dy I I
de -,- sont -? — i, -• dx 2 2
Emploi des coordonnées homogènes,
171. Otto Hesse a eu le premier l'ingénieuse idée de représenter les deux coordonnées rectilignes d'un point par les rapports de deux variables x, j^ à une indéterminée z. Il en résulte que toutes les équations deviennent homogènes, ce qui oflire souvent de précieux avantages. Les coordonnées étant ainsi désignées par -» ->
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réquation d'une courbe quelconque aura la forme
f désignant une fonction homogène des trois variables x, y^^ z. Quand on passe d'un point de la courbe à un autre pointy on peut à volonté supposer z constante ou la regarder comme variable.
L'équation (i) étant diiTérentiée sans faire d'hypothèse
sur Zy on a
^ ' o.r ay oz
Or les identités
donnent
dx-^zd 1 — dz^ dy ■=^ zd •- -^ - dz^
et par conséquent l'équation (2) devient
Ldx z ày z \ z \_ àx ^ ày àz \ '
mais, si n désigne le degré d'homogénéité de la fonction /, on a identiquement (n*** 84 et 136)
/o^ à/ àf àf ^,
donc il vient
^ ' ox z oy z
D'après les notations que nous adoptons ici, l'équation de la tangente à la courbe sera
dl
CHAPITRE VU» âSâ
OU» i cause de l'équation [4)t
Ajoutons au premier membre la quantité identiquement
nulle
\Z z) ôz^
réduisons ensuite par le moyen de la formule (3) et chassons le dénominateur Z ; Téquation de la tangente sera .simplement
(5) xJ^+y|^+Z^ = o.
^ ' ojc ojr à»
172. Exemple. — Considérons le cas des courbes du deuxième degré. On a ici
puis
2 dz '' '
Téquation de la tangente au point (x, y^ z) sera donc
(£«: 4- <r -h *'«)X-4- (c' j? -f- ô^ -f- a'») Y-h (è'x + ûf'^ -t- cz)Z = o.
Si Ton veut revenir à la notation ordinaire des coordonnées, on fera z = i , Z = i .
173. Le résultat obtenu au n^ 171 nous donne immédiatement le théorème suivant :
Théorème I. — Les points de contact d'une coiu*be
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algébrique du degré n avec les tangentes qu'on peut lui mener par un point donné sont situés sur une seconde courbe algébrique de degré n — i .
En efiety si Ton suppose que la courbe donnée du degré n soit représentée par Féquation (i) du n** 171, les points de contact des tangentes menées à cette courbe par un point donné (X, Y, Z) satisferont à Téquation (5), et il est évident que cette équation (5) représente une courbe du degré n — i .
Supposons que le point donné occupe successivement toutes les positions sur une droite donnée ; le précédent théorème subsistera pour chacune de ses positions, même quand le point donné sera situé à Tinfini. On a donc cet autre théorème :
Théorème II. — Les points de contact d'une courbe algébrique du degré n avec les tangentes qu'ion peut lui mener parallèlement à une direction donnée sont situés sur une courbe de degré n — i .
Remarque. — Ce dernier théorème se démontre trèssimplement sans recourir à l'emploi des coordonnées homogènes ; mais la démonstration du théorème I exige une transformation quand on fait usage des coordonnées ordinaires.
Rechercha des points d^ inflexion des courbes.
Désignons par -j - les coordonnées rectilignes
JC Y
par u une fonction homogène de x, y, z, et considérons la courbe représentée par Téquation
(l) HI--0.
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Nous ferons, pour abréger,
du du du
puis
ô^u ôui d^u dui du^
d? "" d? ~" "*'*' d^d'x ~~dx ""di"^ "*'"
d^u du^ d^u du^ dui
d^ ~ d^ "" ""'*' d^z ■" di^ — d7 "" "*•"
d^H dttj d*u du^ du^
d? ~" d7 "^ "»•*' d^di ~ "âï "" "^ "^ "*'»'
En différentiant l'équation (i), on a, comme nous Pavons déjà trouvé,
fa) u^d — \- Umd- =0.
Soit n le degré d'homogénéité de la fonction u; U| et Ua auront le degré n — i , et l'on aura
du^ = z(u^,^d^ -f-„j,^n -î_(ii_,jaj J,
SI donc on différentie Téquation (2) en regardant la dif-
férentielle de - comme constante, et qu'on réduise le résultat par le moyen de la même équation (2), on aura
Maintenant la condition des points d'inflexion est
S. _ Cale, dijf^ i^
et, si la fonction Ua reste finie, elle réduit l'équation (3) à
(5) «,,(^f)V.«...(rff) (^^) + «,.,(rff)'=o.
Mais il faut remarquer que l'équation (5) n'entraîne plus l'équation (4) quand on a ua = o; dans ce cas on a aussi m< = o, par l'équation (a), et Us = o, par la formule identique
UiX -h u^y -I- «3 z = ntf = o.
11 résulte de là que la formule ( 5 ) convient à la fois aux points d'inflexion et aux points qui satisfont simultanément aux trois équations
(6) tt, = o, w, = o, «, = G.
Il reste à éliminer entre les équations (a) et (5) le rapport des difl'érentielles rf - » rf - -, on obtient immédia-
z z tement
(7 ) «l.t "î — 2 «,., tt, K, -I- «,,, u\ = o,
mais cette équation peut être simplifiée. Effectivement; si 9 entre les quatre équations identiques
{8j 111/ = «lor -f- ttj^ -h 1/3*
et
on élimine x, ^ et ms, on trouvera
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en posant, pour abréger,
OU
(il) {
Quelle que soit la forme de la fonction homogène u, le cas de 71 = I peut toujours être évité en multipliant u par une puissance de z. Alors, au moyen de la formule identique (10) et de l'équation u = o, Téquation (7) se réduit à
1 75. Supposons que la courbe proposée soit algébrique et que u soit une fonction entière et homogène d'un degré entier et positif /i; l'équation (7) sera du degré 3/i — 4> tandis que l'équation (12) sera seulement du degré 3(« — 2) ou 3/1 — 6. Si l'on considère les solutions imaginaires que peuvent admettre deux équations, comme répondant à un point imaginaire commun aux courbes représentées par ces deux équations, on pourra énoncer le théorème suivant dû à Hesse :
Théorème I. — Les points d^ inflexion d^une courbe algébrique du degré n sont situés sur une seconde courbe algébrique du degré 3 (/i — a).
Et si les coefficients de la courbe demeurent indéterminés, de manière qu'il n'existe entre eux aucune relation, les équations (6) du numéro précédent n'admettront pas de solution commune ; par conséquent les points d'intersection des courbes ( i ) et ( 1 2) seront pour la courbe ( i ) des points d'inflexion. D'ailleurs on sait, parle théorème de Bezout, que l'élimination d'une variable entre les équations (i) et (12) conduit à une équation finale dont
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le degré est égal au produit des degrés des deux équations; on a donc cet autre théorème :
THÉORkuE II. — Une courbe algébrique du degré n dont les coefficients demeurent indéterminés aZn{n — a) points d'inflexion*
On voit en particulier que les courbes du deuxième degré n'ont pas de points d'inflexion, ce qui est connu, et qu'une courbe du troisième degré a en général neuf points d'inflexion réels ou imaginaires.
La fonction H(u), définie par l'équation (ii)y est le déterminant formé avec les neuf dérivées partielles du deuxième ordre de la fonction u, savoir :
Hesse l'a nommé le déterminant de la fonction u. Ce déterminant est le dénominateur commun des expressions que l'on obtiendrait en résolvant les équations ( 9) par rapport k x, y^ z'^iX en résulte que l'équation (la)
est toujours satisfaite par les valeurs de ~> -9 susceptibles de satisfaire aux trois équations (6), proposition que nous avons déjà établie plus haut.
Des points singuliers des courbes planes.
176. Considérons un point M d'une courbe plane; menons la tangente TT' au point M, traçons ensuite un contour fermé et convexe infiniment petit, dans l'intérieur duquel se trouve le point M; on peut prendre, si l'on veut, pour le contour dont il s'agit, la circonférence d'un cercle décrit du point M comme centre, avec un
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rayon infiniment petit. En général, le contour ainsi formé ne coupera la courbe qu'en deux points m^ m!^ et les
rayons Mm, Mm^ feront des angles infiniment petits avec les directions respectives MT, MT'de la tangente; par conséquent Tangle de ces rayons difi(érera infiniment peu de deux angles droits.
Lorsque ces deux circonstances ne se présentent pas simultanément, le point ]V][ est dit un point singulier. Nous allons énumérer les diverses espèces de points singuliers que Ton peut rencontrer.
1° Points multiples. — On nomme points multiples ceux où se croisent plusieurs branches de courbe tan-
gentes ou non les unes aux autres. Le cercle décrit d'un point multiple comme centre, avec un rayon infiniment petit, coupe la courbe en plus de deux points.
2*^ PoiKTS DE REBROUSSEMENT. — On uommc points de rebroussement ceux où deux branches de courbe viennent s'arrêter et où elles ont une tangente commune. Le cercle décrit d'un point de rebroussement comme centre, avec un rayon infiniment petit, ne rencontre la courbe qu'en deux points; mais les rayons qui passent
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par ces deux points font entre eux un angle infiniment petit.
On distingue les points de rebroussement en deux
genres. Le rebroussement est dit d\i premier genre lorsque les deux branches de courbe sont situées de part et d'autre de la tangente commune ; au contraire il est du deuxième genre quand les deux branches de courbe sont d'un même côté de la tangente.
3° Points isolés. — On nomme points isoles les points qui ne sont voisins d'aucun autre point de la courbe. Le cercle décrit d'un point isolé, comme centre, avec un rayon infiniment petit, ne rencontre la courbe en aucun point.
4° Points n'AimiT. — On nomme point d'arrêt un point où une branche unique d'une courbe vient brusquement s'arrêter. Le cercle décrit d'un point d'arrêt, comme centre, avec un rayon infiniment petit, ne rencontre la courbe qu'en un seul point.
5® Points saillants ou anguleux. — On nomme point saillant ou anguleux un point où viennent se terminer deux branches de courbe qui ont en ce point des tangentes distinctes. Le cercle décrit d'un point saillant,
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comme centre, avec un rayon infiniment petit, coupe la courbe en deux points ; mais les rayons qui passent par
CCS points font entre eux un angle qui dii!<ère de deux droits ou de zéro d'une quantité finie.
Nous allons présenter ici un exemple pour chacune des cinq espèces de points singuliers que nous venons de mentionner.
Exemple d'un point double ou d'un point isolé
— Considérons la courbe représentée en coordonnées
rectilignes par l'équation
r=?[^) -4- (^ - «) (^^yî
(f (x) désigne une fonction de x bien déterminée, qui reste réelle et finie; a, b^ c sont des lignes positives
données ; enfin ~ est une fraction irréductible dont le
dénominateur est pair.
Le facteur I J ayant deux valeurs égales et de
signes contraires, la courbe dont nous nous occupons est formée de deux branches auxquelles appartiennent respectivement les équations
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OÙ Ton prend positivement l'expression ( 1 • Les
valeurs de -^ relatives à ces deux branches de courbe sont dx
données par la formule ety pour j: = a, on a
Supposons a^b. Dans ce cas, les deux branches de courbe se réunissent en un point dont Tabscisse est a, mais elles ne s'y arrêtent pas brusquement, puisque Fordonnée de chacune d'elles reste réelle quand on pose X -= a±h. En outre, ces branches de courbe ont des tangentes distinctes au point où elles se rencontrent; on voit que celui-ci est un point double.
dr Dans le cas de a<^b, la valeur précédente de -j- est
imaginaire; il n'y a donc pas de tangente au point dont l'abscisse est a. La valeur de^ relative à chaque branche de courbe devient imaginaire pour x = azhhf et en conséquence le point qui a pour coordonnées x = a^ j^=:<y(a) est un point isolé.
178. Exemple d'un point de rebroussement dd premier ou DU DEUXIÈME GENRE. — Cousidérous la courbe représentée par l'équation
p <f (x) et ^{x) étant des fonctions bien déterminées qui
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demeurent ^réelles et finies; a une constante donnée; - une fraction irréductible positive et supérieure à i,
dont le dénominateur est pair. Comme dans Texemple précédent, la courbe peut être regardée comme composée de deux branches qui répondent respectivement au signe -\- et au signe — du dernier terme de l'équation.
Les deux valeurs de y sont réelles et inégales pour X > a, elles deviennent égales pour x = a, et imaginaires pour X <Cia. Ainsi les deux branches de courbe s'arrêtent Tune et l'autre au point dont l'abscisse est a.
L'expression de - - est
et, pour x = ay elle se réduit, à cause de - ]> i, à la valeur unique (^(a) . Les deux branches de courbe ont donc même tangente au point où elles se rencontrent; par conséquent, celui-ci est un point de rebroussement.
Il est évident (n** 168) que le rebroussement sera du premier genre ou du deuxième genre, selon que les va-
leurs de -— -- qui répondent aux deux branches de courbe
seront de signes contraires ou de même signe pour x = a-f-A, A étant un infiniment petit; l'expression de
-^- = y'(«) ± (* - a jH»(x) d= 2 ^ {^ - «)» f (*)
Lorsque - est > a, les deux valeurs de --4- diffèrent
infiniment peu de ^'\a), pour x = a-^h\ donc, si ^{ti) n'est pas nulle, le rebroussement est du deuxième genre. Cette conclusion subsiste dans le cas où <^'{€l) est nulle^ pourvu que l'ordre infinitésimal de ç''(a + A) soit infé-
rieur à^^ q.
Lorsque - est <C 2, les deux valeurs de -^-Ç sont infinies pour j:=a, et il est évident qu'elles sont de signes contraires pour a: = a 4- /» ; donc le rebroussement est du premier genre.
Les courbes représentées par les équations
font partie de la classe de celles que nous venons de considérer. L'origine des coordonnées est un point de rebroussement du premier genre, pour la première courbe, et un point de rebroussement du deuxième genre pour la seconde.
179. Exemple d'un point d'arrêt. — La courbe représentée par l'équation
ofire l'exemple d'un point d'arrêt, à rorigine des coordonnées. Si l'on fait croître a: de o à 4- 00 , l'ordonnée j^
décroît de -f- 00 à 4- i, et l'on a une première branche de courbe située dans l'angle des coordonnées positives;
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cette branche de courbe a pour asymptotes l'axe des j^ et une parallèle à Taxe des x répondant à une ordonnée égale à I . Si Ton fait décroître a: de o à — oo , la valeur de y croît de o à -|~ i , et Ton a ainsi une deuxième branche de courbe qui s'arrête brusquement à l'origine. Il faut remarquer que la fonction y devient discontinue quand x varie de — h k -\~h,h étant infiniment petit; elle passe brusquement d'une valeur infiniment petite à une valeur infiniment grande, et, pour x = Oy elle a les deux valeurs o et 00 .
180. Exemple n'uw point sàillâist. — La courbe représentée par l'équation
i-he*
ofire l'exemple d'un point saillant à l'origine des coordonnées.
Pour avoir la tangente à l'origine, il suffît (n® 163) de prendre la limite du rapport
pour a: = o. Or, quand x tend vers zéro, é' tend vers o ou vers 4- 00 , suivant que x est positive ou négative ; il y a donc, à l'origine, deux tangentes dont les coefficients
d'inclinaison sont respectivement o et i . La courbe est ainsi composée de deux branches : Tune, OG, est située dans Tangle des coordonnées positives et elle est tangente, à Torigine, à Taxe des abscisses ; l'autre branche, OH, est située dans l'angle des coordonnées négatives et a pour tangente, à l'origine, la bissectrice OT de cet angle ; donc l'origine est un point saillant de la courbe.
Caractère analytique des points singuliers»
181. Nous allons établir ici un théorème général qui embrasse une classe étendue de courbes et qui fait connaître une condition commune à laquelle doivent satisfaire tous les points singuliers.
Théorème. — Soitf{x,j) une fonction des 'variables Xy jj qui reste continue ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre, et qui prenne une valeur bien déterminée quand on donne à x et à y des valeurs déterminées. Si Xq, yo désignent les coordonnées rectilignes d^un point singulier de la courbe représentée par V équation
les équations
admettront toujours la solution a: = Xo, y=^y^.
En effet, désignons par Xo, y^ les coordonnées d'un point quelconque M de la courbe, et par 6 l'angle des axes coordonnés ; décrivons un cercle du point M comme centre, avec le rayon infiniment petit p, et nommons •^0 4- A, j^o H- ^ les coordonnées d'un point m de la circonférence. On aura
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et la condition pour que le point m appartienne à la courbe sera
Au moyen de la formule de Taylor, cette équation devient
en posant
l'indice o exprime ici qu'il faut remarquera: et ^ par x^ et j^o î rindice i indique que x et j^ doivent être remplacées par des valeurs comprises respectivement. entre Xo et Xfi H- hy jo et y^^ -f- Ar.
Soit 0) Tangle que le rayon M/w = p fait avec Taxe des Xj on aura
, sin ( ô — 6) ) , sin u
•^ sinô ^ smô
et l'équation (3) divisée par p deviendra
(tf\ (^f\ sin(Ô — w] /d/\ sinw R,
(^) idij. sinO -^ \'dx),-^9 + 7 = °'
il faut remarquer que — ? s'annule avec p. Cela posé, si
( %- j et ( ^ I ne sont pas nulles simultanément, on
pourra trouver une quantité positive M et un angle a, tels que l'on ait
car M et a ne sont autre chose que les coordonnées po-
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laires du point qui aurait les coordonnées rectilignes
-:—i [-T-] et r-T ( ^- ) • Au moyen des formules (6),
sinô \dx/o sinO \dx/o «^ ^ ^
Téquation (5) devient
(7) Msinfw — «) H =0,
et, comme il est permis de négliger dans tù les multiples de la circonférence y cette équation ne peut être satisfaite que si o) diffère infiniment peu de a ou de tt + a. Donc, pour connaître le nombre des racines (ù de notre équation, il suffit d'examiner comment varie son premier membre
(8) Msinfw — «)-i-5j,
quand co varie de a — c à a -|~ e ou de (tt -h a) — r à (tc -4- a) -f- e, Ê étant une quantité aussi petite que l'on voudra, mais déterminée.
Or, d'après notre hypothèse, la quantité
est une fonction continue de A et de h\ donc — ^ est une
fonction continue de o); en outre cette fonction s'annule pour /9 = o, quel que soit tù\ par conséquent, la
même chose a lieu à Tégard de la dérivée — r^^ Cela
au
étant, la dérivée de l'expression (8) par rapport à cd est
ail
Mcos(a> — a) -4-—/"»
et elle difFère aussi peu que Ton veut de + M ou de — M, lorsque cd — oc diffère suffisamment peu de o ou
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de TT. En conséquence, la fonction (8) est croissante quand &> croît de a — eàa-|~c, et elle est décroissante quand (o croît de 7r-t-a — s àîr-f-a-f-e; en outre, cette fonction change de signe, dansTun et l'autre cas; donc elle s'annule entre les deux limites.
Il résulte de là que, si les équations (a) n'admettent pas la solution commune x = Xoyy=y'of l'équation (7) aura deux racines a>, l'une infiniment peu différente de a, l'autre infiniment peu difiTérente de tt -h a, et qu'elle n'aura aucune autre racine. Ainsi le cercle décrit du point M(xo,jKo) comme centre, avec le rayon p, ne coupera la courbe qu'en deux points m, /»', et les rayons Mm, M/Tz' feront des angles infiniment petits, l'un avec l'une des directions de la tangente en M, l'autre avec la direction opposée*. Il s'ensuit que le point M ne sera pas un point singulier, ce qui démontre le théorème énoncé.
Remarque. — Si l'on adopte le système des coordonnées homogènes, les coordonnées -> ~ des points singuliers de la courbe représentée par l'équation homogène
annuleront les trois dérivées partielles du premier ordre U|, Ua, U3, car les équations u = o, m< = o, Uj = o entraînent uj = o. Il en résulte que le déterminant de la fonction u (n* 175) s'annule pour tous les points singuliers.
Recherche de la nature des points singuliers.
182, D'après ce qui précède, les coordonnées des points singuliers de la courbe
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doivent satisfaire aux deux équations f , àf àf
Nous admettrons dans ce qui va suivre que toutes celles des dérivées partielles de la fonction y (x,j^) que nous aurons à considérer restent continues. Soient Xo, y^ les coordonnées d'un point M de la courbe (i) qui satisfassent en même temps aux équations (2), mais qui ne vérifient pas à la fois les trois équations
Désignons, comme précédemment, par Xo -4- A,^o -4-* les coordonnées d'un point m de la circonférence décrite du point M comme centrci avec le rayon infiniment petit/o. La condition, pour que ce point m soit sur la courbe donnée, sera
ou, en développant par la formule de Taylor et en supprimant les termes qui sont nuls en vertu de nos hypothèses,
Ra désigne, conformément à notre Dotation habituelle, le reste de la série arrêtée au troisième terme. Si Ton a
le trinôme entre crochets, dans l'équation ( 4 ) , ne sera jamais nul, et comme sa valeur absolue est supérieure à celle de Rs, lorsque A et Ar sont suffisamment petits, il
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est évident que Téquation (4) ne pourra pas être satisfaite. Il s'ensuit que la circonférence de rayon p ne rencontre pas la courbe, et, par conséquent, le point M est un point isolé.
183. Lorsque l'inégalité (5) n'a pas lieu, les racines t de Téquation
sont réelles, et elles peuvent être représentées par
sin a sin 6
sin(0 — a)' 8in(ô — 6)'
9 étant toujours l'angle des axes, a et 6 des angles compris entre zéro et tt; on peut alors mettre l'équation (4) sous la forme
;(g^).['-'sH^)]['-*4^]-«-=»-
Nous remplacerons A et Ar par leurs valeurs . ^ ^ >
^ ^ siiiô
f . déjà employées au numéro précédent; nous ferons en outre, pour abréger l'écriture,
en convenant de prendre le radical avec le signe du produit sin(0 — a)sin(0 — S). L'équation (4), divisée par p'*, devient alors
(7) M8in(« — a)sin(»— €) -H -j=o,
--7 s'annulant avec p,
s. — Cale, diff. 18
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Supposons d'abord que les racines de Téquation (6) soient inégales; dans ce cas, on a
et les angles a et 6 ne sont ni égaux entre eux ni supplémentaires. Il est évident que Téquation (7) ne peut être satisfaite que par des valeurs de ot> infiniment voisines de l'un des angles a, tu -{-a, 6, îr-f-S; d'ailleurs, si l'on désigne par (Aq l'un de ses quatre angles, et par e une quantité positive déterminée aussi petite que Ton voudra, le premier membre de l'équation (7) changera de signe quand on fera croître w de c«>q — e à w© -4- e ; donc il y a au moins une racine dans cet intervalle. Mais je dis qu'il n'y en a qu'une seule. En effet, la dérivée du premier membre de l'équation (7) par rapport à a> est
pi M[cos(w — a) sin (« — P) -f- sin (w — a) ces (« — 6) ] H î— j
et elle différera aussi peu que l'on voudra de ztM sin(a — 6) , si e est suffisamment petit. Comme Ra est une fonction continue de o), en vertu de nos hypothèses, nous pouvons conclure que le premier membre de l'équation (7) est une fonction constamment croissante ou constamment décroissante, dans l'intervalle de «0 — € à «o -h e ; donc cette équation n'a que quatre racines, lesquelles diffèrent infiniment peu des angles respectifs a, w-t-a, 6, Tr-hê.
Le cercle décrit du point M comme centre, avec le rayon infiniment petit p, coupe doncla courbe en quatre points; et, parmi les quatre rayons qui passent par ces points, il y en a deux qui font respectivement des angles infiniment petits avec les deux directions de la droite inclinée de l'angle a sur l'axe des Xy tandis que les deux autres rayons font des angles infiniment petits avec les deux di-
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rec lions de la droite qui répond à l'angle S, Dans le cas que nous examinons, le point M est un point double.
184. Supposons maintenant que les racines de Téquation (6) soient égales entre elles. Dans ce cas, on a
^9^ (^).(IO.~(â^)!=°'
les angles a, S sont égaux entre eux, et l'équation (7) devient
(10) Msin'fw — a) +-^ r=o.
Mais il est ici nécessaire de prendre un terme de plus dans le développement fourni par la formule de Taylor. On a
Si la partie entre crochets de cette valeur de Rs ne s'annule pas pour (ù=a on pour co = 7r-f-a, elle conservera le même signe 4- ou — quand « croîtra de a — e à a-|-e, tandis qu'elle aura constamment le signe opposé — ou -h quand cd croîtra de7r-f-a — eàTr-f-a-f-c; d'ailleurs ce signe sera celui de R3, puisque p est supposé infiniment petit. Il résulte de là que l'équation (10) n'a que des racines infiniment voisines de l'angle a, ou que des racines infiniment voisines de l'angle tu 4- a. Les deux premières dérivées du premier membre de l'équation (10) sont
Msin2(6> — ol) -^ — ^9 2Mcos2{w~a]H -^- :
lorsque w diffère peu de a ou de 7r + «, la dérivée du deuxième ordre diffère peu de 4- 2M ; donc la dérivée du premier ordre est constamment croissante, et elle ne peut
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s'annuler qu^lne seule fois; il s'ensuit que Téquation ( i o) ne peut avoir plus de deux racines; enfin ces deux racines existent effeclivement, puisque Rj est nécessairement négatif quand on donne à co Tune des deux valeurs «, :r -f- «.
Dans le cas que nous examinons, le cercle décrit du point M comme centre, avec un rayon infiniment petit, coupe la courbe en deux points, et les rayons qui aboutissent à ces points, situés de part et d'autre de la droite inclinée de l'angle a sur l'axe des x, forment avec l'une des deux directions de cette droite des angles infiniment petits. Donc le point M est un point de rebroussement du premier genre,
185. Il nous reste à examiner le cas où la partie entre crochets de l'équation (11) s'annule en même temps que sin(ci) — a). Ici, comme dans le cas précédent, l'équation (10) ne peut être satisfaite que par des valeurs de a> infiniment voisines de a ou de 7r-t-a; donc il ne peut y avoir, au point M de la courbe, qu'une seule tangente et celle-ci est inclinée sur l'axe des x de la quantité a. Pour reconnaître la nature du point M, il convient d'abandonner la considération du cercle de rayon p et de lui substituer deux parallèles à Taxe des 7% infiniment voisines et situées à des distances égales de M. Nous ferons h = th et nous poserons
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Si l'on arrête au cinquième terme le développement de/(j:o-hA,j^o -+-^), le reste pourra être représenté par
m désignant une quantité infiniment petite; par conséquent l'équation qui exprime que le point [xo -{- fh^o-^l) appartient à la courbe proposée sera
Dans le cas qui nous occupe, les deux racines de Téqua-
tion f2[t) = o sont égales entre elles, et en désignant
par t^ leur valeur, onayi(f|) = o; d'après nos pre-
. , . .1 sinoc ,
mières notations, tt est éffal au rapport ^— — : i et les
^ *^^ sin(ô— a)
racines réelles que l'équation (12) peut admettre sont infiniment peu différentes de t^. Posons
(i3) t — ti-h\/i.
X étant une nouvelle inconnue que nous substituerons à t; on aura
et si Ton fait, en outre.
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l'équation (12) deviendra
(i4) F(X)-:-A[F,(>)+ib]==o,
m s*annulant avec h.
Si les racines de Téquation
sont imaginaires, il est évident que Téquation (i4) n'admettra pas de racines réelles; il n'y aura donc pas de tangente au point M de la courbe, et celui-ci sera un point isolé.
Si les racines de l'équation (i5) sont réelles et inégales, et qu'on les désigne par Vj ).^, il est évident que le premier membre de l'équation (i4) changera de signe, quel que soit le signe de A, quand on fera varier X dans le voisinage de À' ou de F. L'équation (r4)a donc deux racines réelles X',, X', et elle en a également deux autres X',, X^ quand on écrit — h au lieu de h; il résulte de là qu'il existe quatre points de la courbe pour lesquels on a, d'après la formule (i3).
Deux des quatre rayons qui joignent ces points au point M font des angles infiniment petits avec l'une des directions de la droite qui a le coefficient d'inclinaison £|, tandis que les deux autres rayons font des angles infiniment petits avec la direction opposée. Il s'ensuit que le point M est un point double oii se croisent deux branches de coui^be qui ont en ce point la même tangente.
Enfin, si les racines de l'équation (i5) sont égales, désignons par XMeur valeur, et supposons que l'équation
{16) Fi(>) = o
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n'admette pas la racine V; l'équation (i4) prendra la forme
Cette équation a deux racines réelles X'^, X',, infiniment peu différentes de ïf, pourvu que h ait un signe
contraire à celui de 1 , , ; mais si Ton donne à A le sigrne
de cette quantité, l'équation n'admettra pas de racines réelles. Il s'ensuit qu'il existe deux points de la courbe, pour lesquels on a
d'ailleurs, si X' n'est pas nulle, 1\ et X\ sont de même signe; donc les rayons qui joignent les deux points au point M sont situés d'un même côté de la tangente et font avec l'une des directions de celle-ci des angles infiniment petits. Le point M est donc un point de rebroussement du deuxième genre.
Cette conclusion ne subsiste pas dans le cas de X'= o ; le rebroussement est alors du premier genre; elle peut aussi être en défaut dans le cas où 7! est racine de l'équation (i6). Mais il est facile de voir que le point M est toujours un point double ou un point isolé, quand il n'est pas un point de rebroussement.
186. Il resterait à examiner le cas où les trois dérivées partielles du deuxième ordre de lafonctiony(x,j^) s'annulent simultanément pour les coordonnées x^y jo du point M ; mais à cet égard je me bornerai à indiquer succinctement le résultat principal.
En général, si les valeurs Xo,^0 annulent toutes les dérivées partielles de la fonction f^ jusqu'à celles de l'ordre « — i inclusivement, la condition pour que Xo 4- A,
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j'o-^f^ soient les coordonnées d'un point de la courbe sera, en conservant les notations du n° 183,
*(w)sin(» — ai)sin(w — «j) . . .sin(&) — «/) H ^ =o;
s'annule avec p , et a o «a , . . . , a/ désignent des angles
réels dont le nombre i est égal à n ou égal à n diminué d'un nombre pair; enfin 4>(c«)) se réduit à une constante quand i = n, et elle est dans le cas contraire une fonction qui ne s'annule pour aucune valeur de w. On voit de suite que, si a i, 0^2 f ..., a/ sont des angles inégaux, le point M sera pour la courbe un point multiple de Tordre i, c'està-dire que i branches de courbe se couperont en ce point. Il s'ensuit que, pour un point multiple de l'ordre /i, 11 est nécessaire, mais non suffisant ^que les dérivées partielles de la fonctionydes ordres inférieurs à n s'annulent toutes pour les coordonnées du point M.
Dans l'hypothèse actuelle, les coefficients d'inclinaison des tangentes aux branches de courbe qui se croisent en M font partie des racines t de l'équation
dx"-»c[x
Si l'on supprime l'indice zéro, et que l'on écrive ~- au
Heu de f, la précédente équation coïncidera avec celle que Ton obtient en différentiant n fois l'équation
et de laquelle disparaissent en vertu de nos hypothèses toutes les dérivées — ^ » -—= ^ • • • des ordres supérieurs à I. C'est cette équation qui détermine ici chacune des
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valeurs de -7-', pour avoir la valeur correspondante de
—^ » il faut différenlier une fois de plus l'équation proposée, et ainsi de suite. Cette observation sert de complément à la règle générale que nous avons donnée pour la difTérentiation des fonctions implicites.
Différentielle de l'aire d'une courbe plane,
187. Considérons une courbe plane rapportée à deux axes de coordonnées faisant entre eux un angle 0; désignons par u Taire CAPM comprise entre un arc CM, l'axe des X et les coordonnées CA, MP des extrémités CM.
Si l'on regarde l'ordonnée CA comme fixe et l'ordonnée MP=j^ qui répond à l'abscisse OP=:j: comme variable, l'aire u sera une fonction de x\ nous nous proposons de trouver la différentielle de cette fonction.
Soit M'P'=j^4-A>^ l'ordonnée qui répond à l'abscisse 0P'=x-|-i3kj:; on peut supposer Ax assez petit, pour que l'ordonnée de la courbe aille constamment en croissant ou constamment en décroissant quand on passe du point M au point M'. Alors, si Ton mène MI et M'K parallèles à l'axe des x, l'accroissement i3ka = MPP'M' de l'aire u sera compris entre les aires j-Axsinô, (/-hAr)^-^sinÔ des parallélogrammes MPFIjKPP'M'. Or la différence àj Ax sin 0 de ces deux parallélogrammes
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est infiniinent petite, par rapport à chacun d'eux, quand Ar devient infiniment petit; donc on a
Lu =^Aa:sind + tAx,
e s'annulant avec ù^x. On tire de là
Au
— =rsinÔH.«,
et, en passant à la limite,
-- =/sinô, d'où du^=ydjcsm9, dx i
Dans le cas des axes rectangulaires, cette formule se
réduit à
du z=iydx,
188. Divisons la partie AP de Taxe des abscisses en n parties égales ou inégales, mais qui deviennent toutes infiniment petites quand n devient infiniment grand, et désignons par Xq, X|, . . . , x^ le abscisses des points de division, par j^o> J^i > • • • > J^n les ordonnées correspondantes; Xa el yn ne sont autre chose que les coordonnées Xj y du point M. Nous avons vu (n** 10) que l'on a
u = sinô lim \ (ar^ — ^i-\)Xh
et il en résulte, d'après ce qui précède, que la limite de la somme
somme qu'on peut aussi représenter par
est une fonction de x dont la différentielle est jrdx. Ainsi que nous l'avons déjà remarqué au n^ 10, ce résultat
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subsiste lors même que y changerait de signe dans le passage du point C au point M, pourvu que Ton considère comme négatives les parties de l'aire considérée qui sont situées du côté des j" négatives.
Différentielle de la longueur d'un arc de courbe plane,
189. Soit CD un arc de courbe plane que nous rapporterons à deux axes rectangulaires Ox et Oy. Inscrivons dans Tare CD une ligne polygonale CEFMM'D d^un nombre n de côtés ; désignons par P le périmètre de cette ligne polygonale, par x, y les coordonnées d'un
sommet quelconque M et par x-h Ax, j^-f- Ay les cooi^ données du sommet suivant M^ On aura
MM'=V
MI -hM'I =>/A.r*-+-Ar"
= Aa:i/]
et, comme -~- ne diffère de -j- que d'une quantité qui s'évanouit avec Ar, on peut écrire
MM'^Ax
e désignant une quantité qui s'annule avec Ax. 'Cette formule se rapportera à chacun des côtés de la ligne polygonale, si l'on prend respectivement pour x et j^ les coordonnées des sommets successifs; on a donc, en fai-
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sanl la somme de tous les côtés tels que MM'i
Supposons maintenant que le nombre n des côtés de notre ligne polygonale augmente indéfiniment, et que chacun des côtés de cette ligne tende vers zéro. Comme
la somme \ Ax a une valeur finie et constante qui esl
la différence AB des abscisses des extrémités de Tare CD, on aura (n" 9)
(2) limV
eAjr = 0.
En outre, si Ton prend x pour variable indépendante et que Ton construise la courbe dont l'ordonnée Y est déterminée en fonction de x, par Téquation
que GH soit la partie de cette courbe comprise entre les ordonnées CA, DB, et que Ton désigne par S Taire GABH, onaura(n°188)
(3) lim y YA.r =z lim V \/' "l" ^J Aa: = S;
donc la formule (i) donnera, à cause des égalités (2)
et (3),
(4) limP = S.
On voit ainsi que le périmètre d'une ligne polygonale inscrite dans un arc donné d ^une courbe plane tend vers une limite déterminée lorsque tous les côtés tendent vers zéro; en outre, cette limite est indépendante de la loi suivant laquelle décroissent les côtés du polygone.
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La limite S dont nous venons de dénoncer l'existence est dite la longueur de Varc de courbe CD.
Maintenant; si nous désignons par s la longueur de l'arc CM dont l'extrémité C est fixe, tandis que l'extrémité M qui répond à l'abscisse x est variable, s sera une fonction de x ; il est aisé d'avoir \^ différentielle de celte fonction. Effectivement, d'après ce qui précède, l'arc s est égal à l'aire GAPN comprise entre la courbe GH, l'axe des x et les ordonnées des points C et M ; cette aire
a pour différentielle (n** 187) Ydx ou i/ 14- — rfx; on a donc
ds=^^
I -f- -^ dr, ou ds =1^ Jdx^ 4- dr
190. La formule que nous venons d'établir permet de démontrer la proposition suivante : Le rapport d'un arc de courbe infiniment petit à sa corde a pour limite V unité.
Considérons l'arc MM' qui est l'accroissement ^s de l'arc CM = 5, et désignons par c la corde de MM'. On aura
et, en passant à la limite,
y/^^^-^^jr* , 1^ Ar«
ds
as dx ds lim — 1= ■ =: _^ = I ,
da^
Cette propriété peut être employée pour trouver la différentielle d'un arc de courbe, quand aux coordonnées rectangulaires on substitue d'autres variables. Supposons,
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par exemple, qu'on demande la différentielle de Tare d'une courbe rapportée à des axes obliques faisant entre eux Tangle 9. Donnons à x l'accroissement Aj: et soient dy, A5 les accroissements correspondants de j^ et de 5; la corde de l'arc Asr a pour expression
c ■=. ^\x* -t- 2 A.r A/ cosô 4- Aj",
et, puisque le rapport de c à i2^5 a pour limite l'unité, on peut substituer c à A5 (n^ 8) quand on se propose de
As déterminer la limite du rapport — • On a donc
lim — = lim i / i Ax y
lim ^ = lim i / iH- 2 — cosô -h -^
Ax Ax'
ou
et
ds ^ I dy ^ dy*
ds = ^dx* -\- ndx djr cosô 4- dy*
191. L*arc 5, compté à partir d'une origine arbitraire mais déterminée, est l'une des variables qu'il y a lieu d'introduire dans l'analyse des propriétés des courbes. La formule
ds=i ^dx*-\-djr*,
qui se rapporte au cas des coordonnées rectangulaires, laisse indéterminé le signe de ds\ ce signe doit toujours être 4- ou — suivant que l'arc s croît ou décroit quand la variable indépendante augmente
L'introduction de la différentielle ds fournit des expressions simples pour le cosinus et le sinus de l'angle a que fait la tangente de la courbe avec l'axe des x ; il importe de définir avec précision l'angle dont il s'agit. Imaginons que, par le point M d'une courbe, on mène la tangente et
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qu'on y transporte les axes des x et des^ parallèlement à eux-mêmes, puis considérons une droite mobile coïncidant à Forigine du mouvement avec la partie positive de Taxe des x^ s'élevant ensuite vers la partie positive de l'axe desj^ et continuant à se mouvoir dans le même sens. Si l'on désigne par a l'angle compris entre o et 36o degrés qui a été ainsi décrit, lorsque la d]:\)ite mobile coïncide avec l'une ou l'autre des deux directions de la tangente, il est clair que cette direction sera complètement déterminée quand l'angle en sera connu. Cela posé,
la formule
dY
donne
sin« =
COSce
tang
dx
dr
dy
^da
:2 4, tij^
ds'
dx
dx
ds
Mais, comme rien ne détermine ici le signe du radical ^dx^ ■+■ dy^ ou dsy les formules précédentes se rapporteront à l'une ou à l'autre des deux directions de la tangente, selon qu'on admettra le signe -H ou le signe — .
Da rayon de courbure et du centre de courbure en un point d'une courbe plane.
192. On nomme couriure d'un arc de courbe plane ÂM, qui n'offre aucun point d'inflexion, l'angle SIT que font entre elles les directions AS, MT des tangentes menées par les extrémités de l'arc. Cet angle est celui qui serait engendré par une droite mobile passant par un point fixe, et dont les directions successives seraient parai-
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lèles aux tangentes menées par les difTérents points de l'arc AM.
Si rexlrémité A de Tare AM = s est fixe et que l'autre extrémité M varie, la courbure a deviendra va-
riable, et elle croîtra avec s tant que cet arc n'aura pas d'inflexion. La différentielle da de la courbure a de Tare AM est dite V angle de contingence au point M. On nomme courbure mojenne d'un arc de courbe AM
le rapport - de la courbure absolue à la longueur de
l'arc.
Enfin on nomme courbure d'une courbe en un point M la limite vers laquelle tend la courbure moyenne d'un arc infiniment petit ayant l'une de ses extrémités en M. D'après cela, si l'on désigne par s la longueur d'un arc terminé en M et compté à partir d'une origine A arbitraire, par a la courbure de l'arc AM, la limite vers laquelle tend le rapport
Ts'
quand ùis tend vers zéro, est ce que nous nommons la courbure de la courbe au point M. Quelle que soit la variable que l'on regarde comme indépendante, la limite dont il s'agit est égale à
et par conséquent la courbure d'une courbe en un point
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est le rapport de V angle de contingence à la différentielle de l'arc.
Dans le cercle, la courbure d'un arc est évidemment égale à Tangle au centre qui correspond à Tare, et la courbure moyenne ou le rapport de Fangle au centre à
l'arc est égale à l'inverse du rayon. Ce résultat s'applique à un arc quelconque fini ou infiniment petit; donc la courbure aux différents points de la circonférence d'un cercle est constante et égale à l'inverse du rayon.
193. Du RAYON nE COURBURE. — On nomme rayon de courbure en un point d'une courbe le rayon du cercle dont la courbure est égale à la courbure de la courbe au point donné ; ce cercle est dit lui-même cercle de courbure. On a, d'après ce qui précède, en désignant par R le rayon de courbure,
— = - ♦ d où R = — .
Il est aisé d'avoir les expressions de l'angle de contingence et du rayon de courbure en fonction des coordonnées rectangulaires. En effet, si a, Xq désignent les angles formés par la direction de Taxe des abscisses positives avec les directions des tangentes AS, MT, on aura évidemment .
dr 0" = a — oce, d'où zhd<T = dou
S. " Celle, dijr. ig
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Or
tang« = -^,
et Ton en tire par la difTérentiation
cos* a dx^
OU
d'ailleurs donc on a
± A = y'^* -t- ûÇ>'*,
dxd^y — djrd^x
Nous nous dispensons d'écrire le signe =b devant le second membre de cette formule, parce que le signe de
Texpression (dir^H- dy^y est lui-même indéterminé. Ce
signe doit être choisi de manière à rendre positive la
valeur du rayon R.
Dans les formules (i) et (2), la variable indépendante
n'est pas désignée ; si l'on prend x pour cette variable,
on aura
d^x l3) ±dfr^da= —dx
et
a=MI,
dx^
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courbe dont le rayon de courbure soit constant. En effet, pour une telle courbe on a
ds = adcCf a étant une constante; par conséquent les équations
dx-=ids ces a, dyzrzds sina
donnent
dx=^a cosa da^ dy=za sina d%
ou
£& = — €/(asina), dy=.d[aco%OL)\
donc si Ton désigne par x^ et y^ deux constantes, on aura (n^ 15, coroU. II)
X — «0 = — a sina, y — ^o = aco8a, d'où
ce qui est l'équation d'un cercle.
195. Du gehtre de courbure. — Une courbe étant donnée, menons la tangente MT au point M, et construisons le cercle de courbure de manière qu'il passe par le point M, qu'il soit tangent à la ligne MT et qu'il soit,
par rapport à cette tangente, du même côté que les points de la courbe infiniment voisins de M. Le centre C du cercle se trouvera alors sur la normale au point M ; il est dit le centre de courbure relatif à ce point.
Théorème. — Ze centre de courbure d*une courbe en un point donné est la limite du point d'intersection de
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la normale menée par ce point, avec la normale infiniment voisine.
Soient Xjj les coordonnées d'un point M de la courbe donnée, relatives à deux axes rectangulaires; l'équation de la normale en M sera
Représentons-la, pour abréger, par V =^ o. Pour avoir l'équation de la normale menée par un autre point M' (jc-hAr, y + ùi,y)y il suffira de remplacer dans l'équation précédente x, y y ■— par x ■+• Ar, y -H ûj,
-^ -f- A ~; nous représenterons l'équation ainsi obtenue par V -h AV = o. Le point d'intersection des deux normales sera donné par les deux équations
ou
ou enfin
V = o, V-f-AV = o,
V ~ o, AV = o,
AV
Supposons maintenant que le point M' se rapprocbe indéfiniment du point M; le point d'intersection des deux normales tendra vers une limite C dont les coordonnées seront déterminées par les deux équations
La première n'est autre chose que l'équation (i), et la seconde se déduit de celle-ci, par la difTérentiation, en regardant X et Y comme des constantes. Cette différen*
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tiation donne
si donc on désigne par Xt, y^ les coordonnées du point C, on aura, par les équations (i) et (2),
{3) x^^x=z^ -— , y^—yz=z
En ajoutant les équations (3), après les avoir élevées au carré, on obtient
d'où il suit que la longueur MG est égale au rayon de courbure R. En outre, la première des formules (3)
montre que y^ — y est de môme signe que -7^5 or si
Ton désigne par Y l'ordonnée de la tangente MT, qui ré^pond à l'abscisse x-i-Ajr, la différence j- + Aj^ — Y
aura le signe de -7^ (n® 166); d'ailleurs j^ — Y a évidemment le signe de j^< — y\ donc j^i — Y eiy-^-ùy — Y sont aussi de même signe. Il résulte de là que le point (] est du même côté de la tangente que les points de la courbe infiniment voisins de M : donc ce point est bien le centre de courbure.
196. Nous nommerons direction de la normale en un point M d'une courbe celle du rayon de courbure en ce point. Cette direction est celle que suivrait un point mobile parlant de M pour se diriger vers C; elle
sera déterminée si Ton donne l'angle ^ qu'elle forme avec la direction de la partie positive de Taxe des x* L'angle \ peut varier de zéro à 36o degrés, et nous supposerons qu'il soit engendré de la même manière que l'angle a (n** 191), c'est-à-dire par une droite mobile d'abord parallèle à l'axe des x positives, et qui se mouvrait toujours dans le même sens en s'élevant d'abord vers la partie positive de l'axe desj-. Quant à l'angle a qui figure dans les formules du n° 191 , il n'est déterminé que quand on a fixé le signe de ds. Profitant de l'indétermination de ce signe, nous choisirons a de manière que l'on ait
l'angle a répond alors à une direction déterminée de la tangente, et les formules
dxz=zds cosa, dy =ids sina
ex:igent que l'origine de l'arc $ soit convenablement choisie.
Les cosinus des angles que fait la direction du rayon MC=: R avec les directions positives des axes étant ainsi égaux à — sina et -f- cosa, les formules (3) du n® 195 deviennent
x, — xz= — Rsina, jTi — j^ = Rcos«.
Enfin la difi'érentielle dot, a pour valeur (n^ 193)
d'où il suit que le second membre de la deuxième formule (3) du n^ 195 est aussi égal à -7- ou à -j- cosa; on
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a donc
ds Rr=--- ou ^ = Réfa;
par conséquent il résulte de nos hypothèses que ds et da sont de même signe, et que da est égale à Tangle de contingence da.
Des développées et des développantes des courbes planes.
197. Le lieu géométrique des centres de courbure aux divers points d'une courbe donnée est une seconde courbe qui est dite la développée de la première. Celleci est une développante relativement au lieu des centres de courbure.
Les équations (3) du n® 195 déterminent le centre de courbure, dans Thypothèse des coordonnées rectangulaires ; Fabscisse x y est prise pour variable indépendante,
mais celle-ci cessera d'être désignée si Ton écrit au lieu de -f- . Il vient ainsi
ii.r
jc^ — a: = ^ — ' • 9
dxd^jr — dyd^js
_ [da:^-\-dy^)dx
Xx — y — +
dx
dxd^jr — dyd^x
Les coordonnées a: et j^ étant des fonctions données d'une même variable indépendante, on aura Téquatioii de la développée en éliminant cette variable indépendante entre les équations précédentes.
198. Pour étudier les propriétés de la développée, nous emploierons les expressions des coordonnées du
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centre de courbure obtenues au n* 196, savoir :
/ j-i =r j? — R sin a,
I Xi =r + Rcosa;
R et a désignent le rayon de courbure et l'angle qui fixe la direction de la tangente. Les quantités qui figurent dans les équations (i) sont fonctions de ]a même variable indépendante, et la diflerentiation donne
dXi = dx — R cosa^a — r/R sîn«, dfi ^=^dj — R sinae/a H- ^/R cosa.
Mais les parties
dx — R cosa<ia, dj — R sinocé/a
sont nulles en vertu des formules
d[r = û^jcosa, ^ = (/îsina, dsr=z^daL\
on a
donc
simplement
( dx, :
— ^R sin a, = -h£/Rcos«,
et l'on déd
uit de
ces équations
dXx dx.
— cota
dn dx,'
_ ri— r
puis
dx\-^
dy\ — dïi}.
L'équation (3) exprime que les normales de la courht: donnée sont les tangentes de la dés^eloppée, et l'équation (4) montre que la différentielle du rayon de cour-
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bure de la courbe donnée est égale à la différentielle ds^ de l'arc s^ de la développée, terminé au centre de courbure et compté, à partir d'une origine arbitraire.
Supposons que l'on compte Tare CoC = 5^ de la développée à partir d'un point Cq centre de courbure relatif au point Mq de la courbe donnée, et désignons parRo le rayon de courbure au point Mq. La formule (4) donnera
ds^=zdVi ou €/j, = rf(R — Ro);
les variables s^ et R — Rq ayant même différentielle et s'annulant simultanément, on a
5i = R — Ro.
Cette formule exprime la propriété suivante :
Un arc quelconque de la développée d'une courbe plane est égal à la différence des rayons de courbure qui aboutissent aux extrémités de l'arc de la développée,
199. C'est en raison de cette propriété que la courbe lieu des centres de courbure a reçu le nom de développée.
Soient Mo M| un arc quelconque de la courbe donnée, et Co Ci Tare correspondant de la développée. Si Ton fixe en Ci l'une des extrémités d'un fil de longueur
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Mi C| = Ri9 puis que Ton enroule ce ûl sur l'arc C| Co et qu'on le tende à partir de Co dans la direction CqMo, la seconde extrémité du fil tombera en Mo à cause de l'égalité CoC|=R| — Ro. Cela posé, si l'on déroule le fil en le tenant toujours tendu, il est évident que son extrémité décrira l'arc M0M4 ; car soit C| CM l'une des positions du fil, on a
CM = Co Mo -f- Co C = Ro H- f 1 ;
donc CM est le rayon de courbure qui aboutit au point C, et en conséquence le point M est sur l'arc Mo M|.
La développée d'une courbe algébrique est elle-même une courbe algébrique, et d'après ce qui précède tout arc de cette développée peut être exprimé par une fonction algébrique des coordonnées ; on dit alors que cette développée est rectifiable,
200. Pour revenir de la développée à la développante, on emploiera les deux équations
Xx—X djr +1 — 0 ^^ ~-^ ^ ^ .
arj — X dx ' x.^ — x dx^
Ici X\ et y\ sont des fonctions données d'une variable indépendante; en éliminant cette variable entre les équations précédentes, on obtiendra une équation entre x.
J'y -j- ï qui sera l'équation différentielle de la développante
demandée. Il est facile de voir que cette équation différentielle appartient à toutes les trajectoires orthogonales des tangentes de la courbe donnée, c'est-à-dire à toutes les courbes qui ont ces tangentes pour normales ; il en résulte qu'une courbe donnée a une infinité de développantes. Nous reviendrons plus loin sur cette question.
CHAPITRE VIT
Formules relatives au système des coordonnées polaires.
201. Différentielle DE l'aire d'uw secteur. — Soit une courbe ÂM dont chaque point M est déterminé par le rayon vecteur OM = p issu du point fixe O, et par Fangle îù que fait la direction de ce rayon avec une direction fixe Ojt. Si le point A est fixe et que le point M soit variable, l'aire du secteur AOM, comprise entre la courbe et les rayons OA, OM, sera une fonction dont nous nous proposons de trouver la difFérentielle. Si l'on donne à w l'accroissement M'OM = Aw, le rayon vecteur croîtra de Ap, et Taire AOM = u du secteur prendra
l'accroissement
Ai/ = MOM'.
Décrivons du point O comme centre, avec les rayons OM, OM'y les deux arcs de cercle Mm, Wm\ terminés aux
cAtés de l'angle MOM'. On peut choisir Aco assez petit pour que le rayon vecteur de la courbe varie toujours dans le même sens quand on passe de M à M'; il s'ensuit que l'aire Au sera comprise entre les aires des secteurs circulaires OMm, OM'/n', lesquels ont pour valeurs
-p«Aw, -(p + Ap)*AM.
La limite du rapport de ces infiniment petits est Tu-
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nité; on peut donc substituer Tun d'eux à Au, tant
qu'il ne s'agit que d'obtenir la limite du rapport — • On
a ainsi
,. Am ,. ?. I ,
Jim — =: lim = - o'.
Au Au a
ou
-7- = - p' et auz= — û^dtù.
Menons par l'origine des rayons vecteurs la droite Or perpendiculaire à Ox, et désignons par x, y les coordonnées rectangulaires relatives à Ox et O^. On aura
r tangu =^ *— » û cosoi) = x\
la première équation donne par la difTérentiation
dfù .rdr — yd.T ,, , , , — ;— • = f 5 d ou p'rfiù) =: xdy — xojc.
cos' û> x*
Ainsi la différentielle de l'aire du secteur u peut encore s'exprimer par la formule
du :=: — [xdy — ydx^.
202. Expression de la différentielle d'un arc de COURBE. — Désignons par s l'arc AM dont l'origine A est fixe, tandis que l'extrémité M est variable (i;oir la figure du n° 201); soit aussi A5 l'accroissement MM' qui répond à l'accroissement Aot) de co. Abaissons du point M la perpendiculaire MP sur OM' et tirons la corde MM'; le triangle rectangle MPM' donnera
^7777' ttt;' ^TTTT^ /MM'X* /MP\« /M'P\»
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Les limites des rapports qui figurent dans cette formule ne seront pas changées si Ton remplace
MM', MP, M'P par
respectivement. En efiet, la limite du rapport de A^ à sa corde MM' est l'unité ; pour. la même raison, la limite du rapport de pAco à MP est l'unité, car p Aoo == Mm est la moitié d'un arc de cercle infiniment petit et MP est la moitié de la corde du même arc; enfin la limite du rapport de Ap à M'P est Tunité, car la différence P/n de ces infiniment petits est égale à
p — p ces Aw r= 2 p sin' - A6>,
et son rapport à Aco tend vers la limite zéro. On a, d'après cela,
c'estr-à-dire
ds* , dp*
on
iis*=dp*-\-p*dfa*.
On peut déduire cette formule de celle qui se rapporte aux coordonnées rectangulaires; mais nous avons fait ce calcul au n" 73 et nous n'y reviendrons pas ici.
203. Détermination de la tangente. — Dans le système des coordonnées polaires, on détermine la tangente au moyen de l'angle [a qu'elle forme avec le rayon vecteur.
L'angle [i relatif au point M de la courbe est la limite vers laquelle tend l'angle PM'M quand le point M' se
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rapproche indéfiniment de M (voir la figure du n® 30i). Or le triangle rectangle MM'P donne
cosPM'Mnr ^ ?, siDPM'M= -^, MM' ""^"^ MM'
et les limites des seconds membres de ces formules ne
seront pas changées si Ton remplace, comme au numéro
précédent,
MM', MP, M'P
par
A^, p Au, Ap
respectivement. On a donc
cospt=:lim— 5 sîna = ]im^ — j *^ A* *^ A^
c'est-à-dire
dû dû
COS/A= -f- = '^ — =9
ds ^dp*-hp*d(a*
ûdcù ûdùi
ds y/dp^-T-p^dt^*'^
on déduit de ces formules
odùA tang/x = •
204. On peut déterminer les points d'une courbe par deux rayons vecteurs p, p' issus de deux origines données. En appelant fx, tx'les angles formés par la tangente avec ces rayons vecteurs, on a, par ce qui précède.
d'où
C0Sar=: -'-, COSa'i= -7-»
"^ ds ^ ds
C09{1 dp
ces /A dp Par exemple, dans ce système de coordonnées, Téqua-»
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tion de l'ellipse ou de l'hyperbole est
p'=zhp-h const.; on en conclut
dp et notre formule donne
ce qui exprime la propriété connue de ta tangente aux sections coniques.
Au lieu de deux rayons vecteurs issus de deux origines fixes y on peut employer comme coordonnées les angles tùy (ù' que ces rayons forment avec une direction fixe. On aura alors les formules
sina = -- -> smu = î— -— ,
'^ ds ^ ds
, p' sino) et, a cause de - = -. — ; >
p snicu .
sin/x' ^viitùdfù' sin/x ûxitù' d(ù
SoU»-TAlfGEl«TE ET SOUS-NORMALB. McUOnS
par Torigine des coordonnées polaires une perpendicu-
laire aurayon vecteur; les parties de cette perpendiculaire comprises entre Torigine et les points où elle rencontre
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la tangente et la normale sont dites sous-tangente et sous-normale.
Soient NT la perpendiculaire menée par l'origine O au rayon vecteur O M de la courbe donnée, MT la tangente en M, et MN la normale. La sous-tangente sera OTr=T', la sous-normale ON = N', et Ton aura
T' = |îtangft, N'urpcotfi
dp d(ù
Les longueurs T et N de la tangente et de la normale sont
' dp ' dca
206. Angle de contingence et rayon de courbure. — L'angle de contingence da est égal, comme on l'a vu, à la différentielle de l'angle formé par la tangente avec l'axe Ojt; d'ailleurs ce dernier angle est évidemment égal à co + /x ; donc on a
dff-=: dbà -\- dpL»
La formule
dtù
donne par la différentiation, en prenant a> pour variable indépendante,
dp^ d^p
du dc^* ^ dt^* .
— ^-^ = — tfft».
doi* ^ dc^^ ,
au. = — — da i
ces' /A dp^
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on a donc
do' d*p
OO" = -r-r atÙ»
D*ailleurs
et Ton en conclut cette valeur de R :
r-t-^xi-p
On peut déduire cette formule de celle qui se rapporte aux coordonnées rectangulaires; nous avons présenté ce calcul, comme exemple, au n^ 73 en nous occupant de la question du changement de variables.
Il est quelquefois avantageux d^introduire dans la
formule (i) les dérivées de - au lieu de celles de p. On a
et la substitution de ces valeurs dans la formule ( i ) donne
S. — Ca/c, diff, ao
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Des courbes enveloppes,
207. Désignons pary(x,j', a) une fonction des trois variables x, j^, a dont la valeur soit bien déterminée quand on a fixé les valeurs de x, j^, a. Si Ton suppose que X et j^^ représentent des coordonnées d'une nature quelconque et que a soit un paramètre variable, Téquation
représentera une famille de courbes; à chaque valeur de a répondra une courbe individuelle.
Si; après avoir donné à a une valeur déterminée, on attribue à ce paramètre la nouvelle valeur a -f- Aa, on aura une seconde courbe qui aura pour équation
(a) /{'^'>X^ a-f- Aa) =0,
et qui coupera la première en certains points m, m', ...• Les coordonnées de ces points devront satisfaire aux équations des deux courbes, et par suite à Téquation
/ox /(jr,.r, «H- Aa] — /(x,^,«) __
^ ' Aa
Maintenant, si l'on fait tendre Aa vers zéro, les points 772, 77i', . . . tendront vers certaines limites M, M', .... et il est évident que les coordonnées des points M, M', . • • satisferont à l'équation (i) et à l'équation
à laquelle se réduit l'équation (3) quand Aa s'évanouît.
Il y aura donc sur chacune des courbes représentées
par l'équation (i) un certain nombre de points M, M', ...
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détermiDés comme nous venons de le dire. Le lieu géométrique de tous ces points est une ligne dont l'équation s'obtiendra par l'élimination de a entre les équations ( i ) et (4); cette ligne est dite V enveloppe des courbes que représente l'équation (i), et celles-ci, à leur tour, ont reçu le nom à^ enveloppées.
208. Il faut remarquer que l'enveloppe pourrait n'être plus donnée par cette règle, si le premier membre de l'équation ( i ) cessait d'être une fonction bien déterminée. Effectivement, un point commun à deux courbes infiniment voisines satisfera bien encore aux équations
/(xj, a)=o, /(x, j, a-i- A« =0;
mais, la fonction y* étant susceptible de plusieurs valeurs, on n'est plus en droit de dire quey*(j:, j", a -h Aa) ait pour limitey(x,^, a) quand Aa tend vers zéro.
J'éclaircirai cela par un exemple. Supposons qu'on demande l'enveloppe des circonférences représentées, dans le système des coordonnées rectangulaires, par l'équation
a étant une constante. Le premier membre de cette équation étant une fonction bien déterminée, notre règle est applicable ; la difTérentiation relative à a donne
et, par l'élimination de a, on obtient l'équation de l'enveloppe
7*--a*=o ou {^ — fl) (/H-a) = o;
enveloppe qui se compose de deux droites parallèles à l'axe des x.
L'équation des enveloppées que nous considérons
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étant du deuxième degré par rapport à cHy on peut lui donner la forme
a — X -4- sja^ — ^* = o,
et, si Ton voulait appliquer la règle du n** 207 à cette équation, on serait conduit à l'égalité absurde i = o. Or, ainsi que je Tai dit plus haut, la règle en question n'est pas ici applicable; si Ton considère deux courbes infiniment voisines et que Ton prenne pour Tune d'elles
il faudra prendre pour l'autre
a -h A« =r X qi \/a* — J*, sans quoi il n'y aurait pas de rencontre.
209. Les enveloppes ont une propriété commune qui est exprimée par la proposition suivante :
Théorème. — L'enveloppe d'un système de lignes est tangente aux enueloppées, en chacun des points oà elle les rencontre.
En effet, soit
l'équation des enveloppées, x et^ désignant des coordonnées rectilignes. "Nous supposons que la fonction y soit bien déterminée, et alors on a, pour l'enveloppe, les deux équations
Pour avoir le coefficient d'inclinaison — delà tangente en un point d'une enveloppée déterminée, il faut diffé-
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rentier l'équation (i)^ ce qui donne
fi\ àf ^ df ^
* ' O-K dy
Supposons maintenant qu'on veuille connaître le coefficient d'inclinaison de la tangente en un point donné de l'enveloppe. On peut encore prendre l'équation (i) pour celle de l'enveloppe, pourvu qu'on regarde a non plus comme une constante, mais comme une fonction de x et dej^ déterminée parla seconde équation (2); il faut donc différentier l'équation (i) dans cette hypothèse, pour
dy obtenir la valeur de ~- qui convient à l'enveloppe. La
difTérentiation donne
^ ' àx df doL
mais ]a seconde équation (2), qui a lieu pour l'enveloppe, réduit l'équation (4) à l'équation (3). Ainsi l'on aura, pour l'enveloppe et pour les enveloppées,
dy _ Ox
(^^ dx—'-ôr
ày
Quand il s^aglt d'un point d'une enveloppée, a a, dans la formule (5), la valeur qui convient à cette enveloppée ; mais, quand il s'agit d'un point de l'enveloppe, a a la va-
leur tirée de l'équation -r- =0. Maintenant, si l'on con-
sidère un point M commun à une enveloppée et à l'enveloppe, la valeur de a qui répond à l'enveloppée sera égale
■Ni»
à celle qu'on tirerait de l'équation -^ = o, puisque celle-
dr ci a lieu pour le point M. La valeur de -y est donc la
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même pour Tune et l'autre courbe, et par conséquent celles-ci sont tangentes au point M.
Remarque. — Nous avons déjà rencontré un exemple de la propriété que nous venons d'établir. La développée d'une courbe n'est autre chose, en effet, que l'enveloppe des normales de cette courbe et nous avons reconnu qu'elle a ces normales pour tangentes.
210. Nous présenterons ici une application importante de la théorie des enveloppes.
Si Ton considère une courbe quelconque rapportée à deux axes rectangulaires et que l'on désigne par a l'angle que la direction de l'axe des abscisses fait avec la direction de la tangente, l'équation *de cette tangente sera
(1) xsinoe — ^cosa =:-y(a),
f(ot) étant une fonction de a qui dépend de la nature de la courbe. Mais celle-ci étant l'enveloppe de ses tangentes, son équation s'obtiendra en éliminant a entre la précédente équation et celle qu'on en déduit par la différentiation relative à a, savoir :
(2) .rcosa -h^sina :!=/'(«).
On peut prendre a pour variable indépendante, et les équations (i) et (2) feront connaître les coordonnées x et y de la courbe en fonction de a. On trouve ainsi
i Jr=/'(a)cosa-4-/(a)sina, I y =/'(«) sîna— /(a)cosa.
La différentiation de ces équations (3) donne ensuite ajoutant les équations (4) après les avoir élevées au carré
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et extrayant ensuite la racine carrée de Téq nation résultante, on aura
(5) ^ = [/-(«)-f-/(«)]rf«,
ce qui, au surplus, résulte des formules du n® Ol* Comme dcn est évidemment égal à l'angle de contingence» on a cette expression du rayon de courbure :
Les formules qui précèdent sont susceptibles d'applications diverses; nous en présenterons un exemple.
Lorsqu'on donne à a. une valeur déterminée, l'équation (2) représente une droite perpendiculaire à la droite (i) au point que déterminent les équations (3) et qui appartient à la cout'be proposée ; il en résulte que l'équation (2) représente les normales de la courbe. Si nous prenons la dérivée de cette équation (2) par rapport à a, savoir :
(7) — xsina -h/cosa ^/"(a),
le système des équations (2) et (7) appartiendra à l'enveloppe des droites (2), enveloppe qui est la développée de la courbe proposée. Désignons par x^, j^ les valeurs de X et de j^ tirées des équations (2) et (7), on aura
I JTi =/'(«) sina H- /''(«) cosa;
ces formules font connaître les coordonnées du centre de courbure. En les différentiant, on trouve
( ^j = -[/'(«) 4. /-(«j]sin«rf«, d'où, en appelant s^ l'arc de la développée,
On retrouve ainsi les résultats obtenus au n° 198.
3ia
Contacts des dwers ordres des courbes planes.
21 1 . Soit ST la tangente au point M d^une courbe MRP et considérons une seconde courbe MM', passant par le point M. Prenons sur la -première courbe le point M' infiniment voisin de M et abaissons sur la tangente ST la perpendiculaire M'Q qui rencontrera la seconde
courbe au point M', ; la ligne MQ étant prise pour infiniment petit principal, M'Q sera généralement, comme on Ta vu au n° 166, un infiniment petit du deuxième ordre. Si la courbe MM', n'est pas tangente à la droite ST au point M, la ligne M', Q sera un infiniment petit du premier ordre ; mais, dans le cas contraire, elle sera au moins du deuxième ordre.
Lorsque les deux courbes MM', MM', ont au point M la même tangente ST, on dit qu'il y a entre elles contact au point M, et comme, dans ce cas, M'Q et M', Q sont des infiniment petits du deuxième ordre au moins, la même chose aura lieu à l'égard de M'M' qui est la différence ou la somme de ces lignes. Généralement, si ju-l-i désigne l'ordre infinitésimal de M'M, relativement à l'infiniment petit principal MQ, nous dirons que les deux courbes ont, au point M, un contact de l'ordre (x.
Cela posé, traçons deux axes de coordonnées Ox, Ojj faisant entre eux un angle quelconque 0 et dont le second
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ne soit pas parallèle à la tangente ST ; menons Tordonnée MP du point M, ainsi que l'ordonnée M'P' qui coupe en m la courbe MM', et en K la tangente ST; joignons enfin par une droite les points m et M',. Les angles m et M', du triangle infiniment petit mM'M', tendent vers des limites finies ; Tangle en m a pour limite Tangle SMP que nous supposons différent de zéro, et il est évident que Tangle M', a pour limite un angle droit ; le rapport des côtés M'M', , M' m étant égal au rapport des sinus des angles opposés, il s'ensuit que ce rapport
tend vers une limite finie. Enfin, si Ton désigne par a l'inclinaison de la tangente ST sur l'axe Oxy on trouve, en reproduisant le calcul fait au n° 166,
PP'= MO ~.-r-^ — M'Q ^--' — ^y
et, comme le rapport -rr^ est mimiment petit, on voit
Ni
que le rapport
MQ
PP
tend vers une limite finie.
Il résulte de là que l'ordre infinitésimal de M'ftf , relativement à MQ est le même que l'ordre infinitésimal de M'/7i relativement à PP', et, si nous représentons par fx Tordre du contact des deux courbes, Wni sera un infiniment petit d'ordre /:x 4- i relativement à PP' pris actuellement pour infiniment petit principal. Désignons par X l'abscisse du point M, par x -H Ax celle des points M', m et par Y, Y' les ordonnées de ces mêmes
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points, nous aurons
M'm = Y — r, PP'=Aar,
en sorte que /x -f- 1 sera Tordre infinitésimal de la différence Y — Y' relativement à ùkx.
Soient j' etj^Mes valeurs auxquelles se réduisent Y et Y' quand Aor s'annule; on aura, par la formule de Taylor, et en supposant remplies les conditions exigées par cette formule,
dy Lr d*r Ax* d^-^W A.r»^*
--. «r ix.r a r suc- a^ - j a.*.- ^
^ =X -^ -7- —4- -.-^ —^-...-4- -—ir . . ,...., -^-RsM-i,
V— ' . ^^^' ^^ '^^^' ^^' r^«*-^V Axi*+» r
cLr I djc^ 1.2 rtxî*"^* I .2...(,ix -4- ij
Rji+„ R'p,^, désignant les restes des deux séries arrêtées aux termes de rang fjt 4- 2. D'après cela, pour que nos deux courbes aient effectivement en M un contact de Tordre /!x, c'est-à-dire pour que la différence Y — Y 'soit un infiniment petit d'ordre |i -f- i , il faut et il suffit que Ton ait . . ,_ ^_^ ^V_r/»r d^x' ___ d^y
cela exprime que, pour Tabscisse x du point de contact, les valeurs de l'ordonnée et de ses (x premières dérivées tirées de l'équation de Tune des courbes doivent être égales aux valeurs correspondantes tirées de l'équation de l'autre courbe. Si ces conditions sont remplies et que , les dérivées d'ordre fx -j- i ,
dx^-^^~ ' dl^^ ne soient pas égales entre elles, on aura
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la différence Y — Y' sera d*un ordre infinitésimal égal à /!x 4- I , et le nombre /x exprimera, en conséquence, Tordre du contact des deux courbes.
21 2. Si Tordre /ix du contact est un nombre impair, Y — Y' ne change pas de signe, d'après la formule (2), quand Aj: change de signe, puisque R^^., — R'j^^, est un infiniment petit d'ordre /x H- 2 ; ce signe est celui de la différence
Hj^ ~dy^ *
Il s'ensuit que Tune des courbes est tout entière située d'un même côté, par rapport à l'autre, dans le voisinage du point de contact.
Au contraire, quand Tordre \l du contact est un nombre pair, la différence Y — Y' change de signe avec ^Xy et les courbes se traversent mutuellement au point de contact.
Remarquons enfin que, si les deux courbes ont au point M un contact d'ordre |ui, il est impossible de faire passer par le point M une troisième courbe qui soit comprise entre les deux premières, à moins qu'elle n'ait avec celles-ci, au point M, un contact de Tordre \i. au moins. En effet, soit Y'^ l'ordonnée relative à l'abscisse x-^ ^x d'une troisième courbe passant par le point M. On aura
si donc Y" — Y est d'un ordre infinitésimal inférieur à |x-4- I, Y" — Y' sera aussi de cet ordre, et par conséquent
Y''— r et Y"— Y
seront de même signe, d'après la formule précédente.
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Des courbes osculatrices.
213. Soit C une courbe donnée, dont nous représenterons les coordonnées par x, y. Soit aussi C une courbe d'une espèce donnée et dans Téquation de laquelle figurent ;/ -f- i constantes arbitraires; nous représenterons par y l'ordonnée de la courbe G' qui répond à Tabscisse x.
Si l'on désigne par \l un entier qui ne soit pas supérieur à 72, on pourra disposer des arbitraires de manière que la courbe C passe par un point M de la courbe C répondant à une abscisse donnée Xj et qu'elle ait en ce point, avec la courbe C, un contact de Tordre |x. Pour obtenir les conditions de ce contact, il suffira, d'après ce qu'on a vu plus haut, d'égaler les valeurs de y et de ses a premières dérivées tirées de l'équation de la courbe G, aux valeurs dej'' et de ses /:z premières dérivées tirées de l'équation de la courbe G'. Les équations de condition ainsi formées seront au nombre de /:ji -f- i ; si l'on a w]>|ix, il restera n — |:x constantes indéterminées; mais, si l'on a « = //, la courbe G' sera complètement déterminée et elle aura au point M, avec la courbe G, un contact qui sera au moins de l'ordre n. Dans ce dernier cas on dit que la courbe G' est osculatrice de la courbe G, au point M; elle est, parmi toutes les courbes de la famille à laquelle elle appartient, celle qui a le contact de l'ordre le plus élevé avec la courbe G.
214. Supposons qu'on ait disposé des arbitraires qui figurent dans l'équation de G', de manière que celle courbe G' passe par le point M (a:, y) de la courbe G, et qu'elle ait avec celle-ci, au point M, un contact d'un ordre [i inférieur à w ; le nombre ^i. peut ici se réduire
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à zéro, et dans ce cas les deux courbes n'ont aucun contact, elles sont sécantes. Les conditions de notre hypothèse sont, en faisant toujours abstraction des cas de discontinuité.
dy' _ dr dv-y __ d^r
H^^dx^ "*' dx^ ~~ Zc»''
et elles se réduisent à la première d'entre elles, dans le cas de |:Jt = o. Cela posé, comme il reste des arbitraires indéterminées au nombre de n — a, nous pouvons profiter de cette indétermination pour faire passer la courbe C par le point de la courbe C qui répond à une abscisse donnée x -f- Ax. Désignons par Y et Y' lès ordonnées des deux courbes qui correspondent à cette abscisse; on aura, comme au n^ 211,
^ "~ ^ - \d^-^^' "" lÛ^j i.2...(fx-M) ^ ^"'^*~ ^^^^^^'
R'iH-i ^^ R|ii+i étant des infiniment petits de Tordre yL'\- 1. La condition que nous voulons exprimer, savoir Y'= Y, est donc
et, si Ton fait tendre Ax vers zéro, elle se réduira, à la limite, à
d^\Y' _ d^-^^x ^^^ ~dJi^ ~ dx^^'
En joignant cette équation (2) aux équations (1), on obtient précisément les conditions pour que le contact des courbes C et C soit de Tordre f^ -f- 1 .
Il résulte de là que, pour avoir celle des courbes C qui est osculatrice de la courbe C au point M, il suffira de disposer des n + 1 arbitraires contenues dans Téqua-
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tion de C, de manière que cette courbe passe par le point M et par n autres points M^ Mj, . . ., M;, de la courbe C répondant aux abscisses Xo ^29 • • • v ^n? puis de faire tendre successivement vers la limite x chacune des autres abscisses Xi, x^y . . ,, Xn» Lorsque x^ aura atteint la limite x, la courbe G' aura en M avec G un contact du premier ordre ; lorsque ensuite on fera tendre j?2 vers la même limite x, Tordre du contact s'élèvera d'une unité, et ainsi de suite.
215. On suppose dans ce qui précède que les points M « , M27 ' ' ' y M,| viennent se confondre les uns après les autres avec le point M. Mais la courbe G', assujettie à passer par tous ces points, coïncidera encore à la limite avec la courbe osculatrice de la courbe proposée, au point M, lorsque les points Mj, M2, . . . , M;, se rapprocheront indéfiniment du point M en se déplaçant simultanément suivant une loi continue quelconque.
Soient, en effet, y z=if(x)ely^=f^ (x) les équations des deuxcourbes Cet G'; <f{x) la différence /i [x) — f{x). Représentons par a*, x -h A| , x -\-h2, . . . , j: -h Au les abscisses des points M, Mj, M2, • • ., M^ pris arbitrairement sur la courbe G', les valeurs absolues des quantités /zi, h^y ..., hn étant inférieures à un nombre donné h. Les équations qui expriment que la courbe G' passe par les points M, M|, . . . , M/, sont
On peut remplacer ce système par le suivant :
y{.r)=0, y(x-f-Ai)— y(x)=0, ..., y(x-f-/<n}— ?M=0 OU
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dans lequel A"i, A"2, ..., hn représentent des quantités dont les valeurs absolues sont inférieures à h. De même, ce système (a) peut être remplacé par
f) [x] = G, f' [x -h /',):= G, f{.r -l- A^] — y'(:r + /-j ' .— G, . . . , OU
les valeurs absolues de /s, /s, . . . , //i étant encore inférieures à h. En continuant ainsi, on remplace finalement le système (i) par le système
dans lequel k^, Uf > > >, Pn représentent des quantités qui dépendent de A{, A^, . . ., h,i et dont les valeurs absolues sont inférieures à h. Si Ton fait tendre A|, hi, , , . , hn vers zéro, h^, l^, . . > , p,i tendent en même temps vers zéro et le système (4) se réduit à
(5) ^(^) = G, f'{x]=zO, /(j:)=g, •.., y«(.r) = o;
c'est-à-dire
Ainsi /ej cowbes auront au point M un contact do l'ordre n.
Il est bon de remarquer que la démonstration précédente subsiste lorsque x désigne une quantité variable qui tend vers une limite Ç. Alors tous les points M, M|, M2, . . . , M;, se déplacent d'une façon arbitraire et tendent vers un même point limite 3ÏL.
216. Droitk osculàtrice. — Conique oscuLATRicE. — L'équation d'une droite ne renferme que deux constantes arbitraires; on ne peut donc établir entre une courbe donnée et une droite qu'un contact du premier ordre, en un point donné. Il s'ensuit que la droite osculatrice d'une courbe en chaque point n'est autre chose que la tangente de la courbe. On retrouve ce résultat parnotre théorie; car soit
Téquation d'une droite ; on en tire
dx ~ "•
et, comme les conditions du contact, au point dont l'abscisse est X, sont
tix dx
on aura les valeurs suivantes des constantes a et& :
rfy , dr
L'équation de la droite osculatrice est donc
ce qui est bien l'équation de la tangente.
L'équation générale des sections coniques renferme cinq constantes arbitraires; donc la conique osculatrice d'une courbe donnée a un contact du quatrième ordre avec cette courbe. Le contact peut être d'un ordre supérieur en certains points particuliers; ainsi une courbe du troisième degré a, en général, vingt-sept points en chacun desquels elle a un contact du cinquième ordre
CHAPITRE VII
avec la conique osculatrice. Ce théorème remarquable est dû à Steiner ; j^en ai donné une démonstration dans mon Cours d^ Algèbre supérieure, 4* édition, t. II. Si Ton ne considère que les sections coniques qui satisfont à certaines relations, le nombre des arbitraires sera inférieur à cinq, et la courbe osculatrice n'aura pas, en général, avec la proposée un contact du quatrième ordre : tel est le cas qui se présente quand on ne considère que des paraboles ; tel est aussi celui des circonférences que nous allons examiner.
Du cercle osculateur*
217. L'équation générale du cercle renferme trois constantes indéterminées, savoir les coordonnées Xj , j^< du centre et le rayon R. On peut donc établir ici un contact du deuxième ordre en un point (x, y) de la courbe donnée, et les conditions de Tosculation sont
j^ étant l'ordonnée du cercle. L'équation de ce cercle est et, en la différentiant successivement deux fois, il vient
dr'* , , ,d*r'
Si l'on remplace dans les trois équations précédentes^*', — i — ~- par les valeurs tirées des équations (i), on ob-
ajc iiJC
S. ^ Caie, diff. ai
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tiendra les trois suivantes :
qui détermineront les coordonnées x^ , jr^ et le rayon R du cercle osculateur au point (j?> J^) de la courbe donnée.
On voit que les équations (2) sont précisément celles qui déterminent le cercle de courbure, d'où il suit que ce cercle et le cercle osculateur ne sont qu'une seule et même chose.
Le cercle osculateur en un point d'une courbe traverse généralement cette courbe, puisqu'il a avec celle-ci un contact d'ordre pair; cependant le contact peut être du troisième ordre en des points particuliers, et alors le cercle osculateur reste tout entier d'un même côté de la courbe, dans le voisinage du point de contact.
Les considérations générales que nous avons présentées au n^ 214 conduisent aux conséquences suivantes :
i^ Le cercle osculateur en un point d'une cow^be est la limite vers laquelle tend le cercle tangent en ce point à la courbe, et passant par un second point de celle-ci, lorsque ce second point se rapproche indéfiniment du premier en restant constamment sur la cou?'be,
2° Le cercle osculateur en un point d'une courbe est la limite vers laquelle tend le cercle qui passe par ce point et par deux autres points de la courbe, lorsque ces deux derniers points se rapprochent indéfiniment du premier en restant constamment sur la courbe.
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APPUCATIONS DE LA THÉORIE DES COURBES PLANES
Aire des sections coniques,
218. Bien que la quadrature des surfaces terminées par des lignes courbes soit du ressort du Calcul intégral, nous ne pouvons nous dispenser, de traiter dès à présent quelques-uns des cas les plus simples et eii particulier le cas des sections coniques.
Aire de la parabole. — Supposons qu'on demande
Taire du segment MOM' compris entre un arc de parabole et sa corde.
Prenons pour axe des x le diamètre Ox qui passe par le milieu P de la corde MM' et pour axe des j la tangente Oy à l'extrémité de ce diamètre.
Si l'on désigne par a: étales coordonnées du point M supposé actuellement variable, par S l'angle des axes, la différentielle de l'aire OMP = u sera (nM87)
du =^ JiTsind.
Mais réqualionj^= a^x de la pars^bole donne
on a donc
du = sfïpa^dx sin 0,
Comme x' dx est la différentielle de ^ a:' , Taire m a la
même différentielle que la fonction x sj^px^ sin0 ou
- y2/7X.a:sin5, etellen'en diffère que par une constante.
D'ailleurs les deux fondions s'évanouissent pour x = o\ par conséquent la constante est nulle, et Ton a
w = - v'2y7x.;r sinÔ ou u t=: -^ xy s\nO .
Cette formule exprime que Taire OMPestles - de Taire
du parallélogramme OPMQ construit sur les coordonnées du point M. L'aire OPM' est pour la même raison les
^ de Taire du parallélogramme OPM' Q'; donc enfin Taire
du segment MOM' est aussi les - du parallélogramme MM'Q'Q.
219. Aire de l'ellipse. — Considérons une ellipse rapportée à son centre et à ses axes ; désignons par 2a et 2^ les longueurs des axes, et supposons qu'on demande Taire u comprise entre les deux axes Ox, Oj^, Tare BM et l'ordonnée MP. Décrivons une circonférence ayant le grand axe ia pour diamètre, désignons par u' Taire comprise entre les axes Ox, O^, l'arc de cercle B'M' et l'ordonnée MP prolongée. On aura, en supposant l'abscisse X variable,
du ^=.y dx^ du' = y' r/jr.
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Maïs, y ^\' y étant les coordonnées du cercle et de Tel-
Upse, on a — = -» donc
du=: - du'; a
Kj
les quantités u et - u' ayant mêmes différentielles et s*an-
nulant toutes les deux en même temps que x, elles sont nécessairement égales entre elles, et Ton a
La surface entière du cercle étant Tra*, on voit que Taire totale de Tellipse est égale kitab,
AiBE DE l'hyperbole. — Considérons l'hyperbole
rapportée à ses deux asymptotes; l'équatiou de cette courbe sera
Soit u l'aire comprise entre la courbe, l'axe desx et les
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ordonnées AC, PM, l'une fixe, l'autre variable; on aura
dx
or - est la différentielle du logarithme népérien de x\
on a donc
u :=. m*sin0 logjr -h const.
L'aire u devant s'annuler quand x est égale à l'abscisse x^ du point C, la constante a pour valeur
— /n'sinOlogJîo»
et l'on a
u r= /72* sin 0 log — •
Si l'hyperbole est équilatère, on a ô = go**; prenons alors pour l'ordonnée fixe CA celle du sommet C de l'hyperbole et faisons m égale à l'unité de longueur, on aura simplement
u ■=: logj*;
par conséquent, les aires déterminées par les div^erses ordonnées de l^hjperbole sont les logarithmes des abscisses correspondantes. C'est en raison de cette propriété que les logarithmes népériens sont quelquefois désignés sous le nom de logarithmes hyperboliques.
De la différentielle d'un arc de section conique.
221 . Différentielle de l'arc d'ellipse. — Les coordonnées de l'ellipse rapportée à son centre et à ses axes peuvent s'exprimer en fonction d'un angle variable cp, par les formules
^t^asin^, ^ = ôcoS5»,
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a et b étant les longueurs des demi-axes. On tire de là
dx-=a cosy d(^, dy^rz — b ûxifdf
et, par suite ^
ds = y/a'cos*y -T- b^sïn}fdf.
Si l'on désigne par A" Texcentricité, c'est-à-dire le rapport » l'expression précédente pourra être mise
sous la forme
(i) ds=ia^i — X*sin'y</ç>;
on peut écrire aussi
, , ds d(p -- sin'»r/»
^ y/i — /-^sin'y ^\ — X*sin*y
On a souvent besoin d'exprimer ds en fonction de Tangle X que fait la normale de la courbe avec l'axe des x. On a, par les formules précédentes,
tang> 1= — ^"^ =r f cotf), tangy — ^ col)., d'où Ton tire
^ ^ Û* coi- A -T- ^' Sin* A
et
^ a cos'ç» _^ fthd\
b sin*"À a*cos'> -i- ^'siii^À
Il vient alors
ds rrr ,
ou
OJ = •
( I — X- sin' À ; ' Il faut remarquer que d^/ n'est autre chose que Tangle
de contiDgence et qu'ainsi — représente le rayon de courbure.
222. Différentielle de l*arc d'hyperbole. — On peut obtenir pour la différentielle de Tare d'hyperbole
une expression analogue à celle qui se rapporte à l'ellipse. Prenons pour axe des x Taxe non transverse de la courbe, pour axe des y l'axe transverse, et désignons par 2a la longueur du premier de ces axes, par
k — X 2a la longueur du deuxième; l'équation de
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et de là résulte cette expression de yjdx^ -f- dy^ = dsj
(i) dsz=a^i — X*
df
cos*y \/i — X*sin*y
Par l'extrémilé M de l'arc s dont nous supposerons Torigine en A, sur l'axe des^, menons la tangente MP et abaissons du centre la perpendiculaire OP sur cette tangente. L'équation de la droite OP sera
^siny Y -h ^i — X*sin*yX = o;
si donc on désigne par t la partie MP de la tangente qui mesure la distance du point M à la ligne OP, on aura
t= --- =- tangy v^i— /*siu»ç>, y'i — /•
et, en difTérentiant cette expression.
dt = a y/i — X
- , , ces* 9 i/i — X*sm*9
a/f^ f df sîn'y^ip \
V^7— X* \v^7^^X»sm^ "" v^7^T»lïnV'
Retranchons maintenant la formule (2) de la formule (i), il viendra
(3) ^(.- .)-^ -"^— (.^"^fJf^ - —Jf V
^i — X* ^^1 — X*sin*9 v* — ^'* sin*9>/
la quantité t est une fonction algébrique donnée, et Ton voit que la différentielle de la différence s — i a une forme analogue à celle de la différentielle d'un arc d'ellipse.
223. Différentielle de l'arc de parabole, rectification DE CET ARC. — Soit
l'équation d'une parabole rapportée à son axe et à la
tangente au sommet. En désignant par a l'angle que fait la tangente de la courbe avec l'axe des x, on a
d'où
On tire de là
Y=^pcotu, or =- cet' a.
djr = -
pdoL
sin^a
dx -=1 —
p cotai du
sin'a
Ensuite si l'on désigne par s l'arc de la courbe, compté à partir du sommet, on aura
ds=: —
pda^ sin* a '
nous mettons le signe — devant cette expression, parce que le radical qui comportait le signe ambigu zi= a disparu et que 5 est une fonction décroissante de a.
Désignons par t la longueur de la tangente comprise entre le point de contact M, extrémité de l'arc s, et le point P où elle rencontre l'axe des j^, on a
t= ou tz=^ -7— -5
cosa 2 sm'a
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d'où, par la différent! ation,
2 siaa sin'a
en retranchant cette formule de la formule (i), on a
2 sma
Or on a vu au n® 44 que - — est la différentielle du
^ sma
logarithme népérien de tang - a ; on a donc
* — r = — - log tang - a H- const.
L'arc 5 et la ligne t s'annulent pour a = -» par conséquent la constante est nulle, et Ton a
(4) s — t—^ log tang - a. ,
224. Le résultat que nous venons d'obtenir donne immédiatement la solution d'un problème qui offre quelque intérêt. La ligne PF qui joint le point P au foyer de la parabole est perpendiculaire sur la tangente MT et la longueur de cette ligne est
2 sma
Prenons le point I, sur le prolongement de MP, tel que MI soit égale à l'arc s ; on aura
IP = f — r = — - log tang - a.
Maintenant menons la ligne IS perpendiculaire à IT, et prenons les deux droites IT, IS pour former un système d'axes coordonnés. Désignons par xely les coordon-
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nées du foyer F par rapport à ces deux axes, on aura
Y = —\ — , X = — '- log tang - a. 2 sin a 2 2
La seconde de ces formules donne
îx îx
e ' n::: tang - «, e''r=cot-a,
d'où
Ix fx
sincc
et, à cause de la première formule
(tx lx\
Il est évident, par ce qui précède, que l'équation (5) est celle de la courbe décrite par le foyer de la parabole, lorsque celle-ci roule sans glisser sur la droite fixe IT. La courbe dont il s'agit se rencontre en Mécanique; elle a reçu le nom de chaînette.
Rayon de courbure des sections coniques.
223. L'équation générale des sections coniques peut toujours être ramenée à la forme
(l) jr^z= 2,pX -^ qx^^
X eXy étant des coordonnées rectangulaires; on tire de cette équation, par deux dilTércntiations successives,
Si Ton multiplie entre elles les équations (i) et (3),
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puis qu'on retranche Téquation (a) après Tavoir élevée au carré, on trouvera
L'expression
du rayon de courbure devient alors
or on a
N étant la longueur de la normale : donc
Ainsi, dans les sections coniques, le rayon de courbure est proportionnel au cube de la normale, La formule ( 2 ) élevée au carré donne
tir*
et, par suite,
ce qui permet d'exprimer le rayon R en fonction de Tune des deux coordonnées.
On obtient une autre expression remarquable de R en introduisant l'angle y que fait la normale avec le rayon vecteur issu d'un foyer. En désignant par p ce rayon et
par (ù Tangle qu'il fait avec Taxe des x, on a, comme on sait,
I I -4- i/i -h 7COSM „ , rfp i/i -h a slntùcicù - = ï î , d ou -{' = i j
d'ailleurs l'angle y est déterminé par la formule
qui devient ici
do
langy = osm» = — ^ ;
la formule (5) se réduit alors à
cosy
et elle exprime que, dans les sections coniques, la pro^ jection de la normale sur le rayon vecteur issu d'un foyer est constante et égale au paramètre.
L'expression (4) du rayon de courbure devient, en remplaçant N par la valeur tirée de la formule (6),
et l'on peut écrire aussi
^ cos*7
226. Cette dernière formule conduit à une construction très-simple du rayon de courbure dans les coniques. Effectivement, menons la normale MN terminée en N à l'axe focal ; joignons le point M au foyer F ; élevons ensuite NG perpendiculaire à MN, par l'extrémité N de cette normale ; enfin, par le point G où NG rencontre MF, menons GC perpendiculaire à MF ; le point C où
Développée de l'ellipse. — Soit
l'équation d'une ellipse rapportée à son centre et à ses axes. On tire de cette équation, par la différentiation,
JS
b^ dx-"^'
a* à^ \dx) ^ b* r/.r* '
dx
puis
en posant
c'—a^-^bK
Les formules
«« = JT —
rf.r« / cLr
ri=r-i-
djc'-
dx^
qui déterminent les coordonnées du centre de courbure, donnent alors
r' ri— —
Si donc on suppose c* positif et que l'on fasse
on aura, par les équations (2), en ayant égard à l'équation (i),
ce qui est l'équation de la développée de l'ellipse. Cette développée G H G' II' a pour axes ceux de la courbe, et les points G, G', où elle rencontre l'axe focal, sont situés entre les foyers F, F' de l'ellipse, à cause de «i <[c; on voit en outre, par les formules (2), que chaque quadrant de Tellipse et le quadrant correspondant de la
développée sont situés dans deux des angles adjacents formés avec l'une des directions de l'axe des x, par les
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deux directions de Taxe des j^. On doit remarquer aussi que la développée sera tout entière contenue dans Tellipse^ si Ton a i| <^ i ou
elle coupera l'ellipse aux extrémités du petit axe, si Ton a
enfin elle coupera Tellipse en quatre points si l'on a
Les rayons de courbure de l'ellipse aux extrémités du petit axe et du grand axe sont respectivement b -h b^ et
a — a^ ou -7- et — j la longueur du quadrant de la développée est donc
al
Si l'on dill'érentie l'équation (3) deux fois de suite, il viendra, en prenant dxt = const.,
^1 \aj by \bj djc^
ce qui donne
dx, i -' JU' - î -i^'
le rayon de courbure R| de la développée de l'ellipse a donc pour expression
II, — J
s. — Cale. dlff. aa
dy La valeur de -— est nulle aux points G, G' où la
courbe rencontre Taxe des x\ elle est infinie aux points H, H' où elle rencontre Taxe des j\ il s^ensuit que ces quatre points sont des points de rebroussement du premier genre; pour chacun d'eux le rayon de courbure R|
est nul. La valeur de --~ei celle dey^ sont toujours de
mc^me signe : la développée est donc partout convexe vers Taxe des abscisses.
228. Développée de l'hyperbole. — L'analyse qui nous a conduit à la développée de l'ellipse ne suppose pas que b^ soit une quantité positive; elle s'applique donc au cas de l'hyperbole. Si l'on écrit — b^ au lieu de b^y la quantité désignée par c^ au numéro précédent aura pour valeur
C* zzz a» H- b\
et les équations (i) et (3) de ce numéro deviendront
l'équation (i) est celle de l'hyperbole et les équations (2) donnent les coordonnées du centre de courbure de cette courbe. Si l'on pose, comme au numéro précédent,
l'élimination de a: et de ^ donnera
On reconnaît facilement, par ces formules, que la développée de l'hyperbole est formée de deux branches infi-
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nies HGK, H'CK', symétriques par rapport aux deux axes, convexes vers l'axe transverse de Thyperbole ; les
points G, G' où elle rencontre cet axe sont des points de rebrousscment du premier genre ; ils sont situés au delà des foyers F, F' de l'hyperbole, à cause de ai > c.
229. Développée de la para.bole. — L'équation de la parabole rapportée à son*axe et à la tangente au sommet est
la différentiation donne
di
d'où
ipx
et il en résulte, pour les coordonnées X|, y^ du centre de courbure, les valeurs suivantes :.
•Cl ' ûS ^~~
dr*\ dy
I H — "— \ — r/.r* / dx
djè'
dx^
■^(^i—p)^ x = —y/p^ji;
en portant ces valeurs dans l'équation de la parabole, on obtiendra celle de la développée, savoir
On en tire, par la difTérentiation, en prenant Xt pour variable indépendante,
yp
ces formules montrent que la développée de la parabole se compose de deux branches infinies GK, GL qui se réunissent au point G de Taxe; ce point G, dont l'ab-
scisse est p, est un point de rebroussement du premier
genre. Comme j^i et — ^ ont le même signe, la courbe
présente constamment sa convexité vers Taxe de la parabole.
De la cjcloïdc.
230. La cycloïde est la courbe engendrée par un point donné d'une circonférence qui roule sans glisser sur une droite fixe indéfinie.
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Prenons pour axe des x la droite Kx sur laquelle roule la circonférence donnée, et pour origine Tun des points A de la droite Kx avec lesquels le point générateur de la cycloïde peut venir coïncider. Comme le mouvement du cercle mobile peut se perpétuer indéfiniment et qu^on peut reculer son origine autant que Ton voudra, la cycloïde est composée d'une infinité de branches égales entre elles, situées d'un même côté de la droite Ax, à droite et à gauche du point A ; il est bien aisé de former Téquation de cette courbe. L'axe des j^ étant perpendiculaire à l'axe Ax des abscisses, considérons un point quelconque M de la cvcloïde, et supposons que H soit
le point de contact du cercle générateur avec Ax, dans sa position actuelle.
Soient
les coordonnées du point M ; joignons ce point au centre O du cercle générateur HMG et abaissons la perpendiculaire MI sur GII. On aura
X - AH - PII =: AH — MI, jr=:OH
mais si l'on désigne para le rayon du cercle générateur, par <p l'angle formé par la direction du rayon OM avec la direction OH qui est celle des r négatives, on aura
MI = a sin f>, 01 = a cos^ ;
d^ailleurs, la ligne Ali est égale à la longueur de Tare de cercle MH = acf, d'après la définition de la cycloïde. On a donc
j jr' z=z a[i — COS9),
et Ton obtiendra tous les points de la courbe en donnant à cp, dans ces formules, toutes les valeurs comprises entre — 00 et -f- 00 .
La seconde des formules (i) donne
( 2 ) coso» -= -y f-- arc ces 9
puis
[5] Sin©r= y
et, en substituant ces valeurs dans la première formule, on obtient
(4) x=:ûarccos sliay — ^*,
le radical devant être pris avec l'un et l'autre signe.
L'équation (4) est celle de la courbe entre les coordonnées X et j^, mais il n'y a aucun avantage à la substituer aux formules (i) et nous conserverons celles-ci.
231 . Tangente et noumale'a la cycloïde. — En différentiant les équations (i), il vient
( dxz=^a{\ — cosy)r/ç),
[ djr = a sÏTïfdf,
L'expression de la sous-normale N' est, en vertu des formules (1) et (5),
(6) N'^/^=asiny=Pn;
(Le
il résulte de là que Mil est la normale de la courbe et
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que, par suite, la tangente est la ligne MG qui joint le point M au point G diamétralement opposé à H, dans le cercle générateur.
Ce résultat conduit à un procédé fort simple, pour construire la tangente en un point quelconque M de la cycloïde. Remarquons d'abord que te maximum de y est 2 a, et que ce maximum a lieu quand cy est égal à une demi-circonférence où à un multiple impair de la demicirconférence ; mais, comme ce que nous disons de Tune des branches de la courbe s'applique à toutes les autres, nous n'avons à considérer que la seule. branche qui a le point A pour origine ; alors la valeur de x qui répond au maximum est na : c'est l'abscisse du milieu de Xz.hase de la cycloïde. Cela posé, construisons sur l'ordonnée maxima CD, comme diamètre, le cercle générateur GmD; menons ensuite, par le point M, la droite Mm parallèle à Ax, joignons le point m, où cette droite rencontre la demi-circonférence CmD, au point C, et menons enfin, par le point M, la droite MG parallèle à mC; cette droite sera la tangente demandée.
Au moyen de la formule (3), l'expression de la sousnormale N' peut être mise sous la forme
(7) N'rzi V^2«J — jS
et, comme la normale N est égale à y^N'^-Hj ^, on a
ou encore
(8) N: a^/sin-^.
Enfin, si dans la formule (7) on écrit au lieu de N' son expression y ■'^ '^ on ohliendra V et/ uation différentielle
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de la cycloïde, savoir
!••>) di = \/-y-'
11 y a quelquefois avantage à transporter Torigine des coordonnées au sQmmet C de la cycloïde et à prendre pour axe des x et desjK les directions CG et CD. Il faut alors remplacer, dans nos formules, x par ira 4- x el^ par aa — j\ si, par exemple, on fait ce changement dans Téquation (9), elle deviendra
nous n'avons pas changé le signe du premier membre, |)arce que le signe du second membre demeure indéterminé.
232. Quadrature de la cycloïde. — Désignons par u Taire comprise entre la courbe, sa base et Tordonnée MP=j, on a
du z=z ydx r= ^/* ( I — COS^)'^^^ = «* (l — a COSy -î- COS* 9 j'/f , .* ,14- COS2a> 1. j o
ou, en mettant ^ au lieu de cos*®,
rftf =r û* f 2 COS7 H COS2 ^ j dy\
le second membre de cette formule est évidemment la différentielle de la fonction
'*(-î'-2siny-f-isin2yV,
^railleurs cette fonction s'annule, ainsi que u, eu mémo temps que c^; on a donc
;io) tt^a*/-y — 2siny H- -T sin2y] •
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Si Ton veut Taire, lotale U, comprise entre la première branche de la courbe et sa base, il faudra faire cp :=: 21: dans la formule précédente, ce qui donnera
(11) Ur=37r«»;
Taire entière d*une branche de cycloïde est donc triple
de Taire du cercle générateur.
233. Rectification de la cycloïde. — Les formules (5) (n° 231 ) donnent
dx^ -4- dj-^ iJL 2 a' ( I — cos y ) ily^ rzz ^ a* sin* - f d^*^
d'où
; 1 2) ds^^ ia sin - <ftl^\
le second membre de celte formule est la différentielle de — /\a cos - y ; on a donc
s ^=z— ha cos - 8) -f- const.
Prenons le point A pour origine de Tare 5; cet arc s'annulant avec f , la constante est égale à 4^> ^^ ion a
ou
4ûfl — cos^yj,
i3) j=r; Oasin' 7 ©.
Si Ton veut avoir la longueur S de Tune des branches de la courbe, il faudra faire cj>= 27r, dans la formule précédente, et Ton aura ^
Ainsi la longueur d'une branche entière de cycloïde est égale au quadruple du diamètre du cercle générateur.
234. Rayon de courbure de la cycloïde. — L'angle que fait la tangente de la courbe avec Taxe des y étant égal à la moitié de Tangle cp, il s'ensuit que l'angle de
contingence est égal à - rfy ; le rayon de courbure R est
donc
ds
dt r
mais la formule (12) montre que — est égal à aa sin - cp,
ce qui, d'après la formule (8), est précisément l'expression de la normale N ; on a donc
ainsi, dans la cycloïde, le rayon de courbure est double de la normale.
235. Développée de la cycloïde. — Le résultat qui précède permet de trouver sans calcul la développée de la cycloïde. Effectivement, prolongeons le diamètre HG du cercle O, d'une quantité HL = HG, au-dessous de Ax {voir la figure du n" 230), et construisons, sur HL comme diamètre, la circonférence O' qui rencontre en N la normale MH prolongée, menons ensuite à cette circonférence la tangente EL parallèle à Ax, qui rencontre en E la direction de l'ordonnée maxîma CD. L'égalité des, angles MHG, LHN entraîne celle des arcs MG, LN et celle des arcs supplémentaires MH, NH ; les cordes MH et NH sont donc elles-mêmes égales, et, par conséquent, le centre de courbure relatif au point M est situé en N; en outre, l'arc HN est égal à la longueur AH et il s'ensuit que le supplément LN de cet arc est égal à HD ou à LE.
Il résulte de là que la développée de la cycloïde peut être engendrée par un point N d'une circonférence de
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rayon a qui roulerait sans glisser sur une parallèle EL à k.x menée au-dessous de cette droite à une distance égale au diamètre du cercle, de manière que les positions du point générateur N sur la droite EL répondent aux mêmes abscisses que les ordonnées maxima de la cycloïde proposée. Cette développée est donc une seconde cycloïde égale à la première.
On peut arriver à la même conséquence sans invoquer la formule qui fait connaître le rayon de courbure. En effet, MG étant la tangente à la première cycloïde au point M, il s'ensuit que NH est la tangente en N à la seconde cycloïde ; celle-ci est donc l'enveloppe des normales de la proposée, et par conséquent elle est sa développée.
Enfin la propriété que nous étudions résulte encore très-facilement des formules générales qui donnent les coordonnées XoJ^j du centre de courbure. La différenciation des équations (5) (n° 231) donne, en prenant d^ constante,
(16) d}x^=z a^vci^dfjf^^ d*x = acosfdf*,
et au moyen des formules f 5) et (16), les formules du n" 197 donnent
ar, = a(ç) -I- siny), j, =r — «(i — cosç>;.
Si maintenant on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes au point dont les coordonnées sont x =. i:a, y = — aa, il faudra écrire ra-h-x^ et — 2a -f-^i au lieu de Xi et de r^ et, si Ton met en même temps (ft -i-i: au lieu de cf , on aura les équations
^i=«î?i — sin^i), Jr^ — a(i — cos9i^
qui représentent bien une cycloïde égale à la proposée.
236. Cette propriété de la cycloïde donne immédiatement sa rectification. En eflet, l'arc EN de la développée est égal à la différence
EC — MN = 4fl — 4a sin - 7
des rayons de courbure de la proposée aux points C et M. D'ailleurs, il est évident que Tare s = AM s'obtiendra en changeant cp en tt — r^ dans l'expression précédente; on a donc
s= Aa — Aa cos - © =r 8a sin* - 9,
comme nous l'avons déjà trouvé plus haut.
La même propriété de la cycloïde fournit encore un moyen d'obtenir la quadrature de cette courbe, mais nous nous bornerons à cette indication que le lecteur pourra facilement développer.
Des épicjcloïdes.
237. On nomme épicycloïde la courbe engendrée par un point donné d'une circonférence qui roule sans glisser sur une circonférence fixe.»La cycloïde appartient à la classe des épicycloïdes ; elle répond au cas où le rayon de la circonférence fixe devient infini.
L'épicycloïde est dite intérieure ou extérieure, selon qu'elle est située dans l'intérieur du cercle fixe, ou au dehors de ce cercle.
Toute épicycloïde peut être engendrée par le moyen de deux cercles différents roulant sur le même cercle fixe. Les rayons de ces cercles ont pour somme ou pour différence le rayon du cercle fixe, selon qu'il s'agit d'une épicycloïde intérieure ou d'une épicycloïde extérieure.
En effet, supposons que l'épicycloïde intérieure ou
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extérieure considérée soit engendrée par un point M du cercle A roulant sur le cercle fixe O. Soient H Tun des points du cercle fixe avec lesquels le point générateur peut venir coïncider, et P le point de contact actuel des deux circonférences. Joignons ÂIVI et construisons sur
les lignes AO, AM le parallélogramme OAMA'; décrivons enfin une circonférence du point A' comme centre avec le rayon A'M. Celte circonférence sera tangente à la circonférence O en un point P' situé sur le prolongement de la ligne OA'; car, si Ton désigne par /• le rayoi^ du cercle O, par a et a' les rayons des cercles A et A', on a évidemment
dans le cas de l'épicycloïde intérieure, et
dans le cas de l'épicycloïde extérieure.
Maintenant les angles PAM, P'A'M, POP' étant égaux
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entre eux, on a
arcPM arcP'M arcPP'
arcP'M-':arcPM
arcPP' — - .. . j
et, comme a^ztza est égal à r, on a
arcP'M =h arcPM . - arcP'H ±l arcPH;
les signes supérieurs répondent à Tépicycloïde intérieure, les inférieurs à Tépicycloïde extérieure. Or, dans les deux cas, on a
arcPM = arcPH,
par la nature de la courbe ; donc on a aussi
arcP'M - arcP'H,
et, en conséquence, l'épicycloïde peut être engendrée par un point M de Tune ou de l'autre des circonférences A, A' roulant sur la circonférence O.
238. Rapportons la courbe à deux axes rectangulaires Oxy Oy^ dont le premier passe par le point H, et désignons par cf l'angle MAP dont a tourné le rayon AM du point générateur en s'écartant de sa direction initiale HO ; cet angle ç pourra varier de — oo à -|- oo , car on peut regarder le mouvement comme indéfini. L'arc PM et son égal PH seront alors représentés par aq) et l'angle
POH sera ''^.
Soient X = OQ, y =. MQ les coordonnées du point M; si l'on abaisse AB perpendiculaire sur Ox et MG perpendiculaire sur AB, on aura, d'après la figure,
X — OB -h MC, ^ ^ AB — AC,
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et les triangles OAB, OMC donneront
X- (rLCû)cos —^ zpûcos I — î- it 9]) X — . (rzb «) sm -^ — flsin ^ -^ di ç» 1-,
les signes supérieurs ayant lieu pour répicycloïde extérieure et les inférieurs pour répicycloïde intérieure. Posons
on aura, pour l'épi cycloïde extérieure,
jr rt-f-l / . ^
- = COS/ÎO — CCS { 71 -t- 1)9,
.an ^ \ JT7
- = sm/zo — sm /2 -+- iio-
et ces formules conviendront aussi à Tépicycloïde intérieure, si l'on y remplace a, n, ç, par — a, — n, — cp, L'épicycloïde est une courbe algébrique lorsque le nombre positif ou négatif n est rationnel. Il convient
de remarquer le cas de n = ? qui est celui de l'épi-
cycloïde intérieure rectiligne; la deuxième équation (i) devient j=o, et la courbe se réduit à un diamètre du cercle fixe.
Dans le cas de « = — -, les équations (i) deviennent, en changeant a en — a, ç en — ©,
- r= 3 ces "7 -h COS -y- :=r 4 COS' -7?
- m 3 sin 7 -— sm -~ = 4 sm* -7»
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d'où, par rélimination de (fj et en remettant r au lie de 4^9
Dans le cas de /i = i , on a
- = 2 ces© — ces 2 », - = 2 sino — 8În 2 9, a a
ou
=:COSç)(l — COSy), =Mn9>(l — COS^j.
Si Ton désigne par |0 et &> deux coordonnées polaires, telles que
X — a=:pCOSW, ^::=pSinw,
les formules précédentes donneront
tangy =^ tangw, d'où y == «, et
p=:2a(i — cosft)) ou p=:4^sin*-M,
En général, répicycloïde est formée d'une infinité de branches égales entre elles, et les points où ces branches se terminent sur le cercle fixe sont des points de rebroussement. Le nombre des branches devient limité quand le rapport n est un nombre rationnel.
239. Tawgewte et normale. a l'épicycloïdk. — La difi'érentiation des équations (i) donne
l — ==(/? -hi) [sin(rt-+-i)^ — sin/î9)]f/^ = 2(/î-{-i)sm - cos ( «? 4- -1 ^?,
=::(7ï-hi)[cos/iy — cos(/7-f- i)f>j^y=^2(/7 -hi)sin-sin ( wy H — ) «^?» d'où (3) ^i = ^"g^^ + f)-
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Cette formule montre que la tangente au point M de répicycloïde est la droite MT qui joint le point M au point T diamétralement opposé à P, dans le cercle A. Effectivement Tangle que fait cette ligne MT avec l'axe des X est égal à la somme des angles ÂOx, OTM, somme
qui est toujours égale à /icp+ -> en négligeant les raul-
tiples de la demi-circonférence. Il résulte de là que la normale au point M de Tépicycloïde est la droite MP qui joint le point M au point de contact actuel des deux circonférences O et A.
240. Rectification de l'épicycloïde. — Si l'on ajoute les équations (2), après les avoir élevées au carré, et qu'on extraie ensuite la racine carrée de l'équation obtenue, il viendra
(4) -' = ?(«^-Osm|^?;
et, par conséquent,
- = — âln-T- i) ces - -t- coQst«
Supposons que H soit l'origine de l'arc s, on aura simultanément 5^= o et (p= o; la constante est donc 4(«-h i), et l'on a
i=4(/H-i) f'i — cos^\ =8{/i-4-i)sin«|.
Pour avoir la longueur de Tare S qui forme l'une des branches de la courbe, il faudra faire cp= air, et Ton aura
2 il . Quadrature de l'épigtcloïde. — Les formules ( i )
S. — Cale, diff, a3
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et (a) donnent
xdy — ydx (/? -|- i) {'2/? -f- i)
tf* n
(l — COSf»)
ou
du •=. ' '— rt* [dff — cosy cry),
IX étant l'aire comprise entre la courbe, le rayon vecteur OM du point M et Taxe des x. Or c/qp — cosy <iy est la dilTérentielle de cp — sincp; d'ailleurs cette fonction s'annule, ainsi que 1/, pour ^ = o : donc on a
(/H-i) [2wH-l) . .
Il :^ .^ L^ L a«(ip — SinoJ.
Si Ton veut l'aire U comprise entre une branche entière de la courbe et les rayons extrêmes, il faudra faire (y = 27r, ce qui donnera
n Le secteur circulaire compris entre les mêmes rayons extrêmes a pour valeur ; l'aire comprise entre le cercle
fixe et la branche de courbe considérée est donc U
en désignant par U| cette aire, on aura
U,= (2/l-h3)7Tû*;
comme nous admettons pour n des valeurs négatives, cette formule convient au cas de l'épicycloïde intérieure comme à celui de l'épicycloïde extérieure ; elle se réduit àUi =3îra^, dans le cas de /7 = o, et l'on retrouve ainsi le résultat relatif à la cycloïde, obtenu précédemment.
242. Rayon de counBuuE de l'épicycloïde. — La formule (3) montre que l'angle de contingence da est égal à
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donc le rayon de courbure R= — a pour valeur, d'après la formule {^),
(6) R==4(iL±i]„,i„r,
et, à cause de aa sin - == MP [voir la figure du n®237),
on a
, , R 2/1-4-2 2rrii 2.«
MP 2/1 -f I riii2a
Menons par le point T la corde TK parallèle à la normale MP, et joignons OK qui rencontre en I cette nor* maie ; on aura, dans le triangle OKT,
R=:MI
ce qui montre que le point I est le centre de courbure relatif au point M.
243. Développée de l'épicycloïde. — La différentiation deTéquation (3) donne
dx^ ?./! 4- I dff
par conséquent les équations qui déterminent les coordonnées Xi^ji du centre de courbure I seront
1 dy ^ dx
0^1 = X —, j^j — jr -; ,
un -+- i df 2/* -1- I €/f
ou, d'après les formules (i) et (2),
Xi I f/î -f- 1 . . "I
— = I COS/ICp-|-COS(/î 4- llç» U
— n^ siuntp -h smin 4- 1)9 1 •
Faisons tourner les axes d'une.quantité angulaire égale à nity en élevant Taxe des x vers la partie positive de Taxe des j', et désignons par x', eiy\ les coordonnées du centre de courbure relatives aux nouveaux axes, on aura
ic', = jTiCOS/îTr -4- J^iSin /ITT, ^', = — X|Sin/iTr 4- JiCOS/nr,
et, par conséquent, en faisant a^ = , 9« = y — tt,
(18) l """ = cos/iyi — cos(/i-f i)y„
Îy I /« -4- 1 . • / . \ ^-^ = sin/za>« — sm(/? -h I)©..
fl, /l \ /ri
Ces formules (8) ne diffèrent des formules (1) que par le changement du paramètre a en ai = ^ — ; donc
in ~f- I
Ui développée de Vépicycloïde est une épicycloïde sent" blahle.
De la dév^eloppante du cercle.
244. Remplaçons dans les équations (1) du n^238, qui appartiennent à l'épicycloïde, a par sa valeur /i/*, et inti*oduisons, au lieu de 9, Tangle vp = ncp que forme la ligne
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des centres des deux circonférences avec Taxe des x ; les équations de Tépicycloïde prendront cette forme
sin -
- rzrCOSi}» ( I-h 2/1810* -^ ) -h tLsilltL — 7— >
sm -
- =cos^ ( I H- in sin* — | — -i» cosj»
Supposons maintenant que le rayon a du cercle g(^nérateur devienne infini, n tendra lui-même vers Tinfini , le
sin-
rapport — ; — tendra vers l'unité et 2/1 sin*— vers zéro; ^^ -if 2/1
n on a donc, dans ce cas limite,
- =cos^ -f-tpsini};,
- iirsin>p — ^cos^/.
Ces équations, qu^il est bien aisé de former directement, appartiennent à la développante du cercle ; celle-ci se compose de deux branches infinies dont le point de réunion est un point de rebrousseraent, et qui se rapportent respectivement aux deux mouvements de sens contraires qu'on peut attribuer à la tangente génératrice.
La propriété de répicycloïde d'être semblable à sa développée n'a plus lieu à la rigueur dans ce cas limite : cependant on doit regarder la développante du cercle et la circonférence elle-même comme appartenant à la classe d^s épicycloïdes, et l'une et l'autre courbe répond au cas de n = ^ ; car, si l'on fait rouler un cercle de rayon a
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sar un cercJe infiniment petit, le point du cercle mobile qui est, à Torigine, sur la ligne des centres décrira une courbe injfiniment peu différente de la circonférence de rayon 2a.
De la spirale d' Archimède et de la spirale
hyperbolique,
245. La spirale d' A rchimède est la courbe représentée en coordonnées polaires par Téquation
où a désigne une ligne donnée.
Pour la construire, il suffît de décrire un cercle de l'origine comme centre avec le rayon a\ les arcs de ce cercle comptés à partir de l'axe fixe seront les longueurs des rayons vecteurs de la courbe dont les directions passent par leurs extrémités.
L'inclinaison jix de la tangente sur le rayon vecteur, la 80us-tàngente N' et la sous-normale "F ont ici pour valeurs
cita
ainsi la sous-normale est constante, ce qui fournit un procédé facile pour construire la tangente à la courbe.
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Le rayon de courbure est, en introduisant la normale
et, si Ton désigne par a! la projection de la sous-normale a sur la normale N, on aura
expression qu'il est facile de construire.
246. On nomme spirale hyperbolique la courbe représentée en coordonnées polaires par Téquatîon
où a est une ligne donnée. Pourti = o, |0 est infini; il décroît quand o) augmente et s'annule pour co = oo . La courbe fait ainsi une infinité de révolutions autour de
Torigine O sans jamais atteindre ce point qui est un point asymptote. L'ordonnée MP = p sinw de la courbe a pour valeur
sm fù
ta
et elle se réduit à a pour gù = o ; il en résulte que la courbe a pour asymptote la parallèle à Taxe menée à une distance a de cet axe.
Les quantités tang|ui, T, N' ont ici pour valeurs
tangft = —'—= — «, T' = — a, N' = — JIJ5;
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la sous-tangente étant constante, il en résulte une construction facile de la tangente à la courbe.
La construction du rayon de courbure n'a elle-même aucune difficulté; mais elle n'offre pas assez d'intérêt pour que nous nous arrêtions à la développer.
De la spirale logarithmique,
247. La spirale logarithmique est la courbe représentée en coordonnées polaires par l'équation
OÙ a désigne une ligne donnée, m un nombre donné.
Il faut remarquer que cette équation représente la même courbe, quelle que soit la ligne donnée a\ car, si l'on fait tourner l'axe fixe à partir duquel on compte l'angle &> d'une quantité quelconque a, pour avoir l'équation de la courbe rapportée à ce nouvel axe, on devra remplacer tù par gd + a, ce qui donnera, en posant a! = ae*"*.
On pourrait, d'après cela, supposer /j=rr, mais nous conserverons l'équation (i), pour l'homogénéité des formules.
L'équation (i) donne |C = a = OApour o) = o, et si l'on fait croître &> de o à -f- oo , p prendra des valeurs correspondantes infiniment croissantes. Au contraire,
p décroîtra de a à o, si l'on donne à o) des valeurs négatives décroissantes de o à — oo . Ainsi la courbe fait, dans
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Tun et Tautre sens, une infinité de révolutions autour du pôle, à partir du point Â.
La difTérentiation de Téquation (i) donne
(2 ) -j^- =z mae'"*', ou -^=mp.
Par suite, Tinclinaison jtx de la tangente sur le rajon vecteur, la sous-tangente T' et la sous-normale N' auront pour valeurs
(3) tangp=i, T':=£, N'=r=mp.
La première de ces formules (3) exprime que :
Dans la spirale logarithmique, la tangente fait un angle constant as^ec le rayon ^vecteur,
La différentielle de Taire d'un secteur de la courbe est
du :=. — ù^dtù = pdû^
pdp est la différentielle de -- : on a donc
u = -, h const.
Si Ton veut que Taire u s'annule en même temps que co, la constante sera — - — 1 et 1 on aura
La diff(érentielle ds de Tare de la courbe est
4) as = ^dp* -+- jB* ^(M* =z^m*-hi pfi<a = a^m*-hi e^**dta rr ^ - — WJ),
d'où
S - - p -f- const. :
si Ton compte l'arc s à partir du point A, pour lequel p est égal à a, on aura
L'angle de contingence, qui est en général dfx -h dtù,
se réduit ici à rfw; le rayon de courbure R est donc — j et, d'après les formules (2) et (4), on a
Or cette expression est celle de la longueur N = ^p^ ■+- N'* de la normale ; donc le centre de courbure n'est autre que l'extrémité K de la sous-normale.
Il est bien facile, d'après cela, d'avoir Téquation de la développée de la spirale logarithmique. En eflel, les coordonnées pt, ck>| du centre de courbure K sont
Pi = N' = mp = mae"**^y w. = — h «,
ce qui donne, par l'élimination de o),
(6) pi =^ mae
donc la spirale logarithmique a pour développée une deuxième spirale logarithmique qui lui est égale et qui a le môme pôle.
248. Ainsi que nous l'avons dit plus haut, on peut ramener l'équation (6) à la forme ( i ) en faisant tourner l'axe autour du pôle d'une quantité convenable or; comme on est libre d'ajouter à a ou d'en retrancher un nombre entier de circonférences sans que la nouvelle direction de l'axe soit changée, j'écrirai aH-2i7r au lieu de a, i étant un entier indéterminé, a un angle compris entre o et'2;r.
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Je remplacerai donc dans Téquation (6) «< parw-j-a+aiir, et en même temps j'écrirai p au lieu de p^ ] alors l'équation de la développée sera
p -szz mae ^ *^ ,
et elle se réduira à
jB =r ae"^^ ,
si l'on détermine a par la condition
mfa-+-»i«— J)
me ^ •''=±1,
ou
la caractéristique log dénotant un logarithme népérien. Si le nombre ni est tel que l'on ait
(8) }2Rfî^_(4,_,)!!,
l'équation (7) donnera
et, dans ce cas, la spirale logarithmique (i) sera, à ellemême, sa propre développée. La fonction —^ — 5 dont la
m log m
dérivée est . - ; croît de — 00 à H — 1 quand on fait
mr e ^
croître m de o à -j- e ; elle décroît ensuite de - à o quand m
augmente de -f- e à -h 00 ; il en résulte que, si le nombre entier i est positif, il y aura une valeur de m propre à vérifier Téquation (8) ; donc il existe une infinité de spirales logarithmiques qui ont cette propriété remarquable de coïncider avec leur développée.
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application de la théorie des ern^eloppes,
249. Nous terminerons ce Chapitre en présentant deux exemples de la méthode exposée au n°207, pour trouver les courbes enveloppes.
Problème I. — Les variables Xt et y^ étant liées entre elles par la relation
oii a et b sont des constantes données, on demande de tromper l'enveloppe des courbes représentées par /'eifuation
Xi et j^i étant des fonctions d'un même paramètre variable, il faut d'abord former la différentielle de l'équation (2), par rapport à ce paramètre; on a ainsi
mais, comme Xt elj^ sont liées par l'équation (i), on a aussi, en différentiant cette équation,
l'élimination de -j-^ entre les deux équations précédentes donne
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Cette équation (3) est celle qui résulte de la différentiation de Téquation (2), par rapport au paramètre variable. Or, en vertu des équations (i) et (a), la somme des numérateurs des membres de la formule (3) est égale à i , et la même chose a lieu à Tégard des dénominateurs; par conséquent chaque membre de cette formule (3) doit être égalé à Tunité; on a donc
L'élimination de X| et^'< entre les équations (i) et (4) se fait immédiatement; on obtient pour Téquation de Tenveloppe demandée
mn mn
Il faut remarquer le cas où Ton a b =::.a, m=z 2, 71= i; si les coordonnées sont rectangulaires, Tenveloppée est une droite dont la partie comprise entre les axes a une longueur constante 2a; Tenveloppe représentée par Téquation
est une épicycloïde, comme on Ta vu au n° 238.
250. Problème II. — Des rajons parallèles viennent rencontrer la circonférence d'un cercle et se réfléchissent en faisant avec la normale un angle de réflexion égal à l'angle d'incidence; on demande de troui^er l'env^eloppe desrajons réfléchis.
L'enveloppe demandée est ce que l'on nomme une caustique par réflexion. Prenons pour axes coordonnés deux diamètres rectangulaires dont l'un, celui des x, soit parallèle aux rayons incidents. Soient acos':^, asino) les
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coordonnées du point de la circonférence où tombe an rayon incident, la direction du rayon réQécIiî fera avec l'axe des x l'angle 3<f>, et l'équation de ce rayon sera
{^ — asiiif" z= tangay(j — acosp)
11 reste à éliminer f entre cette équation et la suivante :
qu'on en déduit par la dilTérenliatîon relative à ^. En résolvant ces deux équations par rapport à x pi y, il vient
j-=7(3sinT — sin3f].
En se reportant aux formules du n" 238, on reconnatl que la caustique représentée par ces équations n'est autre chose qu'une épîcycloïde extérieure engendrée par
un cercle d'un rayon égal ^ 7 <i, roulant sur uq cercle de rayon - a concentrique au cercle donn^.
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CHAPITRE IX
THÉORIE DBS GOUUBES GAUCHES ET DES SUBFACES
COUUBES.
De la tangente et du plan normal d'une courbe
quelconque.
251. On nomme courbe gauche une courbe dont tous les points ne sont pas situés dans un même plan.
Considérons une courbe plane ou gauche rapportée à troisaxes de coordonnées rectilignesOj:, Oj^, Oz. Soient X, y y z les coordonnées d'un point M de cette courbe, X -H Ar, y -+- Ajs z -h ^z les coordonnées d'un autre point M' de la même courbe; les équations de la sécante MM' seront
Les coordonnées j' et z peuvent être regardées comme des fonctions données de x\ alors, si le point M' se rapproche indéfiniment du point M, les rapports -- ? —
tendront vers les limites respectives - -1 -- » et les précédentes équations deviendront à la limite
Telles sont les équations de la tangente à la courbe au point M; on peut les comprendre dans une formule
unique, savoir
dx djr liz
Dans le cas des coordonnées rectangulaires, les cosinus des angles que forme, avec les directions positives des axes, Tune ou Tautre des deux directions de la tangente, sont proportionnels aux différentielles djc, djy dz.
On nomme plan normal d'une courbe celui qui est perpendiculaire à la tangente, au point de contact. Toute droite menée par ce point, dans le plan normal, est dite une normale. D'après la remarque que nous venons de faire y Téquation du plan normal sera, dans le cas des coordonnées rectangulaires,
(3) [lL — x)<U^[Y^x)dx-^,Z — z]dz--.o.
232. Si les coordonnées x, jy z sont données en fonction d'une variable indépendante f , de manière que Ton ait
on aura, par la différentiation,
dT — tf'[t)dt, dyz=z]/[t)dt^ dz zr^ a' [t)dt^
et, si Ton porte ces valeurs dans les équations de la tangente et du plan normal, celles-ci deviendront
(5) f(t) -yil] - a'{t] '
([X-f(0]f'(') + [Y-|(')]fW + LZ-«'(')M') = o. Si la courbe est définie par deux équations
(6) /(r,^, a)=ro, F(x,j, »)^o,
entre les coordonnées x^j-f z, on différentiera ces équa-
CHAPITRE IX
lions et Ton calculera deux des différentielles dx, dy, dz : enfin on substituera ces valeurs dans les équations (2) et (3). La différentiation des équations (6) donne
/ à/ ^ àf ^ df ^
i ÔF
et au lieu d'opérer comme nous venons de le dire pour avoir les équations de la tangente, il est évident qu*on arrivera au même résultat en tirant des équations (2) les valeurs de dj" et de dz, et en les portant dans les équations (7). Celles-ci sont homogènes par rapport à dx, dj, dz, et ces différentielles sont proportionnelles à X — X, Y — y, Z — z, d'après la formule (2); le résultat de notre élimination sera donc
d? dV dF
Chacune des équations (8) représente un plan, et leur
système appartient à une droite déterminée, à moins
que les dérivées partielles ne cessent d'avoir des valeurs
déterminées, ou qu'elles ne soient liées entre elles par
les relations
dF dF dF
àr
dz
~ df dr
àf dz
Lorsque les coordonnées x,y, z du point M satisfont aux équations (9), les équations (7) ne déterminent plus les rapports de deux des différentielles dx, dy, dz à la troisième, et l'on est en présence d'un point singulier,
S. — Cale, dlff, a4
Nous nous bornons à cette simple indication que nous ne pourrions développer sans sortir des limites que nous nous sommes fixées.
Il faut remarquer que Tune des deux équations de la courbe intervient seule dans la formation de Tune ou de l'autre des équations (8) de la tangente; par conséquent le plan que représente cette équation dépend uniquement de la surface représentée par celle des équations de la courbe qui lui correspond ; on va voir, dans ce qui suit, le développement de cette remarque.
Du plan tangent et de la normale à une surface
courbe.
253. Considérons une surface rapportée à trois axes de coordonnées rectilignes Ox, Ojj Oz et représentée par Téquation
(1) f[^jX^^) = o;
désignons par x, jj z les coordonnées de Tun quelconque de ses points M.
Traçons sur la surface une ligne quelconque qui passe par le point M ; cette ligne peut être regardée comme rintersection de la surface donnée et d'une autre surface. Soit
Téquation de cette deuxième surface; la tangente au point M de la courbe que nous avons tracée sera (n° 282) représentée par les deux équations
^)F dF à?
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Il résulte de là que le plan représenté par l'équation (3) contient toutes les tangentes menées par le point M aux diverses courbes que Ton peut tracer, par ce point, sur la surface donnée ; il est dit le plan tangent de cette surface au point M.
La précédente conclusion suppose que les rapports de deux des dérivées partielles
dx djr dz
à la troisième aient, au point M, des valeurs déterminées. Si le contraire a lieu, le point M est un point singulier de la surface ; tel est, par exemple, le cas du sommet, dans les surfaces coniques.
On nomme normale en un point d'une surface la perpendiculaire menée au plan tangent, par le point de contact. Tout plan mené par la normale est dit un plan normal, L^équation (3^ étant celle du plan tangent au point M de la surface (i), si les axes sont rectangulaires, les équations de la normale seront comprises dans la formule
c^ ~ c)/ - ^ • dx àx dz
254. Si Ton prend x et y pour variables indépendantes, et qu^on représente par
(6) dz^-pdûc -{- qdjr
la différentielle totale de z, on aura, par la différentiation de l'équation (1),
à/ . à/ àf àf
àx az ox Oz
et, en introduisant les quantités p, q, Téquation du plan
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tangent deviendra
les équations de la normale seront, en même temps, dans rhypo thèse des axes rectangulaires,
255. Si Ton demande de mener à la surface représentée par l'équation (() un plan tangent passant par un point donné dont les coordonnées soient .2^0,^07 ^o' ^^ suffira de trouver le point de contact; les coordonnées de ce point satisfont aux équations
et celles-ci déterminent, sur la surface donnée, une ligne qui est le lieu du point demandé. Si Ton joint le point donné au point de contact de la surface et de Tun des plans tangents, on aura une droite dont les équations seront
x—xo jr—JTo z-^z^^
l'élimination de x, y, z entre ces équations et les deux précédentes donnera l'équation d'une surface conique qui aura évidemment le même plan tangent que la surface donnée, en chacun des points de la courbe représentée par les équations (9); cette surface conique sera donc circonscrite à la surface donnée. Pour justifier notre assertion, il suffit de remarquer que le plan tangent à la surface et le plan tangent au cône contiennent l'un et l'autre la tangente de la courbe représentée par les équations (9) et la droite représentée par les équa-
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tîons (10); il en résulte que les deux plans tangents coïncident.
Lorsque le point (a:©, y^y z^) se déplace sur la droite
et qu'il s'éloigne à l'infini, la deuxième équation (9) devient à la limite
, ^ df ,df df
("> %x-^*5:r'^di = °-'
en la joignant à l'équation (i), on aura les équations de la courbe, lieu des points de contact de la surface donnée avec le cj^lindre circonscrit dont les génératrices sont parallèles à la droite représentée par les équations
la génératrice du cylindre a pour équations
{12) X — :r = flr(Z--z), X'-X — b[Z — z),
et l'on obtiendra l'équalion de ce cylindre en éliminant Xy jTj z entre les équations (i), (i i) et (la).
Emploi des coordonnées homogènes.
256. Si Ton désigne les coordonnées rectilignes d'un point par les rapports
X y z u u u toute équation
dont le premier membre est une fonction homogène de Xjjj Zj u, pourra être regardée comme celle d'une
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surface. Par un raisonnement analogue à celui qui nous a servi au n» 171, on a l'équation suivante pour représenter le plan tangent :
\u «yd^ Vu u)dr'^\[] u)dz'^\\] ujdu
Or, par la propriété des fonctions homogènes, l'équation (i) peut se mettre sous la forme
àf df àf df « -^ -h/ -•'- -I- z — -h « ;î- = o, ox ôjr ôz ou
l'équation du plan tangent se réduit donc à
* ' ax dj az au
Et de même, si l'on considère la courbe représentée par les deux équations homogènes
/[Xyjr, Z, U] :=0, F(X,^, Zy «) = 0,
les équations de la tangente à cette courbe seront
xf-.T-f.-zf+uf=o.
OX ojr ôz ou
^ÔF ^ÔF ^dF ,, dF
ox ay Oz ou
On voit que, si l'équation (i) est algébrique et du degré //i, l'équation (2) ne sera que du degré m — i, par rapport aux coordonnées du point de contact. La démonstration de cette propriété exige une transformation quand on emploie les coordonnées ordinaires.
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Différentielle de la longueur d'un arc de courbe
quelconque,
257. Nous procéderons ici, à Tégard des courbes gauches, comme nous Pavons fait au n^ 189, en nous occupant de Tare des courbes planes.
Soit CD un arc d'une courbe quelconque que nous rapporterons à trois axes rectangulaires Ox, Ojy Oz,
- Inscrivons dans Tare CD une ligne polygonale CEFMM'D d'un nombre n de côtés; désignons par P le périmètre de cette ligne polygonale ; par Xj y^ z les coordonnées d'un sommet quelconque M, parx-f- Ax, y -h Ay; z-i- Az les coordonnées du sommet suivant M\ On aura
/ / Âr^ Â?
et, comme les rapports
Az Ai
tendent vers les limites respectives quand Ax tend vers zéro, on peut écrire
MM
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e désignant une quantité qui s'évanouit avec Ax; on a donc, en faisant la somme de tous les côtés tels que MM',
Supposons maintenant que le nombre n des côtés de notre ligne polygonale augmente indéfiniment et que chacun des côtés de cette ligne tende vers zéro. Gomme la
somme N Ar a une valeur finie qui est la différence GH
des abscisses x des extrémités de Tare GD, on aura (nO 9)
lim \ tà.v = o.
Ensuite, x étant prise pour variable indépendante, construisons la courbe dont l'ordonnée Y est déterminée en fonction de x par l'équation
dx^ dx^
et considérons l'arc cmd de cette courbe, dont les extrémités c, d répondent aux abscisses Og^ Oh respectivement égales aux abscisses OG, OH des extrémités
fl
de l'arc GD. Si l'on désigne par S l'aire cghd comprise entre l'arc crf, les ordonnées des extrémités et l'axe Oar, on aura (n* 188)
■Sv/
dy^ dz^
dx^ dx^
Ax;
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par conséquent, la formule (i) donnera, à cause des formules (2) et (3),
(4) limP = S.
Ainsi, le périmètre d^une ligne polygonale inscrite dans un arc de courbe donnée tend vers une limite déterminée lorsque tous les côtés tendent vers zéro, et cette limite est indépendante de la loi suivant laquelle décroissent les côtés du polygone.
Gomme dans le cas des courbes planes, la limite S dont nous venons d'établir Texistence sera dite la Iongueur de Tare CD.
Désignons par s l'arc compris entre l'extrémité fixe C de l'arc CD et le point M variable sur cet arc; soit aussi Y l'ordonnée du point m de la courbe cd dont l'abscisse op=:x est égale à celle du point M. D'après ce que nous venons de démontrer, l'arc s est égal à l'aire cgpm] or cette aire a pour différentielle Ydx ou
I -f- ^-^ H- Ti dx ; donc on a
1 H — '- ! dx
(5) ds = yjdx^ H- dj^ -f- dz^.
258. 11 résulte de cette formule que la limite du rap^ port d'un arc de courbe infiniment petit à sa corde est égale à l'unité, proposition déjà établie au n^ 189 dans le cas des courbes planes.
Car, soit c la corde d'un arc infiniment petit MM'; si l'on désigne par s un arc de la courbe, terminé en M et compté à partir d'une origine arbitraire, on pourra re-
présenter MM' par As; alors on aura
Ax» A.i:-
et, par suite,
ds
Iim — = —
Cette propriété permet, comme dans le cas des courbes planes, de trouver facilement l'expression de la difTérenlielle d'un arc de courbe, quand on emploie, au lieu des coordonnées rectangulaires, des variables quelconques. Par exemple, si Ton adopte des coordonnées obliques et que aL^Z^y désignent les angles formé* par les axes OjK et Oz, Oz et Oj:, Ox et O^, pour avoir la différentielle d'un arc s de courbe, on écrira
,. Aj ,. c ,. , / A^ Ai» Ly A3 A3 - Ly
lim -- = Iim — =z hm 4 / I + -^ H -h 2 -=^ — ■ cosa -f- 2 — cos€-f- «î -^ CO87
Ax Ax y A.r* A.r« A.r Ax Ajt Ax '
ou
4r* dz^ dy dz dz ^ dy
+ 2 -7- -r- COSa + 2 3- COS5-4- 2 -7- COS7,
dx y é/x* ctr* dx dx dx dx
et
€& = Jdc^ -I- r/j* -i- d:^ -\- idydz cosa -t- idztlr. cos6 -h 'ï.dxdy cosy.
259. Dans le système des coordonnées polaires, chaque point de l'espace est déterminé par un rayon vecteur r et par deux angles 0, ^; l'angle d, compris entre zéro et 180 degrés, est celui que forme la direction du rayon r avec un axe fixe Oz; l'angle ^ peut varier de zéro à 36o degrés ; il est situé dans un plan xO/
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perpendiculaire à Oz, et il est compris entre une droite fixe Ox située dans le plan xy et la projection du rayon r sur le plan xOy, Si Ton désigne par x, y^ z trois coordonnées rectangulaires associées aux coordonnées polaires et relatives aux axes Ox, Oy^ Oz, on aura
ar=: rsinôcosif'i j^ = rsinô sin^J/, zr^rcosô,
d'où
dx = ifrsind cosif» 4- r cosô cosiJ»</0 — r sinô ^n-^d^^ dy z=i drûviB sin^Ji -+- rcosô sin^»^© + rsinô oo^-^d-^^ dz = drcos9 — rsinOdQ;
élevant au carré, ajoutant ensuite et extrayant la racine carrée du résultat, il viendra
ds — yldr^ -f- r^dQ^ -f- /•• ^vû}Bd^^.
Il est facile d'obtenir directement la formule précédente. Effectivement, dans le système des coordonnées polaires, les points de Tespace sont déterminés par Tintersection de trois familles de surfaces qui sont : 1" des sphères concentriques dont r désigne généralement le rayon; 7? des cônes de révolution autour de Taxe Oz et dont l'angle générateur est 0; 3" des plans passant par l'axe Oz et dont ^ désigne Tinclinaison sur le plan fixe zOx. Cela posé, considérons le parallélépipède curviligne dont deux sommets opposés coïncident avec les extrémités de Tare Aa* d'une courbe donnée et qui est déterminé par les sphères de rayons r, r -f- A/', par les cônes dont les angles sont 0, 9 H- A9 ; enfin par les plans qui répondent aux angles ^, «{^ -f- A^". La base de ce parallélépipède sur la sphère de rayon r est un rectangle formé par quatre arcs de cercle; deux côtés opposés sont égaux à rùS et les deux autres côtés sont rsinOA^p,
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r sin(6 + ÙO) A^, enfin Tare A5 se projette sur la sphère suivant une diagonale y du rectangle. Les trois arcs de cercle rA9, rsindAïf», y ne diffèrent respectivement de leurs cordes que par des quantités infiniment petites par rapport à eux-mêmes ; d^ailleurs les deux premières de ces cordes font entre elles un angle qui diffère infiniment peu d^un angle droit; donc on a
en négligeant un infiniment petit relativement à y^; pareillement ùs et y diffèrent de leurs cordes par des quantités infiniment petites relativement à ces arcs, et l'angle formé par Ar avec la corde de y diffère infiniment peu d'un angle droit ; on a donc
en négligeant un infiniment petit par rapport à As^. Les deux formules précédentes donnent
AQ* AQ* AG
s étant un infiniment petit-, en passant à la limite, on a
— :; -^ -77T -H '^ sm*Ô -Zt ■^' ^9
OU
ds* z^dr^-r- r « sin* Ô J^« -+- r« dO\ comme nous l'avons trouvé plus haut.
Expressions des cosinus des angles que J'ai t la tangente d'une courbe ayec les directions de trois axes rectangulaires.
260. Si Xf y, z désignent les coordonnées rectangulaires d'un point M d'une courbe quelconque, les cosinus des angles a, S, y que forme, avec les directions posi-
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tives des axes^ l'une ou l'autre des directions de la tangente, sont proportionnels ( n^ 2d1 ) aux différentielles
dxy djr^ dz.
Or, si l'on désigne par s l'arc de la courbe compris entre une origine fixe arbitraire et le point M, la somme des carrés des trois différentielles dont nous venons de parler sera égale à ds^j la relation
cosa cosê cosy
iix df dz
donnera donc t \ àx ^ dy dz
(l) COSa=— -1 COS6=:— -, C0S7=--9
* ' ds ds ds
ou
( 2 ) dx = ds CCS a, djr = ds cos 6, dz = ds cosy.
Dans ces formules ds représente le radical
^€ix* -f- df* -h dz*
et son signe est indéterminé. Si l'on prend successivement le signe -h et le signe — , on aura deux systèmes de formules qui se rapporteront respectivement aux deux directions opposées de la tangente.
Du rayon de courbure en un point d^une courbe
quelconque,
261 . Soit AM un arc d'une courbe quelconque ; supposons que cet arc soit parcouru par un mobile partant de A et se dirigeant vers M; prenons alors pour direction de la tangente en chaque point la limite vers laquelle tend la direction de la droite partant de ce point et aboutissant à un point suivant infiniment voisin. Décrivons une sphère dont le rayon soit égal à l'unité de
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longueur et dont le centre soît «n un point quelconque O ; tirons enfin des rayons parallèles aux directions des tangentes menées par les divers points de l'arc AM. Le lieu des extrémités de ces rayons sera une courbe sphérique, et la longueur de Tare (x.[l=^ a de cette courbe, qui répond à l'arc AM = 5 de la courbe donnée, sera dite la courbure de Tare AM.
Si l'extrémité A de l'arc AM est fixe et que Textrémité M soit mobile, 5 et <j seront des variables; la différentielle da de la courbure est ce qu'on nomme Vangle de contingence de la courbe donnée au point M.
Dans le cas où la courbe AM est plane, afx est l'arc de grand cercle qui mesure l'angle des tangentes aux extrémités de l'arc AM. Les définitions précédentes s'accordent donc avec celles que nous avons données dans le Chapitre VII en traitant des courbes planes.
Si l'on donne à l'arc i l'accroissement infiniment petit A5 = MM', la courbure a prendra l'accroissement correspondant Aff = up.' , Soit i l'angle formé par les direc-, lions des tangentes MT, M'T' menées aux extrémités de l'arc MM'; cet angle i sera égal à fJtO^' ou à l'arc de grand cercle /x^'; par conséquent on aura
/ arc de cercle a/:*' arc de cercle p/x' corde /uiu'
Aff arc de courbe ^^' eu» Je j:*^' ^ "^ arcdecouihe /xcx'
d'où
lim — =:: I ,
Ao-
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Donc : Le rapport de l'angle, formé par les tangentes aux extrémités d^un arc infiniment petit, à la courbure de cet arc, a pour limite l'unité.
Comme dans le cas des courbes planes, nous nommerons courbure moyenne d'un arc de courbe le rapport de la courbure absolue à la longueur de Tare. Pareillementy la courbure d'une courbe en un point M sera encore la limite de la courbure moyenne d'un arc infini- \ ment petit ayant l'une de ses extrémités au point M ; le rayon de courbure sera le rayon du cercle dont la courbure est égale à la courbure de la courbe donnée au point M, et ce cercle lui-même sera dit le cercle de courbure.
D'après ces définitions, la courbure de la courbe AM au point M sera
lim — 9 ou - :
A5 as
donc, si l'on désigne parR le rayon de courbure, on aura
comme dans le cas des courbes planes. Les différentielles ds^ da seront toujours de même signe.
262. La courbe AM étant rapportée à trois axes de coordonnées rectangulaires, plaçons à l'origine de ces coordonnées le centre de la spbère dont nous avons fait usage. Désignons par x, y, z les coordonnées du point M et par a, 6, y les angles que fait, avec les directions positives des axes, la direction MT de la tangente en M; les coordonnées du point \k de la courbe sphérique seront
ces a, cos 6, ces 7 \ par conséquent, la différentielle de de l'arc a = «^ aura
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pour valeur
(i) d(T zj= ^(^/cosa)'-f- (</cos6)*H- [dcosy)^» ■
On peut obtenir d^ au très expressions de d7 qp'il est utile de connaître. A cet effet, différentions l'expression
cosa =z -— dxj as
sans fixer la variable indépendante ; on aura
rfcos a=z "-' d^x pr dx.
ds dsr
d*où, en élevant au carré,
(dco%aY=. -7t(^*Jp)*— 2-— ■ dxd*x-\- L__L^î. ^ ' ds* ^ ' ds^ ds*
si l'on remplace dans cette formule x par j^, puis par z, on obtiendra les expressions de (rfcos/3)^ et (rfcosy)^ ; on aura donc pour la somme d<j^ de ces trois carrés la valeur suivante :
. d^^=.-^^[[d^xY-^ [d^xY^ [dHY]
d^s — 2 -7-5 ( dxd^x -i- djrd^jr -r- dz d^z]
^\^^(dx*-^,-djr*^dz*].
Or l'équation
dx* _l_ dx* 4- dz* ^ ds^
donne par la différentiation
dxd*x H- dyd^y -H- dzd*z = dsd*s,
et, après la substitution de ces valeurs, dans l'expression de da^f on aura
j^^ s/{d*x)*-^(d*x)'-h{dH'f^[d*s)* ^ ' ' ds
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Si l'on multiplie le numérateur et le dénominateur de cette expression par ds, puis qu'on remplace ensuite, sous le radical, ds^ et d^s par leur valeur en fonction des coordonnées, il viendra
ds*
ce qui peut encore se mettre sous la forme
(3) d(T = 'j-^^{efy(Pz — dzd^j^y^ [dzd^x — </x^/*z)* + [dxd^y — dfd^x)^.
ttS
Dans ces diverses expressions de rfa, la variable indépendante n'est pas désignée ; si l'on prend l'arc s pour cette variable, la différentielle d^s sera nulle, et la formule (:à) donnera cette expression fort simple
ds D'après la formule (3) , le rayon de courbure R ou --
a pour valeur, en fonction des seules coordonnées,
{ dx^ -+- dr'^ -4- dz^ Y
yJ[dyd*z-'dzd^xY -h [dzd^x —dxd^zY -^[dxd^y ^dyd^^^
cette formule subsiste, quelle que soit la variable indépendante.
De la normale principale en un point d'une courbe
gauche,
263. Considérons une courbe gauche AM et la courbe sphérique (X/x correspondante, construite comme nous l'avons indiqué [voir la figure du n® 261). Menons par le point u de cette dernière courbe la tangente /uiv, et,
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par le point correspondant M de la courbe donnée, MN parallèle à /[jiv. La droite MN est dite la normale principale au point M de la courbe AM.
Soient Ç, rj, ^les angles formés avec les parties positives des axes coordonnés rectangulaires, par la direction MN ou /xv. Les coordonnées du point (jl étant cos a, cos 6, cos y, on aura (n° 260)
, , , i/cosa dcos^ ^ dcosy
(l) COSÇ= ; j C0Sî3=— -; 9 COSÇ= — -— ^ ,
^ ^ dtT dd dv
ou
eue djr dz
ds ds ds
[t.] cosÇ = R— ,— > cosîî = R— 7-> cosÇ = R •
^ ' ds ds ds
Si Ton prend Tare s pour variable indépendante, on pourra écrire
,_, d^x I ^ rf*r ï d*z I
Du centre de courbure en un point d'une cow*be
gauche*
264. Soient M un point d'une courbe gauche AM, MT la tangente et MN la normale principale au point M.
Construisons le cercle de courbure dans le plan NMT, de manière qu'il soit tangent en M à la ligne MT, et qu'il soit, avec les points de la courbe AM infiniment voisins
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du point M, d'un même côté du plan mené par MT perpendiculairement au plan NMT. Le centre du cercle sera en un certain point C de MN ; ce point C est dit le centre de courbure de la courbe AM au point M, et la direction MC de la normale principale est nommée direction du rayon de courbure. En outre, si Ton mène, parle point C, la droite GH perpendiculaire au plan NMT, cette droite GH sera le lieu des pôles du cercle de courbure ; elle est dite droite polaire ou axe du cercle de courbure.
Théorème. — La droite polaire en un point donné d'une courbe est la limite vers laquelle tend l' intersection du plan normal au point donné et d^un second plan normal infiniment voisin du premier.
En effet, soient Xy y^ z les coordonnées rectangulaires du point donné M de la courbe AM ; a, S, y les angles formés avec les directions positives des axes, par la direction de la tangente en M; l'équation du plan normal sera
(i) (X — x) co8« -h (Y —y] cos6 -h (Z — z] cosy = o;
nous représenterons, pour abréger, cette équation par V=o. Pour avoir Téquation du plan normal en un autre point de la courbe AM, il faut remplacer, dans l'équation (i),
Xy y y z, cos 0c, cos €, cos 7
par
X -+- Xr, j -h Aj, « -h As
cosa -h A cos «, ces 6 -+- A cos ê, cos 7 -4- A cos 7 ;
l'équation obtenue ainsi pourra être représentée par V 4- AV= o. Et, %\t désigne la variable regardée comme indépendante, l'intersection de nos deux plans normaux
sera représentée par les deux équations
Vi=o, — =0.
Donc la limite vers laquelle tend cette intersection, quand le second point de la courbe se rapproche indéfiniment du premier, sera la droite représentée par les deux équations
ou
L'une des équations de la droite dont il s'ag^it est l'équation (i), et l'autre s'obtient en difTérentiant cette même équation dans l'hypothèse de X, Y, Z constantes. La difTérentiation donne
(X — x)r^cos« -h (Y — jr)dcosÊ -f- (Z — z)dcosy
— ( lue ces a -^-fix cos ê -i- dz ces y] = o,
ou, en ayant égard aux formules des n*'* 260 et 263,
(a) (X — JcjcosÇ -t- (Y— j) cos 13 -+- (Z — z)cosÇ = R.
Cette équation ( 2 ) représente un plan perpendiculaire à la normale principale et dont la distance au point M est égale à R, c'est-à-dire égale à MC. Il reste donc seulement à prouver, pour établir le théorème énoncé, que les points de la courbe infiniment voisins du point M sont situés entre le plan (2) et le plan parallèle mené par la tangente MT. Ce dernier plan est représenté par l'équation
(X — JrjcOSÇ -r (Y — j)coS>S -h (Z — z) COSÇ=rO.
Remplaçons X, Y, Z par les coordonnées x -H ilr, ^ -h ^Jy z -h Az d'un point infiniment voisin de M pris sur la courbe AIVI ; et choisissons ici ds pour la difTé-
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rentîelle constante. On aura, par la formule de Taylor,
d X ils
Ax =: tlx -h -. h R, = é/5 cos an ces Ç -4- Rs,
R3 étant un infiniment petit du troisième ordre ; on.aura aussi des expressions analogues pour ù^y^ Az, et, en substituant ces valeurs dans le premier membre de Téquation du plan, on obtiendra le résultat positif
lis* 2R
où e désigne un infiniment petit du troisième ordre. D'un autre côté, on obtient aussi un résultat positif H-R quand on substitue à X, Y, Z, dans l'équation du même plan, les coordonnées d'unpointquelconque du plan (2); donc les points de ce dernier plan et les points de la courbe infiniment voisins de M sont bien d'un même côté du plan mené par MT perpendiculaire à la normale principale.
D'après cela, si l'on désigne par Xi, j^i, Zi les coordonnées du centre de courbure C, on aura
(3) JTi-— .r= RCOSÇ, J^i— J = RC0Sïî, 2,— Z=::RC0SÇ,
et, en remplaçant cosÇ, cos>î, cosJ^ par leurs valeurs (n«263)
dx dr , dz
^. ds ^. ils ^, as
Expressions des cosinus des angles qui déterminent la direction de l'axe du cercle de courbure.
265. Désignons par ^, |ui, y les angles que forme avec les parties positives des axes coordonnés Tune ou l'autre des deux directions de l'axe du cercle de courbure. Cet
axe est perpendiculaire à la tangente et à la normale principale ; d'ailleurs ces deux dernières lignes sont rectangulaires; donc on aura entre les cosinus des neuf angles
«> 6, 7; Ç, iî, Ç; \y fA, »
les relations connues, savoir:
IC()S*a -+- COS'ê -4- C08*7 = cos' Ç -4- ces' n -h cos' Ç = cos' > -+- cos' fi -+■ ces' V =
cos* « -h cos' Ç -h ces* > =
cos* 6 H- ces' 13 -h cos'/x = cos* y -h ODS* Ç -f ces' v =r
cos a ces Ç H- cos ê ces ij 4- ces 7 cos Ç = o, cos a eos > -J- cos 6 cosp cos Ç cos > H- cos 13 cos /x
cos a cos 6 4- cos Ç cos ij cos a cos 7 4- cos Ç cos Ç cos 6 cos 7 -h cos m cos Ç 4- cosfx cosv = o;
cos "k =±( cos 6 cos Ç — cos 7 cos u ),
cos 7 cosv = o, cos Ç cos V = o ;
COS^COSfA =: o,
cos X cosv =0,
(COS7 cosÇ — cosacosÇjy (cos a cosu — cos € cos Ç ) ,
( cos /x cos 7 — cos V cos 6), ( cos V cos a — cos > cos 7 ), (cos > cos 6 — cos p cosa),
(cos ij cos V — cos Ç cos ft), ( cos Ç cos "k — cos Ç cos v), cos 7 := dr ( cosÇ cosf* — cos 13 cosX) ;
cos X ( cos 6 cos Ç — cos 7 cos u ) -f- cos ]:* ( cos 7 cos Ç — cos a cos Ç ) -♦- cos V ( cos a cos u — cos 6 cos Ç y = ± I;
cos fX rr: dl
cos V = liz
cosÇ=db cos 13 =± cosÇ=it:
cos 6 =
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les signes supérieurs ou inférieurs doivent être pris ensemble dans les dix formules (5) et (6); les uns se rapportent à Tune des directions de Taxe du cercle de courbure, les autres à la direction opposée.
Nous avons donné dans les numéros précédents les expressions des cosinus des angles a, 6, y et Ç, m, f en fonction des coordonnées rectangulaires ; les trois premières des équations (5) permettent d'exprimer de la même manière les cosinus des angles X, [i^ v. Ainsi la première de ces équations (5) peut s'écrire comme il suit, sans fixer la variable indépendante :
on déduit de là, par des permutations de lettres, les valeurs de cos .a et cos >, et l'on a ce système de formules
, , I , ^ dzd^x — dx d^z [y ' cosfx=:±:R ,~ 9
cos V zir db R
dxd^y — dyd^x ~d^
Expression de la différence entre un arc de courbe
et sa corde.
266. On obtient une expression très-remarquable de la différence entre un arc de courbe et sa corde, en introduisant les rayons de courbure aux extrémités de l'arc. Je présenterai ici ce calcul, comme une application intéressante des résultats auxquels nous venons de parvenir.
Soient s un arc de courbe compté à partir d'une origine quelconque, eto:,^, z les coordonnées rectangulaires
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de l'extrémité de 5. Je prendrai cet arc pour variable indépendante; alors on aura, en désignant par R le rayon de courbure, à son extrémité,
On a, par la différentiation de l'équation (1),
,^. dx rf*.r dy d^y dz d^z
^ ' ds ds^ ds ds* ds ds*
en différentiant de nouveau et ayant égard à l'équation (12), il vient
... dx d^.T dy d^y dz d^z l
'"*' 'dû' lî^'^ ds H^ "^Js d? '^'^ h}^
puis la différentiation de l'équation (2) donne €nx d^x d^y d^r dU d^z i '^R*
ds^ ds^ ds* ds^ ds^ ds^ 1 ds '
enfin celle de l'équation (4) donne, en ayant égard à la formule (5),
g drd^ dy d'^y ^ dz d'^z _ 3 R'
^ ds ds^ ds ds^ * ds ds^ 2 €Ù
Cela posé, soient Aj:, Ay, Az les accroissements que prennent x, y, z, quand 5 croît de As, on aura, par la formule de Taylor,
Aj: dx d^.r Aj d*.r ^s* d^x A5* Js^d^'^IF 7'^"û^"6""^l?" 24"*"**'
C4 désignant un infiniment petit du quatrième ordre. En
CHÂVITRE IX. 393
élevant cette formule au carré, on a ensuite
A.r« fdxy (Lrd^x f l dr d* .t l///*.r\*
-K^^yds) -^d^-dF^-^
L3 ds f/5» 4 \ c^^* y J
/ I dr d^ I rfVr ^\ 3 [^2 ds H? '^ '6 'd?^ d^) ^^ "^ '**
C4 étantencore ici un infînimentpetit du quatrième ordre.
De cette valeur de — - on déduira celles de — - ^^ --;- en
écrivant^ et z au lieu de Xy et, si Ton ajoute les trois expressions, on aura, en faisant usage des formules précédentes,
Ax* -f- Ar' -I- Aï* _ I Aj' R* A5» ^
puis, en extrayant la racine carrée par la formule du binôme.
\/A.r*-f-A>*-4-Ag* I I I A.V*
Is "~ ' ~~ 2 V R* Ta
ou
v/A.r«-4- Ar'-f- As* ___ i Aj* R* Aj»
^') ^ -""Rî^""'"5r48 ^'*'
64 désignant toujours un infiniment petit du quatrième ordre. Cette dernière formule peut être écrite d'une autre manière. R est le rayon de courbure à l'extrémité de Tare 5, origine de l'arc ùs\ désignons par Ri le rayon de courbure à l'extrémité de Tare ùs, La différence des quantités
Rî R* R*
étant infiniment petite, si l'on substitue la première à la
seconde^ dans la formule [y), on ne fera que modifier l'infiniment petit du quatrième ordre 64 ; on a donc
multipliant enfin par As, il viendra
(8) ^ii^'Â^-A? = A* - (ij + ij^ ^ + ...
65 étant un infiniment petit du cinquième ordre»
La différence entre un arc infiniment petit Af et sa corde a donc pour valeur
à un infiniment petit près du cinquième ordre, R et R| étant les rayons de courbure aux extrémités de Aj.
Appliquons cette formule (8 ) au cas d'un arc de cercle de rayon i. Soit A; = aa, on aura
y^Ajr' -4- Aj* + As = 2sina, et la formule (8) donnera
siiia-.= a — TT D
De l'ordre du contact d'une courbe et d'une surface, — Des surfaces osculatrices en un point d'une courbe donnée,
267. Soient S une surface quelconque, AM une courbe passant par un point M de S et KL la normale en M à cette surface. Prenons sur la courbe un point M' infiniment voisin de M, et dont la distance à la normale KL sera choisie pour infiniment petit principal; menons enfin la droite M'm parallèle à KL et qui rencontre en m la sur-
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face S. Cela posé, si la longueur M'm est un infiniment petit de Tordre /r-hi, je dirai qu'il y a au point M un contact d'ordre h entre la courbe et la surface.
Pour que Tordre du contact ne soit pas nul, ou, ce qui revient au même, pour qu'il y ait efiectivement contact entre la courbe et la surface, il faut et il suffit que la tangente de la courbe au point M soit située dans le plan , tangent de la surface. Efiectivement, désignons para:, yj z les coordonnées du pointM relativement à trois axes rectangulaires; par x-^rù^^y-^b^y, z -H-Ar celles du point M', et par x -h ^'x^y-^ùk'y, z-^ù!z celles du point m ; représentons, en outre, par y l'angle que forme, avec l'axe des z, la tangente en M à la courbe, et par dz =pdx -+- qdy la valeur de dz qui convient à la surface S; on aura pour cette surface
^'zz=ip^!x-{- qà!y -4- t', et, pour la courbe,
Az =r /fa 4- I = ri!f COS7 -I- ffy
e et fi' étant des infiniment petits d'ordre supérieur au premier. Maintenant, si l'on fait coïncider l'axe des z avec la normale KL, on aurap r= o, 9 = o ; par conséquent ùiz ou Pm sera un infiniment petit d'ordre supérieur au premier. D'ailleurs M! m est Isl somme ou la difi'érence des lignes M'P=: A^ et Pm; donc, pour que l'ordre infinitésimal de M'm soit supérieur à i , il est nécessaire et suf-
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fisant que cosy soit nul, ou que la tangente en M à la courbe soit dans le plan tangent de la surface.
Etant donnée une courbe C, si l'on considère une famille de surfaces représentée par une équation où figurent /iH-i paramètres arbitraires, on pourra en général déterminer ces /i-hi paramètres de manière à établir, en un point donné de la courbe C, un contact de l'ordre /i. La surface déterminée ainsi est dite osculatrice de la courbe C, au point donné, relativement aux surfaces de la même famille qui passent par le même point. Nous allons traiter, dans ce qui va suivre, du plan osculateur et de la sphère osculatrice.
Du plan osculateur en un point d^une courbe
donnée,
268. Soient x^y, z les coordonnées d'un point M d'une courbe rapportée à trois axes rectangulaires. Comme Téquation du plan ne renferme que trois paramètres arbitraires, le plan osculateur de la courbe au point donné est celui qui a un contact du deuxième ordre en ce point av^ec la courbe, 11 est à peine nécessaire d'ajouter que, pour certains points particuliers, Tordre du contact peut être supérieur à a.
Soit
flX -f t Y -f- cZ — /E? — G
l'équation d'un plan S; nous désignons par a, i, c les
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cosinus des angles que fait avec les axes la direction de la perpendiculaire p abaissée de l'origine des coordonnées sur ce plan. Soit d la distance M'P du point M'(x -H àx^ y -h ^j^ z -H A?) de la courbe au plan S ; on aura
et il nous faut déterminer les constantes a, hj c, p, parmi lesquelles trois seulement sont arbitraires, de manière que J soit un infiniment petit du troisième ordre; Tinfiniment petit principal est la distance de M' à la normale KL du plan, ou tout autre infiniment petit dont le rapport à cette distance a une limite finie. On a, par la formule de Taylor, quelle que soit la variable indépendante,
(i^z ^z=zdz H hRrt
R3, R',, R' étant des infiniment petits du troisième ordre. En substituant ces valeurs dans l'expression de ±:(î, on a
±$ z::z [ax -\- by -^ cz — p] -\- [adx-hbciy-^cdz]
■4- - [ad*x -4- bd^y -+- cd^z] -h (aR, -h bK\ -\- cR\V
et pour que cette expression soit un infiniment petit du troisième ordre au moins, il faut et il suffit que Ton ait
Iax -^ by -\' cz — pz=zçi^ adx -h bdy -h cdz =: o, ad^x -H bd^y -h cd*z = o.
La première de ces équations exprime que le plan S
passe parle point M; elle détermine /? quand a^ b, c sont connus ; les deux autres équations donnent
^ dj'd*z — dzd*jr dzd^x — dxd*z dxd^jr — dyd^x
Les dénominateurs des rapports qui figurent dans la formule (2) sont proportionnels aux cosinus des angles X,|ol, v, formés avec les directions positives des axes, par Tune ou Tautre des directions de Taxe du cercle de courbure (n^265); on a donc
a = COS)^, ^ = COSfx, c = cosv;
et par conséquent le plan osculateur n'est autre chose que le plan du cercle de courbure, c'est-à-dire le plan mené par la tangente et par la normale principale. Dans le cas d'une courbe plane, le plan osculateur est celui de la courbe.
269. Si les constantes a, b, c, p satisfont seulement aux deux premières conditions (1), le plan S aura au point M, avec la courbe, un contact du premier ordre ; il sera simplement tangent, et il restera dans son équation un paramètre indéterminé. Nous indiquerons ici deux propositions qu'il convient de remarquer :
Théorème I. — Le plan osculateur en un point M d'une courbe est la limite vers laquelle tend le plan mené par la tangente en M et par un point M' de la courbe infiniment voisin de M.
Tant que le plan dont il s'agit n'a pas atteint sa limite, il a en M avec la courbe un simple contact du premier ordre. Son équation est
et l'on a, par hypothèse,
(a) ado: -h bdjr -\- cdz = o\
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en outre, comme le plan passe parle point M' de la courbe pour lequel les coordonnées sont x H- ÛJtr, y -h Aj', z H- A^y on a aussi
(3) ûA^c H- ^At" -i- cAz = 0.
Désignons par t la variable indépendante, on aura, par la formule de Taylor,
dr d^x A/* . ,
Lx=z -- Ar H- -— h A A^',
dt dt* 1.2,
dr d^r Af' _ .
Ajrr: -f A/H- --4 hBAf»,
'^ dt dt* 1.2,
dz d^z Ar» ^ .
Az-= -r- àt-h -rr ^ CA/«,
€it dt* 1,2
en désignant par AAt^y ... les restes des trois séries. Si Ton substitue ces valeurs dans l'équation (3), qu'on réduise ensuite par le moyen de l'équation (2) et qu'on divise par At^y il viendra
passant à la limite, At devient nul, et l'on a
(4) ad^je-h bd*jr -^ cd*z = o.
Les valeurs de a, b, c tirées des formules (a) et (4) sont bien celles qui conviennent au plan osculateur.
Remarque. — Les coordonnées Xf y^ z ont été supposées rectangulaires au n^ 268 ; mais on voit, par le théorème précédent, que l'équation du plan osculateur conserve la même forme quand les coordonnées sont obliques.
270. Théorème IL — Le plan osculateur en un point M d'une courbe est la limite vers laquelle tend le
plan mené par le point M et par deux autres points M', M" de la courbe, infiniment ^voisins de M.
Appelons t la variable à Taide de laquelle sont exprimées les trois coordonnées x, y^ z des points de la courbe, et soit
Représentons par <, « -h A|, ^ -4- Aa les valeurs de la variable qui correspondent aux points M, M', M'^' Dans Téquation générale du plan
aX -f- ^ Y H- cZ — p^=o^
remplaçons X, Y, Z respectivement par y(f), ^{t), 7r(f), et désignons par F(t) la fonction
ay(r) -h ^Tp(r) -t-c7r(/) — p.
Les relations qui expriment que le plan comprend les trois points M, M', M" sont
Si Ton fait tendre vers zéro, d'une façon arbitraire, les deux quantités /ij et h^, le système ( n^ 58) se réduit à
On a donc, pour déterminer les rapports des quantités a, i, c, Pj à Tune d'entre elles, les relations
ax -^ by -\-cz — /? = o,
adx -^ bdjr -\- cdz=zQ^
ad^x 4- bd^y -4- cd^z =z o.
Les deux dernières donnent les rapports des quantités a, b, c qui conviennent au plan osculateur.
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Rbmauque. — On définit quelquefois le plan osculateur par Tune des deux propriétés qui font l'objet des précédents théorèmes. La normale principale peut alors ôtre définie en disant qu'elle est l'intersection du plan normal et du plan osculateur.
De la torsion ou seconde courbure des courbes gauches,
271 . Les déviations successives de la tangente dans le passage d'un point d'un arc de courbe à un autre nous ont conduit à la notion de la courbure. Mais, dans le cas des courbes gauches, il y a lieu de considérer une affection d'une autre nature à laquelle on a donné le nom de torsion ou de seconde courbure, et de là vient la dénomination de courbe à double courbure, appliquée aux courbes gauches. La torsion d'un arc de courbe résulte des déviations successives du plan osculateur ou de l'axe de ce plan, dans le passage d'une extrémité de l'arc à l'autre extrémité; pour la définir avec précision, nous emploierons les considérations qui nous ont déjà servi quand nous nous sommes occupé de la première courbure.
Soient AM un arc de courbe, MT la direction de la tangente en M, M N celle de la normale principale et ML Tune ou l'autre des deux directions de la perpendiculaire au plan osculateur; la direction de la tangente en chaque point de l'arc ÂM est déterminée ici comme on l'a indiqué au n" 261 . Construisons une sphère ayant pour centre un point quelconque O et dont le rayon soit égal à l'unité de longueur. Si l'on mène des rayons parallèles aux directions des tangentes aux divers points de l'arc AM, les extrémités de ces rayons détermineront sur la sphère (n^' 261 ) la courbe afA, dont la longueur mesure la première
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courbure de l'arc ÂM . Cela posé, menons par le centre O de la même sphère des diamètres parallèles aux axes des plans osculateurs relatifs jaux divers points de Tare AM :
les extrémités de ces diamètres détermineront sur la sphère deux arcs de courbe symétriques. Soit am l'un de ces arcs, la longueur t de Tare am sera dite la torsion ou la seconde courbure de Tare AM.
Si l'extrémité A de l'arc AM = s est fixe et que l'extrémité M soit mobile y la courbure r sera une variable; sa différentielle dx est dite V angle de torsion au point M, ou V angle de contingence relatif à la seconde courbure.
Soient MM'= ûkS un accroissement infiniment petit de l'arc s^j l'angle que fait l'axe du plan osculateur en M' avec l'axe du plan osculateur en M ; les extrémités des rayons Om, Om'parallèles à ces deux axes détermineront sur la courbe sphérique l'arc Ar qui, par notre définition, est la torsion de Tare MM\ Par le raisonnement déjà employé (n** 261 ) à l'occasion de la première courbure, on prouvera que l'on a
c'est-à-dire que le rapport de l'angle des plans osculateurs relatifs aux extrémités d'un arc infiniment petit, à la torsion de cet arc, a pour limite l'unité.
La torsion moyenne d'un arc de courbe est le rapport
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de la torsion absolae à la longueur de Tare. Enfin nous
appellerons torsion ou seconde courbure en un point
d'une courbe, la limite "vers laquelle tend la torsion
moyenne d'un arc infiniment petit de la courbe, ayant
ce point pour origine.
D'après cela, la torsion au point M de la courbe AM
aura pour valeur
,. At dr
lim — ou -r--
A5 €IS
On peut encore assimiler cette seconde courbure à la courbure d*un cercle, et Ton nomme rayon de torsion ou rayon de seconde courbure le rayon du cercle dont la courbure en chaque point est égale à la torsion de la courbe donnée au point que Ton considère. Si Ton désigne par T le rayon de la seconde courbure, on aura
la difTérentielle ^r a le même signe que ds.
272. La courbe AM étant rapportée à trois axes rectangulaires, supposons, comme au n^ 262, que Ton ait placé le centre O de la sphère à Forigine des coordonnées. Désignons toujours par j:,j^, z les coordonnées du point M et par A, p, v les angles que fait avec les parties positives des axes Tune des directions ML ou O m de Taxe du plan osculateur; les coordonnées du point m seront
COS>, C0S|bi, cosv,
et, par conséquent, la différentielle dx de Tare r aura pour valeur
rfr = ^(</co8))'-h (£/cosf*)*-t- (rfcosv)';
les cosinus des angles 1, p, y sont connus (n'' 26o) en
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fonction des coordonnées : on peut donc calculer dT, et par suite le rayon T, en fonction des mêmes coordonnées; nous ferons ce calcul plus loin.
273. J'établirai ici une proposition que j*ai fait connaître depuis longtemps et qui a une grande importance dans Tétude des propriétés des courbes ; cette proposition consiste simplement en ce que les tangentes aux points correspondants m et fx des deux courbes sphériques que nous avons introduites sont parallèles.
On a, en conservant les notations dont nous avons fait usage dans les numéros précédents,
Îcosoté/cosa H- c()s6£/cos6 -4- cosyrfcosv = o, cos'kdcosoL -h cosfAé/cosS -f- cosvi/cosy =^ o;
effectivement, rfcosa, rfcosS, dcosy étant proportionnelles à cosÇ, cosïî, cos(^, les formules (i) expriment la perpendicularité de la normale principale sur la tangente et sur Taxe du plan osculateur. En ayant égard à la seconde des équations (i) et en différentiant les suivantes :
cosa cos). -*- cos6 cosfi •+• cosy cosv = o,
cos*> 4- COS'fX H- cos'v = I,
on trouve
Îcosoe^cos^ -+- cos^^cosfx -f- cosy^/cosv =o, cos></cosX-f- cositdcosy. -t- cosv rf cosv =o.
Or les coefficients des différentielles
(3) ^cosoe, ^cos6, acos7,
dans les équations (i), sont exactement les mêmes que les coefficients des différentielles
[^) ^cosX, £^casfA, £/cosv
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dans les équations (a); donc les différentielles (4) sont proportionnelles aux différentielles (3), et Ton a
.^. dcns'k rfcosfx c^cosv
^ ' dcosoL ^cosê ûfeosy
Ces formules démontrent la propriété énoncée : effectivement les cosinus des angles que fait avec les axes la tangente en m à la seconde courbe sphérique sont proportionnels aux différentielles des coordonnées, c'est-àdire aux différentielles (4); de même, les cosinus des angles que fait la tangente en /x à la première courbe sphérique sont proportionnels aux différentielles ( 3 ) ; il en résulte que ces deux tangentes sont bien parallèles.
Mais, en prenant les points a et a pour origines des arcs des courbes sphériques, les directions des tangentes aux points correspondants peuvent coïncider ou être opposées. La courbe sphérique relative aux axes des plans osculateurs se compose, d'après notre construction, de deux parties symétriques qui répondent aux directions opposées de ces axes ; donc, selon que Ton prendra Tune ou Tautre de ces parties pour la courbe am, les directions des tangentes en m et /ix seront de même sens ou opposées. Je supposerai que l'on ait construit la courbe am de manière que les tangentes en /ix et m aient la même direction, direction qui est celle de la normale principale au point M de la courbe donnée. Alors, à cause des équations (a) du n** 260, la précédente formule donnera
dcosy. = cosÇ^/t, (6) < dcosfi:= cosndT,
dcosy ==cosC^T.
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Résumé et complément des formules principales relatives à la théorie des courbes gauches.
274: Je crois devoir résumer ici les résultats divers que nous avons obtenus dans les numéros précédents. Rappelons que nous désignons par
Xy y y z les coordonnées rectangulaires ;
a, 6, y les angles formés par la direction de la tangente avec les directions positives des axes ;
Ç, yj, (* les angles formés parla direction de la normale principale avec les mêmes directions ;
X, |x, V les angles formés également avec les mêmes directions par la direction de Taxe du plan osculateur ;
dsj d(Sy dr la différentielle de l'arc de la courbe donnée, Tangle de contingence et l'angle de torsion.
Alors on a
(i) dx=zdâ coso, dy =zds cos6, dz = ds cosy,
(a) ^cosa = cosÇ^o-, dcos^ = cosndfr^ dco^y =r- cosC^o^
(3) dC0S\ = COSÇ^T, dcOSlt = COSKJ^T, ^cosv = cosÇ^/t,
pourvu que la direction de l'axe du plan osculatcur soit déterminée^ comme on l'a indiqué au numéro précédent. Cela posé, si l'on différentie l'équation
C08*{ =: I ^ COS* a — C0S*X,
on aura
cosÇ^f cosÇ = — cosa</cosa — cosXrfcosX,
ce qui devient, en faisant usage des formules (2) et (3),
^cosS = — cosadfT — cosX^t;
cette formule en donne deux autres, par les permutations
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des lettres, et Ton a ce nouveau système de formules :
Idcosl = — cosad(T — cos^/fr, dcOSr, := — COs6//(J — COSfX^T, âf cos( = — cosy dfT — cosv dr.
Les formules (a), (3), (4) permettent d'exprimer, dans les recherches relatives à la théorie des courbes, les différentielles des neuf cosinus, cos«, . . . , en fonction de ces mêmes cosinus et des différentielles des trois arcs s, c;, t. On a d'ailleurs
(5) dszz^T{d(T = TdT.
On tire des formules (4)
)/{dcost)*-^{dcosn)*-h (</cosÇ)'i= v^rfa» h- r/r';
cette expression est celle de la différentielle de l'arc d'une troisième courbe sphérique que l'on formerait en menant par le centre d'une sphère des rayons parallèles aux directions des normales principales de la courbe proposée.
275. Pour donner un exemple des avantages que procure l'emploi des formules précédentes, je les appliquerai à la recherche du rayon de torsion T en fonction des coordonnées rectangulaires. A cet effet, reprenons les équations (7) du n® 265, savoir
ds^
,—- cos> z=z±: (drd^z --dzd^jru
ds^
— co^iLz=z± [dzd^x —■ dxd^z)^
ds*
— cosv =zzt: [dxd^y — d/d^x),
Différentiant ces équations et ayant égard aux for-
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mules (3) et (5) du numéro précédent, on trouvera ^-^J cos> -f- — co^l z=±[dxd^z —dzd^x).
RT
ds^ \ ds^
cosv ■+- ^ cosÇ =dz [dxd*x — dj^d^x); Ri
et si l'on ajoute ces trois équations, après les avoir multipliées respectivement par les trois suivantes :
--— cosÇ = a'x a.r,
R ds
ds* d*s
-—- C0S13 — d^jr df^
li. • as
ds* d^s
---- cosÇ = d^z — - dzn
R ds
il viendra
ds^ :^^ =±:[{dyd*z -^ €izd^jr)d*j: -^ {dzd'^x ^ dxd^ z)d*y
ou, en remplaçant — j- par la valeur tirée de la formule (4) du n« 262,
La valeur de T étant essentiellement positive, la formule précédente fait connaître le signe qu'il faut substituer dans les formules (5), (6) et (7) du n** 265, au signe ambigu ± ; on doit se rappeler que la direction de l'axe du plan osculateur a été fixée par la convention adoptée au n*»273. Il convient de remarquer que le rayon de torsion s'exprime par une fonction rationnelle des différentielles des coordonnées.
276. Si l'on égale à zéro le dénominateur de l'expression de T, on obtiendra la condition qui exprime qu'une courbe est plane. Lorsqu'on prend x pour variable indépendante et que l'on fait en conséquence d^x^=Oy d^x-=>Of la condition dont il s'agit est simplement
d^jrd^z — d^yd^z = O.
Cotte équation peut se mettre sous la forme
d^z elle exprime donc que le rapport -^ est égal à une
j constante 6; ainsi l'on a
en sorte que dz et Brf;^ ne diffèrent que par une constante Kdx\ on a donc
dz = kdx -*- Bdy^
et l'on en conclut
8rrr Aa:-hB.r-4-C,
C étant une nouvelle constante. Cette dernière équation représente un plan dans lequel la courbe est située.
De la sphère osculatrice en un point d'une courbe
donnée.
277. L'équation de la sphère renferme quatre paramètres arbitraires, les coordonnées du centre et le rayon ; on peut donc en chaque point d'une courbe établir un contact du troisième ordre entre cette courbe et une sphère ; celle-ci sera la sphère osculatrice.
Soit M un point de la courbe donnée ; faisons passer par ce point une sphère dont nous représenterons le
4io
centre par O. Prenons sur la courbe un point M' infiniment voisin du point M, et considérons le plan qui passe par le poiut M' et par le rayon MO; ce plan coupe la
sphère suivant un grand cercle, et le plan tangent en M à la sphère suivant la ligne MH tangente au grand cercle. Abaissons M'P perpendiculaire sur MH, 'et désignons par m le point où cette perpendiculaire rencontre la circonférence du cercle. D'après la définition générale du n^ 267, la sphère O sera osculatrice au point M de la courbe donnée, si la ligne M'm est un infiniment petit du quatrième ordre, Finfiniment petit principal étant la ligne MF ou tout autre infiniment petit dont le rapport à MP tend vers une limite finie. On a
M'm = M'P — mP,
et mP=— -TTrCst un infiniment petit du deuxième
ordre; donc il faut déjà que M'P soit elle-même un infiniment petit du deuxième ordre, ce qui s'accorde avec ce qu'on a dit au n^'SG?. Désignons par r le rayon de la sphère, par s l'arc de la courbe terminé en M et compté à partir d'une origine quelconque, par As l'arc MM' de la même courbe. On aura
^ M/it mP= -
MP*4-mp'
ou
toP =
— ^ _ (^^ — MM')(Aif-f-M>r)-hM^P — mP ^
ar
ar
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or la difTérence entre l'arc A5 et sa corde est un infi-
niment petit du troisième ordre (n^ 266) ; M'P et mP sont des infiniment petits du quatrième ordre; donc la différence des deux quantités
est un infiniment petit du quatrième ordre. Par conséquent, la sphère osculatrice est telle que
est un infiniment petit du quatrième ordre.
Désignons par oto, y^y Zo les coordonnées du centre de la sphère osculatrice relatives à trois axes rectangulaires ; par Xy 7, z les coordonnées du point M; par x -f- ûjc, j -i- ùy, z -^ ^z celles du point W. L'équation de la sphère sera
et celle du plan tangent en M,
Le centre de la sphère et le point M' étant situés d'un même côté du plan tangent, on obtiendra des résultats de même signe si l'on remplace X, Y, X, dans l'équation précédente, par les coordonnées de l'un et de l'autre point. Or la substitution des coordonnées du centre donne le résultat — r* ; donc la substitution des coordonnées du point M' donnera un résultat négatif. D'après cela, la distance M'P du point M' au plan tangent sera
M^P— (^o"-^)^^"*- (ro— r)Ar -i-fgo — gjAg
et, par conséquent, on aura M'PXr— i A*«
telle est l'expression de la quantité qui doit se réduire à
un infiniment petit du quatrième ordre.
On a
tLCZ=:dx -\ 1 ^ h . . . ,
d^z d*z àz z=dz -i 1 — 7j h . . . ,
et
às = ds'\ h . . . ,
d*où, par l'élévation au carré,
às^z= ds* -j- dsd^s -h . . ».
Pour remplir Tobjet demandé, il suffit de substituer ces valeurs de ùx, Ay, A^, As^ dans l'expression précédente et d'égaler ensuite à zéro la somme des termes infiniment petits du premier ordre, la somme des termes du deuxième ordre, et enfin celle des termes du troisième ordre. On obtient ainsi les équations
1{x^ — x)dx -\-[Xo—x)dx -\-[z9'-z)dz =o, [xo — x)rf*j?-+- I/o— r)^'r-»-(2o— t)d^z^ds*=zo, Uo — ar)J»x-}-(7o--r)^*7-i-(^o — «)^'« — 3<£yrf'5=:0,
qui détermineront ]es coordonnées Xo,^09 ^o ^^ centre de la sphère osculatrice. Le rayon r sera donné ensuite
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par réquatîon
II faut remarquer que la première des équations (i) s'obtient en difTérentiant Téquation (2), dans Thypothèse de Xo, jToj -^oj ^ constantes; pareillement, on obtient les deux dernières équations (1) en différentiant deux fois de suite la première, dans la même hypothèse.
278. D'après cette remarque, lés équations (1) et (2) peuvent être représentées, pour abréger, par
V=o, rfV = o, rf«V=o, rf»V = o.
Si les trois premières sont seules satisfaites, la sphère n'aura avec la courbe qu'un contact du deuxième ordre, et il restera une constante arbitraire dans son équation. Si les deux premières équations sont seules satisfaites, la sphère n'aura qu'un simple contact du premier ordre avec la courbe, mais il restera deux arbitraires dans son équation; enfin, quand la première condition est seule satisfaite, il n'y a plus de contact au point commun, et il reste trois arbitraires dans l'équation de la sphère.
Dans chacun de ces cas, on peut assujettir la sphère à passer par un point M[x -h Ar, y -h ZV^, z -h ^) de la courbe, ce qui donne la condition
fift
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6 8*aniiiilant avec ùt; elle se réduira donc à
ou à
lorsque le point M' viendra se confondre avec le point M. Donc : Toute sphère qui a un contact d'ordre i en M avec une courbe peut être regardée comme la limite d'une sphère qui a un contact d'ordre i — i et qui passe par un point M' de la courbe infiniment voisin du point M.
279. Nous présenterons encore ici deux propositions qu'il convient de remarquer.
Théorème I. — La sphère osculatrice en un point M d'une courbe est la limite de la sphère qui passe par le point M et par trois autres points de la courbe infini'ment voisins de M.
Supposons encore la courbe définie par les formules
et soient f , f -+- Aj, f -I- Aa, t + h^ les valeurs de t qui répondent aux quatre points considérés. En posant
on obtient, comme au n® 270, pour déterminer les paramètres de la sphère limite, les relations
V = o, ^ = o, rf»V = o, rf»V=o,
conditions qui sont bien celles de la sphère osculatrice.
280. Théorème II. — Le centre de la sphère oscula-^ triceen un pointa d'une cowbe est la limite vers lon
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quelle tend le point d'intersection de l'axe du cercle de courbure e/z M , et du plan normal en un autre point de la courbe infiniment ^voisin de M. Ce centre est aussi la limite du point d'intersection du plan normal en M et des plans normaux en deux autres points de la courbe infiniment voisins de M.
En effet, quand on considère Xo^^o^ ^o comme des coordonnées variables dans les équations (i) du n° 277, la première équation est précisément celle du plan normal en M, et le système des deux premières appartient (n^ 264) à Taxe du cercle de courbure. Représentons par
ces deux équations, lé plan normal en un point infiniment voisin de M aura pour équation
V H- AV =: o,
et, en la joi^ant aux deux précédentes, on aura le système qui convient au point d'intersection. Mais, par le raisonnement déjà employé plus haut, cette dernière équation se réduit, au moyen des précédentes, à
t étant la seule variable indépendante, et e une quantité qui s^annule avec At; en outre, elle devient --r^ = o, ou
quand Af s'annule. De là résulte la première partie du théorème énoncé.
La deuxième partie se démontre par un raisonnement analogue à celui du numéro précédent.
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Expression des coordonnées du centre et du rayon de la sphère osculatrice en un point d'une courbe.
28i . D'après l'analyse précédente, les coordonnées du centre de la sphère osculatrice sont déterminées par l'équation du plan normal jointe à celle qu'on en déduit par deux difTérentiations relatives à la variable indépendante dont les coordonnées de la courbe sont fonction. Or, avant d'exécuter l'une de ces difTérentiations, on peut multiplier l'équation qu'il s'agit de différentier par une fonction quelconque des coordonnées; car, si l'on représente cette équation par V = o, et qu'on la remplace parMV = o, on obtiendra, par la différentiation, VrfMH-MfA^ = o, qui sera équivalente à rfV=o, à cause de V==o. Cela posé, en conservant les notations dont nous avons constamment fait usage, et dont nous avons présenté le résumé au n^ 274, l'équation du plan normal sera
(i) (^0— j:)cos«-4-(/o-~r)cos6-f-(zo — «)cos7=:o;
en difTérentiant dans l'hypothèse de x^y y^, z^ constantes et employant pour cet objet les formules (a) et (5) du n° 274, on obtient
(2) (aro— a:)cosÇ-|-(j^o — r)cosi3-l-[zo— z)cosÇ=:R;
difTérentiant de nouveau, au moyen des formules (3) et (5) du n® 274, il vient, en ayant égard à l'équation (i),
(3) (j*o — J?)cosX-|-(^o — ^)cosfA-t-(3o — z)cosv = !— •
as
Ajoutons maintenant les équations (i), (a), (3) après les avoir multipliées respectivement d'abord par cosa, cosÇ, cosX, puis par cosS, cosnj, cos^a, puis enfin par
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COS7, cos^y cosVy il viendra
Xq — X=R cos Ç COS A,
as
(4) ^ ^0 — r = R cos 10 ^ COSft,
«0 — « = R cos ( 3^ cos v;
as
en outre, si Ton ajoute les équations (4) après les avoir élevées au carré, on aura cette expression simple du carré r' du rayon de la sphère osculatrice,
Le centre de la sphère osculatrice est situé sur l'axe du cercle de courbure et Téquation (3) montre que sa distance au plan de ce cercle est égale à la valeur absolue
de -^— » ou, d'après l'équation (5), égale à ^r^ — K^; il
résulte de là que :
Le cercle de courbure en un point d'une courbe est l'intersection du plan osculateur et de la sphère osculatrice relatifs au même point,
282. Cette propriété entraîne une conséquence que nous devons signaler. La sphère osculatrice en un point M d'une courbe C est la limite des sphères qui passent par M et par trois autres points M', M", M"'' de la courbe C infiniment voisins de M ; pareillement le plan osculateur est la limite des plans qui passent par M et par les deux points M', M'"'. Il résulte de là que le cercle de courbure est la limite des cercles qui passent par le point M et par deux autres points M', M'' infiniment voisins dé M. Cela posé, projetons la courbe et le cercle sur un plan quelconque, et soient m, ml^ ml' les projections de M, M',
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M^; ]e cercle se projettera suivant une ellipse qui aura un contact du deuxième ordre en m avec la projection de la courbe C, car elle est la limite d'une ellipse passant par M et par deux points infiniment voisins dem (n^SlS). En particulier, si Ton projette la courbe C sur le plan du cercle de courbure en M, la projection obtenue aura ce même cercle pour cercle de courbure en M.
Des surfaces enveloppes.
283. Désignons pary*(:r, j-, z, a) une fonction des quatre variables x^ y, z, a dont la valeur soit bien déterminée quand on a fixé les valeurs de x,j-f z, a. Si Ton suppose que x, ^, z représentent des coordonnées quelconques et que a soit un paramètre variable, Téquation
(i) /(•«, Jt «, a)=o
représentera une famille de surfaces; à chaque valeur de a répondra une surface individuelle.
Si, après avoir donné à a une valeur déterminée, on attribue à ce paramètre la nouvelle valeur a -h Aa, on aura une deuxième surface ayant pour équation
/(^f y> «» a-î- Aa)=o,
et qui coupera la première suivant une certaine courbe. On peut prendra pour la deuxième équation de cette courbe
/(.r, y, z, a -f- Aa) —/(.r, y, z, a) ii =°'
au lieu dé la précédente.
Maintenant, si Ton fait tendre ^ct vers zéro, rînlersection dont nous venons de parler tendra vers une cer-
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taine limite, pour laquelle on aura, outre Téquation (i),
et il y aura sur chacune des surfaces représentées par. Téquation (i) une courbe déterminée de cette manière. Le lieu géométrique de toutes ces courbes est une surface dont l'équation s'obtiendra par l'élimination de a entre les équations ( i ) et ( 2 ) ; cette surface est dite Y enveloppe Aes surfaces que représente l'équation (i), et celles-ci, à leur tour, ont reçu le nom d! enveloppées. La courbe variable représentée par les équations (i) et (2), et dont l'enveloppe est le lieu géométrique, a été nommée par Monge la caractéristique de l'enveloppe.
284. Théorème L — L'enveloppe est tangente à l'enveloppée en chaque point de la caractéristique.
En effet, soitM(x,j^, z) l'un des points communs à l'enveloppe et à l'enveloppée ; pour établir que l'enveloppée et l'enveloppe ont le même plan tangent en M, il sufGt de montrer que, si l'on prend x ely pour variables indépendantes, la valeur de la différentielle totale dz sera la même au point M, pour l'enveloppée et pour l'enveloppe.
L'enveloppée étant représentée par l'équation ( i ), où « a une valeur déterminée, la valeur de dz relative à cette surface est donnée par l'équation
que l'on obtient en différentiant l'équation (i) dans l'hypothèse de a constante.
L'équation (i) peut aussi être prise pour celle de l'enveloppe, pourvu qu'on regarde a non plus comme une
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constante, mais comme une fonction de Xj y^ z définie par Téquation ( a ). Alors, pour avoir la valeur de dz qui convient à l'enveloppe, il faut différentier Téquation (i), dans rhypothèse de a variable. Il vient ainsi
(4) . fa.+ %dy+^4d.+ %da = o;
^^' dx dy oz doL
mais la dérivée partielle ~ étant nulle, d'après l'équation (2), notre équation [^) se réduit à l'équation (3), la valeur de a devant être ici tirée de l'équation (2). Comme cette valeur, pour les points communs à l'enveloppe et à l'enveloppée, est précisément celle qui convient à l'enveloppée, l'équation ( 3 ) donnera pour l'une et l'autre surface la même valeur de dz, ce qui démontre le théorème énoncé.
S85. Considérons trois enveloppées répondant aux valeurs
du paramètre. Ces trois enveloppées se couperont en certains points m, nil, ..., dont les coordonnées sont déterminées par les équations
Lorsque h^ et Aj tendent vers zéro, ce système se réduit à
(6) /(ar,r,«,«) = o, -^^ =0, -^- ^=0.
Il est facile de voir que ces points M, M', ... sont aussi les limites vers lesquelles tendent les points d'intersection de la caractéristique
/(or, jr, z, a} = o, -^^ '- = G
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et de l'enveloppée
lorsque Ton fait tendre Aa vers zéro.
Il y a ainsi sur chaque caractéristique un ou plusieurs points, tels que M, M', ..., et le lieu de tous ces points forme une courbe dont les équations s'obtiendront par Télimination de a entre les équations (6) ; Monge lui a donné le nom à! arête de rebroussement de Tenveloppe.
286. Théorème II. — Toutes les caractéristiques sont tangentes à V arête de rebroussement.
Pour démontrer ce théorème, il suffit de prouver qu'en chaque point commun à la caractéristique et à l'arête de rebroussement, les valeurs de dy et de dz sont les mêmes pour les deux courbes, x étant prise pour variable indépendante.
Représentons, pour abréger, par /',y^ les dérivées -^t -r^» les équations de la caractéristique seront
(7) /(^iri*»a)=0, /'(«, j, 3, a) = 0,
et, en diSérentiant dans Fhypothèse de a constante, on aura les équations
(8) /^' ôr'' ôz
àx oj dz
qui détermineront rfy etd^en chaque point de la courbe.
Les équations (7) peuvent aussi être prises pour celles
de Taréte de rebroussement, à la condition que a y désigne
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la fonction de x, j^, z déterminée par réquation
Mais, en différentiant les équations (7) dans cette nouvelle hypothèse, on obtient toujours les mêmes équations (8), car les termes -^ day -r- doL ou f'doiy f^da,
qu'introduit la variation de a, sont nuls par les conditions de la question. Comme a a d'ailleurs la même valeur pour les points communs à la caractéristique et à Faréte, les équations (8) donneront, pour les deux courbes, les mêmes valeurs de dy et de dz ; en conséquence ces courbes sont tangentes.
» Des surfaces désfcloppables.
287. Nous appellerons surface déifeloppahle toute surface qui est l'enveloppe d'un plan mobile.
Soient a, &, Cy p des fonctions données d'un paramètre variable et a , i', dj pf leurs dérivées ; l'équation d'un plan mobile sera
(1) ax-^by -h c% — p = o;
et celle de l'enveloppe s'obtiendra par l'élimination du paramètre entre l'équation (i) et la suivante :
enfin les équations (i) et (a) appartiendront à la caractéristique. Cette caractéristique est ici une ligne droite et, comme elle est tangente à l'arête de rebroussement de l'enveloppe, on voit qu'une surface développable est le lieu géométrique des tangentes d 'une courbe gauche. L'arête de rebroussement de la surface développable
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peut se réduire à un point ; cela arrivera si les fonctions ajbjCyp du paramètre sont liées entre elles par Téquation
(3) aaro-h by^^-^- cz^^-p — o,
•^o> J'oy ^0 étant des constantes. Dans ce cas, les équa* tions (i) et (a) se réduisent à
et la surface développable est un cône qui a pour sommet le point dont les coordonnées sont Xq, j^o» ^o* Enfin, si l'on pose
ntj n étant des constantes, et que l'on fasse tendre z^ vers l'infini, l'équation ( 3) se réduira à
Si les fonctions a, i, c satisfont à cette relation (5), les équations (i) et (3) pourront être mises sous la forme
^ ' I a'(* — ma) +6'(7- — /iz)— />'=ro,
et elles appartiendront alors à une surface cylindrique. Ici l'arête de rebroussement se réduit à un point situé à l'infini.
288. Le plan mobile enveloppé par une surface développable n'est autre chose que le plan osculateur de l'arête de rebroussement de la surface. En effet, désigQons par x, j^, z les coordonnées d'un point de l'arête, et soient al', i", c", pP les deuxièmes dérivées des fonc-
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lions a, b^ Cy p; on aura
ax ~h bjr '\- cz — p = o, a'x H- b'x -^ c' z — p' = Of a^x -+- by 4- c^z — ./?"= G;
toutes les quantités qui figurent dans ces formules sont fonctions du même paramètre ; nous prendrons ce paramètre pour variable indépendante. Si Ton différentie les deux premières des équations précédentes, il viendra, en ayant égard aux deux dernières,
adx -^ bdjr -»- cdz =0, afdx -\- b'dy -\- c' dz =zO\
différentiant la première de ces deux-ci et ayant égard à Tautre, on aura
ad^x •+- bd*x -f- cd*s= o.
Les équations
adx -h bdj- -^ e€lz^=Of ad*x -^ bd^jr -hcd*z=:o
montrent (n®268) que a, i, c sont proportionnels aux cosinus des angl^ que fait avec les axes coordonnés Taxe du plan osculateur de Taréte ; donc ce plan osculateur est précisément notre plan mobile.
289. Considérons une surface développable quelconque ; soient A un point de Taréte de rebroussement
à partir duquel nous compterons Tare 5 de cette arête, et E le point qui répond ks = S. Inscrivons dans Tare S une
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ligne polygonale ABCDE d'un nombre n de côtés dont les directions soient respectivement AB, BG, CD, ...; désignant ensuite généralement par^ l'arc deTarête compris entre le point A et l'un des sommets du polygone, prolongeons le côté qui se termine à ce sommet d'une quantité t = f (5), (p désignant une fonction quelconque ; joignons enfin chacun des points a, i, c, ..., qui terminent les lignes t au point suivant. On formera ainsi une surface polyédrale composée de /i — i faces triangulaires et qui sera limitée par la ligne polygonale inscrite dans l'arc S, les côtés extrêmes de cette ligne, et la ligne brisée abcd. Or, en faisant tourner les faces triangulaires Dtfc, Ccb, ..., autour des côtés respectifs De, Ci, ..., on pourra placer tous ces triangles dans le plan ABC du premier d'entre eux; on obtiendra ainsi ce qu'on appelle le déifeloppement de la surface polyédrale. Dans ce développement les longueurs t et les côtés des deux lignes brisées ABCDE, abcde demeurent invariables.
Supposons maintenant que le nombre n des côtés de la ligne polygonale ABCDE augmente indéfiniment, et que chacun de ses côtés tende vers zéro, la ligne ABCDE aura pour limite l'arc S, et notre surface polyédrale tendra à se confondre de plus en plus avec la portion de la surface développable limitée par l'arc AE de Taréte, les tangentes Aa, Ee aux extrémités de cet arc, et un certain arc de courbe ae, défini par l'équation
t:=ff[
tétant l'arc AM de l'arête et t la portion M |cx de la tangente en M qui est comprise entre le point de contact et l'arc de courbe ae.
D'un autre côté le développement de la surface polyédrale tendra aussi vers une certainelimi te, et nous dirons que cette limite est le déi^eloppement de la portion de
surface développable que nous considérons. En particulier, la courbe plane qui est la limite de la ligne polygonale abcd après le développement de la surface polyédrale sera le développement ou la transformée de la ligne courbe ae tracée sur la surface développable. Il est évident que le plan ABC a pour limite le plan osculateur de l'arête au point A, lequel est tangent (n^'SSS) à la surface développable ; aussi le développement dont nous venons de parler est-il exécuté sur le plan tangent en A à la surface. Remarquons enfin que l'équation t=z 9(5), qui a lieu, par hypothèse, pour la courbe ae, subsiste après le développement.
De la surface polaire, — Lieu des centres des sphères asculatrices aux dii^ers points d'une courbe donnée,
On a vu au n<* 264 que si Ton représente par
l'équation du plan normal en un point {Xy yj z) d'une
courbe, la droite polaire ou axe du cercle de courbure a
pour équations
la caractéristique d étant relative aux coordonnées rectangulaires Xyjy z et aux quantités qui dépendent de la même variable indépendante ; nous avons démontré enfin au n" 278 que les coordonnées du centre de la sphère osculatrice, pour le point (x,^, z), sont données par les trois équations
V = o, dV=io, d^Vz=o.
n résulte de là que le plan normal d'une courbe a pour enveloppe une surface développable dont la caractéristique ou la génératrice est la droite polaire, et dont Taréte
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de rebroussement est la courbe lieu des centres des sphères osculatrices. Cette surface développable a reçu le nom de surfctce polaire.
Il est évident que la courbe lieu des centres de coiu*bure est située sur la surface polaire.
291. Nous avons donné au n" 281 les expressions des coordonnées Xo 9 J^'o 7 ^o du centre de la sphère osculatrice ; ces expressions sont
_ „ TrfR -
as
(I) Wo = 7 -t-RcOSU CCS fi,
as
«0 = « -4- RCOSÇ -r— C08V,
as
et l'on a, en outre
notre notation étant ici la même qu'au n<» 274.
Si l'on différentie les équations (i) et (a) en faisant usage des formules du n^ 274, et que Ton fasse
(3) ds,^±i^^+d—y.
en attribuant à ds^ le signe de dsj il viendra
(4) ^0=^^OCOSX, ÉÇyQ = zpd!5oC08f*, <2So = ip ^0 cosv
et
(5) rdr:^zp -^^'o-
Les formules (4) montrent : i^ que dso est la différentielle de l'arc de l'arête de rebroussement de la surface polaire ; a^ que la tangente à cette arête est précisément
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la droite polaire, ce qui est une confirmation des résultats obtenus précédemment.
Mais on voit aussi que dso peut être nulle, et alors l'arête doit se réduire à un point. Les formules (4) et (5) montrent que Xo,yo, Zof ^ sont des constantes ; la même sphère est osculatrice en chacun des points de la courbe donnée ; celle-ci est donc située sur cette sphère.
On peut conclure de là que, si une courbe est sphérique et située sur une sphère de rayon a, on a, par l'équation (a),
Mais si cette dernière équation a lieu pour une courbe, a étant une constante, il ne s'ensuit pas nécessairement que la courbe soit sphérique ; en efi'et, il résulte seulement de l'équation ( 6 ) que l'on a
r=za d*où dr = o,
et, d'après la formule (5 ), cette circonstance a lieu, nonseulement quand dso est nulle, mais aussi quand dK est
nulle. Lorsque rfR = o, on a ds^ = — et dso ne peut
être nulle que dans le seul cas où T est infini ; quand T = Qo , la courbe est plane, et, comme son rayon de courbure est constant, elle est une circonférence de cercle (n» 194).
Si l'on a c/R = 0 ou R = const. et que T ne soit pas infini, l'équation (2) donne r = R et les formules ( i ) comparées aux formules (3) du n^i6i montrent que le centre de la sphère osculatrice se confond avec le centre de courbure. On a donc ce théorème :
Si le rayon de courbure d'une courbe gauche est cort" slant, la courbe lieu des centres de courbure se confond
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a^fec rareté de rebroussement de la surface déueloppablsy eni^eloppe des plans normaux.
292. Désignons par «0,60, y©; So, >3o,^o; io,fo,Vo,Ro, To les quantités analogues a, &, y y . . . , et relatives à
Tarête de rebroussement. Faisons en outre abstraction du
cas des courbes planes, c'est-à-dire du cas oùT est infini.
Les formules (4) pourront s'écrire comme il suit :
(7) cosao=:qicosX, cos€o = =pcos^, coS7o = ^co*v;
la dilTérentiation de ces équations donne
dsn ^ ds ^
— co8Ço=q=^ cosÇ,
dSf. d»
— cosiîo==q= Y cosio,
ds^ d$
^ C08Ço = H= j «»Ç»
d$^ ds
(8) Rf=T ''" ^^o=«rr,
et
(9) OOSÇo = + COSS, COSîJo^^pCOSfl, cosÇo= H^^cosÇ.
La différentiation des équations (9) donne ensuite, en ayant égard aux formules (7) et (8),
dsQ ^ ds
— - COS Ao = T ^ <^S«, lo '^
dsik ds
— cos^o==F^ cos6,
dSn ils
Y cosvo = q= ~ cosy, d'où
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et
(il) cos>Q = qz cosa, cosft0 =:p cosô, cosv^ = rfz cosy.
En comparant ainsi la courbe proposée à Taré te de
broussement de la surface polaire , on voit que pour les deux courbes la direction de la normale principale est la même, et que la tangente de chacune d'elles est parallèle à l'axe du plan osculateur de Tautre. En même temps les formules (8) et (9) expriment que la première courbure de l'une quelconque des deux courbes est égale à la seconde courbure de l'autre. Il est évident que le signe ambigu zp peut être remplacé à volonté par + ou par — dans chacune des formules (7), (9), (11). Remarquons enfin que la formule (3) devient, en vertu de ce qui précède,
(12) ±:ds^=zVid(r^-\-d - —
293. Considérons dans le plan des xy la droite mobile représentée par l'équation
(i3) Xsino-Q — YcdS(rQ=:R;
l'enveloppe de cette droite sera déterminée par l'équation précédente, jointe à celle qu'on en déduit par la différentiation relative à la variable indépendante dont dépendent (7o et R, savoir
(i4) Xcosexo -4- Tsin(ro= -T-;
on tirera des équations (i3) et (14) les valeurs suivantes des coordonnées de l'enveloppe :
X = -h R smcTo ■+■ 3- cos^oi
Y = — R cos^o H- -j- sino-Q,
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etf en difFérentiant,
ûfX = 1 Rao-Q -h a -r— | Goso*»,
ce qui devient, à cause de la formule (12)9 (16) €ni = ±dsQCOStrQy dY =:±€iSfiW:itrQ.
Ces formules expriment que, pour notre enveloppe plane, Tare et la courbure sont les mêmes que pour l'arête de rebroussement de la surface polaire.
Si Ton introduit, dans les équations ( i ) , qui déterminent le centre de la sphère osculatrice, les coordonnées X, Y, avec les angles ^09 v7oy Co' ^Of f-oy Vo qui se rapportent à l'arête, il viendra
Xq z=z xiizX (cos(Tq cosoiq — sin (Tq cosÇq) _!r.T (sin <t^ cosao -4- coso-o cosS^],
( ^1) \ Jo=^/^^(^^®^oCos6o-— sin<roCOSîïo)±:T(sin<r<jCos€oH-cos(r<jCosïïo). z^r^zitiTi (cos (Tq ces 7^ — sln (Xç CCS Çq) II: Y (sino-Q ces 7^ -h ces a^^ coa Ç^) ;
le signe ambigu db doit être partout remplacé par + ou par — ; on passe au surplus d'un signe à l'autre en ajoutant une demi-circonférence à l'arc <7o.
Les formules (17) donnent immédiatement la solution
du problème qui a pour objet de trouver une courbe quand on connaît le lieu des centres des sphères osculatrices. Dans ce cas, toutes les quantités affectées de l'Indice zéro et qui se rapportent à l'arête sont des fonctions connues d'une même variable indépendante; les équations (16) déterminent X et Y par leurs différentielles; après quoi les équations (17) donnent les coordonnées x, y y z de la courbe demandée.
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TTiéorie générale des développées et des
développantes .
294. Lorsqu'une courbe AM plane ou gauche peut être décrite par Tune des extrémités d'un fil, d'abord enroulé sur une seconde courbe A'M' à laquelle il est fixé par son autre extrémité, et que l'on déroule de manière qu'il soit toujours tendu, la courbe A.'M^ est dite une développée
de la courbe AM. Réciproquement la courbe AM est une développante de la courbe A'M'.
295. Recherche des développées d'une coubbe donnée. — Nous désignerons (n® 274) par x^j, z les coordonnées de la courbe donnée relativement à trois axes rectangulaires ; par «, 6, y; g, »j, f ; X, |ùt, v les angles formés, avec les directions des axes, par la tangente, la normale principale et l'axe du plan osculateur; par s Tare de la courbe, par R et.T les rayons de courbure et de torsion. Les quantités analogues relatives à la seconde courbe se-» ront représentées par les mêmes lettres accentuées.
Cela posé, si l'on fait
les conditions pour que A'M' soit une développée de AM
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seronl
(2) x' — a:=:ttCOSa', y' — j == M cos6', a' — z = tt cosy',
avec
(3) d^ — du.
Si Ton diffërentîe la première équation (a) en faisant usage des formules du n^ 274, il viendra
or ces a — fis cosa = — -— cos? -f- du cosa ,
ou, à cause de Téquation (3),
ds cosa = — - cosÇ ;
ri
ou aura de même
udu
ds cos€ = —7- cosiî',
udu ,
ds COS7 = — cosÇ .
Ces trois formules donnent
(4) ds=
udu
puis
( 5 ) COS Ç' = — COS a, COS n' -=: — COS 5, COS Ç' :^' — cosy,
ce qui exprime que la normale principale au point M' de la développée est parallèle à la tangente au point correspondant M de la développante. Les tangentes aux deux courbes sont donc perpendiculaires, et Ton a
(6) cosa ces*' -h cos6cos6' -h cosyco57' = o.
Différentiant cette équation par le moyen des formules
s. -^ Cale, diff, aS
du n® 27i déjà rappelées, on trouve
ds
~ (cosÇ cosa' H- cosfl cosS' -h cosÇ cosy')
ds'
H- — (cOSaCOSÇ'-hCOSScOSlî' +COS7C08Ç') = 0,
ou, à cause des formules (3), (4)i (5),
[7) C0SÇC0S«'-f-C0SflC0S6'-f-C08ÇC087'= - •
On a aussi
/ ïï^
(8) cos> cosa' H- cos^ cosS' -+- cosv cosy' =1/ 1 ^ >
car on trouve une identité en ajoutant les équations (6), (7)» (^)» ^P'^^^ ^^s avoir élevées au carré. Si l'on ajoute ces mêmes équations, après les avoir multipliées d'abord par cosa, cos^, cosX, puis par cos6, cosr?, cos^^ puis enfin par cosy, cosÇ, cosv, il viendra
cosa = - cosÇ -+- 1/ I — -r cosa, u y ur
f \ ) ^, ^ . I js»
(9) < COSS = - COSîJ -^ i/ I jf COS/A,
C0S7 = — cosÇ -f- \/ I 5- cosv,
^ u y tt'
et les équations (2) deviendront alors
/ .r' = ar 4- R cosÇ -h \/«' — R* cos>,
(10) < y z=z y-\- Rcosi; -f- V^M* — R' coSfA,
' 2' =::= 3 -h R cos ^ 4- y'tt* —R' cosv.
Toutes les quantités relatives à la courbe ÂM sont don-nées en fonction d'une certaine variable indépendante; donc, lorsque l'on connaîtra l'expression de u en fonction
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de cette même variable, les équations (10) détermineront complètement la développante demandée.
Pour trouver u, il sufïit de différentier Téquation ( 7 ) ; cela donne
ds'
^7 (cosÇ cosÇ' -4- cosD cosîb' h- ces ( ces ^' )
ds
— ~ (cosacosa' -f- cosS cos6' -h cosy cosy' )
ds R
— — (cosXcosa'-f- cosucosê' -f- cosv cosy' ) = rf -> 1 u
ou, à cause des formules (5), (6), (7), (8),
(II) rf^+rfxy^i--_^o,
en écrivant dx au lieu de — pour représenter l'angle de
contingence relatif à la deuxième courbure.
Telle est l'équation qui détermine u. Si la courbe proposée est gauche, ^fr n'est pas nul, et l'équation (1 1) donne
le premier membre est la différentielle de l'arc dont le cosinus est ~ : on a donc, en désignant par g une constante arbitraire,
arc C08 - = T H- fi', u
ou
(12) - =C08(T-hfi'), 11= -. r*
^ ' U V o;» cos(t-H^)
Si la courbe proposée est plane, Téquation (ii) se réduit à
et Ton a
(i3) - =cosg^ u =
u cosg
g désignant une constante arbitraire^ cette valeur de u est donc donnée par la formule (la) du cas général, quand on y suppose t = o.
En substituant dans les équations (lo) la valeur de u qu*on vient de trouver, on obtient
1 x' =x-\-K cosÇ 4- R tang (t h- g) cos^, (i4) 1 y ==j-f-Rcosiî-f-Rtang(T-+-g^)cosft,
I z' = s -*- R CCS Ç + R tang (t H- g) cosv.
Les seconds membres de ces formules sont des fonctions données d'une même variable indépendante ; elles renferment cependant la quantité t, arc de la courbe sphérique qui mesure la deuxième courbure de la courbe proposée, et la détermination de t, en fonction de la variable indépendante adoptée, exigera dans la plupart des cas des opérations qui sont du ressort du Calcul intégral. Les équations (i4) renfermant une constante arbitraire g, on voit que la courbe proposée a une infinité de développées.
296. Désignons par Xtj y s, z^ les coordonnées du centre de courbure M| relatif au point M, et soit Â| M| la courbe lieu de ce centre ; on a (n" 264)
(i5) j:, =j:-f-RcosÇ, ^j =^ -f-Rcosu, Zi =z H-RcosÇ.
Quelque valeur que Ton donne à la constante g, les valeurs de x'j j'y z! ne pourront jamais coïncider avec celles de Xo ^i, ^i ^î '^ n'est pas nul; donc la courbe
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lieu des centres de courbure n'est jamais une développée dans le cas d'une courbe gauche.
Les équations (i4) et (i5) donnent
COSA COS^ COSV
ce qui montre que les points M' des développées, qui répondent au point M de la courbe ÂM , sont suf la droite polaire MoM| relative au point M. Il résulte de là que toutes les développées de la courbe AM sont situées sur la surface polaire, qui est ainsi le lieu géométrique de ces développées.
Enfin les développées que représententles formules ( 1 4) sont toutes des courbes gauches, à rexceplion de celle qui répond à ^ = o, dans le cas où r est nul. En effet la diflcrcntiation des formules (5) donne (n" 274)
dv' cosa' -+- dr' ces V = d(T cosÇ, dj' CCS 6' -+- dV ces fx' = d(T cosiî, rfo' ces y' -^ dT cosv' =: d<T cosÇ,
d'où
si donc dr' est nul, on aura rfff'= da et
cosa' 1= cosÇ, cos6' = cosij, any' = cosÇ,
ce qui exige, d'aprèslesformules(7) ou(8), que l'on ait
tt — R,
mais cette valeur n'a lieu que si la courbe AM est plane, et elle répond à la valeur g = o. Dans le cas de t = o, g =z o, le point M' coïncide avec le centre de courbure M| ; donc :
1® 'Les développées d*une courbe gauche sont toutes des courbes gauches.
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2«> Une coûtée plane n'a qu'une seule développée plane qui est le lieu de ses centres de courbure.
297. Déyeloppement de l4 suaFAcs POLAIRE. — Nous rapporterons à Taréte de rebroussement de la surface polaire le système des développées de la courbe donnée et le lieu de ses centres de courbure. Retranchant donc des coordonnées a/, ^', y, et Xf , j^o z^ données par les équations (i4) et (i5) les coordonnées Xo, y^^y ^o du centre de la sphère osculatrice (n^290), on aura
J?' — J^o= Rtang(TH-g')-f- — j cos>,
/— ro= Rtang(T 4- g') -f. — cosfi,
*' — 2o = R tang(T + ê') -^- ^ cosv,
x^ — •'^o ^^ "7" cos^,
dK dr
d^ dK
Zi — Zq= —-- COSv; az
mais, ne voulant introduire que les quantités relatives à Faréte^ nous remplacerons cosX, cos/ia, cosv par cosao» cosSo) cosyo) auxquels il est permis de supposer respectivement les mêmes signes, puis dx par d<TQ et même r par <Jq. Je poserai en outre
R = — X sino-Q -f- Y cos^o»
dR .
-;— r= — X cosffo — Ysmo-o»
et les nouvelles variables X et Y seront déterminées, en
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fonction des seules quantités de Taréte, par les formules
(17) €/X = ^0 cosffo, • dY = dsQ sino-Q,
comme on Ta vu au n" 293. Alors les formules précédentes deviendront
?' — ■go_y — ro _ g' — gp _ — Xcos^-4-Ysinff cosaQ CCS 60 cosyo ces (o-q -f; g')
*" cosao cosbo COS70
Cela posé, supposons que Ton ait choisi pour le plan des xy un plan tangent à la surface polaire et exécutons le développement de la surface dans ce plan ; conservons les mêmes lettres pour représenter les diverses quantités de ces formules, après le développement. Comme les points Mo, M< , M' sont toujours en ligne droite et que leurs distances mutuelles sont invariables, ainsi que les arcs5o et do, les formules (18) et (19) subsisteront sans modification. Mais, après le développement, r©, -z^i, ^ sont nuls ; Taréte est devenue une courbe plane et da^ peut être pris au lieu de ^ao ; on peut même supposer ao = o^o, à cause de la constante arbitraire g qui accompagne cto \ d'après cela, on aura
co8«0 = cos(Xo, cos6o = 8iiï<''o> COS7o = 0.
En outre, les formules (17) montrent que rfX et rfY ne sont autre chose que dx^ et dy^ ; on peut donc faire
à cause de Tindétermination de l'origine des axes.
D'après cela, les transformées des développées auront pour équations
.r' — a-o /— ro (3roCOSg-4-roSin/^)
( ao 1 = — . = — ; v >
^ cosco smo-o cos(rro-h^)
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et la transformée du lieu des centres de courbure sera elle-même représentée par les équations
(7.1) -^ -^ =^—, = — (.rocos^o-f-josinc-o).
On peut éliminer des équations (qo) x©,./© et Gq] celte élimination donne
(22) jr'cos^ — j'singr = o,
et de là résulte ce théorème :
Théorème I. — Les développées d'une courbe quel-' conque se transforment en des lignes droites passant par un point fixe F, après le développement de la siuj'ace polaire.
Et, comme les longueurs des arcs ne changent pas, dans le développement, on peut ajouter que les développées sont, sur la surface polaire, les lignes les plus courtes entre deux de leurs points ; elles sont, comme on dit, des lignes géodésiques,
La formule (21) comprend les deux équations
Xi —Xo = {^1 — •'^o) tangŒo,
La première représente la tangente au point {xQ,yo) du développement de Taréte; la seconde équation est celle de la perpendiculaire abaissée de Torlgine F sur cette tangente. On a donc cette autre proposition :
Théorème II. — Le lieu des centres de courbure d'une courbe gauche devient, après le développement de la surjace polaire, le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées sur les tangentes de l'arête transformée, par le point d'intersection de toutes les développées»
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298. Il faut remarquer le cas particulier où la courbe donnée est sphérique et celui où elle est plane. Dans le premier cas, la surface polaire est un cône ayant pour sommet le centre de la sphère qui contient la courbe; toutes nos formules subsistent. Lorsque la courbe donnée est plane, la surface polaire est un cylindre qui a pour section droite la développée plane de la courbe donnée. On peut supposer ici cosX=o, cosfji==o, cosv=:^i, et z< == o ; alors on a par les formules (i4) (n** 296)
l'origine de l'arc j< étant indéterminée, on peut prendre
R = .çj. Après le développement de la surface polaire,
Sf devient une abscisse rectiligne, et les transformées des
développées sont des lignes droites représentées par Té-
quatioji
3' = 5itang^;
ces développées, dont la tangente fait un angle constant avec la direction des génératrices de la surface polaire, ont reçu le nom d'hélices.
299. Recherche des développantes d'uhe courbe DONNÉE. — Les équations du problème sont, comme au n° 295,
j/ — X=£/COSa', y — ^ = aC0S6', z' — 3=ttCOS7,
fis' = du ;
mais la solution est beaucoup plus facile que celle du problème inverse, car ici j/, j^, z', a', S', /, s! sont exprimées en fonction d'une même variable, et l'on en conclut immédiatement les valeurs de x, j<, z en fonction de cette variable. On a en effet
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g étant une constante arbitraire, et les équations précédentes donnent ensuite
xz=.x' — (j' H- g') cosa', y— y — [s' -4-^)cos6', » = z' — (''"♦" S\ COS7'.
On voit qu'une courbe quelconque, plane ou gauche, a une infinité de développantes. La seule difficulté de ce problème réside dans la détermination de l'arc y, dont la difiiérentielle est en général seule donnée. La recherche de J est du ressort du Calcul intégral.
Application des théories précédentes à l'hélice.
300. Les coordonnées rectangulaires de l'hélice ordinaire peuvent être représentées par les équations
(i) jr = acos^, jr = asïiïfy zz=zafCOii\
i étant un angle donné et a le rayon du cylindre auquel appartient l'hélice. Nous conserverons toutes nos nota • tions ; celles-ci étant toujours les mêmes, il serait superflu de les rappeler ici.
La difi'érentiation des équations (i) donne
dx=2 — a smodtf^ dy ^=.a cos^ c/^, dz = ad^ cot/,
d'où
^ ' sm/
et, par suite,
( 3 ) cosa =: — sîni sinç», cos6 =: sin/ cosy , cosy = cos/;
la dernière de ces équations montre que la tangente à l* hélice fait avec V axe du cylindre un angle constant égal à i.
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La dîfférentiation des équations (3) donne
cosÇ dfT=i — sin/ cosy df^y
co&mdd = — sin/ sin^^*^,
cosC</o' = o, d'où
(4) da = smidf,
(5) co8Ç = — C0S9», cosîî = — siny, oo8Ç = o, puis, parles équations (3) et (4)i
Les formules (5) montrent que la normale principale ou la direction du rayon de courbure est perpendiculaire à l'axe du cylindre, et, d'après la formule (6), le rayon de première courbure de l'hélice est constant,
La différentiation des équations (5) donne
cosa dd H- co^\d'z = — SïRfdff cos€ d(T -+■ cosfidr z= cosy rfy, COS7 d(T •+- cosv dr = o,
OU, à cause des formules (3) et (4),
cos> rfr = — cos* i sin f d^^ cos fidr =^ cos' / €0S f df, cos V </t = — cosi sini dip.
On tire de là
(7) dr = cosidf,
et
(8) co9> = — COSI sin ^, cosfi = cos/cos^, co8v = — sin/;
puis, par les équations (2) et (7), (9) T= "
IU/COS
On voit que le plan osculateur fait un angle constant avec le plan de la section droite du cylindre, et que le rayon de la seconde courbure est constant.
Le centre de la sphère osculatrice coïncide ici avec le centre de courbure; ses coordonnées sont
ijr, z= .r -}- R cosÇ = — a cet* / cosy, , , ^'i =.r H- R cosfl = — a cet*/ siiiy,
\ «1 = 2 H- R cosÇ = atfCoU,
Il résulte de ces formules que l'arête de rebroussement de la surface polaire est une hélice située sur un cylindre qui a le même axe que le cylindre de l'hélice donnée, et dont le rayon est a cot^ 1 .
L'équation du plan normal est
— sin/sin9>(jr — acos^) -i- sin/cosç>(^ — «siny)
-f- 005/(3 — ay cot/) = o, ou
(il) — .r sin 9) -+- r cosy -4- z cot/ =:= « y cot* /.
La dérivée de celte équation par rapport à cp est
(12) — xcosy — jsiny = ^cot*/;
on aura donc l'équation de la surface polaire en éliminant <p entre les équations (i 1) et (i 2). Cette surface est dite un hélicoïde développai? le; sa trace sur la base du cylindre a les deux équations
— .r cosf -f- j" sin y = a y cot* /,
— X cosy —jr smç> = a cot'f,
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et, par conséquent (n° 244), cette trace est une développante d*un cercle de rayon égal à acot^i. Enfin, comme Téquation (7) donne
rz=f cosi -+- coDSt.,
les développées de Thélice seront représentées par les équations
xi= — acot*/cosy r-p- smy tangl^cos/ H-g'),
, ,^ I . . a cos / / . \
(i4) / 7 = — acot'/smyH r-j-r cosytang(9>cosi -4-^),
1 0IU i
z ==«®coti r— . tang(i>cos/ -h g),
ou g désigne une constante arbitraire ; et, à cause de
$■=. -T^ — h const., sin/
on aura, pour les développantes,
a: ^=ia cos y 4- I -: — : ~^ g\ sin / smy,
\sin/ /
z=. — g cosi.
Ces développantes de Thélice sont des développantes do cercle, ce qui s'accorde avec le résultat obtenu au n'* 298.
301 . L'hélice a, comme on vient de le voir, ses deux courbures constantes; il est facile d'établir qu'elle est la seule courbe qui possède celte propriété.
Pour le démontrer, considérons une courbe dans laquelle les rayons R et T des deux courbures sont
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supposés, constants. D'après les formules (2) et (3) du
n» 274, on a
R^cosa — Tdcos\ = o,
R d ces 6 — Td ces a := o,
R^cosy — T^cosv = O;
par conséquent, les, différences
Rcosa — Tco8>, ReosS — Tcosf*, Rcosy — Tcosv
sont constantes, et, comme la somme de leurs carrés est égale à ^K'-f- T*, on aura
R cosa — T cos> = ^* -+- T cosiî, RcosS — T cosjùi = ^R« -h T* cos^.
R cosy — T cosv = v^R* H- T* cosc,
a, b, c désignant les angles qu'une droite fixe arbitraire fait avec les axes. On peut faire coïncider l'axe des z avec cette droite, il vient alors
R cosa — T cos> = o, (i) / RcosS — Tcosf* =r o,
R cosy — T cosv = ^R* -+- T*.
Retranchons les deux premières de ces formules l'une de l'autre, après les avoir multipliées par cosy; et cosÇ respectivement; retranchons également la première et la troisième multipliées par cos^ et cos^; puis la seconde et la troisième multipliées par cos2[ et cosrj; on aura, par les formules du n** 265,
T cosa + R cos> -— -h ^R* -+- T* cosu,
W • { T cosS 4- R cosf* =: — VR« -h T cosÇ,
T cosy 4- R cosv — : o.
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Ces équations, combinées avec les précédentes, donnent
ces a =: COS179
■ T (3) < cos6=: fins g,
cosy =
On doit remarquer que l'analyse précédente suppose seulement que le rapport — des deux courbures soit constant ; la dernière des équations ( 3 ) montre que la tangente de la courbe fait avec l'axe des z un angle constant. On a donc ce théorème :
Si les deiix courbures d'une courbe ont entre elles un rapport constant, cette courbe est une hélice tracée sur un cylindre dont la base est une courbe quelconque.
Des équations (3) on tire
cosacosïH- cos6cos)3 = o,
d'où il résulte que cosycos^ est nul; donc cos^=:o. Alors on peut écrire
COS13 =:sinS, et
( cosa =r4- sinysinÇ,
en difTérentiant la première des équations (4), on a
ds
— - cosÇ^sinycosÇ^, d ou r^c r^Rsiny^fJ,
mais les mêmes équations (4) donnent
dx , dy
—- = sinv sinÇ, -7- = — sinv cos£
ds ds ' '
et Ton a aussi
^^=cos7;
donc
d.r rrz R sîn* y sin ÇrfÇ, djr = — R sin*7 cosÇ</ï, di = R siny cosy^Ç.
Nous avons supposé constant le rapport de T à R; on voit que, si le rayon R est lui-même constant, les coordonnées ne diffèrent des quantités
— Rsin'ycosÇ, — R sin* 7 sin S, R^sinyocsy
que par des constantes, et, l'origine de ces coordonnées étant arbitraire, on pourra poser
(5) x= — Rsin*7Cosf, j= — Rsin'ysinÇ, z^rRÇsinycosy;
les équations (5) appartiennent bien à une hélice ordinaire dont le rayon de courbure est R. .
De l'ordre du contact de deux courbes quelconques.
Des courbes osculatrices,
302. Considérons deux courbes quelconques MM', MM', ayant au point M la tangente commune MT. Prenons sur la courbe MM' un point M' infiniment voisin
de M et menons, par ce point, le plan M'PRf, perpendiculaire à la tangente MT ; soient M', et P les points où ce
CHAPITRE IX
plan rencontre la courbe MlVf, et la droite MT. Nous (lirons que les deux courbes MM', MM'^ ont au point M un contact de Tordre n^ si la distance M'M'^ est un infiniment petit de Tordre n H- i , MP étant Tinfîniment petit principal. Il est évident que, dans Testimation de Tordre du contact, on peut, à Tinfîniment petit principal et à Tinfîniment petit caractéristique du contact, substituer deux autres infiniment petits dont les rapports aux premiers tendent vers des limites finies. Par exemple, si Ton mène par le point M' un plan M'QN parallèle à un plan fixe non parallèle à la tangente MT, que N et Q soient les points où ce plan rencontre la courbe MM', et la tangente MT, on pourra prendre MQ pour infiniment petit principal et M'N pour infiniment petit caractéristique. En eflet, menons la corde NM', , les angles N et M', du triangle NM'M', tendront vers des limites finies; ces limites sont les angles formés par la tangente MT avec des droites situées respectivement dans deux plans fixes non parallèles à MT ; il résulte de là que le rapport des côtés M'M', et M'N du triangle M'M', N tend vers une limite finie. D'un autre côté, M'P et QP sont infiniment petits par rapport à MP; car
M'P = MPtongM'MP,
et Tangle M'MP est infiniment petit ; en outre le rapport de QP à M'P est la cotangente de Tangle M'QP qui a une limite finie ; il en résulte que le rapport de MQ à MP a pour limite Tunité.
Cela posé, projetons la figure sur un plan perpendiculaire au plan M'N Q et soient mW, mn, mq les projec^ lions des courbes MM', MN et de la tangente MQ. La droite MT n'étant pas perpendiculaire au plan de projec-
tion, la limite du rapport — ^ a une valeur finie; le rap-
s. — Cale. dîff. 39
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port des intiniraent petits M'N, m! n^ aussi une limite finie, à moins cependant que M'N ne fasse un angle infi-
niment petit avec l'axe du plan de projection ; dans ce
cas, le rapport -— j^ est infiniment petit.
Il résulte de là que, si les deux courbes proposées ont au point M un contact de Tordre n, les projections de ces courbes sur un plan non perpendiculaire à la tangente commune ont un contact dont l'ordre est au moins égal à 71. Cet ordre n'est supérieur à n que si M'N fait un angle infiniment petit avec l'axe du plan de projection, et, comme cette circonstance ne peut pas se présenter pour deux plans de projection non parallèles, on a ce théorème :
Pour que deux courbes aient en un point donné un contact de l'ordre n, il faut et il suffit que leurs projections sur deux plans non parallèles aient un contact de l'ordre n au moins.
Nous n'avons considéré que des projections orthogonales, mais il est facile de voir que le précédent énoncé subsiste quand on fait usage de projections obliques. Au moyen du théorème que nous venons d'établir, on exprimera les conditions du contact des courbes gauches, par la méthode du n^ 21 i qui se rapporte aux courbes planes.
303. On nomme courbe osculatrice en un point d'une courbe donnée celle des courbes d'une espèce donnée
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qui a, avec la ccAirbe donnée, le contact de Tordre le plus élevé. Si la courbe d'espèce donnée dépend de 27t ou de a 71 + I paramètres arbitraires, on pourra établir un contact d'ordre n — i entre les projections des deux courbes sur deux plans non parallèles ; ces courbes auront donc elles-mêmes un contact d'ordre n — i . Si le nombre des paramètres est 2/1 -f- i, l'un d'eux demeurera indéterminé ; on pourra en disposer de manière à satisfaire à une condition nouvelle, mais il ne suflira pa^ en général pour élever d'une unité l'ordre du contact.
Du cercle osculateur en un point d'une courbe gauche. Son identité avec le cercle de courbure,
304. Il n'y a que six arbitraires dans les équations du cercle, savoir les coordonnées du centre, le rayon et deux des angles que fait l'axe du cercle avec les axes coordonnés. On a ici 2/2 = 6, n — 1=2; donc le contact d'une courbe avec son cercle osculateur est du deuxième ordre. Or on a vu (n® 282) que les projections d'une courbe et de son cercle de courbure sur un plan ont un contact du deuxième ordre; les deux courbes ont donc elles-mêmes ce contact (n° 302), et il s'ensuit que le cercle osculateur n'est autre chose que le cercle de courbure.
Du contact des sur/aces courbes,
305. Considérons deux surfaces passant par un point M et ayant en ce point le même plan tangent. Menons un plan par la normale commune GH ; ce plan coupera les surfaces suivant deux courbes MM', MM', qui auront, en M, la même tangente MT ; l'ordre n du contact de ces courbes pourra varier avec le plan normal GHT. Si, pour tous les plam normaux menés par GH, l'ordre du contact
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des sections faites dans la surface n'esV jamais inférieur à n et que cet ordre ne soit pas non plus supérieur à n, pour toutes les sections, on dit que les deux surfaces ont au point M un contact de Tordre /z.
Supposons les axes coordonnés choisis de manière que celui des z soit parallèle à la normale GH et que les deux autres soient parallèles au plan tangent ; si Ton désigne par Xy y les deux coordonnées du point M parallèles aux axes des x et des j ; par Z et Z' les ordonnées des surfaces qui répondent aux abscisses
a: -4- A.r r=r j? H- p cosg.», y -^ tijr z=:jr -^ p sinw,
il faut et il suffit, pour le contact d'ordre w, que la différence
soit un infiniment petit de Tordre /z+ 1, au moins relativement à p, quel que soit Tangle w. Or, z et z' étant les valeurs de Z et de Z' qui répondent à /o = o, on a
dz r/' z
-hR
, ^3' dU'
^"R'/.-Hl;
donc les conditions du contact sont
z' •= Zy €lz=:dz^ d^z=^d*z, ..., d'^z' ^=d^Zy
les valeurs de dx et djr étant p coso) et p sino).
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Mais, comme ces conditions doîvenl avoir lieu quel que soit w, on voit qu'il est nécessaire et suffisant pour le contact d'ordre n que les ordonnées z des deux surfaces soient égales au point M, ainsi que toutes leurs dérivées partielles correspondantes, jusqu'à celles de l'ordre n inclusivement. Le nombre total de ces conditions est
Cette conclusion subsiste quels que soient les axes auxquels les surfaces sont rapportées. En effet, si l'on exécute une transformation de coordonnées, chaque dérivée partielle d'ordre (x de la nouvelle ordonnée z de l'une des surfaces relativement aux nouvelles abscisses s'exprimera, comme on sait, par une fonction qui contiendra les dérivées partieUes de l'ancien z relativement aux anciennes abscisses, jusqu'à celles de l'ordre fx inclusivement. Donc les égalités qui ont lieu à l'égard du système d'axes que nous avons cUoisi ont lieu également, dans le cas d'un contact d'ordre tz, relativement à un autre système d'axes ; notre raisonnement prouve aussi que la réciproque a lieu. Il faut seulement remarquer que , si l'axe des z du nouveau système était parallèle au plan tangent, les dérivées partielles du premier ordre seraient infinies, et les formules illusoires.
306. Si l'on considère une surface donnée et une famille de surfaces dans l'équation desquelles figurent k arbitraires, on pourra nommer surface osculatrice de la surface donnée en un point donné celle qui a avec celleci le contact de l'ordre le plus élevé. Mais cette considération ne conduit à aucun résultat important ; la surface osculatrice, telle que nous venons de la définir,
aurait avec la proposée un contact dont Tordre n serait le plus grand entier satisfaisant à la condition
= ou < A-,
et le plus souvent il resterait des arbitraires indéterminées dans Téquation de la surface osculatrice.
Dans le cas du plan, on a Ar = 3 et // = i ; le plan osculateur a un contact du premier ordre, il n'est autre que le plan tangent. Dans le cas de la sphère, on a /r = 4» puis 71 = I ; mais il reste une arbitraire non employée. Il est évident qu'il n'y a point lieu d'admettre pour une surface de sphère osculatrice.
CBAPITKE X.
CHAPITRE X
DES UGNES TRACÉES SDR LES SURFACES G0GB6ES. ÉTUDE DE DIVERSES CLASSES DE SURFACES.
Expression du rayon de courbure d'une courbe tracée sur une surface donnée, — Tliéorème de Meunier,
307. Nous désignerons par x, y y -z les coordonnées rectangulaires de la surface donnée, et nous poserons
(1) dz:= pdx -^ qdjr^
( dp T= rdx -h sdjy j dq = sdx H- tdf.
Si Ton prend x el y pour variables indépendantes, on aura, par ces formules,
d*z=. rdx* -\- 'i.sdxdy -I- tdy*.
Cela posé, considérons une courbe AM tracée sur la surface. Soient M(x, ^, z) un point de cette courbe, MT la tangente en M, et MN la normale principale dont la direction est celle du rayon de courbure ; soit enfin IK
la normale en M à la surface. Désignons par a, 6, y les angles que fait la direction MT de la tangente avec les
parties positives des axes coordonnés; par ^9 ti, ^ les angles formés avec les mêmes axes, par la direction MN de la normale principale ; par R le rayon de courbure de la courbe au point M et par a la courbure de l'arc AM compté à partir d'une origine quelconque Â. Alors d^ sera l'angle de contingence et Kda exprimera la différentielle de l'arc AM. On aura donc, comme on l'a vu dan5 le Chapitre précédent (n°* 260 et 263),
(3) doc = K(i<TCOsa^ djr =1^ de cos^j dzz=z^d<TCos?[, et
(4) fi^cosa = ^acosÇ, cfcosS = rfo-coSîî, d cosy ^= drr cost.
Maintenant, d'après la formule (i), les angles que forme, avec les parties positives des axes, l'une des deux directions de la normale IK de la surface ont pour cosinus
le radical ^i -+-/:;* H- y* étant pris avec un signe quelconque. Ce signe ayant été fixé à volonté, la direction de la normale à laquelle il correspond sera déterminée ; soit MK cette direction. Désignons enfin par 0 l'angle compris entre o et tt que forment entre elles les directions MN et MK, on aura
cosÇ — pcosÇ — flrcosij cosO = — ^ ^ — ^ ,
ou, à cause des formules (4) y
, tf^ , ^ dco^y — pdcoSK — gdcos^
(5) d(rcosO = — /^ — ^ •
En substituant dans les formules (1) et (2) les valeurs de dXf djy dz tirées des formules (3), on obtient
(6) COS7 rr/'COSa + 9COS0,
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et
j rf/; = R^(r(/cos« -p- 5COs6),
( r/^ z-.i Kd(T [s COSa -h / cosê ) ;
la difTérentiation de la formule (6) donne ensuite
r/cosy =: [pd coscc 4- qdcos€) -f- (^COSa 4- ^7 cosê),
et, à cause des formules (7),
/Q\ I ^^^^7 — pdcosoL — qdcos€
\ =r:R</(r(rcos'a -H 25COSa cosê 4- 'cos*6).
La formule (5) se change alors dans la suivante :
cos6 rcos*a -t- 25COSacos6 -h <cos*6
et celle-ci exprime le rayon de courbure de la courbe AM en fonction des quantités relatives à la surface et des angles qui déterminent sa tangente .et sa normale principale. Le rayon R étant une quantité positive, le signe de COS0 sera toujours celui du second membre de la formule (9).
308. Théoueme de Meunier. — Considérons maintenant la section normale obtenue en coupant la surface par le plan des lignes MT, MK. Soit Ro le rayon de courbure au point M de cette section ; Tangle 0 sera ici o ou ?:; par conséquent, la formule (9) donnera
Rq __ y/l 4-^*4-7*
±1 rcos'a 4- 2xcosacos6 4- ^cos*6
et Ton aura, en conséquence,
(10) R— 4rRçCosô,
le signe ambigu it devant être remplacé par 4- ou par — ,
selon que 6 est inférieur ou supérieur à -
La formule (lo) exprime l'important théorème de Meunier qui consiste dans la proposition suivante :
Théorème. — Le rayon de courbure en un point d'une courbe quelconque tracée sur une surface est égal au produit du rayon de courbure de la section normale qui contient la tangente à la courbe, multiplié par le cosinus de V angle que le plan de cette section fait auec le plan osculateur de la courbe.
Et ce théorème conduit immédiatement à cette conséquence remarquable :
Corollaire. — Si Von construit une sphère qui ait même centre et même rayon que le cercle de courbure d'une section normale faite dans une surface, tous les plans menés par la tangente à cette courbe couperont la splière suivant des petits cercles qui seront les cercles de courbure des sections obliques faites dans la surface par les mêmes plans.
D'après le théorème de Meunier, la comparaison des courbures des diverses courbes que Ton peut tracer sur une surface par un point donné se ramène à la comparaison âes courbures des sections normales.
Comparaison des rayons de courbure des sections normales en un point d'une surface, — Des sections principales,
309. Nous avons vu que le rayon de courbure R d'une section normale en un point M d'une surface est donné par la formule
/jN _R_^ \/i-f- /?«-+- 7' ^
^ ' dti rcos*a -h 2Jcosacos6 -4- rcos*6
où le signe du radical a été choisi à volonté ; le signe ambigu du dénominateur du premier membre doit être
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déterminé de manière que R ait une valeur positive. Mais ce dénominateur ± i est le cosinus de Tangle formé par la direction MN du rayon R avec la direction MK de la normale à la surface, qui répond au signe adopté pour le radical ^1-4-/7* -h 9^ ; cet angle est égal à o ou à tt, par conséquent le signe ambigu ± doit être remplacé par 4- quand le rayon R est dirigé suivant MR, et par — quand la direction du même rayon R est opposée à celle de MR. Si donc on convient que le rayon de courbure R soit positif dans le premier cas et négatif dans le second cas, on aura la formule unique
rcos' a -r- 25 cosa coso -h / ces' 6
qui déterminera en grandeur et en direction les rayons de courbure des sections normales au point M de la surface donnée.
Les rayons de courbure des diverses sections normales en un point M d'une surface sont tous situés sur une même droite et comptés à partir d'une origine commune ; nous nous conformons donc aux règles générales de la Géométrie en regardant ces rayons comme positifs ou négatifs suivant qu'ils sont dirigés dans un sens ou dans l'autre.
La comparaison que nous avons en vue de
viendra beaucoup plus aisée, si l'on place l'origine des coordonnées au point M de la surface, et que l'on fasse
coïncider Tun des axes, celui des z par exemple, avec la direction MK de la normale; les axes des x et des y seront alors dans le plan tangent, et Ton aura
puis
C0S7 =^ o, cos6 rrr slaa ;
le radical yji-^p'^-hq^ se réduit à =hi, mais nous sommes libres de fixer le signe à volonté, et nous admettrons le signe -4- -
D'après cela, la formule (2) deviendra
/^ cos' a -4- 2 .V sm a cos a -h- r sur a
le dénominateur de cette expression es', égal à
H cos2a -f-5Sin2a,
et si Ton détermine un angle 2 ct^ compris entre o et ir, de manière que Ton ait
r — t s=z tang2aoi
la formule (3) prendra la forme
^- -f- y/.î» -h y^j COS2 (a - «0 )
le radical \/^^-+- ( ) ayant le signe du quotient
de par cos2ao. •
On voit que le rayon R devient maximum ou minimum pour les valeurs de a qui satisfont à la condition
C0S2[a — «o) ==zhi,
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laquelle donne
i étant un nombre entier. Mais, comme deux valeurs de a, qui diffèrent entre elles d'un multiple de tt, répondent à la même section normale, il suffit de considérer les deux valeurs
TT
qui définissent deux sections normales perpendiculaires entre elles ; pour Tune d'elles, le rayon de courbure R est un minimum, pour l'autre ce rayon est un maximum. Ces deux sections normales sont dites les sections principales de la surface au point M et leurs rayons de courbure sont nommés les rayons de coiu*bure principaux de la surface, au même point.
Cela suppose que 5 et r — f ne sont pas nuls simultanément; car, si l'on a j = o, r = f, l'angle a© n'est plus déterminé. Dans ce caà, la formule (3) se réduit à
d'où il suit que toutes les sections normales de la surface au point M ont le même rayon de courbure : deux sections perpendiculaires quelconques peuvent être regardées comme formant un système de sections principales. Les points des surfaces qui ont cette propriété ont reçu le nom (T ombilics ou points de courbure sphérique,
31 1 . Nous simplifierons la discussion de la formule (3), si nous prenons pour les plans coordonnés zx et zy les plans des sections principales dont nous venons de démontrer l'existence. Effectivement, Tangle désigné par ao sera nul, et la formule qui sert à définir cet angle nous donnera
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Alors la formule ( 3 ) deviendra
OU
(5) — = rcos*a -h /sîn'a.
Soient R|, Ra les rayons de courbure des sections principales faites par les plans zx, zy\ la formule (5)
donnera, pour a i= o et pour a = -»
par suite, l'expression générale de — sera
Le second membre de cette formule (7) ne change pas quand on change a en tt — oc ; on a donc ce théorème :
Deiix sections normales également inclinées sur une section principale ont des rayons de courbure égaux et de même signe.
Si Ton désigne par R' ce que devient R quand a augmente de -ï on aura
et les formules (7) et (8) donneront / \ I I I I
La demi-somme - ( r- -h ;:- 1 des courbures — > — des
2\Ri Ri/ Ri Rt
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sections principales est dite la courbure moyenne de la surface au point M; la formule (9) exprime ainsi le théorème suivant :
La moyenne des courbures de deux sections normales perpendiculaires entre elles est toujours égale à la courbure moyenne de la surface,
312. Examinons maintenant comment R varie quand on donne à a les valeurs successives qui conviennent aux diverses sections normales, et qui restent comprises, si Ton veut, entre o et tt.
Supposons d'abord que les rayons de courbure principaux R|, R2 soient de même signe; on peut admettre qu'ils sont positifs, car, pour les faire changer de signe, il suffit de changer la direction des z positives. Cela posé, soit
la formule (7) peut être mise sous la forme
On voit que R croît de R| à R^ quand a croît de o à -•»
sm" a.
TT
et qu'il décroit ensuite de R2 à R| quand a croît de ~
à TT. La surface est tout entière située d'un même côté du plan tangent dans le voisinage du point de contact.
Supposons en second lieu que R| et Ra soient de signes contraires; admettons que R| soit positif, et posons
R, =— Rjtang^ao,
«0 étant un angle compris entre o et -, la formule (7) deviendra
- =: =i — r-^j — (sin'ao — sin'a).
R RiSiii^ao^ ^ '
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D'après cela, quand on fait croître a de o à ao» R croît de R| à + 00 , et il change de signe en passant par
rinfini; a continuant de croître de «a à -9 R croît lui-
même de — 00 à — Rj tang^^o ou R2. Quand a croît
de - à TT — «Q, R décroît de R2 à — 00 , et il change
encore de signe en passant par l'infini. Enfin , a continuant à croître dcTr — agà?:, R décroît de nouveau de +00 à R|. Dans le cas dont nous nous occupons, les points infiniment voisins du point considéré sont les uns d'un côté du plan tangent, les autres de l'autre côté.
Autre manière de présenter les résultats qui précèdent.
De l'indicatrice,
313. Des considérations très-ingénieuses dues à Charles Dupin conduisent facilement aux résultats divers que nous venons d'obtenir; nous ne pouvons nous dispenser de faire connaître ici cette élégante méthode.
Considérons une surface quelconque et rapportons-la, comme précédemment, à trois axes rectangulaires passant par un de ses points M, l'axe M^ coïncidant avec la normale, et les deux autres, Mx, IVI^, étant en conséquence dans le plan taiigent en M.
Soit MM' la section faite dans la surface par le plan zMTy dont la trace sur le plan xy fait, avec l'axe des x, l'angle a. Joignons le point M à un point infiniment voisin M' de la courbe MM', et menons par le point M', dans le plan zMT, les droites M'O et M'K perpendiculaires à Mz et à MM' respectivement. Soient O et K les points où ces perpendiculaires rencontrent la normale Mr.
Le cercle circonscrit au triangle rectangle M M'K a son centre sur la normale Mz ; il a donc pour limite (n°217)
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le Cercle de courbure en M de la courbe MM', lorsque le point M' se rapproche indéfiniment du point M< Or
le diamètre du cercle M M' K est
MO
Si, par le point O, on mène un plan parallèle au plan tangent xy^ on déterminera dans la surface une certaine courbe J passant par le point M', et M'O sera le rayon vecteur u du point M'; d'ailleurs, Téquation du plan de la courbe J est -s = =i= MO; la formule précédente peut donc s'écrire comme il suit :
B^lim— ,
S. — Cale, diff.
et elle fait connaître en grandeur et en direction le rayon de courbure R.
Cela étanty désignons par h une longueur arbitraire déterminée de même signe que Zy et soit p une longueur telle, que le rapport des infiniment petits
ait pour limite Tunité. La longueur p étant ainsi déterrainée, prenons ^p=z p à partir du point M, sur la trace MT de la section MM'; chaque section normale donnera un tel point py et même deux points p symétriques par rapport à Torigine. Le lieu géométrique de tous ces points /7 est une courbe abp située dans le planxr à laquelle Charles Dupin a donné le nom à^indicatrice. Cette dénomination est parfaitement justifiée par la propriété dont jouit cette courbe; efTectivement, le
rapport des infiniment petits — ) -ayant pour limite Tunité, la formule (i) nous donne
et, par conséquent :
Les rayons de courbure des diverses sections normales sont proportionnels aux carrés des rayons vecteurs de l'indicatrice dirigés suii^ant les traces des plans de ces sections,
L^infiniment petit z étant une constante, dans le passage d^une section normale à une autre, le rapport du rayon vecteur u de la courbe variable J au rayon vecteur p de rindicatrice est constant, en négligeant les quantités infiniment petites par rapport à u. On peut donc dire que l'indicatrice est une courbe semblable à la section faite
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dans la surface par un plan parallèle au plan langent et infiniment voisin de celui-ci.
Si la surface est tout entière située d'un même côté du plan tangent, dans le voisinage du point M, l'indicatrice, construite comme nous l'avons indiqué, fera connaître les rayons de courbure de toutes les sections normales. Mais, quand le contraire a lieu, la formule (i) ne peut donner tous les rayons qu'à la condition que l'infiniment petit z reçoive en même temps des valeurs positives et des valeurs négatives ; alors il faudra donner à la ligne h le double signe di. L'indicatrice sera ainsi composée de deux courbes distinctes, et elle donnera, comme dans le premier cas, les rayons de courbure de toutes les sections normales.
314. Cherchons maintenant l'équation de l'indicatrice. Les coordonnées rectangulaires étant x, y^ z^ posons, comme à l'ordinaire,
dz-=pdj: -\- qdy^ dp =^ ntr -h sd/, dfj =: sdx -^ tdj';
les quantités z, p elq étant nulles au point M, on aura, pour un point quelconque M' de la surface,
dans cette formule, r, j, t ont les valeurs qui conviennent au point M, et Rs désigne le reste de la série de Maclaurin arrêtée au troisième terme. L'équation précédente est celle de la surface, et si l'on y fait
xz=iu cosa, ^ = tt sin a,
elle deviendra l'équation de la section MM' entre les coordonnées z et u. Faisant cette substitution et divisant par u^j il viendra
-r = - (rcos'a -f- 25 sinacosa + rsin*a) H ^.
Telle est la relation qui a lieu entre les infiniment petits z et iL^ considérés au numéro précédent. Comme le rapport — a pour limite -j» et que -\ est infiniment petit, on aura à la limite
( 3 ) -. = - [/'cos'a -h 25 sin« cosa -f- / sin'a).
Cette équation est celle de l'indicatrice entre les coordonnées polaires p et a. Pour revenir aux coordonnées rectilignesy on posera
pCOSarrra:, psina=:^,
etTéquation (3) deviendra
h étant, nous le répétons, une ligne arbitraire à laquelle on doit donner le double signe db.
Si Ton a rt — 5^]>o, il faut, pour avoir une courbe réelle, donner à h le signe des dérivées /*, t dans Téquation (4); Tindlcatrice est alors une ellipse.
Si Ton a ;t — s^ = o, il faut encore donner à h le signe des dérivées r, t\ Tindicatrice est formée dans ce cas de deux droites parallèles situées à des distances égales du point M.
Enfin, si l'on a /'^ — -^^^o, il faut donner à A le double signe ± ; dans ce cas, Tindicatrice est formée de deux hyperboles conjuguées ayant les mêmes asymptotes, et dont Tune a pour axe transverse l'axe non transverse de l'autre.
La formule (a), qui donne l'expression du rayon R, devient, à cause de l'équation (3),
(5) R = ^ :-- pr-i-î
* r ces' a -h 24* siua cosa 4- /siircc
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c'est la même que nous avons obtenue au n° 310 par une vole toute différente.
3Î5. Les rayons de courbure des sections normales en un point d'une surface étant proportionnels aux carrés des rayons vecteurs de Findicatrice, à chaque propriété de ces rayons vecteurs répond une propriété analogue des rayons de courbure.
Ainsi, dans TelUpse, le rayon vecteur central a un maximum et un minimum , et les directions correspondantes sont perpendiculaires entre elles; donc, dans le cas de rt — s^'^o, où l'indicatrice est une ellipse, il existe deux sections normales de la surface, perpendiculaires entre elles, telles, que le rayon de courbure de l'une est un maximum et le rayon de courbure de l'autre un minimum : ce sont les sections que nous avons nommées ])rincipales. L'un des rayons de courbure devient infini dans le cas de rt — 5* = o, où l'indicatrice elliptique dégénère en deux droites parallèles. Enfin la même propriété subsiste lorsque l'indicatrice est formée du système de deux hyperboles. Dans un tel système, le carré du rayon vecteur central a deux minima qui répondent encore à deux directions rectangulaires; mais, comme ces deux rayons correspondent, l'un à une valeur positive, l'autre à une valeur négative du rayon de courbure, on voit que celui-ci a un maximum et un minimum comme dans le cas de l'ellipse, et que les sections correspondantes sont encore perpendiculaires entre elles.
Dans l'indicatrice elliptique, la somme des inverses des carrés de deux rayons perpendiculaires est constante ; la même chose a lieu, dans l'indicatrice hyperbolique, en substituant la différence à la somme. Il en résulte, en ayant égard aux signes des rayons de courbure, que la somme des courbures de deux sections normales perpendiculaires entre elles est constante et égale à la somme
des courbures principales. Nous avons déjà démontré cette proposition au n^ 311.
Deux rayons vecteurs de l'indicatrice également inclinés sur Tun des axes sont égaux entre eux : on en conclut que deux sections normales également inclinées sur Tune des sections principales ont la même courbure.
On voit enfin que les points des surfaces auxquels on donne le nom (ï ombilics sont ceux pour lesquels l'indication est une circonférence de cercle; effectivement, toutes les sections normales ont alors la même courbure.
Dans les surfaces du deuxième degré, les sections faites par des plans parallèles sont des courbes semblables : il en résulte que l'indicatrice en chaque point est l'une quelconque des sections parallèles au plan tangent en ce point. Donc, les ombilics des surfaces du deuxième degré sont les points où le plan tangent est parallèle aux plans des sections circulaires.
Ciis où la théorie précédente est en défaut.
316. La loi si remarquable, d'après laquelle varie la courbure des sections normales en un point d'une surface , suppose l'existence d'un plan tangent en ce point, et elle exige aussi que les dérivées partielles /', s, t aient, au même point, des valeurs déterminées. Lorsque le contraire a lieu, notre analyse ne subsiste pas, et la loi des variations delà courbure des sections normales peut être très-différente de celle qui a lieu dans le cas général. J'éclaircirai cela par un exemple.
Considérons la surface représentée en coordonnées rectangulaires par l'équation
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/étant une fonction donnée. En posant
a:r= p cosa, jr = p aitiK^
dans Téquation (1), on obtient
ay\tangaj^
ce qui est Féquation de la section faite dans la surface par le i)lanj^=xtanga, z et p étant alors les coordonnées; cette section est une parabole dont la tangente à l'origine des coordonnées est située dans le plan xy. Cherchons ce que devient, pour cette origine, l'expression générale des rayons de courbure des sections normales. D'après l'équation (i), z est une fonction* homogène du deuxièipc degré des coordonnées x ei y l on a donc, d'après le théorème des fonctions homogènes (n*^ i36),
Si l'on remplace x eX. y par |ocosa et josina, puis qu'après avoir divisé par p'^ on fasse tendre p vers zéro, on aura
r cos* a + 25 s^ia cosa 4- t sin* oe
/(tanga)
r,5, IodX dans cette formule les valeurs qui conviennent à l'origine des coordonnées, et a représente l'angle que fait avec l'axe des x la tangente des sections normales. L'expression du rayon de courbure (n° 310) devient alors
R=/( tanga).
et la loi de ses variations est arbitraire comme la fonction/• Ainsi ce rayon de courbure n'aura plus nécessairement, comme dans le cas général, un maximum unique
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et un minimum unique répondante deux directions perpendiculaires.
La théorie générale ne s'applique pas au cas actuel, parce que, pour a: = 0,^ = 0, les dérivées r, s, t deviennent indéterminées; leurs valeurs dépendent de la H-
mite vers laquelle tend le rapport - quandx et j^ tendent
vers zéro.
De l'en^^eloppe des plans tangents à une sur/ace aux divers points d'une courbe donnée. — Des tangentes conjuguées.
317, Considérons une courbe tracée sur une surface donnée ; le plan tangent à la surface en un point (x, y y z) de la courbe a pour équation
cX il est enveloppé par une surface développable qui est déterminée par Féquation (i), jointe à celle qu'on en déduit par la différentiation relative à la variable indépendante, dont dépendent sur la courbe donnée les quantités Xy y-y z, p, q. A cause de dz=pdx-hqdj'y la différentiation dont je viens de parler donne
Pour avoir l'arête de rebroussement de la surface développable dont nous nous occupons, il faut Idifierentier l'équation (a), ce qui donnera
(3) {X — x)€np-h (Y— j)/f"<7 — {dcdp-+-dxfiq) = o.
Les équations simultanées ( i ) , (2}, (3) sont renfermées dans la formule
.. X — Jr Y — X >Z — z dpdx-^-^dqdy ^
^ ' dq — dp pdq — qdp dqd*p — dpd*q^
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les valeurs de X, Y, Z tirées de ces équations sont les coordonnées du point de Farête de rebroussement qui correspond au point (x, y^ z). Les équations formées en égalant les trois premiers rapports de la formule (4) équivalent au système des équations (i) et (2) : ce sont celles de la caractéristique. Cette caractéristique et la tangente menée par le point (x, y^ z) à la courbe donnée sont dites, diaprés Charles Dupin, des tangentes conjuguées de la surface.
Désignons par «^ 6, y les angles que forme, avec les axes, la tangente de la courbe donnée; par a', 6', /ceux que fait, avec les mêmes axes, la tangente conjuguée. Les premiers cosinus sont proportionnels à dx, (fy, dz ; les autres sont proportionnels à dq, — dp, pdq — qdp, d'après la formule (4), ou, selon notre notation ordinaire, proportionnels à
sHx -4- tdjr, — [rdx -i- sdj]^ \^ps —qr]dx -4- [pt — qs)dy\
on a donc
cosa' co8<5'
. 5C0Sa -i-f cos6 — (rcosa -i- jcosê)
COS
(ps — qr) cosa -+- [pt — qs) cos6
Telles sont les relations qui existent entre les cosinus relatifs à deux tangentes conjuguées d'une surface.
Si Ton place l'origine des coordonnées en un point de la surface, qu'on prenne pour plan des xy le plan tangent, pour plans des zx et des zy ceux des sections principales, on aura
P"o, 9 ~ o, 5 = 0, COS7 r^ o, cos6 r=: sina, cosy' =r o, rose' =:-- sina',
et la formule (5) donnera
(6) tangataDga'= •
Cette formule (6) exprime la propriété suivante :
Théorème. — Deux tangentes conjuguées quelconques sont parallèles à deux diamètres conjugués de l'indicatrice.
Et il en résulte cette conséquence :
Corollaire. — Iai somme algébrique des rayons de courbure des sections normales qui correspondent à deux tangentes conjuguées est constante.
En effet, les rayons de courbure sont proportionnels aux carrés des diamètres de Tindicatrice, et ces carrés ont une somme ou une différence constante.
Expressions générales des rayons de courbure principaux en un point quelconque d'une surface. — Détermination des ombilics.
Reprenons la formule générale
rocs* a + 2^cosacos6 -+- rcos'6
que nous avons établie au n^ 309 et qui détermine en grandeur et en direction le rayon de courbure d^une section normale définie par les angles «y 6y y que fait la tangente avec les axes ; rappelons que le choix du signe
du radical ^i-hp^-hq'^ détermine le sens dans lequel sont comptés, sur la normale, les rayons de courbure positifs. Les cosinus des angles ce y 6, y doivent satisfaire à la relation
(a) COS7 =/?cosa -4- 7C0s6,
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ainsi qu*à la condition
(3) cos'a H- cos'€ -f- cos'y = i , et Télimination de cosy donne
(4) (* -^P*] cos'a -4- ^pq cosacos6-f-(i-h^*)cos'6r= i.
Multiplions Fexpression de R par le premier membre de la formule (4)^ afin de la rendre homogène par rapport à cosa et cos6; Téquation (i) pourra alors être écrite comme il suit :
I I -i-^» — . ) COS'a -}- 2.[ pq rrrr — ) COSa COSC
I -h <7* -1 — î COS' 6 1= O
(I -h ^* -. pr- -^=^ ] COS'
319. Cette formule (5) nous donne immédiatement les équations qui déterminent les ombiLcs de la surface;
elle fait connaître effectivement la valeur du rapport - — ^
*^*^ ces 6
qui répond, en un point donné, à une valeur donnée de R. Or, si le point dont il s'agit est un ombilic, la valeur de — ~ est indéterminée, et réciproquement ; donc
on aura les conditions des ombilics en égalant à zéro les coeflicients de cos'a, de cosa cos6 et de cos'S dans la formule (5). On trouve ainsi
et chacun des rapports qui figurent dans cette formule
exprime la valeur de — > R étant la valeur du
rayon de courbure qui convient à Tombilic,
En général, les deux équations (6) détermineront sur
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la surface un nombre d'ombilics limité ou illimité, mais qui ne formeront pas une ligne continue; il peut arriver cependant que les deux équations (5) se réduisent à une seule, en vertu deTéquation de la surface, et alors celle-ci admettra des lignes ombilicales.
320. L'équation (5) nous fait connaître aussi les rayons de courbure principaux en un point quelconque de la surface. Effectivement, les deux valeurs du rapport — -
'^'^ ces 6
tirées de Téquation (5) doivent être égales entre elles dans le cas du maximum et dans celui du minimum; exprimant donc cette égalité, on obtiendra l'équation
[pq -^\ — ( !■+-/>' ] 1 I4-<7*— : )=--0
ou
(7) (^^--•^")R' — [(i-+-7*)r— 2/?^5-f-(i4-/?«)f]v'i-h/?*-h<7«R4-;i-i-/>«-i-î*)* = -, qui a pour racines les rayons de courbure principaux.
Il reste à trouver la valeur du rapport — - relative à
'^^ ces 5
chacune des sections principales. Or, R désignant actuellement l'une des racines de l'équation (7), l'équation (5) aune racine double, si l'on y considère cosa ou cosë comme l'inconnue ; cette racine double satisfera donc à l'équation obtenue en différentiant l'équation (5), soit par rapport à cosa, soit par rapport à cos6. On a, d'après cela,
I 1 .4-^1 ; — ] cosa -t- [pq ) C0S6 = o,
( pq ) cosa -h ( I -f- 7' — ■ r — =rt I cos6 =: o,
CHAPITRE X
et l'on tire de ces équations
rcosa -4- /cos6 s cos a -h t cos^
(i -h/?*) cosa "hpqcosB pqcosoL -h (i -+-9*) cosè
Téquation formée avec les deux premiers des rapports contenus dans cette formule est du deuxième degré par
rapport à — - \ elle détermine les valeurs de ce rapport
qui conviennent aux deux sections principales. Les équations (2) et (3) permettent de calculer ensuite les valeurs des trois cosinus cosa, cosS, cosy.
L'équation (5) coïncidera avec Téquation (7) du n® 157,
si Ton y regarde ■ comme Finconnue ; on voit
ainsi que les centres de courbure des sections principales sont précisément les deux points que nous avons eu à considérer dans la question à laquelle je fais ici allusion.
En désignant par R| et Ra les racines de Féquation (y), on a
Rj+R,- ^:^— ^ -.
' ' rt — s*
et de ces formules (9) on tire
(R.-Ri)'
(10) ^ ~ (rt - *' )» Li^ ~ 7:^3* ~ i-Hî'J
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la formule (lo) montre que les équations (6) ont nécessairement lieu y lorsque Téquatiou (7) a ses deux racines égales; on retrouve ainsi les conditions déjà obtenues pour les ombilics.
Détermination des ombilics de l'ellipsoïde.
321. Pour donner un exemple de la théorie précédente, nous l'appliquerons à la recherche des ombilics
de l'ellipsoïde. Désignons parp, yjp^ — b^ ei^p^ — c^les demi-axes de la surface et supposons b<^c; son équation sera
et l'on en tire, par la différentiationy
jr pz y qz
"1 "^ "î ï ~ °> "i li ^~ "î i = ^5
fr p" — c* p' — ©' p* — c'
difTérentiant de nouveau, on obtient
sz-\-pq = 0, d'où l'on tire
t[pqr---{i-^p^)s]=z-^^pqy
Les seconds membres de ces formules étant nuls pour les ombilics, on ap=o ou q = o; mais l'hypothèse de p = o donnerait, pour^, une valeur imaginaire; on
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a donc nécessairement ^ = o, et il en résulte
bJù^—c" Jc*^b^Jp*~c* _^bp
les radicaux devant être pris avec le double signe rh.
On voit que Tellipsoïde a quatre ombilics qui sont situés dans le plan principal du plus grand axe et du plus petite ce qui s'accorde avec ce que nous avons dit au n» 315.
Des lignes de courbure d'une surface.
322. On nomme ligne de courbure d'une surface toute ligne telle que les normales menées à la surface, par ses différents points, appartiennent à une surface développable.
Soient Xf y y z les coordonnées rectangulaires d'un point de la surface donnée, et faisons, comme à l'ordinaire,
dz ^=pdx -\-qdXy dp = rdx -f- sdjr^ dq ■=: sdx -\- tdy,
La normale de la surface au point {x,y, z) aura pour équations
Maintenant, si les coordonnées x, y^ z appartiennent à une ligne de courbure, elles seront, ainsi que p ei q^ des fonctions d'une même variable ; la droite ( i ) étant alors la tangente de l'arête de rebroussement d'une surface développable ou, ce qui revient au même, la caractéristique de cette surface, elle sera contenue dans le plan mobile enveloppé par la même surface ; donc l'équation de ce plan mobile sera
(a) [_IX-xH-p{Z-z)]-9[[Y-x) + q{Z-z)]=.o,
48o CALCUL DIFFÉRENTIEL.
0 élant une fonction du paramètre ou de la variable dont dépendent les coordonnées j:, jy z. Mais, diaprés la théorie exposée au n°283, la caractéristique de Fenveloppeest représentée par Téquation (2), jointe à celle qu'on en déduit par la difTérentiation relative au paramètre qu'elle renferme; donc cette dernière équation doit devenir identique en vertu des équations (i). En différentiant Téquation ( a ) et en supprimant le terme en dB qui est nul, par les équations (i), il vient
Cette équation devant subsister, quel que soit Z, elle se décompose en deux autres, savoir :
j dx-\pdz—$[dx + qdz), ' ^ I dp=zQdqy
d'où, en éliminant 0,
dp dq
^^' dx -\-pdz dj -h qdz'
telle est Téquation qui doit avoir lieu, d'après la définition, pour tous les points d'une ligne de courbure.
Remplaçant dz, dp, dq par leurs valeurs, Téquation (4) devient
rdx-^sdy sdx-htdy
OU
les dérivées p^ q, r, s, t sont des fonctions données des coordonnées x^jr, et l'équation (6) est V équation différentielle des projections des lignes de courbure de la surface sur le plan xjr.
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Pour chaque système de valeurs des coordonnées x et j^,
l'équation (6) donne deux valeurs de -jr- ou de lim — - ;
il résulte de là qu'il passe deux lignes de courbure par chaque point de la surface autre qu'un ombilic : dans le cas des ombilics, Téquation (6) se réduit aune identité.
323. L'équation (2) du plan mobile que nous avons considéré devient, à cause de la seconde équation (3),
[,x~^)+/7.;z-2)]^(7-[(Y-r) + 9(z~3)]rf/. = o,
et, pour déterminer l'arête de rebroussement de son enveloppe, il faut joindre à l'équation précédente (n° 283) celles qu'on en déduit par une double dilTérentiation faite dans l'hypothèse de X, Y, Z constantes. Une première difTérentiation donne, en ayant égard à l'équation (4)»
DifTérentions de nouveau et désignons par g la valeur de
chacun des membres de la formule (4), il viendra, en ayant égard aux équations précédentes qui équivalent à celles de la normale,
(Z — « — M) [dpd^q^dqd^p]^o^
d'où
La valeur de Z qu'on obtient ainsi se rapporte au point de contact de la normale avec l'arête de rebroussement. Si l'on désigne par R la partie de cette normale comprise entre le point de contact dont nous venons de parler et la surface, on aura
ou, à cause des équations (i),
R = V^i ^p^J*[Z — z] =z ^~l-^p^-hg*M.
S. — Caic. tUjf, 3i
Or — est la valeur commune des deux membres de la for- M
mule (4) ou de ceux de la formule (5); on a donc
rdx -+■ sdy sdx -f- tdr vi-h/^*-4-7'
^^' [\-{-p^)dx-^-pqdy^ pqdx-h[l-^q^)df~~ R
Soient a, 6, y les angles que fait avec les axes la tangente à la ligne de courbure, on aura
dx djr
cosa COS&
et la formule précédente deviendra
(rcosa -h jcosê * cosk -î- f cos6
( 1 -:-/?* ) cosa -h pq CCS 6 pq cos« -i - (i -t- 7* ) cos6
Les deux équations contenues dans cette formule sont précisément celles qui nous ont servi (n® 320) à déterminer la valeur R du rayon de courbure des sections principales en un point de la surface donnée, ainsi que
la valeur du rapport — - qui convient à ces sections , les
angles a, €, 7 se rapportant à la tangente de la section; on peut donc énoncer ce théorème :
Théorème. — i** Les lignes de courbure qui passent par chaque point d'une surface donnée sont tangentes aux sections principales relatives au même point, et par conséquent elles se coupent à angle droit .
a** L'arête de rebroussement de la surface dévelop^ pable formée par les normales de la surface aux points d'une ligne de courbure est le lieu géométrique des centres de courbure des sections principales tangentes à la ligne de courbure.
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324. Remarques. — Il est important de remarquer que les rayons de courbure d*une ligne de courbure ne sont pas égaux, en général, à ceux des sections principales tangentes. Si p désigne le rayon de courbure d*une ligne de courbure, d Tangle que fait la direction de ce rayon avec la direction du rayon de courbure R de la section principale, on a
0 = RcosÔ,
comme on Ta vu au n" 308. L'égalité des rayons p et R n'a donc lieu que si le plan osculateur de la ligne de courbure passe par la normale de la surface.
Nous avons obtenu l'équation différentielle des projections des lignes de courbure d'une surface sur le plan jrj; la recherche de l'équation de ces lignes entre les seules coordonnées exige en général les méthodes qui font l'objet du Calcul intégral. Maison peut voir dès à présent que les lignes de courbure constituent deux systèmes distincts que l'on nomme orthogonaux ; ces lignes décomposent effectivement la surface en quadrilatères infiniment petits dans lesquels les quatre angles sont droits. Les courbes auxquelles appartiennent les côtés opposés de ces quadrilatères forment le système des lignes de l'une des courbures et les trajectoires orthogonales de ces courbes constituent le système des lignes de l'autre courbure. Mais, en général, les deux lignes de courbure qui passent par un même point d'une surface ne sont pas analytiquement distinctes : elles ne sont en réalité que deux branches d'une même courbe ; c*est seulement dans des cas particuliers que les deux systèmes de lignes de courbure peuvent être représentés par des équations distinctes.
Toute ligne tracée sur un plan ou sur une sphère doit être regardée comme une ligne de courbure de cette surface. Dans le premier cas, les normales de la surface me-
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nées par les points d'une ligne quelconque forment une surface cylindrique qui est développable ; cette ligne satisfait donc à la définition des lignes de courbure. Dans le cas de la sphère , les normales vont concourir en un même point et elles forment une surfaee conique qui est encore développable. On voit au surplus que l'équation (4) des lignes de courbure est toujours satisfaite dans le cas du plan et dans celui de la sphère. Pour une courbe plane, on a effectivement
dp =0, r/(^ =: o ;
dans le cas de la sphère ,
(j:-Xo)*-h(j^— ro )•-*-(« -«0 )' — «•=- o, on a
tfx-^ pdz-{-[z — Zo)r//?n=:o et €ljr-^qdz-^[z — z^)dq-:^o.
Propriétés relatives aux lignes de courbures.
Reprenons Téquation
dp dq
ilx -^pdz djr -f qdz
qui appartient aux lignes de courbure.
Si Ton désigne par a, 6, y les angles que fait, avec les axes, la tangente d'une ligne tracée sur une surface, par a/, 6', / ceux que la normale de la surface fait avec les mêmes axes, on aura
cos«' cos6' p:= , > q = 7 7
COS7 CCS 7
dx dy dz
cosa CCS 6 CCS 7
L'équation précédente deslignes de courbure devient alors
cos 7' d CCS a' — ces a' d ces 7' cos 7' d ces §' — ces 6' d ces 7'
ces a 0087' — cos 7 cos oc' cos 6 cos 7' — cos 7 cos 6'
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/ ( cos6 cosy' — cosy cos6' ■ d cosa' ( I ) \ "^ ' ^***7 cosa' — cosa cosy' ) d cos6'
( -\- ( cosa cos6' — cos6 cosa' ^ d cosy' = o.
On a d^ailleurs
cosa cosa' -f- cos6 cosC -f- cosy cosy' = o, cos'a' -f- cos*6' -t- cos'y' = i ,
et, par la difTérentiation,
cosa' dcosa -\- cos6' dcos& -h cosy' rf cosy' =: o.
En combinant cette dernière identité avec l'équation ( i ),
on obtient
, . dcnsa r/ros6' //cosy'
ciwa cosê cosy
Ainsi, pour qu'une courbe donnée, tracée sur une surface, soit ligne de courbure de cette surface, il faut et il suffit que la tangente de la courbe en chaque point soit parallèle à la droite qui fait avec les axes des angles dont les cositius sont proportionnels aux difTérentielles
É^cosa', dco^t\ fl^cosy',
cd, &, / étant les angles formés avec les axes par la normale de la surface.
Posons
(3) dtr' z= y\rfcosa')*-f- (rfcos6')*-T- ^//cosy' ;*,
et déterminons trois angles $', y/, Ç* par les équations
(4) dfcosa'=û?<r'cosÇ', c?cos6' = r/<r'cosïî', dcosy' =^da cos}i\
Si la courbe proposée est ligne de courbure, les normales de la surface menées par ses différents points seront tangentes à une courbe ; dans ce cas do^ est l'angle de contingence de cette dernière courbe et Ç', r/, ^ sont
les angles formés par sa normale principale avec les axes. Dans tous les cas, la direction que déterminent les angles r, ri y Xi est perpendiculaire à la normale de la surface, et par suite elle est dans le plan tangent; car l'équation
ces* ot! -+• cos* 6' 4- CCS* y' = I
donne, par la difTérentiation, à cause des formules précédentes,
CCS a' cosÇ' -+- CCS 6' cosîj' -I- cosy' cosÇ' = o.
Soient encore X', ;/, y/ les angles formés avec les axes par une droite perpendiculaire à la normale de la surface et à la direction qui répond aux angles Ç', rt, Xi\ les cosinus des angles Ç', ri , XI étant proportionnels à dcosa\ dcosG'y rfcos/, ils le sont aussi, d'après le calcul du n° 273, aux différentielles dcosX', dcosii!, d cos v'. Si donc on pose
(5) dr' =\/[d cosV )« -h (r/cosfx' )* -4- ( ^ cosv' )\ on aura
(6) d cosV ^=: cosi' dr' , </coSfx' = co5î3V/T', d cosv = mys^ dr' ,
Cela posé, désignons généralement par co l'angle formé par la tangente de la courbe donnée avec la direction qui répond aux angles Ç', r/, ^'; par 0 l'angle que fait la normale de la surface avec le plan osculateur de la courbe. Soient d'ailleurs, pour cette dernière courbe, conformément à nos notations habituelles, ^, m, ^ et X, fx, v les angles formés avec les axes par la normale principale et par l'axe du plan osculateur, d<j et dr les angles de contingence relatifs à la première et à la seconde courbure. Les droites qui font avec les axes les angles
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forment un système rectangulaire, et les cosinus des angles formés avec ces trois droites, par la tangente, la normale principale et Taxe du plan osculateur de la courbe donnée, sont respectivement
G, cos A), sin 6t>,
cosô, dz sind sinu, r:p sinôcos»,
sinO, incosôsinûi, zhcosôcos»;
mais comme on passe des signes inférieurs aux supérieurs en changeant &> en &> + ir et en substituant, à la direction d'abord choisie de la tangente à la courbe, la direction opposée, nous admettrons les signes supérieurs, et l'on aura en conséquence les formules suivantes :
Icosacosa' -h cosScosS' -*- cosy cosy' =- o, cos a cos 5' -h cos 6 cosij' -h cos 7 cosÇ' — cos», cos a cosV -I- cos 6 cos|ùi' -h cos 7 cosv' 1:=^ sinw; i cosÇ cosa' -4- cosig cos6' -f- cosÇcosy' =^ cos0, (8] \ cosÇ cosÇ' 4- cosTj costq' -4- cosÇcos!;' := -f- sindsinu, V cosÇ cos V -1- cosTj cosf*' -t- cosÇ cosv' =: — sin 0 cos w; 1 cosX cosa 4- cos fA cos 6' -4- cosv cos 7' -- sinô,
(g) I COSX COsÇ' + COSfACOSu' -f- cosv COsÇ' =r — COS0 sinea, ( COS^COSX' -h COSfACOS|ùi' -+- cosv cosv' rz: -\- COSÔCOSw.
Si Ton différentie la première et la troisième équation (7), puis la première équation (8), en faisant usage, pour cet objet, de nos formules du n**274, il viendra, en ayant égard à toutes les précédentes équations,
(10) cosw dv -h cos B ih =z o,
1 1 I ] dr -- dfa -f- sin B (h,
(12) f/r = é/0 -f- sin « r/o-',
et, à cause de la formule (10), la formule (12) donne (i3) dr=:^d9 — cos ô langui d(T.
326. Les formules (lo), (ii), (i^)» (i 3) conviennent à une courbe quelconque tracée sur une surface. Nous avons vu que la condition des lignes de courbure est sin oo = o ; cette condition se réduit donc à
d'après la formule ( 1 3 ) , ce qui donne le théorème remarquable de Lancret) savoir :
Théorème I . — Pour qu'une courbe plane tracée sur une surface soit ligne de courbure de cette surface, il faut et il suffit que l'angle de torsion de la courbe soit égal à la différentielle de l'angle formé par le plan oscula^ teur de celle-ci auec la normale de la surfcuie.
Si Ton a dr = o, il en résulte d6=o, d'oii 9 = const. , el réciproquement ; on a donc cette autre proposition :
Corollaire. — Pour qu'une courbe plane tracée sur une surface soit ligne de courbure de la surface, il faut et il suffit que le plan de la courbe coupe la surface partout sous le même angle.
Si la couVbe proposée est une ligne de courbure plane de la surface y on a sinco = o, d(ù = o et dQ = o; alors les équations (lo) et (ii) donnent par la division
—r-, = — tang 0 = const.
On a donc ce théorème :
Théorème II. — Si une ligne de courbure d^ une surface est plane, les normales de la surface aux points de la ligne de courbure forment une surface dés^eloppable dont l'arête de rebroussement jouit de la propriété que ses deux courbures ont un rapport constant. Cette arête de rebroussement est donc une hélice tracée sur un cylindre à base quelconque (n° 301 ).
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327. Considérons maintenant une courbe appartenant à deux surfaces ; on aura, par la formule ( 1 3 ) du n** 325,
dr=^d$ — cosô tangu «/o-, dr = d$i — cosOi tangui c^o-,
en dénotant par 9|, (ù^ les quantités analogues à 0, co, et relatives à la deuxième surface. On tire de là
</(ô, — ô) = (cosôi tang«i — cosd tango)] dtr;
les angles 9 et 9^ sont situés dans le même plan, comptés tous les deux, dans le môme sens, à partir de la normale principale de la courbe donnée ; donc la différence 9^ — 9 exprime Tangle que les deux surfaces font entre elles ; d'ailleurs Téquation
sino) = 0 ou sinu, = o
est la condition pour que la courbe considérée soit ligne de courbure de la première ou de la seconde surface. On a donc ce théorème :
Théorème III. — Si l'intersection de deux surfaces est une ligne de courbure de chacune d ^ elles, ces surfaces se coupent partout sous le même angle. Réciproquement, si deux surfaces se coupent partout sous le même angle et que l'intersection soit une ligne de courbure de l'une des surfaces, elle est aussi ligne de courbure de l'autre surface.
Et, comme une ligne plane ou sphérique est ligne de courbure du plan ou de la sphère qui la contient, on a ce corollaire, qui comprend celui du théorème I ( n** 326) :
Corollaire I. — Pour qu'une courbe plane ou sphérique tracée sur une surface donnée soit une ligne de courbure de la surface, il faut et il suffit que le plan ou la sphère qui contient la courbe coupe la surface partout sous le même angle.
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Les plans tangents à une surface développable font partout avec la surface un angle nul, et ils contiennent la génératrice. On a donc cette autre proposition :
Corollaire IL — Les génératrices d'une surface dév^eloppable sont des lignes de courbure de cette sur--
face.
328. On peut établir facilement le théorème III sans recourir aux formules du n° 325. Effectivement, considérons deux surfaces pour lesquelles on a respectivement
Ces deux équations ont lieu simultanément pour Fintersection des deux surfaces, et Ton en tire
dx dy dz
désignons par dt chacun de ces trois rapports égaux, et posons
dr. -h pdz _ dy -H 7^'i __ ^
"dp" -^^ ~~dq "^'
dx-^p^dz dy -^q^dz _
=r'i> ,- — Vi»
dpx dqi
on aura
^~-~Px[i-^-P^^q^)—p[\-^PPi^qqx)'
Si donc on fait
\'\-pp^-^qqx
^li-^p--\-q*)/i-^p]^q\
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on aura
ÔY Qdq
ày__ Velp
dq ~ " ï'
dt\li M-/>î -^q\ (i -+-/?* -h ^')*
d'où
.^.^ap^--dq^Si-^] —- ^J ^;
y!i^p\-^q\[\-^P*"^q^) dl on aura évidemment aussi
^ l -h p^ -i- q\l -i- p] -i- q]) dt
et, en ajoutant,
, i dpdq-\ ^î^^ — ^ dp^ dqi
dv= i^p'-^ 7* ^ ^ T-4 /?;-f-7^ .
On voit, par cette formule, que si deux des quantités
dV, Q-P, Qi-Pi
sont nulles, la troisième est nulle aussi ; ce qui est précisément la proposition que nous voulions établir.
De la surface dont tous les points sont des ombilics..
329. Si l'on désigne par X, Y, Z les cosinus des angles que fait avec trois axes rectangulaires la normale d'une surface, on a
Y._ -/l V— _IZ_?_ 7 — 1
^l-i->y*-t-7* VI-T-/>*^-î' sji-^p^-^-q
d'où
dX _^pqs — fi-4-7')r ÔX pqt— [i-^ q^]s
ÔY pnr— f I -f- />' 1 5 dY pqs — '\\-\~p^]t
Les équations
^^ p* pfj I -T- ^*
qui déterminent (n°319) les ombilics des surfaces, équivalent donc aux suivantes :
lesquelles se réduisent à deux distinctes.
Il est facile de démontrer, par ces formules, que la sphère est la seule surface dont chaque point soit un ombilic. En effet, pour une telle surface, les équations (i) ont lieu en chaque point; les deux premières expriment que le cosinus X est indépendant Aey et que Y est indépendant de x\ en d'autres termes, X est fonction de x
seule, Y de j^ seule; en outre, les dérivées t- ^^ if ^tant égales, leur valeur est nécessairement une constante - j
dX
dY
dX dY
on a donc
dY I dr "" a'
par conséquent, X et Y ont des valeurs de la forme
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Xo et^o étant des constantes; le cosinus Z sera dès lors
Maintenant) les valeurs àe p et a étant -^- > -— > la
formule dz^=pdz-\- q dy devient
(2) a«= — -^zz.'
v^rt« — ^x — ^0/— \y —Xo}*
Le second membre de cette formule est la différentielle
totale de y/a» — ^^ — ^^j2 — (^j_jjjj2j on a donc, en désignant par zq une nouvelle constante,
ou
ce qui est bieu l'équation de la sphère.
Des systèmes triples de sur/aces orthogonales,
330. Désignons par x, y y z des coordonnées rectangulaires, par jo, \ky y trois paramètres variables psLrffJ], /s des fonctions données. Chacune des équations
(i) p— /(^,^,z), fA=/j(ar,j-, «), v=/j(^,^, z)
représentera une famille de surfaces, et ces trois familles constitueront un système triple de surfaces. Si Toii imagine que les équations (i) soient résolues par rapport à x, y, Zj de manière que l'on ait
[2) x=:F(p,fi,v), r = Fi(p, ^. v), «=F,(p,f*,v;,
les divers points del'espace seront déterminés parles trois variables jo, /x, v, auxquelles on a donné le nom général de coordonnées curvilignes.
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Il importe de remarquer surtout le cas où les surfaces de chacune des trois familles qui composent le système triple sont coupées à angle droit par toutes les surfaces des deux autres familles. Un tel système est dit orthogonal.
Posons
les normales des trois surfaces au point (jtr, j^, z) forment avec les axes coordonnés des angles qui ont respectivement pour cosinus
I dp P ai'
I dp V dx'
î dp Vdl'
I da
î duL M dz^
I dv
I dv
ï dv
N dx'
^ dx'
par conséquent, les conditions nécessaires et sufBsantes pour qu'un système triple de surfaces soit orthogonal sont
dx dx dz dz ' , , » , VM »y» dû dv do dv
(4) <,/_-_ + 5^àr'-â:d-=°'
dft dv du. dv dr dr dz dz
331 . On peut éliminer deux des fonctions p, jùi, v entre les équations (4) et celles qu'on en déduit parla dififérentiation ; le résultat de cette élimination est une équation aux dérivées partielles du troisième ordre. Voici comment
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on peut établir cet important théorème, dû à M. Ossian Bonnet. Les deux dernières équations (4) donnent
' ()v dp d[L dp dft
djr. ôf dz dz dx
^ -' ^ dy dz ôx â.r dz
dv dp d[t dp d[L \ dz dx dx dx dx
MP formules où K a la valeur -=t- • Il est évident d'ailleurs
que, si Ton ajoute les trois quantités
dz dx
âx dz
dx dx
après les avoir multipliées respectivement par— > ;^-> t->
on obtiendra une somme nulle ; on a donc, par les formules (5),
dy\
dri
dx
[d [dp dii dp dii\ d /dp dpi dp ^f*\"|
dz \dz dx dx dz) dx\dx dx dx dx) J
dv r d /dp dfjL dp dfA ô /dp dfi dp dfi\"{
dx[_dx\dxdx dx dx) dz \dx dz dz dx) \
dvV d /dp dfi dp dfx\ d /dp dp^ dp ^f*\~|
àz [_dx \dx àz dz dx) dx\dz dx dx dz ) j
Si Ton efTectue les dififérentiations et qu'on ajoute à
réquation obtenue les deux dernières équations (4) multipliées respectivement par
d^lJL d*/A d^ii il viendra
) ®* \dr« "*" àr* "*■ ôz* }
c)v fdp ô^ii dp d^fjL dp d'fA dfjL d^ p dii d^p dfi d^p~\ d.r\ d-r dx* dj ôxdf dzdxdz dx dx* df dxdy dz dxdz\
\ Of\dxd.rdj
dp d*ii dp d*ii d[t. d*p d*p d/* df* ^*p'^ df dy^ dzdydz dxdxdjr dy* dy dz dydz\
d-^iVdp d*u dp d*fi dp d*pt dy r)'p
* dx dxdz dydydz dz dz* \
dz\^d.r dxdz dydydz dz dz
On peut chasser de cette équation les dérivées du second ordre de la fonction /x. On a, en effet, en différentiant la première des équations (4) par rapport à chacune des variables x, y, Zj
dp d*yL ^ dp d*[». ^ dp d*\L d/x d*p dpi d^p dfi d*p
dzdxdz dx dx* dy dxdy dzdxdz
dp d*iJL dpi d*p dfi d*p du. d*p
dzâydz dxdxdy dy dy* dz dy dz
dp d*[L dpi d*p dpi d*p dpi d*p
dx dxdz ' dy dydz ' dz dz* dx dxdz dy dydz dz dz*
Au moyen de ces formules et des formules (5), qui permettent d'éliminer les dérivées de v, Téquation (6) devient
(^ ^ _ ^ ^\ (^ ^ u. ^^ —t. ^ <^V \ \dy dz dz dy) \dx- dx* dy dxdy dz dxdz)
^' ^ j \dz dx dx dz) \dx dxdy dy dy* dz dydz)
f ^/dp àp. ^dp^ dji\ /dp. d*p dp. d*p dji à*^\
[ ~^ \di dy dy dx) \dx dxdz '^ dy dydz'^ dz d^ ) ~^'
dx
dx*
dy dxdy
dp d*p.
dx dr dy
dy
d*pi dy'
dp
d*pi
Op
d*pi
cïUPiTnn X.
ou
ôz
,,ôti â'jL ^,ô^ ou, ^.d'j. ô'x ôj ôz ' ôz ÔJC ' ôx ôx '
en faisant, pour abréger,
dp d^p
ôz Ô.r ÔX
dp d^p
dx d.i:ÔZ^
dp d^p d.r 7) y ôz
ôp OU ôz ôyôjc
dp d^p ôp ô'p
dx ô.r ÔZ Ô.r ÔX Oz
ôp (d^p _ dU\ (dp_ d^ (1,0 ôU \
~d.r [oy Ôj'J \ÔX d.rOx ~ ô's O'-rô":]
^, f)o nv_p _ ô'pX , /ôp_ jPp ■_ ôp _ô^pj\
ôx \ÔX^ ÔZ-J JJZ ôx Oz ô.r O-rô) J
, do [du d'p\ fôp d'p ' dp OU
ÔZ \dj* dJL'^J \0j!: ô.r ôz Ôx dj Ôz
Nous avons donc deux équations qui ne renferment pas
la fonction v et qui ne contiennent que les dérivées du
premier ordre de fz, savoir la première équation (4) et
Téquation (8). Ces deux équations sont homogènes par
, , . , ôf/. d;x dy. ,
rapport aux dérivées ? -j- ' t: 5 ^^ pourra donc en
tirer les rapports de deux de ces dérivées à la troisième, en sorte que Ton aura
du
Ou
ÔY
ôz
^\,, iP.,, C étant des fonctions connues des dérivées du premier et du deuxième ordre de la fonction p. On aura,
s. — Caîc, dijf. Sa
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d'après cela,
(.0) n-t?^=.t, nf-=-^, nf
dx dy ôz
L'élimination de u peut se faire par le procédé employé plus haut à l'égard de v. Si l'on ajoute les trois quantités
dz dy
dx dz
dy ô.r
après les avoir multipliées respectivement par
àfi ôii ôfi dx dy dz
on obtiendra une somme identiquement nulle, et par conséquent on a, par les équations (lo),
, , /dift) ^3\ „ fde dX\ ^ (dx dtft)\
Cette équation (ii) ne renferme que les dérivées du premier, du deuxième et du troisième ordre de la fonction p. On a ainsi ce théorème :
Thiî:orème. — Pour que l'équation p^=f{x,jyz) puisse représenter l'une des familles d'un système triple orthogonal, il /aut que la/onction p satisfasse à une certaine équation aux déri^fées partielles du troisième ordre.
332. Supposons qu'on prenne pour variables indépendantes les paramètres p, pL, v d'un système triple ortho-
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gonal; les dérivées partielles de x, y^ z, relatives à p, yL, V, s'obtiendront très-aisément en fonction des dérivées partielles de p, /x, v, relatives à a:,j', z. EITectivement; si dans la formule
dx , d.r â.r ,
dx z— —- dp-\ — — auL-h- ~- av dp ^ dpi '^ dv
on remplace dp, diiy dv parleurs valeurs
dx dy ^ dz '
il viendra,
en égalant de
i part
et
d'autre les coefiicients
de dx,
dy.
dz,
dx
dp
di.
dx
dx
dv
dx'
dx dp dp df
d.r du.
dft dy
dx
dv
djc
dp dz
dp dz
dx
dv dz
Ajoutons ces équations, après les avoir multipliées res-
dû dp dp . du du du
pcctivement par-^-i -—-9 ^'-5 puis par -p» -p, -^5 puis
enfin par -r-» -y-» -t-> il viendra, à cause des formules (3) et (4),
^ ' dx dp dx dpi dx dv
On trouve de la même manière
àp_
dp
dp.
dv
dv
àp_ dz~
dp
dy._ dz ~
dp.
dv dz
dv
et de
ces formules combinées avec
les formules (3) et
on tire
I /dr\« /dy\* ,Ozy
, -,. ri OJcx' I oy\ " ( oz \'
I ÔT dx âr dr âz Oz
Op dfjL ' dp ô[L dp ô[L
, ,, dr à.r. dr ày dz dz
d.r dr dy dy dz dz _ \ d}j. dv ' d\i. dv d\L d^
333. Les équations (i5) et (16) expriment simplement les relations qui existent entre les cosinus des angles formés avec les axes par trois directions rectangulaires, et Ton peut en conclure, par la difTérentiation, un grand nombre d'autres relations qui expriment autant de propriétés des systèmes orthogonaux. Cette analyse n'offre aucune difficulté, et elle conduit à des résultats importants; mais, pour ne pas sortir des limites que je me suis fixées, je me bornerai à établir ici les formules qui expriment les dérivées
dp dy. dp d'j dpi Jv
en fonction des dérivées du premier ordre des variables j:, j-, z et des quantités P, M, N.
A cet effet, différentions la première équation (i 5) par rapport à [Xy et la deuxième par rapport à p\ on aura
djc d'.r dy d\r _ ds d^z_ i^ dJogP
dp dp du. dp dp dp. dp dp dy. P* dy
ÔJr d^r _^ dy d\r_ . '}^ J^-_ •.. _ J ^^n^ , dy dp dy ' dy dp .dy ' dy fh dy M* dp
chapithe X. Soi
Dîfféren lions ensuite les équations (i6) par rapport à V, /ix, p respectivement; ajoutons les deux dernières équations obtenues et retranchons la première, on aura
dr d*.r dr d^r dz d^z à» dp d}L dv dp dpi dv dp d^i
Maintenant, si Ton ajoute les trois équations précédentes
après les avoir multipliées respectivement par -* ? — »
d.T . dy ÔY dr . n àz dz dz
-r-5 puis par --î --5 ~, puis enlin par -r-? ,-: r-» dv * ^ dp d[L dv ^ '^ dp dpi dv
il viendra, en ayant égard aux formules (i5) et (i6),
d*x dp dpi
d]o^P djr.
dp. dp
dloi^'M d.r dp dpi
d^r dp dpi
d loi; p dr dp. dp
d lo^ M dr dp dp-
dlogP dz
d lop;^î dz
dp dp. dp. dp dp dp.
Ces formules (17) donnent, par des changements de lettres, les valeurs des six autres dérivées
dpdv'
dp dv '
dpd'j
d^r dpidy
d\r dpidv
dp. dv
Théorème de Dupin sur les sur/aces orthogonales.
On doit à Charles Dupin, le beau théorème suivant
Théorème. — Dans tout système triple orthogonal, chacune des surfaces qui composent l'une des familles est coupée suivant ces lignes de courbure par les diverses surfaces des deux autres familles.
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La démonstration de ce théorème est contenue dans les équations (17) du numéro précédent. Effectivement, ces équations peuvent être renfermées dans une même formule, savoir :
afp?f) dfp?r\ d(p
ôj) ±±_
dii dji __ ôii _ V dM
djti ôy dz M dp
d/Ji dfx d/Ji
Considérons Tintersection C de deux surfaces appartenant aux deux familles pour lesquelles on arespectivemeui
p = const. , V = coQSt. ;
les dérivées 7-' -p' ;p sont proportionnelles aux cosinus des angles que fait avec les axes la tangente de la
courbe C; d'un autre côté, les quantités P— 9 ^T"' ^TT*
\ dp i dû \ dp , . j ,
ou - T- 5 7: -7-5 r. -7-5 sont les cosinus des angles que V ox )^ ôy ^ ôz o -i
fait avec les axes la normale à la surface p^ et leurs différentielles
relatives à un déplacement sur la courbe C, sont proportionnelles, d'après notre formule, aux cosinus des angles qui se rapportent à la tangente de C. Or cette proportionnalité est précisément la condition pour que C soit ligne de courbure de la surface p (n^ 325) ; le théorème de Dupin se trouve donc établi.
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Des systèmes triples de surfaces orthogonales
du deuxième degré,
335. Parmi les systèmes triples de surfaces orthogonales, il faut remarquer surtout celui qui est formé de surfaces du deuxième degré homofocales. Les équations de ces surfaces sont
i et c étant des lignes données ; nous supposerons i <[ c.
Si Ton donne au paramètre p^ des valeurs supérieures à c^, au paramètre [i^ des valeurs comprises entre b^ et c^; enfin au paramètre v^ des valeurs inférieures à i^, la première des équations précédentes représentera des ellipsoïdes, la deuxième des hyperboloïdes à une nappe, et la troisième des hyperboloïdes à deux nappes. Toutes les surfaces du système sont concentriques et leurs sections principales ont les mêmes foyers ; aussi dit-on que les surfaces sont homofocales,
Les équations (i) étant du premier degré par rapport àx2,j2, z'^j il est facile de les résoudre, et l'on arrive rapidement au résultat en opérant comme il suit : si Ton ordonne par rapport aux puissances de p^ la première des équations (i), il vient
Comme les deux dernières équations (i) se déduisent de
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la première, par le changement de p^ en p.^ et en v^, Tcqualion (2), qui est du troisième degré en p'-*, admet les trois racines p-, u.^, v^; on a donc
/ p' -i- ti'^ + V* =- .r* ~\- j'^ 4- z"^ -l- 0^ -r r*, ( 3 ) I p' p.' -!- pi« V» H- p» v« r= ^»* c« -1- ;7>* H- c«) .r^ -I- c'.v- -1- ^>'' 2" , ( p'-pi«y*=^*c«.r«.
La dernière équation (3) donne la valeur de x^] or les équations (i) ne changent pas quand on permute les lettres X et y, pourvu qu'on remplace ensuite b^ et c^ par _i2eic2 — i2^ puis p^ fJL2, v2 par, o2_i2^ f^2 — iS v^ — ^2. igg mêmes équations ne changent pas quand on permute x^ et z^, pourvu qu'on remplace b^ et c- pai — (c2— i2) et — cS cS fx2, v2 parp2_c2,u2— c2, v2— c2 ;
on peut donc faire les mc^mes changements dans les équations (3), et la dernière équation de ce système donnera
On a
ainsi
Les quantités V, y/ia — v^, y/^^—b^ et y/c-* — f/.^ passant
par zéro, il faut admettre qu'elles changent de signe, et
cela est nécessaire pour que les formules (5) puissent
donner tous les points de l'espace . On évitera la diflîcultc
. qui peut résulter de l'ambiguïté des signes en introduisant
ciîAPiTaE X. 5o5
deux angles ij; et y tels, que Ton ait
V-- b cos]/, y'^- — y* = h sin -J
On tire des équations (5)
dr
uv
ôl
bc'
dx
pv
bc'
bc'
dy __ — V v/o2 — ^ï'y u» — //* a« _ — V v''o« — r2 y/r'^ — p«
et Ton vérifie immédiatement par ces formules que les équations (i) ou (5) appartiennent effectivement à un système triple orthogonal.
336. Les équations ( i ) ne cesseront pas de représenter un système triple orthogonal, si Ton y reny)lacea:, j, z, ,
TC Y Z ù
p par -r-5 -î -5 e étant une constante. Si, après la sub-
stitution, on fait e = o, les équations (i) deviendront
(G) { p* fA«- ^»2 C« — fz'
ce nouveau système est formé d'une famille de sphères concentriques et de deux familles de cônes du second dogré, ayantleur sommet au centre des sphères. En faisant, dans les formules (5), la même substitution que dans les
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Ibniiules (i), il vient
O'JtV
vV« -
337. Remplaçons dans la première équation (i)x par X — i, ce qui revient à transporter l'origine des coordonnées à Tun des foyers communs des sections principales relatives au plan xy; écrivons en même temps c H- Ij au lieu de c, et p 4- i au lieu de p, il viendra
(j* -t- û)* ^(jT-J-p) r* z* — i • - ^ ^J _i_ . . -J ^ =: o-
et, si l'on fait tendre b vers l'infini, cette équation se réduira à la limite, à la suivante :
En opérant de même sur les deux dernières équations ( i), on obtiendra des équations limites qui se déduiront de la précédente, par le changement de p en /x et en v. On formera ainsi un nouveau système triple de surfaces orthogonales et homofocales, savoir :
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La longueur constante c étant positive, si Ton donne à /9 des valeurs comprises entre c et -+- 00 , la première des équations (8) représentera des paraboloïdes elliptiques; en donnant à (x des valeurs comprises entre zéro et Cy on obtiendra, par la deuxième équation, des paraboloïdes hyperboliques; enfin la troisième équation donnera une nouvelle famille de paraboloïdes elliptiques, si l'on attribue à v des valeurs négatives quelconques.
Les deux dernières équations (8) se déduisent dé la première en remplaçant p par /x, puis par v ; en ordonnant cette équation par rapport à p, elle devient
/>' — c — x] p* — ( • — -y y- cxjp-h - ,- == o ;
on a donc
pfj^ -{- ftv -h pv - — . l / — -^c.r^ î
ri
, pp-=-x'
et Ton lire de là
il est aisé de vérifier, au moyen de ces formules, que le système triple dont nous nous occupons est cffectivement orthogonal.
Des lignes de coiwbure de V ellipsoïde.
Considérons Tellipsoïde représenté par Téquation
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et dont les demi-axes p, y/o^ — Z>*-, yjp- — c^ ont des valeurs déterminées. Nous connaissons, par le théorème de Dupin, les lignes de courbure de cette surface. Effectivement, si [x^ est un paramètre variable compris entre è^ et c^^ jgg hyperboloïdes à une nappe, représentés par Téquation
^ ^ ^ TI« "^ 7^ Âï jrzTTî — ' '
détermineront sur rellipsoïde un premier système de lignes de courbure; pareillement, v^ étant un paramètre* variable inférieur à i^, les lignes de la seconde courbure seront les intersections de l'ellipsoïde et des hyperboloïdes à deux nappes représentés par l'équation
ar> r» z»
On obtiendra les équations des projections des lignes de courbure sur les plans principaux de la surface en éliminant successivement z^jj^j x^ entre l'équation /i) et chacune des équations (2), (3). On trouve ainsi, pour le premier système,
et, pour le second système,
pS* (pî_^2)(^«-_v1
[pi-_^2j^Z,8„V«) (p2_c-*^ic2-V^)
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Les lignes de courbure des deux systèmes se projettent donc suivant des ellipses sur le plan jcz qui est celui du grand axe et du petit axe ; sur les plans xy cl yz qui contiennent l'axe moyen de Tellipsoïde avec le grand axe ou le petit axe, les lignes de Tune des courbures se projettent encore suivant des ellipses, mais les lignes de Tautre courbure ont pour projections des hyperboles.
339. Monge a indiqué une construction très-simple pour obtenir les projections des lignes de courbure de Tellipsoïde sur l'un des plans principaux. Considérons, par exemple, les projections sur le plan xj qui est celui du grand axe et de Taxe moyen. Désignons par a'i elj i les longueurs des demi-axes de Tellipse suivant laquelle se projette une ligne de courbure du premier système, on aura, d'après les équations (4\
d'où, par l'élimination de /:*,
Si les lettres X| et jt représentaient les demi-axes dj l'hyperbole suivant laquelle se projette une ligne du second système sur le plan ay, on aurait de même, parles équations ^^5),
J » -i tri. ^ J
d'où, par l'élimination de v.
c'^x^ ic*'—h'-)r^
W , 1 1 /,2 -i II ^^
Regardons X| et j i couime des coordonnées ; les équa-
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lions (6) et (7) appartiendront à une ïiyperbole et à une ellipse qui a même centre que Tellipsoïde et dont les axe«v coïncident en direction avec les axes des projections des lignes de courbure. Monge a nommé ces courbes hyperhole auxiliaire et ellipse auxiliaire. Si on les suppose construites et qu'on prenne les coordonnées de chaque point de la première pour les demi-axes d^une série d'ellipses^ les coordonnées de chaque point de la seconde pour les demi-axes d'une série d'hyperboles, on aura les projections des lignes de Tune et de l'autre courbure.
Si l'on faitj'i = 0, les équations (6) et (7) s'accordent à donner
or ces abscisses sont celles qui conviennent aux ombilics (n^321) ; donc les sommets communs de l'hyperbole auxiliaire et de l'ellipse auxiliaire sont précisément les projections des ombilics sur le plan xj\ en outre, ces sommets sont toujours à l'intérieur de la section principale,
car, b étant inférieur à c, par hypothèse, la quantité -^
est moindre que le demi-grand axe p de l'ellipsoïde.
Lorsque ix^r= b^^ l'ellipse, projection des lignes de la première courbure, a pour grand axe l'axe commun de l'hyperbole auxiliaire et de l'ellipse auxiliaire, et son petit axe est nul ; cette ellipse se confond ainsi avec l'axe des X, et il en résulte que l'ellipse principale située dans le plan xz est une ligne de courbure de l'ellipsoïde. Quand [x'^ croît de i^ à c^, les deux axes de l'ellipse augmentent; pour/x2 = c^, cette ellipse se confond avec l'ellipse principale située dans le plan xy, laquelle est ainsi une ligne de courbure de l'ellipsoïde. La variable fx^ ne devant pas avoir de valeurs supérieures àc^, l'hyperbole auxiliaire doit être limitée aux points où elle est rencon-
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trée par les tangentes menées à Tellipse principale, parallèlement aux axes.
Passons aux lignes de la seconde courbure. Quand vest égal à i^, Thyperbole projection des lignes de courbure a pour axe Iransverse Taxe commun de Thyperbolc auxiliaire et de l'ellipse auxiliaire ; Taxe non transversc est nul et la courbe se réduit aux portions de ligne droite comprises entre les projections des ombilics et Tellipse principale. Quand v* décroît depuis sa valeur maxinia b^ jusqu'à zéro, l'axe transverse diminue et Taxe non transverse augmente ; le premier axe est nul pour v^:^ o, rhyperbole se réduit alors à Taxe des jy et il s'ensuit que la troisième section principale de l'ellipsoïde située dans le plan jz est encore une ligne de courbure.
Toutes les ellipses et les hyperboles dont nous nous occupons tournent leurs concavités vers les deux points où se projettent les ombilics. Les lignes de courbure sont pliées autour de ces quatre ombilics, les unes d'un côté, les autres du côté opposé; elles se resserrent toujours à mesure qu'elles s'en approchent, et quand elles les atteignent elles se confondent avec l'ellipse principale qui les contient.
340. Toutes les lignes de courbure de l'ellipsoïde ont pour projections des ellipses sur le plan du plus grand axe et du plus petit ^ pour construire ces projections, il suffit ici d'employer une seule ellipse auxiliaire. Désignons, en effet, par x^ et z^ les demi-axes de l'une des ellipses projections des lignes de courbure, on aura
ou
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rulimination de fi^ ou de v^ donne
équation d'une ellipse qui pourra élre employée pour la construction des projections des lignes de Tune et de Tau Ire courbure. Pour les lignes de la première courburC; on aura
ft* > 6', d'où x, > p, 2, < v/p* et, pour celles de la seconde courbure,
' . ^ 6* , d'où JTj < p, z, > ^'p' - c*.
Il suffit pour notre objet de considérer le quadrant de Tcllipsc auxiliaire, situé dans Tanglc des jc et des z positives ; alors on voit que la droite jti = p, qui est tangenlc à Tellipse principale, divisera le quadrant de Tellipso auxiliaire en deux parties, dont Tune répondra aux lignerde la première courbure, Tautre aux lignes delà seconde courbure.
Les coordonnées des sommets de Tellipse auxiliaire sont
les droites qui joignent ces sommets deux à deuxformcii» un losange dont les cotés ont pour équation
Si Ton élimine x entre Téquation (9) et celle dc: projections des lignes de courbure, savoir ;
rr ip -^ J^^--p'
CHAPITRE X. 5l
on trouvera
cette équation ayant ses deux racines égales, on en conclut que les projections de toutes les lignes de courbure sont tangentes à chacun des quatre côtés du losange; elles sont donc inscrites dans ce losange. Il résulte de là que les ombilics sont les quatre points où les côtés du même losange touchent Tellipse principale situ4e dans le plan xz ; car nous avons vu que cette ellipse principale est une ligne de courbure, et elle contient d'ailleurs les ombilics.
341 . Pour former Téquatlon différentielle des projections des lignes de courbure de l'ellipsoïde, conformément à la méthode du n"* 322, il suffira de calculer les quantités p, 9, /*, s, £, d'après Téquation
jr* r' 2*
de la surface, et de substituer les valeurs trouvées dans Téquation (6) du numéro cité. Nous avons déjà fait une partie de ce calcul au n^ 321 et nous avons trouvé
puis
X pz X 72
SZ i-JJq ^^ 0.
S. — Caie. diff, 33
5l4 CALCDL DIFFÉRRWTIFT,.
On tire de là
z[pqf — (i-k-p^)s]=z-~pq,
substituant.ces expressions dans Téquation (6) du n^ 322, et remettant ensuite , au lieu de ^ et ^, leurs valeurs en X Qt y, on aura Téquation demandée, savoir :
où nous avons fait, pour abréger,
On verra, dans le Calcul intégral, comment on revient de cette équation différentielle à Téquation
entre les seules coordonnées, équation qui nous a été fournie immédiatement par la propriété générale des systèmes de surfaces orthogonales ; il est facile de vérifier que Téquation (lo) résulte de Télimination de /x* entre l'équation (i i) et celle qu'on en déduit par la différentiation relative à x elky.
Des lignes de niveau et des lignes déplus grande pente.
342. Une surface étant rapportée à trois plans coordonnés rectangulaires dont Tun, celui des xj^ est supposé horizontal, on nomme lignes de niveau les sections horizontales de la surface.
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Pour toute ligne de niveau, on a
dz=zo, on, à cause de dz = pdx -f- ^dy,
dy p
Celte équation exprime qu'en chaque point d^une ligne de niveau la tangente est parallèle à la trace horizontale du plan langent à la surface, au même poinl. Ce plan a effectivement pour équation
et le coefficient d'inclinaison de sa trace horizontale est bien égal à — -•
Si Ton porte la valeur précédente de — dans Téqua-
tîon (6) du n** 322 qui détermine les lignes de courbure, il viendra
telle est V équation aux dérivées partielles du deuxième ordre qui appartient aux surfaces pour lesquelles les lignes de niveau sont des lignes de courbure.
On arrive à un résultat plus simple quand on prend pour plan horizontal le plan des zx\ alors on a, pour
les lignes de niveau, y- = o, et, en faisant cette hypothèse
dans Téquation des lignes de courbure, celle-ci devient
!-+-/>* pq
Pour les surfaces qui satisfont à celle équation, l'une des conditions des ombilics est satisfaite d'elle-même; ces points sont donc alors donnés par une seule équa-
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tion, et la surface admet par conséquent une ligne ombilicale.
343. On nomme ligne de plus grande pente d'une surface une ligne tracée sur la surface et qui a pour tangente en chaque point celle des tangentes de la surface qui fait le plus grand angle avec le plan horizontal Il est évident que la tangente en un point d'ui^e ligne de plus grande pente est elle-même ligne de plus grande pente relativement au plan tangent de la surface ; par conséquent; elle est perpendiculaire à la trace horizontale de ce plan tangent.
La surface étant rapportée à trois axes rectangulaires dont Tun, celui des z, est vertical, la trace horizontale
du plan tangent aura pour coefficient d'inclinaison — -9
en faisant, comme à l'ordinaire, dz =pdx'i-qdj; l'équation différentielle des lignes de plus grande pente est donc
dx p'*
les dérivées q et p sont données en fonction de j: et j' par l'équation de la surface.
Si, par un point d'une surface, on mène une ligne de niveau et une ligne de plus grande pente, il est évident que les tangentes à ces deux lignes seront perpendiculaires, puisqu'elles sont, l'une parallèle, l'autre perpendiculaire à la trace du plan tangent de la surface. Il résulte de là que les lignes de niveau et les lignes de plus grande pente forment sur la surface un système double de courbes orthogonales.
D'après cela, lorsque les lignes de niveau d'une surface sont des lignes de courbure, les lignes de plus grande pente constituent le deuxième système de lignes de cour-
X -h nzp=zo, mjr -^^ nzq = 0, d'où
L'équation différentielle des lignes de plus grande pente est donc
-r- = — ou m — = o.
ojc X y X
Le premier membre de cette équation est la différen* tielle de
log j — m logar ou log -^ ;
le quotient -^ est donc égal à une constante c, et Ton a
^1= cx^
pour l'équation des projections horizontales des lignes de plus grande pente de l'ellipsoïde.
Des surfaces réglées; leur distinction en surfaces développables et en surfaces gauches,
345. Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, d*ctudier diverses classes de surfaces et de faire connaître
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les équations aux dérivées partielles par lesquelles on peut représenter toutes les surfaces d'une même classe.
Parmi les surfaces dont nous allons nous occuper, il faut remarquer surtout les surfaces réglées, c'est-à-dire celles qui sont engendrées par une droite mobile. Cette classe des surfaces réglées se' subdivise en deux genres très-distincts qui comprennent, l'un les surfaces que nous avons nommées dév^eloppables, l'autre les surfaces gauches.
Désignons par x, jy z des coordonnées rectilignes et soient a, i, a, [3 des fonctions d'un paramètre variable; les équations de la génératrice d'une surface
réglée quelconque seront
(l) .rj=rt3H-a, y ^=z bz-^^.
Il est évident qu'on peut prendre pour le paramètre variable l'une quelconque des quantités a, b, a, 6, à moins qu'elle ne se réduise à une constante ; il n'y a donc en réalité que trois fonctions arbitraires, dans le cas le plus général.
Cherchons d'abord la condition pour que la droite (i) engendre une surface développable. Comme une surface développable est l'enveloppe d'un plan mobile qui contient la génératrice, l'équation de ce plan mobile sera
[i) [jc — az — a] -h 0[x — bz — ^) ^^ o>
Q étant une certaine fonction du paramètre dont dépendent a, i, a, S; en diflférentiant cette équation (a) par rapport au paramètre, il vient
(3) — {zila-hdu] — e{zdb -hd^] -{- dO{x — bz -- €) z= o,
et, pour que notre surface soit développable, il faut et il suffit que le système des équations (2) et (3) représente la même droite que le système des équations (i). L'équa-
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tîon (2) est vérifiée par les équations (i), et, pour que TéquatioD (3) le soit aussi, il faut que Ton ait
[zda -+- du] -+- Q[zdb -h dt] =r. o, quel que soit z. Cela donne les deux conditions
d'où, par l'élimination de 9,
(4) dad€ — dbda=o.
Telle est Téquation qui exprime la condition d'une surface développable ; le raisonnement qui nous y a conduit est le même que celui dont nous avons fait usage pour déterminer les lignes de courbure des surfaces. Lorsque la condition (4) n'est pas satisfaite, la droite mobile représentée par les équations (i) engendre une surface gauche.
346. Désignons par d le paramètre dont dépendent a, ft, a, 6, et considérons les deux génératrices qui répondent aux valeurs 0, 9 -i- AO du paramètre ; les équations de ces génératrices seront
^ sr = az^ a, i a: = (« 4- Afl)3 H- (« -f- Aa),
\ y=zbz-\-€, \ jr=^'^l,^^(,)z-h (e-f-AS).
Soient D la plus courte distancé de ces deux Uioites et I Tangle qu'elles font entre elles; on aura, par les formules connues,
A^A6 — A^Aa
±- \/la- H- A//* -h i« A^ — b Aa)
Sin/ rzr — -:-= — —
V'fl*-|- b^-i-l\[a -h A«/-h [b H- Aby^ -^ i
d'où
D , sin/ i—z, r: n — ' r: 7i i—i
A^ A6 a// Aa Â^' A^ ^ Â9 Âë
A©; «v Aô aô;
Si Ton fait tendre A0 vers zéro et qu'on passe aux limites, la formule précédente deviendra, après la suppression du diviseur commun rf0*,
6 hm - ==+: a«+fr«H-i -— ^-— — -r^,
' z - ^ da^ -+■ db^ -r \adb — bday
et, lorsque la condition (4) n'est pas remplie, le second membre de cette formule a une valeur finie diOérente de zéro. On conclut de là le théorème suivant :
Théokème I. — Dans une surface gauche, la plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines et l'angle de ces mêmes génératrices sont des infiniment petits du même ordre,
347. Dans le cas des surfaces développables, les cylindres exceptés, le rapport— tend vers la limite zéro et
par conséquent la distance D est un infiniment petit d'ordre supérieure i, relativement à i ; il importe d'évaluer cet ordre infinitésimal. Mais, comme les génératrices d'une surface développable sont tangentes à une même courbe qui est l'arête de rebroussement de la surface, il convient d'introduire les quantités relatives à cette arête. Désignons donc par x, y, z les coordonnées rectangulaires de l'arête et par a, 6, y les angles que fait sa tangente avec les axes, les équations de cette tangente seront
cosa cos6 cosy '
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on aura de meniez pour une seconde tangente,
X — jr — A.r _ Y - J — Ar _ Z — 3 — _^L cosa -+- A cosa cosê -t- A cosê cosy -\- A cosy
et si l'on fait, pour abréger,
IA = cosSa C0S7 — C0S7 A cosê, B = C0S7A cosa — cosa A cosy, C := ces a A ces 6 — cos6 A cosa,
l'expression de la plus courte distance D des deux tangentes sera
/ . ^ AA.r-4-BAr H- CA«
Soient, comme à l'ordinaire, Ç, >}, ^ et A, |ui, v les angles formés avec les axes par la normale principale et par Taxe du plan osculateur de l'arête, s l'arc de cette arête, da et rfr les angles de contingence et de torsion. La formule de Taylor donne
d^x dKr
LKz=dJC'\ 1 ---f-...j
en outre, si l'on prend l'arc s pour variable indépendante, on aura (n** S74)
d.K = dscosoL^ d^xz=: dsdft cosÇ, il^x =zdsd^v cosÇ — dsda^ cosa — dsdadr cos^,
et la valeur de Ax sera, en négligeant les infiniment petits du quatrième ordre,
/, dsd(r^\ fdsd(r dsd*<T\ Ax = [ds TT— j cosa ■+■ ( 1 ji — I cosÇ
dsda-dr
COSA
on obtiendra, par cette même formule, les valeurs de iijr
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et de Az en remplaçant <x, ^, X d'abord par S, v], [i, puis par y, ^, V. Comme on a évidemment
A cosa -+• B cos6 -+- C cosy = o,
la valeur de D sera, aux infiniment petits près du quatrième ordre,
/dsd<T €f5//*o'\ AcosÇ -f- Bcosi} 4- CcosÇ
dsdvdr A cosX 4- B cos/x -h C cosv ^ V/A* -T- B* -h €•
Or on a, par les formules du n^ 265,
A cosÇ 4- B cosij 4- C cosÇ
= — (cosXA cosa 4- cosfxA cosê 4- cosv A cosy),
A cos> 4- B cos fx 4- C cosv
= 4- (cosÇ A cosa 4- cosu A cosê 4- cosÇ A cosy) .
On a ensuite, en négligeant ici les infiniment petits du
troisième ordre,
rf* cosa A cosa = a cosa 4
/ , d^a\ ^ d(T^ dvdr . = rfo- 4 I cosÇ cosa COSA,
formule d'où l'on déduit A coso et A cosy par des changements de lettres \ on conclut de là que
A cos$ 4- B cosij 4- C cos Ç = - dadr,
aux infiniment petits près du deuxième ordre, et
A cos> 4- B cos fi 4- C cosv = rfo-,
aux infiniment petits près du premier ordre; on a enfin, en négligeant les infiniment petits du deuxième ordre,
Va'* 4- B^ 4- C* = ^(T,
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et par conséquent l'expression de D devient
dsdfreh
aux infiniment petits près du quatrième ordre. On peut écrire aussi, en désignant par R et T les rayons des deux courbure s y
TR
On a ainsi ce théorème :
Théouème II. — Le rapport de la plus courte distance d'une tangente donnée d'une courbe quelconque et d'une deuxième tangente infiniment voisine, au cube de l'arc compris entre les points de contact, a pour limite la douzième partie du produit des deux courbures à l'origine de l'arc.
Il faut remarquer que l'ordre infinitésimal de D ne peut jamais s'élever au-dessus du troisième ; car le terme de cet ordre ne disparaît de la formule (3) que si rfr = o, et alors, la courbe étant plane, pn a rigoureusement D = o; de là ce théorème dû à M. Bouquet :
Théorème III. —r- Etant donné un système de droites dont les équations contiennent un paramètre variable, la plus courte distance de deux droites infiniment voisines ne peut pas être d'un ordre infinitésimal supérieur à 3, relativement à l'angle des mêmes droites, à moins quelle ne se réduise rigoureusement à zéro.
Des surfaces cylindriques. — Equation aux dérivées
partielles de ces surfaces.
348. Le cas le plus simple des surfaces développables est celui des surfaces cylindriques. Le plan mobile qui
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est enveloppé par la surface, et qui n'est autre que son plan tangent, est parallèle à une droite fixe donnée ; cette considération permet de former immédiatement Téquation aux dérivées partielles de la surface. Car soient
les équations de la parallèle aux génératrices menée par l'origine des coordonnées rectilignes, et
Téquation du plan tangent au point [x, y^ z) de la surface. La condition pour que ce plan soit parallèle à la droite est
c'est Téquation aux dérivées partielles qui appartient à toutes les surfaces cylindriques.
On peut aussi déduire Téqualion (i) de Téquation entre les coordonnées qui appartient aux surfaces cylindriques. Supposons qiie les équations
représentent une génératrice de la surface ; a et 6 dépendent d'un même paramètre et, par conséquent, ces quantités sont liées entre elles par une équation
4> étant une fonction arbitraire. L'élimination de a et 6 entre les équations (a) et (3) donne
(4) ♦ (.r — az, ^ — bz) — o,
qui est l'équation générale des cylindres entre les coordonnées. Pour avoir l'équation aux dérivées partielles, il suffît d'éliminer la fonction 4> par la méthode du n° 82.
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En différentiant Téqualion (4) ou (3), d'abord par rapport à Xf puis par rapport à y, il vient
et rélimination du rapport -r- : -r^ conduit à l'équation (i).
On verra, dans le Calcul intégral, comment on peut revenir de l'équation aux dérivées partielles à Téquation entre les seules coordonnées.
Les surfaces cylindriques étant développables, leurs génératrices constituent un premier système de lignes de courbure (n** 327) 5 le deuxième système est évidemment formé par les sections droites de la surface.
Des surfaces coniques. — Equation aux dérivées partielles de ces surfaces.
3i9. Les surfj^ces coniques appariiennent aussi aM • genre des surfaces développables, le plan mobile qu'elles " enveloppent passe par un point fixe ; ce plan mobile est d'ailleurs le plan tangent de la surface; par conséquent, si l'on désigne par Xq, yot ^0 l^s coordonnées rectilignes du sommet, par x, j", z celles de la surface, et que l'on pose dz == pdx -h qdy, on aura» ^
Telle est l'équation aux dérivées partielles des surfaces coniques.
Cette équation (i) peut aussi être obtenue au moyen
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de l'équation générale des surfaces coniques entre les ^ coordonnées. Soient
les équations de la génératrice. Les quantités aeib étant fonctions d'un même paramètre, elles sont liées entre elles par un.e équation
dont le premier membre est une fonction ai'bitraire; l'élimination de a et de b entre les équations (2) et (3) donne l'équation entre x, y, z qui appartient aux surfaces coniques, savoir :
DifFérentions l'équation (4) Ou (3) d'abord par rapport à X, puis par rapport à y y il viendra
l'élimination du rapport -.- : -r^ entre ces deux équa- '
tions conduit encore à l'équation (i) ; celte équation (i) a pour conséquence, à son tour, l'équation (4), ainsi qu'on le verra dans le Calcul intégral.
Les génératrices d'une surface conique constituent un premier système de lignes de courbure (n° 327); le deuxième système s'obtiendra évidemment en coupant la surface par des sphères ayant pour centre le sommet de la surface.
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V Des surfaces conoïdes. — Equation aux dérivées . ' , partielles de ces siu faces.
350. Les surfaces conoïdes appartiennent à la classe des surfaces réglées et au genre des surfaces gauches. Elles sont engendrées par une droite mobile qui rencontre constamment une droite fixe et qui reste parallèle à un plan fixe ; la droite fixe est nommée directrice, le plan fixe est le plan directeur; le paraboloïde hyperbolique est un conoïde.
Soient, relativement à trois axes quelconques,
les équations de la directrice donnée,
Ajp-f-Bj-*- Cz — o
celle du plan directeur, et
les équations de la génératrice de la surface. Cette génératrice rencontrant la directrice et étant parallèle au plan directeur, on aura
Ia — m b — n ce — Il ■"* 6 — v' Aa -t-B6 -+-C = 0;
les équation» (a) déterminent deux des quantités a, b, a, 6 en fonction des deux autres, et celles-ci sont liées entre elles par une équation arbitraire. Pour avoir Téquation aux dérivées partielles de la surface, il suffit d'exprimer que le plan tangent en un point [x, jy z) de la surface, plan dont Téquation est
5a8 CALCUL DIFFÉnEMTlEL.
renferme la génératrice, ou est parallèle à la droite X = aZ, Y = iZ; on obtient de cette manière
( 3 ) aj) -\- b(j =: i .
Si Ton élimine les quatre quantités a, b, a^ 6 entre les cinq équations ( i ), ( 2 ), ( 3 ), on obtiendra Téquation aux dérivées partielles demandée, savoir :
p[x—mz—iL]-{- q [x^nz^yt] mp -^ nq — i
^^' i __ A(x— mz — fz)-f-B(7— /ic — v)
"~" Am-4- B/i-hC *
Cette équation se simplifie lorsqu'on prend la droite directrice pour axe des z et le plan directeur pour plan des xy ; alors on a
et l'équation (4) se réduit à
(5) . px-^qy — o.
Dans ce cas, les paramètres a, i, a, 6 ont, dans les équations (i) de la génératrice, des valeurs finies ; cette génératrice étant parallèle au plan des xj et coupant Taxe des z, elle a des équations de la forme
(6) Z = h, jr — gr;
les constantes h et g sont liées Tune à l'autre par une équation arbitraire, et si l'on pose
(7) ^* = f[gh
l'élimination de A et de g^ entre les équations (6) et (7) donnera l'équation générale des conoïdes entre les coordonnées Xyjf z\ cette équation est
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et elle exprime que z est une fonction homogène du degré zéro, des abscisses x et y. Pour éliminer la fonction o, Il sufGt^onc d'appliquer le théorème des fonctions homogènes à la fonction z^ ce qui reproduit Téquation (5).
Des surfaces de révolution, — Equation aux déris^ées
partielles de ces sur/aces.
351. Dans toute surface de révolution, la normale en chaquepoint rencontre Taxe. Cette propriété permet de former immédiatement Téquation aux dérivées partielles des surfaces dont il s'agit; car soient, relativement à trois axes rectangulaires,
les équations de la normale au point {x,yy z), et
X = /nZ-hfx, Y = nZ-hv
celles de Taxe de la surface. En éliminant X, Y, Z entre les quatre équations précédentes, il vient
(1) [fj -{- n) {,v — mz -^ fj.) ^ (p -\- m] [jr ^ nz ^v) zrz o,
ce qui est l'équation aux dérivées partielles des surfaces de révolution.
On peut encore tirer cette équation de celle qui a lieu entre les coordonnées. Effectivement la surface est engendrée par un cercle dont le centre est situé sur l'axe et dont le plan reste perpendiculaire au même axe. On peut prendre, pour représenter ce cercle, les deux équations
dont la première appartient à une sphère variable qui a pour centre la trace de l'axe sur le plan xy, et la seconde à un plan mobile perpendiculaire à l'axe. Les
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quantités u et if sont liées par une équation arbitraire
qui devient Féquation des surfaces de révolution quand on remplace u et i^ par les valeurs tirées des équations (2). Si Ton différentie Téquation (3) par rapport k X et par rapport kjj on aura
rélimination de -r- et de -r- entre ces équations reproduit Téquation (i) que nous avons obtenue directement. Si Ton prend pour axe des z Taxe de la surface, on a m ^^ o, iJLz= Oj n = Of v= o, et l'équation aux dérivées partielles des surfaces de révolution se réduit à
(4) gr—pj^o;
en même temps, les équations (2) et (3) donnent Téqualion suivante entre les coordonnées :
(5) *(.r*-hj*, s) — o ou x'-i-r*- --2?(3),
^(z) étant une fonction arbitraire.
3o2. Dans les surfaces de révolution, les méridiens et les parallèles constituent les deux systèmes de lignes de courbure; effectivement les normales de la surface menées par les points d'un méridien sont contenues dans un même plan, et colles qui sont menées par les points d'un parallèle forment un cône de révolution. On peut, au surplus, vérifier ce fait au moyen de l'équalion générale
dp dq
dx -^ pdz djr -h q dz
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des lignes de courbure. On a effectivement par Téqua-
tion (4)
p q p dx -^ q dy dz
X y X dx -h j dy x dx -\- y dy et, à cause de l'équation (5), chacun des rapports qui figurent dans cette formule est égal à -77— r 5 on a donc
d'ot
ou
Si Ton substitue les valeurs précédentes de p, q^ dp^ dq dans Féquation
dp dq
dx -\- pdz dy -\- q dz
des lignes de courbure, on obtient
\\-\-nf\z)'\dz[xdy-'ydx)^0\ cette équation se décompose en deux autres, savoir :
y dzz=io çX d - =^0;
on a donc, pour les lignes de Tune des courbures, z = const., et pour les lignes de l'autre courbure
- = const. ; ce qui démontre la proposition énoncée
De l'équation aux dérwées partielles des surfaces
développables*
3o3. Lorsque Téquation d'une famille de surfaces entre les coordonnées rectilignes x, j^ z et un paramètre variable a, savoir :
/[•^»rï s, a, y(a)] — o,
53a CALCUL différeutiel.
ne renferme qu'une seule fonction arbitraire ç(a) du paramètre, on peut éliminer la fonction arbitraire 9 des deux équations
qui appartient à Tenveloppe des surfaces proposées, et Ton obtient ainsi une équation aux dérivées partielles du premier ordre, laquelle convient à toutes les enveloppes qui ne diffèrent entre elles que par la nature de la fonction cp. Nous ne reprendrons pas ici le calcul que nous avons suffisamment développé au n°86, et, à l'égard du cas où l'équation proposée renfermerait plusieurs fonctions arbitraires du paramètre a, nous devons nous borner à indiquer ce qui concerne les surfaces développables.
Considérons un plan mobile représenté par l'équation
(1) z=zu.r '\-jr(^[a) -f-^K»),
a étant un paramètre variable, ^(a) et4»(a) deux fonctions arbitraires de ce paramètre. La dérivée de l'équation (i) par rapport à a est
et le système des équations (i) et (a) représente toutes les surfaces développables.
La valeur de la différentielle totale dz s'obtiendra en différentiant l'équation (i) dans l'hypothèse de a variable; mais, comme le coefficient derfa est nul en vertu de Téquation (2), on aura simplement
comme si a était constant. Il résulte de là que Ton a
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et de là il est aisé de conclure deux équations aux dérivées partielles du premier ordre qui conviennent à toutes les surfaces développables et qui ne renferment chacune qu'une seule fonction arbitraire. En effet, les équations (4) donnent d'abord, par l'élimination de a,
et, en portant dans l'équation (i) les valeurs de a et de 9 (a) tirées des équations (4)^ on obtient
(6) 2^px-\^qx^^l,[p),
Chacune des équations (5 ) et (6) renferme une seule fonction arbitraire ; ces équations sont celles que nous voulions obtenir. Il faut remarquer que l'équation
où V désigne une fonction arbitraire de p et y, n'a pas plus de généralité que l'équation (6), car, q étant une fonction de p, Y( jp, q) est elle-même une simple fonction arbitraire de p. On verra dans le Calcul intégral que, réciproquement, l'équation (5) ne peut donner que des surfaces développables ; il en est de même de l'équation (6) ou (7), avec une certaine restriction.
355. Maintenant, pour éliminer la fonction arbitraire qui reste dans chacune des équations (5), (6) ou (7), il faut introduire les dérivées partielles du deuxième ordre.
Considérons d'abord l'équation (5); en la différentiant totalement, il vient
ou
rdx-^sdx = <j^'{p) (sdx -h tdjr);
on tire de là
r--^s^/{p), t'^'[p]z=zs.
et, en multipliant, il vient
(8) rf— xV— o.
Telle est Téquation aux dérivées partielles du second ordre qui convient aux surfaces développables ; elle exprime, comme on voit, que l'un des rayons de courbure principaux est infini en chaque point de la surface.
Considérons main tenant l'équation (7), qui comprend l'équation (6), et différentions-la totalement, on aura
dz = [pdx -f- 7 r(r) -f- ^JT -4- ^ U/? -*- fr -H ^ j ^(7> ce qui, à cause de dz =pdx -h q dj, se réduit à
Remplaçant dp et dq par leurs valeurs rdx-hsdy-y sdx -4- t djTy et égalant ensuite à zéro les coefficients de dx et de dj^y il vient
dw\ ( d^\
en multipliant ces équations l'une par l'autre, on reproduit l'équation (8). Nous devons remarquer toutefois que les équations précédentes sont satisfaites en posant
l'élimination de ^ et ^ entre les équations (7) et (9) donne une équation entre x, y^ z, qui appartient en général à une surface non développable et qui satisfait cependant à l'cquation (7). Mais je n'insisterai pas ici sur ce sujet, qui se rapporte surtout au Calcul intégral.
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356. En portant les valeurs de p, y, dp et dq tirées des équations (4) ^^^ celle de dz tirée de l'équation (3) dans Téquation
dp dq
dx -^ pdz dy -^ qdz
des lignes de courbure, on obtient
^'^' ' ■ [a5>(a) -(i-|-««)^'(a)]^/xj=o;
cette équation se décompose en deux autres, savoir :
(il) «/a — o,
cLc 1 -t- ç)* ( a ) — a ^ ( a ) y' ( « )
L'équation (i i) donne a = const.; elle convient aux caractéristiques ou aux génératrices de la surface qui forment ainsi un premier système de lignes de courbure, comme nous en avons déjà fait la remarque (n° 327). Ensuite, si Ton élimine Tune des variables x, j on a entre l'équation (i a) et l'équation (a), on aura l'équation diffère ntie lie qui convient au deuxième système de lignes de courbure.
Des surfaces des canaux.
337. La surface d'un canal est l'enveloppe d'une sphère de rayon donné dont le centre décrit une courbe plane arbitraire. Si l'on désigne par a le rayon de la sphère, par a un paramètre variable et par f (oe) une fonction de ce paramètre, l'équation générale des surfaces que nous considérons résultera de l'élimination de CL entre les deux équations
Nous avons déjà formé au n*^ 87 l'équation auxdérîvées partielles du premier ordre qui convient à ces surfaces; nous avons vu que la première équation (i) donne
(2) (x—(i)-\-pz = o, [x — f{a)]-hgz = o,
et que Ton a, par l'élimination de a et de g (ac),
Nous nous proposons de plus, ici, de trouver les lignes de courbure de la surface. La diffiérentiation des équations ( 2 ) donne
{ dx -h p dz -^ zdp = da,
' djr -{- q dz -^ z dq =z f [a) du\
d'ailleurs on a, parles mêmes équations (2) et la deuxième des équations (i),
on conclut de là
Or les premiers membres de ces formules sont égaux entre eux pour les lignes de courbure; donc l'équation de ces lignes sera
q dcf. pda.
dx -\- pdz djr -^ q dz
OU
(x-^ p^-h q'^]dzftoLz= 0,
1 uu
dp
do:
dx
dz
dx ^ p
dz'
dq
P q dy
doL
dy
dz
dz
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ce qui donne
rfec = o ou dz-=z Of
c'esl-à-dîre
a = const. ou z = const.
Ainsi les lignes de la première courbure ne sont autre chose que les caractéristiques de l'enveloppe, lesquelles sont des circonférences de grands cercles de la sphère mobile ; ces lignes de courbure seront aussi les lignes de plus grande pente de la surface si Ton suppose le plan xj horizontal, car les lignes de la seconde courbure sont alors des lignes de niveau.
De l'équation aux dérwées partielles des surfaces
réglées*
358. Nous considérerons enfin, en terminant ce Chapitre, le cas général des surfaces réglées. Les équations de la génératrice renferment trois fonctions arbitraires etTélimination de ces fonctions exige que Ton introduise les dérivées partielles du troisième ordre. Nous ferons donc, comme à Tordinaire,
dz=pcLc -^ qdjTy dp:= rdx -h sdjr^ dç = sdx-h tdjr,
et nous poserons, en outre,
dr=z udx -\-iudjry ds-=.yi dx -\-vdjr^ dt z=z ç djc -^ w dj^»
Cela posé, soient
(i) x = az-l-«, /■ = ^-5-i-6*
les équations de la génératrice de la surface.
Différentions les équations (i) par rapport à x eljf et dénotons par a', i', a', 6' les dérivées de a, i, a, S rela-
538 CALCUL riPTÉnEWTlEL,
tîves au paramètre 6 dont dépendent ces quantités. On aura
On tire de là
de
dx ap — I bp b[ap — i ) — ahp h ^
d6 aq hq — i baq — a[bq — i ) û '
il en résulte
(4) ap -\- bq ~- i
et
les dérivées a\ i', a', 6'que nous avons introduites ne figurent pas, comme on voit, dans les précédentes équations. DiiTérentiant l'équation (4) par rapport à a;, puis par rapport kj, il vient
(ar-^ ùs) -+■ [a'p H- b'q] — — o,
{as'\-bt) -f- [a'p -hb'q) — =0; ajoutant ces deux équations après les avoir multipliées
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respectivement par a et b^ il viendra, à cause (le la formule (5),
(6) fl*r-*- 2^ÔJ -f- A*/ ^r O.
En (lifTérentiant encore cette équation (6) par rapport à X et par rapport à ^, on a
[a^u H- lahtu 4- 6*»») H ^ r- '- -r- = o,
enfin, en ajoutant ces équations multipliées par a et i, on obtient, à cause de la formule (5 ),
(7) a^u -h 3a^bw -h 3ab*v -^b^iv :^ {).
Les équations (6) et (7) ne contiennent que les deux fonctions a et b; elles sont d'ailleurs homogènes et suffisent pour l'élimination. Si Ton fait, pour abréger
on tirera de l'équation (6) b = a(^; et, en substituant C€;tle valeur dans l'équation (7), on aura
(9) ir -4- 3ll/» 4- Svw'-l-fvw'izro,
équation aux dérivées partielles du troisième ordre qui appartient aux surfaces réglées*
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CHAPITRE XL
DES FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIREâ.
Manière de représenter les variables imaginaires. —
Des fonctions algébriques.
359. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des quantités réelles ; nous nous proposons maintenant d'étendre l'analyse que nous avons développée dans les premiers Chapitres de cet Ouvrage, au cas où les constantes et les variables ont des valeurs imaginaires quelconques.
Le cas où l'on a une fonction de la forme u-^v \j — i , a et M étant des fonctions réelles données de variables réelles, n'exige aucun principe nouveau. Il est naturel de définir la difi'érentielle de la fonction dont il s'agit en disant qu'elle est la somme obtenue par l'addition des différentielles rf//, rft^ respectivement multipliées par les
facteurs i et \l — i. La différentielle du-\- di^ \] — i s'obtenant alors en opérant comme si sj — i était une constante réelle, les règles qui ont été établies pour la différentiation des fonctions réelles s'étendent d'elles-mêmes aux fonctions de la forme m -H t^ y^ — i, pourvu que les variables indépendantes demeurent réelles.
Mais, quant aux fonctions de variables imaginaires, elles ne peuvent être introduites dans l'Analyse qu'à la condition d'avoir été définies avec précision, et nous procéderons ici comme nous l'avons fait à l'égard des variables réelles.
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Toute fonction explicite peut être obtenue en exécutant sur des variables et des constantes données un certain nombre d'opérations élémentaires; quand une seule de ces opérations suffît, le résultat est une/onction simple d'uneseule ^variable; dans le cas contraire, le résultat des opérations exécutées est une fonction composée de fonctions d'une ou de plusieurs variables indépendantes. Â l'égard des fonctions implicites, elles sont définies au moyen des équations qui expriment la manière dont elles sont liées aux variables indépendantes; les premiers membres de ces équations sont donc des fonctions explicites des diverses variables, et on les obtiendra en exécutant sur ces variables diverses opérations successives répondant chacune à ce que nous nommons une fonction élémentaire ou simple.
Il suffit donc de définir les fonctions élémentaires d'une seule vcu^iable que l'on veut introduire dans l'Analyse pour avoir une notion précise de l'ensemble de toutes les fonctions explicites que Ton aura à considérer; je à\s> fonctions explicites, car les équations dont dépendent les fonctions implicites ne définissent pas, en général, ces fonctions d'une manière complète. Or les fonctions élémentaires sont pour nous, jusqu*à présent, en très-petit nombre; elles se composent : i** des fonctions qui résultent de l'une des opérations de l'Algèbre ; 2** des fonctions exponentielle et logarithmique ; 3** des fonctions circulaires; nous donnerons la définition de ces diverses fonctions pour le cas où la variable indépendante est imaginaire.
3150. Désignons par z la variable indépendante et posons
X eljr étant des variables réelles. Si l'on trace deux axes
de coordonnées rectangulaires, x e\y représenteront les coordonnées d*un poinlM du plan, et Ton peut dire, avec Gauchy, qu'à chaque valeur de la variable z répond un point déterminé, et inversement. Soient p et w les coordonnées polaires du point M, on aura
X =z p cosw, ^ 2= p siûfi>,
et par conséquent
z^= p(cosw -h \/— I sinw);
les quantités p ettù seront dites le module et Y argument de la variable z.
Pour que la variable z prenne toutes les valeurs possibles, on représente successivement tous les points du plan : il suffît de donner à p toutes les valeurs de zéro à -I- 00 , et à «les valeurs comprises entre zéro et 2 7r ou, ce qui vaut mieux, les valeurs comprises entre — tt et H-TT. Alors à une valeur donnée de r, c'est-à-dire à des valeurs données de x et de y, répondront des valeurs déterminées de p et de co; il y aura cependant exception, dans le cas de j^ = o, x étant négatif; alors on a cosù) n= — i,sinc«) = o, et Ton peut prendre à volonté 0) = — TT ou 0) = -!-;:. Mais on fera disparaître cet inconvénient si Ton convient que Tangle w compris entre — z et -h îT peut approcher autant que Ton voudra de la limite inférieure — t:, sans cependant jamais Tatlcindre.
361 . Une fonction entière de z est un polynôme y (s), toujours réductible à la forme
ç(jr,j') et ip(x,j') étant des polynômes à coefficients réels. Toute fonction rationnelle de z est égale au quotient de deux fonctions entières, et Ton peut encore lui
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donner la forme
?(-^*»t)» ^{^yy) ^^^^^ îci des fonctions rationnelles fractionnaires et à coefficients réels. Si Ton substitue les coordonnées polaires aux coordonnées rectangulaires, une fraction rationnelle quelconque sera toujours de la forme
P + Qv^^,
P et Q étant des fonctions rationnelles de jo, de sin &> et de cosoo.
362. Le seul cas des fonctions algébriques élémentaires que nous ayons à examiner est celui delà fonction z'^y m
étant un exposant fractionnaire - dont le dénominateur
gr est positif.
Si Ton fait, en désignant par k un entier quelconque,
z = p(cosw -4- ^ — I sinw) = p[cos(6.) -h ikn] -f- y^ — I sin ( w -f- 2/71) J,
on aura, par la formule de Moivre,
^'w — p'»[cOS/w(w -f- 2/-7r) -h ^—l SÎn/7l(&>+ 2^*7?)],
ou
2'"— p'w(cosmw-f y/ — isin/?iw)(cos2/?îX-7r-|- v/-~Î5in2mX-7r),
p"* étant une quantité réelle et positive. Cette expression de z'^ es t susceptible de q valeurs différen tes, pour chaque système de valeurs attribuées à p et à co; on obtient ces ç valeurs en donnant, à l'entier k, q valeurs successives, o, I, 2,...{q — i), par exemple. La formule précédente comprend donc ç fonctions distinctes dont la plus simple
répond au cas de A= o; si Ton adopte celte valeur, on
aura
»"» = p'" (cosiww -h \J — I sinmw),
et la fonction z"^ sera ainsi complètement définie.
Des séries dont les termes sont imaginaires, 363. Si les deux séries
^0* ''l' ''î' • • «1 ''«—I' • • •» ^0» '^li *'2* • • '1 *'«— Il • • "1
dont les termes sont réels, sont convergentes, et que leurs sommes soient respectivement U et V, on dit que la série
est convergente et qu^elle a pour somme la quantité
U-hV\/=T.
La même série est dite au contraire divergente, lorsque les parties réelles de ses termes et les parties multipliées
par \j — I ne forment pas deux séries convergentes.
Théorème L — Une série est convergente, lorsque les modules de ses termes forment une série convergente.
En effet, soit la série
"oï "i» "21 • • • I ''»— n • • • î
désignons par pn et (un le module et Targunient du terme général Un, en sorte que l'on ait
"/» = prt (cosw;, -f- \/— I sIdw,^).
La série
Pot Pif pii . . . , Pn—l9 • • •
Multiplication des séries. — Théorème II. — Soient
\ ^01 ^'ii ^'ii • • •» *'/t— 11 • ••
deux séries cons^ergentes ayant respectivement pour sommes S et S', et qui restent convergentes quand on y remplace les termes par leurs modules, la série
dont le terme général Wn^\ a pour valeur
est oonwergente, et elle a pour somme le produit SS'.
Ce théorème a été établi au n** 104 pour le cas où les termes des séries (i) sont réels; nous supposons ici ces termes quelconques. Désignons par
les séries convergentes formées avec les modules des termes des séries (i) et posons
la série
(4) '''01 "^it "^ly •••» 'f/i— 1» •••
S. — Co/b. diff, 35
est aussi convergente (n® lOi) et elle a pour somme le produit des sommes des séries (3).
Cela posé, soient S„, S';, les sommes obtenues en ajoutant les n premiers termes dans les deux séries (i) respectivement, S^ la somme des n premiers termes de la série (2) ; soient aussi 2„, Z'„, S^ les sommes obtenues en ajoutant les n premiers termes dans chacune des deux séries (3) et dans la série (4); on aura
,^. I S„ S'„— S^= Un-x «'«-i H- («„_! t'„_i -+- Wn-i«'/,^i ) -+- —
( -\- ( p„-., 0-j -f- p;,-j 0-j -h . . . -f- Pi ff«_i ),
et, comme le module d'une somme ne peut surpasser la somme des modules des parties, on conclut de ces formules que le module de la différence S;,S'„ — S* est inférieur, ou au plus égal à 2„ S', — Z^. Mais cette dernière différence tend vers zéro, comme nous venons de le dire, quand n augmente indéfiniment ; donc le module de la différence S,, S'„ — S^ tend aussi vers zéro, et Ton a
lira (s„ s; — s;, ) = o ou lim s;; = SS',
ce qui démontre la proposition énoncée.
Remarque. — Il faut remarquer que le précédent théorème ne subsiste pas nécessairement dans le cas de deux séries qui cessent d'être convergentes quand on y remplace les termes par leurs modules.
365. Nous présenterons encore ici un théorème important dont on verra bientôt l'application.
Théorème 111. — Soient m un nombre entier positif, z une quantité imaginaire donnée, et Z une variable
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qui se réduise à z quand l'entier m devient infini* L'expression
tendra vers une limite égale à la somme de la série convergente
(1) IH 1 -h ,.-..,
51 l'on fait tendre l'entier m vers l'infini.
D'abord la série dont il s'agit est convergente (n<* 363) ; car, si p désigne le module de z, la série
converge vers une limite finie qui est égale, comme on sait, à e'.
Cela posé, désignons par S la somme de la série (i), par S/2 la somme de ses n premiers termes, et posons
on aura
L 'ï-Hi (/H- r) (/i 4- 2) J
Le module de la somme entre crochets est inférieur au module de la somme
obtenue en remplaçant z par son module p et les diviseurs /i -f-i, w-f-2, ... par 12 ; cette dernière somme est égale à
; si donc on désigne par B une certaine quantité
imaginaire dont le module est inférieur à i, on pourra écrire
Maintenant, l'entier m étant supposé plus grand que tz,
iH — I par la formule du
bindme relative à Fexposant entier et positif; désignons par S'„ la somme des n premiers termes et paf^ R^ la somme des termes suivants. On aura
et
mj \ /n / 1 .2. . . •« — i)
h;.-=(.-i)...(.-— )-^L(:iil!-
'* \ mJ \ /» /1.2.../1L /i -4- 1
Désignons par P le module de Z ; le facteur entre crochets, dans l'expression de R^ , est une somme dont les termes sont en nombre limité, et le module de cette somme est évidemment moindre que le module de la
somme illimitée
IH h -i H-
n nr
dont la valeur est =; on aura donc, en désignant
par 0 une quantité imaginaire dont le module est infé-
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rîeur à i,
" \ mj \ m 1 } .9.. , .n
Enfin, si Ton pose
m /I.2...A" 1.2. ..X' on aura
Cela posé, en retranchant la formule (2) de la formule (4); on a
et si Ton fait tendre l'entier m vers Tinfini, n restant constant, les quantités e s'annuleront à la limite d'après la formule (6), puisque Z tend, par hypothèse, vers la limite z; d'ailleurs l'expression (5) de R^ devient
Q* étant une quantité comprise entre zéro et i . Donc le second membre de la formule (8) tend vers une limite qu'on peut représenter par
mais je dis gue cette limite est nulle et que l'on a &=^ 0. En effet, le nombre n est arbitraire, et, en le prenant suffisamment grand, le module de l'expression précédente deviendra inférieur à une quantité quelconque donnée.
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De là résulte que
ce qui démontre la proposition énoncée.
Définition de la fonction exponentielle, dans le cas d'une variable imaginaire.
La série
étant convergente, quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire attribuée à z, elle tend vers une limite qui est une fonction de la variable z; désignons cette fonction par (^{z), on aura
Cl, en changeant z en Zi,
Ces deux séries restant convergentes quand on y remplace chaque terme par son module, la nouvelle série dont le premier terme est i et dont le terme de rang n est
Zy z""* s"-*
sera elle-même convergente et elle aura pour somme le produit y (z)(p(zi) (n<» 364). Or Texprcssion précédente est évidemment égale à
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donc la série nouvelle dont nous parlons a pour somme 9(2 H- Zj ) et Ton a, en conséquence,
(2) Ç)[3H-Ji)==9>(3)«p(5i).
On peut encore démontrer cette relation fondamentale sans recourir au théorème sur la multiplication des séries et en faisant usage du théorème démontré au n" 365. On a effectivement, en désignant par m un entier positif,
m et, en faisant tendre m vers Tinfini, on a à la limite
ou (n** 365)
comme nous l'avons déjà trouvé.
D'après cela, si z, Zt, Z2, ..., z^^^ désignent des expressions imaginaires quelconques, on aura
et, en supposant
on aura
(i étant un entier positif quelconque. '
Si z se réduit à une fraction positive ou négative rt: -> on aura
mais la formule (2) donne pour z = i , Z| = — i ,
y(— l)y(-M)r=ç(o)=I, d'où y(— l)=:[y(l)]-«,
et, par conséquent,
(4) y (±jy=[f (.;]-.
On a
donc, en extrayant la racine /i**°* arithmétique des deux membres de Téquation (4)» on aura
Hh''"
ou, en écrivant z au lieu de dz -5
Ainsi notre analyse nous permet de démontrer directement que, dans le cas où z est une quantité réelle, la fonction (^{z) n'est autre chose que la fonction exponentielle e*. Or l'équation (a) qui exprime la propriété caractéristique de cette fonction subsiste, quelle que soit la variable z; il est donc naturel d'étendre à tous les cas la notation déjà admise dans l'hypothèse où z est réelle. Nous poserons, d'après cela,
cette formule exprime la définition de la fonction e* dont la propriété caractéristique consiste, d'après la formule (2), en ce que
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Définition des fonctions circulaires directes dans le cas
d^une ^variable imaginaire.
367. Lorsque la variable z est réelle, les fonctions cos z et sin^ sont développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances croissantes de z, et Ton a
COSZ =1 \ -—z ^ -f- . . . ,
sinz
les séries contenues dans les seconds membres de ces formules demeurent convergentes quand z y désigne une variable imaginaire quelconque ; on peut même ajouter que la convergence subsiste quand on remplace chaque terme par son module; effectivement, si p désigne le module de z, les modules des termes des précédentes séries formeront les séries nouvelles
qui convergent respectivement vers les limites -7
Gela posé, lorsque z est une variable imaginaire, nous définissons les fonctions cosz et sinz comme étant respectivement les limites des séries convergentes
Quant aux autres fonctions circulaires directes, nous les définissons par les formules
(sin3 cosz
tangs= j cotz= - — 9 cosz sm3
f SCC3= ^ COSeC3= -: j
\ COSZ sinz
qui sont, pour le cas de z réelle, Tobjet d'une démonstration dans la Trigonométrie.
Relalions entre les Jonctions exponentielles et les fonctions circulaires directes.
Si, dans la formule
on écrit successivement z \j — 1 et — z \J — i au lieu de z, on aura
c'est-à-dire (n» 367)
1 tf=N/-* =: COS2 -I- v^ — I sin3,
( er^>F^z=i COS3 — v^ — i sinz,
formules où z désigne une quantité réelle ou imaginaire quelconque. On déduit de là
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et
(3) tangz = ~ ^- Tj^y-''
Les fonctions circulaires s'expriment donc par des exponentielles, et inversement les exponentielles peuvent être remplacées par des fonctions circulaires. Si/: désigne un entier quelconque, on aura, par les formules (i),
3G9. Si, dans la formule fondamentale
tf=X e'ir^- e^"*"-«,
on remplace z et z« par 2: y — i et Z| yj — i, puis par
Z\l I et Zj y/'
cos(2-t-2i) + y/—
= \^COS3 -\- \j —
cos(z 4-«i) — \/ —
= (cOS3 — \J —
on aura, par les formules (i),
sin [z-T- Zx]
sxxïz) (cos3j -I- ^ — i sin^i),
sin(2 -f- «i)
sin 3) (cos3j — v^ — 1 sinz,);
en ajoutant ensemble ces deux équations et en retranchant ensuite la seconde de la première, on trouve
( cos(5^- 2i) = cosz. cos3j — siu^sinzi, ' f siiifs -h 3i ) 3~ sin 3 coszj -f- cosz sinzj.
Ce sont les formules fondamentales de la Trigonométrie générale; elles s'appliquent, comme on le voit, à deux quantités quelconques z, z^ , réelles ou imaginaires, et la même chose a lieu, en conséquence, à Tégard de toutes les autres formules que Ton a déduites des équations (6), dans la Trigonométrie, pour le cas des variables réelles. On a, par la formule (3) du n*» 366, en désignant
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par fJLeiy des entiers positifs^
changeant z en z ^ — i et extrayant la racine v**"* des deux membres, il vient
I (cosz±:^'— I sinzji*
I :i:i: COS - 2 H ) it i ' — I Sm ( - 2 H
ce qui est la formule de Moivre, dans le cas d'un exposant fractionnaire quelconque -9 étendue à une variable
quelconque z. Si Ton suppose la fraction - irréductible,
le second membre de la formule (7) aura v valeurs distinctes qui répondent aux valeurs o, i, 2, . . . , v — i de rentier indéterminé h,
Les formules précédentes permettent de réduire
à la forme p -i- qyj — i chacune des fonctions e^, cos2, sinz, tang^, ... de la variable imaginaire
On a effectivement (8) e*=:r>^+^v/=î=<r'X W^=<?^(cosj^-+- v/^sinr), et, par les formules (6),
cosz = cos(ar-4- jv^ — 1)
= ces jr 003(7^^) — s\Tixmk[jr/^)^
sinz = sin^x -^y\l — 1)
= sind:cos{^^— ij -f-C08JP8ln(^\/'— 1),
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OU, par les formules (2),
cos(r-f-j^y^ — i)
= cos-c %\vlx 1/ — I -
= smx h cosx V — ' •
On a aussi
cos^.r -I-7V — '7
2 sin (.r -f-.j \/ — i) cos(x — X ^ — î )
2 CCS (a: -h X ^ — I ) ces [x — xs — 0 OU
/ / \ sin2ir -+- sin(?, ri/ — i)
cos 2 J? -i- cos ^2^' V — ' ou, d'après les formules (2),
sin2J:-< yj — I
(10) tang(^-f-r\/^)= ,.^?^ ^-ty
COS2J
Dans le cas de j: = o, les formules (9) deviennent
co^\XyJ—i)=- — -»
sin(7^^) = ^-— \/— i;
on en tire, par la division,
(12) tang(7v/^) ^ ^7^^ ^^-
De la fonction logarithmique et des fonctions circulaires inverses, dans le cas d'une variable imaginaire,
371 . îiousnoTnmerons logarithme népérien d'une quantité donnée z=x -hj y- — i toute quantité u 4- i' y — ' telle, que Ton ait
(1) c«+»'V^=a: -4- jV"-^-
Posons
j: =: p cosfii), X'=^ p sin ûi,
p étant positif et o) étant compris entre les limites — tt
et -htt; l'expression donnée a:-|-j^y/^^^ pourra être mise sous la forme
p(cosw -I- V — I sinwj = p^^r-*, et l'équation (i) deviendra
e" vcosi^ -!- ^ — I sinr; = p(cos« ~\- )j — i sinoi);
or, pour que cette équation ait lieu, il faut et il suffît que les expressions contenues dans les deux membres aient le même module et que leurs arguments ne diffèrent que par un multiple de la circonférence. On a donc
e" =1 p, d'où « = logp et
h étant un entier indéterminé.
Il résulte de là qu'une quantité imaginaire z=pé^'^~-'* a une infinité de logarithmes népériens qui sont donnés par la formule
(2) log« = logp -f- (w -h aX'îr) y/— I.
Si l'on suppose Âr = o, on aura, en adoptant une locu*
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tîon de Cauchy, la valeur principale de rexpressîon logz, et la formule
(3) log5 = logp-f-wv^— I,
où cù est compris entre — tt et -h ît, définît alors une foHCtîon bien déterminée de la variable z ; il est bien entendu que dans les formules (a) et (3) nous représentons par logp le logarithme népérien arithmétique du nombre positif p.
Si le module p se réduit à Tunité, logp est nul et la formule ( 3 ) donne
(4) \ogZ = (ù^'—l;
si Ton a z = — i, ' ': ~ v.ment w se réduit à tt et la formule (4) donne pour la valeur principale du logarithme de — I
Les expressions
arcsinz, arccosz, arctang^, •••
admettent une infinité de valeurs pour chaque valeur réelle de z, et il en est de même quand z reçoit des valeurs imaginaires. Nous nous bornerons ici à indiquer comment on obtient les diverses valeurs qui répondent à une valeur donnée de Zy et nous prendrons comme exemple l'expression arccosz.
Il s'agit de trouver deux quantités réelles uelu telles, que l'on ait
cos(tt-H-PV^c— i) = z=zX'hX\'~~^j
X el y étant des quantités réelles données. Cette équation revient à
costf smtt ^ — 1 = a: 4-^ y — i,
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et par conséquent les inconnues u, v doivent satisfaire aux deux équations
(i) ces a = x, sinu = — ^,
On tire de là
' cos«< smu cos/< 8in<<
et en multipliant
cos^ tt sin' u
ou
sin* «I — ( I — X* — r* ' :'. * « — 7* =1: o.
Résolvant cette équation, il vient
sm««== H^-^V( T-^j -^^^
le radical étant pris avec le signe +; afin que sin^u soit positif; on a aussi
cos^ Il — ( I -f- j:* -f ^*) ces* u — j:' = G, d'où
cos««=: y/(^ j -^,
extrayant la racine carrée des deux membres de cette formule et remarquant que cosu a le signe deo:, d'après les formules (i), on a
(3) costt = j •
["ijhxM^ ^ //i-f-j?'-hr*y S
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Posons
«iQ = arccos 9
° \cosiio sinuo/
uo étant un arc compris entre zéro et ir; l'équation (3) donnera
(5) «=2/-7r±lio,
k étant un entier; on aura ensuite, par les équations (2)»
COS2/0 sm^o cosi/(, sinuo
le signe ambigu d= devant être fixé de la même manière que dans la formule (5). On a, d'après cela,
(7) arccos^.r -^ y ^ — i)==-7,k'ts±\UQ -h Vq ^ — i);
par conséquent, lorsque deux quantités réelles ou ima» ginaires ont le même cosinus, la somme ou la différence de ces quantités est un multiple de la circonférence.
Dans le cas particulier dej^ = o, les équations (1) donnent immédiatement
sintf = o ou u=zo.
En prenant v = o, on a
mais cette solution ne convient qu'au cas où la quantité x est comprise entre — i et -t- i . En prenant sinii = o, on a
costt = it:i,
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le signe de rfc i étant celui de x. La première des équations ( I ) donne alors
d'où
e^ = dzx -h^jc* — I et pr=: log(dza:-f- ^x* — i). On a donc, si x est compris entre — cx> et — i,
(8) arccosx= [i k -h i] it -h yj — i Iog{— or -4- y]x^— i), et, si X est compris entre -4- i et -f- oo ,
(g) arceosar =:r 2/-tr -h y^— I log(.r -h ^x* — i)
373. Les fonctions logz, arc sinz, . . . , ainsi que les fonctions algébriques explicites non rationnelles, appartiennent à la classe des fonctions implicites u, déterminées par une équation telle que
dont le premier membre est une fonction bien déterminée des deux variables z et u, et irréductible à la forme u — f[z),/[z) étant une fonction bien déterminée. Cette équation peut admettre, pour chaque valeur de Zy un nombre fini ou infini déracines u qui varient avec z; mais, pour pouvoir considérer l'une de ces racines u en .particulier comme une fonction de z, il est nécessaire de la distinguer avec soin des autres racines, parmi lesquelles il y en a qui peuvent devenir égales à celle que l'on veut étudier, pour certaines valeurs particulières de z.
De la continuité.
374. La définition de la continuité donnée au n^ 12 est applicable aux fonctions d'une variable imaginaire. Ainsi :
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Une fonction bien définie f[z) de la variable ima^ ginaire z est dite continue pour les valeurs de z qui répondent aux points compris dans l'intérieur d'un contour quelconque tracé sur un plan, lorsque, pour chacune de ces valeurs de Zf le module de la différence
décroît indéfiniment en même temps que le module de ù^z, c'est-^'dire devient infiniment petit avec Az.
On voit, par cette définition, que les fonctions entières sont continues pour toutes les valeurs de z ; la même chose a lieu à l'égard de la fonction é^ ; car on a
S+&JB
et, en désignant par h le module de Az, par B une quantité dont le module est compris entre zéro et i, on peut
écrire (n° 365)
dAz
e»+Aa _ ^s —3
il est évident que le module de cette différence est infiniment petit en même temps que le module de Az.
Les fonctions cosz et sinz ne sont autre chose que des sommes d'exponentielles, et par conséquent elles sont fonctions continues de z pour toutes les valeurs de cette variable.
Les fonctions rationnelles non entières et les fonctions tangz, colZj sécz, cosz ne deviennent discontinues qu'en passant par l'infini.
Mais il n'en est pas de même à l'égard des fonctions irrationnelles, et comme la continuité joue le rôle principal dans le développement des fonctions en séries, il est nécessaire de bien fixer les idées à cet égard en étudiant complètement un cas très-simple.
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Ainsi que nous Tavons dit, la variable
zz=.x -{-y ^ — I =p(cos» -4- v/—* sin«)
peut prendre toutes les valeurs possibles quand on attribue àp les valeurs comprises entre zéro et cx) , et à o) les valeurs comprises entre — ir et -I- tt. D'après cela, une fonction continue de z doit varier par degrés insensibles avec p et &), et en outre, si t désigne un angle réel infiniment petit, la différence des valeurs que prend la fonction pour
« = p [cos( — TT -f- s) + ^— - 1 sin ( — TT 4- e) ] et
z-=.Q [cos(7r — «) -f- ^ — I sin (ir — e) ]
doit être infiniment petite, puisque la difiercnce de ces
valeurs de z^ savoir ap sine \l — i , est elle-même infiniment petite ; il est évident que réciproquement ces deux conditions assurent la continuité. On voit sans peine que la seconde condition peut être exprimée en disant que la fonction considérée prend des valeurs égales pour w = — tt et pour cû =-+-::.
Gela posé, considérons Texpression
OÙ 771 désigne une fraction commensurable dont le dénominateur est supérieur à i . Si l'on fait
s = p(cos» -f- ^— I sinu), I -t-a = r(cos^f»-f- ^^i sin>}>),
^ étant assujetti, de même que w, à rester entre les limites — TT et -4-7r sans jamais atteindre la limite inférieure, on aura
r cosij» = n- p C08«, rsinif» = p sin«.
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/ j , i-l-ocosft> . , psinw
r= y i + apcoswH-p', cosyr= ■ » sinip= »
équations qui déterminent complètement le module /• et l'argument vj^. D'après cela, les valeurs de l'expression (i -H'Z)'" seront
r'^{cosm^ -4- v/ — i sinmip) (cos2/nA-7r -h ^— i sin2/w/-7r),
k étant un entier. On peut prendre, pour définir la fonction que nous voulons considérer, l'équation
(i -+- 2)'" = r'" (ces i?iAp -+- \^— I 8in/7^1}/),
et je dis que cette fonction sera continue tant que le module de z sera inférieur à i , tandis que, si ce module prend 8es valeurs supérieures à i, la fonction pourra devenir et deviendra effectivement discontinue.
En effet, les formules précédentes montrent que r, cosïj/, sin^j;, et par suite ip, varient par degrés insensibles si jO et ck) varient elles-mêmes par degrés insensibles, et cela queUes que soient les valeurs que l'on attribue à p ; mais, si p est inférieur à i, on voit que cosip est toujours
positif, d'où il suit que ^ reste compris entre
et H — ^ et comme on a sin ip = o pour « = ±: tt, l'angle ^j;
s'annule pour w = — tt et pour « = 4-71. On voit par là que la fonction (i -h ^)'" varie par degrés insensibles avec p et b) ; elle a d'aiUeurs la même valeur, p restant le même, pour a)= — tt et pour w =-|-7r : donc elle est fonction continue de z.
Supposons maintenant que z prenne des valeurs dont le module soit supérieur à i . Si l'on donne à tù les valeurs — (tt — e) et -h(7r — c), e étant un infiniment petit.
puis qae Ton fasse tendre t vers zéro, dans Tun et Tautre cas cos<p tendra vers la limite — i , et sin^ vers la limite zéro; mais, dans le premier cas, sintp atteint sa limite en passant par des valeurs négatives, tandis que, dans le second cas, le sinus est positif avant d'atteindre sa limite ; il s'ensuit évidemment que Ton a ^ = — tt pour w = — n et^ = 4-7r pour 0)= -hTT. Par conséquent, la fonction (i-f-z)'" prend pour <ù= — tt et pour o) = -f-7r deux valeurs dont la différence est ar^'sinmTr ^ — i ; cette différence ne se réduit à zéro que si m est un nombre entier : donc, dans tout autre cas, la fonction est discontinue.
Les mêmes considérations font voir que la fonction log(i-hz) reste fonction continue pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur à i , mais qu'elle devient discontinue lorsque z prend des valeurs dont le module surpasse l'unité. •
Dérivée et différentielle d'une fonction d^une variable
imaginaire.
376. Nous étendrons au cas des fonctions d'une variable imaginaire les définitions de la dérivée et de la différentielle que nous avons données pour le cas d'une variable réelle. Si donc y (z) désigne une fonction de la variable imaginaire z=tx -hy^ — i , la dérivée J'{z) sera, par définition, la limite vers laquelle tend le rapport
f[z-^lz]-f[z)
ÙLZ
ou
f[x -f- y V — i -^ àx-^ ^x \ — \) — /(.r -\-x \' —
Ax -f- A/ ^— I
lorsque Az= ûj:-f- Aj^y'' — i tend vers zéro, ce qui
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exige que Ax et A^ tendent simultanément vers zéro. On aura aussi, pour la diiTérentielle àe f[z)y
df[z)^f'[z]dz.
Une variable est fonction de plusieurs autres, lorsqu'elle prend une valeur déterminée quand on attribue à celles-ci des valeurs déterminées. Partant de cette définition, Cauchy a considéré toute fonction ^{oCfj) des deux variables réelles x el j comme une fonction de
X -rj \l — I OU de z, La dérivée ^ S savoir
tîi^iû =: lim y(^ -^ ^-^^ y '^Az'i — fi^^y) ,
dz Aor -f- Ar y — I
est alors généralement indéterminée et sa valeur dépend
de la limite — vers laquelle converge le rapport — - quand
Ax et Ay tendent vers zéro. A ce point de vue, il y a lieu de distinguer les fonctions en deux classes, suivant qu'elles ont une dérivée unique ou une infinité de dérivées ; nous nous bornons à indiquer ici cette conception, dont nous ne chercherons à tirer aucune conséquence.
Lés règles de la différentiation des fonctions algébriques n'ont à subir aucune modification, lorsque la variable devient imaginaire ; il s'ensuit que ces fonctions ont des dérivées déterminées. La même chose a lieu à l'égard des fonctions exponentielles, logarithmiques ou circulaires, caries règles relatives à ces fonctions reposent uniquement
P . , . e^ — I sin A ,
sur ce lait, que les expressions — - — > -—r— tendent vers
l'unité quand h tend vers zéro, et cela résulte immédiatement des définitions des fonctions e^ et sinz pour une variable imaginaire z. On voit donc que toutes les fonctions composées avec les Jonctions élémentaires de l'ana-
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lyse auront une dérivée unique déterminée, et dans ce qui va suivre nous ne considérerons que de telles fonctions.
Soit f[z) une fonction de la variable
continue dans une certaine étendue et ayant pour dérivée f[^)'if{z) peut être considérée comme une fonction de X et dej^, et Ton a
^ .= lim ^^ = lim ^-^ X lim ^ =/'(,) J ,
ox Ajt Az A.r ^ ' ôx
àf[z) ,. A/fz) ,. A/(z) ,. ^z .... dz
d'ailleurs
.donc
dz ôz /
Remplaçons z par x -hy yf—i dans f(z),el faisons
Q> et ip désignant des fonctions réelles, l'équation précé* dente devient
et elle se décompose en deux autres, savoir
. . ôf d^ ô^ ffd
dx dy dx yd
Si l'on difFérentie ces équations par rapport à x et par
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rapport kjr^ on trouvera
dr* da: dy àx* dx djr
d'où
'""^ d?"^d?~''' d^-dyf""'^'
Ainsi l'équation aux dérivées partielles
dx* dx*
est satisfaite en posant
378. Nous établirons encore ici une autre formule qui nous sera utile. Introduisons les coordonnées polaires p ' et 0) au lieu des coordonnées rectangiilaires, et faisons
d'où
dp p d(a ^ ^
Si la fonction y(-z) admet une dérivée y^(z) bien déterminée, on aura, en opérant comme au numéro précédent,
dp ^ ' dp Oa * ' Ou
d'où
d/(z) a* _ d/{z) dz
dp dfii> du Op^
d*z ajoutant à chaque membre la quantité y(z) - — ^-1 on
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aura
^dz^ ^ dz
d/{z) dz d« __ d/[z) dz Tp
-dp- à^ ^^^'^ lif-^-d^d-p -^«^W "â^T'
ou
dp doi '
telle est la formule que nous voulions établir ; en y remplaçant ;t- et — par leurs valeurs écrites plus haut, elle devient
aO/w] _
àW[z]\
Démonstration d'un théorème de Cauchj,
379. Soit f{x) une fonction réelle d'une variable réelle x, qui reste continue pour les valeurs de x coml^rises entre les limites Xq et X.
Désignons par x une valeur quelconque comprise entre Xo etX; divisons l'intervalle x — Xq en un nombre ti de parties égales ou inégales et représentons ces parties par
la somme
tend vers une limite déterminée lorsque le nombre n augmente indéfiniment et que chacune des différences X\ — Xq, X2 — X|, ... tend vers zéro. Cette limite est une fonction de x que nous représenterons par F(a:), et
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si l'on construit la courbe dont l'ordonnée est /(a:), relativement à deux axes rectangulaires, la limite F{j:) ne sera autre chose (n® 188) que l'aire comprise entre la courbe, Taxe des abscisses elles ordonnées qui répondent aux abscisses Xq et j: ; en conséquence on aura
d F (x) =/(x) dx.
Si les différences Xi — Xq, X2 — X|, ... sont égales entre elles et que l'on représente par h leur valeur commune, on aura
on a, en outre, évidemment
F(aro)=o.
Soient/i [x) etyi(j:) deux fonctions réelles eVcontinues pour les valeurs de x comprises entre Xo et X ; il existera, d'après ce qui précède, deux fonctions Fj(j:), F^fx) telles, que les formules précédentes auront lieu quand on fera simultanémenty=yi, F=F| ouf=/2 etF^rFj; donc les mêmes formules auront lieu encore, si l'on pose
/(:r)=/,(x)-|-/,W v/^. F(a:)=Fi (x)+F.(x) y'-^T.
380. Soit f[z) une fonction bien déterminée de la variable ' » = p (cosfiD -f- \f— I sin«) = pe"*^-* ,
et qui reste continue pour les valeurs de p comprises entre certaines limites.
Si l'on attribue au module p une valeur déterminée, la fonctiony(z) ne dépendra plus que de l'argument o);
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donnons alors ktùles n valeurs en progression arithmétique
a/ir
et
désignons par
^0> ^1> • • •» ^rt— I
les valeurs de z qui répondent à ces arguments. La moyenne arithmétique des valeurs correspondantes de /{z), savoir
tendra vers une limite que Cauchy a nommée la valeur moyenne de f{z) correspondant au module p ; nous la représenterons par DÏLf(^z) et l'on aura en conséquence
51^/(,) = limr^M±Z(£l)±llJt^(it'] pour n = «.
381 . Cauchy a nommé module maximum d'une fonction /{z) relatif au module p de z, le plus grand des modules que prend /{z) quand co varie de — tt à -+- tt. Le module d'une somme étant inférieur à la somme des modules des parties, la formule précédente montre que le module de la valeur moyenne *^[f{^)] est inférieur au module maximum àe f[z).
Supposons
(j. étant un entier positif ou négatif. On aura
3TL[2i*] — pJ^e-ï***^ lim
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et si (JL De se réduit pas à zéro, celte formule montre que
Ton a
382. Les notions que nous venons de présenter suffisent pour établir un théorème important dû à Cauchy ; ce théorème est le suivant :
Théorème. — SoitJ\z) une fonction de la variable
imaginaire z^=z pe^>r^ ^ qui reste continue pour toutes les valeurs de z dont le module n'est pas supérieur à une quantité donnée R. Si l'on désigne par Tj la valeur que prend z quand on fait /9 = R, /a valeur moyenne de la fonction TjfiTL) sera nulle. Ainsi l'on aura, d'àprès la notation convenue,
OR[Z/(Z)] = o.
En eÉFet, posons
on aura, par la formule ( 3 ) du n® 378,
(^) Op
roj
Regardons p comme une constante, cf(py (o) sera une fonction continue de o); si donc on fait
et
= (» -t- tt) hm ^-^ ' ^ f-^ , pour /i=ao ;
4>(p, (ù) sera une fonction déterminée s'annulant pour
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0) = — TT, et l'on aura (n** 379)
Pareillement, si Ton regarde o) comme une constante, ^(p, 0)) sera fonction continue de p, tant que Ton aura jO <^ R ou = R, et si Ton fait
(5) V{/), w)=phm ^^ ^ — ^^ ' ' ^^ -^—^9 pour» = 00;
H^[p, (ù) sera une fonction bien déterminée qui s'annulera avec p, et Ton aura (n** 379)
Maintenant différentions l'équation (4) par rapport à p, et l'équation (6) par rapport à (ù; nous aurons, à cause de la formule (2),
()p do) C^p do)
ou
rci*jp,j«)_d^(p,^1
L (^P àp J_
Cette formule montre que la fonction
d_^P^ _ dwip^oi) dp dp
est indépendante de o); on obtiendra donc des valeurs égales en y faisant a) = — 7retû) = -f-7r; ainsi Ton a
a»(p, +7r) _ ay(p, +ir) _ (?»(p, —tt) _ <)y(p, —tt)^
dp <)p dp dp
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Or, par hypothèse, la fonction ^[p, w) a la même valeur pour co = — TT et pour w = H- tt ; la même chose a lieu, en conséquence, pour Y(p, «), d'après la for-
mule (5), ainsi que pour la dérivée — ~i"^~ 5 d'ailleurs
la fonction 4>(p, — iï) est nulle; donc la formule précédente se réduit à
— dp -^-
Il résulte de là que la fonction 4>(p, -Htt) se réduit à une constante, et, par conséquent, on a
(7) ♦(R, -hir)=*(o, -+-7r).
Enfin, y(r) étant continue pour les valeurs de z dont le module ne surpasse pas R, cette fonction ne peut être infinie pour p = o ; il s'ensuit que le produit
s'annule pour p = o, et il en est de même de 4>(p, o)) d'après la formule (3). On a donc parla formule (7)
ou, ce qui revient au même,
ce qui démontre le théorème énoncé.
Corollaire I. — Soit F{z) une /onction d'une i;a-
riable imaginaire z= pe"*^~^, qui reste continue pour les "valeurs de z dont le module p ri est pas supérieur à R. Si Von désigne par Z la valeur que prend z quand on i*emplace p par R, et par x une constante réelle ou imaginaire dont le module r soit compris entre zéro et
R^ on aura
En efiet, la ibnctioD F(z} étant continue tant que p n'est pas supérieur à R, il en est de même de la fonction
il ne saurait efiectivement se présenter de discontinuité que quand ^ atteint la valeur x; la fonction y*(^) prend alors la valeur
,. F(jr-4-A) — F(r) „,, ,
hm -> [ i— ^ = F'(a: ,
quantité qui est nécessairement finie, en vertu de nos hypothèses, comme on le verra plus bas.
D'après cela, on peut appliquer le précédent théorème à la fonction /{z) définie par la formule (9) ; on a donc, par la forme (8),
»[zîI?)5lW] = „,
ou
Or on a
d'ailleurs la valeur moyenne de — est nulle (n** 381)
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quand fi ne se réduit pas à zéro, et cette valeur moyenne est évidemment égale à Tunité, quand 11 = 0; donc
3Tt U=|-+-31l;
I esti
Le module de 31L | J est inférieur (n® 380) au
module maximum de la fonction '■ , lequel est
au plus égal au produit <l6 ( ^ ) parle module maximum
de j et comme ( _ j tend vers zéro quand n
augmente indéfiniment, on a
3ÏL
la formule (9) donne alors
(.2) f(x) = OIl[^F(Z)],
ce qui démontre la proposition énoncée.
Corollaire II. — Les mêmes choses étant posées que dans le corollaire I, la dérwée d'ordre fx de la fonction ¥[x) a pour valeur
(i3) FW(.r) = ,.a...«31L[^^_^^^^^.F(Z)].
Cette formule comprendra la formule ( 1 2) si Ton convient de remplacer le produit 1.2... |ui par Tunité et F^'*^ ( x) parF(j:) quand /x est nul; donc, pour établir la for-
S. — Cale, diff. 3;
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mule (i3), il suffit de démontrer que, si elle a lieu pour une valeur de fz, elle subsiste encore pour la valeur suivante. A cet eflet, remplaçons x par x -^h dans la formule (i3), on aura
et, par suite,
ZF(Z)
ZF(Z) 1
faisant A = o, on a
ce qui n'est autre chose que la formule (iS), où Ton a remplacé ^t. par /:/ -h i .
Remarque. — Pour établir la formule (12), nous avons admis que F'(a:) ne peut pas devenir infinie pour une valeur de x dont le module est inférieur à R ; nous allons actuellement le démontrer. Supposons que F'(a:) puisse être infinie pour diverses valeurs de x dont les modules soient compris entre zéro et R, et soit ae^^/"* celle de ces valeurs qui a le plus grand module. La formule (12) subsistera sans difficulté pour les valeurs de x dont les modules sont compris entre a etR, et, en la différentiant, on aura encore
Donnons à x Targument a et faisons tendre le module de
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cette variable vers la limite a ; le second membre restera évidemment fini et tendra vers une limite déterminée ; par conséquent le premier membre, qui est égal au second, ne pourra devenir infini, comme on Ta supposé. Il résulte de là que la formule (12) exige seulement que le module de x soit inférieur au module R.
Formule de Maclaurin.
383. Cauchy a déduit de ce qui précède le beau théorème suivant :
Théorème. — La fonction F(x) sera déueloppable en série convergente ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes de x, si le module de la variable réelle ou imaginaire x conserve une valeur inférieure à celle pour laquelle la fonction F[x) cesse d'être continue.
Pour démontrer ce théorème, il suffit de remplacer,
dans la formule (12) du numéro précédent, — ^ — par la
valeur tirée de la formule (i 1); il vient alors
F(*)=3U/[F(Z)]-l-j:aitr^-n-i
en faisant
Le module de x étant, par hypothèse, inférieur à R, le facteur ( - j tend vers zéro, quand n augmente indéfini-
(2) R„-3Tf ~ ">"' ■ '- > <- ■ ■■"■■^ """"-
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ment, et la quantité qu'il multiplie, dans l'expression de R«, conserve évidemment une valeur finie ; on a donc
limR;j=o, et, par conséquent,
ce qui démontre le théorème énoncé.
Les formules ( 12) et (i 3) du n" 382 donnent, poura:=o,
F(o)r=01L[F(Z)], on peut alors écrire la formule (3) comme il suit:
ce qui est la formule de Maclaurin.
384. Les fonctions (n-^z)'» et log(i-f-z), définies comme nous l'avons fait plus haut, étant continues pour les valeurs de z dont le module est inférieur à i , on aura pour ces valeurs de z
/ x». mm (m — i) .
log(i + ^)---~+ 3-....
En écrivant pe^v^"* au lieu de z, cette dernière formule devient
VIT û«e*«\^
Posons
I -f-pcos« = rcos^, psin« = rsin
log^i-*- pcosw-hpsmwy — 1)==-- h
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l'angle ^ devra être compris entre et H , à cause
de p<^i, et il est, en conséquence, déterminé par sa tangente dont la valeur est
, psinu tskus-o = — ' •
It- p COSW
On a d'ailleurs
r = ^ I -f- 2p COSW -h p', puis
log(î -1- pcosft) -h p sinwv/— i) =logr-f- ^^ — i ;
donc
, / . — psin»
log i/ iH" 20 cosû) H- p' -r i/ — I arc tanff — ' ■-
' ' ^ ^ I -I p COSW
Égalant de part et d'autre les parties réelles et les parties multipliées par le facteur y — i, il vient
, / i ocosw û*cos2w p'cosSw
logViH-^pcosw -+-p*= ' — i- h ...,
psinw psinw p*sin2w p'sinSw arctang — =- h ' — r . , .,
l-i-p COSw 12 0
formules qui subsistent pour toutes les valeurs de p inférieures à I , pourvu que l'arc de la seconde formule soit
pris entre les limites et H — «Si Ton fait dans cette
dernière formule jDsin&>=x,|DCOSci) = o, d'où a) = ±:-» il viendra
arc tang x=z - — -- — ^ "£ — •••?
58q càlc€l différentiel.
ou, en posant x = tang^,
tingz tang*z tang*z
cette dernière formule subsiste pour les valeurs réelles
de z comprises entre — y et -h y
385. Les fonctions e*, cos,^ et sin^ restent continues pour toutes les valeurs de z : donc elles sont toujours développables en séries convergentes ; mais il faut remarquer que ces développements en séries sont, pour nous, Texpression même de la définition des fonctions dont nous parlons ; il n'y a donc aucune conséquence à tirer relativement à celles-ci. Il y aurait lieu à un théorème concernant la fonction e*, par exemple, si Ton prenait pour définition de e* Téquation
Les fonctions -:: et - cot - ne cessent d'être contiez — I 2 2
nues qu'en devenant infinies, la première pour des valeurs
de z multiples de 27ry — i, la seconde pour des valeurs de z multiples de stt^ donc ces fonctions sont développables en séries convergentes pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z dont le module est inférieur à 3 7r. Pareillement, la fonction tang^: reste continue pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur
à -^ elle est donc, pour ces valeurs de «, développable
en série convergente par la formule de Maclaurin. J'ai démontré ces résultats par une méthode particulière, dans mon Traité de Trigonométrie (5* édition); je renverrai à cet Ouvrage pour les détails des développements en série dont je viens de parler.
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Les fonctions zp, \ogz, e* sont discontinues pour une valeur nulle du module, et elles ne sont développables en séries ordonnées suivant les puissances entières , positives et ascendantes de z, pour aucune valeur de cette variable.
Formule de Lagrange,
386. Désignons par x une constante donnée, par t une variable réelle ou imaginaire, et considérons Téquation
(l) z=a',-^tf[z],
dans laquelle z est une inconnue el f[z) une fonction continue de z indépendante de x et de t. Cette équation aura un nombre limité ou illimité de racines z selon que la fonctiony(z) sera algébrique ou transcendante ; pour t = o, l'une de ces racines se réduira k x et les autres deviendront infinies. Pour que Téquation (i) ait deux racines égales, il faut qu'elle soit vérifiée en même temps que sa dérivée prise par rapport à z, savoir
et, en éliminant t entre les équations (i) et (2), on aura
Les racines de cette équation (3) sont indépendantes
de t] désignons-les par a^e*^y\ aje'tv^, ... et por" tons-les successivement dans l'équation (2), on aura
formules qui font connaître les valeurs qu'il faut attri-
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buer à t, pour que deux racines de l'équation (i) soient égales entre elles. Désignons par Rie module de celle de ces valeurs qui a le plus petit module ; il est évident que réquation(i) n'aura point de racines égales tant que le module de la variable t restera inférieure à R, et par conséquent les racines de cette équation ne pourront vérifier Téquation (2).
Cela posé; je dis que, si le module de t reste compris entre zéro et R, les racines de l'équation (i) varieront par degrés insensibles avec t. En effet, donnons à t une valeur ^0 dont le module soit compris entre zéro et R, et désignons par Zq l'une des racines de l'équation (i);
on aura ^o= -r — r et si, prenant pour ÙZq une quanti ^0 )
tité infiniment petite, on détermine A^o P^i* l'équation
fo 4- A/q = -î'rj ~ — ^î il est clair que l'équation (1)
aura pour racine Zo-h Aro lorsqu'on donnera à « la valeur ro-H A^o- La différence de nos deux valeurs de t est
. Z(i~\- AZq — X «0 — X
et, comme la fonction y(^) est supposée continue, la formule de Maclaurin lui est applicable ; on a donc, en négligeant les infiniment petits du deuxième ordre,
/(^oj * — '0/ 1^0 J
Le dénominateur i — hj^^^o) ^e pouvant être nul, on voit que, si la valeur ^0 produit une racine Zo, la valeur to-h Ato produira une racine ^Q-f- Aj©» dont la différence à Zq deviendra infiniment petite avec Afo*
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Mais toutes les racines de réquation (i) deviennent infinies pourt = o, à l'exception d'une seule qui se réduit à x; celle-ci peut être considérée, d'après ce qui précède, comme une fonction continue de t pourtoutes les valeurs de cette variable dont le module est inférieur à R, et, pour ces valeurs, elle est développable en série convergente, par la formule de IVfaclaurin.
387. Désignons donc par 2 la fonction qui vient d'être définie, on aura
(flz\ . . , , dz
y j > • • • exprimant les valeurs que prennent ^ , — > • • •
pour«--=ro. Et, si F(z) désigne une fonction continue de r, indépendante de t et de Xj on aura plus généralement
,5,r„=.,.,.£[r^>].A[-il)]^.....
Il nous reste à calculer les coefficients de ce développement. Pour cela, considérons ici le paramètre x comme une variable. Si l'on différentie l'équation (i) d'abord par rapport à t, puis par rapport à or, il viendra
d'où l'on tire
En difiiérentiant les deux membres de cette formule par rapport à Xj et en multipliant ensuite par une fonc-
tion arbitraire (f{z) de z, on sl
ajoutant cette formule avec la formule (7) multipliée par
df[z) dz __ d9>(3) ., .
- - — - == — — 9 11 vient Oz ox ox
^^/A^^M^àz^ '
^^ ^ Ôt ôt dx ^^^ dx ^ d.r l^^ ^ôxf
ou
'^ ôt " "" ' dx " • •
Cette formule (8) nous montre que, si Ton doit prendre la
dérivée, par rapport à t, d'une expression de la forme
dz .
y(z) . 1 il suffira de multiplier cette expression par y*(z)
et de prendre la dérivée du produit par rapport à x.
Différentions Téquation (8) n — a fois par rapport à t ; on pourra, dans le second membre, intervertir l'ordre des diiTérentiations relatives à t et x, et l'on aura
ôt"-^ dx ôt"-* '
mais, dans le second membre, chaque différentiation relative à t peut être remplacée par une différentiation relative à x, pourvu qu'on introduise d'abord un facteur /(z); on aura donc
i cLc
c est la formule connue sous le nom de formule de La-grange.
Si la fonction F(z) se réduit à z, on a
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Remarque. — Si la dérivée P(-^) reste continue, la
fonction ^ ; =F(z) -r- est développable , par la
formule de Maclaurin, en série convergente ordonnée suivant les puissances de t^ tant que Ton a mod. t<^ R. Pour avoir les coefficients du développement, il sufBt de remplacer (f[z) par F' ( -s) dans la formule (9), et de faire
ensuite t = o, z = x, ;%- = i ; on obtient de cette mani ère
F'(z) ^ =F'(xl + i ^lh)m + ÏL '^[/(^)]'nr) . ^ ' Ô.T ^ ^ I dx 1.2 dx*
ce qui n'est autre chose que le résultat de la différentiation de la formule (11) par rapport à x.
Applications dé la formule de Lagrange,
388. Proposons-nous de développer en série ordonnée, suivant les puissances croissantes de t, la fonction continue z, définie par Téquation
m étant un nombre entier positif. L'équation (3) du n^ 386 se réduit ici à
z , , mx
zz=z X -\ ? dou z=.
l'équation du même numéro ( 2 ) donne ensuite
et nous devons nous borner à donner à t des valeurs dont le module soit inférieur à la valeur numérique de
fnmj,m~-l '
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la valeur de z donnée par la formule (11) du n» 387 devient alors
Le terme général de cette série a pour valeur
nm{nm — 1) . . . ( //m— /i -i- 2 ) ^^ „^, ^
«rt — — — — ^ « f
et Ton a, par suite,
u„^x ' (nm-\-m){rtm-hm — i) . . . (/z/w-f-i) ^^
u^ /i-fi (nm — n-h2)...[nm — n-\-m)
la limite de ce rapport pour n= 'X) est égale à
et l'on reconnaît ainsi » par les règles ordinaires de l'Algèbre , que notre série n'est convergente que pour les valeurs de t dont le module est inférieur à R.
389. L'emploi de la formule de Lagrange est souvent avantageux pour obtenir le développement en série des fonctions explicites; j'en présenterai ici deux exemples.
Supposons d'abord qu'on demande de développer en série ordonnée, suivant les puissances entières de t, la fonction
dans laquelle x désigne une quantité réelle donnée dont le module est inférieur à l'unité.
Je considérerai à cet effet l'équation du deuxième
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degré
dont les racines sont données par la formule
Pour que l'équation (i) ait ses racines égales, il faut que
Ton ait
I — 2tj: -h /*= o,
d'où Ton tire
X étant réelle et comprise entre — i et -|- i, le module de ces deux valeurs de t est égal à Tunité ; donc, pour toutes les valeurs de t dont le module est inférieur à i, celle des racines deTéquation (i) qui a le plus petit module estdéveloppable en série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de t. Si nous supposons que la quantité t soit réelle et comprise entre — I et -f-i, on aura, d'après la formule de Lagrange,
I — Jl — '2i.r-{-e* X* — I t
t 2 1 lue l.H
«tr'*— * I . 2 . . . /i
et, si Ton différentie par rapport à x les deux membtes de cette formule (n® 387, Remarque), il viendra
^i— 2tX -ht* en posant, pour abréger,
** I.2.,./I.2'* cLc**
Supposons en second lieu qu'on veuille déve
lopper la fonction .- .-^^-^ suivantles puissances croissantes de t.
En appliquant la formule de Lagrange à Téquation
OÙ z désigne une fonction des variables ^ et t, eij\z) une fonction quelconque de z, il vient
et, en dîfTérentiant par rapport à î^,
Maintenant soient
F'[z) =z'^ et J{z)=.z^i, l'équation (i) donnera
K — t dz I
et, par suite, l'équation (a) devient
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DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES EN FRACTIONS SIMPLES
Théorèmes relatifs à la décomposition des fractioTis
rationnelles,
391. La théorie de \dL décomposition des fractions rationnelles a une grande importance dans l'Analyse mathématique, et nous aurons particulièrement l'occasion d'en faire l'application dans le Calcul intégral. Aussi j'ai cru devoir reproduire ici tous les développements relatifs à cette théorie, que j'ai présentée dans mon Cours d' Algèbre supérieure (4* édition, tome I).
Nous commencerons par établir qu'une fraction ra-
F(.r) tionnelle 77-7» dont les deux termes sont des polynômes
quelconques premiers entre eux, est décomposable en une partie entière (qui peut être nulle), et en plusieurs fractions simples à numérateurs constants, ayant pour dénominateurs les diverses puissances des facteurs linéaires qui divisent le polynôme y(x). Nous démontrerons ensuite qu'une fraction rationnelle n'est décomposable ainsi que d'une seule manière, et nous indiquerons enfin le moyen d'efi'ectuer la décomposition.
392. Théorème I. — Si a désigne une racine de /Vquation f{jc) = o, a son degré de multiplicité, en sorte que l'on ait
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yj(x) étant un polynôme non divisible par x — a, la
fraction rationnelle -77-75 supposée irréductible, pourra
toujours être décomposée en deux parties de la manière suii^ante :
A étant une constante, etF^^x) un polynôme entier. En effet, on a identiquement, quel que soit A,
LW = F(x] ^ A F(a:)~A/,(x)
et, pour que le deuxième terme du second membre ne contienne à son dénominateur que la puissance a — i du facteur x — a, il faut et il suffît que le numérateur F{x) — Ayi(x) s'annule pour j: = a. Posons donc
F(a)~A/i(û):==o, on aura
fiW
cette valeur de A sera finie et différente de zéro, puisque fi {a) et F(a) ne sont pas nuls ; si Ton fait alors
OD aura
FW _ A Fi(jr)
ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire. — Si l'on a
a, &, . . . , l étant des quantités distinctes e£ a, 6, • . . , 2
S. — Caic. diff. 38
des entiers positifs y la fraction rationnelle -jj-i. pourra être décomposée de la manière suiv^ante :
F(.r) A A, Ac_i
-f- -. -rr-7 +...4-
f[x) (x— fl)* (a: — a)*-* ' x — a
B B, Bj_*
A, A| , . . . , B, B| y . . . , Ly L| , . . . , étant des constantes finies, et E(x) une fonction entière.
En effet, en posant, comme précédemment,
/(x)=(x-fl]«/,(x)
on a, par notre théorème,
(.r-û)-Vj(.r) .(x-«)«-«'^{x-û)-Vi(^)'
A^ Aj , . . . , A,_i étant des constantes finies et déterminées, et F| (x), F2(a:), . . . , F«(x) des fonctions entières. II faut remarquer que la constante A n'est jamais égale à zéro, mais les quantités A|, A2, . . ., A.«i peuvent être nulles, car l'un des polynômes F|(x), Y^{x\... . peut être divisible par x — a; en ajoutant les égalités qui pré-
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cèdent, il vient
(x — «)• (j: — fl)»-* ' ' ' ' X — a i(^]'
Si Ton pose
et que l'on opère sur la fraction *; i comme nous ve-
nons de le faire sur ~-{ 9 oa obtiendra une expression de la forme
— (a; _^)«"^ (a;_-6)«-» "*■•••■*■ X- 6 "^ y,lx) '
et, par suite,
/(arj (j: — «)• (x — «)•-* jr — a
. _B_ A, Be_, F.,,f.r)
B, B4, . . . étant des constantes déterminées et F.^e(x) une fonction entière.
En continuant ainsi, on obtiendra évidemment la for-< mule qu'il s'agissait d'établir.
393. Théorème II. — Une fraction rationnelle nest décomposable que d'une seule manière en une partie entière et en fonctions simples.
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Supposons qu'on ait trouvé ces deux valeurs d'une môme fraction rationnelle -77-T»
r: -f-. ..-4- 7 TTg •+-... -H Efx)
et
on aura
Cela posé, oc et a! étant respectivement les exposants des plus hautes puissances de a: — a dans les deux membres, je dis que a = a' et A = A'. Supposons, en effet, que « et ad soient inégaux et que « soit^^o'; tirons de
Téqualion précédente la valeur de -, r^> et réduisons
tous les autres termes au même dénominateur ; on aura
ou
A=3tx-.)|{^^,
f et ^ désignant des polynômes dont le second n'est pas divisible par x- -a. D'ailleurs, A est une constante; il faut donc qu'elle soit nulle, car l'équation précédente donne A = o pour x = a. Si donc A n'est pas nulle, on ne peut pas supposer a^a', et l'on ferait voir de même que, si o! n'est pas nulle, on ne peut supposer non plus a <^ a' ; on a donc a = a'.
Je dis maintenant que A=: A'; en effet, de la formule
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qui exprime l'égalité des deux valeurs de -—-- on tirera, af étant égal à a,
( .r — a]* [x — a )•"■* t}> ( .r ) OU
çp et ^ étant, comme précédemment, des polynômes dont le second n*est pas divisible par x — a; la différence A — A' est donc nulle, car, pour a: = a, le second membre de la formule précédente se réduit à zéro.
Les termes qui renferment la plus haute puissance de X — a en dénominateur, dans les deux valeurs de la fraction rationnelle, étant égaux entre eux, on pourra les supprimer et les deux restes seront égaux. En raisonnant de même sur ces deux restes, on voit que les termes qui contiennent en dénominateur la plus haute puissance du même binôme x — a, ou d'un autre binôme, sont aussi égaux entre eux; et, en continuant ainsi, on reconnaît
que les fractions simples des deux valeurs de -7—, sont
égales chacune à chacune : il en résulte, par conséquent, Fégalité des parties entières E[x) et E\x),
Corollaire. — La partie entière qui figure dans la
"valeur d'une fraction rationnelle ~-{ décomposée en
fractions simples est égale au quotient entier de la diui^ sion deF[x) par fi [x).
Car, si Ton désigne par E(:c) le quotient et par ç(x) le reste de cette division, on aura
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le numérateur de la fraction -5,— étant de degré inférieur
au dénominateur, cette fonction s'annule pour x = 00 9 et en conséquence elle ne peut renfermer de partie entière.
Cas d'une fraction rationnelle dont le dénominateur
n'a que des facteurs simples.
Soit
ayby ..,,1 étant des quantités différentes; siF(;r) désigne un polynôme quelconque , on aura, par ce qui précède,
A, B, . . . , L étant des constantes déterminées et E(x) une fonction entière.
Ainsi que nous Tavons déjà dit, le polynôme E(a:) peut être obtenu en eflec tuant la division de F(j:) par f{jc); il reste à déterminer les constantes A, B, . . . , L. L'équation (i) devient, en multipliant par y (a*),
X — a X — f? X — / vz-'v/
Cette égalité a lieu identiquement; si Ton y fait x= a, tous les termes du second membre s'évanouiront àl'exceptîon du premier qui se réduira à A/'(a). On a, en conséquence,
F{a) = Af'{a), d'où A=IM;
d'ailleurs a est Tune quelconque des racines de l'équation y*(a:) = 0; donc
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et la formule (i) devient
Lorsque le degré de F(a:) est inférieur au degré m de /{jc), la partie entière E(a:) se réduit à zéro, et Ton a simplement
Soit
F(x) = Po-r"»-! ^- P,:r'"-« -h . . . -i- P,„_,x + P;„^,.
Si Ton multiplie la formule (4) pary(x) et qu'on ordonne le second membre par rapport aux puissances décroissantes de jCf le coefficient de x'""* sera évidemment
Fia) . F(7;) F[l]
et cette somme sera égale à Pq ; on a donc
le signe \ indiquant qu'il faut remplacer x par chacune
des m racines de l'équation y(x) = o, et faire la somme des résultats. Si la fonction F(x) est au plus du degré m — 2, la quantité Po est nulle et l'on a dans ce cas
formule qui est utile dans plusieurs circonstances.
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Méthodes pour effectuer la décomposition d' une fonction rationnelle, dans le cas général.
39S. Le théorème I du n° 392, par lequel on démontre la possibilité de la décomposition, donne aussi le moyen de l'efiectuer. En effet, si Ton fait
f[x) = [x-aYf,[x), nous avons vu que Ton a
en posant
Xz=i——. et Fi X — ;
on a ainsi Tune des fractions simples demandées, et, pour trouver les autres, il suffira d'appliquer le même théorème à la fraction complémentaire
[x^aY-^J\[x)
Dans le cas où l'équation /"(x) = o n'a que des racines simples, on retrouve facilement de cette manière la formule établie au numéro précédent; mais, ce cas excepté, l'emploi du procédé dont il vient d'être question exige des calculs assez pénibles.
396. On peut aussi employer la méthode des coefficients indéterminés dont nous avons déjà fait usage au n^ 394. Soit la fraction rationnelle
F/jr]
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que nous supposons irréductible et dont le dénominateur est divisible par la puissance a*^™« du bînôme x — a, mais ne Test pas par une puissance supérieure. Pour trouver les fractions simples qui répondent à la racine Uy on posera
conformément au théorème I. Si Ton multiplie cette formule pary*(j:) et qu'on remplace x par a-f-A, on aura
or on a
et, en portant ces valeurs dans la formule précédente, on obtient
Ll.2...a i.2...(a-f-i) J
L 1.2. ..« I.2...(a-fl) J
-f- A^, Fa»-* -/!i!!L + . . .1 + ^«F.(« -*- A).
Cette formule a lieu, quel que soit /<, et, si Ton égale de part et d'autre les coefficients des mêmes puissances
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de h jusqu'à celles de degré a — i , on aura
Aj -H Al ■ r 4- A ; r >
a l.2...[a-hi) i.2...(2a — I) i.2....a — ii
Ces relations permettent de calculer successivement A, A|, ..., A^_j et les valeurs de ces coefficients seront finies et déterminées, car /""(a) est, par hypothèse, différente de zéro. On peut obtenir par ce procédé les fractions simples qui répondent aux diverses racines de l'équation /(j:-) = o; quant à la partie entière, on la trouvera, comme nous l'avons déjà dit, en divisant F(x) par/(a:).
Le calcul peut encore être dirigé de la manière suivante : après avoir déterminé la partie entière, par la division, on égalera la fraction complémentaire à la somme des fractions simples dans lesquelles elle peut se décomposer, chacune de ces fractions ayant pour numérateur une indéterminée. On chassera ensuite les dénominateurs et l'on exprimera que les coefficients des mêmes puissances de la variable sont égaux dans les deux membres. On obtiendra ainsi les équations nécessaires pour la détermination des coefficients.
397. Enfin on peut effectuer la décomposition par ur procédé qui n'exige que la division algébrique. En effet, si l'on pose, comme nous l'avons fait plus haut,
/[x] = ix - a)%{x).
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et que Ton écrive a 4- A au lieu de x, la formule (i) du numéro précédent, multipliée par A*, deviendra
et Ton voit que le polynôme
A -h Al A -f- A, A» -h ... -4- A«-., A—»
est le quotient que Ton obtient quand on divise l'un par l'autre les polynômes F( a -f-Zz) et/, (a -4- A) ordonnés par rapport aux puissances croissantes de A, et que Ton poursuit l'opération jusqu'à ce qu'on soit parvenu à un reste du degré a; on obtiendra donc, par cette division, les fractions simples qui se rapportent à la racine a.
On pourrait déterminer de cette manière, indépendamment les unes des autres, les fractions qui se rapportent aux diverses racines, mais il sera plus simple
d'appliquer la même méthode à la fraction -*^-^5 qui
complète les termes déjà trouvés ; on obtiendra ainsi les termes qui se rapportent à une deuxième racine, et une troisième fraction sur laquelle on continuera l'opération.
398. La méthode précédente a surtout l'avantage de faire connaître l'expression algébrique des numérateurs des diverses fractions simples dans lesquelles se décompose la fraction rationnelle proposée. En eOet, la division des polynômes F(a -4- A) elfi[a-^h), que nous avons eflectuée dans le but d'obtenir les coefficients A, Aj, Aa, . . . , revient évidemment à développer la fonction ~ r{ en série ordonnée suivant les puissances
Jï (« + h) ^
croissantes de A, et, comme une fonction n'est développable que d'une seule manière en une série de cette espèce, on obtiendra le même résultat en faisant usage
6o4 CALCUL DIFFÉRENTIEL.
de la formule de Maclaurin. Si donc on pose
on aura
en désignant par /z*R| le reste de la série; ici R| est une ionction rationnelle de h qui n'est point Infinie pour
h = o, et, par conséquent, cette valeur de ~ tt ^sl
identique à celle trouvée précédemment. On aura donc
d'où résulte ce théorème général :
Théorème. — Si l'on a
que F[x) désigne une /onction entière de x, dont le quotient par /[x) soit E[x), et que l'on fasse, pour abréger,
on aura la valeur suivante de la fraction ration--
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nelLe -^^ :
(jr — a)* (.r — a)«-* l.2(.r — a)»-* '" 1.2... (a— i) (j: — a] "^ (.r— ^)«"*"(a:— ^»)6-» "^ I. 2 (.r— ^>)«~« "*"••■ ' i .2... (6 — i) (j:- ^)
[x-lf^ [x-lf-' ^ I.2{^-/)V-« ' *" I.2...(X-l)(ar-/)
Forme nouvelle de l'expression d'une fonction rationnelle décomposée en fractions simples.
399. Le résullat qui précède est susceptible d'une autre forme très-simple et très-élégante que nous allons faire connaître. Désignons par F{a') une fonction rationnelle quelconque, par
les racines de Téquation
et par
les degrés de multiplicité respectifs de ces racines. Soit aussi, pour abréger,
0) (x) désignant une fonction qui a une valeur unie différente de zéro pour x = oti .
Si Ton imagine que la fonction rationnelle F(a:) soit
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décomposée en fractions simples^ la somme des fractions relatives à la racine Xi sera
1 . 2 . . '[mi — / — i) ( -^ — '^i )'"*"* ' " 1 . 2 . . . ( /Wj — ^) [^ — -^^i )
ainsi qu'on Ta vu plus haut. Par suite, cette somme s'obtiendra en faisant f = o dans l'expression
I.2...(mi — /— i) (j: — arj — ?)'•+* "\ i,2.,.[mi — i) (x — x, — Ç)
Or y'(a:i -f-f), ?"('>Ci-f-0» ••• Peuvent être considérées comme les dérivées de cp(xi -f- 0 par rapport à la variable (^, et alors il est aisé de voir que l'expression précédente se réduit à
r(/jii) £/ç'«i-i '
le symbole T{p) désignant le produit des p — i premiers nombres entiers quand p est plus grand que i , et devant être réduit à l'unité quand p est égal à i . Gomme on a
la somme des fractions simples relatives à la racine x^ sera égale à la valeur que prend, pour ^= o, l'expression suivante :
1 JC J?! — Ç
Si donc la fonction rationnelle F(x) ne contient pas de
partie entière, on aura
Dans cette formule, il faut faire Ç = o, après les diffié-
rentiations ; le signe sommatoire \ s'étend à toutes les
racines x^, X2j • . . , x^. Il est presque superflu d'ajouter que, si le degré de multiplicité d'une racine, de x^ par
exemple, est égal à i, la dérivée J^^ doit
être réduite a
Si la fonction F(x) contient une partie entière E(j:), on a
il est aisé de trouver la valeur de E(j:). Désignons par n l'excès du degré du numérateur de F{x) sur le degré du dénominateur; n sera le degré de E(a:). Cela posé, si l'on
change x en - dans l'équation précédente et qu'on mul-
tiplie ensuite, de part et d'autre, par z", on aura
''K^) = '"Kî)^^'"Sr-li
Il s'ensuit que, si l'on développe z"F l-\ en série ordonnée suivant les puissances croissantes de z, la somme des termes dont le degré ne surpasse pas n sera z^E ( -) •
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Or, ^ désignant toujours un infînimcnt petit, on a, par la formule de Maclaurin,
donc
et, par suite,
E(x)=r:a:«Ç'»FQ\
On peut trouver une autre expression plus simple du polynôme E(x). En effet, le coefficient de ^""' dans le
développement Î^^FI-j» suivant les puissances croissantes de f , est égal au coefficient de Ç" dans le dévelopH pement de J^^+'F [yj] d'ailleurs, ces coefficients sont les valeurs que prennent, pour î^ = o, les deux quantités
donc on a, pour f = o,
r(/i-./-+-i) f/ç'*-' r(/ï-f-ij ^!;«
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et 11 faut remarquer que le premier membre doit être réduit à f"F( - ) dans le cas de i = n.
D'après cela, la valeur précédente de E(j:) devient
rf" Ç» F ( ^ I ( I-t- Ç.r + Ç' jj« + . . . H- Ç»*» )
enfin, comme on a évidemment, pour (^=o, et pour i>n,
rf» ?"■*■' F ^1)
— W^=°' on peut aussi écrire
r(«-hi) dV"
ou
r(/i-hi) ifs»
On a donc la formule suivante, qui donne la valeur d'une fonction rationnelle quelconque F(jc) décomposée en une partie entière et en fractions simples, savoir :
I I— Ça? V'^ I X — X,
^■^^ — r(/i-f-ï) Sç^^^ ^^r(/w,) ^"'1-»
la quantité Ç devant être égalée à zéro après les différentiations.
S. — Cale, diff, Sg
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Mode particulier de décomposition pour les fractions rationnelles et réelles dont le dénominateur a des facteurs linéaires imaginaires^
La théorie que nous venons d'exposer s'applique
à toutes les fractions rationnelles -t-t— r ? et les coeflQcients
peuvent avoir des valeurs quelconques réelles ou imaginaires. Mais lorsque ces coefficients sont réels et que parmi les racines de l'équation y (a?) = o il s'en trouve quelques-unes qui sont imaginaires, l'expression de la
Fix) fonction réelle ji — r est elle-même compliquée d'imaginaires. On a cherché à modifier, dans ce cas, la manière d'effectuer la décomposition, et l'on y est parvenu comme nous allons l'indiquer.
401. La possibilité du nouveau mode de décomposition que nous avons en vue résulte du théorème suivant :
Théorème L — Si x^-hpx -+- q est le produit de deux facteurs imaginaires conjugués du polynôme réel f[x)y n la plus haute puissance de ce trinôme qui dis^ise f{pc)» en sorte qu'on ait
f[x)^{x^-hpx^qYf^[x),
la fraction réelle et rationnelle -;n—\ pourra être décomposée en deux parties, de la manière suix^ante :
Y[x) __ Px^-0 _^ Fi(.r)
/(.r)"~ [x^'^px^qY'' [x^^px-^qY'-^f\[x)^
P et Q étant des constantes réelles, et F<(x) un polynôme réeL
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En effet, on a identiquement
/(^) (*'-f-77.r-+-^)Vi('a^)
^ Px + Q ^ F(x)-(P^-4-Q)/(.r),
et Ton peut déterminer P et Q de manière que le numérateur de la deuxième partie du second membre soit divisible par a:*H-px-f-y, c'estrà-dire de manière que ce numérateur s^annule quand on remplace x par chacune des racines de Féquation
x*-\-px -+- y := o.
Soient /i -4- A: y/— I et h — k^ — i ces deux racines, et posons
on tirera de là
M et N étant des quantités réelles dont les valeurs sont finies et déterminées, puisque, par hypothèse, /*| [x) n'est pas divisible par X* H- px-f- y. L'équation précédente se décompose dans les deux suivantes :
p;i^Q = M, Pit^rN,
lesquelles donnent pour P et Q ces deux valeurs réelles
et finies,
^ N ^ M^fr — N^
Les valeurs de P et Q étant ainsi déterminées, nous poserons
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Fi[x) désignant un polynôme réel, et Ton aura
ce qu'il fallait démontrer.
F(x) Corollaire. — La fraction rationnelle ~~ pourra
se décomposer de la manière suivante :
Y[x] __ Pj?-4-Q P|j?-hQt
P, Q, Pi, Qf, ... désignant des constantes réelles et Fn{x) un polynôme réel.
402. En combinant le théorème précédent avec le théo rème analogue démontré au n^392; on obtient celui-ci :
Théorème IL — Si l'on décompose le polynôme / (x) en facteurs réels du premier et du deuxième degré, en sorte quon ait
/(x)=(:r— fl)*(jr— e)*...(x—/)^(jr«-+-;>«-h^)»...(x«-t-rx-f-5)'«,
on pourra décomposer la fraction rationnelle yr-^ de la manière suii^ante :
Tî — : =^ E( j:) + 7 r: + 7 rr-r -{- , * .-^
/(jr) ^ ' (x— a)* [x — a]'^^ x — a
[X'-lf [x — l]^^ ' ■• • x — l
P^ + Q ^ Pi^ + Qi ^P„_tJr-r-Q
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E (x) désignant une partie entière qui peut être nulle, et A, A^, . ., L, L<, ..., P, Q, P|, 1^4, ..., R, S, R|, Sf, ... des constantes réelles.
403. Théorème III. — Une fraction rationnelle n'est décomposable que d'une seule manière en fractions simples de la forme qu'on "vient de considérer.
Soient deux valeurs d'une même fraction rationnelle
— — '■• On démontrera, comme au n° 393, l'égalité des
fractions simples qui correspondent aux facteurs du premier degré du dénominateur, et quant à celle des fractions simples qui correspondent aux facteurs du second degré, elle peut se démontrer d'une manière ana-
lofifue, comme onvalevoir. Soient 7— r -!=-— le terme
dont le dénominateur contient la plus haute puissance
de x^-^ px -hq dans la première valeur de -^-4 ' et
7—; ^^ — 7-7 le terme analos^ue dans la seconde va-
leur. Je dis d'abord que n*z=zn. Supposons, en effet, que cela ne soit pas, et que l'on ait n'^n* : de l'égalité
qui a lieu entre les deux valeurs de -J— / tirons la valeur
de r— r ^ — —; cette valeur sera exprimée par une
somme de quantités dont aucune n'a en dénominateur une puissance de x^ -hpx -h q supérieure à la (n — i )**"*. En réduisant donc toutes ces quantités au même dénominateur, on aura une égalité de la forme
Vx-hQ f{x)
[x*-hpx -h^)" "~ [x* ^ px + q }"-^ ^[x)^
ou
Px-4-Q— (j?«-f-/>x-+-7) jT^5
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<f{oo) etf^/^x) désignant des polynômes, dont le second ^{x) n*est pas divisible par x^ -hpx-i-y. Or l'égalité précédente est impossible; car, autrement, l'équation Px -H Q = o devrait mettre les deux racines de l'équation x^-h px -t-y = o, ce qui ne peut arriver, à moins que P et Q ne soient nuls en même temps contrairement à l'hypothèse. On ne peut donc supposer n >/z' ni n'^Uy pour une raison semblable; par conséquent, on
Je dis maintenant que l'on a aussi P'=P, Q'= Q. Reprenons, en effet, l'égalité qui a lieu par hypothèse entre
les deux valeurs de -j^t mettons dans un même membre
I j Px-4-Q P'x-4-Q' ^ j
les deux termes --r ^^„ et j-i » et dans
le second membre tous les autres termes dont les dénominateurs ne contiendront aucune puissance de x^-^-px-hq supérieure à la [n — i^*™»; réduisant tous ces derniers termes au même dénominateur, on aura une égalité de cette forme :
[x^-^px-^ q)"- [x'^-i-px -h îj'*-**f IJ?)'
ou
(P _ P') X + (Q - Q') = (:r« + /,« + <7) ijjj ,
^[x) Ql^ix) désignant, comme précédemment, des polynômes dont le second n'est pas divisible parx^-4-^a:-f-y, et l'on fera voir aussi, comme plus haut, que cette égalité exige
II suit de laque, dans les deux valeurs de --7— J > les termes
qui contiennent en dénominateur la plus haute puissance d'un facteur du second degré sont égaux; en supprimant
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ces deux termes, les deux restes auront encore, pour la même raison, deux termes égaux; et, en continuant ainsi, on voit que les deux valeurs de la fraction considérée ne sont formées que de fractions simples égales chacune à chacune : il en résulte en même temps l'égalité des parties entières, s'il y en a.
Méthodes de décomposition. — Pour effectuer la
Ffx) décomposition d'une fraction rationnelle -A— 79 on déter-
minera la partie entière et les fractions qui correspondent
aux facteurs réels du premier degré du dénominateur, comme on l'a vu aux n*^* 395 et suivants. Quant aux fractions qui correspondent aux facteurs réels du second degré, on pourra les déterminer successivement par le procédé même qui nous a servi à démontrer le théorème I. Onpourraaussi faire usage de laméthode des coefficients indéterminés.
Dans le cas où les racines imaginaires de l'équation /(x) = o sont toutes inégales, on peut déduire la nouvelle expression de la fraction rationnelle -r, — l de celle
qui a été établie au n*^ 394. Soient, en effet h-hk^—i et
h — k^ — I deux racines simples imaginaires et conjuguées de l'équation y*(x) = o; l'expression de la fraction -^. — ■ contiendra les deux termes suivants :
dont la somme a la forme
X — h — ky^ — i X — h-\-k^ —
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et peut en conséquence se réduire à une expression teUe
que
Px-f-Q
(or— /i)»-+-/r«
Il résulte de là que la fraction , ? où P et Q
désignent des constantes réelles, pourra remplacer, dans l'expression de —, — r ? les deux fractions simples qui correspondent aux racines h±k\l — i.
Détermination d'une fonction entière par le moyen des valeurs qui répondent à des valeurs données de la variable,
405. Une fonction entière du degré m de la variable x est entièrement déterminée lorsque l'on connaît les valeurs de cette fonction qui répondent à m -h i valeurs données de x. La formule qui détermine la valeur de cette fonction est précisément, comme on va le voir, celle qui a été établie au n^ 394, et qui exprime la valeur d'une fraction rationnelle décomposée en fractions simples.
Soient
''o» ''il ''ti • • •» "m
les valeurs d'une fonction F(x) du degré /n, correspondant aux valeurs données
4?0, ^1, Xj, . . . , Xjf^
de la variable x\ posons on aura
X '— Xq X —^ X^ X ^~" Xffg
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et, par conséquent,
Cela posé, le degré dey (x) surpassant d'une unité celui deF{x), ona(no394)
et, en chassant le dénominateury(j;), il viendra
( JTq — Xj ) (Xq — J?, ) . . . ( «0 — x^ij )
Ml
(^m -^oj \'^m -^l J • • • \^m •^m— 1 )
Cette formule donne la solution de la question proposée : d'ailleurs celle-ci ne peut admettre une autre solution; car, s'il existait une fonction Fj(j:) du degré /w, différente de F (x) et satisfaisant aux conditions du problème, l'équation
qui est au plus du degré m, admettrait les m -H i racines Xq, X|, ..., Xnti ce qui est impossible.
Fllf DU TOME PREMIER.
S470 Paru. — Imprlmert* d« GAoram-ViLLAU , qui dM Angnatii», 51.
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