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AVERTISSEMENT
On trouvera dans ce Traité d'analyse la reproduction développée du cours que je professe depuis plusieurs années à TÉcole des Ponts et Chaussées.
Ayant à exposer les principes du calcul infinitésimal dans un nombre fort restreint de leçons et devant un auditoire dont la préparation est souvent incomplète, j'ai cherché à simplifier mon enseignement autant qu'il était possible de le faire sans rien sacrifier de la rigueur des raisonnements et sans rien retrancher de ce qui me semblait essentiel pour i'enchainement logique des démonstrations et des idées.
C'est dans le mênâe esprit qu'ont été rédigées ces leçons, et si j'y ai fait la place un peu large à quelques théories généralenxent exclues des ouvrages élémentaires, c'est que loin d'encombrer le corps de doctrine par d'inutiles hors-d'œuvre, ces développements m'ont paru de nature à le faire mieux comprendre et à l'éclaircir. U
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arrive quelquefois, en effet, qu'une conception nouvelle révélant entre des résultats anciennement connus des relations fort simples mais qu'on était loin de soupçonner, permet d'accéder ainsi par une route plus large et plus directe au but précédemment atteint par un chemin plus détourné. L'enseignement élémentaire a tout intérêt, selon moi, à s'approprier les théories qui présentent des avantages de cette nature, lorsqu'il peut en simplifier suffisamment l'exposé pour le rendre aisément accessible à l'intelligence de ceux, qui débutent. C'est ce que j'ai cherché à faire pour la Théorie des quantités géométriques, qui peut rendre dans une foule de problèmes, et notamment en mécanique, de si remarquables services, et qui jette une si grande clarté sur toutes les questions d'analyse supérieure (*).
La marche générale que j'ai adoptée dans ce Traité est celle qui est généralement suivie dans les ouvrages analogues.
Le calcul infinitésimal, par sa définition même, embrasse toutes les questions dont la solution dépend du principe fondamental et si merveilleusement fécond qui permet de substituer à un infiniment petit sa valeur priTicipale pour le calcul d'une limite.
Appliquée à l'étude des fonctions, cette méthode sert à traiter les deux questions suivantes :
I"* Étant données une ou plusieurs liaisons entre
(*) Les quantités géométriques sont celles que plusieurs géomètres désigpient sous le nom de quantités complexes : j^al préféré conserver la dénomination de quantités géométriques qui avait été adoptée par Gauchj {Mémoire sur les quantités géométriques^ Exercices (Vanalyse et de Phy^ sique mathématique, t. IX, 1847), et qui me semble exprimer d*une feçon plus exacte la nature des objets auxquels elle s*applique.
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des variables^ en dédui7^e les liaisons qui en résultent entre leurs accroissements infiniment petits : c'est le problème du calcul différentiel^ et sa résolution s'obtient par la considération de limites de rapports de quantités infiniment petites ;
2* Étant données une ou plusieurs liaisons eiitre les accroissements infiniment petits de certaines variables^ rechercher* les liaisons qui doivent exister entre ces variables eltes-^mêmes : c'est le problème du calcul intégral, et dans l'étude de ce problème, c'est comme limites de sommes que les infiniment petits interviennent.
Chose singulière, c'est ce second problème, d'une solution beaucoup plus difficile, qui s'est présenté d'abord à l'esprit des géomètres. Archimède y a été conduit par la recherche des quadratures y tandis que Newton et Leibnitz n'ont été amenés à traiter le premier que deux mille ans plus tard, par le problème des tangentes.
Mais c'est à ces derniers que revient la gloire d'avoir réellement créé le calcul infinitésimal en généralisant la méthode qu'ils avaient découverte et en établissant les principes fondamentaux qui en ont fait l'admirable instrument de calcul légué par eux à la science moderne.
Quelques auteurs, Duhamel entre autres, respectant l'ordre chronologique, font débuter l'étude du calcul infinitésimal par des considérations de limites de sommes. J'ai préféré, avec la plupart de mes devanciers, adopter un ordre qui me semble plus logique et qui consiste à traiter d'abord la question de la différentiation, plus simple et susceptible d'une solution complète, et à n'aborder qu'en second lieu le problème inverse, celui du calcul intégral, qui présente des difficultés beaucoup plus
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grandes et ne comporte que des solutions partielles, résultant pour la plupart des cas non point d'une méthode générale, mais d'heureux artifices de calcul.
Telles sont les deux grandes divisions de ce traité.
Après l'exposé général du calcul différentiel, j'en ai donné les applications les plus importantes à l'algèbre et à la géométrie : j'ai été amené à traiter ainsi de la recherche des maxima et minima, du développement des fonctions en séries, et à compléter l'étude des courbes et des surfaces, notamment au point de vue de la courbure.
Le problème de l'intégration n'étant susceptible que de solutions partielles, j'ai traité d'abord, la question des quadratures qui se présente comme la plus simple et à laquelle on cherche par la suite à ramener toutes les autres. J'ai indiqué les différentes méthodes employées pour la résoudre et j'ai fait suivre cet exposé des applications nombreuses et très importantes qui s'y rattachent. Ces applications comprennent notamment la quadrature des aires planes, la cubature des volumes, la quadrature des surfaces courbes, la rectification des courbes, et, en algèbre pure, la définition et l'étude de certaines fonctions, telles que les transcendantes eulériennes et les fonctions elliptiques, qui occupent, ces dernières surtout, une place si considérable dans les travaux des géomètres modernes.
Revenant ensuite à la théorie générale, j'aborde la question de l'intégration de séquations différentielles, commençant par les équations ordinaires, où ne figure qu'une seule variable indépendante, pour continuer par celles qui en renferment plusieurs et peuvent contenir par conséquent des différentielles et des dérivées partielles, ainsi que des différentielles totales.
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Le cours se termine enfin par un exposé très succinct du calcul des variations et du calcul des différences : la première de ces théories se rattachant directement conmie application au calcul infinitésimal, la seconde sV rapportant par de nombreuses analogies.
Ainsi complétées, ces leçons pourront servir utilement, je l'espère du moins, à ceux qui veulent aborder l'étude des mathématiques supérieures, et je serais heureux si, par la clarté et la simplicité que j'ai cherché à y introduire, elles peuvent leur rendre un peu plus facile la première étape qu'ils ont à franchir pour s'approcher des régions plus élevées de la science.
Pour la commodité des élèves qui suivent mes leçons à TÉcole des Ponts et Chaussées, je crois utile de donner ici l'indication des paragraphes où sont traitées des matières qui ne sont pas comprises dans mon enseignement oral.
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COURS
DB
GÉNÉRALITÉS SUR LES INFINIMENT PETITS
1 . Premières déflnltioiui* •— Le calcul infinitésimal est le calcul des infiniment petits.
On appelle infiniment petit ou quantité infinitésimale une quantité variable qui tend vers zéro.
En général, dans une question donnée, les infiniment petits sont des fonctions d'une même variable, et ils tendent vers zéro quand cette variable s'approche d'une certaine valeur.
Ainsi
% = { — sina
est infiniment petit lorsque a tend vers ^.
2. DUrérento ordres d^iniliiiiiieiit petits. — Les différents infiniment petits qu'on peut rencontrer dans une même question et qui sont liés entre eux parce qu'ils dépendent d'une même variable, doivent être distingués suivant leur ordre.
Deux infiniment petits sont dits de même ordre lorsque leur
rapport tend vers une quantité finie. Ainsi, pour a tendant vers ^,
lésina et
COS'a
sont des infiniment petits du même ordre, puisque
,. { — sin« ,. 1 — sîna ,. i i
lim. z = lim. -, r-r- = lim. = . — ; : = - .
cos"« 1 — sm*a 1 + sina 2
S'il n'en est pas ainsi, le rapport pourra toujours être pris de manière à ce qu'il ait pour limite zéro, et alors l'infiniment petit numérateur est dit d'un ordre supérieur à l'infiniment petit dénominateur.
Ainsi 1 — sina est un infiniment petit d'ordre supérieur à cosa, car
1 — sina ,. i — sina ,. a /{ — sina
cosa v/(i — sma)(l + Sina) V 1 + sma
3. Inflnimeiit petit prineipal. — Dans une question donnée, on adopte généralement un infiniment petit spécial pour servir de terme de comparaison aux autres infiniment petits et déterminer leur ordre. Cet infiniment petit, qui reçoit le nom à'infiniment petit principal, est ordinairement choisi de manière à ce que tous les autres infiniment petits soient d'ordre égal ou supérieur au sien.
Alors, ces autres infiniment petits sont dits du 2* ordre s'ils sont du même ordre que le carré de l'infiniment petit principal, du 3** ordre s'ils sont du même ordre que son cube, du n^*"* ordre en général s'ils sont du même ordre que sa n^^ puissance.
On conçoit, d'après cette définition, qu'il puisse exister des
infiniment petits d'ordre fractionnaire. Ainsi cosa étant pris pour
infiniment petit principal, v(l — sina) serait infiniment petit d'ordre |.
4. Bxemples d^nflnimeiit petits. — La géométrie offre de nombreux exemples d'infiniment petits.
Ainsi, étant donné un angle 0 et un point fixe A, si par ce point on mène une sécante mobile AC, cette sécante détermine sur les côtés de l'angle des segments OB, OC, qui seront infiniment petits lorsque la sécante s'approchera de la position AO. Ces infiniment petits seront d'ail- ^ leurs de même ordre, car si l'on mène par un point a, pris sur l'un des côtés de l'angle, ay parallèle à AC, on a constamment
OB OC
la limite du premier rapport est donc égale à
Ow'
aci) étant la parallèle à AO menée par a.
Autre exemple. Soit AG une courbe quelconque et AT sa tangente en A. Menons une série de sécantes telles que DE parallèles à une direction fixe AB. Les segments DE, AE seront infiniment petits, ainsi que l'angle DAE ou e, lorsque la sécante tendra vers la position AB; en effet, la direction de la sécante AD doit, d'après la définition même de la tangente, coïncider avec celle-ci à la limite. Mais dans le triangle ADE, on a constamment :
sine
DE
AE sin (f — 6) '
en désignant par tp l'angle constant de In sécante avec la tangente, et comme sine tend vers zéro avec e,
DE est donc un infbiiment petit d'ordre supérieur à AE, pourvu que l'angle ç conserve une valeur finie.
Râle dea inflnlmeDt petite dans les coleals
Les infiniment petits étant, par leur nature même, des quantités variables tendant vers zéro, leur emploi ne peut conduire à des résultats finis qu'autant qu'on les considère à l'état de rappwts ou de sommes.
Le rapport de deux infiniment petits peut avoir, en efi'et, une limite finie comme nous venons de l'expliquer, quand ces infiniment petits sont du même ordre.
D'autre part, une somme d'infiniment petits peut aussi tendre vers une limite finie, à la condition que le nombre des infiniment petits soit in/inimcnl grand, c'est-à-dire que ce nombre tende vers l'infini en même temps que tendent vers zéro les infiniment petits qui composent cette somme.
Considérons, pour mieux faire comprendre cette façon d'envisager les infiniment petits, les rectangles obtenus en divisant la hauteur d'un triangle en un certain nombre de parties égales et menant par les points de division des parallèles à la base, comme l'indique la figure ci-contre.
Si le nombre des parties dans lesquelles on
divise la bauteur augmente indéfiniment,
les rectangles deviennent infiniment petits,
mais leur nombre est infiniment grand et
il est visible que la somme de ces rectangles infiniment petits tend
vers la surface du triangle donné,
A. ces deux manières de traiter les infiniment petits correspondent, comme on le verra par la suite du cours, les deux branches
du calcul infinitésimal: le calcul différentiel et le calcul intégral. L'étude même de ces deux méthodes de calcul et Texposé des applications qui s'en déduisent feront suffisamment comprendre combien la considération des infiniment petits est utile en analyse.
O. Principe fondamental du calcul des infiniment petits. — Toutes les fois qu'une expression renfermant des infiniment petits se compose de la somme de plusieurs termes, on peut négliger les termes d'ordre supérieur et ne conserver dans ces expressions que les termes de l'ordre le moins élevé.
Ainsi, soit par exemple l'expression
Aa + B? + Cy 4- D8 + Es,
dans laquelle A, B, G, D, E sont des coefficients conservant une valeur finie, a, 3? y? ô, e des infiniment petits. Supposons que a étant choisi comme infiniment petit principal, g soit du premier ordre, y et 3 du second, e du troisième. L'expression pourra être réduite à
Aa + Dp.
En effet, en divisant par a tous ses termes, on peut l'écrire
(A + B!+CÏ + D?.-Ei).
et comme par hypothèse -,-, - tendent vers 0, on peut par
avance supprimer de l'expression les trois derniers termes, sans
altérer le résultat final du calcul.
Il est très essentiel de remarquer que par ces simplifications
on altère Vçxactitude de Vexpression considérée, mais comme
cette expression ne doit être employée quà sa limite en vue du
calcul d'un rapport ou d'une somme, l'altération ainsi produite
n'influe pas sur l'exactitude finale du résultat, et le procédé do
calcul employé se trouve ainsi justifié.
Conséquence du principe précédent : homogénéité des expressions renfermant des quantités infinitésimales. D'après le principe précédent, toute expression analogue à celle que nous avons prise comme exemple ne doit subsister dans les calculs qu*à l'état homogène, c'est-à-dire avec des termes qui soient tous du même ordre infinitésimal.
DES FONCTIONS DIFFÉRENTIELLES ET DÉRIVÉES DU PREMIER ORDRE
T. Sisntfleation précise du mot fonction. — Nous commencerons par rappeler la définition précise du mot fonction :
Une quantité variable est dite ' fonction d'une autre quantité variable comme elle, lorsqu'à toute valeur assignée à la seconde correspondent une ou plusieurs valeurs déterminées pour la première.
L'algèbre, la trigonométrie, la géométrie, Tarithmétique fournissent des exemples de fonctions en nombre illimité.
Par exemple, le polynôme
est fonction de a*, le sinus est fonction de Tare, la surface d^un cercle est fonction de son rayon, etc. Mais tandis que ces diverses fonctions sont continues^ c'est-à-dire reçoivent des accroissements aussi petits que Ton veut lorsqu'on donne des accroisse-
ments analogues à la variable , il n'en est pas de même en général des fonctions arithmétiques. Ainsi, la somme des nombres naturels
est évidemment fonction du nombre n auquel on s'arrête; mais comme ce nombre doit être entier, on ne peut lui donner un accroissement inférieur à l'unité, et la fonction subit alors un accroissement brusque et saute sans transition d'une valeur à une autre. C'est ce qu'on exprime en disant que la fonction est discontinue.
8. Lorsqu'une quantité y est fonction d'une autre quantité x de la manière que nous venons de définir, il est essentiel de remarquer que la liaison existant entre ces deux quantités est nécessairement réciproque, en ce sens que x peut être considéré à son tour comme une fonction de y.
Pour bien faire comprendre cette liaison, nous comparerons les deux variables à deux organes d'un même mécanisme qui se commandent mutuellement, la manivelle d'une machine à vapeur et son piston, par exemple: le déplacement de l'un de ces organes dépend du déplacement de l'autre ; ces déplacements sont fonctions Tun de l'autre : déplaçons arbitrairement la manivelle, nous ferons avancer le piston ; poussons au contraire le piston, nous ferons tourner la manivelle.
Il en est de même des deux quantités .r et y, et lorsqu'on dit que y est la fonction et x la variable, on entend seulement par là que X est celle des deux variables que l'on fait croître ou décroître arbitrairement, et dont la variation entraîne celle de y.
La liaison qui existe ainsi entre xety s'exprimera de la manière la plus générale par une équation de la forme
(1) F(ac,j/) = 0.
ÉTUDE DE LA LIAISON A DEUX VARIABLES
O. Déflnltlon des différentielles.— Occupons-nous d'étudier cette liaison à deux variables F{x, y) = 0.
D'après ce qui vient d'être dit, les deux variables qui, par le fait de cette liaison, sont fonctions Tune de Tautre, ne peuvent se mouvoir Tune sans l'autre , ainsi que les deux pièces solidaires du mécanisme auxquelles nous les comparions dans le paragraphe précédent.
A une variation \x de Tune correspond obligatoirement une variation déterminée Ay de Tautre, et réciproquement (*).
Si lune de ces variations devient infiniment petite, l'autre en général doit aussi le devenir, et ces deux variations infiniment petites, qu'on désigne alors sous le nom de différentielles et qu'on note par la lettre d, sont évidemment liées Tune à l'autre; c'est cette liaison que nous nous proposerons d'abord d'établir.
lO. Déflnitioii des dérivées. — * Règle des fonettoiis inverses. — Cherchons, pour arriver au résultat qui nous occupe, le rapport des infiniment petits dx et dy. Ce rapport, d'après ce qui vient d'être dit, doit être déterminé lorsqu'on part d'une situation donnée des variables, et l'on peut se proposer de l'exprimer en fonction des valeurs de a? et de t/ qui définissent cette situation. Mais comme rr et y sont liés par la relation (0 F(.T,î/) = 0,
qui permet toujours, théoriquement du moins, de trouver la valeur dey en fonction dej',ou celle de x en fonction de y, une fois le rapport de dx à dy exprimé en or et j/, on pourra remplacer dans son expression Tune des deux lettres x o\x y par sa valeur formée avec l'autre, et Ton obtiendra ainsi des fonctions de x ou de y seulement.
Si l'on exprime ainsi le rapport -p- en fonction de x^ la fonction
(*) Remarquons qa^à partir de certaines valeurs de y cette variable pourra prendre plusieurs aecroissonients différents, mais toujours déterminés pour un même accroissement attribué à x. Ces valeurs singulières, dans la représentation de Téquation donnée par une courbe, correspondent, comme on sait, aux points multiples où différentes branches de courbe se croisent.
iO
de œ qu'on obtiendra sera dite dérivée de y par rapport à x.
Si, prenant au contraire le rapport des différentielles en sens
dx inverse, on exprime — en fonction de i/, la fonction de y
ainsi obtenue sera la dérivée de xpar rapport à y.
Il ne faut jamais oublier que ces dérivées sont des fonctions finies égales à des rapports d'infiniment petits qui servent à les définir, mais qu'on ne doit pas confondre avec ces expressions infinitésimales.
On voit, d'ailleurs, par la manière même dont on les a définies, que la fonction de x représentant la dérivée de y et la fonction de y représentant la dérivée de x doivent prendre des valeurs inverses l'une de l'autre toutes les fois qu'on donne aux variables respectives des valeurs satisfaisant à la liaison :
Cette simple remarque fait voir que si l'une de ces deux fonctions, la dérivée de y, par exemple, est connue, la connaissance de l'autre dérivée en résulte; il suffira, en effet, de prendre l'inverse de la fonction donnée et d'y remplacer la variable x par sa valeur en y tirée de la liaison (1). C'est là la règle dite des fonctions iîiverses que nous aurons fréquemment à appliquer.
1 1 . Interprétation s^ométrlque. » La liaison à deux variables Y{x, t/) = 0 peut se représenter en général au moyen d'une courbe, en prenant x pour abscisse et y pour ordonnée.
Supposons cette courbe tracée, et soit m un de ses points correspondant à des valeurs x et y des coordonnées ; soit m' un point voisin ayant (>-!- A^r), (y + Ay) pour coordonnées, on aura sur la figure :
Al/ = m'q
Ay
en sorte que le rappport -~- est égal
au coefficient angulaire de la sécante mm!. Si le point m' se
rapproche indéfiniment de m, ce coefficient devient celui de la tangente mt, et Ton voit ainsi que la dérivée de y par rapport à X représente pour chaque point de la courbe le coefficient angulaire de la tangente en ce point.
La dérivée de t par rapport à y représente semblablement la tangente trigonométrique de Tangle que la tangente à la courbe fait avec Taxe des y.
Cette représentation géométrique montre bien qu'en général les infiniment petits dxet dy doivent être du même ordre.
i 2. Cas d^une fonctton inflnlnieiit petite. — Supposons que dans la figure précédente on multiplie les ordonnées y par un même facteur arbitraire a; il est clair que Taccroissement fini Ay et aussi Taccroissement différentiel dy se trouveront multipliés par ce même facteur. Si ce facteur devient infiniment petit du même ordre que dx, la différentielle a dy de la fonction y ainsi réduite sera infiniment petite du deuxième ordre relativement à dx.
Ainsi, si Ton considère une fonction infiniment petite, sa différentielle sera infiniment petite d'ordre supérieur au premier, et égal en général à celui de la fonction augmenté d'une unité.
Solution du problème de la dérivation
Proposons-nous actuellement de calculer les fonctions dérivées qui résultent d'une liaison donnée entre deux variables x et y.
D'après ce qui précède, ces dérivées sont au nombre de deux, et la connaissance de l'une d'elles entraîne immédiatement celle de l'autre (règle des fonctions inverses) ; nous nous bornerons donc à rechercher l'une de ces dérivées, celle de y par exemple.
14. Cas d'une fonction explicite. — Règles préliminaires. — Supposons d'abord que la fonction y soit explicite, c'est-à-dire que de la relation
on sache tirer la valeur de y
l""* règle ou règle des fonctions de fonctions, — Soit y fonction explicite de u^ et ti fonction explicite de t,
y se trouve alors fonction de x par l'intermédiaire de la fonction w, ce que Ton exprime en disant que y est fonction de fonction.
Donnons à x Taccroissement différentiel dx : il en résultera pour u l'accroissement du et pour y l'accroissement correspondant dy, et l'on a l'identité
dx du dx'
Ce résultat s'exprime en disant que la dérivée de y par rapport à X s'obtient en faisant le produit de la dérivée de y par rapport à u, par la dérivée de u par rapport à x.
C'est la règle dite des fonctions de fonctions : elle s'étend évidemment sans aucune diflSculté au cas où l'on aurait entre y et X un plus grand nombre de fonctions intermédiaires. Si par exemple on avait
!/=/•(«) u=9(u) t? = tKx),
la dérivée de x serait donnée par
dy dy du dv dx du dv dx*
etc.
2* règle ou règle de la somme. — Supposons que l'expression explicite de y en fonction de x se décompose en une somme de plusieurs termes, u, v, w, qui soient chacun des fonctions de x,
Donnons à x l'accroissement différentiel dx, il en résulte des accroissements du, dv, dw pour u, v, w, et l'accroissement dy de y sera évidemment leur somme
dy =i du -^ dv -\- dw;
divisant par dx :
dy ^ du^ A. — M — dx "" dx dx dx '
Ainsi, la dérivée d'une somme s obtient en faisant la somme des dérivées des termes qui la composent.
Conséquence : dev^ fonctions qui ne diffèrent que par une constante ont même dérivée, la dérivée d'une constante étant évidemment nulle.
3* règle ou règle du produit. — Supposons que la fonction y de X soit formée par le produit de deux autres fonctions, u et v, de x^
y = uv.
Donnons k xnn accroissement dx, il en résulte pour u et v les accroissements du et dv, et l'on a :
y + dy = {u + du) {v + dv) = uu + udv + vdu + dudv,
ou, en retranchant de cette équation la précédente,
dy = udv + vdu + dudv.
Mais le terme dudv, qui est du deuxième ordre, est négligeable à côté d'infiniment petits du premier ordre d'après le principe
fondamental, et Ton a, en divisant par dx Véquation ainsi simplifiée :
dy du . dx>
dx dx dx
Ainsi, la dérivée d'un produit de deux fonctions s'obtient en multipliant par lu seconde fonction la dérivée de la première et en ajoutant à ce terme le produit de la première fonction par la dérivée de la seconde.
Ce résultat peut se mettre sous une autre forme. En divisant les deux membres par y ou uv, on trouve
dy du dv
dx dx dx
Cette simple transformation permet Textension immédiate de la règle précédente au cas d'un nombre quelconque de facteurs. Si, par exemple,
y = UVWy
on a, en considérant d*abord vw comme une seule fonction et appliquant la loi de dérivation démontrée :
dy du d(vw)
^ — l£ _i. ^^ y "" u vw '
Mais le dernier terme se calcule à son tour par la même règle, et Ton a :
d\vw) dv dw
dx __ dx dx
vw V w
Donc, enfin,
dy du dv dw
dx ^* , ^-^ dx
y "■ "û" IT 'w'*
et ainsi de suite.
CALCUL DIFFERENTIEL L>
On simplifie assez souvent récriture de ce résultat en y laissant en place des dérivées les différentielles ; on écrit alors :
dy _ du dv dw y u V w
4* règle ou règle de la puissance. — Supposons que y soit une puissance d'une autre fonction de x :
Si m est entier et positif, ce cas rentre dans le précédent, car
y =:uxuxux u...
d*où
dy du
OU
dy y du « t du
dx u dx dx
Si Texposant est entier et négatif,
on peut écrire
en posant
Alors
or
dy « «c?i?
dx dx
uv= ij
d'où, par la règle du produit,
udv + t?du = 0,
c*est-à dire :
du = du = — -5 du,
etj par suite,
dy _-_. du
Enfin, si m est fractionnaire et égal à ^ par exemple, posons
D'après les règles précédentes :
dz ^ t du
égalant ces deux valeurs, on trouve
dx g dx
On peut donc énoncer cette règle générale :
La dérivée de la puissance d'une fonction s^obtient en multipliant la dérivée de cette fonction par Vexposant de sa puissance et pa/i^ la fonction elle-même élevée à une puissance d'une unité moindre.
5° règle ou règle du quotient. — Soit une fonction y formée par le quotient de deux autres fonctions u ei v :
On a alors
d'où, par la règle du produit :
do . dy _ du
et, par suite,
ou, si Ton préfère,
dy du dv dx ^ dx dx
du dv dy dx dx
dx ~" t3« '
résultat qui s* énonce sans difficulté.
15. Applieatlon des rèsles précédenteti A la déri< vation des ffonctlonfli simples.
1* Fonctions algébriques :
y = œ; la dérivée s'obtient directement: on a évidemment
dx ^' ij^=af"^ la règle de la puissance donne
— — =r mx"* ', dx
y = 00?" ; la règle du produit donne
--2 = amx"»-*, dx
y = un polynôme entier de la forme a^a?* + a^^"*" + . . . ;
la règle de la somme donne sans difficulté
^ = a^mx*-* +a^(m — l)x"«-« +...
y = le quotient de deux polynômes entiers = ??;
la règle du quotient donne
dy_ ^ dx dx
dx" Q* *
et Ton sait former les dérivées des polynômes entiers P et Q.
j/= la puissance entière ou fractionnaire, positive ou négative d'un polynôme entier = (P)* ; la dérivée s'obtiendra par la règle de la puissance,
La question de la dérivation se trouve ainsi complètement résolue pour toute fonction algébrique, car une pareille fonction se ramènera toujours sans difficulté à l'un des types précédents.
2** Fonctions transcendantes :
a. Fonctions trigonométriques directes.
y = sinx\ la dérivée s'obtient directement : on a
dy = sin (x + dx) — sin x,
= sin X cos dx -h sin dx cos x — sin x, dy sîndx
dx dx
cosx
/\ — cosdxX
sind^uT Mais, ainsi qu'on l'a vu en trigonométrie, — ^ — tend vers
l'unité.
1 ~"~ oo^dûP
D'autre part, d'après une remarque faite (3), -z '- tend
aci/
vers zéro.
Donc
dy 5;-C08x,
y=iCOSX; on a :
C08X = sin (- — xj
On applique la règle de fonctions de fonctions : on pose
d'où
et comme
x = u, y = sin Uy
dy du
•rr = cos u -7- »
dy
-r- = — sm X.
ax
y = tgx; on a :
. smx
tgx = ,
° cosx
la règle du quotient donne
dy _ i dx cos*x
y = cotgx; on trouve, de même,
dx sin*x
y = une fonction algébrique quelconque de sinj*, cost, tangir
ou cotg^; on obtient la dérivée sans difficulté par la règle des fonctions de fonctions.
Remarque sur ces premières dérivations. — La fonction y étant explicite, la dérivée se présente naturellement sous la forme d'une fonction de x, mais le problème n*en sellait pas moins résolu si Ton trouvait -^ exprimé en fonction de y ou de j? et t/
simultanément, car l'équation de liaison F(j7, y) = 0 permettrait toujours, théoriquement du moins, d'éliminer //.
b. Fondions trigonomëtriques inverses.
Application de la remarque précédente :
y = arcsinx, cette équation revient à j: = siny, d'où, par application de la règle de dérivation du sinus,
et, par suite,
dx dy
= cos j/.
dy dx
cosi/ dbv^i— x«
Le double signe s'interprète sans difficulté. En effet, à un
sinus donné x correspondent tous les arcs
JfV^ — ^^VJW qui, aboutissant en M ou en M', rentrent
dans les deux formules
2kn + AM, (2fe + l)7c — AM.
Aux premiers arcs correspond le signe + de la dérivée, car dy a le même signe que dx^ l'arc croissant en même temps que le sinus. Aux seconds arcs correspond le signe — , car les différentielles sont de signes contraires.
y = arccosx. On trouve par un calcul tout analogue :
dy ^ \
dx ± v^i — x«'
Il est à remarquer que cette dérivée est identique à la précédente, résultat facile à prévoir, car
arc sînx ± arc cosx = - + 2li«,
les deux fonctions ayant une somme ou une différence constant^, leurs dérivées doivent être égales au signe près.
c. Fonction exponentielle.
y = a'\ la dérivée s'obtient directement. On a :
dy = «*+*' — a* == a* (a**— { ),
dy a^—i
dx dx
Posons a^ — 1 = 6, en désignant par e une quantité infiniment petite, puisque a'* tend vers Tunité.
Alors
dx La = L(l + e), d'où
dx L (1 + e) «
Or, on sait que
a pour limite le nombre e lorsque c est infiniment petit; donc le logarithme népérien de cette quantité a pour limite Tunité, et, par suite,
dx
Remarquons, comme cas particulier, que e* aura pour dérivée ^; Texponentielle népérienne se reproduit donc par dérivation ; c*est à cette propriété remarquable que se rattache le rôle si important du nombre e en analyse.
d. Fonctions logarithmiques,
y = log^x. Le logarithme est la fonction inverse de l'exponentielle, en d'autres termes, la liaison est la même que dans le cas précédent, avec cette différence que cr et y y ont été permutés l'un dans Tautre. Ainsi, de y^log^x^ on déduit t = a"; de là
et, par suite.
dx
-— = a'La;
dy i \
dx "~ a^l.a "" xl.a'
En particulier, si le logarithme est népérien, la dérivée se réduit
ai.
iO. Pour achever de résoudre complètement la question de la dérivation dans le cas de la liaison
il nous resterait encore à donner :
1® Une règle plus générale que les précédentes relative au cas de la fonction explicite yz=f{x)\
2® La règle des fonctions implicites.
Mais nous remettons à l'un des prochains paragraphes l'énoncé et la démonstration de ces deux règles, car elles se déduisent très simplement comme cas particulier de l'étude des fonctions de plusieurs variables.
Quand ces deux règles auront été données, nous aurons entièrement résolu la question pour la liaison à deux variables, c'està-dire que nous saurons toujours trouver, lorsqu'une pareille liaison nous sera donnée, une fonction de x qui pour toute valeur
dy de X représente la limite du rapport -~ relative à cette valeur,
ou, si Ton préfère, le coefficient angulaire correspondant de la tangente à la courbe figurative de la liaison.
Nous désignerons fréquemment cette fonction dérivée par la notation j/ ou par /"(^), si f(x) représente la valeur explicite de y.
De même, nous désignerons par a! la fonction dérivée de x par rapport à y, c'est-à-dire
dx la valeur du rapport -r- ou la cotangente de
l'angle 0, que fait avec Taxe des x la tan- ^y ® « ^ gente à la courbe.
Les deux fonctions j^, y' sont liées comme on Ta déjà vu par la relation
IT. liaison entre les dlITérentlelles de x et de y. —
Revenons maintenant à la question que nous nous étions posée tout d'abord, la recherche de la liaison entre les accroissements différentiels dx et dy, lorsque a? et y sont liés par une relation connue F(:r, y) = 0.
Supposons calculée la fonction dérivée y', on aura
dx ^'
d'où
dy = y'dx.
Il est évident que c'est là la liaison cherchée et qu'il ne saurait en exister une autre, car entre les accroissements finis ^x et Ay, dont l'un doit rester arbitraire, il ne peut y avoir qu'une seule liaison, et c'est cette liaison unique qui doit subsister à la limite entre les accroissements différentiels.
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On voit ainsi que la recherche Jea dérivées nous a conduits i déterminer la liaison entre les différentielles dx et dy, ou, en d'autres termes, k différenlicr la liaison F{x,y) = 0. Mais ces deux problèmes n'en sont pas moins très distincts l'un de l'autre, et cette différence s'accentuera encore davantage lorsqu'il s'agira des dérivées d'ordre supérieur.
ÉTUDE DES LIAISONS RENFERMANT PLUS DE DEUX VARIABLES
iS. Définition des dUférenllelIes et dea dérivées partielles : dlflérentlelle totale. -~ Prenons d'abord le cas le plus simple, celui de trois variables, et soit
la liaison donnée. On suppose, bien entendu, qu'il n'existe pas d'autre relation entre les tfois variables x, y et s.
Pour bien faire comprendre le mécanisme d'une pareille liaison, imaginons l'exemple d'un récipient rempli d'un liquide incompressible dans lequel on aurait pratiqué trois tubulures ir,y,s, munies cha- * cune d'un piston.
Il est clair que si l'on déplace arbitrairement l'un des pistons, le piston x par exemple, il faudra nécessairement, à cause de l'incompressibilité du liquide, que l'un au moins des deux autres pistons se déplace. Seulement, les déplacements de ces deux pistons resteront encore arbitraires dans une certaine mesure, c'est-à-dire que le piston y pourra se déplacer plus ou moins, et alors le piston s se déplacera moins ou plus, dans une mesure correspondante.
Si l'on déplace arbitrairement deux des pistons, x et y par exemple, le déplacement du troisième piston z sera entièrement déterminé.
C'est ce qui arrive dans le cas de la relation F{t, y, s}^0
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lorsqu'on fait jouer à j* et y le rôle de variables indépendantes, c'est-à-dire lorsqu'on leur attribue des accroissements arbitraires : on dit alors que z est fonction de x et y.
Supposons que, laissant y invariable, on fasse varier x seulement d'une quantité infiniment petite dx : il en résultera pour z une variation infiniment petite, que nous pourrons noter d^z, pour rappeler l'hypothèse qu'on vient de faire.
d z Le rapport -^ aura une limite qui dépendra des valeurs attri-
CUV
buées à X, y,z, et qui sera exprimable par une fonction de x, y, z que nous savons déterminer, car pour l'obtenir il suffit de traiter la liaison
comme une liaison à deux variables x et z, en y considérant y comme une constante. Cette fonction s'appelle la dérivée partielle de z par rapport à x.
Supposons actuellement que laissant x à son tour invariable nous donnions à y un accroissement différentiel dy, il en résultera pour z un nouvel accroissement différentiel que nous noterons dyZ, et la limite du rapport
dyZ
dy
sera égale à une fonction de x, y, z qui sera dite la dérivée partielle de z par rapport à y, et qu*on déterminera aussi aisément que la dérivée partielle précédente.
Si la liaison donnée peut se mettre sous la forme explicite en z
les deux dérivées partielles que nous venons de définir s'écriront
Quant aux dififérentielles de z que nous avons notées dj,z, d^z, et qui correspondent comme on Ta vu à deux hypothèses très différentes, on les nomme différentielles partielles^ et dans la pratique du calcul différentiel on a coutume de les écrire en supprimant les indices, mais en leur laissant un double facteur diflFé-
rentiel qui supplée à l'absence d'indices. Ainsi, on écrit — dœ au
lieu de djs, et -j-drj au lieu de dyZ (*).
Cette notation est défectueuse, on le voit, en ce que le même symbole dz a deux significations différentes, et Ton pourrait tomber dans de graves erreurs si, oubliant dans un calcul les observations précédentes, on supprimait les facteurs dx ou dy qui jouent le rôle de véritables indices.
Si a? et y varient simultanément d'une manière quelconque et prennent des accroissements différentiels dx, dy, z prend un accroissement différentiel qui s'appelle la différentielle totale de s, qu'on note communément par dz sans indice, et dont la notation rationnelle devrait être d^^^z (**).
lO. Tliéorèiiie. — La différentielle totale d'une fonction z de x et de ^ correspondant à deux accroissements simultanés dx, dy de ces variables est la somme des différentielles partielles correspondant respectivement à ces mêmes accroissements.
Ce théorème se traduit par l'équation
dz dz
dz = -T- dx + -;- dy.
dx dy
Nous en donnerons d'abord une démonstration géométrique.
(*) Celte notation revient à substituer à la différentielle partielle le produit égal de la dérivée partielle par Taccroissement correspondant de la variable.
(**) Dans ce cas^ il ne peut exister évidemment aucune fonction analogue à la dérivée.
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Considérons la relation
comme représentant une surface et soit m[x, y, s) un point de cette surface.
Si, partant de ce point, on donne à x seul une variation différentielle dx en laissant y invariable , cela veut dire qu'on se déplace dans un plan parallèle au plan ZOX ; puisqu'on doit d'ailleurs rester y sur la surface, on
se transportera ainsi en un point n de la courbe mn, section de la surface par le plan mené par m parallèlement à ZOX, et Ton aura :
project. mn sur le plan XOY = jjlv = dx. La quantité dont on s'est élevé, soit
(nv — mfi)
dz sera donc la différentielle partielle de z, — dx.
De même, si l'on donne à y seul une variation différentielle dy en laissant x invariable, cela revient à se déplacer sur la surface dans un plan parallèle à ZOY. Soit mp le déplacement en question, pLw ou dy sa projection horizontale. La variation correspondante de
(p«-»mji)
sera la différentielle partielle -r- dy.
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Enfin, si Ton donne simultanément à iP un accroissement jjlv ou dx, et à y un accroissement [xr ou rfy, on se transporte en projection horizontale au point p sommet du rectangle iivicp, et l'accroissement correspondant de z
(rp — mix)
est la différentielle totale de 5 correspondant aux accroissements différentiels simultanés dx et dij.
Si nous considérons actuellement le plan tangent en m à la surface et si nous désignons par /i^, Pj, i\ ses intersections avec les verticales des points n, p, r, les droites 7n;i,, m;;^, mi\ étant les tangentes respectives aux sections verticales mn, mp, mr de la surface, on a vu (-4) que les segments nn^, pp^^ rr^ étaient infiniment petits d'ordre supérieur, c'est-à-dire négligeables, à côté des infiniment petits jusqu'ici considérés.
En négligeant ces quantités et substituant les points n^, p^, 7\ aux points n, p, r, on peut écrire
dz = r j p — mji.
Mais, dans le parallélogramme 'ïïi7i^p^r^ (*), la somme des hau teurs de deux sommets opposés au-dessus du plan horizontal est égale à la somme des hauteurs des deux autres, c'est-à-dire que
r,p + mil = ritV + p,ic,
OU enfin
(*) Section d'un prisme à base rectangulaire par un plan.
, dz , , dz .
20. Démoiifltratioii algébrique du ménie théorème. — Démontrons actuellement le même théorème par l'analyse. Si
on a par définition
dz = r{x + dx, y + dy) — ^{.v, y),
ce que Ton peut écrire en ajoutant et retranchant la même quantité f{x + dx, y) au second membre
dz=[r(x + dx, y + dy)^r{x + dx,y)] + [f[x + dx, y) — r(x, y)].
La deuxième parenthèse du second membre est la différentielle -^ dx\ la première est ce que devient -7- dy lorsqu'on y
oLjc ^y
dz change x en x -\- dx. Or, la différentielle --j^ dy peut être consi-
dz dérée comme le produit de la dérivée partielle — par rfy, et cette
dérivée partielle est une certaine fonction de ir et de y telle que ç(t, y) par exemple. Si Ton change x erix-^- dx dans le produit (p(j?, y)dy^ le facteur dy ne varie pas, et le facteur <p(j7, y) subit une variation e qui est généralement infiniment petite (i i). Ce produit devient ainsi
?(*, y)dy-\'tdy,
et, en négligeant les infiniment petits du deuxième ordre, il se réduit à
^{x,y)dy, c.-à-d. -^dy.
(*) Diaprés cette démonslration , le théorème d'analyse qui nous occupe correspond^ on le voit, à Texistence en géométrie du plan tangent à une surface.
Donc enfin
GÉNÉRALISATION. — Cette démonstration algébrique a l'avantage de s'étendre sans difficulté au cas d'une fonction de n variables
La différentielle totale dz d'une pareille fonction sera la sommo de ses différentielles partielles
. dz , , dz , , dz . , dz , , dz , dz= -r- dx 4- -7- dy + y du -^ -7- du + :z — dw... dx dy " du dv d\v
Remarque «ur le théorème préeédent. — Le
théorème que nous venons de démontrer a une importance extrême ; il ramène immédiatement la différentiation d'une fonction explicite d'un nombre quelconque de variables indépendantes à celui déjà traité d'une fonction explicite d'une seule variable.
En effet, dans la relation que nous venons d'écrire, les termes du second membre peuvent être considérés indifféremment comme les différentielles partielles de z, ou comme les produits des dérivées partielles de z I-t^), \zr)i ^tc, ou
f xt /FI etc.,
par les différentielles partielles dx, dy, etc., correspondantes. Nous savons calculer ces dérivées partielles puisqu'elles s'obtiennent en faisant varier une seule lettre dans la fonction z qui se réduit alors à une fonction d'une seule variable. La formule
^^ = (s^) ^"^ ■*■ (57) ^^ "*■ (si) ^"^ + - =r.dx + r,dy + rudu -h...
fournit donc l'expression de la différentielle totale de z correspondant aux accroissements simultanés dx, dy, du de toutes les variables.
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Application à quelques exemples :
1* z = ai/sio2x,
cIz=:2aycos2x.dx + asin2x.dy;
2» z = asinSxy + 6i, — -f u*i/, dz= f2aycos2xî/-|--j dx + (2axcos2xi/+u«)dy + fsuy jdw.
Coiuiéqaeiiees du théorème précédent
1" Conséquences relatives aux fonctions (Tune seule variable indépendante.
a. Règle des fonctions composées.
Soit
une fonction composée avec deux autres fonctions w et v de ar dont les dérivées sont connues ; on veut former au moyen de ces dérivées la dérivée de la fonction y.
Considérons pour cela une autre fonction y^ composée avec deux variables indépendantes u, et v^, comme y est composé avec ueiv. Alors
yi = /'(uj, u,),
et d'après le théorème précédent
dVx = f\du^ + f'vxd^v
Cette relation a été démontrée sans restriction aucune pour toutes les valeurs de u^ et v^, et pour tous les accroissements différentiels que Ton peut attribuer à u^ et v, à partir de leurs valeurs initiales.
Elle aura donc lieu également si nous attribuons à u^ et v, des valeurs qui les rendent égaux à w et à v et des accroissements du^ , dv^ qui soient précisément ceux que prennent ueiv lorsque x s'accroît de dx.
Mais alors y^ et dy^ deviennent égaux à j/ et dy, et Ton a, par conséquent,
d'où, en divisant par dx,
m":{MW.{t)
formule qui résoud la question proposée et s'étend sans aucune difficulté au cas d'un nombre quelconque de fonctions composantes.
Remarquons que cette règle renferme comme cas particuliers les règles de la somme, du produit, du quotient, etc.
Application à quelques exemples :
On peut poser
Alors
du _ ^ ^_ 1
y = u sin 2u,
(i)=""«»(EV^»-»<i)
. . a /:; e' cos 2 Jl — X
= e'8m2vl — X ==== •
Posons
dï""*' dî"~*'
= x*4-x*Lx = x*(/.x + 1>
b. Règle des fonctions implicites.
Soit (t) F(r,y) = 0,
une liaison entre x et y que nous supposerons irrésoluble par rapport aux deux variables qu'elle renferme. On demande la liaison entre dx et dy, ou, ce qui revient au même, la dérivée de y considérée comme fonction de x.
Imaginons une fonction z définie par
la différentielle totale de cette fonction de deux variables indépendantes sera, d'après la règle donnée :
(3) dz = F'.dx + F'ydi/.
Supposons actuellement que nous donnions à j? et à y des valeurs et des accroissements tels que s, c'est-à-dire F(.r,t/), soit et reste constamment nul. La liaison (3), qui est absolument générale, ne cessera pas d'exister dans ce cas particulier. Mais alor.< on rentre dans les conditions de l'équation proposée
et comme rfs = 0, l'équation (3), qui se réduit à {4) F'.dx + F,dy = 0,
fournit la liaison cherchée.
On en déduit pour la valeur de la dérivée de y
Pî '^=di-"-F;'
formule connue sous le nom de règle de Sluze.
Il importe de remarquer toutefois que si l'on obtient ainsi la valeur de la dérivée, pour avoir cette dérivée elle-même, c'est-àdire la fonction de x égale à y\ il faudrait faire l'élimination de y «ntre les équations (1) et (5), opération qu'il sera en général impossible d'effectuer.
Application à un exemple^
on aura évidemment entre les différentielles simultanées de ces variables p liaisons telles que
/ Fx dx 4- F'y dy + F', dz + Y'u du... = 0, (h) \ *'xdx + ^\dy + <I»',dz + ^\du... = 0,
Il reste donc, par le fait des équations {a), n — p variables arbitraires, et, par le fait des équations {b), n — p différentielles que Ton peut faire tendre vers zéro arbitrairement (*).
Dans le cas où p = n — 1, il ne reste plus qu'une seule variable arbitraire : adoptons x pour cette variable.
On pourrait théoriquement tirer des équations données l'expression de chaque variable autre que x en fonction de x, et des équations ainsi obtenues :
^ . . !•«., ,. . du dz du , y
on déduirait les coefficients différentiels -3^, -i-,-]-, etc. , c est-
ax ax ax
à-dire les dérivées de ces différentes lettres par rapport à x.
Mais la théorie précédente permet d'éviter cette élimination qui
serait souvent impraticable, et elle fournit ces dérivées par le
système des (n — 1) équations (&), que l'on peut écrire
dx dx dx
^, du ,, dz , ,, du ,
On trouve, par la résolution toujours facile de ce système, les valeurs des In — 1) dérivées exprimées en fonction des n lettres x,y,z,u...
(*) Il ne faul pas oublier que les différentielles sont toujours par définition des quantités infiniment petites^ c*est-à-dire tendant vers zéro.
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Applleation à quelques exemples. — Soient
deux relations simultanées à trois variables par lesquelles y et z se trouvent fonctions de x. 1/ élimination de z conduirait à une relation telle que
d'où Ton pourrait déduire la dérivée -~.
Mais les règles précédentes permettent d'éviter cette élimination : elles donnent le système de relations différentielles
j F'x dx + F'„ dy + F', dz = 0,
d'où, par l'élimination de dz,
dy _ F'.^'.^F',^':, dx" F;*'. — F',*'/
Seulement; il faut bien remarquer que la dérivée -~ ainsi calculée renferme les lettres z et y dans son expression.
Prenons comme autre exemple le système
^^' (*(x,y, z, ii) = 0,
composé d'un nombre de relations inférieur de plus d'une unité à celui des variables. En éliminant Tune des variables, u par exemple, on serait conduit à une relation entre x, y, z, et l'on pourrait calculer alors sans difficulté la dérivée partielle de z par rapport à y.
Proposons-nous de déterminer directement cette dérivée par tielle sans éliminer u.
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Pour cela, nous opérerons de la manière suivante :
Nous supposerons d'abord les quatre lettres ir, y, c, u variant
d'une façon quelconque sans autre liaison entre elles que les
équations {a).
Nous aurons alors entre leurs différentielles les conditions
( F'x dx + F', dy 4- F', dz + F'« du = 0, ^ ^ ( ^'^dx + ^'ydy + *',dz + ^\,du = 0.
Actuellement, nous pouvons faire dx= 0, et, en éliminant du entre les équations différentielles ainsi modifiées :
F',dy + F'.dz+ F'«du=0, *'f dy + <ï»'sdz + fp'udii = 0,
on aura l'expression de la dérivée cherchée, qui est dite dérivée partielle de s par rapport à y parce qu'on suppose la variable u éliminée, mais qui correspond en réalité à une variation simultanée de y, z et II, puisque le système donné (a) ne permet de rendre, invariable qu'une seule des lettres qu'il renferme. Application au cas de
,. u*-aV + sinï^=0,
2u -fx*+ y»— 2«=0.
On demande — , dérivée partielle de z par rapport à y, après
élimination de u.
On a
(b) lu u \u u J \ u* uj ' f xdx + ydy — zdz + du = 0.
D'où, par élimination de du après avoir fait dx = 0,
, 2i/(a«H-u)--^ +^^cosï^ dz _ ^ ^ u\ u J XI
dy "" /^ xy xy\ '
z(2..-^C08-jf)
Donnons encore un exemple de ce genre de calcul . Soit le système
renfermant quatre variables a?, y, z, a.
Il résulte des liaisons entre ces variables deux liaisons entre leurs différentielles
et il est impossible de supposer que y et a restent à la fois invariables, puisque cette hypothèse conduirait à rfj* = 0, dz = 0* c'est-à-dire à l'invariabilité de toutes les lettres.
Il n'existe donc pas, dans le sens absolu du mot, de différentielle partielle de z par rapport à x, c'est-à-dire de différentielle de z correspondant à l'hypothèse où .r varierait seul, puisque cette hypothèse est inadmissible.
Si, dans un pareil système, on parle de la différentielle partielle de z par rapport à x, c'est qu'on sous-entend alors l'élimination préalable de a. Cette élimination une fois effectuée, z deviendrait une fonction de x et dey seulement, liée à ces variables par une seule équation et donnant lieu à des différentielles et à des dérivées partielles.
Toutefois, pour calculer ces dérivées et ces différentielles partielles, l'élimination de a, qui pratiquement serait souvent impossible, n'est nullement nécessaire; il suffira d'éliminer da dans les équations (fi) où l'on fera dy = 0, et l'on trouvera ainsi
DIFFÉRENTIELLES ET DÉRIVÉES D'ORDRE SUPÉRIEUR
24. I>éfliiitloii des dlfTérentlelles d'ordre supérieur et lliUsons entre ces dlfTérentlelles. — Considérons la liaison
renfermant un nombre quelconque ?i de variables.
Soit x^, j/p z^, t/j, v^... un système de valeurs satisfaisant à cette liaison, a^,, y,, z^^ tf,, v,. . . , un autre système y satisfaisant également et obtenu en donnant èiT^.y^,z^,^^^^^\... les accroissements
X, — Xj ou Ax,, j/2 — i/, ou Aï/,,
il est clair que parmi ces accroissements Aj*,, Ay^, Ar,... il y en a (n — 1) qui sont arbitraires, et que le ?i'*"*, \z^ par exemplç, se trouve déterminé par la liaison.
Passons actuellement à un troisième système i^^i/,, :?j,w,, v,... obtenu en donnant à son tour au système a*,, y,, 5„t^„ v,... les accroissements
X, — Xj ou Ax„
yt — î/t ou Ay,,
ces nouveaux accroissements sont, comme les précédents, liés entre eux par une relation qui déterminera le n'*~ Ajj, quand les {n — 1) autres auront été arbitrairement choisis. Si nous prenons les différences de ces différences, ainsi
Axg — Ax, que nous noterons AAx^ ou A%, Ay, — Ay, AAy, ou A*y,.
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parmi ces nouvelles quantités (n — i) seront évidemment arbitraires , puisqu'elles résulteront de la différence de quantités arbitraires; la n**"' à*z^ sera déterminée.
Passons maintenant des accroissements finis aux accroissements infiniment petits et remplaçons les lettres A par les lettres d: dx^\ dy^y dz^... seront les différentielles déjà définies de Xjy,z.,.; à partir de la situation x^yy^yZ^.,.yd'^x^^d'^y^yd^z^ îseront dites leurs différentielles secondes.
Il est aisé de voir, d'après cette définition même, que les différentielles secondes c?Vj, rf*î/|, d':?^... sont des infiniment petits du deuxième ordre.
En effet, ce sont les accroissements différentiels des différentielles premières lorsqu'on passe du système initial x^,y^,z^... au système (x^ + dx^), {y^-i-dy^), {z^ + rf^,), et, d'après une remarque faite (12), ces accroissements doivent être du deuxième ordre puisque les différentielles premières sont du premier.
►. Les différentielles premières sont ainsi considérées comme des fonctions infiniment petites des valeurs initiales j*,, y^jZ^,,. Ces fonctions ne sont pas absolument déterminées d'ailleurs, et s'il n'y a qu'une liaison
entre les variables, nous avons vu qu'il existait entre les différentielles la liaison unique
(6) ¥'^dx H- ¥\dij -\- Y'^dz +...= 0.
Nous pouvons écrire cette liaison sous la forme simple
(6) SLdx = 0,
le signe S s'étendant à toutes les différentielles et la lettre L représentant pour chaque différentielle la fonction dérivée partielle de F correspondant à cette lettre.
Les différentielles secondes, qui sont les différentielles des différentielles premières, seront donc liées à leur tour par une relation qu'on obtiendra en différentiant totalement la relation (6).
Les fonctions L ayant pour différentielles totales des expressions de la forme
dL . . fiL . . dL , ,
-j- dx + -T- dy + -7- dz + ...
dx dy * dz
la différentiation des relations {b) conduira à une équation de la forme
(c) SLd*x H- SMdJcdy + SNdx« = 0
homogène et du deuxième ordre relativement aux infiniment petits qu'elle renferme.
S80. Des considérations tout analogues à celles qui viennent d'être développées au sujet des différentielles secondes conduisent à la définition des différentielles troisièmes, quatrièmes, et en général des différentielles d'ordre n.
Les différentielles troisièmes seront les différentielles des différentielles secondes, et à ce titre ce seront des infiniment petits du troisième ordre. Ainsi de suite.
Quant aux liaisons entre ces différentielles, elles s'obtiendront en différentiant totalement un nombre de fois suffisant la liaison primitive. Nous avons déjà obtenu de cette manière la suite des relations
(b) SLdx = 0,
(c) SL d»x + SMdxdy + SNdx« = 0.
En différentiant à son tour cette dernière relation, on trouvera une équation de la forme
(d) SLd'x + SPdjcd»x + SQdxd*y + ERdxdy» + SSdx« = 0,
liant les différentielles troisièmes avec les variables x, y, s-., et les différentielles d'ordres inférieurs, etc.
Il est à remarquer que les équations ainsi obtenues, homogènes par rapport à l'ordre des termes infiniment petits qu'elles
renferment, sont linéaires par rapport aux diflférentielles de Tordre le plus élevé qui y entrent toujours par une expression de la forme
SLd-x ou F',d-.r + F\ d*y + F', d*2 + . ..
itTt. €jHm où il eJLÏmte entre les variables plusieurs relations simultanées* — S*il existait entre les variables x, y, z un nombre p de relations simultanées, de chacune des p relations de forme (a), on déduirait p relations de forme (ft), p relations de forme (c), etc., auxquelles les différentielles seraient obligées de satisfaire. Le nombre p doit être évidemment toujours inférieur à n.
2S. Variables indépendantes. — Si Ton a p relations entre n variables, n — /? de ces variables pourront recevoir telles valeurs et telles variations qu'on voudra. En général, on profite alors de cette faculté pour attribuer à ces variables une série d'accroissements infiniment petits égaux. Ainsi la variable x^ par exemple, recevant les accroissements
devient
X + djc, X H- 2djc, X + 3dx...
et, par suite, les différentielles d'ordre supérieur au premier, telles que d'iF, d}x^ d^x... sont toutes nulles. C'est ce qu'on exprime ordinairement en disant que x est variable indépendante et que dx est constant. Le mot constant, dans le cas actuel, ne signifie pas bien entendu que dx quantité infiniment petite, c'està-dire variable et tendant vers zéro, est une constante, mais bien que cet accroissement variable est toujours le même quand on passe d'une valeur initiale de x k une autre.
En résumé, les variables dites indépendantes sont des grandeurs que l'on fait croître par échelons infiniment petits égaux.
29. Applieation à un exemple. — Soient les deux relations à trois variables
j 2 H-xsiny = 0, ^^^ |3c« + y* — ^*=0.
On en déduit
( sin tjdx + X cos ydy -»- dz = 0, ^ ^ l jcdx + ydy — zdz = 0,
(sin yd^x + x cos j/d*y + d'z + 2 cos ydxdy — x sin j/di/* = 0, xd'x + yd^y — zd«z + dx» + dy* — dz» = 0,
Îsin î/d'x 4 x cos yd^y + d^z — x cos ydy* — 3 sin ydxdy* — 3x sin ydyd*y + 3 cos ydyd*x + 3 cos ydxd*y = 0, xd*x + ijd^y — zd^z + 3dxd*x + 3dï/d*i/ — 3dzd«z = 0,
On voit sur cet exemple que ces équations, bien que compliquées d'écriture, sont d'une formation très facile.
Si nous traitions maintenant Tune des lettres, z par exemple, en variable indépendante, les équations trouvées se simplifieraient par la suppression des termes en d^z, d^z, etc.
Déflnitloii des dérivées d'ordre supérieur
Soit d'abord le cas très simple de la fonction d'une seule variable f{x).
Posons
On a défini la fonction dérivée une certaine fonction de x égale au rapport des différentielles -^ résultant de la liaison (1).
On a désigné par i/ ou f'{x) cette fonction dérivée, et l'on a donné le moyen de la former dans tous les cas possibles.
Cette nouvelle fonction de x admet évidemment à son tour une fonction dérivée. On désignera par
y" ou r{x) cette dérivée, qui sera dite dérivée seconde de la fonction donnée,
et, en continuant de la même manière, on définira sans difficulté la suite des dérivées de f[x) (*). Si nous passons au cas d'une fonction
renfermant plusieurs lettres, nous pouvons toujours, en considérant comme des constantes toutes les lettres qui y entrent, à l'exception d'une seule, x par exemple, former la dérivée de F {x^ y, 5...) par rapport à cette lettre. C'est ce que nous avons déjà précédemment expliqué, et nous avons noté par
■* «» Fy, F»...
les diverses fonctions dérivées que l'on peut obtenir de cette manière.
Mais ces dérivées sont elles-mêmes des fonctions de t, y, 5... dont on peut former les dérivées par rapport à chacune des lettres qu'elles renferment.
Si nous choisissons par exemple la dérivée F. et si nous la dérivons par rapport à la lettre x et par rapport à la lettre 1/, nous formerons deux nouvelles fonctions qu'on désignera naturellement par
F'V, F"., et qui seront dites les dérivées secondes de la fonction F.
(*) L'expression de la dérivée première, ainsi qu'on Ta déjà remarqué, pourrait se présenter sous la forme d'une fonction de x et de y; mais alors y serait toujours, théoriquement du moins, facile à éliminer, puisqu'il est lié à x par une relation connue, et l'on obtiendrait ainsi la fonction de x dont la dérivée serait la dérivée seconde, ou bien on pourrait encore dériver l'expression de la dérivée première par rapport aux deux lettres x et y qu'elle renferme, en lui appliquant la règle des fonctions composées et traitant y comme fonction de x. On trouverait ainsi la dérivée seconde exprimée enx et en y comme la dérivée première.
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Il semble d'après cela qu'une fonction de trois variables par exemple, telle que F {x, y, z), admettant trois dérivées partielles du premier ordre
F'., FV, F'.,
et chacune de ces dérivées donnant à son tour trois dérivées, on doive obtenir ainsi neuf dérivées secondes de la fonction proposée, à savoir
F"x", F"xy, F"jfa» F"yx» F"yï, F\,, F",x» F". y, F"s«»
et ainsi de suite.
Mais, en réalité, le nombre des fonctions distinctes auxquelles on est conduit par les dérivations successives d'une fonction donnée est moindre qu'il ne parait tout d'abord, car parmi ces dérivées plusieurs sont identiques entre elles, en vertu du théorème que nous allons démontrer.
31. Théorème. — Si l'on fait subir à une fonction de plusieurs variables deux dérivations successives par rapport à deux des variables qu'elle renferme, le résultat de ces deux dérivations est indépendant de l'ordre dans lequel on les effectue.
Soit, par exemple, la fonction
il s'agit de prouver que
Dans les deux dérivations, les lettres autres que x et y sont traitées comme des constantes ; faisons donc abstraction de ces lettres, et, posant
considérons cette relation comme une liaison à trois lettres, x, y et u, définissant une surface.
A partir d'un certain point M de la surface correspondant à des valeurs u, Xj y des coordonnées, donnons à X d'abord, puis à y ensuite , des accroissements infinitésimaux dx ou m m', dy ou m m/'.
Nous déterminerons ainsi sur le plan des xy un rectangle infinitésimal mm'wi'^m"', projec- Y, tion sur ce plan de la section curviligne MM'M'^M'" de la surface, et Ton a identiquement • en désignant par u, u', u"^ u" les hauteurs des points MM'M^'M''' :
(ir — u") — (u'— u) = (u*'— u') — (u"— u).
Or u — li est la variation dett, c'est-à-dire de F{x, y, z, v..\ lorsque x s'accroît de dx, y restant constant : c'est la différentielle partielle -r- dx de u par rapport k x ; d'autre part, u" — t*"
est la même différentielle correspondant à une valeur initiale qui diffère de la précédente en ce que x restant constant, y a été changé en y -|- dy.
Donc
du est la différentielle de -7- dx lorsque y varie de dy. Considérant
— dx comme le produit de la dérivée partielle — ou F^ par dxy
on voit que l'accroissement infinitésimal de ce produit lorsque y s'accroît de dy sera {dx ne variant pas) :
En sorte que
(u* _ u") - {u' — «) = (^ dy'\dx = r„ dy dx.
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De même, on reconnaîtra sans difficulté que
(u'"— M') - (u"— u) = (^ dx\dy = ¥'\rdxdy. L'identité à laquelle avait conduit la figure revient donc à
F%di/dx = FVdxdî/,
xy — » yx»
OU
Introduction des dérivées de la fonction
(F x, y, z...) dans les relations dlllérentielles résultant de l'équaiion F (x, y, z...) = 0. — Nous avons déjà vu (SS 28 et suivants) que si des variables étaient liées par Téquation
leurs différentielles premières satisfaisaient à la condition
(b) F'mdx + F'ydy + F'.dz... = 0.
(*) Il est à remarquer que cette démonstralion s'appliquerait également à des différences finies Ax, Ai/.
Il est facile de reconnaître que Téquation de forme (c) (c) £L d«x + ÏM djc d 1/ + SN dx«,
à laquelle satisfont les différentielles secondes, est composée avec les dérivées premières et secondes. Cette équation s*obtient en effet par la différentiation totale de Téquation {b), et elle s*écrit (en tenant compte du théorème démontré au S 31) :
\ F',d»x + F\d^y + F'.d'z +...+ 2F^,^dxdy + 2F%,dxd; +... ' ) + P'«.dx« + F'Vdy* +• .= 0.
On arrivera de même, par un calcul long mais sans difficulté, à exprimer en fonction des dérivées de F les coefficients des équations de forme (rf), (f), etc., auxquelles les différentielles d'ordre troisième, quatrième, etc., doivent satisfaire.
341. IVotatlon dlfTérentlelle fréquemment employée pour représenter leii déri véeii d^une fonction de plusieurs variables. — Considérons une fonction de plusieurs variables F (x, i/, 5...) et posons
en désignant par u une variable nouvelle. Supposons qu'on laisse invariables toutes les lettres de F sauf une seule, la lettre x, par exemple, qu'on fera croître comme variable indépendante, c'est-à-dire en luf donnant des accroissements différentiels égaux, on aura dans cette hypothèse
du=:FVdx, dhi = F'V dx», d^u = F*',, dx»,
d*où
du dx
et
comme
d'ailleurs
on esl
écrire
d»F "■ dx*
= F, on est naturellement conduit à
d'où une notation fréquemment usitée pour les dérivées successives d'une fonction F par rapport à Tune des lettres qu'elle renferme.
35. Kxtension de la notatlou précédente aux dérivées mixteci. — Par analogie, on emploie également pour les dérivées mixtes telles que F!^, F'^i,, une notation analogue. Ainsi, on représente souvent
dxdy^ d»F
F"x, par
F^»»x' par
dy^dx
Seulement, il est essentiel de remarquer que dans -^t-j-, par
exemple, d'F peut être considéré comme la différentielle seconde de u égalé à F lorsque x varie seul avec un dx constant, tandis
/i*F que dans ^ , d* F ne représente la différentielle seconde d'aucune variable dans aucune hypow thèse.
En effet, figurons pour plus de clarté la liaison
^ uz=zF{x,y)
par une surface, en faisant abstraction des lettres autres que w, œ ^Y P-À y-t et 1/ qu'elle renferme, et dési-
gnons par ti, v!^ u'\ etc., les hauteurs au-dessus du plan XOY
des diflférents points tels que wî, m\ m" que nous aurons à considérer.
Soient ?n, w', m* trois points con*espondant à un même y et à trois valeurs de x infiniment voisines, on a
rf*F représente donc la différence de deux accroissements différentiels consécutifs d'une même hauteur m;ji, qui devient 7?i'u' d'abord et m'y ensuite.
Passons au contraire des deux points m et m* aux deux points m, et m\ obtenus en augmentant de dy Vy des premiers, on a
d'F ^ (u\ — u,)--(u^-~u) dxd«/ dxdr/
et Ton voit que d*F ne représente plus ici deux accroissements consécutifs d'une même quantité, mais la différence des accroissements différentiels des deux hauteurs m, jx^ et m(ji, qui deviennent m\u'j et m'(x'. Ce n'est donc plus une différentielle seconde
3e. Formule symbolique relative au cas de [n 1)
variables indépendantes. — Supposons qu'il n'existe aucune liaison autre que l'équation
entre les variables 1*, ^r, y, :;.
On pourra traiter alors x, y, z en variables indépendantes, et les équations [h) (c), dont nous avons indiqué au § 33 la forme générale, se réduiront à
{b) du = F',dx-fF',dy + ...
(c) d*u = 2F%dxdj/ + 2F%,dy dz +...+ F'Vdx' + FVdy' +...
Cette seconde relation pourra se mettre sous la forme symbolique
d»u=(F'xrfx + F'vrfy +...)»,
en convenant de remplacer dans le développement les exposants de F par des indices do dérivation, et les produits tels que F, F\ par F'',,.
Il est facile de généraliser cette formule symbolique.
Supposons en effet qu'elle soit vraie pour d'^it, et qu'on ait par conséquent
ilnu = (l\dx + y'ydy + V\dz +...)".
Le développement fournira des termes de la forme
K étant une constante, et pour calculer d"+*a on aura à diiT<*rentier séparément et totalement tous ces termes.
Mais dr, dy, dz,,, étant constants dans cette différentiatioii. le terme ci-dessus donnera
Kd:cPdî/«dc'-...(F^+\^,^^ d.v + y^^l^-^i,r„du f FX^.r+i... dz + ...),
que Ton pourra écrire symboliquement
RF;;pJ,,,^,,/i.xMi/M^^..(F'xdx + Fydxj + ¥\dz + ...).
On voit donc que la différentiation de d^xt, revient à multiplier symboliquement chaque terme du second membre par
(F',dx + FVdi/ + F'.dz +...), c'est-à-dire qu'on a
d^+^u = d"it(F'xdA: + Y'ydy + Y\dz -f ...) = (F'xdx -h Tydy + ¥\dz +...)"+",
et la généralité de la formule symbolique est ainsi démontrée.
37. Dérivées di*ordre supérieur des fonctions ini|»iieltes. — Soit u une fonction implicite de .r, i/, z,.. liée à ces variables par
Si Ton savait résoudre cette équation par rapport à «, on en
tléduirait
et Ton demande, sans résoudre Téquation (1), de calculer les dérivées successives de la fonction F, ou du moins des expressions qui leur soient égales.
L'équation (1) par la r(^g\e des fonctions implicites donne
'•"dx"" *V
Les autres dérivées partielles F'^, F,, seraient fournies par des quotients analogues.
Il est à remarquer que les expressions de ces dérivées partielles sont ainsi obtenues en fonction de x, y, z.., et de i/, car les dérivées *',, *',... renferment cette dernière lettre. Mais l'équation
permet toujours, théoriquement du moins, d'éliminer u et de lui substituer sa valeur en j*, y, z...
Actuellement, pour obtenir les dérivées d'ordre supérieur, on dérivera les valeurs des dérivées premières. Par exemple, on obtiendra F"'^ en dérivant par rapport à y
Si l'on a éliminé u du second membre, comme on vient de l'expliquer, cette dérivation se fera en considérant toutes les lettres autres que y qui entrent dans ce second membre comme des constantes.
Si l'on a laissé subsister u dans l'expression de F,, on devra regarder le second membre comme une fonction composée avec y et w, qui est une fonction de y, et dont la dérivée par rapport à y sera donnée par la dérivée partielle ¥\ :
r 1^ — -7- — ri-*
Exemple, — Soit
*(u, X, y) = xu + sin — = 0;
if
on
demande F'^c» ;
on
- cos
u cos-
- cos
Dérivons actuellement la première de ces deux dérivées par rapport à y, nous aurons :
/ . i u\du i i u
[X + - cos — I -r U\ r cos
\ y y dy \ ?/' V
i-j sin-
( X + - cos - I
lu u w' . u'S . / . 1 i( . u . u\dn ( -; cos r sm - + 1 X + - cos — h -• sm - ) -r-
_.__ \y* y y* y) \ ?/ ?/ • y* y) dy
X + - cos — I
et comme
, "z cos -
du _ p, _ , y* y
X 4- - cos -
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en portant cette valeur dans F''.,, on trouve définitivement après simplification
l — T ces ; sin - ) H — r cos* -
( X + - COS — l
\ y yj
K On peut se proposer de déterminer la formule générale qui donne les dérivées secondes, troisièmes, etc., de F en fonction des dérivées secondes, troisièmes, etc., de*, comme nous l'avons déjà fait pour le premier ordre.
En dérivant par rapport à y les deux membres de l'équation
on trouve:
et à cause de
On obtiendrait de même les expressions des autres dérivées de F.
EXPRESSIONS ET ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
39. Kxpremiiions dlirérent telles. — On appelle expression différeyitielle une quantité composée algébriquement avec des quantités constantes ou variables de grandeurs finies et avec des différentielles.
Par exemple, la quantité
xd}y — î/d'x + 1/' dx' + xy dx dy + x* dj/'
dx + dy
est une expression différentielle.
Une première remarque à faire, c*est qu'une expression différentielle doit toujours satisfaire à la condition d'homogénéité qui résulte du principe fondamental sur les infiniment petits. Ainsi, dans l'exemple ci-dessus, tous les termes du numérateur sont du second ordre ; ceux du dénominateur sont du premier.
S'il en était autrement, on simplifierait l'expression par la suppression de certains termes, comme on Ta expliqué au S 6-
L'ordre d'une expression différentielle est celui de la différentielle d'ordre le plus élevé qu'elle renferme. Ainsi, l'expression précédente est du deuxième ordre parce qu'elle renferme les différentielles secondes d^x, d^y.
Au contraire, l'expression
!/• d.x' + 2 xy dx dy 4- x* dy*
serait dite du premier ordre, bien qu'en réalité ses termes soient du deuxième ordre de petitesse, parce qu'elle ne renferme que des différentielles premières.
4iO. Une expression différentielle n'a de signification que si les différentielles qui la composent sont définies, c'est-à-dire s'il existe entre les variables correspondantes un certain nombre de liaisons.
Supposons, par exemple, que ces variables soient au nombre de n liées entre elles par p relations telles que
les différentielles successives seront liées comme on l'a vu par p relations de forme [b]
{h\ SLdx = 0,
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par p relations de forme (c)
(c) SL d^x H- 2M dx dy + SN dx* = 0,
etc.
Pour que Texpression différentielle donnée que nous supposerons d'ordre q fût déterminée, il faudrait pouvoir en calculer la valeur pour un système de valeurs données de j-, y, s..., c'est-àdire y remplacer les rapports de différentielles par leurs valeurs enip, y, 5. Or, les relations de forme (6) (c)... étant homogènes ainsi que l'expression proposée, on peut toujours diviser tous les termes par l'une des différentielles qui y entrent, dx par exemple, à une puissance convenable. Donc, en réalité, si l'on s'arrête dans ces relations à l'ordre q, on aura pq relations entre nq — 1 rapports de différentielles ; il en restera donc encore 717 — 1 — pq ou (n — p)q — 1 d'arbitraires, et pour achever de déterminer l'expression on devra supposer :
autres relations entre les variables et les différentielles.
Revenons, par exemple, à l'expression différentielle précédemment choisie :
Q _ xd*y — yd*x + y* dx* 4- xy dx dy + x* dy* " " dx + dy '
elle est du deuxième ordre à deux variables. Supposons ces variables liées par une relation telle que
On aura entre les différentielles
(b) F',cijc + F',dy = 0,
(c) F'. d*x + FV d*y + 2 F"x„ dx dy + F'V dx* + FV dy* = 0.
Dans ce cas. n = 2 7 = 2 jo = 1 .
Il reste donc [{n — p)q—l], c'est-à-dire une relation arbitraire à établir.
o8 COURS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL
On devra donc supposer pour que l'expression diflférentielle soit déterminée qu^elle a été établie dans une hypothèse spéciale, par exemple en imposant aux différentielles une relation supplémentaire telle que
où X représente une constante. En portant cette valeur de d*y
dans réquation(c), on obtiendra une valeur de -^ en fonction de
, du a-, y et ~.
Or, — est donné par Téquation {b) en fonction de x et de y.
On arrivera ainsi à des expressions de la forme
dy = flx,y)dXy d^x = 9 (x,y) dx\ d^y = Xç {x,y) dx\
et en portant ces valeurs dans l'expression différentielle, on la transformera en une quantité de la forme
Q = *(x,î/)dx,
qui ne renferme plus qu'un facteur différentiel, celui par lequel on a divisé toutes les équations (*).
Il est essentiel de remarquer que la valeur de Q ainsi obtenue serait différente si nous avions supposé une liaison autre que (a) entre les différentielles. '
41 i. Expressions difTérentlelles invariables. —
Il peut arriver que certaines expressions différentielles soient
(*) L'expression considérée esl infiniment petite du premier ordre ; elle pourrait être d'un ordre quelconque n et sa valeur serait mutipliée alors par dx"; n pourrait être égal à zéro, et, dans ce cas, on aurait une quantité finie. En général, si l'expression différeniielle considérée renferme un facteur infinitésimal tel que dx% elle se trouvera divisée par un infiniment petit du même ordre dans les calculs où elle figure, de manière à conduire définitivement à un résultat fini.
composées de telle manière qifelles se trouvent déterminées sans qu'on ait à établir pour cela le nombre de relations précédemment indiqué entre les variables et les différentielles.
Par exemple, les premiers membres des équations {b) (c) qu'on déduit de
sont des expressions différentielles qui sont nulles, par le fait même de ces équations, et par conséquent bien déterminées, quel que soit l'arbitraire qui reste encore dans la variation des lettres.
Autre exemple : dans le cas de la liaison à deux lettres y =/* (y,, les relations différentielles successives sont :
dy =r r (a) dx,
d^y =r f* (x) d*x + r {x) dx«,
d*y = rix) d»x + 3 r {x) dx d»x + f M dx\
etc.
On peut déduire do ces relations les valeurs des dérivées successives de flx) exprimées en fonctions des accroissements différentiels des deux lettres ; on trouve ainsi :
^ ^''^-' di5 '
^ , . dx« d*y — 3 dx d«x d*y + 3 dt/ (d«x)* — dx dit d'x r M = ^^^^ : ,
etc.
Les expressions différentielles
,_ dx d»// ^dijd^x
_ dx> d\!/ ~ 3 dx d«x d'.y 4 3 dy{d*x)^ — dxdy d»x ^ dx»
etc., et toutes celles que Ton pourrait former par leur combinai-
«0 œURS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL
son sont donc invariables, quelle que soit la manière dont x et y varient, et leur valeur pourra être exprimée en fonction de x et de y, bien qu'on n*ait pas entre les différentielles le nombre de relations théoriquement nécessaire (*).
4^2. Changement de variables indépendantes. —
En général, les liaisons qu'on suppose exister entre les différentielles pour compléter leur détermination dans la formation d'une expression donnée, consistent à supposer certaines lettres traitées en variables indépendantes, c'est-à-dire ayant leurs différentielles d'ordres supérieurs toutes égales à zéro.
Changer de variables indépendantes, c'est trouver alors une autre expression différentielle correspondant à d'autres hypothèses et ayant même valeur que la première pour tout système de valeurs attribuées aux variables, et compatibles, bien entendu, avec les équations données.
Ainsi, soit Q une expression différentielle déterminée renfermant X, y, 5, u et leurs différentielles et correspondant à Thypothèse de x et y variables indépendantes, c'est-à-dire à
dKx = d*x = d*x = . . . . =r 0, d*y = d'i/ = d^y = • • • • == 0,
on pourra se proposer de déterminer une autre expression différentielle qui soit égale à la précédente pour toutes valeurs de X, y, 5, u compatibles avec les équations données et qui corresponde à l'hypothèse de z et u variables indépendantes, c'està-dire à
d^z = d^z = d^z =....=. 0, d*u = dhi = d*a = • • • • = 0.
(*) Quand nous chercherons à déterminer les éléments géométriques qui caractérisent une courbe en i*un de ses points, son rayon de courbure par exemple, nous serons conduits à des expressions différentielles invariables, et il doit en être évidemment ainsi puisque la manière dont on fait varier les coordonnées ne saurait influer en rien sur la valeur de ces éléments géométriques.
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Pris dans toute sa généralité/ le problème est susceptible, on le conçoit, d'une infinité de solutions.
En effet, les relations fondamentales de forme (a) {b) (c), jointes aux premières hypothèses, doivent permettre de déterminer l'expression différentielle, c'est-à-dire de substituer aux rapports de différentielles leurs valeurs en x, i/, z, u. Ensuite, si l'on fait de nouvelles hypothèses sur les différentielles, ces hypothèses, jointes aux équations fondamentales, permettront de réintroduire dans l'expression différentielle de nouvelles différentielles, mais on pourra faire plus ou moins complètement cette nouvelle transformation : le problème est donc indéterminé.
-43. Prenons par exemple l'expression
" dx d'ij
que nous retrouverons en géométrie et que nous supposerons déterminée dans l'hypothèse de x variable indépendante, avec la relation
On veut changer de variable indépendante et prendre y comme variable indépendante nouvelle.
On pourra opérer de la manière suivante : les équations fondamentales
(b) dy = f{x)dx,
(c) d»y = /* (x) d«x -f r{x) dx^
se réduisent dans l'hypothèse de dV = 0 à
;)«j/ = r' (x) c\ts
ou
Dx
on sorte que
[1 -f-rw^i
est la valeur de Texp^ession Q en quantités finies.
Actuellement, nous pouvons transporter dans les équations fondamentales la nouvelle hypothèse c?*y = 0, et, notant par la lettre S les différentielles correspondant à cette hypothèse, nous aurons
d'où
Sx»
Si nous portons dans la valeur finie de Q ces nouvelles valeurs {\ef'{œ) et f'{x) en fonction des différentielles, nous aurons la nouvelle expression
(8y» + Sx»)« """ 8i/5*x *
qui est bien une transformée de l'expression proposée correspondant au changement de variable indépendante. Mais on aurait pu trouver une forme différente de Q, en se bornant par exemple à remplacer f'{x) par sa valeur, ce qui aurait conduit à
" 8i/ Vx
:. On pourrait encore procéder d^une autre manière sans passer, en apparence du moins, par l'intermédiaire de l'expression finie de Q. On chercherait l'expression de Q indépendante de toute hypothèse, puis dans cette expression générale on introduirait l'hypothèse nouvelle. Pour cela, on se servirait des expressions différentielles invariables du premier, deuxième, troisième ordre. Ainsi, on a, dans le cas de l'exemple précédent :
-p invariable et égal par conséquent à ^^ ""^ • invariable et égal à. . . y^-
Portant les valeurs <lGr^ r-=^ dans la première expression de Q, on trouve
^ dxd*y — dyd*x
Cette valeur étant indépendante de toute hypothèse, on peut y faire actuellement d*î/=0, et l'on retombe ainsi dans l'une des expressions précédemment obtenues :
hy 3*x
•45. Chansemeiit de variables. — On a n variables Xji/jZ... liées par (n — 1) relations telles que :
et l'expression différentielle :
déterminée dans certaines hypothèses connues.
D'autres variables u,v,îi'... en nombre égal aux précédentes
leur sont liées par des relations que Ton peut mettre sous la forme :
On demande de trouver une expression différentielle égale à 0 et formée avec v,v,iv,., et leurs différentielles.
Tel est, sous sa forme la plus simple, le problème du changement de variables^ différent, on le voit, de celui du changement de variables indépendantes, mais généralement combiné avec lui.
Pour le résoudre, on commencera par donner à Q une forme 0, indépendante de toute hypothèse spéciale sur les différentielles, puis on différentiera totalement les équations (a), et Ton aura ainsi les dx^dy^dz,,, d^x^d^y^d'z.,. en fonction de UjV,\v... et de leurs différentielles. On n'aura plus ensuite qu'à porter ces valeurs dans Qj pour obtenir l'expression cherchée.
Telle est la marche générale à suivre : on s'en rendra bien compte sur l'exemple suivant.
-40. Reprenons l'expression différentielle
déjà considérée et calculée dans l'hypothèse de œ variable indépendante avec F (a?, y) = 0, et supposons qu'on veuille exprimer 0 en fonctions des nouvelles variables p et w liées aux précédentes par
\ X = pCOS cm, { y = p sm (!>•
On commencera par substituer à Q l'expression différentielle générale :
__ (dx« + dy«)«
Wj — T.
dxd}y — dyd^x
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indépendante de toute hypothèse sur la variation de j* et de y. Puis, des équations (a) diffère ntiées on déduira :
dx = — psîn(i>d(i> + coscodp,
dy = pcostodca + sincodp,
d"x = — 2stnci>db»dp — pcoS(i>dù)' — psincDd'cu + coscod'p, d-y = 2cosa>dctfdp ^ p sintodco* + pcoftcud'ui + sin uid'p,
et ces valeurs portées dans Q^ donneront après simplification
(p«dco« + dc«) t
\lt —
p'dd»'^ pdcad'p + 2dcodp' + pd*b>dp
Actuellement, rien n'empêche de faire de nouvelles hypothèses relatives aux nouvelles variables. Par exemple, si Ton suppose que 0) soit traité en variable indépendante et si Ton désigne par la lettre ^ les dififérentielles relatives à cette hypothèse, on aura
p'Dft#* — pDcod'p + ;2()(i>î)p'
Si| d'autre part, la liaison entre p et (o qui résulte de
est mise sous la forme
on sait que les quotients différentiels rj- r-~ sont égaux aux dérivées ç'(w), ç''(ci)) de la fonction <p. On pourra donc aisément exprimer 0, en quantités finies au moyen des nouvelles variables, et l'on aura
Q __ U'^yz) J [p* + yVto)»p
p.-pi!p +î/^V P* " P^"'"*' "^ ^''^''^* *
-4*7. Sans pouvoir traiter avec tous les développements qu'elles comporteraient les questions souvent très complexes du changement des variables et du changement des variables indépendantes, nous signalerons cependant Texistence de certains cas où les liaisons entre les nouvelles et les anciennes variables prennent une forme beaucoup moins simple que dans le paragraphe précédent.
Nous donnerons comme exemple la transformation suivante dont s'est servi Legendre :
Une fonction z étant liée kx et ky par une équation telle que
une expression différentielle du deuxième ordre est formée, dans l'hypothèse de x et y variables indépendantes. Désignons-la par
/o\ f^ ^f dz dz d}z d}z d}z\
On demande de calculer cette expression en fonction de trois variables nouvelles p, g et u liées à a?, j/ et z par les trois relations
dz P=dï'
f«x j dz
dz , dz
en adoptant p eiq comme nouvelles variables indépendantes. On a par différentiation de la valeur de u
du = pdx + qdy — dz + xdp + ydqi
mais
dz =pdx + qdy.
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en sorte que la valeur de du se réduit à
du = xdp + ydq»
Les dérivées partielles de u par rapport hp et èiq sont par conséquent
du
dp
du dq
La valeur de r, résultant de la troisième des équations (3), peut alors s'écrire
Les équations (4) et (5) et les deux premières équations (3)
fournissent ainsi les valeurs de ^, y, s, -r^i -r^ en fonctions des
dx dy
nouvelles variables. Il reste à exprimer les dérivées secondes
djc^ dxdy dy*
Désignons, pour simplifier, ces trois dérivées par les lettres r,
s et ^ et les dérivées secondes -r-r» . , > -n par les lettres p, ' rfjj" dpdq dq* ^ '^'
î et X.
La diflférentiation totale des deux premières équations (3) donnera
mais les équations (4) donnent à leur tour
'"'=dFd5*'P+ d? dî = <rdp + Td<,.
Portant ces valeurs dans les équations (6), on obtient les relations
) d(/ = (*p + /a) dp + (sa + (x) dq,
qui doivent être identiques, quels que soient dp et dq^ et qui entraînent, par conséquent, les quatre égalités :
Ces quatre, équations se réduisent i\ trois, car les deux premières donnent par soustraction
rp = i-,
relation que l'on peut obtenir aussi par la multiplication des deux dernières.
Il reste donc en définitive trois équations fort simples, permettant d'exprimer r. .v et t en fonction de p, c et t, et d'achever ainsi la transformation proposée.
Il est h remarquer que la transformation inverse pour reveniî* des variables nouvelles aux variables primitives, s'opérerait par des formules tout à fait symétriques de celles dont on vient de se servir.
4^8. Équations dlfTérentielles. — On appelle équalion différentielle toute équation dans la composition de laquelle entrent des expressions différentielles.
L'ordre d'une équation différentielle est celui des différentielles d'ordre le plus élevé qu'elle renferme.
Ces différentielles peuvent être relatives à certaines hypothèses spéciales; certaines variables ont pu être choisies comme variables indépendantes, mais il est nécessaire alors de bien spécifier ces hypothèses pour que l'équation différentielle ait une signification déterminée.
FONCTION DTNE SEULE VARIABLE
4l9. Déllnitioii des maxima et minima. — Soit y=f{ip) une fonction de x que nous supposerons réelle, finie et continue ainsi que ses dérivées, du moins dans Tintervalle où nous nous proposons de l'étudier. Si l'on fait varier œ d'une manière continue, la continuité de la fonction exige que toute valeur de y soit comprise entre deux \aleurs infiniment voisines, Tune qui la précède, l'autre qui la suit.
Cela posé, on appelle valeur maxima ou minima de y toute valeur supérieure ou inférieure aux deux valeurs infiniment voisines qui la comprennent.
50. Si Ton figure par une courbe la fonction y, il est clair qu'aux valeurs maxima ou minima m'p' ^ '^^^"v" t ^^V ^^ V correspondent pour la courbe les points les plus bas ou les plus hauts, c'est-à-dire les points où la tangente est évidemment
parallèle à Taxe des x (*). Or, nous avons vu (S 1 1) que la pre-
mière dérivée de f{j'),f*{ir), représentait le coefficient angulaire •de la tangente. Donc, aux points considérés
Ainsi :
Toute valeur de x qui rend f(x) maximum ou minimum doU annuler la dérivée première f'(x).
Tel est le caractère auquel les maxima et minima se reconnaissent (**).
(*) Si Ton en veut une démonstration plus rigoureuse, on peut raisonner de la manière suivante :
Considérons le point maximum m'y par exemple; puisque par définition les deux points infiniment voisins in\ et vx\ qui Je précèdent et le suivent
tendent vers le point m' en sMIevant tous deux sur la courbe; si Ton prend une situation particulière de ces deux points et qu^on mène par le plus élevé m'i une droite horizontale, on est assuré que le point m\ en s'élevant vers m' franchira celte horizontale en un certain point m', ; la sécante horizontale m\ m\ qui joint deux points infiniment voisins de la courbe devient alors à sa limite la tangente horizontale dont nous voulions démontrer Texistence.
(**) La relation -r^ = ^' (x) montre qu'aux points maxima et minima la limite du rapport des différentielles étant nulle, la différentielle de la fonction
SI. Cherchons maintenant un caractère pour les distinguer.
En général, si la courbe va en 8*élevant, le coefficient angulaire de la tangente est positif; il est négatif dans le cas contraire.
Aux points maxima, la courbe cesse de s'élever pour s'abaisser ; donc fiœ) de positif devient négatif et passe par zéro : rinverse a heu aux points minima.
Représentons à son tour f\x) par une courbe
Cette courbe, d'après ce qui vient d'être dit, couperaj^l'axe des X aux points correspondant à m', m", m'"' et aflectera (une
forme analogue à celle qu'on a représentée en traits ponctués sur la figure.
Mais la dérivée seconde f^{x) joue, par rapport à la dérivée première f'{x), le rôle que f{œ) joue lui-même par rapport à la fonction donnée.
La courbe figurative de f''{j') (représentée en trait pointillé sur la figure) devra donc avoir, comme on Ta indiqué, une
est négligeable à côté de celle de la variable; en d'autres termes, l^accroissement infiniment petit de y est au moins du deuxième ordre par rapport à celui de x.
ordonnée négative pour le maximum m\ puisque f(x) décroit en ce point, et positive pour le minimum m'^, puisque /^(ip) y est croissscnt.
D'où cette conclusion :
Les maxima se distinguent des minima d'après le signe de la dérivée seconde f'^x), qui est négative pour les premiers et positive pou/f^ les seconds.
La discussion peut donc se résumer ainsi :
MsLXimum f[x) = 0 f'[x) < 0.
Minimum T W = 0 T W > 0. (*)
SS. Points d*lnflexioii. — Les maxima et les minima alternent évidemment sur la courbe, et entre deux de ces points consécutifs doit exister au moins un maximum ou minimum de la dérivée : cela est évident sur la figure (**). Soit jjl' un de ces derniers points ; il est facile de reconnaître qu'au point correspondant i' de la courbe, la rotation de la tan-gente change de sens.
Ainsi, si l'on se déplace d'une manière continue sur la courbe, de m' vers m" par exemple, depuis m' jusqu'en t' la direction de la tangente, qui est celle même du déplacement sur la courbe, tournera constamment dans le sens de la flèche /*, puisque la dérivée, c'est-à-dire le coefl5cient angulaire de la tangente, va en décroissant constamment ; à pai*tir du
(*) Dans le cas particulier où /"(x) serait nul en même temps que/" (x), un n^aurait à proprement parler ni maximum ni minimum, mais la courbe figurative présenterait un point d'inflexion à tangente horizontale. Nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier en complétant la règle ci-dessus. Voir § 78.)
(**) En admettant, bien entendu, que les fonctions ^(x) et f (x] restent finies el continues dans l'intervalle, comme nous Pavons supposé.
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point %\ la dérivée seconde étant devenue positive, le coefficient angulaire de la tangente ira au contraire en croissant et la direction de cette tangente touniera dans le sens inverse, celui de la flèche f.
Le point i est dit point, d'inflexion.
Une remarque géométrique importante, c'est que les points d'inflexion d'une courbe sont indépendants des axes coordonnés choisis, tandis que les maxima et minima dépendent du choix de ces axes.
FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES
ft3. Soit actuellement
une fonction de plusieurs variables indépendantes : la différentielle totale de z est dans ce cas :
dz =r F'xdx + Y\dy + F'.du.., •
En appliquant à une pareille fonction les définitions du maximum et du minimum précédemment établies et étendues à toutes les variations possibles de la fonction, on reconnaît qu'il ne peut y avoir maximum ou minimum que si Ton a séparément :
etc.
En effet, supposons que l'une de ces dérivées partielles, F'« par exemple, diffère de zéro. Alors, laissant dans Fte, t/, t^, v...) toutes les lettres invariables à l'exception de la lettre u^ on rentre dans le cas d'une fonction d'une seule variable et l'on voit que la fonction s croit ou décroit avec u d'une manière continue de part et d'autre de la valeur considérée, puisque
dz = F'„ duy et que
Donc cette valeur n'est ni maximum, ni minimum.
L*exainen des dérivées secondes pourrait servir à distinguer entre eux les maxima et minima ; mais cette distinction est beaucoup moins facile à faire que dans le cas d'une seule variable, et sans entrer ici dans cette étude fort complexe, nous nous bornerons à faire remarquer qu'il peut se présenter des cas mixtes participant à la fois de la nature du maximum et de celle du minimum.
Pour éclaircir ceci, prenons le cas particulier d'une fonction de deux variables
et représentons cette fonction par une surface. Soit m un point pour lequel
Si nous considérons dans la surface les deux sections ama\
6;n6' parallèles respectivement aux plans coordonnés ZOX,ZO Y, les conditions que nous venons d'écrire expriment que les tangentes mt^ ms à ces deux sec- — -y tions sont horizontales, donc le plan tangent tms à la surface est horizontal.
Si nous supposons maintenant
il en résultera que le point m sera un minimum pour la première section et un maximum pour l'autre.
En faisant tourner le plan de section autour de la normale mn, on obtiendrait évidemment par raison de continuité des sections présentant entre ama! et bmb' toutes les disposi-
tions intermédiaires. Le point m présente donc à la fois les caractères du maximum et du minimum.
Les points tels que m ont reçu le nom de cols à cause des applications topographiques de cette théorie.
FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES NON INDÉPENDANTES
SS. Soit la fonction
(1) z = F(x, y, it,r...)
avec la condition
entre les variables.
On pourrait, par Télimination d'une des variables, ramener la question au cas précédent. Mais on peut éviter cette élimination.
Prenons les liaisons différentielles du premier ordre qui résultent des équations (1) et (2)
dz=^¥':cdx + ¥\dy -f F'r^ir...
0 = ^'xdx + ff'ydy + 9'rcic...
Eliminant Tune des différentielles des seconds membres, dv par exemple, on a:
(3) ?', dz = (F'« ?', - F; ?',) dx + (F', 9'r - F'- ?\) dij...
Actuellement x^ y, u... peuvent varier arbitrairement, et la variation de v résultera de leurs variations; on retombe donc dans le cas déjà traité , et pour que dz soit maximum il faudra que les coefficients de dx, dy, du.., soient séparément nuls, c'est-à-dire que :
F'x tP'c — F'r ç'x = 0,
ou plus symétriquement :
Ces conditions, qui dans le cas général de n variables seront au nombre de {n — I), jointes à Téquation de condition (2), détermineront les n variables. L'équation (I) fournira ensuite la valeur correspondante de z.
Le cas où Ton aurait plusieurs conditions entre les variables se traiterait d'une manière analogue : au lieu d'une seule différentielle on en éliminerait deux, trois ou quatre... au moyen des relations différentielles déduites des conditions données.
Exemple. — On demande le maximum du produit de plusieurs facteurs dont la somme est constante.
Les équations proposées sont alors :
(i) z = xyuv,
L'application de la règle donne les conditions
d'où
et à cause de (2)
d'où enfin
50. Ca« des fonctions discontinues. — Il est essentiel de remarquer que les raisonnements que nous avons faits supposent la continuité des fonctions qu'on étudie.
Un exemple fera bien comprendre l'importance de cette condition.
Soit un cercle 0 et un point extérieur A ; joignons le point A
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h un point M du cercle et cherchons les maxiiua et ininhna do la fonction AM ou z.
Exprimons d abord z en fonction de OP ou x; r étant le
rayon du cercle et l la distance OA, l'expression analytique de s sera :
Géométriquement, il est évident que si a- croit, z décroit jusqu'à la valeur minimum AB ou (/ — r) qu'elle atteint pour x=r ; si X décroît au contraire et dévient négatif, s va en croissant et atteint le maximum AG ou (/ + r) pour a? = — r.
Cependant, si l'on applique la règle analytique, on trouve:
d£ dx
ce qui indique une impossibilité.
Ce résultat tient à ce que z considéré comme fonction algébrique de X n'a pas, à proprement parler, de valeurs maxima ni minima: x variant de — r à -fr, z décroit d'une manière continue; sa plus grande valeur correspond à a? = — r, sa plus petite à j7= + r, mais si x dépasse ces deux limites, la fonction n'existe plus; ces valeurs ne sont donc pas des mçixima ni
des minima dans le sens même de la définition qui en a ét^^ donnée (*).
Au contraire, si nous exprimons z en fonction de Tangle a que fait le rayon OM avec OX, la fonction est continue avec a, et son expression analytique
donne la condition de maximum ou minimiim
iz— =2risma =.0,
(jui est bien satisfaite pour
a = 0 et a = '.
Cet exemple suffira pour faire comprendre quelles restrictions doivent être apportées à Tapplication des règles précédentes.
5*7. Solution géométrique de quelques questions de maximum et de minimum. — Dans certains cas, le principe d'après lequel la variation d une fonction est négli-
{•) Si ToQ figure la foDCtion z de x par une courbe, oo obtient la parabole
2« = f«-f r«— 2iJC,
qui ne représente AM qu'entre les deux ordonnées aa', bb' correspon-
dant k x^^dtr; on voit bien que ces ordonnées ne répondent pas à des points où la courbe ait sa tangente horizontale : ce ne sont donc pas des points maximum ou minimum.
geable au voisinage des maxima et minima peut être appliqué directement aux éléments d*une figure géométrique sans passer par l'expression analytique des fonctions que Ton étudie.
Nous allons en donner quelques exemples :
1* Soit M un point à Tintérieur d un triangle donné ABC : on demande de déterminer la position du point M de manière à rendre minimum la somme MA + MB + MG.
Déplaçons le point M en ^ laissant MC constant : ce point décrira alors un cercle de rayon MC et de centre C, et si sa position était bien celle du minimum cherché, on devrait avoir dans son déplacement sur ce cercle
d(MA + MB) = 0,
ce qui exige (comme dans la description de Tellipse) que les deux rayons AM,BM soient également inclinés sur la normale à la courbe décrite par le point M, c'est-à-dire sur le rayon MC.
Le même raisonnement appliqué aux autres rayons MA et MB fera voir que chacun de ces rayons doit être bissectrice de l'angle formé par les deux autres : donc les trois angles en M
sont égaux, et égaux chacun à-^, ce qui détermine la position
cherchée du point M (*).
2" Soient deux courbes (A) et (C) ; une tangente MN roule sur la courbe (C) et détermine dans la courbe (A) le segment MBN. On
(*) La construction du point M au moyen de trois segments capables de 120* décrits sur les trois cAtés du triangle, se trouverait en défaut si elle donnait un point extérieur au triangle ABC. Dans ce ca.«, d'ailleurs, on peut facilement reconnaître que Tun des angles du triangle, Tangle G par exemple^ étant nécessairement supérieur à 120", c'est le sommet de cet angle qui fournit le minimum demandé. La distance CM devenant nulle dans ce cas^ le raisonnement ci-dessus ne s'applique naturellement plus.
demande de déterminer le caractère des positions de la tangente qui correspondent aux maxima et minima de Taire ombrée du segment.
Soit A cette aire.
La condition analytique du maximum ou minimum donne
dA = 0,
d'où, en considérant une position infiniment voisine M'N' de la sécante :
aire MOM' = aire NON'.
Du point d'intersection 0 de M'N' avec MN, décrivons deux arcs de cercle Mm, Nn; nous formons ainsi deux secteurs circulaires HOnij NO/i, qui ne diffèrent des secteurs MOM', NON' que par les aires MmM'.
K NhN'. Or, il est facile de reconnaître que si langle 0 de MN avec M'N' est infiniment petit du premier ordre, ces aires sont au moins du deuxième ordre de petitesse (*). En négligeant ces aires infiniment petites, la condition précédente revient à
secteur OMm = secteur ON/7,
(*) Par exemple, en traçant Tare de cercle N'n', on forme l^aire quadrangulaire NnNV, qui If est du deuxième ordre, puisqu'elle est égale à
e X (ÔN'— Ôû'') __ e TON — On'\ (ON 4- On')
et qui est plus grande que Taire triangulaire
NnN'.
d'où
OH = ON
le point de contact 0 doit être le milieu de MN«
31^ Étant donné un angle YOX et un point p à Tintérieur de cet angle, on demande de mener par le point p une sécante telle que le produit
pm.pn ^^^ ^
soit minimum.
Supposons le problème résolu et soit mn la sécante ^ cherchée; considérons une
position mV infiniment voisine. On aura, d'après les considérations qui précèdent.
pm.pn =pm'*pr?,
ce qui montre que les quatre points m n m' n' sont sur un même cercle. En d'autres termes, il existe un cercle respectivement tangent à OX et à OY aux points m et n, et par conséquent la corde mn de ce cercle est perpendiculaire à la bissectrice 01 de l'angle YOX, ce qui détermine la position du minimum demandé.
NOTIONS PRÉLIMINAIRES SUR LES SÉRIES
Déflnltioii. — On appelle série une suite indéfinie de quantités arithmétiques ou algébriques se déduisant les unes des autres suivant une loi déterminée.
Il est évidemment nécessaire que cette loi existe pour que la série soit définie, car le nombre des termes étant infini par défi-
nition il est impossible de les écrire tous, et la loi en question doit suppléer à cette écriture.
On appelle terme général d'une série un terme dont l'expression est donnée en fonction du rang de ce terme ; cette expression se déduit précisément de la loi de formation des termes que nous venons de définir. Il est à remarquer que cette expression sera toujours algébrique, même dans le cas des séries arithmétiques, puisqu'elle doit renfermer une lettre représentant le rang du terme qui reste indéterminé.
SO. Convergence et divergence des «éries* — Une
série est dite convergente, lorqu'en faisant la somme de ses termes daiis V ordre où ils sont écrits on obtient une quantité S^ tendant vers une limite finie S quand le rang n du terme où Ton s'arrête croît indéfiniment.
Expliquons d'une façon précise ce qu'on doit entendre par l'expression: tendre vers une limite. Une quantité variable S, de forme algébrique donnée en fonction de n, est dite tendre vers une limite S, lorsqu'à partir d'une certaine valeur de n quon peut déterminer la différence S — S^ est inférieure et reste constamment inférieure à une quantité a au^si petite que Von voudra.
Toutes les fois qu'une série n'est pas convergente, elle est dite divergente; mais elle peut être divergente de différentes manières : soit que la somme S^ croisse indéfiniment, ce qui est le cas le plus ordinaire, soit que cette somme oscille perpétuellement entre de certaines valeurs, comme cela a lieu pour la série
+ 1 — 1 + 1 — 1 -fl —1..., pour laquelle la somme S^ est alternativement 1 et 0.
GO. Exemple des séries les plus simples. — {^Progression arithmétique, — La progression arithmétique est une série dans laquelle chaque terme s'obtient en ajoutant au terme précédent une quantité constante appelée raison. Cette
série a été étudiée dans les cours élémentaires. Nous rappellerons seulement la formule de sa sommation
Sn = a + (a + r)+(a + 2r)+(a + 3r)+...(a + (n--l)r) = îia + (îîlllliir.
La progression arithmétique est évidemment divergente, la somme de ses termes croissant indéfiniment, comme l'indique du reste la valeur de cette somme.
Appliquée à la série des nombres naturels, la formule précédente donne pour la somme des n premiers nombres l'expression connue
2'' Progression géométrique. — La progression géométrique est une série dans laquelle chaque terme s'obtient en multipliant le précédent par un facteur constant appelé raison de la progression.
La somme des termes s'obtient, comme on sait, au moyen de l'artifice de calcul suivant. On a :
S„ =a + ar -f ar« +... + ar»-«, S»r= ar4-ar»4-... + ar'»-^ + ar\
Retranchant membre à membre, il vient :
S„(l— r) = rt— ar»;
d'où
« a ar*
Si Ton a r > 1, cette expression peut s'écrire, pour mettre le signe de 1 — r en évidence :
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la série est évidemment divergente, puisque les puissances de r, quantité supérieure à Tunité, croissent indéfiniment.
Si r est compris entre 0 et i , le terme complémentaire — -z ■
dans Texpression de S,» tend vers zéro en restant constamment négatif, et la somme S^ tend en croissant vers la limite :
qui est dite la somme de la progression. En effet, on voit que, ^ conformément à la
*--- '■ définition qui a été
donnée plus haut pour la convergence, on peut toujours déterminer le rang n de manière ^ qu'à partir de ce rang la différence
ti n^i Ti^%
ar'
11/f-i lut /t^#
soit plus petite et reste plus petite qu'une quantité a aussi petite que Ton voudra.
Enfin, si r est négatif et plus petit que 1 en valeur absolue, la progression est encore convergente; mais il est facile de reconnaître qu'elle tend vers sa limite en oscillant de part et d'autre de cette limite, comme l'indique la figure ci-jointe.
Ol . Restes de convergence des séries* — Nous nous bornerons à rappeler ici les principales règles sur la convergence des séries.
Théorème général. — Dans une série convergente^ les tet^ies
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tendent vers zéro, cest-à'dire qu'on peut prendre n assez grand pour que le terme u» et chacun des suivants soit moindre quune quantité a aussi petite quon voudra.
En effet, on peut prendre n assez grand pour que* S», S„^.,, S^j, etc., différent de S, somme de la série, d'une quantité
moindre que g. Donc
W» = Su — Su |<«.
Cette condition n'implique pas d'ailleurs la décroissance continue des termes.
La réciproque du théorème démontré n'est pas exacte. Ainsi, la série bien connue sous le nom de série harmoyxique
est divergente, bien que ses termes tendent vers zéro En effet, si l'on forme avec ses termes successifs les groupes suivants :
ces groupes, à partir du troisième, sont respectivement supérieurs à
S + s-^-S + S'^â' ^t, comme le nombre de ces groupes est illimité, la somme est
égale à un nombre aussi grand qu'on voudra de groupes plus
grands que x. Elle croît donc au delà de toute limite (*).
02. Séries à termes tous positUlu — Dans une série à termes tous positifs, la somme S„ des n premiers termes croît évidemment avec n d'une façon continue. Cette remarque conduit au théorème suivant :
Théorème I. — Si la somme des n premiers termes co)iserve une valeur /Inie quand n augmente indéfiniment, la série esl convergente.
En effet, dire que S* conserve une valeur finie, c'est dire que S„. quel que soit n, est moindre qu'une quantité déterminée A. On peut considérer dès lors comme évident que la somme S„, croissant constamment, s'arrêtera à une limite inférieure ou au plus égale à A. Cette limite sera la plus petite des grandeurs audessous de laquelle reste la quantité croissante S^.
03. Théorème II. — Étant données deuœ séries à termes positifs :
it, «2 Ws w»
Vi Vi C, Vn,
dont la première a été reconnue convergente, la seconde sera convergente également sises termes sont respectivement inféneurs ou égaux aux termes correspondants de la première.
('] La démonstration, classique en quelgue sorte, que nous venons de reproduire ici, laisse place à une objection. En effet, s'il est évident qu'on peut toujoura, à partir d'un certain rang, former dans la série un groupe de termes
dont la somme soit supérieure à ^, il n'est pas moins évident que le nombre
des termes nécessaires pour former ce groupe va en croissant indéfiniment; en sorte qu'il peut rester un doute et qu'on peut se demander si l'on n'arrivera pas à l'épuisement de la série. On trouvera dans la seconde partie du cours, aux applications du calcul des quadratures, une démonstration différente de la divergence de cette série.
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Prenons, en effet, lew sommes des ?i premiers termes des deux séries. Soient S^, &\ ces sommes. On aura évidemment
Mais S,» tend vers sa limite S en croissant constamment, donc :
d'où a fortiori :
Donc S\, d'après le théorème précédent, a une limite égale ou inférieure h S.
Conséquence. — Pour reconnaître la convergence des séries à termes positifs, on les comparera aux séries déjà connues : la progression géométrique décroissante servira naturellement de premier terme de comparaison.
0-4. Théorème III. — Si, à partir (ï un certain rang, le rapport ■ *"^' reste constamment égal ou inférieur à un nombre donné K plus petit que 1, on peut affirmer que la série
est convergente.
En effet, on a par hypothèse :
Un '
d'où
tU+i^Ku„,
d'où
Ua+, ^ Kun+, ^ K*u„,
d'où
U„+5 -^ Kt«n+2 ^ K»Mh,
etc.
En sorte que les termes de la série à partir de u^ sont respectivement inférieurs, ou au plus égaux, à ceux de la série :
tu KUn K*Uh K'«» K*Uh...,
qui est une progression géométrique convergente; donc, etc.
La somme des termes de cette progression est . *p., et comme
elle est supérieure à celle des termes de la série donnée à partir du rangn, si Ton s'arrête pour la sommation de la série au terme
de rang n, l'erreur commise sera moindre que -t — ^.
1 — Iv
En général, le rapport -^tend vers une limite X, et Ton a trois
cas à considérer :
l^ Six < iy la série est convergente; en effet, dire que ^^tend
vers X, c'est dire qu'à partir d'un certain rang -^ diffère de sa
limite d'une quantité moindre qu'une quantité donnée a aussi petite qu'on voudra.
Prenons entre X et 1 un nombre K, et faisons a = K — X : ù
partir du rang correspondant à ce nombre a, -~^* sera toujours
inférieur à K et le théorème II sera applicable.
2** 5i X > 1 , la série est divergente; on le reconnaît par un raisonnement tout analogue en prouvant qu'à partir d'un certain
rang -^ est constamment supérieur à un nombre K supérieur
Alors, les termes de la série sont plus grands que ceux d'une progression géométrique croissante
donc leur somme croît au delà de toute limite.
^^ Si\ = i,ily a incertitude et la série peut être convergente ou divergente.
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Exemples :
la série harmonique où
Un n + i
dont on a reconnu la divergence, et la série
1^ 2^ 3^* ni-
Où
«» (n + iy
dont nous allons prouver la convergence pour les valeurs de [a supérieures à l'unité.
Groupons pour cela les termes successifs de la manière suivante à partir du second :
etc.
Les groupes ainsi formés ont des sommes respectivement inférieures à
ou ou
etc.
Et ron reconnaît ainsi que la somme de la série est amplifiée si l'on substitue à ces différents groupes les termes de la série :
m «■MMMMi^ ^^HH^^B ^^^^m^^ • • •
(lui est une progression géométrique de raison ^j^Ti convergente
si |JL > 1 .
Au cas où iJL = 1, la série devient divergente, car elle reproduit la série harmonique.
Elle est divergente a fortiori si [jl < 1 , puisque alors tous ses termes sont respectivement supérieurs à ceux de la série harmonique.
Théorème IV. — Si, à partir d\in certain rang, l'cr
pression ^Un reste constamment inférieure ou égale à "uns quantité K plus petite que 1, la série est convergente. En effet, on a alors
tin ^ K",
etc.,
et les termes de la série sont respectivement inférieurs ou au
plus égaux à ceux de la progression géométrique convergente
donc, etc.
Si l'expression yX tend vers une limite X', on a, comme pour le théorème précédent, trois cas à considérer :
1® Si X' < 1, la série est convergente. 2** Si X' > 1, la série est divergente, 3® Si X' = 1 , il y a incertitude.
Nous ne nous arrêterons pas au détail de ces démonstrations, qui peuvent être calquées sur les précédentes.
Remarquons seulement que les limites X et X' doivent être identiques.
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En effet, considérons la série
U^X «,X* UjX^... UnX*,
obtenue en multipliant par les puissances de x les termes de la îîiérie donnée.
Dans cette nouvelle série, les deux expressions caractéris-
tiques analogues à -2±î et v^î/„ sont
(*t tendent par conséquent vers les limites
Xjc, Xx.
En appliquant le premier théorème, on reconnaît que la nouvelle série est :
convergente, si
AX < 1 ou * < 7»
divergente, si
ÀJC > 1 ou * > T'
L'application du second théorème montre, d'autre part, que la série doit être :
convergente, ei
X'x < \ ou X < V7
divergente, si
a'x > 1 ou X > Y/
Si donc X différait de X', on pourrait attribuer à x une valeur
comprise entre - et r-?, et pour cette valeur les deux théorèmes
conduiraient à des résultats contradictoires, ce qui est inadmissible.
Nous nous bornerons à la démonstration de ces règles de convergence, qui sont les plus connues et les plus importantes.
Leur application ayant permis de reconnaître la convergence de certaines séries, on a pu obtenir d'autres règles fort nombreuses, dont nous mentionnerons seulement Texistence, par la comparaison des nouvelles séries à' étudier avec ces séries reconnues convergentes, de même qu'on avait obtenu les premières règles par la comparaison de ces premières séries avec la progression géométrique.
GO. Séries A termes alTeetés de signes <iu^l<^onqaes.
— Théorème. — Si la série obtenue en prenant positivement tous les termes est convergente^ la série proposée Vest également.
En effet, soit, en s-arrêtant au n' terme, P» la somme des termes positifs, 0» la somme des termes affectés du signe — ; soit aussi S,» la somme des n premiers termes de la série positive, et S la limite de cette somme. On a :
S» = Ph -h Qn, d'où
P, < Sn < S,
Donc, les sommes P^, On qui croissent d une façon continue en restant toujours inférieures à une quantité finie S, tendent chacune vers une limite (68). Soient P et 0 ces limites respectives. La somme S^ des n premiers termes de la série proposée étant égale à
Pn - Qn,
on aura
limite Sn = P — Q.
Remarque, — La condition précédente est suffisante, mais non nécessaire.
Ainsi, la série 1 — ^ + ^ — 7... dont nous allons démontrer la
convergence donne cependant, par le changement des signes, la série harmonique divergente.
Conséquence du théorème précédent. — Une conséquence importante du théorème que nous venons de démontrer, c'est l'application aux séries quelconques des règles démontrées pour la convergence des séries à termes positifs. Ainsi, une série à termes affectés de signes quelconques sera convergente si les
expressions -^ et \u^ tendent vers une limite inférieure à
l'unité.
67. Séries A «isnes alternés. — Théorème. — Une série dont les termes ont des signes altenativement positifs et négatifs^ est convergente si ses termes tendent vers zéro en décroissant d'une façon continue.
En effet, soit
tlo — U, + ll| — ...+ tlln — tljn + t + Wfn+i — W|»+l
une pareille série. Il est facile de reconnaître que les sommes d'indice pair telles que
Stiif Ssn+s, elc, vont constamment en décroissant, car
quantité plus petite que zéro, puisque les termes décroissent d'une façon continue.
A.U contraire, les sommes impaires vont constamment en croissant, puisque
et que u^^ — i^^+a est toujours positif.
û*autre part, toute somme impaire est inférieure à une somme paire d'ordre quelconque. Ainsi :
car, sip > q :
Ssp+i — Sssp = — u^p+i c'esl-à-dîre Sip+i < S^ et :
Ssp < Sfg,
et, si p <q :
et :
Sig + 1 — Sjg = — Uiq + i c'est-à-dire St^ ^ i < S»^
Les sommes impaires qui vont constamment en croissant en restant toujours inférieures à Tune quelconque des sommes paires, tendent donc vers une limite d'après le théorème I (OS8).
Et, de même, les sommes paires qui vont constamment en décroissant en restant toujours supérieures à lune quelconque des sommes impaires, doivent tendre vers une limite. Mais ces deux limites ne peuvent pas être distinctes, car deux sommes consécutives paire et impaire diffèrent par l'un des termes de la série
et, les termes de la série tendant vers zéro, cette différence peut être rendue aussi petite que Ton voudra.
Cette limite commune est la somme de la série.
Application à la série
98. Remarque Importante sur Plnterverslon de Tordre des termes d'une «érle. — Il est important d*insister sur ce point: c'est que, comme nous Tavons dit dans la définition même de la convergence, la sommation des termes d'une série doit être faite dans Tordre où ces termes sont écrits.
Lejeune-Dirichlet a signalé le premier ce fait singulier que la somme d'une série pouvait varier lorsqu'on intervertissait l'ordre de ses termes, et qu'une série convergente pouvait même devenir divergente par une pareille interversion.
Nous reproduisons ici l'exemple même qu'il a donné :
Soit la série
dont nous venons précisément de démontrer la convergence. Si nous intervertissons l'ordre des termes de la façon suivante :
de manière à rejeter successivement de trois en trois rangs les termes négatifs en laissant les termes positifs dans leur ordre de succession primitif, la nouvelle série, tout en étant convergente, n'est plus égale à la première.
Groupons, en effet, quatre par quatre, les termes de la première série ; il est facile de reconnaître que le groupe de rang n sera
\^ 4n — 3 4n — 2 ^ 4n -- 1 inj
D'autre part, si l'on forme dans la série intervertie des groupes de trois termes, le n*^* groupe sera
\^^4n — 3^4n — 1 %nj
de sorte que si Ton désigne par S' la somme de la série intervertie et si l'on fait la différence S' — S en retranchant de chaque
groupe de la seconde série le groupe correspondant de la première, le terme général de la différence sera
ou
4n — 2 in
2\2n — 1 Sh/
donc
d'où
Pour rendre compréhensible ce résultat étrange et qui semble contradictoire au premier abord avec les principes les plus élémentaires de Talgèbre, imaginons une série composée de la manière suivante :
S = «I + e, + ttj + £, + 4g + Eg +...
et supposons, si Ton veut, que les termes (x^, a,, a, ... forment une série convergente de somme A, et les termes e^ e,, e, ... une autre série convergente également, de somme E.
Il est évident que si Ton fait la somme des termes de la série S dans l'ordre où ils sont écrits, on aura
Au contraire, si Ton rejette les termes Sj, e,, e, ... au fur et à mesure qu'on les rencontre derrière les termes a^, a,, a„ on trouvera
car les termes en a,, a, ... étant en nombre infini^ la somme tendra vers la limite A sans jamais Tatteindre, et sans que, par
conséquent, on retrouve jamais les termes en e qu'on aura rejetés.
G*est par des considérations de ce genre que le résultat précédent peut s*eipiiquer.
DU NOMBRE e
60« Appliquons les théories précédentes à Tétude de la série
1 ' 1.2 ■ i.2.3 ' • 1.2.3...TI
Cette série est convergente; en effet, ses termes, à partir du troisième, sont inférieurs à ceux de la progression géométrique convergente
r ai' 55' •••' 2='
dont la somme est 1 .
On désigne par e la somme de cette série; et d'après ce qui vient d être dit, ce nombre e, supérieur à 2, qui est la somme des deux premiers termes, est inférieur à la somme de la progression géométrique ajoutée à celle des deux premiers termes, c'està-dire à 3.
Le nombre e est incommensurable. En effet, soit ~ une frac-
tien quelconque ; si cette fraction était égale à e, on aurait
q^^'^i'^il "*■•'•■*" 1.2.3...q ■*■ *.2.3... (q + i) "*■-
Multiplions par 1.2.3... y les deux membres de cette égalité, nous aurons
i.2.3...(,- DP = 1.2.3..., (i + J + ^^ + ji.3 + ..^ ^^)
c'est-à-dire, en désignant par N et N' deux nombres e^itiers, N - v 4. r * 4- ^ , ! 1
Or, la parenthèse est inférieure à la progression géométrique
IqTî "^ (7+1? ■*" IqTT? ■*■"•]'
dont la somme est -> c'est-à-dire une fraction; donc l'égalité à
laquelle nous avons été conduits est impossible, et, par suite, l'hypothèse d'où nous sommes partis est inadmissible.
Le calcul du nombre e au moyen de la série conduit au chiffre suivant
•yO. Limite de ( 1 4 j pour m = 00. — Le nombre e
est la limite vers laquelle tend l'expression M ~\ 1 lorsque m
croît indéfiniment.
Nous en donnerons, d'après Gauchy, la démonstration suivante :
Pour faire tendre m vers l'infini, rien n'empêche de lui attribuer une série de valeurs entières ; le binôme ( 1 -| ) sera
alors développable, suivant la formule de Newton, et Ton obtiendra ainsi le développement fini
composé de m + 1 termes.
Désignons par S^ la somme de ce développement; cette somme a évidemment une limite. En effet, remarquons d'abord qu'elle est toujours inférieure à e, car ses termes sont en nombre fini et chacun d'eux est visiblement inférieur au terme correspondant de la série précédemment étudiée. D'ailleurs, à mesure que m augmente, chacun des termes qui composent S„ augmente et leur nombre augmente également, donc («2) S^ tend vers une limite.
Je dis que cette limite est le nombre e lui-même.
Effectuons en effet les produits indiqués aux numérateurs. Si nous simplifions le produit
\ rnj\ mj jn m ^ m*
en y supprimant le terme positif—;, nous le diminuons.
De même, le produit suivant sera diminué en remplaçant les deux premiers facteurs par
et il le sera encore en supprimant dans le résultat de la multiplication de ^1 — -— -j par ^1 — -j les termes en m' qui
seraient affectés du signe +. Ainsi
\ wi/ \ »i/\ ^**/ m m m
on verrait de même qu'en général
\ m/ \ m) \ mj m m m m
Donc
OU
^^*"*"î'*'Tr" "^^ 1.2.3 ■^•••■*" 1.2.3...n ■^-
Si Ton désigne en général par <?, la somme des termes de la série e arrêtée au terme de rang j) + 1 , l'inégalité précédente revient à
^m > Otn "~" TZT ^»»-2*
On a donc, en définitive :
et la somme S„, comprise entre c et une quantité tendant vers i^^ ne peut avoir que e pour limite.
Nous n'insisterons pas davantage sur la théorie du nombre e qui a déjà été étudié dans l'algèbre élémentaire.
SÉRIES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN
Vl* liemiiie.
Si une fonction do x (*) y = r(x)
reste finie et continue ainsi que sa dérivée entre deux racines x^ et x^ de Téquation f(x) — o, dans cet intervalle il existe toujours une racine au moins de la dérivée.
En effet, la fonction, partant de zéro pour y revenir, doit passer dans Tintervalle d une période de croissance à une période de décroissance, ou réciproquement. La dérivée change donc de signe, et comme elle est supposée ne pas devenir infinie, ce changement de signe ne peut s'effectuer que par zéro.
Si. pour avoir une imAge de ce qui se passe, on représente la
fonction par une courbe, les figures 1, 2, 3 donnent la représentation de différentes dispositions possibles correspondant, les
0 11 ne s'agit, bien entendu, que de variables et de fonctions réelles.
deux premières à une seule racine, la troisième à plusieurs racines de la dérivée.
La figure 4 indique, au contraire, la forme que pourrait affecter la courbe si la dérivée pouvait devenir infinie dans Tintervalle considéré.
Vit. Série de Taylor. — Proposons-nous actuellement de développer une fonction f{x) en série, c'est-à-dire de la remplacer par une somme indéfinie de termes algébriques en x^ qui lui soit égale pour toute valeur de x, au moins dans un intervalle déterminé; on verra dans la suite, par les applications même, l'utilité qu'il peut y avoir à remplacer une fonction donnée par " un pareil développement.
Remarquons d'abord qu'une fonction algébrique entière de degré u f{œ) est identique au développement fini
OÙ X et a sont d'ailleurs quelconques.
En effet, l'identité
nx) =/(a) + i^rta) + ^^^ m + ... + -^l^ m
se vérifie aisément en dérivant chaque membre n fois et faisant x=s-a dans chaque résultat successif.
Par analogie, on est naturellement conduit à poser, dans le cas d'une fonction quelconque ç (^r),
(1) ?(.x) = ?(a) + î^^?'(a) + ^^^-^ ?"(a) + ... + î^j;^ ?Na) + R,
en rectifiant la valeur du second membre par Taddition d'un terme correctif R, ou, si l'on préfère, en appelant R la différence entre 9 [x) et le développement.
Cherchons à donner à cette quantité R, qui est dite le reste de la 3érie, une foraie qui se prête commodément à son étude.
'93* Première forme du Temte. — Posons :
et considérons la quantité
dans laquelle z sera traité comme une variable, tandis que x sera constant ainsi que P, qui est fonction de ir et de a par les équations (I) et (2).
Cette quantité s'annule évidemment pour 5 = a?, et elle s*annule aussi pour 5 = a, à cause de l'équation (1). Alors, d'après le lemme précédent, la dérivée de cette expression prise par rapport à z doit s*annuler pour une valeur de z comprise entre a et 0?, que nous pouvons désigner par
6 étant un nombre fractionnaire.
Mais cette dérivée se réduit à
On aura donc
et par suite l'équation (I) s'écrira :
?(x) = 9(a) + ^^^ ?'(a) + ^^^* ?"(a) + ... + ^^' ?" (a) •^i.'r(nTV'^^'ta+0(x--a)].
On peut considérer [x — a) comme un accroissement A donné à a et écrire :
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Si Ton suppose n croissant indéfiniment, le second membre devient une série; c'est la série de Taylor^ et Ton peut représenter <p(a + A) par cette série toutes les fois qu'elle est convergente et que le reste R tend vers zéro lorsque n augmente indéfi^ niment.
'9<4« Seconde forme du reste. — Une seconde forme du reste, due à Gauchy, s'obtient en posant :
En opérant comme précédemment, on trouve pour la dérivée de la fonction de z :
d'où, pour z = a + 6 (a? — a),
n ^ l«-r«(.* «;j, et
La série de Taylor devient ainsi :
Nous reconnaîtrons plus loin, sur un exemple, l'utilité de cette seconde forme, qui permet plus facilement que la première de vérifier dans certains cas les conditions d'où dépend l'exactitude du développement.
^&. Troisième forme du reste. — Une troisième forme, qui a été donnée par MM. Schlômilch et Roche, s'obtient en posant :
On trouve ainsi
'^ = ».8.3...n(pVi)^"-''<'-^''^^'
en faisant p= n, on retrouve la première forme , en faisant p:=o on retombe sur la seconde.
"ÏO. Série de Maclaarln* — En remplaçant a par zéro et k par X dans la série de Taylor, on obtient la série de Maclaurin, qui n'est, on le voit, qu'un cas particulier de la première. Elle s'écrit, avec les trois formes du reste :
ç(x) = 9(0) + f 9'(0)+ ^ ?"{0)+... j-£-jj 9-(0)
x«+Mi— 0)"-*» .,,^ ^
n{p + Ij
97* Série de Bernoallli. — Nous nous bornerons à mentionner la série de Bernouilli, d'un usage beaucoup moins fréquent que les deux précédentes. Elle s obtient en faisant /i = — a dans la série de Taylor. On trouve :
En faisant passer ç(a) dans le premier membre et 9(0) dans le second, et remplaçant la lettre a par x, on a, après changement de signes :
9«+*[jc(l — 0)],
A. — ACCROISSEMENT INFINIMENT PETIT D'UNE FONCTION
TS» Supposons une fonction
développable suivant la série de Taylor. Alors :
r(x + h) =f(x) + j rw + jj rw + ...
Si l'on appelle Aj^ l'accroissement h donné à x, et Aj/ Taccroissement correspondant de la fonction, c'est-à-dire la différence f[X'\'h) — f(x)^ la formule précédente s'écrira :
(1) Ay = ^' ^'<^>+tS '"'(•^^ + iS^"<^^ "^ -
Si Aa? devient infiniment petit, Ayet Aa? doivent être remplacés par dy et dx^ et, d'après le principe fondamental sur les infiniment petits, la relation précédente se réduit en général à la relation déjà connue
dy:=f(x)dx.
d^x Mais, si f\x) était nul, nous voyons que le terme 7-^ /'''(^r) devrait être conservé, et l'on aurait
dx*
dy^r(x)^^
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formule applicable aux points maxima et minima de la courbe figurative et qui donne dans ce cas la valeur de Taccroissement de la fonction : cet accroissement, on le voit, est du deuxième ordre.
L'expression de At/ permet, en nous reportant à la définition des maxima et minima, d*énoncer la règle suivante, plus générale que celle du S Ki .
Pour qu'il y ait maximum ou minimum^ il faut que la première dérivée différente de zéro soit d'ordre pair^ car alors le signe de Taccroissement de la fonction est indépendant du signe attribué à l'accroissement de la variable.
En général, la formule (1) est utile toutes les fois que, dans, une expression, les infiniment petits du premier ordre disparaissant, ceux d'ordre supérieur doivent être conservés.
Ainsi, supposons qu'une courbe AM et sa tangente AT étant données, on veuille calculer la limite du rapport > T
mt
lorsque Tordonnée tmp devient infiniment voisine de celle du point A.
On a d*abord pour une valeur finie Aj de kp :
m/ = /p — înp = Ax X ^ — Ay = Ax/*(jcj — Ay ;
remplaçons Ay par son développement, il vient, après réduction^
Ax' Ax*
d'où, à la limite,
lim.=i
Ap*
,. mt Ax'
-|rw.
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FONCTIONS CONNUES
TO* Développement des fonctions exponentielles et losttrithmiqaes.
a. Développement de la fo)iction exponentielle, — La série de Maclaurin appliquée à la fonction a" donne
La série est convergente, car
Le reste tend vers zéro, car si Ton change n en n^- i> on
multiplie ce reste par r — -— ^, facteur qui tend vers zéro, tandis
que a** conserve une valeur finie pour a? > oo. On peut donc écrire pour toute valeur finie de x :
a« = i + ï /.a + ij (/.a)« + -j^ (^a)• + ... Dans le cas particulier où a = (?, la série se réduit à
et, en particulier pour rr = 1 , on retrouve la valeur du nombre e exprimée par la série connue.
Conséquence. — Il résulte de ce développement que c* devient infiniment grand par rapport à une puissance quelconque de a?, lorsque x augmente indéfiniment.
En effet, on a :
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lim. -- = lini.
= Qo.
Par suite, le logarithme d'un nombre infiniment grand est infiniment petit par rapport à ce nombre.
fr. Développement de la fonction logarithmique. — La fonction h (1 + j-) (*) a pour dérivées successives
(1 .+ xi«
et en général
fn — Il
Cl + X)"
La série de Maclaurin appliquée à cette fonction devient :
JC* . .X* X*
L(i+x)=:x-- + 15-- ^ + - (-^)- (;rTTj<^ +^^)"^"^'
Le caractère -^ donne pour cette série :
wj
X=:lim.
La série est donc convergente si x est compris entre — 1 et + l exclusivement.
Elle est d'ailleurs divergente si 0? = — 1 (série harmonique), et
convergente si a:= + 1( série 1 — 9 + 0 — 7 • • •)•
(*) La foDclion Ux ne serait pas développable par la série de Maclaurin, car ses dérivées de la forme ± " , '- donneraient des coefficients
infinis dans cette série.
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Etudions actuellement le reste.
Si X est positif inférieur ou même égal à 1, ce reste, qu'on peut écrire
tend vers zéro; car le premier facteur — tt tend vers zéro, et
étant une fraction, ses puissances croissantes tendent
aussi vers zéro.
Nous sommes donc assurés déjà que le développement représente la fonction entre zéro et -f* 1 inclusivement.
Si X est négatif, la première forme du reste ne peut plus
rien apprendre, car . . ' . peut être supérieur à l'unité en valeur absolue.
Nous aurons donc recours à la seconde forme, qui donne, dans le cas actuel, l'expression
i /x--OxY+* (4-0) \H- «a:;
Mettons le signe de x en évidence en le remplaçant par — œ'\ il vient en valeur absolue
1 /3C'— Ox^\
l—OVi—Ox'/
Or, si x' est inférieur à 1, il en est de même du rapport
'-. — --T- ; donc, etc.
Si a?' =1 ou x^= — 1, la série est divergente, comme nous
l'avons déjà remarqué , mais comme l,[i — I) = Z,(o) = — co, on
peut dire qu'elle représente encore la fonction, et Ton arrive
ainsi à cette conclusion que la série représente Z. (I+j?), de
— 1 à + 1 inclusivement.
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Remarque : La dérivation des deux membres de Téquation
conduit à
égalité que Ton aurait pu établir directement en divisant Tunité par l+x. Réciproquement, partant de cette seconde relation, et s appuyant sur ce que deux fonctions qui ont même dérivée ne peuvent différer que par une constante, on arriverait à
et la condition lA = o déterminerait la constante c, qui doit être nulle.
Mais cette marche, quoique rapide et utile à connaître, n*est pas celle que nous avons adoptée pour le développement de la fonction logarithmique, parce que la dérivation et Topération inverse appliquées aux suites indéfinies de termes, nécessitent toujours une justification de Inexactitude finale du résultat auquel elles conduisent, (Voir Calcul intégral.)
80* AppUeatton de la série préeédente* — €aleul des losArtthnies. — 1® Logarithmes népériens. — Remarquons d*abord qu'il n*est utile de calculer que les logarithmes des nombres premiers. En effet, si un nombre n se décompose en facteurs premiers oi,f^,y, on a par simple addition :
l.n = /.a + /.p + Ly. {*)
(*) Quant aux logarithmes des nombres fractionnaires, ils s^obtiennent naturellement par de simples différences. Ainsi :
Pour ie calcul des logarithmes des nombres premiers, le développement de l.{l + œ) semble d'abord peu applicable, puisqu'il n'est démontré que pour a? inférieur ou au plus égal à 1 en valeur absolue. Il semble donc ne pouvoir fournir que
On a recours, pour tourner la difficulté, à Tartifice suivant. Soit s un nombre premier quelconque, on pose :
d'où
Lz = Z.(l+x) — i.(i— x).
Or, la valeur de x tirée de la relation précédente est
et Ton voit qu'elle est toujours inférieui^e à l'unité; l. (1 + x) et /. (1 — x) seront donc toujours développables par la série, et Ton trouve (*)
série qui, outre l'avantage d'être applicable à toute valeurMe r, est encore plus rapidement convergente que la précédente. On rend le calcul encore plus rapide en posant
Lz= i.m + L — »
m étant un nombre dont le logarithme est supposé déjà connu.
(*] Faisons observer, cependant, que ce résultat est obtenu en intercaiaDt les termes de la seconde série entre ceux de la première, opération dont la légilimité devrait être justifiée, en toute rigueur. (Voir § 1:^3.)
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En effet, en substituant — à s, la valeur de x devient
et elle est inférieure à la précédente.
Soit, par exemple, à calculer lô logarithme de* 3, le premier système donnerait
tandis qu'en se servant du logarithme déjà connu de 2. on a
et la valeur de a? à laquelle on est conduit est r •
2"* Logarithmes à base quelconque. — Les logarithmes à base quelconque se déduisent des logarithmes népériens par une simple multiplication.
Ainsi, soit x' le logarithme de y dans le système à base a, x son logarithme népérien. On a
d'où et
La '
le facteur -t— s'appelle le module du système à base a.
8i. Interpolation losarltlinllqae. — Le développement de/. (1 + x) permet d'établir qne formule (exacte d'interpo-
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lation logarithmique et de justifier par là même la formule approchée dont on se sert dans la pratique.
Ainsi, soit proposé, connaissant :
le logarithme de n égal à a,
celui de n + i égal à b,
de calculer celui de n + j-, d? étant un nombre fractionnaire. On a :
\n 2n" in* J
Passant aux logarithmes vulgaires et désignant par M leur mo
dule, soit 7-77:3 MU
on a :
log(a + .x)=logn + M(ï-i^ + 3^,-...).
On a de même :
log(n + l)=logn + M (i_^, + -J- _...).
Désignons par A la différence tabulaire entre log(n + 1) et logn, l'équation précédente donne :
De même, désignons par e la quantité qu'on doit ajouter à logn pour former log(n + ^r) ; on a :
Donc
Al 1 \
* in ^ 3n» -
Si n est suffisamment grand, on voit qu'on pourra, sans grave
erreur, négliger les termes qui ont n en dénominateur, et prendre comme on le fait usuellement
c = Ajc.
L erreur commise, qu'il serait facile d'évaluer, est d'autant plus faible que n est plus grand, et la différence tabulaire elle-même, d'après l'expression donnée plus haut, décroît à mesure que n augmente.
82. Développement des fonctions trtsonométrlques directes et Inverses.
a. Développement de sinj* et cosj*. — On trouve, sans aucune difficulté, par l'application de la série de Maclaurin :
_ X ^* I ^' xf i sin ex
s»nx— - 1.2.3 "*" 1.2.3.4.6 •" 1.2.3... p ^cos Ox '
le terme complémentaire est formé avec un sinus ou un cosinus selon la valeur paire ou impaire de p.
La série est évidemment convergente quel que soit œ, car, en valeur absolue,
lim Hn±i = lim x« _-L-_== o,
Un în(2n-|-l;
et le reste tend toujours vers zéro puisqu'il s'obtient en multipliant par un sinus ou cosinus, c'est-à-dire par un facteur inférieur à l'unité, une quantité qui tend vers zéro, comme les termes de la série.
Donc, le développement s'applique à toute valeur de x.
Il en est de même du développement du cosinus que l'on trouve égal à
cosx- 1—^2+1.2.3.4 1.2.3.4.6.6 ■*■••'
b. Développement de arctga?. — Le développement de arc tga? peut s'obtenir directement, mais il peut se déduire aussi
de celui de sa dérivée 7—; — 5 •
En effet, en effectuant la division, on trouve
Le second membre est une progression géométrique convergente, si X est inférieur à 1 .
En supposant cette condition remplie, et en considérant chaque membre comme la dérivée d'une fonction de x, deux fonctions ayant même dérivée ne pouvant différer que par une constante, on aura :
arCtgX + C=X — j+y— y.,.,
car on vérifie aisément que le second nombre a pour dérivée le développement précédent. Comme d'ailleurs arc tang x doit s'annuler avec X si l'on prend le plus petit arc correspondant à une tangente donnée, la constante c devra être nulle.
L'exactitude de cette méthode rapide se trouve vérifiée par le calcul direct du développement de arc tga? au moyen de l'application de la série de Maclaurin.
On reconnaît de plus que la série est applicable jusqu'à j- = 1 inclusivement.
83. AppUcatlon de la série préeédente» Ckkleal du nombre ic, — Le développement de l'arc tga? appliqué au cas de 0?= 1, pourrait servir au calcul de ir; il donne, en effet,
C'est la série connue sous le nom de série de Leibnitz.
Mais cette série n'est pas assez rapidement convergente pour
fournir un calcul commode, iet l'on a recours à l'artifice suivant :
Soit a l'arc dont la tangente est ?•
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On aura
lg2a =
2tga 5
de même
^ 4 — <jf'2a""H9'
par suite
4a— T = arc ter— - •*■ 4 "'^ *239
Donc
J = 4arclgl-arcrg^
Cette formule, due à Tastronome Méchain(*), donne, comme on voit, le nombre «. au moyen de deux séries d'une convergence extrêmement rapide.
84. Développement da Mnôme (1 -|> o^)"*. — Dans le cas où m est entier et positif, le binôme (1 + ^)"' se développe par la formule de Newton :
Mais, lorsque m est fractionnaire ou négatif, la formule de Newton n'est plus applicable, et Ton a recours au développement par la série de Maclaurin.
(*) Ou, selon d'autres auteurs, au mathématicien John Machin, beaucoup moins connu.
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On a pour les dérivées successives de ( l + «^r •
9 (xjrsO+x)" • et 9 (0)=1,
o' (x) == m (1 H- x)«-« et 9' (0) = m ,
9''(x)=:m(m — i)(1 4-^)~"' et ^"(O) = m(m — 1).
9»»(x) = iH...(m — n4-<)(l + x)*-" cl 9*»(0) = m... (m — n 4-0- En sorte que la série de Maclaurin devient :
Déterminons d'abord la condition de convergence de la série, On a
Un n
d'où
La série est convergente si œ est inférieur à 1 en valeur absolue; divergente si x est plus grand que l'unité. Pour étudier le reste, nous distinguerons deux cas : Si X est positif et inférieur à 1 , ce reste, qu'on peut écrire
rni(m~1)... (m-n) ^,^,-1 / i \ L i.2.3... (n + 1) J \i 4-Oxy
»-«-fi
se compose du produit de deux facteurs dont le premier tend vers zéro, car c'est un terme de la série convergente (Oi), et dont le second tend également vers zéro, puisque c'est une puissance
indéfiniment croissante de la fraction -. — r-r —
' 1 + Oo?
Si X est négatif, le raisonnement n'est plus applicable,
car , . ^ devient supérieur à l'unité ; nous aurons recours alors
à la deuxième forme du reste, qui donne, dans le cas actuel, l'expression
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en posant x = — x' pour mettre en évidence le signe de j*, ce reste s'écrira en valeur absolue
Le premier facteur tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, car si Ton considère la série dont ce terme serait le terme général, dans cette série
w»+» _ ni — n
Un n
Le second facteur tend vers zéro, car c*est la puissance indéfi-
niment croissante de la fraction -. r— r-
1 — hx
Enfin, le dernier facteur, indépendant de ?i, conserve une valeur finie.
Donc, le reste tend vers zéro.
Ainsi, pour toutes les valeurs de x comprises entre — 1 et + 1 exclusivement, le développement de (1 +ir)"' se trouve justifié.
Nous n'examinerons pas le cas de a? == ±: 1 , qui offre peu d'intérêt.
». Le développement de (a + j)* se déduit sans difficulté (lu précédent.
Si X est plus petit que a, on a :
(a + jcr = a« fi +?")"=«- + ~ a"*-» x + !!!(^L=l^a*--«x« +...
Si 0", au contraire, est supérieur à a :
\ xj 1 l.z
80. En terminant cette étude des développements en séries, nous croyons utile de revenir et d'insister encore sur ce point
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important, à savoir que : pow?* justifier un développement il »«* suffit pas de prouver que la série obtenue est convergente^ il faut encore démontrer que le reste tend vers zéro.
Il pourrait se faire, en effet, que la série, bien que convergente, eût une limite différente de la valeur de la fonction développée.
Prenons, par exemple, la fonction
ses dérivées successives sont :
etc.;
elles renfermeront en général le facteur e ^, et d'après une remarque faite (TO) elles devront toutes s'annuler pour a? = 0.
La série de Maclaurin, dans ce cas*particulier, se réduit donc à son reste, qui doit être par conséquent identique avec la fonction elle-même.
Par suite, les deux fonctions
r{x) et /^(x) + e"ji
fourniront la même série par le développement de Maclaurin. Si cette série est convergente et représente bien f{x)^ il faudra, dans le second cas, que le reste tende vers une limite représentant la différence des deux fonctions.
AU CAS DE PLUSIEURS VARIARLES
. Soit, par exemple,
f{xyy],
une fonction de deux variables.
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Donnons à a? un accroissement A, et à t/ un accroissement A;. La fonction devient
et Ton peut, considérant y -f^' comme une constante, appliquer le développement de Taylor à cette fonction. On aura :
fix + /i,y +*) = fix.y+k) + ^r,(x,y + A) + ^r^^^y + k)+ ...
Actuellement, on pourra développer à son tour de la même manière chacune des fonctions
r,{x,y + kl
rAx,y + ft),
en considérant maintenant x comme une constante et y comme la variable.
En portant dans l'équation précédente le résultat de ces développements, on obtiendra le développement triangulaire
fix + h,y + k)^r{x,y) + 5 Tx (x,y) + ^r^ + î^Tx'
+ -j r» [x, y)-^jj Tx, + j^jf^^rx'» + etc.
rC
Il est à remarquer que dans ce développement les termes d'une même colonne verticale représentent, à la factorielle près, la différentielle totale d'ordre correspondant de la fonction f correspondant à Thypothèse de x et y variables indépendantes, dans laquelle on aurait remplacé les différentielles dx et dy par les accroissements finis A et A; (3G).
Il suit de là que dans les cas où h et k deviennent infiniment petits, on peut écrire :
ax + dx,y + dy) - A'x.î/) = ^/^+ îï+ â + -
formule analogue à celle déjà trouvée (T8), et qui donne en fonction des infiniment petits d'ordre supérieur laccroissement <lifférentiel d'une fonction de deux lettres.
En faisant j? = »/ = 0 et remplaçant ensuite h par a? et A; par y, on obtiendra pour la fonction de deux lettres le développement analogue à celui de Maclaurin :
r(x,y)= nO,0) 4- \ rx(0,0) + ~ rx'(0,0)
+ |r»(0,0)+B^rxv(0,0) +etc.
+^rv(o,o).
Toutes ces formules s'étendraient sans difficulté au cas où la fonction renfermerait un plus grand nombre de lettres.
Remarque importante. — Pour que ces développements soient applicables, il faut, bien entendu, que les fonctions développées satisfassent aux conditions même du développement, c'est-à-dire qu'elles restent finies et continues ainsi que leurs dérivées dans l'intervalle considéré, que les séries qu'elles fournissent soient convergentes, et que les restes de ces séries tendent tous vers zéro.
D. RECHERCHE DE LA VRAIE VALEUR DES FONCTIONS, QUI POUR CERTAINES VALEURS DE LA VARIABLE, SE PRÉSENTENT SOUS UNE FORME INDÉTERMINÉE.
1. On appelle vraie valeur d'une fonction qui, pour certaines valeurs de la variable, prend une forme indéterminée, la valeur assignée à cette fonction par la loi de continuité, ou, en d'autres termes, la valeur déterminée infiniment voisine. Les principales formes d'indétermination sont :
- — Oxoo !• etO*-
0 oo
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Nous étudierons d'abord la première, à laquelle peuvent se ramener toutes les autres, ainsi que nous le ferons voir. Soit
une fonction telle que, pour 0?= a, fix) et ç {x) s*annulent.
Supposons f{x) et <^{x) développables par la série de Taylor aux environs de la valeur j7 = a. Soit donc
On en conclut :
Faisant x = a dans cette identité, on a, à cause de
expression qui doit donner la valeur de la fonction y pour toute valeur de h.
Supposons actuellement h infiniment petit, la valeur de la fonction tendra vers une limite qui sera
c'est la vraie valeur cherchée.
Si/^(a) et <p'(a) étaient séparément nuls,- la vraie valeur cherchée serait nulle ou infinie. Si ces deux dérivées étaient nulles simultanément, le dévelop-
pement conduirait pour la vraie valeur au rapport des dérivées secondes
rja)
et, en général, on peut dire que la vraie valeur cherchée est le rapport des valeurs prises pour x=a par les premières dérivées de viême ordre qui ne devieniient pas simultanément nulles,
80. Si l'indétermination se présentait sous la forme — , on serait encore ramené à la règle précédente. Ainsi, soit
et a une valeur de x pour laquelle f{x) et <^{x) deviennent infinis. On peut écrire
et, appliquant la méthode précédente, on a, pour une valeur a+A voisine de a,
9' fa)
fia -f- /i) _ [y jai]
e et e' étant des quantités s'annulant avec h.
Soit A la vraie valeur cherchée, l'équation précédente devient à la limite
d'où l'on déduira, pourvu que A ait une valeur finie, comme dans le cas précédent.
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Si A.était dqI ou infini, la division par A ne serait pas justifiée. Mais un artifice de calcul permet, dans ce cas encore, de vérifier l'exactitude de la règle. En effet, si la limite cherchée est nulle, celle de
f{x) 4 ay.fx)
sera évidemment égale à a. On pourra donc appliquer la règle à cette nouvelle fonction et Ton aura
d'où
lim£Ë) + i±if)=q£l + a = a.
Si A était infini, lim. yj-l serait nulle et égale par conséquent à iil). Donc
-—— = oo = A»
fia)
Nous donnons cette règle relative à — plutôt comme un exercice de raisonnement et de calcul qu'en raison de son utilité pratique, car, ainsi qu'on en a fait judicieusement la remarque (Bertrand, calcul diflf. S 454), elle ne résout point la difliculté, et si les fonctions f{x) et (^{x) deviennent infinies pour une valeur finie de x, il est facile de s'assurer qu'il doit en être de même de leurs dérivées (*).
(*) La courbe flgoralive de la fonction rend bien compte y de ce fait, et démontre qu'en générai si y devient infini
pour X =: a, le coefficient de la tangente, c'est-à-dire -p t
doit aussi devenir infini pour cette valeur de la variable.
OO. On ramène encore sans diflBculté aux formes 77 ou —
les autres formes d'indétermination qui peuvent se rencontrer. Ainsi :
0 X cy> se ramène à ttt" = â'
ià)
(fi , donne en prenant les logarithmes 0 x 00,
1 * donne de même 0 x 00,
donne encore 0 x oo.
cr^^
etc.
COS X
2sin s^cos^ x
ce qui donne zéro pour la vraie valeur cherchée.
02. Remarquas. — Il peut ise faire que la valeur'de Texpression qui se présente sous forme indéterminée soit indéterminée
réellement; dans ce cas, bien entendu, la règle ne peut plus s'appliquer : il en est ainsi, par exemple, de l'expression
8in X
pour x= co.
Il arrive souvent dans la pratique qu'on peut obtenir la vraie valeur directement par Tapplication du principe fondamental sur les infiniment petits. Soit, par exemple, le rapport
jc sin 2x + 3jc* cos x — x*
sin'x
dont on veut la vraie valeur pour ^• = 0. En négligeant au numérateur et au dénominateur les infiniment petits d'ordre supérieur au second, on pourra remplacer l'expression donnée par
Propriété analytique des fonctions iiomo
iènes. — Faisons varier dans Yidentiié précédente la lettre t seulement et dérivons les deux membres relativement à cette lettre ; on obtiendra ainsi la nouvelle identité :
(2) f'ix'X + r iir-y + r'i».^ + ... = m<»-> /-(x, y. z...)
qui devra être vérifiée pour toute valeur de t, œ, y^z...
Si, en particulier, t=l, elle se réduit à
(3) x/'x + yff + ^r. + •.. = rnf{x,y,z...)
équation aux dérivées partielles à laquelle toute fonction homogène doit satisfaire.
Remarquons que Téquation (2) étant identique en x, y, z et /. peut être différentiée à son tour par rapport à la lettre t; elle fournira ainsi la nouvelle relation
et pour i = 1 cette relation devient :
(5) Sx«r.« + S2xy rT^=:=m{m - i)f(x, y.z,..)]
En poursuivant le même raisonnement sur des dérivées d'ordre supérieur, on est conduit à une relation générale entre les dérivées partielles d'ordre n d*une fonction homogène, relation que Ton peut écrire sous la forme symbolique :
(6) (xfs + yr»+ zr»+ )-= m(m — 1)... {m'-n + i) r{x,y,z...)
ainsi qu'il est facile de s'en assurer.
05. Remarque. — Toutes les dérivées partielles de la fonction homogène qui entrent dans ces relations sont elles-mêmes des fonctions homogènes. En effet, puisqu'on a identiquement
(7) nix,ty,tz...) = t^r[x,y,».,.)
et dérivant par rapport à z par exemple, on trouve
c'est-à-dire
f'u {tx, ty, tz...) = /— V. (X, y, z...)
relation qui exprime précisément l'homogénéité de /*..
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Mais la réciproque de cette propriété n'est pas exacte.
Par exemple, la fonction - est homogène, puisque
tX X
et la fonction Lx dont elle est la dérivée n'est pas homogène, car
Ux = U+ /.x < t^Lx.
En effet, pour ic =: I ,
i» Lx = 0, et
U + Lx = L<5 0.
IV. — ÉLIMINATION DES CONSTANTES ET DES FONCTIONS ARBITRAIRES DANS LES RELATIONS ANALYTIQUES
ÉLIMINATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES
OC Lorsqu'une relation donnée entre certaines variables contient dans son expression une ou plusieurs constantes arbitraires, on peut se proposer de former une équation différentielle à laquelle les variables soient obligées de satisfaire et dont les constantes en question aient disparu.
Le problème ainsi posé est toujours susceptible d'une solution.
97. Cïas d'une relation à, deux variables. — Soit, par exemple, une relation à deux variables
renfermant une constante a.
On a la liaison différentielle de forme {b)
(P) F'x dx + F\ dy = 0,
à laquelle x, y et leurs différentielles dx, dy doivent satisfaire.
Éliminant la constante a entre les équations (a) et (g) on obtiendra la relation cherchée.
On peut opérer cette élimination de différentes manières : par exemple en résolvant l'équation (a) par rapport à a, et la différentiant après lavoir mise sous la forme
L'équation différentielle
(p') 0 = <p'x dx + o'y dy
qui en résulte ne renferme pas a et fournit directement la relation qu'on veut obtenir.
De quelque manière d'ailleurs que l'on opère, il est évident qu'on doit toujours arriver au même résultat.
Si plusieurs constantes arbitraires, en nombre n par exemple, entraient dans la relation donnée, on serait conduit par un calcul tout analogue au précédent, mais qui exigerait n dérivations successives, à une équation différentielle du n*^ ordre. Rien n'empêcherait d'ailleurs de simplifier les résultats au moyen de l'hypothèse spéciale consistant à traiter l'une des variables en variable indépendante, seulement il faudrait avoir soin de tenir eompte de cette hypothèse dans l'équation finale.
OS. Application À un exemple. — Soit la] relation :
(a) (x-a)»+(l/-b)*=RS
on cherche une relation différentielle entre a? et y, indépendante des constantes a, b et R.
Traitant x en variable indépendante, on écrira la série des relations différentielles :
(?) (x-a)eix + (y — 6)c/y =0,
(t) dx^ + di/» + (y — 6) d*y = 0,
(S) 3 dyd^y + (i/ — 6) d»j/ = 0.
L'élimination de a^ b et R entre ces quatre équations est facile.
En tirant {y — b) de la relation (y) et portant dans (5), il vient :
ou:
ou enfin :
3dy(dV)«— (dx« + dy«)d«y = 0,
'Èm'-['*{wvè-'-
Telle est Téquation cherchée : en tenant compte de l'hypothèse faite, on remarquera que les coeflBcients différentiels
y(, j^, -r^ représentent les dérivées de y considéré comme
fonction de x par la relation donnée.
On a vu, en géométrie analytique, que Téquation (a) repiésentait un cercle de centre (a, b) et de rayon R ; Téquation (e) exprime donc une propriété commune à tous les [cercles, quel que soit leur centre et quel que soit leur rayon.
99. Cas d'une relation renfermant plus de deusL variables. — Soit la relation à n variables :
en considérant Tune des lettres, z par exemple, comme fonction des n — 1 autres et différentiant la relation successivement par rapport à chacune des variables indépendantes qu*elle renferme, on trouve :
F', dx + F', ^ dx = 0, dx
^^' ^ r, dy + F'. 5^ dy = 0,
etc.
Si, par exemple, la relation donnée ne renferme que deux constantes à éliminer, on choisira deux relations de forme (2) et entre ces deux relations et l'équation (1) on fera rélimination demandée.
On arrivera ainsi à une liaison différentielle répondant à la question.
Seulement, il est à remarquer que dans ce cas il y a une indétermination d'autant plus grande que le nombre des variables contenues dans F sera lui-même plus grand, et Ton obtiendra autant de relations différentielles qu'on pourra choisir de groupes de deux relations parmi les équations (2). Ces relations diffétielles renfermeront chacune des dérivées partielles différentes de z.
Remarquons également que le^ équations différentielles auxquelles la méthode conduit peuvent être satisfaites non seulement par toutes les relations de la forme
quelles que soient les valeurs attribuées aux constantes, mais encore par d'autres relations, ainsi que nous le verrons plus loin à propos des courbes enveloppes et dans l'étude du calcul intégral.
ÉLIMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES
lOO. Soit une relation :
où u et V sont deux fonctions connues de x, y, z... et 9 une fonction arbitraire. La relation (i), malgré sa grande indétermination, n'est pas cependant absolument quelconque et l'on peut se proposer de trouver une condition vérifiée par x, y, z et leurs différentielles et qui soit indépendante de la forme de ç. Pour cela, différentions la relation (1) successivement par rap-
port à jr et par rapport à i/, (3 étant par la relation (1) elle-même une fonction de ces deux lettres).
Nous obtiendrons ainsi les équations :
Les seules fonctions arbitraires dans ces deux relations sont ?'• ®t ?'•' ^t comme les deux équations sont homogènes par rapport à ces fonctions, on les éliminera sans difficulté et Ton obtiendra ainsi IVquation suivante, renfermant les dérivées partielles de z et les trois variables.
dx cijc
dy ^ dy
Il est essentiel de remarquer que la méthode exige, pour (ître applicable, Texistence de trois variables au moins dans les fonctions u et v.
Si ces fonctions renfermaient n variables, on serait conduit à [n — 2) relations entre les lettres et les dérivées partielles de l'une d'elles, considérée comme fonction des (n — 1) autres.
Appllcation A. un exemple. — Soit
9(u,îj) = 0,
avec
u = X + y + z, V = xyz.
En appliquant la méthode, on trouve :
î? » r- yr, v\ = xz, 13', = xi/,
et la condition devient :
dy ^ dy
OU, en développant :
i08. Nous nous bornerons à signaler la possibilitéjde cas beaucoup plus complexes, celui, par exemple, d une relation
dans laquelle u et v seraient des fonctions dépendant ellesmêmes dans une certaine mesure de la forme de la fonction ç. Exemple :
avec
u = x — ffz), t; = a: — y.
Si Ion prenait en particulier la fonction sinus pour f, on aurait :
u = x — cosz,
et la relation première deviendrait :
.5c — y = sin (x — cos z).
V. — ÉLÉMENTS D^ALGÈBRE GÉOMÉTRIQUE
i03. Déflnftlon de ce mode de calcul. — L'algèbre géométrique est à la géométrie ce que Talgèbre proprement dite est à l'arithmétique. De même que Talgèbre ordinaire est la représentation par des signes dits algébriques d'opérations arithmétiques telles que l'addition, la soustraction, la multiplication, etc., de même l'algèbre géométrique est la traduction en
signes algébriques d opérations géométriques que nous allons d'abord définir.
104I. Déflnitlon des srandenrs «éoiiiétrlques. —
Nous appellerons grandeur géométrique une longueur portée en ligne droite dans une direction déterminée (*).
Deux grandeurs géométriques sont égales lorsqu'elles ont même longueur et même direction; la notation d'égalité sera la même que celle de Talgébre (**).
Ainsi :
signifie que la grandeur géométrique a ou AA' est égale en longueur et parallèle en direction ^ à la grandeur géométrique b ou BB'.
DÉFINITION DES OPÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES DANS LE PLAN
105. Une grandeur géométrique située dans un plan est déterminée par Vangle 6 qu'elle fait avec une direction fixe OX prise pour origine des angles, et par sa longueur r rapportée à une longueur OH prise pour unité (***).
n Les grandeurs ou quantités géométriques ainsi définies ne sont autres que les quantités imaginaires^ ou complexes qui s'introduisent dans Talgèbre par des considérations différentes.
(**) Quelques auteurs substituent au mot d'égalité celui d'équipollence, et &u signe = de Talgèbre le signe spécial ^ . Nous croyons préférable de conserver purement et simplement les signes algébriques; les opérations et les équations algébriques se retrouvant comme cas particulier des opérations géométriques on n'a pas & redouter d'être entratné ainsi à des conclusions inexactes, et une grande simplification résulte de l'uniformité des notations.
('**) On adopte généralement comme sens positif des angles le sens inverse de la rotation des aiguilles d'une montre.
La première de ces quantités s'appelle V argument de la grandeur géométrique, la seconde s'appelle son module.
lOO. Addition séométrlqae. — On ajoute deux grandeurs géométriques AA.', BB', en portant à la suite de la première
grandeur kk.' ou a une grandeur géométrique A'A'^ égale à BB' ou b. En joignant AA*', on obtient la grandeur géométrique AA'' ou c qui représente la somme cherchée.
La notation d'addition sera la même que celle de l'algèbre ; ainsi, on écrira:
et la somme ainsi définie sera, comme dans l'algèbre ordinaire, indépendante de l'ordre des termes.
Ce résultat s'étend évidemment sans aucune difficulté à un nombre quelconque de termes.
CoTiséqueiice, — De la définition de l'addition, il résulte que deux grandeurs dont la somme est nulle sont égales en longueur et opposées en direction.
lOV. Soustraction séométriqiie. — La soustraction géométrique ne nécessite pas de définition nouvelle ; c'est Topération inverse de l'addition. Si de c, somme de a + *>on retranche 6, on doit retrouver a : donc la soustraction de deux grandeurs s'effectuera en ajoutant à la première une quantité égale et opposée en direction à la seconde, et Ton notera cette opération comme dans l'algèbre ordinaire :
D'après ces notations, changer le sens d'une grandeur revient à changer son signe : si A A' = a, A'A = — a. (*).
Multiplication et division fiéoniétriqueti
En algèbre ordinaire, le produit d'un multiplicande a par un multiplicateur b est un nombre c qui doit être au multiplicande comme le multiplicateur est à l'unité.
Nous transporterons cette définition dans l'algèbre géométrique en la complétant par la notion de direction. Ainsi, étant prise comme unité géométrique une certaine grandeur OH ou h ainsi qu'il a été dit plus haut, le produit d'une grandeur géométrique a par une autre grandeur géométrique b sera une troisième grandeur géométrique c, qui devra être en grandeur et en direction au multiplicande a comme le multiplicateur b est à l'unité OH ou h.
En d'autres termes, les deux triangles formés par OC ou c et OA ou a d'une part, OB ou b et OH d'autre part, devront être semblables, et, par conséquent le produit de a par b s'obtiendra en construisant sur OA un triangle semblable au triangle formé par OB et par l'unité.
Cette définition du produit géométrique donne toujours le moyen
graphique de le construire sans difficulté ; on notera cette opération par le signe X, comme en algèbre. Ainsi, on écrira:
La définition de la division géométrique résulte immédiatement de celle de la multiplication dont elle est l'inverse.
On peut encore donner à la définition du produit une forme un peu différente. En effet, d'après sa construction même, le
0 Ce changement de signe doit être considéré comme correspondant à une yariation de ± w dans la valeur de Targumen/, le module devant toujours rester positif.
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produit s'obtient en faisant la somme des arguments du multiplicande et du multiplicateur et en prenant le produit algébrique de leurs modules.
Ainsi défini, le produit est évidemment indépendant, comme en algèbre ordinaire^ de tordre des facteurs, et ce résultat s'étend sans difficulté à un nombre de facteurs quelconque.
Une autre vérification importante consiste à remarquer que dans Talgèbre géométrique comme dans l'algèbre ordinaire :
ou qu'en d'autres ternies on peut indifféremment, pour faire le produit d'une somme par une quantité donnée, multiplier par cette quantité la somme effectuée, ou multiplier d'abord les par"
ties qui la composent et faire ensuite la somme de ces produits partiels.
On s'en assure facilement en remarquant que si
en faisant tourner le triangle de ces trois quantités d'un angle 6 égal à celui que fait b avec OH et en amplifiant ses côtés dans le rapport de ft à l'unité, on obtient ainsi un nouveau triangle OAjA/, dans lequel les trois côtés respectifs sont les produits c^ a^ a/ de c a et a' par b. Or, ces trois grandeurs Cj a^ a\ forment un contour fermé, donc
c'est-à-dire
lOO. Puissances et racines aritliniétiques d'ane quantité fl^éométrlque. — La définition de la multiplication conduit immédiatement à celle de la puissance.
Ainsi, élever une quantité géométrique d'argument 6 et de module r à la puissance t7? , ce sera former une nouvelle quantité ayant m% pour argument et r" pour module.
La racine est Tinverse de la puissance : extraire la racine m*^ de la quantité précédente, ce sera former
la quantité d'argument — et de mo-
dule r"" (*).
La racine carrée de 0H'= — 0H = — 1 sera donc une grandeur 01 égale en longueur à l'unité et portée sur la perpendiculaire à OH dans la direction qui fait avec OH Tangle -f •^.
On désigne généralement par i cette quantité.
410. Remarque générale sur les déflnitioiui pré* eédente«. — Remarquons que si les grandeurs géométriques que l'on considère sont toutes portées sur Taxe unité, on peut faire abstraction de leur qualité concrète et les traiter comme des nombres abstraits. Les définitions précédentes appliquées à ce cas particulier coïncident alors avec celles de l'algèbre ordinaire. On peut donc les considérer comme une extension de ces dernières, qu'elles renferment comme cas particuliers.
Composantes d'une quantité g^éométrlque
D'après ce que nous venons de dire, on peut, dans tous les calculs géométriques définis par les règles précédentes , substituer à une quantité géométrique deux autres quantités dont elle serait la somme.
Une quantité u pourra ainsi se décomposer en ses deux projections sur OH et 01. En désignant par a et h les gran-
j»),.m représente ici la racine arithmétique m^"^* de r, susceplible d'une valeur unique et toujours positive comme r : au contraire, l'argument Opou-
deurs algébriques de ces projections et par h Tunité géométrique, on aura évidemment :
u = a/i + bi.
Nous donnerons souvent aux quantités a et 6 le nom de composantes de la quantité géométrique suivant les axes.
Généralement, dans l'algèbre géométrique à deux dimensions, on remplace par l'unité la lettre h ; les grandeurs géométriques, décomposées suivant les axes, sont alors de la forme a + bi, et il est entendu que toutes les quantités algébriques telles que a , qui ne sont multipliées par aucun facteur géométrique, représentent des grandeurs portées sur Taxe OH.
On peut encore, en désignant par r le module et 8 l'argument
de la quantité ti, mettre cette quantité / sous la forme :
w = r(/icosO + isinO;,
ou simplement :
u = )'(cosO + isinO),
J7 d'après la remarque précédente.
Les quantités géométriques se mettent ordinairement sous Tune ou Tautre de ces deux formes, qui les rendent facilement comparables entre elles.
Deux quantités géométriques symétriques par rapport à Taxe
unité OH, sont dites conjuguées; leurs expressions sont alors de la forme
a'^'bi et a — 6i,
ou
r(cosO + isinO) et r(cosO— isinO).
vant être augmenté d'un multiple arbitraire de 2k, le quotient — est susceptible m déterminations distinctes. On trouve ainsi pour la racine géométrique m"»« d*une quantité donnée, m grandeurs ayant leurs extrémités sur un polygone régulier de m côtés et de centre 0.
li2. Inflniment petits séométrlqnes et dlirérentieUes s^ométrlques. — Une quantité géométrique est dite infiniment petite lorsque sa longueur est infiniment petite, quelle que soit d'ailleurs sa direction.
Une quantité géométrique étant supposée varier d'une façon continue, deux valeurs infiniment voisines diffèrent par une quantité infiniment petite qui sera dite la différentielle géométrique de M, et qu'on notera par le signe dUy par analogie avec l'algèbre ordinaire.
Toutes les règles de calcul infinitésimal démontrées pour les infiniment petits de l'algèbre, s'appliqueront évidemment aux infiniment petits de l'algèbre géométrique.
113. Avant d'aller plus loin dans l'étude de ce mode de calcul, nous donnerons quelques applications des principes simples que nous venons d'établir; ces applications montreront l'utilité du calcul géométrique appliqué à des questions d'algèbre ou de trigonométrie ordinaire.
1** Expression de sin mw, cos mco, tg mw, en fonction des Jouissances de sintù, cos (a, tgtù : formule de Moivre.
D'après les définitions données plus haut, si
w* = (cosmu) 4- 1 sin mw).
Mais d'autre part, d'après une vérification faite, on peut, comme dans l'algèbre ordinaire, substituer à tout facteur d'un produit un binôme dont ce facteur est la somme. Par conséquent, au lieu d'élever directement la quantité ic à la puissance ^, on pourra multiplier ?n fois par lui-même le binôme
COSo> -f- 1 siOb),
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d*où la relation (1) cosmos + isînmw = (cosw-h isinw)*,
connue sous le nom de formule de Moivre, qui doit être identiquement satisfaite.
Le développement du binôme de Newton, applicable d'ailleurs sans difficulté aux quantités géométriques, donne pour le second membre :
COS*» ci> + -p COS*»-' w (t sm m) h i-p^r — ' cos^-'oj (l" sm*ca)
ou, à cause de i* = — 1 :
«. . ^ • «._« • in(m — 1) ___, . ,
cos* c«) + — i cos**-' 0} sm o> i— - — .'cos"*~" co sm'w
7n(m — 1'. (m — 2) . ^ . . , -—-5 ' t cos"'-*w sm* 0) +...
c'est-à-dire :
COS"'ci> i-— — ^ cos"*-* tu sm"<a +... I
-f 1 --C0S»»-*O) smw ■ — -^ •'COS"'~'a)Sm"cû +...
Et, en identifiant cette quantité avec le premier membre de Téquation (1), on obtient, par l'égalité des composantes, les deux formules suivantes, qui résolvent la question proposée :
(2) cosmw =cos'»w i— — — -'cos'*"*wsm'w +...
(3) smm(i>=---cos"'"*co smw — — i — —-^^ ^cos'"-'a)Sin"c«>-f...
Ces deux formules donnent lieu à quelques remarques importantes. On voit, par exemple, d'après leur forme, que cos mtù s'exprime toujours rationnellement en fonction de cosiù^ tandis que sin mo) ne peut s'exprimer sans radicaux en fonction de sin (I) que si m est un nombre impair.
Divisant membre à membre, on obtient la valeur de tg mw en fonction de ^^ a> :
(4) tgmco = - ^'^^
rïJTi tg
ii4l. g"* Expression de sin''(ù et cos^<ù en fonction des sinus et cosinus des multiples de Varctù.
Tandis que les formules précédentes expriment les sinus et cosinus de Tare rtnù en fonction des puissances m^^^{vix — l)*~etc. de sin ot et cos (i>, les formules que nous allons actuellement établir et dont nous reconnaîtrons l'utilité dans Tétude du calcul intégral, expriment les puissances ii&**^ de sin u) et cos a> en fonction des sinus et cosinus de ww, (m — l)(o... etc.; la question que nous nous proposons est donc Tinverse de celle que nous venons de résoudre.
Considérons les deux quantités conjuguées :
..^ ( u = coso) + i sinco,
^' ( v=cos(u — isinu).
Les puissances p*~*de t^ et de v seront les deux quantités éga-
lement conjuguées :
On a, d'ailleurs :
u' = cospco 4- i sinpw, uP = cospo) — t sinpcu.
u' + fi' = 2 cospu) w'— î;'=2isinpw.
Elevons à la puissance m l'égalité géométrique :
2 cosw = u + 1?,
il vient, par l'application du binôme de Newton :
en groupant ensemble les termes équidistants des extrêmes.
Ce dernier développement se terminera d'ailleurs par Tun des deux termes
1 •Z*w«*« "TT"
selon que 7?i sera pair ou impair.
Le second membre, en tenant compte des relations (3) et (4; précédemment établies, se réduira à :
2cosmci) + 2 — cos(m— 2)o) + .... -f
2i ; COS'-),
În
et l'équation (5) deviendra ainsi :
2"»-i cos"* w = cos m o) + — - cos (m — 2)u) + ...
f- ^^^ costo;
I 1.2.3... iiiZll •
c'est la première des relations cherchées.
En élevant à la puissance m l'égalité
2isinci> = (u — r).
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on arrive, par un calcul analogue, aux formules :
IN
2»-i( — 4) sin"*ci> = cosmci> ces (m — 8) w +...
8"-*( — i) sin**b> = siam(>> — un (m — 2)«a+... tt ^^ï ^ sin w,
applicables, la première, au cas de m pair, la seconde au .cas de m impair. Il est remarquable que la valeur de si7V^tù s'exprime exclusivement en fonction des cosinus ou des sinus, selon que m est pair ou impair.
FONCTIONS GÉOMÉTRIQUES I
iiS. — Une quantité géométrique u peut s obtenir en faisant subir à une autre quantité v une série d'opérations géométriques. On dit alors que u est fonction géométrique de v.
On représente la liaison ainsi établie en écrivant
le signe f figurant la série d'opérations géométriques à effectuer sur V pour obtenir u.
Plus généralement, deux variables géométriques peuvent être liées par une relation
et l'on dit alors que l'une d'elles est fonction de l'autre.
Ainsi, pour nous en tenir aux opérations géométriques déjà définies, nous pouvons poser :
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II'— 3uu + 5u* — 2a = 0,
a et b étant des quantités géométriques connues. Cette équation signifie simplement que si l'on forme le cube géométrique de u, si Ton en retranche le triple produit géométrique de u par v . si Ton y ajoute le produit géométrique de b par le carré géométrique de V, et si Ton retranche enfin du tout le double de a, on retombe sur l'origine . C'est une condition qu'on impose ainsi aux deux quantités uetVy une liaison entre ces deux variables.
1 i O. Théorème fondamental sur les fonctions fg&a* métriques. — Considérons le cas d'une fonction explicite
On a évidemment, pour des accroissements finis,
u + Au = rtu + Av),
d'où
Au _f(t? + Au)— /'(p) Av Au
et, en passant aux infiniment petits,
du _ f(v-\-dv) — f(v) dv do
Le premier membre est le rapport des deux différentielles géométriques des variables u et v liées entre elles ; le second membre, qui représente la valeur généralement finie de ce rapport, est une certaine fonction de v, que nous appellerons dérivée géométrique de f{v),et qui s'obtient au moyen de f{v)j par une simple extension aux symboles géométriques des règles de la dérivation ordinaire.
Désignons par f\v) ou u^ cette fonction ; nous aurons
iSJ
dv
= rw = «,.
Cela posé, soient v une valeur attribuée à la variable et u la valeur correspondante de la fonction.
A partir de la valeur u, la variable peut subir un accroissement vv' ou dv indéterminé de direction et de grandeur (cette grandeur étant supposée toutefois infiniment petite).
Il en résultera, pour la fonction M, un accroissement différentiel uu* ou du, et la relation précédente
du dô
exprime que le triangle infinitésimal formé par les grandeurs différentielles un' vv' (triangle ombré construit en menant uK = uu^) est semblable à celui que w, fait avec Tunité OH.
Or, Wj ou f\v) ne dépend que de la valeur v de la variable.
Ainsi, quel que soit V accroissement \V de la variable^ il forme^ avec V accroissement correspondant uu' de la fonction^ un triangle invariable de forme.
En d'autres termes, si l'on fait tourner vv autour de v comme l'aiguille d'une horloge, uu' tourne d'angles égaux autour de u, et les longueurs des deux aiguilles infiniment petites sont constamment proportionnelles.
Cette propriété remarquable des fonctions géométriques (*).
0 II est essentiel de rappeler que toute fonc' tf tion géométrique^ d'après la défiaition précise qui en a été donnée, doit* s'obtenir par une série d'opëra/ions géométriques (addition, division, etc.) effectuées sur la variable. Ainsi une quantité géométrique peut bien dépendre d'une autre quantité géométrique sans être ^ pour cela fonction géométrique de cette dernière. Nous citerons, par exemple, la hauteur MB du triangle OMA formé par deux quantités géométriques, l'une constante OA, l'autre variable OM.
qui ne peut avoir son analogue dans Talgèbre ordinaire, s'ex prime algébriquement de la façon suivante : Soit
u = X + Yî;
X et Y sont évidemment des fonctions de x et y, puisque si jt et y sont donnés, v est connu, et que par suite u e ses composantes X et Y, en résultent. Mais ces fonctions ne sont pas quelconques : le théorème précédent leur impose certaines conditions.
Donnons, en effet, à x Taccroissement dx parallèle à l'axe
des j?, X et Y subiront des accroissements qui seront •;"* leurs différentielles partielles :
dX ^ dY ,
par rapport à x, et il en résultera pour u Taccroissement géométrique uu^.
Donnons actuellement à V Taccroissement dy, parallèle à Taxe des y, u éprouvera Taccroissement uii^y, dont les composantes seront :
dX ^ 'dY ^
-7- dy et -j- dy.
dy " dy "
Actuellement, d'après le théorème précédent, Tangle u^uu^
doit être droit, et les longueurs uu„ uu^ sont respectivement
proportionnelles à dx et dy. C'est ce qu'on exprime par les
égalités :
ur w« _ dy
up uq dx
OU en remplaçant les composantes ty?, ti^, w% us par leurs valeurs :
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^Y ^ dX ,
dy""^ dy^^ dy
dX ^ ~ d\ ^ ~ dx' -r- dx T- dx dx dx
c'est-à-dire :
/ dY _ dX \ dy " dx '
i dY dX
[ dx dy
Telles sont les deux relations remarquables auxquelles les dérivées partielles des fonctions X et Y^doivent satisfaire (*).
Mais il résulte de là que Tune même de ces deux fonctions n'est pas arbitraire; car si Ton dérive la première des équations (1) par rapport à j? et la seconde par rapport à y, et si on les retranche membre à membre, il vient
Ainsi, la fonction X doit être telle que si Ton forme ses dérivées secondes partielles par rapport à chacune des lettres qu'elle renferme, la somme de ces dérivées doit être identiquement égale à zéro.
La fonction Y est soumise évidemment à une condition semblable.
11*7. Remarque — Z)^uj? /bnc^/a7W géométriques qui 07it même dérivée ne peuvent différer que par une constante géométrique.
En effet, soient u et v! deux fonctions de r, telles que :
(') En tenant compte des relations (i), Texpression de la dérivée de u se simplifie et se réduit &
-. , dY , . dY
sous celte forme on vérifie aisément que cette fonction satisfait à son tour aux relations (1), et est bien par conséquent fonction géométrique de o, eomroe ceia résulte du reste de la manière dont on Fa obtenue.
du du'
dv du
On a :
d (u — u') _ <^ __ ^ _ A dv du dv
La différentielle de u — u' doit donc être nulle, ce qui veut dire que u — u' est invariable.
FONCTIONS GÉOMÉTRIQUES TRANSCENDANTES
lis. Déflnition et détermination de Pexponeiitielle et du losaritlinie géométrique. — En algèbre ordinaire, quand on définit la fonction exponentielle
on donne, avec sa définition même, le moyen de la calculer pour toute valeur de .r.
La fonction se trouve ainsi parfaitement déterminée, et nous avons reconnu qu'elle satisfait à Téquation diiférentielle :
(1) dy=iydx.
Cherchons à déterminer une fonction géométrique m de v, satisfaisant à la relation différentielle géométrique
(2) * du = udv
analogue à la précédente.
Il s'agit de pouvoir construire pour chaque valeur attribuée à V la grandeur correspondante u de la fonction.
Soient
K = X + Yt, v = x -{-yi;
tfï portant ces valeurs dans la relation (2), il vient
(dX + idY) = (X + Yi) (dx + idy),
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OU
(dX - \dx + \'dy) + 1 (dY — Xdy — Ydx) = 0 ; cette équation équivaut aux deux conditions algébriques :
(3) On en déduit
dX = Xdx — Ydr/, dY = Xdy + Ydx.
XdX + YdY = (X« + Y«)dx,
d'où
W aJc-2 X«+Y«
et de même,
doù
XdY — YdX = (X« + Y»)dî;,
XdY—YdX (5) . dy= ^,^y.
On^ satisfait aux relations (4) et (5) en posant :
(6) i/ = arctgj (•).
Ces équations résolues, par rapport à X et à Y, donnent
j (X = e-cosy,
^ ^ ^ Y = e- sin y.
(*) Afla de préciser l'expression des fonctions géométriques que nous définissons, comme on Fa fait dans l'algèbre ordinaire, nous n'ajoutons pas aux valeurs de x et y les constantes arbitraires dont ces variables pourraient être augmentées sans modifier leurs différentielles. Par suite de cette restriction, les fonctions que nous obtiendrons ne seront pas les fonctions les plus générales satisfaisant à la condition difl'érenlielle proposée, mais elles n'en difTéreront que par les constantes arbitraires que nous avons supposées égales à léro et qui n'ont pour effet que d'augmenter la variable x-^-yi d'une conHtante géométrique arbitraire.
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Ainsi, étant donnée la variable géométrique
t? = X H- yi, la fonction w, que nous avons déterminée par la condition
du=z udv, sera :
7) u = X + Yi = e*(cosî/ + isiny).
Cette fonction sera dite Y exponentielle géométrique de v, par analogie avec* l'exponentielle de l'algèbre ordinaire : on la représentera par le symbole c".
Réciproquement, v sera dit le logarithme népérien géœné-
Irique de u.
Si
u = X + Yi,
on aura
(8) v^x + yi = L v/X> + Y» + i arc tg ^
et on représente v par le symbole Lu.
La légitimité de ces notations pour désigner les fonctions qu'on vient de définir serait contestable si, comme cas particulier, elles pouvaient se trouver en contradiction avec celles de l'algèbre ordinaire. Mais il est aisé de s'assurer qu'il n'en est pas ainsi : par exemple, si v se réduit à une quantité algébrique jt par le fait de y ==o, u devient V exponentielle algébrique ordinaire c*; et réciproquement, si u se réduit à X, v devient /.X, c'est-à-dire le logarithme népérien ordinaire de la quantité algébrique X,
D'après ces nouvelles définitions, élever e à une puissance géométrique v on x-\- yi, ce sera former la quantité
it = e» = e*+»*' z= e* (cosy -i- i sin y) ;
prendre le logarithme géométrique d'une quantité géométrique u ou X + Yf , ce sera construire la quantité
t5=r/,u = LX + Yt) = L v/X* + Y* H- iarctg j.
Ainsi se trouvent parfaitement définies les deux premières transcendantes géométriques^ c'est-à-dire deux fonctions qui ne peuvent s'obtenir en partant de la variable que par un nombre illimité d'opérations telles que addition, soustraction, multiplication, etc., géométriques (*).
Si Ton met la quantité u sous la forme
u = pfcosco + 1 sinco),
l'expression de son logarithme deviendra :
v = Lp + t(«i> + îfciï).
L'angle tù représente le plus petit arc correspondant à la tan-
trente ^ et le nombre entier k étant arbitraire, on voit qu'une
quantité donnée admet une infinité de logarithmes dont les extrémités sont situées sur une parallèle à l'axe des Y, et diffèrent par une même constante 2x1. Si, pour préciser l'expression trouvée, on convient d'y faire k = o, on obtient ainsi ce que Gauchy appelle la valeur principale du logarithme :
r = Lp + iw.
Cette valeur se construit très facilement lorsque la quantité u = pfcosw -|- i sinci)) est donnée, en portant sur l'axe OH une longueur égale au logarithme néprien de p, et sur Taxe 01 une longueur égale à l'arc ci> compris entre — x et
n En effel, s'il en était autrement, la liaison que nous venons de définir pourrait s'exprimer par une équation géométrique entre u et t? o^\ n'entreraient pas de formes transcendantes, et dans le cas particulier où la variable »e réduirait à une quantité algébrique, il s'ensuivrait que le logarithme ou l'exponentielle de celle variable pourraient se calculer par un nombre limité d'opérations algébriques ordinaires, ce qui est impossible.
II est à remarquer que d'après ce qui vient d'être dit, Texponentielle
représente l'unité portée dans une direction faisant Tangle ta avec Taxe OH. Toute quantité géométrique
p(cosco + t sinco) pourra donc s'écrire sous la forme d'une exponentielle pe-*.
1 édO. — Il est facile de vérifier que la fonction exponentielle ^géométrique satisfait, comme l'exponentielle algébrique ordinaire, à la condition :
Pour cela, il suffit de remplacer les symboles ô**, e'c'*"^* par les quantités géométriques qu'ils représentent.
Cette propriété peut s'exprimer en disant que : Le logarithme {/ëométrique (T un produit est la somme des logarithmes géométriques des facteurs.
121. Déflnitloii de l'exponentielle a*"". — Une quantité géométrique quelconque a = p (cos<i) + isino)) peut se mettre, d'après ce qu'on vient de voir, sous la forme ;
pe^ ou e*,
en posant i; = /.p -f- wi.
Pour définir actuellement la puissance géométrique a^ de la (juantité géométrique a, remplaçons a par e* et convenons par définition d'étendre au symbole algébrique
au» ^ (gfju»
la règle de l'algèbre ordinaire. Nous écrirons alors :
et le symbole a*", qui n avait jusquHci aucune signification. devra être considéré comme représentant la quantité géométrique
qui est parfaitement définie.
Cette définition étant une fois admise, on vérifie immédiatement que :
et :
il suit de là que les règles ordinaires du calcul des exposants s'appliquent à ces nouveaux symboles, dont l'emploi se trouve justifié d'ailleurs par ce fait qu'ils retombent comme cas particulier dans les notations de Talgèbre ordinaire.
L'application de ce qui vient d'être dit fait voir que par le symbole
on doit entendre la quantité géométrique
(eî')'=e-î.
1S2. Expre««ioo de« sinus, cosinus et tangente d'un are en fonction des exiponentielles séomé* triques. — La relation qui définit l'exponentielle géométrique
ilevient, si l'on y fait a égal à zéro, et b successivement égal à + a: ou — ir,
e'' = cosx + t sinx, e-" = cosx — 1 sin a?;
on en déduit
cosx =
sinx =
Ces formules, qui jouent un rôle important en analyse, expriment
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une liaison remarquable entre les transcendantes trigonomêtriques et les transcendantes exponentielles.
La liaison apparaît plus complète encore par la définition des sinus, cosinus et tangentes géométriques ; ces dernières fonctions se déduisent des sinus, cosinus et tangentes de l'algèbre ordinaire, par une extension tout analogue à celle qui de l'exponentielle algébrique nous a conduits à l'exponentielle géométrique.
Nous donnerons les expressions des sinus et des cosinus géométriques dans la seconde partie de ce Cours.
123. Séries séoniétriques. — Il est évident que Ton peut former des séries avec des quantités géométriques conime on en a formé avec les quantités algébriques ordinaires.
Les termes devront être portés à la suite les uns des autres et
figureront une ligne polygonale telle que 0, 1, 2, 3, ..., n — 1, n.
La somme S^ des n premiers termes sera la grandeur géométrique On, et la somme de la série, si elle est convergente, sera la limite vers laquelle tendra Ofi lorsque n augmente au delà de toute limite.
Pour l'étude d'une série géométrique, il est utile de considérer la série algébrique
Pi Pi Ps Pi •••» P»
formée par la suite des modules des termes de la série proposée.
La somme des termes de cette dernière série représente la longueur de la ligne polygonale, et il est évident géométriquement que si cette somme tend vers une limite finie, le point n ne peut ni s'éloigner à l'infini, ni osciller perpétuellement autour de certaines positions. Donc :
Si la série algébrique des modules est convergente, lu série géométrique doit Vêtre également.
Mais la réciproque de cette proposition n'est pas exacte.
On dit qu'une série géométrique est absolument convergente lorsqu'elle est convergente et que la série formée par ses nio-
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(iules Test également : on démontre que la valeur d'une série absolument convergente n'est pas altérée lorsqu'on change l'ordre de ses termes.
124. Il résulte de ce qui vient d'être dit, que la substitution de xi à X dans une série algébrique dont la convergence est démontrée fournit une série géométrique également convergente.
Prenons, par exemple, la série algébrique
dont la convergence a été reconnue pour toute valeur de œ et qui représente l'exponentielle e*, la série géométrique qu'on en déduit
xi x" xH X* xH
sera convergente.
D'ailleurs, on peut l'écrire (à la condition d'intervertir l'ordre des termes, ce qui se justifie dans le cas actuel par une remarque du paragraphe précédent).
V* ■" n "^ \jn "'") ■*■ *vT *" ro "^ 1.23.4.5 ""-7
On reconnaît dans les deux parenthèses les séries algébriques qui représentent cosa? et s'mx.
La série (2) est donc égale à
cosx + tsinx.
D'autre part, on a vu que le symbole (f* représentait précisément la quantité cosa? -f- i sin j^, donc e^ est égal à la somme de la série géométrique
Ainsi l'exponentielle géométrique est développable en série de la même manière que l'exponentielle de l'algèbre ordinaire.
1S5. Fonctions monodronie» et -non monodromes, points ordinaires» points critiques. — La
définition que nous venons de donner de quelques fonctions
géométriques nous permet actuellement de compléter c^tte étude par un certain nombre de définitions nouvelles.
Une fonction est dite monodrome lorsqu'à une valeur donnée de la variable correspond une seule valeur de la fonction. Ainsi, les fonctions
sont monodromes.
Au contraire, les fonctions:
u = Lu.
ne le sont pas, puisqu'à une valeur de v telle que rH, que Ton peut toujours écrire ^-^N + **«)'(*), correspondent pour la preauère m valeurs distinctes de u résultant de l'expression
1 «+9Jlic.
OÙ l'on fait &' successivement égal à 1, 2, 3... (m — 1), et pour la seconde une infinité de valeurs correspondant à toute valeur entière attribuée à k dans l'expression :
En général, lorsqu'une fonction n'est pas monodrome, à chacune des valeurs distinctes fournies par une même valeur de la variable correspond par continuité une branche distincte de la fonction. Chacune de ces branches peut être considérée comme monodrome tant qu'elle se meut dans la région du plan où elle ne croise pas d'autres branches.
Dans les exemples cités plus haut, les différentes branches de la fonction résultant de l'addition d'ua multiple de 2:: à l'argument
f) L'addition d'un multiple quelconque de 2;c à l'argument d'une quantité géométrique, ne modifie, en effet, ni la direction de. cette quantité ni sa grandeur.
de la variable, il est à remarquer que si la variable décrit une courbe fermée autour de l'origine de manière à revenir à sa valeur première tv, son argument s*étant augmenté de rh 2r dans la rotation, la fonction ne revient paa à sa valeur jMÎmitive Uo, mais passe d'une de ses branches à une autre en u'^ (*).
Dans d'autres cas, Taddition d*un multiple de 2x à Targument de la variable, pourra modifier ou ne pas modifier la valeur de la fonction, selon que cet accroissement sera considéré comme résultant de tel ou tel circuit décrit par la variable.
Prenons, par exemple, la fonction très simple
Si la variable, partant d'une position v, y revient après avoir décrit un circuit tel que (c), son argument s'augmente de 2tc, mais celui de {v — a) n'est pas modifié.
Si l'on substitue, au contraire, au circuit (c) le circuit (c'), enveloppant à la fois l'origine et le point a, les arguments de v et de [v — a) s'augmentent simultanément de 2ic et l'on passe d'une valeur de u à une valeur difTérente.
Ces exemples suffisent pour faire comprendre qu'il est impossible, en général, d'isoler les différentes branches d'une fonction, puisque par continuité on est ramené d'une branche sur une autre.
On appelle point ordinaire pour une fonction donnée, tout point du plan tel que la fonction reste monodrome, finie et con-
(*) Le sig^e db devant 2n correspond au sens dans lequel la rolatîon s'effectue; si la variable décrivait un contour plus compliqué formant plusieurs circonvolutions autour de rorigine, il faudrait ajouter un multiple de 2ic égal au nombre des circonvolutions en comptant négativement celles qui sont etTectuées dans le sens négatif des angles.
tinue ainsi que sa dérivée quand la variable passe en ce point et reste dans son voisinage.
Parmi les points ordinaires, il faut remarquer ceux pour lesquels la fonction s'annule.
Nous énoncerons, au sujet de ces points, le théorème suivant dont la démonstration sera donnée dans la seconde partie de ce Cours.
Si une fonction f (v) s'annule pour v = a, en restant continue et monodrome aux environs de >ce points elle pourra se mettre sous la forme :
m étant un entier positif et ç (v) une fonction finie continue et mononodrome aux enviroyis du point a et qui ne s'annule pas en ce point.
Le point a est dit un zéro de la fonction, et m est son degré de multiplicité.
Lorsqu'un point du plan n'est pas un point ordinaire, on lui donne le nom de point critique.
Les points critiques peuvent être de diverses natures.
Si, par exemple, une fonction monodrome f{v) devient in&nie pour v = a, mais si ce point est un point ordinaire pour son inverse, on aura, d'après le théorème précédent ;
Mais ç {v) étant une fonction continue, monodrome et différente de zéro aux environs du pointa, son inverse est également finie, continue et monodrome dans cette région, et nous démontrerons dans la seconde partie du Cours (Théorème de Cauchy) qu'une pareille fonction est toujours développable par la formule de Taylor. On aura donc en prenant v — a comme accroissement :
"TT = "7 — n :i=Ao + Ai(u — a) + A, (u — a)* + ...»
9 (u) ?[a + (u— a)] 0 ' iv^ /T^ IV / •
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d'où ;
la fonction ^ (v) restant finie continue et monodrome aux environs du point V = a.
Le point a est dit un pôle ou un infifii de la fonction et l'exposant m est son degré de multiplicité.
On appelle point singulier essentiel un pôle dont le degré de multiplicité est infini et plus généralement encore tout point critique qui n'est pas un pôle et pour lequel la fonction reste monodrome.
Si plusieurs branches d*une fonction non monodrome se croisent en un même point, ce point est encore un point critique, mais d'une nature tout autre que les précédents : on lui donne le nom de branchement ou point de ramification.
Par exemple, le point a est un branchement en même temps qu'un zéro pour la fonction
car ses vi valeurs deviennent nulles pour v = a.
Nous nous bornerons à ces indications sommaires sur les points critiques des fonctions.
126. Fonctloiis périodiques et dioublement péricH dlques. — Dans l'algèbre ordinaire, une fonction est dite périodique lorsqu'elle ne change pas de valeur quand on ajoute une quantité donnée a à la variable ; cette condition s'exprima par l'égalité
qui doit être identiquement vérifiée quel que soit x.
Par exemple, sin x et cos jj, sont des fonctions périodiques admettant 2x pour période.
La même définition s'étend naturellement aux fondions géométriques; la période est alors une quantité géométrique.
Il est évident qu'une fonction qui admet pour période a, admet aussi pour périodes tous les multiples de a. Il est donc essentiel, lorsqu'on a reconnu l'existence d'une période dans une fonction, de s'assurer si cette période n'est pas un multiple d'nne période plus petite.
Nous appellerons période élémentaire toute période qui n'est pas réductible à une période plus petite.
Toute fonction réelle qui admet plus d'une période élémentaire est nécessairement constante. — Supposons, en effet, qu'une pareille fonction admette deux périodes distinctes a et p. Le rapport de ces deux périodes sera nécessairement incommensurable, car s'il ne l'était pas, il s'exprimerait par celui de deux nombres entiers p et q que l'on pourrait toujours ramener à être premiers entre eux. On aurait donc :
et la valeur commune y de ces deux quotients serait une période de la fonction proposée. En effet, cette fonction doit reprendre la même valeur toutes les fois que la variable s'augmente de la quantité
ma 4- np,
c'est-à-dire
où m et n sont deux nombres entiers quelconques ; mais lorsque p et q sont premiers entre eux, on sait que l'équation
mp + ng = 1
est toujours résoluble en nombres entiers. On pourrait donc choisir m et n de manière à faire
ma + np= y,
ce qui prouve bien que y serait une période, dont
P = *, ne seraient que des multiples.
Supposons donc que le rapport — soit incommensurable et dési-
gnons par [i. sa valeur.
La fonction reprendra la même valeur toutes les fois que la variable s'augmentera de
ma — np=:p(m|x — n).
Or, on sait qu'on peut trouver des nombres entiers tels que la différence
rrifA — n
soit aussi petite qu'on voudra.
Donc à partir d'une situation quelconque, on peut donner à la variable un accroissement différentiel pour lequel la fonction conserve la même valeur, ce qui veut dire que la dérivée de cette fonction est constamment nulle et qu'elle se réduit par conséquent à une constante.
Toute fonction géométrique qui admet deux périodes élé^ mentaires ayant entre elles un rapport réel, c'est-à-dire de mêws direction^ est nécessairement constante, — En effet, par un raisonnement semblable à celui que nous avons employé pour les fonctions réelles, nous reconnaîtrons que le rapport des deux périodes doit être incommensurable et que la variable peut subir un accroissement infinitésimal de direction parallèle aux périodes, sans que la fonction change de valeur.
Mais, d'après le théorème fondamental sur les fonctions géométriques (116), si une fonction reste constante à partir d'une situation donnée pour un déplacement différentiel particulier attribué à la variable, elle doit aussi rester constante lorsqu'on change la direction do ce déplacement, puisque le
rapport de direction et de grandeur des accroissements de la fonction et de la variable est indépendant de la direction de ce déplacement ; donc, etc.
Toute fonction géométrique qui admet plus de deux périodes élémentaires est nécessairement constante. — On peut le démontrer géométriquement de la manière suivante (Bertrand, Calcul diff, et int.y § 609).
Supposons qu'une fonction admette trois périodes a, 3, y. A partir d'un point a de rayon v arbitrairement choisi dans le plan, formons les trois réseaux de parallélogrammes qu'on obtient en prenant a et p, p et y, y et a comme côtés ; puis, à partir de chacun des sommets de ces réseaux, imaginons qu'on construise des
réseaux identiques aux premiers. Nous formerons ainsi un système de réseaux multiples dont on a tracé les premiers éléments sur la figure ci -jointe, et qui peut être considéré comme représentant la projection sur le plan des parallélipipèdes égaux et juxtaposés dans lesquels trois séries de plans parallèles et équidistants décomposeraient l'espace. .
Les sommets de ces deux réseaux ont des rayons vecteurs dont l'expression générale est
où m, n et p reçoivent toutes les valeurs entières possibles, positives ou négatives. La fonction reprendra donc la même valeur lorsque la variable passera par l'un quelconque de ces sommets.
Soient parmi tous ces points ijl, v et p ceux qui forment le triangle de surface minimum. Construisons à partir de a le i^éseau de parallélogrammes ayant |jlv et jxp comme côtés. Les sommets de ce nouveau réseau ayant des rayons qui rentrent dans la formule (1), doivent appartenir au système des points
déjà obtenus. De plus, aucun de ces derniers points ne pourra tomber à Tintérieur d'un parallélogramme, ni sur ses côtés en dehors des sommets, car il formerait alors avec deux des sommets un triangle, tel que le triangle ombré de la figure, de surface inférieure au triangle yivp, ce qui est contraire à l'hypothèse admise. Ainsi tous les sommets du réseau multiple que nous avions formé d*abord doivent appartenir à un réseau simple unique, ce qui revient à dire que les trois périodes peuvent se ramener à deux.
Le raisonnement suppose, il est vrai, que le triangle minimum (ivp a des dimensions finies, mais s*il était infiniment petit, cela signifierait que la fonction admet une période infiniment petite, liv. par exemple, et Ton reconnaîtrait alors, comme dans le cas du théorème précédent, que la fonction ayant une dérivée nulle doit se réduire à une constanie.
127. Ces théorèmes préliminaires font voir qu'une fonction géométrique continue ne peut admettre que deux périodes géométriques élémentaires de directions distinctes. Soient a l^^ •• -l /••
et g ces deux périodes : si Ton / / / /
porte à partir d'un point quel- 1 -#., x j- -
conque v^ du plan des Ion- / / / gueurs telles que J^ dL / -i—
ma -I- n?,
où Ton attribue à m et à n toutes les valeurs entières possibles, on obtient une infinité de points formant les sommets de parallélogrammes ayant a et g pour côtés ; l'un de ces parallélogrammes est dit parallélogramyne élémentaire et le réseau constitué par leur ensemble a reçu le nom de réseait Bi-avais. du nom du savant
qui s'est servi de la considération de ces réseaux pour ses célèbres études cristallographiques.
La fonction reprendra la même valeur que pour le point initial v^ toutes les fois que la variable passera par un des sommets de ce réseau, et en général sa valeur ne changera pas si la variable se transporte d'un point quelconque pris à l'intérieur d'un parallélogramme en un point semblablement situé à l'intérieur d'un autre parallélogramme élémentaire.
On pourra donc borner l'étude d'une pareille fonction aux valeurs de la variable aboutissant à l'intérieur d'un parallélogramme élémentaire.
On démontre (V. Bertrand, Calcvl diff. et int,^ II, § 612 et suivants) ç{\\une fonction doublement périodique admet toujours au moins deux zéros et deux infinis à V intérieur d'un parailélogramme élémentaire^ et quen général le nombre total de se^ zéros dans un parallélogramme est égal au nombre de ses i7ifi7iis.
L'étude des fonctions doublement .périodiques constitue une branche importante de l'analyse ; nous y reviendrons, à propos des fonctions elliptiques, |dans la seconde partie de ce Cours.
CALCUL GÉOMÉTRIQUE A TROIS DIMENSIONS
128. Parmi les résultats que nous venons d'établir, tous ceux qui ne s'appuient que sur l'addition et la soustraction des grandeurs géométriques s'étendent immédiatement et sans aucune difficulté à la géométrie à trois dimensions.
Nous aurons fréquemment occasion, dans le Cours de Mém- 7iique, d'appliquer utilement ces considérations à l'étude des vitesses, des accélérations, des forces.
Au contraire, l'extension de la multiplication géométrique à la géométrie à trois dimensions conduit à des résultats beaucoup plus complexes, parce que l'interversion de l'ordre des facteurs n'est plus permise. C'est à cette extension que se rattachent la théorie intéressante du Calcul des quaternio)is et les travaux du géomètre anglais Hamilton relatifs à cette théorie.
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L — GÉNÉRALITÉS
129. Les applications géométriques de la méthode infinitésimale sont de deux natures :
1® Applications à la géométrie analytique, — Ce ne sont en réalité que des applications algébriques, avec cette seule différence que les équations sont interprétées géométriquement.
2* Applications directes à la géométrie^ sans recourir d'une façon constante du moins aux relations de coordonnées. Ces dernières applications constituent la géométrie infinitésimale.
Nous rencontrerons, dans la suite, ces deux sortes d'applications souvent mêlées l'une à Tautre.
130. Cyourbes considérées comine polys<>i^®<9 Inflnltésimauic. Points consécutifs. — Nous considérerons une courbe comme la limite d'un polygone infinitésimal inscrit dans cette courbe. La seule condition que nous imposerons à ce polygone sera d'avoir tous ses côtés infiniment petits, et nous reconnaîtrons que les éléments géométriques calculés par le moyeu
de ces considérations seront indépendants de la manière dont
nous supposerons construits les côtés infiniment petits de ce polygone.
Si x^ et y^ sont les coordonnées d'un point a d'une courbe plane
celles du point suivant b seront
X| î= Xç + uXq,
yi = !/o + ^î/o;
où dx^, dy^ seront simplement assujettis t\ la liaison différentielle du premier ordre résultant de la relation (1).
Le point suivant c aura de même pour coordonnées
X, = x, + dx,,
c'est-à-dire
^i = (i/o + t£yj + d(î/o -h dî/o) = î/o + 2di/o + d*i/o,
et ainsi de suite ; les différentielles étant toujours liées par les seules conditions déduites de Téquation (1). En général, x^^^ et y^^i seront donnés par
Xp^j ^ Xp -f- uXp,
!/p+i = yp + dyp ;
relations qu'on peut écrire symboliquement
Xp+, = Xp (1 + d), yp+i =2/p(^ +«*)»
et qui conduisent aux formules symboliques générales
Xn = Xo (1 -f d)**,
Vn+i = yo (* + ^)"-
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Les points a, ft, c,... sommets consécutifs du polygone infininitésimal, sont dits points co)isécutifs de la courbe.
Les cordes ai, bc, cd ... reçoivent le nom de tangentes consé^ cutives.
Des considérations tout analogues s'appliqueraient à une courbe gauche.
Les différentielles entrant dans l'expression des coordonnées des points consécutifs, seraient alors soumises aux liaisons provenant des équations simultanées :
qui représentent la courbe.
Dlflérento ordres de eootact des courbes
Considérons deux courbes
représentées par deux poly- f^
gones infinitésimaux, et supposons que ces polygones ptiissent être détermines de manière à avoir à la limite deux sommets consécutifs 2 et 2'. 3 et 3' en coïncidence.
Les deux courbes ont alors une tangente commune 23, 2'3'; elles sont dites tangentes QXiive elles.
Elles sont osculatrices si les polygones peuvent avoir trois points consécutifs communs, surosculatrices s'ils en peuvent avoir quatre, et ainsi de suite. En général, on dit que les deux courbes ont entre elles un contact d'ordre n si elles ont n + 1 points consécutifs communs.
132. Remarque importante. — Deux courbes planes ayant un contact du n^* ordre se traversent ou ne se traversent pas suivant que tordre de leur contact est pair ou impair.
On s'en rend facilement compte en supposant d'abord les
points communs -^ aux deux courbes
situés à des distances finies les uns des autres , car alors à chaque point commun les courbes se traversent, et si le nombre des points communs est pair, par exemple, les courbes finissent
par rester, après leur dernière rencontre, dans la même situation
respective qu'avant leur premier croisement.
Cette remarque ne peut cesser d'être vraie quand les points
deviennent infiniment voisins, et la propriété énoncée se trouve
ainsi démontrée.
133. Caractère analytique des contacts. — Nous avons vu que les coordonnées des points consécutifs d'une courbe pouvaient s'exprimer en fonction des différentielles de ces coordonnées par des formules symboliques telles que
Xn = Xo (i + d)\
Si deux courbes planes ont un contact du premier ordre, c'està-dire deux points consécutifs communs, on aura pour ces deux courbes
et symboliquement
^0 — ^a» Va — 1o»
*,(! + d) = Ç,(l +d), y,(l + d) = ii,{l +d);
c'est-à-dire, à cause de (1),
CALCUL DIFFÉRENTIEL ili
S'il y a un contact du deuxième ordre, on aura en outre Xo(I + d)« = Ço(i + d)\ y, (1 + d)« = 1)0 (1 + d)«;
c'est-à-dire, à cause de (1) et (2),
!3) d«Xo = d«eo, d'yo = d%,
et ainsi de suite. En sorte que, pour le contact du n*~ ordre, chaque coordonnée devra avoir n diflférentielles consécutives égales, ou, pour préciser davantage, si Ton attribue à Tune des variables, x par exemple, n accroissements différentiels arbitraires, mais qui soient les mêmes pour les deux courbes, les deux courbes devront donner pour l'autre variable des accroissements différentiels qui soient aussi les mêmes.
Si, par exemple, on traite x en variable indépendante, les n premières dérivées de y déduites des équations des deux courbes devront être égales entre elles.
THÉORIE GÉNÉRALE DES ENVELOPPES
i* ENVELOPPES DES COURBES PLANES
1341. Considérons une courbe plane:
f (xy y, ») = 0,
renfermant un paramètre variable a dans son équation. A chaque valeur attribuée à ce paramètre correspond une courbe déterminée, et l'ensemble de toutes ces courbes constitue une série de courbes.
iT2
A deux valeurs infiniment voisines de a, a^ et a^ = {x^ + dl, i
correspondent dans la série \ deux courbes C^, et G,, en général infiniment peu différentes.
Supposons que ces deux courbes se rencontrent en un point Cq, et considérons la figure formée par l'ensemble des deux courbes C^ et G,.
Si nous donnons à a un accroissement différentiel di dans les équations de ces deux courbes , la première G^ se trasnforme en G^ et la
seconde G, devient la courbe G, correspondant dans la série à la
valeur
«4 4- da ou «0+2 dx
attribuée au paramètre.
Comme, d'ailleurs, dans cette transformation, la figure que nous considérons a dû se déformer infiniment peu, le point d'intersection e^ des deux courbes primitives G^ et G, a dû se transporter en un point e^ généralement infiniment voisin de e^ et commun aux deux nouvelles courbes G, et G,.
A un nouvel accroissement différentiel dx donné à a, correspondrait de même un point e^ intersection de deux nouvelles courbes G, G, de la série, et ainsi de suite.
Les courbes G^ G^ G,... sont dites courbes consécutives de la série, et les points e^ e^ e^... forment un polygone infinitésimal, c'est-à-dire une courbe E qui est dite Venveloppe des courbes de la série.
Gelles-ci, réciproquement, sont dites les enveloppe'es de la courbe E que nous venons de définir.
Théorème. — Venveloppe est tangente à toutes les
enveloppées. — Ce théorème est pour ainsi dire évident d'après les explications précédentes.
En effet, Tenveloppe a deux points consécutifs communs avec chacune des enveloppées.
Cette propriété se vériQe d'ailleurs analytiquement au moyen de l'équation de Tenveloppe que nous allons établii*.
13G. Détennlnatloii analytique de l'enveloppe.
— Un point de Tenveloppe, le point e^ par exemple, est déterminé par l'intersection des deux courbes consécutives :
li) r{x, y, «o) = 0,
en sorte que le lieu des points e^^ c'est-à-dire Tenveloppe tout entière, sera représentée par le système des équations (I) et (2) dans lesquelles on attribuera à a^ toutes les valeurs possibles, ce qui revient à le considérer comme une variable indéterminée. Mais la seconde de ces deux équations peut s'écrire, par le développement de Taylor limité aux infiniment petits du premier ordre :
»') r[x, y, «o) + fu(x, y, «o) d« = 0,
et elle se réduit, à cause de la première, à :
Ts {x, y, ««) du = 0,
c'est-à-dire, puisque da, quantité infiniment petite, n'est pas rigoureusement nulle à
l'équation de l'enveloppe s'obtiendra donc en définitive par rélimination de a entre l'équation générale des courbes de la série
et Téquation
obtenue en égalant à zéro la dérivée de f par rapport à a.
Applicatloii é, un exemple. — Enveloppe des droites
on a
d'où
y + ax + a» =0,
L*enveloppe est un parabole qui a pour sommet l'origine et Taxe des y pour axe.
13S. Cas où l'éfiuatloo des enveloppées renferme deux paramètres liés entre eux par une relation connue. — Soient, par exemple, les équations
fix, y, a, P) = 0,
La solution précédente s'appliquerait évidemment si l'on commençait par éliminer Tun des deux paramètres, le paramètre P par exemple.
Mais on peut éviter cette élimination en différentiant directement les équations (1) et (2) et traitant p comme une fonction de a dans cette diflférentiation.
On obtient ainsi les deux relations :
9Vd« + ?'pdp = 0,
qui, jointes aux deux précédentes, permettent d'éliminer a, 3 et
-j- et d'arriver ainsi à une équation entre x et y qui est celle de l'enveloppe.
139. Applleatlon à un exemple. — Soit une droite ab de longueur constante l se déplaçant dans un angle droit XOY. On propose de chercher son enveloppe.
Désignant par a,3, les abscisse et ordonnée à l'origine de cette droite, on a pour son équation
ou
(1) px + ay = «p,
avec la condition
D'après la théorie précédente, on a à éliminer a, g ^^ '^ entre les équations (1) et (2) et les deux suivantes :
Eliminant d'abord -^ , on trouve :
UrOt
pi/ — ax = P* — a'.
Il resterait à éliminer a et ^ entre (1) (2) et (5). Mais on peut, dans le cas actuel, simplifier la solution au moyen de la remarque suivante :
Pour un système déterminé de valeurs de a et g, le point correspondant e de l'enveloppe est donné par l'intersection de la droite ab
avec la droite ce
py — ax = p* — a«,
qui est perpendiculaire à la première et facile à construire ; car
elle passe par le point c (a, jâ), qu'on obtient en formant le rectangle aObc.
Désignant par Ç et nj les coordonnées ef, eg du point (?, et par ç Tan gle & a 0, on a sur la figure :
Ç = 6/"= 6e CCS ç = i>c cos* ?
= ab ces' 9 = l ces' f ,
T] = eg := ae sîn 9 = ac sin* f = ab sin' 9 = l sin' 9 ;
d'où:
équation qui est évidemment celle de l'enveloppe et que l'on peut écrire :
Nous verrons, dans l'étude de la cinématique, que cette courbe est une épicycloïde.
14^0. Remarque sur deti cas d'impossibilité apparente. — Pour qu'il y ait enveloppe, il faut évidemment que deux courbes de la série en général, et en particulier deux courbes consécutives, puissent se rencontrer. Donc, étant choisis arbitrairement x et y, c'est-à-dire un point M du plan, l'équation
doit pouvoir donner au moins deux valeurs de a, c'est-à-dire deux courbes de la série passant par le point M.
Par suite, il n'est pas possible que la valeur de a se présente
sous la forme: |
qui conduirait par l'application de la règle (en formant f\ = 0) à Tabsurdité
En résolvant Téquation (1) par rapport à a (ce qui est toujours théoriquement possible), on devra donc trouver une valeur de cl qui renferme au moins un double signe.
Supposons, par exemple, qu'on soit conduit à une expression de la forme :
On aura alors deux courbes de la série passant par un même point x^, î/o ^^ V^^^ ®* correspondant aux deux valeurs du paramètre :
«' = • (^'o» Vu) + 4* (^0» Vo^f *" = 9 (^0» yo) — + (^01 Voh
Si ces courbes sont infiniment voisines, ce qui est la condition pour que le point x^, y^ appartienne à l'enveloppe, a et a" ne peuvent différer que d'une quantité infiniment petite da, donc
d'où la condition
qui doit être l'équation même de l'enveloppe.
141 . Exemple. — Appliquons ces observations à l'exemple traité plus haut :
Résolvant en a, on trouve :
d'où
et la condition
donne bien eflfectivement Téquation de Tenveloppe.
1412. Remarciiie. — Si Ton fait varier simultanément et d'une manière quelconque x^y et a, dans
les accroissements différentiels des trois variables satisfont à:
(2) r, dx •\.f^dy + f\ da = 0.
Mais si Ton se déplace dans le plan de manière à suivre l'une des courbes de la série, alors da étant nul, dx et dy doivent vérifier la condition :
(3) fxdx + fydy — a.
Si Ton élimine a entre les équations (I), et (3) on obtiendra évidemment une équation différentielle indépendante de a, à laquelle devront satisfaire en chacun de leurs points toutes les courbes de la série. C'est l'application au problème de géométrie qui nous occupe de la règle analytique précédemment donnée pour l'élimination des constantes.
Toute relation de la forme :
fn r(^,y,«)=o,
quelle que soit la constante a, obligerai? et y à satisfaire à l'équation différentielle trouvée.
Mais cette relation différentielle peut admettre d'autres solutions non comprises dans la relation (1).
Prenons, en effet, le système d'équation:
qui. par rélimination de a donne Téquation,
de Tenveloppe.
Je dis que la relation
satisfait également à Téquation différentielle.
En effet la liaison entre dx et dy qui résulterait de Téquatioii (5), peut s'obtenir par la différentiation simultanée des équations (4).
La première donne
f»dx + /*„ dy -h fa da=zO,
ou simplement, à cause de f*^ = 0,
/», dx + /'y dy = 0, équation qui, jointe à
ramène bien par Télimination de a à l'équation différentielle précédente.
On voit que la disparition du terme f\ da provient, dans ce cas, non plus de la condition da = 0 qui indiquerait qu'on se déplace sur Tune des courbes de la série, mais bien de la condition f^ =0, exprimant que l'on se déplace sur l'enveloppe.
C'est là un résultat remarquable que nous avions précédemment annoncé à propos de l'élimination des constantes (99), et sur lequel nous aurons encore à revenir dans l'étude du calcul intégral.
L'interprétation géométrique en est facile, d'ailleurs. En effet, l'équation différentielle en a? et y à laquelle on est parvenu par l'élimination de a entre les équations (1) et (3), donne en chaque
point du plan le rapport -^ en fonction de x et Ae y, et équivaut
à Tobligation de suivre une des courbes de la série pendant un déplacement infiniment petit. Mais si Ton part d un point de Tenveloppe , cette enveloppe , tangente en chacun de ses points à Tune des courbes de la série, fournit toujours pour
■~ une valeur satisfaisant à la condition différentielle, et
pourra être suivie aussi bien que Tune de ses enveloppées.
ENVELOPPES DES SURFACES
1413. Tout ce que nous venons de dire sur Tenveloppe d'une série de courbes planes, peut s'appliquer par une extension facile à l'enveloppe d'une série de surfaces
(1) F (X, 1/, z, fit) = 0.
La surface enveloppe d'une pareille série s'obtiendra en éliminant a entre l'équation (1) et
La surface enveloppe est tangente à chaque enveloppée tout le long d'une courbe qui est dite la caractéristique de cette enveloppée et qui est l'intersection de deux enveloppées consécutives.
IL — ÉTUDE SPÉCIALE DES COURBES. —DÉTERMINATION ANALYTIQUE DES ÉLÉMENTS GÉOMÉTRIQUES QUI CARACTÉRISENT UNE COURBE EN LTN DE SES POINTS.
14t4. On conçoit qu'une courbe se trouve caractérisée en l'un de ses points par la disposition des points consécutifs infiniment voisins de celui que Ton considère. Cette disposition s'exprime par Torientation et la grandeur de certains éléments géométriques que nous nommerons pour cette raison éléments caractéristiques de la courbe^ et que nous nous proposerons actuellement de déterminer par l'analyse.
i° ÉLÉMENTS RELATIFS A DEUX POINTS CONSÉCUTIFS D'UNE
COURBE PLANE OU GAUCHE
14IS- Tanseiite» normale et plan normal en coordonnées reetUlsnes. — Deux points consécutifs d'une courbe déterminent la tangente à cette courbe, et par suite aussi la no-r^ maie si la courbe est plane, le plan normal si elle est à double courbure.
Soit d'abord une courbe plane en coordonnées reciiligneSy rec^ (angulaires ou obliques :
X et y sont les coordonnées du point considéré m, a? + rfir, et y + dy celles du point infiniment voisin ni ; les coordonnées d'un point ^M quelconque M (X, Y) de la tangente m ni satisferont à :
dy dx
c'est l'équation de la tangente exprimée en quantités infiniment petites. Pour passer de là à son équation en quantités finies, il suffit de remarquer que l'équation (1) entraîne la liaison
(3) F'rdx-^F'ydy=0
entre les différentielles. Remplaçant dans cette dernière relation ctr et É^y par les différences proportionnelles X — .r, Y — //. on a
(4) (X-x)P, + (Y-î/)F', = 0, qui est l'équation cherchée.
14IG. L'équation de la normale s'en déduit en remarquant que 'la normale est une droite passant par le point 7nix,y)et perpendiculaire à la précédente. Si les coordonnées sont rectangulaires, cette équation sera donc
Si les coordonnées sont obliques Téquation est plus compliquée mais aussi facile à obtenir.
141V. L'expression du coefficient angulaire de la tangente
^ dx F\
fournit sans difficulté les valeurs des longueurs appelées nor-
maie, tangente, sous-noinnale, sous-tangente dans une courbe en coordonnées rectangulaires. On a en valeur absolue :
normale mn =
cosO
tangente m l = -r—z
8ous-normale pn=^
dy dx
. A dy F'x
dx F'
sous-tangente pt = y cotO = y — = y =J^.
►. Soit actuellement une courbe gauche en coordonnées rectilignes.
Les équations de la tangente exprimées en quantités infiniment petites seront données par les proportions
JK--
dx
dy
dz
Les deux équations de la courbe fournissent d ailleurs deux liaisons homogènes entre dx, dy, dz qui permettent d'éliminer les infiniment petits. Par exemple, si les équations de la courbe sont mises sous la forme
0) on aura
dx = 9' (z) dZf dy = f(z)dz,
doù
Si les coordonnées sont rectangulaires, on sait que deux directions faisant entre elles un angle droit et des angles a, p, y, * î &'j ï â-vec les axes, satisfont à la condition
ces <x COS a' + ces P COS ?' + COS Y 008 Y •= 0.
Soit N(X, Y, Z) un point quelconque du plan normal en ??î à la courbe précédemment considérée. Exprimons que r?iN est rectangulaire avec mi.
Pour cela, remplaçons dans la condition de perpendicularité les cosinus des deux droites par les quantités proportionnelles (X— a*), (Y — y), (Z — z) pour la première, et dx, dy^ dz pour la seconde, et nous trouverons
(9) (X— X) dx + (Y— î/) dxj + (Z— z) dz = 0,
qui est Téquation du plan normal en quantités infiniment petites. Substituant, comme précédemment, à dx et dy leurs valeurs, on obtient l'équation en quantités finies
(iO) (X-x)9'U) + (Y-y)f(;) + (Z^z) = 0.
140. Coordonnées |>olaires. — On trouverait sans difficulté les formules analogues aux pré- , ^ cédentes relatives à d'autres systèmes
de coordonnées.
Nous nous bornerons à calculer l'expression suivante, qui sert à déterminer la tangente à une courbe plane
4^^ 1" en coordonnées polaires.
Soient m et m' deux points infiniment voisins ; décrivons l'arc de cercle mp de centre 0. Dans le triangle infiniment petit mpm\ on a
pin p m' m ynp
sinpmin' ra'p^
ou, en négligeant les infiniment petits négligeables,
, arcmp rdv^ mp dr
Mais la corde mmf est à la limite la tangente à la courbe; la
formule trouvée exprime donc la tangente trigonométrique de l'angle Y que l^'^ fait avec le rayon vecteur Om la tangente mt à la courbe.
Les différentielles rfw et dr qui entrent dans cette formule sont liées par la liaison diflérentielle du premier ordre déduite de l'équation de la courbe
? (ry w) = 0,
et l'on obtient par leur élimination la valeur de tgV en quantités finies.
ISO. Aires et areii des courbes. — Certaines fonctions géométriquement liées à une courbe ne peuvent pas s'exprimer immédiatement en fonction des coordonnées de cette courbe ; mais on trouve aisément la liaison entre les différentielles de ces fonctions et les différentielles des coordonnées.
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Premier exemple. — Aire d'une courbe plane en coordonnées rectangulaires.
On entend généralement par aire d'une courbe plane la surface ombrée comprise entre cette courbe, l'axe des t, et deux ordonnées quelconques mp, m'p'.
Soit A. la grandeur de cette aire inconnue exprimée en fonction de l'abscisse x du point ;)' dont elle dépend évidemment.
Donnons à j; un accroissement différentiel dx. Il en résultera pour A un accroissement dA compris entre les deux rectangles infinitésimaux
m'q"p'yf ou ydx, et
^'m'p'p* ou {y + dy) dx.
Ainsi
ydx<(fA <ytlx-^dy dx,
divisant par dx cette inégalité et remarquant que dydx est négligeable à côté de ydx, il vient à la limite
Ainsi, la fonction inconnue de x qui représente l'aire a pour dérivée la fonction connue qui représente l'ordonnée y; de là, comme nous le verrons dans la seconde partie de ce Cours, le moyen de calculer cette fonction inconnue.
Deuxièhk exemple. — Aire d'une courbe plane en coordonnées polaires.
On entend généralement par là Taire ombrée comprise entre deux rayons Om, 07n\
Soit B la fonction inconnue de Tangle mOX ou co qui représente cette aire.
Donnons à w laccroissement dw et décrivons de 0 comme
centre les deux arcs de cercle wi'n.
mV.
On voit que la différentielle rfB de l'aire B se trouve comprise entre les deux aires infiniment petites Om'n\ Om V, qui ne diffèrent entre elles que par l'aire du deuxième ordre ?n'7i'mV.
Donc, à la limite
dB=rl^,
du) %
151. Troisième exemple. — Arc d'une courbe en coordonnées rectangulaires et en coordonnées polaires.
On appelle par définition longueur d'un arc de courbe la limite vers laquelle tend le périmètre d'un polygone infinitésimal inscrit dans cet arc de courbe.
On peut démontrer d*abord que cette limite existe, ensuite qu'elle est indépendante de la loi suivant laquelle décroissent les côtés du polygone. Nous admettrons ces résultats, pour la démonstration desquels nous renvoyons aux traités d'analyse connus. (Voir, par exemple, Serret, Calcul différentiel^ t. I, S 189; Jordan, Cours d'Analyse^ t. I, S 261, etc.).
Prenons donc pour la longueur s d'une courbe le périmètre du
polygone infinitésimal inscrit; la différentielle mm' de cet arc sera le côté mm' du polygone, et Ton aura :
mm ^::=mp -\- mfp ,
c'est-à-dire
d«« = dA:« + dy\
Si la courbe était rapportée à des coordonnées polaires^ on aurait, en décrivant de 0 comme centre Tare mp et négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur : \jn.*
mm = arc mp -^-m'p, c'est-à-dire
Enfin, sMl s'agissait d'une courbe gauche rapportée à des axes rectangulaires, Ô on aurait encore :
d«« = dx' + dy' + dz«.
Nous n'écrirons pas les formules relatives aux courbes gauches en coordonnées polaires, ni celles se rapportant aux axes obliques; elles sont d'un usage peu fréquent et s'établissent d'ailleurs sans aucune difficulté.
COURBURE DES LIGNES PLANES
152. I>éfliiItioii de la courbure. — Quand on suit une courbe, on tourne à mesure qu'on s'avance sur la courbe, et ïangle dont on a tourné à chaque instant dépend du chemin qu on a parcouru sur la courbe ; cet angle est fonction du chemin parcouru.
Ainsi, si l'on suit la courbe ÂB de A en B, on tourne de l'angle ç (qui doit être considéré comme négatif dans le
cas de la figure, si l'on adopte pour sens positif des angles, suivant l'usage habituel, le sens inverse du mouvement des aiguilles d'une montre).
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Cet angle ç s'appelle la courbure totale de Tare AB.
Connaissant la courbe, on doit pouvoir déterminer langlo ç en fonction de Tare parcouru AB ; si Ton désigne par s cet arc, il doit donc exister entre 5 et 9 une liaison telle que :
Cette relation entre 9 et 5 peut servir à décrire la courbe : elle la représente de forme. Nous appellerons cette équation Xéqmlion de courbure de la courbe (*).
Le rapport de la courbure totale d'un arc AB à la longueur de cet arc, s'appelle la courbure moyenne de l'arc considéré.
Si l'arc AB devient infiniment petit, l'angle ç sera aussi infiniment petit en général et prendra le nom de courbure différentielle ou d'angle de contingence.
Considérons le polygone infinitésimal 1,2,3,4... que nous substituons pour les considérations d'infiniment petits à la courbe proposée.
L'angle e de deux côtés consécutifs 2 3 et 3 4 sera la courbure différentielle o\x ï angle de contingence relatif à l'arc différentiel 2 3.
On appelle courbure de la courbe au point 3 le rapport de la courbure différentielle 5 à l'arc différentiel correspondant 2 3.
C'est, on le voit, la limite de la courbure moyenne pour un arc infiniment petit pris sur la courbe à partir du point considéré.
Reprenons l'équation de courbure :
(•) 11 est à remarquer qu'une équation de courbure donnée continue à représenter la même courbe si l'on ajoute à Parc s ou à langle tp une constonle arbitraire. Cela revient simplement à déplacer l'origine des arcs surlacourbe ou à changer l'axe fixe à partir duquel se comptent les angles.
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la différentielle de 9 étant égale à e, la courbure y sera donnée en fonction de Tare s par
153. l>éflnltion du rayon de courbure. — Au point de vue de la courbure, la plus simple des lignes planes est évidemment la ligne droite ; c'est une ligrCe qui ne se courbe pas. Puis vient le cercle, qui se courbe également en tous ses points. Dans le cercle, la courbure est la même en chaque point et a
pour valeur constante l'inverse /^ / y^>^
(lu rayon :
11 est donc naturel de comparer les courbes au cercle pour étudier leur courbure, et
l'on définit pour cela, en chaque point d'une courbe donnée, le cercle de courbure, c'est-à-dire le cercle qui a même courbure qu'elle.
Le rayon de ce cercle sera, d'après ce que l'on vient de voir :
ce rayon est dit le rayon de courbure de la courbe au point considéré.
Si l'on met l'équation de courbure de la courbe sous la forme
le rayon de courbure sera
Déflnition du cerele oseulateur. — Faisons pas
serun cercle par les trois points consécutifs 1,2,3, d'une courbe donnée.
D'après la définition de Tosculation (131), ce cercle sera
osculateur à la courbe. On pourra
le considérer indifféremment
comme osculateur aux points l.î ea 3, mais il faut adopter Tun de ces points, et si c'est, par exemple, le point 2 que Ion choisit, le cercle osculateur au point 3 sera celui des trois points 2,3,4 (*).
Les cercles 1,2,3 et 2,3,4, sont alors deux cercles osculateurs consécutifs.
Le cercle osculateur est au point considéré celui qui a le contact d'ordre le plus élevé possible avec la courbe.
Le cercle osculateur en un point d'une courbe a même courbure que cette courbe en ce point; en effet, cette courbure est
donnée pour la courbe et le cercle par la même expression :
^"" coté 1.2'
ji
(et ceci serait également vrai pour toute courbe osculatrice à la courbe donnée et ayant par conséquent les trois points consécutifs 1,2,3, communs avec elle).
Donc, le cercle osculateur est identique avec le cercle de courbure.
ISS. Théorème I. — Le centre du cercle osculateur ou de courbure est à V intersection de deux normales consécutives.
Précisant la définition de la normale, nous appellerons normales consécutives à une courbe les perpendiculaires aux côtés
(*) Rappelons, d'après une remarque faite (132^), que le cercle osculateur doit traverser la courbe.
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réciproquement, la courbe donnée
consécutifs du polygone infinitésimal menées par les milieux de ces côtés. Nous considérons, par exemple, la perpendiculaire au milieu de 1,2 comme la normale en 1, celle au milieu de 2,3 comme la normale en 2, etc.
Avec cette définition, le théorème est évident.
Conséquence. — Le lieu des centres de courbure successifs jijpL,... est la courbe enveloppe des normales.
Ce lieu est dit la développée de la courbe donnée est une développante de cette développée.
150. T^éorénÈien. -~ L* accroissement du rayon de courbure de la courbe donnée entre deux points m et m' est égal à Varc corrcs^ pondant ^^ de la développée.
En effet, reprenons d abord la figure infinitésimale précédente. Le rayon de courbure au point 2 est |i.j2, celui du point 3 est |i.,3.
Or, si nous appelons e et e les angles de contingence en 2 et en 3, les angles a et a de la figure, évidemment plus petits que e et e', sont infiniment petits. Donc, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier, on peut remplacer leurs cosinus par l'unité et écrire :
|X4K = (x, 2cosa ={Aj2=R,
ji,K = |x,3 cosa' = (x,3 =s R -H dR,
d'où
fi., fi., = dR,
c est-à-dire en désignant par a Tare de la développée
d<s = dR,
et, par suite, entre deux limites correspondantes, mais finies .
A<T = AR
15V. Conséquence. — Comme conséquence de ce théorème,
on remarquera que si un fil inextensible primitivement enroulé en H.8H.,|j.,[jLç sur une courbe fixe T est déroulé de manière à rester constamment tendu sur la courbe et à occuper successivement des positions telles que |x,jx,[ji,wï,,
H-sl^j^uH-s^»» lextrémité de ce fil décrira une courbe
H-o ^1 ^^1 ^»j qui sera une développante de la courbe donnée.
Ce mode de génération explique les noms de développante et
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de développée donnés aux deux courbes, qui se déduisent Tune de l'autre de la façon que nous venons d'expliquer.
Il est à remarquer que dans le déroulement du fil, chaque point de ce fil décrit une développante difTérente de la courbe F.
Une courbe admet donc une infinité de développantes.
Ces différentes développantes CC'C^sont normales à une même série de droites sur lesquelles elles détachent des segments égaux (ainsi les segments mTn\ m^ m',, m^7n\ sont égaux, puisqu'ils sont égaux à l'arc jx^ jx, de développée).
Pour cette raison, les différentes développantes d'une même courbe sont dites courbes parallèles.
Par contre, une courbe donnée C n'admet qu'une développée r, mais cette développée a elle-même une développée H, qui est l'enveloppe de ses normales; celle-ci fournit à son tour une développée nouvelle r*, et ainsi de suite : ces courbes F, F, F" sont dites les développées successives de la courbe donnée.
-iSS. Relations entre lem écpiations de courbure des développées successives d'une courbe. —
Il existe une relation extrêmement simple entre les équations de courbure de ces différentes
courbes pour lesquelles les angles de contingence correspondants sont évidemment égaux. Soit en effet
Téquation de courbure de la première, on en déduit c'est-à-dire
R = rw,
en désignant par R, comme précédemment, le rayon de courbure de cette courbe. Mais on a vu (IBO) que l'arc a de la développée était lié au rayon de courbure de la développante par la relation
donc
et, par conséquent,
dR-=d<j;
est l'équation de courbure de la développée T. De môme
<I^=rw + c^
seront les équations de courbure des développées suivantes FT^; et l'on voit que ces équations se déduisent de la première par de simples dérivations de la fonction f.
Réciproquement, les développantes d'une courbe F s'obtiendraient par l'opération inverse, et l'on trouverait, par exemple. en partant de
^ = rw, R = r(«) + K
Si Ton attribue à la constante arbitraire K toutes les valeurs
possibles, on obtiendra les développantes en nombre infini qu'admet la courbe F (*).
1 SO. Détermination analytique du rayon de eonrbore d'âne courbe plane en coordonnées rectillsnes.
— Proposons-nous maintenant de calculer analytiquement l'expression du rayon de courbure en un point d'une courbe donnée. Si la courbe était donnée par une équation de courbure s=f{x), la question se résoudrait par une simple dérivation, puisque on aurait :
Si l'équation est donnée en coordonnées rectangulaires, l'angle de contingence dx peut être considéré comme la différentielle de l'angle a que fait avec l'axe des x la tangente à la courbe.
On a :
Déplaçons le point m sur la courbe de la longueur mm' ou ds^ en supposant que les deux variables xety varient de la façon la plus générale, c'est-à-dire que ni d^x ni d^y ne soient nuls, et en nous réservant de simplifier plus tard les résultats par des hypothèses particulières.
Nous aurons alors
da dx d}y — dy d}x
COS*a
dJC*
0 Par la variation de la seconde constante K', on ne trouverait, ainsi qu*on Ta remarqué (152), qu'une seule et même courbe sur laquelle les arcs seraient comptés à partir d'une origine variable.
et par suite
~~ da^ cos'a (dxdhj — dyd*xf
Mais •
dx = ds COSa,
en sorte que
, _ ds* __ {dx* + rfy')'
dx d^y — dy d*x dx d*y — dy d^x
Telle est la valeur du rayon de courbure exprimée en quantités infiniment petites.
Si l'on suppose maintenant que x soit traité en variable indépendante, cette expression se simplifie et se réduit à :
Dx«
Dans cette hypothèse particulière, on sait que les rapports d'infiniment petits r-^ ^ sont égaux aux dérivées de la fonction
ô OP V CD
de X qui représente y.
Si donc l'équation de la courbe a été mise sous la forme
y = f{x), la formule précédente devient
et permet de calculer simplement le rayon de courbure en chaque point de la courbe donnée.
Cyonvexltéy concavité» points d'inflexion
Il est évident que le cercle osculateur passant par trois points consécutifs doit avoir son centre jjl situé du même côté que la
courbe par rapport à sa tangente, ou en d'autres termes du côté de la concavité de la courbe.
Nous avons vu d'ailleurs que les régions où la courbe tourne sa canvexité vers Taxe des x abaissé au-dessous d'elle {fig. 1) se distinguent de celles où elle lui présente sa concavité {fig. 2) par
Fig. i.
le signe de /^(^) qui est positif pour les premières et négatif pour les secondes. Si donc on convient d'attribuer toujours à R le signe de /^(^), c'est-à-dire d'affecter du signe + le numérateur
on obtiendra toujours le centre de courbure |jl en portant R avec
son signe sur la direction qui fait l'angle -|- s avec la tangente mt
dirigée vers les x positifs.
Les régions de la courbe que nous venons de définir sont séparées par des points où la dérivée seconde /*''(t) s'annule en général. En ces points, qui sont dits points d'inflexion, le rayon de courbure devient infini si r{x) est nul.
Nous reviendrons sur cette question à propos des points remarquables.
lOl. BxpreMiloii du rayon de courbure en eooi^ données polaires. — Si la courbe est donnée en coordoD-
nées polaires, par exemple par une équation de la forme
et d'où
igV =
en désignant comme précédemment par V Tangle du rayon vecteur avec la tangente, on a
pdb)
da = dw + dV.
Or, d'après (2)
dV
cos'V
Mais
donc enfin
dp*dc»> 4- pdpd*to> — pdte) d*p dP» '
et comme ds cos V = dp
.-- dp* dco + pdpd*(i> — pdft> d*p
et par suite
d«* dci) + dp* dw + pdpd'ci) — pda> d'p
d8« = p« dw« + dp» ;
p» da>* 4- 2 dp* dco 4- pdpd^ttf — pdu) d*p
(p« du»« + dp*) '
da=r
(p« do>' + dp*)
da p* dw* + 2 dp» d(i> + p dp d'w — p dw d»p
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C'est Texpression de R en quantités infiniment petites ; elle a été établie sans faire aucune hypothèse spéciale sur la manière dont varient &> et p. Si Ton suppose actuellement que &> soit traité en variable indépendante, la valeur de R se simplifie par la disparition du terme en d'w, et en remplaçant ensuite les coefïi-
cients différentiels -r^j -r-^ par ©'(w) et (p"(a)), on aura la valeur
de R en quantités finies.
En se reportant au S ^6 on reconnaîtra Tidentité de la formule (3) avec lexpression du rayon de courbure en coordonnées polaires que nous avions déduite de sa valeur en coordonnées rectangulaires par l'application de la règle du changement des variables.
102. Coordonnées du centre de courbure | équation de In développée. — Les formules établies au § 1 SO et qui donnent en chaque point la grandeur du rayon de courbure, permettent de déduire
sans difficulté des coor- \F^(|1)
données x et y d'un point \ ^
de la courbe les coordonnées Ç et Y) du point correspondant de la déve- y/^^^JfJ loppée ; en effet , pour construire ce point, on n'a qu'à porter à partir
du point de la courbe
sur la direction faisant
l'angle -|- ^ avec celle du déplacement vers les x positifs, une
longueur égale à R dans un sens déterminé par son signe.
On a donc jl \ ç = x — Rsîna,
( »i = y + R ces a ;
sina et cosa étant connus en fonction de x et de y, ces deux équations jointes à celle de la courbe permettent par l'élimination de a? et de y d'arriver à l'équation en Ç et ■») de la développée.
Cette équation pourrait également s'obtenir en prenant l'équation de la normale
et cherchant lenveloppe de cette normale qui renferme les deux paramètres arbitraires xety liés par Téquation
de la courbe.
163. Remarquons que les propriétés démontrées de la développée peuvent se vérifier aisément sur les équations (1). Ainsi, ces équations donnent :
df = dx — R cosa da — sin « dR, dx) =z dy — R sin a da + cosa dR.
' Mais
Rda = ds,
ds cosa =: d.x, ds sin a = dy,
en sorte que les relations qu'on vient d'écrire se réduisent à :
df = — sin a dR, dT) = cos a dï{.
On en déduit
5ç = — cota,
et Ton vérifie ainsi que la développée ou lieu des points ç et 13 est tangente à la normale m\f..
On en déduit encore
d? + dTJ* = dR«,
c'est-à-dire
da = dR,
relation que nous avons démontrée géométriquement au S 1 66.
104^. Expression géométrique fMquemmeiit employée pour la déterminatioii du rayon de eourbure.
— Soit m un point d'une courbe G; nous pouvons, en prenant sur cette courbe un autre point n quelconque, déterminer un cercle passant par n et tangent en m à la courbe.
La condition de contact équivaut pour le cercle à lobligation d'avoir en 7n deux points consécutifs communs avec la courbe.
Si Ton suppose actuellement que le point n se rapproche indéfiniment de wî, le cercle ayant à la limite trois [points consécutifs communs avec la courbe en m lui sera osculateur en ce point ; en appelant R le rayon de ce cercle, on a d'ailleurs
c'est-à-dire
qr X qm ^ qn ,
(îR — np) np = mp ,
et à la limite en négligeant l'infiniment petit 7ip à côté de 2R.
telle est l'expression du rayon de courbure que nous nous propo sions d établir et qui nous sera souvent utile dans la suite.
COURBES PODAIRES ET COORDONNÉES PODAIRES
165. Définitions. — On appelle podaire d'une courbe plane donnée C relativement à un- point o, le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point o sur les tangentes à la courbe.
Soient mt, m'tf deux tangentes à la courbe C. i leur point d'intersection, p et p' les points correspondants de la podaire; il est évident que les points p et p' appartiennent au cercle décrit sur
io comme diamètre. Donc, à la limite, lorsque m et m' devien
nent infiniment voisins, la normale à la podaire en p sera la droite qui joint le point p au milieu a> de om (*).
(*) On doit remarquer que cette démonstration s'étendrait sans difficulté au
cas où les perpendiculaires abaissées sur les tangentes glisseraient sur une seconde courbe fixe Cit au lieu de tourner aiAour d'an point fixe. Enfin, un raisonnement analogue s'appliquerait encore si Ton substituait aux perpendicalaires des obliques faisant avec les tangentes un angle constant. On est ainsi conduit au cas général d'un angle de grandeur constante dont les côtés glissent sur deux courbes données. Nous reviendrons sur cette question dans le cours de mécanique, àpropos du déplacement d'une figure plane de forme invariable.
IBO. Coordonnées podaire«. —Une courbe M peut être définie au moyen d une relation entre la distance op ou r d*un point fixe o à sa tangente et Tangle 6, que fait la direction de op avec (^), une droite fixe OX.
Soit
cette relation : r 'et 6 sont dits les coordonnées podaires de la courbe M; ce sont, on le voit, les coordonnées polaires de la courbe P, lieu des points p et podaire de la courbe M relativement au point o.
Il est facile de calculer en fonction des coordonnées podaires la distance mp ou l du point m de la courbe au point correspondant p do sa podaire. Considérons, en effet, les deux tangentes consécutives mp mp\ qui se coupent au point m de la courbe M, et désignons par q le point d'intersection de op avec mp. Les angles en p et p' étant droits et Tangle q différant infiniment peu de 90®, on a, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur :
p'q =.dr=: mp' d6,
o'est-à-dire, mp' étant égal à l aux infiniment petits près :
^=To = ne).
16*9. Expression du rayon de courbure en c€>ordonnées podaires. — La valeur de / que nous venons de trouver conduit immédiatement à Texpression du rayon de courbure de la courbe M en fonction de ses coordonnées podaires.
Soit, en effet, m[L ou R ce rayon de courbure ; abaissons de 0 la
perpendiculaire oX sur la normale m\f., qui est aussi'la tangente à la développée N de la courbe M. L'équation de cette développée en coordonnées podaires, rapportée au point 0 et à un axe o x' perpendiculaire au précédent, sera évidemment (oX étant égal à /) :
La longueur jjlX se calculera donc par l'application de la formule (1) à cette nouvelle courbe, et l'on aura
d'où enfin
d}r iî = |xX + Xm == -JJ55 + r.
DES COURBES PLANES
168. Après avoir déterminé d'une façon générale les éléments caractéristiques d'une courbe plane en l'un quelconque de ses points, nous étudierons spécialement les points où ces éléments présentent des particularités intéressantes; nous nous bornerons aux cas les plus importants.
Points singuliers. — On appelle, en général, points singuliers, dans une courbe plane, les points où la tangente, c'est-àdire la direction de la courbe, est mal définie.
Soit
dy
'équation de la courbe, le coefficient angulaire ;7^de la tangente
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est donné par la liaison différentielle (6) F', dx + F'j, dy = 0,
et pour que ce coefficient soit mal déterminé, il faut que l'on ait séparément au point singulier x^ y^ :
Plaçons-nous dans cette hypothèse ; Téquation de forme (c), qui lie les différentielles de deuxième ordre :
(c) F,^ d«x + F',^ d^y + FV. dy^ + .2 F^^,^ dx dy + F'', j dx» = 0, se réduit alors à
F'^yj dy«.f 2F"a:^„^ dxdy + F'^x- dx» = 0,
et, si Ton écarte le cas très particulier où les trois dérivées secondes seraient aussi simultanément nulles, cette équation, divisée par rfx*,
fournira en général deux valeurs pour( j^J
(*) Remarquons que Tapplication de la règle sur rindétermination conduit à la même équation. En effet, puisque
dy^_r±
dx F'y
se réduit à -pour x et y égaux à x^yy^j pour avoir sa vraie valeur, on doit former le rapport des dérivées ; on trouve ainsi :
dy '-.'«» ^^
dx
F// . "" _i PI
relation qui^ convenablement ordonnée, reproduit bien Téqualion (cQ.
Actuellement, trois cas peuvent se présenter :
1® Les racines de Téquation (c') sont réelles. Cette équation
donne alors deux valeurs réelles et dis-
tinctes pour(-~j ; on a deux tangentes, et par suite deux branches de courbe partant du point m ; ce point sera un point double.
Exemple. — Comme exemple de point double, nous citerons
la strophoïde droite.
Par un point fixe A pris sur l'un des côtés OX de l'angle droit XOY, on mène une sécante arbitraire , telle que AMNM', et, de part et d'autre du point de rencontre N de cette sécante avec OY, on porte deux longueurs NM, NM' égales à NO.
Le lieu des points M et M' est la strophoïde droite (*). Son équation,
en prenant XOY comme axes et désignant par a la distance AO,
est :
(a — x) y» — (a -f x)1pc^ = 0.
La courbe passe à l'origine , qui est un point singulier, car en ce point :
F'. = — y« — 3x« — 2aac = 0,l V\ = 21/ (a — x) = 0.
(*) Cette courbe se présente aussi comme podaire de la parabole relative au pied de la directrice.
En formant Téquation (c'), on trouve:
Ainsi, les tangentes aux deux branches qui se croisent en 0, sont inclinées à 45® sur les axes.
2* Les racines de Téquation (c') sont imaginaires ; il n'y a pas de branches de courbe passant au point considéré: c'est un pomi
izolé.
Exemple. — Soit la courbe ^
yî_(x-a)«(x-.6)=0, j
dans laquelle nous supposerons a < b.
Le point A (ir=:a,y = o) satisfait évidemment à Téquation et c'est un point singulier, car on a en ce point
F'. = — (x — a) (3x — 25 — a) = 0, F\ = 2y sa 0.
L'équation du second degré en-pse réduit d'ailleurs à
ses racines sont imaginaires, donc le point A est un point isolé.
3* Les racines sont égales. — Dans ce cas, l'équation (c') fournit une direction unique et bien déterminée pour la courbe à partir du point m, mais il est facile de reconnaître que si l'on se déplace infiniment peu de part et d'autre du point m sur cette direction déterminée, d'un côté la direction de la courbe se dédouble, tandis que de l'autre elle devient imaginaire. La courbe doit donc présenter l'une des deux dispositions représen-
tées par les figures ci-contre. Elle a deux branches qui s'arrêtent
en m et y sont tangentes à une même droite; le point m est un poijit de rebroussèment.
Pour vérifier ce qui vient d'être dit, transportons-nous en des points m et m"^ infiniment voisins de m sur la direction de la courbe. t et appliquons en ces points l'équation (c):
(F'. d«x + F', d^y -h Y^^ dx* -h 2 F% dx dy
qui doit être satisfaite en tout point de La courbe. Par raison de continuité, F', et F,, qui doivent s'annuler au point m, seront infiniment petits en ni' et m/'j et par suite les deux premiers termes de Téquation seront négligeables à côté des suivants. En conséquence, la direction de la courbe à partir des points m' et m" sera encore fournie par l'équation ;
Mais, par raison de continuité, cette équation, qui donne au point m deux racines égales, doit fournir d'un côté de m, en m" par exemple, deux racines réelles infiniment peu différentes, et de l'autre côté de m, en m', deux racines imaginaires : résultat conforme à ce que nous avons annoncé plus haut.
Pour distinguer actuellement les deux dispositions de rebrous-
sèment, résolvons par rapport à -~- Téquation précédente relative
au point m" infiniment voisin de m. Nous trouverons un résultat de la forme
d'où
car 4'(a?o,î/o) ^^^* ^*^® ^^^'
Le rebroussement sera de première ou de seconde espèce j selon que les deux quantités :
• (*,y) — 9(«o,yf) + 'K«,y)»
et
9Ky)— ?(«0,yo)— 'K^fV)»
seront de signes contraires ou de même signe.
En effet, dans le premier cas, -^- va en croissant pour lune des branches et en décroissant pour Tautre ; les deux branches
se courbent donc dans des sens opposés par rapport à la tangente m^ Dans le second Cas, au contraire, la variation de ^
est de même sens pour les deux branches ; ces deux branches doivent donc se courber y dans le même sens.
La distinction analytique sera, en général, assez facile à faire.
Exemple. — La cissoïde est la ^ courbe qu'on obtient en menant par un point 0 d'un cercle une sécante variable OMNQ, sur laquelle on porte OM égal au segment NQ intercepté par le cercle et la tangente au point D, diamétralement opposé à 0. La courbe rapportée aux axesOX,OY
de la figure, a pour équation, en désignant par a le diamètre du cercle :
elle passe à Torigine, qui est un point singulier, car
F', = — y» — 3x« et
FV^2y(a-.x)
s'y annulent, et qui présente un rebroussement, car
F'x. = — 6x F% = — 2y FV = 2(a — x) donnent en ce point
La tangente au rebroussement est donc Taxe des x. Pour reconnaître si le rebroussement est de première ou de seconde
espèce, on a recours à Téquation complète en -^ :
dx
applicable à un point infiniment voisin de Torigine : elle donne :
dy _ y _^ v/y» + 3x(a — x) dx (a -- x) (a— X) '
Mais y étant infiniment petit du deuxième ordre à cause de
cette valeur de -~ se réduit à
dx
le rebroussement est donc de première espèce.
Ce résultat était d'ailleurs facile à prévoir dans le cas actuel, puisque l'axe des x est axe de symétrie de la courbe.
Remarque. — Les deux rebroussements peuvent se distinguer entre eux et se distinguer des points ordinaires de la manière suivante :
Point ordinaire {fig. I). —Les deux branches de courbe mm
et mm'^ à partir du point m, sont situées du même côté de la tangente et de part et d'autre de la normale.
Fig. «.
Fig. 1
Fig. 3.
Rebrotissement de première espèce {fig. 2). — Les deux branches sont de part et d'autre de la tangente et du même côté de la normale.
Rebrousseniefit de deuxième espèce {fig. 2), — Les deux branches sont du même côté de la tangente et du même côté de la normale.
160. Points remarquables. — On désigne ainsi certains points pour lesquels la tangente est déterminée, mais qui présentent cependant des particularités intéressantes. Ainsi : -^ 2^ ^
Si trois points consécutifs sont sur une même droite, on a wn point d'inflexion^ la courbure est évidemment nulle, et le rayon de courbure est infini.
Mais si Ton étend, comme il est logique de le faire, la dénomination de point d'inflexion à tous les points où la courbe cesse de se courber dans un sens pour se courber dans le sens opposé , nous verrons un peu plus loin qu'il peut exister des points dUnftexion de seconde espèce^ pour lesquels le rayon de courbure est zéro. Aux points d'inflexion en général le rayon de courbure doit changer de signe, mais, tandis qu'aux points d'inflexion de première espèce il change de
d\i signe par Tinfini, -r-i s'annulanten ces points, aux inflexions de
d^\i seconde espèce il change de signe par zéro, j4 devenant infini.
*— .--^îiL \»
Remarquons à ce sujet que si nous n'avons pas rencontré ces points d'inflexion de seconde espèce dans Tétude des maxiraa et minima (52), c'est parce que nous avons supposé dans cette étude.
que la dérivée seconde y^, restait finie dans l'intervalle considéré.
Aux points d'inflexion les deux branches de la courbe sont de part et d'autre de la tangente et de part et d'autre de la normale.
Si quatre points consécutifs appartiennent à un même cercle, on a un sommet : deux rayons de courbure consécutifs sont égaux, et par suite la différentielle du rayon de courbure est nulle, ce qui exprime que ce rayon passe par une valeur maximum ou minimum.
ITO. ObservationuBi sur la valeur de la courbure et du rayon de courbure aunL points slnsullers et aux points remarquables. — Aux points doubles, la détermination du rayon de courbure se fait, pour chaque branche, séparément, et ne donne lieu à aucune remarque intéressante Aux points isolés, la courbure n'existe évidemment pas.
Aux points de rebroussement, au contraire, nous avons deux remarques assez importantes à faire.
Si le rebroussement est de première espèce, aux deux branches qui arrivent en m correspondent des centres de courbure, tels que [l et /, respectivement situés du côté de la concavité de chaque branche, c'est-àdire de part et d'autre de la tangente m. Les deux branches de la développée ne peuvent donc se rejoindre qu'à la seule condition pour le rayon de courbure de passer par une valeur nulle ou infinie, et il est indispensable qu'il en soit ainsi, au moins dans les courbes algébriques, car la
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développée, qui est alors une courbe algébrique également (*),
ne peut présenter do
points d'arrêt. Ainsi, /\
le rayon de courbure
est infini ou ?m/, la
développée admet mn
comme asymptote ,
ou rencontre en m sa
développante.
Si le rebroussement est de seconde espèce , il n'en est plus ainsi, mais alors la rotation de la normale change de sens lorsque, venant de m' en m, on continue à suivre la courbe de m en m'. Ainsi, le rayon de courbure a une valeur quelconque, mais la développée doit présenter soit une inflexion, soit un rebroussement de seconde espèce.
Aux points où la développée est rencontrée par une développante, celle-ci doit présenter en général un rebroussement de première espèce, car ses deux branches sont évidemment d'un même côté de la normale, et la situation des centres de courbure jx', [if' fait bien voir que ces branches se courbent de part et d'autre de leur tangente commune mt.
Mais les choses peuvent se passer différemment si la développée présente elle-même un point singulier ou remarquable.
n AiDsi qu'il est facile de s'en assurer par la manière dont son équation se déduit de celle de la courbe donnée.
Supposons, par exemple, que la développée ait un point d'inflexion en \L.
Les développantes qui rencontreront la développée en un point m, voisin de \l offriront la disposition indiquée sur la figure
ci-contre ; en m, elles auront un rebroussement de première espèce, et en m, correspondant à jjL, un rebroussement de seconde espèce, car la développante ne traverse pas sa normale mjjL, et la situation des centres de courbure fait voir que ses deux branches sont du même côté de sa tangente mL
Si maintenant le point m, se rapproche indéfiniment de [JL, les deux rebroussements m et in^ finissent par se superposer et la développante présente finalement en iJL un point d'inflexion de seconde espèce, comme l'indique la figure.
A un sommet de la développante correspond un rebroussement de première espèce de la développée. En eflfet, le rayon de courbure passant par un maximum ou un minimum puisque sa différentielle est nulle, et trois normales consécutives devant se couper au même point [l, il est visible que les trois points infiniment voisins ji., [L et [ff de la développée présenteront une disposition semblable à celle de la figure, ce qui montre bien qu'il doit y avoir rebroussement de première espèce en ce point.
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ITl. Cas des courbes transeendantes d'arrêt» points anguleux.
— Dans le cas des courbes transcendantes, des circonstances différentes de celles que nous venons d^examiner peuvent se présenter. En effet, ces courbes peuvent être discontinues et présenter des points dC arrêt.
Nous citerons comme exemple simple la courbe
2iS
Points
, tL
qui présente un point d'arrêt à
l'origine. .^""^
Si les deux branches de V
courbe qui se croisent en un
point double i présentent chacune en ce point un point d*arrêt, le point double se transforme en un point anguleux.
APPLICATION DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS A L'ÉTUDE DE QUELQUES COURBES PLANES REMARQUABLES
a. — Sections coniques.
178. L'équation générale des sections coniques rapportée à des axes rectangulaires peut toujours être ramenée à la forme
On en déduit, par différentiation, en traitant x comme variable indépendante :
Multipliant les équations (I) et (3) membre à membre, on trouve :
Mais, à cause de la relation (2),
y* (si) * = P* + 2p^ X + 9«.x«,
donc
^ dx*
La valeur du rayon de courbure
_ MS)'r
dx*
qui peut s'écrire, en général, en posant :
dy ,
COS'a
dx*
devient donc, dans le cas actuel (en valeur absolue) :
p" COS'a p'
en désignant par n la normale mn.
Ainsi, dans les sections coniques^ le rayon de courbure est proportionnel au cube de la normale.
1*73. Cette propriété peut conduire, par une transformation géométrique, à une construction simple du rayon de courbure.
Soit une ellipse, par exemple. On sait qu'en abaissant des foyers des perpendiculaires sur une tangente mt, les pieds p et p' de ces perpendiculaires sont situés sur le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre.
Projetons la normale mn en mq sur Tun des rayons vecteurs fm du point tn.
Les triangles semblables rtuiq, mfp^ '^^^f'p'^ nous donneront :
mn _ mf _ rtif
mq fp f'p
c'est-à-dire, en désignant par r et r' les rayons vecteurs mf, mf\ et par n la normale mnj
d'où
^Q fp f'p'
îi* ri^
mq
• fp-rp'
Or
fp.rp'=^rp.rp,=fa.ra^=b\
Donc
n-=mq x^
D'autre part, on a dans les triangles semblables mnf\ sff\ à cause de f'$ = f'm + mf=2a :
c'est-à-dire
de même, on aura, par analogie,
d'où
rr" h*rr'
égalant les deux valeurs de n', il vient
ou
mq =jî,
Ainsi, la projection de la normale sur l'un quelconque des rayons vecteurs est constante et égale au paramètre p de la conique.
Mais, si Ton désigne par i les angles égaux que cette normale
forme avec les rayons vecteurs :
ncost = p,
et par suite l'expression trouvée du rayon de courbure se ramène ^ à celle-ci :
R ^ - . i cos'i
d'où la construction suivante :
Aupoi7it n oie la normale rencontre le grand axe, on élève une perpendiculaire à cette normale jusqu'à sa rencontre en k avec Vun des rayons vecteurs^ et la perpe^idiculaire en kà ce rayon vecteur coupe la normale au centre de courbure.
Remarque. —
La
formule
P cos'i
donne immédiatement, en y faisant cos i successivement égal à l'unité et à-ï les valeurs des rayons de courbure aux sommets a et 6
d'où une construction simple et
utile à connaître des centres de
courbure a et 3 correspondants :
on forme le rectangle a ob d sur les axes et de d on abaisse la
perpendiculaire sur a b : elle coupe en a et 3 les deux axes.
1741. €a0 de la parabole. — La construction à laquelle nous venons d'arriver s'applique à toutes les sections coniques, mais on peut l'établir directement dune façon très simple dans le cas de la parabole par des considérations de géométrie infinitésimale.
Soient m et m' deux points de la courbe ; les normales mn, min étant bissectrices des angles que font les diamètres riid^ m' d' avec les rayons vecteurs mf m' /*, il en résulte évidemment que l'angle
n des deux normales est moitié de Tangle f des deux rayons vecteurs.
Donc, le cercle des trois points m, m' et f coupe la normale
mn en un point i, qui \èi cause de i = 2n) forme avec m' et n un triangle isocèle.
Supposons actuellement que le point m' se rapproche indéfiniment du point m, le cercle m 77tY devient le cercle tangent à la courbe en m, et, passant au foyer, le point n devient le centre de courbure \l et le point f, intersection de la normale 7nn avec le cercle qu'on vient de définir, est le milieu du rayon de courbure.
Il est facile de constater Tidentité de cette construction avec
la précédente. En effet, si Ton élève la perpendiculaire à la normale au point q où elle rencontre Taxe, et qu'on la prolonge jusqu'en sa rencontre en 9 avec le rayon vecteur mf, dans le triangle rectangle m^/ç, la droite fr/, qui forme avec mq le triangle isocèle mfq, passe au milieu de Thypothénuse mç ; le point f est donc le milieu de m 5 comme i est le milieu de m (a, et par suite 9 jx, parallèle à /"ï,
est perpendiculaire à /" m ; on retrouve donc bien la construction
précédente.
1*75. Équation de courbure de la parabole. — La
construction du rayon de courbure conduit simplement à l'équation de courbure de la parabole.
En effet, si du foyer on abaisse la perpendiculaire fp sur la tangente, on sait que le lieu du point p est la tangente au sommet a s,
D*ailleurs, dans les triangles rectangles mfp et m/*î, on a:
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angle w t/' = angle /*mp = angle tmd=%', en sorte que:
af = pf sin a = m/" 8in*« = mi sin* a»
c'est-à-dire
sin'a sin'a
C'est Téquation différentielle de courbure de la parabole (*).
176. Cette équation peut aussi s obtenir par l'application directe des formules établies au S i 67 pour lexpression du rayon de courbure en coordonnées podaires.
En effet, la tangente au sommet de la parabole étant la podaire de la courbe relative à son foyer, l'équation de la parabole en coordonnées podaires sera :
ScosO
et la formule
donne pour la valeur du rayon de courbure :
(') CeUe équation résulte d'ailleurs, comme cas particulier de Texpression générale trouvée plus haut pour le rayon de courbure des sections coniques.
cos'O expression conforme au résultat précédent, puisque ô = a + ^.
l'y*?. I>éveloppée0 des sectioiis coniques. — Les
développées des courbes du second degré peuvent s'obtenir de différentes manières.
Nous nous bornerons à traiter le cas de Tellipse et à déterminer la développée comme enveloppe des normales à la courbe.
Soit
Téquation de l'ellipse.
La normale au point ^r, y est
et renferme deux paramètres arbitraires x ei y liés par l'équation (1).
Appliquons la règle ordinaire et différentions l'équation (2) en
y traitant y et -j^ comme des fonctions de x variable indépendante. Nous trouverons :
D'ailleurs, -j^ et -t4 sont donnés par les liaisons différen-
tielles déduites de l'équation (1), en traitant toujours x en varia
ble indépendante.
On trouve ainsi :
dy __ 5*x dx "" a*y '
dy
La relation (3) où l'on porte ces valeurs devient:
et Téquation (2), où Ton remplace Y — y par cette expression, donne à son tour :
De ces deux équations combinées avec réquation(I)de la courbe, on déduit, en désignant par 2c la distance focale :
et ces valeurs portées dans l'équation de l'ellipse donnent Téquation de la développée
Cette courbe présente la forme ci-contre, avec quatre points de rebroussement de première espèce correspondant aux quatre sommets de l'ellipse (*).
ÏÏyperholi
Tarahole^
(*) Il est évident d'ailleurs que lorsqu'une courbe rencontre un axe de symétrie en un point qui n'est pas point multiple, ce point doit être un sommet ou un rebroussement de première espèce.
La développée de Thyperbole et celle de la parabole peuvent s'obtenir par des calculs analogues et présentent les formes indiquées aux figures ci-dessus.
b. — Cycloïde.
ITS. Définition et éqn^ation de la eyeloîde. — La
cycloïde est la courbe décrite par un point m de la circonférence d*un cercle qui roule sans glisser sur une droite OX.
Choisissons pour axes OX et la perpendiculaire OY à OX menée par le point 0 correspondant à la position initiale qu'occupait le cercle lorsque le point m était sur l'axe OX, et désignons par u l'angle mcn dont a tourné le cercle depuis cette position initiale. La condition du roulement exige que
arc mn = on.
En désignant par r le rayon du cercle générateur, on a pour les coordonnées du point m de la cycloïde
X = op =i on — pn =^ r(u — sin u), y = mp = en — c(ï = r (1 — cos w).
L'équation en ^r et y s'obtiendrait sans difficulté par l'élimination de w, mais il est préférable de conserver le système des équations (1), et la variable auxiliaire u se prête commodément,
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oomme on va le voir, à l'expression des différentes quantités dont on peut se proposer le calcul.
Tangente, — Le coefficient angulaire de la tangente est :
dy dx
i — COS U
COS
* « 2 u = cot - = cot mtn ;
il s'ensuit que mt est la tangente et que mn est la normale à la courbe.
La connaissance de la tangente permet de compléter la déter^ mination de la forme de la courbe; elle fait voir, en particulier, qu'au point 0 la courbe est normale àOX et présente un rebroussement de première espèce.
Rayon de courbure. — On peut déterminer le rayon de courbure par les considérations de géométrie infinitésimale suivantes :
Soient m et m! deux points consécutifs de la cyclolde mn, m'n' les deux normales correspondantes, \k leur point de rencontre, c'est-à-dire le centre de courbure.
L angle mno de la normale
u avec l'axe des x étant ^, l'angle
en |i., qui est la différentielle de
. , du •
cet angle, sera-^.
On aura donc, en désignant par l la longueur [i.n, et en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur (n'K étant indifféremment l'arc de cercle de centre [x ou la perpendiculaire abaissée de n' sur pin) :
du , ' u
-^ = n'K = nn' sm -•
Mais
nn' = rdu.
Donc enfin
Z = 2r sin - =mn.
Ainsi : dans la cycloïde, le rayon de courbure est double de h , normale. !
L'expression de ce rayon de courbure est donc :
R=:4r sin -•
Développée. — Imaginons, tandis que le cercle c roule sur OX, un autre cercle c' égal au premier roulant sur une droite (/X' obtenue en abaissant OX parallèlement à lui-même d'une hauteur égale au diamètre 2 r.
Supposons, déplus, que le cercle d accompagne le cercle c dans son roulement, de telle manière que les centres c et c' soient constamment sur une même verticale.
Considérons le point jx, où la normale à la cyclolde du point m rencontre le cercle c'. D'après ce qu'on vient de voir, (jl est le
centre de courbure de la cycloïde om. Mais, d'autre part, ce point tjt, diamétralement opposé au point m' homologue de m dans le cercle c', est un point invariablement lié à ce cercle c dans son roulement. Donc, le point \l décrit une cycloïde égale à la première, et située, comme Imdique la figure, de manière h avoir en o son point le plus élevé.
Ainsi : la cycloïde a pour développée une cycloïde égale.
Il est à remarquer que, conformément à la théorie générale, le rebroussement de la développée correspond au sommet de la développante, et réciproquement; ces deux points sont d'ailleurs sur un axe de symétrie commun aux deux courbes.
Équation de courbure. — L'expression du rayon de courbure précédemment trouvée fournit aisément l'équation de courbure de la cycloïde : en effet, l'angle a que fait la tangente avec la direction fixe OX étant ^ — -^ , on a :
•r- = — 4rcosa; )
c'est l'équation différentielle de courbure. On en déduit, en prenant l'origine des arcs au point 0,
a=:4r(i — sina);
cette équation permet de constater l'identité de la courbe avec sa développée.
179. Arc de cycloïde et aire comprise entre la cycloïde et Paxe des x. •— L'équation que nous venons d'établir fournit immédiatement la mesure d'un arc de cycloïde ; elle montre notamment que la longueur totale de l'arc OmO,est égale à 8r.
D'autre part, l'identité de la cycloïde avec sa développée permet, par des considérations de géométrie infinitésimale très
ds {*) La valeur de -=- doit être évidemment alTectée du signe — si Ton
dcL
suppose Tare croissant de 0 vers h, puisque a décrott dans le même intervalle.
simples, d'évaluer l'aire ombrée comprise entre l'axe des t ei l.i courbe.
Désignons, en effet, par A cette aire inconnue, et parB l'aire oio^i'. Cette dernière étant égale à la somme des aires iiioA,w,o,'i on a évidemment :
A + B = rectangleouo,(.j, = 4nr'.
Mais, d'autre part, l'aire comprise entre' deux normales infiniment voisines m^, m'ii., est égale, en négligeant les infinimem petits d'ordre supérieur, à l'aire du triangle otçijl limité par la parallèle inq à l'axe des x, et comme n est le milieu de niji :
triangle iin'ji =: - trapëse mq nn'.
Donc, l'aire B, qui est la somme des triangles tels que nn'[i, est le tiers de l'aire A qui est la somme des trapèzes correspondants, et en combinant la relation
avec celle précédemment écrite, on trouve
A = 3nr».
Ainsi, l'aire totale ombrée de la cycloïdeest le triple de l'ai^ du cercle générateur.
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c. — Chainelte.
180. La chaînette^ que nous retrouverons dans le cours de mécanique avec une définition différente, est la courbe représentée par l'équation :
Cette courbe présente la forme indiquée par la figure cidessus.
Elle a pour ordonnée à Torigine oa^=a.
Elle est évidemment symétrique par rapport à Taxe des y, et va en s*élevant d'une manière continue de part et d autre du point a, en tournant sa convexité vers l'axe des x ainsi que nous allons le vérifier.
Tangente. — Le coefficient angulaire de la tangente est
dit 1 / f -i\
Ce coefficient angulaire s'annule pour x=0, et pour a? > 0 il est constamment positif; car <?• est toujours plus grand quee ' ou —, puisque toute puissance d'un nombre supérieur à 1 est plus
grande que Tunité.
L'examen de la dérivée seconde
qui est toujours positive prouve d'ailleurs que la courbe a sa convexité constamment tournée vers Taxe des x.
Propriété remarquable de la chauiette. — L'équation (2) donne:
3) cosa = , , -= = -.
On en conclut que la perpendiculaire pq abaissée du pied de r ordonnée sur la tangente à la courbe, a une longueur comlantt égale au paramètre de la chaînette.
Rayon de courbure, — De la relation (3) on tire par différentiation :
cosa dy — y sina da = 0,
c'est-à-dire
(4) da = ^1^£2L« « îif ,
d'ailleurs
„ ds dx
da cosx da
donc, à cause de (4) :
(5) Rz=z-^=z7^i.
cosa
Ainsi, le rayon de courbure est égal en grandeur à la normale.
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Il est évident, d'ailleurs, d'après la forme de la courbe, qu'il doit être porté sur la normale du côté opposé au point n.
Arc de chaînette, — La relation
COSa
peut s'écrire, à cause de y cos a = a :
cos* a'
d'où
ada cos* a'
et par suite
8 = atgcL + c.
Si l'on convient de compter l'arc de chaînette à partir du sommet a, la constante c devra être nulle, et l'on voit que l'arec ou ma sera précisément égal à Tny, puisque, dans le triangle mpqy
mq =s pq tga.
le point q décrit donc une développante de la chaînette, et cette développante jouit de la remarquable propriété d'avoir une tangente pq de longueur constante ; elle a reçu pour cette raison le nom de tractoire.
d. — Spirale logarithmique.
181. Comme exemple de courbe rapportée à des coordonnées polaires, nous citerons la spirale logarithmique dont réquatiou est :
La courbe se compose d'une infinité de spires toumant autour de l'origine , point asymptote que la spirale n'atteint que pour Cl) = — Qo .
Tangente. — La formule
. -- dta
tgV = p-,
donne pour la spirale
tgV = T = conslanlc.
La courbe coupe donc sous un angle constant tous ses rayons vecteurs.
Courbure^ développée. — La propriété géométrique que nous venons de démontrer conduit facilement à l'expression du rayon de courbure.
En effet, si m et ni' sont deux points de la spirale, wjx et m\i les normales en ces points, les angles ^mo, ^m-o étant égaux comme compléments d'un même angle V, les quatre points o, ïîi? m\ \k appartiennent à un même cercle.
A la limite, ce cercle devient le cercle tangent à la spirale en m et passant par l'origine ; par son intersection avec la normale m[jL, ce cercle donne le centre de courbure.
On en conclut
*^ sin V ^ ^
Il résulte aussi de h\ que la développée^ lieu des points ii, est une spirale égale à la pi^emière, car
0|A ss: om cot V = hp
nu
La développée s'obtient donc en faisant tourner de 90 degrés le rayon vecteur de la courbe et en le multipliant par un facteur numérique constant.
La courbe ainsi obtenue est donc semblable à la première, mais par cela même elle lui est égale ; car si Ton multiplie par un facteur constant h les rayons d'une spirale, on a
^ = /ip = /lae**.
et en posant /i=e*\ ce qui définit une autre constante 6 :
On voit que la nouvelle courbe n'est autre que la spirale qu'on aurait fait tourner de l'angle — 0,
Tous ces résultats, d'ailleurs, se vérifient sans peine par l'application des formules générales.
3^ ÉLÉMENTS RELATIFS A PLUS DE DEUX POINTS CONSÉCUTIFS DANS UNE COURBE GAUCHE
1S2. Nous avons déterminé (S 1418) la tangente et le plan normal à une courbe gauche. Occupons-nous actuellement des
éléments géométriques qui sont déjP finis par plus de deux points consécutifs.
Plan osculateur. Normale principale et binormale, — Trois points consécutifs déterminent un plan :
c'est le plan osculateur^ celui qui, au point considéré, a le contact le plus intime avec la courbe.
Passant par les points
X -f dx y-^-dy z -{-dz
X + 2dx + d«x y + 2di/ + d*y z + 2dz + d^z,
le plan osculateur dont Téquation est évidemment de la forme
devra satisfaire aux conditions
On en déduit
dz = mdx + ndy^ d*z = md*x + nd^y.
__ dz d*y — dy d^z ^ dxd^y — dyd^x*
dz d*x — dx d*z n =
dy d'x — dxd'y'
en portant ces valeurs dans Téquation du plan, on trouve :
(1) (X-x) [dz d^y — dyd^z] -h \Y -y) [dx d^z-^dzd^x]
+ (Z — z) [dyd^x — dxd^y] =: 0 ;
c'est Téquation du plan osculateur en quantités infiniment pe-
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tites(*). Pour l'obtenir en quantités finies, on n'a plus qu'à faire une hypothèse consistant, par exemple, à traiter z en variable indépendante, à supprimer les termes en d*5, à diviser par ds* et
à remplacer les coefficients différentiels-;-, -7-i,-r,-r( parleurs '^ dz dz* dz dz*'^
valeurs obtenues par la différentiation des équations de la
courbe. Si Ton suppose ces équations mises sous la forme
les coefficients différentiels cherchés sont les dérivées des fonctions ^ et ^
Remarque. — Si l'on considère deux tangentes infiniment voisines et qu'on mène par l'une d'elles un plan parallèle à l'autre, ce plan a évidemment pour limite le plan osculateur; car deux tangentes infiniment voisines sont à la limite deux tangentes consécutives.
On reconnaîtra de même que le plan osculateur est la limite du plan mené par une tangente et par un point infiniment voisin.
La normale nui à la courbe située dans le plan osculateur, s'appelle normale principale. On a donné le nom de binormale à la normale }y}p perpendiculaire au plan oscula. teur. En chaque point d'une courbe gauche, sa tangente, sa normale principale et sa binormale, forment un trièdre trirectangle dont la considération nous sera souvent utile.
0 Remarquons que les coefficienls de Téquation (I) se déduisent très facilement les uns des autres par une permutation tournante en x, y el z.
1S3. Ck^iirbure et cercle oscillateur. — Trois points consécutifs d une courbe gauche étant toujours dans un même plan, tout ce qui, dans Tétude des courbes planes, ne se rapporte qu'à trois points consécutifs, est immédiatement applicable à une courbe gauche, en substituant son plan osculateur au plan de la courbé plane.
Ainsi, le rayon de courbure d une courbe gauche sera égal.
ds comme celui d'une courbe plane, à -=-, ds étant la différentielle
de lare et da, Tangle de contingence, c est-à-dire l'angle de deux
tangentes consécutives ; le cercle osculateur ou de courbure sera
un cercle situé dans le plan osculateur, tangent à la courbe et
, ds
de rayon — .
1S4I. Surflice enveloppe des plans osculateur»: seconde courbure. — Deux plans osculateurs consécutifs,
les plans 1,2,3, 2,3,4, par t .- exemple, se coupent évidemment suivant une tangente à la courbe gauche, la tangente
Cette tangente est donc la caractéristique du plan osculateur, et l'on voit ainsi que la surface enveloppe des plans osculateurs est le lieu des tangentes à la courbe.
La rotation du plan osculateur autour de la tangente lorsqu'on se déplace sur la courbe, nous conduit à la notion de seconde courbure, comme la rotation de la tangente nous a conduit à la notion de première courbure dans les courbes planes.
Ainsi, si l'on rapporte les deux plans osculateurs que nous venons de considérer aux points 2 et 3, on voit que lorsqu'on se déplace de l'élément 2,3 ou ds sur la courbe, le plan osculateur tourne autour de 2,3 d'un certain angle infinitésimal d^. Le rapport
rfO
s'appelle la seconde courbure, ou la cambrure, ou encore la tor^
sion de la courbe gauche (*). Nous adopterons la dénomination
de cambrure dans la suite.
La cambrure est nulle évidemment dans la courbe plane,
comme la courbure est nulle dans la ligne droite.
ds ,
L'inverse de la cambrure -tt représente une longueur que, par
analogie avec la courbure, on appelle rayon de cambrure de la courbe gauche. On obtient le centre de cambinire en portant le rayon de cambrure sur la binormale.
1S5. Axe de courbure. Sphère <Miculatrlce. •— On
appelle axe de courbure d une courbe gauche en Tun de ses points, Taxe du cercle osculateur correspondant à ce point.
Quatre points appartenant toujours à une même sphère, on peut mener une sphère passant par quatre points consécutifs 1, 2. 3 et 4 d'une courbe. Cette sphère, qui a, avec la courbe, ^ au point considéré, le contact le plus intime, est dite sphère osculatrice. Elle contient évidemment les deux cercles osculateurs consécutifs 1,2,3 et 2,3,4,
et par conséquent son centre (d se trouve à Tintersection des deux axes de courbure consécutifs Xj,X„ qui sont les axes de ces cercles. Cette remarque prouve que deux axes de courbure consécutifs se rencontrent.
Le lieu de ces axes de courbure forme une surface intéressante à considérer et qu'on appelle surface polaire de la courbe gauche; nous reviendrons sur ce sujet à propos de l'étude des développables.
0 De là le nom de courbes à double courbure souvent donné aux courbes gauches.
ISO. Plus courte distanee de deux tangentes infiniment voisines* Titéoréme de Bouquet. — Deux points peuvent être infiniment voisins sur une courbe sans être deux points consécutifs.
Ainsi, par exemple, les points 1 et 4 de la figure ci-contre
sont évidemment dans ce cas.
De même, les tangentes 1,2 et 4,5 sont infiniment voisines san?* être consécutives. Deux tangentes infiniment voisines ne deviennent consécutives que dans une dernière approximation on tous les infiniment petits d'ordre supérieur sont négligés.
On conçoit ainsi que la plus courte distance entre deux tangentes infiniment voisines, distance nulle si les tangentes sont considérées comme consécutives, puisse être évaluée, de même que nous avons évalué (§ "78) la différence nulle également à la
limite entre j^ et /^ {x).
On doit à M. Bouquet cette remarque très curieuse, que la plus courte distance en question est du troisième ordre lorsque
la distance des points de con-
'? * / tact est du premier.
/ On peut le démontrer par
le raisonnement suivant :
Soient 1, 2 et 3, 4 les
deux tangentes infiniment
voisines. Menons par 2 la
• parallèle 2,q à 3,4; la plus
courte distance cherchée S sera la distance d'un point quelconque
de la tangente 3, 4, le point 3, par exemple, au planP, de 1, 2
et 2, q. On a donc :
S = 3p.-=2.3 sine. .
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Mais 2, 3 est infiniment petit du premier ordre; pour démontrer que 8 est du troisième ordre, il suffit donc de prouver que e est du second. Or, si nous considérons d'une façon générale Tangle 9 que fait une tangente quelconque à la courbe gauche avec le plan fixe P, cet angle varie évidemment d'une manière continue quand la tangente se déplace sur la courbe; il devient nul pour la tangente 1,2, prend la valeur e pour la tangente 2, 3, et redevient nul pour la tangente 3,4; il en résulte visiblement que e (distance d'un point de la courbe figurative de 9 à la corde infiniment voisine oo') doit être du deuxième ordre de petitesse, ce qu'il fallait démontrer.
APPLICATION DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS A L'HÉLICE
18TP. Déflnltlon. — L'hélice est une courbe tracée sur un cylindre de révolution et décrite par un point qui s'élève le long des génératrices de quantités proportionnelles à celles dont il tourne autour de l'axe du cylindre.
C'est, si l'on préfère, la courbe résultant de l'enroulement d'une droite sur le cylindre.
Si Ton prend pour axes coordonnés l'axe OZ du cylindre et deux droites perpendiculaires à OZ, dont l'une, OX par exemple, passe par un point de l'hélice, les coordonnées d'un point m seront données par les relations
X = oq=z op. ces poq =a ces ci>,
y z=zpq = a sin co,
z = mp= K arc ap = K ata,
en désignant par a le rayon du cylindre, par <i> Tangle aop^ et par K un coefficient constant.
L'élimination de w entre les trois équations (1) conduirait aux deux équations de l'hélice; mais il y a avantage, comme dans le cas de la cycloïde, à conserver la variable auxiliaire o) et à exprimer en fonction de cette variable prise comme variable indépendante les éléments caractéristiques de la courbe.
On trouve ainsi :
dx = — a sin co db>, dy = a cosci) dci>, dz = K adb>,
La tangente à la courbe est
d*x = — a cos CD da>*, d^y = — a sin cù dw*, d'z = 0.
c'est-à-dire
SlQu>
X — a cosw sin (o
COScjJ
Y — a Rin u) Z — Racu
COSOJ
elle fait un angle constant avec le plan horizontal. Le plan osculateur a pour équation
Ksinw(X — x) — Kcosw(Y — y) + (Z — z) = 0,
il fait également un angle constant avec le plan horizontal et
renferme la perpendiculaire mr à l'axe.
Ces propriétés de la tangente et du plan osculateur résultent
d'ailleurs immédiatement de cette remarque que la courbe,
d'après sa définition, est superposable à ellemême en toutes ses parties. De cette particularité remarquable de l'hélice, qui en fait dans l'espace l'analogue du cercle dans le plan, il résulte immédiatement que les rayons de courbure et de cambrure doivent être les mêmes pour tout point de la courbe, — que le lieu des centres des sphères osculatricesdoit être une hélice, etc.
Ajoutons encore qu'on appelle spire dhèlice la portion de courbe comprise entre deux points tels que
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a et a' où rhélice rencontre une même génératrice du cylindre.
La hauteur aa de la spire s'appelle pas de t hélice.
Plan tancent et normale. — Soit
l'équation d'une surface, 7n{œ^y,z) un de ses points, cherchons le lieu des tangentes à la surface menées par m .
Pour cela, soit une courbe quelconque G tracée à partir du point m sur la surface, m' un point de cette courbe infiniment
r^yz)
voisin de m, a? + dx, y + dy, s + ds les coordonnées de ce point.
Un point quelconque M (X, Y, Z) -pris sur la tangente mm* satisfait évidemment à la condition
dx dy dz
D'ailleurs, les deux points m et w! appartenant à la surface, les différentielles dx, dy, dz sont liées par
(3) F, dx + T\ dy + F', dz = 0.
Substituant dans cette relation à dx, dy, dz les différences
X — X. Y — y, Z — s qui leur sont proportionnelles d'après (2;, on a l'équation
qui représente le lieu du point M: c'est un plan mené par m; c'est l.e plan tangent à la surface.
Soit maintenant un point N (X, Y, Z) pris sur la normale à la surface, c'est-à-dire sur la perpendiculaire en m au plan tangent. Pour exprimer la perpendicularité de Nm avec un segment mm' mené de m à un point infiniment voisin sur la surface, on a la condition
(5) (X— x)dx + (Y— y)dy-f (Z-z;dz=0, .\\X.YZJ
et cette condition doit être vérifiée quels que soient dx^ dy et dz, pourvu qu'ils satisfassent à la condition (3) du paragraphe précédent, qui exprime que le point m' est sur la surface.
Supposons d'abord que dy soit nul, il reste :
(X-x)dx + (Y-y)5idx = 0,
-T^ dx représentant, selon l'usage, la différentielle partielle de s
par rapport à x.
Cette équation revient à :
On aura de même, en faisant varier y eiz seulement :
FV
en sorte que le système des deux équations
/fil X-JC_Y-v_Z-z
auxquelles les coordonnées du point N doivent satisfaire, représente la normale à la surface.
SURFACES RÉGLÉES
180. On appelle surfaces réglées les surfaces lieu géométrique d une droite qui est dite génératrice.
La génératrice, pour engendrer la surface réglée, peut être astreinte soit à glisser sur trois courbes données qui sont dites directrices, soit à rester tangente à trois surfaces fixes qu'on nomme surfaces directrices, soit encore à s'appuyer sur deux directrices et à rester parallèle à un plan fixe dit plan directeur. En un mot, la génératrice devra être assujettie à trois conditions qui définissent une série de droites.
Il est facile de voir comment se construiraient en général les génératrices d'une surface ainsi déterminée; dans le cas, par exemple, où trois directrices D, D' et D'' sont données, en prenant un point arbitraire a sur Tune d'elles et menant de ce point comme sommet deux cônes ayant les deux autres directrices
pour bases, les générat^rices telles que abc communes à ces deux cônes appartiendraient à la surface.
Comme exemples de surface réglées, nous citerons: Les cônes : les génératrices passent par un point fixe appelé sommet.
Les cylindres : les génératrices sont parallèles à une droite fixe.
Les conoïdes : les génératrices s'appuient sur une droite fixe et sont parallèles à un plan fixe.
Si la surface réglée est engendrée par une droite s*appuyant sur trois droites fixes, on a Vhyperboloîde à une nappe, surface
du second degré, c est-à-dire coupée par un plan quelconque suivant une section conique.
Si la surface est engendrée par une droite s'appuyant sur deux droites et restant parallèle à un plan fixe, on a le paraboloïde hyperbolique, surface du second degré également.
Ces deux surfaces jouissent de la propriété très remarquable d*être biréglées, c'est-à-dire d'admettre deux systèmes de génératrices rectilignes.
lOO. Variation du plan tancent a une surflitee réglée le Ions d'une sénératrlee. — Soit 6 une génératrice d'une surface réglée, G' une génératrice infiniment voisine, 00, la plus courte distance de ces deux droites.
Menons par 0^ une parallèle OjE à G, et coupons par un plan quelconque perpendiculaire à G qui rencontre en m [jl in ces trois droites. Les deux points ni et in de la surface étant infiniment voisins (puisque G et G' sont des droites infiniment voisines), la droite mm' est une tangente à la surface; et par suite le plan tangent en m se trouve déterminé par la génératrice G et la droite mm\
Cherchons actuellement à nous rendre compte de la manière dont varie ce plan tangent lorsque le point m se déplace sur la
génératrice.
Il est évident d abord que le plan en question tourne autour de la droite G qu'il contient toujours. Pour définir sa rotation, nous évaluerons l'angle mm[L ou 0, mesure de l'angle dièdre qu*il fait avec le plan fixe GOO^.
En désignant par p la distance infiniment petite 00, des deux
génératrices infiniment voisines et par 9 l'angle infinitésimal qu elles font entre elles, enfin par x la distance otn, on a
c'est-à-dire, en négligeant la différence de l'angle infiniment petit z avec sa tangente :
Le rapport - de deux infiniment petits généralement de même
ordre, s'appelle le paramètre de distribution des plans tangents à la surface réglée le long de la génératrice G.
En général, ce paramètre, que nous désignerons par A, a une valeur finie.
Le point 0 est dit le point central de la génératrice, et le plan tangent en 0 s'appelle plan central. Ce plan n'est autre, évidemment, que celui des deux droites parallèles G et E. L'angle ^ est donc l'angle du plan tangent en m avec le plan central.
191. Pour donner une image géométrique qui rende bien visible la loi de rotation du plan tangent, nous construirons dans
un plan quelconque mené par la génératrice une perpendiculaire à cette génératrice en son point central, et sur cette perpendiculaire nous porterons une longueur OK égale au paramètre.
L'angle ;iîKO étant égal à 6 d'après la relation précédente, il est aisé de voir que le point K jouit de cette propriété que l'angle
mom^ sous lequel on voit de ce point un segment quelconque mm de la génératrice, est précisément Tangle que font entre eux les plans tangents aux extrémités de ce segment.
En d'autres termes, le faisceau des droites K(n,n',o,m,w'...) allant du point K aux différents points de la génératrice, représente précisément la section faite dans le faisceau des plans tangents en ^i, n',o,w,m', par un plan perpendiculaire à Tarête G de ce faisceau.
La considération de ce point K (qu'on nomme quelquefois point représentatif en raison de cette propriété) fait bien voir comment tourne le plan tangent lorsque le point de contact parcourt de — oo à 4" ^=^ la génératrice.
De — oo au point central le plan tangent tourne de 90®, et du point central à + co il tourne encore de 90°, de manière à prendre des inclinaisons égales de côté et d'autre du plan central pour des positions du point de contact symétriques par rapport au point central 0. Le plan tangent à — qo et à + oo est le même, et ce plan est dit plan asymptotique : le plan asymptotique est perpendiculaire au plan central et parallèle à deux génératrices consécutives.
Supposons maintenant que le paramètre tende vers zén» Les
plaiv astjmpMuiue
iumpMta
ut
deux rotations de 90** qui s'effectuent comme on vient de le voir
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symétriquement de part et d'autre du point 0, se concentreront de plus en plus dans le voisinage de ce point, et à la limite la rotation de 180® tout entière s'effectuera en 0; le plan tangent sera le plan asymptotique tout le long de la génératrice; au point central 0 il sera indéterminé.
Si, au contraire, le paramètre devient infini, les deux rotations s'éloignant de plus en plus du point central finissent par être rejetées à l'infini, et dans toute la région située à distance finie le plan tangent est parallèle au plan central*
102. MAgne de stHctloii. — Le lieu des points centraux sur les diverses génératrices s'appelle ligne de striction. On doit observer que pour la détermination du point central sur une génératrice G, nous avons pris sa plus courte distance avec la génératrice suivante G'; on aurait pu évidemment, au lieu de la génératrice suivante, choisir la génératrice infiniment voisine précédente. Seulement, une fois qu'on a adopté l'une ou l'autre de ces génératrices infiniment voisines, il faut évidemment continuer à opérer de même pour les génératrices consécutives.
Ainsi, si le point central de G est déterminé par sa distance 00^ à G', celui de G' sera donné par sa distance 0'0\ à G'', et ainsi de suite. On voit ainsi que la ligne de striction lieu des points 00'... n'est pas tangente à OOj , comme on aurait pu être tenté de le croire à priori, et qu'elle ne coupe pas orthogonalement les génératrices.
193. (3ôiie directeur. — Si l'on mène par un point fixe de l'espace des parallèles aux génératrices d'une surface réglée, on forme ainsi un cône qui est dit cône directeur de la surface. Le plan tangent au cône directeur est évidemment parallèle au plan asymptotique de la surface réglée.
1041. Raeeordemeiit des 0urfaee« réglées. — Deux surfaces réglées qui ont une génératrice commime et même plan
tangent en trois points de cette génératrice, se raccordent tout le long de cette génératrice.
Cela résulte immédiatement de la loi de variation des plans tangents qu'on vient d'établir. En effet, étant connus les plans tangents en trois points a, b, c, on connaît les angles qu'ils font entre eux ; décrivant alors sur ab et bc des segments capables
des angles compris entre les plans tangents correspondants, on obtient toujours par leur intersection un point unique K qui est le point représentatif de la génératrice G; abaissant de Kune perpendiculaire KO sur G, on a le point central, et OK est le paramètre.
Le plan tangent en un point quelconque m est alors déterminé, et comme cette détermination se fait de la même manière dans les deux surfaces, on en conclut que les deux surfaces ont bien même plan tangent tout le long de G, ce qu'il fallait démontrer.
lOS. PaFalM>loï<le« et hyperboloïdes deraceordeinent À une surfnee réglée le long d'une de ses génératrices. — Si Ton prend les plans tangents en trois points a, 6, et c d'une génératrice et qu'on choisisse arbitrairement trois droites A, B et C menées par a, 6 et c dans ces trois plans, d'après ce qui vient d'être dit,rhyperboloïde défini par ces trois droites sera de raccordement avec la surface réglée tout le long de la génératrice G.
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Si les trois droites sont prises parallèles à un même plan quelconque P, rhyperboloïde deviendra un paraboloïde de raccordement ayant le ^ plan P pour plan directeur.
Il existe donc une infinité d'hyperboloïdes et
de paraboloïdes de raccordement à une surface réglée, le long d'une de ses génératrices.
On peut arriver à la même conclusion en partant d'un autre point de vue.
Deux génératrices quelconques G et G' d'une surface réglée peuvent être prises évidemment pour directrices d'un paraboloïde dont le plan directeur P peut être arbitrairement choisi. Si les génératrices G et G' deviennent infiniment voisines, ce paraboloïde est de raccordement, car en coupant par un plan quelconque 0, la section faite dans le paraboloïde et celle que donne la surface sont tangentes entre elles puisqu'elles ont en commun les deux points infiniment voisins m et w', où les génératrices G et G' percent le plan
sécant.
Prenons ces mêmes génératrices comme directrices d'un hyperboloïde en leur adjoignant une troisième directrice arbitraire, nous aurons un hyperboloïde qui sera encore de raccordement pour une raison analogue.
106. PaFalM>loide des normales, hyperboloïde OMulateur. — Parmi les paraboloïdes de raccordement que Ton peut ainsi définir, il y en a un qui offre un intérêt particulier, c'est celui dont le plan directeur est perpendiculaire à G :
ce paraboloïde a ses plans directeurs rectangulaires ; il est le lieu géométrique de la tangente m m' {fig, du S lOO). Si Ton fait tourner ce paraboloïde de 90® autour de G, toutes ses génératrices perpendiculaires à G viennent coïncider avec les normales à la surface et Ton reconnaît ainsi que les normales à une surface réglée le long d'une génératrice forment unparaboloïde hyperbolique; c'est ce paraboloïde qu'on désigne sous le nom de paraboloïde des normales.
Parmi les hyperboloïdes de raccordement, il y en a un également qui offre un intérêt particulier: c'est celui qui a pour directrices trois génératrices consécutives G, G' et G*" de la surface. Si l'on fait une
section par un plan quelconque 0 ? la courbe section obtenue dans l'hyperboloïde et celle que donne la surface réglée ont trois points consécutifs m m' in communs ; ces courbes sont donc osculatrices,et pour cette raison l'hyperboloïde ainsi défini a reçu le nom à'hyperboloïde osculateur. Nous aurons occasion de revenir sur ce sujet à propos de la courbure des surfaces.
SURFACES DEVELOPPABLES
lOT. Si le paramètre d'une surface réglée est nul ou infini, nous avons reconnu que la surface admettait le même plan tangent le long de la génératrice. Si cette particularité se reproduit pour toutes les génératrices de la surface réglée, cette surface est dite développable ; on réserve le nom de surfaces gauches pour les surfaces réglées dans lesquelles le paramètre a des valeurs différentes de l'infini ou de zéro.
Dans le cas où le paramètre est infini, cela signifie que Tangle de deux génératrices consécutives est infiniment petit par rapport à leur distance: c'est le cas des cylindres.
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Dans le cas où le paramètre est nul, c'est la distance de deux génératrices consécutives qui est infiniment petite par rapport à leur angle : c'est le cas des cônes où cette distance est nulle ; c'est aussi le cas des surfaces engendrées par les tangentes à une courbe gauche où cette distance est du troisième ordre de petitesse (186).
D'ailleurs, dans l'un et l'autre de ces cas, la surface peut être évidemment considérée comme Venveloppe des plans tangents le long de ses génératrices, c'est-à-dire comme l'enveloppe d'un plan mobile qui ne peut occuper dans l'espace qu'une série de positions, ou, si l'on préfère, qui ne renferme dans son équation qu'un paramètre arbitraire.
En écartant le cas où ce plan reste parallèle à une direction fixe et enveloppe par conséquent un cylindre, et en prenant la série des caractéristiques infiniment voi- 0" sines G, G', G'^... on voit que deux caractéristiques consécutives, G et G' par exemple, se rencontrent, puisqu'elles appartiennent à un même plan P'. Ces caractéristiques sont donc les côtés d'un
même polygone gauche infinitésimal, ou en d'autres termes les tangentes à une courbe gauche, à moins cependant qu'elles ne passent par un point fixe, ce qui serait le cas des cônes.
Ainsi, toute développable qui ii* est pas un cylindre ou un cône peut être considérée comme le lieu des tangentes à une courbe à double courbure.
Cette courbe s'appelle Yarête de rebroussement de la surface (*), et ce nom lui a été donné parce que toute section plane
I*) LWéte de rebroussement représente visiblement ce que devient la ligne de BtricUon quand la surface réglée devient développable.
faite dans la surface présente un rebroussement de première espèce au point où elle rencontre Taré te.
On peut s'en rendre compte très simplement de la manière suivante :
Soient aft, bc et cd trois côtés consécutifs du polygone infinitésimal qui forme Taréte de rebroussement et P un plan sécant rencontrant ces trois arêtes en w, ni et m". Menons par b une parallèle à cd ; cette droite coupera le plan P en m''^, et à cause de la
continuité, les trois droites bm. bm\ bm^" étant trois génératrices consécutives . du cône directeur de la développable mené par b comme sommet, leurs intersections m^m^ m^" avec le plan P seront trois points consécutifs d'une courbe continue; mais le point vf étant, comme Tindique la figure, à Topposé de m" par rapport à m, les trois points m, m' et m" présenteront la disposition du rebroussement [m et m' d'un même côté de la normale en tn') et le rebroussement sera de première espèce, parce que la tangente continue à tourner dans le même sens de part et d'autre de m'.
lOS. Développement des snrfeees développablee.
— Une surface développable, d'après ce qu'on vient de voir, peut toujours être considérée comme la limite du polyèdre infinitésimal formé par ses génératrices consécutives.
Ce polyèdre (qui se réduit à un prisme dans le cas des cylindres) peut être développé sur un plan. Prenant, par exemple, pour plan de développement le plan de la facette G a G', on pourra, en faisant tourner la surface autour de G', appliquer sur ce plan la facette G' a' G", puis la facette G" a" G'" viendra s'y
appliquer à son tour par une rotation autour de G", et ainsi de suite. C'est ce qu'on appelle développer la surface développable. Dans ce développement, les longueurs des courbes ne changent évidemment pas et les angles finis que font entre elles les courbes tracées sur la surface restent invariables ; ainsi, par exemple, les angles m' mni"^ m' m ni" que font entre elles les directions m Wr', m m" y m m"\ restent évidemment les mêmes après développement ; le premier parce qu'il est dans le plan même d'une facette, et le second parce que la rotation infinitésimale de mm'" autour de G' ne peut modifier sa grandeur finie.
Mais il n'en est pas de même des angles infiniment petits, et notamment de
l'angle de contingence d'une courbe.
Soient, par exemple, m^mm^ trois
points consécutifs d une courbe tracée
sur la développable. Lorsque la facette
G, a G viendra s'appliquer sur le plan
G a G,, par le fait de la rotation autour
de G, le point m^ décrira le petit arc de
cercle m^ ^ qu'on peut confondre avec
la perpendiculaire abaissée de m^ sur
le plan G a' G,. Si du pied |jl de cette
perpendiculaire on abaisse |jl K perpendiculaire sur 7?i, m prolongé, d'après
le théorème des trois perpendiculaires,
»ï, K sera également perpendiculaire à
mK et l'angle \klLm^ ou 6 mesurera l'angle dièdre que font entre
eux le plan G a' G, tangent à la développable et le plan m, mm, osculateur à la courbe considérée.
Mais Kmmj et Km j* sont les angles de contingence e et e' de cette courbe avant et après développement, et ces angles infiniment petits pouvant être confondus avec leurs tangentes trîgonométriques, leur rapport sera celui de ces tangentes ou encore des longueurs m^ K et [x K qui sont proportionnelles à ces tangentes trigonométriques. Donc, enfin,
e;^ jxK_
OU, à cause du triangle rectangle ^m^ K,
- = cos 0 ;
en divisant haut et bas par Tare infinitésimal correspondant mm^j on a le rapport des rayons de courbure
COS
cos 0
Ainsi, le rayon de courbure de la courbe transformée s'obtient en divisant le rayon de courbure de la courbe primitive par le cosinus de Tangle que fait le plan osculateur à cette courbe primitive au point considéré avec le plan tangent à la surface.
En particulier, si le plan osculateur était normal à la développable, le rayon de courbure de la transformée serait infini : on aurait pour cette dernière courbe un point d'inflexion.
Si cette propriété se reproduisait d'une manière continue, la transformée serait une droite.
La droite étant le plus court chemin d'un point à un autre, on en conclut que la ligne la plus courte tracée sur une développable entre deux points quelconques de la surface a son plan osculateur normal à la surface en chacun de ses points.
On donne en général le nom de ligne gëodésique à la ligne de longueur minimum tracée entre deux points sur une surface ; la propriété remarquable des lignes géodésiques que nous venons de démontrer pour les développables s'étend, comme nous le reconnaîtrons plus loin, à toutes les surfaces.
La formule R' = r appliquée à Tarête de rebroussement
cosô ^'^ ^
pour laquelle 6 est nul, montre que le rayon de courbure de cette
arête ne change pas dans le développement.
Complément de Pétude des courbes s^achefl
— L'étude que nous venons de faire des surfaces développables, nous permet actuellement de revenir pour la compléter sur celle des courbes gauches.
Il résulte de ce que nous avons vu au S 185 que les axes de courbure d*une courbe gauche forment une surface développable, el que Tarête de rebroussement de cette surface est le lieu des centres des sphères osculatrices à la courbe.
Désignons par (P) cette surface développable, par (û) son arête de rebroussement, et par (M) la courbe donnée.
Il est facile de voir que les plans normaux à la courbe (M) sont tangents à la développable (F).
Précisons en effet la définition du plan
normal à une courbe gauche, ainsi que
nous Tavons fait pour la normale à une
courbe plane, en remplaçant la courbe
gauche par le polygone infinitésimal
dont elle est la limite et considérant
comme plans normaux consécutifs les
plans perpendiculaires aux côtés de ce
polygone en leurs milieux.
Le plan normal mené par le milieu
de m' m" par exemple étant le lieu des points équidistants de m'
et de m" y les axes de courbure X et X' devront lui appartenir.
jii^
puisque ce sont les axes des cercles qui passent respectivement par les points mm/ m" ^ m'm^m"'. Donc ce plan normal coïncide avec la facette XwX' de la développable (r), ce qui démontre la proposition énoncée.
Si le plan normal (P) à la courbe (M) roule sur la développable, le point m de ce plan entraîné dans son mouvement se déplace à chaque instant normalement au plan, puisque son déplacement élémentaire est dû à une rotation autour d'une droite X du plan(*) : il décrit donc précisément la courbe (M). Une droite quelconque telle que mn tracée par le point m dans le plan, peut
être considérée comme le développement sur le plan P d'une ligne géodésique (N) de la surface développable ; cette courbe (N) et toutes les courbes semblables (N) (N"), etc., qu'on peut obtenir de la môme manière, sont dites les cfeie-
loppécs de la courbe (M). Cette dénomination est bien en rapport d'ailleurs avec celle que nous avons déjà employée pour les courbes planes. En effet, la courbe (M) peut être décrite, ainsi qu'on vient de le voir, par l'extrémité d'un fil inextensible qui se déroulerait en restant constamment tendu sur l'une de ces développées de manière à ne pas sortir du plan osculateur de cette courbe.
(•) Pour une démonstration plus rigoureuse de ce résultat, voir le Cours de Mécanique {cinémaiiique).
Une courbe gauche possède ainsi une infinité de développées dont la développable (P) est le lieu.
Mais le lieu de ses centres de courbure principaux [l [t! [l", bien qu'appartenant à la développable (F), ne coïncide pas avec Tune de ces courbes.
Pour s'en assurer, il suffit de remarquer que ce lieu s'obtient en abaissant à chaque instant du point m une perpendiculaire m[L sur l'axe de courbure X. Dans le développement de la développable, cette courbe se réduira donc à la podaire relative au point m de l'arête de rebroussement (û) développée ; donc elle ne peut être en général une ligne géodésique de (P) comme le sont les développées (N).
200. Développable asymptote d'une sorAuse gauche. — On appelle développable asymptote d'une surface gauche, la surface développable enveloppe des plans asymptotiques à cette surface gauche ; dans le cas de l'hyperboloïde, cette développable est le cône asymptote de la surface.
20 i . Applleation des théories préeédentes A Pétade dea hélleoides réglés. — Les hélicoïdes réglés jouent un rôle très important en mécanique. On peut les définir de la manière suivante {*} :
Un hélicoïde réglé est la surface lieu géométrique d'une droite dont un point décrit une hélice, dont la distance à l'axe de l'hélice est constante, et qui fait un angle constant avec cet axe.
D'après cette définition, la génératrice G (projetée en G^ surun plan perpendiculaire à l'axe) reste constamment tangente à
0 On verra dans Tétude de la cinématique qu'une définition plus simple peut être donnée pour la génération des hélicoïdes.
un cylindre concentrique à celui de Thélice directrice, et il est facile de voir que le lieu de ses points de contact ta avec ce cylindre est une seconde hélice.
Le plan tangent à Thélicoïde en co est donc le plan de G et de la tangente à Thélice &> , c'est-à-dire le plan tangent au cylindre de Cette hélice, à moins toutefois que cette hélice ne soit elle-même tangente à la droite G, cas particulier que nous examinerons plus loin.
Le cône directeur de la surface est un cône de révolution autour de Taxe X du cylindre; le plan asyraptotique le long de G est donc perpendiculaire au plan des directions G et X. qui est par conséquent le plan central. Donc enfin Thélice u est la ligne de striction de Thélicoïde.
La connaissance du plan tangent en h , qui est déterminé par G et la tangente ht à l'hélice A, permet de construire facilement le point représentatif et d'obtenir ainsi la valeur du paramètre.
D'ailleurs, ce paramètre est évidemment le même pour toutes les génératrices, car la surface est identique à elle-même dans toutes ses génératrices.
Dans le cas où la génératrice rencontre l'axe X, c'est cet axe lui-même qui est la ligne de striction de la surface. L'hélicolde prend alors le nom de su/rfacc de vis à filet triangulaire {fig. 1).
Il devient la surface devis à filet carré dans le cas plus parti-
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culier encore où la génératrice, qui rencontre Taxe, lui est perpendiculaire {Jig. 2).
La trace de la surface de vis à filet triangulaire sur un plan perpendiculaire à Taxe est une spirale d'Archimède.
Fig. «.
Si la génératrice de l'hélicoïde est tangente à l'hélice (a*); la surface devient Yhélicoïde développable .
Son plan tangent parallèle à celui du cône directeur est le plan mené par la génératrice G et la perpendiculaire wn abaissée du point de contact b> sur Taxe X. On vérifie ainsi que le plan oscu* lateurà Thélice, arête de rebroussement de la surface, est le plan Gw^i.
Dans le développement de la surface, cette arête de rebroussement, dont le
rayon de courbure est constant, doit se transformer en un cercle.
La trace de Thélicoïde développable sur un plan perpendiculaire à Taxe est une développante ëe cercle.
COURBURE DES SURFACES
SOS. Pour se rendre compte de la forme d'une surface au voisinage de Tun de ses points, on est naturellement conduit à étudier la courbure des différentes lignes que Ton peut tracer autour de ce point sur la surface.
Nous nous bornerons à étudier les sections playies, puisque, au point de vue de la courbure, toute ligne gauche peut être assimilée à une ligne plane située dans le plan osculateur à cette ligne au point considéré.
Sfi03. Liaison entre les courbures des sectfoBs obliques et celles des sections normales! relation de Meusnier. — Considérons d'abord en un point d'une surface les différentes sections planes que Ton peut obtenir en conduisant des plans sécants par
^* ' ""~^ - une même tangente mt, et
en leur donnant des inclinaisons différentes sur le plan tangent à la surface.
Soient par exemple un premier plan N passant par la tangente mtet par la normale mn à la surface, et un second plan P faisant avec le premier un angle 6 (mesuré par l'angle plan pvDi) : soient aussi mm' et vim'' les sections faites par ces plans dans la surface.
Coupons la figure par un plan perpendiculaire à m* et infiniment voisin de 7?i. Nous obtiendrons ainsi le triangle m'm'k formé par les intersections du plan avec la tangente mt et les deux courbes mm' et mm''] et si l'on appelle R^ et R^ les rayons de courbure de ces deux courbes, on a, d'après une expression connue,
CALCUL DIFFERENTIEL
m k TrnTk"
en sorte que
Rp = R.
Mais le triangle infinitésimal mvi^k est rectangle en m' à la limite, car m' m' devient une tangente à la surface et km! est parallèle à la normale mn^ et comme d'ailleurs Tangle en k de ce triangle est égal à 6, on a en définitive w
= C08 Oy
doù
R^ = R. COS
Cette relation simple, due à Meusnier, exprime que les centres de courbure /, jjL*, ijl'", etc., des différentes sections obliques obtenues dans une surface par des plans passant par une même tangente mt, sont les projections sur les
plans sécants du centime de courbure jx de la section normale coi'respondante.
Il suit de là que le lieu de ces centres de courbure est la circonférence décrite sur m^ comme diamètre dans le plan perpendiculaire kmt (*).
(*) Comme cas particulier, il est à remarquer que la relation de Meusnier doDDe un rayon de courbure tendant vers zéro lorsque le plan sécant sMncli- QADt de plus en plus finit par se confondre avec le plan tangent lui-même.
Or, ce résultat, qui est conforme à la réalité pour les surfaces convexes^ avec lesquelles le plan tangent n'a qu'un point commun, cesse d'être exact en apparence pour les surfaces à courbures opposées qui traversent leur
S04I. Autre démonst ration de la relation de
Mensnier. — Le théorème que nous venons de démontrer
ayant une grande importance, nous ne croyons pas inutile d'en
donner une seconde démonstration.
Décrivons une sphère tangente à la surface donnée au point m.
la position du centre u» de cette sphère sur la normale mn restant arbitraire, nous pouvons profiter de cette indétermination pour faire encore passer la sphère par un point quelcDUque m' de la surface.
Si nous coupons alors par des plans passant par mm'.
nous obtiendrons dans la surface une série de sections planes et dans la sphère une série de cercles tangents en m aux sections de la surface et ayant encore en commun avec elles le point m\ Suppo
Fig. I.
Fig. 2.
plan tangent et sont renconti'ées par lui suivant une courbe (exemplpsile
l'hyperboloTde et du paraboloïde : deux droites^ du tore, section bitangente, deux cercles, etc.). Pour expliquer cette contradiction , remarquons qu'une surfa«e traversée par son plai
langent le coupe nécessairement suivant une courbe à point double ou multiple présentant au moins deux branches séparant les portions ombrées de la surface situées en dessous du plan tangent de celles non ombrées qui
sont au-dessus de ce plan. Si donc le plan sécant, s'inrlinani de plus en plus, tend à se confondre avec le plan langent, la section présentera une forme analogue à celle de la figure;2', et Ton voit que le rayon de courbure de la branche qm passe en m tendra vers zéro.
Dans le cas de Thyperboloïde, par exemple, le syslèffl^î de deux droites s'obtiendra comme limite d'une hyperbole qui, se courbant de plus en plus rapidement au voisina^^ de m, finira par présenter en ce point un brusque changement de direction, c'est-à-dire une courbure infinie.
sons actuellement que le point m' se rapproche indéfiniment du point m ; les sections planes de la surface seront conduites à la limite par une même tangente mt limite de mm\ et les cercles sections de la sphère leur seront osculateurs comme ayant trois points infiniment voisins communs avec elles.
Mais ces cercles ont pour centres les projections jx du centre 0) de la sphère sur leurs plans respectifs; donc les centres de courbure [a des sections planes de la surface
menées par une même tangente mt, sont les projections sur les plans de ces sections d'un point o) de la normale qui par cela même est le centre de courbure de la section normale correspondante.
20S. MAedmowk ewktre les courbures des sections nor^ maies t relation d'Buler. — L'étude de la courbure d'une surface en l'un de ses points se trouve, par la relation de Meusnier, considérablement simplifiée, car on peut se borner à déterminer la courbure de ses sections normales.
Pour cette détermination, nous rapporterons la surface à trois axes choisis de façon à simplifier les résultats : ce seront la normale wZ au point considéré et deux droites rectangulaires mX, mY situées dans le plan tangent.
Nous supposerons de plus que l'équation étant mise sous la forme
la fonction f soit développable suivant la formule de Maclaurin. Nous aurons alors :
-? = /'(o, 0) + j r. (0,0) + ^ rv (0,0) + ... + f r.(0,o) + ^rxw(o,o)
Mais la surface passant à l*origine et ayant le plan XmY pour plan tangent en ce point, /"(OjO) ^.(0,0) et ^,(0,0) doivent être nuls, en sorte que Téquation précédente, si Ton s*arrête aux termes du deuxième ordre en supposant x et y infiniment petits^ se réduira simplement à
ou (i)
^ = I [rV (0.0) x« + 2 r^y (0,0) xy + Tw» (0,0) y%
z = i (rx«+ 2 Rxy +<!/»).
en désignant parr, ^ et /, suivant une notation usuelle, les valeurs des dérivées secondes de s
-7-jî -; — T-' -i-i au pomt m con-
dx dxdy dy^ *
sidéré.
La relation (1) donne la hauteur z ou m'p d'un point quelconque m' de la surface infiniment voisin dem, et dont in ç ouxeipqoviy ^ sont les deux autres coordonnées.
Mais si Ton mène par mZ et in la section normale à la surface, le rayon de courbure de cette section sera la limite de l'expression
mp 2 m'p"
Désignons par a Tangle pmX qui définit la direction de la section normale considérée, par R son rayon de courbure et par /la longueur mp, on aura d'après (1)
et d'après (2)
-^ r= (r CCS* « -j- 2 « sin a ces a+ i sin* a),
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en sorte que
(3} g = rcos*a + S8sinacosa+t8in'ct
r, s et t étant des constantes au point considéré.
L'équation (3) fait voir comment varie le rayon de courbure de la section normale lorsque son plan pivote autour de la normale mZ. C'est cette équation qu'on désigne sous le nom de relation d'Etder, du nom de l'illustre géomètre qui l'a signalée.
]Sous transformerons actuellement la relation d'Euler afin de la présenter sous une forme encore plus simple.
20B. Indleatrlee. — Si l'on coupe la surface par un plan parallèle au plan tangent XmY et infiniment voisin de ce plan, on obtient une courbe dont une portion du moins doit être infiniment voisine de m. La relation (1) sera donc satisfaite par les points de cette courbe dans la région considérée, et si l'on désigne par h la distance infiniment petite mh qui sépare le plan sécant du plan tangent auquel il est parallèle, la relation du second degré
(4) 2h = rx* + 2»xi/ + ty^
sera l'équation de cette courbe ou portion de courbe infiniment petite.
Mais, au fur et à mesure que, h tendant vers zéro, les dimensions de la courbe (4) se réduisent, on peut ampli- ]
fier ces dimensions et con- . \ i
stmire ainsi une courbe \ >.._.._/
qui soit semblable à la ^^^'^^^V * k ..y^"^^
courbe infinitésimale, sec- f ^^>'^~>^^ ^\
tion de la surface, et qui l ^x^^J>i<r^ '"j ^
conserve des dimensions Jy'^^^^^^y^ ^\.^^^"'^^^^
finies. Il suffit pour cela ^^^\x^^^ "^
de multiplier par un coefficient convenablement choisi les deux membres de l'équation (4) Ainsi, si l'on pose :
le facteur X restant encore arbitraire, on trouve :
(5) X« = rX« + 2«XY + /Y*,
et la courbe ainsi obtenue est bien semblable à la courbe infinitésimale (4). Elle a reçu le nom d'indicatrice.
On la suppose en général tracée dans le plan tangent, mais il est important de se rappeler que sa forme et son orientation sont seules déterminées, et que ses dimensions peuvent être à volonté amplifiées ou réduites.
L'équation (5) montre que Tindicatrice est toujours une section conique ayant le point m pour centre. Rapportée à des coordonnées polaires telles que
X=spcosa Y = psina,
cette équation devient :
(5') -; = rcos'a + 2«sin«cosa4- /sin*a»
et de sa comparaison avec la relation (3) on déduit:
Ainsi : le rayon de courbure d'une section normale est proporlionnel au carré du demi-diamètre correspondant de V indicatrice.
SOT. Directions principalesy sections princiimlech rayons de courbure principaux. — L'indicatrice étant une section conique rapportée à son centre, elle admet toujours un système d'axes rectangulaires; ces axes définissent deux directions sur le plan tangent à la surface, c'est-à-dire sur la surface elle-même, et ces directions ont reçu le nom de directions principales. Les sections normales Ihenées par ces directions s'appellent sections principales^ et les rayons de courbure correspondants sont dits rayons de courbure principaux.
CALCUL DIFFERENTIEL
Si Ton suppose que les deux axes OX et OY, dont Tun a été pris arbitrairement dans le plan tangent, soient amenés à coïncider avec les directions principales, le terme en xy devant disparaitre dans Téquation de Tindicatrice la nouvelle valeur de la constante s relative à ces axes devra être nulle.
En désignant par r, et t^ les nouvelles valeurs des constantes r et t^ la relation d'Euler se réduira donc à :
ou :
- = Tj C09* « + /| sin' a,
\ _cos*(x sin'g R" Ri "^ R, '
si Ton représente par R, et R, les rayons de courbure principaux au point ni ; Téquation de l'indicatrice deviendra d'ailleurs :
(7) X« = rjX« + ^Y».
208. DUrérentes formes de Plndleatriee. — Trois cas peuvent se présenter; nous allons les examiner successivement.
i"^ Les deux constantes r^ et t, sont de même signe. — La direction de Taxe m Z ayant été choisie de sens convenable, on peut toujours supposer que ce signe est le signe +; rindicatrice est alors elliptique et la grandeur du rayon de courbure R restera toujours comprise entre celles des rayons de courbure principaux Rj et R, qui sont les maximum et minimum de R.
Les sections normales ayant leurs centres de courbure sur le segment Y, Y, de m Z compris entre les centres de courbure principaux y, et y,, elles se courbent toutes du même côté du plan tangent XOY. La surface est donc située tout entière du même côté de son plan tangent : elle est dite convexe.
En particulier, si r^ = f , , on aura :
Ri =R^ = R,
toutes les sections normales ont alors même courbure, Tindicatrice est un cercle et le point est dit un ombilic. Cette particularité se présente pour tous les points d'une surface sphérique. 2*^ Les deux constantes r^ et t, sont de signes contraires, ~ L'équation (1)
OÙ Ton a mis le signe de t^ en évidence, montre que la surface
est traversée par son plan tangent, et les tangentes 7?îS, TnS' aux deux branches de la courbe suivant laquelle le plan tangent coupe la surface sont données par
ce sont les asymptotes de l'indicatrice, ou plus exactement des indicatrices qui %o\ii hyperboliques dans ce cas ; car, selon qu'on mène le plan de section parallèle au plan tangent de part ou d'autre de ce dernier, on obtient deux hyperboles différentes (*).
(*) Il est facile de Toir que les asymptotes de Tindicatrice sont osculatrices à la surface, c*est-à-dire qu'elles ont trois points infiniment Toisins communs
avec elle. En effet, si nous considérons dans le plan tangent en m la courbe à point double qui représente la (race de la
'" -^ surface sur ce plan, une sécante wi m' à
cette courbe, étant tangente à la surface en m par ce fait qu'elle appartient au plan tangent, a en ce point in deux points infiniment voisins communs avec la surface. Elle la rencontre en un troisième point m'. Or, m! vient se confondre avec m lorsque la sécante mm' devient la tangente rw5, c'est-à-dire l'asymplole à l'indicatrice, donc, etc.
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La surface est dite à courbures opposées.
Les rayons de courbure principaux R, et R, étant de signes contraires, les centres principaux y^ et Yj sont situés de part et d'autre du point m.
Pour les sections normales dont la trace sur le plan tangent tombe dans Tangle ombré SmS', l'indicatrice est Thyperbole
et le rayon de courbure, donné par la formule
4 ^ CCS* g sin'g R~ Rj R, '
varie depuis R, jusqu'à + co.
Pour les sections dont la trace tombe dans la partie non
ombrée SmS/, l'indicatrice est l'hyperbole complémentaire de la
précédente
et le rayon de courbure
cos'ot sln*a
Ri • R.
varie entre — <^ et R,.
Les sections normales ZwS, ZmS' à rayons de courbure infinis sont dites sections asympto tiques.
3* Vune des co7istantes est nulle, la constante t^, par exemple. — L'indicatrice se réduit à deux droites parallèles à mY : elle est du genre parabolique.
Le rayon de courbure des sections normales varie depuis l'infini, valeur correspondant à la section principale
ZmY, jusqu'à my, ou Rj = —» valeur
relative à la section principale ZwiX.
209. La nature de Tindicatrice et la liaison entre cette courbe et la courbure des sections normales, permet d'établir entre les cour-
bures de ces sections un certain nombre de relations remarquables qui résultent immédiatement des théorèmes connus sur les diamètres des sections coniques. Ainsi, par exemple :
La somme des courbures de deux sections normales rectangulaire est constante et égale à la somme des courbures des sections principales.
La somme des rayons de courbure de deux sections conjuguées (dont les traces sur le plan tangent sont coi^uguées dans l'indicatrice) est constante et égale à la somme des rayons de courbure principaux.
31 0. Llflpnefl de eourbure. — Si Ton se déplace sur une surface en suivant à chaque instant Tune des deux directions
principales relative au point où Ton se trouve et si l'on choisit constamment la direction analogue à celle qu'on vient déjà de suivre, on obtiendra par raison de con- ^ *"" — * — * ^ ^ ^ tinuité une courbe continue
telle que 1, 2, 3, 4, 5, fc ..U courbe ainsi tracée s'appelle ligne de courbure.
Partant du même point initial, on aurait pu adopter l'autre direction principale et Ton aurait obtenu de cette] manière une seconde ligne de courbure telle que 1, 2'. 3', 4', 5', 6'... Le point 1 étant d'ailleurs un point quelconque de la surface, on voit que par chaque point d'une surface donnée passent deux lignes de courbure qui sont orthogonales entre elles. Les lignes de courbure forment ainsi un réseau orthogonal couvrant toute la surface (*)•
(*) 11 est important de remarquer que les lignes de courbure n^ont pas, en général, leur plan osculateur normal & la surface, ainsi qu'on pourrait être tenté de le croire; elles sont tangentes aux sections normales principales, mais elles ne leur sont pas osculatrices.
811. Usnes asymptotlque». — Si, sur une surface à courbures opposées, on suit en chaque point, au lieu des directions principales, les directions asymptotiques, on obtient ainsi les lignes dites asymptotiques. Ces lignes forment un réseau comme les lignes de courbure, mais elles ne sont généralement ni orthogonales ni isogonales entre elles.
Dans une même surface, les régions convexes à indicatrices elliptiques sont séparées des régions à courbures opposées où l'indicatrice est hyperbolique, par une ligne continue pour laquelle l'indicatrice doit être parabolique et se réduire conséquemment à deux droites . Cette courbe continue est évidemment l'enveloppe des lignes asymptotiques de la surface. Exemple du tore.
212. IJipiies géodéfllques. — I*4ous avons déjà défini les^ lignes géodésiques. On désigne ainsi les lignes tracées sur une surface donnée qui jouissent de la propriété d'être les plus courtes possibles entre deux quelconques de leurs points.
Il est facile de recon naître qu'une pareille ligne doit avoir en chacun de ses points son plan osculateur normal à la surface. En effet, étant la plus courte entre deux quelconques de ses points, elle doit l'être évidemment aussi entre deux points infiniment voisins m et m'; or, entre ces deux points, on peut confondre la courbe avec son cercle osculateur.
Si nous supposons actuellement que le plan de ce cercle
osculateur prenne différentes inclinaisons sur le plan tangent à la surface, le rayon de courbure, d'après la relation de Meusnier, sera d'autant plus grand que cette inclinaison sera
plus grande, et la longueur P* de Tare de cercle correspondant à une corde donnée m m' étant en raison inverse du rayon, la longueur minimum de cet arc correspondra, comme l'on voit au cas où son plan osculateur sera normal, à la surface.
Ce résultat général concorde bien avec celui que nous avions déjà obtenu (198) dans le cas des surfaces développables.
oiirbiire géodéfllque. — Nous avons vu
que la courbure d'une ligne plane en l'un de ses points m pouvait s'exprimer par le rapport
np
mp
np étant la distance d'un point n infiniment voisin de m à la tangente m ^ à la courbe.
On appelle cimrbure géodésique d'une ligne tracée sur une surface l'expression analogue à la précédente, obtenue en substituant à la droite m f la ligne géodésique tangente en m à la courbe. La considération de la courbure géodésique conduit à des résultats très intéressants et qui offrent une grande analogie avec ceux qu'on a obtenus dans l'étude des courbes planes.
CALCUL DIFFERENTIEL
2141. NonnaUes. — On a donné le nom de normalies aux surfaces réglées que Ton obtient en menant les normales à une surface donnée le long d*une courbe directrice tracée sur cette
surface. La directrice D est évidemment trajectoire orthogonale des génératrices de la normalie.
Les normalies sont donc toujours des surfaces réglées ; elles sont gauches en général et nous démontrerons que la condition nécessaire et suffisante pour qu une normalie soit développable, c'est que sa directrice soit une ligne de courbure de la surface donnée.
Reprenons, en effet, la figure du paragraphe 300, et considérons les normales à la surface tout le long de la courbe infiniment petite, section de la surface par le plan parallèle au plan tangent. Ces normales, telles que rn 7i\ m'' rv^, se projetteront sur le plan de section suivant les normales m'n\,7n"n", à la courbe infinitésimale, et comme cette courbe infinitésimale est une conique ayant son centre en (i> sur mZ, il s'ensuit que la normale m n\
ne passera au centre u> que si le point w' est placé à l'un des sommets de laconique, c'est-à-dire si la direction m West celle d'une ligne de courbure. Mais la condition de passer au centre co pour la normale m n\ équivaut à Tobligation pour la normale m' n' de rencontrer la normale mZ.
Donc, si à partir du point m on se déplace d'une quantité infiniment petite m m' sur la surface, la nouvelle normale ne rencontrera la normale primitive que si le déplacement s'effectue suivant la direction m a o\x m b d'une ligne de courbure.
Donc enfin, les normalies ayant les lignes de courbure pour directrices sont seules développables, comme nous l'avions annoncé.
Si Ton imagine actuellement la double série de lignes de courbure qui couvre la surface et le double système de normalies développables qui ont ces lignes de courbure pour directrices, on voit que ces développables seront orthogonales entre elles et que toutes les normales de la surface donnée pourront être considérées comme appartenant à l'un et à l'autre de ces deux systèmes de développables.
Considérons une des sections normales principales, la section a m Z par exemple ; elle renferme I z les deux normales en m et en a à la su^
face : ces deux normales, qui sont évi- Tt demment deux normales infiniment voi-
^^2 sines à la section, doivent se rencontrer
au centre de courbure principal correspondant Yi •
Ainsi les arêtes de rebroussement des deux systèmes de ^wi^malies développables sont les lieuœ géométriques des centres de courbure principaux de la surface donnée.
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21 S. Surftfcces S et S| auxquelles les normales A une surihice donnée sont tangentes. — Les arêtes de rebroussement F^ du premier système de normalies développableSj forment, par continuité, une certaine surface Sj et celles F,, du second système forment pareillement une seconde surface 2,. Une normale quelconque mZ étant tangente à une arête F^ et à une arête F„ courbes appartenant respectivement aux surfaces Sj et S„ est par cela même tangente à ces deux surfaces.
Ainsi, toute normale à une surface S est tangente à deux autres surfaces 2j, 2,.
Autrement :
Si Ton porte sur les normales ^nZ à une surface en chaque point des longueurs m y, /^Yi égales aux rayons de courbure principaux relatifs à ce point, les lieux des points ainsi obtenus sont deux surfaces auxquelles la normale mZ est tangente.
On remarquera Tanalogie frappante qui existe entre ces propriétés des surfaces et celles démontrées pour les courbes planes et leurs développées.
21 0. Reeherclte de la condition analytique né<ses0alre pour qu'un système de droites soit nor^ mal à une surikee. — Il résulte de ce qu'on vient de voir qu'un système de droites arbitrairement menées par chaque point de l'espace n'est pas généralement normal à une même surface. La condition nécessaire pour qu'il existe une surface coupant orthogonalement toutes ces droites, peut se traduire par une condition analytique correspondant à la propriété géométrique que nous venons d'établii*.
Supposons que les droites étant menées par les différents points mm! m",., d'une surface fixe arbitraire (S)
leurs directions soient défîmes par les cosinus X, Y, Z qu'elles font avec les axes.
Ces cosinus seront fonctions des coordonnées s:, y, s du point 7n, c'est-à-dire de x et de y^ puisque z [ est lui-même fonction de x et y par Téquation (1). Us ^satisferont,! d'ailleurs, fà la condition
ainsi qu'à la relation
(3) XdX-f YdY +ZdZ = 0,
qui s'en déduit par différentiation.
Gela posé, s'il existe une surface (i:)'normale à toutes cc-^ droites, on doit pouvoir l'obtenir en portant sur^^chaque droite à partir de son pied m une longueur convenable 7n [i. ou /. dont l'expression doit être une fonction de x et de y.
Les coordonnées d'un point tel que ji. sont d'ailleurs :
x + lX, V + iY, z -h /Z,
et la condition d'orthogonalité imposée à la surface (S) s'exprimera par la relation :
(5) XdÇ-hXdT) + ZciC=0,
c^est-à-dire, à cause des valeurs de Ç, y;, Ç ;et des équations;!; et (3),
(6) XdJC-f Ydy-i-Zdz-|-d^=0.
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Mais, d*après l'équation (1), en désignant comme à Tordinaîro par/> et q les dérivées partielles de s,
(7) dz^^pâx^ qdy\
donc, en définitive,
(8) di = — (X + pZ] dx — (Y + ql)dy.
Ainsi, la fonction / de x et de y, si elle existe, aura pour dérivées partielles
et par conséquent les quantités . , J ^''"^ repré-
senteront toutes deux, au signe près, sa dérivée seconde , , ;
devront être égales entre elles.
La condition qui en résulte se réduit à
.0. d\ , dZ ciY , dZ
*'' Ty+^dy^Tx + '^dx'
dp dq parce que -/- = —.
dij dx
Elle est, d'ailleurs, nécessaire et suffisante, car nous démontrerons plus loin que Ton peut déterminer la fonction l lorsqu'elle est satisfaite {Calcul intégral: recherche des multiplicateurs).
Nous mentionnerons à ce sujet, mais sans le démontrer, le remarquable théorème de Malus et de Dupin. d'après lequel des rayons normaux à une surface sont encore normaux à une surface cyprès avoir subi une réfraction à leur rencontre avec une surface quelconque {S ,}i{w[iïi\ie\m^ Cours de géométrie descriptive, page 253).
217. Propriétéfl reiiiarq[uaMe0 des normalles et des sorfAces S, Tj. — Si l'on considère une normalie quel-
conque ayant une courbe C pour directrice et deux génératrices
infiniment voisines mn.m'n* de cette normalie, ces deux droites touchent les surfaces 2j et 2, en v^ Yi? ï'i T ii ^t Ton voit'que la normalie se raccorde avecla surface 2, en Yi» puisque son plan tangent est déterminé par les deux directions Y, y'i 5 ^^ ïi ^'^ > toutes deux tangentes à la surface Sj. De même et pour une raison analogue la normalie se raccordera avec la surface S, en Y,. Ainsi, toutes les nom\alies que ïon peut imaginer à partir d'un point m d'une surface se raccordent entre elles aux deux points Yi y, Q^i sont les centres de courbure principaux sur ta normale en m, et en ces points elles sont tangentes aux surfaces Sj S, enveloppes des normales.
Il n'y a d'exception au raisonnement précédent que poui* les normalies développables. En effet, pour Tune d'elles la direction Yt y'i se confond avec m Yj et ne définit plus le plan tangent au point Yi ^^ pour Tautre c'est au point Yi que le plan tangent est mal défini.
Le raisonnement n'est donc applicable en ce qui concerne la normalie F, que pour prouver son raccordement avec la surface S,, et de même il servira à démontrer seulement que la normalie développable d'arête F, est tangente à la surface 2,. Il suit de là que les plans tangents aux surfaces 2j et S, aux points y^ et y, sont rectangulaires (*).
JIZ/
nv
n Le plan tangent à iinesnrfece développable au point central étant (fail- .,«- :»«iA*A»m:nA /c M€hM\ #^w «VA»* „i v^n -trAn* '•'^«isidérer encore la déveiop'
e F, comme tangente A £«•
leurs indéterminé (§ 191)» on peut, si Ton veut, considérer encore la déveiop pable F| comme se raccordant à S^, et la développabi
Comme conséquence de ce qui vient d être démontré, nous remarquerons d abord que les arêtes de rebroussement F, et F, sont des lignes géodésiques des surfaces 2, S, auxquelles elles appartiennent. En effet, le plan osculateur de chaque arête, qui est le plan tangent à la développable correspondante (S 198), est normal à la surface sur laquelle cette
arête est située.
Nous remarquerons encore qu'une normalie quelconque qui
passe par m ayant en y, ï, ses plans tangents rectangulaires >
son point représentatif y relatif à la
génératrice mn doit se trouver sur le
cercle décrit sur y, y» comme diamètre.
Ce cercle est donc le lieu des points
représentatifs de toutes les normalies
passant au point m.
D'ailleurs, lorsque la directrice de la
normalie est déterminée, connaissant
la direction de la tangente 7nt à cette
directrice et l'angle <p qu'elle fait avec la section principale ma, les plans tangents à la normalie en m et en y, étant tmn, amn et comprenant entre eux l'angle <p, le segment y,^ doit être vu du point y sous cet angle ; de là une détermination facile de ce point pour chaque normalie et par suite la connaissance de son point central c et de son paramètre c-^. On vérifie bien ainsi que les normalies ayant les lignes de courbure pour directrices ont un paramètre nul et sont par conséquent développables.
2i9. Bqvatton dMIérentlelIe des lignes de cour-^
bare. — La propriété caractéristique des lignes de courbure d'être directrices de normalies développables fournit un " moyen très simple d'obtenir l'équation différentielle à laquelle les coordonnées doivent satisfaire pour qu'on se déplace sur une de ces
lignes.
L'équation de la surface étant résolue par rapport as, si Ton désigne par joet q les dérivées partielles -i-,-t-, les équations d'une normale peuvent se mettre sous la forme
X = — pZ + x +p^i Y =. — qZ + y + ^z,
et la condition imposée aux variations de x^ y^p et q pour deux normales infiniment voisines se rencontrent, s'exprimera, d'après une formule de géométrie analytique, par l'équation
dp. d(y + qz) = dq d{x + pz),
OU en simplifiant
dp, (dy + qdz) = dq. {dx + pdz).
En tenant compte des relations
dz =:pdx + qdy.
dp]= rdx + sdy, dq = sdx + tdy,
cette équation se réduit à :
rdx + sdy _ sdx 4- tdy
(\ + p*)dx + pq dy ■" (1 -f q*) dy +pqdx
c'est l'équation différentielle des lignes de courbure de la surface considérée, en projection sur le plan XOY.
2ifiO. Théorème des tangentes conjuguées. — Si
Von considère une série de plans tangents à une même surface^ tout le long d*une ligne G, pour chaque point de contact m te tangente mt à la courbe des contacts G et la caractéristique ms (i« plan tangent sont deux directions conjuguées par rapport à Hndicatrice du point m (*).
(*) On doit observer que les plans considérés enveloppent une surface développable circonscrite à la surface donnée le long de la ligne G el dont les caractéristiques du plan mobile sont les génératrices.
Reprenons en effet la figure du S 300 représentant la section de la surface par un plan parallèle au plan tangent en m et infiniment voisin de ce dernier. Soit mm' un élément Z de la courbe des contacts C ; le plan tangent en m' aura pour trace sur le plan de la courbe infinitésimale la tangente mV en vi' à cette courbe. La trace |jlœ de ce plan sur le plan XmY tangent en m sera donc une parallèle à mV, et c\ la limite cette
parallèle deviendra la caractéristique ms du plan tangent ; mais la droite mV tangente à la conique infinitésimale est conjuguée dans cette conique de la direction du diamètre hm' qui se confond à la limite avec la tangente mt à la courbe mm'\ le théorème énoncé se trouve donc démontré.
Ce théorème a une grande importance pour le tracé des courbes d'ombres sur les surfaces.
Il est à peine besoin de démontrer que la caractéristique du plan tangent passe par le point de contact de ce plan avec la surface, ainsi que nous Tavons admis dans le raisonnement çidessus.
Si l'on en veut cependant une démonstration, on peut remarquer que m et m' étant deux points de contact successifs, si Ton coupe la surface et ses deux plans tangents par un plan sécant quelconque mené par m et m', les traces sur ce plan sécant des deux plans tangents seront deux tangentes infiniment voisines mt
wY à la courbe de section mm' ; elles se couperont donc en un point i qui sera le point où la caractéristique perce le plan sécant, et ce point i situé entre les points m et m' se confond évidemment avec eux à la limite*
331. Siurikees orthasoiiato0. — Si deux surfaces sont orthogonales entre elles et que leu/r courbe d'intersection soit une ligne de cou/rbure dans Vune d'elles, elle sera également ligne de courbure dans Vautra,
En effet, la courbe d'intersection G étant par hypothèse ligne de courbure de Tune des deux surfaces, la surface S par exemple,
les normales à S le long de C forment une surface développable ; mais cette développable est circonscrite à la surface S' le long de cette même courbe G, et comme ses génératrices sont conjuguées dans les indicatrices de la surface S de la dii'ectionde la courbe G, deux directions rectangulaires ne pouvant être conjuguées dans une conique qu'à la condition de coïncider avec les directions des axes, on voit que la courbe G est aussi ligne de courbure de la surface S', ce qu'il fallait démontrer.
333. TBiéorème de Charles Du|iin. — Si trois séries de surfaces sont orthogonales entre elles, leurs courbes dHnterseC' tion sont nécessairement pour chacune d'elles des lignes de courbure.
Soient
trois séries de surfaces renfermant chacune un paramètre arbitraire et dont les équations sont supposées résolues par rapport à ces paramètres. Les conditions pour que ces surfaces soient orthogonales sont données par les trois équations suivantes exprimant que leurs normales sont perpendiculaires entre elles :
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ssa
dx dx dy dy dz dz dx dx dy dy dz dz dx dx '^ dy dy dz dz
Comme ces équations doivent être vérifiées en tout point m de Tespace, on peut les différentier par rapport aux variables Xy yetz qu'elles renferment.
Différentions la première par rapport à Xy la seconde par rapport à y et la troisième par rapport à 5, ce qui revient à déplacer successivement suivant chacun des trois axes le point d'intersection m que nous avions d'abord considéré, nous trouverons :
d9, d«9, I ^ î[!?i , ^ ^9% , ^?t rf*?i
dx dx* dx dx* ' dy dx dy dy dx dy dz dx dz _j_ d9, d»9, _ ^
dz dx dz
dx dxdy ^ dx dxdy "^ dy dy* dy dy* "^ dz dy dz
d?i <=ï*?3 _j. d?» rf*?i
d95 d*^ ^ ^ dz dy dz
d?s ^Vi
, d?i rf'Çs
dx dxdz dx dxdz dy dy dz dy dy dz dz dz* d9» d^, _ ^ dz dz* " "•
Si l'on suppose actuellement qu'on transporte les axes au point d'intersection considéré m et qu'on les fasse coïncider avec le trièdre trirectangle formé par les tangentes aux courbes d'intersections m\, 7?iB, mC des trois surfaces, de manière que mY, mZ et mX soient les normales respectives aux surfaces 9,, 9, et 9,, on aura en ce point particulier :
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dx dz ^ ' ^ dy dx
et les équations (3) se réduiront à :
d?t ^'?i . ^hi f^'?t _^
dy dxdy dz dx dz
(5) / ^ JËÎ?iL + £?! iî!?l- = 0
^ ' * dx dxdy dr dydz
dx dx dz dy dy dz
La première et La troisième de ces relations donnent par élimination de -p-
dy
dz dy dz dx dxdy
et la comparaison de ce résultat avec la seconde des équations (5) conduit à
dz dy dz
dx dxdy '
c'est-à-dire
dx dy dy dz
puisque -^ et —^ ne sont pas nuls.
On trouverait de même
dz dx
Ces trois dernières égalités démontrent le théorème, car elles équivalent pour chaque surface à la condition s = 0 exprimant (ÎSOTT) que les axes situés dans le plan tangent à cette surface coïncident avec ses directions principales, et comme le point m est quelconque, il en résulte que les courbes d'intersection mA, mB, mC, sont bien des lignes de courbure.
Gomme application de ce beau théorème, nous signalerons celle qu'on en peut faire au système triplement orthogonal des -surfaces homofocales du second degré :
ji* "^ ji* — b« jx* — c* ~
fc« y^_ _ z^ _ . .
la considération de ce système peut servir à déterminer les lignes (le courbure de ces surfaces et à reconnaître quelques-unes de leurs propriétés les plus remarquables.
223. Surfaces tansentes entre elles. — Si deux surfaces sont tangentes entre elles en un point m et si elles se traversent, leur courbe d'intersection doit présenter au moins deux branches se croisant en m (*).
En coupant les deux surfaces par un même plan parallèle au
(*) Par une raison tout analogue à celle donnée plus haut pour le plan tangent
plan tangent et infiniment voisin de ce plan, on obtiendra deux
coniques infinitésimales concentriques dont les intersections t, l\ s, s appartiendront aux deux branches de la courbe d'intersection des surfaces.
Les indicatrices des deux surfaces, qui ne sont que ces coniques infinitésimales amplifiées , pourront donc être construites de manière à avoir pour diamètres communs les droites mT et 7nS, limites des directions tt\ ss\ c'est-à-dire tangentes aux deux branches de la courbe suivant laquelle se coupent les deux surfaces.
Si les deux surfaces sont tangentes entre elles tout le long
d'une ligne G, c'est à cette ligne considérée comme ligne double que se réduit en chaque point la courbe d'intersection des deux surfaces ; les coniques indicatrices de la figure précédente deviendront alors bitangentes suivant TT', qui sera la tangente à la courbe de contact G. Il suit
de là que la direction mT aura même direction conjuguée mK
dans les deux surfaces.
Si Tune des surfaces est une développable, son indicatrice est parabolique, puisque sa génératrice, qui donne une normalie développable et qui est par conséquent une ligne de courbure, est en même temps aussi une ligne asymptotique de la surface. Cette indicatrice se réduit donc à deux droites qui seront les tangentes en TT' à Tautre indicatrice. Ges deux droites sont d'ailleurs parallèles à la génératrice G de la développable. On re-
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trouve ainsi le théorème des tangentes conjuguées déjà démontré d'une autre manière et d'après lequel la génératrice mG de
la développable circonscrite est conjuguée de la tangente mT à la courbe des contacts.
éta^k. Snrraeef» o«eulatrIeefl entre elles. — Si deux surfaces tangentes entre elles en un point m ont en ce point mêmes rayons de courbure principaux et mêmes directions principales, les relations de Meusnier et d'Euler font voir que les sections faites dans les deux surfaces par un plan sécant quelconque auront au point m même courbure. On dit alors que ces surfaces sont osculatrices en ce point. Elles ont évidemment au point considéré la même indicatrice, et par suite les mêmes asymptotes de Tindicatrice si elles sont à courbures opposées.
Si l'une des deux surfaces est du second degré, les asymptotes de son indicatrice sont évidemment ses génératrices. Ainsi les génératrices d'une surface du second degré osculatrice à une surface donnée en l'un de ses points, sont les asymptotes de l'indicatrice de cette surface.
L'hyperboloïde osculateur à une surface réglée que nous avons défini au S 196, remplit évidemment les conditions de
Tosculation en chaque point de la génératrice G ; cette génératrice étant d'ailleurs Tune des asymptotes de l'indicatrice en chacun de ses points, Thyperboloïde osculateur pourra être considéré comme le lieu géométrique de la deuxième asymptote.
225. Supfaees parallèles. — Si Ton porte sur les normales à une surface S une longueur arbitraire, mais constante, le lieu des points ainsi obtenus forme une nouvelle surface w qui est dite parallèle à la première.
Considérons autour de la normale m7v les deux normales infiniment voisines appartenant aux normalies développables.
Ces normales rencontrent en y, , Yi la normale mn, et dans les plans principaux m^ja, w^ji, a a, ép étant pris égaux à m|A, il est facile d'en conclure que les tangentes [l% et ijl? à la surface (S) sont parallèles aux tangentes ma, mb à la surface (S).
Les deux surfaces parallèles ont donc des plans tangents parallèles aux points correspondants, et par suite elles ont le même système de normales (*).
Leurs normalies développables sont donc communes et leurs directions principales parallèles.
Leurs centres de courbure principaux y^ et y, sont les mêmes, et leurs rayons de courbure principaux différent par une même constante m [x ou /.
(•) Cette démonstration résultera d'une manière immédiate et simple de h théorie du déplacement que nous exposerons en cinématique.
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Par suite encore, la différence des carrés des axes de Tindicatriée est la même aux points correspondants [n et jn de deux surfaces parallèles, et les indicatrices en ces deux points, si on les projette sur un même plan perpendiculaire à la normale commune mn, sont deux coniques concentriques et homofocales.
Ces indicatrices seront d'ailleurs elliptiques pour les surfaces coupant la normale en dehors du segment Yi Tj ; ^'l^s seront hyperboliques lorsque le point [i tombera à rintérieur de ce segment.
Le systèiue de toutes les surfaces parallèles à une surface donnée forme, avec les normalies développables de cette surface, une triple série de surfaces orthogonales entre elles qui se coupent bien, conformément au théorème de Dupin, suivant leurs lignes de courbure.
226. Quelques eonséquences remarquables de la théorie des surfaces. — La propriété caractéristique dos lignes de courbure de déterminer les seules normalies développables d'une surface, peut servir dans bien des cas à la détermination de ces lignes.
Par exemple, dans les surfaces développables, nous avons déjà fait observer que les génératrices étaient lignes de courbure parce que les normalies correspondantes étaient des plans ; les lignes de courbure du second système seront alors les trajectoires orthogonales des génératrices.
Lorsqu'une surface touche une sphère le long d'une ligne quelconque, cette ligne est nécessairement ligne de courbure pour cette surface, puisque la normalie correspondant est' un cône. De plus, le rayon de courbure principal R^ relatif à cette ligne (le courbure est constant et égal au rayon de la sphère.
Application aux surfaces canaux (enveloppes d'une sphère d<* rayon constant) : les lignes de courbure sont les grands cerch s caractéristiques de la sphère mobile, et leurs trajectoires orthogonales.
VJ
En général, quand une surface peut être considérée coimk^ Tenveloppe d'une sphère, les cercles de contact forment Fun de ses systèmes de lignes de courbure-
Les surfaces de révolution, sur lesquelles nous reviendrons un peu plus loin, rentrent dans ce cas, et par suite leurs parallèles sont des lignes de courbure ; les autres lignes de courbure sont donc les méridiens. En effet, les normalies correspondantes (plans et cônes) sont développables.
L'un des centres de courbure principaux est le centre v^ de la courbe méridienne, qui est une section normale principale de la surface en m.
L'autre centre de courbure principal y^ est le sommet du cône. normalie relative au parallèle. Ce centre Yt donne bien — conformément à la relation de Meusnier — le centre de courbure w du parallèle par sa projection sur le plan de ce parallèle.
Lorsqu'une courbe C est l'intersection de deux surfaces, si l'on connaît dans chacune des deux surfaces le rayon de cour-
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bure de la section normale tangente à C et si l'on désigne par mi«>, mta ces rayons de courbure, le centre de courbure V de la courbe G devant pouvoir s'obtenir, d'après le théo-
rèiue de Meusnier, par la projection orthogonale de tù ou de ^' sur son plan osculateur, la trace de ce plan osculateur sur 1^ plan miùtù sera la perpendiculaire my menée de m sur <»> w'. Le plan osculateur tmy de la courbe G se trouve ainsi (léterminé.
3' RECHERCHE DES RELATIONS DIFFÉRENTIELLES AUX- QUELLES DOIVENT SATISFAIRE LES VARIABLES LIÉES PAR LA RELATION F(x,y.K) = o POUR QUE LA SUR- FACE QUE CETTE ÉQUATION REPRÉSENTE APPARTIENNE A L'UNE DES ESPECES SIMPLES TELLES QUE CYLINDRES, CÔNES, SURFACES DÉVELOPPABLES, ETC.
tltty. i« SurAiees cylindriques. — Si la surface repréî^entée par F {x. y, 5) = o est cylindrique, son équation doit pouvoir s'obtenir en prenant une certaine directrice définie par les équations
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par exemple, et en assujettissant une droite dite génératrice et dont la direction constante est déterminée par des coefficients invariables m et n, à rencontrer dans toutes ses positions cette directrice.
Les équations de cette droite seront alors
.T'j, î/j, et 5j, satisfaisant aux équations (1) et (2).
Eliminant Tj, \j^ et z^ entre ces quatre équations, on obtiendra une relation entre t, y et 5 qui devra être identique à Téquation de la surface.
Or, les équations (3) çt (4) peuvent s'écrire :
(.V — mr) = (.V, — mz,) = 9(jj) — ^n^j, ( y — 71Z ) = (î/j — nz^ = •} (^,) — nz, .
L*élimination de 5, entre ces relations conduira donc à une liaison entre [x- — mz) et (y- — ni) de la forme
(x — mr) = *([/— nz),
ou, en posant
1/— nz = tJ, (5) it = * (u),
la fonction * dépendant de la nature de la directrice choisie.
Cette équation devra pouvoir s'identifier avec l'équation proposée
Pour obtenir une relation différentielle indépendante de la forme $, nous appliquerons ce qui a été dit au S iOO sur l'éli-
mination des fonctions arbitraires, et en posant, selon l'habitude,
dx=^'^
nous trouverons par différentiation
i — mp = — np 4>' (u), — mq= (i — nq)*'(i?),
d'où
i — ïii/) np
inq 1 — nq
et, en simplifiant,
(6) mp + nq = i.
Cette condition entre les dérivées partielles de :; doit être satisfaite par toute liaison F (^r, y, :;) = o représentant une surface cylindrique dont les génératrices seraient parallèles à la direction
.Y = mj,
et, en général, toute équation de cylindre devra satisfaire à une équation différentielle de cette forme où les constantes m et n peuvent être d'ailleurs quelconques.
Il est facile de reconnaître la signification géométrique de cette équation différentielle.
Elle exprime que le plan tangent
p(X — jc)+ q(Y — i/) = Z — r,
est parallèle à la direction fixe
X = mz y = nz.
Donc, réciproquement, toutes les fois qu'une condition de la forme (6) sera satisfaite, la surface sera un cylindre.
22S. Remarque. — On pourrait chercher à éliminer les constantes arbitraires m et n qui entrent dans la condition trouvée.
En posant
= *^ wTl=''
dx« ' dx.dy ' dy^
on serait conduit par différentiation à
?nr + na =s Of ms + ni = 0,
d'où
(7) ri = .s».
Mais, ainsi que nous le reconnaîtrons plus loin, cette dernière condition exprimant seulement que la surface est développabk conviendrait à une famille de surfaces beaucoup plus nombreuse et dont les surfaces cylindriques ne forment qu'un cas très particulier.
230. 2"* Surfl)EU5e«i coniques. — Une surface conique doit pouvoir s*obtenir en établissant une liaison telle que
entre les coefficients m et n d*une droite
passant par un point fixe (a, p, y).
Son équation, par conséquent, doit pouvoir se mettre sous la forme
ou, en posant
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Éliminant la fonction arbitraire 9, diaprés la règle ordinaire, un trouve
c'est-à-dire
ou. en simplifiant :
c'est Téquation différentielle cherchée.
Elle exprime que le plan tangent
passe constamment par le point a ^ y-
En cherchant à éliminer les constantes arbitraires a, p, v qui subsistent dans Téquation trouvée, on retomberait sur Téquation
au sujet de laquelle nous aurions à répéter la remarque précédemment faite.
230. 3* Surface» développables. — Une surface développable doit pouvoir s'obtenir en cherchant Tenveloppe d'un plan mobile qui ne peut occuper qu'une seule série de positions, ou en d'autres termes, qui ne renferme dans son équation qu'un seul paramètre variable.
I/équatioii d'un pareil plan sera de la forme
en désignant par a ce paramètre variable.
Une génératrice sera donnée par Tintersection du plan ^1) avec le plan infiniment voisin. On aura donc à joindre, d'après la théorie générale des enveloppes, Téquation
(2) o = rWx+9'(«)y+f(.|
à la précédente, pour obtenir le système des deux équations figurant une génératrice, celle qui correspond à la valeur a du paramètre.
Eliminant a entre les équations (1) et (2), on aura le lieu des {génératrices, c'est-à-dire la surface, et Ton obtiendra ainsi un système d'équations telles que
(Mjuivalant au système (1) et (2), et dont la première représente la surface développable tandis que la seconde donne la valeur du paramètre a en chaque point de cette surface. Sous cette dernière forme, on voit que a est fonction des coordonnées x, y et : d'un point pris sur la surface, et si Ton revient au système des (équations (1) et (2) considérées comme représentant la surface I)ar leur ensemble, en y regardant a comme fonction des coordonnées et dérivant la première successivement par rapport à / ot à //. on trouve
'/ = ?(») + j^ [rW.x- + ?'(«) y + •/(*)!.
c'est-à-dire, à cause de (2),
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L'élimination de x entre ces deux relations conduit à une liaison entre p et q telle que
Actuellement, il ne reste plus, pour obtenir la relation dififéreiitielle cherchée, qu'à éliminer la fonction arbitraire $, ce que Ton fait par le procédé habituel.
On arrive ainsi à Téquation
(7; rt = «»,
à laquelle doivent satisfaire les variables liées entre elles par toute équation représentant une surface développable.
Il est facile d'interpréter cette équation différentielle comme nous l'avons fait dans les cas précédents. Le plan tancent étant
r>i Ton déplace le point de contact infiniment peu de m en m' sur la surface, le plan tangent en ce nouveau point aura pour équation
iZ-.;-.dz) = p(X-x — dx) + 9(Y — y — ciy)+ dp{X x) +d(î(Y — î/), ou
iZ— 2) = p(X — x) + g(Y — y) + dz— pdA:-qdi/-hdp(X-.x)+d(/(Y-i/),
ffr. dy, dz représentant les accroissements des coordonnées du point de contact.
Mais le déplacement du point de contact s'effectuant sur la surfiice, on aura :
dz =z pdx + iidij,
et si de plus la direction de ce déplacement a été choisie de manière à annuler rdx + sdy^ c'est-à-dire dp^ rt — 5* étant nul- ^l'après l'équation différentielle, on aura aussi
« djc -h t dy =^ o,
c'est-à-dire
dq = o,
et l'équation du plan tangent se réduira finalement à
c'est-à-dire qu'elle sera identique avec celle du plan tangent en//*. En d'autres termes, quand on se déplace sur la surface suivant
la direction que nous avons définie, le plan tangent reste invariable. Ou bien encore, un même plan tangent touche la surface en une infinité de points.
On en conclut aisément que la surface est l'enveloppe de son plan tangent. et que c'est bien par conséquent uno surface développable.
Soient, en effet, deux plans tangents consécutifs, touchant la surface suivant les deux courbes C et C qui, à cause de la continuité, doivent être infiniment voisines. Coupons par un plan sécant quelconque : nous obtiendrons dans la surface la courbe de section (M) rencontrant en w w/ les courbes G et C et dans les deux plans tangents les droites mt, TYit qui seront les tangentes en m et m' à la courbe (M) et qui se couperont en un point t situé entre m et m'.
Le lieu de ce point t lorsque le plan sécant se déplace est d'ailleurs la caractéristique du plan tangent, et l'on voit ainsi que la caractéristique, comprise entre les deux courbes de contact infiniment voisines C et C, doit se confondre avec elles.
231 . A^ Surface de révolatioii. — Une surface de révolution est engendrée par une ligne plane ou gauche qui tourne autour d'un axe fixe.
Les sections de la surface par des plans conduits par l'ax»' sont dites méridiens Aq la surface; tous les méridiens sont évidemment identiques.
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Les sections par des plans perpendiculaires à Taxe sont dites parallèles; tous les parallèles sont évidemment des cercles.
Toute surface de révolution pourra donc être obtenue comnio lieu géométrique d'un cercle intersection d'un plan mobile perpendiculaire à Taxe et d'une sphère de rayon variable ayant son
centre fixe, mais arbitrairement choisi sur Taxe, avec la condition d'une liaison entre le rayon variable de la sphère et la position variable du plan mobile.
Soient
x=z az -\- c y szzbz +d
les équations de l'axe. Prenons le point E{x = c^ij = d^ z = o] où l'axe perce le plan XOY pour centre de la sphère, l'équation de cette sphère sera alors
Les équations du parallèle seront donc de la forme
ax' + 6j/ + z= K,
avec une condition entre R* et K telle que
qui fait qu'à chaque sphère correspond un nombre de plans déterminé.
Éliminant K et R*, on arrive à
(4) ax + by + r = ?[(x — c)« + (y — d)« + -r"],
équation qui doit pouvoir être identifiée, au moyen des constantes a, b, c et d et de la fonction ^ dont on dispose, avec toute surface de révolution donnée.
L'élimination de la fonction arbitraire ç, effectuée d'après la règle ordinaire, conduit à la liaison différentielle
C'est l'équation différentielle des surfaces de révolution ayant la droite donnée pour axe ; en éliminant à leur tour les constantes arbitraires a, b, c et d, on obtiendrait une équation plus générale encore qui serait satisfaite par toutes les surfaces de révolution.
L'équation différentielle obtenue exprime, comme on peut aisément le vérifier, que la normale à la surface rencontre constamment l'axe A.
Or, il est visible qu'une surface jouis-
in>^^^^^ — /^ ^ sant de cette propriété est de révolution.
En effet, si on la coupe par un plan quelconque perpendiculaire à l'axe et mené par un point o) de cet axe, toutes les normales à la section plane ainsi obtenue passent évidemment par le point w, et, par
suite, cette section plane est un cercle ayant ce point « pour
centre, donc, etc..
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si, on peut dire que, réciproquement, toute surface satisfaisstnt à une équation différentielle de forme (5) est une surface* de révolution.
Nous nous bornerons aux cas simples qui viennent d'être traités, en signalant seulement Texistence de relations différentielles analogues pour les surfaces réglées, les surfaces conoldes, etc., etc.
I. — Le problème que nous avons résolu dans la première partie du cours consiste, étant donné une relation ou un système de relations entre plusieurs variables, à rechercher les liaisons qui en résultent entre les accroissements différentiels de res mêmes variables.
C'est la solution de ce problème qui constitue le calcul dilJv' rcntiel.
La question que nous nous proposons actuellement de résou- «Ire est Tinverse exactement de la précédente.
Etant données certaines relations entre les accroissements «lifférentiels de plusieurs variables, on demande de retrouver les liaisons dites intégrales qui, établies entre ces variables, ont pu «obliger leurs différentielles à satisfaire aux relations données.
Enoncé avec toute cette généralité, le problème du calcul intégral est, on le conçoit, infiniment plus difficile à résoudre que celui du calcul différentiel. Pour nous servir encore une fois d une comparaison que nous avons déjà employée, dans le premier cas, on connaît le mécanisme d'une machine et Ton étudie la manière dont fonctionnent ses différents organes, ce que Ton peut faire facilement, puisqu'il n'y a qu'à mettre en mouvement la machine pour se rendre compte de ce fonctionnement ; dans le second cas, au contraire, on donne le déplacement de certains organes et l'on demande de restituer le mécanisme inconnu qui peut provoquer ces déplacements.
Cette comparaison fait bien comprendre à quel point le prol»lènie peut se compliquer ; de même qu'en mécanique plusieurs
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niécanismes peuvent souvent produire le même mouvement, il arrive que plusieurs relations entre les variables donnée^ peuvent conduire aux mêmes liaisons entre leurs variation^ différentielles.
Il y a donc une indétermination dans la solution qui en rend la solution souvent impraticable.
Aussi ne donnerons-nous que des solutions très incomplètes du problème de l'intégration, tandis que celui de la différentiation a été complètement résolu.
r" PARTIE. — THÉORIE DES QUADRATURES
Sfi33. — Considérons d'abord le cas le plus simple de tous, celui où la relation différentielle donnée ne renferme que deux variables x et i/, et est du premier ordre.
D'après le principe fondamental sur les infiniment petits, cette relation sera alors homogène en dx et dy ; en divisant par la puissance la plus élevée de dx^ et résolvant Téquation algf'*-
brique en \-f-) ainsi obtenue, on pourra toujours ramener cetteéquation à la forme simple
Supposons, pour simplifier encore, que le second membre ne renferme que la lettre x.
Il reste
Telle est la relation différentielle dont nous allons nous occu* per d'abord.
Le problème que nous avons actuellement à résoudre consista
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donc à trouver la liaison la plus générale entre rr et y qui conduise à la relation :
entre les différentielles.
Si nous connaissions une fonction de a?, $ (rr), ayant ç {x) pour dérivée, nous satisferions évidemment à la question en posant :
cette relation nous fournirait ainsi une intégrale de Téquation donnée.
Nous démontrerons que cette intégrale renferme toutes les solutions possibles.
En effet, s'il existait une autre liaison entre x et y satisfaisant à la condition donnée, on pourrait mettre cette liaison sous la forme :
pn la résolvant par rapport à y; et de cette relation on déduirait :
dy=:W(x)dx, c'est-à-dire
Mais les deux fonctions ^ et * ayant même dérivée ne pourraient différer que par une constante (S 1-4), c'est-à-dire que Y [x] rentrerait dans la forme * (j?) + c.
La question sera donc complètement résolue si nous découvrons une fonction * {x) ayant ^ {x) pour dérivée : cette fonction est dite fonction primitive de <p {x).
Pour démontrer qu'une pareille fonction existe on peut raisonner de la manière suivante .
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Ktaot donnée la dérivée <f{x) ('}, noua pouvons toujours ^ fonstmire une courbe dont
" ' m, 3- soit l'abscisse et ç 'x
ou : l'ordonnée, et nouisavons que dans une pareille courbe , l'aire oiiibr(*e A comprise entre l'axe des x et la courbe, et limitée aux deux ordonnées aa' et mj-, e>i une fonction de l'abscisse O-c satisfaisant & la relation diflcroiitielle
donc A est une fonction de x dont ç {x} est la dérivée et l'un voit ainsi que le problème d'intégration qui nous occupe revient i\ 1.1 quadrature de la surface en question. De là le nom iJe quadralurc fréquemment donne à ce problème.
Remarquons d'ailleurs que si l'on fait varier l'ordonnée aa! à partir de la- ((uelle on compte l'aire, de manière à la transporter en
o, o'„ ou o, .o'„ on auff- a, a- a.^ x
mente ou diminue d'une
quantité indépendante de j-, c'est-à-dire constante par rapport à X, la valeur de cette aire, que l'intégrale générale
OÙ c figure une constante arbitraire, représente ainsi avec l'indétermination qu'elle comporte.
l'j En admettant, bien entendu, qu'il s'agisse d'une variable réellç et d'unf fwction réelle également. Nous examineront» plus loin le cas des tonttiont'
K^n métriques, ...
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La relation entre l'intégrale * (.r) + ^ et la fonction ç (x) s'exprime par le signe / on écrivant
L'emploi de ce signe, qu'on appelle signe somnie^ se rattache à l'interprétation géométrique précédente : en effet, Taire A, représentée par 4>(j') + c, est la somme des aires différentielles d.V ou ^[x)dx qui la composent.
Il est essentiel d'observer que par cette dernière interprétaticjn on attribue à la lettre x un sens différent dans les deux membres. Dans le premier membre, en effet, elle représente l'abcisse, limite à laquelle on arrête Taire A ; dans le second, au contraire, elle reçoit toutes les valeurs intermédiaires entre une abscisse initiale a arbitrairement choisie et Tabscisse limite or. Il serait donc plus logique de remplacer x par une lettre différente dans le second membre et d'écrire par exemple :
cI)(a:)+c= /'«(ï)dÇ,
en rappelant par Tindice attribué au signe d'intégration quelle est la limite à laquelle la sommation s'arrête. Nous reviendrons sur ce sujet à propos des intégrales définies.
D'UNE FONCTION
2341. — On ne connaît pas de méthode générale pour résoudre le problème de la quadrature ; en d'autres termes, étant donnée la dérivée d'une fonction de a-, on ne possède pas de règle certaine pour en retrouver dans tous les cas possibles la fonction pri^ tnitive.
Mais on connaît une série de procédés d'intégration applicables à des cas particuliers fort nombreux : ce sont ces procédés que nous allons exposer succinctement.
i'* Intésrattoii tmitiécltate. — Si la fonction proposée se
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trouve être précisément identique ou identifiable avec la dérivée d'une fonction connue, le problème est en quelque sorte tout résolu. Ainsi :
/Ax"*+' Xx^dx = + c.
» » Z.x* » - « I — = Lx + c.
» » e' » e* » / e*dx = c* + c.
» » sinx » cosx » / cosxdx = sinx + c.
» » cos.v a — sinx »> 1 sinxdx = — cosx+c.
» » ta X » — j— » / — j- = M X + c.
cos*x j cos^x "^
i /^ dx
« arcsinx . ^^=3=^ *' j ^^====arcsinx+c.
« arc /(7 X » -j-j-^j » J j-^— 5 = arc /gx + c
235. — 2** Intégration |»ar 0ab8tltution« — Quelquefois la substitution d'une variable nouvelle transforme la quantité à intégrer en une expression plus simple immédiatement intégrable. Ainsi soit à intégrer
j(ax + 6)" dx.
On pose
(ax 4. b) = z,
d'où
dx = — , a
et alors
/ (ox -f 6 " dx = / = + c = ^ — , ' , 1- c.
De même si l'on avait
r dx
J x^+px+q'
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on pourrait poser
1» > ou
dX=: dz V/q-Ç-
et l'intégrale proposée deviendrait :
+ c = — T==r arc/r; j , ) + c.
23G. — 30 Rèsle de la •omnie* — Supposons que Ton ait à intégrer une fonction /"(x), qui soit la somme de plusieurs fonctions que nous désignerons par u, v^xv... on aura
/ f[x)dx = / (u -f u -f- w + ...)d.v,
et si U, V, W sont les fonctions primitives de ti, v, w^
Jf(x)dx=.V
car en dérivant les deux membres, on trouve une identité.
Par Tapplication de cette règle on intégrera sans difficulté tout polynôme algébrique entier. Ainsi
/ (x« + PiX"»-« H-p,x"»-* -f ... + p»-,x + />«)dx
t63Tf. — 4I<> Intégration des fractions rattonnelles
par leur décomposition en fk^actions simpiefli» — Soit
à intégrer la fraction rationnelle v< , P et 0 étant deux polynômes entiers en x que Ton peut toujours supposer ramenés à être premiers entre eux.
Nous commencerons par établir le théorème suivant : Si a désigne une racine de l'équation f\^x) = o et a son do^ré de multiplicité, en sorte que Ton ait :
f^{x) étant un polynôme non divisible par (.r — a), la fraction rationnelle
F jx)
supposée irréductible pourra toujours être décomposée en deux parties de la manière suivante :
¥{x)_ A fix) " ^x—ai'
Ft {X)
[X — af ■' /■, ix)
k étant une constante et F, (.r) un polynôme entier. En effet, on a identiquement quel que soit A :
Vix)^ F(x) ^
A^)""(x a) Vi (A') ~ 1^ — a)* ' (.x— a)Vt<»^)
A Vx]-\r,{x)
et pour que le dernier terme du second membre ne contienne à son dénominateur que la puissance (a — 1) du facteur {x — a , il faut et il suffit que le numérateur Y[x) — A/*j(a') s^annule pour X = a,
Déterminons A par la condition
F(a)-AA(a) = 0, d'od
Cette valeur de A sera finie et différente de zéro, puisque f^ia) et F (a) ne sont pas nuls par hypothèse (*). Posons doue :
F(x)-AA(x) = (x-a)F,(.T), il viendra :
L'application répétée de cette transformation conduira ain.si à remplacer la fraction rationnelle donnée par une somme telle que :
On opérera de même sur les autres facteurs (.r — ft), (or — c) de f(ir) cpii entrent dans f^{jr), et Ton arrivera finalement à une expression telle que :
oùA.p,B,, C^ sont des constantes et H (a™) une fonction entière.
(*) Dans le cas où réquation f{x) = o n^admet que des racines simples, on a, en désignant par a Tune de ces racines :
(X— a) d'où, pourx = a:
^\ par conséquent :
r(fl)
Appliquant alors à la fonction proposée la règle de la somme. on aura .
P dx = ^ • ^ ... +A„,/. {x—a\,
+ / H(x)dx + constante.
i. — Remarques. — 1® Si Tune des racines a par exemple était supérieure à^r, Tintégrale L{x — a) se présenterait sous la forme du logarithme d'une quantité négative, c'est-à-dire d'un logarithme imaginaire; pour éluder cette difficulté, il suffira de remarquer que
L(o — x) et L{x — a) ont même dérivée
dx
ce qui tient à ce que ces deux fonctions ne diffèrent que par la constante imaginaire l. ( — I). On pourra donc remplacer sans inconvénient L [x — a) par L {a — x)^
2** Si Tune des racines, a par exemple, était imaginaire, de la forme p + qi^ la fonction f{x) étant supposée réelle, l'équation f{x) = 0 renfermerait la racine conjuguée/? — qi. On aurait alors à intégrer des couples de termes de la forme
et
\x—p — qi x — p-\-qxJ
/ P + Qi P-Qi \^^
Si l'on veut pour cette intégration éviter l'emploi des imaginaires, on peut le faire de la manière suivante :
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En les réduisant au même dénominateur, les deux expressions précédentes deviennent
2M]x--p)--2N2 dx et
ÎM dx.
* {x) étant un polynôme réel du n* degré en cr. Si Ton pose
d'où
dx = d.",
la première intégrale devient
et donne par intégration immédiate :
M /.(z* + (?«)— 2Narcfg - + c.
cest-à-dire
M L [(x — p')« + q«] - 2N arc tg ^I^JEÏ + c,
résultat que l'on peut retrouver par l'emploi du calcul géométrique.
La seconde intégrale est
4> {x) dx
En divisant le polynôme du 7i* degré ^{x) par {x — pY + 7*, ou obtiendra un quotient ^^ (x) de degré {n — 2) et un reste du premier degré de la forme A.r + B , On aura ainsi
<l>(x) __ 4^ ix] AeX + Bq
En opérant à son tour sur la fraction
4>, ix\
comme on vient de le faire sur la précédente, on arrivera i\ substituer en définitive à l'intégrale proposée une somme d'intégrales de la forme :
En posant comme précédemment x — p = ^j il vient
/• (A.x + Brf)d.v _ /' A. z dz nXiP -h B,) dz
La première intégrale du second membre s'obtient immédiatement ; elle est égale à
Ia
La seconde intégrale est le produit d'une constante par :
dz
(^* H- fi^}
On peut l'intégrer de différentes manières ; nous indiqueronsi un artifice de calcul assez élégant qui conduit très rapidement à cette intégration.
On a :
r dz 1 ^ z
I T-i — i = - arc tg -»
d'où, en posant ?• = K
Différentions //* — 1 fois cette identité par rapport à la lettre K, nous aurons :
Maison sait (S 31) que si l'on dififérentie une expression par rapport à différentes lettres qu*elle renferme, l'ordre des différentiations n'influe pas sur le résultat final. Par conséquent
,„ J.2.3... (m — 1) d r d"-* ( i , z XI
(i'où, en intégrant et remplaçant K par q^ dans le premier membre,
J (ï* + <!•)» "1.2.3... (m -1) LdK«-« Wk" ^V^r/J
Appliquons cette méthode à un exemple simple. Soit à intégrer
r <lz • J (i* + !)'■
Nous partirons de l'équation
«loù, par une différentiation relative à la lettre K,
et par suite
\ Il »'
constante
Nous aurons :
COSX= ^1
2u sin X = J-: — - »
2 du dx = -- — •• 1 + u"
La substitution de ces valeurs dans
/ /'(sin X, cos X, Ig x) dx,
donnera une fonction algébrique et rationnelle en u multipliée par dUj donc, etc.
#î4IO. — S"" Intégration des Irrationnelles Algébriques.— Si la différentielle algébrique à intégrer ne renferme pa? d'autres irrationnelles que les puissances fractionnaires de la variable, elle peut être ramenée à la forme rationnelle par un simple changement de variable
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faisant K= 1, on trouve
formule dont on vérifie aisément l'exactitude.
230. — Actuellement, sachant intégrer toute fonction algébrique et rationnelle de x, nous pouvons, par une simple substitution, rendre également intégrable toute fonction algébrique et rationnelle de sin a?, cosa^ et tga?*
Posons en effet
^Vînsi, soit f[x) une fonction de x renfermant des puissances fractionnaires de la variable, on choisira un nombre entier m divisible par tous les dénominateurs des exposants de x dans /"(jr), et Ton posera
d'où
dx = înf*-* (il
la substitution donnera une fonction rationnelle en t.
Si f{ar) est une fonction rationnelle de x et des puissances fractionnaires d'un seul binôme du premier degré (ax + fc), on posera de même
ox 4- & = /*
ra étant un entier divisible par les dénominateurs des exposants de (jaœ -|- &)•
Si f(x) ne renferme comme quantité irrationnelle qu'un seul radical carré portant sur un trinôme du second degré, tel que ;
u = v^ax* + 6x + c,
on pourra encore rendre la différentielle f{x) dx rationnelle par la transformation suivante ; on posera :
tt = V^â(z — x),
crx* + 6x + c = a (2* — 2 zx + x«),
et après réduction
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il en résulte :
et
(6 + 2 az)*
En substituant ces valeurs dans f{x) dx, on obtient une différentielle rationnelle en s.
La méthode que nous venons d'indiquer s'applique à tous les cas possibles, mais à la condition d'introduire, si a est négatif, des imaginaires dans les calculs.
Si Ton veut en éviter l'emploi, on peut y parvenir dans la plupart des cas au moyen des méthodes suivantes :
a étant supposé négatif égal à — a' on divisera par y' a' et il
restera, en faisant - = b\ -, = d
V^— jc* + 6'x + c'.
Si les racines de l'équation
sont réelles, en les désignant par a et g, on posera
et par cette substitution l'expression proposée deviendra rationnelle.
Si les racines du trinôme ax^ '\- hx -\- c sont imaginaires (ce
«|iii suppose c de même signe que a, c'est-à-dire négatif), remploi des imaginaires ne peut être évité; dans ce cas d'ailleurs, le radical proposé est constamment imaginaire. Application à Tintégration de
/' dx
J s/TiH^*
On pose :
d'où
et
en substituant l'intégrale, devient :
J ^ ♦file s'intègre immédiatement, et Ton trouve ainsi :
/dx /\i- ,
^== = J ^ =u + c=i. ,v + ,'^nr^\+ c.
Dans certains cas on arrive plus rapidement au résultat par une transformation spéciale.
Supposons, par exemple, que Ton ait à intégrer :
fv^S^^
X* dx ;
posant
X =a cos ?
d'où
dx = — a sin f d 7,
on a :
V a* — X» ='a sin <?, et par suite
1 ^ a" — 3c* dx = / — a*sin*9d9 = — a* i sin' 9 ci ^>
expression dont nous donnerons plus loin l'intégration ; mais il faut que x soit inférieur à a pour que le cosinus et le sinus de Tangle 9 soient réels.
24 i . — Dlflérentlelles blnômeflu — On désigne sous le nom de différentielles binômes les expressions différentielles de la forme :
x"» {a + bx")'' dx,
où a et 6 désignent des constantes et p un exposant fractionnaire.
Quant aux exposants m et n on peut les considérer comme entiers, car s'ils étaient fractionnaires, en les réduisant à un dénominateur commun g, on poserait :
d'où
dx = qfz«~*dz
et, en substituant, la différentielle proposée deviendrait :
expression de même forme que la proposée et où les exposants de z sont entiers.
On peut, en outre, supposer 7i positif, car s'il était négatif et égal à — n', par exemple, on pourrait écrire
x« (a + 6x-*')J» dx = X"»-"' (ax*' + 6)' d.r,
expression qui est encore de même forme que la proposée et où l'exposaDt de x est positif dans la parenthèse.
En général, les différentielles binômes ne rentrent pas dans les types de fonctions irrationnelles que Ton sait intégrer. Mais il y a deux cas remarquables où l'intégration peut se faire par une substitution simple.
Posons
d'où
et
'^ = Tt, (nr ) " ''-'■
il vient par substitution :
x" (a + bxoy dx=^ C-r) " **'''
TfV ~V~ 1
et si — -î— est entier, il suffira de poser z = f,r étant le déno-
minateur de p pour transformer cette dernière différentielle en une expression rationnelle.
ou
D autre part, la différentielle proposée peut s'écrire en diviî>aiit par J"" dans la parenthèse
et en effectuant sur cette nouvelle différentielle binôme la substitution qui nous a précédemment réussi, on arrive à la condition
^]L±^1E±A^ = un entier,
f 1- p ) = un entier,
qui répond au second cas d'intégrabilité des différentielles binômes.
#Î4I2. Observation générale sur les tranaforamatlons qui ont pour elTet de rendre rationnelles les intégnpales irrationnelles. — Soit
(1) jF(x,y)dx
une intégrale dans laquelle ¥[ir,y) représente une fonction rationnelle de x et de y, et y une expression irrationnelle en jdéterminée par Téquation :
^<>^ fiXf y) = 0.
L'expression soumise à l'intégration pourra être rendue rationnelle par la substitution d'une nouvelle variable /, si Ton parvient à choisir cette variable de manière à avoir
« et t)^ étant deux fonctions rationnelles.
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Mais si cette transformation est possible, la courbe représentée par Téquation (2) où l'on considère x et y comme deux coordonnées, appartient à la classe des courbes dites unictir^ sales, c'est-à-dire telles qu'on peut déterminer individuellement tous leurs points en fonction d'un même paramètre. Or, on démontre qu'une courbe unicursale de degré n admet toujours
p()ints doubles, et que réciproquement toute courbe de degré
/i admettant g (n — 1) (n — 2) points doubles est unicursale {*}.
IV autre part, on a vu (§ i©8'; que les points doubles d'une (uurbe
tétaient donnés par les équations
dy
jointes à l'équation de la courbe.
La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation soit possible consiste donc dans Texistence de
:Jn — l){n — 2) systèmes de valeurs de x et de j/ satisfaisant
î'imultanément aux équations (2) et (4), ou, si Ton préfère, dans
l'existence de ^(n — l)(n — 2) points communs aux trois courbes
représentées par ces équations.
0 Ces propriélés remarquables des courbes unicursales ont été démontrées par MM. Clebsch et Ghasles.
Lorsque cette condition est satisfaite, on peut obtenir l'expression de la variable auxiliaire t qui permet de rendre Tintcgrale donnée rationnelle. (Voir Hermite, Cours d'analyse df l' École polytechnique^ I, pages 240 et suiv.)
243. — Inténnrales eUlptiques. — Si la différentielle n intégrer est formée par une fonction algébrique et rationnelle
de X et d'un radical carré ^/X , portant sur une exprcbsioii rationnelle, on peut remarquer d'abord que cette fonction, ordonnée par rapport aux puissances du radical après avoir fait disparaître le radical du dénominateur, se réduira à deux termes, tels que :
dont le premier sera rationnel et dont le second sera le produit du radical par une fonction rationnelle de x. Ce binôme pourra encore s^écrire :
en désignant par P la fonction rationnelle NX.
La recherche de l'intégrale proposée se trouvera donc rame née à celle de :
Pdx
puisque /Mda? est toujours facile à obtenir.
Dans le cas particuUer où X est un polynôme du troisième ou du quatrième degré, on peut, par une transformation simple, le ramener à la forme bicarrée et Ton est conduit finalement (Voir
Jordan, Cours d'analyse^ II, S 32 et suivants) aux trois intégrales :
J v^(i-x«)(l-ft*i«) ' W= f ^^^
J (i +rt X«J ^(1— x*j (1— /l«X»)
qui définissent trois transcendantes nouvelles et auxquelles Legendre a donné les noms d'intégrales elliptiques de première, seconde et troisième espèce (*). La constante A, qui est réelle, positive et inférieure à 1 lorsque les coefficients de X sont réels, s'appelle le module des intégrales, la constante n en est le paramètre* Par un changement de variables, en posant :
X = sin 0, on ramène les intégrales elliptiques aux expressions suivantes :
J VI— /i«sin*ç>' V = E (?) = / V' 1 — /i« sin« o d?.
J(l + nsiii»9) v^ 1 — A» sin* <?' que l'on peut écrire plus simplement encore :
(*) La dénomination dHntégrales elliptiques provient de ce qu*on rencontre, comme nous le verrons plus loin, la seconde de ces intégrales dans le problème de la rectification de Tellipse.
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J (4 +nsin«9)Ao
En désignant par A9, suivant une notation usuelle, le radical
V 1 — k* sin* ç. Mais il convient d'observer qu'à moins de limiter entre + 1 et — 1 les variations de ar, cette transformation conduit pour 9 à des valeurs imaginaires, ou autrement dit géométriquevS, et nécessite Temploi des sinus géométriques que nou> définirons plus loin.
SÎ4I4. — 6*> Intésratlon par partie». — La règle du produit a donné (Calcul différentiel, S ^^4).
duv := udv + vdu; il en résulte
= 1 udv + / vdiff
et par conséquent
/ udv = uu — / vdu (*).
Ainsi, une intégrale I ydx étant proposée, on pourra toujourj»
substituer à sa recherche celle d'une autre intégrale, si Ton décompose la différentielle ydx en un produit tel que udv formé d'une fonction u et d'une différentielle dv dont l'intégrale v soit connue.
Cette décomposition pourra se faire d'aileurs d'une infinité
uv
(•) Les intégrales sont supposées renfermer leurs constantes arbitraires.
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lie iiinnîères : ou adoptera celle qui fournira pour la nouvelle iriir'j,Tale 1 vdu le résultat le plus simple (').
IiUerprétation géométrique. — Les fonctions « et v étant liées lune à l'autre par l'intermédiaire de r, si l'on trace la courbe figurative de V^ i-ctte liaison, on sait {^ 233) que
/ iid" = surfftce A,
/ «lin ^ surface R,
y» J~ '■I lorsque u et y varient, on a :
surface A f surfoce R = rectangle opmq — rectangle op, m^q^. (■'{■st-à-dire, aux constantes près, la relatiou
/ u((ii +■ / vdu = uo pi-i'oédemment établie.
,~) Par exemple, «oit ( xsinxrfx; on pourrail poser : .vsin*= u et ilx — di-, J'oii (.tcosa: + sini)(l* = du x = v,
-1 fvdu --. I {x'coax + * xin X) ,ix,
ou bien sin x =: u el xdx = dr,
ifoù ros.tdx = du -ît = 'S
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La méthode d'intégration par parties peut conduire au résultat de différentes manières :
Premier cas, — Il peut se faire que Tintégrale 1 vdu soit inv
médiatement intégrable.
Exemple :
/xsi
sînx dX'
Si Ton pose :
X = u sîn xdx = dt',
on trouve
alors
dx = du — cos X = i\
X cosx -f / cos X dx = — X cos X + sin X 4- constaole.
/xsinxdx = — xcosx -f /<
Second cas. — Si Tintégrale / vdu peut, par certaines trans-
formations, reproduire Tintégrale donnée ludv, la relation cons-
titue alors une équation en quantités finies où Tintégrale I luiv est Tinconnue et d*où Ton peut tirer sa valeur.
Exemple :
/ sin'xdx.
On pose
sin X = u sin X dx = dv,
d'où
cos xdx= du — cosx = u,
il en résulte
/ sin' X dx = — sin X cos x + / cos* x dx,
mais
lcos*xdx= I (1 — sin*x)dx=- j dx -- / sin*xdx
= x — / sin*
xdx,
et en substituant dans la relation précédente, il vient 2 1 8În* X dx =r ^ sin X cos x + x + constante
on
sin' X dx = T h ô + constante.
Troisième cas. — Un troisième cas enfin peut se présenter :
l'intégrale / vdu peut être de même nature que Tintégrale / ndv .
mais plus simple : dans ce cas, Tapplication réitérée de la méthode conduit en général au résultat cherché. Exemple :
f(l- *)- dx,
m étant un exposant entier.
Soit d'abord m positif, on pose :
(U x)* = u dx^=^dv,
d^où
ma.x)*»-»
= du X = r,
alors
/ (/. .v)" dx = X {L .v)"» — m M/, x) "• - * dx«
En répétant la même transformation, on abaissera chaque fois d'une unité la puissance de Lx. et Ton arrivera finalement à ;
/ (/. x) dx = X L X — / dx = X /. X — x + constante •
Si Texposant était négatif, la même relation, prise en sens inverse, pourrait encore servir, car elle donne :
f(l. x)"» - > dx = ïi^ - ^ /(' •^)"' ^-^^ (roù, on posant m — 1 = — /i,
li'application réitérée de cette relation conduira finalement à :
A/.x)-' dx = — x(/.x)-* -f A/.x) -« dx.
fdx On démontre que cette dernière intégrale, j-. — , estimpo^-
sible à exprimer au moyen des fonctions connues : ello définit donc
rdx une nouvelle transcendante^ comme l'intégrale f — pourrait servir à définir le logarithme népérien, si cette transcendante n'ét-ait pas connue déjà.
r dx La transcendante / -j^ peut être exprimée par une série in-
j Lx
définie, ainsi que nous le ferons voir plus loin; on lui a donné
le nom de logarithme intégral (*).
(*) CeUc transcendante jouit d'une propriété très remarquable que nous nous bornerons à énoncer : prise entre deux limites a et 6 elle donm* approximativement le nombre des nombres premiers compris entre ces deux limites et l'approximation est d'autant plus grande que b est plus grand par rapport à a.
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24S. Application de la règle d^ntégratlon par partiefli à qiielqaes Intégrales remarquables.
1* Soient, par exemple, les intéj^rales
X = / e** C08 bx dx 1
et
bxdx.
= / e**sin
Si Ton applique la règle d*intégratioii par parties à la première lie ces deux intégrales, en posant:
COS bx dx=- dv,
il'où
ae" = ciit
sin bx
on trouve
1 e** cos hx dx =
sin bx a C ^,
et Ton est ainsi ramené à la seconde intégrale Y.
Mais en appliquant à son tour à cette dernière le même procédé de transformation, on retombe, comme il était facile de le prévoir, sur la première intégrale X. On trouve en effet :
j e^ sm iijc dx = — 1" K / ^ ^^® ^^ ^^'
Le système des équations (1) et (2), où Ton peut considérer les deux intégrales comme deux inconnues, se résoud sans diflBculté fit fournit les valeurs cherchées de X et Y. On a, d'après (1) et (2) :
6X + aY = €•* sin 5x, aX — 6Y = e** cos bx,
(loù
h sin bx + a cos bx
^ ' ^ „ ., a sin bx — b cos 6x
Ces deux intégrales pourraient slobtenir immédiatement par l'emploi du calcul géométrique. Remarquons, en efTet, que:
X + Yi = je*' (cos bx + i sin bx) dx = re<«+*'>cl.x,
donc
„ _.. c<«+*'>* ^, cos bx 4- i sin bx
X + Yl =r --TT = e** —r^
a -H bi a -f bi
Multipliant dans le second membre haut et bas par a — 6/, il vient
Y ^,. _ ., (cos bx 4- i sin bx) (a — bi)
— •« '^ cos bx + b sin bx) + i (a sin bx — b cos 6x)
équation qui se décompose dans les deux équations (3) (*). 2** Soit en second lieu l'intégrale
V = f sin"* X cos" X dx •
avec m et n entiers.
Cette intégrale rentre dans le type pour lequel nous avons donné au § S30 une solution générale, mais on peut la traiter directement au moyen de l'intégration par parties.
Le cas où Tun des deux exposants serait impair peut être d'abord écarté, car il se ramène par une simple substitution à l'intégration d'une fonction entière. Ainsi, si n = 2;?-f l,en posant
(•) Dans le cas actuel, Tintégration de Texponentielle géométrique est évidemment légitime, diaprés la dé6nition même de cette exponentielle ; mais Tapplication générale des règles ordinaires de Tintégration aux fonctions géométriques ne se trouvera complètement justifiée qu'après Tétude de Tintégration géométrique que nous ferons un peu plus loin.
sin X = r d'où cos jcdx = dr.
on a :
V = / sÎD ".x cos''x cosxdx = / z'*(l — z^fdz,
et si m était impair et égal à 2<7 + 1> on aurait de même, en posant
COS.X =■ u, d'où tin x dx = — du, Y = 1 8ln»« X C08" X sinx dx = — / u»(l — u'^fdu.
Les deux exposants étant supposés pairs, on peut toujours remplacer une puissance paire du cosinus par le développement de i — sin*a? élevé à une certaine puissance : l'intégrale proposée s'écrira donc
/ 8in*x(i — sin'xj'dx
et se décomposera en une somme d'intégrales de la forme p'm^xdxj et Ton peut même remarquer que Texpogant q sera
toujours pair.
Occupons-nous donc exclusivement de cette dernière intégrale. La règle d'intégration par parties va nous permettre de l'obtenir, quel que soit d'ailleurs g, pair ou impair, positif ou négatif.
Supposons d'abord q positif. En posant :
8in«"'x = u sinxdx = du
d'où
(g — IJ sin'"*x cosxdx = du — cos. x = r,
on a:
/ 8in« xdx= — cosx 8in«-* x -H (g — i) / sin« -'xco8*xd.v,
OU, en remplaçant cos*j^ par 1 — sin'x et réunissant les intégrales semblables
q I sin^xdx = — cos x sin« -* x + [q — 1) i sia« -* x dx.
répétant Topération le nombre de fois nécessaire, on arrivera finalement à :
sin 2jc
/ sin'xcijc = h g +
conslaDte.
<3omme on Ta vu au S ou à:
sin xdx = cos x + constante.
Si l'exposant q était négatif, la même relation (1), appliquée en sens inverse, conduirait encore au résultat, puisqu'elle permettrait de passer de l'exposant g — 2 = — q à lexposaiif
On arriverait finalement par son application réitérée à
J. , = — cot.x + constante, ou à
= '• ^9 T. + constante.
Remarque. — L'intégration de / sin"* a? cte et / cos"* irdir pourrait se faire également au moyen des formules démontrées au S 114. En effet, par la simple application de la règle de la somme, ces formules permettent de substituer aux intégrale? proposées une somme d'intégrales de la forme
/ sin px dx, / cos(7xdx,
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immédiatement intégrables et donnant respectivement :
COSp»V)
-\ — smax,
q comme résultat de leur intégration.
24:G. 'T* Intéf^ration par les séries. — Il existe enfin un dernier moyen d'effectuer une quadrature pour laquelle les procédés précédents n'auraient pas réussi. Nous voulons parler (lu développement en séries.
Supposons que l'on ait à trouver
)dx
H que 9 (j-) soit développable en série par la formule de Maclaurin par exemple, en lui substituant son développement, Tiniêgrale proposée prendra la forme
Y = j{a + bx + ex:* + .,.)dx,
<^t l'on pourra écrire en intégrant séparément chaque terme :
Y = ax + -«- + -T- + ... + conslante.
Nous justifierons plus loin (S SSO) la légitimité de cette opénition par la démonstration d'un théorème sur l'intégration des i^me^ : toutefois cette démonstration comporte certaines restrictions importantes.
On doit observer d'ailleurs que l'intégrale cherchée Y est obteîiue sous forme d'un développement en série, dont on ne pourra vas, en général, reconstituer la somme.
Gomme application de cette méthode, nous avons déjà vu li 79) que le développement
pouvait conduire par intégration au développement de /.(l +j*)
Ce développement intégré à son tour donne :
J.(l + x)dx = c + -_ — + -
On a d'ailleurs directement au moyen de l'intégration par parties :
j'm + x)dx^xl.{i+x)-J'^.
= (i + x) L (1 4- x) — X + constante.
et Ton vérifie aisément l'identité de ce résultat avec le précédent en substituant à Z.(l + x) sa valeur développée.
L'intégration par séries nous fournira encore l'expression
/dœ — qui définit, comme on a vu plus
haut, une transcendante nouvelle. En posant
d'où
Lx = z
on a
= constante +'•- + ^+20*'" 3 TU "^ '"
-c 4. /Z X 4- Z X 4.* (i-^)' , 1 M» iJLf)î_ ,
(iCtte série est en général convergente, car
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l[inîii±l= lim |(..t) îî-=^ = 0,
saur pour jr=o,
Seulement la fraction ■,— devenant infinie pour t= 1, l'inté-
?;i;ition ne peut être faite qu'entre des valeurs de x ne compreiiiint pas l'unité {Voir plus loin S S5i\
Intégrales déflnlea. — Si l'on veut que l'intégrale
supposée réelle représente l'aire de la courbe y = ^{x) à partir J'une ordonnée aa', elle doit s'annuler pour x = a, ce qui détermine la constante c par la condition
J'ofi
Si l'on veut arrêter l'aire ^'
■i une autre ordonnée bb', on 'levra faire x ^ b dans la valeur générale, et l'on trouvera
pour l'expression de l'aire ombrée aa'bb'.
L'intégrale ainsi limitée prend le nom d'intégrale définii : on lii note de la manière suivante :
J^ 9{x] dx = [*(ïi]; = * (6) - * (a)
L'intervalle ab s'appelle le champ d'intégration.
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S4S. Ob«ervatlon«i s^néralcs «lur les iotégrale» définies et non déflnleei. — D'après ce que Ton vient de voir. les seules différences entre une intégrale définie et une intégral^ qui ne Test pas sont les suivantes :
1** Dans Tintégrale non définie, la limite inférieure d'intégration n'étant pas précisée, on représente par une corhtante arbitraire les variations dans la valeur de l'intégrale qm peuvent résulter du changement de l'ordonnée initiale.
2** Dans l'intégrale non définie, en désigne par une même lettre. X par exemple, la limite supérieure de l'intégration et la variable' qui se meut dans le champ d'intégration jusqu'à cette liniit'' supérieure et relativement à laquelle on intègre.
L'intégrale non définie n'est donc, à proprement parler, qu'un cas particulier de l'intégrale définie, et elle peut toujours mramener à cette dernière forme. Ainsi, par exemple, au lieu df
on peut écrire :
en laissant la limite a arbitraire, ou bien encore
*(x) + c=j^%(Ç)dÇ,
en fixant la limite inférieure et conservant la constante arbitraire» . Gela posé, une intégrale définie telle que
Ja ^W
dx
est une fonction des limites a et ôd'abord, de la fonction ç ensuite. et en particulier des paramètres arbitraires que peut renfermer cette fonction <p. On conçoit ainsi que le problème de l'intégration puisse conduire à la définition de fonctions nouvelles.
Par exemple, si lès transcendantes élémentaires n'étaient pa^ connues, les intégrales
CALCUL IXTECHAL 339
pourraient servir i\ la définition des fonctions de x :
V = arc sin x.
Dans ces deux exemples, la fonction ainsi déterminée dépend lie la limite supérieure de l'intégration.
Au contraire, l'intégrale
que nous étudierons plus loin et qui sert à définir une transcendante nouvelle fournit cette transcendante comme fonction du
paramètre n qui entre dans la fonction sous le signe
Il est à remarquer d'ailleurs que ces deux cas peuvent aisément se ramener Tun à l'autre et qu'une intégrale renfermant •les variables dans ses limites peut toujours être remplacée par une intégrale égale où ces variables ont disparu des limites pour se retrouver comme paramètres dans la différentielle à intégrer.
Soit, par exemple, l'intégrale
jy{x)dx.
Si Ton pose
d'où
^t si Ton substitue à a? et à dx ces valeurs, les limites nouvelles
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lie l'intégration seront zéro et l'unité, et l'intégrale proposée liourra être remplacée par la suivante ;
(P—)/Vi' + 0-")!/]rfy.
dont les limites sont constantes.
Appliquons par exemple une transformation de cq genre : l'intégrale
ï=i+(i-iiï,
nous trouverons :
" j, l+(Jt-lli
240. Valeur approchée d'une Intégrale définie. Théorème de la moyenne* — Considi^rons l'inté^'i'ale dcjjliif
et désignons par M et par m la plus grande et In plus peiil'' valeur que pitnu''
JT <f{x) dans le clianip
d'intégration. Il est visible que si l'un substitue à e (j-) son maximum M, l'iuiégrale se trouve auf nientée, puisque chacun de ses élénaenls est agrandi : donc
f\9{x)dx< f^i
Hdx,
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j\(x)dx<yt(b-a).
Cette inégalité exprime que l'aire ombrt'o est plus petite que le rectangle aVQb.
On reconnaît de mùme sans difficulté qiio l'%lx}dx>m{b-a),
OU en d'autres termes que l'aire ombrée est plus grande que le rectangle apqb.
Donc enlîn la valeur de l'intégrale doit être égale ii
|i étant une quantité intermédiaire entre M et m {').
Supposons maintenant que ^[x] soit multiplie sou» le signe (l'intégration par une autre fonction f{.r) qui reste finie et constamment positive depuis a jusqu'à b ; le raisonnement précédent sera encore applicable, puisqu'on aura toujours pour chaque élément de l'intégrale
mf{x]dx<^(x}f{x)dx < Hf{x)dx,
La valeur de cette intégrale sera donc égale à f. fV|.ï) dx, |i étant une quantité comprise entre m et M,
l'I Le cas où l'orilonnêe miaiiniim min' serait négative n'otTro aucune difTil'ullé et conduit aux roèmcx inégalités, si Ton observe <)ue les aires ï^ituées aiiilc^sous de l'axe des x doivent être comptées négalLvement.
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S50. Application à la démonstration d^un ^Im^orème mur riutési*atlon des séries. — Gomme applicatiou
de la formule que nous venons d'établir, nous démontrerons 1»/ théorème suivant :
Si les termes de la série
sont des fonctions continues d'une variable œ, si cette série est convergente pour toutes les valeurs de j* comprises entre Jr^et j^,. et si Ton désigne par /^^rjla limite vers laquelle elle converir«=?. la série
J^^x (*x nx
Xq t/ Jq c/ Jq
sera aussi convergente pour les valeurs de x comprises entre ,r
et x^ et elle aura pour somme l'intégrale / f'.r)dx.
En effet, pour toute valeur de ;r comprise entre x^ et ^j, on a par hypothèse :
(1) f{x) = xiq + «, + Ua 4- ... + «n-i 4- r,
nj
)\ désignant le reste de la série convergente, c'est-à-dire une quantité, fonction de j*, qui tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment. On aura donc pour cette somme de termes en nombre fini :
(2) / f{x) dx = / Uq dx -\- I n^ dx 4- .,. + / u„_, dx 4- f r^ </jc,
c Xq j Xq J Xq J Xq tJ Xq
et en désignant par {jl une quantité comprise entre la plus petite ot la plus grande valeur de r„, le dernier terme du second membre pourra être remplacé par
Mais i\ s'annulant pour toute valeur de x comprise entre x ei T, lorsque n tend vers l'infini, il en est évidemment de même de ;x, donc, le reste de la série (2) s'annulant, cette série est convergente, et l'intégrale
f'fix) d
Il représente bien la somme, comme nous Tavions annoncé. 2S4 . Ca0 oii la fbnctloii sous le si^n^^ / devient
/ devi
infinie dans le ehamp d'intéf^ration. — Supposons que
ilans Tintégrale définie
dx
la fonction fix) devienne infinie pour une seule valeur a de rr comprise entre a et b : /*(.r) pourra se mettre sous la forme
rw = .. ..
f^n désignant par (p(j-) une fonction qui tend vers une valeur finie <*t déterminée A, lorsque x tend vers la valeur a (§ 125).
Considérons un intervalle, de c à (a — e), ne comprenant pas la valeur a. Puisque (^[x) tend vers la valeur finie A lorsque x tend vers a, on pourra toujours prendre c assez rapproché de a et cassez petit pour que, dans Tintervalle considéré, ç (^r) conserve une valeur finie. Soit alors jjl une valeur comprise entre le maximum et le minimum de ç {x) dans cet intervalle, on aura, vV après le théorème de la moyenne :
f{x) dx = / ; ,. = |x / ;
intégration donne, pourX=- l ot pour X 1
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Le premier de ces résultats tend vers rinfini lorsque e teii*!
vers zéro, et il en est de même du second si X est supérieur .!
l'unité. Au contraire, si X est inférieur à 1, la quantité ,^_^
a pour limite zéro, et l'on peut affirmer alors que l'intégrale
rf{x)dx
a une valeur finie.
On reconnaîtra de même que, dans ce dernier cas, Tintégraic
dx,
limitée supérieurement à une valeur d déterminée de la mênn^ manière que c, a aussi une valeur finie. Donc enfin, toutes ]o> fois que X < 1 , l'intégrale
aura une valeur finie, puisqu'elle peut s'écrire
^V(.v)(/.v +J^^r(x) dx +y^ f(x)dx +y^ f{x) d:
et que chacune des intégrales dans lesquelles elle se décompose a une valeur finie.
Si f{x) devenait infini pour d'autres valeurs de x comprises entre a et b, on sectionnerait convenablement le champ d'intégration, et on répéterait le raisonnement précédent dans chaque intervalle.
Une fonction étant mise sous la forme, ,,, on dit quelque-
[X — (Xf
fois que X est V ordre de son infini pour x = ol. On pourra donc
a une valeur finie toutes les fois que f(x) conserve une valeur finie dans le champ d'intégration ou que l'ordre des infinis par lesquels il passe est inférieur à Vunité.
«SS2. ra« où le« limites de Pintéf^ratioii deviennent ioflnies. — Considérons T intégrale définie
/ fix) f^x
et supposons que b tende vers Tinfini ; la valeur de /'(.r) pourra se mettre sous la forme
en déterminant l'exposant de manière à ce'que (p{j') tende vers une limite finie A lorsque x tendra vers Tinfini.
On aura ators, en choisissant un intervalle cb dans lequel la fonction 9 reste finie et désignant par ji. une valeur intermédiaire entre son maximum et son minimum dans cet intervalle
et la valeur de cette dernière intégrale, sera égale à
OU à :
selon que oc sera égal à l'unité ou différent de 1 . Sous cette dernière forme, on voit immédiatement que si 0
vers
une limite finie à la condition que a soit supérieur à runit*'. et il en sera de même évidemment pour l'intégrale entre a et ''. puisque
£ /-(.T) dx = £' fix) dx +£ f{x) dx-
à la condition bien entendu que f{x) ne rende pas rintégral»infinie pour des valeurs finies de x.
Ainsi, une intégrale définie dont le champ d'intégration es\ étendu jusqud V infini conserve une valeur finie^ à la condition que^ pour x infiniment grande la fonction soumise à r intégration soit infiniment petite d'ordre supérieur au premier,
2S3. Application h quelques ex:eniple0. — Appliquons les théorèmes précédents à la recherche des conditiou^ nécessaires pour que l'intégrale
ait une valeur finie, l'exposant p étant supposé positif.
Il faut d'abord, d'après le second théorème, que pourîr = ''-^^ la quantité
XP i 1/1
ou
1 + X xi-p I 1 , ^
soit infiniment petite d'ordre supérieur au premier, ce qui exige que p soit inférieur à 1 .
Dans ce cas, pour iC = o, cette quantité devient infinie, mai? l'ordre de son infini étant évidemment 1 — jo, la condition imposée par le premier théorème se trouve biea satisfaite.
Considérons encore l'intégrale
+*dx -l le*'
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la fonction -, devenant infinie pour x^o et l'ordre de son infini
étant 2, la valeur de l'intêjjrale n'est pas finie. Effectivement, en opérant l'intégration , on trouve :
résultat inadmissible, puis- (|ue la courbe
ilont l'intégrale représente la surface entre les limites — 1 et + 1, est située au-dessus de l'axe OX et que tous les éléments de l'aire étant positifs, leur somme ne saurait être (-{^ale à une quantité né^ative-
niirérentlntlon sou« le elgue /. Une intégrale
lié finie
ili'pend, comme nous l'avons vu, des limites a, h et des paramètres que peut renfermer la fonction ç. Supposons, par exemple, que cette fonction renferme un paramètre a, on aura
t't par suite, d'apr.'-s la règle de différentiation totale, la différentielle totale de cette intégrale sera
lorsque o, 6 et a varient.
les aux rectangles ombrés de la figure (en négligeant des portion de surface infiniment petites d'ordre supérieur au premier), donc
dV
db
db= ■\ ç(6)d6
iL^djOU p
Quant à la troisième différentielle partielle, elle peut s'évaluer
facilement.
Elle représente, eu effet , Taccroissement de surface produit par le changement de 2 en a + da, c'est-à-dire par le passage de la courk' C à la courbe C.
Construisons la courbe r, dont Tordonnée infiniment petite ;*/>
représente en chaque point la différence mm' ou -^ da entre les
ordonnées de C et de G'; l'aire de cette courbe sera précisément égale à l'accroissement cherché, et l'on trouve ainsi
— - da = I nnvix dx = / ( -^ da J djc = da / -r- dxdx Ja Ja \da / Ja dx
On voit donc que pour obtenir la différentielle de Vintégrale \ larsque le paramètre x varie^ il suffit de multiplier par da tintégrale primitive dérivée par rapport au paramètre a sous le
igné 1,
signe
Telle est la règle que nous nous proposions d'étabhr.
Elle fournit d'intéressantes applications et conduit très simplement à l'évaluation d'intégrales définies qu'il pourrait être très difficile de calculer autrement.
Prenons, par exemple, l'intégrale définie :
Tx-' dx = (-V=i,
Jo \a /o «
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on (lifFérentiant par rapport à a, on trouve :
et en continuant à appliquer la règle, on obtiendrait la valeur d'intégrales définies encore plus compliquées.
2SS. Intésrattoii 0OU0 le sisne I. — Reprenons actuellement l'intégrale
OÙ les limites a et i sont supposées indépendantes de a (et nous avons vu (S 2418) qu'une transformation très simple pouvait faire disparaître a de ces limites dans le cas où ce paramètre y figurerait primitivement).
V étant fonction de a 6 et a, on peut se proposer de chercher l'intégrale
Mais, d'après la règle précédente, les limites a^ et a, étant î*upposées fixes, on a, lorsque b varie :
<'est-à-dire, en mettant a; à la place de b,
^-J^ ,(x,.) d., d'où, en intégrant entre les limites a et 6 par rapport à x
On voit donc que pour obtenir Vintégrale entre les limites \ et «j de Vintégrale V lorsque le paramètre a varie^ il suffit de
prise relativement à a entre les limites données. Cette règle, sur laquelle nous aurons occasion de revenir à
propos (lu calcul des surfaces et des volumes, fournit, comme la précédente, de très intéressantes applications pour révaliiation des intégrales définies.
Reprenons, par exemple, l'intégrale
et au lieu de la différentier par rapport à a, prenons-en l'int* grale relativement à cette lettre, entre les limites a et ^, non trouverons :
; d.x = Lb — l.a=. L -■
250. Intégrale» multiples — La règle que nous venons d'établir en dernier lieu nous conduit naturellement à l'étude des intégrales multiples.
Soit
une intégrale indéfinie : on pourra se proposer de trouver riiitt.'grale nouvelle
j o, (x) dx
qu'on notera naturellement :
?t (^) = / <^xj ? i^) ^^^>
de môme, on pourra chercher l'intégrale de la différenliellr (f^{x)dx formée avec cette nouvelle intégrale, et ainsi de suite: on arrivera ainsi à Yintégrale multiple
i dx i dx i dx... j dx I 9{x)dx
qu'on notera plus simplement
OU quelquefois encore
[x) dx'
Cette intégrale pourra être augmentée d'ailleurs d'un polv-
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nôine entier P de degré n — 1 en a: dont les coefficients seront des constantes arbitraires et qui proviendra de Tintégration sucressive des constantes qui figurent implicitement dans chaque* résultat d'intégration.
Supposons maintenant que la fonction 9 (.r) dont on a à faire la quadrature renferme en dehors de la lettre x une autre lettre?/, considérée comme une constante dans cette première intégration : cette lettre subsistera évidenmient dans l'intégrale, et Ton aura, par exemple :
Mais cette nouvelle fonction ç, pourra être intégrée par rapport à la lettre y qu'elle renferme et conduira ainsi à une nouvelle fonction 0,, telle que :
9iix9y) = / <?4 (x,î/) (/î/ = / dyj <f(x,tj)dx.
La fonction ©„ d'après la manière même dont elle a été obtenue, devra être telle que sa dérivée seconde mixte,
dx.dy
scât égale à 9 {x,}/). Mais alors
dydx
est aussi égal à 9(t,j/) puisque l'ordre des différentiations (S 31) n'influe pas sur le résultat, et par suite on aura également, aux constantes près :
9t{x,y) = / dxj ^{x,y)dy.
On pourra donc écrire, sans tenir compte de Tordre des intégrations,
?« {X, y) = / J? (x-y) dx dy C).
(') Ce résultat est bien conforme à celui qui a été établi au paragraphe précédent au sujet des intégrales définies : on doit observer aussi, suivant une remarque déjà faite (§ 233), que les lettres x et y n'ont pas la même signification dans les deux membres de Téquation ci-dessus.
Généralisant ce résultat, on arrivera à Texpression
*(x,î/,r,u,u)= / / / |... / (p(x,y,r,u,u)djc'dj/«dc''du*du' + P,
qui définit la fonction $ obtenue en intégrant la fonction ç p fois par rapport î\ o-, q fois par rapport à y..., etc., etc., quel que soit d'ailleurs l'ordie des intégrations.
Il est à remarquer seulement que la quantité P à ajouter ne sera pas, dans le cas actuel, une constante, mais une fonctiou arbitraire de x, y, z, u^v, assujettie à la seule condition que :
dxPdy'dFïïÛMÎ?'
Il arrive généralement dans les intégrations multiples d'une fonction que les limites d une première intégration introduisent précisément dans la fonction les lettres par rapport auxquelles les nouvelles intégrations doivent s'effectuer. L'étude des intégrales multiples ainsi définies se présentera naturellement à propos de la quadrature des surfaces et de la cubature des volumes, et les considérations géométriques qui l'accompagneront alors contribueront beaucoup à Télucider.
INTÉGRATIOiN GÉOMÉTRIQUE
35*7. Définition. — Etant donnée une fonction géométrique U d'une variable géométriques, nous avons défini (SUCjla
dérivée iv de cette fonction. Cette tr'^ dérivée est elle-même une fonction
géométrique de v, et la relation :
^ dU
dv
qui détermine sa valeur exprime que si, à partir d'une situation donnée v^ on attribue une variation géométrique différentielle vv ou dv à la variable, la fonction U recevra à partir de sâ situation correspondante U un accroissement UU' ou dU, dont la
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valeur vk s'obtieat en formant sur du un trian^^le vv'k directeinent semblable à celui que la dérivée u fait avec Tunité géométrique OH.
Si donc la fonction u était connue, on pourrait, partant d'une situation initiale v^ de i' et attribuant à cotte variable une série continue d'accroissements, qui
l'amèneraient en v\^v\,v' ^...
par exemple, construire la série correspondante des accroissements que subirait la fonction inconnue U, et eu portant ces accroissemeuts à la suite les uns des autres à partir d'une origine arbitraire ^2 ou obtiendrait les polygones infinitésimaux. U,U;u;Uo ... ,
L\UiU^UV..., UjU'iL'ÏU'i'... représentant une même courbe transportée parallèlement à elle-même en un point quelconque^ «lu plan, ou, si Ton préfère, une même fonction U augmenté(* d'une constante géométrique arbitraire.
Cette fonction U, avec la constante arbitraire qui peut lui être ajoutée, est la fonction primitive de u et la relation entre U et xi s'exprime, comme dans l'algèbre ordinaire, en écrivant :
L' = / udi:
La valeur de la constante géométrique C se trouve déterminée par la valeur initiale attribuée à U.
L'analogie avec les fonctions algébriques ordinaires peut jusqu'ici sembler complète, mais une différence profonde apparaît <iès qu'on cherche à définir l'intégrale générale dont nous venons d'expliquer la génération.
En effet, tandis que les quantités algébriques ordinaires se meuvent en croissant ou d('*croissant sur une seule échelle de grandeurs, les variables et les fonctions géométriques peuvent î^e déplacer à partir d'une situation dans une infinité de directions, c'est-à-dire d'une infinité de manières.
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Supposons par exemple que la variable v se transportai
de Oi\ en Oi\ Tintégrale U pasde la valeur 0L\ à la valeur OU,, rintt^^rale limitée à ce parouiirsera la différence entre sa valfM.i finale et sa valeur initiale. c'<'-ià-dire la corde I\r, de la courir décrite par U. Maisrienne prouv»
à priori que si la variable s^Huit transportée de t\ en r, par \va
autre chemin, l'intégrale partant de U^ serait arrivée à la mêni»
Taleur finale.
Ainsi, pour de'^mV l'intégrale U = ludv, il semble nécess;
non seulement de fixer les valeurs limites v^ et i\ entre lesquelles se meut la variable, mais de préciser en outre le chemin (p' suivra cette variable pour passer de la valeur t\ à la valeur » . ou autrement dit la courbe d' intégration que Ton fait parcourir à v.
Nous démontrerons à ce sujet l'important théorème suivant * :
lire
25S. Théorème. — Si Von fait suivre à une variable géomi- Irique deux courbes v^mVj, v^nv,, pour la faire passer de la situa-
lion initiale v^ à la situation finale v,. 1* r intégrale définie
= / udv.
prise de v^ à v, suivaiit ces deux parcours aura la même valeur à la condition que la dérivée u reste finie^ continue et bien déte^^inît
{*) Nous réserverons géDéralement dans la suite la notation
I udv fOur représenter Vinlégi^Ble recliligne de u^ à t?,.
pour toute valeur de v prise à Vintérieur du contour fermé v^mv nv ce qui revient à admettre que ce contour ne renferme pour la fonction u aucun point critique,
Lemme. — Remarquons d'abord que si la variable v re(:oit divers accroissements
lUfférentiels vv,vv\vv" à partir d'une valeur donnée, la fonction U recevra des accroissements UU',UU",UU'" qui seront proportionnels aux précédents et feront respectivement avec eux le même angle, pourvu toutefois que la dérivée ait une valeur finie et bien déterminée ou point considéré [% IIO).
Si Ton donne en particulier à la variable les accroissements :
et
vu*
ou dx parallèle à Taxe 0\, y ou idy parallèle à Taxe OY,
ou dx + idy^
somme géométrique des précédents, la fonction U prendra les accroissements correspondants :
UUs ou udXj UUy ou uidy^ et UU' ou u(dx + idy)
= udx + uidy
UU, + UU
Ainsi l'accroissement de la fonction produit par un déplacement vv' de la variable est la somme des accroissements que produiraient les déplacements vv^ et vv^^ composantes de vv.
Mais en raison de la continuité admise pour la dérivée w, cette
3oG
dérivée, si l'on transporte la variable de v en v„ doit subir \m^ variation infinitésimale e, et par suite le déplacement r,v ^:vil à idy et attribué à la variable à partir de r,, produira pour h font tion un déplacement
qu'on pourra con Tondre avec uidy en négligeant les infininiem petits d*ordre supérieur, et Ton peut dire en conséquence, hi substituant v^ à vv^ dans le résultat précédent, que raccroi<<''ment de la fonction lorsque v s'accroît de vv est la somme «!• ceux qu'elle subit lorsque i' se déplace de v en v„ d'abord, et li». t\. en V ensuite.
En d'autres termes la variation de la fonction est la mm*lorsque la variable suit la droite élémentaire vv' ou la liant brisée élémentaire vv,v'.
Supposons actuellement que la variable prenne un déiilac^-
ment fini tel qu-' v^m\\^ auquel n*pondepourlafoU'tion U un déjjlacement U^MUjpar
exemple.
Nous pouvons d'abord, d'après le lemme précédent, et sans iiiodîner en neu la valeur finale de U, décomposer en éléments infinitésimaux
1234.... la courbe v^mv^ et substituer i^ au chemin curviligne v^l 2 3. . . t\ le chemin en escalier v^Vi 2'23'3....Vj obtenu -^-j en menant des parallèles au$ axes par 4»] les points v^, 1 , 2, 3 . . . .
Nous pouvons ensuite déplacer oo dernier chemin en formant une séri«' de rectangles infinitésimaux tels que i'12'2"par exemple et substituant au contour ri2' le contour
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V'I'i' qui lui est équivalent d'après le lemme. En opf^rant ainsi 1»^ proche en proche, nous transporterons peu à pou la ligne d'iutt'^ration de la courbe t\mi\ jusqu'à la courbe v^n}\ avec laquelle MOUS ramènerons finalement à coïncider. En d'autres ternies
nous transformerons I
'intégrale / uc
udv dans 1
'intégrale / tidv,
<ans on modifier la valeur, ce qui démontre le théorème.
2iS^O. Corollaire. — Une intégrale géométrique 1 udv prise
V long d'un contour fermé 'piclcnnque (L) est toujours nulle^ pourvu que la fonction y u ne renferme pas de points critiques pour les valeurs de v prises à r intérieur de ce contour.
En d'autres termes lorsque la variable v en suivant le <<)ntour (L) est revenue à son
point de départ v^, l'intégrale U, après avoir suivi un certain «'«mtour (M) également fermé, sera revenue elle aussi à son point <1(* départ U^.
Ce corollaire résulte immédiatement du thc'^orème précédent ^*n remarquant :
1° Qu'une intégrale prise le long d'une hgne telle v^mpi\ est ^^videmment la somme des intégrales prises le long des parties 1^^, mp^ p\\ 'le cette ligné.
2* Qu'une intégrale prise le long «l'une ligne v^u, dans le sens x\x\ est ''gale et de signe contraire à l'inté-
l^rale prise le long de cette même ligne mais de i\ en r^, c'està-dire en sens inverse, pourvu toutefois que la fonction, si elle ^est pas monodrome^ reçoive dans les deux parcours la même détermination.
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En effet, le théorème démontré permet d'écrire
et d'après les remarques précédentes, il en résulte
Jromr, J t„r„ J\.
200, Observation aiir le sene daua letpiel tm ___ contours sont décrits. — Si la courf-'
qui forme un rontour formé se coupe ellemême en différents points, le contour ^i' décompose naturellement en contovi:simplcs (tels que abca, adea dans l'e-wniplf de la figure ci-jointe), et pour ces contour^ simples, le sens dans lequel ils sont parcourus, se précise aisément au moyen des aires que ces contours limitent.
On conviendra d'appeler sens direct, le sens indiqué par h flùche et tel qu'un spectateur situé au-dessus du plan et parcourant le contour dans ce sens, laisserair " toujours l'aire ombrée sur sa gauclie: j
le sens opposé sera dit nUrogradf. '
A ces définitions répondent les notations suivantes , J
fréquemment employées pour représenter l'intégrale direcie ei l'intégrale rétrograde le long d'un contour simple (L).
2G t . Influence des paints critiques situé* diutt rint^-rleiir d'un contour «l'Intégration t contours élémentaires. — Imaginons actnelleiiient un contour simpl»' vjmv^ ou (li) renfermant un certain nombre de poinis critiques do u, a Qt b par exemple. Mous pourrons appliquer le corollaire du $ 3S>9 fi un contour fermé tel que i\lmv\ npqu", rsJi"„,
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ubi«»nu en entourant chacun des points a et 6 d*un circuit as^^ez petit pour ne renfermer aucun autre point critique ^ians son intc^rieur. Si nous supposons actuellement que ces circuits soient infiniment petits et tendent à se fermer,
<iue par suite les points n et 7, r et t deviennent infiniment voisins, qu'en même temps les points v\ et v'\ se rapprochent indéfiniment de v\, et qu'enfin les lignes qui joignent nqr et t à v\v\ et x\ se confondent à la limite avec les droites ^\^j ^\^y o'^ ^'^ura finalement
OU plus simplement
('u désignant par
les intéc:rales relatives aux con-
tours t\r/pni\^ "^'o^srv^ qui sont dits contours élémentaires des points critiques a et b relatifs au point v^. Ainsi, H7ie intégrale inhe à partir (ïun point \^, le long d'un contour fermé renfermant un certain nombre de points critiques, est égale à la somme des intégrales prises le long des contours élémentaires correspondants de ces points critiques.
SGS. JBvaluation deMntésriile relative au eos^totir élémentaire cFiin point eritique. — L'intégrale d'un coutour élémentaire se compose de deux intégrales rectilignes (*)
tidVf I lidv , et de l'intégrale curviligne
c/ qp» J a v_-'
qu'on peut supposer prise le long d'un cercle infiniment petit d** centre a.
Si la fonction u est monodrome autour du point a, les deux iiitt^grales rectilignes se détruisent d'après une remarque précédente.
Si la fonction u n'est pas monodrome, il n'en sera généralement plus de môme, parce que la fonction aura changé de détermination par la rotation de la variable autour du point a. Dans ce cas, si Ton désigne par (u)^ et (îi), les deux déterminations de u avant et après la rotation, la somme des intégrales rectilignes aura pour valeur :
lim. \[(u\-'[u)^]di:,
J Vq
le point q étant infiniment voisin de a.
Quant à l'intégrale circulaire 1 ^ , posons pour l'évaluer
(f? — a) = re*'.
a désignant le rayon vecteur, du point a; nous en déduirons [r étant constant)
(•) Si ces intégrations rectilignes rencontraient d'autres points critiques sur leur parcours, on les éviterait en les contournant par une courbe inGnimeDl petite, mais on devrait tenir compte avec le plus grand soin de Tinfluence que ces détours pourraient avoir sur les résultiils. On se rendra bien compte de cette influence par Texemplc des fonctions elliptiques que nous traiterons plus loin.
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ot par conséquent
-a) ?<dO,
I ndv = i j [v
J fl' J J 0
Si le produit {i) — a)u a une limite finie A lorsque i? tend vers a, cette limite prend le nom de résida de la fonction m, et Ion a .
iudvz=i /(A + £)^^ = 2'ïïA,
on nt'^glij^eant à côté de A Tinfiniment petit e.
Si la limite de {v — a)a est nulle, le résidu de la fonction se réduit à zéro, et il en est de même de l'intégrale circulaire.
Enfin, si le produit (t; — a)u a une limite infinie, on considère encore la quantité
qui était égale à A dans le cas précèdent, comme représentant le résidu de la fonction, mais ce résidu doit se calculer d'une manière différente.
Si la fonction u est continue et monodrome, par exemple, nous avoas vu (§ 1S5) qu'elle pouvait être mise sous la forme
V'^'j désignant une fonction qui reste finie pour v=a et A.,, A,... A^ des constantes. Son résidu se réduit, dans ce cas, î'i celui du premier terme, c*est-à-dire à A,, car le résidu, <l'une somme est évidemment égal à la somme des résidus de ^es parties, celui de ^hiv) est nul, et celui d'un terme de la forme
'*ù /) est un entier supérieur à 1, se réduit également à zéro. IWns, en effet, v — a = re''et nous trouverons en effectuant 1 intégration circulaire :
Ap dv
de =
quantité nulle, bien que r soit infiniment petit, parce que la parenthèse est rigoureusement nulle.
SG3. Corollaire I. — Valeur de rintés**nle d^imne fonetion iiionodrome le long d'un eoiitour feram^. —
L'intégrale d'une fonction monodromof) prise dans le sens direct le long d'un contour fermé renfermant un certain nombre de points critiques a^aji^. . . est égale à
SA, représentant la somme des résidus de la fonction relatifs à tous les points critiques situés à l'intérieur du contour (**).
Il est bien entendu d'ailleurs que si le contour fermé que Ton
considère au lieu de tourner une seule fois autour d'un point critique décrit plusieurs circonvolutions autour de ce point, le terme 2zJA relatif à ce point
doit être multiplié par un nombre n égal à celui de ce?
circonvolutions (les circonvolutions étant comptées négativement ou positivement, selon qu'elles s'effectuent autour du point a dans le sens des aiguilles d*une montre ou en sens inverse). On évaluera toujours facilement le nombre n en me-
(*) 11 suffit bien entendu que la fonction soit monodrome à l'intérieur du contour considéré.
(*•) Le résidu d'une fonction relatif à un point ordinaire étant nul, on peut encore énoncer ce résultat sous une forme plus générale en disant que Tînlégrale d'une fonction monodrome le long d'un contour fermé est égale au produit de 2:ti par la somme des résidus de la fonction pour tous les points de l'aire que ce contour limite.
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naiit par le point a une ligne droite quelconque qui coupera lo contour en un certain nombre de points d'un même côté de a : on comptera positivement les points où cette droite est traversée
«le droite à gauche, négativement ceux où elle est traversée de i^auche à droite, et la différence de ces deux nombres sera égale à n.
SG4. Corollaire II. —Valeur principale d^ne in^éi^ale. — Si l'on déplace graduellement la courbe d'intégration ^\m\\ d'une fonction monodrome de manière l'amener dans les positions successives %n?',, v^pi\, ^\Q^\ V^^ exemple, et si dans ces déplacements elle rencontre un point critique a,
l'intégrale définie U^U, différence des valeurs extrêmes de U reste constante jusqu'au moment où la courbe d'intégration vient à passer par le point a. Elle subit alors un accroissement brusque égal à 2xiA,en désignant par A le résidu de u au point a. Cet accroissement transporte de U^ en U', la valeur finale de U, et l'intégrale définie devient alors L\U',, puis elle reste
:m COUHS DK CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTEGRAL
de nouveau constante lorsque la courbe d'intégration contimi»^ à se déplacer.
Entourons le point a d'un cercle infinitésimal ikjl. Aux cll^^mins v^mi\, ^V'^^'t suivis par la variable correspondront, pour Tintégrale, des chemins U^MU^ L'oNUj par exemple.
Le chemin i\iliji\ donnera pour U une courbe V^z correspondant au parcours i\i, une droite aa,, égale à — rJX et provenant de la demi circonférence ikj; enfin une courbe 2^ï^ résultant du déplacement ^i^j. Si Ton passe au chemin vjljv^, on trouvera encore la courbe U^apour le parcours vj, mais la demicirconférence ilj donnera pour U un déplacement + z/A, qui conduira l'intégrale au point (x.\ symétrique de a^ par rapport à 2. A partir de x\ on obtiendra par le déplacement ^r, de v une courbe a'jU'j, qui ne sera que la c.nirbe (^^\]^ transportée parallèlemeul à elle-même.
Les chemins v^pi\, i\qi\ donneront les courbes U^^PU',, L'oOL i
aboutissant en U\.
Au moment où la courbe d'intégration passe au point a, la valeur de l'intégrale est indéterminée. Cauchy appelle valeur principale d'une pareille intégrale la limite vers laquelle tend la somme des intégrales i\i et ji\ lorsque les points / et / se rapprochent indéfiniment de a.
On reconnaît, d'après la discussion précédente, que cette valeur principale est la demi-somme des valeurs prises par l'intégrale définie de part et d'autre du point critique. C'est la grandeur UqU, obtenue en joignant U^ à l'extrémité de la courbe a,Uj transportée parallèlement à ello-méme en alJ,.
SG5. Périodes d^une intén^rale définie. — On voit
d'après ce qui précède que si l'on considère une intégrale
u = / iidCj
définie entre h^s limites t\ et V, comme une fonction F(V) de sa limite supérieure V, cette fonction ne sera pas généralement monodrome et que ses différentes déterminations correspondront aux différentes courbes d'intégration que la variable aura pu suivre.
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Xous démontrerons qu'on peut toujours substituer àlintëgralo êvt^luë© suivant une courbe quelconque l'intc^grale rectiligne correspondante augmentée d'un certain nombre de contours élémentaires.
Soit, par exemple, la courbe d'intégration i\mnpY contournant les points critiques a et b {/Ig, 1\ Imaginons que de petites tiges
cylindriques perpendiculaires au plan soient implantées dans ce plan en chacun de ces points critiques ; imaginons aussi que la courbe d'intégration, remplacée par un fil flexible, ait une de ses extrémités fixée en i\ et qu'on tire en V sur son autre extrémité. I^e fil se serrera autour des obstacles formés pa'r les tiges a et ^ et prendra la situation indiquée {Jîg, 2). Enfin, par une dernière transformation, nous pourrons remplacer les cordons rectilignes
allant de a en 6 et de b en Y par des lignes brisées av^b. b^\^: ^^ d'après le théorème fondamental du § S5S, aucune de ces nv»dificatîons n'influera sur la valeur de l'intégrale U, puisque da:i^ tous ces déplacements la courbe d'intégration ne rencontrera aucun point critique.
On reconnaît ainsi que les différentes déterminations de l'iniégrale U doivent provenir :
1® Du nombre plus ou moins grand de contours élémentain^s qu'on aura fait décrire à v avant de le transporter de ±\ en Y eî des déterminations avec lesquelles ces contours auront étô décrits.
2° De la détermination de u au départ de t^^ pour décrire l'intégrale rectiligue r^Y.
Si la fonction u est monodrome, cette dernière cause de modification disparaît, et les intégrales des contours élémentaires se réduisent d'autre part à
en désignant par A, B... les résidus de u aux points critiques. On aura donc dans ce cas :
«/fo
m et n étant des entiers quelconques.
Les quantités 2içîA, SiriB sont dites les périodes de l'intégrale. En effet, si l'on considère la fonction inverse de U
une même valeur V correspondant à des valeurs de U augmentées de m27c/A, n2xiB, on aura
Y = *(U) = *(U + m 27:iA + n2«tB),
ce qui est la définition même de la périodicité (S 12G}.
Si la. fonction u n'est pas monodrome, les intégrales des contovirs élémentaires auront d'abord, comme on Ta remarqué au S 20SS,des valeurs moins simples, parce que les deux intégrales reetilignes ne s'annuleront généralement pas.
En outre, et pour la même raison, la fonction it aura repris, ^^elo^i les cas, la détermination u^ ou une détermination différente, lorsque la variable v sera revenue en t\ et en repartira l>our parcourir soit un nouveau contour élémentaire, soit la droite r^Y.
Si par exemple la fonction u revient à sa détermination initiale ti^ lorsque la variable V a parcouru m fois le contour a et n fois le contour b,
est une période de l'intégrale. En effet, la même valeur V correspondant à la valeur U augmentée d'un multiple quelconque
/£ { pn I + n j j de cette période,
on a
Au contraire, si la fonction u passe à la détermination u\ lorsque la variable décrit p fois le contour a et ç fois le contour bj l'intégrale rectiligne v^\, calculée pour cette détermination nouvelle, fournira une valeur U' différente de U; l'intégrale deviendra donc
"'+pX+<'X'
(*) On doit avoir soin toutefois de tenir compte dans l^évaluation des inlégraJes I I de la détermination attribuée dans chaque cas à la fonction u. Si cette détermination varie en entraînant avec elle une variation des intégrales, ce n'est plus évidemment ml et n / quUl faut écrire, mais une^
somiie formée avec les différentes valeurs que / et / peuvent
recevoir.
et Ton aura :
^H^) = ^{l^' + pf+qfj.
mais p I + q I ne constituera plus une période, à cause du
Ja Jb
changement de U en U'.
iî66. Application à quelques exemples s double périodicité des fonctions elliptiques. — Appliquons h< considérations précédentes à la détermination des périodes do quelques intégrales simples ;
\(.i) Fonctions monodromes. — 1" Considérons Imtégrale
qui définit la fonction logarithmique et son inverse Vexponentielle.
Le seul point critique que présente la fonction monodrome -
est l'origine t> = o et le résidu [lim.r/(r)] est égal à 1, La période est donc 27û^.
Effectivement l'exponentielle
V = eU = e'^-v» = e'(cosi/ + i sini/)
ne change pas de valeur si l'on augmente U d'un multiple de 2i;e, c'est-à-dire y d'un multiple de 2;:.
2** Soit en second lieu, Imtégrale
Jo l 4- f^
(jui définit Tare tangente et son inverse la tangente*
' 1 La fonction monodrome , .n'a. d'autres points critiques
que V = -f-z et v= — i. Les résidus sont égaux à -s-: en ces deu:x: points, car :
et
On trouve donc une période égale à ±: u. Sfitectivement la fonction
V=tangU
ne change pas de valeur si Ton augmente d'un multiple de r la variable.
(6) Fonctions non tnonodromes. — Prenons comme dernier exemple l'intégrale elliptique
portant sur la fonction géométrique u =
qui
présente quatre points critiques, v = dbl et t; = ±:T et est
susceptible pour chaque valeur de v de deux déterminations (tij et ( — uj égales et de signes contraires, correspondant au signe -fou — du radical.
Évaluons les contours élémentaires décrits du point o comme orig:îne et relatifs aux quatre points critiques, qui se trouvent
distribués sur Taxe des x comme l'indique la figure, puisque 4 est supposé une quantité réelle inférieure à 1 {*). Nous remarquerons d*abord que les limites des produits
étant nulles, les résidus de la fonction sont égaux à zéro. Nous n'aurons donc à évaluer que les intégrales rectilignes. Posons :
(I— u) = re»', (1 + c) = r'e*'', (I — /iu) = r'V^ (1 + /tu) = r^'e»"'';
d'uù
L'intégrale s'écrira
'{rz-'r'V")*
ou plus simplement
7 (rr'r'V")^
en faisant tl = H.
Les arguments 8, 0', 6", 6'", pouvant être augmentés d'un multiple quelconque de 2?:, la valeur de 0 pourra s'accroître d'un multiple arbitraire de t:, fournissant ainsi, suivant que ce multiple sera pair ou impair, les deux déterminations de u égales et désignes contraires que nous avons déjà signalées: Tune de ces déterminations , étant une fois adoptée , la continuité fixe Je* valeurs suivantes de 6 et de w.
(*) Le cas où le module h serait une quantité géométrique se traite d'ailleurs sans difficulté par une analyse tout analogue à celle que nous prè^^Q* ions ici (Voir. Jordan, Cour% d'analyscj t. II, §§ 352 et. suivants). ..
Partons par exemple de u = o avec la détermination -j- 1 de u, correspondant à 8 = r, e" = —z, 6' = 0'" = 0 ou 6 = 0 et décrivons d'abord dans le sens direct le contour élémentaire du point
Désignons par K la valeur limite de l'intégrale rectiligne
l«,) dv ^^__
lorsque e tend vers zéro. Tous
les éléments de cette intégrale
étant des quantités réelles, c'est-à-dire parallèles à OX, il
en sera de même de la limite K à laquelle Lagrange a donné le
nom d'iniégrak complète.
Gela posé, observons que la rotation autour du point + 1 faisant croître de -|-2it l'argument 6 de (1 — t^), augmente de -k la valeur de B, ce qui revient à multiplier par e*' ou — 1 la fonction a et à la faire passer par conséquent de la détermination (nj à la détermination ( — mJ. Le parcours rectiligne au retour donnera donc
et doublera par conséquent le résultat déjà obtenu à l'aller.
D'ailleurs la fonction u étant revenue à l'origine avec la détermination ( — uj, la description d'un second contour élémentaire, décrit autour dn point — 1 cette fois, lui rendra la détermination (Uj) et chacun de ces parcours augmentant de 2 K la valeur de U, cette intégrale admettra 4 K comme première période.
Occupons -nous actuellement du point + t et formons son
contour en évitant le point critique + 1
par deux demi-cir- ^ l 0^.7
conférences tracées comme l'indique la figure.
L'airgument 9 <iui était nul au départ s'augmentera pendant
ce parcours :
de + ^ par la rotation autour de + i à Taller,
de + n par la rotation autour de + -r >
de + ô P^^ ^^ rotation autour de + 1 au retour;
de sorte que la fonction u reviendra au point zéro avec la détermination (ttj) qu'elle avait en le quittant, puisque son argument se sera augmenté de 2ii;.
Il résulte de là, que les deux intégrales rectilignes entre
0 et 1 se détruisent. Entre 1 et -r- au contraire elles s'ajoutent en
se doublant, car l'argument 0 se trouve augmenté de ^ à Tal-
1er et de 3 ^ au retour, ce qui équivaut à un accroissement z. c'est-à-dire à une multiplication par H ou ^— 1 au retour.
Considérons lune de ces dermères intégrales i w, dv par
exemple.
L'argument de la différentielle t^jdt; étant +s, tous les éléments de cette intégrale seront parallèles à OY ; donc il en sera de même de l'intégrale que nous pourrons représenter par fK'. K' désignant une quantité réelle ; c'est-à-dire parallèle à OX.
On obtient ainsi pour U une seconde période 2 iK' (*)•
La considération du point — r conduirait à un résultat identique.
(•) En désignant par iK' Tintégrale / ,/m_,,i> /iTThiT^ » ^^ ^"^ '
/dv
La fonction elliptique Y définie par la relation (1) admet donc deux périodes distinctes; Tune 4K parallèle à OX, Tautre 2iR' parallèle à OY : c'est une fonction doublement périodique^ et i-ette double périodicité s'exprime en écrivant :
(I) *(U + 4mK + SInîK') = ^V>) = V,
m et n désignant deux entiers quelconques.
Si Ton faisait décrire à t; un nombre inégal de fois les ^'ontours + 1 et — t avant de l'amener en V, l'intégrale rectiligne, effectuée alors avec la détermination ( — wj de w, chan- ^'erait de signe et Ton aurait la relation
\i) *{— U + SIm'K + 2niK') -. O (U) = V,
m étant un entier impair, mais 2m'K-|-2ntK' ne serait pas une période de l'intégrale.
Toutes les valeurs de l'intégrale U relatives à une même valeur de V sont d'ailleurs renfermées dans la formule unique :
«3) {— l)-U+2mK + 2»iiR',
où m et n sont des entiers quelconques.
V(U«— 1)(1 — ft«U«)'
Si Ton considère le module complémentaire k* lié au module k par la relation
k* + ft'« = 1,
<'t si Ton change de variable en introduisant sous le signe / la lettre w liée à rpar
on trouve, après simplification :
— dw i dw
_w«) (l-.V«w») / v^(l— w*) (1— ft'«w«)
^l Ton reconnaît ainsi dans K' Vintégrale complète complémentaire de l'intégrale K, c'est-à-dire la valeur que prend cette intégrale lorsqu'on passe <iu module donné au module complémentaire.
Nous reviendrons plus loin avec quelques détails sur les fonctions elliptiques dont le rôle et Timportance dans les étuded'analyse supérieure tend chaque jour à s'accroître; mais L« démonstration de la double périodicité de ces fonctions trouvait naturellement sa place à la suite de la théorie de Imtégration géométrique, à laquelle elle se rattache directement et qu'elle peut contribuer à éclaircir.
26*7. AppUcatlonà dévaluation de deux IntéiprAl définies réelles. — La théorie des intégrales géométrï ques fournit de nombreuses et intéressantes applications, notani ment pour le calcul des intégrales définies de Talgèbre ordinaire nous en donnerons immédiatement un exemple.
Proposons-nous d'évaluer les deux intégrales réelles :
-. / X "dx
ro -.1
dx (2) Y = valeur principale /_^ ^^7—;- — (*),
m étant supposé positif et plus grand que 1 . Considérons l'intégrale géométrique
la fonction 7—; — n'étant pas monodrome, il importe avant tout 1 + t'
de définir celle de ses déterminations qu'on adopte pour l'intégration. Nous choisiront au départ celle qui correspond au plus
(•| La fonction devenant infinie pour x = — i, c'est la valeur prin-
i H- X cipale de la seconde intégrale que nous représentons par Y.-
petit argument a> de Vy de telle sorte que cet argument s'annule It^rsque v prend la direction deTunité géométrique Oh. Gela posé, nous remarquerons que la fonction
ne présente que deux points critiques situés tous deux sur l'axe OX. : le pôle v = — 1 et le branchement t? = o. Si donc nous prenons comme courbe d'intégration le contour X'^-^pnmXYX'
parcouru dans le «ens des flèches, et composé, comme l'indique la figure, de portions rectilignes et de demi-circonférences ayant Torigine et le point A' = — 1 comme Centres, le résultat de r intégration devra être nul, puisque le contour choisi ne renferme aucun point critique. On aura donc en décomposant l'intégrale dans ses parties :
Jm\ JxYX' Jx'ê Jêrq Jqp Jpum
Faisons tendre actuellement vers zéro et vers l'infini les rayons de centre 0 et évaluons isolément les diverses intégrales. Pour cela remplaçons v par rH : l'expression générale de Tinté-
crrale donnée deviendra :
-i --ui
re-^
ei(re-').
I^e long des demi-circonférences pnm et XYX' de centre 0, le
rayon r étant constant, cette expression pourra s'écrire :
ou encore
-î- Ce-'"*
et comme — est une fraction positive, on reconnaît immédiate-
nient sur la première forme que l'iatégrale s'annule pour r^o et sur la seconde qu'elle s'annule également pour r = qr> ; donc
Jpttm JXYX'
L'intégrale l prise sur un demi-cercle autour du pôle A' sera
Jsrq
égale, d'après les théorèmes démontrés plus haut, à
— Arî,
en désignant par A le résidu de la fonction 7-j-- pour v = — 1 . Mais ce résidu (limit(t;-|- 1) est égal à la valeur de v~ipour
v = ^- 1 , c'est-à-dire ke "■ , donc :
I = — nie ".
Jifê
ni
Il nous reste à évaluer les portions rectilignes de l'intégrale,
Or , / s'obtient en faisant w = 0 dans l'expression générale (5'
et en y faisant varier de zéro à -[- 00 la lettre r, que Ton peut remplacer par la variable réelle x. On trouve ainsi :
dx =:X.
Les deux autres portions rectilignes du contour donnent la
valeur principale de l'intégrale (5), où Ton fait ci) = r(*) et où r varie de + ^^ ^ zéro. Posant r = — x, on trouve :
/ -f / = val. princ. 1 . . dCre*^]
= val. princ. e I dx =
L* équation (4), où Ton porte ces différentes valeurs, devient enfin :
(6} e "Y — Kie " + X = 0.
Y + Xe "=sî,
c'est-à-dire
Y + xfcos h isin — ) = iït;
\ m mj
d'où Ton conclut, par l'égalité des composantes :
sin —
Y = -~ncoti. n m
(*) On voit bien, en effet, par raison de continuité, que lorsque la variable va de X en X' en suivant le contour XYX', son argument qui était zéro enX devient + o en X' et redevient zéro lorsque v décrit autour de 1 origine le <*ercle infinitésimal pnm,
(**) Si Ton pose — = 1 — a, a étant une quantité positive inférieure à 1^ ces
deux intégrales prennent respectivement la form e
sin an
Y = val. princ. I = s cot a k
^ous laquelle on les rencontre fréquemment en analyse.
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES A. QUADRATURE DES AIRES PLANES
209. Poriiiul«a céoérales. — Coordonnées rectangulaires. — Nous avons déjà montré (et c'est même là l'origine du nom de quadrature), que la recherche de la fonction primitive d'une fonction donnée revenait au calcul d'une surface plane. Considérons en général une aire plane telle que l'aire ombrée ci-contre, limitée par une ou plusieurs courbes y connues.
Cette aire pourra être regardée comme la somme d'un nombre infini de rectangles infinitésimaux, tels que «PyB formés par des parallèles aux axes.
g Un rectangle ainsi tonnf
a pour surface tir dy eu désignant par dx et dij les accroissements infinitésimaux de r e' de y qui correspondent à l'espacement de ses côtés.
Prenons d'abord l'ensemble de tous les petits rectangles siluéf dans une même tranche verticale, et .correspondant conséquemment à la même abscisse x et au même accroissement dx de
cette abscisse, la somme de ces rectangles s'obtiendra évidemment par l'intégration
dans laquelle dx devra être traité en constante. On est donc conduit à l'expression à
pour la tranche entière, y, et y, représentant les ordonnées Hmites auxquelles la surface s'arrête. Ces ordonnées limites sont des fonctions de x données par les équations connues des courbes.
La surface de la tranche étant ainsi évaluée par une expression différentielle en x, c'est-à-dire en fonction de son abscisse ,r et de son épaisseur dx, la somme de toutes les tranches, c'està-dire la surface entière A, s'obtiendra en intégrant cette expression entre les abscisses o et 6 qui limitent la surface c; on aura donc
■y,)dx.
H est évident d'ailleurs qu'on aurait pu commencer par une intégration en x, ce qui reviendrait à former des tranches parallèles à l'axe des x, puis on aurait inté- y
gré en y de c en d pour avoir ta somme de ces tranches ; on aurait trouvé ainsi .
Quel que soit l'ordre adopté pour ces Jeux intégrations, la première peut toujours s'effectuer indépendamment de la nature des courbes qui
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limitent la surface, ainsi que l'indiquent les formules (1) et [% : *',n réalité la surface est représentée par l'intégrale double
convenablement limitée.
Si la forme de la courbe ou des courbes limitant l'aire à évaluer était plus compliquée, l'expression des intégrales serait aussi plus complexe, mais non moins facile à établir. Ainsi, par exemple, pour la disposition de la figure ci-dessous, on aurait évidemment :
Coordonnées obliques. — Les formules relatives aux coordonnées obliques ne diffèrent de celles qui se rapportent aux coordonnées rectangulaires que par l'introduction d'un facteur constant qui est le sinus de l'angle des axes.
Ainsi, l'expression A ^ 1 / dxdy deviendra
A= j jdx dy sini=iiai I fdxdy.
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370. CoordonDé«« polaires. — Des considérations tout aûalogues à celles qui nous ont conduit & l'évaluation d'utie aire en coordonnées rectilignes s'appliquent au cas des coordonnées polaires.
On recoiiuaitra, par exemple , que l'aire ombrée peut être considérée comme la somme de surfaces infinitésimales telles que «Jyî limitées par des rayons issus du pôle 0 et par des arcs de cercle x$, fi
décrits de ce pùle comme centre. Ces petites surfaces sont assimilables à des rectangles, et, en négligeant led infiniment petits d'ordre supérieur, leur surface peut être représentée par
Si l'on prend d'abord la somme de ces rectangles compris entre Les deux mêmes rayons, cette somme sera donnée par l'intégrale
r'pJ" dp,
où du doit être traité en constante ; on aura donc pour son expression
et l'aire totale fi s'obtiendra en faisant la somme de toutes les tranches analogues, c'est-à-dire en remplaçant p, et p, par leurs valeurs en u résultant de l'équation ou des équations des courbes limites et en intégrant en u entre les inclinaisons ; et ^i des rayons limites :
2*71. Applicattons.
Soit
!• QiMdrature de la parabole, —
y" = 2px
la parabole rapportée à sa tangente au sommet et à son axe.
L'aire ombrée Oab sera :
A = r* ydx = j v^2p xi dx
Mais l'ordonnée b du point b est égale à y/2/?a, en sorte que
L'aire cherchée est les deux tiers de l'aire du rectangle Oabc
La parabole rapportée à une tangente quelconque et au diamètre conjugué donnerait un résultat analogue en coordonnées obliques.
L'aire d'un segment quelconque s'obtient d'ailleurs sans difficulté par différences.
a^'^ Ainsi :
Segment bmb' = aire bm&'a'a — Trapèze aba!h\
2** Quadrature de Vellipse. — Soit
l'équation de Tellipse rapportée à deux diamètres conjugués 0«', Ob' et e l'angle de ces diamètres.
On a pour Taire om- h'
brée :
^ =sinO /
û Jo
ydx
= sînO jr\a'«-x»dx.
Cette intégrale rentre dans un type étudié (S 240). trouve
On
f = a'b' sin «[ = a'b' siD.e^^
arc cos
P V__£. -- - arc C05
pour 2> = a on a Taire totale du quart d'ellipse Oa'6'
A = 4 a'6'8ine,
et Taire totale de Tellipse est par conséquent
E = 35a'b' sine, .
Cette aire totale étant évidemment la même quel que soit le système de diamètres conjugués choisi, on doit avoir
a'b' 8in.6 = constante = ab :
et Ton retrouve ainsi le second théorème d'Apollonius.
L'aire de Tellipse entière peut d'ailleurs se déduire immédiatement de celle du cercle par projection : en désignant par <p Tangle des plans de projection, on a
E = Tca» X COS. tp = luib.
3<» Quadrature de V hyperbole, — La quadrature de Thyperbole
rapportée à ses axes se fait par une intégration tout analogue
à celle que nous avons opérée pour l'ellipse.
Le calcul est plus simple' et plus intéressant pour rhyperbole rapportée à seasymptotes.
La courbe étant .
xy = k\
Taire, en désignant par h Tangle des axes, sera :
A=.sinO / j/dx=.ft"sin6 / — = fe'sin^l.x + const
Prise entre les ordonnées aJ, a'6', cette aire sera donnée par rintégrale définie correspondante :
ft« sine r''^ = /i«8ine l/jY
Ainsi, dans l'hyperbole équilatère a?j/ = I, Taire comprise entre la courbe et Taxe des x depuis Tordoanée du sommet jusque Tordonnée d'abscisse a?, est égale au logarithme népérien de j*. d'où le nom de logarithmes hyperboliques souvent donné aux logarithmes népériens. .
4** Quadrature de la cycloïde. — Reprenons les équations de
la cycloïde en fonction du paramètre arbitraire u
X = r(u--sîn.u), .y^r(i — cos.u).
L'aire ombrée est :
A = I ydx = / r*(< — cos uj'du,
= r" 1 {du--^ cos udu + C05* udu).
L'intégration séparée de chacun des termes de cette somme conduit d'après des résultats connus à
A =r«r5U — 8sinu + 7 sinSaj
En faisant ti = 2x on obtient l'aire totale OBA égale à 3içr', ainsi que nous Tavons déjà reconnu au S 1 VO.
La spirale loga-
5® Quadrature de la spirale logarithmique. — rithmique
conduit, pour Taire ombrée comprise entre deux rayons vecteurs Om^ Om,, à l'intégrale
Si le rayon Om, qui sert d'origine aux angles tourne indéfiniment autour du point 0 dans le sens de la flèche, Téquation de la courbe montre que sa longueur diminue et tend vers zéro : la limite totale de Taire comprise entre les spires de la courbe et son pôle jusqu'à un rayon donné Om, ou p, a donc une valeur finie et égale à
s 72. Procédés pratiques d'approximation pour quadrature des surfaces. — Dans la pratique, la méthode exacte et rigoureuse que nous venons d'indiquer n'est
souvent pas applicable, soit qu'elle conduise à des calculs trop difficiles ou trop laborieux, soit, que les courbes, comme cela a lieu bien souvent, n'étant pas définies géométriquement résultent simplement d'un tracé graphique.
On a recours alors à des procédés d'approximation qu'il est utile de connaître et que nous exposerons sommairement ici :
P Méthode géovfiétrique approximative de Thomas Simpson. —
Considérons d'abord trois ordonnées équidistantcs et d'espacement a, mœ^y pjj, fw^* et proposons-nous d'évaluer l'aire comprise entre la courbe, l'axe des x et les ordonnées extrêmes. Pour cela.
substituons à la courbe un arc de parabole d'axe vertical passant par les points mpn.
L'aire ombrée du segment de parabole est (S STP!) le.^ deux tiers du parallélogramme mm'nti.
L'aire cherchée est donc égale avec l'approximation admise au trapèze x^mnx^ augmenté des deux tiers du parallélogramme mm'nn, c'est-à-dire à
Vu +
ou a
ou enfin à
Soit maintenant à évaluer l'aire ACDB ou A comprise entre l'axe des x et une courbe donnée.
On partagera la distance AB en un nombre pair de parties égales, 2n par exemple, en ayant soin de prendre n assez grand pour que, dans un même intervalle a, la courbure totale de la
courbe CD soit peu considérable, et que, dans ces mêmes limites, la substitution de Tare parabolique à Tare de courbe soit possible sans trop d'inexactitude.
En appliquant alors successivement la formule précédente à chaque double intervalle, on aura pour l'expression des surfaces partielles dans lesquelles la surface A aura été décomposée :
D'où en ajoutant et désignant par P la sommey, + Î/4 + --- + Vu^t des ordonnées paires moins les deux extrêmes, et par I la somme î/i + y, + ... + î/jn-i des ordonnées impaires.
2' Méthode de Poncelet, -r- Une méthode un peu dififérehte due. au général Poncelet permet de réduire le nombre des ordonnées à mesurer ^fd'obtenjr une lirtiite supérieure de l'approximation.
Partageons l'a distance ag des ordonnées extrêmes en un nombre pair de parties égales, que nous supposerons égal à 0
pour fixer les idées. Joignons les points ÂBDFG et menons les
OLC^
fS>-. 0
fi
Vo
tf
tangentes A'C, G E',E^G' aux points BD et F jusqu'à leurs rencontres avec les ordonnées voisines.
Nous formerons ainsi deux sommes de trapèzes
et
aA'C'c + cC"E'e + eE''G'g
a AB6 + bBDd + dDF/'+ fFGg,
la première supérieure^ la seconde inférieure à Taire A que l'on veut calculer (en supposant convexe bien entendu la portion de courbe considérée). On a donc par les premiers trapèzes, î/iJÎ/i» y» étant les demi-sommes de leurs bases et 2 a leur hauteur commune,
A < 2a(yi + y, + yj, on, en généralisant :
et de même par les seconds trapèzes -:
bu, en généralisant :
A > a[^^^ + (yt 4- y^) + ... + (y,._, + y,...) + ^-l±^].
On obtient ainsi deux quantités entre lesquelles Taire cherchée se trouve comprise.
En prenant la moyenne de ces deux quantités, on a une valeur approchée de cette aire et Terreur que Ton commet ainsi est évidemment inférieure à la différence A des deux sommes qui comprennent A.
Or, ces deux sommes peuvent s'écrire :
îa(î/i + y» H- Vi H- — + y«n-i), Donc
A - fl (^^9 + ytn_ yi -^ yin-i\
Joignons AG et BF : ces deux droites coupent Tordonnée Dd correspondant au milieu de ag en deux points § et 3' dont les hauteurs au-dessus de Taxe des x sont respectivement
yo + yt
Vi H- y>n-t Donc
c'est-à-dire que Terreur commise est moindre que Taire du rectangle ombré construit sur 83'.
On voit que pour une division de la base en 2 n parties égales : la méthode de Simpson exigerait la connaissance de 2n+i ordonnées, tandis que la méthode du général Poncelet n'oblige qu'à en connaître n + 2.
M, le général Parmentier a démontré qu'on obtenait une formule encore plus approchée que celle du général Poncelet, en
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ajoutant le double de Taire des trapèzes extérieurs à la somme des trapèzes intérieurs et en divisant par 3 le résultat.
273. Application à Pétude des séries. — Les formules de quadrature des surfaces planes permettent de s'assurer facilement dans certains cas de la convergence ou de la divergence d'une série.
Supposons une série algébrique u^ u^ u^..,u^k termes positifs
et dont le terme général u^ ait pour expression ç (n) ; supposons également que la fonction ^[n) aille en décroissant d'une manière continue , lorsque n croît depuis l'unité jus- —^ qu'à rinfini positif.
Considérons la courbe
les ordonnées de cette courbe qui correspondent aux abscisses entières 1,2,3.... n étant égales à Wg,i/,,M.,... w^, les différents termes de la série pourront être représentés par les surfaces des rectangles
::=4èL.
ii'aî %%'bZ 33'ci
etc.
ou par celles des rectangles
Oal'4
etc.
égaux aux précédents.
En sorte que si Ton désigne par S la somme des termes de la série indéfiniment prolongée, on aura visiblement d*après la figure et en tenant compte des hypothèses admises :
S > / 9(x)dx > S — Uo,
et par conséquent la valeur S delà série, comprise entre Tinte
grale et Imtégrale augmentée de it^, sera finie ou infinie en iiiême temps que cette intégrale.
Appliquons cette règle à la série
j^ i- jj. -h 37 -t-...-;jji»
la fonction o (x) devient alors — et satisfait bien à la condition de
décroissance continue quand j? varie de 1 à + c». Si ji. ^ 1 on a
/•dx tri"!*
et Ton reconnaît d'après cette valeur que la série est convergente si '^ > 1, divergente dans le cas contraire.
Si }!.= 1, la série, qui devient la série A«rmontgtie, est diverj^ente puisque
Ces résultats concordent bien avec ceux que nous avons précédemment trouvés.
B. CUBATLRE DES VOLUMES
S74I. Formules s^nérales- — Coordonnées rectcmgu-' laires. — Les raisonnements à faire pour établir les formules de cubature des volumes sont très analogues à ceux qui nous ont servi pour la quadrature des surfaces.
Ainsi pour évaluer le volume compris à Tintérieur d'une ou plusieurs surfaces connues rapportées à trois axes rectangulaires', on considérera ce volume comme décomposé en parallélipipèdes rectangles infinitésimaux par des plans parallèles aux plans coordonnés et espacés entre eux de dx^dy^dz. Le volume d'un pareil parallélipipède sera :
dx dy dz.
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Groupant alors tous les parallélipipèdes qui se trouvent dar«
une même pile parallèle à l'un des axes, l'axe des z par exemple. on obtiendra le volume du prisme inRnitésimal z z qui sera
dx dy dz;
dx et dy étant constants dans cette intégration, elle s'effeclui^ immédiatement et donne
Ce premier résultat aurait pu s'obtenir directement sur la figure par l'évaluation du prisme infinitésimal dont la section droite est le rectangle da iy et la hauteur «„«, c'est-à-dire (s, — z^). L'expression précédente représente effectivement le volume de ce prisme en négligeant les volumes a 0 v i t ;,. "i^tïi^'i?!" q"' s**"' évidemment infiniment petils d'ordre supérieur.
On formera ensuite la somme de tous les prismes infinitésimaux analogues h. celui qu'on viem d'évaluer et qui se trouvent compris entre deux mémei
plans parallèles au plan ZOY par exemple. On aura pour cela à effectuer l'intégration de
{z^ — Zo) dx dy,
où 2, et z^ sont des fonctions connues de x et de y, en traitant dans cette intégration x Qi dx comme des constantes et intégrant en y depuis y^ jusqu'à y^^y^ et y^ étant les limites de y qui correspondent à la valeur x de l'abscisse, ou en d'autres termes les ordonnées du contour apparent horizontal de la surface. Le résultat de cette intégration
dx \.{z^ — z^)dyy
•/|ro
représentera le volume de la tranche infiniment mince comprise entre les deux plans correspondant aux abscisses a? et a? + dx.
Pour avoir le volume total cherché, il restera à faire lu somme de ces tranches depuis .t= a jusqu'à x = b ou en d'autres termes à intégrer le résultat précédent de a à &, a et h désignant les valeurs limites de x.
Donc en définitive
V= (dx r(r,-Zo)dy.
Mais on peut dire aussi que la valeur de V est l'intégrale triple
dx dy dz.
prise entre des limites convenables.
Il est évident d'ailleurs qu'on aurait pu intervertir les rôles arbitrairement attribués à chaque coordonnée, et intégrer par exemple d'abord par rapport à a?, puis par rapport à y, enfin par rapport à z. Le résultat doit être indépendant de Tordre dans lequel on effectue les intégrations.
2'7S. Coordonnées obliques. — Si les coordonnées étaient obliques, les calculs se feraient delà même manière avec cette seule différence que le volume du parallélipipède infinitésimal au lieu d'être dxdydz. deviendrait
K dx dy dz.
en désignant par K la quantité
Ki= ^1 — cos'a — co8'6 — cos'c + Scosa cosè cos c,
et par a, fc, c les angles que feraient entre eux les axes. Cette constante K sortant immédiatement des signes d'intégration, on aurait pour l'expression du volume
X dy dz.
SS70. Coordonnées polaires. — Les points de Tespace étant déterminés par Tangle 9 que fait la projection de leur rayon vecteur sur le plan XOY avec Taxe des Xj l'angle 6 que fait ce rayon avez Taxe OZ, enfin la longueur p de ce rayon, ou considère l'élément de volume ag^B a gY^' compris entre deux plans Zopj Zop formant entre eux Tangle différentiel rfç, deux cônes de révolution d'axe OZ ayant 0 et 0 + rfô pour angles au sommet, et enfin deux sphères de rayons Oa ou p et Oa' ou c + rfp.
Ce volume infinitésimal peut être remplacé en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur par un parallélipipède rec-
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rangle dont Tare «3 ou pdb, Tare ay ou p sin 0 rfç et enfin le segment aa' ou dp seraient les trois côtés. Ce volume sera donc
p' sin 0 dp dO df 9 f»t le volume total V sera Tintégrale triple
f ' sin 0 dp dO d9,
prise entre des limites convenables.
A chaque intégration, les limites introduites dans le résultat T^e trouveront fonctions des variables relativement auxquelles rint^gration reste à faire.
Comme dans le cas des coordonnées rectilignes, la première intégrât ion pourra toujours s'effectuer indépendamment de
l'équation spéciale de la surface limitant le volume. Par exemple ♦»a choisissant la variable p pour cette première intégration on obtiendra
** sinO dO d(f.
pour le volume du tronc de cône infinitésimal correspondant. Il restera ensuite à faire rintégration double
où p, et po sont des fonctions de 0 et de 9 connues par \^^ équations des surfaces limites.
2Î77. AppUcatioiui. — a. Volume du paraboloïde.—^^A
l'équation d'un parabololde tangent au plan XOY à Torigine et renfermant OX et OY comme génératrices.
Il est facile de voir que les plans ZOX, ZOY sont ses deux plans directeurs et qu'en conséquence les sections par des phu^ parallèles à ces deux directions sont des droites comme l'indique la figure ci-dessous.
Cherchons à évaluer le volume Obcc'a compris entre le pbn
horizontal XOY, la surface et les plans verticaux ècc', acc\ Nous avons à intégrer
z dxdy^
car dans le cas actuel {x^ — z^) devient la hauteur z de la surface.
L'intégration en y devra se faire entre les limites zéro et b et donne
La dernière intégration, celle par rapport à Xy doit se faire de zéro à a et Ton obtient enfin
Si Ton désigne par c la hauteur ce' du point c, on a d'après Téquation du parabololde
ab
d'où
V = 7 abc.
Le volume cherché est le quart du parallélipipède rectangle Oac6 OVc'6'.
Proposons-nous en second lieu d'évaluer le volume analogue, mais limité par un cylindre de révolution d'axe OZ au lieu des plans verticaux occ', bec.
Soit aie rayon du cylindre : les limites des intégrations seront seules modifiées ; l'intégration en y par exemple se fera de zéro à
Vi = v^tt* — X*,
et donnera
d'où par une dernière intégration en a? effectuée de zéro à a
Jo 2fc jo 2fe '''' - lia; 8rL""8ïî*
h. Volume de Vellipsoïde. — L'élipsoïde étant :
pour évaluer le quart de son volume compri> dans le trièdre ZOXY.
on a à calculer rintêgrale triple
dx dy d:
entre des limites qui sont :
Pour la première intégration (en z) de zér»»
au s de Tellipsolde;
Pour la seconde intégration (en y) de zéro à Vy de l'ellipse Oaè;
Pour la troisième intégration (en x) de zéro à a. On partira donc de l'expression
l'intégration en y pourrait se faire sans difficulté : les limites
seraient zéro et 6 W 1 j ; enfin la dernière intégration en /
serait également praticable.
Mais on arrive plus rapidement au résultat en profitant de ce
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que les sections planes de la surface sont des ellipses dont on peut évaluer directement la surface.
Coupons en effet par des plans parallèles au plan ZOY de manière à décomposer le volume total de l'ellipsoïde en tranches infiniment minces : chacune de ces tranches sera limitée par deux ellipses AEG,bed semblables à Tellipse de section principale ZOY, et son volume sera compris entre ceux des cylindres infiniment petits ABCD, abcd, ayant respectivement ces ellipses pour bases et Tépaisseur dx de la tranche pour hauteur.
Or, la différence entre ces deux cylindres étant un anneau du deuxième ordre de petitesse, on peut la négliger
et prendre pour lé volume dV de la tranche ellipsoïdale, celui du cylindre ABCD par exemple, c'est-à-dire Tzy^z^dx, y^ et z^ étant les axes de Tellipse AEC.
D'autre part les ellipses sections principales ZOX, YOX donnent
De sorte que
dy = r.bc(\^~\dx.
L'intégration est alors immédiate et, donne :
Y = î56c (*— Q— i) + constanlc.
Prenant l'intégrale entre — a et -f a on a :
V = ^nabc
pour le volume total de Tellipsoïde.
C. RECTIFICATION DES COURBES
1** Courbes planes.
27S. Formules s^nérales. — Si Téquation de courbure d'une courbe plane est connue, le problème de la recWf^cation de cette courbe est tout résolu, c'est-à-dire que TéquatiuD de courbure fournit immédiatement entre deux limites données la longueur de Tare correspondant de la courbe. Ainsi par
exemple, réquation de courbure de la chaînette étant(Sl80)
Tare mm sera égal à :
o(t««' — ig«);
l'équation de courbure delà cycloïde(S IW) étant :
« = 4 r(l— sm«\,
l'arc mm' aura pour valeur :
4r(sina — sins'].
Si l'équation différentielle de courbure était connue, comme dans le cas de la parabole, par exemple, où cette équation a la forme simple (§ 175).
sin'a
l'intégration de ds entre les limites voulues conduirait au résultat cherché f).
(*) Cette intégration^ dans le cas de la parabole^ se fera sans difficulté pv les formules établies au § 245 pour Tintégration générale de / sin* xdx*
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Si l'équation de la courbe plane est donnée en coordonnées rectilignes rectangulaires ou en coordonnées polaires, on aura recours aux formules :
ds = v'r* dw* -h dr^,
établies au § J 51 . On éliminera, au moyen de Téquation de la courbe Tune des deux variables, j? ou y en coordonnées rectilignes, r ou (D en coordonnées polaires et Ton fera la quadrature de la différentielle qui se trouvera exprimée alors en fonction de l'autre variable seulement.
2ir9. Applicatioiui. — a) Parabole, — L'équation de la parabole étant (1) y« = 2ax,
l'élimination de x dans la différentielle de Tare conduit à la relation
d« = - v'y' + a* dy, et
d'où
= 5/Vy' + a«di/.
L'intégration rentre dans le cas général d'un radical portant sur une expression du second degré (§ S4IO). Nous allons l'effectuer directement sur l'exemple actuel. On a, en intégrant par parties :
13) J ^-^Tir^dy^y ^yn^-fj~^>
l'intégrale du second membre peut s'écrire d'où en reportant dans (3)
^f^y* + a*dy = y^y\-^a^ +a«/^^=j,.
Or (S »4M>)
donc enfin
J ^JTTâ^^ '• ^^ "^ v'î^' + ^*^ + ^^"*^'
« = ^ V^F+âî + ? I. (y + slWTâ'') + const
Si Ton veut calculer Tare compris entre le sommet et le point
m d'ordonnée y^, par exemple, on prendra rintégrale entre les limites correspondantes;
la constante devra être égale à — ^-^, et
Ton aura
arc Om = î^iAÇI«! + ? ^ îiljLitojî!.
sa z n
b) Ellipse. — L'ellipse rapportée à ses axes peut être représentée par le système des deux équations ;
X = a sin 9« y =: b ces 9,
où la variable auxiliaire ç représente Tangle que fait avec Taxe
OB le rayon OM allant du centre au point M du cercle rabattu, dont le point m de Tellipse peut être considéré comme la projection (*).
En exprimant l'arc ds au moyen de cette variable auxiliaire, on trouve (à cause de c'=a* — 6*),
d'où
ds = v/a' — c* sin* 9 d^ ,
= a / Wl — ^sin*9 d9 = a / v^l — A« sin*9d9,
en désignant par k le rapport -, qui est dit V excentricité de l'ellipse.
(*) L*angle MOA complément de 9 est désigné en astronomie sous le 000 d*anomalt6 excentrique.
Nous retrouvons ainsi Tintégrale elliptique de seconde espèce E(ç) définie au (S »43).
Sa valeur peut s'obtenir sans difficulté au moyen de Tintégration par les séries.
On a par le développement du binôme, applicable dans ce cas, puisque k sin ^ est plus petit que Tunité
0 — /t« 8in«9) « == 1 - i fc« sin« 9 - s^j A* sin* 9 — sî^ fe« sin« <p — ... ,
d'où
Chacune des intégrales qui entrent dans les termes du développement peut être calculée facilement d'après les formules du [S 2415), et la fonction elliptique de seconde espèce se trouve ainsi exprimée par une série.
Cette série d'ailleurs est toujours convergente, ainsi que le développement dont elle est déduite, car on verra plus loin (S #889) que
isin'çrfç représente une surface d'autant plus petite que p
est plus grand, et d'autre part le facteur k est toujours infé-
rieur à l'unité : pour cette double raison le caractère ""*"^ indi-
que toujours la convergence.
Lorsqu'on intègre entre les limites o et ^, on obtient Yinté'
grale elliptique complète E^, qui représente la longueur du quadrant d'ellipse. En se reportant à la valeur de l'intégrale définie
sin'P9d?=*-^-^'"<^P^*'>, 0 ^ ^ 2.4.6... 2p 2
qiie nous établirons au § S89, on reconnaît que :
La rectification de l'hyperbole s'effectue par un calcul tout analogue au précédent et conduit également aux fonctions elliptiques.
c) Lemniscate. — La lemniscate est le lieu des points tels que
le produit de leurs distances à deux points fixes, F et F, est constant et égal au carré de la demi distance OF de ces deux points.
La courbe présente la forme d'un huit , comme l'in-
dique la figure.
La relation
FM. FM' = 0F
conduit d'ailleurs facilement à l'équation de la courbe en coordonnées polaires.
On trouve, en désignant par a, la distance OF.
psrav^v'cos 2w (*).
En appliquant à cette équation la formule de rectification relative aux coordonnées polaires, on a :
a v^ dbi
ds =
d'où
V^cos 2w ~v^l — 2sin*a)'
'^''^fy/l-isin^o.-
L'arc de lemniscate s'exprime donc par l'intégrale elliptique de première espèce et de module égal à v'2.
(*) On reconnatt immédiatement sur cette équation que la lemniscate esl la transformée par rayons vecteurs réciproques de Thyperbole équilatére
pvcos2u> = — ;=.
d) Cycloïde. — Les équations de la cycloïde étant
on en déduit
par suite :
d'où
et,
x=za(u — sinu), y = a(l — cosu),
dx = a (1 —cosu) du, dy = asinudu,
ds* =r 2 a* (i — cos u) du*.
d8=2asin-udu,
8 = — 4aco8-u + constante.
Si Ton compte Tare à partir de l'origine 0 où u = o, on doit
remplacer par ia la constante, et alors
arcOm = 4a (i — cos^u j-
L'arc total 00' s'obtient en faisant u =^2% et est égal à 8a, ainsi que nous l'avons déjà reconnu par la considération de la développée.
e) Cycloïdes allongées et raccourcies, — Si dans le roulement
du cercle mobile on considère non plus un point de la circonférence mobile, mais un point situé à Tintérieur ou à l'extérieur de cette circonférence, ce point décrira une courbe qui reçoit le nom de cycloïde raccourcie dans le premier cas, et de cycloïde allongée dans le second. Ces courbes affectent les formes indiquées sur la figure ci-contre, et si Ton désigne par b la distance du point décrivant au centre C, leur équation commune, qui s'établit delà même manière que celle de la cycloïde, sera :
x = au — & sin u, y = a — bcosu,
en désignant toujours par a le rayon du cercle qui roule. L'arc de ces courbes sera donc
et la symétrie de cette expression par rapport aux deux lettres
aetbj conduit au théorème suivant dû à Pascal :
Si Von considère deux cercles concentriques A. et B et qu'on les fasse rouler successivement sur une droite, la cycloïde allongée décrite par un point m' du cercle B dans le roulement du cercle A et la cycloïde raccourcie décrite par un point m du cercle A dans le roulement du cercle B ont des arcs égaux
entre des points correspondants à des angles de roulemeni
égaux.
2** Courbes gauches.
SSSO. Formules s^nérales. — Les formules générales relatives aux courbes gauches s'établissent aussi facilement que celles qui se rapportent au cas des courbes planes. En coordonnées rectangulaires, par exemple, on aura :
ds = ^dx" + dy* H- dz*,
etj réquation de la courbe donnant y et 5 en fonction de x, on sera conduit à une expression de la forme :
«= / V'i +l?(x.l]« + [4.(x)]«dx.
Il sera plus commode dans certains cas d'exprimer la différentielle de l'arc en fonction d'une variable auxiliaire autre que a?, y ou z. Ainsi, dans le cas de l'hélice, en se reportant aux formules du S 18*7, on trouve :
ds* = a« (1 + K«) dw», d'où
« = a V 1 + K* a> + conslaDte, résultat facile à vérifier par le développement du cylindre.
D. QUADRATURE DES AIRES COURBES
SSl. Formules s^nérales. — Soit une portion de surface courbe terminée par un contour quelconque (*),*nous nommerons aire de cette surface la limite vers laquelle tend la surface d'un polyèdre infinitésimal dont tous les sommets sont situés sur la surface donnée qu'ils occupent entièrement; les facettes infiniment petites d'un pareil polyèdre seront triangulaires, et nous admettrons sans le démontrer que la somme des ah'es de ces facettes tend vers une limite A indépendante de la manière dont on en détermine les sommets.
(*) On peut toujours supposer la surface terminée par un contour, car s'il 8*agi8sait de la surface totale d^un corps, on pourrait la diviser en deux parties par une courbe arbitraire et évaluer séparément les deux parties.
Actuellement, décomposons en rectangles infinitésimaux par des parallèles à OX et OY la projection de la surface donnée sur le plan XOY, et prenons pour sommets du polyèdre infinitésimal
les points tels que abcd, qui ont pour projections horizontales les sommets a p yS des rectangles. Nous formerons ainsi les facettes triangulaires abc, adc, dont les surfaces seront :
abc =
cos<p
adc = — ^1 cosç
ç et 9' étant les angles des plan.s de ces facettes avec le plan horizontal.
Mais ces plans font avec le plan tangent en a des angles infinitésimaux, en sorte que si 6 est l'angle de ce plan tangent avec le plan horizontal, ç et 9' diJBfèrent de 6 par des quantités infiniment petites e et e'. Les relations précédentes peuvent donc s'écrire
abc =
«Pt «
^Pt
cos (0 + e) cos 0 cos e — sin 0 8in E
adc = ^^T = î!ï ,
cos (6 + ê'i cosOcose' — sinOsiDE''
oUj d'après le principe fondamental sur les infiniment petits.
abc adc
cosO* ""cosO'
doù
ahcd = ^^ = V* +p« + ^« dx dy,
p et q désignant comme à Tordinaîre les dérivées partielles dz dz dx dy
La zone infinitésimale comprise entre les plans verticaux parallèles à ZOY menés par les abscisses x et x -{- dx s'obtiendra en intégrant
V^i + p' H- q" dx dy.
par rapport à y entre les limites y^ et y, du contour de la projection horizontale. Ces limites y^ et y^ étant remplacées par leurs valeurs en a?, il restera une différentielle en x qu'il faudra intégrer à son tour entre les limites a et b. Donc, en définitive
A =^* dxj^' V^l + p« + q^ dy.
2S2. Application. — Aire de la sphère. — Comme application de la formule précédente, cherchons à évaluer Taire d'une sphère de rayon a.
On a
d'où
et
r r t—^~— C C cidxdy
Pour avoir Taire totale de la demi-sphère on définira Tintégrale générale de la manière suivante :
X+« r-hi dy
avec y^ = y^a* — iP*. L'intégration peut s'effectuer sans difficulté mais nous allons indiquer, à propos des surfaces de révolution un moyen beaucoup plus rapide de la faire.
Simplification des formules générales de cubature et de quadrature dans le cas des surfaces de révolution.
3S3. Dans le cas des surfaces de révolution, les formales de cubature et de quadrature se simplifient considérablement.
La surface peut être définie, en prenant son axe de révolution pour axe des jj, par une relation donnée entre le rayon x du parallèle et la hauteur s du centre ù) de ce parallèle ; cette relation
n'est autre que Téquation de la courbe méridienne située dans le plan ZOX.
Gela posé, le volume compris entre deux plans perpendiculaires à Taxe peut être décomposé en tranches infiniment minces
iiî
par des plans perpendiculaires à Taxe, et chaque tranche peut être remplacée par un cylindre ayant un parallèle pour base et dz pour hauteur ; les volumes que Ion néglige ainsi sont évidemment des infiniment petits d'ordre supérieur.
Le volume total est donné alors par Tintégrale simple
V=y«r«dz = i:J[(9{z)]«dz,
convenablement limitée.
La surface correspondante étant décomposée en tranches de la même manière , chaque tranche peut être remplacée par la surface d'un tronc de cône infiniment mince limité aux deux parallèles qui comprennent cette tranche. Cette dernière surface, produit de la demi-somme des circonférences de base par Vapothème, est égale à :
3ï[x + (x -f dx)]mm' = %nxmm\
en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur, ou, à cause de
'ti
mm = dx» + dz*,
ÎTW v^dx«+d?.
La surface cherchée s'obtiendra donc en définitive par l'intégrale simple
= iK j x^d
x« + dz*.
convenablement limitée, oii x et dx doivent être remplacés par leurs valeurs ç(j) et (f'{z)dz.
t6S4k. Appllcatton au cas d'une tranche et d'une zone spbértque. — Supposons qu'on veuille évaluer le volume
de la tranche de sphère comprise entre les plans s = c. s = d. Le méridien de la sphère étant
on aura :
= no* (d C) 7Z
si Ton fait c = — a,d = a, on obtient le volume total de la sphère
rTlCa**
La zone correspondante aura pour surface :
= 2;ca(z)^ =2;5a(d — c).
Pour c= — a, d = a, on obtient la surface totale de la sphère : 4::^*.
». Bxemple remarquable de Fenàplot d^unefbrnàule de cubature pour la détermination d'une Intégrale définie. — Soit proposé de calculer l'intégrale définie.
U= r*e-*'dx.
Considérons la surface :
7 e(r2+yV
elle est de révolution autour de OZ et donne dans le plan ZOX
dz pour a?=0: 2 = let;T- = 0et pour a? = co, z = 0.
La courbe méridienne doit donc affecter la forme indiquée sur la figure ci-dessous.
Cherchons à évaluer le volume total V compris dans le trièdre 0(X YZ) entre le plan XO Y et la surface, nous aurons en coordonnées rectangulaires :
V = Pdx rzdy z=r dxT e"-^'*+«^dy,
' e-'*dx / e->'dy, 0 «/o
= / e -" Udx.
Mais U est une quantité constante que Ton peut faire sortir du signe d'intégration, donc en définitive :
e-*« dx = U«,
Evaluons le même volume d'une autre manière, en le décomposant en tranches annulaires au moyen de cylindres concentriques à l'axe OZ et désignons par r le rayon de l'un de ces cylindres.
Nous aurons ainsi :
car j5 = e
-ri
Donc d'où par comparaison avec la valeur précédente :
On pourrait faire à cette démonstration Tobjection suivante : En effectuant parallèlement les deux intégrations, on les limite d'abord, la seconde au rayon R par exemple, la première aux valeurs rr = R, y = R, les deux volumes que Ton trouvera ainsi différeront évidemment par la portion du volume correspondant en projection horizontale à la surface ombrée de la figure.
En faisant tendre ensuite R vers Tinfini, on obtient les deux
limite U* et jque nous avons égalées, mais qui semblent devoir
différer par la limite du volume négligé qu'on vient de mentionner.
Mais il est facile de reconnaître que cette limite est zéro. Ed effet, le volume en question est moindre que celui correspondant à la surface annulaire comprise entre le cercle de rayon R
et celui de rayon Rv^2, qui passe au sommet K du rectangle. Or. cette dernière surface est
e-'*rdr,
OU
e'-ne-'^- =
c'est-à-dire zéro à la limite, lorsque R devient infini.
EN SÉRIES
Théorèmes de Cauchy et de La/urent.
2SO. Théorème de Cauehy. — L*étude des intégrales géométriques conduit à la démonstration de deux théorèmes importants sur le développement des fonctions en séries.
Supposons d'abord qu'une fonction géométrique ç(v) reste finie continue et monodrome pour toutes les valeurs de v prises à l'intérieur d'un cercle de rayon R et de centre a :
cela revient à dire que pour
toute valeur de v prise dans . .
le cercle, la fonction ç(r) al 1 /
une valeur finie unique, ainsi
que sa dérivée ç'(i;) (car si
cette dérivée devenait infinie
en un certain point, lorsque
la variable franchirait ce
point en variant d'une façon continue, la fonction éprouverait une discontinuité dans sa variation). Soient à' l'intérieur du cercle un point v que nous supposerons
fixe pour le moment, et, un autre point z de position variable. La fonction
sera finie continue, et monodrome pour toutes les positions possibles de s, car d'après les hypothèses faites sur la fonction 9,
son numérateur jouira de ces propriétés et son dénominateur ne s'annulera que pour la valeur s = v qui rend F (s) égal à <f'[v]. Par conséquent l'intégrale
prise tout le long du cercle R sera nulle (§ S59), c'est-à-dire que l'on aura :
Jkz^v Jkz — v 'Jkz^-v
mais
Jkz — v donc enfin
(1) 9(v) = ^. f-^^dz,
L'intégrale du second membre peut s'écrire :
2«i / z — a z — V 2ki f z — a . v — a ' Jr Jk i
et comme le module de z — a est constamment supérieur à celui de i; — a, lorsque z se déplace sur le cercle, la fraction — j
pourra se développer suivant la progression géométrique convergente
Substituons à la fraction ce développement et décomposons l'intégrale en la somme de ses parties, en posant pour simplifier
A - J- r 9(2) dz
l'équation (1) deviendra :
(2) ç(u) = Ae + At{t3— a) + A,(o— a)« + A,(o--a)' + ...
Elle donne ainsi le développement de
tp(u) = ?[a + (o— a)],
suivant les puissances de Taccroissement {v — a) attribué à la variable.
Cne fois ce développement établi, il est facile d'obtenir pour la valeur des coefficients A^, Aj, A,... des expressions plus simples.
En faisant en effet v = a dans Téquation (2) et dans celles qu'on en déduit par des dérivations successives relativement à la lettre a, on trouve
Aç = ?(a),
et en général
. L'équation (2) peut donc s'écrire :
C'est dans cette équation que consiste le théorème de Gauchy, qui n'est, on le voit, qu'une généralisation de celui de Taylor, ou bien encore de celui de Maclaurin, si Ton suppose a = o, c'està-dire le point a coïncidant avec l'origine.
La démonstration même par laquelle le théorème de Gauchy vient d'être établi, montre que le développement est applicable à toute valeur de v tombant à l'intérieur d'un cercle satisfaisant aux conditions admises. La plus grande valeur qu'on pourra attribuer au rayon R de ce cercle, sera la distance du point a
au poînt critique le plus rapproché ; le cercle ainsi obtenu, a été nommé pour cette raison, cercle de convergence.
En appliquant le théorème de Gauchy au cas des fonction? réelles, on peut en déduire une détermination des limites de convergence des développements de Taylor et de Maclaurin.
Supposons par exemple qu'on ait développé d'après la formule
de Maclaurin la fonction — — r» Remplaçons la variable, réelle i
par la variable géométrique v, et déterminons le rayon du cercle de convergence de la fonction
«»' — 1 en prenant Torigine pour centre {*).
Gela revient à chercher parmi les valeurs de t; qui rendent infini ou son inverse égal à zéro, celle qui pré-
sente le plus petit module. On reconnaît immédiatement que
cette valeur est
dont le module est Sx. Le développement de Gauchy est donc applicable pour toute valeur de v de module inférieur à 2-, et il en résulte comme cas particulier que le développement de Mac-
laurin est applicable à la fonction -;j — 7 pour toute valeur de i
inférieure à 2z en valeur absolue.
Mais il est essentiel d'observer que l'application de cette règle doit être exclusivement limitée aux fonctions réelles monodromes.
(*) On doit observer qurt la fonction ne cesse pas d'être continue quand la
variable s'annule, car pour 13=0 on a, d'après la règle sur rindétermination :
2S7. Théorème de l«aurent. — Supposons actuellement que la fonction (p(r), toujours monodrome, ne remplisse les conditions de la démonstration précédente que pour les valeurs de V tombant à l'intérieur d'une couronne comprise entre ^eux cercliBS de centre a et de rayons R et r.
Les mêmes conditions se trouve- , ., y ..
ront remplies dans la même région il II / )i
par la fonction
ïi±Z,îM = Y(z) z — V ^
et l'intégrale définie
F(z)dzi
prise le long d'un contour tel que mnpqstm sera encore égale à zéro. Mais les deux intégrales suivant pq et tm se détruisent et les cercles étant parcourus l'un dans le sens direct, l'autre dans le sens rétrograde, on a en définitive :
i^'^'^''=fr^^^'^'
Zt
c'est-à-dire :
or
'*'>©z-" ^^^Jr-Qz-v JrIQ Z-V JrQ z-v'
et
/oi^=['-^'-''i©=°-
Donc enfin
2«?(«) - jjQ ■j=r^ -j^Q Tii:^-
OU en développant les intégrales comme au parajgraphe précédent
Les deux développements sont convergents; leurs modules forment en effet deux progressions géométriques convergentes, puisque le module de {v — a), est toujours inférieur àc^lui de {z — a) pour la première intégrale, tandis qu'il lui est toujours supérieur pour la seconde.
Posons pour toute valeur positive de p
. _± r 9(^)dz
et pour toute valeur négative de la même lettre
^'-^érjr^^''^^'-''^''^"
En portant ces valeurs dans Téquation (5) nous obtiendrons le développement de Laurent.
(6) ? (u) = Ao + Al (t) — a) + A, ^v — a)« + ...
Ce développement se réduit à celui de Cauchy lorsque le cercle de rayon r ne renferme aucun point de discontinuité de la fonction ^{z), car alors l'intégrale
devient égale à zéro.
Dans le cas général, le théorème de Laurent fournit le développement d*une fonction (p (v) = ç [a + {v — a)] par rapport aux
puissances positives et négatives de Taccroissement (v— »; donné à la variable*
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2SS. C^onséquenee des théorèmes précédents.
— Une propriété importante des fonctions monodromes que nous avons énoncée sans la démontrer (§ 125), résulte comme conséquence immédiate du premier des théorèmes précédents. En effet, si une fonction f{v) s'annule pour v = a en restant finie, continue et monodrome aux environs de ce point, elle sera développable d après le théorème de Cauchy pour toutes les valeurs de v voisines de a, et pourra se mettre sous la forme
puisque f{à) est nul par hypothèse. Soit /'"'(a) la première dérivée de /", qui ne s*annule pas pour t; = a, on aura
cest-à-dire
en désignant par m un nombre entier positif et par ç{v) une fonction continue et monodrome aux environs du point a et qui ne s'annule pas en ce point. C'est précisément le résultat que nous avons énoncé au S 125.
B. FORMULE DE WALLIS
. Considérons la relation / sin"»xd3C = — sîn"»-*xcosx + (m — i) / sin'""*xdx
précédemment établie pour l'intégration de / sin* x dx. Appli-
quons cette équation entre les limites 0 et ^- , le terme intégré s'annule, et il reste :
m Ç 8în*x dx = (m — 1) / sin~-* x dx.
d'où
Désignons, pour simplifier les écritures, par V«, V,_,, etc.les
intégrales définies / sin^xrfj-, ( aia'~* xdr, etc.. La relation (1) devient ;
Si m est pair, égal à 2» par exemple, l'application réitérée de cette formule conduira à
n — Ils
"2.1.6... 8n Jt 2.4.6... 2n
mais si m est impair et égal à. in ■}• i , on trouvera :
**•+'" 1.3.6... (2-i + lU
Or, si nous considérons la courbe
y = ain'i,
dont Vp représente la surface entre les ordonnées r = 0 et
iE='-, l'ordonnée de cette
2' Vi
courbe, toujours inférieure à
l'unité et variant de 0 à 1 , est
d'autant plus petite que p est
plus grand. Il en est donc de
même de la surface V^, et l'on
peut écrire par conséquent :
Vi,^,>Vta>Vfc.+,, c'est-à-dire
a.t.6... (an — 8) I.3.S... (2n— U n 2. 4.6... gn 1.3.6... I8n — 1) 2.4.6... 2n i 1.3.5... (8n + 1]'
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ou bien encore ;
[1.3.5... (in — 0]« ^2^ [1.3.5... (2n — lj]«(2n + 1)'
Mais à la limite, les deux quantités entre lesquelles ^ est
compris deviennent égales, car leur rapport
tend vers Tunité. Donc :
Cette relation connue sous le nom de formule de Wallis donne la valeur de x par un produit indéfini de facteurs.
C. TRANSCENDANTES EULÉRIENNES
200. Déflnitloii. — Legendre a donné le nom d'intégrales euUriennes de première et de seconde espèce aux deux intégrales définies
/jc^i (1 — x)«-« dx,
* e-* dx,
Ces deux intégrales définissent deux transcendantes nouvelles.
La première ne dépend évidemment que des lettres p eiq: on la représente par la notation B(/?, g).
La seconde est fonction de la lettre n seulement, et Ton est convenu de la désigner par V[n).
Les transcendantes eulériennes jouent un rôle important en analyse et jouissent de propriétés remarquables ; la démonstration de quelques-unes de ces propriétés nous fournira un utile exercice de calcul.
Transfonnatlon de Mntésrale de pr^mi^re
espèce. — Considérons l'intégrale de première espèce :
B(p,q) = / x'-*!! — x)«-*dx.
Il est d'abord facile de reconnaître la symétrie de cette intégrale relativement aux deux lettres p et q qu'elle renferme, car, si l'on remplace x par (1 — y), on trouve
Posons actuellement
et substituons à œ cette nouvelle variable, nous trouvons
mais à cause de la symétrie de B(/?,7) par rapport à p et à q on aura aussi :
et en ajoutant ces deux intégrales
Cette dernière égalité peut s'écrire, en coupant l'intégration en deux parties
(•) Cette intégrale est évidemment identique à / x«-* (1 — xj'^^dx, car le
changement de la lettre y dans la lettre x sous le signe / n'influe en rien sur
la valeur d'une intégrale définie, ainsi que nous Tavons obsen^é d^uoe façop générale (§ 948).
Mais si Ton fait s = - et si ron exprime en fonction de y la
seconde de ces deux intégrales, ce qui conduit à changer en 1 et 0 ses limites, elle devient
dy.
, (1 + y) *+«> ou
et l'on reconnaît ainsi qu'elle est identique à la première. Donc, enfin
(5) B:p,q)==| ^.j-^-^^^dz.
202. Expression de l^ntégrale de première espèce en fonction de celle de seconde espèce. — Les transformations que nous venons de faire subir à Tintégrale B(/?, q) conduisent à son expression au moyen d'intégrales de seconde espèce.
On a :
(6) / a^« e-»* doL = ^^
ainsi qu'on le vérifie aisément en posant 7lx=z. On en conclut :
D'autre part l'intégrale T'\(i) peut s'écrire
(7) r(g)=/ x^-^e-d.x=| ^>^^-^e «dx
Remplaçant sous le signe / , — par sa valeur précédente et
faisant sortir le facteur constant ctt-t des signes d'intégration.
on trouve :
et en intervertissant Tordre des intégrations :
r(p)r(q)= nï(^^^ r*x''+«-*e-*<»-H»)dxld«.
Posons actuellement
et substituons à x cette valeur dans l'intégrale en œ, il viendra:
Mais l'intégrale en z n'est autre que r(p + ç), et cette quantité indépendante de a peut sortir actuellement du premier signe d'intégration qui porte sur cette dernière lettre ; donc en définitive
r(p)r(9) = r(p+q)J jr:^^,da.
c'est-à-dire
en] se reportant à la forme donnée à l'intégrale B(/ï,î)p3f l'équation (4).
Propriétés de la transcendante eulérienne
r (n). ~ La relation que nous venons d'établir ramène l'étude des fonctions B(jp,?)à celle des fonctions F (n). Nous ne nous occuperons donc que de ces dernières et nous indiquerons quelques-unes de leurs propriétés principales.
Remarquons d'abord que l'intégrale qui sert à leur définition est finie et déterminée toutes les fois que n est positif.
En effet, pour ar=0, la quantité sous le signe / est nulle si
Il > 1 et si n est compris entre 0 et 1 elle devient infinie, mais sans rendre infinie l'intégrale (§ 251). Pour x variant de
0 à + oo, cette quantité reste constamment finie. Enfin, pour
j=Qo elle devient plus petite que toute puissance de - (*) et remplit par conséquent la condition nécessaire (S 2S2) pour qu'une intégrale soit finie lorsque le champ d'intégration s'étend à l'infini. L'intégrale peut donc servir à définir la fonction T[n) pour toute valeur positive de n. La propriété fondamentale que nous allons démontrer permet de compléter cette définition pour les valeurs négatives de la variable.
Intégrons par parties / x^e^'âx : nous trouvons c'est-à-dire, la quantité entre crochets étant nulle,
(ii) r(n + i) = nr(n),
relation applicable, d'après les remarques précédentes, de n=0 àn = oo.
En particulier pour les valeurs entières de n, l'application réitérée de cette relation conduit à :
(12) r(n + 1) = 1.8.3.. nr(l) = 1.2.3... n.
car
^X'^'^'^^-Ho^^-
On voit qu'en définitive pour toute valeur positive et entière
n En effet, /^^^' = quantité dont la limite est zéro, quel que
soit p, comme on Ta observé au § 70.
de la variable, la fonction se réduit au produit des nombres naturels.
Si n est fractionnaire, l'application de la formule permet toujours de ramener le calcul de r(n) à des valeurs de n comprises entre 0 et 1 .
Enfin si n devient nul, la relation
applicable quel que petit que soit e, donne à la limite
r(0) = mi=c..
Dans le cas de n négatif, c'est l'équation (11) qui sert à la définition même de la transcendante.
Elle montre immédiatement que r(n) est infini pour toute valeur négative et entière de n, puisque par exemple
etc.
Elle ramène enfin le calcul de r(n) pour les valeurs de n négatives et fractionnaires de la variable, au calcul de cette même fonction pour n compris entre 0 et + 1.
Ainsi, par exemple :
K-^)=(-A)-H)=(-è)(-l)KD-
La transcendante F est ainsi complètement définie et Ton saura la calculer pour toute valeur réelle de la variable lorsqu'on l'aura calculée pour les valeurs de n comprises entre 0 et + 1.
Ce champ d'étude peut être encore réduit, grâce à la propriété suivante.
Appliquons la relation
au cas où p-\-q=^i : nous trouvons d'après la formule (3)
or cette dernière intégrale, pourp compris entre 0 et 1, est Donc pour toute valeur de p comprise entre 0 et 1
smpTc
et par conséquent, si Ton connaît les valeurs de la transcendante r pour jo compris entre 0 et ^ on en déduira immédiatement celles qui répondent à des valeurs de p comprises entre ^etl.
En particulier pour p= « la formule (13) donne d'où
0 Cette valeur de r(-j peut se déduire dun résultat précédemment obtenu.
En effet,
ou en posant x = z'
et nous avons trouvé (§ 8d5)
Nous signalerons enfin, sans la démontrer, la relation suivante, donnée pour la première fois par Euler :
La représentation géométrique de la transcendante r, entre les valeurs 0 et + 00 de la variable, conduit à une courbe affectant la forme ci-contre : F est infini pour n = 0; il est égal à 1 pour n = l et n = 2 et passe dans rintervalle pour un minimum ; enfin il redevient infini lorsque n= + ^^-
D. FONCTIONS ELLIPTIQUES
294. Déflnltions et notations. — Nous avons défini (S 243) les trois intégrales elliptiques de première, de seconde et de troisième espèce.
Considérons en particulier l'intégrale de première espèce.
Les deux fonctions directe et inverse U et V qui sont définies par Téquation
se trouvent déterminées comme les fonctions
U = Ï.V U=arctgV U = arcsinV, et leurs inverses
V = eU V = tg U y = sin U, peuvent Têtre par les intégrales correspondantes :
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Posons comme au S
V = sin 9,
et soit * la valeur de 9 correspondant à V. la liaison (I) s'écrira :
la variable auxiliaire ainsi introduite comme intermédiaire entre U et V, se nomme, d'après Jacobi, Y amplitude de U ; réciproquement U est dit Yargument de $ et la liaison entre ces deux variables s'exprime en écrivant :
^ = am. U, U = arg. am. *.
Quant à la variable V, elle est le sinus de l'amplitude de U^ et Ton écrit :
Y = sin am, U,
ou
V = SnU,
si l'on adopte, comme nous le ferons dans la suite, les notations simplifiées introduites par Gudermann.
En dehors de la fonction Y que nous venons de définir, il est naturel de considérer aussi les autres fonctions trigonométriques de $, par exemple :
ces 4» que Ton noiera CnU el qui est égal à v^l — Sn*U,
♦ A ^ tî SnU- SnU tg * » TnU » 77-73 = -==
CnU v^rrsnUJ
Enfin l'expression
V^l— A* sin* * = v^i — /i«Sn«U,
que nous avons représentée par Aç, constitue avec la notation
dnU, une quatrième fonction elliptique.
Toutes ces transcendantes, qui dérivent de l'intégrale elliptique de première espèce, s'expriment très simplement, comme on voit, en fonction de. Tune d'elle, Sn U par exemple.
Lorsque le module k s'annule, l'amplitude ^ devient égale à l'argument U, et par suite, les trois premières fonctions elliptiques se réduisent aux fonctions circulaires
sinU, cosU, tg U,
et la dernière devient Tunité.
Quand le module k prend la valeur + 1 1 les trois premières fonctions deviennent les fonctions hyperboliques qui sont les analogues dans Thyperbole équilatère des fonctions circulaires dans le cercle.
SOS. Étude de la fonction BnIJf. — Nous avons déjà démontré (S 266) que la fonction SnU était doublement périodique^ c'est-à-dire qu'elle reprenait la même valeur lorsqu'on augmentait sa variable U des multiples de deux quantités donuéeî^.
Les deux périodes de SnU sont 4 K et 2 K'i, en représentant parK et K' les intégrales rectilignes complètes
j« + Vil -c'ju -**»*)
relatives aux modules complémentaires A et k', liés entre eaî par la -condition
La double périodicité de la fonction SnU s'exprime en écrivant :
SniU + 4mK + 2aiK') = SnU O,
Etudions actuellement la marche simultanée des deux variables U et V qui sont fonctions Tune de l'autre par la relation (1).
Pour cela, nous déplacerons successivement la limite V sur une série de droites telles que OR issues de l'origine et faisant avec OX un angle variable a, et nous pourrons nous borner à considérer les valeurs de U fournies par l'in-
tégrale rectiligne / , puisque
les autres valeurs obtenues
par des courbes d'intégration
quelconques ne diffèrent de celles ci que par un nombre entier de
périodes.
La valeur de U partira donc de zéro avec V, mais elle sera susceptible de deux déterminations U et U' égales et de signes contraires, selon le signe qu'on attribuera à la
dérivée
Nous adopterons la détermination U qui correspond pour Y = o à la valeur + 1 de cette dérivée.
Représentons pour simplifier, comme au S 20G, par re*», rV'S r'e^^ST^V* les quantités (v— 1), {v+l), {kv—l), {kv+l), et par p le module de v, l'intégrale se mettra sous la forme
'ly
(rr' r" r'") î
-dp .
(*) Observons que d'après la définition de K et de K'
SnK = 1
Sn(R+iK')=^
Le choix que nous venons de faire dans la détermination de U revient à prendre z(^ro pour les valeurs initiales de 0' et H'' ^ et — -;: pour celles de 0 et 6".
Gela posé, faisons suivre d'abord à Y la direction OX en ayant soin d'éviter les points critiques + 1 et + r par des contours infiniment petits décrits au-dessus de Taxe.
Lorsque Y se transporte de 0 à + 1, les éléments de l'intégrale sont tous dirigés suivant OX, car ils ont constamment pour argument
c'est-à-dire zéro. L'intégrale U va donc en croissant dans la direction OX et elle atteint pour Y = i la valeur + K. La rotation de V autour du point -fl n'augmente l'intégrale que d'une quantité négligeable (S 266;, mais elle diminue de r, Tar-
— ^'""^^ guraent 6 du facteur jy**,
: + y^ ^' par suite elle augmente
TU
de ^ celui de la diffêreii-
tielle qui se trouve dès lors dirigée suivant OY et qui conservt^ cette direction pour tous les éléments de l'intégrale compris entre
V = i et r = 7-
L'intégrale s'augmente ainsi de la valeur K' dans la direction OY.
La rotation de Y autour du point + t- a un effet tout analogue
à celui de la rotation autour de -|- 1 : elle diminue de t. l'argument de i-^'e'''' et augmente de nouveau de ^ celui de la différen-
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licUe qui prend à ce moment la direction OX'. L'extrémité de U décrit donc la parallèle K'K" à l'axe OX et elle aboutit finalement au point K'' sur OY, car en substituant à r la nouvelle variable w telle que
kw
on trouve pour la valeur absolue de l'intégrale entre + r^t + cy-'
c'est-à-dire K.
En résumé, quand V parcourt l'axe OX suivant le trait ponctué, r décrit la ligne brisée OKK'K" marquée en gros trait plein sur la ligure.
Actuellement, faisons parcourir à V une droite OU quelconque. \\ e^it facile de reconnaître d'abord que la courbe décrite par U part de 0 pour aboutir en K".
En effet, si nous traçons un arc de cercle quelconque V,V entre l'axe OX et la droite OR, le contour OV,V ne renfermant .UK'un point critique, on a :
Mais lorsque V s'éloigne à l'infini sur OU, on vérifie sans diffi-
culte que Tintégrale circulaire devient nulle, donc l'intégrale de zéro à l'infini suivant une droite quelconque est toujours égale à celle prise suivant OX, c'est-à-dire à OK".
De plus, la différentielle donne par sa direction celle de l'élément de courbe U, et comme l'argument de cette différentielle part de la valeur x pour t; = o et atteint la valeur — a pour 15 = co (*), on voit que la tangente à la courbe U en 0 est la droite OR elle-même et que [celle en K" est symétrique de la première par rapport aux axes.
Déplaçons actuellement la limite Y à partir d'une situation
prise sur OR en lui faisant YI parcourir sur le cercle V,\
un arc infiniment petit Y\' j^* de manière à la transpor-
ter sur une autre droite OR'. L'extrémité correspondante de U subira un déplacement infinitésimal
UU' faisant l'angle + ^ avec
la direction de la courbe (Uj que U aurait continuée à suivre si V avait continué à se déplacer sur OR.
Les différents points de la courbe U' correspondant à la droite OR' pouvant tous se déduire de ceux de la courbe U d'une manière analogue, on voit que la courbe D' ne peut couper la courbe U et qu'elle s'obtient par une déformation infiniment petite qui transporte cette dernière vers Taxe OY. Il suit de là quejlorsque la droite OR parcourt le quadrant XOY, la courbe U balaie tout l'intérieur du rectangle pour passer de la ligne brisée initiale OKK'K" à la ligne droite finale OK" qu'on obtient ' lorsque Y décrit OY, parce qu'alors la somme (6 + ^' + ô'^^ ©'"jetant constamment nulle par raison de symétrie, l'argument de ladiffé-
rentielle est constamment égal à a, c'est-à-dire à ^.
I*) Puisque 0, 0', 0" 0'" deviennent tous égaux à a à la limite.
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Si Ton fait mouvoir la droite OR dans les trois autres angles des coordonnées, la courbe (U) balaie successivement chacun des trois rectangles OHLK", OHH'H", OKMH" égaux à OKK'K" et symétriques de celui-ci par rapport aux axes et au centre. Ainsi lors-
ff"
que V occupe successivement toutes les positions possibles dans le plan, l'extrémité de U coïncide successivement et une fois seulement (*) avec tous les points du rectangle K'LH'M, ayant 0 pour centre et 2K, 2K' pour côtés.
Quant aux autres valeurs de l'intégrale correspondant à une même valeur de V, elles s'obtiennent conmie on l'a vu, en^'ajoutant au chemin d'intégration un certain nombre de périodes.
L'intégrale U prend ainsi des valeurs de la forme
ou
U + 2mK + 2nK',
— U + 2ni K + 2n K',
selon que m est pair ou impair. A la première hypothèse correspondent les points U des rectangles ombrés de la figure; à la seconde les points U' des rectangles laissés en blanc, et Ton voit que lorsque V décrit le plan, chacune de ces valeurs de U reste
(*) Sauf toutefois pour les points K" et H" qui correspondent aux modules inBnis de V.
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dans le rectangle auquel elle appai'tient et en occupe successivempiit et une seule fois tous les points.
On reconnaît ainsi que la fonction V ou SnU est monodi-ome. o'est-à dire qu'à une valeur donnée de U correspond une valeur
unique de SnU, sauf toutefois pour les valeurs de U qui rendent SdU infini.
Il résulte aussi de l'étude que nous venons de faire que 1* fonction SnU est impaire, c'est-à-dire qu'elle change de sigae avec la variable. En effet, on a vu que si Vsechangeait en— V,l se transformait en — U. donc :
Sn(-L") = — SnU.
290. Dérivées de« fonctlona elliptiques. — Lesil'rivées des fonctions elliptiques s'obtiennent sans difficult''. On a:
dSnU _ <^sin* rf* _ AË*_r IT lî dU ~ d* (JU ~ *^"^ ((U ~ dlj '
or
^ = v'i — A»sin'* = di] l] , donc enfin (1) iilï = CnUd„U,
de même
(2) î^ = -SnUdnU,
SnU CnUdSnU-SnUdCnU dTnU dCnU dU dnU
dU dU (.CuUy* (CnU)*
à cause de
Sn'U + Cn»U = l.
Toutes ces formules présentent une analogie visible avec celles qui ont été établies pour les fonctions circulaires auxquelles les fonctions elliptiques se réduisent d'ailleurs lorsque le module k devient égal à zéro.
207. Addition des arsuments t formule Ibndamentale. — Si Ton prenait comme définition de la fonction Y== sin U la relation
on pourrait en déduire directement la formule qui donne sin (U + U'), en fonction des sinus et cosinus de U et de U'. En effet, si dans l'expression
on faisait varier U et U', et par conséquent aussi V et Y, «n laissant (U + U') constant, on aurait entre les limites V et V et leurs diflférentielles la condition
dV dY
qui résulte de la règle de différentiation d'une intégrale par rapport à Tune de ses limites.
Cette relation s'intègre facilement au moyen d'une variable auxiliaire t, en posant
dY dY
d'où
et par différentiation
dp ~ ' " ' \'i
la combinaison de ces deux équations fournit Téquation .
qui s'intègre immédiatement et donne :
(6) V ^' - V |y = constante,
c'est-à-dire à cause des valeurs de -r- —
dt dt
(7) Vv^l — V* + VVi — V' = W,
en désignant par W le sinus de (U + U'), car pour V'=0. V devient égal à W.
Cette équation peut s'écrire :
(8) sinUcosU' + sinU'cosU = sin(U+U'); c'est la formule fondamentale de la trigonométrie.
Une marche analogue conduit pour les fonctions elliptiques à la formule fondamentale relative à l'addition des arguments.
Nous adopterons pour ce calcul la méthode d'intégration suivante due à M. Darboux.
La relation (2) ci-dessus se trouve remplacée par la suivante ;
dV dv;
L'introduction de la variable auxiliaire t conduit aui relations :
wv
d'où Ton déduit par différentiation :
(S = -V(l + fe«-2ft«V),
f ^= — V'(l + fe» — 2/j»V'») \ ai
La combinaison de ces deux équations donne :
I5'i V'^ - V ^ = 2/t* VV (V« - V'*).
D'autre part en multipliant respectivement par Y'* et V* les équations (3') élevées au carré et les retranchant ensuite on trouve :
Divisant membre à membre (5') et (5"), il vient :
rf'V d»V'
..,. , dr- "^ d/» 2ft«VV'
rS'-{'v)-
i-fttvîvt
Si Ton multiplie les deux membres de cette équation par
V -z V— r- , on les rend immédiatement intégrables, car les
al at
numérateurs deviennent les dérivées des dénominateurs; et en
effectuant Tintégration on trouve :
dV dV
c'est-à-dire à cause des valeurs (3')
(7') V ^/(l — V«)(i— A«V«) + V v^(1 -V'*)(l— /i*V'») = c(t — ft» V V'*).
Telle est la relation à laquelle doivent satisfaire Y et Y', c est-à-dire SnU et SnU' lorsque U + U' est constant. En particulier si Ton suppose U'=0 et par suite Y' = 0 et si Ion
désigne par W la valeur correspondante de V, c'est-à-dire Sn (U + U') on trouve c = W et Téquation (7') s*écrit :
(8') SnU'CnUdnU + SnUCnU'dQU' = Sn(U + U')(l — fe*SnUSa»U':, et l'on obtient ainsi la formule
c /i' . ivv SnUCnu'dnU' + SnU'CnUdnU ^°^^ ^")= l-ft«Sn«USn«U' '
exprimant la relation fondamentale que nous nous proposions d'établir.
2*^ PARTIE — THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIOiNS
DIFFÉRENTIELLES
. Après avoir traité la question des quadratures, la plus simple qui puisse se présenter dans l'étude du calcul intégral, abordons actuellement' des cas plus complexes.
Nous avons vu qu*on devait comprendre sous la dénomination irénf^rale adéquation différentielle toute liaison entre les différentielles bien définies de variables données, et par différentielles bien définies, nous entendons différentielles prises dans des hypothèses précises.
Le problème du calcul intégral dans sa généralité consiste, étant données une ou plusieurs équations différentielles, à déterminer la liaison ou les liaisons que ces équations rendent ^obligatoires entre les variables correspondantes. Ces relations îï' appellent les équations intégrales des équations proposées.
A. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES
i« ÉQUATIONS A DEUX VARIABLES
Généralités,
200. Déflnttlon : Inté^ralefi générales et intégrales particulières. — On appelle équation différentielle ordinaire ou système d'équations différentielles ordinaires toute équation ou tout système d'équations ne renfermant qu'une variable indépendante.
ii4
Nous traiterons d'abord le cas le plus simple, celui (lun^^ ëquation unique entre deux variables x et y, dont lune, x par exemple, supposée variable indépendante, a ses différentielle^ d'ordre supérieur égales à zéro.
L'équation divisée par une puissance convenable de dr se réduit alors à une liaison telle que
\ '^' dx dx* dx* '" djc»/
entre j-, y et les dérivées de y, et l'ordre de l'équation est celui de la plus haute dérivée qui y figure.
Le problème de l'intégration d'une pareille équation consbH' dans la recherche de la relation la plus générale qui établie entre yetx satisfait à l'équation (1) : cette relation inconnue eM dite V intégrale générale de l'équation différentielle proposée.
Nous admettrons l'existence de l'intégrale générale ;Vuir Serret, Calcul différentiel et intégral, § 619 et suivants et nous nous bornerons à démontrer qu'elle doit renfermer un nombre de constantes arbitraires égal à l'ordre de l'équatiuii différentielle.
Supposons d'abord que les quantités qui entrent dans l'équation soient toutes réelles, en sorte que la liaison entre x et // puisse être figurée par une courbe.
xixn- "mu mnH
0 Xp x
Partant d'un point initial arbitraire m^ (t^, y^ on pourra prendre arbitrairement encore [n — 1) points consécutifs m,, m, .... m„_j correspondant aux abscisses équidistantes:
Xç + dx
.Xq + 2dx.,.
Xo + (n — Ijdx,
ce qui revient à se donner y^, rfy^, rfVo--- ^""'l/o (Japrès les formules du § 130). Si maintenant on se sert de Téquation ilifférentielle donnée pour déterminer d^^y^, on obtiendra ainsi un (n+ 1)*' point w^, puis en opérant de même sur les n points r/jj, m^ ... m^ actuellement déterminés, l'équation différentielle fournira le point m^^ et ainsi de suite.
On voit que l'application continue de l'équation différentielle permettra de cheminer en quelque sorte de proche en proche sur la courbe figurative de l'intégrale à partir du n*"" point arbitrairement choisi. Cette courbe doit donc pouvoir passer par n points arbitraires, elle doit donc renfermer dans son équation n constantes arbitraires.
Un raisonnement tout analogue s'applique au cas des équations différentielles renfermant des quantités géométriques. Soit, par exemple, Téquation :
./ du d^u d*u\ ^
que Ton peut écrire
in r{v, F(u), F'(u), ¥^v) ... F-(i;)), = 0,
en désignant par F(t^) la fonction inconnue de t; à laquelle il faut égaler u pour satisfaire à la condition (1').
Ut
/ Un-î
Vn-,
Donnons à v à partir d'une valeur v^ une série de n valeurs consécutives v^y v,, v,, ... v^^^\ nous pouvons prendre pour u à partir d*une valeur initiale arbitraire u^ une série de n accroissements tiçWp w, t*„ ... u^^^u^^^ également arbitraires.
Ces accroissements étant liés à ceux de v par les relations différentielles générales déduites de ti = F(r), on a :
"o =F(iv,
(al
dUo =F'or't»0'
dX=F'od»to + F"ody;,
d»Wo = F'od'ro + 3F"od«ro ^^^o + F^^dol,
et les valeurs de F^, F^, F"^j ... Fj~* se trouvent ainsi déterminées.
Dès lors, l'équation (1") fournit la valeur de Fj et permet de déterminer d"t*o, et par suite u^ par la relation d'ordre correspondant dans la série des équations (a) lorsque v^ est arbitrairement choisi.
Les mêmes relations appliquées ensuite à partir de la position initiale i', fourniront t<„_^j en fonction de t\^^ et ainsi de suite.
On voit donc que la courbe des valeurs de xt pourra se déduire de celle qu'on fera décrire arbitrairement à la variabl^^ r, mais qu'elle devra pouvoir passer par n points arbitraires. La fonction F devra donc renfermer n constantes géométrique? arbitraires.
Ainsi :
LHîUéfjrale générale d\ine équation différent icUe d'ordre n à deux variables doit renfermera constantes arbitraires.
Il résulte d'ailleurs des raisonnements précédents que ces n constantes doivent permettre de choisir arbitrairement n valeurs consécutives quelconques pour la fonction, ou en d'autres termes d'attribuer à la fonction et à ses n — I premières dérivées telles valeurs initiales que l'on voudra à partir d'une valeur initiale arbitrairement choisie pour la variable.
A chaque système de valeurs attribué aux constantes correspond une intégrale particulière.
Dans le cas des quantités réelles l'intégrale générale représente toutes les séries de courbes satisfaisant à Téquation différentielle donnée : chaque intégrale particulière représ'jnte une des courbes de ces séries.
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Intégrales de divers ordres. — Soit
l2) F(A%l/,Ci,Cj,C,...Cn) =0,
Tintégrale gém^rale de Téquation (1).
Si Ton élimine k constantes r,, c,, c, ... Cf^ par le procédé indiqué au § 9?, on obtient une équation telle que
renfermant rr, y et ses k premières dérivées ; cette équation est dite intégrale d'ordre n — Â; de l'équation différentielle proposée.
Quelle que soit d'ailleurs la manière dont on procède et Tordre dans lequel on opère pour effectuer l'élimination des k constantes considérées, on arrivera nécessairement toujours à la nieme équation (3), car si Ton pouvait obtenir deux relations distinctes de cette forme, elles fourniraient par l'élimination de
jj. une relation avec n — k constantes où n entreraient que les
k — 1 premières dérivées de y. En éliminant ces n — k constantes par la méthode ordinaire, on arriverait donc finalement à une «'•quation différentielle d'ordre n — 1 où ne figurerait plus aucune constante arbitraire. On ne pourrait donc plus choisir arbitrairement les valeurs initiales de y et de ses (n — 1) premières «lérivées pour une valeur donnée de rr, puisque ces fonctions devraient satisfaire à une relation déterminée.
Ce résultat, incompatible avec celui auquel nous sommes arrivés plus haut, prouve évidemment que les différentes relations telle que (3) auxquelles on peut arriver ne sont pas distinctes les unes des autres.
11 n'en est évidemment plus de même si Ton élimine des constantes différentes ; en modifiant le choix des k constantes, on arrivera à autant d'équations distinctes qu'on pourra former
de combinaisons avec les n constantes prises k à, A ; en d^autres termes Téquation différentielle d'ordre n admettra
n^n-1)... (n — fe + 1)
intégrales d'ordre n — A;.
Si Ton élimine toutes les constantes, on retrouvera Téquation (1) elle-même.
Si Ton élimine n — 1 constantes, on obtiendra n intégrales premières renfermant les n — 1 premières dérivées de y et la connaissance du système de ces n intégrales équivaut à celle de l'intégrale générale, car on peut obtenir cette dernière par l'élimination des dérivées.
301 . Solutions singulières. — En dehors de V intégrale générale que nous venons de définir, il existe d'autres solutions dites solutions singulières ou intégrales singulières, satisfaisant également à Téquation différentielle proposée.
On peut démontrer leur existence de la manière suivante :
Soit
(a) F(x,y,Ci,c,...Cn) = 0,
l'intégrale générale avec les ?i constantes qu'elle renferme.
D'après la définition même de l'intégrale générale les valeurs de y et de ses dérivées fournies par l'équation (a) devront, après élimination de c^, c,, ... c^, reproduire identiquement l'équation différentielle donnée. Mais le résultat de cette élimination ne sera pas modifié si, considérant c,, c, ... c. comme des variables on les assujettit à des conditions telles que les équations déduites de {a) par différentiation ne soient pas altérées par la variation de ces lettres.
Ainsi, pour nous borner au cas du premier ordre, l'intégrale générale d'une équation différentielle
(•"' ^' fx) =
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étant
on en déduit, en supposant c variable :
d¥ dF d¥
et la valeur de -r^ déduite de ces deux équations, par élimi-
nation de c, sera évidemment la même et satisfera également
d¥ à Téquation (I), soit qu'on fasse disparaître le terme — de
en posant dc=:iO, ce qui ramène à Tintégrale générale, soit qu'on l'annule par la condition
qui, combinée avec (a), permet d'éliminer c et fournit une relation entre x et y sans constante arbitraire constituant une intégrale singulière de la relation (1).
302. Interprétation séométriqae. — L'existence de l'intégrale singulière dans le cas que nous venons de traiter est susceptible d'une interprétation géométrique extrêmement simple, lorsque l'intégrale générale ne renferme que des quantités réelles.
En effet, cette intégrale générale
représentant alors une série de courbes, la solution singulière , obtenue en éliminant c entre cette équation et celle
qui s'en déduit par dérivation en c, figure (S 130) Tenveloppe des courbes de la série.
D'ailleurs, il était facile de prévoir que la condition exprimée
par Téquation différentielle entre x,y et -7^ serait satisfaite par
CirJU
cette enveloppe, qui donne en chacun de ses points l:i
même valeur de -j^ que la courbe de la série avec laquelle elle se
raccorde : de plus, l'enveloppe étant seule dans ce cas, on voit qu'il ne peut exister de solutions singulières en dehors de cell» que cette enveloppe représente.
La recherche des solutions singulières d'une équation du premier ordre revient donc à la détermination de Tenveloppe de*^ courbes qui en figurent l'intégrale générale.
303. Méthode de LasPAnse pour la détermlnatloii m pri^»*ê de la solution flinsulière d'une équation du premier ordre. — Si l'équation différentielle était intégrée. la connaissance de son intégrale conduirait sans difficulté à celi de la solution singulière.
Mais on peut se proposer de déterminer la solution singulière sans effectuer l'intégration souvent impraticable de Téquatiurj différentielle. Lagrange a donné pour cette détermination une méthode qui peut être présentée de la manière suivante :
Soit
l'équation proposée.
Puisque l'intégrale singulière, si elle existe, doit représenter l'enveloppe de la série de courbes satisfaisant à l'équation différentielle, on voit d'abord que cette enveloppe ne peut exister que si les courbes de la série se rencontrent, c'est-à-dire si l'équa-
du tion (1) peut donner pour -^ plusieurs valeurs en un même point
du plan. En d'autres termes, il faut que l'équation (1), qui
détermine —^ en fonction de j7 et de y, soit au moins du second ax
degré.
Gela posé, Tenveloppe sera le lieu des points où deux courbes
infiniment peu différentes se croiseront ; à ces points correspondront par conséquent des racines doubles
de l'équation en -—- et leur lieu
devra s'obtenir en exprimant la condition pour que Téquation (t) ait une racine double, c'est-àdire en éliminant -T^ entre Téqua-
CLJD
lion '1) et sa dérivée en ~^.
Il faudra vérifier en outre que la relation en a: et j/ ainsi obtenue satisfait à l'équation différentielle, car il pourrait en être autrement, comme on s'en rendra bien compte par l'exemple suivant.
Considérons tous les cercles du plan ayant pour centres respectifs deux points quelconques 0 et 0'. La double série de ces cercles représente l'intégrale générale d'une équation différentielle facile à former. En effet, étant pris un point arbitraire m dans le plan, il existe toujours deux cercles de centres 0 et 0' passant en ce point; il suffit donc d'écrire Téquation différentielle qui donne en chaque
point m du plan deux valeurs pour ^ déterminant les directions perpendiculaires à Om et O'm. Cette équation sera, en désignant par a,b\a\b' les coordonnées des centres :
/dyy rix — a)^(x^-ay]dy (x — a)(x-a')_
Or, d'après la nature des courbes représentant l'intégrale générale, on voit que le lieu des points pour lesquels l'équation
différentielle donne deux valeurs égales de 3^ est la droite 00'.
ax
et cette droite n'étant pas l'enveloppe des cercles, ne représente
pas une intégrale singulière.
Application A quelques exemples. — Ncus
appliquerons la méthode de Lagrange à l'exemple donné par
Lagrange lui-même.
Soit l'équation
{px—y) (p«— 2y) + x* = 0,
dxj où p représente le rapport -^, Développant et ordonnant en ;^
dx
il vient :
xV — 3xî/p + x' + 2î/« = 0.
La condition d'égalité des racines donne la relation :
qui vérifie l'équation différentielle et représente bien par consé quent l'intégrale singulière.
Soit encore l'équation (1) p^y^-''iapy'\' y* + o« — 2ax = 0.
En appliquant la méthode de Lagrange, on est conduit à la relation:
qui représente bien une solution singulière de Téquation proposée, comme on peut s'en assurer facilement.
En effet, Téquation différentielle (1) appartient à une série de cercles :
(3) y* — 2ax + x» — 2cx -|- c« = 0,
inscrits dans la parabole
î/« = 2ax, qui est leur enveloppe.
305. Caractère dUitlnctlf de la solatlon sliiipnlière dune équatton du premier ordre. — Supposons qu'étant donnée une équation du premier ordre
on ait trouvé par un procédé quelconque une relation :
qui y satisfasse : on veut savoir si cette relation est une solution singulière ou une intégrale particulière de Téquation (1).
Quand l'intégrale générale
<^st connue, la distinction est facile à établir. En effet, si la relation (2) représente une intégrale particulière, elle doit être identifiable avec l'équation (3) pour une valeur spéciale de la <M)nstante c. Si donc on élimine entre (2) et (3) Tune des deux variables, x par exemple, l'équation résultant de cette élimination ne devra pas renfermer y, puisqu'elle doit se réduire à une identité pour une valeur particulière attribuée à la constante c.
Si l'intégrale générale n'est pas connue, on peut raisonner de la manière suivante (dans le cas du moins des quantités réelles).
La solution :
supposée singulière doit représenter, comme on l'a vu, l'enve-
loppe de la série des courbes qui forment l'intégrale générale; cette solution doit donc fournir en chacun de ses points la même
dy valeur de -^ que les intégrales particulières auxquelles l'enveloppe est tangente.
Mais si Tenveloppe est tangente aux enveloppées, en général elle n'a pas avec elles un contact d'ordre supérieur. Or, on a vu (S 133) que les contacts de deux courbes s'exprimaient par l'égalité des dérivées de y, déduites de leurs équations.
Si donc on forme par la dérivation de 1 équation (2) les dérivées successives t/, y^^ y""... ces dérivées à partir de la seconde, ne conviendront pas, en général, aux enveloppées et devront différer par conséquent de celles que fournit la dérivation de r équation
On reconnaîtra ainsi, généralement sans difficulté, si la solu tion ç(j7, 1/) = 0 appartient à l'intégrale générale ou représente une solution singulière de l'équation différentielle proposée.
Le même procédé peut être employé dans le cas où les variables ne sont pas réelles, bien qu'alors l'interprétation géométrique qui nous a servi à éclairer le raisonnement ne soit pa? applicable.
Nous devons observer enfin que dans certains cas extrêmement particuliers la solution singulière pourrait présenter un
f ) Remarquons que si la valeur de y' déduite de réquatioD (2) satisfit à réquation (1), elle n'est pas néanmoins identique à celle qu^on pourrait tirer de cette dernière relation; ces deux valeurs ne sont égales qu'en tenant compte de l'équation
On s'explique ainsi comment les dérivées suivantes peuvent différer selon qu'on les déduit de l'équation (2) qui est constamment vérifiée quand on suit Tenveloppe, ou de Téquation (1) qui est seule satisfaite d'une manière continue quand on se déplace sur une enveloppée.
contact d'ordre infini avec les intégrales particulières sans pourtant se confondre avec elles.
Par exemple, les courbes de la série représentée par Téqualion
y = e'-', tpii forment l'intégrale générale de Téquation ;
sont toutes tangentes à la droite
et présentent un contact d'ordre infini avec elle au point ar=c, bien que cette droite ne puisse s'identifier pour aucune valeur de c avec une courbe de la série.
300. Application k un exemple. — Reprenons l'équation différentielle du S 304
et appliquons à la solution :
la méthode qui vient d'être indiquée. Nous trouverons par l'équation (2)
tandis que Téquation (1) donne par dérivation, après suppression du facteur py — a,
La solution (2) est donc une solution singulière.
PROCÉDÉS PARTICULIERS POUR l'iNTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A DEUX VARIABLES
30*7. Ainsi que nouslavons déjà dit, on ne connaît pas de méthode générale pour l'intégration des équations différentielles ; on se borne à résoudre la question d'une façon plus ou moins complète par certains procédés applicables à des cas particuliers très simples.
A. Équations du premier ordre.
Si l'équation du premier ordre ne renferme en dehors du coefiScient différentiel -^ qu'une seule des deux lettres x ou y, on
pourra toujours, en la résolvant par rapport à -^^ la mettre sous
CL3D
Tune des deux formes
et la solution se ramène à une quadrature (*).
Dans le cas général, l'équation du premier ordre, résolue par rapport à -^t peut toujours se mettre sous la forme
VLdx + Ndy = 0,
M et N étant des fonctions de ir et de y.
On ne sait intégrer cette équation que dans certains cas particuliers.
(*) Bien que le problème de la quadrature n'ait pas été résolu d'une façon complète, nous considérerons dans la suite Tintégration d'une équation difTérentielle comme elTectuée toutes les fois que nous Taurons ramenée à de simples quadratures.
30â. Séftaration des variables. — Si Ton parvient, par exemple, à séparer les variables et à ramener Téquation différentielle à la forme :
chacun des deux membres représente alors la différentielle d'une fonction d'une seule lettre, et, pour que ces différentielles soient égales, il faut que les fonctions elles-mêmes ne diffèrent que par une constante.
En effectuant les deux quadratures et en désignant par*(ir) et Y(î/) les résultats
sera l'intégrale générale de l'équation proposée. Exemple. — Soit l'équation
ydx — (x — a)dy'=0,
que l'on peut écrire
dx dy X — a y
On obtient par la quadrature des deux membres :
L(x — a) = Ly + Le,
d'où
X — a:=cy.
L'intégrale générale représente un faisceau de droites passant toutes par le point a? = a de Taxe OX. L'enveloppe de ces droites est le point A lui-même.
300. Bquatlons lioinogènes. — Si les fonctions M et. N sont homogènes et de même degré d'homogénéité en x et y, là séparation des variables peut toujours s'obtenir au moyen de la substitution suivante. On pose :
y = ix,
d'où
dy = tdx + xdtf
et l'équation devient, en mettant Thomogénéité des fonctions M et N en évidence :
? (0 djc + 4» (0 {tdx + xdt) = 0, ou
dx{f{t)+t^it))'\'X^{t)dt = 0,
divisant alors par ,r(ç(^)+ ^^'(O) ^^ obtient Téquation
dx _ 4> CO dt
où les variables sont séparées.
310. Quelquefois les fonctions M et N ne sont pas Lomogènes, mais on peut les rendre homogènes par un chaûgement de variables.
Exemple :
(a + 6x -h cy) dx + (a' + b'x + c'y) dy = 0.
Les équations
a + 6x + Cl/ = 0, a' + b'x + c'y = 0,
prises séparément, représentent chacune une droite.
Écartons le cas particulier où ces droites seraient parallèles. et désignons par Ç et yj les coordonnées de leur point d'intersection.
Transportons Torigine en ce point, ce qui revient à remplacer dans Téquation
X par x' + Ç, y par y' + tj,
d'où
dy = dy\
et l'équation devient :
(a + bx' + cy' + 65 + cij) dx' + (a' + b'x' + c'y' + 6'Ç + c'ij) dy'=0.
Mais les quantités a + *Ç + et) et a' + ft'Ç + c'tj sont nulles par hypothèse ; il reste donc :
(bx' + cy') dx' + (6'x' + c'j/') dy' = 0,
équation homogène, intégrable par le procédé du paragraphe précédent.
311. Conditions d'IntégrablUté de TexpreMlon dif» féremtlelle Mdx + IV dy. — Il peut se faire que Texpres- .sion différentielle H(£r + Nd^ qui égalée à zéro constitue Téquation différentielle proposée, soit la différentielle totale d*une certaine fonction tt de y et de x. Alors :
dx
dy
et Ton doit avoir
dM_dN dy dx'
puisque ces deux quantités sont égales à .
Cette condition est nécessaire, mais de plus elle est suffisante comme nous allons le démontrer.
En effet, en la supposant vérifiée, la relation
w du
dx
à laquelle doit satisfaire la fonction u, si elle existe, conduit par une quadrature en x (où la lettre y doit être considérée comme une constante) à une valeur de u telle que
vO
u = Judx + fiy) = F(x, y) + 9(y)
OÙ 9 (y) désigne une fonction arbitraire de la seule variable y, et F (a?, y) le résultat de l'intégration en x de }/Ldx.
D'ailleurs -r- doit être égal àN, donc dy
dy^dy^^'
condition qui doit permettre de déterminer la fonction ç. Elle donne en effet
Mais pour que l'intégration fournisse un résultat admissible, il faut que ce résultat soit indépendant de a?, puisque 9 [y) ne renferme pas x par hypothèse. Donc la dérivée de
par rapport à x doit être nulle, et, par suite, d'après la règle de différentiation sous le signe /, on doit avoir
dN d«F _ dx dxdy^
condition qui se trouve effectivement vérifiée puisque n'est
dU , dM dN autre que -r- et que -r^ = :r- .
dy dy dx
On voit que la démonstration même fournit dans ce cas le pro"
cédé d'intégration de l'équation Mdx -j-Ndy == 0, car, la fonction
u se trouvant déterminée et l'équation pouvant 8*écrire dtt = 0,
il suffit d'égaler u à une constante pour en avoir l'intégrale
générale.
Théorie des multiplicateurs. — Si la condition
dM_dN
dy ~~ dx
n'est pas satisfaite, on peut démontrer qu'il existe toujours des fonctions de x et de y, telles qu'en multipliant par ces fonctiois l'expression :
Mdx-f Ndy,
elle se transforme en une différentielle exacte. En effet, l'équation différentielle
admettant toujours, comme on la vu, une intégrale générale avec une constante arbitraire, telle que
cette intégrale résolue par rapport à la constante c pourra se mettre sous la forme
u désignant une fonction de x et de y : elle conduira donc par difFérentiation à la liaison
(3) pdx-^pdy^O.
^ ^ dx dy ^
entre les différentielles, et comme cette liaison doit être identique
avec Téquation différentielle (1), il s'ensuit que Ton doit avoir
identiquement
du du dx _ dy
M ~ TT
désignons par ç {x,y) ou v la valeur commune de ces deux rapports, il viendra
du --
dx
du „
-j- = Nu • dy '
Si donc on multiplie par v Texpression proposée elle se transforme en
Mvdx + Nvdy,
ou ;
du , . du .
-r- dx + -r- dy, dx ^ dy ^'
C est-à-dire qu'elle devient la différentielle totale d'une fonction u.
Le facteur v est dit pour cette raison multiplicateur de l'expression proposée.
Mais il est à remarquer que toute expression formée avec le produit de v par une fonction quelconque «p {u) de u constitue un nouveau multiplicateur. En effet :
V 9 (u) (Mdx + Ndy) = ?(«) du.
Et réciproquement, il est facile de voir que tout facteur d'intcgrabilité doit se ramener à cette forme.
Pour le démontrer, désignons par V un pareil facteur et par d\] la différentielle totale en laquelle l'expression donnée, multipliée par V, se trouve transformée;
On a;
(5) Mdx--hXdi/ = ÎÎJi = '-^,
donc
(6) ciU = -tiu.
Or, u étant fonction de y et de x, réciproquement y peut être regardé comme une fonction de x et de te, et par suite U luimême, en y substituant à y sa valeur, devient fonction de j: et de u; sa différentielle totale dU devrait donc être de la forme
dU = Pdu + Qd.T.
Mais la relation (6) fait voir, que cette différentielle se réduit à son premier terme, ce qui prouve que U est fonction de u seulement : et comme alors il doit en être de même de sa dérivée
-7- , il en résulte que du
d'où
V dU . .
V du ^^ ^
V = uf(u),
313. La connaissance d'un multiplicateur de TexpressioD Udx + Nrfî/ permet d'obtenir comme on Ta vu au S 311 , l'intégrale générale de l'équation différentielle formée en égalant à zéro cette expression.
Si l'on connaissait deux multiplicateurs différents, leur quotient devant être comme on Ta démontré une fonction de ti, il suffirait d'égaler ce quotient à une constante pour avoir l'intégrale générale cherchée.
Enfin, en désignant par v un multiplicateur, l'équation différentielle peut s'écrire
et Ton peut y satisfaire soit en annulant du, ce qui fournit Tintéli^rale générale, soit en faisant
solution sans constante arbitraire et qui doit représenter Tintéi^rale singulière ; à moins qu'elle ne rentre elle-même comme cas particulier dans Tintégrale générale.
314. Application À un exemple. — Considérons par exemple Téquation très simple
ydx — X dy = 0,
qui s'intègre d'ailleurs sans difficulté par la séparation des variables et conduit à l'intégrale générale y = cx figurée par un faisceau de droites qui conver- ^
gent à l'origine.
On reconnaît sans peine que
xy
et
sont deux multiplicateurs. En effet, le produit de ydx — xdy par i; est
dx dy ^ .y
et satisfait à la condition -r^- = — , puisque ces deux dérivées
sont nulles ; d'autre part, le produit par v' satisfait également à cette condition, car on a :
A ( y \ = J^ziiL = j1 / — 3c \
L'intégrale générale doit donc s'obtenir en posant
—. = constante :
effectivement on trouve ainsi :
d'où
La solution
^ = constante »
xy
^ = constante.
- = xysa 0,
rentre comme cas particulier dans l'intégrale générale : elle 5e dédouble en a? = o (axe des y) et y = o (axe des x). La solution
représente au contraire une intégrale singulière : c'est le point origine œ^y^ o, qui est effectivement l'enveloppe des droites formant l'intégrale générale.
Transformatloiui inflnltéslmales. — On yoit
par ce qui précède que la résolution de l'équation du premier ordre revient à la recherche des multiplicateurs de l'expression Udx + Ndy.
Malheureusement, cette recherche constitue un problème qu'on ne sait pas traiter d'une façon générale, et l'on est réduit à l'essai de quelques procédés particuliers dont l'emploi peut réussir dans certains cas spéciaux.
Parmi ces procédés, nous signalerons celui qui se rattache aux transformations infinitésimales de l'équation proposée.
M Posons ïû^ = — P et dans l'équation (1) mise sous la forme
substituons k x et k y des valeurs infiniment peu différentes formées en ajoutant à ces lettres les produits d'un facteur différentiel e par deux nouvelles fonctions Ç et ij de a? et de y.
L'écjuation deviendra, en considérant eÇ et ev; comme des accroissements attribués h x et d y et développant la fonction P par la formule de Taylor.
c'est-à-dire en négligeant les infiniment petits du troisième ordre.
«['*■fê-^^)]''•=[■•*•('i^îS^4^S)]-•
On dira que l'équation proposée admet la transformation infinitésimale Ç, tj, si ces fonctions sont telles que l'équation (2) reproduise à un facteur près l'équation proposée. La condition imposée à ^ et à Y} s'exprime par la relation :
\d^j ^ dy) P
que l'on peut écrire en la simplifiant et posant
dx dy dy*
OU bien encore
Sous cette forme elle montre que, si Ç n'est pas nul, — =:
Ç t) — PC est un multiplicateur de dy — Pdx, car la relation
dx dy ^
exprime précisément la condition nécessaire pour que — dy — -dx
soit une différentielle exacte.
Ainsi, si Ton parvient par un moyen quelconque à découvrir une transformation infinitésimale de Téquation proposée, on aura trouvé par cela même un de ses multiplicateurs.
31 G. Application A un escempie. — Prenons, par exemple, le cas déjà traité des équations homogènes : P se présente
alors sous la forme d'une fonction de — ? et Ton reconnaît immé-
diatement que la transformation infinitésimale
convient à Téquation proposée , puisqu'elle ne modifie pas la
valeur de - et qu'elle multiplie seulement dy et dx par le facteur
(1 + s) ; p-» sera donc un facteur d'intégrabilité.
Ainsi, soit Téquation homogène
on a dans ce cas
dy -^ ^ ^ dx = 0, xy
y — Px X*
et l'on vérifie aisément que la multiplication par — ~ transforme le premier membre de l'équation en une différentielle exacte.
3 l'y. Bquation linéaire du premier ordre. — L'équation du premier ordre peut s'intégrer d'une façon générale toutes les fois qu'elle peut se mettre sous la forme :
(1) 5|+Pî/ + Û = 0,
(P et Q étant deux fonctions de x)^ ou sous une forme analogue
dans laquelle le rôle des deux lettres x et y serait interverti. Nous verrons que cette équation rentre alors dans le type des équations linéaires qui seront définies plus loin.
Supposons d'abord le cas simple où Q = 0.
Alors les variables se séparent sans difficulté et Ton a :
Î^ = -Pdx,
d'où
et
(2) y = e'' =Ae ^ ,
A étant une constante arbitraire.
Si Q diffère de zéro, la solution nous sera fournie par la méthode de la variation des arbitraires.
On est assez naturellement conduit à Tessai de ce procédé. Il est présumable, en effet, que l'intégrale, devant se réduire à l'expression précédente dans le cas de Q = 0, doit être dans le cas général d'une forme algébrique analogue. C'est ainsi qu'on est amené à se demander si en remplaçant la constante arbitraire A par une fonction de a? à déterminer, on ne pourrait pas obtenir une expression satisfaisant à l'équation différentielle complète.
Soit donc
(3) y = Ae"-^^*^,
une nouvelle expression dans laquelle A représente actuellement une fonction de x\ nous allons essayer de déterminer cette fonction de manière à ce que y satisfasse à l'équation différentielle proposée.
De l'équation (3) on déduit :
^ = ^e-/ï*^-APe-/^^ dx dx
et en portant dans (1) on obtient, après simplification, la condition :
dx
d'où, par une simple quadrature :
Par suite (4) ,= (A.-/Qe^^-^'dx)e-^-.
est rintégrale générale cherchée, puisque c'est une liaison entre ic et y satisfaisant à Téquation différentielle (1) et renfermant une constante arbitraire A^.
Application à un exemple. — Soit à intégrer
dans ce cas
/ Pdx = i.x,
- f Pd* -/ X i
donc enfin
31 o. Équations de BemoulUi. — On peut ramener au
type précédent toute équation de la forme :
^ + Py+Qy" = o,
où P et Q sont des fonctions de x.
En eflFet, cette équation peut s'écrire :
Or, en posant
dz = (i — n)îr*dy,
et, en substituant à y la nouvelle variable z^ Téquation devient
g + (i-n)Pz + (l-n)û = 0,
et rentre bien ainsi dans la forme résolue.
320. Intégration i>ar dlITérentlatton. — Étant donnée une équation du premier ordre
de degré supérieur à Tunité par napport à -p , au lieu de la résoudre par rapport à cette dérivée, il peut être préférable dans certains cas d en tirer la valeur de Tune des deux lettres a? et y et de la mettre, par exemple, sous la forme
Posant alors
on pourra considérer l'équation (1') comme résultant de l'élimination de la variable p entre la relation (2) et l'équation
Mais cette dernièrp donne par différentiation
c'est-à-dire à cause de (2)
(3) (p — ?'x)dx = ?'p^P-
Cette équation différentielle du premier ordre entre x et p peut être plus facilement intégrable que Téquation proposée.
Supposons qu'on en puisse effectuer l'intégration : on obtiendra alors une relation entre x et p renfermant une constante arbitraire et de la forme
Éliminant alors p entre les relations (4) et (1*), on arrive à une liaison entre x et y renfermant une constante arbitraire, qui est Imtégrale générale de Téquation (1).
Le procédé réussit notamment dans le cas où le second membre de l'équation (1"^ est linéaire par rapport à x, et par conséquent de la forme
car alors l'équation différentielle (3) est linéaire en x.
Équation de Clatraut. — Soit en particulier l'éqaation
(i) . y = px + r{ph
connue sous le nom à! équation de Clairaut. L'équation (3) devient dans ce cas :
[* + r(p)idp=o,
et fournit les deux solutions :
Cette dernière renferme seule une constante arbitraire et conduit à l'intégrale générale :
y = ex + f{c],
qui représente une série de droites, La relation
donnerait par élimination de p la solution singulière, enveloppe des droites de la série.
322. Application à quelques ex:eniple«. — a) Proposons-nous de déterminer une courbe telle que le produit des distances de deux points fixes f et f k sa tangente ait une valeur constante ft*.
Prenons pour axes ff et la perpendiculaire à //^ en son milieu et soit 2c la distance ff.
La tangente à la courbe Y
cherchée en un point m{x,y) sera, en désignant par p le
coefficient différentiel^,
dx
et la condition du problème s'exprimera par Téquation différentielle
(px^y4- pc) (px — y^pc) __ ^, 4+p« " '
OU, en posant 6* -\-c^ =za"^
(pjc — yf = 6' + a V»
relation qu'on peut écrire, en la résolvant par rapport à y
C'est une équation de Clairaut dont l'intégrale générale est la série de droites
î/=Cx±: V^'-ra'C*,
et dont l'intégrale singulière, obtenue par la méthode du paragraphe précédent, est l'ellipse
enveloppe des droites de la série.
On reconnaît ainsi que l'ellipse est la seule courbe jouissant de la propriété démontrée au S t^S.
En changeant 6' en — 6', on obtiendrait un théorème analogue pour l'hyperbole.
b) Certaines équations qui ne rentrent pas immédiatement dans le type de Téquation de Glairaut peuvent s'y ramener facilement par un changement de variables.
Considérons, par exemple, Téquation différentielle
obtenue en appliquant à Tellipsoïde
Téquation du S 219, qui représente en projection sur le plan XOY les lignes de courbure d'une surface. En posant pour simplifier :
cette équation s*écrit :
Axy@)%(x«-Ay«-B)(g)-x. = 0.
et si Ton fait :
l/* = î?, dv
elle devient par la substitution de ces nouvelles variables
Bp
et rentre ainsi dans la forme des équations de Glairaut . Son intégrale générale sera donc :
r BC
^=^"~rTAc'
ou
elle représente une série de coniques ayant pour axes OY et Oï.
323. Intégratioii i>ar la considération d^une é«iun.tion du deuxième ordre. — Signalons enfin un procédé ingénieux qui réussit dans quelques cas spéciaux.
On peut considérer l'équation différentielle du premier ordre
(î) fix, y, y') = 0,
comme une liaison
entre deux fonctions u et v de x, y et y' et Ton conçoit que le choix des fonctions u et v puisse être fait d'une infinité de manières. Si ces fonctions sont telles que les équations
conduisent, par une différentiation qui élimine les constantes c et c'j à une même équation du deuxième ordre
les équations (2) et (3) représentent alors deux intégrales du premier ordre de cette dernière équation, et Ton obtiendra son intégrale générale en éliminant y' entre les relations (2) et (3). On sera conduit ainsi à une relation
renfermant deux constantes arbitraires et compatible avec les équations (2) et (3), c'est-à-dire telle que les liaisons qu'on obtient entre x, y et y' en éliminant c' ou c doivent être identiques avec u=:c ou v=c\ Si l'on particularise actuellement cette solution en assujettissant les constantes c et c' à la condition
qui détermine c' en fonction de c, la relation (5), ainsi ramenée à ne plus renfermer qu'une seule constante arbitraire, satisfera évidemment à Téquation proposée (1') dont elle sera par conséquent l'intégrale générale.
3241. Application k un esceinple. — Reprenons Téqnation de Clairaut, qui peut s'écrire
et posons
ces deux valeurs de u et de i; conduisent, en les égalant à des constantes et en éliminant ces constantes, à la même équation différentielle du deuxième ordre
On pourra donc appliquer la règle précédente qui consiste dans le cas actuel à éliminer y' entre les deux équations
f{y') = c', et à ajouter à la relation
ainsi obtenue, la condition Mais Téquation
revient à égaler -^ à une certaine constante k, c est-à-dire
à faire
et comme d'ailleurs c doit être égal à c', c'est-à-dire à
OU
on trouve en définitive
y^kx^fik),
résultat conforme à celui que nous avons obtenu déjà par une méthode différente.
Application de la théorie des équations différentielles du premier
ordre au problème des trajectoires.
>. Étant donnée une série de courbes planes :
on peut se proposer de déterminer une nouvelle série de courbes planes qui en chaque point coupent orthogonalement les premières.
Ces courbes sont dites trajectoires orthogonales des . courbes données.
Les premières courbes satisfont, comme on Ta vu, à l'équation dififérentielle du premier ordre qu'on obtient en éliminant a entre Téquation (1) et celle qui s'en déduit par sa différentiation totale en a* et y.
Soit
(2) Mdx + Ndy = 0,
cette équation différentielle ; il est
facile de voir que les courbes de
la seconde série étant orthogonales aux premières, satisferont à
l'équation différentielle
(3) Ndx — Mdy = 0.
Pour trouver leur équation en quantités finies, il n'y aura donc qu'à intégrer l'équation (3).
320. Si au lieu de couper orthogonalement les premières courbes, les trajectoires étaient assujetties à les rencontrer sous un angle constant V, on aurait en désignant par tg 6 et tg^' les coefficients angulaires des tangentes à une courbe et à sa trajectoire en un point commun
t,y_ tge-tgy ^^ i + tgetge-'
et comme
tge=-ri = — ^.
dx~ N — M — Nlg6'
N— Mrge' \8^ Mais , pour la trajectoire, j
est égal à tg 0', on aura donc pour cette nouvelle courbe la condition
tgV =
-M~N^ dx
dx
ou
(N-MlgV)gH-M + NtgV = 0, qui est Téquation différentielle des trajectoires obliques.
Sét^. Résolvons comme application le problème suivant : Trouver les trajectoires orthogonales d*une série de cercles de même rayon ayant leurs centres sur Taxe des x. L'équation générale de ces cercle est :
leur équation différentielle
(x--a)dx+ ydy =0,
et après Télimination de a :
(St) v^R* — y« dx + ydy = 0.
L'équation des trajectoires sera donc
OU
dy = dx
équation qui s'intégrera sans difficulté, puisque les variables sont séparées.
Posant
y=Rsin?,
d'où
on â par substitution
et en intégrant
^{R*-^^ = R cos?,
dy = Rcos9d9;
dx = R -: — ^ d?,
SlIKp
=:Ri.^"?
d'où en rétablissant la variable y
= R'-tg| + Rco8? + c,
équation d'une série de trajectoires (développantes de chaînette, S iSO).
B. Éqtiations difféi^entielles à deux variables d'ordre sujjérieur au premier.
». Nous supposerons, comme nous l'avons déjà dit, que la liaison différentielle donnée soit établie dans l'hypothèse où l'une des deux variables, x par exemple, est variable indépendante. On a vu que cette liaison pouvait alors s'écrire :
et que son intégrale générale renfermait m constantes arbitraires.
Nous nous occuperons d'abord des équations linéaires^ auxquelles s'applique une théorie toute spéciale en raison des propriétés particulières dont ces équations jouissent.
Équ^ations linéaires.
329. Définition et propriétés générales deséqiui^ tiens linéaires. — On appelle équation linéaire une équation obtenue en égalant à une fonction de x une somme de termes composés chacun d une fonction de x que multiplie y ou Tune de ses dérivées à la première puissance.
Ainsi une équation linéaire du m*~ ordre sera de la forme :
/^^ X ^4-X ^l^^X ^^!^+ +X_ ^4-X-ti-V
X^, X^, X, ... X« et V étant des fonctions de la lettre x seulement.
Les équations linéaires lorsqu'elles sont homogènes^ c'est-àdire privées de second membre (V = 0), jouissent des propriétés remarquables suivantes :
1® Si y, est une solution^ c'est-à-dire une fonction de x qui mise à la place de y satisfait à l'équation:
que nou^ écrirons pour simplifier :
le produit c, y^ de y, par une constante arbitraire est aussi une solution de cette équation.
En effet, il est facile de voir que
2® 'Si yj, y„ y, ... sont des solution^sde V équation proposée:
oà c^, c„ c, ... sont des co7istantes arbitraires^ en est aussi un$ solution.
En effet
*(Y) = Ci*(i/,) + c, *(j/,) 4- c,*(y,) + ... =0.
Il résulte de ces deux propriétés que si Ton connaît m solu" tio)%s distinctes de l'équation linéaire sans second membre, on pourra former avec ces m solutions une solution de forme Y renfermant m constantes arbitraires, et fournissant par conséquent, en régalant à y, l'intégrale générale de l'équation proposée
330. Il est nécessaire de préciser ce qu'on doit entendre par solutions distinctes.
Nous avons vu (S 209) que l'existence des m constantes qui caractérisent l'intégrale générale d'une équation différentielle d'ordre m, doit assurer la possibilité d'attribuer à la fonction y et à ses m — i premières dérivées des valeurs initiales arbitraires pour une valeur initiale arbitraire donnée à x.
Dans le cas actuel, la fonction Y étant composée linéairement avec les fonctions y,, y, ... j/«, ses dérivées seront composées de la même manière avec leurs dérivées et l'on aura :
Y =c,y, 4-c,î/, + ... -fcwj/»,
Il faudra donc, qu'en attribuant dans toutes ces équations une valeur arbitraire x^ à a?, on puisse par le moyen des constantes attribuer également à Y^, Y'^ ... Y^^"^*^ des valeurs arbitraires. Or la condition, pour qu'il en soit ainsi, s'exprimera évidemment en écrivant que le déterminant D formé avec les fonctions y,, y, ... y^, y\,.. î/^^"*^ n'est pas identiquement
nul.
Ajoutons que, d'après la théorie des déterminants, s'il existait entre quelques-unes des fonctions y^, y,... y^ une relation linéaire à coefficients constants telle que :
apyp + OqVq -f a^yr + ... =0,
le déterminant D serait identiquement nul et par suite les m solutions ne seraient pas distinctes.
331. Abaissement de l'ordre d'une expiation linéaire lorsqu'on eonnait une ou plusieurs iotéflprailes particulières de l'équation sans second memlire;
— On peut abaisser d une unité Tordre de Téquation linéaire complète.
sans en changer la forme lorsqu'on connaît une intégrale particulière j/j de Téquation homogène
Posons en eflfet
y = Vi^^, on en déduit :
dîy _ d^Vx . g dy^ dz d«z
dx* ~ dx« "*" ' dx dx "^ ^* dx*'
et Ton voit, d'après le mode de formation de ces dérivées, que le résultat de la substitution dans l'équation (1) sera de la forme
en désignant par W une fonction composée linéairement avec les dérivées de z. Mais *(î/J étant nul par hypothèse, si l'on pose
dz _Y
l'équation (3) se réduira à une équation linéaire d'ordre 7>i — f
en Ç.
Si l'on connaissait une seconde intégrale particulière y, de l'équation (2), on connaîtrait par là même une intégrale particulière de l'équation en Ç privée de second membre. En effet, la valeur z^ de z définie par
V% = Vi ^v
devant évidemment satisfaire à la condition
*ï*(yi^i)=*(yi)=o,
annulerait la fonction Y, c'est-à-dire le premier membre de l'équation linéaire en Ç, et fournirait par conséquent une solution
de cette équation sans second membre.
En se servant alors de Çj comme on Ta fait plus haut de y,, on abaisserait d'une unité Tordre de l'équation en Ç, ce qui ramènerait l'intégration de Téquation proposée à celle d'une équation de même forme et d'ordre m — 2 (*).
Ce résultat se généralise sans difficulté et l'on arrive à reconnaître ainsi qu'on peut abaisser de p unités l'ordre d'une équation différentielle linéaire, sans changer sa forme, lorsqu'on connaît j» solutions de la même équation privée de second membre.
332. Pour terminer ces généralités, nous remarquerons encore qu'une équation linéaire sans second membre ne peut pas admettre de solutions singulières. En effet, si tq était une solution de cette espèce, on pourrait former l'intégrale générale avec tq et [m — 1) autres solutions, en écrivant
et en faisant Cj=c,=... =c^^^ = o et c^=l, on retrouverait y; comme intégrg,le particulière.
333. RéflM^lution complète de réquation Uoéaire à coefflclento constante sans second membre. — Soit actuellement l'équation linéaire
(W A ^ 4-A ^i—^4-îL ^—Ia- a ^4-Au-o
(*) 11 est presque superflu de remarquer que les solutions i/| et y 2 doivent être distinctes. SUl existait une relation telle que 2/2= Xy^, entre elles, on trouverait z, = X, d'où C| = 0, et le procédé de réduction ne serait plus applicable.
OÙ Aq, Aj, A,, ... A^ sont des constantes. Profitant de la propriété de la fonction exponentielle
de se reproduire par dérivation à un facteur constant près, ou obtient facilement des solutions particulières de Téquation (1) en choisissant la constante a de manière à annuler l'expression :
9 (a) = Aoa~ + Aja"»-» -H Aja«-« + ... + A«-j« + A«,
car le résultat de la substitution de é?** dans Téquation proposée est :
Mais l'équation (2) ?W = 0,
qui est dite Véquation caractéristique de l'équation linéaire donnée, est une équation algébrique de degré w.EUe fournit donc en général m racines distinctes :
«j «2 a, ... Ofny
donnant ainsi m intégrales particulières de Téquation proposée. L'intégrale générale sera par conséquent
(3) y = Cje*i* -f c,e«2* + c^e^3^ + ... -f Cme*m*.
3341. CcL» des racines multiples. — Méthode de (TAleinbert. — Le cas où l'équation caractéristique aurait des racines multiples offre une difficulté spéciale.
En effet, si deux racines sont égales à a< par exemple, les deux termes correspondants de l'équation (3) se fondent en un seul et ne fournissent plus qu'une seule constante arbitraire : on n a donc plus l'intégrale générale.
Pour lever cette difficulté, considérons, avec d'Alembert. deux racines d'abord peu différentes :
a,- et a»- 4- h.
Les termes correspondants : c,^**^ et c;«^*'+'*^*^ pourront s'écrire en développant la seconde exponentielle.
(hx /i*x* \
(ci H- c\) e«f» 4- c\ e«#' ( — + -j-^ + • • • j •
Posons actuellement :
Ci 4- c\ = B„
Bj et B, seront deux nouvelles constantes complètement arbitraires, puisque c, et c/ pourront être déterminés de manière à leur attribuer telles valeurs que Ton voudra. La partie de l'intégrale générale relative aux deux racines considérées s'écrit alors :
En faisant tendre h vers zéro, elle se réduit finalement à :
et sous cette forme, la racine double a, fournit bien deux constantes arbitraires.
La méthode s'étendrait sans difficulté à un ordre de multiplicité quelconque.
Ainsi, si a, était n fois racine de Téquation caractéristique, à cette racine multiple correspondraient les termes
(B, -i- B.x + BjX» 4- ... + BnX»-Me='.^
dans Tintégrale générale (*).
f ) 11 est d'ailleurs facile de vérifier que si a, est racine double
y = (Bj -h B,x) e«»' est une solution de Téquation proposée ; en effet, cette fonction donne
^ = «,- (B, + Bâ x) e"'-^ + Bj e*'^ ux
etc., de sorte que la substitution dans Téquation linéaire conduira finalement à
(Bi -h B, x)e«»^ 9 (a.) + B,e«.'*?'(a,),
quantité qui est bien nulle, puisque a,, racine double, annule 9 (a) et sa dérivée.
335. Cas des racines imasiiiaires. — La théorie du calcul géométrique permet d'appliquer la solution ordinaire au cas des racines imaginaires. Seulement, si Téquation proposée est donnée en quantités réelles, le symbole géométrique ou imaginaire i ne doit entrer dans le résultat qu'en apparence et Ton peut se proposer de Ten faire disparaître.
Pour cela, remarquons que les racines imaginaires d'une équation à coefficients algébriques réels étant toujours conjuguées, si a + ^i est une des racines deTéquation (p(a) = 0, a — g/ en sera une autre. Ces deux racines donneront alors dans le développement Tensemble des deux termes :
C| e^ '^ "^ + Cj e^ ^ '^ .
Mais d'après les. formules établies (S 118) cette somme peut s'écrire :
e"^[ci (cospx + i sin px) 4- c,(cos px — i sin^x)]
OU encore
e"* [(cj 4- cj cos px 4- (c, — c,) i sin pxj ;
c^ et c, étant d'ailleurs des constantes arbitraires auxquelles on
peut attribuer des valeurs quelconques, géométriques ou réelles,
rien n'empêche de les déterminer de manière à satisfaire aux
conditions :
Cj -f Cj = Bi
Bj et B, étant deux constantes arbitraires réelles.
Les deux termes de l'intégrale, relatifs aux deux racines imaginaires conjuguées a + gê, a — (3i, s'écriront alors
e"* [B, cos px + B, sin pxJ.
33G. Équations linéaires à coefficients variables pouvant être ramenées au cas des coefficients constants. — Certaines équations linéaires dont les coefficients ne sont pas constants peuvent être transformées en équations à coefficients constants par un simple changement de variables.
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Soit par exemple, Téquation
(1) Ao(ax + b)-g +A,(ax + 6)-^ ?3( + -.
Posons
cix + 6 = Ç,
d'où
adx = dç.
Nous pouvons considérer y comme une fonction de œ par Tinteriïiédiaire de 5? et former ainsi ses dérivées : en observant que d^ est constant en même temps que rfx, nous trouverons :
dx dÇ dx dç'
dx» "" dÇ« dx»"" di^'
et en général :
dxP d^P
Par la substitution de ces valeurs l'équation proposée [de vient :
(2) A,a«Ç- 9^ H- A, a-» Ç— ^j^^^j^ 4- ... + A._, aÇ ^| + A.î/ = 0.
Si Ton fait actuellement :
d'où
d;= e'dz,
on a :
du __dy dz _ _^dy dÇ ~" dz dÇ ~ ® dz'
dp- ^ dÇdz^^ d2*dÇ""^ V dz^ dz*)'
etc.
et Ton voit qu'en général l'expression de -—j sera formée d'une
quantité linéaire par rapport aux dérivées -^, -r^--- -7-7 mul-
tipliée par e"^*, c'est-à-dire par ^ .
En substituant dans Téquation (2), on obtiendra donc une équation linéaire d'ordre m à coefficients constants en y et z.
337. Équations linéaires dans lesquelles le seeond membre n*est pas nui. — Proeédés permettant dans certains cas de Ikire disparaître le second membre. — Occupons-nous actuellement des équations liné«aires complètes^ c'est-à-dire dans lesquelles le "second membre n*est pas nul.
Remarquons d'abord que si l'on connaissait une intégrale y, de Téquation complète, on pourrait ramener son intégration à celle d'une équation homogène c'est-à-dire privée de second membre.
En posant en effet :
et substituant dans l'équation on trouve :
*(yi)+*W = v, et comme
par hypothèse, il reste l'équation homogène
pour déterminer 5. Si donc on sait intégrer cette dernière et si l'on désigne par
son intégrale générale, l'intégrale générale de Téquation complète sera :
On arrive dans certains cas à découvrir assez facilement l'intégrale y^ qui permet de faire disparaître le second membre.
Par exemple si les coefficients du premier membre sont des constantes et si V est de la forme
(asinpx + a'cospx)4- (Psin gx + P'cosqx)...
a, a', g, g'... jo, ç... étant des constantes, on posera
j/, = (asinpx + a'cospx) + {bslnqx + 5'cosgx) + ... ;
la substitution dans l'équation conduira pour le premier membre à un résultat de la forme
(Asinpx + A'cospx) + (Bsingx + B'cosgx) 4- ...
et ridentification avec le second membre fournira des conditions qui détermineront en général A, A', B, B'... et par suite les constantes indéterminées a, a', ft, fe'... avec lesquelles A, A', B, B'.., sont composés.
33S. Application à, un exemple. — Soit, par exemple, l'équation
(1) g-y = sin2x.
On pose
y^ =: asin2x + a'co82x,
et l'application de la méthode conduit aux conditions
La solution particulière est donc
yi = — gsmîx,
et comme l'équation privée de second membre
admet pour intégrale générale
celle de Téquation proposée sera :
Y = c. e* + c.e-* — - sîn 2x.
Il faut remarquer que la méthode pour réussir exige qu'aucun des couples de lignes trigonométriques tels que
(a sin px-^oi,' co^px) figurant dans V ne soit formé avec deux solutions de Téquation privée de second membre. En effet, si cela avait lieu, les termes en sin px^ cospj? disparaitraient dans le premier membre, et l'identification des deux membres ne serait plus possible.
330. Un procédé analogue réussit encore, dans le cas des équations à coefficients constants :
1** Si V est formé d'une somme d'exponentielle Sae*"; on poserait alors :
2** Si V est un polynôme entier
on poserait
3° Enfin, si V est une somme de fonctions de la nature de celles que nous venons d'indiquer, car on prendrait alors pour y, une expression formée par la somme de celles qu'on avait précédemment choisies.
Métiiodo do la variation des arbitraires
Lorsque les procédés particuliers que nous venons d'imiiquer sont en défaut, on a recours à la méthode générale qui nous a déjà réussi pour l'équation linéaire du premier ordre : la variation des arbitraires.
Supposons que l'on ait trouvé m solutions distinctes y,, ?/,.••!/• de l'équation du m""* ordre sans second membre
où Ton a divisé pour simplifier tous les coefficients par X^, ce
qui revient à remplacer par Tunité le coefficient de -r--^' La solu-
tion générale de cette équation sera alors :
Y = c,î/i + Cjî/, +'c^yi -f ... + c^î/m. Cherchons à nous servir de cette solution pour la résolution de l'équation à second membre
(2) • *(l/) = V, où V représente une fonction de or.
Pour cela, traitons dans Y les lettres c^,c^JC^...c^ comme des fonctions inconnues de x et proposons-nous de les détenniner de façon à ce que l'équation (2) soit satisfaite. Calculons dans ces nouvelles hypothèses les dérivées de Y. On a :
Y = CiV, + c,i/, h c,y, + ...
dx ""^ dx ^ ^^ c/x ^ ^* dx ^ ^ ^* dx ^ ^^ dx^
Profitons de l'indétermination des fonctions c, c„ etc., pour
poser
de. . dc^ , ^ dci ^
en continuant les dérivations, il viendra :
cix« - ""' dx» ^^« dx» + "^^ dx« + + dx dx ^ dx dx^
Posons encore
dUj^ dr^^ (Jjjj dÇi = S^^=0
((x dx dx dx ^ dx dx *
et ainsi de suite; de cette manière nous assujettirons successivemeut les m fonctions c, , c,, . . . c^ aux m — 1 conditions ;
^ dUi dCj _ (3j ' " (/x dx "^ •
^ d"»-» Ty. dCj _ ^
et nous serons encore maître d'une dernière condition à leur im* poser. Cette condition nous sera fournie par Téquation (2) qui doit être satisfaite. En y portant la valeur de Y et de ses dérivées, nous trouverons :
c'est-à-dire, puisque *(!/i),*f2/,),*(j/5)... sont nuls, ^ ^ dx"»-» dx""^*
Les m relations (3) et (4), qui sont du premier degré par rapport aux m dérivées -T-^, -j^, "t^--* fournissent ces dérivées par une
Cv*P ÙfW CiX
résolution facile. On trouvera, par exemple, en désignant par H,, H,... des fonctions de x
^ = Hi d'où c, = fei + Th^ djc,
etc., en représentant par /Cj, ft, ... de nouvelles constantes, et l'intégrale générale de Téquation (2) sera :
Y = ft,î/i + ftsy2 + ... + î/i / Hidjc+ y, 1 E^dx-\- ...,
ou
Y = ftiyi + ftjyt+ ... 4-0, en posant
Ainsi, rintégrale générale de Téquation à second membre pourra toujours s'obtenir par de simples quadratures, si l'intégrale générale de Téquation sans second membre est connue.
3411 . Applicatton & l'équation à, csoeflOcleatai eons-
tanto.— Dans le cas de Téquation à coefficients constants, la résolution complète est toujours possible par la méthode que nous venons d'indiquer.
Les conditions imposées aux fonctions c^, c,... deviennent, en désignant par apa,... a« les racines de Téquation caractéristique :
«I X dCé , mt de» , .
dx ' dx '
aiXdCà . umX ClCn ^
« «-I c"' ^+ a,"-» e"*^ + . - . = V. ' dx * dx
Multipliant respectivement ces m équations par les coefficients indéterminés \, \...\m^t et par lunité et posant :
il suffira que /"(a) s'annule pour toutes les racines de Téquation
caractéristique autres que st^, pour qu'en faisant la somme des
premiers membres ainsi multipliés, tous les coefficients diffé-
dc rentiels inconnus autres que -—- disparaissent. On satisfera à
cette condition en faisant
il en résulte
Von trouve ainsi
d'où
par suite
* a — Op
do, _ e ''^ Y
dx f' («,) •
et
Il resterait à étudier spécialement le cas des racines multiples, mais nous ne pouvons entrer dans plus de détails sur ce sujet sans dépasser les limites que nous nous sommes imposées.
342. — Application À un exemple. — Soit à intégrer l'équation linéaire
L'équation caractéristique
admet a, = 1 et a, = 2 comme racines. On a :
d'où
9'(«j)= — I et ?'(a,) = l.
L'application de la méthode conduit à l'intégrale générale
3^43. Définition et détermination fies sinus et cosinus géométriques. — La fonction exponentielle géométrique, telle que nous l'avons définie au S 118, jouit, comme l'exponentielle de l'algèbre ordinaire, de la propriété remarquable de se reproduire par dérivation, et c'est cette propriété même qui nous a servi à la déterminer. Le procédé d'intégration que nous venons d'appliquer aux équations différentielles linéaires à coefficients constants, s'étend donc sans difficulté aux équations analogues renfermant une fonction géométrique t/ d'une variable géométrique v, à la condition de remplacer simplement l'exponentielle ordinaire par l'exponentielle géométrique e".
Considérons en particulier l'équation géométrique
l'équation caractéristique étant alors
l'intégrale générale de cette équation sera :
(3) it = Cj e»* + c, e-»S
ou si l'on remplace v par x + yi
(3') u=zc^ e-^ (ces x + i sin x) + Cj e^ (cos x — t sin x) ,
ou enfin
(3") u = cos X (c, e-y 4- c, e») + 1 sin X (c^ e-^ — c j e»),
■'1 ^* *^t ^tant deux constantes arbitraires pouvant recevoir, bien entendu, des valeurs géométriques.
D'ailleurs, le sinus et le cosinus de l'algèbre ordinaire satisfont à Téquation analogue à (1)
Si donc on définit les sinus et cosinus géométriques par la condition de satisfaire àTéquation (1) et de se réduire comme cas particulier aux sinus et cosinus de Talgèbre ordinaire, on obtiendra ces deux nouvelles transcendantes au moyen de la formule (3*), dans laquelle on devra faire
pour le sinus, et
^t = ô Ci = - '
pour le cosinus On trouve ainsi :
8in V = sm (x + yi) = 5 (e^* — e^*) = sm x — 5 1 cos x — 5 — ,
COS r = COS (x + yi) = ^ (e»* + e-«0 = cos x — h t sin x —
Ces fonctions satisfont, ainsi qu'il est facile de s'en assurer^ aux relations
( 8in*t; + cos*u = l (6) < dsinv^cosvdv
[ dcost; = — sin V du,
et Ton vérifie également sans difficulté les relations
^^ \ sin (1? + u*) = sin v cos v' 4- sln v' cos v
^^ l cos (» + t?') = cos r cos u' — sin v sin v',
analogues à celles de la trigonométrie.
Les sinus et cosinus de a? + yi se réduisent, suivant la condition admise, à sin a? et cos x dans le cas particulier où 1/ =0 ; dans le cas au contraire où c'est la composante x qui s'annule, on trouve :
sini/i = — i -
cos yi = d'où
e» = cos yi — i sîn yi, (8) e-» = cos yi + i sin yi.
Ces formules font voir que les exponentielles réelles sont exprimables au moyen des sinus et cosinus géométriques, comme les sinus et cosinus de l'algèbre ordinaire étaient exprimables au moyen des exponentielles géométriques (§ 122). Elles complètent ainsi la liaison remarquable que nous avions déyX signalée entre ces diverses transcendantes.
Examen de quelques équations à deux variaples^ d'ordre supérieur au premier^ que Von peut résoudre ou dont on peut abaisser Vordre.
3414:. 1° Kciuatlons que Ton peut résoudre.
Premier cas, — Soit une équation de la forme
où X est une fonction de x. On en déduit
et par des quadratures successives, on arrive à
y=z jdx I dx I dx... / Xd:« + P = Xn + P,
X^ étant une certaine fonction de x, et P un polynôme de de^ré n — 1 en X à coefficients indéterminés.
Mais on peut transformer et simplifier la solution en se débarrassant des intégrales multiples.
(*) Remarquons que celte équation rentre dans le type des équations linéaires.
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L'intégration par parties donne :
X8= fdx f\dx = x Cxdx— fxXdx= Ç{z-'X)Xdx^
en convenant de remplacer s par x dans le résultat de la dernièro
intégration.
De même :
X3 = fdx fdx Çxdx =:x j dx Çxdx — i xdx j\dx
= x(x fxdx — fxXdx)— Y Cxdx + Çj Xdx = j Ixdx — X jxX dx + r^ Xdx
= lJ(z-x)«Xdx,
avec la même convention pour la lettre z que dans l'intégration précédente.
La loi de formation de ces résultats se manifeste rapidement et conduit à l'expression générale
«l'où
Deuxième cas, — Soit à intégrer
On pose -j4 = P et l'on est ainsi ramené à l'équation
d'où, en résolvant par rapport à -7^, et
les variables sont séparées, on intègre par une simple quadrature, et Ton obtient une valeur de p, telle que
on se trouve alors ramené au cas précédent.
Troisième cas. — Soit encore Téquation
fd-y d*-^^y\ _
en posant comme précédemment :
il vient d'où
€t en multipliant par 2-^dj7 ou2dp les deux membres :
c'est-à-dire
et par suite
une quadrature conduit à une liaison entre -^ et p d'où Ton
tire
et Ton retombe dans le cas précédent.
tt Équations dont on peut abaisser l'ordre
Premier cas. — L'ordre d'une équation de la forme :
'^ \ ' dx«' dx-^* '** dx"+i'dJcV~
CALCLL INTEGRAL 497
s abaisse de n unités en posant :
la substitution conduit en effet à Téquation
Deuxième cas. — Une équation ne renfermant pas la variable indépendante t, et de la forme
/ dy d'y d'y\ _
peut s'abaisser d'une unité en posant :
di = P- On déduit en effet de cette relation
cZ»^_rJp___(Jpdy_ dp^ dx* dx dydx dy
d*y_dp lÎP . „ ^ d^/ _ „ {'^pW „t ^ dx*^dy dx "^ ^ dy* dx ' \dyj "*" ^ dy*'
etc.
et en portant ces valeurs dans Téquation proposée, on obtient une équation différentielle du (n — ])• ordre en y etp, dont la résolution fournirait p en fonction de y. La relation
ainsi obtenue donnerait
dx= --^,
et les variables se trouvant séparées, x s'obtiendrait en fonction de y par une simple quadrature.
Troisième cas. — Une équation homogène par rapport à y et uses dérivées peut être abaissée d'une unité en posant y =^. Ainsi :
I homogène et de degré m d'homogénéité devient
et l'on retombe ainsi dans le cas antéprécédent.
34lO. Appltcatton* — Reclierche de la €5oari>e daim laquelle le rayon de eourbure est eonstant. — En
prenant la valeur du rayon de courbure exprimée en coordonnées rectangulaires avec Thypothèse de x variable indépendante, on a pour l'équation différentielle de la courbe cherché^.
dx
Cette équation rentre dans l'un des cas ^)récédemment étudiés, et son degré peut être abaissé d'une unité. Posons :
il vient
ag = ,i+p')i
ou
(2) dx = j
les variables sont actuellement séparées et Ion pourrait, suivant la marche ordinaire, tirer de cette équation, par une quadrature. œ en fonction depiy en résulterait ensuite par une nouvelle quadrature.
Mais on arrive plus commodément au résultat par i'erapli'i
d'une variable auxiliaire; on pose d'où
^ cos'o
Téquation (2) devient alors
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dx = acos^d^
et Ton en déduit :
dy = pdx = a sin 9 dy.
Ces deux dernières équations s'intègrent immédiatement et
donnent
X — c = as\nfj y — c'= — acos9,
d'où en élevant au carré et faisant la somme
équation d'un cercle de centre arbitraire et de rayon a.
On vérifie ainsi que le cercle est la seule courbe jouissant de la propriété d'avoir en tous ses points même rayon de courbure.
3^*7. Intésraflon par les intégrales définies. -~^
On a vu qu'une intégrale définie pouvait être considérée comme une fonction :
1® Des différents paramètres que peut renfermer la fonction soumise à Tintégration ;
2"* Des limites de cette intégration si l'intégrale est réelle, oa do la courbe (ï intégration suivie s'il s'agit d'une intégrale géométrique.
On peut donc, étant donnée une équation différentielletelle que
essayer d'y satisfaire en prenant pour y une intégrale définie qui représente une fonction de rr, soit que cette lettre figure comme
paramètre sous le signe i , soit qu'elle entre dans les limites de
l'intégration, ou que la courbe d'intégration choisie en dépende.. Si l'on adopte la première de ces hypothèses, la valeur de y î^era de la forme
et les limites Wp ti, étant supposées indépendantes de a?, les
dérivées successives de y s'obtiendront par la règle de différentiation sous le signe / et se présenteront sous la forme d'intégrales définies analogues à i/(*).
Si maintenant on suppose que l'équation proposée soit linéiiire et homogène, c'est-à-dire dépourvue de second membre, le résultat de la substitution de y conduira à égaler à zéro une intégrale définie unique. Cotte condition pourra être satisfaite en général soit par la détermination de la fonction ç, restée arbitraire, soit par l'adoption de certaines limites Mj w„ et d'une courbe d'intégration convenablement choisie entre ces limites; soit enfin par une combinaison plus ou moins heureuse de ces différents procédés. La valeur de y résultera de ces déterminations.
L'exemple suivant sufïïra pour faire comprendre Tesprit d»^ cette méthode ingénieuse due à Laplace.
Considérons l'équation hnéaire :
(1) (Oo + Kx) Jj^, -h (a, 4- 6, X) ^ + (a, + b^x) y = 0,
et cherchons à y satisfaire par une intégrale définie de la forme :
(2J y= le»«Udu,
U représentant une fonction w, indépendante de x.
On voit que dans le cas actuel nous précisons d'avance la forme de la fonction ^(u, x) : nous le faisons en raison même de la nature de l'équation (1) et pour préparer une simplification dans le résultat de la substitution.
(*) On suppose que la variation de x non- seulement ne modifie pas 1<^ limites U| et u,, mais qu'elle ne change pas la courbe d'intégration suivie entre u. et u, ou du moins qu'elle ne fait franchir à cette courbe aucun point critique de la fonction 7.
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Les dérivées de y sont en effet
ea sorte que la substitution dans Téquation proposée donne simplement
|^(a.u« + «',u + aj)+(5^u* + b^u + 6,)xl e-'Udu = 0,
OU
(3) r*"(P 4- Qx)e-'U(iu = 0,
en représentant pour simplifier par P et Q les deux trinômes «o^* + «lU + ^1 et 6^n* + h^u + ft,.
L#a forme de cette intégrale définie conduit naturellement à une transformation qui consiste à isoler le second terme de la parenthèse et à appliquer à l'intégrale correspondante
**QUxe»'du,
la méthode d'intégration par parties, en prenant xé^'^du pour le facteur différentiel. On trouve ainsi
r QUxe-'du = rQUe-'l — ï e-' ^^ du. L'équation (3) devient alors :
(4) r"*['*^~ ^S^]^""^" + [QUe-]"'= 0.
Sous cette forme, la lettre x ayant disparu de la parenthèse sous le signe d'intégration, on voit qu'on pourra disposer de la fonction U qui est arbitraire pour annuler cette parenthèse et par suite tous les éléments de l'intégrale définie, en posant
(5) ?v-im=o,
^ ' du '
c'est-à-dire
d(QU) P
d'où par une intégration facile
Si Ton adopte cette valeur de U, l'intégrale définie de l'équation (4) se trouvera égale à zéro quelles que soient ses limite:? : il faudra ensuite choisir ces limites u^ et «,, indépendantes de j par hypothèse, de manière à annuler également la quantité
c'est-à-dire
[..-il-]-.
Si par exemple on trouve des valeurs de u indépendantes de jqui rendent
ux 4
égala — co, ces valeurs conviendront indifféremment pour ii,«et k, et l'on conçoit qu'on pourra de cette manière former difTérenles intégrales particulières de l'équation proposée. Si Ton en obtient deux, //q et //j, qui soient distinctes,
sera l'intégrale générale. Les valeurs de y^ et y, seront d'ailleurs de la forme
"'le-'Q du.
34l8. La méthode que nous venons d'exposer s'applique eu
particulier à l'équation
dont elle permet d'effectuer l'intégration.
s écrit
CALCUL LNTÊGRAL 603
effet, si l*on chasse le dénoQiinateur Xy cette équation
X -j-= 4- 2n -5 m' xy
et elle s'identifie avec l'équation (1) du paragraphe précédent en posant :
Les trinômes P et 0 prennent alors les valeurs
p = 2nw, Q = u« — m*,
et Texpression générale de U
se réduit à
La quantité
[ûUe-]*'
s'annulera donc si Ton fait u^ = — m et tf,== + m et comme ces limites sont indépendantes de j*, la valeur correspondante de y
représentera, d'après la théorie précédente, une intégrale do l'équation proposée.
On en obtient une seconde au moyen de l'artifice suivant. Si l'on pose :
et si Ton substitue à y cette valeur dans l'équation difi-érentielle , on est conduit à. l'équation dififérentielle en z :
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qui rentre dans la forme de Téquation (a), lorsqu'on détermine/* par la condition
2n + p — 1 = 0, c'est-à-dire
L*équation (g) devient alors :
dx" X dx
c'est-à-dire qu'elle est identique avec l'équation (a), dans laquelle on aurait changé n en (1 — n) et ij en z. Elle admet donc la solution :
rj = r c** (u* — m^}-* du, d'où l'on déduit la solution
y^ = xP r, = x<*-»») r "e»* (u» — m')-* du
pour la proposée.
La connaissance des deux solutions »/, et y^ fournit la valeur
Cl Vi + Ci v, de Tintégrale générale.
La méthode ne serait en défaut que dans le cas où n étant
égal à ^, les deux solutions particulières viendraient à se confondre. Mais on peut éluder cette difficulté par un procédé quo nous avons déjà employé dans des cas analogues et qui consista à faire tendre n vers sa limite en posant
La valeur de y, s'écrit alors :
Le facteur
lx(tt«— Tn*)M
développé par rapport à e d'après lajformule de Taylor, s'écrit, en s'arrêtant au second terme
et la valeur de y, devient ainsi :
r+» -.i r+» -i r in
/ e»' (u* — m«) »" Lrx(u» — m«)8 j du = i/^ + e?/.
en désignant par ?/, la dernière intégrale. L'expression de Tintégrale générale est alors
(Cl + c,) Vi + c, «î/„
et en définissant deux nouvelles constantes arbitraires par les relations
q + Cj = Kl
on obtient, sous la forme K^ y^ + K, y,, l'intégrale générale relative à ce cas particulier.
349. Intésratioii i»ar les séries. — Lorsque les différents procédés que nous venons d'indiquer ne s'appliquent pas. on peut recourir à une dernière méthode, celle de l'intégration par les séries.
Supposons que la fonction inconnue de x qui satisfait à l'équation d'ordre m
soit développable par la série de Maclaurin.
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On aura :
(2) y = (!/o) + Y (!/')o + —^ iy")o ... + j^2— f;^ (!/^->)o
Or, on sait que pour une valeur initiale arbitraire de œ, jr = Û par exemple, les valeurs initiales dey, y', ?/'... y^*"*^ peuvent être arbitrairement choisies.
On pourra donc prendre pour ces valeurs m constantes arbitraires c^, c,... c„ avec lesquelles les m premiers coefficients du développement seront composés.
Les coefficients suivants se trouveront déterminés par l'équation différentielle en fonction des mêmes constantes, en effet cette équation résolue par rapport à t/^*"^ donne :
et par conséquent
et la différentiation de Téquation (T) effectuée en substituant chaque fois à la dérivée y^"^^ qîii s'introduit dans le second membre, sa valeur en fonction de x, y et des dérivées inférieures, fournit les valeurs de î/^"*'*"*\ i/"*+*\.. en fonction de œ^ y, ï/'...t/^""'' c*est-iVdire celles de {j/^'^^\ (i/^'""^*0o"* ®^ fonction de 0, Cj, r,. ..(',.
Le développement de y s'obtient donc en fonction des m constantes qui caractérisent l'intégrale générale. Mais il faudra dans chaque cas vérifier la convergence de ce développement.
On doit observer en outre que l'intégrale se présente ainsi sous la forme d'un développement infini dont on ne pourra pas en général reconstituer la somme sous forme finie.
L'application de cette méthode à l'équation très simple
qu'on sait d'ailleurs intégrer directement, puisque c'est une équation linéaire à coefficients constants, suffira pour faire comprendre la marche des calculs à effectuer. Posons
(y'io = <•!»
<m trouve
<»t en général :
Le développement de l'intégrale devient donc
On reconnaît tacilement dans ce cas la convergence de la série -et l'on arrive aisément à en faire la somme en groupant eu- :*enible tous les termes qui contiennent la même constante en facteur. On trouve ainsi :
!/ = '^'V* -172 + iTTi • • 7 + '« u - iXâ + rraxâ -• • • j
= Cl cosx + r, sinx,
expression conforme à celle que donne l'intégration directe.
On remarquera que si l'intégration des équations différentielles peut s'effectuer à l'aide des séries, réciproquement la sommation d'une série peut souvent se ramener à l'intégration d'une équation différentielle. On vient précisément d'en avoir un exemple dans le calcul du paragraphe précédent, car l'identification du développement avec l'intégrale directement obtenue de l'équation proposée fournirait la sommation des séries qui représentent sin X et cos x.
En général, la sommation d'une série se ramènera à l'intégration d'une équation différentielle toutes les fois que, par des dérivations, on arrivera à régénérer la série proposée.
Ainsi par exemple en dérivant la série
on trouve
dy X x* x*
et en multipliant par œ cette dernière série et la dérivant ensuite, il est facile de prévoir que le dernier facteur de chaque
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dénominateur devra disparaître et que la série proposée sera régénérée à un facteur près : on trouve effectivement ainsi
c'est-à-dire
La valeur de y est donc égale à l'intégrale de l'équation linéaire
qui rentre dans le type général dont nous avons donné Tintégration au S 348.
ÉQUATIONS SIMULTANÉES
350. Supposons qu'un système donné d'équations difiérentielles renferme plusieurs fonctions d'une même variable indépendante X, les équations étant en nombre égal à celui des fonctions.
Soit par exemple :
( dy dz du \ — n
»V'^''^'rf^ '^'5:^ ' ' ' ' '^' dx / -*''
e f dy dz du \
*'"V'''^*5I- '''dû '""'TE? / -"'
le système d'équations données.
On peut d'abord se proposer d'éliminer toutes les fonctions, à
l'exception d'une seule, y par exemple.
Pour cela on pourra opérer de la manière suivante :
On tirera de l'une des n équations données la dérivée d'ordre
le plus élevé d'une des lettres, z par exemple, et on portera sa
d^s valeur dans les n — 1 autres; soit :r— cette dérivée : il restera
' dx^ '
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ainsi un système de n — i équations ne renfermant plus que
. pSi ; on dérivera Tune de ces équations et Ton y remplacera
par sa valeur la dérivée r-^, que la dérivation aura de nouveau
introduite. En définitive, on obtiendra ainsi n équations nou-
velles d'où la dérivée y-j, aura disparu. En répétant pour ^^
d^z ce qui vient d'être fait pour y-^^, on éliminera à son tour cotte
dérivée, et ainsi de suite jusqu'à ce que la lettre s ait disparu. Il restera alors n — i équations ne renfermant plus z. On fera Ae même pour les autres lettres et Ton arrivera en définitive à une équation unique entre x et y.
Exemple. — Pour mieux faire comprendre la marche de ce <\alcul, nous l'appliquerons à un exemple très simple. Soient les deux équations simultanées à trois variables :
dy dz
Proposons-nous d'éliminer z d'après la méthode qui vient d'être indiquée'
En différentiant l'équation (2; on a :
d^z et, en substituant à -T-4 dans cette nouvelle équation sa valeur
tirée de la première, on trouve différentiant de nouveau ; il vient :
\) d'f/ dz d«i/ g^dy_
dx* dx doc* ^ dx
et en remplaçant -^ par sa valeur tirée de (2;
Éliminant enfin z entre (4) et (6), et opérant les réductions, on arrive à la relation
qui ne renferme plus que y et qui est Téquation cherchée (*;.
Gomme on le voit, l'élimination des variables élève Tordre de Téquation finale.
(*) Cette équation s'intègre dVilleurs sans difficulté, car on peut l'écrire
d^y dy dx* dx
dx^
d'où
d^u L— ,= Lî/+Lc,
c'est-à-dire
équation linéaire qui sUntègre immédiatement et donne :
Mais dans le cas actuel, on pourrait opérer plus rapidement encore en remarquant que Téquation (2) peut s'écrire
dy dz I dx = dx
! d'où
y = cz.
En substituant à z dans Téquatton (1) sa valeur en y, on trouve immédiatement
c'est-à-dire Téquation (8).
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3S4. Inversement en multipliant les variables et le nombre «les équations on peut en abaisser Tordre et ramener finalement le système à être du premier ordre. Pour cela il suffit pour cha ;iie lettre telle que z de poser
dz _ dx "" '*' do __ dx " '*'• dw
etc.
et d'éliminer au moyen de ces relations nouvelles qu'on joint au système propose^ toutes les dérivées d'ordre supérieur au premier «(ui fît^urent primitivement dans le système.
Cela fait, on pourra toujours, théoriquement du moins, résoudre ce système par rapport aux dérivées du premier ordre qu'il renferme et le mettre par conséquent sous la forme définitive
dy ,
du f .
le nombre des équations étant égal ùl celui des fonctions de x qu'elles renferment.
Exemple. — Appliquons cette transformation au système de l'exemple précédent.
dx*-y = ''
dy dz .
Nous poserons
dz
les deux premières équations deviendront
dv dx^
dy_ dx"
et jointes à Téquation (3) elles formeront un système du premier ordre équivalant aujsystème proposé.
3&2. Lorsqu'un système d'équations simultanées a été ramené, comme on vient de l'expliquer, au premier ordre et mis sous une forme telle que
il est facile de démontrer que le système des équations intégrales qui en constitue la solution générale, doit renfermer autant de constantes arbitraires qu'il y a de fonctions de x et, par conséquent, d'équations dans le système.
Eu effet, par ces équations intégrales chacune des n lettres //, 5, u, V, etc., se trouve fonction de x. Figurons géométriquement la liaison de chaque lettre avec x par une courbe, et supposons qu'on prenne arbitrairement une certaine valeur x^ de x et les valeurs initiales correspondantes y,, ?,, ii^n t\.,. de y, z, w, v..- Le système des équations (1) fournira pour un accroissement dx de X les accroissements différentiels con'espondants de y, s, t/, v... en sorte qu'on passera ainsi du système des'points j-^, y^, 5^, u^, v,. .. au système des points infiniment voisins ir,, t/^, 5,, w,, Vj....
En opérant sur ces nouveaux points comme sur les précédents, et continuant de même, on voit qu'on pourra tracer les courbes
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Y, Z, U, Y... de proche en proche, et comme les n points do ilépart 2/ç, 5p. u^, r^... ont été arbitrairement choiîjis, il y aura l)ien, comme nous Tavions anncmcé, n constantes arbitraires ilans le système des équations de ces courbes (*).
3&3. Bquatioiui simultanées linéaires. — Le système des équations simultanées, ramené au premier ordre comme on vient de l'expliquer, est dit linéaire lorsque les fonctions qui composent les seconds membres sont de la forme :
Py + Qi^ + Ru + Su + T,
P. 0, R, S, T étant des fonctions de la seule lettre x.
Il est à remarquer qu'un pareil système conduit toujours par Télimination des variables à une équation linéaire entre la variable conservée et la lettre x.
Soient par exemple les deux équations simultanées :
Télimination de z se fera simplement en tirant z de la première, qui donne
fê-«-«}f
Q d'où par dérivation ;
dz _ dx« dx ^ dx dx
dx^ Q Q
dz En portant ces valeurs de 5 et de -^ dans Téquation (2), on
obtient une équation linéaire du deuxième ordre en y, dont les coefficients sont formés avec ceux des équations proposées et leurs dérivées.
[*) Si les variables ou les coefficients des équations n'étaient pas réels, le même raisonnement ne cesserait pas de s'appliquer, mais il ne serait plus lascepUble de rinierprétalion géométrique que nous en avons faite.
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Si donc, le système linéaire proposé avait ses coefficients •constants, on pourrait toujours résoudre les équations résultant Le Télimination des variables puisque les coefficients de ces léquations seraient constants également.
Exemple :
dx '
dz
di = ^'
d'où par élimination de z :
L'intégrale générale est
y = CjeW-i ^ c^e-W-» = Acosx + Bsm.v; connaissant //, on a 5 par dérivation
r = 7^ = Asinx' — Bcosx.
dx
354^. Méthode de d^%lemhert pour Flntéi^ation d'un système d^équatlons linéaires du premier ordre.
— D'Alembert a donné une méthode remarquable pour Tintégration d'un système d'équations simultanées linéaires du premier ordre. Cette méthode peut s'étendre à un nombre quelconque d'équations simultanées, mais nous nous bornerons à traiter le cas de deux équations.
Soient :
les deux équations données, où P, Q, V, F, Q', V, représentent des fonctions quelconques de la variable œ.
Ajoutons ces deux équations après avoir multiplié par un facteur arbitraire 6 la seconde : il vient
<*^ (si + « 5^) + (P + op')!/ + (Q + eQOz = V + ev.
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Posons :
en définissant ainsi une nouvelle variable, Têquation (3) donne par dérivation
'' ' ctx ^ dx^ dx dx
Eliminons actuellement la lettre y de l'équation (2) en y portant les valeurs de y et de -y^ tirées des relations (3) et (4), nous
aurons ainsi :
Mais nous pouvons disposer du facteur arbitraire 6 de manière h annuler la parenthèse en faisant
et l'équation (5] se réduira alors à l'équation linéaire du premier ordre en t
équation que l'on sait résoudre (S31T;. Oii en tirerait, en supposant 6 connu, une valeur de t telle que
renfermant une constante arbitraire.
La valeur de 6 d'autre part est déterminée par l'équation (6) qui n'est pas linéaire, car elle s'écrit en la développant
Mais il n'est pas nécessaire d'en connaître l'intégrale générale. En effet, si Ton parvient à découvrir seulement deux fonctions 0| et 0, qui y satisfassent, ces deux fonctions donneront en les portant dans l'équation (7), deux équations différentielles distinctes qui, résolues en t^ conduiront aux deux intégrales :
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c, et c, désignant deux constantes arbitraires distinctes intrtjduites dans les deux intégrations. En posant alors :
on aura deux équations auxquelles y et z devront satisfaire et q;ii fourniront ces deux lettres avec deux constantes arbitraires c, et c,. Les valeurs de y et 5 ainsi obtenues seront donc les intégrale^ générales du système proposé.
355. Cette méthode permet de résoudre le système doniutoutes les fois que les coefficients P, Q, P', Q', sont constants, ou plus généralement encore lorsque les rapports
p/ pi '
sont constants (*).
En effet, l'équation en 0 est satisfaite alors si Ton attribue à 0 les deux valeurs constantes qui annulent le trinôme
Ces valeurs 0, et 6, fournissent alors les deux intégrales particulières nécessaires à la solution.
Dans le cas particulier où ces racines sont égales, en désignant parOj leur valeur commune, l'équation en 6 peut se mettre sous la forme :
et son intégration complète est alors facile. On a :
dO
d'où, P' étant supposé constant,
; = - PdX,
(•) Dans le cas d'ailleurs où les coefïicienls P, Q, F, Q' sont coDstaols ^*' système s'intègre facilement par rélimination de Tune des deux Tariable> comme on Fa fait observer au § 353.
Iv étant uae constante arbitraire.
Mais cette intégrale générale n'est pas nécessaire, il suffit «l'en choisir deux valeurs particulières, et l'on prendra naturellement les plus simples.
On fera par exemple K = qo et K = 0 et l'on trouvera ainsi les valeurs
«fui, portées dans l'équation (7), fourniront (, et t^ et donneront ainsi la solution complète du système proposé.
B. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES RENFERMANT PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES
GÉNÉRALITÉS
350. Les équations différentielles ou les systèmes d'équations différentielles que nous avons étudiés jusqu'à présent ne renfermaient jamais qu'une seule variable indépendante, et leK accroissements différentiels de cette variable étant supposés ♦^gaux. les autres variables n'entraient en réalité dans les équations que par leurs dérivées.
Lorsque les équations renferment plus d'une variable indél>endante, leur composition est généralement beaucoup moins .simple.
Ordinairement, les variables indépendantes étant supposées s'accroître par accroissements différentiels égaux, on ne rencontre dans les équations que leurs différentielles premières, mais on y voit figurer les différentielles de tout ordre des autres lettres.
Ces dernières différentielles sont d'ailleurs ou des différentielles totales ou des différentielles partielles répondant au cas où certaines variables indépendantes recevraient seules des
accroissements. Mais ces différentielles partielles peuvent toujours être consid(^rées comme le produit des déiiiées partielles correspondantes par une puissance convenable de la différentielle de la variable indépendante par rapport à laquelle la différentielle partielle est prise; en sorte qu'on est conduit à regarder en définitive les équations différentielles qui nous occupent comme formées avec des différentielles totales et des dérivées partielles.
Remarquons enfin qu'une équation qui renferme des différentielles totales devant être vérifiée pour toutes les variations possibles des lettres qu'elle contient, en l'appliquant au cas particulier où les différentes variables indépendantes varieraient seules, on obtiendrait un certain nombre d'équations aux dérivées partielles dont le système serait équivalent à l'équation proposée.
On conçoit que l'intégration des équations différentielles ainsi composées constitue un problème des plus difficiles ; on n'en connaît effectivement la solution que dans un très petit nombre de cas et nous nous bornerons à traiter ici les plus simples de ceux qu'on sait résoudre.
1® Équations aux différentielles totales.
357. Intégrale générale. Condition dMintégrablllté. — Supposons d'abord que l'équation proposée ne renferme que des différentielles totales et qu'elle soit de plus du premier ordre.
Soit, par exemple,
'1) ?dx + Qdy -h Rdz = 0,
cette équation où P, Q, H, représentent des fonctions de X, y, z.
On a vu, dans la première partie de ce Cours qu'une liaison entre x^ y et z telle que
conduisait par dérivation à une relation
(6) F'xdx + F\dy + F'.dz = 0r
entre les différentielles totales de ces mêmes lettres.
Si Téquation (a) renfermait une constante arbitraire c, on pourrait l'éliminer en tirant sa valeur de (a) et la portant dana (J))y et Ton obtiendrait ainsi une relation telle que
Ldx + Mdy + Ndz = 0,
de même forme que Téquation différentielle donnée.
On peut donc se proposer de rechercher une équation deforme (a)
renfermant une constante arbitraire et qui, par l'élimination decette constante, reproduise l'équation (1). Cette relation [w) sera dite Vintégrale générale de l'équation aux différentielle* totales.
Mais pour qu'une pareille relation existe, nous reconnaitron* d'abord que certaines conditions sont nécessaires.
L'équation (1) devant être vérifiée quelle que soit la manière dont varient les lettres qui y entrent, on peut d'abord supposer y invariable, ce qui conduit à l'équation :
(i R-7-=5: — P ou — = — 5»
^ ' dx dx R
et de même en supposant x invariable, on trouvera :
w^dz ^ dz Q
(3 R-- = — Q ou T- = — 5-
^ ' dy dy H
Ces deux équations qui déterminent les dérivées partielks^ d& z^ considéré comme fonction de œ et de y ne sont compatibles que-
si elles conduisent par dérivation à la même valeur de , . ,. ce-
^ dœdy
qui oblige les fonctions P, Q, R à satisfaire à la condition :
ou, en développant et en remarquant que P, Q et R sont defn fonctions de a? et de // directement et par l'intermédiaire de- z
\dg dx)^dx\dy dz ) dy\dz dxj'
OU enfin à cause des valeurs de -7^. -^ :
dx a y
L*équation proposée n'admet d'intégrale générale que si la condition (4) est satisfaite.
35S. Détermination de rintéf^rale générale. — Si
la condition d'intégrabilité est satisfaite, on pourra déterminer rintégrale générale de l'équation (1) en opérant de la manière suivante :
Posons pour simplifier
-R=^ "R=^^' la condition (4) s'écrit alors :
ou plus simplement :
si Ton convient d'indiquer par les crochets les dérivées complètes de p et de q par rapport ùl y et kx. L'équation (1), qui devient avec ces nouvelles notations
(1) dz=^pdx + qdy,
se décompose dans les deux relations :
dz .X dz
correspondant aux cas où x et y varient seuls, et si l'on obtient une fonction z de j? et de y satisfaisant à ces dernières rela-
tions, on sait {§ lO), que sa différentielle totale satisfera Lien à Téquation proposée.
L'équation (6), où y est traité en constante, rentre dans le cas des équations à deux variables ; supposons-la intégrée et résolue par rapport à 5 ; la valeur de z sera de la forme
Y représentant la constante d'intégration qui, dans le cas actuel, peut être une fonction arbitraire de y. Nous aurons à déterminer cette fonction inconnue de manière à ce que la valeur de 5 satisfasse à la relation (7).
Pour cela nous remplacerons z par 9 dans cette dernière équation qui deviendra
Son intégration fournira la valeur de Y avec une constante arbitraire; or cette valeur doit être indépendante de a?, mais il en sera effectivement ainsi en vertu même de la condition (4). En effet, Téquation (6) devenant identique lorsqu'on y remplace z par ^ peut être différentiée par rapport à la lettre y qu'elle renferme et comme, par l'interversion permise des dérivations :
on trouve ainsi :
hjdx'~dx\dy'^ d\ dy)'
_£ /d? d? cnr\ fdpi
dx\dy^ d\dyj^ldyy
c'est-à-dire, à cause de (4)
^^^ dx \dy ^ d\ dyj Idx] "- "•
Cette relation exprime précisément que le premier membre de l'équation (8), d'où l'on tire Y, est indépendant de x, puisque sa dérivée par rapport à cette lettre est égale à zéro.
350. Application k un exemple. — Soit l'équation (i) {y -\-z)dx + (z + x)dy -h (X + y)dz = 0,
on a dans ce cas
et la condition (4) est bien satisfaite puisque
fdpl ^ 2z _ fdql
Idy] (X + yi« Idx]
L'intégration de l'équation (6) s'obtient immédiatement par la séparation des variables. On a:
dz dx
d'où
(î/ + ^)Gx + y) = Y,
Portant cette valeur dans (7), il vient, après réduction.
d'où
Y = y« + c, et enfin
^ x + y c'est-à-dire
xz + yx + zy = c.
Telle est l'intégrale générale de l'équation proposée.
Détermination de la «olatlon singulière
L'intégrale générale que nous trouvons ainsi sous la forme d'une équation telle que
représente une séine de surfaces.
Kn diffërentiant totalement cette équation et éliminant c entre Téquation (a) et l'équation de forme {b)
' dx dy "^ dz
qui en résulte, on doit évidemment retomber sur Téquation aMx différentielles proposées.
Mais il est clair qu'on satisferait également à cette équation si Ton supposait dans (a) la lettre c variable, à la condition que dans la relation (6') répondant à cette hypothèse :
dx dy dz de
dF
le terme — de disparût, car alors la variation de c n'influerait
en rien sur le résultat du calcul.
dF Or pour que — de soit nul, il faut ou bien que de soit nul, ce
qui ramène à
c = constante,
c'est-à-dire à l'intégrale générale, ou bien que
f y dF ^
^*) Tc = ''
ce qui donne par l'élimination de c entre les équations (a) et (a» une relation entre Xy y et z ne renfermant plus de constante arbitraire et constituant une solution singulière de l'équation (1).
Cette solution représente la surface enveloppe des surfaces F.
36 i . Cas où la condition d^intésrabilité n'est pas satisfaite. — Si la condition d'intégrabilité
n'est pas satisfaite, il n'existe pas en général de fonction s de T et de y satisfaisant à l'équation (1) de quelque manière que x
et y varient, mais on peut considérer la condition (4) comme une nouvelle équation à joindre à Téquation proposée, et, l'ensemble de ces deux équations établissant dès lors deux relation^ généralement distinctes entre x^ y et 5, conviendra à des sériei^ (le lignes et non plus à des séries de surfaces.
Pour déterminer ces séries de lignes, on pourra conduire le calcul comme dans le cas précédent. On arrivera ainsi aux deui relations :
Cette dernière, n'étant pas indépendante de ît, ne peut être i Jentiquement satisfaite par aucune fonction Y de y ; elle constitue alors, en laissant à Y sa complète indétermination, la seconde relation à adjoindre à l'équation donnée ou à l'équation ,7), qui peut la remplacer.
Le système des équations (7) et (8) fournira pour chaque détermination attribuée à la fonction Y une ou plusieurs lignes satisfaisant à la question. On pourra même choisir Y de manii^re il ce que ces lignes se trouvent sur une surface donnée
il suffira pour cela d'éliminer z ei x entre les équations (7;. 8
et (9) ; on obtiendra ainsi une relation diflférentielle en y Y et
dY
-7- qui déterminera la fonction Y.
(ly ^
Mais il ne faudrait pas en conclure que la liaison
(fui représente cette surface, satisfait à l'équation aux différentielles totales ; cette équation ne sera vérifiée que si l'on se déplace sur la surface en suivant les lignes représentées par l'ensemble des équations (7) et (8).
362. Application é, un exemple. — Soit par exemple l'équation (l) dz^aydx '\- hxdy.
La condition d'intégrabilité n'est pas vérifiée si a ^6.
L'intégration de Téquiition
conduit alors à la valeur
(7) 2 = axy 4- Y,
et l'équation (8) devient
Les séries de courbes définies par le système des relations (7) et '8) satisferont, quel que soit Y, à Téquation proposée. Si Ton fait par exemple
Y = y« + c, les équations (7) et (8) deviennent
(7'] z = axy + y« + c,
et leur ensemble représente les sections par un même plan d'une série de paraboloïdes hyperboliques.
2* Équations aux dérivées partielles.
363. Formation des équations aux dérivées partielles I intégrales complètes | intégrales générales. —
Abordons actuellement l'étude des équations différentielles qui ne renferment que les dérivées partielles de la fonction inconnue, et pour nous rendre mieux compte de la nature de ces relations et de la forme des équations intégrales auxquelles elles doivent nous conduire, reportons-nous à ce qui a été dit dans la première partie de ce Cours au sujet de l'élimination des constantes et des fonctions arbitraires.
On se souvient que Télimination des constantes arbitraires dans une relation à deux variables telle que :
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nous avait conduit à une équation différentielle ordinaire d'ordre n telle que :
entre x, y et les n premières dérivées de y par rapport à j. Réciproquement, Tintégration d'une équation de forme \i nous a ramenés à une équation de forme (t) qui, sous le nom (Vintégrale générale^ représente la solution la plus complète de Téquation différentielle proposée.
De même ' dans le cas d'une équation renfermant plusieurs variables indépendantes, on a vu que la différentiation pouvait conduire à des relations indépendantes des constantes arbitraires ; mais on a reconnu que dans ce cas la marche h suivre pour effectuer cette élimination restait indéterminée dans une certaine mesure.
Si l'équation proposée
{3) F(x,î/,M,u,...2;c„C2,...Cn)=0
renferme un nombre de constantes égal à celui des variables indépendantes, l'élimination peut se faire au moyen des n équations du premier ordre
obtenues en différentiant Téquation (1) par rapport aux variables indépendantes, et elle conduit à une relation telle que
,„, ,1 dz dz dz dz \ ^
entre les variables, la fonction z et ses n dérivées partielles du premier ordre.
Réciproquement étant donnée une équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre, à n variables indépendantes, rentrant par conséquent dans la forme de Téquation (5), on peut se proposer de retrouver une relation de forme (3), renfermant n constantes arbitraires, et régénérant Téquation proposée par rélimination de ces constantes : une pareille relation constitue ce qu'on appelle une équation primitive complète ou une intéfjrale complète de Téquation donnée.
Mais on a vu également qu*une relation arbitraire
établie entre deux fonctions connues ç^ et ç, de x, y, ti, v... et de s pouvait conduire, par Télimination de la forme arbitraire *, à des relations différentielles formées avec x, i/, u, v,., z et les dérivées partielles de z.
Une équation aux dérivées partielles doit donc pouvoir s'intégrer sous la forme d'une liaison arbitraire entre deux fonctions déterminées des variables; une intégrale ainj^i composée reçoit le nom dHntégrale générale.
36-4. Solutions sinsulières t passas® d*one Inté- Si*Alo complète À une intégrale sénérale. — Lorsqu'on connaît une intégrale complète d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre, on peut en déduire une solution singulière par une méthode très analogue à celle que nous avons exposée au (S 301) pour les équations ordinaires du premier ordre.
L'équation différentielle donnée, d'après ce que Ton vient de voir, devant résulter de Télimination des constantes c^. c,... c„ entre l'intégrale complète
^3) F(x,y,u,u...z;c,,c„...Cn) = 0,
et les n équations (4)
le résultat de cette élimination ne sera pas modifié, et par suite. Téquation (3) continuera à représenter une solution de Téquation proposée si au lieu de considérer les lettres c^, c,... c, comnjH des constantes, on les remplace par des fonctions de x,y,u.r...: à la condition d'imposer à ces fonctions des liaisons telles qmles équations (4) ne soient pas modifiées.
Or, ces équations deviennent dans cette nouvelle hypothè!?e :
il faudra donc que les fonctions c,, Cj... c^ rendent les quantités^ :
identiquement nulles.
On pourra satisfaire à ces conditions en posant
Ces équations, au nombre de n, détermineront les valeurs des^ fonctions Cj, c^...c^. En portant ces valeurs dans Téquation j3,
(*) Les fondions c^yC^,.,Cn devant renfermer les variables indépendante.^ X, xfy u, V... et la fonction z, leurs dérivées par rapport à. Tune des Tariahle> indépendantes, x par exemple^ sont, d'après la règle des fonctions composées :
dc^ dc^ dz dx dz dx' ' dc^ dcj dz dx dz dx* etc.
Ce sont ces dérivées que nous désignons pour simplifier par 1 -r-^ r 1 T^ ^^-
on obtient une relation ne renfermant plus ni constantes ni fonc^ tions arbitraires et constituant une solution singulière de Téquation (5).
Mais on peut, aussi, au lieu de considérer les fonctions c^, €,... comme indépendantes les unes des autres, les supposer liées entre elles, de façon par exemple & ce que p d* entre elles soient exprimées en fonctions des n — p autres.
Supposons, pour fixer lesidées^ que c^ c,... c.., soient fonc* tions de c^.^ et c. par des relations telles que
les fonctions 4^1 ^t" - ^'«-s restant d*ailleurs arbitraires. Les équations (4') deviendront alors :
+Vf'c '^+fv ^« + ... +rc ^iî^+Pc ¥—"1=0.
F' +F',-+/'f'. -^ +F'. -^4-...+ F'c ^i2=.' + F'. V^l^»l »^' 'dt/^V ^dcn^r '^dc^r ^"^ ''-«dc.-,^' 'n-VL di/ J
etc.
Elles se réduiront aux équations (4] si Ton pose :
^*'id^,+^'»dï;:i:+ ••• + *' '-«d^, + ^--«~^'
\ ' 'i dcn ^ '* dc« ^ ^ ' '»-« dCn ^ ' '» "• •
Ces deux conditions détermineront les fonctions c^^i, c^ et par suite, au moyen des relations (8) les fonctions Ci,c,...Cn_, : en portant les valeurs de ces fonctions dans Téquation (3) on obtiendra une solution de Téquation différentielle, solution dépen«
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dant. on le voit,desn — 2fonctîons <{/p 6,-.. <^»_, qui pourront être arbitrairement choisies (*).
En particulier si Ton suppose qu'une seule des lettres e soit fonctions des n — 1 autres, on obtiendra une intégrale dont la forme dépendra d'une seule fonction arbitraire : ce sera une intégrale générale.
On voit ainsi comment une intégrale générale peut se déduire d'une intégrale complète. Réciproquement , étant donnée une intégrale générale, on peut généralement attribuer à la fonction arbitraire une détermination qui introduise dans la solution n constantes arbitraires; on obtiendra ainsi une intégrale complète, mais cette intégrale complète pourra différer de celle qu'on connaissait déjà«
365. Application à un exemple. — Afin d'éclaircir ces généralités par un exemple, prenons l'équation
OÙ c^ et c, sont des constantes arbitraires. Cette équation qui représente toutes les sphères du rayon r ayant leurs centres dans le plan XOY, peut être considérée comme une intégrale complète de l'équation aux dérivées partielles
im'<%h ']'—='■
ou
en posant pour simplifier, suivant la notation usuelle.
— =:p,-^z=q. L'équation (5) exprime la propriété commune à
toutes les sphères (3) d'avoir une normale de longueur constante.
(*) L'élimination qui conduit à la solution ne peut généralement s'effectuer que lorsqu'on a adopté pour les fonctions <j»i, ({^a*- <les formes déterminées: on ne peut donc exprimer la solution en fonction de t|<|, (l*].., en laissant à ces formes leur indétermination, mais la solution n'en dépend pas moins de n— 2, fonctions arbitraires.
Si Ton remplace dans Tintégrale complète les constantes c, et c, par des fonctions des variables assujetties aux conditions :
dCj
dF de, ~"
c'est-à-dire :
on obtient la solution
singulière
qui représente le système des deux plans z==±r; ces deux plans, enveloppes de toutes les sphères (3), satisfont bien effectivement à la condition géométrique exprimée par Téquation différentielle.
Si Ton établit entre c^ et c, une relation arbitraire telle que
ces deux lettres représentant, (Jans l'intégrale complète (3), les coordonnées arbitraires du centre de la sphère dans le plan XOY . cela revient, on le voit, à choisir parmi les sphères de l'équation (3), celles dont le centre est situé sur la courbe (8).
L'élimination de Cj et c, effectuée entre Téquation (3 ) et sa dérivée, en tenant compte de la relation (8), conduira donc à l'enveloppe de cette série de sphères, c'est-à-dire à une surfacecanal dont la forme dépendra d'ailleurs de celle de la fonction t^. Une pareille surface doit effectivement satisfaire à l'équation différentielle, car sa normale est constante en longueur comme celle des sphères qu'elle enveloppe. L'ensemble de toutes les surfaces-canal que Ton pourra ainsi obtenir en modifiant arbitrairement la fonction <];, constituera Y intégrale générale de l'équation (4).
On voit sur cet exemple qu'une intégrale complète représentant une infinité de surfaces formant autant de séries que cette intégrale renferme de constantes arbitraires, la solution singulière est l'enveloppe générale de toutes ces surfaces, tandis que l'intégrale générale est formée par les enveloppes des séries par-
ticulières de surfaces qu'on peut trouver dans l'intégrale complète, en groupant ces surfaces suivant une loi quelconque.
Etant connue l'intégrale générale, il est généralement facile de retrouver une intégi^ale complète.
Ainsi dans l'exemple précédent, le système des relations
(X - c,)« + (^y - ^(ci))' + z« — r« = 0,
représentant l'intégrale générale, si l'on suppose c, constant et si l'on désigne par o, la constante ^[c^^ la première des équations (10) reproduit l'intégrale complète (3) et la seconde n'a plu?? de raison d'être conservée, puisqu'alors la quantité
((.^~c,)+(i/-^K))f(c,))dc„
qui se trouve égalée à zéro par cette équation, s'annule par le fait de do^ = 0.
Mais on pourrait aussi retrouver une intégrale complète en introduisant deux constantes nouvelles, en posant par exemple
Les équations (10) deviendront alors :
Ti'élimination de c^ entre ces deux équations conduit alors à l'équation
qui représente une infinité de cylindres de révolution de rayon r ayant leurs axes dans le plan XOY ; ces cylindres effectivement ont une normale constante égale à r : c'est une autre intégrale complète de l'équation différentielle (5).
Cet exemple suffira pour faire comprendre la multiplicité des solutions dont une équation aux dérivées partielles du premier ordre est susceptible, et pour montrer aussi les rapports qui rattachent entre . elles ces différentes solutions. On conçoit
d*âprè9 ces résultats, que les équations aux dérivées partielles tl ordre supérieur au premier, doivent conduire à des combinai-, sons encore plus complexes ; mais nous ne pouvons sans dépasser les limites de ce Cours, aborder Tétude générale de ces équa-^ tiens dont la théorie, dans Tétat actuel de la science, est d*ailleurs fort incomplètement établie.
Nous nous bornerons à traiter quelques cas simples, comme, nous Tavons fait pour les équations différentielles ordinaires.
300. Equations aux dérivées i»artleUe0 qui peu* vent être ramenées k des équations ordinaires. —
Remarquons d'abord que si Téquation aux dérivées partielles :
/ dz dz d: dz d^z d^z d«z d»; d»r d^z \ ^
ne renfermait, comme cas particulier, que les dérivées partielles de la fonction par rapport à une seule des variables, l'intégratien pourrait s'effectuer, abstraction faite des autres variables, avec cette seule différence que les constantes introduites de\Taient être remplacées par des fonctions de ces autres' variables. Ainsi, par exemple, Téquation
±-+Pj = Q,
dx
OU P et Q seraient fonction de x et y est une équation aux dérivées partielles, puisque z est fonction de x et de y d'après cette équation même.
Cependant on pourra l'intégrer comme une équation linéaire ordinaire, en y considérant la lettre y comme invariable à la condition de remplacer la constante d'intégration par une fone* lion arbitraire de cette lettre. On trouvera :
les signes / portant bien entendu sur la lettre x seulement.
36^. On peut, dans certains cas, ramener à la forme simple que nous venons d'intégrer une équation dififérentielle renfermant des dérivées relatives à plusieurs lettres. Ainsi soit 1 équation
dxdy dx
ds
OÙ P et Q sont des fonctions de x et de y. En posant -y =P-
dx
elle devient
on en déduira p d'après le calcul du paragraphe précédent, et l'on aura ainsi
équation qu'on intégrera à son tour en y regardant y comme invariable.
36S. BquatioDS linéaires du premier ordre aux dérivées partielles. — Une équation aux dérivées partielles du premier ordre et linéaire par rapport aux dérivées est de la forme
X^ + YlJi + uf + ...=/.
dx dy du *
X, Y, U... Z étant des fonctions composées avec les variables Xy y, w, V... et la fonction x.
Nous allons montrer que la résolution d'une pareille équation peut toujours se ramener à celle d'équations simultanées ordinaires.
Supposons un système simultané ramené à être du premier ordre (§ 351) et composé de trois équations à quatre variables x,yyU,v par exemple.
Soit :
système, qa*on peut écrire également sous la forme plus symétrique
en désignant par X, Y,U, Y des fonctionsde w^y^u, v, dont Tune,
X par exemple, reste arbitraire, puisque d'après les équations (1),
Y U V les rapports y» y» y sont seuls déterminés.
Soit :
le système intégral correspondant, dont on a démontré résistance, ce système étant supposé résolu par rapport aux trois constantes qu'il renferme.
Les équations (3), qui égalent les fonctions 9|9 9t'?t ^ ^^^ constantes, doivent définir y,uetv comme fonctions de la quatrième lettre x de manière à obliger les accroissements différentiels simultanés dyj du, dv et dœ è, satisfaire aux relations (2).
Par conséquent, le système des relations :
[ dx dy du dv '
(4) h?îdx+$îdy+^du + ^dn = 0,
' à dx dy du dv
f^dx+^dy + ^du + $»d» = 0, ^ dx dy du dv '
obtenu en différentiant le système intégral (3) doit être équivalent aux équations (2).
Il en résulte qu'on doit avoir identiquement, en remplaçant dans les équations (4) dx^ dy^ du et dv par des quantités pro*
portionnelles :
dx dy du dv
^ ^ ^ dx dy du dv
X5?î + Y^+U^ + V$l = 0, ' dx dy du dt
et par suite 9,, 9,, f^ sont des fonctions de x^ 1/, u^ t^dont les dérivées partielles qvlx, y^u^ v satisfont à Téquation aux dérivées partielles
(6) xî|i + Y^ + U^+V^^ = 0,
dx dy du dv
Réciproquement, étant donnée une équation aux dérivées partielles linéaires et sans second membre, telle que
' dx dy du dv
OÙ X. Y, U, V sont des fonctions connues de a?, y, u, v, et s une fonction inconnue de ces mêmes lettres, si Ton forme le système des équations simultanées
(9\ dx _dy _ du _ dv
et si après avoir déterminé le système intégral qui en résulte, on résoud ce système par rapport aux trois constantes arbitraires qu*il doit renfermer, on sera conduit à trois relations, telles que
et les fonctions ç,, ç,, ç,, que Ton aura composées par cette série d'opérations, représenteront trois solutions de Téquation aux dérivées partielles proposée.
. Je dis de plus que toute fonction
composée avec ces trois fonctions Ç|,?t, Çg satisfera également à Téquation (7),
En effet, d'après la règle des fonctions composées, les dérivées partielles de II par rapport &ar,y,u,t; seront :
dx d^^ dx dç, dx dp, dx '
dU _ dlJ dy, dn dy, dH dy^
dij "~ dy, dy dy, dy d^ dy*
dll _ dn dy, dll dy, dn dyj
"Su dy, du dy, du dy, du'
dn _ dn dyt dn dy, dn dy,
do dy, dv) dy, dt* dy, dv
et en portant ces valeurs dans (7), on trouvera
résultat identiquement nul, puisque, d*après les équations (5), chaque parenthèse est égale à zéro.
Enfin, on peut encore démontrer que toute fonction 9 (a?, y, u, v)
satisfaisant à l'équation (7), rentre dans Ja forme n(y^,y„y,).
En effet, les lettres y,UyV peuvent s'exprimer ert fonction de. .r,y^,ç,,y,f); eu les remplaçant dans la fonction 6 par leurs valeurs, cette fonction prendra la forme
H{3c, yi, y,, yj),
Les dérivées de cette fonction par rapport aux lettres y,ti,v seront formées exactement comme celles de la fonction II ; on aura par exemple : ,
dy dy, dy dtf^dy dy,.dy *
La dérivée partielle par rapport à œ sera seule différente,
{*) Pour s*en rendre compte sur un exemple simple, supposons par exemple que les trois fonctions yi, y, et y, soient ;
on en déduira :
parce que la fonction H renferme x de deux manières, directement d*abord, et ensuite par l'intermédiaire des fonctions 9^ 7^,9,. Cette dérivée sera donc :
dx \dx) d<p| dx
dH d^j dH d9j d^i dx d^, dx
en désignant par (77-) la dérivée de H prise par rapport à la
lettre œ en traitant f^ 9, et 9, comme des constantes*
En portant ces dérivées dans l'équation (7) à laquelle elles doivent satisfaire par hypothèse, on trouvera :
Mais les trois parenthèses étant nulles, l'équation se réduit à
c'est-à-dire à
\dx
condition qui exprime que la fonction H ne renferme la lettre x que par l'intermédiaire des fonctions 9^,9,,^^ et rentre par conséquent dans le type général des fonctions II.
La relation
qui représente ainsi la solution la plus géftérale de l'équation aux dérivées partielles (7), en est dite Vintégrale générale. On remarquera d'autre part qu'en égalant la fonction II à une constante arbitraire K, on obtient une intégrale du système simultané (2). En effet, l'équation
peut remplacer l'une quelconque des équations (3), car jointe aux
deux autres elle oblige évidemment les trois fonctions f^ , 9, et ç, à rester invariables.
309. Revenons actuellement au cas général où Téquation linéaire aux dérivées partielles contient un second membre et renferme la variable elle-même dans ses coefficients*
Soit par exemple :
' dx ' dy du dv
cette équation, où X, Y, U, V et Z sont des fonctions données de J7,y,t*, V et s.
Puisque z, par le fait même de cette équation, se trouve fonction de a:, y, u et v, la liaison entre z et ces variables pourra s^exprimer en égalant à zéro une certaine fonction inconnue 9 de j?,y,ti, v et 5.
De Téquation
?;x,i/,îi,u,z)=o,
ainsi établie, on déduit, d'après la règle de Sluze :
dz dx
dz _ \dyj
dy
etc.
et en portant ces valeurs dans Téquation (8) à laquelle elles doivent satisfaire, on obtient la condition
qui devra être vérifiée par la fonction inconnue 9.
Mais cette équation rentre dans le type du paragraphe précédent, car elle est homogène par rapport aux dérivées de ç,et ses coefficients, ne renfermant que les variables x,y,UyV et z, sont indépendants de la fonction ç elle-même.
On pourra donc lui appliquer la méthode indiquée, qui consiste à résoudre le système simultané
dx _^dy _ d« _ rfo ___ dz
à mettre le système intégral correspondant sous la forme :
Ci = ?i(«,y,u,v,z), :
Cl == ?i («f Vf u, tj, z\
et à poser
II représentant une fonction arbitraire.
Telle est la valeur la plus générale qui conviendra à la fonction ip. En posant
on obtiendra donc la relation la plus générale qui, établie entre X, y,UjV et ;;, satisfasse à l'équation différentielle proposée.
L'équation intégrale que nous venons d'obtenir représente Vintégrale générale de l'équation proposée, mais comme on a démon* tré que toute relation entre or, 2/,t^,t;... et s, satisfaisant àl'équa* tion proposée, devait nécessairement rentrer dans cette forme, toute intégrale complète doit s'y trouver également comprise. II suffira pour obtenir une' intégrale complète, d'adopter par exemple, comme forme particulière de la fonction II, la relation linéaire t
ou c^,c^,c^^c^ seront quatre constantes arbitraires.*
« 3*70. Application & quelques exemples. — 1* Soit
la liaison
dz , dz , dz
. L'application de la règle précédente conduit au système simaltané
dx __dy ^du ^ dz X y u mz
qui s*intègre sans difficulté et donne comme systëme intégral :
La liaison la plus générale satisfaisant à Téquation proposée sera donc de la forme
0U| en résolvant par rapport à ^t
Cette équation définit une fonction homogène de degré m , quelconque d*ailleurs, car si Ton pose
on voit, d'après la relation précédente, que
r(ix, iy, tu) = «-^'^(^ '?)='" f^""^ y^ ^î •
2^ Prenons comme second exemple Téquation aux dérivées partielles caractéristique des surfaces cylindriques et proposonsnous comme exercice l'intégration de cette équation.
Désignant par p et q les dérivées partielles en x et y de la fonction js, on a :
On est conduit aux équations simultanées :
dx ^dy _^dz
dont les intégrales peuvent s*écrire :
C|=rx — az, c^^:sy — bz.
L'intégrale générale de l'équation aux dérivées partielles proposée sera donc :
n[(x-az),(i/-5^)] = 0,
et Ton retrouve bien ainsi Téquation générale des cylindres en quantités finies.
Ces deux exemples montrent suffisamment comment doit être appliquée la théorie précédente.
3*71 . Squattons non linéaires du premier ordre.
— On sait ramener d'une façon générale l'intégration d'une équation du premier ordre, quel que soit le nombre des variables indépendantes qu'elle renferme, à celui d'un système d'équations différentielles ordinaires simultanées (voir Serret, Calcul diff. et intégral, S 791 et suivants).
Nous nous bornerons à traiter le cas de deux variables indépendantes, mais l'étude de ce cas particulier suffira pour faire comprendre l'esprit général de la méthode.
Soit :
une équation aux dérivées partielles ot p et q représentent, suivant la notation usuelle, les dérivées partielles de s par rapport h T et h y. *
Si l'on connaissait la liaison entre t, y et z qui satisfait à l'équation (1), on pourrait en déduire par dérivation les valeurs de p et de g qui se présenteraient ainsi sous la forme de fonction» de^ j:, y et s, et ces dérivées satisferaient à la condition
(Pz ,
ordinaire exprimant que , , peut s obtenir indifféremment en
dérivant p, c'est-à-dire -r-, par rapport à y,ou ç, c'est-à-dire
-7^, par rapport à J7.
dy
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En désignant pour simplifier par hr ^^ hy M^^ dérivées
complètes de p et q par rapport à y et à ^r, c'est-à-dire les quantités
dp ^ dp ^ dq ^ dq
dy ^ dz dx ^ dz
la condition en question s*écrira:
Adjoignons à l'équation (i) une relation indéterminée pour rinstant, telle que
où c^ représente une constante arbitraire.
Le système des équations (1) et (3) déterminera p et q' en fonction de or, j/ et de z, et si nous choisissons la fonction x de manière à ce que la condition (2) soit vérifiée, on sait (S 35S) qu'on pourra intégrer l'équation aux différentielles totales :
(4) z=ipdx-^qdy^
et trouver par conséquent une expression de :; en rr et y, telle que
renfermant une constante arbitraire c, et admettant p et q pour dérivées partielles. Cette fonction satisfera donc à Téquation (i), puisque petq ont été calculés en tenant compte de cette équation, et comme d'ailleurs les valeurs de p et gr qui entrent dans l'équation (4) renferment déjà une constante arbitraire c,, la solution ainsi fournie par l'équation (5), renfermera deux constantes arbitraires et sera par conséquent une intégrale complète de l'équation (1).
Tout revient donc à déterminer la fonction t: de manière à ce que la condition (2) soit satisfaite.
Or, si Ton dérive les équations (1) et (3) successivement par rapport à a? et à y, on trouve :
dx^*^dz^ dp Idxi ^ dq ldx\
dy ^ ^ dz ^ dp Ldi/J ^ dq LdyJ dy^^dz^ dp Idy] ^ dq Idy]
L'élimination de j^ 1 ( c est-à-dire ^ + P^) ^^^^^^ ^^^ ^^"-^
premières et de j —^ [c'est-à-dire ^ + 7 j^) entre les deux dernières conduit à ;
(dic djs\ dj /dj dçX di:
_ ^ dx^^dl) dp^Xdx"^ ^dz) dp [_dxj d^ diz d^ dis
55' dp ""dp" dq
rdpl _\dy ^"^dz) dq \dy ^ "^dz) dq \jdy\ dç dn df du
dq dp dp dq
En portant ces deux valeurs dans Téquation de condition ;} , on obtient Téquation linéaire homogène du premier ordre :
d^dTz d^dK /^, df\ dn dp dx '^ dqdy^ Y dp^ ^ dq) dz
-(s+pS)i-(i5+,s)^==..
à laquelle la fonction ic doit satisfaire et qui permet de la déterminer d'après la théorie du (S 36S).
Si l'on prend pour ic une solution particulière quelconques, de Téquation (8), les valeurs de p et q déduites du système
?{x,y,z,p,q)=:0, «1 {x, î/, z, p, q) = Cj,
fourniront par l'intégration de l'équation (4) une intégrale complète de Téquation proposée, et de cette intégrale complète, on pourra déduire une intégrale générale par la méthode exposée au (S 364).
3*72. Application & un eKemple* — Prenons par exemple l'équation
(1) z— pq = 0.
L'équation (8) devient :
L'intégration de cette équation se ramène à celle du système simultané :
dx _dy ^ dz _^ dp __ dq
Une des intégrales de ce système s'obtient par l'égalité des rapports extrêmes qui donne
dx = dq^
c'est-à-dire
X — q = constante,
en posant
on a une solution particulière de Téquation (8'). Le système des équations :
doit donc fournir les valeurs dep et q et Ton trouve :
l'équation aux différentielles totales qui donnera z est donc :
d j = --^- dx -f (x — Ci)dî/,
et son intégration s'effectue sans difficulté par la méthode du S 358.
On trouve d'abord dans l'hypothèse de dt/ = 0 ,
dz dx
c'est-àrdire, en désignant par Y une fonction arbitraire de y,
z = Y(x— -Cj),
puis la dérivation de cette valeur et son identification avec q
conduit à :
dY _ , .
c'est-à-dire
Y==i/ — Cj,
en désignant par c, une nouvelle constante. Donc en définitive
est l'intégrale complète cherchée.
Une intégrale générale s'obtiendra en établissant entre les constantes c, et c^ une relation arbitraire
et en éliminant c, entre les deux équations et
3'73. — Nous nous bornerons à dire quelques mots des équations aux dérivées partielles non linéaires eu linéaires, mais d'ordre supérieur au premier : Tintégration de ce genre d'équations présente presque toujours d'insurmontables difficultés, et Ton ne connaît pas de théorie générale pour la solution de ce
problème.
Si l'équation est linéaire, et qu'elle soit privée de second membre, elle jouit des deux propriétés démontrées au paragraphe 329, pour les équations linéaires ordinaires, à savoir que :
!• Si une fonction des variables indépendantes satisfait à l'équation proposée, cette fonction multipliée par une constante y satisfera également ; .
2** Si plusieurs fonctions sont individuellement solutions de l'équation proposée, on obtiendra une solution plus générale en
faisant la somme de ces fonctions multipliées respectivement chacune 'par une constante arbitraire.
374. équations auiL dérivées partielles linéaires homogènes et A, eoefflelents constants. — Si les coefticients d'une équation aux dérivées partielles linéaire et homogène sont constants, l'équation en supposant deux variables indépendantes S6ra de la forme
(•' '.^•^(«•ë+».|)+('^ê+«.ET, + '=.3p)
Le résultat de la substitution de
sera
^ax+py j^^^ + (B,a + B, P) + ;CoC:* + C,«p + C,P») + ...] •
ou
en désignant par <p(a,0) la parenthèse.
Si donc (X et 0 sont choisis de manière à satisfaire à Téquation caractéristique
^ou+pir^ et par suite aussi ce^^^^ sera une solution de l'équation différentielle proposée.
On obtiendra une solution plus générale encore en posant
le signe S s'étendant à tous les systèmes de valeurs en nombre infini qui, attribués à a et g, satisfont à l'équation (2) et la lettre c représentant une constante arbitraire par laquelle est multiplié chaque terme.
L'équation caractéristique résolue par rapport à ^ fournît des valeurs de p, telles que :
Si parmi ces valeurs il y en a qui se présentent sous la formé linéaire
p=rm«-f n,
à chacune de ces racines correspondra dans l'intégrale trouvée une fonction arbitraire; en effet, les termes correspondant à cette valeur de ^ seront de la forme
ou
^ga*+<w«+»«)y
cc»ye«('+my)^
leur somme sera :
et le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs possibles de a avec autant de constantes arbitraires qu'il y a de terme, leur ensemble représentera évidemment une fonction arbitraire de {x + my).
Cette partie de l'intégrale pourra donc s'écrire, en désignant par * une fonction arbitraire :
e"^ *(x + my)
et à toute valeur analogue de g correspondra un terme semblable.
3*75 . Application à, l'équation des eorAem vibrantes.
— Proposons-nous de résoudre comme application Téquation :
(i(« ^ dx
qui se présente en physique mathématique dans le problème des cordes vibrantes.
L'équation caractéristique est, dans le cas actuel,
et elle se décompose en :
P = -h aa,
L*intégrale fournie par la théorie précédente sera donc :
les fonctions * et V étant arbitraires.
370. L'équation des cordes vibrantes peut encore s'intégrer par un artifice de calcul ingénieux qull est utile de connaître. Posons :
ursx + aty
xett sont ainsi fonctions de u et de t;, et Ton a :
XI -h V u — V
"te"'
en sorte que la fonction z de x et de t peut être supposée exprimée en u et en V par la substitution k x et k t de leurs valeurs.
On pourra donc se proposer de calculer ^, ^, -z-y -jp en
dérivant z en fonction de j? et de y par l'intermédiaire de u et de t;. On aura ainsi :
et à cause de
dz dz du dz dv
dx "~ du dx dv dx*
du __ dv
dx "" dx •
De même
et à cause de
dz
dz .
dz
dx
dïï +
dv*
dz
dz
du ,
dz do
dt
du
Tt +
do di'
dt
d;i dt'
dz /dz dz\
Tt''^\dû dv)
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En dérivant une seconde fois, on trouvera :
d^z _ dy d*z d^
dx* du* dudv dv^ d}z ^/d^z ^ d^z . dV d«*
" ^ \du* dudv'^ dv^J
Portant ces valeurs dans Téquation des cordes vibrantes, il vient après réductions :
dudu"" *
d'où par une première intégration en v :
dz . .
et par une deuxième intégration en u :
en désignant par $ et V deux fonctions arbitraires.
On . retrouve ainsi la solution obtenue au paragraphe précédent, seulement cette dernière analyse a l'avantage de faire voir que la solution en question est l'intégrale la plus générale de l'équation proposée.
APPLICATION DU CALCUL INFINITESIMAL A QUELQDES QUESTIONS PARTICULIÈRES ET NOTIONS ÉLÉMEN- TAIRES SUR CERTAINES THÉORIES SPÉCIALES.
A. RECHERCHE DES PONCTIONS DONT ON CONNAIT CER- TAINES PROPRIÉTÉS CARACTÉRISTIQUES N'AYANT PAS UN CARACTÈRE DIFFÉRENTIEL.
STT. Il peut arriver qu'une fonction inconnue, au lieu d'être assujettie à des conditions ayant un caractère différentiel, c'est-à-dire portant sur des valeurs infiniment voisines, se
QUESTIONS DIVERSES
trouve déterminée par certaines propriétés s* appliquant à des valeurs espacées de quantités finies (*).
Le procédé pour la recherche de ces fonctions consiste à transformer Téquation de condition par des diiférentiations convenables en une relation différentielle. On y parvient généralement sans difficulté, et les quelques exemples suivants suffiront pour faire comprendre Tesprit de la méthode à suivre ;
1* Trouver une fonction y = ç(j"), telle que :
La courbe représentant la fonction devra jouir de cette propriété que l'ordonnée MP d'un point quelconque M soit la somme des ordonnées fn^Pi^m^p^ de deux
points
et m^ dont
les abscisses 0/>,, 0;?, ont pour somme Tabscisse OP, mais qui sont indéterminés d'ailleurs.
Dérivons l'identité (1) par rapport à ^r^ d'abord,
et par rapport à x^ ensuite, nous trouverons •
d'où
La dérivée de la fonction cherchée est donc constante, puisqu'elle est la même pour les deux valeurs quelconques x^ . et x^ de la variable ; et par suite cette fonction doit être de la formé
yz=zax-\-b.
(*) Si l'on suppose la fonction inconnue figurée par une courbe, les conditions analytiques en question se traduiront par une relation géométrique entre des points situés sur la courbe à des distances finies les uns des autres.
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Mais en portant cette expression dans la condition (1), on reconnaît que cette condition ne peut être identiquement satisfaite que si la constante b est nulle.
Donc enfin la fonction cherchée est
9(x) = ax,
et sa courbe représentative est une droite passant par lorigine.
On peut traiter les cas suivants par une méthode entièrement analogue.
2® Soit la condition :
on a
donc
X| 9'(X|) = X2 9'(xj) = constante = a.
d'où Téquation différentielle
dij _ a
dx X
qui s'intègre immédiatement et donne :
y = al.x 4- b,
La condition (1) détermine la valeur de la constante b, qui doit être nulle : donc enfin
9(x) = aLx,
3** Soit encore la condition
on a :
donc
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dx
d'où
et
Z.i/ = ax + 6,
La condition (1) donne encore dans ce cas 6 = 0; donc enfin :
4* Il peut arriver que pour la formation de lexpression constante en fonction de x plusieurs différentiations soient nécessaires. Si Ion prenait, par exemple, la condition :
on trouverait, après une première différentiation, effectuée successivement par rapport à o?^ et à x^
?'(^t + X,) + v'ixj — X,) =9'(x,) ?(x,), ?'(*! + *t) — 9'(^t — ^i) = 9(*i) 9'(-^t)-
Mais ces relations ne permettraient pas d'éliminer à la fois ç(^i + ^i) et(p'(a?, — a?,), ce qui serait nécessaire pour isoler les expressions dépendant de x^ de celles qui sont formées avec 2*,, conformément à la marche suivie dans les cas précédents. Une seconde différentiation par rapport kx^ et à x^ donne :
9" (Xt + X,) + 9" (Xt - x.) = ?''(x,) 9 (X,), 9"(xi + X,) + 9"(X| - x.) = 9(x,) 9''(x,),
la méthode s'applique alors sans difficulté et conduit à la relation
; V = > V = constante = a,
9(Xi) 9l*i)
équivalente à l'équation différentielle
ax*
Cette équation linéaire et à coefficients constants s'intègre sans difficulté et donne :
Portant cette expression dans (1), il vient :
relation qui ne peut se réduire à une identité en ^r, et x^ que si c, et c, sont égaux à lunité. La fonction la plus générale répondant à la question est donc
en désignant par a la constante arbitraire v^ qui peut recevoir telle valeur réelle ou géométrique qu'on voudra lui assigner.
STS. Variation d'une Intégrale définie. — Étant donnée une fonction \ de x renfermant une constante arbitraire a ti
une intégrale définie, telle que :
t/Xo
nous avons vu (S 254) que l'accroissement différentiel de cette intégrale, résultant d'accroissements rfa, dx^ dx^ attribués à la constante a et aux deux limites, avait pour expression
dl = Vidx^ — VodXo + T'* ^ dx = rVdxl*' + r**^ dx.
t/xo «« L Jxo c/i-o aa
Considérons actuellement une intégrale
portant sur une fonction Y composée non plus seulement avec /et une constante arbitraire, mais avec x^ une fonction arbitraire y de iP, et les dérivées y*^rf,y"\,.^ de cette fonction (*). Propo-
(*) II' ne sVgit dans toute cette étude que de quantités et de /onctions réelles.
sons-nous de calculer raccroissement différentiel de Tintégrale I, lorsqu^on substitue à la fonction y, dont la forme est entièrement indéterminée, une fonction infiniment peu différente, mais quelconque d'ailleurs.
Nous désignerons sous le nom spécial de variations et nous noterons par la lettre 8 les accroissements infinitésimaux qui résulteront du changement de forme de y pour les différentes variables qui peuvent en dépendre {*). On pourra d'ailleurs considérer différents ordres de variations analogues aux différents ordres des différentielles ordinaires; nous noterons par 3', 3*... les variations des 2*^, 3**^ ... ordres.
Cela posé, d-après le théorème général sur la différentiation totale applicable évidemment aux variations, la variation de rintégrale I sera égale à la somme des variations produites par celle de Y, qui altère les éléments même de l'intégrale et par celles de x^ et j^,, qui en modifient les limites.
Cette dernière partie s'obtient sans difficulté; elle est égale, conmie dans le cas simple rappelé plus haut, à
V, 5x, — Vo5xo ou
Ml
Quant à la partie de 31 provenant de la variation de Y, nous calculerons pour l'évaluer la variation de Y, et nous admettrons pour ce calcul que Ix soit égal à zéro, c'est-à-dire que nous prendrons pour ly la variation de cette lettre correspondant à une même valeur de x.
Si Ton suppose la liaison
(^ On peut s'expliquer la continuité possible, de ces chfingetnents de forme et des variations qui en résultent en supposant la fonction remplacée par son développement, suivant lalsérie de Maclaurin par exemple ; la variation de la fonction s'obtient alors par les accroissements différentiels des coefficients du développement et de la continuité de ces accroissements résulte celle des variations de la fonction. La continuité de ces variations entraîne d'ailleurs la possibilité de maxima et de minima, bien que l'existence de ces maxima ou minima ne se trouve pas ainsi rigoureusement démontrée.
représentée par une courbe telle que C^C,, une forme infiniment
peu différente de y sera figurée ^'i par une courbe telle que C',C\, infiniment peu différente de la première, et la convention que nous venons de faire revient à considérer comme correspondants sur ces deux courbes deux points, m et in\ de même abscisse.
Dans ces conditions, la variation de Y sera, en désignant par
P,Q, R,S... les dérivées de la fonction connue Y, par rapport à
8V = P$i/ + Qhf + R8y^ + SBi/^ + ...
Nous allons transformer cette expression de manière à n y laisser figurer que la variation Sy, dont les variations 3/, î^^.. dépendent toutes.
Pour cela, nous remarquerons que les signes de variation et de
différentiation sont permutables entre eui. Ainsi, si i/^ et y, sont deux valeurs de y infiniment voisines sur une première courbe. T)j et Y),, les deux valeurs correspondant aux mêmes abscisses sur une courbe infiniment voisine, on a évidemment
dyi = Vt — Vu d^i = ^11 — ^i*
d'où
^{dy^\ = diii — dyt = (i),— y,) — (^ii — j/i) = By, — Ôi/, = d(ôf/j).
On peut donc écrire, en généralisant ce résultat :
dt/ d.iy
etc.
et par suite la variation de V deviendra
La variation de l'intégrale due à la variation de V sera donc :
Actuellement, nous appliquerons à chacun des termes de cette somme, à partir du second, la méthode d'intégration par parties; nous trouverons ainsi :
=[«^'];;-[^'»]:>rS'»-. '
L dx' Jx, l_dx dx J«, J jc, dx* dx '
et ainsi de suite, en sorte que finalement l'expression de 8l sera:
81 = fvôxl'* + r'*av.dx = L J't »/'o
ou, en désignant pour simplifier par H la première parenthèse et par 6 la fonction soumise à l'intégration,
(2) 81 = 11 + f'Qhydx.
Telle est la formule fondamentale que nous nous sommes proposé d'établir.
Dans ces expressions, les quantités infinitésimales 3y, -^y
-7^... sont absolument arbitraires, puisque y n'est soumis dans
sa variation qu'à des conditions de continuité qui se trouvent toujours satisfaites dès que ces quantités sont infiniment petites.
STO. Reelierelie du maximum ou du minimum absolu d*une intégrale définie. ^ Le problème que Ton se propose généralement de résoudre dans le calcul des variations consiste à rechercher la forme de la fonction y qui rend maximum ou minimum la valeur de l'intégrale considérée. Ce maximum ou minimum sera conditionnel ou absolu, selon que la fonction y sera ou ne sera pas assujettie à une autre condition donnée.
Occupons-nous d'abord de ce dernier cas.
D'après la définition générale des maxima et minima ($ 78). pour qu'une valeur de I réponde à cette définition, il faudra que sa variation ne change pas de signe, quelle que soit celle de y; il faudra, en d'autres termes, que cette variation exprimée en fonction des infiniment .petits indépendants 8y,-r^... ait pour partie
Ot3D
principale (d'ordre infinitésimal le moins élevé) un terme d'ordre pair.
La première condition pour qu'il en soit ainsi, c'est que l'expression de 81, précédemment calculée en ne tenant compte que des infiniment petits du premier ordre, soit égale à zéro et qu'on ait par conséquent :
et cela, quelle que soit la manière dont y varie (*).
(*) Il resterait à vérifier ensuite, comme dans les questions du maximum el du minimum x>rdinaires, que la partie du deuxième ordre dans SI est différente de zéro, et le maximum se distinguerait du minimum suivant le signe de cette quantité.
Mais pour cela, il faut que les conditions
(3) e=sO,
soient séparément satisfaites. En effet H dépend uniquement des variations de y aux limites, tandis que la valeur de Tinté-
grale 1 Slydx résulte des variations de y dans tout le champ
d'intégration. Il y a donc indépendance entre les valeurs de ces deux quantités, et leur somme ne peut être nulle dans tous les cas possibles que si elles s'annulent individuellement. La condition
conduit à une équation différentielle en y et x qui est généralement de Tordre 2n si V renferme y et ses n premières dérivées. En effet, les dérivées partielles P, Q, R... sont alors au nombre de A + 1 et la dernière de ces fonctions 'figurant dans 0 par sa n*** dérivée renfermera en général la dérivée d'ordre 2n de y.
L'intégration de cette équation conduira donc à une liaison entre xety telle que
renfermant 2n constantes arbitraires.
Mais de son côté la condition
où figurent les variations aux limites
f Sy.- ùti. 1
qui sont entièrement arbitraires et au nombre de 2n + 2, se décompose en 2n+2 équations :
(*0 • ly'=V"
obtenues en égalant à zéro les coefficients des variations arbitraires. Si Ton y joint les conditions :
(gx ( *(«oi 2/o- Cf.. Cïn) = 0,
( *(^l, yi.Ci». Cin)=0,
exprimant que la courbe passe aux points limites, on obtient un système de 2n + 4 équations permettant de déterminer x^, y,, Jj, y, et les 2n constantes arbitraires.
Si la courbe ab qui représente la liaison
était assujettie à un certain nombre de conditions à ses extrémités, il en résulterait entre les coordonnées limites a?^,y^,irj, y, et les variations aux limites (a) un certain nombre de relations ; mais, comme un nombre égal d'équations (4') viendrait à disparaître, le nombre total des équations de condition ne serait pas modifié.
Ainsi, par exemple, si l'extrémité a était assujettie à se trouver sur une courbe
au lieu des deux premières équations (4'), il ne resterait plus que la relation unique
V.SXa
puisque Zx^ et iy^ ne seraient plus indépendants l'un de l'autre, mais l'équation de la courbe fournirait par contre la relation :
Si l'extrémité {x^ yj était donnée, les deux premières équations (4') disparaîtraient, puisque les termes correspondants de
H s'annuleraient par le fait de &r^ = 8î/^ = 0, quels que soient les coefficients de ces variations. Mais les deux inconnues x^ y^ seraient alors déterminées.
380. Application À un esLempIe. — Proposons-nous comme exemple très simple la recherche de la courbe la plus courte entre deux points donnés a(a7^, yj, b{T^ i/,).
Dans ce cas
VrnvTTF^dx.
On a donc
et Téquation différentielle 6 = 0 se réduit à
y" = 0, d'où
y = cx + c\
Les conditions initiales, déterminant les constantes c et c\ sont d'ailleurs :
la courbe cherchée est donc la droite qui joint les deux points donnés (*).
3S1. Maximum et minimum conditionnels. --
Supposons actuellement que la fonction y, tout en restant indéterminée, soit assujettie à certaines conditions, consistant généralement à rendre égale à une valeur donnée une certaine intégrale telle que
(6) I,= Pud.x U = ?(x,y,y',y''...)
de forme analogue à la proposée.
Toute fonction y satisfaisant à la question annulera séparé-
(*) li est presque superflu d^observer que, sous peine de tomber dans un cercle vicieux, on ne saurait déduire de ce résultat une démonstration de la propriété qui sert de^ définition même à la ligne droite.
ment la variation de I puisqu'elle rendra maximum ou minimum cette intégale, et celle de Ij puisqu'elle donnera à cette seconde intégrale une valeur constante.
Elle annulera donc la variation de
I + XI, = f' (V + XU) dx,
quel que soit le facteur constant mais arbitraire X.
Si donc nous calculons par la méthode précédente la fonction y satisfaisant à la condition
I+XI
et si nous déterminons le paramètre X qui figurera dans son expression de manière à donner à l'intégrale I, la valeur qui lui est assignée, nous obtiendrons ainsi la fonction demandée.
38S. Applleatioii à quelques esLemples. — 1"* Proposons-nous de trouver parmi les courbes planes isopérimètres^ c'est-à-dire ayant même longueur l entre deux points a(ar„ y,) et b{x^, y,) celle qui par sa révolution autour de Taxe OX engendre l'aire la plus petite possible.
Le minimum conditionnel à chercher est celui de l'intégrale
avec la condition
yd«= / y\/i + y^dx,
Il = r** d8 = P* v/l + y'* dx = l'
On aura donc à déterminer, d'après la règle précédente, le minimum absolu de Tintégrale
/"" (y + X)d8- f" (y + X) )/ÏTp dx.
I^'équation 0 = 0 se réduit dans ce cas à :
c'est-à-dire, à cause de
Si Ton remplace y + 'k par Y (ce qui revient à abaisser d*une quantité 00' égale à X Taxe des x), en désignant d'après la notation usuelle par tg 6 le coefficient angulaire de la courbe cherchée rapportée à ces nouveaux axes, Téquation précédente s'écrira :
ou en simplifiant
cos 8 (ix ^ ' cot 6 d\
^=tgeao,
et en intégrant
\h) YcosO = c.
L'intégration complète n'est pas nécessaire pour reconnaître la nature de la courbe.
L'équation {b) exprime, en effet, que la perpendiculaire pq abaissée du pied de l'ordonnée sur la tangente à la courbe a une longueur constante ; c'est la propriété caractéristique de la chaînette.
Mais pour déterminer complètement la courbe, nous effectuerons l'intégration de l'équation (b) ; remplaçons à cet effet cos 0 par sa valeur, nous aurons :
Au lieu d'intégrer directement cette équation, il est plus commode de la différentier d'abord, ce qui donne
YY' = c*Y'Y^
OU
équation linéaire à coefficients constants dont on obtient immédiatement l'intégrale générale
Y = Ke * + K'e ^
qu'on peut
mettre sous la forme
en posant
ce qui revient à substituer aux constantes K et K' deux nouvelles constantes a et a •
Mais cette intégrale est plus générale que celle qui convient à réquation (&') ; elle renferme en effet trois constantes arbitraires et résulte de Téquation (c) obtenue par dérivation de réquation [b"). Il faut donc établir entrée,» et a la condition nécessaire pour que la solution satisfasse à (6'). On trouve
et la valeur de Y ou de y -f X devient ainsi :
Les trois constantes a, c et X se calculeront par les conditions initiales :
auxquelles on devra adjoindre la relation obtenue en calculant
d'après Téquation (e) Tare ab de la courbe et en l'égalant à la longueur donnée L Mais dans le cas actuel ce calcul se sim* plifie par la connaissance des propriétés de la chaînette.
On sait en effet que lare de chaînette compté à partir du sommet a pour expression
c'est-ài-dire
ctgO,
cY\
cy'
puisque Y et y ne différant que par une constante ont même dérivée.
On n'aura donc qu'à poser
et le système des équations {f) et {g) fournira c, a et X.
2* Parmi les courbes isopérimètres de longueur l tracées entre deux points a{x^ j/J et b{x^ î/J dans le plan y XOY, trouver celle pour laquelle l'aire ax^œ^b est la plus grande possible.
Dans ce cas on a à chercher le maximum de l'intégrale
= /*'* ydx
•/Xq
avec la condition
On est donc ramené à la recherche du maximum absolu de
Les valeurs de P et de Q sont :
VÎ + F* et l'équation 0 = 0 devient :
dX ^4 4. y'S
Elle s'intègre immédiatement et donne
en désignant par a une constante arbitraire. Résolvant par rapport à î/', on trouve
c'est-à-dire
(x — a) dx
d'où, par une nouvelle intégration,
ou
Ainsi la courbe cherchée est un arc de cercle ; quant aux constantes a, g et X, elles se détermineront en écrivant que le cercle passe par les points a et 6 et que la longueur de Tare ab est égale à L
Ces exemples simples suffiront pour faire comprendre la marche à suivre dans chaque cas particulier.
3S3. Cas où llntésrale f Vdx porte sur plusieurs
fonetlons Indéterminées de sl. — Supposons qu'outre la fonction inconnue y et ses dérivées, V renferme encore dans son expression une seconde fonction inconnue z ainsi que les dérivées z', z" ... de cette fonction.
En raisonnant comme on Ta fait au S 3^8, on reconnaîtra que la présence de z aura pour effet de changer Téquation
H+ r''H8ydx=:0
en
H 4- Hi + f' (B5y + ©, 8^)dx,
en désignant H i et par 6^ des expressions analogues à H et à 6, mais relatives à la fonction z. On se trouve donc amené, si les fonctions y et s sont indépendantes à ajouter aux conditions (3) et (4) du S 3T9, les conditions nouvelles :
(iO) B, = 0,
(il) Hj=0.
Si les fonctions y et s se trouvaient liées par une relation connue telle que
Téquation
(13) eôjz-f Hi8z = 0,
ne se décomposerait plus en
puisque les variations iy et 35 ne seraient plus indépendantes. On pourrait, dans ce cas, tirer de Téquation (12) z en fonction de y, et en portant cette valeur dans l'intégrale I, on se trouverait ramené au cas d'une fonction unique.
Mais on peut éviter l'élimination préalable de J5, en remarquant que d'après l'équation (12) {Ix étant supposé nul), les variations 8y et Iz doivent satisfaire à la relation
(14) F'„ôy + F',3z = 0.
Cette équation jointe à l'équation (13) permet d'éliminer les variations iy et ^z et donne en définitive
En éliminant % entre cette équation et Téquation F(,r, y, 5) = 0, on obtiendra Téquation différentielle entre y et x.
Le problème revient, on le voit, à la détermination d'une courbe satisfaisant à certaines conditions de maximum ou de minimum et tracée sur une surface donnée. Souvent Texamen de la relation (15) fait connaître immédiatement une propriété remarquable de la courbe cherchée.
Proposons-nous par exemple de déterminer la ligne géodesique (la plus courte possible), entre deux points d'une surface donnée F(iF, y, z) = 0.
L'intégrale qu'il faut rendre minimum sera dans ce cas
On a donc :
^'V* + y'*+ ^'^dx.
en sorte que :
^^ d> 'y' _ d.rdy\
dxy fljTJJTtjrpi dx \ de) '
^ d. z" __ d. (dz\
*"~ dx y/i 4. yi ^ 2'« "" "" d« \d«/
L'équation (15) devient donc
cL (dy\ d^ fdz\ (15') dxVd«/ _ dx\d8)
du d'' Multipliant haut et bas respectivement par -^^^ j- ©* faisant
la somme des numérateurs et des dénominateurs on a, après
ds suppression du facteur commun v- :
dy ^ f<^y\ rf^ I /^A "^^ ^ f^y\ ^^^^ f^^\
(15") 5; ^' y—s) _d.'^'\ds) ^Ts"^' Vd7J + 55 ^' \di)
F\dy F.dz P^dy + F'.dz
CALCUL DES VARIATlOxNS
Mais à cause de
et de
on a
F; rii/ + F', dz = — F';r dx.
L'équation (15") peut donc s'écrire
et elle exprime que la normale principale de la courbe est normale à la surface (*) , conformément à un résultat que nous avons déjà obtenu dans la première partie du Cours [Calcul diff., S 21 S).
(*) En effet, si Ton mène par l'origine des coordonnées deux droites Om et Ont' égales à Tunité en grandeur et parallèles en direction à deux côtés consécutifs du polygone infinitésimal qui constitue une courbe quelconque, la droite mm' située dans un plan parallèle au plan osculateur de cette courbe et normale à la tangente om est parallèle à la normale principale ; or les points m et m' ayant pour coordonnées respectives
dx dy dz d«* d«* ds
et
s+^(i> 'i^^m- i+HS)'
les coefficients angulaires de la direction m m' sont bien proportionnels à
"Q "(rO Kë)-
1* Calcul direct des différences.
3S4. Définitions et formules fondamentales. ~
Supposons une suite de quantités
On appelle différences premières de ces quantités, les différences de deux quantités consécutives, telles que :
Ces différences premières forment une nouvelle suite de quantités dont les différences premières sont dites les difféi^enccs secondes des quantités premièrement considérées.
On les note par la caractéristique A* et elles s'obtiennent de la manière suivante :
A'uo = AAUo = (Aui — Auo) = (Uj — îu^ + «o), A'Ui = AAm, = (Auj — Au J = (u, — 2u, + Uj),
A«ti, = AAu, = (Au,_^^ - Au^) = (u^^, - 2Uj,^, + u,).
On définira et on calculera de même les différences troisièmes qui sont les différences premières des différences secondes, et ainsi de suite.
Il est facile de reconnaître que les relations auxquelles on est conduit peuvent s'exprimer par la relation symbolique générale
qui donne par son développement :
en convenant de changer les exposants en indices.
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Ainsi
A«u, = (u« - 2u + 1) «, = ti,^, - 2u,^, + u, (•).
Réciproquement, on peut trouver une formule symbolique qui donne u,,^ en fonction de lu^., A^M^t, AV*... A**tifc. En effet, la relation
peut s'écrire symboliquement
de même
d*où en substituant
et par une généralisation de ce résultat
(2) «.+n = (* + ^)"«. = «A + T ^ti, + îî^î^ A«u, + ... -h A-u„
expression que Ton pourrait déduire directement des formules (1}, mais par une élimination assez laborieuse.
3SS. Dtirérenees des fonctions. — Une fonction
étant donnée, on peut calculer ses valeurs
yo Vi Vi ... Vnf correspondant aux (/i+ 1) valeurs équidistantes de x,
Xo Xo + /i, x^ + 2/i ... ATo + n/i,
prises à partir d'une valeur initiale x^ arbitrairement choisie.
(*) Supposons en effet, pour établir la généralité de la formule symbolique, qu'elle soit reconnue exacte pour Tordre n — 1 et qu'on ait par conséquent
On aura de même
et Ton pourra écrire symboliquement
Si Ton forme les différences successives de ces valeurs de y, ces différences dépendront évidemment, pour une fonction donnée, de l'intervalle h et de la valeur initiale x^ à partir de laquelle on les calculera f ). Leurs expressions s'obtiendront sans difficulté par la formule (1) du paragraphe précédent et seront de la forme
ou
en rétablissant la lettre a? à la place x^ qui peut recevoir toutes les valeurs possibles.
Soit par exemple la fonction
on trouve par Tapplication de la formule (1')
mais on peut aussi opérer de proche en proche. Pour n = 1 , on a
Or, le facteur (e* — 1) n'étant pas modifié lorsqu'on change :i en x + h, on en conclut
A«e» = AAe* = Ae*(e* — 1) = (e*— 1) Ae» = (e*— l)«e*,
et Ton est conduit ainsi, pour la différence d'ordre n, à l'expression
équivalente à la précédente.
Considérons encore la fonction entière
y = F(x) = A^x' + AiX"-» + ... + Ap-^x + Ap.
(*) Dans le cas où rintervalle h deviendrait infiniment petit, les différences se transformeraient en différentielles ; c'est d'ailleurs par la considération des différences que nous sommes arrivés (^ il et Z4L) à la définition des différentielles.
La diflférence première de cette fonction sera
^y = F(x + /i) — F(x) = [Ao(x + h)f + Ai(x + h)P-' + •••] — [Ao3c' + A^x"-» + •••]
Ainsi la différence première ày est représentée dans ce cas par un polynôme en x analogue à la fonction proposée, mais dont le degré est d'une unité moindre.
En continuant, on trouverait pour les différences suivantes des polynômes dont les degrés s'abaisseraient de plus en plus, en sorte que la différence d'ordre p
se trouverait indépendante de la valeur initiale arbitrairement choisie, et que les différences d'ordre supérieur à p seraient toutes égales à zéro.
Exemple : soit on a en prenant x^ = i et h = iK
y^ = i y, = 4 y, = 9 î/,= «6 Vt = 26,
Ayo = 3 Ayi = 5 Ay, = 7 Ay, = 9,
A*yo = « A«yi = 2 A«y, = 2,
A»yo = 0 A»yi = 0, A*yo = 0,
etc.
3SG. Nouvelle démonstratton du développement de Taylor. — La formule (2) du S 3S4 appliquée aux différences d'une fonction permet inversement de retrouver les valeurs yi)!/s"-î/n de la fonction, connaissant la valeur initiale y^ et les différences successives ^y^, A'y^... A^y^ correspondant à cette valeur initiale. On a par cette formule
y» = yo + 7^yo + \^^ ^'yo + — — ^j^ A«yo+...
Posons actuellement H désignant ainsi l'accroissement total donné à x quand on
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passe de x^ à x^ + nh, c'est-à-dire, ponr la fonction y, de y^ à j/.. Le développement précédent pourra s'écrire
... ,^ ^^ . H Ayp , H(H~M A'yp H(H- /i)(H-2ft) A»y .
Actuellement rien n'empêche, en laissant fixe H, de multiplier les intervalles égaux h dans lesquels H se trouve subdivisé : si Ton imagine que le nombre n de ces intervalles devienne infiniment grand, ce qui revient à supposer h infiniment petit et égal par conséquent à un accroissement différentiel dx^^^ les facteurs tels que (H — h),{R — 2A)... se simplifieront par la suppression des termes h, 2A... négligeables à côté de H; d'autre part, Aî/o, AVo ••• deviendront les différentielles dy^cPy^... de y^ répondant à l'hypothèse de x variable indépendante, et l'équation (3} dont le second membre formera un développement indéfini, reproduira le développement de Taylor :
Vn = F(x, + H) = F(Xo) -1- " F'(Xo) + ^ F"(Xo) + ...
dont elle fournira ainsi une démonstration nouvelle.
3ST. Bxpresstoii symbolique des différences d'une fonction. — La formule de Taylor à laquelle l'étude des différences vient de nous ramener, n'est en réalité que le développement en série de la différence première d'une fonction suivant les puissances croissantes de l'accroissement attribué à la variable. Elle peut s'écrire en rétablissant la lettre h à la place de H :
(4) AFM--_^ + — -5^ + J-^-JJ^ + ...
0U bien encore sous forme symbolique
(5) AFM = (e*^'-l)F(x),
en convenant de considérer dans le développement de l'exponen tielle les puissances de la lettre d comme des indices de différentiation.
D'après cette remarque, la différence première d'une fonction
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s'obtiendra en multipliant symboliquement cette fonction par le
facteur {e éx — 1). Mais les différences d'ordre supérieur n'étant que les différences premières des différences précédentes, Tapplication de cette même règle conduira aux relations symboliques :
A»F(jc) = (6*^ — 1) AF(x) = (e*^'— «)«F(jc),
et finalement à l'expression générale
rf_ (6) A*F(x) = {e*'^'— l)*F(x),
dont nous nous allons vérifier l'exactitude au moyen d'une analyse différente.
». Partons de la formule (4) où nous remplacerons pour simplifier l'écriture ¥{x) par y
^ 1 dx ^ 1.2 dx« ^ 1.2.3 dx« ^
Ce développement applicable évidemment aux différences de la fonction y aussi bien qu'à cette fonction elle-même, donne par le changement de y en Ay, A'y...
^ 1 dx ^ 1.2 dx* ^ 1.2.3 dx» ^ ^"~1 dx "*'l.2 dx* ■*■ 1.2.3 dx» "*""
etc., formules, qui fournissent le développement de chaque différence en fonction de la différence précédente et permettent par des éliminations successives, d'obtenir finalement l'expression d'une différence d'ordre quelconque en fonction des dérivées de y. C'est ainsi qu'on trouvera par exemple :
" l dx*^ 1.8 dx* ^ 1.8.3 dJC* ^
"^ 1.2 dx»"*" 1.8.1.8 dx»'*' ■■ , h* d'y ^ 1.2.3 dx* ^
En continuant cette élimination on serait conduit pour Teipression de A"j/ à un développement de la forme
et la formule générale donnant la valeur des coefficients numériques Aç, Aj, A,... pourrait s'établir d'après la manière dont le développement a été obtenu. Mais il est plus simple d'arriver à cette détermination en appliquant l'équation (7), qui doit être générale, au cas particulier de la fonction
pour laquelle la valeur de A*y, directement établie plus haut, est égale à
En identifiant le développement de (e* — l)*e* par rapport aui puissances de h avec celui de l'équation (7) où l'on doit remplacer toutes les dérivées de y par e^, on trouve que les coefficients Aq, Ap A,... sont ceux même du développement de (e*— 1)".
La formule (7) pourra donc s'écrire symboliquement
conformément au résultat énoncé dans le paragraphe précédent n.
2® Calcul inverse des différences.
3SO. Étant donnée une relation où figurent les différences d'une fonction y, formées pour des valeurs généralement équidistantes de la variable x^ le calcul inverse des différences consiste à retrouver la liaison continue qui, établie entre y et a*, conduirait à la relation donnée.
(*] Toutes les démonstratioDS précédentes supposent, bien entendu, la convergence des développements considérés.
Le calcul inverse des différences est, on le voit, à leur calcul direct ce que le calcul intégral est au calcul différentiel. Seulement, le problème est beaucoup plus complexe et plus di£Scile à résoudre, comme on s*en rendra compte sur les quelques exemples simples que nous allons traiter.
Nous commencerons par établir les principes élémentaires suivants :
i^ La différence d'une somme est égale à la somme des différences des parties qui la composent.
Ainsi, si
:;, ti et t; étant des fonctions de x^ et si Ton attribue à x un même accroissement h dans toutes les fonctions, on a évidemment :
Ay = Az + Au + Ap,
Conséquence. ^^Deux fonctions qui ont même différence ne peuvent différer que par une fonction dont la différence est nulle, c'est-à-dire par une constante ou une fonction périodique de â?, admettant h comme période. En effet, si
Ay =. Az, on en conclut
A(y — z)=sO.
Cette fonction périodique, qui remplace dans le problème actuel la constante d'intégration, peut être une fonction telle
que * sinf 2i: -r) 1, par exemple.
2® La différence du produit d'une fonction par une constante est égale au produit de la constante par la différence de la fonction.
Ainsi, on a évidemment :
Aay = aAy.
Cela posé, proposons-nous la question la plus simple
qui puisse se présenter dans le calcul inverse des différencej?. Vintégration d'une relation de la forme
A.7 = nx, h).
qu'on supposera donnée dans Thypothèse de Ax=h. C'est le problème analogue de celui des quadratures. L'équation (1) exprime que la fonction cherchée y ou Ffj*) satisfait à cette condition que si, à partir d'une valeur arbitraire, attribuée à â?, on donne un accroissement h à cette lettre, l'accroissement in g ou Al/ pris par la fonction doit être , exprimé par f{x^ A), ou plus simplement par f{x), en supprimant la lettre h qui joue le rôle d'une constante.
On désigne par
la fonction cherchée, qui reçoit, comme dans le calcul infinitésimal, le nom àUntégrale.
L'intégrale F (a?) pouvant être augmentée, comme on l'a vu d'une fonction périodique arbitraire, et en particulier d'une constante arbitraire, il est clair que la courbe figurative de cette fonction
peut être tracée à partir d'un point initial [x^y^ arbitrairement choisi.
301 . Intégrales d'ordre supérieur. — La fonction F(x) ou ^f{x) peut être considérée à son tour comme la différence d'une fonction inconnue Y ou ^{x), qui se trouvera définie par la condition
ou
AY = F(x),
A«Y=.AF(x) = /'(x).
Ou désignera Qaturellement l'intégrale Y par
OU
OU enfin
En général, Tintégrale satisfaisant à une équation telle que
se représentera par la notation :
Y = £- f(xU
les signes S et A représentant deux opérations qui se détruisent, de telle sorte que :
On doit remarquer d'ailleurs qu*à l'intégrale ll^f{op) on peut toujours ajouter un polynôme arbitraire de degré m — 1 en x. puisque la différence m*^ de ce polynôme est nulle. Les m coefficients de ce polynôme représentent m constantes arbitraires, qui permettent de choisir arbitrairement la valeur initiale de l'intégrale, ainsi que celles de ses m — 1 , premières différences. En dehors de ce polynôme, l'intégrale peut être encore augmentée d'une fonction périodique arbitraire, et plus généralement encore de toute fonction dont la différence m'*^* est nulle.
30S2. IntésPAtton immédiate ou par substitution.
— "Si Ton reconnaît dans la fonction f{x) la différence d'une fonction connue Y{x)j on obtiendra la solution la plus générale do l'équation
en posant
K désignant une fonction périodique- arbitraire admettant /^ comme période.
En effet, toute autre fonction F^{w) satisfaisant à la question, devra avoir même différence que F (or), et ne pourra différer, par conséquent, de ¥{x) que par une fonction périodique arbitraire (S 380); elle rentrera donc dans l'expression générale F(ir)+ K.
Par exemple, on" a vu que la différence de la fonction exponentielle, y = c* était :
on en conclut, (e* — 1) étant un facteur constant :
e* — 1 Donc
(3) Se* = ^^ + K.
De même si Ton forme les différences des fonctions trigono* métriques sina? et coso? :
A sinx =Bin(x+ h) — 8inx= ^^^<^ ô cosf x + ■s)'
Aco8x = cos(x + h)— cosx = — 2sîn j sinfx + -j»
on en déduit :
Ti f , ^\ sîn X , „
^ ^ 2 sm -
„ . / , /l\ COS X , ,.
Mais si Ton pose a? + ^ = Ç, on a :
Af = Ax = h,
en sorte qu'on peut adopter Ç comme nouvelle variable indépen- 4ante et considérer les différences comme prises par rapport à cette lettre. On aura donc :
SC08Ç = ' ^ /i + '^>
28in^
s sin Ç = ^ — j^ + K,
8 8ln-
relations dans lesquelles on peut rétablir la lettre x k la place de Ç, et qui fournissent les intégrales Scosj? et Ssin^?.
Si la fonction f{x) se décompose en une somme de termes que l'on sache intégrer séparément, l'intégrale de f[x) sera la somme des intégrales de ses parties.
Ainsi :
S (a cos X + b sin x) = a 2 cosx + 5S sîn x (5) { _a»in(x-^)-6cos(x-|) _
Souvent un changement de variable ramène la recherche d'une intégrale nouvelle à celle d'une intégrale déjà obtenue, mais il faut avoir soin de tenir compte des variations que ce changement de variable peut introduire dans la valeur de A, qui doit d'ailleurs rester constante.
Soit, par exemple, l'intégrale
£cos(p + qx).
Si Ton pose
p + gx = f ,
on voit que les accroissements de Ç seront liés à ceux de x par
A S = q Ax.
Ainsi, lorsque x reçoit des accroissements successifs égaux à hy Ç reçoit des accroissements qui ont pour valeur constante qh=h\ On pourra donc considérer cos (jt? + ga?) comme une fonction cosÇ de la variable Ç, et son intégrale, calculée pour un accroissement A', sera fournie dès lors par la formule^(4), Oii trouve ainsi :
Scosf
et en rétablissant à la place de \ et de h' leurs valeurs
8în(p + qx — ^ ) (P +<!«) = — ^^ n-=^+K
(S) S coB(p + qx) = i — '- + K,
on aurait de même :
oH2
SsinfpH- <ïjc)=—
cos ( p + gx
Ces dernières formules permettent d'intégrer, en général, toute expression formée d'une somme de termes tels que
Asin^xcos"*.
En effet, si Ton substitue à sin*r et cos^^r leurs développements en fonction des sinus et cosinus des multiples de x, tels qu'ils ont été donnés au S 114, on arrivera, en effectuant les opérations, à une somme de termes de la forme
Bsînpxcos</A*,
et
Ccosp'xcos<7'x,
qu'on pourra respectivement remplacer par
et
^8in(p + q)x+ -sin(p — q)x,
^ C08(p' + qOx + - COSfp'— îO*-
L'intégration de ces dernières expressions s'effectuera sans ditflculté par les formules (6) et (7).
Intégration par la sommation d*ane série
— Si pour une certaine valeur de œ que nouç supposerons égale
à zéro pour simplifier, on attribue à y une valeur initiale arbi-
traire y^ et si Ton fait croître x à partir de sa valeur initiale par des accroissements successifs égaux à h, en prenant pour valeurs successives de y :
Vi = Vo + fWf
y. == Vf + fW = y. + no) + f(h),
yt = y» + n^h) = y, + no) + r(/i) + rw,
yn=y.-\-m + nh),.. + fi('i'-i)h],
on obtiendra ainsi une suite de valeurs figurées sur le plan par la série des points y^, y,, y, •.•!/!• et la courbe figurative de l'intégrale ^f{x) ou F (a?), si on la trace à partir du point y^^ devra passer par les points y^, y^ .-• »/»•
D'ailleurs, si Ton traçait entre y^ et y^ un arc de courbe quelconque, comme celui qui est figuré en traits ponctués par exemple, en prenant pour point de départ un point arbitraire ('"ïo 5o) de cet arc, et en opérant à partir de ce point comme nous venons de le faire à partir du point {y^ 0), on obtiendrait une série de points tjj, tj,... et en attribuant à ij^ toutes les positions possibles sur Tare y^, r^^, y, on tracerait ainsi une sérié d'arcs ponctués dont la succession indéfiniment prolongée (*) formerait UTie ligne ininterrompue satisfaisant à l'équation aux différences proposées.
Seulement l'équation y = ^{x)j qui représente l'arc y^, T^^^ y, arbitrairement choisi, appliquée au delà du point (y, A), continuerait cet arc par une courbe généralement différente de la ligne ponctuée et cette équation par conséquent ne représenterait pas l'intégrale cherchée.
Dans certains cas, les considérations suivantes peuvent conduire à la solution.
Considérons la suite des valeurs
y© Vi y% • • Vn, les différences
(*) Les constructions peuvent s'effectuer également dans la direction des X négatifs en appliquant par soustraction Téquation aux différences.
qui leur correspondent forment une série dont f[[n — l)A]est le terme général. Si Ton désigne par S« la somme des n—\ premiers termes de cette série et si Ton parvient à déterminer l'expression de S^ en fonctions de n, on aura, en désignant par f (n) cette expression :
(8) yn = y» + S» = vo + ?(").
Considérons la courbe
W y = yo + ?(^)»
obtenue en remplaçant n par - dans Téquation précédente ; elle
fit
passe évidemment par tous les points t/^, y^, y, ...1/». car toutes
les fois que x devient égal à un multiple de A, l'équatioD 9
rentre dans la formule (8).
La fonction
V = Vo + *(j).
admet donc une différence
Af
qui doit devenir égale à f{x) pour toutes les valeurs de x égales à un multiple de A, Mais si cette différence Aç (t) est algébrique, et s'il en est de même de f{x), ces deux fonctions devront être identiques^ puisqu'elles prennent des valeurs égales pour
une infinité de valeurs de la variable ; donc ç ( r ) admet pour différence f{x) et Ton a
Soit, par exemple,
on aura dans ce cas :
Donc :
Sx-— jjP^+K.
Plus généralement considérons le cas où f{x) est une fonction entière de degré j9, et soit encore y l'intégrale.
L'expression de y^ est toujours fournie par le développement de la formule symbolique
dont le nombre de termes, égal à 7> + 1 , croit en général indéfiniment avec n ; mais ce nombre se réduit dans le cas actuel et le développement se trouve limité, parce que la différence d'ordre J9 + 2, A'^'y qui est égale à à^^ f{x) est nulle ainsi que toutes les différences suivantes. On a donc
c'est-à-dire
y.-yo+-i/'(Xo)+— f^-Ar(Xo) + ...+ ^,2.3,,,jp^4) APr(Xo).
La fonction que nous avons désignée précédemment par © (n) se réduit donc, dans ce cas, à un polynôme entier de degré (P+ 1) en n.
En y remplaçant n par - et faisant rentrer la constante initiale 1/j dans la fonction périodique arbitraire, on aura :
(y = Snx) = x^-^ + ^^^^^^
* ^ / x(x~/i)...(x-p/i) AV(Xo)
394. Intésratlon par le développement en série de 11nté|i;rale eherehée. — La valeur de la différence première d'une fonction y fournie par le développement de Taylor (S 387) :
^ idx^ i.2 dx« ^ 1.2.3 dx» ^
donne par intégration en différences finies des deux membres :
^"' ^ i^dx^ i,2 djc» ^ 1.2.3 dx»^
Cette formule établit une relation entre une fonction y et les intégrales aux différences de ses dérivées. Si Ton détermine la fonction y en posant :
Téquation (12) pourra s'écrire
/r(x)dx=.5sr(x) + iils^U-îî-s21-^ +
elle fournira la valeur de 2 f{x) en fonctions de^~-, --^f-- etc.. et de rintégrale / /'(^) da?,
(.3) s^(,)=|J^(.)dx_-^-i:g_^sg_...
Appliquée à leur tour aux dérivées —-» T^'*" ^H© donnera de même :
^ dx /i ' ^ ' 1.2 dx« i.2.3 ^ di/»
dr _1 dr_Ji^^.dV Î!iLv^_
dx« ■"■ ^ dx 1.2 ^ dx« 1.2.3 ^ dx*
etc.
Ces développements, en permettant Télimination successive des intégrales aux différences 2 -i^ ? S j4 * ' ' doivent conduira finalement pour ^f[x)k un développement de la forme
(1*) 'Lf(x)=ljt{x)dx + B./-(*) + B,gh + B,gh«+ ...
I^ forme de ce développement une fois établie, il est facile cl'en déterminer les coefficients comme nous Tavons déjà fait au S 388 pour un développement analogue.
Nous appliquerons l'équation au cas particulier de la fonction /'•;dans ce cas, le premier membre devient égal, comme on Ta
vu, à-r — r ®t tous les termes du second membre étant divie^ — 1
sibles par ^, on a en définitive
Les coefficients B^, B,, B, ... sont donc ceux du développement de -j — T suivant les puissances croissantes de //.
39S* Ba:pres«ion «ymbolliiiie de nntéirrAl^ ^t extonslon de eette expreeslon au eiui d'une Inté* Srale d'ordre supérieur. — Le résultat auquel nous
venons de parvenir peut se mettre sous la forme symbolique
en convenant de remplacer dans le développement de la parenthèse les puissances de d par des indices de différentiation et
(rfi) ^(^)P*^ j f{or)dx.
Si Ton rapproche cette fonnule de celle du paragrahe 388 :
A»F(x) = (e *^— <rF(x), on peut remarquer qu'elle en est Textension au cas de n= — 1, à la condition de considérer les symboles A~* ®M 3~ ) comme
équivalents aux signes 2 et / » convention d'ailleurs assez naturelie, puisqu'elle conduit à écrire
ce qui revient à étendre à ce calcul symbolique la règle ordinaire du calcul des exposants.
Mais la formule (14') peut être encore généralisée et Ton a pour toute valeur de 71 :
En effet, au lieu de partir de la formule de Taylor
comme nous Tavons fait au paragraphe précédent, on peut prendre comme point de départ la formule
établie au S 388. En posant -j-^ =/*(ar), et, en intégrant n fois aux différences, on trouvera la relation :
désigne pour simplifier l'intégrale multiple d'ordre n ;
et par une analyse calquée sur celle du paragraphe précédent, on sera finalement conduit à une expression telle que
svw=^j rwdx- 4- ji^èîj r(x)dx--^ +^j /(x)d*-«+...
L'application au cas particulier de la fonction ^, pour laquelle on a évidemment
détermine ensuite les valeurs des coefficients G j, C,... etc., et montre qu'ils doivent être ceux du développement de (e* — 1)"*
e* 1 (•) En effet, puisque dans Se* = ^ » le facteur ^ est constant,
Tapplication réitérée de celte relation conduit bien à la formule que nooi donnons dans le texte.
suivant les puissances croissantes de h, La généralisation de la formule symbolique se trouve ainsi justifiée.
390. Bquatloiui d^ordre supérieur. — La formule que nous venons d^établir permet de former le développement de Tintégrale d'une équation d'ordre supérieur de la forme
Hais cette intégrale peut souvent s'obtenir sous forme finie par l'application réitérée des formules d'intégration déjà obtenues.
C^est ainsi que nous avons déjà trouvé
De même dans le cas où f{x) est une fonction entière, on trouverait encore sans difficulté l'intégrale de l'équation
A"y = r(x), par la formule
déjà employée pour l'équation du premier ordre.
On remplacerait dans le développement m par — et
^»y^^iH-iy^ etc., par f[o), àf{o)... etc., y^ et les différences d'ordre inférieur à n restant arbitraires.
SOT. Bc|uatlon8 de formes plus eomplexes : équa^ tlon« aux dlirérenee« mêlée*. — Nous nous bornerons à dire quelques mots des équations aux différences de forme plus complexe.
Une équation générale d'ordre n est une liaison telle que
•(46) , *(x,y,Ay,A«y...A-î/) = 0,
entre a? et y et les différences de y jusqu'à celle d'ordre n. Cette équation est linéaire si elle est composée linéairement
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avec y et ses différences : elle est homogène^ lorsqu'elle ne renferme pas de terme indépendant de y et des différences de y.
Une pareille équation
(17) Xo A"y + Xi A"-»y + X, A-«i/ + ... + Xn-i Aï/ + X,y=0,
jouit de propriétés tout à fait analogues à celles de Téquation différentielle linéaire (S 320).
. Ainsi, si yj^ est une fonction de x satisfaisant à Téquation (17), le produit c^r^^ de cette fonction par une constante arbitraire y satisfait également: si r,^, r^^iî,... sont solutions, on obtient une solution plus générale en posant
<^o' ^i> ^«'•' ^tftï^^ ^^^ constantes arbitraires.
Dans le cas où les coefficients X^, X^... se réduisent à des constantes A,,, Aj... l'équation peut être résolue par une méthode semblable à celle que nous avons appliquée dans le calcul intégral. En effet, si Ton pose
on a généralement
et en substituant ces valeurs dans Téquation différentielle, on trouve après suppression du facteur commun e**
(18) Ao(c«*— 1)- + Ai(e«A-l)-* + ... + A^,(e«*-I) + A, = 0,
équation de condition qui est du degré n en e** et qui fournit par conséquent pour 6^ , et par suite pour a, n valeurs généralement distinctes.
Si Ton désigne par a^ a,... a^ ces valeurs, on aura une solution de Téquation proposée en posant
Y = c, e«»^ + Cj e«5' + ... -H CnC»»^,
Enfin, si Féquation linéaire n*est pas homogène et si l'on a par exemple :
XoA-// 4- X, A"-»y + ... -V^Xnî/^V,
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T désignant une fonction de t, on peut faire disparaître le second membre par un procédé analogue à celui que nous avons employé dans le calcul intégral ; mais nous nous bornerons à indiquer cette transformation en renvoyant pour son étude à des traités d'analyse moins élémentaires.
On appelle équatians aux différences mêlées des équations telles que
par exemple, dans lesquelles figurent à la fois des différences finies et des différentielles.
INTERPOLATION
308. Le problème de l'interpolation consiste à former une fonction continue de x qui prenne des valeurs déterminées pour certaines valeurs généralement équidistantes de la variable.
Ainsi soit y la fonction cherchée, elle devra pour x égal à ^0' •''i? ^i--- ®*'C"? prendre les valeurs y^, y,, y,, etc.
Ce problème, on le voit, se rattache directement au calcul inverse des différences, et s'en distingue seulement en ce que la fonction inconnue au lieu d'être astreinte à avoir une différence déterminée pour chaque valeur de x, n'est assujettie à prendre des valeurs données, et à donner, par conséquent, des différences déterminées que pour certaines valeurs spéciales de la variable.
Il en résulte une indétermination dont on profite généralement pour simplifier la solution, en choisissant a priori la forme de l<a fonction inconnue.
Interpolation parabolliiue. — Supposons y de la forme
(i ) y « Ao + A, X + Aj X* + .. . + Aa-t .\»-' -*- Aw x\
Cette fonction renfermera n 4- 1 coefficients qui permettront <le faire passer la fonction par n-f 1 valeurs données.
Si les valeurs de x sont également espacées, réquation symbolique
qui pour les valeurs entières de n fournit les valeurs de y correspondant à un système de différences connues, peut ser\'ir à résoudre la question, en déterminant les coefficients A,, A^, A,, etc.
Pour cela, il suffit de développer la parenthèse en remplaçant
n par ^, h étant l'espacement uniforme des valeurs de j-
correspondant à y,, s/f- y.- On trouve ainsi l'expression :
où Ay^, AVoj AVo«- sont les différences successives formées avec les valeurs données y^iVi^Vt-*' ^^ V'
La fonction entière définie par Téquation (3) répond bien à la question, car elle est de degré n en â? et pour x égal à iP^,a7^ + A,x^+ 2A... etc.; elle donne bien y égal ày^,y,,y,... puisqu'elle rentre alors dans la formule symbolique (2).
400. Métiiocle de La^raiise applicable jk des valeurs de x non équidistantee. — Soient :
n + 1 valeurs de x pouvant être équidistantes ou inégalement espacées
yo Vi Vt — V'^i y«t
les valeurs correspondantes de y.
Posons :
y = PoVe + Pt î/i + ... + Pii-i yii-i + Piiyi»»
P^,, P,... P^_,, P^ étant des polynômes de degré n en x. La valeur de y ainsi définie répondra à la question si les polynômes P^j, Pj... P^ satisfont à la condition que pour a? = rp^ on ait :
(Pj, = 0 (P,)<:^0 (PiK = l... (P«). = 0...,
i pouvant être fait égal à 0, 1, 2... n. Ces polynômes seront donc de la forme :
_ (x— Xo) (x — Xi) ... (x—Xf-t) (x — x,.n) ... (X — X») * (x<— Xo) (x<— X,) ... (X,— .x,_i) (x<— x,-4.i) ... (X,- — X,.
Appliquons cette méthode à un exemple simple. Soient
Xo = — a X, = 0 x,=o,
1/0 = 0 vx-^ y«=o,
les valeurs données. La valeur de y se réduira à
et l'on aura
d'où
_ (x + a)(x — àS
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