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DES SYSTEMES D^ÉQUÀTIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES EN GÉNÉRAL
932. Étant données n équations finies entre n-hi variables et n constantes arbitraires, si, entre ces n équations et les n autres équations qui résultent de leur difTérentiation immédiate, on élimine les n constantes arbitraires, on obtiendra n relations entre les 71 H- I variables et les n dérivées de n quelconques d^entre elles, prises par rapport à la (/i + i )'*''"*', que l'on considère comme la variable indépendante.
Ces n équations di (Té renti elles simultanées seront équivalentes aux équations primitives proposées. En elTet, les équations proposées peuvent être supposées résolues par rapport aux ii cofi-
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stantes, et mises sous la forme
En diflférentiant ces dernières relations, on obtient les équations
r/U, =: o, r/Uj = o, . . . , r/U„ =r o,
équivalentes, d*une part, aux équations différentielles qui résultent de l'élimination de C|, Co, . • . , C„, et^ d'autre part, aux équations proposées, qu'on en déduit immédiatement par l'intégration.
Il faut toutefois faire ici des réserves analogues à celles que nous avons faites pour les équations à deux variables, relativement aux facteurs étrangers et aux solutions singulières proprement dites.
933. Si les n équations proposées renfermaient plus de n constantes, soit n-^k, il faudrait alors, pour pouvoir faire l'élimination de. toutes ces constantes, différentier plus d'une fois une ou plusieurs des équations, de manière que le nombre total des différentiations effectuées fût égal au nombre n+k des constantes. Il en résulterait ainsi 2 w -h A' équations, entre lesquelles on éliminerait les n-i-k constantes, et l'on obtiendrait par là n équations simultanées, dont quelques-unes au moins seraient d'un ordre supérieur au premier par rapport à certaines variables.
On voit que des mêmes équations finies on peut tirer plusieurs systèmes équivalents d'équations différentielles. Cbacun des systèmes ainsi obtenus sera dit un système d'ordre n-i- k, parce qu'il équivaut à un système d'équations finies renfermant w -f- A' constantes arbitraires.
934. Réciproquement, étant donné un système d'équations différentielles simultanées, ce système correspondra à un certain système d'équations intégrales. On peut le faire voir soit en montrant qu'un système d'équations différentielles simultanées peut se ramener à une seule équation différentielle combinée avec des équations finies, soit en ramenant ce même système à un système d'équations différentielles simultanées du premier ordre.
Soient, par exemple, les deux équations
entre les variables t, x^y et les dérivées des divers ordres dex et dej^ par rapport à î, pris comme variable indépendante. En différentiant la première de ces équations v fois, la seconde n fois, on obtiendra en tout /i + v -f- 2 équations, entre lesquelles on pourra éliminer j" et ses /z-f-v premières dérivées. Il en résultera une équation différentielle entre x et f, dont l'ordre M sera égal au plus grand des deux nombres /m + v, /i -H ]Lt. De cette équation on tirera, par l'intégration, x exprimé en fonction de « et de M constantes arbitraires, et, en éliminant, entre cette équation intégrale et les « -h V -f- I autres équations, x et les ti -h v dérivées de j^, il restera une relation entre ^, t et les mêmes M constantes arbitraires.
L'ordre de l'équation finale et par suite aussi le nombre des constantes arbitraires qui entrent dans les équations intégrales peuvent s'abaisser lorsque, pour l'élimination de j^ et de ses dérivées, on n'a pas besoin de différentier les équations un aussi grand nombre de fois et d'employer toutes les /z r-f- v -h 2 équations précédentes.
Généralement, étant données h équations différentielles simultanées entre A: -4- i variables, on éliminera d'abord une des variables dépendantes entre les h équations, prises deux à deux, ce qui ramènera à un système de A' — i équations entre h variables. On ramènera de même ce système à un système de h — 2 équations entre A* — i variables, et ainsi de suite.
933. On peut, au contraire, en introduisant de nouvelles variables, ramener tout système d'équations différentielles simultanées d'ordre quelconque à un système d'équations différentielles simultanées du premier ordre.
Soit, par exemple, l'équation unique du troisième ordre
on pourra la remplacer par les trois équations du premier ordre De même, si dans les équations (i) du numéro précédent on
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suppose
c'est-à-dire si chacune des équations proposées contient la plub haute dérivée de quelqu'une des variables, savoir, ici, la première équation la^ plus haute dérivée de x^ la seconde équation la plus haute dérivée de y, alors on pourra remplacer ces équations par les m H- V équations du premier ordre
dt- ' dt -^ * •••' dt ""
dy , dy „ d)(^-^)
di -^ ' dt -^ ' •••' r/r --^^ '
r, X, . . . , Hs*), j-, . . . , jf*-^>, -^ — j = <^-
Ainsi, le cas des équations simultanées du premier ordre embrasse le cas le plus général des ' équations difTérentielles à une seule variable indépendante.
Le nombre des équations du premier ordre, telles qu'on puisse les résoudre par rapport à un pareil nombre de dérivées des diverses variables dépendantes, est égal au nombre des constantes arbitraires du système des intégrales, ou à l'ordre de Téquation* différentielle unique à laquelle le système est réductible. Ce nombre s'appelle Vordre du système.
936. Pour que les équations différentielles du premier ordre soient résolubles par rapport à toutes les dérivées, il faut et il suffit que chacune des équations d'ordre quelconque du système proposé renferme la plus haute dérivée de quelqu'une des variables dépendantes, et que, si elle renferme plusieurs de ces plus hautes dérivées, celles-ci ne se trouvent pas engagées sous une môme fonction dans toutes celles des équations qui les renferment.
Si cette condition n'est pas remplie, l'introduction de nouvelles variables changera quelques-unes des équations et même quelques-unes de leurs différentielles en équations finies, et à l'aide de celles-ci on pourra éliminer algébriquement quelques-unes des variables auxiliaires, ce qui diminuera le nombre des équations
différentielles du premier ordre et abaissera ainsi Tordre du système.
Supposons, par exemple, que, dans les équations (i), on ait
En diffiérentiant deux fois la seconde équation
fie d^x fly d^y -d^y
f^'^-'^di'-dF'^^liV dt*
d^y d^y on en tirera deux équations qui contiendront —rry -r^> et qui
^ ^ dc^ dt^ ^
feront connaître ces deux dérivées, exprimées au moyen de
d'^x dy d^y d^y
En substituant ces expressions dans l'équation J'=s o , celle-ci prendra la forme
Si Ton pose maintenant
fU ___ d.r __ ^ flx __ ^ d.i^ __ ^^ d.r'" ___ ^ d.r'' __
dt ' dt ' dt ' dt ' r// ' dt
dy , dy „
le système se réduira à ces huit équations, jointes aux deux suivantes :
et Ton aura ainsi dix équations du premier ordre, d'où Ton pourra tirer les expressions des dérivées par rapport à t des dix variables dépendantes jc, j:', . . ., x^^^y^y' ^y ". L'ordre du système est donc égal à lo, c'est-à-dire au plus grand des deux nombres m -h y, n + U.J comme on l'aurait trouvé par la méthode du n^ 934.
937. Puisque le cas des équations différentielles simultanées du premier ordre comprend le cas le plus général d'un système d'équa-
lions difTérentielles à une seule variable indépendante, occuponsnous plus particulièrement de ces équations.
Supposons, par exemple, que Ton donne deux équations entre
les quantités
(îy (h
fijc d.r
et que ces équations soient telles que Ton puisse en tirer les valeurs de chacune des deux dérivées -^j -r-» en fonction de x, r, z,
dx dx
Si Ton représente ces deux valeurs par ^ ' y ' chacune des quan-
tités X, Y, Z étant généralement une fonction de x, y^ z^ on pourra mettre alors les équations proposées sous la forme
r/,r dy dz
En appliquant à ces équations les mêmes considérations qu'au n** 790, on verra facilement qu'elles peuvent servir à construire, sur les plans des xy et des xz, deux polygones infinitésimaux, qui auront pour limites deux courbes planes, passant chacune par un point arbitraire de son plan. Soient j^o^^o les valeurs arbitraires dej^, z, correspondantes à la valeur donnée x© de x. Par chacun des points (xo,jKo)> (xq, ^o)? on mènera des droites ayant pour coefficients angulaires respectifs les quantités
Soient j^i, Z| les ordonnées des points de ces droites qui correspondent à l'abscisse Xi =XoH-rfxo. En substituant les valeurs X|, j)'i , Z| dans X, Y, Z, on aura de nouveaux coefficients angulaires
\dx)i X/ \dxji Xj
qui détermineront de nouvelles droites passant par les points {^itj'{)y {^i9 ^t)' En continuant ainsi, on obtiendra deux polygones infinitésimaux, qui auront pour limites deux courbes dont les ordonnées y et z satisferont aux équations différentielles données, et dont les équations renfermeront deux constantes arbi-
traîresj^'oi -^o? que Ton pourra remplacer par deux autres constantes arbitraires , liées avec celles-là d'une manière quelconque.
On peut considérer les points (x^y), {x^ z) des deux plans des xy et des xz comme les projections d'un même point (x^y, z) de l'espace, et alors les deux courbes en question seront les projections d'une même courbe à double courbure, qui sera complètement déterminée par les équations différentielles dès que l'on connaîtra un point de l'espace par lequel elle doive passer, ou deux autres conditions quelconques équivalentes à celle-là. On verrait, comme dans le cas d'une seule équation entre deux variables, que toute courbe dont les équations contiennent deux constantes arbitraires distinctes, et qui satisfait à l'ensemble des deux équations différentielles, quelles que soient les valeurs de ces constantes, ne peut que coïncider avec celle que nous avons déterminée, dès que l'on choisit les constantes de telle manière que, pour x^Xq^ on ait jr=jf,^ z = zq.
On reconnaît ainsi qu'un système de deux équations renfermant deux constantes arbitraires, et satisfaisant aux équations différentielles, quelles que soient les valeurs de ces constantes, représente le système des intégrales générales de ces équations différentielles, lorsque, pour une valeur quelconque a: = a:o, on peut, en disposant des constantes, faire prendre à / et à ^ des valeurs arbitraires quelconques, ou, ce qui revient au même, lorsqu'on peut faire passer par un point arbitraire de l'espace la courbe représentée par ces équations.
938. De même, étant donné un nombre quelconque n d'équations différentielles du premier ordre entre les « 4- i variables f , x, j, c, . . . , si l'on peut résoudre ces équations par rapport à chacun des rapports différentiels
dx dy dz dt dt dt
on pourra, au moyen des n équations, mises sous la forme . dt dx dy
construire des courbes représentant chacune des fonctions incon-
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nues x^y, ... de la variable t^ et passant par des points arbitraires du plan. Les équations de ces n courbes dépendent des n valeurs arbitraires que prennent les n inconnues x^j^ .,. pour une valeur donnée < = /© de la variable indépendante, c'est-à-dire qu'elles renferment un nombre n de constantes arbitraires égal au nombre des fonctions inconnues ou à celui des équations.
939. Ce que nous venons de dire suppose essentiellement que les n équations données soient- résolubles par rapport aux n dérivées des n variables prises relativement à la (wH- i)''^"'^, c'està-dire qu'on puisse mettre ces équations sous la forme (i). Alors l'ordre du système est égal au nombre n des équations. S'il n'en était pas ainsi, l'ordre du système serait moindre que n.
Supposons, par exemple, dans le cas de deux équations enti^e
trois variables, que les dérivées — -» -j- n'entrent dans ces équations que renfermées dans une même fonction
En éliminant cette fonction (f entre les deux équations, il restera une équation finie entre /, a:, 7', dont la différentiation fera con-
naître -^ en fonction de «, x^ r, --• Si l'on substitue cette valeur dt ^ dt
dans Tune des équations proposées, le système donné se trouvera remplacé par deux équations de la forme
Si l'on élimine maintenant y entre ces dernières, on aura une équation différentielle entre f , x, -— » d'où l'on tirera x en fonction de t
dt
et d'une constante arbitraire C. Par suite, l'équation finie y= o donnera j^ en fonction de t et de la même constante. Le système donné ne sera donc que du premier ordre.
, , , dy
Exemple, — En éliminant ~- entre les équations
€l.r dr dr dr
dt dt dt dt
EQUATIONS DIFFERENTIELLES SIMULTANÉES. c>
-T- disparaît en même temps, et il vient
Si Ton substitue pour dx sa valeur 4^dt dans la première équation, celle-ci devient
-\ 4- 5/ — o. d où j == C - - f«. fie ^ 1
Les équations intégrales ne contiennent donc qu'une seule constante arbitraire, parce que -7- et -^ n'entraient dans les équations
différentielles que par la fonction -— -+- -^.
* ^ dt dt
940. Oq peut, au moyen des équations différentielles, mises sous la forme
/ , tlx _ ^ , dv _ ^
obtenir le développement des fonctions inconnues x^y^ ... en séries ordonnées suivant les puissances de Taccroissemcnt t — i^ de la variable indépendante. En effet, par des différentiations et des éliminations successives, on tirera, comme aux n°* 792 et 800, des équations (2) les valeurs de toutes les dérivées d'ordres supérieurs
d^T. d^.r d^r ePy
dt' dt' dt^ dt^
exprimées au moyen des variables /, x^ y, ....
Cela posé, soient .ro,,Toj • • • les valeurs arbitraires de x, j, . . . pour t = (q. Des équations (2) et de celles que nous venons d'en déduire on tirera les valeurs des dérivées
f/x d*.r dr d^Y
iU dt' ' dt dt^
en fonction de t^ et des constantes arbitraires Xo, j"o> • • • •• et l'on
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aura ainsi les valeurs des coefficients des développements
— - I * -TT I » . . . étant les valeurs de -r-> — rr-> . . . pour t = f©-
Remarque, — Il semble , au premier abord, que ces valeurs des n inconnues a:, ^, . . . renferment n + i constantes arbitraires, en y comprenant ^o« Mais on observera, comme nous l'avons déjà fait dans un cas analogue [808], que, les deux systèmes de valeurs t, x, r, ... et tQ, Xq, j^Qf . . . devant entrer symétriquement dans les équations intégrales, il en résulte que ces équations sont d'une forme particulière, en vertu de laquelle les n + i constantes équivalent seulement à n arbitraires distinctes.
PHOPRIÉTÉS GÉfTÉRALES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
SIMULTANÉES LINÉAIRES
941 . On appelle équations différentielles linéaires celles dans
dî
dx lesquelles les fonctions inconnues x^y^ ... et leurs dérivées — >
dy d X
3"' • • • > -Tj-' ' ' • P*'' rapport à la variable indépendante t n'entrent
qu'au premier degré et sans être multipliées entre elles . Nous allons étudier les propriétés générales des équations difTérentielles linéaires, lesquelles sont une extension des propriétés établies dans les Chapitres précédents, pour le cas d'une seule équation différentielle linéaire.
Si nous désignons par 9< » x< » • • • > ^a» X^» • • • ^^^ fonctions rationnelles et entières, dont les coefficients soient ou des constantes ou des fonctions quelconques de la seule variable indépendante f , et si Xy y^ ... sont des fonctions inconnues de t en même nombre que les équations données, le type général d'un système d'équations
EQUATIONS SIMULTANEES LINEAIRES. II
diOerentielles linéaires sera
(i) { ?,(I>^)-'--f-Xî(I>/)j-+----=T„ •
T|, Tj, étant des fonctions données de t.
D'après ce que nous avons vu dans le paragraphe précédent, on peut toujours supposer que les équations proposées aient été transformées de telle manière qu'elles soient résolubles par rapport aux plus hautes dérivées de toutes les fonctions inconnues qui \ entrent. Dans ce cas, chacune des équations contiendra la plus haute dérivée de Tune des fonctions inconnues.
Ainsi, si Ton désigne par
*i» ^ij • • •> *î» 'Wj, . . .
les degrés respectifs des fonctions
?i» Xi» • • •» ?2' Xîi • • •« on pourra supposer que Ton ait
(2) ^i='«» ^3» •••; ^t^'^it f^h- •••i ^tc. Alors l'ordre du système (i) sera
Par des éliminations, on pourra toujours faire en sorte que le cas d'égalité soit exclu des conditions (a), qui deviendront ainsi
(3) A>^»>^j»«-«; /Wj>/Wi, /W3, . . .; etc.
942. On peut, si l'on veut, se contenter de considérer le cas des équations linéaires du premier ordre, auquel on peut ramener le cas général par l'introduction d'inconnues auxiliaires représentant les dérivées des inconnues d'ordres inférieurs aux plus élevés.
Si l'on a préparé les équations proposées (i) de manière que chacune des plus hautes dérivées n'entre que dans une seule équation, les conditions (3) ayant lieu, alors, quand les équations seront ramenées au premier ordre, chacune d'elles contiendra une dérivée, et une seule, de sorte qu'on pourra toujours réduire un système
donné à la forme
Dans le cas où les seconds membres T|, T2, . . . seront nuls, on aura un système à^ équations sans seconds membres ou d'équations homogènes
(5) j ^,;D,).rH-/^,(D,).r-4- . . r--. o,
ou, sî les équations sont rnmcnées au premier ordre,
/ (<7, -4- a\ Df ] .V -h />i j -h ... — o, ;6] < rt^.r-h (^24- //jDf) r-f-. . .~0,
Nous verrons qu'il est toujours possible de ramener l'intégration d'un système d'équations complètes (i) ou (4) à celle d'un système d'équations sans seconds membres (5) ou (6).
913. Les équations linéaires simultanées sans seconds membres jouissent de propriétés analogues à celles que nous avons établies dans le Chapitre IV pour le cas d'une seule équation linéaire d'ordre quelconque sans second membre, laquelle est comprise [935] dans le cas plus général des équations (5) ou (6).
I. Si x^,ri , . . . représente un système d'intégrales particulières des équations (5) ou (6), c'est-à-dire un système de fonctions de f. qui, substituées k x, y, ... respectivement dans les équations (2), rendent celles-ci identiques, on obtiendra un autre système d'intégrales CjTo Cj'i, ... des mêmes équations (5) ou (6) en multipliant les intégrales données par une même constante arbitraire C.
II. Si l'on a plusieurs systèmes (^i,j)o ...), (•X'-i, j 2» •••)> ••• d'intégrales particulières des équations (5) ou (6), le système de valeurs
J*l -f- .rj -h . . , , ^'1 -h J"ï "♦"••• 1 • • • »
formé par addition au moyen des systèmes donnés, sera encore un système d'intégrales des mêmes équations.
ÉQUATIONS SIMULTANÉES LINÉAIRES. l3
III. De la combinaison de ces deux théorèmes il s'ensuit que, si Ton désigne par (xo ji, ...), (xa^^a? ••.)» ••• ^®s systèmes quelconques d'intégrales particulières des équations (5) ou (6) et par C| , C29 • • • des constantes arbitraires, le système de valeurs
Cl ^Tj -4- C, .r j -h . . . , C, jj-f- C|^,-t- . . ., etc.
sera encore un système d'intégrales des équations (5) ou (6). 944. IV. Soient
n systèmes d'intégrales particulières des n équations (6), et supposons que ces n systèmes soient distincts, c'est-à-dire que les
équations
•ï* ^^ C| .r| -}- Cj .Tj -f- . . . ,
puissent être résolues, pour toute valeur de ty par rapport aux inconnues Ci, C2y •• • Il faut et il suffît, pour cela, que le déterminant
•^j Xt
ne s*annule pas^ quel que soit t. Dans ce cas, les équations (7) représenteront le système des intégrales générales des équations (6) ; car on pourra alors disposer des constantes C|,C2, ... de telle manière que les fonctions x,^, ... prennent, pour la valeur donnée à volonté t = to9 des valeurs arbitraires Xo,^"o> • • ••
Dans le cas du système des équations (5) d'ordre N, si l'on donne n équations (7), renfermant N systèmes d'intégrales particulières
et par suite N constantes arbitraires C|, • . • , C^, les équations (7) seront les intégrales générales des équations (5), si l'on peut résoudre par rapport aux constantes C|, . • ., Q^ le système formé par les équations {7), jointes aux It — 1 premières dérivées de la
Jl
l4 LIVRE IV. — CHAP. V, § II.
première de ces équations , aux mn — i premières dérivées de la seconde, etc., c'est-à-dire si le déterminant
n'est pas nul.
S'il existait, entre les intégrales des systèmes donnés, 7i(ouN) relations linéaires à coefficients constants, de la forme
a^Xi -\- a^x^ 4- . . . =: o,
le déterminant (8) ou (9) s'évanouirait [879], et, les équations (7) (ou ces mêmes équations jointes à leurs dérivées des ordres /j — i, nii — !>...) n'étant plus résolubles , les systèmes d'intégrales donnés ne seraient plus distincts. On voit d'ailleurs, comme au n® 879, que, le nombre des constantes arbitraires se réduisant d'une unité, il n'en resterait plus assez pour que les équations (7) représentassent les intégrales générales des équations (5) ou (6).
94S. V. Si l'on connaît un système (jrj,jj, Z|, . . .) d'intégrales particulières des équations (5), on pourra ramener l'intégration de ces équations à celle d'un système d'équations de même nature, mais dont Tordre sera moindre d'une unité.
Considérons d'abord, pour plus de simplicité, le cas particulier des équations (6), et posons
I, y, }, , , . étant de nouvelles fonctions inconnues. En substituant ces valeurs dans les équations (6), celles-ci deviennent
o = ?[(«! -ha\I>f)jri-\-biji -^c^Zi -h .. .]
ÉQUATIONS SIMULTANÉES LINÉAIRES. \j
Dans chacune de ces équations, les termes multipliés par t s'évanouissent, puisque les valeurs X|, ji, ... forment un système d'intég;rales particulières des équations (6). Ces équations se réduisent donc aux suivantes :
o = ^;n I>r(' -+-?) 4- (^jTi -H ô',Do-i) V -+- c^Zi) -h .... o = c'^ Zi Df (r-+-0 -H^'aVjp-f- (<^3-t-f-^"3l>/-i)?H- ...,
En éliminant D^ r entre la première de ces équations et chacune des autres, f disparaît, et il ne reste plus que n — i équations pour déterminer les n — i inconnues j», ?,.... Ces n — i équations
;io) \ bîy-H(.^îH-f'iI>r)?-f- ... =o.
où b|, b',,C|, . . .ybo, ... désignent des fonctions connues de /, sont de même forme que les équations (6).
Lorsqu'on aura déterminé y, j, ... au moyen de ces équations, si Ton pose, pour abréger.
Xz=— .^^iZlZ."^^'^'' -I- . ..
il viendra
;il) t=:C,-hfXdt,
d'où l'on tirera, pour les inconnues a', j , 3, . . . , les valeurs
Si Ton connaît un second système (0:2,5^2? ^2> • • •) d'intégrales particulières des équations (6), on en tirera une valeur particulière de r.
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d'où résulte un système d'intégrales particulières des équations (lo)
On pourra alors abaisser l'ordre du système (lo) encore d'une unité, en posant
et l'on obtiendra pourp, j, . . . des valeurs de forme analogue aux valeurs (12).
(i3) ] ,=C,),-Hj, (^+/Yr//),
En substituant ces valeurs dans l'expression de X, cette expression deviendra
X^ étant la valeur particulière que prend X, lorsqu'on y remplace y, ^, . • . par }>o ^ly • • • y et y étant une expression dépendante des quantités z. . . . La valeur de jc deviendra alors
ou en remarquant que t^fXxdt est une valeur particulière de f, el par suite XxfX\ dl une valeur particulière x^ de x,
.i; = Ci JTj -4- Cj.rj -h x^fy dt.
On trouverait de même, pour les autres inconnues, des valeurs de la forme
0^2, 7 2» -2> • • • formant un système de valeurs particulières de x,j\ Zf ... ; et ainsi de suite.
On voit donc que, s'il existe pour chaque système d'équatic^ns (()), (10), ... un système d'intégrales particulières [xt^jiy .• .), (yi , ^1 , . . . )y . . . , différentes toutes de zéro, on pourra abaisser, au moyen de ces systèmes, l'ordre du système d'équations (6), jus« qu'à ce que l'on arrive à son intégration complète, et le système des équations intégrales sera alors de la forme (7).
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Exemple. — Les équations
(4-hD^)ar4-3j=zo,
admettent, comme nous le verrons plus loin [950], le système d' intégrales particulières
Xj = 3^-", j\ = — ie-*^.
Posons y en conséquence ,
En substituant dans les équations proposées et supprimant les termes multipliés par f, il vient
— 2e-*'Df(r 4- V; — 6e-*'p=zo, d'où, en éliminant D^r,
Çe-«'D^p-^3o^-"^ = o, ou D^p-+-5pz=o,
d'oi
ou
et enfin
On voit que cette méthode est analogue à celle ded*Alembertpour l'abaissement d'une seule équation difTérentiellc linéaire entre deux \ariables, que nous avons exposée au n^881.
946. On peut étendre les mômes calculs aux équations de la forme (5). Soit (j-j, j) ,, Zt, , , .) un système d intégrales particulières de ces équations. Posons encore
La première des équations ( 5 ) deviendra [881 ]
fti^t] {'-ri ] + Xi (D,) [(r + v]x,] + . . . = O,
II. — Cours tic Calcul ûi/tn,, III
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OU
+ [ Z. ( D» ) r . + '^^^Y^' D,+ ...](r + j>; + ... = o, OU, en remarquant que le multiplicateur de r,
?i(i>f)-2^iH-xt(i>/)ri-^ •...
est nul, par hypothèse,
+ [Xi W^-i -h . . .] V -4- . . . = 0;
et de même pour les autres équations. Le nouveau système obtenu doit évidemment être de même ordre que le proposé, puisque les deux systèmes d'inconnues sont liés par des équations finies, sans constantes arbitraires ; mais le second système ne contenant plus la variable f elle-même, mais seulement ses dérivées, peut s'abaisser immédiatement d'une unité, en prenant Dfr = / pour nouvelle inconnue.
Si l'on avait, pour i = i , 2, . , ., Uy
?r*'(D,)^i+xr»'(D,)j,4-...=o,
alors les équations ne contiendraient plus que les dérivées de r à partir de Djr, et, en prenant Djr=:r(** pour nouvelle inconnue, l'ordre du système serait abaissé de Ar unités par l'existence du système Ar-uple d'intégrales (xi, ri? . • .)-
947. VI. Les calculs des deux numéros précédents s'appliqueraient aussi au cas où les seconds membres des équations proposées ne seraient pas nuls. On verrait, comme on l'a déjà fait au n^ 881, que, si l'on connaît un système d'intégrales particulières {x^l^\ y^\ . . .) des équations sans seconds membres
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oopoarra,par son moyen, ramener Fintégration du système d'équations complètes (i) à celui d'un système de même forme^ mais d'un ordre moindre d'une unité.
Exemple. — Prenons les équations
qui diffèrent par les seconds membres de celles de l'exemple du n^ 945. On obtiendra, en calculant de la même manière, les équations
d*oii, en éliminant D^r,
Cette équation linéaire du premier ordre donne [821 ]
substituant cette valeur dans la première équation (A), et intégrant, il viendra
On en tire enfin, pour les valeurs des inconnues cherchées,
948. VII. Si Ton désigne par X, Y, . . . un système d'intégrales particulières deséquationscomplètes(i) ou (4)? et par x^^\j^^\ ... le système des intégrales générales des équations sans seconds membres (5) ou (6), on verrait, en raisonnant comme au n^ 884, que les intégrales générales des équations complètes (i) ou (4)
seront
949. VIII. Supposons les seconds membres T/ des équations (i) ou (4) décomposés chacun en plusieurs parties, de sorte que
T,=T1.»'-+-Tl.2'-I- ...,
et soit X^^'^, Y^^^, ... un système d'intégrales des équations
?i(I>r)^-^Xi(I>/)r^--..=Ti''', y,(D,).'^-i-...=:Tf, ....
On aura un système d'intégrales des équations (i) en prenant
ÉQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS
950. Pour intégrer les équations sans seconds membres (a) dans le cas où les coefficients des fonctions 9i, x« * • • • > ?-• • • • sont constants, posons
/'j L K» ••• étant des constantes indéterminées, et portons ces valeurs dans les équations (5). En divisant tout par e*"', il restera les équations de condition
(kVi
pour déterminer les n inconnues r, -» • • • • En éliminant J, r. on aura, pour trouver r, Téquation
rr O
Cette condition étant remplie, il viendra, t étant l'indice d'une
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ligne horizontale quelconque,
dfi d'/j
proportions que l'on pourra changer en égalités en prenant , par exemple,
Maintenant, faisons abstraction de la condition R = o, et laissons r quelconque, ^,73, ... étant déterminés en r par les équations (18); on aura identiquement, quel que soit r,
, . ^R f sàK
Si Ton sul)stilue dans les premiers membres des équations (j) les expressions (i4) en tenant compte des valeurs (18), on aura donc les identités
'9) ! ?î(D,)x'-}-/^j(D,)j-4-...rr30,
Les équations (5) sont donc vérifiées par les substitutions (i4) si la valeur de r, dont dépendent J, >;, . . . , est une racine de l'équation R = o.
Si toutes les racines de Téquation (16) sont inégales, chacun»; d'elles fournissant un système de valeurs distinctes de r, ^, yj, . . . , on tirera des formules (i4) autant de systèmes d'intégrales particulières des équations (5) qu'il y aura d'unités dans le degi'é de R, et l'on voit facilement que ce degré est égal à /| -+- mo -h ... ou à l'ordre N du système d'équations proposé. On connaîtra donc ainsi les intégrales générales des équations (5).
Si l'équation (16) a A' racines égales à r, h des systèmes donnés par les formules (i4) se confondront en un seul. Mais il est aisé de voir que, dans ce cas, la racine multiple r fournit k systèmes distincts d'intégrales particulières, ce qui complète le nombre N des systèmes nécessaires pour former l'intégrale générale.
aa LIVBE IV. — CHAP. V, § IV.
On a, en eOfet, en dîflerentiant Ar — i fois par rapport à /* le système des identités (19)9 les nouveaux systèmes d'identités
l?.(I>0^ + Xi(D0|;-H...-^^'(^ + D,)R, (20) { f^.dx r^.dx
?i(ï>0^ + ;Ct(D,]^'+.. -c^'(^-f-D,/-^R,
Si /• est une racine Ar-uple de l'équation (16), le second membre de la première équation de chacun des systèmes (20), . . ., (21) s'évanouira, et, par suite, à la racine r correspondront non-seulement le système d'intégrales
-^ rt ^^^ ri
mais encore les h — i autres systèmes, distincts du premier,
\ dr dr
§ IV
IMTÉGRATION des équations différentielles linéaires COMPLETES.
951 . I. Méthode des coefficients indéterminés, — Pour passer de l'intégration des équations sans seconds membres ( 5 ) aux équations complètes (i), il suffit [948] de connaître un système d'intégrales particulières de celles-ci.
Lorsque les seconds membres des équations (i) (supposées à coefficients constants ) seront ou des polynômes entiers et rationnels en f à coefficients constants, ou des exponentielles ae^^ à exposants réels ou imaginaires, ou, ce qui revient au même, desfonc-
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lions hyperboliques de la forme Pgjj (|:x^ + v), ou des fonctions circulaires de la forme l3gin(i^^ + v), on pourra obtenir un système d'intégrales particulières par la méthode des coefficients indéterminés, comme on l'a fait [903] pour une seule équation linéaire entre deux variables. On pourra profiter, dans ce cas, de la faculté de décomposer les valeurs en parties [949].
Quand les seconds membres T|, T3, ... dépendent d'une même exponentielle et sont de la forme
il est aisé, en général, d'obtenir les valeurs correspondantes des intégrales particulières X, Y, .... En eOet, si l'on fait dans les équations (i) les substitutions (14)9 î^ vient, en divisant par e'*',
Si l'on fait maintenant r= X, et que cette valeur n'annule pas le déterminant R [949], on aura, pour déterminer ^, 7], . . . , les équations
Si la supposition /* = X annule le déterminant R, on emploiera alors, pour le calcul de X, Y, . . . , des méthodes générales que nous exposerons plus loin.
Exemples. — I. Soit proposé d'intégrer le système des
équations
(4-4-D;).r-h3jn=r,
2j:-+- (5 -4- Di)x = e'.
Nous chercherons d'abord les intégrales générales des équations sans seconds membres
(4-hD^)a:(o)H-3j'(o) = o, ^xW-4-(5_j_D,)7f«)=o
au moyen des formules
qui donnent les deux valeurs /'i = — a, /■2 = — 7, d*où les deux systèmes d'intégrales particulières
et par suite les intégrales générales
j:(o) -- 3Qc-î' 4- 3C,^-"', jfo) — - 9.C1 e-î' 4- 3C, tf-*'.
Pour avoir X et Y, considérons les seconds membres des équations proposées comme composés chacun de deux parties
011 l'on fera T\z=t, T„=:i::o, etT'[ = o, T"=e^ Posons d'abord
£n substituant dans les équations proposées, et égalant les coefficients des mêmes puissances de t dans les deux membres de chaque équation, on aura les équations
^'é'*^ 5^' :— o, g;' -hn/i -H 5//' — o,
d'où
ty -
Ensuite posons o: = |e', y = >3e'; on aura les équations
5Ç-f-3ïj = o, 2I + 61:— I,
d'où
Donc les intégrales particulières des équations complètes seront
En ajoutant ces valeurs à celles de x^^^,j^^^, on aura les intégrales «générales déjà obtenues au n® 947.
II. Soient les équations
(3-D?)x + 4j = 3, .v-^[i-^nD})j- — — S.
On remplacera d'abord les seconds membres par zéro, et, en posant
an aura les équations
ou
=: O, OU r* — 2/^* 4- 1 = o.
ce qui donne les deux racines doubles r = ±i. On a ensuite
d'où
Or ^ / - ' ^,,
Mettant pour r ses valeurs it i , on en conclut les valeurs des quatre systèmes d'intégrales particulières qui forment les intéin^les générales
Pour avoir maintenant un système d'intégrales X, Y des équa-
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lions complètes, nous prendrons X = o, d'où les équations
?i (o) 5 + xi (o)'î = «1» ?î(o) ; + xt (0)13 = «î.
c'est-à-dire ici
d'où X == ^ = — 23, Y = X = 18. On a donc enfln, pour les intégrales générales des équations complètes,
JC
— x(»)— 23, j=rjW-f-i8.
953. II. Méthode de Lagrangc, ou méthode de la variation des constantes arbitraires. — Soient les équations complètes
et désignons par
les intégrales générales des équations (i) où l'on aurait remplacé les seconds membres par zéro.
Proposons-nous de satisfaire aux équatiens-(i') par des valeurs de Xjjy ... de même forme que les valeurs (2), mais dans lesquelles Co C2, . . . désigneront, non plus des constantes, mais des fonctions- de t convenablement choisies.
Les conditions (i) sont au nombre de //, et les inconnues C|, C2>- . . au nombre de /t -f- mo -+-..= N. On pourra donc disposer
à volonté de
d'entre elles, ou, ce qui revient au même, assujettir les inconnues à N — // conditions arbitraires, que l'on choisira de manière à simplifier autant que possible le calcul. Pour cela, on fera en sorte que le calcul se rapproche autant que possible de ce qu'il serait si les quantités C|, Co, . . . étaient des constantes.
Nous poserons, en conséquence, C} étant la dérivée -—3 X = 2 C/jr,-, jr — 2C/J/,
en prenant pour conditions arbitraires les suivantes :
//j 7 2c;ar;=:o, 20;.// = O,
2cr,:r/-'i=o, 2c;.y,'"-*)zz=o
La substitution de ces valeurs dans les équations (i) donne, en désignant par a*/*^, a5/'\ ... les coefficients de DJ» dans (pi(Df), ?s(Dr)9 • • • 9 et de même pour les autres,
(5) { a^i^^lCi x^/^-'^ -4- 6';"«» 2C;rl^"«-'' -H . . . = ï„
équations qui, jointes aux équations (4)i forment le nombre d'équations nécessaire pour la détermination de C'^ , C!,, . . . ,0'^. De ces dernières quantités on déduira ensuite C|, Co^ . . . , Q^ par des quadratures.
En particulier, si Ton donne les équations du premier ordre à coefficients constants
(«j -4- a\Vt)x + ^j j -f- . . . -- ïj,
les intégrales particulières Xi,yiy . . . sont [950] de la forme ^le^'S lî/e^/', . . . , et les équations ( 5 ) deviennent
SI Ton fait
_ T, ^R T, ^R **/■ — "~; TV '"'" 77 — î~
on aura, dans le cas où les racines Ti, /'o, ... sont inégales,
C'. ^= r. '•z' ^ , d'où (; = Ci -^ Cc-n' ^ r/r, (it par suite '
9o4. Exemples, — I. Reprenons l'exemple I du n® 952 :
(4-t-D,).r-4-3jr^/, 2.r-4- (5 + Df)j~c'.
Ses intégrales seront de la forme
D'après cela, les équations (5) qui serviront à déterminer Ci et C^ seront
Se--*' C'i -4- 3^-"' C^^t, — 2e-»' C, -4- 3e-"' Cj = e', ou
Cl, ^. l ; /e^' - e^' ), (T, = i e«' 4- -^ ^e"'
i;t par suite, C|, Co étant des constantes arbitraires,
20 i5 io no-} ^ ' '
Substituant ces valeurs dans les expressions do x et de y y on retrouvera les mêmes valeurs que précédemment.
II. Soient les deux équations
;— 8-hDi).r-f- >-z=:e', — 25jr-{-(2 -4-D;).l = 3/.
En opérant comme précédemment, on trouve
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d OÙ /*! = /'s = 3, r/i = Tîo = 5. On a donc
En diffiérentiant maintenant par rapport à r les expressions
puis faisant r=3, on a le second système d'intégrales particulières
En achevant le calcul comme ci-dessus, on a pour résultat x = (Cj~C,0e"-f-7e'-l/--,
III. On peut ramener à Tintégration à\\n système d'équations de la forme que nous venons de considérer l'intégration de l'équation
[ax -\- bjr '\- c] cLc -^ [ ax H- b'y -h c' ) dy = o,
traitée au n^ 817, en la remplaçant par les deux équations
d.c cly
a'x 4- b'jr -\- c' — ax — bf — c ou
= dt.
— ax — b y-ziid . ~ — h ax. -\- bj =^ — c\
fit -^ (U -^
V. En particulier, les équations
dx
(ar "^ P) ^ -»- ^i^ "+- ^\ï -h . . . = o,
OÙ a, j3, ^1, £|) . . V ^2) ^iy • • • sont des constantes , peuvent se traiter d'une manière analogue à celle que nous avons appliquée à Téquation des n°* 897 et 898. On en obtiendrait des intégrales particulières en posant
/% S, X, ... étant des constantes indéterminées.
VI. Plus généralement, si Ton donne des équations de la forme
on les ramènera au cas d'équations à coefficients constants en posant t = e**, et alors [897] les équations prennent la forme
VII. Reprenons les équations du n**952, IL Ici l\ = 2, //12 = 2, et, en posant, pour abréger,
les équations (4) et (5) deviennent
//i-f-(ï-f- r)w,H-i/3H-(— I -i-rj//v=o, tt, -f- / //j -i- l/j H- / 1/4 =z o,
«l-hf-î-f- ^jtfâ— Mj-h (2— fjtt^rr: >
//iH-(l-h/)ttj~- «a-f- (l — /)i/4— 5.
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En combinant ces équations, on en tire
tf, -I- «3 =: — r,
iloii
> ttj
Par suite.
Substituant ces valeurs de C|, C2, C3, C4, il vient
VIII. Soient encore les équations
En posant x= Çe^', y = rt&'^^ les équations sans seconds membres deviendront
(2 — r)? ■+- (— 9 4- r)ti =z o,
(— 6 + 5r-— r*)5 4-(i + r)iî = o,
rroil
r=2et4^V^i 5 ==^9 — 2r, 13 = 2 — r.
l^our passer aux équations complètes, on posera
.r"z:3 1 Ci l /• ? c'i ' 4- 2 C; l- li en',
et l'on aura, pour déterminer les quantités CJ, les conditions suivantes :
C;. ?/<?'•.' = o, 2 Cir.ie'i' — o, ICi Ine^-i^ = — T
ou, en posant Q e''/ = Ui,
2Ç/W|=rO, 2i;////— o, 2 /•/?,«/ =
Le déterminant de ces équations est
•'îl
''ill
'3 -sa
lr, Q — ir.
et, à cause de
ce déterminant devient
— 10 [r\ (/j — /-j ) -f- r; (7-3 — /'i ) -+- rj (rj — r, )] — — 10 [rj (/', — 73) — ri (75 — 7-3) (/-j + 7 3) -4- 7-, 73 (7-,~ r,) ] ,
OU enfin, à cause de /'i = 2, /^ — /'a =^ 2^/3, /'a-f-^'s = 8, rj/'3 = i3,
déterminant ==: — 20 ^.
Les déterminants mineurs proportionnels aux inconnues onl pour valeurs
et les valeurs. des inconnues sont
Etc.
935. m. Méthode de Cauchj* — Supposons toujours que l'on ait trouvé les intégrales générales x^^^,j^^^y . . . des équations
dont on aurait annulé les seconds membres. Nous allons obtenir, au moyen de ces intégrales, un système d'intégrales particulières X, Y, . . • des équations complètes, et l'on aura alors les intégrales générales de ces dernières équations par la règle du n^ 948.
Pour cela, déterminons d'abord les constantes C(, C29 • . . , qui entrent dans les expressions
.r(o) = Cl JTi -h Cj X, 4- . . . ,
de manière que, en donnant à £ la valeur indéterminée a, et désignant par x^•^^^•^ . . ., T*^, T*', ... ce que deviennent les fonctions x^^\j^^\ . . ., T|, Tf, . . . pour « = a, on ait
T{«- vC«) T(«)
Si Ton désigne par x^j^ o> • . • ce que deviennent x^^\j^^\ . . . lorsqu'on attribue aux constantes arbitraires les valeurs ainsi déterminées en fonction de a, je dis que les quantités
X = I xo r/a, Y = I Yq (Icty . . . ,
où ^0 représente une constante absolue quelconque, formeront un système d'intégrales particulières des équations (4).
En effet, si l'on différentie ces équations par rapport à f, les quantités jco, Jq, . . . prenant, pour a = î, les valeurs T|, T2, . . . , il viendra [470]
Substituant ces valeurs et celles de X, Y, . . . dans une quelconque
H. — Court de Cale, infinit., III. 3
des équations (i), dans la première, par exemple, le premier membre devient
quantité nulle, puisque Xo, ja, ... forment un système d'intégrales particulières des équations sans seconds membres. Donc les valeurs ci-dessus de X, Y, . . . forment un système d'intégrales particulières des équations (i ).
Exemple. — Soient proposées les deux équations
, (loi fîy
Les intégrales des équations sans seconds membres con^espondantes sont
en posant
.r, =z c'x S .Tj = I?'-.', /., — _ 4 __ /, ,.j r=z — 4 + /\
Il faut faire maintenant £ = a et résoudre par rapport à C|, C^ les équations x^^^ = T'**, j ^«^ = T*', qui ne sont autre chose que ce que deviennent les équations diflerentielles proposées lorsqu'on y
remplace — par a:^*^ — par r^*^ oc eiy par zéro, et t par a. On a
donc ici les équations
d'où l'on tire, en mettant pour o:^"^, j ^*^ leurs expressions, puis résolvant par rapport à Ci et à Ca,
Subsli tuant ces valeurs dans les expressions de x^^^ et de j^^**^, înté-
grant par rapport à a, puis faisant a=tf il vient, toutes réductions
faites,
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valeurs que Ton aurait obtenues plus promptement par la méthode particulière du n®951. On aura donc enfîn, pour les intégrales générales des équations proposées,
x = C<?"cos/H-C'c*'sinrH — !r<?' — §_,
r = — Ce*' (cost H- sin/ ] 4- Ce^^ icost — sinr] ^ c* H
956. IV. Méthode ded'Alembert. — Supposons les équations dlfTérentielles linéaires mises sous la forme d'équations du premier ordre et, pour plus de simplicité, résolues par rapport aux dérivées des inconnues. Elles seront alors de la forme
(«1 -l-D/).r H- byX 4-0 3 4-.. .==ïi,
a^x -f- ( /^t 4- D, ) j 4- t-4 3 4- . . . = Tj,
Multiplions ces équations respectivement par i, À, p, . . ., en désignant par ?., fJt; • • • des indéterminées, et ajoutons-les. Il viendra
D|.r 4- > D/ j 4- tA n^z 4- . . .
en faisant, pour abréger,
T=: Ti 4- /Tj 4- liT^ 4-
Si Ton pose maintenant
(3) tf =.r 4- V 4- y.= -h . . . ,
d*où
f/Lr 4- Id/-^ itilz-^. . .=:zdu — xfD.—yd^ — . . .,
réquatioD (2) deviendra
{D^u — jD^X — sD/tt — ..,) 4- (^i "4-«tX-hflr,u-f-...) (1/ — Ijr — tiz — ...)
-+- (^i -f-fîX-hCj|x -H-..) 2-+-... = T.
Les variables j^, z, . , . n^entrant plus dans celte équation parleurs dérivées, on pourra profiter de Tindétermination de X, p, ... pour faire disparaître j)s z, ... de cette équation, en posant
(4) I D^a-l- (rti-h^,A-+-flr3a 4- ..) a = c, -+- r,À + C3 u -+-... , ( ♦
et inéquation précédente deviendra
équation linéaire du premier ordre, que Ton saura intégrer dès que Ton connaîtra un système de valeurs des quantités 2, /^, ....
A chaque système de valeurs particulières ^4, /X|, ... de ces quantités correspondra une valeur iX| de u, et l'équation (3) donnera une relation finie entre x,j , z, . . ., qui permettra d'abaisser d'une unité l'ordre du système (i). Si l'on a n systèmes distincts de valeurs de a, |[z, . . ., les n équations que fournira la formule (3 ) seront les intégrales générales des équations (i).
957. Si les équations (i) sont à coefficients constants, les équations (4) admettront des systèmes de valeurs constantes pour }., p., .... En posant
flr, -+-rt,À -4- flrjtA -4-.. ,= ^—^
r, -f- Tj > -4- r^ u -H . . .
les équations (4) deviendront
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(l*où Ton tire 9 pour déterminer r, Téquatioa
pu
IS
dVi dK dK
L^équatlon ( 4 ) prend alors la forme
doù
Dt«-+- /•« =:T,
i£ = tf~'''(C-+-/^''Tr/f) (»).
US8. Considérons, en particulier, le cas de deux équations à deux inconnues
1 fl,.r-h(6,-HD^)v = T,.
La première équation (4) deviendra, dans la supposition de DrÀ = o,
Si cette équation admet une racine constante, cette racine sera une intégrale particulière de Téquation
Bt'k -f- {a^-\'a^\]\z= b -+- ^j).,
et Ton s*en servira pour abaisser Tordre du système (8).
Si Téquation (9) admet deux racines constantes, elle sera alors de la forme
ii,(X«-ha).H-j3)=:0,
(*) r pourrait être Tariable en même temps que «i, a,, . . ., pourvu que les Taleurt de i, /t, . . • fassent constantes. Dans ce cas, on écrirait frdetm. lieu de rt.
aet|3 étantdes coeflficients constants, et ces deux racines constantes, étant des intégrales particulières de(io), donneront deux équations (5), et par suite deux équations (3),
d'où Ton tirera a: et j^ en t.
Remarquons que, dans ce cas, on peut intégrer complètement Téquation (5), qui peut s'écrire sous la forme
(12) rt^//_^.- J 0=0.
^ ' A- -f- aA -f- J3
Si, en particulier, les deux racines constantes de l'équation (9) ou (il) sont égales, alors cette équation ne fournira plus qu'une seule intégrale particulière X| de l'équation (10); mais alors on prendra l'intégrale générale de l'équation (12), qui devient alors
et d'où l'on tire
Cette intégrale donne X = l^ pour C = 00 . En attribuant à G une autre valeur quelconque, on aura une seconde intégrale particulière X, de l'équation (12), distincte de X|.
Exemple. — Soient proposées les équations
— -h 5.r--2j = eS
dt ^
Les coefficients étant constants, on formera l'équation (7), qui
sera
= 0, ou /■* — II ;• H- 20=0.
On en tire i\ = 4> ''2 = 7> d'où X, = 1 , X^ = — 2 ; substituant ces deux systèmes de valeurs dans l'équation (5), on a les deux équa-
lions
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qui donnent
«i = Ci c *' -4- > e' + :t e",
//, zz: Cj <'~"' -H o ^'' ■ ^^^*
Enfin, en portant ces systèmes de valeurs dans Téquation
on en lire, pour les intégrales générales du système proposé,
.r == ^Cier-»-h ic,e--'-h -7- 6-^-4- — c«
1 — Le r»-*' - r r-"' -j — ^' -I i- /.«'
9()0. Soient maintenant trois équations linéaires simultanées
;i3) I ^7,j:H-{/5p,-hD,)j-hc-,3 = T„
( rtgx -t- ^3^- -H (rj 4- D,) z nz T,.
On ramènera le problème à Tintégration des trois équations
■iS) Dtu -f («1 + a^l -+- a^a) ^/ = Tj -+■ TjX -h Tj^t*.
Au moyen d'un ou de deux systèmes dMntégrales particulières des équations (i4)y ^I^^ fourniront une ou deux formes intégrables de Téquation (i5), on pourra abaisser Tordre du système (i3) d^une ou de deux unités. Si Ton a trois systèmes d^intégrales des équations (14)9 ^^ P^^ suite les intégrales des trois équations (i5) correspondantes, on arrivera aux trois équations
qui seront les intégrales complètes des équations proposées.
4o LIVRE IV. — CHAP. V, § IV.
Si les deux équations
admettent un système de solutions constantes X = X,, |:ji = |ulo ^i et ^1 seront des intégrales particulières des équations (4)«
Si les équations (16) admettent trois systèmes de solutions constantes qui seront trois systèmes d'intégrales particulières des équations (4)^ on en tirera les intégrales complètes des équations proposées. Il suffît pour cela que les coefficients a^ ^Ui^a^^bt^bii h^yC^jC^^ C3 soient tous constants, ou égaux à des constantes multipliées par un même facteur V, fonction de l. Dans ce cas, les équations (4) sont intégrables. Posons, en eSet, pour abréger*
rti H- ûr,X -h a^y, = AV, ^, 4- ^jX -h c, u = BV, r, -4- r,X -h r, u = CV. Les équations (4) pourront s'écrire
fîiÂ
d'où, en éliminant V^^,
(17) A{Xr/a — fArfX) — B//u-+-CrfX=o,
équation de même forme que celle que nous avons intégrée au n^ 84S. Connaissant |x en fonction de X ou X en fonction de iiy on aura la valeur de t par Tune des formules
J J B-A). J C-Aft
Soient y une fonction indéterminée de x, et
une fonction, de forme donnée, de x, dey et des dérivées de^'. I/intégrale déûnie
prise entre des limites constantes ou variables Xq et x^ , changera de valeur suivant la relation que l'on établira entre .r et^ et suivant les valeurs des limites Xq et Xi , si celles-ci sont variables.
On peut se proposer de déterminer la fonction inconnue j* (et, s^il y a lieu , les limites Xq et x^ ) de manière que l'intégrale u prenne une valeur maximum ou minimum parmi toutes les valeurs qui correspondent à des déterminations de la fonction j^ (et des limites) infiniment voisines de la détermination que l'on cherche.
En d'autres termes, en supposant d'abord que Xq, Xt soient des quantités données, si, pour chacune des différentes courbes 6MD, B'M'D^ . . . , qui représentent les différentes déterminations de la fonction j^, on construit les courbes correspondantes ENF,E'N' F', . . . ,
[,fiS' ^7)' ^^^^ ^®s ordonnées représentent les valeurs de la fonction V pour les mêmes abscisses, on peut demander à laquelle des courbes BMD,B'M'D', ..., représentant j', correspond celle des courbes ENF, E'N'F', . . . , représentant V, dont Taire AENFC est
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un maximum ou un minimum parmi les aires de toutes les courbes V infiniment voisines, A et C étant les points de l'axe des x.
Plus généralement, en supposant les limites Xq, x^ variables, de façon, par exemple, que les extrémités de la courbe des j^ soient assujetties à se mouvoir sur deux courbes données CC, DD ifiS' ^^)» ^lors aux courbes CD, CD' , . . . correspondent, comme représentations de V, les courbes EF, E' F', ..., qui se termineront,
Fig. 88.
comme les premières, à des abscisses variables d'une courbe à l'autre. On aura alors à décider laquelle des aires AEFB, A'E'F'B', ... a une valeur maximum ou minimum.
La résolution de ce problème et des questions analogues forme l'objet principal du Calcul des variations,
963. On donne le nom de variations aux accroissements infiniment petits, tels que MM', que subissent l'ordonnée j^ et les quan-
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lîlés qui en dépendent, lorsqu^on passe d^un point M d'une courbe au point M' de la courbe voisine qui correspond à la même abscisse (* ), et Von désigne ces variations par la caractéristique $,
On a ainsi
MM' = d^-, NN' = ^V.
Nous désignerons pareillement par la caractéristique $ les accroissements des limites
AA' = ^xo, BB' = o.r„ ainsi que tous les accroissements qui dépendront de ceux-là.
964. Lorsqu'on passe de la courbe CD à la courbe CD', la valeur de l'intégrale / Vdx est représentée par la différence des
aires AEFB, A'E'F'B'. En négligeant les infiniment petits du second ordre, on voit, comme nous l'avons déjà dit à propos de la différentiation sous le signey['l70], que cette différence est égale à
EFFj El — AEE, A' + BFF,B',
en considérant, dans EFF| E|, comme négative la partie de l'aire comprise entre les deux courbes, pour laquelle E' F' est au-dessous «le EF. Or ces trois aires ont pour valeurs respectives
EFFiE, =:r '^Vi/x, AEEjA'=Vo<yxo. BFF,B' = V^r^r,. Donc
ou, en faisant usage d'une notation abrégée que nous avons déjà employée, et posant, en général, X, — Xo = [X]J,
(') Ne derant nous occuper ici que de la yarîatlon des intégrales simples, nous «Tons po, sans inconTénient, adopter la simplification qui consiste à prendre pour points correspondants des deux courbes ceux qui ont la même abscisse, ou à supposer ix = o.
formule qui coatîent comme cas particulier celle de la diflerentiation sous le signe y.
Si l'on connaissait les équations des deux courbes CD, CD', on connaîtrait en fonction de x les valeurs des différences d^, dy\ ij '^ . . . pour les deux courbes ; on pourrait, par suite, obtenir
Oj ôj uj
puis rintégrale
On aurait également V© Jj:© et V| Jji-
965. Avant de chercher les conditions du maximum ou du minimum de Taire de la courbe EF, considérons, au lieu de courbes, deux polygones CD, EF, en supposant que les sommets du second aient les mêmes abscisses que ceux du premier, et que, pour plus de simplicité, ces abscisses soient fixées d'avance. De plus, les ordonnées des sommets du polygone EF dépendent, suivant une loi connue, des ordonnées des sommets du polygone CD, qui sont les variables indépendantes avec lesquelles varient tojus les éléments de la figure, et en particulier Taire du polygone EF. La variation ^a de cette aire sera une fonction de toutes les variations des ordonnées des sommets du polygone CD.
Pour que Taire du polygone EF soit un maximum ou un minimum, il faut que la variation da conserve toujours le même signe, quel que soit celui des polygonçs infiniment voisins de CD que Ton compare à CD. D'après ce que nous avons vu sur les maxima et minima des fonctions de plusieurs variables indépendantes [403], il faut pour cela que le polygone correspondant au maximum ou au minimum soit tel que la partie de du qui est infiniment petite du premier ordre s'évanouisse, quelles que soient les variations des variables indépendantes. On devra donc égaler à zéro le coefficient de la première puissance de la variation de chaque variable indépendante, ce qui fournira autant d'équations qu'il y a de variables indépendantes.
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966. Supposons, par exemple, que le polygone EF soit le polygone CD lui-même et que la question soit cellerci :
On demande, parmi tous les polygones de périmètre donné passant par deux points fixes C, D et ayant leurs sommets sur des ordonnées fixes, quel est celui qui donne une aire ABCD maximum.
Si Ton désigne par Xq^ x^, , ,,,x,i les abscisses fixes des sommets, par ro> J)/i les ordonnées constantes des extrémités C, D et parj I, . . ., ^/i.i les ordonnées variables intermédiaires, l'expression de Taire a, qui devra être maximum, sera
.r*! .T^fl , Xm — X| , .
«= — :; — (joH-ri)-+- ' (j»+ji) + --»
— I — ^0 H :; — Xx -I ;; jr%
H J n-l H Xii
L'équation de condition qui exprime que le périmètre du polygone est de longueur donnée / est
,. \ >/{-ri — ^o)' -+- (ri - Jo)* -4- )/{^t — ^i)' -+- [Xi — J, )* -h . . .
D'après la règle établie [409] pour trouver le maximum ou le minimum d'une fonction f lorsque les variables indépendantes sont assujetties à la condition ^ = o, on cherchera le maximum absolu de/ -h ?. 9, X étant une constante que l'on détermine parla condition que les valeurs trouvées pour les variables satisfassent à l'équation ç = o. Nous avons donc ici à chercher le maximum absolu de
—^ J^o4-— ^— J,-h...+ Xn-X-^ - Jn
en posant, pour abréger,
n = V^t-^A- — '^A-l)* -+- [Xk — ^A-l )*•
Or la variation de la quantité (3) est, en remarquant que Xoy X| , . . •fXn-j'^yj'ni ^ sont des constantes,
11 faut maintenant ordonner cette expression par rapport àd/i, ^2> •••> ^/tï et, pour cela, écrire les termes de la seconde ligne sous la forme
OÙ Ton a introduit, au lieu des différences des variations de deux ordonnées consécutives, ces variations elles-mêmes multipliées par les différences de leurs coeHicients, transformation qui, dans le cas où les différences sont infiniment petites, correspond à l'intégration par parties [970],
En égalant maintenant à zéro le coedicient de chaque variation, on a les 7z — i équations
/ ^ •''î — •'•o ^ . />!— .>o r? — ri \
.1 ^ '^/i '^n— î , \IXn-\ — Xn-t Xn — .^ «— I \ \ O '=. -t- A l — 1 >
\ '>' \ ni-i />» /
qui détermineront j,,j'2> •••0«-* ^° fonction de X. En substituant ces valeurs dans Féquation (2), on en tirera la valeur de X, et, par suite, un connaîtra^) i,j)'2) •••O"-**
967. Supposons maintenant tous les intervalles j^i — x© » x^ — x%y ...,^Vi — Xn^x infiniment petits et égaux kdx. En écrivant alors dsk^^ au lieu de />, les équations (4 ) se changeront dans
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les suivantes :
Cette suite d^équa tiens , toutes de forme identique, exprime que, pour tous les points de la courbe limite du polygone, on a la relation
dx — "kd -r- = o • ds
qui n'est autre chose que l'équation différentielle de cette courbe. L'intégrale de cette équation, qui est du second ordre , renfermera deux constantes arbitraires, que l'on déterminera par la double condition que la courbe passe par les deux points donnés. On cherchera ensuite la longueur de l'arc de courbe en fonction de X et on l'égalera à /, ce qui achèvera de déterminer la courbe, laquelle est un cercle [972]. Ainsi le cercle est, parmi toutes les courbes isopérimètres menées entre deux points donnés, celle qui comprend une aire maximum.
968. On voit par cet exemple que, si Ton passe du polygone infinitésimal à la courbe qui en est la limite, le nombre des variables indépendantes devient infini. Les équations de même forme , obtenues en égalant à zéro le coefBcient de la première puissance de chaque variation, se changeront eu une relation devant avoir lieu pour une infinité de points, c'est-à-dire à une équation entre deux variables continues et leurs différentielles. Pour obtenir cette relation, il faut calculer l'expression de du en fonction de l'abscisse, dejrel de ses dérivées, et des variations dej*et de ses dérivées, ces dernières variations étant encore des fonctions des mêmes variables ; puis on écrira que la quantité $u, réduite à sa partie principale, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier, s'évanouit pour toutes les valeurs dex comprises entre les limites, en tenant compte de la partie de iu qui peut provenir de la variation des limites elles-mêmes, lesquelles, dans le polygone, auraient pu faire aussi partie des variables indépendantes.
Pour montrer comment la considération du polygone peut conduire à une expression telle que / y(j:r, j^,j^', . . .) rfx, remar-
quons que la somme (3), qui doit élre un maximum, devient, pour des divisions infiniment petites de l'intervalle Xu — Xq et dans l'hypothèse où j* devient une fonction continue de x,
ou, en négligeant -j-o^-^o et- ^;irf:r«_ 4,
r \ydx^\yliLo^-^cij^].
Il s'agit maintenant de calculer la variation d'une telle intégrale définie.
969. Nous avons déjà déterminé la partie de du en dehors du signe fy
Pour calculer l'autre partie / SYdx, désignons, pour abré-
gcr, par P, Q, R, . . . les dérivées partielles de V par rapport à J y J y J t ' " y
on aura ainsi
ôf ^^Oy" ""()/" '
Or, si j 4 =j -h Sj est l'ordonnée de la courbe G'M'D', infiniment voisine de CMD, on aura
et, en général,
ce que l'on peut écrire sous la forme
dx étant une constante par rapport à la caractéristique ^. Ainsi les
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opérations indiquées par les caractéristiques d et d sont commutatives entre elles.
Cela posé, on a
Les quantités [iy, ?>", . . . qui entrent dans cette expression sont des fonctions des variations indépendantes, c^est-à-dire des âj. Ainsi, en appelant j, ri > J) 2» ... les ordonnées correspondantes aux abscisses x, a: + dx, x + arfx, . . . , lesquelles ordonnées sont les variables indépendantes du problème, dj \$j^^,. .. seront les limites (les rapports
dx tijc*
Nous allons faire disparaître de dessous le signe y* ces variations non indépendantes ^^^, 5j^\ ..., pour n'y laisser que les variations indépendantes c^^, et pour cela nous emploierons l'intégration par parties.
On a, en effet,
/ R^/'r/or— / RdSy=[K9y]l— f ^ Sf dx
et ainsi de suite. Si donc on pose
-h (r - ^ -«-. . .) sy-h (S -. . .) ôfj"-i-. . .1
_ rfQ rf'R rf'S
H. — Court de Calcul in fin., III.
5o LIVRE IV. — CHAP. VI, § I.
on aura
Telles sont les formules que nous emploierons lorsque les limites a:© et Xx seront fixes, et alors le terme [VJx]J disparaîtra de lui-même.
971 . Mais lorsque les limites x^^ x^ de Tintégrale sont supposées variables, il faut faire subir une transformation à la valeur de H. La quantité que nous avons désignée par ij et les quantités 6y, ij^',..., qui en sont les dérivées, sont obtenues en passant d'un point M de la courbe CD au point M' de la courbe CD', situé sur la même ordonnée. Or, si Ton veut calculer les variations des coordonnées des extrémités C et D de la courbe {Jig. 8g) et celles des dérivées de ces coordonnées d*après les conditions auxquelles
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ces extrémités sont assujetties, il faudra faire varier à la fois les x et lesj^ de ces extrémités. Par exemple, si l'extrémité G est assujettie à rester sur une courbe donnée CC, son ordonnée j^ ne pourra pas varier sans l'abscisse Xqj de sorte que, en diflférentiant l'équation de la courbe CCI par rapport k x^y on devra faire subir à j^oy/o? j'o'* " ^^^ variations que nous désignerons, pour un instant, par AjTq^ I^Jqj ^j'o' ' ** *
Le Aj^o ainsi défini peut s'obtenir en faisant varier d'abord l'ordonnée y^o de la quantité CCi = dj^^ relative à la même abscisse, puis en y ajoutant la différence entre les ordonnées ACi et A!C!y ou, ce qui revient au même (aux quantités du second ordre près), la différence entre les ordonnées AC et A'C", prises sur la même courbe et correspondantes à des abscisses qui diffèrent entre elles de A.r©. Cette différence a ainsi pour valeur
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j\àx9j de sorte qu'on a
On devra donc remplacer le djo qui entre dans Texpresslon de H et qui, étant ce que devient pour x = Xo le ây qui est sous le signe J*, correspond par suite à une abscisse Xq invariable, on devra, dis-je, le remplacer par son expression au moyen des variations simultanées de l'ordonnée et de l'abscisse,
^/o= Ajo— /o^-^o,
j\ étant ce que devient lej^' de la courbe CD pour x -= Xor et ÙXt^ Aj^o ayant entre eux un rapport déterminé par la conditiqn initiale à laquelle est assujetti le point C, par exemple, par l'équation de la courbe CC.
Le raisonnement que nous venons de faire pour la variation de la valeur initiale de la fonction y s'applique de la même manière aux variations des valeurs initiales des dérivées j^'^j^^ . . . , de sorte que Ton aura
On aurait des formules toutes semblables pour les variations ^/« ♦ ^Ji J ^1 ' • • • correspondantes à l'autre limite Xi de l'intégrale.
Donc, pour avoir la valeur de H exprimée au moyen des variations des quantités aux limites, telles qu'elles sont données par les équations de condition relatives à ces limites, il faut, dans l'expression de H, remplacer
respectivement par
de sorte que, en remettant de nouveau d au lieu de Zk, et ayant soin de se rappeler la différence de signification entre les i sous le signe f et les d hors du signe fj on aura pour H cette nouvelle expression , que l'on devra employer dans le cas des limites variables.
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les quantités j',j'', ... et tout ce qui en dépend étant donnés par Téquation de la courbe CD, et les variations S étant les accroissements subis par ces quantités, lorsque les extrémités C et D se déplacent conformément aux conditions auxquelles elles sont assujetties. Ainsi, si les quantités relatives à la limite Xq sont assujetties à la condition
on devra prendre pour 5xo, âjoy Sj'^, Sj"^, ... des accroissements satisfaisant à la relation
Ou:o ÔXq <>/o
Quant aux dérivées dej^o> d'ordres supérieurs à celles qui entrent dans F, elles ne seront assujetties à aucune condition , et leurs variations devront être considérées comme indépendantes.
972. Si, outre la fonction inconnue j* et ses dérivées, l'expression V renfermait une autre fonction inconnue z avec ses dérivées,
alors, pour avoir o i Ydxy il faudrait, en désignant par p, ij, . . .
les dérivées partielles de V par rapport k z, 2', . . . , ajouter à la ■valeur de H les termes
H- H— — -h . . . j«Jz -4- (r — . . .)rV-h . . . et augmenter le terme G ^ sous le signe f de la quantité analogue
On agirait de même s'il y avait un plus grand nombre de fonctions inconnues.
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§ II
FORMATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES POUR LA DÉTERMINATION DES FONCTIONS INCONNUES
973. Considérons d'abord le cas d'une seule fonction inconnue. La variation de l'intégrale définie
Il] " ^^ I ^^'^
a pour partie infiniment petite du premier ordre
;2) âu=zH-^ I e^fdx.
Pour que u soit maximum ou minimum , il faut que la variation complète et rigoureuse de m à partir de la valeur cherchée dej^ en fonction de x ait un signe constant, quels que soient les signes des variations indépendantes desquelles dépend la variation de u. Or le signe de la variation de u dépend de celui de sa partie principale iuj tant que celle-ci n'est pas nulle. Mais iu se compose de deux parties , dont la première H change de signe lorsqu'on change en même temps les signes de toutes les variations qui sont indépendantes parmi les variations da'o, Sy^, d^ g, . . . / dx^ , . . . . La partie f&djdx change de signe lorsqu'on change, pour toute valeur de x, le signe de la fonction arbitraire iy. Donc du peut changer de aigne, s'il n'est pas nul. Donc, pour que la variation complète de u ne change pas de signe, il faut que $u soit nul, quelles que soient les variations des variables indépendantes.
Or Su se compose de deux parties, qui dépendent de deux systèmes de variations indépendants entre eux, et dont chacun pourrait tour à tour prendre une valeur numérique prépondérante et donner son signe à l'ensemble s'ils n'étaient pas nuls séparément. Il faut donc que, séparément, on ait
et, comme l'intégrale ne saurait être nulle, quel que fût Sy, si l'on
n^avaît pas 6 = o, on trouvera donc enfin qu'il faut satisfaire aux
deux conditions
On verra de même, dans le cas de deux fonctions inconnues ^ et ^ [9*^2], que Ton doit avoir en général
PI = o, e = o, S- z= G, et ainsi de suite.
974. Ordre de l'équation différentielle, — Dans le cas d'une seule fonction inconnue, soit^^"^ la plus haute dérivée contenue
dans V, et - — -^^ = T. L'équation 0 = o contiendra [970] laquan-
tité ^-77» et, si T renferme j^f"^ 0 contiendra, par suite, j^f^»)^
Donc l'équation 0 = o sera généralement de l'ordre un. Elle serait d'un ordre inférieur si T ne contenait pas^f"\ c'est-à-dire sij^(/i) n'entrait que linéairement dans V.
Dans le cas de deux fonctions inconnues j^, z, si les plus hautes dérivées contenues dans V sontj^^"^ et z^'*^\ on aura deux équations simultanées dont les ordres seront, pour l'une, a/i par rapport kjj n -h- m par rapport à z ; pour l'autre, n -h m par rapport àj^, 2m par rapport à z» L'ordre du système sera donc, en général, égal à 2/1 -+- am.
975, Abaissement de l'ordre de l'équation différentielle, — Considérons le cas d'une seule fonction inconnue. L'équation diflerentielle sera
On peut abaisser son ordre dans les cas suivants : I® V ne contient pas y, et l'on a P = o. Alors il vient, en intégrant une première fois.
Si V ne contient vkij ni j', alors P = Q = o, d'où, en intégrant
ABaTsSEIIENT de L*ËQt'ATION DIFFÉRENTIELLE. 55
deux foîsy
et ainsi de suite.
a° V ne contient pas x. On pourrait, dans ce cas, prendre y pour variable indépendante, ce qui ramènerait au cas précédent; mais î\ est plus simple de procéder comme il suit. On a alors
Or, d'après réquation(3),
dx dx^
donc
On a, d'ailleurs,
et ainsi de suite. Donc
équation de l'ordre in — i seulement, dont le second membre a une forme analogue à celle de H.
3* V ne «^.ontient ni x ni r. Alors —- = o, P = o, et l'on a
^ Ox
Cette dernière équation donne
et, en substituant cette valeur dans Téquation (4), celle-ci devient
(5) V=C-+-C'y4-(R-^-h...yr"-h(S-...)r*'+...,
équation d'un ordre moins élevé d'une unité que (4).
De même, si V ne contient aucune des quantités a:, r> j'y alors
-7- = P = Q = o, et l'on a
ôx ^ '
€iX
Mettant ces valeurs dans l'équation (4), elle devient
V= C — C'/-i- [Cx 4- C'')^'' -h (S — . . .]y'"^ . . . ,
équation de l'ordre in — 3. Et ainsi de suite.
On voit donc que, si dans un problème de Géométrie plane on arrive à une équation différentielle du second ordre, et que V ne contienne ni x ni y, on pourra abaisser immédiatement l'ordre de l'équation de deux unités, ce qui revient à trouver deux intégrales premières, entre lesquelles il ne restera plus qu'à éliminer j'. Si donc V ne contient que y^ on arrivera immédiatement à une équation finie.
On opérera d'une manière analogue dans le cas de deux fonctions inconnues.
976. Détermination des constantes arbitraires, — Dans le cas d'une seule fonction inconnue, l'intégration de l'équation 0 = o amène, en général, an constantes arbitraires. Pour les déterminer, on se servira de l'équation H =: o, et nous allons voir comment, dans chaque cas particulier, cette équation fournira autant de relations qu'il en faut joindre aux conditions aux limites pour déterminer ces ^n constantes.
i^ Les quantités aux limites ne sont assujetties à aucune condi-
DÉTERMINATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES
tion. Pour chaque limite, on aura une relation de la forme
ou entrent Sx, $yy dy, . . . , J^f^-O. En égalant à zéro les n-h i coefBcients Â, B, . . . , relatifs à chaque limite, on obtiendra a /z + 2 équations, qui, jointes à Téquation intégrale de 0 = o prise aux* deux limites, donneront en tout an -h 4 relations pour déterminer les ara constantes arbitraires et les quatre quantités Xo,j^o> •^ojTf- S'il y a deux fonctions inconnues , Féquation H = o fournira 2 (/i -f- w + 1 ) relations ; les intégrales des équations 0 = o, S- = o en fourniront quatre, ce qui fait en tout 2(71-1- m) + 6 relations pour déterminer les 2(72 H- m) constantes arbitraires et les six
quantités j:o,j^o y ^0? ^tyjiy ^t- Et ainsi de suite.
a^ La courbe obtenue aboutit à des points fixes. Alors $Xoj $joi 0X|, ^1 étant nuls, on a quatre équations de moins , qui seront remplacées par la connaissance des quatre quantités ^oi J07 •>e:i O'* '
De même dans le cas de deux fonctions inconnues.
3^ La courbe est assujettie à certaines conditions aux extrémités. Par exemple, on donne la direction de la tangente au point (xo, J'o)» Alors, iy^ étant nul, on a une condition de moins ; mais
dr elle est remplacée par la connaissance de la valeur de — pour
Si Ton demande que les tangentes aux deux extrémités fassent entre elles un angle donné, un angle droit par exemple, on aura
ï'oï'x = — ïi d'où h\ = —
On aura un coefficient de S de moins à égaler à zéro; mais Téquation qui en serait résultée est remplacée par l'équation y^y^ = — I, oùy^ ^^j'i sont tirés de l'équation intégrale, dans laquelle on fait, après la différentiation, o? = Xo, puis x = Xi . 4® Si le point (xo> J^o) doit se trouver sur une courbe donnée
on aura alors
d'où l^on tire c^o en fonction de d^Xo* On a alors une équation de moins, qui est remplacée par celle de la courbe.
3^ Dans le cas de deuK fonctions Inconnues, supposons la courbe cherchée assujettie à rester sur une surface donnée
Alors, on aura à la fois
d'où Ton tire l'équation unique
dont Tordre sera le plus grand des deux nombres an, 2m, et que Ton ramènera, au moyen de l'équation F = o, à être une équation entre deux variables or et ^ ou x et z.
On agira de même pour les autres cas qui pourront se présenter.
977. Maxima et minima relatifs, ou problème des isopérimètres, — Ces sortes de questions tirent leur nom de la première d'entre elles qui ait été résolue, et que nous avons déjà indiquée dans les n^- 966 et 967.
On sait [408] que, pour obtenir le maximum ou le minimum d'une fonction u =J'[x,j-y ir, . . .) de plusieurs variables, lorsque celles-ci sont assujetties aux conditions exprimées par les équations
on devra chercher le maximum ou le minimum absolu de la fonction
où l'on considérera toutes les variables a:, j, :?, . . . comme indépendantes, A, fx, ... étant des facteurs constants indéterminés. Les valeurs que Ton obtiendra pour x, j) , 2, • . • seront des fonctions de X, fji, .... En substituant ces valeurs dans les équations de condition ç = o, j^ = o, . . . , celles-ci donneront les valeurs de ?., u, • • • .
Cette règle, étant applicable quel que soit le nombre des variables indépendantes, le sera encore à la limite, quand ce nombre
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sera infini, comme cela a lieu dans les questions qui dépendent du Calcul des variations.
Soit proposé, en effet, de trouver la valeur dej- qui rend maximum ou minimum Fintégrale
cette fonction j- étant assujettie à la condition qu'une autre inté- ^ale définie
(Vêtant, ainsi que U, une fonction donnée de oc^j^y'^y", ...) prenne une valeur déterminée a. Soit X une constante indéterminée, et cherchons le maximum ou le minimum absolu de l'expression
OU, ce qui revient au même, Xa étant constant, celui de
F^ fonction j' que Ton trouvera rendra la quantité tv maximum ou minimum parmi toutes les valeurs qui correspondent à une valeur donnée de ), quelle qu'elle soit. Si maintenant, à l'aide de la valeur trouvée pour y, on calcule l'intégrale j^, cette intégrale sera une fonction de X. En déterminant X de manière que {^ prenne la valeur a, y sera alors la fonction qui rend maximum ou minimum la quantité ii + X(f/ — a) parmi toutes celles qui répondent à la valeur de X qui rend w = a. Ce sera donc la fonction cherchée.
On opérerait de même si, au lieu d'une seule condition (/ = a, on en avait plusieurs :
On peut encore démontrer cette règle comme il suit
L'intégrale u devant être maximum ou minimum et l'intégrale (^ constante, les variations de ces deux intégrales seront nulles, de sorte que Ton aura à la fois
êtt =0, ^c = O.
6o LIVRE IV. •— CHAP. VI, § II.
En transformant maintenant ces deux variations au moyen de l'intégration par parties [970], on aura les deux conditions
' e$y(lx = o, H H- / K^ydx z=z o. Si Ton pose maintenant
la fonction ^{x) sera telle, que Ton aura à la fois
(2) •^(.ro)=ro,
puisque Xo est la limite inférieure de l'intégrale (i), et
à cause de dv^ = o.
L'équation (i) donne, en différentiant,
A(î>- = .y(.r), d'où $y='^.
Cl, par suite, Téquation Ja = o devient
ou, en intégrant par parties, et ayant égard aux équations (2)
et (3),
Dans cette équation, ^{x) est tout à fait arbitraire entre les limites, comme iy Tétait dans les questions de maximum ou de minimum absolu. Nous en conclurons donc, de la même manière,
La seconde de ces équations donne
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il étant une constante arbitraire, et, par suite, on a aussi
Les équations précédentes pourront donc se mettre sous la forme
G4->n = o, e4-XA = o,
c^est-à-dire que Ton obtient les mêmes équations que si Ton cherchait le maximum ou le minimum absolu de l'intégrale
tf -4->P=: i \U 'h'k\)dx.
§ in.
EXEMPLES d'application DU CALCUL DES VARTATIONS.
979. I. Trouver la ligne de longueur minimum entre deux de ses points.
L'intégrale qu^il s'agit de rendre minimum est
La quantité sous le signe y* ne contenant ni x, ni j-, ni Zj les équations
donnent
ou, à cause des valeurs Q = ? q = >
(2) ^ = C,.r + Cj, s=C,.r + C„
équations d'une ligne droite.
6a LIVBE IV. — GIIAP. VI, § III.
L^équation H = o devient
[(V- Qy- qz')^x + q^x H- q^^Vo = o.
On aurait pu arriver directement aux équations (i), en calculant immédiatement la variation
Or
et de même pour l'autre terme. Donc on aura
puis, en remplaçant, dans la partie intégrée, Jj^, Jzpar oj^ — y'oxy
ou y en réduisant,
(3) [$X'hy^X'hz'^z]l = o.
980. Si les extrémités sont fixes, leur connaissance détermine les quatre constantes C|, C, , C2, C'^.
Si Tune des extrémités est assujettie à rester sur la courbe représentée par les équations
(4) ?(j^o»Jo, «o) = o, x(-^oiro»-o) ==0» alors on a
(5) ^ ^Vp -h -?- (? Ko -+- -7^(^X0 = 0, 'T^o.r^-h T^^»oH- -t^(?3o=0. OXq OJo ôzq ô.t'o âj'o àZf^
L'équation (3) se réduit à
( 6 ) ^.ro -f- y^^fa -h z^^z^ = 0, ou dj-^ ^.r^ ■+- dy^ êfo 4- ^«q iz^ = o,
LIGNE DE LONGUEUR MINIMUM
équation qui exprime que la droite (2) est normale à la courbe (4). En y joignant les équations (a) et leurs difierentielles pour j:=: j^O)
on aura le nombre d'équations nécessaire pour déterminer les quatre constantes Ci, CT,, Cj, Cj. En effet, les dernières équations donnent, avec Téquation (6),
<Jxo -4- C, âj'o 4- C, âzo = o, équation qui, jointe aux équations (5), conduit à la suivante :
df
àf
àf
dx^
àxt
dzQ
àx
àx
àx
dxo
àja
dz^
Cette équation y jointe aux équations (4) et aux équations
jr^ = Cl Xo -4- C, , Zf^z= CfX^ -f- Cj ,
J^i — Ci^i -f- Cj,
3| — CijXi — f- Ct«ç
0ÙX1, j^o ^1 sont donnés, formera un système de sept équations, d'où Ton tirera les sept constantes inconnues J^o^J^oy ^oy C^ C'^, Cl, G^.
On traiterait de la même manière le cas oùTextrémité (xi , ji , ^1) serait assujettie à rester sur une autre courbe donnée.
On procéderait semblablement si Tune des extrémités ou toutes les deux étaient assujetties à rester sur une ou deux surfaces données*
981, Trouver la ligne la plus courte sur une surface donnée {ligne géodésiijue), — Soit
Téquation de cette surface. On en tire
àf ^ d/^
avec Féquation
fJr.d -hâz — ■- =o,
ou
^ ,dr ^ dz
ds ds
Par conséquent, à cause des équations
dx ^ dy^ dz '
dx dx ày dy ds ^ ds ds^ ds
ds ds *! V\^^ )
[th
on en conclura
dz dy dy dz dz ds ds ** ds fis ds
dx ''ds
0/ dy
àf àf ôy ^â/ôz dz dy ds ' dz ds
- d/' dx
équations qui expriment que le plan osculateur de la ligne cherchée est, en chaque point de cette ligne, normal à la surface donnée [697].
Soit, par exemple, la surface
y^ -h 5* r= rt*.
A cause de -r- = o, on aura ici
dx iix
a-— =o, dou -j-zrzC;
ds ds I
la tangente à la courbe fait un angle constant avec Taxe des x. Ensuite on trouve
d'où
OU
a^dr* I — C* , - ^,. . . ^ — = dr^ = C *f/x'.
équations d'une hélice [722].
LIGNES GÉODÉSIQUES
Si les extrémités sont données, on déterminera les constantes de manière que la courbe passe par ces extrémités.
982. Cherchons Féquation de la ligne géodésique dans un sys^ tème de coordonnées curvilignes quelconques u, (/. Il faut déterminer [71^] le minimum de l'intégrale
s =ijyl^du} 4- lYdudv -4- G^«'',
prise entre deux limites constantes. On a, par les règles du calcul des variations, en prenant \^ pour variable indépendante et faisant «?«• = o,
•J.<=: / -V \ T^du^ -^ 7. -^ dudv -Jr ^-idsA^u '\' li{l£.du -^Y dv]dSu J ads \^\ôu du ou j ^ ' J
= ^u -h / -— - (-^ du^ + 'x — dudu ^.— du*)
[_ ds Jo J ^"^ \^" ^tt ou J
/' ,F,du-^Ydv du . d z • ds
En ayant égard à la valeur de cosO trouvée au n^ 719, et égalant à zéro le multiplicateur de iu sous le signe d'intégration, il vient
-v-^«*-ha-T- dud»-\- -^-dv*= 2ds.di\/E.cosQ), Ou ou ou \¥ /
ou, à cause de ^. sin9.^5 = dif^EG — F*-*,
Edu + Ydv ,^ /-— , ,^
f,du-^Fdt» /dE , ÔE ,\ ,— z:: ^ ^^
\Ôu Ov ) ^
EL au \ ov Ou) ^^^ J
En supprimant de part et d'autre le terme -r- du^ et divisant par dvy on obtient l'équation différentielle des lignes géodésiqucs
(i] :iv^ÊG — FVé/0=î:£/E4-^£/a- ^ £E rfii — ^ rfr.
' ^ E ov du ou
H. — Cours de CiUe, in fin» ^ III. ^
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On pourrait éliminer dO au moyen de la relation
Y, du F
cotô =
\/EG — F* ^*' v^EG — F*
qui se tire des formules du n^ 719; mais il est plus commode de conserver la forme (i).
L'équation aux lignes géodésiques devient, dans le cas de
' ov au
et les autres formules se réduisent à
/- f— /Ë ffu
elscosQ = ^/E,du, dssinO = ^G,dv, cotô = !/--• — •
La condition w = - étant vérifiée lorsque les lignes
(> = const. sont les lignes de plus courte distance entre les lignes u = const. [960], il s'ensuit de là que Téquation (a) doit alors être vérifiée pour d{^= o, auquel cas sin 0= o, dfl = o, et l'équation (2) se réduit à
Donc E est une constante ou une fonction de u seulement. Puisque cos 0 = i, on a ^5 = duS = \/E.rfi/, ce qui devait être, cette expression étant ce que devient la valeur générale de ds pour du = o.
On peut maintenant supposer que u exprime la longueur de l'arc d'une ligne du système i^ = const., compté à partir d'une ligne fixe qui la traverse. Alors duS=duy d'oùy'E = i, E=i. Ainsi, du sera l'élément d'une ligne de plus courte distance dont la position est déterminée par la variable t^.
Si l'on imagine que toutes les lignes géodésiques v = const. partent d'un même point o, on pourra prendre pour v Tangle que fait une quelconque de ces lignes avec une d'entre elles, considérée comme fixe, et que l'on représentera par i> = o. Les lignes u = const. seront alors les cercles géodésiques, trajectoires orthogonales des lignes i^ = const., de sorte que u et u seront ce que nous avons désigné au n° 698 par 5 et y.
LIGNES GEODES IQUES.
984. Dans le cas où, les lignes (^ = const. étant des lignes géodésiques quelconques, les lignes u = const. sont leurs trajectoires orthogonales y du Télément de la ligne (^ = const., et E = i, l'équation (2) du n^ 720 devient
L'équation aux lignes géodésiques (2) du n^ 982 se réduit à
2JG.dO -h -r- dv=0,
ou
Si Ton pose , pour abréger, y/G = m, alors ces deux équations prennent la forme plus simple
m du*
, dQ=z
dm ,
r— dv.
Ou
Dans le cas où, les lignes v = const. partant d*un même point, les lignes m = const. sont des cercles géodésiques, Pélément de cercle géodésique sera
d^^s z= ^(j .e/if =. mdw
Pour u infiniment petit, le cercle sera un cercle plan de rajon u. On a donc alors d^^s = iidv^. Donc
,. m ,. dm
Iim - = Iim -r— = I.
« = 0 W iirrO Ou
985. Considérons actuellement un triangle formé par des lignes géodésiques. Menons la ligne fixe AB (t^ = o) et la ligne AG
Fig. 90.
(i' = A), et soit BC {fig' 90) la troisième ligne géodésique qui achève le triangle. Soient B := t: — 5o> C = 6| les deux autres
angles du triangle. Calculons la courbure absolue de ce triangle. La mesure A^ de la courbure en un point étant exprimée [710]
par A = — -> on en conclut d'L = kdS, et, par conséquent, la
courbure absolue a pour valeur
1 =fkdS.
On a d'ailleurs [984 et 982]
A- = r-r-> dS =zmaudv,
m ou}
c étant une constante arbitraire. Or, la quantité sous le signe f, dans la dernière intégrale, est la courbure absolue de la portion de surface comprise entre les lignes t^ = i^eti^=v-|- dv. Mais, pour u = o, la courbure absolue s'évanouit; donc , pour u = o,
Or, pour u=:o, -p a pour limite l'unité [984]. Donc c = — i, et par suite [984]
Pour étendre cette expression à tout le triangle, il faut faire varier ç' de o à A, et 6 de do à 0| . Donc
Donc la courbure absolue du triangle ABC est égale à l'aire du triangle sphérique tracé sur une sphère de rayon = i et ayant ses angles égaux à ceux du triangle géodésique.
On étend facilement ce théorème aux polygones formés par des lignes géodésiques.
986. Exemples. — i° Pour l'hélicoïde gauche, représenté par les équations
x = rtcosp,i/, y =1 aûiiv.u, z=zùv^
LIGNES GÉ0DÉ8IQUES
les lignes w = const. étant des lignes droites et par suite des lignes géodésiques, on a, en échangeant entre elles les variables a et 9 dans les formules du n® 734,
E = a', F = o, Gr^tt'a'+Z^S
d'où, en substituant dans Téquation (2) du n^720, qui devient, pour £ constant,
comme nous Tavions déjà trouvé. Ensuite
ds cosô = ada^ ds sîn ô = \la*u* 4- ^' . dç^
d'où
. ^ ,^ .du .^ /TT ^"f
— smBdQz=ad'-=z — rfôi/G-r;
€is ds
substituant cette valeur de dO ^G dans Téquation (2) [982], elle
donne
du dsd-r-=z udv^.
ds
En développant et mettant pour ds^ sa valeur a^du^ 'hGd\^^. , d'où dsd^s = a^du{d^u -f- dv^)y il vient
Cette équation, ne contenant pas explicitement la variable indépendante Vy est susceptible d'abaissement [872]. Si l'on pose
du^ ., .
—— = Wy li Vient
rf*M I dw dv^ 2 du
et Téquation prend la forme
dw 4^'"
équation linéaire que l'on sait intégrer [821].
987. 2^ Étudions encore les lignes géodésiques de Tellipsoïde Des équations [721 ]
on tire
c ^c* — b^ . z r= ^À* — c* ^c* — tt* v^* — !•* ,
* ' ^ Je*-,-*
On en conclut, toutes réductions faites, F = o, puis
^«, ^„* — /**](<:* — tt^*] du i^ù* — v*)[c^ — v*)
D'après ces valeurs, en remarquant que les équations
dscQsO = ^.iiu^ dssmO=^^,dv donnent
\/ËG = sinô cosO -t-t '
(lu dv
1 sinô m^sOdO . - — - z=.---du r— </»♦,
du dv av ou
Téquation aux lignes géodésiques [982] devient
• . . ,. dE^fduy dG , fdvY dE ^ cos«0 ÔG ^ sinH
ov \dsj ou \dsj ôv E ou G
vdv .^ 7.udu
= ; z c^s' ô ; sin' Q*
tt* — p' a* — f'
«V/(sin*6) -f- i'V(co8'ô) H-sin«ôrf(«»)-Hcos*ôrf(f'') =o,
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d*où, en intégrant,
(1 ; a* sin*ô -+- V* cos* 6 = 0,
équation qui a lieu en tous les points d'une ligne géodésique d'un ellipsoïde.
Remarquons que cette équation a lieu aussi pour tous les points d'une ligne de courbure, comme on le voit en faisant 0 = o ou
6=^9 ce qui donne les équations s^ = const. ou u = const. des
lignes de courbure.
Si Ton met pour sin*^, cos^fl leurs valeurs
sm* ô = — TT- = ^ . « TT-rz » c<^s' 0 = „ , , ^ , , »
ds^ Edu* -4- Gdv* Er/«» -h Gdv^
Téquation (i) devient
[i) E</a«(r« — C)4-Grf«'»(tt»— C)=o,
ou, en mettant pour E et G leurs valeurs,
du vO* — «* _^ dv^lV — v^
yM a» — ^» ) ^c"- — «« j ^a« _ C) V( ^* — »'' ) (c* — i'* ) (C — r* )
équation différentielle des lignes géodésiques de Tellipsoïde, dont Tintégrale dépend des fonctions abéliennes.
Pour avoir la longueur d'un arc de ligne géodésique, mettons pour Gdv^ sa valeur tirée de (2) dans la formule rf^' = Erftt^4-Grft'^, puis pour E sa valeur tirée du n° 987. Il vient
d '^^ i : ^^2. ^ ■ — ■ du\,
d'où, en extrayant la racine carrée et ayant égard à l'équation (3),
M« v'^L» — n^ . du I'* v/) * — v^.dif
ds =
y/^i,i_^i)^c* — tt*J («* — C) V(^* — ♦•'] l^' — «''JlC — J'*)
L*arc géodésique est ainsi exprimé par la somme de deux intégrales abéliennes.
989. Si Ton fait i = o, on obtiendra un ellipsoïde de révolution aplati, et les expressions précédentes se ramèneront aux intégrales elliptiques. En effet, dans ce cas, on remplacera Thyperboloïde à deux nappes par un plan
et les équations des deux autres surfaces deviendront
En opérant comme au n^ 721 , on trouvera
^i-hi/* cVl + t** c\/c* tt*
E =r -; -j F=0, G = -r-7 rr:y
L'équation des lignes géodésiques se réduit à
ou
Par un calcul semblable à celui du n^ 987, on en tire
(ludv d(j , d(j ^ sin»ô o.du . ,^
2Sin9cos9^f9= — --dvz=z -'du---— = sin'O,
ds^ au au il u
du cosSdB . ^
1 r— ;-=o, asm0 = G,
u sm 0
C étant une constante arbitraire.
LIGNES 6É0DBSIQUES. y'i
Cette équation peut s'écrire
\fG.di'
OU, en mettant pour G et ds leurs valeurs,
dv Cscdu^i* — u*
équation qui s'intègre au moyen des transcendantes elliptiques. Pour l'élément d'arc, on trouve
fis = -ï U dv Z= ; rr- = — == ===: 9
ce qui conduit encore aux transcendantes elliptiques.
Si dans l'équation
;i) i£* sin* 0-hP^ cos*0 = C
on fait u2= C, il viendra, u étant généralement différent de i^,
( «' — !•' ) cos' ô = o,
d'où résulte
cos0 = o, 0 = -*
Donc, au point où u- =z C, la ligne géodésique sera tangente à la ligne de courbure M = const. De même, pour %^^= G, la ligne géodésique sera tangente à la ligne de courbure ^ = consl. Ainsi «"= C et V- = G déterminent les points où la ligne géodésique est tangente aux lignes de courbure.
991. Pour un ombilic, on a [686, (II)] La condition j' = o donne
On a d'ailleurs
.r = — — ) d OU ù^ =z uu; oc
Téquationj^'^ = o devient donc
ttl'(« — p)*rz: o,
d'où Ton lire
Maintenant l'équation m^ sin^fl -+- j/^ cos*6= G donne, pour ces valeurs,
Telle est la valeur de la constante G pour une ligne géodésique passant par un ombilic.
992. Supposons que l'on ait tracé deux lignes de courbure d'un môme système u = const., et renfermant dans leur intérieur deux ombilics voisins. Gonsidérons les lignes géodésiques menées d'un point M de la ligne extérieure tangentiellement à la ligne intérieure aux points A et A^ Ges deux lignes géodésiques étant tangentes à une même ligne de courbure, la constante G sera la même pour toutes les deux [990]. On aura donc, au point M (m, r),
tt* sin* 6 -f- p' ces' ô = «* sin* 0' -♦- i^' ces' (/
ou
(i/* — c*) (sin*0 — sin*6') = o,
et, puisque u et i^ sont différents entre eux, il en résulte
sinô = sinO% e=zO\
Donc les deux lignes géodésiques sont également inclinées sur la ligne de courbure (^= const., et par suite aussi sur l'autre ligne de courbure u = const.
Le même théorème a lieu lorsque, au lieu d'être tangentes à la même ligne u = const., les lignes géodésiques sont menées par les deux ombilics.
On déduit de là, par une démonstration toute pareille à celle
^ LIGNES GÉODÉSIQVES. jS
que l'on emploie pour trouver la tangente à Tellipse, que la somme des lignes géodésîques qui vont des ombilics aux divers points d'une ligne de courbure u = const. est constante, de manière que cette ligne de courbure peut se décrire au moyen d'un fil dont les extrémités sont fixées aux deux ombilics et que Ton tient tendu sur rellipsoïdcy absolument comme on décrit une ellipse au moyen d'un fil dont les extrémités sont fixées à ses deux foyers.
On verrait de même que la différence des distances géodésiques des divers points de la ligne s^ = const. aux deux ombilics est constante.
Supposons enfin un fil fermé, enroulé autour d'une ligne de courbure u = const. et tel que, en le tenant tendu sur la surface, le sommet de l'angle formé par ses deux branches soit au point M d'une autre ligne u = const. Imaginons que la longueur du fil varie, s'il est nécessaire, de manière que le sommet des deux branches se trouve en un autre point M i de la même ligne de courbure. Puisque MA et MA' sont tangentes à une môme ligne de courbure ii = const., elles coupent sous des angles égaux ou supplémentaires la ligne i^ = const. menée par le point M. Donc elles font des angles égaux avec l'arc MM 4. On conclut de là que la longueur AM A'A', est égale à la longueur A Ai Mi Bi , Ai et 64 étant les points de contact des lignes géodésiques partant de M4 . Donc, un fil fermé étant enroulé sur une ligne de courbure Il =: const. et étant tendu sur la surface, l'intersection mobile de ses deux branches décrira une autre ligne de courbure du même système.
993. II. Tr ouvrer la courbe d'aire maximum parm,i toutes les courbes isopérimètres.
On demande que Ton ait
' ^^x=: maximum, pour ^=^ 1 ds=^a.
Il faut, par la règle du n® 977, chercher le maximum absolu de l'intégrale
=: « -f- /.f = I (r + 1 -;- I dr.
La variation de cette intégrale est
d^ailleurs
Jx, '^ Jx, ^i+y* Jx, ds
d'où, en réduisant, comme au n® 979,
On en tire d'abord successivement
équation d'un cercle de rayon X.
Si les extrémités (xo, j'o)> (•^^oJK* ) sont données, on aura, pour déterminer C, C, X, les trois équations
i (x,-C)«+(v,-C')' = X«, [ 2 ) arc ces — r arc cos — : — = - •
hn posant — ; — = ço, — ; — = ?i> " vient
C = J?o — Xcosyo^-^i — Xcos^^i, C = X9 — > sin^o = Ji — X sin y„
COURBE D AIRE MAXIMUM
^'i — Jq =z — 2 A sm -i î- cos — >
2 ri— Jo
Au moyen de ces équations, on trouvera d'abord "k par la résolution d'une équation de la forme
— = sin — ;
puis on en tirera ^q et cpi, et par suite C et C
Si les extrémités {jCo,jo)y («^oJTO s^'^^ arbitraires, l'équation H = G donnera, pour chacune des deux limites,
^ iix fir
La seconde de ces équations fait voir qu'à chacune des deux limites on a
fix
— =±1, d'où j^o = ri=q=>-
Les équations (i) donneront donc
JCn ■ I X
et l'équation (2)
-r = 2îr.
L'arc de cercle est donc égal à la circonférence entière. Puisque x, = j-, = C, d'où {5i±:C')* = l«, C'(C'±2À)=o,
et par conséquent
C' = o, ou bien C == :+: 2 )» = a^o»
994. Traitons le même problème au moyen des coordonnées polaires. On doit avoir dans ce cas, en supposant la courbe fermée,
- r^c^ = maximum, pour / ^dr* -h r^fip* = a. On tire de là, les limites de Tintégrale étant constantes,
o = f7 I (-/•*-+- X V;' 4- /• * ]dpz= I L r^r -»- \ — 1 dp
Téquation difTérentielle de la courbe sera donc
La variable indépendante p n*entrant pas dans cette équation, combinons celle-ci avec Téquation
^2) d\ ^rdr-hy^d'^- =^ rdr -h Al^-f d'-f- -hrdp—] :
^ ' dp \ds dp ^ dsj '
dr . .
en ajoutant à (2) Téquation (i) multipliée par — — > il vient,
toutes réductions faites, d'où, en intégrant,
ou, en réduisant,
1 ds dr^ V=-;'+X-,- = C-<-).-p— ,
2 (ip dp ds
2 ds
COUBBB D AIRE MAXIMUM.
On lire de là
up^- (c-i'')^'-
fê-)"'
,Vi.7.--,c - 1^;. ^4>,^,<,_^;^;^y'
/> — C= arc sin — *
équation d'un cercle de rayon X. Ainsi X est déterminé, le périmètre du cercle étant donné. Les constantes C, C, qui ne dépendent que de la position du cercle, sont indéterminées.
Si, au lieu de la courbe fermée tout entière, on demandait seulement le maximum de Faire d'une portion de courbe passant par deux points donnés, les trois constantes seraient déterminées par les conditions que Tare soit de longueur donnée et passe par les deux points donnés.
993 . Soit proposé de trouver, parmi toutes les lignes de lon- ^eur donnée tracées sur une surface donnée, quelle est celle qui comprend une aire maximum. Si Ton désigne par ds l'élément d'arc de cette courbe et par rfS l'élément d'aire de la surface, il faudra que, pour des limites convenables, on ait [977]
Supposons maintenant que l'on ait tracé sur la surface un système de lignes u = const., dont la ligne cherchée fasse partie, et le système des trajectoires orthogonales v := const. des lignes u = const. Alors toute ligne infiniment voisine de la ligne cherchée u = uo pourra être représentée par u = ao -+- 5a, le signe 5 exprimant que l'on a fait varier u seulement, en laissant v> constant. La variation de l'aire S, étant l'aire comprise entre les courbes w = «o et u = Mo -H Ja, aura pour expression Jàudvf [720], et, par suite, la variation de la différentielle e/S de cette aire sera
8o LIVRE IV. — CHAP. VI, § III.
Ici d indique une différentiation partielle par rapport k ^^ S une difFérentiation partielle par rapport à u.
Maintenant, dx, dy^ dz étant les projections de Tare ds= dvy et 5j:, dy^ Sz celles de Tare Jii, perpendiculaire à du, on a évidemment
(ï) dxBx-^-djSf -h{Iz$z = o.
Si dans Fexpression
ds^ == tir* -h dj* -f- dz*
on change u en u + Suy il vient
(2) dsâds=z dxSdx-^ df^dy -^ dz^dz.
En changeant, dans (i), v en v-{'dvy après avoir divisé par d$y on trouve
o = -7- Jrfx4- -^-âdr-^- —-$dz-\-§xd— -\'$Yd-^ ^$zd--^ ds ds ds ds ds ds
et, en combinant cette équation avec (a),
(3) $ds =— {$xd^-^ ^ ^fd'^-f + ^-^$ ) •
\ ds ds ds)
Or ~> ~-> — sont les cosinus des angles que fait Faix $u avec les
dx 0 j fix 0 j djr p j dz
t , l j€IX 0 -g €IX 0 ,aY P lOZ
axes coordonnés : — a-r-> •••» ou-î-«-7*» ^d-^j -7- a — sont
d-r ds ds ds ds ds ds ds
les cosinus des angles que la normale principale à la courbe u = Uo fait avec les mêmes axes. En appelant donc t Tangle que font entre eux Télément d*arc du avec la normale principale à la courbe u= Uo< dont l'élément d*arc est rf^= d\^, on aura, d'après Téquation (3),
(4) 8ds = ~^di^$u •
Cela posé, la variation de l'intégrale f{dS -h^ds) deviendra
fsu U ~ \d,.S2^\
et, pour qu'elle soit nulle, il faut que l'on ait
COSf , û
I — / =0, d ou cosi = î-
COURBE d'aire MAXIMUM. 8l
Donc la courbe cherchée, d*aire maximum, est caractérisée par la propriété que, en chacun de ses points, son rayon de courbure a UDC longueur proportionnelle au cosinus de Tangle que fait sa direction avec la tangente à la trajectoire orthogonale à la courbe sur la surface, ou, ce qui est la même chose, au cosinus de Tangle compris entre le plan osculateur de la courbe et le plan tangent à la surface.
Si la surface est plane, ce dernier angle est nul, d'où p = const. , ce qui donne la propriété du cercle trouvée au n*^ 993.
996. III. Déterminer la courbe dont la révolution autour d'un axe donné engendre une aire minimum.
Il s'agit de trouver le minimum de Fintégrale 27r / yds [754],
ou de
En prenant la variation de cette intégrale, il vient
[,^„,_,..,];_jr-,.4^
donc
L'équation différentielle de la courbe cherchée sera donc
(i: ils — d- — '- = o,
d*où Ton conclut que la courbe jouit de la propriété exprimée par
H. — Cours de Calcul in fin,, III. O
8a LIVRE IV. — CHAP. VI, § IIÏ.
l'équation
c'est-à-dire que la difierence entre l'arc et la distance entre le point {jc,j) et le pied de la perpendiculaire abaissée du pied de l'ordonnée sur la tangente en {jc,jr) est constante. En intégrant de nouveau, il vient
(3) jî=:(,.^C)* + C'*.
Orjr- — (.V -f- G )- =j ' — [y'r) ^^^^ carré de la distance du pied
de l'ordonnée à la tangente. Donc, dans la courbe en question, la tangente touche un cercle de rayon constant C, ayant pour centre le pied de l'ordonnée.
Pour avoir l'équation en coordonnées rectangulaires, on tire des équations (2) et (3)
d'où
d'où
et, en substituant dans (3),
(4) j = c'.ci.î^,
équation d'une chaînette.
Si les extrémités sont données, on déterminera les constantes C, O' par la condition que la courbe passe par ces extrémités.
Si l'une des extrémités (^*o> Jo) ^st mobile sur une courbe donnéey"(j:'û, j 0) = o, comme on ne peut pas poser j'o = o> il faudra qu'on ait
la chaînette devra donc rencontrer normalement cette courbe. Nous disons que l'on ne peut pas poser j 0=0. En effet, le
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second membre de réquatlon (4) ne peut s'annuler pour C différent de zéro, et, en le mettant sous la forme
OÙ X = '• — —-, — > on voit qu'il tend vers l'infini, et non vers zéro,
lorsqu'on fait tendre G' vers zéro, et par suite X vers l'infini.
Cependant, si les extrémités étaient complètement indéterminées, la condition aux limites donnerait yo = o, j^i =o. Ces valeurs, incompatibles avec l'intégrale générale (4) de l'équation (i), montrent qu'il faut prendre la solution singulière j)'^ o de cette équation. On peut, en effet, mettre celle-ci sous la forme
ydy
et l'on voit qu'elle est vérifiée par y = o, ce qui tient à ce qu'on a introduit le facteur étranger dy. Pour l'intégrer sous cette forme, posons
^= ^ =z = t, d'où ^lL-.cl(tr) = o,
fi
Ir tdt y
En posant j^ = Ch^p, on aj^'= Shc) = CShcp -?, d'où
dx= Cdf, y = — - — y etc.
En appliquant la méthode générale [975, 2**], V ne contenant pas Xy on aurait pu abaisser immédiatement l'ordre de l'équation en posant
C::^v-Qy=rv^TT7^ 1^^^= _^ , etc
997. IV. Parmi toutes les courbes isopérimètres, trouver celle qui engendre la surface de révolution d'aire minimum, ou, ce qui revient au même, celle qui a son centre de gravité le plus bas possible.
On doit Sivoirfjds = maximum ipourfds = a, ce qui conduit à la condition
Cette équation ne diflere de celle que nous avons traitée dans le cas précédent que parle changement dej^ enj^H- X. On aura donc pour la courbe cherchée la chaînette
On aura une constante de plus à déterminer et une condition de ' ds=^ a.
998. V. Braclùstochrone, — Le temps de la chute d'un corps pesant sur une courbe quelconque, depuis la hauteur Xo jusqu'à la hauteur x^ au-dessus du plan horizontal, 'est exprimé par l'intégrale
I /**^« — = / X dSy
en posant, pour abréger,
JCr
Il s'agit donc de rendre minimum l'intégrale
u =z I Hds.
En prenant la variation de cette intégrale par rapport à toutes les variables dont elle dépend , il vient
BRAGBISTOCHRONB. 85
On a maintenant
= [x '^ [ij- _ y *x) + X ^ (*z - z'ix)T
d'où enGn, en réduisant.
Si Ton suppose les coordonnées j^, z indépendantes entre elles, on aura, pour les équations différentielles de la courbe cherchée.
d'où Ton tire
La courbe est donc située tout entière dans un plan vertical.
Prenons maintenant ce plan pour plan des xy^ ce qui revient à prendre la droite j — Cz — C'=o pour nouvel axe des z et la perpendiculaire abaissée de Tancienne origine sur cette droite pour nouvel axe des^. En désignant par Q' une certaine fonction de C, Cj on trouve, par rapport aux nouvelles coordonnées,
A-- — L. = — -=f OU -T-^ p-, = j
ou, en posante — Xq = $,
djr
équation différentielle d'une cycloïde ayant son point de rebroussèment en (xo^^o)^ Isi base étant horizontale et le diamètre du cercle générateur = a. C'est ce qu'on vérifie immédiatement en
faisantj^' = - [t. — sint), Ç = - (i — cos£), différentiant et éliminant/.
999. Si les points extrêmes A(xo, j'o)? B(X|, jt ) sont donnés, on déterminera d'abord le plan vertical de la courbe par la condition qu'il passe par ces deux points, ce qui fera connaître C= ^
et C En prenant A pour origine, on a C = — = t^» C'= g. Ensuite,
7^=W- ■ cî
La condition que la cycloïde passe en B déterminera a, et par suite Ga. Si les points (xo,^o)> («^^o J) 0 sont assujettis à rester sur des courbes données, et que l'on suppose le mobile partant de la première courbe sans vitesse initiale, l'équation H = o se partagera en deux autres :
L \ds ds ' lis )}x = jc,
La seconde de ces équations donne
( I ) dXy^ OXl -+- th\ Oj'i -i- fiZi 03, r_2 o,
ce qui exprime que la cycloïde doit rencontrer normalement la seconde courbe.
La première équation peut se simplifier. On a, en effet, pour tous les points de la courbe,
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or
ds \ ds ) ds \ ds ) ds \ dsj
!«. /ir« -h r(r* H- ^«* . //^* H- flÇr» -H r/5* ,^
= -X./ï y-z 1 — rtX = aX.
1 ds^ ds*
Donc
et par suite
^(^dx\ dX ^ dX ,
«(X-r-f = --;- ds = — ^ — ds.
\ ds J dx oxq
D*ailleurs,
Jx. ^-^0 '^"^ \ ^isji \ HjJ D*après cela, Téquation relative à la limite x^ deviendra
V dr -^ dz , mais, X --^ et A -p étant constants, on a
ds ds
Donc
La tangente à la première courbe au point de départ doit donc être perpendiculaire à la tangente à la cycloïde au point d'arrivée, et, par suite, si les deux courbes sont dans un même plan, leurs tangentes aux points d'intersection avec la cycloïde seront parallèles. Pour déterminer les constantes x©, j^oi ^o> -^mJ^* ^ "i ^^ ^^^ quatre constantes arbitraires, on aura les quatre équations qui expriment que la cycloïde passe aux deux points extrêmes, les quatre équations des deux courbes données, lieux des extrémités, et les équations (i) et (2).
1000. VI. Parmi les solides de rév^olution de même surface, trouifer celui dont le volume est maximum.
Les expressions de la surface et du volume étant on aura, pour l'équation du problème,
En appliquant la formule V = C -h Q^) ' [97S, 2°], on trouve
d.r. as
ou
d'où
( a ) «te = — ^ '—!-■
Considérons maintenant l'équation aux limites
ou
L'équation (i) réduit cette relation à
Si Ton ne donne aucune relation entre dxo et ^x^y alors, pour que
cette équation soit vérifiée , il faudra que Ton ait C = o, ce qui
réduit l'équation (2) à
, rdr
€IX -= ' j
d'où l'on tire
équation d'un cercle ayant son centre sur l'axe de révolution. Donc, dans ce cas, la surface cherchée est une sphère de rayon X.
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Si jo» J'i sont donnés, on a alors un segment de sphère. Pour déterminer a:o> «^o ^9 on aura les équations
en représentant par mtn^ la surface donnée de la zone. On tire delà
d'où
équation qui donne pour X^ une valeur positive. Si vo et j^i sont indéterminés, on a
et, par suite, la surface est la sphère entière.
1001. VII. 7roui^er la courbe qui comprend une aire minimum entre son arc, sa développée et les deux rayons de courbure de ses extrémités.
L'aire en question a pour expression [829]
j,as=p.l±fld..
La fonction V ne contenant ici ni x ni y, nous abaisserons Tordre <ie l'équation de deux unités au moyen de la formule
Vz^C4-C'j'-hRr%
dV V qui donne ici, à cause de R= -—-r, = ;;>
4 ' r -+- C" = C arc tang > ' -+- -^ — 9
4 (j H- C; ^ C'arc tang/ - , _^^, »
équations qui représentent la courbe cherchée.
Si Ton pose arc tangj^'s= 0, il vient, en écrivant C, C au lieu , C C
de 7» -yj
x-^CzrzCO -+- ;Csinô — C'co8Ô)cosô, X -h C^— GO — ;Ccosô -H C sinô) cosô,
équations que Ton peut mettre sous la forme
X -4- C'i= iC'(26 — sin2Ô) — IC (i -+- cosaO
ou, en désignant par A: et / des constantes convenablement choisies,
.r -{- C,=r-^C (2Ô — /)-+- A- sin (aô — /),
y -h C,=r|C'(2Ô — /) — A*COi(20 — /), c ï c I c I r, 1
, ou enfin, en posant - - = /i, — - = /i , 20 — / =i r,
2 Al 2 a*
— - — î^ =/î/H- sinr, ^:^— — = r=7i'r — cos/,
C|, Ca, A*, 71 étant des constantes arbitraires, et /i- -+- /i'- = i .
Pour 0'= o, on a
la courbe est une cycloïde.
1002. VIII. Etant donnée la masse d'un solide de ré\>olution homogène y déteiminer saJbrTne de manière que son attraction sur un point de son axe soit maximum.
On a la masse = vpfj-dx, et l'attraction sur l'origine égale à 27rp / ( I — : ï dx. La condition
20 I ( 1 Wj: -f- *>.o / Y' (Le = o
donne immédiatement
équation de la courbe méridienne de la surface cherchée. On déterminera la constante X par la condition
-0.1 ^ *</)- =r la masse donnée.
xy-^ ydx -f- xr Xogxdy
( 3a:* r — a x» -h v» )dx-h( v'* ~ 3 rr* — x^ ) r/r
ydx — xdy
{JC-^Y)\/'XXX'^-iy
xydx-^in* — .r' ) dy
(«« — JT»)
ytlx xzflr .rydz
f.rr — 'krz)dz n- rx («* — .rs)^r-l- rzr/j?
^^ Tflr — xf/z -¥■ z(lx — rdr
il. [ix — 3/ -+- 4z)<£r-+-(2j — Zx — ^z)djr -^ [iz -\- ^x— 5y)dz. i2. 2 JT arc sin — rar -f- -— -— nrr ' dz.
i( 2 )■* -+- 4 «-îc' s* ) X dx -+- ( — == ■+■ 3 >- -4- 20;» 1 r r/r ... / ^v/'-^' ^ r"^
-4- f i 3* -*- 2/?X* H ' \ Zdz.
24. Q' -*- 3 -h w)r/x -+- ( z -I- tv -H j:)^(!' -h (w -h X -+-/) ilz -¥■ [x -+- v s) dw.
lyfxY — 3 , xdr xyfr— z\lx , i/x
^ -^ ^. dx H — 2 — î^^ — -ï^ r/w — ^
2tt«/r 2rt«v(r " "
26. — - -H 2j:3.'/.r ~tt dz -*- ar*r/z ^-^dz ^=r/r-+- 5i^ r/x.
^- hrydz — ^h^r^dr-h iLCzd.r -^ rr \/r.dx — ^nxr *dr — ncxdx ( .r(2j2 -H 4/ïo:*32)r/x-+-( -=i=-4- Zy-^ix^ydy
I zr/z.
*rt •^'^'(r t dz^Jlr . , xdz.y/y dY,\fz dx,y/l'
%Z)/y 3v^3* . *' lyfy ^
n. — Formation des équations différentielles par l'élimination
DBS CONSTANTES.
i. 7= Ce
X — 3y— y)dx-^ {3x—yy — 3)dy =^ o
55. Étant donnée l'équation dy -h ax'^y^rix-h bx^y^dx = o, chercher la relation qui doit exister entre les exposants //i, //, |x, v pour que Téquation puisse être rendue homogène en posant y = z'* et choisissant convenablement r. — Exemples :
1° (ax»j»— ix*y^-*-i)dx = Gx''y^dy; 1 3x*j*-h -j-^ — 5 ) r£r ~— ùx^y^dy,
x^y 4" axy^dx -f- bx'^y^dx -♦- cxr(^ = o ;
S-» (i-9xV-î-i-3.r8j8)r/x= ^^J
1 1 i 50 jc c ^5 ^j; __ «0:8^—1 e-^ — bx^ydy = o ;
6** Application à Téquation de Riccati dy ■+■ ay^ dx -+- bx"^dx = o.
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{Voeer j' = tx).
Exemple: x*y—xy= {x*-+- 1)7*.
d!r-f-(a?-+-j*)dy= o
(Multiplicateur = eJ").
15. Détermioer le cas où le multiplicateur d'une équation M^x-h ^dy— o est de la forme /(x) F( j). — L'équation aux dérivées partielles du multiplicateur est alors de la forme
Application à l'équation
ax'^y'^dy ->t- [bx^^'y^'-h cx'^''y'^'')dx = o.
. (^^^eZ^a:yx^ady==o. [f* = 3^]
17. Si réquation aux dérivées partielles du multiplicateur fA de l'équation Udx-h Ndy = o est vérifiée par fi = une fonction de x seul ou = une
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fonction de^ seul, on a dans le premier cas
N\dj dry ""ftdlr""-'^'^^'
dans le second
Application aux équations
(i) (n- j: — aj)rfjr -+-(i — x)^= o, (2) {jcy* —x)dx -{-^xcix = o.
Chercher le multiplicateur en le supposant une fonction symétrique de x et de y. Alors, si M^ -+- Nr(^ est le premier membre de l'équation, et Miffy-hNidx ce que devient ce premier membre par réchange mutuel de x et de^, chacune de ces expressions, multipliée par ;x, est une différentielle exacte. En exprimant que la condition du n'^SSl est
vérifiée dans ces deux cas, on en conclut les valeurs de x- , -- ? et par
âx ôf '^
suite celle de ~ • On trouvera ici — = — di xy).
xû>- ± j££r = v^cùr» -+- dy
(Poser X = /m* ^ z^).
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109. Solntions singulières déduites de l'intégrale générale :
(a) C« — aCj-hfl«— x«=o.
(3) C«-f-aCj— j«-x«= o.
ilO. Les solutions données des équations différentielles suivantes sont-elles des intégrales particulières ou des solutions singulières?
{i) cfy-h (x* —x^— i)dx= 0, solution j = x.
(2) djr -f- {\/jr — X — 1 ) rfj7 = o, solution /=x.
Cette équation a-t-elle une solution singulière? ( 3) Nature de la solution x' -t-j* = a* de Téquation.
i 1 1 . /'S — ixy-\- 47 = o. Caractère de la solution y = ax.
1 12. I H-y* = û*(7— X7^)'. Caractère de la solution
/ H- a* (xx — -îï^y) = o-
113. Démontrer qu'une solution singulière rend en général infini le facteur d'in-
tégration.
x«y H- xy -f- e*r = a. [j = ap
5. Trouver une courbe dont Taire Sx^ ^^^ ^^ accroissement proportionnel à
celui du triangle formé par l'ordonnée, la normale et la sous-normale. — Problème analogue pour le cas des coordonnées polaires.
6. Trouver une courbe telle que l'aire comprise entre la tangente, l'ordonnée
et l'axe Oy soit proportionnelle au carré de l'ordonnée.
7. Trouver une courbe dont la sous-normale^ soit proportionnelle au carré
du rayon vecteur.
H 4-rrr'- 8r' = o. [^ = e
33. Courbe dont la tangente (ou la normale] est à une distance constante d'un
{>oint donné.
3,^. Trouver une courbe telle que les distances de sa tangente (ou de sa normale) à deux points fixes Â, A' aient un produit, ou un rapport, ou une somme constants.
36. Trouver une courbe telle que sa tangente (ou sa normale] intercepte sur
deux perpendiculaires fixes à Taxe des x deux segments dont le produit soit constant.
37. Courbe dont le rayon vecteur est une moyenne proportionnelle entre la
sous-normale x/ et une constante donnée.
38. Trouver les courbes pour lesquelles on a Tune des relations
S/ = nx^ S/i = /iJT, T = nx^ N = nx^
Sr = njr^ S„ = ny, T = njr, N = «j,
Sf _ X —X S« _ X T _ X N _ .r
P AO
^, AP-+-BQ, AP«^BQS ^
soit constante.
42. On donne deux droites OA, OB, et Ton prend la bissectrice de leur angle
pour aïkO des y. On demande de trouver une courbe telle que son ordonnée et sa tangente en chaque point rencontrent Tune OA, l'autre OB sur une même perpendiculaire à 0^.
43. Trouver une courbe dont Tare soit proportionnel i"" au coefficient angulaire
de la tangente, a** à l'angle de la tangente avec Ox, 3** à l'abscisse de l'intersection de la tangente avec Ox, 4"* à l'accroissement de la longueur de la tangente comprise entre Ox et le point de contact. — Questions analogues en coordonnées polaires.
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44. Trouver une courbe telle que Tangle r de la tangente avec Ox soit une fonction donnée de Tangle p du rayon vecteur avec le même axe.
4o. Trouver une courbe telle que les rayons lumineux partant d'un point donné deviennent parallèles entre eux après la réflexion sur cette courbe.
46. La normale en un point M d'une courbe C coupant Taxe des x en N, le lieu
des milieux P de MN est une parabole Y< = aXX ; équation de la courbe C dans la supposition qu'elle passe par Torigine des coordonnées.
47. Équation différentielle de la courbe pour laquelle Faire comprise entre
Taxe des x, deux ordonnées et la courbe est égale au carré de Tare correspondant.
48. Trouver la courbe dont la normale et la sous-normale ont une somme
constante.
49. Trouver la courbe pour laquelle le carré de la tangente est proportionnel à
la sous-tangente.
50. Courbe dont la podaire par rapport à un point A est un cercle do centre B«
51 . Trouver la courbe dont la caustique soit une droite parallèle à Tun des axes
coordonnés, pour des rayons perpendiculaires à l'axe des x,
52. La normale MN à une courbe rencontrant Taxe Ox en N, déterminer la
courbe de manière que MN = y^ON x a.
53. Courbe telle que Taire comprise entre la tangente, l'ordonnée et les axes
Ox, Ojr soit proportionnelle au carré de l'ordonnée.
54. Étant donnée une série d^ellipses de mémo grand axe AB = a a, trouver une
courbe qui coupe respectivement ces ellipses en des points M, M', ... tels que toutes les aires AMP, AM'P', . . . comprises entre les arcs AM, AM', ... et les ordonnées MP, M'P', . . . soient égales entre elles.
55. Un angle A constant se meut de manière que ses côtés touchent une courbe C,
et que son sommet décrive une courbe C. — Étant donnée Tune des deux courbes C, C, trouver l'autre. — Exemples :
1° C est une parabole jr* = ax, A = - ;
, 2** C est une ellipse ou une hyperbole, A = 7; 3* C'est une droite; 4"^ C est une parabole.
Expresûons différentielles à intégrer
x*d^x -h 2x»d!r«Px -h ( 3ar« — i)rilr*.
(ax* — 6x^ -h 3 bf* ) efif -*- ( 6x -*- afl/) ax* -*- {iax^i^x)dxdf'^ (66j— 6a?)f{^*.
ax^d^x-i- {3ax*'i-^bx*)dxd^x -^^bxdx*.
{a -haAx-*- 3cx*)rf"x-+- (a^-h 6cx)rfr«.
ax^jrtfix -*- 6*x*^*rf*j^-4- làaxjrdx* ■+- 2^*x'/€(^* -+- (flx«-*- 3^«x«J*)rfx€(r• 3) J^d*x 4- (a H- 3x*j^)^££ri(^ -f- ^x^jnfy^ -+■ x^x^d^y 4 ) ^rf«x — £i:arÉ(r -»-J^*<^J^.
n-y«-ha7'^=fl/'/i-t
130. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit une fonction donnée
de Tangle que foit la tangente avec Ox, p s=/(t).
131. Trouver une courbe pour laquelle s = 9{x). Ce problème se ramène au
ds dx
ds précédent, puisque --r = ^'(t).
132. Trouver une courbe telle que la projection du rayon de courbure sur une
direction fixe soit constante.
p = flrN. [fl = ±i
135. Trouver une surface de révolution pour laquelle la somme des courbures
principales soit constante.
136. Trouver une courbe plane dont Tare varie proportionnellement à Tare de
sa développée.
137. Trouver une courbe plane dont le rayon de courbure soit proportionnel
au ravon
vecteur, ^-^i tr = - r
138. Trouver une courbe dont la normale coupe Taxe des x à une distance de
l'origine proportionnelle à Tordonnée.
139. Trouver une courbe dont la tangente coupe Taxe des y à une distance de
Torigine qui soit à Tordonnée comme le rayon vecteur est à Tabscisse.
fl,«H- (^îH-D?)jH-ci« = Ti
fljX H- ÔjJ -f- (f, H- D?) z = T,.
D?^ H T wD/o: — w* 7 = 0.
D/x + ax— 6cositf(xoos/ir+jsiii/if)= o, 23. j D/V-+-«r — *s'n'»'('2?cos/ir-h78in/i/) = o.
[a = a? cos/ir H- j^ sin/ir, p = j? sin/yr — jcos»/].
(8D? — i7)ar-f-(7D?-88)j-f-59 = o, (5D? - 1 1)^ -f- (4D? - 5a)7 -f- 35 = o.
^ ( (iiD?-.a5):r4.(8D;-36)j^-h73 = o, • I (7D?-i6)x+(5D?-a3)j-h46 = o.
flD^JC H- (c — ^) JZ = o, 29. { ^Df/-h (« — c)za:=o, cDf « -f- (^ — a)arjr = o.
(3i-h9D,)x-H(aH-4Dr)j = ^, (a4 -H 7D,)xH- (i -4- 3Df )/ = 3.
Maximum on minimum des intégrales
3. Déterminer la forme d'un corps de révolution de volume donné, de manière
que la durée d'une oscillation infiniment petite autour d'un axe horizontal, perpendiculaire à l'axe de révolution, soit un minimum.
4. Trouver une courbe AMB telle que la courbe ayant même abscisse x et une
ordonnée égale à la longueur de l'arc correspondant AM comprenne, avec l'axe des x, une aire maximum ou minimum.
5. Maximum ou minimum de / f [s) dx pour une valeur donnée de
*• ds _, -7- or.
dx
6. Trouver la courbe homogène dont l'arc a le plus grand ou le plus petit
moment d'inertie par rapport à un point donné.
7. Parmi les courbes de même rayon de courbure constant que l'on peut mener
entre deux points, quelle est la plus courte?
Brachistochrone dans un milieu résistant homogène
10. Maximum on minimum de 1 ~ ^ • > pour-j-M-As* ^ — =^ = /i.
il. Courbe fermée de longueur donnée et d'aire maximum, ou d'aire donnée et de longueur minimum.
iS. Une courbe étant tracée sur une sphère, tracer sur cette sphère une autre courbe de longueur donnée, et comprenant avec la première une aire sphérique maximum.
13. Parmi les corps homogènes de révolution, trouver celui qui exerce la plus
grande attraction sur un point A de sa masse.
14. Vrouver la brachistochrone parmi les courbes de longueur donnée ou d'aire
donnée.
ET DU PREMIER DEGRÉ A PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES
1003. Nous avons vu [773 et suiv.] que, si p et ^ sont deux fonctions données des variables x, j, on peut déterminer une fonction z de ces variables, considérées comme indépendantes, au moyen de la relation différentielle
(i) dz ^=z pdx -^ qdjr^
toutes les fois que la condition nécessaire et suffisante
(2) àp d^
est vérifiée.' Alors la solution du problème s^obtient au moyen de deux quadratures.
Nous allons maintenant examiner le cas où Ton se propose de déterminer la fonction z au moyen d'une relation de la forme (i), dans laquelle peiq ne sont plus des fonctions des seules variables indépendantes j:, j, mais contiennent explicitement la variable z elle-même.
Il est un cas qui se ramène immédiatement à celui que nous
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avons déjà traité : c'est celui où les variables sont séparables, c'est-à-dire où p et ^ ne contiennent z que dans un facteur commun Z. Si Ton suppose
/? = ZP, 7 = ZQ,
P et Q étant deux fonctions de a: et de j^ seulement, Téquation^ qui devient
sera intégrable si P et Q satisfont à la condition ^ ^= -^^ et son
intégrale sera une relation entre Xy j, z et une constante arbitraire.
Soit, par exemple, Téquation
(jc* -^-y^^dz = (^ — à) \^xdy — ydx^ En l'écrivant sous la forme
dz .rdy — ydx
on voit que le second membre est une différentielle exacte, et il vient, en intégrant,
log(5 — a) =:arctang— -i- logC, ou z — ûr=Ce •*.
1004. Considérons maintenant le cas général. Une équation de la forme
dans laquelle on fait varier le paramètre arbitraire C, représente une série de surfaces. En la différentiant, l'équation obtenue
(4) dY[x,y,z) — o, ou ^^•^-+"^'(^+^^2 = 0,
exprimera une propriété commune à toutes les surfaces représentées par réquation (3), et, réciproquement, cette équation (4) équivaudra parfaitement à l'équation (3), qui en est la conséquence.
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Si, au lieu d*étre résolue par rapport à C, Téquation de la série de surfaces est de la forme
en éliminant C entre cette équation et sa difTérentielle
(6) dF{x,x,z,C)=o,
on obtiendra encore une relation entre x, y, z et leurs diflFérentîelles, qui exprimera une propriété commune à toutes les surfaces de la série. De plus, en raisonnant comme au n° 784, on verra que, si Félimination de C se fait sans introduction de facteurs étrangers, Téquation différentielle obtenue équivaudra à Téquation primitive (5) et représentera la môme série de surfaces.
L'équation (6) étant linéaire par rapport à dx^ dy^ dz, si Ton substitue dans les coefficients de ces différentielles la valeur de C tirée de l'équation (5) (que celte valeur soit ou non exprimable explicitement par les signes des fonctions élémentaires), cette équation conservera sa forme linéaire et aura pour type général
(7) Pi/x-f-Qi/r 4-R^z = o,
P, Q, R étant des fonctions explicites ou implicites de x,j, z. Si ces fonctions avaient plusieurs déterminations, il en résulterait plusieurs formes pour l'équation (7), et l'on pourrait, par la multiplication, réunir ces diverses formes en une équation unique, laquelle serait alors de degré supérieur par rapport à dx, dj, dz, mais dont le premier membre jouirait de la propriété d'être décomposable en facteurs linéaires par rapport à ces différentielles. Si l'on pose, pour plus de simplicité,
l'équation différentielle prendra la forme
sous laquelle nous allons l'étudier.
1005. Nous avons vu que, si p et y étaient des fonctions de x et de r seulement, ces fonctions devaient nécessairement satis-
l34 LIVRB V. — GHAP. I.
petite en même temps que dx et dj, on aura
On trouvera de même la formule analogue
rf«K*) = [@)+«"]'<rrf'
Donc la condition (8) devient, en divisant par dxdy^
(i)-'=fê)-''
et, comme { ;r- ) ^^ ( 3^ ) sont des constantes relativement à dx et à djTy il en résulte [166] que Ton a rigoureusement
<^' (i)=(fi)'
dz ou, en développant, et remplaçant, en vertu de Téquation (i), y-
dz par P et ^ par y,
/ \ dp dp dq dq
Cette égalité doit avoir lieu pour tout système de coordonnées x, y y z satisfaisant à Téquation de la surface déterminée par l'équation différentielle. Or, d'après la manière dont nous avons construit cette surface au moyen de ses génératrices, l'ordonnée initiale PM a pu être choisie arbitrairement, ce qui revient à dire que l'équation de la surface doit renfermer une constante arbitraire. Mais l'équation (lo) ne pourrait pas subsister si la valeur de z correspondante aux valeurs quelconques j:,j^ était arbitraire. Il faut donc que cette égalité soit identiquement vérifiée par les valeurs des fonctions p et y, quels que soient x^j, z. Cette identité est donc nécessaire ; nous verrons plus loin qu'elle est aussi suHisante.
Si l'on suppose l'équation donnée sous la forme (7), et que Ton
remplace p, q par — -, — ^, la condition (10) prendra la forme
it li
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plus symétrique
1006. Si la condition (lo) n'est pas identiquement vérifiée, Téquation différentielle (i) ne pourra être intégrée par une relation unique entre Xyj-y Zj renfermant une constante arbitraire.
Il peut se faire, dans certains cas, que Téquation (lo), n'étant pas identique, donne, par la différentiation, une valeur de dz en Xyy, Zj dxj dj^ qui satisfasse à Téquation (i), c'est-à-dire qui devienne égale kpdx'^' ({dy, lorsqu'on remplace partout z par sa valeur tirée de l'équation (lo). Dans ce cas, l'équation différentielle, quoique n'admettant pas d'intégrale générale, c'est-à-dire ne représentant pas une série de surfaces, admet cependant une intégrale particulière sans constante arbitraire, c'est-à-dire qu'elle représente une surface unique et déterminée. Nous verrons plus loin un exemple de ce cas.
Si la différentielle de l'équation (lo) ne s'accorde pas avec l'équation (i), quels que soient dx^ dy^ alors l'équation (i) ne peut être vérifiée par aucune relation unique entre x, y^ z, et elle ne peut convenir à aucune surface. On pourrait alors établir entre a:, y^ z une relation arbitraire quelconque, au moyen de laquelle on exprimerait Mj par exemple, en fonction de x et àey, et dz en fonction de Xj yy dxj dy. En substituant ces valeurs dans l'équation (i), celle-ci deviendrait une équation différentielle ordinaire entre deux variables. En l'intégrant, on aurait une relation entre x, y et une constante arbitraire, relation qui représenterait une série de courbes tracées sur la surface choisie arbitrairement. Nous verrons plus loin comment on peut arriver simplement à cette solution.
1007. On voit aisément que, si la condition (9) ou (10) est vérifiée identiquement, on peut alors tirer de l'équation différentielle (i) le développement de z par le théorème de Taylor.
D'abord, sous cette condition (9), on peut tirer de l'équation (i) les valeurs de toutes les dérivées partielles d'ordre quelconque de z, exprimées au moyen àe x^y^ z. On a déjà
dz dz
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Ensuite il vient
où l'on remplacera -r-y -r- par p et ^ ; puis, en vertu de la condition (9),
dxdx \àx) \àj^/*
En passant aux dérivées du troisième ordre, on aura, par exemple, soit en partant de -r- ==/?, soit de ^ = y, les valeurs, identiques d'après la condition (9),
da^dy "" \dxôxl "" \ d-c / \ dx / "" \dx^ ) ' et de même, en général.
dx"*-» dir"-*
de sorte que les valeurs tirées de p sont identiques aux valeurs tirées de q.
Cela fait, soit Zo la valeur arbitraire de z correspondante au point initial (:ro, j'o) du plan des xy^. En mettant pour x^y, z les valeurs Xtyjty ^0 dans les expressions de toutes les dérivées partielles de z, on obtiendra les valeurs de tous les coefficients du développement de z suivant les puissances de a: — x© et de j^ — y^^ et ce développement contiendra la seule constante arbitraire z^. On voit que la condition nécessaire et suffisante pour que ce développement soit possible, c'est que la condition (9) ait lieu.
1008. La surface variable F(a:,^, ^, C):= o, dont l'équation est l'intégrale générale de l'équation (i), peut avoir une enveloppe, dont l'équation s'obtiendrait, comme ceUe de l'enveloppe d'une
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courbe plane , par J'éliminatloD de C entre les équations F = o dF
On démontrerait, comme pour le cas des courbes planes, que l'équation de l'enveloppe satisfait aussi à l'équation différentielle des enveloppées, dont elle est une solution singulière.
1009. Une équation aux différentielles totales,
(7) * P^H-Q<f^-i-R£fo=:0,
lorsqu'elle est intégrable, admet un multiplicateur fx, c'est-à-dire un facteur tel que, en multipliant par lui le premier membre de l'équation, le produit devient une différentielle exacte.
En effet, si l'équation (7) admet une intégrale renfermant une constante arbitraire C, cette intégrale, résolue par rapport à C, prendra la forme /(a:, ^, z) = C, d'où Ton tire, en différentiant,
' ôx dx az
Puisque la valeur de z tirée dey=C satisfait à l'équation (7), il faut que les coefficients de dxj <fyj dz soient proportionnels dans les deux équations (7) et (la), c'est-à-dire que l'on ait
à£ ^ ^ dx ôy dz
et l'on prouverait, en raisonnant comme au n^ 829, que ces deux relations doivent être des identités. En désignant donc par fA la valeur commune des trois rapports précédents, on aura
Donc fi(Pdx -H Qdy + Rrf«) = d/[x,j^, z) est une différentielle exacte d'une fonction des trois variables x, j^, z, considérées comme indépendantes.
Les conditions d'intégrabilité de cette différentielle donnent [776] les relations identiques
d(f*Q)_^(f*R) d{i.K)_d{i.P) d(f*P) __ d(f*Q) ôz dx àx dz dy dx
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Développant les calculs et ajoutant ces trois égalités, respectivement multipliées par P, Q, R, on obtient la condition (i i), laquelle doit être, par suite, identiquement vérifiée toutes les fois que Téquation (7) est intégrable par une équation renfermant une constante arbitraire.
1010. Voyons maintenant comment on peut trouver l'intégrale d'une équation donnée
(l) dz=pdx -h qdjr,
lorsque cette intégrale existe. Cette équation équivaut aux deux équations
(i3) dj;Z = pdx^
(l4) dyZ = qdjr.
Si elle admet une solution, celle-ci doit être comprise dans l'intégrale générale de l'équation ( 1 3) , considérée comme ayant lieu entre les deux seules variables xei z. L'intégrale générale de (i3) peut être mise sous la forme
Y étant une quantité arbitraire, indépendante de x, et pouvant être considérée comme une fonction arbitraire dey* Il reste à voir si, par une détermination convenable de cette quantité Y, on peut faire en sorte que la valeur de z donnée par l'équation (i 5 ) satisfasse aussi à l'équation (i4)* Pour cela il faut que, en tirant de (i5) les valeurs de z et de dyZf et les portant dans l'équation (14)9 celle-ci puisse être identiquement vérifiée par une détermination convenable de Y en fonction dej- seul. L'équation (i4) devient, par cette substitution,
Z étant remplacé dans le second membre pary(a:, J^, Y). Pour que cette équation puisse être vérifiée par une valeur de Y en j^ seul, il faut que ses coefficients soient indépendants de or, et par suite que X en disparaisse en même temps que z, ou que x ne figure plus dans l'équation que dans un facteur que l'on puisse supprimer. Réciproquement, si cette condition est vérifiée, la relation (16)
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sera une équation différentielle du premier ordre entre les deux variables y et Y, et Ton pourra en tirer, par l'intégration , une valeur de Y en fonction de y et d'une constante arbitraire C.
On voit donc que, en substituant pour Y cette valeur en^ et C dans l'expression (i5) de r, on obtiendra une valeur de ^ qui satisfera à la fois aux deux équations (i3) et(i4)y et par suite à Féquation proposée (i).
1011. Voyons maintenant comment on pourra, avant d'effectuer l'intégration de l'équation ( 1 3) , reconnaître d'avance si x disparaîti^a bien lorsqu'on éliminera z entre (i4) et (i5). Si la disparition a
lieu dans l'équation (i6), la quantité -z \'-^~î 7 étant indé-
pendante de Xy ou ne contenant x que dans un facteur commun, sa dérivée partielle par rapport à x sera nulle, soit identiquement, soit en vertu de l'équation (i6), et l'on aura identiquement
u^\ d'/ ay dY _(dq\
^ ^^ dxdy ~^ dxdX dy "" \dx] '
lorsqu'on remplacera z pary*(a:, j^, Y), et Y par sa valeur en^ et C. Mais, (i5) étant l'intégrale de (i3), on aura identiquement, en remplaçant z pary(j:, j^, Y),
àf Tx=^'
et, comme il doit en être de même quel que soit j^ les dérivées partieUes des deux membres par rapport ky seront égales, d'où l'on tirera
,81 d«/ d>/ dX _ldp\
' ^ àxdy ôxôY dy ~ \dxl '
ce qui aura lieu, pour z =/'(^x,y,Y)y quel que soit Y indépendant de Xy et en particulier pour la valeur de Y déterminée en y <ît C. Or, pour cette valeur de Y, les premiers membres des équations (i7)et(i8) sont égaux; donc il en est de même des seconds, et Ton a, par conséquent, la condition
qui, étant développée, n'est autre que la condition (lo).
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Mais y Y contenant une constante arbitraire au moyen de laquelle on peut, pour des valeurs données quelconques de x et de ^, faire prendre à z=f{x,y,Y) une valeur arbitraire, l'égalité (19) devra avoir lieu pour un système quelconque de valeurs de x^y^ z ; donc cette égalité devra avoir lieu identiquement, sans que Ton ait besoin de remplacer z par sa valeur (i5). Ainsi, Tidentité (10) est une conséquence nécessaire de Tintégrabilité de Téquation (i).
Réciproquement, si l'identité (10) a lieu quels que soient x,j',z, elle subsistera encore lorsqu'on prendra pour z la valeur (i5), intégrale de l'équation (i3 ). Cette valeur dez donne identiquement, quel que soit Y indépendant de Xj
df d\f ^ d\f dY
dx '^ ôxdjr dxôY dy
Donc on aura aussi, pour la même valeur de z, l'équation (17), qui exprime que la quantité t^ + 3^ 5^ Ç ^st indépendante
de X. On peut donc rendre cette quantité nulle par une détermination convenable de Y en fonction de j^ et d'une constante arbitraire, et, pour cette valeur de Y, la valeur (i5) de z satisfera à l'équation (i4)- Comme elle satisfaisait déjà à l'équation (i3), il s'ensuit qu'elle sera une intégrale de l'équation (i). Donc la condition (10) est suffisante pour l'intégrabilité de l'équation (i).
1013. Voici, d'après ce qui précède, comment on devra procéder pour obtenir l'intégrale générale d'une équation donnée
(7) Vdx-hQ^dx-hfidz^izo.
Comme on peut toujours prendre à volonté, parmi les trois variables XyyjZf celle que l'on considérera comme une fonction inconnue des deux autres, supposées indépendantes, égalons d'abord à zéro celle des trois différentielles pour laquelle l'équation restante fournira le calcul le plus simple, dy par exemple. Intégrons alors l'équation à deux variables
Prfj:-HR</» = o,
dans laquelle on regarde j- comme une constante. On obtient ainsi une intégrale de la forme
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Y étant une fonction inconnue de y. Différentions maintenant cette équation partiellement par rapport à j-, et, entre la différentielle
TéquatioD (i8) et l'équation différentielle
Qrf^-f-R€3fe = o,
éliminons z et ^« Si la condition d'intégrabilité est remplie, le résultat de cette élimination devra être une relation entre les seules
quantités^, Y, — > d'où x aura disparu. En intégrant cette nouvelle
équation différentielle, on aura une valeur de Y en fonction de j^ et d'une constante arbitraire, et cette valeur, substituée dans (i8), donnera l'intégrale générale de l'équation (7).
Exemples, — I. Soit l'équation
(1 + j:H-^-*- z) dx -{- df -^ dz-=: O*
En supposant d'abord cLr = o, x constant, on aura à intégrer
l'équation
djr -k- dz=zo^ d'où ^ -h z = X.
En différentiant cette équation par rapport ^ x,y étant constant, il vient dz = é^X. Substituant cette valeur et celle Aqj + z dans l'équation proposée, où l'on aura fait £2^ = o, il vient
(H-jr-HX)££r-4-flrX = o, d'où [821] X = — x-*-Ctf-*. L'intégrale générale de l'équation proposée est donc
II. Soit l'équation
ydx — xdy dzz=:o»
En supposant z constant, on dijdx — xdy = o, d'où
jr = Zar, d^zzzxdZ'j
substituant ces valeurs de^ et de dj dans l'équation proposée, où
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l'on aura fait dx = o, elle devient
O = — x^ilZ 05, d OU - = log- »
z Ja Ka
et enfin
Remarquons que l'équation proposée peut s'écrire sous la forme
dz ydx — xdy
où les variables sont séparées [ 1003].
III. Soit l'équation
[y -^^]y4x -h (jr-h z)zdy'\- [y — x)ydzz=o, et supposons dj =:Of y constant. L'équation
d.r dz , / \ ^'
H z= o donne jr + z=(r — .r ) 1 1
d'où, en difTérentiant par rapport àj)',
dx -^dz=: [x - x)dY -hYdj- = [y ^z)^ -^Ydf,
et, à cause de :t-hr = [x — j) (i — Y), l'équation
[x -h z)zdf -4-(j — x)xdz =2 o
devient, en réduisant et divisant par [x — j)^,
j Y{Y— ij r — <-
et par suite
IV. Soit encore l'équation (x* — ^* -f- z') tir — z«€/r -+- 2 -h (.r -4- j) ^ (^ — or) rfo = o.
En faisant rfs ;= o, il vient
(x* — j* + z») r/jr — »*//>• = o,
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équation qui est évidemment vérifiée par y=,x. On est porté ù croire, d'après cela, qu'elle se simplifiera si Ton pose
ce qui donne, en eOet,
Z' — \' 1UXZZZ 1/',
ax
équation de BernoulU [824], dont l'intégrale est, en se rappelant que z joue ici le rôle d'une constante,
ou, en posant généralement Jé~^^dt = f(f ),
DifTérentions maintenant cette équation partiellement par rapport à z, en supposant x constant, et j>^ et par suite u fonctions de z. On trouve
On a d'ailleurs j^ = x -+- a, d'où dy = duy ce qui, avec dx = o, réduit l'équation proposée à
- _ 2*-!- ^.r* -i- ux — Trdu H uaz=zo.
Substituant dans cette équation la valeur de du tirée de la précédente et divisant par u', on trouve
ou, en développant et réduisant,
Zdi -4- 3£/Z = o, d'où Zs = C; par suite,
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V. Si, dans Téqualion
Py Q, R sont des fonctions homogènes de même degré m en JCyj'y z, en posant alors
S, Tf U étant des fonctions de s et de t, Téquation prendra la
forme
dz Sds-hTdt __
7 "^ Sj + Tr + U "~ ^'
où les variables sont séparées [1003]. On peut appliquer cette méthode aux trois exemples précédents.
1013. Si la condition d'intégrabilité n'est pas vérifiée, alors, en éliminant [1010] la variable z entre les équations (i5) et (i6), la variable x ne disparaîtra pas en même temps que z, et l'on ne pourra plus obtenir l'intégrale de l'équation (i) sous forme d'une relation unique entre Xyj-f z et une constante arbitraire. Il faut alors [1006] établir entre x^ y^ z une relation arbitraire, pour ramener l'équation (i) au cas d'une seule variable indépendante.
On peut prendre pour cette relation l'équation
On aura alors, en diflférentiant,
On a d'ailleurs identiquement, d'après ce que nous avons vu. Retranchant cette égalité de la précédente, il vient
Or la condition pour que l'équation différentielle (i) soit véri-
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fiée, c'est que Ton ait dz = pdx-h f/dj, condition à laquelle on satisfera, si l'on pose
— ^-^ _^-^ ^ ^ "" 5;^ "^ dY df'
c'est-à-dîre si l'on prend pour seconde équation entre x, y y z l'équation (16), qui nous avait servi, dans le cas d'intégrabilité, à déterminer la fonction Y.
Lors donc que la condition d'intégrabilité ne sera pas vérifiée, on commencera encore le calcul comme nous l'avons indiqué au n® 1012. Après avoir trouvé l'intégrale (18) de l'équation Vdx 4- ^dz = o, on différentiera partiellement cette intégrale par
rapport à j% en laissant x constant et remplaçant -r- par — J^« On aura alors les deux relations
^1 ^N dY ÔY dX dY
(,9; F(x,r,3,Y).= o, _-Kç_+__=.o,
contenant la fonction arbitraire Y de la variable j*, et représentant une infinité de courbes dont les équations satisferont chacune à Téquation différentielle (7).
Par ce moyen, l'intégration de l'équation Vdx -f- Rû?z = o peut se faire avant que l'on ait choisi la fonction arbitraire Y.
1014. Si, au lieu d'une fonction arbitraire d'une seule variable j^,
on voulait introduire dans les équations intégrales une fonction
arbitraire d'une fonction donnée u des trois variables x,j^, z^ on
exprimerait une de celles-ci, x par exemple, en fonction des deux
autres et de m, et, si l'on a dx = Idu -^ mdy -hndzy l'équation (1)
deviendra
Ipdu -f- [mp -h q)djr -\- {^np — 1 ) cfe = o.
Si maintenant /(a,j^,^,U) = o est l'intégrale de l'équation
[mp-h YJ^-f- [np — j)dyZ=i o,
on n^aura qu'à joindre à cette intégrale sa dérivée partielle par rapport à u,
du I — rip dz ÔV du H. — Cours de Cale, infinité, III. lO
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pour avoir un système d^intégrales dépendant d'une fonction arbitraire d'une fonction donnée des trois variables.
1015. On peut encore se proposer de déterminer la fonction arbitraire Y des équations (ig) de manière que les lignes représentées par ces équations se trouvent sur une surface donnée
(20) f(x,jr, z) = 0.
On éliminera alors x ei z entre les équations (19) et (20), et il
restera une équation entre j", Y et — > d'où l'on tirera par intégration la valeur de la fonction Y.
On aurait pu, dans ce cas, plus simplement, éliminer d'abord z et dz de l'équation (7), au moyen de l'équation (20) et de sa dîffé-
rentielle, et intégrer ensuite l'équation résultante entre j:,^ et -^ •
1016. Exemple, — On propose de déterminer une surface conique dont le sommet soit en un point donné (a, b, c), et qui soit de révolution autour de l'axe des z.
En écrivant que le plan tangent en un point quelconque de la surface passe au point [a, b, c) et que la normale rencontre toujours l'axe des z, on a les deux équations
, . dz , ,yàz dz dz
d'où l'on tire
\ dz \ dz z — c
X dr jr djr j:[x — a]~i-j[jr — b)
équations dont l'ensemble équivaut à l'équation aux différentielles totales
, , dz xdx -h ydr
[ij z=. ^^—^ .
La condition d'intégrabilité, qui se réduit à
bx —. ay,
ne peut être vérifiée identiquement que si l'on a a = J = o ou si le sommet donné est sur l'axe des z, et il était aisé de le prévoir
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a priori, autant du moinsqu'il s'agit de trouver une surface dont l'équation doit renfermer une constante arbitraire.
Cependant T équation est vérifiée en égalant à zéro le facteur z — c ; car, en posant, pour abréger,
si Ton écrit T équation (i) sous la forme
[z — c)x [z — c)r dz = ' — dx -f- ■ ^ dy^
la condition d'intégrabilité devient
(z — c]x dv X dz [z — c]y dv X dz
f* dy V ày v^ dx v ôx
ou, en mettant pour — > -^ leurs valeurs données par Téquation
différentielle,
[z — c)[bx — ajr)=^o,
La condition z — c = o n'est pas vérifiée identiquement, mais elle s'accorde avec Téquation différentielle. On a donc une solution unique de la question dans le sens de Ténoncé [ 1006], le plan ^ == c étant le seul cône de sommet (a, i, c) qui puisse être regardé comme étant de révolution autour de Taxe des z.
Pour avoir maintenant une série de courbes satisfaisant à Téqualion (i), intégrons d'abord l'équation
xdx -^ rdy
ce qui donne
(f[z) étant une fonction arbitraire de z. On y joindra [1013] l'équation
dx dy ...
dz dz
dx V dy V
> ei
lO.
% n 1 f^ *• dy V ,,
ou 1 on remplacera — par — > -j- par — ^ — > et 1 on aura
CLz I Z — C \ X uz ( z ~~~ ^ ) y
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réqaation
(3) x[x-'a)-hx[x—à) = -[z^c)f'{z),
qui, jointe à Téquation (2), représentera la série de courbes cherchée. Ce sont les h'gnes de contact d'une surface de révolution (2) autour de rax.e des z avec un cône circonscrit à cette surface et ayant pour sommet le point [a, b, c).
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ËQDÂTIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
FORMATION VES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES PAR l'élimination DES FONCTIONS ARBITB AIRES.
1018. Soit u =y(ar, y, z) une fonction donnée des variables Xy y y z, et supposons qu'on établisse entre ces trois variables une relation de la forme
F désignant une fonction donnée, (f une fonction arbitraire. L'équation (i) pourra encore se mettre sous la forme
(a) ?(«) = f(*ir, «) = ^
V étant, comme Uy une fonction donnée de x, j^, Zy ou encore sous la forme
4> étant encore un signe de fonction arbitraire. Sous ces diverses formes, on peut dire que l'équation (i), (2) ou (3) établit une relation arbitraire entre deux fonctions données de Xyjy z.
Cette équation (i), (2) ou (3) représente une infinité de surfaces, composant une même famille, laquelle est caractérisée par la nature des fonctions données a et F ou Vy et les diverses surfaces de cette famille diflfèrent entre elles par la nature de la fonction arbitraire f ou 4>,
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1019. On peut maintenant, au moyen de la difTérentlation, éliminer la fonction arbitraire f ou 4>, et tirer de la relation donnée entre x^y^ z, qui renferme une fonction arbitraire, une relation sans fonction arbitraire , exprimant une propriété commune à toutes les surfaces qui appartiennent à la famille considérée.
Désignons, pour abréger, par/;, q les dérivées partielles -r-»
ôz
--J et convenons, comme nous l'avons déjà fait [1005], de représenter par ( ;t- ) > par exemple , la dérivée partielle par rapport
à X d'une fonction u de Xyj-, z, prise en y faisant varier a:, nonseulement en tant que cette variable entre explicitement, mais encore en tant qu'elle entre implicitement par le moyen de z.
En différentiant l'équation (3) par rapport àx, puis par rapport à y, il viendra
du \dxj ' dv \dx)
ô^ di
fdu\ dlffâp\
d'où l'on tire, en éliminant le rapport
du ' dv
ou, en développant,
\dx) \dx)
l'équation
du
di-
du
dv
du
dv
dx du
dx
dz du
dz di-
-hg
dx du
dx dv
dx
dx
dx
dx
dz
le terme multiplié par pq s'évanouissant identiquement. On a donc, pour toutes les surfaces de la même famille, une même relation (5) entre les variables indépendantes x, /, la fonction z et ses deux dérivées partielles p, q. Une telle relation s'appelle une équation aux dérivées partielles. De plus, cette équation est du
FORMATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. l5l
premier ordre, parce qu'il n'y entre que des dérivées partielles du premier ordre, et elle est linéaire, parce que ces dérivées partielles n'y entrent qu'au premier degré et sans être multipliées entre elles.
1020. Réciproquement, l'équation (5), que nous avons déduite comme conséquence de l'équation (a) ou (3), entraîne elle-même cette dernière comme conséquence. En effet , Téquation (5), qui peut toujours se ramener à la forme (4)^ s'écrit aussi sous la forme
W étant la valeur commune des rapports précédents, quelle qu'elle soit. Donc l'équation aux dérivées partielles (5) équivaut à l'établissement entre uei^f d'une relation de la forme
qui devra être vérifiée identiquement si l'on donne à z une valeur qui satisfasse identiquement à l'équation (5). Or, d'après ce que nous avons démontré [778], cette relation exige que les quantités u et ^ soient fonctions l'une de l'autre lorsqu'on y remplace z par sa valeur en Xyj-. Donc il doit exister entre u et i' une relation arbitraire, telle que (2) ou (3), dont rien d'ailleurs ne particularise la forme. Par conséquent, toute fonction z des variables indépendantes x, y qui satisfait identiquement à Téquation (5) doit être déterminée en x et j* par une relation de la forme (2) ou (3), c'est-à-dire par une relation arbitraire entre les fonctions déterminées u, y de x, y y z.
Nous faisons ici abstraction des solutions étrangères ou singulières qui pourraient s'introduire avec des facteurs communs dans le premier membre de l'équation (5). Nous laisserons de côté ce genre de solutions, qui donnerait lieu à des recherches analogues à celles que nous avons faites pour les équations du premier ordre entre deux variables, si ce n'est qu'elles seraient plus compliquées.
On pourrait aussi traiter les questions des deux paragraphes précédents par la considération des déterminants fonctionnels, comme nous allons le voir pour un cas plus étendu .
l52 LIVBB V. — CHAP. II, § 1;
1021. Soit, en général, t une fonction des n variables indépendantes Xyj^ Zj . . ., et supposons que
soient n fonctions données des 72 + 1 variables
Si l'on pose entre les n fonctions u, ^, (v, . . . une relation arbitraire
♦(tt, r, i\\ .. .; = o,
on pourra de cette relation tirer une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre de la fonction t^ équation qui ne contiendra plus la fonction arbitraire 0.
Posons, en effet, pour abréger l'écriture,
dt
dt
^=d"/ "^^-ày
, du f du
En différentiant successivement l'équation (6) par rapport à J", j', Zy . . , , il viendra
L'élimination de — 9 — > • • • entre ces équations donne la relation
du ôv ^
u^ -h pu,
H- qUf V 4-
Or, le déterminant
a -^ pu b -\- pp h'-^qp
ça
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peut se mettre sous la forme
— p-hp a-^poL b-^pP ...
— Ç -+- 7 a'-^-qoL h'-k-qP ...
ety en ajoutant à la deuxième, à la troisième, . . . ligne horizontale les produits de la première ligne horizontale respectivement par — py — ^, . . . , le déterminant se réduit à
oc
D'après cela, le déterminant A ci-dessus deviendra
Donc Téquation A == o devient, en développant,
«'or ''x
équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre de la fonction t.
1022. On peut arriver plus directement à Féquation (7) par la propriété fondamentale des déterminants fonctionnels [316],
Si Ton remet, dans Téquation (6), à la place de t sa valeur en jr.
J'y z, , tirée de cette même équation, cette équation se changera
en une relation identique entre les fonctions u, ^, . . . , exprimées en^yj", .... Donc, après le remplacement de t par sa valeur, ces fonctions u, i^, ... ne sont plus indépendantes entre elles, et, par suite, leur déterminant fonctionnel est identiquement nul. Donc, lorsqu^on met pour t sa valeur enar,j', ... tirée de (6), l'équation (7) ou (8) doit être identiquement vérifiée.
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Réciproquement, si, pour une valeur convenable de t en x, y, . . . , Téquation (8) ou (7) est identiquement vérifiée, c'est que la substitution de cette valeur dans u, sf, ... fait évanouir le déterminant fonctionnel de ces fonctions par rapport kx,yj . . . , et que, par suite, ces fonctions cessent d*étre indépendantes entre elles. Donc, pour cette valeur de £, il doit s'établir une relation identique quelconque entre u, 1^, . . . , de sorte que t est une solution d'une équation obtenue en posant entre u, f^, ... une relation quelconque. Nous venons de voir, d'ailleurs, que l'équation (8) ne dépend nullement de la forme de cette relation, laquelle est, par conséquent, entièrement arbitraire.
Donc les deux relations (6) et (8) sont une conséquence l'une de l'autre, et, partant, elles sont entièrement équivalentes entre elles.
1023. Exemple. — Soit la relation
par laquelle t est défini comme une fonction homogène du degré (x des variables x, jy Zj .... Ici u, p, tv, . . . sont respecti-
vement les expressions --> — > -> •••7 et, par suite, l'équation (7^)
devient
OU, en développant,
lit=px -+- 7J -h rs -h . . . ,
équation qui exprime la propriété générale de la famille des fonctions homogènes, connue sous le nom de théorème d'Euler
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[322] . On voit, par la réciproque du numéro précédent, que cette propriété est nécessaire et suffisante pour caractériser ces fonctions.
1031. Si la relation donnée, au lieu d'une seule fonction arbitraire ^{u)f contenait deux fonctions arbitraires f (u), x(^) ^^ fonctions données u, (» des variables x, j'', z, en sorte qu'elle fût de la forme
F désignant une fonction donnée, en différentiant cette équation une première fois par rapport à x et par rapport à y, on obtiendrait deux équations de plus, en tout trois, et deux quantités de plus à éliminer, ç'(m), z'(^)> ^^ ^^"' quatre. En passant aux dérivées du second ordre, on aurait trois équations de plus et
deux quantités de plus à éliminer, 9''(î*)> x''(^)» ^^^^ ^^ '^^^^ ^^^ équations et six quantités à éliminer, de façon que l'élimination ne pourra se faire que dans des cas particuliers. Il faudra donc généralement aller jusqu'aux dérivées du troisième ordre, ce qui portera à huit le nombre des quantités à éliminer et à dix celui des équations. On pourra donc combiner ces équations de plusieurs manières différentes et en tirer différentes équations aux dérivées partielles du troisième ordre, délivrées des fonctions arbitraires et procédant toutes de la même équation primitive.
Généralement, si l'on a n fonctions arbitraires portant chacune sur une fonction donnée de x, y^ z, en différentiant l'équation jusqu'à ce que l'on arrive aux dérivées de l'ordre m, on aura
quantités à éliminer entre
équations. Pour que l'élimination soit possible, il suffit que l'on ait }> /i, condition qui sera remplie si l'on prend
IW = 271 — I,
Tel est, en général, l'ordre de l'équation aux dérivées partielles résultant de l'élimination des n fonctions arbitraires. Le nombre des quantités à éliminer sera alors a/x', et celui des équations
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aw^-i- n. En combinant celles-ci par groupes de 2«-+ 1, on pourra faire de diverses manières Télimi nation des fonctions arbitraires.
On voit que, pour le cas même le plus simple de deux variables indépendantes, la relation entre l'ordre de l'équation différentielle et le nombre des arbitraires de l'équation primitive est loin d'être aussi simple que dans le cas analogue des équations à une seule variable indépendante.
Si, au lieu d'une fonction arbitraire (f{u) d'une seule fonction donnée u, on avait, dans l'équation primitive entre x,^, z, une fonction arbitraire (f[u,sf) de deux fonctions données, l'élimination de cette fonction entre l'équation primitive et ses dérivées partielles ne pourrait plus se faire, chaque nouvelle différentiation introduisant précisément autant de nouvelles quantités à éliminer que de nouvelles équations.
§ II
DE SURFACES
1025. I. Surfaces cylindriques. — Soient les équations d'une droite
a et b étant des coefficients constants, a et |3 des paramètres variables. Pour qu'une ligne engendre une surface, il faut que sa position ne puisse varier que dans un seul sens déterminé, et par suite que ses équations ne renferment qu'un seul paramètre variable indépendant. Donc, pour que la droite ci-dessus engendre une surface, il faut qu'entre les deux paramètres a, (3 il existe une relation quelconque
Dès lors, les équations de la génératrice d'une surface cylindrique seront
(2) jc^zaz-hay jrz=bz-\-f[K)f
et, en éliminant a entre ces deux équations, on aura, pour l'équation de la surface,
(3) ^ — Az = y(.r — «*)f
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équation générale des surfaces cylindriques parallèles à la droite (4) x=zaz, j-^zbz.
En différentiant Téquatlon (3) par rapport à x et à j-, il vient
I — bq =^ — aq f'[x — «z),
d'où , en éliminant f'{x — as),
1 — bq — aq
ou, en réduisant,
ap -\- bq I ,
équation aux dérivées partielles de toutes les surfaces en question. On aurait pu obtenir directement cette équation en exprimant
que, dans les surfaces cylindriques parallèles à la droite (4)» le
plan tangent est toujours parallèle à cette droite.
Réciproquement, cette propriété du plan tangent, exprimée par
Téquation (6) ou (5), suffit pour définir la surface (3). En effet,
l'équation (5) peut s'écrire
— hp T — bq ^x[x — ^^) ^Y [X — ^^)
I — ap — aq ^x(*^ — "*) dy[x — az)
OU, en désignant par od la valeur commune des deux rapports précédents,
djc[x — ^^) ^= ^dyc[x — (iz)y dj.[jr — bz] = fûdy[x — az],
d'où Ton tire, par addition,
d[jr — bx) =: <tid[x — az].
Donc, d'après ce que nous avons démontré [778], les deux fonctions x — CL^^y — iz doivent dépendre l'une de l'autre, ce qui donne l'équation (3).
1096. On peut encore présenter le même calcul sous la forme
suivante. Soient
abc
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les équations de la génératrice d^un cylindre,
/(«, j3,7)=ro, F(«, p,7)=:-.o
les équations de la courbe directrice sur laquelle s^appuie la génératrice dans son mouvement. En éliminant a, j3, y entre les quatre équations précédentes, ou, ce qui revient au même, en éliminant a entre les deux équations
.r bljfr — a] r(.r — a)"|
on parviendra à une équation entre j' — et z ^> de la forme
(y 3c z x\ bac a]
qui n'est autre chose que Téquation (3).
On peut encore écrire les équations de la directrice sous la forme
et alors les équations de la génératrice deviennent
et rélimination de a, entre ces deux équations donne, comme plus
haut, une relation entre 4 — -et -•
On pourrait encore, au moyen des calculs du n® 1025, résoudre
le problème de faire passer une surface cylindrique parallèle à la
droite (4) par une courbe directrice donnée
/(•«'» Xy -) ~ 0> F(x, X> 2) = O.
Entre ces équations et les équations de la génératrice
éliminons x, y^ z. Nous obtiendrons une relation entre a et P, qui
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fera connaître la fonction (f qu'il faudra substituer dans l'équation (3) de la surface cylindrique.
Pour trouver le cylindre parallèle à une droite donnée (4) ^^ circonscrit à une surface donnée
on cherchera les points de la surface pour lesquels le plan tangent est parallèle à la droite (5), ce qui donne, à cause de
la condition
Cette condition, jointe àTéquation de la surface, déterminera une courbe directrice de la surface cylindrique, et Ton sera ramené alors au cas que nous venons de traiter.
10217. Étant donnée Téquation d'une surface
on propose de reconnaître si cette surface est cylindrique.
Il faut pour cela qu'en tirant de cette équation les valeurs de p et de ^, et les portant dans l'équation (6), qui devient
.8) aF'(x)-hbr{x)^¥'(z]=:o,
on puisse déterminer a et & de telle manière que cette condition ait lieu pour tous les points de la surface. Si cette surface est algébrique, l'équation (8), étant de degré inférieur à (7), ne pourra subsister en tout point de la surface que si elle est identique. En identifiant donc le premier membre de (8) à zéro, puis éliminant a et b entre les équations obtenues, on aura les équations de condition qui devront avoir lieu entre les coefficients de l'équation (7) pour que celle-ci représente un cylindre.
Si l'on suppose, par exemple, que l'équation (7) soit l'équation du second degré
Ajc* -4-A'^* -h A" z^ -^ hB j-z -h^B'za: -\- t.B" xy
-f-2Cx-h 2C'r + 2C"z+D — o,
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en exprimant que la condition (8) a lieu identiquement, on aura
les équations
En écrivant que ces équations sont compatibles trois à trois, on aura les conditions suivantes, dont deux quelconques 'sont des conséquences des deux autres :
zzro, $i=-
Les quantités d, i^f à^y ^z sont les déterminants mineurs du discriminant A de Téquation du second degré, et, par suite, ce discriminant s'annule lui-même. Ces équations sont celles que Ton obtiendrait en écrivant que les expressions des trois coordonnées
du centre de la surface se présentent sous la forme - 1028. II. Surfaces coniques. — Soient
(l) or — a=a(3 — c), y — bz=: ^[z^ c]
les équations de la génératrice, a, &, c étant les coordonnées constantes du sommet, et a, p des paramètres variables. Pour que la génératrice décrive une surface, il faudra [1025] qu'il existe entre a et |3 une relation quelconque
Alors les équations de la génératrice deviendront
En éliminant a entre ces équations, on a Téquation générale des
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surfaces coniques de sommet (a, b^ c),
ce qui exprime une relation homogène quelconque entre x — a, y — by z — c.
En difTérentiant Téquation (4) successivement par rapport à j:
et kj-j et éliminant a>' ( j» on a Téquation aux dérivées partielles des surfaces coniques de sommet (a, b, c),
(5) z-^c = p[x^a]-hq[y-' b)f
équation qui exprime que le plan tangent en un point quelconque de la surface conique passe toujours par le point (a, by c).
Nous verrions y absolument comme dans le cas des surfaces cylindriques, comment on peut déterminer un cône de sommet donné, passant par une courbe directrice donnée, ou circonscrit à une surface donnée.
Pour reconnaître si une équation donnée
(6; Y[,TyXyZ] = 0
représente un cône, transportons d^abord Torigine au sommet inconnu (a, by c), en posant
L'équation (5); qui devient
exprime que z' est une fonction homogène du premier degré de x' et de j^'. Donc le transport de Torigine au point (a, i, c) doit changer la relation F(a:'4-«, j^'+i, 2'4-c) = o en une équation homogène entre x', j\ z'. Il faut donc que Ton puisse, en choisissant convenablement a, by c, faire disparaître tous les termes de Téquation autres que ceux du degré le plus élevé.
Si Téquation est du second degré, elle devient , en désignant par ^i{xyjy z) Tensemble des termes du second degré,
F,!^',^, ^)4-x'F'(a)-f./F(ô)-h2'F(c)-hF(a, ^,c)=o. H. — Cours de Cale, infin,, \\\, 1 1
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Il faut donc, pour que cette surface soit un cône, que Ton ait r{a) = o, r{b)=zo, F(c)=o, F[a,b,c) = o.
Donc d^abord a, &, c sont les coordonnées du centre, et le discriminant i des termes du second degré ne doit pas être nul. Ensuite, par la substitution des valeurs ainsi trouvées de a, &, c, F(a, &, c)
devient égal à j» A étant le discriminant de la fonction F. Donc
les conditions pour que F[x, ^, z) = o représente un cône sont
â dîfiërent de zéro, A = o.
On peut encore présenter le calcul autrement, en se servant de Téquation aux dérivées partielles (5). Si F(j:, j", z) = o est l'équation de la surface conique, Téquation (5) pourra s'écrire sous la forme
En supposant maintenant que F( x, 7^, z) soit un polynôme entier, et désignant par F^ l'ensemble des termes du degré k, cette équation pourra [644] être remplacée par la suivante,
m étant le degré de Téquation F= o. Cette relation, étant de degré inférieur au degré de la surface et devant avoir lieu en chaque point, ne pourra être qu'une identité. Donc la surface sera un cône si l'on peut déterminer a, &, c de manière que le premier membre de l'équation (7) s'évanouisse identiquement. En appliquant cette méthode aux surfaces du second degré, on retrouve les mêmes résultats que ci-dessus.
1029. III. Surfaces conoïdes. — On entend par surface conoïde une surface engendrée par une droite qui se meut en s'appuyant constamment sur une droite fixe {^directrice) et en restant parallèle à un plan fixe [plan directeur). Soient
les équations de la directrice, et
(2) Ix-j- m^ -h nz = o
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celle du plan directeur. Les équations de la génératrice seront de la forme
a et |3 étant soumis à la condition de parallélisme de la génératrice avec le'plan (2),
(4) /«4-/7iP-H/i = o.
En éliminant, au moyen des équations (1) et (2), les trois paramètres variables ^yiOf^y il en reste deux, ^ et oc, indépendants entre eux, et entre lesquels on doit établir, par conséquent, une relation
Or, des équations (3), qui deviennent, par l'élimination de ^ et de riy
X — AÇ-az=«(3~Ç), j — BÇ— 6 = p(« — Ç),
ou, en posante — a — Az = X, y — b — Bz = Y,
on tire, en ayant égard à l'équation (4) et faisant A /h- Bm-hn = k,
X Y /X-+-/nY
Donc
/X -h m Y 4- X*3 l{x — a)'hm(x — l) -h nz
Mais î[, devant être une fonction de a, peut aussi être considéré
comme étant une fonction de ou une fonction de — •
On pourra donc remplacer Téquation (5) par l'équation équivalente
(6) /(.r — a) + /n(7 — 6)4-/iz = xf — j>
qui est l'équation générale des surfaces conoïdes.
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En la différentiant tour à tour par rapport à a: et ky^ on en tirç l-.p=^{^^ [A(r-^)-B(.-.)]p-Y^
d'où l'on obtient, pour l'équation aux dérivées partielles des surfaces conoïdes,
(7) [w(AY— BX)H-/iX]/? — [/(AY — BX) — /iY](7 = /X-t-mT.
1030. On peut encore se représenter la surface conoïde comme engendrée par l'intersection d'un plan parallèle au plan directeur (2),
Ix -f- my -r- nz =: $,
avec un plan passant par la directrice (i),
X — b — B« = >(x — a — Az), ou Y=r^X.
En établissant entre les paramètres X et 0 une liaison 6 = i|/(X), on aura, par l'élimination de ces paramètres, l'équation de la surface
(8) /j7-+-mj4-/ïz=r'}f — J ï
qui n'est autre chose que l'équation (6), dans laquelle on aurait négligé, comme on le peut évidemment, la partie constante — la — mb du premier membre.
L'équation aux dérivées partielles (7) peut s'obtenir directement. La génératrice étant contenue à la fois dans le plan tangent à la surface, «
(a) Ç — 2=ir/?(Ç — x)-+-g(>j — r),
et dans un plan mené par le point (x,^, z) parallèlement au plan directeur,
et cette intersection devant rencontrer la droite (i), il faudra que les quatre équations (i), (a), (b) subsistent en même temps. L'élimination de ^, y), f entre ces équations conduit à l'équation (7).
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1031. Supposons, pour plus de simplicité, que l'on ait pris la directrice (i) pour axe des z^ et le plan directeur (2) pour plan des x^. Alors les quantités A, B, a, b^ /, m seront toutes nulles; les équations de la génératrice pourront se mettre sous la forme
avec la condition
ou, en éliminant f et ^y
En éliminant la fonction arbitraire cp, on a Téquation aux dérivées partielles
(10) px-\- qyz^o^
qui exprime que z doit être une fonction homogène du degré zéro dex et de^.
Géométriquement, Téquation (10) fait voir que Téquation du plan tangent
est vérifiée en posant
c*est-à-dire que ce plan contient une horizontale menée par le point de contact et rencontrant Taxe des z.
Si Ton veut faire passer la surface (9) par une courbe directrice dont les équations soient
/(x, y, z) = o, F(x, jr, z) = o,
éliminons x, j^, z entre ces deux équations et celles de la génératrice, ou, ce qui est la même chose, éliminons x entre les deux
équations
/(^, yx, Ç) = o, F(x, yx, Ç) = o.
On obtiendra ainsi une relation entre y et Ç, qui fera connaître la forme de la fonction <f que Ton devra substituer dans Téquation (9) de la surface.
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1032. Exemples. — i° La directrice est une droite
En éliminant x entre les deux équations
il vient
d'où, en mettant pour y et Ç leurs valeurs ~> z,
X gz-h n ou
équation d'un paraboloïde hyperbolique.
2^ La directrice est une ellipse dont le plan est vertical et qui a pour équations
On a ici ^ == — ) et, par suite, la relation entre 7 et (* sera
ce qui donne, pour Téquation de la surface cherchée,
Cette surface est connue sous le nom de voûte d'arête en toiir
ronde, et l'ellipse directrice porte le nom de cintre.
Si l'on pose
a* X-" ac hk
-=-, ou /• = -, «=-,
la section de la surface par le plan a: = Ar sera un cercle que l'on pourra prendre pour cintre à la place de l'ellipse donnée, et l'équa-
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lion de la surface deviendra alors
3** Prenons pour directrice ThéHce
x=za cos T > r = a sin T • b 0
En faisant^ = y x, z = ^, il vient
7 = tang-;
on a donc, pour Téquation de Thélicoïde gauche,
-=tang-.
1033. IV. Surfaces de ré%foltUion, — Une surface de révolution peut être considérée comme engendrée par un cercle dont le plan se meut parallèlement à lui-même, tandis que le centre se meut sur une droite perpendiculaire à ce plan, et que le rayon varie de manière que la circonférence s'appuie constamment sur une courbe donnée. Le cercle variable s'appelle un parallèle de la surface ; la droite lieu des centres est Vaxe de révolution, et la courbe directrice, lorsqu'elle est située dans un plan passant par Taxe de révolution, prend le nom de courbe méridienne ou de méridien.
Soient
(i) j: = Az-4-a, y =i'Bz-\' b
les équations de l'axe de révolution. Le cercle générateur sera donné par l'intersection d'un plan mobile perpendiculaire à l'axe,
(2) Ax 4- Bj^ -+-3= a,
avec une sphère ayant pour centre un point de l'axe, le point (a, by 0) par exemple, et un rayon variable,
Il doit exister, de plus, entre les deux paramètres a, ^^, une
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relation
de sorte que les équations du cercle générateur seront
En éliminant a entre ces deux équations, on aura, pour Téquation générale des surfaces de révolution autour de l'axe donné (i),
(5) (x — aY -h (^ — ^>)« -f- 3* = y ( Aj: -f- Bj -f- z).
Si l'axe de révolution est pris pour axe des z, alors, A, B, a, b étant nuls, l'équation (5) se réduit à
que l'on peut écrire plus simplement
(6) x"-i-/* = X(z), ou Z=:jf[x^-hjr^).
1034. Si l'on élimine de l'équation (5) la fonction arbitraire <p, on trouvera, en procédant par la méthode générale,
(?) (y — b — 'Bz)p — [x — a — Az)q = 'B[x ^ a) -^ A(x — b).
Cette équation s'obtiendrait directement en écrivant que la normale à la surface ,
Ç — j:-f-/?(Ç — z)i=:0, ïj— 7-f-<7(Ç — z)=o, rencontre constamment l'axe de révolution
ce qui a lieu évidemment pour toute surface de révolution. Et réciproquement, en raisonnant comme au n^ 1020, on verrait que cette propriété peut servir de définition aux surfaces de révolution, qui sont les seules surfaces dans lesquelles la normale rencontre constamment une droite fixe.
Si l'axe de révolution est pris pour axe des z, l'équation (7) se réduit à
(8) py—qx = o, ou ^ = ^-
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1035. Supposons que l'on donne les équations
(9) /(*>/» «) = o» ^[^fJ'^z] = o
de la courbe directrice ou méridienne. Entre les équations (2), (3) et (9) on éliminera Xy y^ z, et Ton aura ainsi la forme de la relation (4) entre a et|3^, qui déterminera Téquation (5) de la surface cherchée.
Si Taxe de révolution est pris pour axe des Zj et que x = f (z) soit Téquation de la courbe méridienne, Téquation de la surface sera
Exemple. — Supposons que Ton ait pris pour directrice la
droite
X •=. mx H- fA, y z=: nx -4- v.
Les équations (2) et (3) donneront
(Am -+- B/iH- 1)* -h Au H- Bv = «,
[mz -f- fjt — «)•-!- (/îz -hv — 6)«-hz' = ;3*,
d'où, en éliminant z,
^ ' \A/ii4-B/H-i/
-7[m(^-a) + /i(v-/>)] Aft + Bv-« _^^ ^,^^^_^^.^p,^
Remplaçant maintenant a et (3^ par les expressions (a) et (3), on a, pour l'équation de la surface cherchée.
équation du second degré qui est celle de l'hyperboloïde gauche de révolution. Si l'axe de révolution est pris pour axe des z, elle
se réduit à
x^ -h y* = [mz -h it)* -\- («zH-v)".
1036. Étant donnée l'équation d'une surface
pour savoir si elle est de révolution, on verra si, pour des valeurs convenables de A, B, a, b, Téquation (7), mise sous la forme
[x — b — Bz) F'{x) _ (x — a — Az) F'( j)
se vérifie identiquement, soit par elle-même, soit en ayant égard à l'équation de la surface.
Si l'on applique cette méthode à l'équation du second degré [1027], on trouve qu'entre les coefficients des termes du second degré on doit avoir, en général, les relations
B'B" _ B'^B _ , BB
1037. Nous allons considérer maintenant des surfaces dont les équations dépendent de deux ou plusieurs fonctions arbitraires, et pour lesquelles l'élimination de ces fonctions conduira à des équations aux dérivées partielles d'ordre supérieur au premier.
V. Surfaces réglées à plan directeur. — On entend par là les surfaces engendrées par le mouvement d'une droite assujettie à rester parallèle à un plan fixe donné.
Soient
(l) X=KZ-h\ X=Z^Z-{-li,
les équations de la génératrice, les coefficients variables a, /3 devant satisfaire à la condition de parallélisme au plan directeur Ax-f-Bj^4-C2 = o,
(2) Aa-4-B|3 + C = o,
relation qui détermine (3 en fonction de a. A cette relation unique entre les quatre paramètres a, (3, X, fx, il faut en joindre deux autres, telles que
pour qu'il reste un seul paramètre indépendant. En faisant donc,
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pour abréger, m = — -y n = — -i les équations de la génératrice deviendront
(4) x = «z-hf[ci)9 X=[m(i-\-n)z -{-xio^)'
Par l'élimination de a entre ces deux équations, on aurait l'équation générale de la surface ; mais cette élimination ne peut se faire tant que Ton n'a pas particularisé l'une au moins des fonctions (f , p^.
1038. Cherchons maintenant à éliminer les fonctions arbitraires çp,;^, de manière à obtenir l'équation générale aux dérivées partielles de cette famille de surfaces. En considérant a comme une fonction implicite des coordonnées, déterminée par l'une des équations (4 ); et dépendante par conséquent de l'une ou l'autre des deux fonctions arbitraires, on a, par la différentiation des équations (4)^
I - a/? = [z -4- î»' (a)] ^, - (ma -h n)p = [mz
— «y = [z -f- f (a)] ^, I — (ma -t- /i)^ nr [mz -H / (a)] —,
d'où l'on tire, par division.
dx I — «/> — [ma ■+■ n)p
do. — «.q I — (ma-+-/j)ç
Ces égalités donnent d'abord
d'où
I — nq m-hno
«= —9 maH-/ï= —y
p -h mq p -4- mq
et, par suite, les égalités (5) peuvent s'écrire sous la forme
dx I — fnp (lîia-hw)y m -h np
^'' ôa. — aq — ay nq — i
Pour éliminer maintenant la fonction arbitraire qui entre encore implicitement par a dans Téquation (6), différentions cette équation par rapport à a: et à ^^ ce qui donne, en désignant, selon l'usage, par r, s, t les dérivées partielles du second ordre de z^
ar 4- (iwa 4- /i)5 = — (/? -h /wy ) -r- >
oLS 4- (ma4-/i)r=— (/^-*- '"7) ^»
d*où Ton tire, par division, en ayant égard aux équations (7), et mettant pour a et ma, -4- n leurs valeurs en p et ^,
(1 — nq]r -\- [m -{- np]s m -\- np
(i — nq)s -{- [m -^ np)t 1 — nq '
OU enfin, en mettant pour m etn leurs valeurs, et réduisant,
Si Ton suppose que Ton ait pris l'axe des z parallèle au plan directeur, on a alors C = o, et l'équation précédente devient une équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre, à coeflicients constants,
(9) B*r— 2AB5-f-A*r=:o.
1039. On peut diriger le calcul autrement, de manière à obtenir l'équation générale de la surface sous forme finie. On considérera la génératrice comme déterminée par l'intersection d'un plan parallèle au plan directeur,
(10) Ax-hBj-'hCz^O^
avec un plan mené par l'origine des coordonnées,
(il) z = 'kX'i- iLjr,
les trois paramètres d, X, fi devant être liés par deux relations, telles que
(12) i = u{e], ii = n(9).
L'élimination de 0, X, fx entre ces quatre équations donne immé-
8URPACE8 REGLEES A PLAT9 DIRECTEUR. IjS
diatement Téqnation de la surface
(i3) z = Xîa(Ax -^ Bx -h Cz) -^j-nfAor -4- Bf-^Cz).
Pour éliminer les fonctions arbitraires, laissons, pour abréger, la lettre 6 au lieu de Ax 4- Bj- -\- Cz. On a
d'où
dx ___ A + C/> __/? — ct(ô) __ A-I-Cct(^)
'W "" B + C^ ~ y — nje) "" B + cn(ôj dx
DiflTérentiant de nouveau cette dernière équation par rapport à X et kj% on a
[B-4-Cn(ô)]r— [A-f-CcT(0)]5
[B -|-Cn(9)]« — [A + CGr(9)]/
= [(B + Cî)rr'(fl) - (A + Cp)n'(fl)] ^^
d'où, d'après les égalités (i4)>
[B-hCn(g)]r^[A-4~Cp(e)]j [BH-Cn(0)]»f — [A-+-CcT(0)Jr
_ ^ _ A-4-C/? _ {B-\-Cq]r—{A-hCp)s ~ "W — B-+-Cy "~ (B-^Cq}s^[A-{-Cp]t ■
En développant, on retrouve ainsi l'équation aux dérivées partielles ( 8 ) .
10 iO. On peut obtenir directement l'équation (8) par des considérations géométriques, en exprimant :
1^ Que si, par un point quelconque de la surface, on mène une génératrice et un plan tangent
la génératrice sera l'intersection du plan tangent avec un plan mené par {Xjyj z) parallèlement au plan directeur
de sorte que (i3) et (i6) sont les équations de la génératrice;
2** Que le point {Xjy, z) de la surface étant un point quelconque de la génératrice considérée, celle-ci ne changera pas si Ton mène le plan tangent (i5) par un point [x -^ dx^ y -h dy, z -{-dz), situé sur cette même génératrice. Donc, si dx^ dj, dz sont tels que les équations (i5) et (i6) soient vérifiées en posant
c'est-à-dire si Ton a
(17) pdx -h qdjr =L dz^
(18) kda:^'Rdy + Cdz=zo,
les équations (i5) et (16) subsisteront pour les mêmes valeurs de 5, yj, ^, lorsqu'on y changera x^y^z enx-h dx, y 4- dy, z •+- dz^ c'est-à-dire qu'elles subsisteront en même temps que leurs différentielles prises par rapport à x^y^ z,p^ q.
La différentielle de (i5) devient, en vertu de (17),
(19) [l — x]dp ^ [ri — y]dq — o-,
la différentielle de (16) est précisément l'équation (18). Or, on tire des équations (i 5) et (16)
et, en vertu de ces proportions, l'équation (19) devient
(B -*- Cq)dp — (A -h Cp]dq = O.
En mettant cette dernière équation et l'équation (18) sous la
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forme
[(B-+-C7)r — (A-f-C^)*]^ 4-[(B-f-C9)f-- [A -^Cp)t]dx =no,
{A-hCp)dx-i- {B-^Cq)djr=o^
dy et éliminant entre celles-ci le rapport —-? on obtient l'équation (8).
1041. On peut encore trouver directement des équations aux dérivées partielles du premier ordre, contenant chacune une fonction arbitraire, et qui seront des intégrales premières par rapport à Téquation du second ordre (8).
En effet, si le plan (i6), parallèle au plan directeur, reste le même, c'est-à-dire si le point de contact {^x^y^ z) se déplace de manière que la quantité Ô = Ax-j- Bj^4- G^ reste constante, l'intersection du plan (i6) avec le plan tangent (i5), représentée par les équations (20), restera constante; au contraire, cette intersection variera avec 0. Donc les trois rapports
Ary — B^ Ay— B/? B + C<7
dont deux quelconques déterminent cette intersection, seront constants ou variables en même temps que d, et, par suite, chacun de ces rapports est une fonction de 6. On a donc les trois équations
=:y(Ax-f-B7 -+-Cs),
Kq — Bp
B-hCq _ Aq — hp'"
x(Ax-f-Bj-hCz),
dont une quelconque est la conséquence des deux autres.
Chacune de ces équations, par l'élimination de la fonction arbitraire, reproduira l'équation (8). Si nous prenons, par exemple, la dernière,
A-^Cp=:{B-i-Cq)^[e),
on en tire, en difTérenliant,
C[r-,^{9)] = {B + Cg)f(e)^,
d'où, en éliminant v[;'(S) par division, et remplaçant ^{0) par
A-^Cp . dO âO , , ., .
- — — -î puis -T-î -r- par leurs valeurs, il vient
(B-4-Cy)r— (A + B/?)j _ A-^-Cp (B + Cy)^— (A4-B/?)r ~~ B-t-Cy'
c'est-à-dire Téquation (8).
1042. VI. Surfaces réglées à droite directrice. — Si Ton représente par
(i) x=i Az -\- ay ^=B3-4-^
les équations de la droite fixe sur laquelle doit constamment s'appuyer la génératrice, celle-ci sera l'intersection d'un plan quelconque passant par la droite (i) avec un plan perpendiculaire au plan des zx. On peut donc représenter cette génératrice par l'ensemble des deux équations
(2) a[,r — Az — a)=zjr — Bz — b, zrrrjSjc-f-y,
auxquelles il faut joindre deux équations de liaison entre les trois paramètres a, |3, y :
En éliminant a, jS, y entre ces quatre équations, on trouve, pour l'équation de la surface,
^^ ^\x — As — a/ ^\x — A.z — a)
Eliminons maintenant les fonctions arbitraires y et ;f. Si on laisse, pour abréger, a au lieu de sa valeur, on a, en difTérentiant,
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d'où l'on tire
(51 LUli^ — ÉfL .
q dot.
Or, en posant, pour abréger, x — A^ — a = X, j — B-s — i = Y, on a
da_ _ —X.B/? — Y(i — Ap) da _ X(i — B^)-hY.A^ dx"" X* ' dy" X* •
d'où, à cause de a = — »
dx (A« — B)p — «
Mettant cette valeur dans l'équation (5), celle-ci devient
;6) p + [« - (Aa - B) y(cc)] q - y(cc) = O.
Différentiant maintenant cette équation par rapport à x et à j,
j. . . .. ^ du. doL ,
on en tire par division, en mettant pour j~ * ^ sa valeur,
[(Aa--B)<7H--i]r — [(A«~B) /?•—«] j __ (A«>-B)/? — a [( Aa — B)</ 4- i]f — [( Aa — B)p — «] f "" ( A« — Bj'^ 4- i '
ou, en posant
( A« - B) ;> — « _ [k{x >- ^) - B (jr — g)]/; — ( ^ - Bg — ^) _ P (Aa — B)çH-i [A(j^— ^) — B(x — a)]5P-+-x — A« — a "" Q
(7) Q*r— tiPQf 4-P«r=:o,
équation aux dérivées partielles de la famille de surfaces considérée.
Si Ton prend la directrice (i) pour axe des z, alors
A = B = tf = ô = o, P =—j^, Q = «îc> et l'équation (7) devient
(8) a:'r+ 2arjf 4-/"r=0.
H. — Cowri de Cale, infinit,, III. 12
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1043. On peut trouver directement l'équation (7) par des considérations géométriques. La génératrice est Tintersection du plan tangent
avec un plan passant par le point {x,j'fZ)el par la droite (i), et ayant par conséquent pour équation
(10) 1 = ir ;»
* ' X — Az — a y — B« — Ix
ou, en posant, pour abréger, x — Az — a = X, j' — Bz — J = Y,
Si Ton passe du point (x,^, z) à un point {x-^-dXyy-^'dj^ z + rfz) situé sur la même génératrice, c'est-à-dire tel que Ton ait, en faisant Ç = a: H- dxj etc.,
(12) dz^=i pdx -\- q djr^
les équations (9) et (10), où l'on aura augmenté x de dx^y de dy^ z de dz^ donneront encore les mêmes valeurs pour ^, yj, ^, les deux nouveaux plans se coupant suivant la même génératrice. Les équations (9) et (10) subsisteront donc en même temps que leurs différentielles par rapport à x^y^ z. En différentiant l'équation (10) et ayant égard à cette équation elle-même, on retrouve l'équation (i3). En différentiant l'équation (9) et ayant égard à (12), il vient
Si l'on élimine ^ — z de (11), au moyen de l'équation (9), il vient
f T - A7>1 (g ~ .r) -^ .Kq[yi - r) _ -^ B/>(g — .r) H- (i - By) [tj — r)
ou y en remplaçant \ — jc, >j — y par les quantités — rfy, dp^ qui
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lenr sont proportionnelles en vertu de (i4)> et adoptant les notations du numéro précédent,
Eliminant de même dz de (i3) au moyen de (12), on trouvera
Développant les valeurs de dp, dq, et éliminant entre ces deux
dx
dy équations le rapport -7-» on retrouve Téquation (7).
1044. £nfin on peut obtenir des équations aux dérivées partielles du premier ordre, avec une fonction arbitraire, qui seront des intégrales premières de l'équation (7).
En effet, les équations de la génératrice (9) et (11) peuvent, en éliminant tour à tour ^ — z et y} — y^ se mettre sous la forme
ou, ce qui revient au même,
^^X+?Y /'X + gY Ç- ô «"^^ Q •^'
Si l'on coupe toujours la surface par le même plan aX — Y = o,
c'est-à-dire si le rapport a = ^ reste constant, la génératrice devra
rester constante, et par suite aussi les coefficients qui la déterminent,
et cette génératrice et ces coefficients varieront seulement avec^a.
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Donc on devra avoir les quatre équations
La première de ces équations peut s*écrire
et Ton voit que ce n^est autre chose que Téquation (6) du n^ 1042. La seconde est équivalente à celle que Ton obtiendrait en éliminant f (0e) entre les équations (4) et (6). Ensuite Téquation (5) peut s'écrire
ce qui donne, en remplaçant le premier membre par sa valeur tirée
' de (6),
et cela montre que la troisième équation est une conséquence de la première. Enfin, à cause dej^ = Y-h B^ -h i = aX -f- Bz -+- i,
on a
jH-— x=:a(j: — Aï — «)4-Bs-l-^ — [oc — (A a — B)y(«)]x
= — (Aa — B)[3 — xy(a)] — aa-4- ^* = — (Aa— B)x(a) — «a-4-^,
ce qui fait voir que la quatrième équation est une conséquence de la deuxième.
Si Ton prend la directrice fixe pour axe des Zj ces équations deviennent
1045. Comme exemple d'une surface appartenant à cette famille, nous citerons le biais passé, engendré par une droite s'appuyant sur deux cercles verticaux, dont les diamètres sont deux droites
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égales et parallèles situées dans le plan horizontal, et sur une droite perpendiculaire à ces deux diamètres et passant par le centre du paraUélogramme dont ces diamètres sont les côtés opposés.
Si Ton choisit cette droite horizontale pour axe des z, les équations de la génératrice seront, en prenant Taxe des x équidistant des deux cercles,
et celles des deux cercles directeurs,
Éliminant Xjj'y z entre les équations (i) et (a), puis entre les équations (i) et (3), on a les deux relations
d'où Ton tire, par soustraction,
Cette équation admet d'abord la solution 7=0, qui donnerait ^ = — « et, par suite. Tune ou Tautre des équations (4) deviendrait
équation d'un cône ayant pour sommet le centre du paraUélogramme et pour sections circulaires les deux cercles donnés. Mais ce cône ne satisferait pas à la condition qu'exige la construction d'une voûte s'appuyant sur les deux demi-cercles supérieurs. Prenant donc l'autre solution de l'équation (5),
on tire de l'équation obtenue par Tadiitlon des équations (4)? la valeur
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Substituant dans la seconde équation (i) les valeurs de ^, y et celle de a = - 9 on a, pour l'équation de la surface cherchée,
1046. VIL Surfaces développables. — On appelle surface désfeloppable une surface engendrée par le mouvement d'une droite dont deux positions consécutives se coupent (ou, plus exactement, ont une distance infiniment petite d'ordre supérieur au second [630]). Le Heu des intersections successives de cette génératrice est une courbe à laquelle toutes les positions de la génératrice sont tangentes, et que l'on nomme Varéte de rebroussement de la surface.
Soient
les équations de cette courbe. Celles de la génératrice seront
DifTérentiant ces deux équations par rapport à x, puis par rapport àj^, il vient, eu égard à ce que — = ^'(y), -j- = x'(7)'
j -i'z'(v) = z''(7)(»-7)J» i-9Z'{7)=x'(7){«-7)^' On tire de là, par division,
L*élimination de y entre ces deux équations conduit à une relation entre p et Çy de la forme
rs étant une fonction dépendante des fonctions arbitraires (f et ;(. En dijflférentiant cette équation (4) par rapport àx et à ^, et
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éliminant Ts'(p)i on a, pour Téquation générale aux dérivées partielles du second ordre, des surfaces développables
1047. Autrement, on peut obtenir directement Féquation aux dérivées partielles du premier ordre (4). En effet, deux génératrices consécutives sont dans un même plan, tangent à la surface le long d'une de ces génératrices. Si donc le point {jc, j-^ z) se déplace le long d'une génératrice, les coefficients de Téquation du plan tangent
K —pi -^-qiQ'hz—'pjC'^qjr,
savoir
P^ q, z — px — qy^
resteront tous les trois constants. Remarquons d'ailleurs que, si dp et dq sont nuls, d(z — px — qj^ est aussi nul, et par suite la constance des deux premiers coefficients entraine celle du troisième. De plus, si q variait, par exemple, sans que p variât, la trace du plan tangent sur le plan des zx se déplacerait parallèlement à elle-même, et par suite, le plan tangent se mouvant parallèlement à une droite fixe, la surface serait un cylindre [1025]. En excluant ce cas, on voit que p et, par suite, z — px — qy doivent varier avec q. Donc deux quelconques de ces quantités sont fonctions delà troisième, ce qui donne d'abord l'équation (4)} puis les deux équations équivalentes
1048. On peut trouver aussi de la même manière l'équation du second ordre (5). Si pet ^ sont constants ensemble pour la valeur
de ~ qui répond à la génératrice, cette valeur devra donner à la fois
dp r=zOf dq =zo^
c'est-à-dire
^r dy
r-hf-J^ = o, 5-»-r-~ = o,
ax ax
d'où Ton tire l'équation (5).
l84 LIVRE V. — GHAP. II, § II.
1049. VIII. Surf Mes réglées. — Les équations de la génératrice d'une surface réglée quelconque sont de la forme
(l) x = OLZ'\rP, ^ = 7^4-^,
les quatre paramètres a, p, y, i étant liés entre eux par trois relations arbitraires, telles que
Pour éliminer ces fonctions arbitraires , différentions les équations (i)par rapport à x et à ^, en faisant, pour abréger,
-£ =i &' etc. Nous aurons ainsi
/ /il \ an , , -, » Ofx.
d'où
dx I — />« — ^7 y
dei — qtt I — qy «
et par suite
Différentiant maintenant cette dernière équation, on a
,a-{-r7+(/i-hg/)^=o, d'où, en divisant, et remplaçant le rapport v- 1 -p par sa valeur — -
roL
îl=—l
sa-{- ty ce
c'est-à-dire
(4) ra*-h îJay-f- /y* = 0.
Différentiant enfin une troisième fois, et désignant, avec Monge,
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par UyiUf Wjif les quatre dérivées partielles du troisième ordre
on trouvera de la même manière Téquation
(5) i£«'-h 3M/a*7 -f- Sway^H- <'7' = o.
Éliminant entre les équations (4) et (5) le rapport -» on a, pour Téquation générale aux dérivées partielles des surfaces réglées.
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DES SURFACES ElfVELOPFES. FORMATION DBS ÉQUATIONS AUX
DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE NON LINÉAIRES
lOSO. L'enveloppe d'une surface
(l) F(ar,^, 3, «)=0,
dont Téquation renferme un paramètre arbitraire oLj s^obtient [1008] en éliminant a entre Téquation (i) et sa dérivée par rapport à a
dF
aa
L*ensemble des équations (i) et (a) représente la courbe d'intersection de deux enveloppées consécutives; cette courbe, qui peut être considérée comme la génératrice de l'enveloppe, porte le nom de caractéristique de l'enveloppe.
Le lieu des intersections successives de la caractéristique, que l'on obtient enjoignant aux équations (i) et (2) la dérivée seconde
da>
se nomme V arête de rebroussement de l'enveloppe.
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1051. Considérons maintenant une équation à deux paramètres arbitraires
^ (4) F(;p,ri2,«.i3) = o.
Si y entre cette équation et ses deux dérivées partielles par rapport à X et ky-j
on élimine les paramètres a et p, on obtiendra une équation aux dérivées partielles du premier ordre, non linéaire en général,
qui représentera une propriété commune à toutes les surfaces de la double série représentée par l'équation (4)*
Par exemple, si Ton donne Téquation générale des sphères de rayon donné R, ayant leur centre dans le plan des xy,
il) (x-cc)«-f-(r-p)*-Hz« = R«,
on a, en différentiant par rapport kx et ky,
d'où, en éliminant a et |3,
équation aux dérivées partielles qui exprime que, dans toutes les sphères (7), la longueur de la normale, comprise entre le point de la surface et le plan des xj^ est constamment égale à R.
1052. Parmi toutes les surfaces qui satisfont à l'équation (4) ^^ par suite aussi à l'équation (6), on peut choisir celles dans lesquelles a et ^ sont liés par une relation arbitraire
Ces surfaces, dont l'équation générale devient
ne contiennent plus qu'un seul paramètre arbitraire a, et auront une
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enveloppe, que Ton obtiendra [1050] en éliminant a entre l'équation (lo) et sa dérivée par rapport à a,
D'après l'équation {ii)ycc devient une fonction des coordonnées, que l'on devra substituer à la constante dans l'équation (lo). Or, si Ton différentie l'équation (4) ou (lo) par rapport à x et à ^, en y considérant a et par suite aussi |3 comme des variables déterminées
par les équations (ii) et (9), les termes en ^ et ^ provenant de
la variation de a disparaîtront en vertu de l'équation (i i), de sorte que les équations dérivées
prendront la même forme que si a et /3 étaient des constantes, comme au n^ 1051 . Donc l'élimination de a et de |3 entre les trois équations F = oet(ia) conduira à la même équation (6) que si a et |3 étaient des paramètres constants.
Donc l'équation aux dérivées partielles (6) convient à l'enveloppe de la catégorie de surfaces déterminée par Téquation (4)1 dans laquelle on assujettit a et ^ à une relation arbitraire (9). Donc Féquation (6) admet pour intégrale non-seulement l'équation (4)y renfermant deux constantes arbitraires, mais encore l'équation résultant de l'élimination de a entre les équations (10) et (11), équation qui dépend delà détermination de la fonction arbitraire f .
1053. On voit que, lorsque l'on connaît l'intégrale (4)} avec deux constantes arbitraires, que l'on nomme V intégrale complète de l'équation (6), il est aisé d'obtenir l'intégrale représentée par l'ensemble des équations (10) et (11), et que l'on appelle V intégrale générale, renfermant une fonction arbitraire qui peut amener une infinité de constantes arbitraires. Il suffit pour cela de considérer l'une des arbitraires ^ comme une fonction de l'autre a, et d'éliminer a entre l'équation ( 4 ) ou ( i o ) et sa dérivée (11) par rapport à a.
L'ensemble des équations (îo) et (11) représente la caractéristique de l'enveloppe déterminée par l'intégrale générale.
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Si, au lieu de Tintégrale complète, on connaissait Tintégrale générale , on pourrait en déduire , réciproquement , Tintégrale complète, et cela sous une infinité de formes différentes. Il suffirait, pour cela, de particulariser d'une manière quelconque la fonction arbitraire f (oc), de façon qu'elle renfermât deux constantes arbitraires, et d'éliminer ensuite a entre les équations (lo) et (ii) ainsi obtenues.
1054. Par exemple, si dans l'équation (7) on pose p = 9(a), l'enveloppe de la sphère mobile dont le centre décrit la courbe ^ = f (a) sera représentée par l'ensemble des équations
d'où l'on éliminerait a. Cette enveloppe porte le nom de surfacecanal. Elle jouit, aussi bien que les sphères enveloppées, de la propriété, exprimée par l'équation aux dérivées partielles (8), que la longueur de la normale est constamment égale à R.
De l'intégrale générale (i3) on tire la solution complète (7) en prenant Gp(a) = |3 et a pour constantes. On en trouvera une autre en posant f (a) = /la -h i^, aet i^ étant des constantes, et éliminant OL entre les équations
X — a -J- (^ — aoL — 6) a = o, ce qui donne l'équation d'un cylindre
qui a également pour enveloppe une surface-canal, et dont l'équation conduit encore, par l'élimination des constantes a et 6, à la même équation aux dérivées partielles (8).
1055. L'équation aux dérivées partielles (6) est encore vérifiée par l'équation que l'on obtient en éliminant les deux constantes a et P entre l'équation (4) et ses dérivées partielles par rapport à ces deux constantes
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES NON LINÉAIRES
qui entraînent Téquatlon (i i). La relation ainsi trouvée ne contient plus ni constante ni fonction arbitraire. Elle représente une surface tangente à la fois à toutes les surfaces représentées tant par rintégrale complète que par l'intégrale générale. On l'appelle la solution singulière de l'équation (6).
Ainsi, si l'on élimine a et ^ entre l'équation (7) et ses deux dérivées partielles par rapport à a et à ^
X — a = o, / — |3 = o, on a l'équation
qui représente deux plans tangents à la fois à toutes les sphères (7), à toutes les surfaces-canaux (iS), à tous les cylindres (i3)^ et qui est la solution singulière de l'équation (8).
1056. Ainsi l'équation aux dérivées partielles du premier ordre non linéaire (6) est susceptible de trois sortes de solutions; elle admet :
i^ Une solution renfermant deux constantes arbitraires et correspondant aux enveloppées individuelles. C'est Vintégrale comr plète.
2® Une solution dépendant d'une fonction arbitraire, solution qui se déduit de l'intégrale complète, en établissant entre les deux constantes arbitraires de celle-ci une relation arbitraire, et éliminant ces constantes entre cette relation arbitraire, l'équation proposée et la dérivée de cette dernière prise par rapport à l'une des constantes, dont l'autre est une fonction. C'est Vintégrale générale, représentant, pour chaque détermination de la relation arbitraire, l'enveloppe de la série de surfaces correspondante, représentée par l'intégrale complète.
3^ Une solution ne renfermant plus ni constante ni fonction arbitraire, et représentant une surface tan^nte à toutes les enveloppées données par l'intégrale complète et à toutes les enveloppes données par l'intégrale générale. C'est la solution singulière, qui se tire de l'intégrale complète en éliminant les deux constantes entre cette intégrale et ses deux dérivées partielles prises par rapport à ces constantes.
1057. Prenons encore comme exemple l'enveloppe des posi-
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lions d*un plan
Les trois paramètres a, p, y doivent être liés par deux relations
En différentiant Téquation (i5) par rapport à a, et ayant égard aux équations (i6), il vient
(17) o=i-4-xy'(a)-f.Jx'(a)-
Si Ton élimine a, P, y entre les équations (i5), (16), (17), on aura Téquation de l'enveloppe, qui est une surface développable. L'ensemble des équations (i5), (16) et (17) représente la caractéristique, qui est une droite, et l'élimination de a entre ces mêmes équations et l'équation
donnera l'équation de l'arête de rebroussement.
Si l'on suppose que la fonction y^[a) dépende de la fonction f (a) suivant une loi donnée, exprimée par la relation
Z(«) =/[?(«)]. ou 7=/(|3), l'équation de l'enveloppée
contiendra deux constantes arbitraires a, P; celle de l'enveloppe dépendra d*une fonction arbitraire (3 = 9(a).
En considérant a et (3 comme des constantes, les deux dérivées partielles de^l'équation (18) sont
d'où l'on tire, par l'élimination de p,
équation aux dérivées partielles à laquelle satisfait le plan mobile. Si l'on considère l'enveloppe, pour laquelle « est variable et |3
EQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES NON LINÉAIRES. I9I
fonction de ol^ alors on a les équations
qui se réduisent è p^=^, q =y(p) en vertu de Téquation (17), et d'où Ton tire encore Téquation (19).
Enfin, si Ton voulait avoir la solution singulière, il faudrait déterminer a et P par les équations (i4)> qui deviennent ici
0=1, 0=X+jr/'(|3),
et dont la première est impossible. On voit donc qu'il n'y a pas, dans le cas actuel, d'enveloppe générale correspondant à une solution singulière.
1058. Plus généralement, supposons que l'on donne une équation, entre la fonction Zj les n variables indépendantes Xi, x%j . . ., Xm, et n paramètres arbitraires «i, a^^ • • • , ât/n
(20) F(3, Xi, . • .,-ï^»t «I, .. -, «rt) = 0.
Entre cette équation et ses n dérivées partielles
pi, ••*jpn désignant les dérivées ^ — » •••> -r — » éliminons les
n paramètres ai , • • . , a,, ; on obtiendra une équation aux dérivées partielles du premier ordre
dont Féquation (ao) sera V intégrale complète.
Au lieu de considérer maintenant ai , . . . , a^i comme des constantes, considérons-les comme des variables liées entr« elles par n — I relations arbitraires, que l'on pourra mettre sous la forme
igS LIVBB V. — CHAP. II, § IIU
Alors, quand on difTérentiera Téquation (30) par rapport à jt/, la variabilité de «i , «..,«11 introduira dans Téquation dérivée le terme
d¥ dat dF dan-^i ^ dF\da^
Si l'on égale à zéro le multiplicateur commun des dérivées -^9 • ••)
^-^ dans toutes les équations dérivées, celles-ci se réduiront aux
équations (211), comme si a^ ..., oe„ étaient des constantes, et Télimination de «i, . • *, an entre les équations (20) et (21) conduira encore à la même équation aux dérivées partielles (22). Donc on aura encore une solution de l'équation aux dérivées partielles (22) en éliminant a^ . . ., oC/t entre les équations
(24) F = 0, ai = ç»t(a;»), ..., «„-i = frt-i(«„), f^j=o,
( ^ — j désignant, pour abréger, la dérivée de F prise par rapport
à «/i, en y faisant varier les quantités «i, . . ., a^.i qui dépendent de ay,. On a ainsi une intégrale générale de l'équation (22), renfermant n — I fonctions arbitraires.
Si, au lieu de tz — i relations arbitraires entre «i, . . ., a,,, on n'en établit que n — 2, celles-ci pourront se mettre sous la forme
1 ?l(*/l-l> ««)» •••» «»-« = ?/»-! («ll-lf ««)•
Alors la variabilité de ^i, . . ., o^n ajoute à l'équation dérivée par rapport à Xi les deux termes
dF da, dF da„«, dF \ da««,
dai da^i da;^«, da;,_i ^««-i/ dx^
/ dF dat dF d«„_, dF \ d«„
\dat da/i ào^n—t àa^ da^ J dxg
En égalant à zéro les deux parenthèses, toutes les équations dérivées se réduiront aux équations (21) et conduiront encore à la même équation (22). Donc Téquation (22) est susceptible d'une seconde intégrale générale, contenant n — 2 fonctions arbitraires.
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et représentée par l'ensemble des équations
F = o, «i = yi(«i»-i» ««)> •••» «rt— !=?»-«( «i»-i» «»)» («51 ■
En continuant ainsi, on verra que l'équation (2a) admet des intégrales générales renfermant n — 3, n — 4i • • •) ^9 1 fonctions arbitraires. Ainsi on aura une solution avec n — k fonctions arbitraires, en éliminant «i, . . ., a^ entre les équations
*l = ?I ( ^n—lH-lf • • • > «»)> • • • » «rt-jfc = fn^k ( «i»-Jt+l» • • • 1 «n) >
On aura une intégrale générale avec une fonction arbitraire en éliminant ai, . . ., a^ entre les équations
(îi6) F = o, «i = ?i(ai, ..., «a), f^j = o, ..., (^j=o.
Enfin, on aura une solution singulière de l'équation (22), ne
renfermant ni constantes ni fonctions arbitraires, en éliminant
«1, . . ., a„ entre l'équation F = o et ses dérivées par rapport aux
n paramètres,
d¥ _ dF _
On voit que toutes ces solutions diverses se déduisent de la seule intégrale complète (20) au moyen de différentiations et d'éliminations, de sorte que la connaissance d'une intégrale complète suffit pour obtenir toutes les solutions dont une équation aux dérivées partielles du premier ordre (22) est susceptible.
§ IV
DE DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES
1059. Soit donnée a priori une équation aux dérivées partielles du premier ordre à deux variables indépendantes, et supposons-la
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résolue par rapport à Fune des dérivées partielles p= t-» y = -r-y par exemple par rapport à q, de sorte qu'on ait
(i) ^=f(^,yi^^p)j
ou, ce qui est la même chose,
(2) dyz—f[x, y, Zyp)dy.
Pourj^=j^o> traçons à volonté, dans le plan représenté par cette équation, une courbe arbitraire
d'où Ton tire, pour la valeur de p correspondante,
En mettant pour z et pour p ces valeurs initiales dans Téquation (2), on aura, pour chaque point de la courbe (3), une valeur de l'accroissement dyZ correspondant à l'accroissement dy àty. Au moyen de cette expression, on pourra construire, dans le plan y z= yQ-\- djy une nouvelle courbe donnée par l'équation
z = y (j^) -h dyZ = yi(.r).
En répétant sur cette nouvelle courbe la construction que nous avons faite sur la première, on obtiendra de même une troisième courbe dans le plan j^ =:j^Q-f- ixdy^ et ainsi de suite indéfiniment. L'ensemble de toutes ces courbes successives aura pour limite une surface dont l'ordonnée sera une fonction de x et de j^, satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles proposée et dépendant d'une fonction arbitraire, de telle sorte qu'on pourra faire passer cette surface par une courbe donnée arbitrairement dans un plan parallèle à celui des zx.
Remarquons que, si l'on considère le plan des zx comme plan horizontal, la construction précédente revient à la détermination successive des lignes de niveau de la surface au moyen de l'une d'entre elles, donnée arbitrairement.
1060. Si l'on donnait une courbe de niveau parallèle au plan des xjy considéré comme horizontal, on ramènerait ce cas au pré-
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cèdent en changeant de variables indépendantes, par exemple en considérant y comme fonction de a: et de ^. Si Ton difierentie sous ce point de vue l'équation
on aura
d'où Ton tire
r dx
dz âz
et Téquation proposée
(l) ¥[xyjr,z,p, <z)=:o
devient
dx I
dz dz^
On rentre alors dans le cas du numéro précédent.
On peut aussi faire la construction sans changement de variable dépendante. Soit donnée arbitrairement une ligne de niveau ayant pour équations
Lorsque ac et j" varieront de manière à satisfaire à l'équation jr = j^(a:), zne devra pas changer de valeur; donc l'expression dzz=zpda: -h (fdy devra s'annuler pour dj- = yl [x) dx , ce qui donne la condition
laquelle, jointe à l'équation donnée (i), déterminera les valeurs de p et de q tout le long de la ligne de niveau.
Pour construire la ligne de niveau infiniment voisine, imaginons qu'en chaque point de la première on mène une normale infiniment
petite^ pour laquelle on aura
Xl^y
Si Ton désigne par y Tangle de la normale à la surface avec l'axe des Zj ou Tangle du plan tangent avec le plan des xy, la longueur du de la portion de normale et l'accroissement dz formeront les c6tés de Tangle droit d'un triangle rectangle, dont Tangle opposé à dz sera y.
On aura donc
dz
dJi = coiy dz := »
En donnant à dz une valeur constante infiniment petite, on construira les extrémités des dfi pour tous les points de la courbe (2), ce qui donnera la projection de la seconde courbe de niveau sur la première et^ partant, la position de cette seconde ligne de niveau dans l'espace. Et ainsi de suite.
1061. On peut encore, au moyen de l'équation aux dérivées partielles
obtenir le développement en série de la fonction z suivant les puissances de l'accroissement de l'une des variables, de jr par exemple.
Soit donnée, en effet, pour^=^oi Isi valeur arbitraire Zo = f (x) de z. On en tire
et par suite
Or l'équation (i) peut, par des différentiations et des éliminations successives, faire connaître toutes les dérivées de z prises par rapport aux deux variables x, jr^ ou par rapport kj seulement, au moyen des dérivées de z prises par rapport à x seulement. On a, en effet,
EQUATIONS A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES. I97
ce qui donne -j-j en fonction de Xfj", z, p, -y- = ^-j* On continuera de la même manière, en remarquant que
D'après cela, si l'on connaît z et par suite p pour^=j^o> on en conclura les valeurs pour j^ = J^o ^^ toutes les quantités
djr* djr*^ djr*^ dx^^
On connaîtra donc tous les termes du développement
^-^fêl^^-^'^-^fê]
Si les valeurs des variables sont telles que la série soit convergente, on aura donc une intégrale générale de l'équation (i), renfermant une foaction arbitraire.
i062. Exemple. — Soil l'équation q =z ap ou
dz dz
dj- dx
et supposons que, pour^=^|> = o, on donne la valeur de Zo = f (x). L'équation proposée fera connaître successivement
d*z d*» " dr ,d*z
dy^ oxdjr dx dx^
<)»/» "~ ** 5P^ "~ * <?j:» "~* dx»' et ainsi de suite, d'où
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On a donc, pour le développement de z,
z=y[x)-haj'{x)^-\-a*<f"{x]-f-+...
On a par conséquent, pour l'intégrale générale sous forme finie de l'équation proposée,
Q^ désignant une fonction arbitraire.
Remarque. — Les méthodes exposées dans les numéros précédents ne fournissent pas la solution singulière de Téquatîon aux dérivées partielles, parce que l'on ne construit qu'une valeur unique de q et que l'on ne peut, par suite, considérer le cas où deux valeurs de ^deviennent égales, ce qui a lieu en chaque point de l'enveloppe.
1063. Considérons maintenant une équation aux dérivées partielles, dans laquelle nous supposerons, pour plus de simplicité, que la dérivée la plus élevée par rapport àj^ ne soit affectée d'aucune différentiation par rapport à x, de sorte que l'équation soit de la forme
dz {J*-* s
Si l'on différentie cette équation par rapport à^, on introduira dans le second membre les quantités
5r"' &xdx^^ '"' dx^ d>r'* '
que l'on remplacera par le second membre de l'équation (i) et par les dérivées partielles de ce second membre, prises une ou plusieurs fois relativement à x, de sorte que, dans la valeur de
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-r-;^» il n'entrera que des quantités difierentiées n — i fois au
plus par rapport ky.
En différentiant de nouveau par rapport ày, on introduira encore des quantités difierentiées n fois par rapport à j^, et on les éliminera comme tout à Theure, en les remplaçant par des quantités difierentiées n — i fois au plus relativement kj et un certain nombre de fois par rapport à x.
De cette manière, on pourra exprimer, à Taide de Téquation (i),
-r— et toutes les dérivées des ordres supérieurs prises relativement kjr seulement, au moyen de Xy dej^, des quantités
, . dz du d'^-U
W h ^» ^,» •••' ^prri
et des dérivées de ces quantités prises par rapport à x.
Supposons maintenant que, pourj^=j^O) on donne les valeurs des quantités ( a) en fonctions arbitraires de x :
(3) f>{x), yi(x), y,(x), ..., ç>„_i{x).
Alors, d'après ce qu'on vient de voir, on connaîtra les valeurs, pour j =^o> de toutes les quantités
exprimées au moyen de Xj des quantités (3) et de leurs dérivées par rapport à x. On connaîtra donc les coeflicients du développe ment de z suivant les puissances de y — y^ :
Zf, ^1 » • • • étant les valeurs de ^, ^> ••• pour j^ =jro; et la
valeur de z ainsi obtenue dépendra des n fonctions arbitraires (3), qui expriment les valeurs, pourj^=^o> de z et de ses n — i premières dérivées par rapport ky^ tout le reste étant complètement déterminé au moyen de l'équation aux dérivées partielles donnée.
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406i. Exemple. — Considérons V équation des cordes inbrantes
dz Eln posant, pour abréger, -^ -=. z^^ on lire de cette équation
d^z ^ d'z a*» , d^z, = ûr — 9 = a* — - •
Si Ton suppose données, pour^ = o, les valeurs z=z^ 2,= z^o en fonction de x, il viendra
Posons maintenant
d'où
?>; = ^^-H~^A*^» X^l^î^-^A^^ir.
Il viendra
+ z{-)-fzV) + 7tzV)-7:£3X-l')+---,
c'est-à-dire
ce qui est l'intégrale générale de l'équation proposée.
1065. Nous allons indiquer comment cette équation a été intégrée pour la première fois par d'Alembert. EUe peut s'écrire
sous la forme
.àz dz
OX o-r
ày dx ^
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et, SOUS cette forme , elle exprime que l'expression
dz ^àz
--- rfj: -+- a' 3- df
est la dîfTérentielIe exacte d'une fonction u de x et de^, de sorte
qu'on a
dz , . àz .
-r- a-c -f- «' -r- OK m du, Ojr ÔJc
On a d'ailleurs
dz , dz . , T-dr-h^-djc = dz, ojr ô.r
d'où l'on conclut, en ajoutant à la première de ces équations le produit de la seconde par a,
relation qui prouve [778] que u-\-az et ^ — f-a^ ne peuvent être que des fonctions de x -j- ay. En changeant a en — a, on voit
semblablement que u — az et -^ a^ ne peuvent être que des
fonctions de x — ay. On a donc
u -h az = ^[x -{- ay)y u — az=zta[x — ûjj^),
d'où Ton tire
ce qui est la même chose que l'intégrale générale trouvée au numéro précédent.
1066. Nous allons indiquer encore quelques exemples d'intégration d'équations aux dérivées partielles par des méthodes particulières.
I. Si l'équation proposée ne contient que les dérivées prises par rapport à une seule des variables indépendantes, on pourra considérer cette équation comme une équation différentielle ordinaire, dans laquelle Fautre variable joue le rôle d'un paramètre constant. Seulement, après l'intégration, on remplacera la constante arbi-
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traire par une fonction arbitraire de la variable qui a joué le rôle de constante.
Ainsi, si Ton donne l'équation
P et Q étant des fonctions de x et dej^, son intégrale sera
?(jr) étant une fonction arbitraire de x et de^. L'équation
qui se rapporte à l'équation de Clairaut [847], aura pour intégrale
Y désignant une fonction arbitraire de^. De l'équation
OÙ X est une fonction donnée de x, on tirera [893]
z = y(.r) cosX^-4-x(-^) sinX^,
9 et p^ désignant deux fonctions arbitraires. IL Soit l'équation * ^
ax"* -f- by^ = o
dxdjr
En multipliant par dx et intégrant par rapport à x, comme si/ était une constante, il vient
— H h bxx'' = f{jr)'
Intégrant maintenant par rapport à y^ considéré comme seule variable, et désignant par x(jr) ^^ fonction arbitraire yy(/)^, il vient
ZH -^ H ^ =:y{x)'{-^lx).
/w-hl n-hi ^^-^ ' ^^ *
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L'équation
dx dy ày
P et Q étant des fonctions de x et de j^, donne d'abord, en prenant ^ pour la fonction inconnue,
On en tire ensuite z en intégrant partiellement par rapport à y et ajoutant à l'intégrale une fonction arbitraire de x>
III. Considérons Téquation des surfaces développables [1046],
q = ts[p].
On en tire
d'où, en intégrant par parties,
z=zpx -f- w(/?)j— /[a: '^yvs'[p]]dp,
ou, ce qui revient au même,
d[z —px — cT[/?)jr] = — [.r -\-yxs'[p)] dp.
Il résulte de là, en vertu du théorème fondamental du n** 778, que les deux quantités z — px — xs[p)y et — x — yx3'[p) doivent être deux fonctions de p^ dont la seconde est la dérivée de la première. On doit donc avoir
Z'-px—xs[p)y=zff[p), -.x — w'[p)yz=iff'[p),
et, par suite, la relation entre x,j, z s'obtient par l'élimination de a. entre les deux équations
2 = ax-+-cr(a)^-f-y(a), o =i x -{- xn' [ol] y -+- /(a),
ce qui s'accorde avec ce que nous avons vu au n** 1057. IV- Soit encore l'équation
Désignons par a> la valeur commune des deux membres. Des équa-
tîons F( x, ^ j = «, F^ [y y (/)=z(ù on tirera et par suite
Si Ton pose maintenant, pour abréger, on aura
d'où
_,^ ^^ fdX dY\ ,
dz=zdX-^dY—{-T h 'T-]d(a.
On conclut de là que z — X — Y et — f-^ — ^Tt) ^^^^ ^®"*
fonctions de co, dont Tune est la dérivée de l'autre. Donc l'intégrale de l'équation proposée est contenue dans l'ensemble des deux équations
_ _ , . ^X dY ,f
2=:X 4- Y -h 9(w), O = -7 h -T hyfw).
DU PREMIER ORDRE
1067. On entend par équation linéaire aux dérivées partielles une équation dans laquelle les dérivées partielles de la fonction inconnue n'entrent qu'au premier degré, sans être multipliées entre elles.
Le problème de l'intégration d'une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre se ramène à celui de l'intégration d'un système d'équations simultanées aux différentielles ordinaires du premier ordre, et réciproquement.
Soit, en effet, un système de n équations différentielles du premier ordre,
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entre les Ti-i- 1 variables tj x^y^ ... et leurs diiTérentîelles. Supposons que Ton ait trouvé les intégrales générales de ce système et qu'on les ait résolues par rapport aux constantes arbitraires qu'elles renferment, en les mettant sous la forme
les fonctions y^ y^a y ... ne contenant plus aucune constante arbitraire. Ces fonctions y^ y*a, ...| qui restent constantes en vertu des équations différentielles (i), s'appellent aussi elles-mêmes les intégrales des équations (i).
Toute fonction àefijf^i •-•^ étant constante en même temps quey^ yf^i . . ., est aussi une intégrale des équations (i).
1068. Remarquons ensuite que les quantités T, X, Y, . . . ne peuvent pas être toutes identiquement nulles, sans quoi il n'y aurait plus d'équations différentielles. De plus, elles ne peuvent pas devenir toutes nulles en vertu des équations (2). En effet, si la fonction T n'est pas identiquement nulle, l'équation T= o est une relation entre les variables qui ne contient aucune constante arbitraire, et qui ne peut subsister en même temps que les équations (a), puisque celles-ci doivent être telles que, pour £ = fo> on puisse donner kx^j, ... telles valeurs que Ton voudra.
1069. Supposons donc que T, par exemple, soit différent de zéro (sauf pour des valeurs particulières de t). En différentiant la première des équations (s)» il vient
^ ' dt dx oy
Mais, l'équation Ci=y*i étant une intégrale des équations (i), l'accroissement de/) doit être nul toutes les fois que dt^ dx, djy ... seront proportionnels à T, X, Y, . . . ., quelle que soit la valeur de la variable indépendante t. On doit donc avoir, quel que soit £,
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Cette relation (4); ne contenant aucune constante arbitraire, ne peut être qu'une identité, sans quoi, par la raison que nous exposions dans le numéro précédent, elle serait incompatible avec les intégrales générales (2).
Donc toute intégrale des équations (i) est une solution de l'équation aux dérivées partielles
• (5) T-r--hX-r I-Y3 1-...==0.
^ ' ot ôx ày
1070. Réciproquement, toute solutiony*=yj de Téquation (5), c'est-à-dire toute fonction /i de ty x^y^ ... qui vérifie identiquement l'équation (5), sera une intégrale des équations (i). En effet.
on a
^/i-tf'^^^ -^ dt àx^ dt dy )
Or, si a:, ^, ... sont des fonctions de t telles que l'on ait, quel que
soit 2,
dlr X f/r Y
dt ~" t' dt t'
on aura, T étant supposé ne pas s'annuler,
*'* 1\ àt ôx ày
expression identiquement nulle, puisqueyi satisfait à la relation (4 )•
Donc on a
4/i=i:o, /, = const.,
lorsqu'on substitue dans yi des valeurs Aex^y, ... en fonction de £ qui satisfont aux équations différentielles (1). Donc yj est une des intégrales de ces équations (i).
Si donc on a 72 solutions distinctes de l'équation (5), c'est-à-dire n solutions telles que la constance de l'une quelconque d'entre elles ne soil pas la conséquence de la constance des autres (ce dont on s'assurera en vérifiant que leur déterminant fonctionnel par rapport kx^y, ... n'est pas nul), on aura les intégrales générales des équations (i) en égalant ces n solutions à des constantes arbitraires.
1071. Une fonction quelconque àef^yf^^ ..., étant une intégrale des équations (i), sera aussi une solution de Téquation (5). C'est ce que Ton peut vérifier directement. Soit, en effet, F une fonction quelconque de/ij/i» On a
ai ■" df, dt "^ dA dt djc dfx dx dj\ dx
Ed multipliant ces équations respectivement par T, X, . . . et
dF faisant la somme, chaque quantité -r^ se trouve multipliée, dans le
second membre, par le résultat de la substitution à^ft kfddtns le
premier membre de ( 5 ), résultat qui est identiquement nul, puisque
Ji est supposé être une solution de cette équation (5). Donc on a
identiquement
^ÔF ^ d¥ ,, dF
T-5-4-X3--i-Y-T--4-...=0, Oi OX OJ
c'est-à-dire que F est une solution de l'équation (5).
1072. Réciproquement, toute solution F de Téquation (5) est une fonction des n solutions distinctes
qui, égalées à des constantes, donnent les intégrales complètes des équations (i). En effet, des n équations qui lient ces fonctions /o/a, . - . aux variables t, x, j, * , . on peut tirer les valeurs des n variables jr,j, . . . en fonction de la (/i-f-i)**™® ^etdey^yi, .. .,//i, et, en substituant ces valeurs dans la solution proposée F, celle-ci prendra la forme
^(^/ij/îi • • •>/»)•
Puisqu'elle satisfait à l'équation (5), on devra avoir identiquement l'égalité
à^ \^f^ dt '^df, de "^"V
\ d/i dx df^dx ' /
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Commeyiy/*a, • .« sont des solutions de (5), cette égalité se réduit à ou simplement) T étant différent de zéro, à
dt
Donc, si la fonction F satisfait à Téquatlon (5), elle ne peut contenir explicitement t après l'élimination de x, j", . . .; elle ne dépend donc que des fonctionsy^yi, . . . yfn-
Donc, ^if\yf2j'*»'ifn sont les ra intégrales du système (i), la solution la plus générale de Téquation ( 5 ) sera
f étant une fonction arbitraire. Ainsi, étant donnée une équation aux dérivées partielles du premier ordre (5), linéaire par rapport aux dérivées partielles, et ne contenant ni la fonctionyelle-méme explicitement ni aucun terme indépendant des dérivées partielles, on aura son intégrale générale, en prenant pour y une fonction arbitraire des n intégrales du système (i) d'équations simultanées aux différentielles ordinaires.
1073. Soit maintenant une équation linéaire par i-apport aux dérivées partielles de la fonction inconnue t, mais contenant un terme indépendant de ces dérivées, et dans laquelle la fonction t entre explicitement d'une manière quelconque,
chacune des quantités T, X, Y, . . • étant une fonction det,x,y,..,. Si Ton représente pary(î,x,j^, . . .) une solution de réquation(5), la valeur de t en x, j^, . . . , déterminée par Téquation
que Ton obtient en égalant cette solution à zéro, sera une solution
de Téquation (7). En effet, on tîre de Téquation (8)
dt d-r-
dx df '
dt ôy dy df
dt
dt
d^oii, en substituant dans réquation(7) et remarquant que -^ ne doit pas être nul,
dt
équation qui est identiquement vérifiée, puisque^* est une solution de l'équation (5). Donc la valeur de ty tirée de Téquation (8) que Ton obtient en égalant à zéro une solution quelconque de Téqua* lion (5), satisfait identiquement à Téquation (7).
Un raisonnement tout semblable au précédent montrerait que, si, au lieu de tirer t de Téquation (8), on le tirait de l'équation plus générale
(11) /(^-^jr* ...) = «»
où a est une constante arbitraire, la valeur de t déduite de cette nouvelle équation satisferait identiquement à Téquation (7). En effet, les calculs précédents ne seraient changés en rien, la constante a disparaissant dans la différentiation.
1074. Réciproquement, si la valeur de t tirée d*une relation de la forme
(il) /;^•^,J»•• .; =
se
satisfait à l'équation aux dérivées partielles (7) quelle que soit la constante a, le premier membre de l'équation (i i) sera une solution de l'équation (5).
En effet, si l'on tire de l'équation (11) les valeurs (9) de
T' Â~^ ' "' ®^ qu'on les substitue dans l'équation (7), on devra
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avoir Tégalité (lo), d*où l'on conclut
^ ' di dx dj-
relation qui doit avoir lieu identiquement, quels que soient .r,^, ... y du moins si l'on y remplace t par sa valeur tirée de (i i), et quelle que soit la valeur de la constante a.
Mais, comme Téquation (ii) contient cette constante a, on pourra attribuer aux variables t, x^y, ... un système de valeurs quelconques to,Xoyj^o7 • • •> et il suiïira pour cela de déterminer la valeur de la constante a par la condition
L'équation (12), qui ne contient pas la constante a, devra donc pouvoir être vérifiée quelles que soient les valeurs attribuées aux quantités t, x,y, ....
D'après cela, considérons une solution non singulière de l'équation (7), contenant au moins une constante arbitraire a,
/=ct(u7,7, . . .,a).
En résolvant cette équation par rapport à a, on aura une relation de la forme
et la fonction f ainsi déterminée sera une solution de Téquation homogène aux dérivées partielles (5).
Donc toute solution de Téquation (7) contenant au moins une constante arbitraire s'obtient en égalant à une constante arbitraire une solution de l'équation (5).
1075. On voit donc que l'intégration de l'équation (7) entre la fonction t et les n variables indépendantes Xyj'f . . . , linéaire par rapport aux dérivées partielles de t, mais contenant t explicitement d'une manière quelconque dans ses coefficients et ayant un terme indépendant des dérivées partielles, peut se ramener à l'intégration de l'équation linéaire
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d'une forme moins générale , où Pinconnue f dépend d'une variable indépendante de plus, mais où cette fonction j n'entre que par ses dérivées parti elles , et qui ne contient pas de terme indépendant de ces dérivées partielles.
Ayant trouvé Fintégrçde générale
de Féquation (12), on en conclura que l'intégrale générale de l'équation
est donnée par l'équation
On l'obtiendra donc en cherchant les intégralesyi,yi, . . . ,/„ du système des équations (i) et en établissant entre ces intégrales une relation arbitraire.
4076. On voit, d'après cela, que, si l'on considère : 1^ Les 71 équations simultanées aux diflerentielles ordinaires du premier ordre
dt dx dy
entre les n-h i variables t^x^y^ ... ;
a® L'équation différentielle unique du ti**"' ordre entre deux variables, que l'on déduirait du système (i) par des différentiations et des éliminations [935], et dont l'intégration équivaudrait à celle des équations (i);
3^ L'équation aux dérivées partielles du premier ordre, linéaire par rapport aux dérivées partielles et où la fonction inconnue n'entre pas explicitement, le nombre des variables indépendantes étant 71 -4- I et l'équation ne contenant pas de terme indépendant des dérivées partielles,
^ ' dt dx dy
4*^ L'équation linéaire par rapport aux dérivées partielles, ayant
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un terme indépendant de ces dérivées et n variables indépendantes seulement, et où la fonction inconnue entre explicitement d'une manière quelconque^
La résolution de ces quatre problèmes dépend de la recherche des mêmes fonctions indépendantes y^/i, • - • , fn^ qui sont des intégrsiles des équations (i) ou des solutions de Téquation (5), ou qui, égalées à zéro ou à une constante arbitraire, fournissent chacune une solution de Téquation (7).
1077. Appliquons ces règles à quelques exemples, entre autres aux équations aux dérivées partielles de quelques familles de surfaces.
II. Etant donnée l'équation des surfaces coniques
on est conduit à intégrer les équations
dx dr dz
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ce qui donne les intégrales
X — a jr — b
On en conclut, pour Téquation finie des surfaces coniques,
III. Considérons Téquation aux dérivées partielles des surfaces de révolution autour de Taxe des 2 [1034],
En intégrant les équations différentielles
xdx=z — ydy=^ — 9
on aura les intégrales
d'où l'on tire, pour Téquation finie de ces surfaces,
IV. Si nous prenons l'équation aux dérivées partielles des surfaces de révolution autour d'une droite quelconque,
[y — b — Bz)/? — (j: — û — A«)<7 = B(.r — a) — A(^— ^),
nous aurons à intégrer le système
dx dy dz
y — h — Bz — [x — a] -^ Kz B{a: — a] — A(j — b]
kdx'\-^dY [x ^ a)dx -\' [y — b)dY
^ k[y — b)-^Y^[x — a)^ [_B(a: — a) -hA(^— 6)]z'
d'où l'on tire
Kdx -h ^dy -h dz = 0j (x — a)dx-h [y — b)dy -h zdz = o,
et par suite
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Donc réquation finie de ces surfaces est
V. L'équation aux dérivées partielles des conoïdes qui ont Taxe des z pour directrice et le plan des xy pour plan directeur est
ce qui conduit aux équations différentielles
dx dy dz
dont les intégrales sont
— — Cl, z — Cl,
eif par suite, Téquation finie de ces surfaces sera
VI. Prenons Téquation qui exprime le théorème d'Euler sur les fonctions homogènes [322] :
de dt dt
X ^ — \-Y -z — h z -r- -f- . . . = mt. ox ox oz
On aura à intégrer les équations différentielles
dx df dz dt
x X z ' ' mt
d'où Ton lire les intégrales
on a donc, pour la valeur générale de la fonction f,
Donc le théorème d'Euler suffit pour 'caractériser les fonctions homogènes.
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VII. Étant donnée une équation différentielle d'ordre n
éU^x „/ dx cf«-*x\
on peut la remplacer par les n équations différentielles simultanées
, . ^ d,t dx' /^.r(»-*)
Or ce sont là les équations dont l'intégration conduit à celle de Tune ou l'autre des équations aux dérivées partielles
[ dx(«-») ,d.r(«-») ^dxf»-*)
\ (^/ dx dx'
L'intégration de l'un quelconque des systèmes (i), (2), (3), (4) fera connaître immédiatement les intégrales des trois autres.
1078. Lorsqu'on a intégré une équation linéaire homogène aux dérivées partielles de la forme de l'équation (5) [1049],
(il T^-4-X^+Y^-^ -o
T, Xy Y, . . . étant des fonctions des seules variables indépendantes tj x,y^ . . ., on peut, par une simple quadrature, obtenir l'intégrale de l'équation à second membre
, ^ ^dF ^d¥ ^dF
^ ' dt dx dx
V étant une nouvelle fonction de tjX,yj ....
Soient, en effet, fiyf^, "-y fa 'es n solutions particulières distinctes dont la valeur générale dey*est une fonction arbitraire [1072]. Nous avons vu [1072] que, si l'on exprime une fonction quelconque F de î, x, j^, ... au moyen de t et des n variables fi ,
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yi^ • • • j /«> le premier membre de Téquation (2) se réduit à
en entourant de parenthèses la dérivée par rapport à ^ de la fonction F lorsque celle-ci est exprimée au moyen de ï,yi, . . -^fn^ Donc Téquation (2) se réduira à
d'où Ton tire
cp désignant une fonction arbitraire, et l'intégration se faisant partiellement par rapport à f , dans la supposition où Ton a exprimé
— en fonction de /,y, , . . . ,yî|.
On peut mettre cette intégrale partielle sous une autre forme. Si
Ton suppose
rp ==^ f ( ^yi » • • ■ » y/i ) >
on pourra écrire
(4) f^dlz=f'{{Oj„...,/„]dB,
to étant une quantité quelconque indépendante de t et pouvant dépendre defty ...,/„', à Faide de cette notation on pourra, si Ton veut, remettre dans ((9y/i, . . .,yj,), à la place de^i, . . .,fn, leurs valeurs en /, x, j^, ....
On voit que l'intégrale (3) de l'équation (2) se compose d'une intégrale particulière (4) de cette équation, plus de l'intégrale générale <p(/*o . . » yfn) de l'équation sans second membre (i), ce qui est analogue à ce que nous avons vu pour les équations linéaires à une seule variable indépendante [901].
Exemple. — Considérons le reste de la série de Taylor,
En différentiant cette expression successivement par rapport à x tikhf il vient
dx dh 1 . 2 . . . [ /i — I ) ^
Pour intégrer cette équation, on intégrera d'abord l'équation sans second membre
djr. dit
qui donne [1062]y=<ç(y,),yi représentant la solution particulière
/, = jr -f- h.
Si Ton introduit y*i comme variable au lieu de hy il vient
\dx) i.2...(/i — i)^ ^ ^'
d'où, en intégrant et désignant par x^ une fonction de la quantité /{ considérée comme constante, on tire, à la fonction arbitraire près,
^' = -T:^.-(^^irT)ij/.— )''-^"'H
^)dx.
En mettant, dans le second membre, \ au lieu de x, puis remplaçant y*| par x-\-h, il viendra
Si Ton pose
d'où, pour ^=zXo9 t=x-hh — Xo=^f\ — x© et, pour Ç = x, t=:hy on pourra, pour plus de simplicité, prendre Xo =fiy et la valeur de F deviendra, en rétablissant la fonction arbitraire dey*i,
I.a...{/I— l)JO
Or la fonction F doit, par définition, s'annuler avec A, quel que soit X. On a donc <p(x) = o, et par suite cp(j:4-/*) = o, ce qui donne la forme connue du reste F [360].
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§ VI
llfTéGRATIOH DES ÉQUATIONS BOB LIBÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE DABS LE CAS DE DEUX VARIABLES
IBDÉPEBDABTBS.
i079. Soit donnée une équation non linéaire aux dérivées partielles du premier ordre
p et q représentant les dérivées partielles -r-» — • Il s'agit de
trouver une fonction z de x et dey, telle que sa valeur et celles de ses deux dérivées partielles satisfassent identiquement à l'équation (i).
Nous avons vu [1053, 1055] que Ton peut déterminer la solution la plus générale de l'équation (i), et même la solution singulière, dès que l'on connaît Vintégrale complète, c'est-à-dire une fonction z de X el dey renfermant deux constantes arbitraires et satisfaisant à l'équation (i) quelles que soient ces constantes. Or, si l'on connaissait les fonctions p tlq exprimées au moyen de j:, y^ z et d'une constante arbitraire a, la condition
(a) dz=pdx'{-qdjr,
qui exprime que p et ç sont égales aux dérivées partielles de z par rapport à x et à^, donnerait, par son intégration, la valeur de z en fonction de x, y, a et d'une nouvelle constante arbitraire |3.
Or les valeurs de p et de q sont assujetties seulement aux deux conditions suivantes : i® de satisfaire identiquement à l'équation (i); a^ de rendre intégrable [1011] l'éqaation aux différentielles totales (a).
1080. Soit
(3) ct(*, J, z,/?, q) = (i
la relation inconnue entre x, jr, z, /;, q qui, jointe à l'équation (i), doit déterminer pour p et q des valeurs en x^y, z, a qui rendent intégrable l'équation (2). En difTérentiant les équations (i) et (3)
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par rapport à x et à j^, et posant, pour abréger,
il vient
fdF\ _dF dFdz_ \dxj dx dz dx
fdV\ dF (dp\ dF fdq\ _ f^l] àF (dp\ dF {dq\ _
\dx) "" dp \dx) "^ dq \dx) ^ ^' [dfj "^ dp \dx) "^ dq \dP) - ""'
)dts /dp\ du/dqX /^^\ àa /dp\ àj3fdq\_
dx
En éliminant (-^) entre les deux équations de gauche, et (^^j
entre les deux équations de droite, il vient ^
ôa /aF\ _ âF /dmX _^(àFdu_dF dm\ /dqX _ dp \dxj dp \dx ) \dq dp dp dq ) \dxj ~" '
àq\djr) dq\djr) \àq dp dp dq ) \djr ) "^ ^
Dans ces deux équations, le multiplicateur commun de f ^ ] et
de 1 ^ ] est le déterminant fonctionnel des équations (i) et (3).
il ne saurait donc être nul [316], si, comme on doit le supposer, ces équations sont résolubles par rapport kp eikq. Or la condition d'intégrabilité de Téquation (a) est
Pour qu'elle soit remplie, il faut et il sufBt, en vertu des deux équations précédentes, que la fonction xs satisfasse à la condition
d^ fdF\ _ dF (àu\ dm /dF\ _ dF /d^\ _ dp \dx) dp \dx) "^ dq \dj') dq \dx) "'"'
ou, en développant les dérivées entourées de parenthèses,
^^' dp dx "^ dq dx'^y'dp'^^ dq) dz \dx) dp \dx) dq"""'
équation linéaire aux dérivées partielles de la forme générale que nous avons considérée aux n*** 1069-1072. En prenant une solution
particulière quelconque u^ de cette équation et TégalÀnt à une constante a, les valeurs de ^ et de ^ tirées des équations
F = o, dj = a
rendront Téquation ( 2 ) intégrable.
Pour avoir une solution particulière de Téquation (4), il suffira de déterminer une quelconque des intégrales du système d'équations aux. difTérentielles ordinaires
, ^ flr dr* dz dp dq
dp dq dp dq ôjc '^ dz djr dz
1081. Exemples, — I. Soit Téquation
z:=zpq.
Les équations (5) deviennent, dans ce cas,
€lr dy dz dp dq
q '^ p ~' ^pq~' P ~' q
En égalant le premier et le dernier de ces rapports, il vient
dr zr: dq^ d'oÙ ^ zzr x -+- a,
et par suite, en vertu de l'équation proposée,
L'équation (2) devient alors
dz z=. r/x -4- f x -|- « ) dr.
X ->r OL
= (x-ha)Y.
Substituant maintenant cette valeur après avoir fait doc = o, il
vient
[x-\-oL)dY = [x^QL)dXy d'où Y=7 + ]3.
Donc on a, pour la solution complète de Téquation proposée,
Pour avoir la solution générale, on éliminera a entre les deux équations
z= (.r-+- oi][jr-\- y (a)], o = (jr -f- «) f(a) -i-r -*- ?>(«).
Enfin, la solution singulière sera ^ z = o.
On pourrait employer une autre intégrale quelconque du système d'équations différentielles, par exemple, la solution tirée de Téquation
dp tiq ' ^ t
— = -^j savoir - = fl',
d'où
srz
zz=^a}p^y p-=i — 9 qzziasjz^
et, en intégrant,
autre forme de la solution complète.
III. Soit proposée réquation
Les équations (5) deviennent
dx djr dz dp dq
ipy'~ ^qy^z'" 'i[p'-\-q')y — qz ~^pq'~~ --/>»'
Le dénominateur de dz étant égal kqz en vertu de Téquation proposée, on pourrait remplacer les dernières équations par
dz dp dq
qz pq — ;?»
L'égalité des deux derniers rapports donne
pdp -\- qdq = Of d'où p* -h q* = a*,
dz=z -i/z*— aV'.c^-4- —dr, z z
En faisant dx = o, il vient
zdz= a V dx, d'où z* = a'^' -f- X.
Substituant cette valeur dans Téquation zd^z = a Jz^ — a^y^.dx, il vient
^rfX = av'X.éfj', d'où v^ = ax-4-p,
et, par suite, la solution complète de l'équation proposée est IV. Prenons encore l'équation
Les équations (5) seront ici
^ _ <r dz dp_dq
7'-Hi 2/>7H-Ô2"~3/?î*+/?H- [b — z)q~'pq~'~f^
De réquation
dx dq
on tire
ce qui donne
d'où
(s — b) dx
dzz= ^ ' -f-
j: -h a ai/ I 1 -f-i
«,,.,. - . 0? -h a ^ //jr-f-a\* i
Multipliant cette équation par '" V ( 1 -h i = -
il vient
le premier membre étant une différentielle exacte, on en tire, eu intégrant, la solution complète de l'équation proposée
On peut trouver une autre forme de la solution complète en partant de l'équation — = -1^ qui donne
q^otp,
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d'où
dzz=: r-f -^f/jr\ y'a(s— A) — I,
équation où les variables sont séparables et qui donne, par Tintégration,
IX y'a ( 3 — ù] — I = j: -f- «j^ -f- |3.
VII
des équations linéaires aux dérivées partielles
. d'ordre quelconque.
1082. Considérons une équation linéaire par rapport aux dérivées partielles de la fonction inconnue z, de la forme
P, Q, ... étant des fonctions des seules variables indépendantes Xjjf que nous supposerons, pour plus de simplicité, au nombre de deux. Une telle équation jouit de propriétés analogues à celles d'une équation linéaire à une seule variable indépendante sans second membre [877]. Ainsi :
1** Si une certaine valeur z = Zi satisfait à cette équation, la même valeur multipliée par une constante quelconque satisfera encore à la même équation ;
9.^ Si Ton connaît des solutions, en nombre quelconque, z^ Zon . . • de l'équation (i), leur somme ^< -i- ^2 +• • • sera encore une solution de cette équation;
3** Par conséquent, en faisant la somme de ces. mêmes solutions, multipliées respectivement par des constantes quelconques, l'expression obtenue CtZi -h 02^2 + » • • sera encore une solution.
Si donc on peut découvrir une infinité de solutions de l'équation (i), en faisant la somme de leurs produits par des constantes arbitraires, la limite de cette somme sera une solution plus générale, qui se présentera sous la forme soit de la somme d'une série infinie, soit d'une intégrale définie.
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1083. Considérons le cas le plus simple, celui d'une équation linéaire à coefBcients P, Q, . . . constants. Nous avons vu [889] que, dans le cas analogue relatif à une seule variable indépendante, une équation linéaire à coefficients constants est vérifiée par une valeur de la forme eT^^ r étant une constante convenablement déterminée. Les choses se passent d'une manière analogue dans les équations à plusieurs variables indépendantes.
Dans le cas d'une équation linéaire aux différentielles ordinaires d'ordre m, r est une racine d'une équation algébrique de degré m, et , en ajoutant les solutions e''»^, e^«^, . . . , correspondantes aux 172 racines (inégales) de cette équation, ces solutions étant multipliées chacune par une constante arbitraire, on aura l'intégrale générale de l'équation différentielle [891].
Nous suivrons ici une marche analogue^ et nous poserons, dans le cas de deux variables indépendantes,
r et S étant deux constantes indéterminées. En substituant cette valeur dans l'équation (i ), Texponentielle disparaîtra comme facteur commun y et il restera une équation algébrique entre r et s,
(a) Pr^4-. . .-f-Qr»5''-f-. . . = o,
d'un certain degré v par rapport à 5, et d'où l'on tirera, pour s^ V valeurs en fonction de r, de la forme
[3) *i=/i(r), f,=/,(r), .... s,=if,[r].
Chacune de ces valeurs donnera lieu à une intégrale particulière, telle que
(4) 2 = Ce'-'+/('-)y,
C étant une constante arbitraire et /* une quantité entièrement indéterminée.
Pour une même déterminationy(r) de s, on peut prendre arbitrairement C et r, et, en faisant la somme des valeurs de z correspondantes à divers systèmes de valeurs de ces quantités, on aura une solution de Téquation proposée. Pour arriver à la solution la plus générale, il y a deux moyens principaux de généralisation.
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1084. I. On donne à r une suite de valeurs, en nombre infini, en assujettissant r à certaines conditions dépendant de la nature particulière du problème qui a donné naissance à Féquation proposée. Par exemple, on prendra pour r des valeurs en progression arithmétique, ou, ce qui revient au même, des valeurs égales aux diverses racines d'une équation transcendante, telle que
sîn (à j\ =0,
ou, plus généralement, on prendra pour r les diverses racines d'une équation transcendante plus compliquée, telle que l'équation
laDg/ir= kr.
On obtient ainsi pour z une valeur, développée en série infinie, dont les coefficients C seront encore arbitraires, les propriétés de celte série dépendant de l'équation dont les valeurs de r sont les racines De plus, en disposant convenablement des coefficients C, on pourrra faire en sorte que, pour x=^Xq, par exemple, z devienne égale à une fonction dey donnée arbitrairement.
Chacune des valeurs (3) de 5 en fonction de r donne lieu à un développement analogue, de sorte que la valeur de z, formée par la somme de ces v développements, renfermera v fonctions arbitraires.
1085. Prenons pour exemple l'équation
dz .d*z
que l'on rencontre dans la théorie de la chaleur, et supposons que la fonction z soit assujettie à certaines conditions aux limites,
savoir, que l'on ait:
(i®) pourj:=:o, z = o;
(2») pourx = ^, _^./|_=:o; (3**) pour/=:o, z-=i¥[x).
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Si nous posons ( * = ^ — i )
il viendra, en substituant dans l'équation proposée,
et par suite
OU, en ajoutant deux déterminations convenables de cette solution,
z = e~^*''*^[A.siarx H- Bcosrx}.
La condition (i^) fait voir que la constante B doit être nulle, ce qui réduit la valeur de z à
z=:€r^*''*^Xsinra:.
En mettant cette valeur dans la condition (2^),
elle donnera
br-h yi — 7 ) sin ôr = o,
br tang^r
Cette relation fera connaître les valeurs de br qui conviennent à l'équation, valeurs qui sont données par les intersections de la
droite j^= tt avec la courbe j^ = tangx. Soient r<, r2, ... les
valeurs de r, en nombre infini, que l'on obtient par la résolution de cette équation transcendante. En ajoutant les valeurs correspondantes de z, multipliées par des constantes arbitraires, on aura la valeur plus générale de z :
z = Ae~"*''î^8inrj j: -h A,e-**'*î^sînr,a? -h . . ..
On voit, par une discussion facile, que les racines r^ , r2, • • ., r„y ... finissent, pour des indices n suffisamment grands, par
rcos
ou enfin
= 1 — bh.
croître par intervalles sensiblement égaux à ~» de sorte que chaque
terme contient, de plus que le précédent, un facteur à peu près égal à
lequel tend vers zéro pour r croissant. Donc, pour y positif, le développement est convergent, toutes les fois que les coeflicients A«, A2, ... ne croissent pas indéfiniment.
Pour satisfaire maintenant à la troisième condition aux limites, il faut déterminer les coeflicients A4, A2, ... de manière que Ton ait, quel que soitx,
F(j:) = A| sinr,j?H- a, sinr,j:
Pour obtenir la valeur d*un quelconque des coeflicients A, du premier par exemple, multiplions l'égalité précédente par sinrixdx, et intégrons les deux membres entre les limites zéro et b ; il viendra, pour un terme quelconque correspondant à deux indices inégaux,
J'sinrixsinr^xdxzrz -J'[cos[r^ — ri]x — cos(r, 4- ri)a:'\dx
I sin(r, — r, )j: i sin(r, -f- r,)a:
2 r, — rj 2 r, -f-rj
— ^ ^t ' . l^t[siD(^î-^i)'^-siD(r,-f-rt)xJ 2 » j /j
-+• ri[sin(rj — r, )j:-hsin(r, -H''i)j^]j -hC = — r ( — r, sinr^or cosr^j: -h risinr^j^cosri jt) -4- C,
et par suite, en prenant pour limites zéro et &,
* . . — r, sin&ri cos^r, -f- r| sînbr^ cos^r,
sin ri X sin r^xdxz=i
Or de l'équation
tang^rj tang^r,
à laquelle doivent satisfaire les racines r^ et r^^ on tire
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d'où il s'ensuit que l'inlégrale précédente est nulle, quelle que soit la racine r2f différente de r^.
On a, d'autre part,
I siïir riXiix = - j (i — cos^rix]ax= -z •
On en conclut
. sin 2 6ri 2r,
j F[x)smrixdx,
On déterminera de la même façon les autres coefïicients A2, Asf .... De cette manière , on aura le développement en série convergente d'une fonction satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles et à toutes les conditions initiales.
1086. On peut, dans certains cas, obtenir par cette méthode la solution générale de l'équation (i) sous forme finie. Supposons que la fonction y*(r) soit linéaire par rapport à r, de sorte qu'on ait
s=zar-^ b,
ce qui a lieu en particulier lorsque l'équation entre r et 5 est homogène, et qu'on en tire par conséquent des valeurs constantes pour
le rapport - • Il vient alors
Le facteur e^y restant le même, quels que soient G et r, on aura, en faisant la somme d'un nombre quelconque de solutions particulières,
3 = <?*r (Cl e'-.C^-Hir) + c^e''* C-^y) 4- . . . ) •
Si Ton fait pour un instant &^^y = u, on verra que la série entre parenthèses, qui est de la forme G| u^^- C2U''>+* • • , a des coefficients et des exposants arbitraires, et peut représenter, par conséquent, une fonction arbitraire de u ou de a: + ajr. Donc cette solution peut se représenter par
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9 désignant une fonction arbitraire. On aura autant de solutions de cette forme, différentes entre elles, que Ton pourra trouver, ponr 5, de valeurs différentes de la forme ar + b. En ajoutant toutes ces solutions, on obtiendra une solution plus générale.
1087. Soit donnée, par exemple, l'équation du second ordre à coefBcients constants
Rr4-aSj-+-Tr = o, ou R ^-^ -h 2 S ^-^- 4- T -r-; = o.
ox^ Oxôy oy
Si l'on pose
il viendra
R-4-2S/î-hTa* = o,
d'où l'on tire pour a deux valeurs rii, a^. On en déduit l'intégrale générale
z = y (.r 4- a^y] 4- xl-^ ^- «iJ )»
f et X désignant deux fonctions arbitraires.
Si l'on considère, en particulier, l'équation des cordes vibrantes
les racines ai , a, seront ici 4- a et — a, et l'intégrale générale sera
z = y (j: 4- fl^) 4- X (•'^ — ^y]j
comme nous Tavons déjà trouvé [1064, 1065]. On voit que cette intégrale est générale, parce qu'elle permet, pour^ =J'o> de
choisir arbitrairement les valeurs de z et de ^~ en fonction de x.
ày
Plus généralement, étant donnée l'équation à coefliclents constants
qui ne contient que des dérivées de même ordre, si l'on désigne par Al, aa, . , . ^a,i les racines de l'équation algébrique
A 4- Aja 4- . . . 4- A^a" = o,
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l'intégrale générale de Téquation aux dérivées partielles sera
9i9 ?S) •••)?» désignant des fonctions arbitraires.
1088. H. On peut encore, pour généraliser les solutions , employer le procédé suivant. Ayant formé une solution particulière
OÙ G et r sont entièrement indéterminés, représentons la constante arbitraire C par une fonction arbitraire de r, et supposons cette fonction infiniment petite et de la forme cp(7')^r, en sorte que la solution particulière deviendra
Faisons croître maintenant r par intervalles infiniment petits, égaux à dr, en lui donnant successivement les valeurs
ce qui donne autant de solutions différentes. En ajoutant toutes ces solutions et prenant la limite de leur somme, on aura une solution sous la forme d'une intégrale définie.
crJcW{r)y^
renfermant une fonction arbitraire 7(/')- L'intégration, que l'on pourra effectuer quand la fonction (^ (/) sera donnée, déterminera pour z une valeur en fonction de x et de j^. On fera la même chose pour chacune des y déterminations (3) de la fonction y*(/'). En ajoutant les solutions ainsi obtenues, on aura une solution plus générale, renfermant v fonctions arbitraires.
i089. Si, au lieu d*une équation sans second membre, comme l'équation (i), on donne une équation dont le second membre soit fonction des variables indépendantes, il suffira, pour avoir l'intégrale générale de cette dernière équation, d'ajouter une intégrale particulière quelconque de cette même équation à l'intégrale générale de l'équation sans second membre [901 ].
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Lorsque le second membre est une fonction d'une seule des variables indépendantes, la recherche de la solution particulière se ramènera à l'intégration d'une équation aux différentielles ordinaires, dans le cas où Téquation renferme un ou plusieurs termes où les dérivées soient prises par rapport à la seule variable du second membre et multipliées par des coefficients fonctions de cette seule variable ; car il est clair que l'équation proposée sera vérifiée par une fonction de cette seule variable satisfaisant à l'équation différentielle en question.
Soit, par exemple, l'équation
dx* dxày dy^
où ^ est fonction de la seule variable x. L'équation sera vérifiée
par une fonction z^ de x seulement, déterminée par l'équation
différentielle
d'où l'on tire
En particulier, si - est constant, on aura
Var»
En ajoutant cette solution à la solution générale de l'équation sans second membre
on aura la solution générale de l'équation proposée.
ax-i- bx)P'^ [a'x-^bfy)q— cz
29. lotégrer réquation aux dérivées partielles qui donne le facteor d'intégration
de Féqnation différentielle
{x^X — ^jr^)dx-\- [xj*— 7.x^)df = o.
30. Équation aux dérivées partielles des trajectoires orthogonales d'une série
de surfaces représentées par l'équation F(^, j, z, C) = o.
Exemple : aCx = x* + /* + z*. Déterminer la fonction arbitraire de manière que les trajectoires soient des sphères.
CHAPITRE PREMIER
CiRÀCTEKES DES FONCTIONS SYNEGTIQUES D^UNE VARIABLE COMPLEXE.
i090. Supposons que la quantité complexe r^ = 2 varie, c^està-dire, en langage géométrique, que le point z se déplace dans le plan. Lorsque ce point passe de la position z à la position z^y la difTérence z^ — z représente, en grandeur et en direction, la distance de ces deux positions.
A une valeur infiniment petite de Taccroissement z^ — z correspondront des valeurs infiniment petites [71] des accroissements du module r et de Targument p, ainsi que des composantes rectangulaires x, y. Ces diverses grandeurs varieront donc d'une manière continue, lorsque le point z subira un déplacement continu dans le plan.
Nous appellerons Taccroissement infiniment petit z^ — z la différentielle de la variable z, et nous le représenterons par dz.
Toutes les règles de la difTérentiation des quantités réelles, qui ne dépendent que des règles de Taddition et de la soustraction,
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subsisteront encore pour les quantités complexes, où i joue le tôle d*une constante. On aura ainsi
dzz=zd[x-i-iy).-dx'^idX=zd,r^P=^rt^P ("""*" '^^)'
Le module de la quantité complexe dz a pour valeur infiniment petite
p = yjdx^ H- d[r« =r ^dt^-^i^dp^.
Son argument
? = arctang-^
a une valeur quelconque, dépendante de la direction suivant laquelle se déplace le point z.
Si le point z décrit une courbe continue, p sera Télément d^arc de cette courbe [611 ] et f Tangle de la tangente avec l'axe des x.
i091. Le chemin décrit par z^ dans le cas où Tangle f varie d^une manière continue, est la limite d'un polygone infinitésimal qui a pour côtés les accroissements dz successifs. La distance des deux positions extrêmes de z est égale à la limite de la somme, en grartdeur et en direction, des côtés de ce polygone. Nous représenterons par le signe d'intégration cette limite de somme d'éléments infiniment petits.
D'après cela, la droite qui joint les deux positions extrêmes zq et Z du point mobile aura pour expression
Cette valeur est indépendante de la forme du chemin suivi par le point z pour aller de Zq à Z.
1092. Imaginons maintenant qu'en chaque point du plan, correspondant à une valeur de la variable complexe z, on place une valeur complexe (v, variant d'un point z à l'autre, suivant une loi déterminée. L'ensemble de ces valeurs (v, dont le plan est ainsi chargé, constitue ce qu'on appelle, dans le sens le plus général du mot, une Jonction de la variable complexe z.
Si à un accroissement infiniment petit quelconque dz de z [173]
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correspond toujours un accroissement infiniment petit dw de la fonction çv, cette fonction sera dite continue.
Si chaque point z ne porte qu^une seule valeur de la fonction çv, cette fonction sera dite uniforme. Si chaque point z porte plusieurs valeurs de Wy celte fonction sera dite multiforme.
Les fonctions analytiques [156], définies pour les quantités réelles, puis étendues, conformément au principe de la permanence des règles du calcul [8], aux quantités complexes, sont des fonctions les unes uniformes, les autres multiformes.
1093. La valeur d^une fonction analytique de z dépend uniquement de la position du point z sur le plan, et non du système de coordonnées employé pour fixer cette position. Elle ne changera pas, soit que l'on mette la quantité complexe z sous la forme re'P, soit qu'on la mette sous la forme x -+- ij^ lors même que les symboles xe\,y représenteraient eux-mêmes des quantités complexes, pourvu que x 4- ij fût identiquement égal à r[cosp -f- i s'inp). Le passage de Tun des modes de représentation à l'autre correspondrait à une simple transformation algébrique, qui se ferait suivant les règles établies.
Soit «' = F(x,:r)
ce que devient l'expression de la fonction analytique (v, lorsqu'on y remplace z par x-h iy^ x et y étant des variables indépendantes, réelles ou complexes. Cette fonction devra rester constante toutes les fois que z =x-j-iy restera constant. Si donc on élimine x=z — ij^f il faudra que F[z — iy^j) reste constante en même temps que z^ quel que soity^; donc cette fonction devra être indépendante àey, et sa dérivée partielle par rapport à j-,
ox ojr
de\Ta s'annuler identiquement, dès qu'on y remplacera x par z — iy, c'est-à-dire par une valeur quelconque. Donc toute fonction %v= F (a:,j^), provenant d'une opération analytique exécutée sur le binôme x 4- ijj devra satisfaire à l'équation aux dérivées partielles
' ' UJC ôv
H. — Cours de Cale, iiifin,, 111. l6
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1094. On peut encore établir cette condition comme il soit. Supposons que F(x, ^) soit une fonction o[z) = 9(xH- ij^) de la variable complexe z =x -+-«y. Les variables x et y étant supposées indépendantes, on aura, en ne faisant varier qu^une seule d'entre elles à la fois,
dF n \àz . ,
d'où, en éliminant c{''(z), on tire la condition nécessaire
dF .àF_ Ôj: dy
Réciproquement, si cette condition est identiquement vérifiée,
on aura
, ^ àF , , ^ àF ^ . dF ,
d'où l'on conclut, pour la valeur de la différentielle totale de la
fonction F,
dF dF
dF[x,y]=.-^^[dx-^idy]=-^i^^[dx-^idy].
dF dF Or, %- et -r- ne pouvant être l'une et l'autre identiquement nulles,
si F ne se réduit pas à une constante, la condition nécessaire et suffisante pour que dYi^Xj y") reste nulle, ou pour que F(a:, j^ ne varie pas, c'est que x 4- «y ne varie pas. F(x, j^), étant donc constante ou variable suivant que x-^-iy sera constante ou variable, ne dépendra que de x H- iy^ et sera par suite de la forme ? (^ -h «j^O* On peut en fin remarquer que l'équation aux dérivées partielles (i) est un cas particulier de celle dont nous avons traité au n^ 1062, et dans laquelle il suffit de faire a = i pour en conclure
= rt-^ -+-'»•
Ainsi l'équation (i) exprime que la fonction w dépend, non de x ou de y isolément, mais de la combinaison X'\'iy de ces deux variables.
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109o. L'équation ( i ) exprime en même temps la condition nécessaire et suflisante pour que la fonction w= F(a:, j^) jouisse de la propriété fondamentale d* avoir une dérwée par rapport à
la variable z=X'\- ij, c'est-à-dire pour que le rapport *;
tende vers une limite déterminée, indépendamment du rapport des accroissements dx^ dy^ c'est-à-dire indépendamment de l'argument de dz [1090].
En eflety en réduisant les différentielles à leurs parties principales, et remplaçant -r- par sa valeur -7 ->-» tirée de la condition (i),
il vient
dY ^ dY ^ \ àY . ^ ...
dY[.,y] ^Tx^-^T/^ JiTr^'^^'^'^^^ ^x àY ^dY
£/(x -+- iy) tlx -+- idy d.r. -\- idjr i dy àx
Donc le rapport
dYix^y] dw ^^ ' ou —
d[x -\' iy) dz
tend vers la limite déterminée
dx * dy
toutes les fois que w satisfait à la condition (i).
d%v 'di
Réciproquement, pour que — ait une limite déterminée, il faut
que le rapport
dY ' ÔY dr
dYix^r) dx âr dx
dx
dy . ,
soit indépendant de -7-9 ce qui exige que l'on ait
dx
dY dY
c'est-à-dire la condition (i).
C'est grâce à cette propriété qu'il est permis d'appliquer aux fonctions analytiques de variables complexes les règles de la dif-
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férentiation et def Tintégration indéfinie, établies pour les fonctions de variables réelles.
1096. Cette propriété n'appartient pas à toute espèce de quantité variable continue qui serait déterminée d'une manière quelconque par la position du point z. Par exemple, z étant connu, on connaît ses composantes rectangulaires, c'est-à-dire les variables réelles x, y. D'après ce mode de détermination , toute fonction F (a:, y) des deux variables indépendantes réelles j:,j^ aurait toutes ses valeurs définies par les valeurs correspondantes de z^ et pourrait, à ce point de vue, être considérée comme une fonction de z.
Mais il faut observer que, dans cette détermination, on emploie une opération qui ne peut avoir son analogue dans le calcul des fonctions de variables réelles, savoir, la décomposition de la quantité complexe z en ses deux composantes, l'une réelle, l'autre imaginaire pure, et le partage, qui s'ensuit, d'une équation en deux autres. On n'est donc pas en droit d'appliquer à une telle fonction les règles établies pour les fonctions de quantités réelles. Le calcul de telles fonctions exigerait des règles spéciales, qui ne comprendraient pas comme cas particuliers les règles relatives aux fonctions de variables réelles, et qui présenteraient à l'égard de celles-ci des différences analogues aux différences que présentent les règles de l'analyse des nombres entiers dans la Théorie des nombres. Dès lors, sans parler des complications qu'elle pourrait offrir, l'analyse des quantités complexes n'atteindrait plus son but principal, d'éclairer, en la généralisant, l'analyse des quantités réelles.
On voit déjà, par ce qui a été dit au numéro précédent, qu'une fonction ¥[x^y)j qui ne satisfait pas à la condition (i), ne peut être traitée comme une fonction de la seule variable Zy lorsqu'il s'agit de lui appliquer les règles du Calcul différentiel.
Par exemple, les fonctions
sont bien déterminées pour chaque point z ; mais, en faisant
dit*
on trouvera, pour les limites de — relatives à ces fonctions, les
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expressions
p cosy
/• psiny .
•tf^"?, • 2rcos[/? —
qui dépendent toutes de l'argument f de dz,
1097. Une fonction qui satisfait à Téquation (i) et qui, par suite, jouit de la propriété d'avoir une dérivée indépendante de la direction suivant laquelle on a donné à z l'accroissement infiniment petit dzj est dite une fonction monogène de z.
L'existence d'une dérivée supposant nécessairement la contir nui té de la fonction primitive, toute fonction monogène sera aussi continue, sauf pour certaines valeurs singulières de la variable.
Les fonctions monogènes satisfaisant seules à la loi de la permanence des règles du calcul et pouvant seules, par conséquent, être employées pour la généralisation des calculs relatifs aux fonctions d'une variable réelle, ce seront les seules que nous considérerons dans tout ce qui va suivre. Nous pourrons, à cause de cela, nous dispenser de répéter chaque fois le mot monogène, et, quand nous parlerons à! nue fonction de la variable complexe z, il sera bien entendu que c'est d'une fonction monogène qu'il s'agira.
Une fonction continue qui est à la fois uniforme et monogène s'appelle une fonction synectique,
1098. Supposons la fonction w décomposée en ses composantes rectangulaires, de sorte que l'on ait, u eX, \f étant réels,
L'équation (i) deviendra alors
v.- . ( du dv\
du dv . l du ôv
et se partagera ainsi dans les deux suivantes :
, , du dv du dv
^ ' dx of djr dr
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Ces dernières équations expriment les relations auxquelles doivent satisfaire deux fonctions réelles m, u des variables indépendantes Xf y^ pour qu'on puisse les considérer comme les composantes rectangulaires d'une fonction monogène du binôme
X'\- iy.
1099. Si Ton dilTérentie les équations (2) successivement par rapport à j: et à j^, on en tire, par addition et soustraction,
ce qui montre que chacune des fonctions Uy i^, de même aussi que la fonction (v = u + iV, est assujettie à satisfaire à Téquation aux dérivées partielles du second ordre
Nous avons vu [1044] que l'intégrale générale de cette équation est
fonction qui est la somme de deux fonctions monogènes, mais qui n'est elle-même monogène que lorsqu'une des deux fonctions cp ou y^ s'annule.
1 100. Si, au lieu de mettre la variable z sous la forme x -f- ijTj on l'emploie sous la forme re^P, on obtiendra, par des calculs analogues aux précédents, la condition pour qu'une fonction w =n(r, p) des variables indépendantes r, p ne dépende que de la combinaison re'P de ces variables. En substituant à r sa valeur ze~'^, il vient
qui ne doit plus dépendre de p. Si l'on égale à zéro la dérivée de cette expression par rapport à p, on obtiendra, pour la condition de monogénéité de cette fonction,
^ ' or dp
On serait arrivé au même résultat soit en éliminant par diflféren-
dation la fonction ^ de la relation w= <f[reP*')y soit en opérant dans l'équation (i) un changement de variables , soit enfin en cherchant directement la condition pour que le rapport
tw
tende vers une limite déterminée, indépendante de la direction de dz.
Si Ton met la fonction w sous la forme Ke^^, R et P étant réels, l'équation (i)* se partagera dans les deux suivantes :
ÔK ^â? àR ^ dP
or dp dp dr
1101. En supposant les conditions (2) remplies, posons
^ au dp du_dv
^ dx oy oy dx
d'où
et par suite
rf«. = [X -+- /Y) [dx H- idy) = (X -+- iY]tlz.
Donc la dérivée totale de w par rapport à ^ a pour expression
(^) -di = Tx^l-d} = ^'^'^'
1102. La dérivée — > donnée par la formule (4)> est, aussi bien
que Wf une fonction monogène de z. On a, en effet, d'après les équations (3),
dX_ d^p _dY dX_ d^u _ ÔY dx dxdy ây dy dxdy ôx
ce qui donne pour la fonction X + iY Tanalogue des conditions (a).
Il en est de même, d'après les équations (4), pour les dérivées
dtv dw partielles ^- et ^ •
Donc, si w est une fonction monogène de z = j: -+- iy, toutes ses dérivées des divers ordres, soit totales, soit partielles, seront aussi des fonctions monogènes de z.
1103. Supposons que la variable z soit elle-même une fonction monogène d'une autre variable Ç = Ç 4- i yj, de sorte que l'on ait
Toute fonction monogène de z sera aussi une fonction monogène de^.
On a, en effet, en supposant iv=y(z),
d'où, en vertu de Téquation (i) appliquée à la fonction z = cp(^),
àï
donc w, considéré comme fonction de ^ et de 77, est une fonction monogène de J H- lyj.
Autrement, on a, quel que soit dz,
et de même, quel que soit d!^, Donc
est une quantité indépendante de dX^\ donc w est une fonction monogène de la variable f .
1104. La condition de monogénéité, exprimée par l'équation
div=[li^iY)dzy
correspond à une relation géométrique remarquable entre les points du plan qui représentent les valeurs de la variable z et ceux
qui représentent les valeurs de la fonction w. Si Ton représente les difTérentielles de z et de w par
dz = |3^?, dw = <7^^ la formule précédente donne
- ^iV^-r) _ X -+- I Y,
F d'où, en égalant de part et d'autre les modules et les arguments,
- = \/\^^\\ X — ? = arctang
On voit par là que, dz et dw étant deux accroissements infiniment petits simultanés de la variable z et de la fonction w, le
rapport - de leurs modules et la différence ;f — 9 de leurs argu-
ments ne dépendent pas de 9 ou de dzj mais seulement de la position du point z lui-même.
Donc, si zZif zz^ [fig' 84) sont deux accroissements infinimenl petits de z, et wîvj, ww^ les accroissements correspondants de w,
Fig. 84.
les deux triangles zz^z^ et ^^^^v^^v^ seront toujours directement semblables.
Si donc on donne sur un plan un système de points (.t,j'), et que l'on représente ce système par les points (uyS^) d'un autre plan, en établissant entre les coordonnées des points correspondants des deux systèmes une relation arbitraire de la forme
les figures formées par ces deux systèmes de points correspondants seront semblables dans leurs éléments infiniment petits.
1105. Une fonction d'un nombre quelconque de variables
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f{oCjj^ . . .) est dite continue dans le voisinage du système de valeurs j:,j^, ... , lorsque, pour des accroissements infiniment petits donnés à ces variables à partir de ce système de valeurs, l'accroissement de la fonction,
est lui-même infiniment petit, quels que soient les rapports des accroissements dx, djy .... Dans le cas contraire, la fonction est discontinue dans le voisinage du point {oCjj, . . .).
Une fonctiony(z) d'une variable complexes =ar-+-i/, étant un cas particulier d'une fonction de deux variables réelles, sera continue dans le voisinage du point z, lorsque la différence df[z) =f{z H- dz) — f{z) sera infiniment petite en même temps que dx et dy^ c'est-à-dire en même temps que le module de dz, ou que dz lui-même.
La fonctiony*(z) sera dite continue dans une portion de plan ou dans une aire donnée, lorsqu'elle sera continue dans le voisinage de tout point z situé à l'intérieur de cette aire.
Pour les points du contour qui limite l'aire, il pourra arriver que la fonction cesse d'être continue relativement aux points situés en dehors du contour ou sur le contour lui-même. On devra donc indiquer, dans chaque cas particulier, si le contour est ou non compris dans la région de continuité.
D'après cela, y ( z ) variera d'une manière continue entre deux limites données Zo, Z, lorsque, z passant de la position ^o à la position Z par un chemin de forme quelconque, pourvu qu'il ne présente aucune interruption, les valeurs à^f^z) correspondantes à deux positions infiniment voisines sur le chemin donné diffèrent entre elles infiniment peu.
Remarquons que, généralement, il ne faut considérer comme infiniment voisins, sur la courbe décrite par z, que les points tels que z passe de l'un à l'autre en parcourant un arc de cette courbe infiniment petit; de sorte que, dans le voisinage du point de croisement de deux branches de cette courbe, deux points, si petite que soit leur distance rectillgne, ne devront pas, dans certaines circonstances, être regardés comme infiniment voisins, s'ils appartiennent à des branches différentes.
Si la courbe qui va de Zo à Z est située tout entière à l'intérieur
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de Y aire de continuité de la fonction y(z), cette fonction sera nécessairement continue tout le long de cette courbe.
H06. Une fonction peut devenir discontinue de plusieurs manières, soit en passant brusquement d'une valeur finie à une valeur finie difTérente, comme cela a lieu pour l'ordonnée d'une courbe présentant un point de rupture; soit en devenant infinie pour certaines valeurs de la variable, comme les fonctions
TT
y tang — 5 e^ S
pour z = c.
Un point ^ = c pour lequel la fonction y (z) devient infinie s'appelle, pour abréger, un infini de cette fonction.
De même, un point pour lequel la fonctiony*(z) s'annule est dit un zéro de cette fonction.
1107. Une fonction peut présenter des infinis de diverses natures, que l'on distinguera par la considération des valeurs
correspondantes de l'inverse -77-7 de cetle fonction. Pour les fonctions » tang — > par exemple, qui ont toutes
irz
les deux pour infini le point c, les valeurs inverses z — c et cot —
s'annulent l'une et l'autre en ce point, et, de plus, elles sont con-
tinues dans son voisinage. La fonction e*'^, au contraire, est infinie lorsque z — c tend vers zéro par une suite de valeurs positives; mais elle est nulle quand on fait tendre z — c vers zéro par des valeurs négatives; et la même chose a lieu, seulement dans
un ordre différent, pour la valeur e *"*^ de l'inverse de la même fonction. Dans ce dernier cas, on voit donc que l'inverse de la fonction est discontinu aussi bien que la fonction elle-même.
Nous donnerons le nom d'i/z/im proprement dit ou de point de discontinuité de première espèce [*) d'une fonction ^(z) à toute
(') M. C. Neumtnn t proposé la dénomination de pèle pour désigner ces valeurs. II nous a semblé que ce mot est déjà employé en Mathématiques dans trop de sens diflerents pour qu'il soit convenable de lui attribuer encore une nouvelle acception.
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valeur c pour laquelle, à une valeur infiniment petite et d'argument quelconque de la différence z — c, correspond une valeur infiniment grande Aef[z)jei une valeur infiniment petite et continue
de l'expression inverse -•
Nous réservons le nom de points de discontinuité proprement
dite ou de seconde espèce aux valeurs pour lesquelles --. — devient
discontinu en même temps quey(z), c'est-à-dire pour lesquelles f[z) et passent brusquement l'un et l'autre d'une valeur finie
à une valeur différente, soit finie, soit infinie.
On voit que, si une fonction y (xr) n'admet que des injînis proprement dits ou discontinuités de première espèce, tout infini de
f(z) sera un zéro de son inverse -r. — -> et, 'vice versa, tout zéro de fiz) sera un infini de — :
1108. Nous avons appelé uniforme une fonction qui n'admet, pour chaque valeur de la variable, qu'une seule valeur déterminée.
Telles sont les fonctions qui résultent des opérations 7*atio/z7ze//e5 de l'Algèbre : addition et soustraction, multiplication, division, élévation aux puissances entières. Telles sont encore les fonctions définies comme limites de sommes de séries absolument convergentes : par exemple, les fonctions exponentielles et circulaires. Tels sont enfin les résultats des diverses combinaisons d'un nombre fini de ces opérations entre elles.
En particulier, s\ f[z) est une fonction uniforme, son inverse
-rr — sera aussi une fonction uniforme.
1109. Si l'une des fonctionsy(z), — — a un infini proprement
dit au point c, l'autre fonction, étant continue dans le voisinage du même point (qui est pour elle un zéro), sera encore uniforme en ce point, si elle l'est pour tous les points infiniment voisins. Nous dirons alors que celle des deux fonctions qui devient infinie, et qui est uniforme dans le voisinage de son infini, est encore uniforme pour cet infini même.
FONCTIONS UNIFORMES ET MULTIFORMES
Si, au contraire, la fonction /(z) a en c une discontinuité de seconde espèce, auquel cas il en est de même pour la fonction
--—> alors y*(z) et ->.— ne seront pas uniformes au point c, quoiqu'elles puissent être uniformes en tout autre point.
1110. Si deux variables, çv et z, sont liées entre elles de telle manière que, pour chaque valeur de z, w prenne une valeur déterminée, mais ne prenne jamais la même valeur pour deux valeurs de z différentes entre elles, alors z pourra être considéré comme une fonction uniforme de çv. C'est ce qui a lieu pour les deux fonctions
IV :=. az -\- by
cz
z étant, dans les deux cas, une fonction uniforme de w, aussi bien que w est une fonction uniforme de z.
Mais généralement il n'en est point ainsi. Une fonction çv de z reprend la même valeur en différents points du plan, qui peuvent rire en nombre fini ou infini. Il en résulte alors que, si Ton considère réciproquement z comme une fonction de çv, la valeur en question de w correspondra à plusieurs valeurs différentes de z, et que z sera, par suite, une fonction multiforme de w»
Ainsi nous avons vu que la fonction w = z", n étant entier, prend des valeurs égales en n points distribués régulièrement sur un même cercle. Si donc on cherche à déterminer z par la condition que w prenne une valeur donnée çvo, on trouvera pour solutions n points différents. On dira alors que z =^ y/w est une fonction de w à n déterminations, ou une fonction n-forme de w.
Si deux variables w et z sont liées entre elles par une équation algébrique du degré m par rapport à ^ et du degré n par rapport k z, w sera une fonction m-forme de z, et z une fonction /z-forme de fv.
La fonction exponentielle ^ = e^ ne change pas lorsqu'on y augmente z d'un multiple quelconque de niii. Donc la fonction inverse z = log fv, définie par l'équation précédente, sera une fonction infinitif orme de w, admettant, pour chaque valeur de w, toutes les valeurs de z, en nombre infini, comprises dans la formule z -+- nkitiy quel que soit l'entier A.
a54 LIVBE VI. — CHAP. I, s H.
Remarquons, en général, que, si la fonction w=^f{z) est périodique, la fonction inverse 2 = 9(iv) admettra une infinité de valeurs, différant entre elles de multiples quelconques de rindice de périodicité.
§ II
REPRÉSEHTÀTICKT d'uNE VARIABLE COMPLEXE SUR LA SPHÈRE
ET SUR LE PLAN ANTIPODE
Hll. Considérons une sphère de diamètre égal à Tunité, tangente en l'origine O au plan des coordonnées x, jy ou plan horizontal, et située au-dessous de ce plan, par rapport à un observateur situé au-dessus du plan, c'est-à-dire voyant les mouvements de rotation directs s'effectuer dans ce plan en passant de sa droite vers sa gauche. Soit O' le pôle injérieur de la sphère, opposé au pôle supérieur O.
Étant donné un point z = rp du plan horizontal, si nous le joignons au point O' par une droite (Xz, qui rencontre la sphère au point 1^ et fasse avec CKO un angle u, mesuré par la longueur de
l'arc O^, on aura
tangu = r,
et le point z aussi bien que le point 1^ pourront être considérés comme des représentations de la même expression
Il est aisé de voir, en effet, que chacun des deux points z, ^ est complètement déterminé quand l'autre est donné.
Si l'un de ces points se déplace d'une manière continue, l'autre se déplacera aussi d'une manière continue. A un contour tracé sur l'une des deux surfaces, le plan ou la sphère, correspondra un contour de même nature tracé sur l'autre; les deux contours seront à la fois ouverts ou fermés, simples ou multiples.
Si le point z s'éloigne à l'infini, tangv croissant indéfiniment,
w tendra vers - » et le point ^ s'approchera du pôle O', lequel cor-
respondra par conséquent à la valeur z = co . Donc, à l'aide de la sphère, on peut représenter par un point déterminé, non-seulement
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chaque valeur finie de Zy mais encore la valeur z = oo , à laquelle correspond le point unique et déterminé O'.
Diaprés cela, un contour qui, sur le plan horizontal des z, aurait deux branches infinies, comme une parabole, sera remplacé, sur la sphère, par un contour fermé, passant par le pôle 0^ De même, à une hyperbole tracée sur le plan des z correspondra sur la sphère un contour de forme analogue à celle d'un 8, ayant son point multiple en CV.
lilâ. Nous avons dit tout à Theure qu'à un déplacement infiniment petit de Tun quelconque des points z, ^ correspond généralement un déplacement infiniment petit de Taulre, de sorte qu'une fonction continue de l'une des variables z, ^ est aussi une fonction continue de l'autre. Mais il peut y avoir exception pour le point de Vinjîni O'.
En effet, sur le plan des z, les valeurs de z de module infiniment grand et d'arguments différents vont en divergeant de plus en plus , tandis que les points correspondants de la sphère vont en convergeant vers le même point O', indépendamment des valeurs des arguments. A ces valeurs divergentes de z peuvent correspondre des limites différentes pour la valeur d'une fonction donnée de z. Il peut donc se faire qu'une fonction uniforme et continue pour tous les points de la sphère autres que O' devienne multiforme et discontinue en ce point, où se réunissent des valeurs de la fonction différant entre elles de quantités finies ou infinies.
Par exemple, la fonction
««• -H hz -\- c
qui, pour z == oo , tend vers la limite finie et déterminée -j% quel
que soit l'argument de z, sera encore uniforme et continue en O', par rapport à la variable ^.
Au contraire, la fonction [367]
sinz = sinx Chjr + i cosx Sh jr
ne tend pas vers une limite déterminée pour z = oo ; car, pour X = o, ou p= -9 elle devient i X » ; pour j^ = o, ou p = o, elle
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devient sînœ , quantité indéterminée et susceptible de toutes les valeurs comprises entre — i et + 1- Donc en Qf la fonction sinz n^est plus uniforme et continue comme en tous les autres points de la sphère. Elle a en ce point une discontinuité de seconde espèce [H07].
1113. On peut concevoir le passage de la représentation sur le plan à la représentation sur la sphère comme résultant d'une déformation continue du plan, qui consisterait en ce que chaque point z du plan se transporterait sur la sphère sans changer d'azimut, en suivant la droite (y z. Par un semblable mouvement de tous ses points, la droite Oz viendrait, en se raccourcissant , s'appliquer sur Tare de grand cercle OÇ. Dans ce mouvement, un observateur placé en z, debout au-dessus du plan horizontal, viendrait, en accompagnant le point z, se placer au point ^, sur le prolongement du rayon de la sphère.
On voit aisément comment le point ^ se changerait en z par la transformation inverse, qui consisterait à appliquer, en le dilatant, l'arc O^ sur sa tangente Oz, l'extrémité ^ suivant la droite (VX^.
1114. Si maintenant, au lieu d'appliquer O^ sur sa tangente en O, on applique de la même manière l'arc O'^ sur sa tangente en O', en faisant suivre à l'extrémité ^ la droite O^, ce point se transportera en un point z', que l'on pourra considérer comme une nouvelle transformation du point z. Dans ce déplacement, l'observateur debout en î^, sur la surface extérieure de la sphère, viendra se placer debout en z', au-dessous du plan tangent à la sphère en C, auquel nous donnerons, pour cette raison, le nom de plan antipode du plan horizontal.
Pour l'observateur ainsi transporté, les mouvements autour de Taxe OO' qui, dans sa position primitive, s'effectuaient pour lui de droite à gauche ou dans le sens direct, s'effectueront maintenant de gauche à droite ou dans le sens rétrograde. Si donc on continue à considérer comme positijs les angles décrits dans le sens direct, il faudra prendre, dans le plan antipode, les angles décrits autour de l'axe des [pôles avec un signe contraire à celui qu'on leur attribuait dans le plan horizontal, leur valeur numérique restant la même.
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De plus, les distances Oz et OV ayant pour valeurs tangu et cotUy leur produit est égal à Tunité.
Donc, si l'on rapporte le point ^ à l'origine O' et à un axe O'a/, qui soit la projection de Oj: sur le plan antipode, et si on le représente, en conséquence, par
un devra prendre
d'où il résulte
Donc, en adpptant les conventions précédentes, la nouvelle variable J sera une fonction monogène de l'ancienne variable z, et par suite [1103] toute fonction monogène de z sera aussi une fonction monogène de -s', et réciproquement.
On voit, de plus, qu'à une valeur infinie de l'une des deux variables z, z' correspond une valeur nulle de l'autre, et vice versa. On peut donc, à l'aide de cette transformation, remplacer l'étude d'une fonction pour des valeurs infiniment grandes de la variable par l'étude de la même fonction dans le voisinage de la valeur zéro de la variable réciproque. Ainsi l'ensemble de ces deux plans des z et des zf équivaut à la sphère comme moyen de représentation,
dans un espace fini, de toutes les valeurs, tant finies qu'infinies, de la variable z,
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1115. Nous appellerons aire une portion de plan limitée de toutes parts, et contour de l'aire la ligne ou l'ensemble de lignes qui limitent cette aire.
Une aire sera dite simplement connexe lorsque son contour sera formé d'un seul trait continu, de manière qu'on puisse parcourir entièrement ce contour sans pénétrer dans l'aire. Telles sont les aires du triangle, du cercle, etc.
H. — Cours de Calcul in fin., III. 17
a58 LivBB VI.— CHAP. I, s m.
Une aire sera dite doublement, triplement, . . . connexe si son contour se compose de deux, de trois, . . . parties fermées qui ne sereocontrentpas, et telles qu'on ne puisse passer de l'une à l'autre sans pénétrer dans l'intérieur de l'aire. L'espace compris entre deux cercles concentriques est une aîre doublement connexe.
\ 116. Une même ligne servant de limite à ia fois aux deux portions de plan qu'elle sépare, il importe de distinguer, par une convention relative au sens dans lequel on suppose celte ligne parcourue, celle des deux portions du plan que l'on considère comme étant le champ de variation de la quantité z.
Imaginons un observateur debout sur la partie supérieure du plan, et faisant le tour de l'aire considérée, de manière à avoir constamment cette aire à sa gauche. Le sens dans lequel devra marcher cet observateur s'appellera le sens direct ou la direction positive du contour de cette aire. Le sens opposé s'appellera le sens rétrograde ou la direction négative du contour.
Si l'on considère tour à tour comme aire les deux portions de plan limitées parla même ligne, le sens qui sera direct par rapport à l'une sera rétrograde par rapport à l'autre. Il suffira d'indiquer le sens que l'on considère comme direct, pour que l'on sache par cela même de laquelle des deux portions du plan il doit être question.
Ainsi, dans (a^î^. 85, les flèches qui indiquent le sens direct
pour chacun des deux contours montrent que l'aire que l'on veut considérer est la portion ombrée, comprise entre les deux courbes.
1117. Une droite indéfinie dans les deux sens, menée à travers une aire, rencontre nécessairement le contour de l'aire un nombre
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pair de fois, autant de fois pour enU-er dans l'aire que pour en sortir.
Supposons d'abord cette droite parallèle à l'axe des x, et parcourue dans le sens des x croissants. Si l'on représente par x, , X], . . . , X2„ les abscisses des points de rencontre consécutifs de cette droite avec le contour, les abcisses d'indices impairs correspondront à des points d'entrée, les abscisses d'indices pairs à des points de sortie.
Si un point s'avance sur le contour de l'aire représentée par la partie ombrée de \a Jig. 86, de manière que sa projection sur
Ffg. 86.
l'axe des y marche dans le sens des y croissants ; si ce point passe du dessous au dessus de la parallèle aux x, ce point marchera dans le sens rétrograde à chaque entrée de cette parallèle, et dans le sens direct à chaque sortie. Cela revient à dire que, si un point parcourt le contour constamment dans le sens direct, l'élément qu'il décrit en passant par un point de sortie fait un angle ttigu avec la partie positive de l'axe des j^; l'élément qu'il décrit en passan t par un point d'entrée fait un angle obtus avec cette même partie positive.
D'après cela, si l'on désigne par dyi, la variation de l'ordonnée^' du point mobile sur le contour lorsqu'il rencontre la parallèle aux X à l'extrémité de l'abscisse Xi, dyi, sera positif ou négatif suivant que Xk correspondra à un point de sortie ou à un point d'entrée, c'est-à-dire suivant que l'indice k sera pair ou impair. Si l'on désigne donc par dj la distance absolue de deux parallèles à l'axe des X infiniment voisines, on aura, en général,
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1118. Soit maintenant V=:V(x,^) une fonction, réelle ou complexe, des deux variables réelles Xyj^ qui soit continue (et par suite finie) dans toute Tétendue d^une aire donnée 3, j compris le contour de cette aire. Supposons, de plus, que la fonction V soit uniforme dans toute cette étendue, c*est-à-dire qu'elle ne soit susceptible que d'une seule valeur pour un sjstème quelconque de valeurs de x et de^, correspondant à un point quelconque de Taire ou de son contour. Il pourra se faire quelquefois que la
dérivée -r— ne soit pas toujours finie et continue ; mais il nous
suffit ici que la fonction Y elle-même le soit [4o8]. Considérons l'intégrale double
dxdy^
relative à tous les éléments dxdy de Taire 3. Pour l'évaluer, nous couperons d'abord Taire par des parallèles à Taxe des x infiniment rapprochées, et nous évaluerons la valeur de l'intégrale correspondante à la tranche infiniment mince comprise entre deux parallèles consécutives. Cette valeur se composera d'autant de parties qu'il y a de couples de points d'entrée et de sortie. On prendra Tinlégrale indéfinie
on ajoutera les valeurs de cette quantité correspondantes aux points de sortie, et Ton retranchera les valeurs correspondantes aux points d'entrée. Si Ton désigne donc par \k la valeur de V qui répond à l'abscisse Xkj on devra ajouter les valeurs Yhdj qui répondent à h pair, et retrancher celles qui répondent à A" impair, ce qui donne, pour Tintcgrale prise dans l'étendue de la tranche,
Or, d'après ce que nous avons vu dans le numéro précédent, si (lyk est la variation de l'ordonnée j d'un mobile parcourant le contour dans le sens direct, obtenue lorsque ce mobile traverse la tranche considérée au point [xkjj), on a djrk=^ ( — lYdj. Donc la valeur de Tlntégrale relative à la tranche peut s'exprimer par
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Pour avoir maintenant Tin tégrale double relative à Taire totale^, il faudra faire la somme de toutes les expressions analogues à la précédente, en faisant varier y entre ses limites extrêmes. On obtiendra ainsi la somme des produits des valeurs de V relatives à tous les points du contour, multipliées respectivement par les variations correspondantes de l'ordonnée y d'un point mobile parcourant le contour dans le sens direct, lorsque ce point passe d'un point au point infiniment voisin.
Une telle somme s*appelle l'intégrale de l'expression Vrfj^, prise le long du contour de l*aire ^, et nous la désignerons par la notation
On aura soin de se rappeler que. la .lettre ;2l, mise au bas d'un signe de double intégration, indiquera toujours que l'intégrale se rapporte à tous les éléments .superficiels de l'intérieur de l'aire, tandis que la même lettre, mise au bas d'un signe d'intégration simple, indiquera toujours que l'intégrale est prise le long du contour de Faire.
D'après cela, l'intégrale double proposée se trouvera ramenée à une intégrale simple, prise le long du contour de l'aire, et l'on aura la formule •
1119. Si l'on traite de même l'intégrale double
U étant encore une fonction de a: et de y uniforme et continue dans toute l'étendue de l'aire 2i, on parviendra à la formule
le signe — provenant ici de ce que, dans une tranche parallèle à l'axe des j'y les dxk relatifs aux points d'entrée doivent être pris positivement, et les dxk relatifs aux points de sortie négativement.
1120. En retranchant Tune de l'autre les équations (i) et (a), on obtient Téquation
d'où l'on conclut ce théorème ;
«Si \] et Y sont deux fonctions des ^variables réelles ar,j^, uniformes et continues dans toute l'étendue de l'aire ^y la ^valeur de l'intégrale double
étendue à tous les éléments superficiels dxdjr de cette aire, est égale à la valeur de l'intégrale simple
(5) Ç [JJdx-^rydy],
prise en donnant à x et à y successivement tous les systèmes de valeurs qui correspondent aux dix^ers points du contour total de l'aire, lorsqu'on parcourt ce contour dans le sens direct.
1121. Si l'expression \]dx -^-Wdy est une différentielle exacte
[773], la différence -^ -r- sera identiquement nulle pour toutes
les valeurs de x et de j^. Donc l'intégrale (4) s'annulera, et, comme l'égalité (3) ne cessera pas d'avoir lieu, l'intégrale (5) sera pareillement nulle. Donc :
Toutes les fois que, \i et\ étant deux fonctions uniformes et continues des variables réelles x, y y dans toute l'étendue de l'aire 3, l'expression IJdx -H Ydy sera une différentielle exacte, c'est-à-dire toutes les fois qu'on aura
l 'intégrale j {Udx-h Ydy ) , prise le long du contour de l'aire 3 , sera nulle.
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Ce qui a lieu pour Faire totale Z est également vrai pour toute partie de cette aire. Donc l'intégrale (5) est encore nulle, lorsqu'on la prend tout le long d'une courbe fermée quelconque tracée à l'intérieur de l'aire 3i.
Remarquons que, dans le cas d'une aire à connexion multiple, comme celle que représente Isijig. 86, on ne doit pas considérer comme un contour fermé tracé à l'intérieur de l'aire une courbe qui renfermerait dans son intérieur une enclave n'appartenant pas à l'aire. Par exemple, le théorème précédent ne s'appliquerait pas au cas où, l'aire 2, étant comprise entre deux cercles concentriques, la courbe fermée serait un troisième cercle de même centre, tracé entre les deux premiers. Cela tient à ce que ce troisième cercle ne forme qu'une partie du contour total de la portion de l'aire ^ comprise dans son intérieur.
1122. Il est aisé de voir que, si l'on prend une même intégrale quelconque, telJe que f(\}dx -f- ^dj), le long d'une même ligne, fermée ou non, en parcourant tour à tour cette ligne dans les deux sens opposés, les deux valeurs obtenues pour l'intégrale se composeront d'éléments égaux respectivement et de signes contraires. Donc les deux valeurs de l'intégrale seront égales et de signes contraires.
1123. Cela posé, désignons, pour un instant, par ^(ADB)
(fiS' ^7 ) ^* valeur d'une certaine intégrale prise le long de l'arc ADB, cet arc étant parcouru dans le sens indiqué par l'ordre des lettres.
On aura
/(ADB)=-./(BDA).
On a d'ailleurs évidemment
/(ACBDA)=/(ACB)h-/(BDA);
on peut donc écrire aussi
/(ACBDA) =/(ACB) -/(ADB).
Si maintenant l'intégrale y*( ACBDA), étendue au contour fermé tout entier, est nulle, on en conclura
/(ACB) = /(ADB).
Donc, si l'intégrale considérée est nulle quand on la prend tout le long du contour de l'aire 2i ou d'une courbe fermée quelconque tracée à l'intérieur de cette aire, la valeur de cette intégrale, prise le long d'une courbe tracée entre les points A et B, et située tout entière à l'intérieur de l'aire, restera la même, quelle que soit cette courbe, et ne dépendra que de la position des points extrêmes A et B.
C'est ce qui aura lieu en particulier lorsque cette intégrale sera de la forme considérée plus hauty*(Urfa:-+- Vrfy), U et V étant des fonctions uniformes et continues de x et de^, et Udx-^Vdjr étant une différentielle exacte.
1124. Soit maintenant w =z u-hii^ une fonction synectique de la variable z = x -h iy, et supposons que cette fonction soit continue dans l'intérieur de l'aire 3. On aura [1098]
du dv du dv
d.r dy ày àx
Donc chacune des expressions
vdx -f- udy^ udx — vdy
est une différentielle exacte. Donc, en vertu du théorème du qO 1121, chacune des intégrales
J[ydx-\- udy]^ 1 [udx — udy)
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est nulle, et il en est de même de la somme
J[ud.T — i'dx) -h i 1 (vdx -\- udj) := f ( « -h /V ) ( ^j: 4- idf )
wdz.
Par conséquent y si w est une fonction synectique de la variable
complexe z qui soit continue dans toute l'étendue de l'aire Z,
l'intégrale 1 wdzy prise le long du contour de cette aire [ou,
plus généralement, le long d'une courbe/ermée quelconque tracée dans cette aire), est nulle.
1125. On en conclut encore que l'intégrale | wdzy prise le
long d'un chemin quelconque tracé à l'intérieur de l'aire entre les points Zq et Z, est indépendante de la forme du chemin parcouru, et qu'elle ne dépend que de la nature de la fonction ^ et des seules limites ^o et Z.
On peut voir, de plus, que cette intégrale est une fonctipn sjnectique de ces limites. Supposons, en effet, que l'on fasse varier une des limites Z de la quantité infiniment petite Z| — Z = r/Z. L'intégrale croîtra de la quantité
Jf*Z| /*z,
' wdz = 1 ( a -f- «V) [dx -+- idjr)^ Z Jz
OU, en posant Z = X 4- * Y, Z| = X| -h i Y| ,
j ''^dz^J '[«(x,y) + ,v(x,T)]rfx + ij [«(x.,r)-+-'^(x,.7)]rfr.
f désignant une valeur moyenne entre X et Xi , y] une valeur moyenne entre Y et Y| . Cette quantité différera infiniment peu de
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Donc, lorsque Zj converge vers Z, le rapport — I wdz
convergera vers la limite tv(Z), indépendante de Z| — Z. Donc
rintégrale I wdz sl une dérivée par rapport à sa limite supé-
rieure Z, et cette dérivée est la valeur de la fonction qui multiplie dz sous le signe f^ dans laquelle on aura remplacé z par cette limite supérieure.
Cette intégrale, satisfaisant à la condition de monogénéité, peut donc être considérée comme une fonction synectique de sa limite supérieure, comme dans le cas d^une variable réelle. Il en sera évidemment de même pour la limite inférieure, de sorte qu'on aura, comme au n** 470,
1126. D'après cela, les intégrales définies des fonctions d'une variable complexe uniformes et continues dans l'étendue d'une aire ^ jouissent de propriétés analogues à celles des intégrales définies des fonctions d'une variable réelle, établies dans le § TV du Chapitre II du Livre I.
Ainsi, ^ étant un point quelconque de l'aire 3, on aura [245]
d'où l'on déduira les mêmes conséquences qu'aux n^' 245 et 246.
On peut donc remplacer une intégrale / wdz^ dont les deux limites sont variables, par la différence
wdz — I (vdz c Je
de deux intégrales, dont chacune a une seule limite variable. On a de plus [1122]
wdz=i — / wdz, r. t/Z
1 wdz=^ I ivdz-\- j wdzj
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Enfin, toutes les fonctions dont la dérivée estiv=w(z) dans l'intérieur de Taire 2i sont comprises dans la formule
z îvdz -I- C,
C étant une constante indépendante du chemin parcouru pour aller de z^ en z. Si l'on désigne par F(z) une quelconque de ces fonctions, telles que F'(z) = w, on aura, en éliminant C,
Si la fonction iv est uniforme et continue dans toute l'étendue du plan, comme le sont les fonctions
e% C0S2, sinz, a'" (m entier et positif],
on pourra supposer l'aire^ aussi grande que l'on voudra, et prendre pour ^0 et Z deux points quelconques du plan. Pour de telles fonctions, le passage de l'intégrale définie 1 wdz à l'intégrale indé-
finie, et vice versa, se fera absolument comme dans le cas d'une variable réelle.
1127. Considérons une intégrale quelconque y*(Urfa: -H Vrf/), prise successivement le long des contours de deux aires ^ elB ifië' ^^)> ^^^ contours, qui ont une partie commune, ne passant
par aucun point de discontinuité des fonctions uniformes U, V. Les intégrales prises le long de chacun de ces contours auront des valeurs finies et déterminées, quelles que soient les discontinuités
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que les fonctions U, V peuvent présenter dans l'intérieur des deux aires.
Or on a, dans tous les cas,
f [Vdx 4- Vdy) =:/(AEB) -h/(BCA),
r(U^-+-Vflrr)=/(ADB)-f-/(BEA); .
comme on a d'ailleurs [1122]
/(AEB)+/(BEA)=o,
on en conclut
r+ r=/(BCA)-^/(ADB).
Jz Je
Mais la somme BCA + ADB forme le contour total de Taire ADBGA = ;3l-f- 6. Donc, en désignant par / l'intégrale prise
le long du contour de l'aire totale ;2l -f- U, on a, en général,
Si l'on suppose maintenant que XJdx-hVcfy soit une différen-r
tielle exacte, et que les fonctions uniformes U, V soient continues
. /* dans toute l'étendue de l'aire 3, on aura alors ; = o, et par con-
séquent
f [Vdx-^Ydx)= f [TJdx-hWdx),
J2i^e Jb
Donc, l'intégrale prise le long du contour d'une aire quel-conque H ne change pas, lorsqu'on ajoute à l'aire B une autre aire ^, dans laquelle les fonctions X] etV sont partout uniformes et continues.
Il en résulte que l'on peut aussi, sans changer la valeur de l'intégrale / ( U dx H- V ^ ) , retrancher de l'aire B toute portion de
cette aire à l'intérieur de laquelle les Jonctions TJ et Y restent uniformes et continues.
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§iv.
DES INTÉGRALES PRISES AUTOUR d'uN POINT (rÉSIDUs). REPRÉSENTATION D^UNB FONCTION SYNEGTIQUE SOUS LA FORME
d'un RÉSIDU.
11S8. Soit çv=y(^) une fonctîon de la variable complexe z; supposons qu'elle reste uniforme dans toute l'étendue de l'aire ^^ mais qu'elle présente, à l'intérieur de cette aire, des solutions de continuité en des points 01,02, . . ., en nombre fini, et isolés les uns des autres. Entourons chacun de ces points d'un contour fermé, aussi petit que l'on voudra, et désignons par
wdz
l'intégrale de wdz prise le long du contour infiniment petit qui entoure le point c.
Si l'on considère la portion de l'aire 3i qui resterait après la suppression des aires infinitésimales qui entourent les points de discontinuité, la fonction w sera uniforme et continue en chaque point de cette portion. On pourra donc, d'après le théorème du numéro précédent, supprimer cette portion d'aire sans changer la
valeur de l'intégrale / wdz. Donc cette intégrale est égale à la
somme des intégrales prises le long des contours infinitésimaux tracés autour des points de discontinuité que renferme l'aire 3i^ c'est-à-dire que l'on aura
Jwdz==z f wdz -i- 1 (vdz 3i Je. J c^
Donc, pour évaluer une intégrale prise le long du contour d'une aire quelconque, il suffit de savoir évaluer une intégrale prise le long d'un contour infinitésimal tracé autour d'un point de discontinuité.
H29. Soit c un point de discontinuité de la fonction çv, et voyons
comment on peut calculer la valeur de l'intégrale I wdz^ prise
autour de ce point.
Cette intégrale étant, d'après ce que nous avons dit, indépendante de la forme du contour infinitésimal qui renferme le point de discontinuité c, on peut supposer que ce contour soit un cercle de centre c et de rayon infiniment petit p. Posons alors
Lorsqu'on fera faire au point z le tour de ce cercle, ç> variera seul, et croîtra de 2 7r, si, comme dans le cas actuel, z fait une seule fois le tour de c. On aura donc
dz =■ fpe^^df = « (z — c)^7y et par suite
I n'{lz=ii I (v[z — c)df, «. c J 0
\ 130. Supposons d'abord que, lorsque z — c tend vers zéro, le
produit
converge vers une limite finie F (pouvant être nuUe), c'est-à-dire que la quantité
F=:Iim[e/(c-t-6)] c=o
•aw
J^aw M'(z — c)rfy o
X et Y étant des quantités réelles, dépendantes de la position du point z sur la circonférence, et par conséquent fonctions de la variable cp et du paramètre infiniment petit p. On a donc [247], en désignant par in (X),^ (Y) des valeurs moyennes de X et de Y,
r ' Xr/yr:::27rin(X), Ç "" Y dff ~^ It: M[\),
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Par conséquent.
iv[z—c]df = 27z[m[X) H-/^(Y)].
Or le second membre a évidemment pour limite an F lorsqu'on y fait converger p vers zéro ou z vers c. Donc
[1) j t%*dz= 2iri¥i où F^=:lim«'(z — c).
Je «=c
La quantité
(3) F=: -^ Ctvdz
est ce que Cauchy appelle le résidu de la fonction w relatif au pointe.
1131. Dans le cas où limw[z — c) est infinie, nous continue-
rons à prendre Téquation (3) pour définition du résidu. Mais alors F n'aura plus la même expression que dans le cas précédent, et nous apprendrons plus tard à en déterminer la valeur.
On peut cependant obtenir immédiatement le résidu lorsque la fonction w est développable en une série convergente, finie ou infinie, ordonnée suivant les puissances négatives et positives de la différence z — c. Supposons, en effet, que le développement soit de la forme
«^ = . . . -f- , T— 4- ... H \-aQ-\-. . ,-h aJz— cy*-^. . .,
ou, en posant encore z — c = pe'?,
En multipliant les deux membres par dz = ipe'^^dffy et intégrant entre les limites cy = o et ç = aTr, on aura, pour toute valeur entière de V autre que — i ,
a^pV*'?. ipe'^df z=L ia^f^^ j e^('"^^^'fdy = o, o Jo
a7a LivHB VI. — chap. i, § iv.
tandis que, pour v = — i ,
On verrait d'ailleurs, comme au n® 72, que, si R est le reste de la
série, Tintégrale / ^dz est infiniment petite en même tempi
que R. Donc I ivrfz se réduit à intia^x , et, par suite, le résidu de la fonction relatif au point c sera
Donc, lorsqu'une fonction iv, discontinue au point c, est développable en une série convergente, ordonnée suivant les puissances entières de z — c et renfermant des puissances négatives de z — c (sans quoi elle ne donnerait pas une valeur infinie pour z = c), le résidu de la fonction w relatif au point c sera égal au coefficient de la puissance — i de z — c dans le développement de w.
C'est ce dernier énoncé que Cauchy avait pris pour définition du résidu d'une fonction relatif au point c.
1132. Toutes les fois que la fonction w a une valeur finie au point c, alors l'intégrale prise autour du point c est nulle, puisque le contour peut être pris assez petit pour ne renfermer aucun infini de la fonction. Donc le résidu relatif à tout point qui n'est pas un infini est nul.
D'après la formule (1), l'intégrale prise le long du contour de l'aire totale 3i est égale à 2 7ri multiplié parla somme des résidus de la fonction relatifs à tous les infinis contenus dans l'aire. D'après la remarque que nous venons de faire, on peut, sans altérer celte somme, y joindre la somme des résidus, tous égaux à zéro, relatifs à tous les autres points de l'aire, et alors l'intégrale
(vdz
représentera la somme des résidus relatifs à tous les points de
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l'aire. Cauchy Fa nommée^ pour cette raison, le résidu intégral de Taire ^.
1133. Soit maintenanty*(z) une fonction uniforme et continue dans toute l'étendue de Taire ^, et soit c un point quelconque de l'intérieur de cette aire. La fonction
sera continue dans toute l'étendue de l'aire ^, excepté au point 2 = c. Donc l'intégrale 1 F(z)rfz, prise tout le long du contour
de 3y se réduira à l'intégrale de la même fonction prise autour du point c. Or on a [1130]
Y[z]dz'= 3 7r/.lim(z — c)Y[z], Je
D'autre part,
lim [z - c) ¥[z] = \im/{z)=/{c).
Z = C Zz=iC
On aura donc la formule fondamentale
ou, en substituadt [1132] le contour de l'aire 3 au contour infinitésimal tracé autour de c,
fie) = j. r m. ,,,
On conclut de là ce théorème :
Si f{z) est une Jonction unijorme et continue dans toute l'étendue de l'aire 51, ef z un point quelconque de l'intérieur de l'aire, la valeur de f[z) en ce point est égale à la valeur du
résidu de la fonction ' J^ relative au point z, cest-à^-dire que l'on a
H. — Cours de Cale, in fin,, III. l8
1134. La fonction -.;;- est continue sur tout le contour de 3i,
non-seulement par rapport à la variable ^, mais encore par rapport
à la variable z, c'est-à-dire qu'elle varie d'une manière continue à
rintérieur de l'aire 3. On peut donc la difTérenlier par rapport à z^
ce qui donne
ds'* (Ç — Z
On voit que toutes ces dérivées sont également continues tout le long du contour de 3i,
1135. Cela posé, soit cj>(^, z) une fonction des variables ^ et z, continue par rapport à chacune d'elles toutes les fois que le point ^ reste sur le contour de l'aire 3i et le point z à l'intérieur de cette même aire. L'intégrale
sera une fonction de z. Si l'on change z en z -f- rfz, on aura
<if[z^dz]=i f f[^,z-^dz]di;,
va
d'où
dz J^ dz
Si l'on suppose maintenant dz infiniment petit, il viendra, à la limite,
dz Jj^ dz
BEPRÉSENTATION D*UNE FONCTION PAR UN RÉSIDU
On voit donc que la règle de la diiTérentiation sous le signe J [470] s'applique aussi aux intégrales prises le long d'un contour fermé, pourvu que la fonction ç(?[, z) et sa dérivée D^^ ç(?^, r) par rapport au paramètre z restent l'une et l'autre finies lorsque ^ parcourt le contour.
Si la fonction fs^['Ç, z) et sa dérivée D«9(C, -z), considérées comme fonctions de *^, n'ont pas d'autre infini que le point z dans l'intérieur de l'aire 3, on pourra substituer à leurs intégrales prises le long du contour de 3 leurs intégrales prises autour du point z [H28], et la formule précédente deviendra
ce qui est la formule pour la diiTérentiation des résidus.
En appliquant cette formule à la fonction 'f y on tirera de
la formule (4)i 6n vertu des égalités du numéro précédent, les relations
{ 1 .2 '2Tri J (Ç — s)''
toutes les intégrales étant prises soit autour du point z, soit le long du contour d'une aire quelconque 3i entourant le point z et ne renfermant aucun point de discontinuité de la fonctiony*(2).
1136. Ces relations conduisent immédiatement à une conséquence importante. Les fonctions sous le signe y*, dans les seconds membres des formules (5), étant toutes finies et continues toutes les fois que z désigne un point situé à l'intérieur de l'aire 7i, les intégrales auront toutes des valeurs finies. Donc toutes les dérivées de y{z) sont des quantités finies dans l'intérieur de l'aire 3.
Il s'ensuit également de là que ces dérivées sont aussi conti-
tïueSy car, si J'^"'^*^{^) est une quantité finie, s désignant un infi-
aiment petit, raccroissement
sera infiniment petit en même temps que dzy d'où l'on conclut la continuité de la fonction y ^''^(j:). Il en sera de même, par conséquent, de toutes les dérivées précédentes.
Donc , si une fonction est uniforme et continue dans toute l'étendue de l'aire 51, toutes les dériv^ées de cette fonction seront aussi des fonctions uniformes et continues dans toute l'étendue de la même aire.
4137. Supposons qu'une fonction ^"(2) soit toujours uniforme, finie et continue dans toute l'étendue du plan. Prenons pour aire un cercle de rayon R, et soit
Ç=rRe'>, d'où ^r=:/Çr/y.
On aura alors
Jo Ç
Or, pour R infiniment grand, y(Ç) restant, par hypothèse, toujours finie, l'intégrale précédente sera finie et différera infiniment peu de
quantité finie et indépendante de z, Honcfl^z) est aussi indépendante de z et se réduit à une constante.
Donc toute fonction uniforme de z qui ne se réduit pas à une constante doit dei^enir infinie pour quelque valeur finie ou infinie de z,
1138. Si la fonction /'(z) ne se réduit pas à une constante, il
en sera de même de ^i — ' ^^ cette dernière fonction devra pré-
senter aussi un ou plusieurs infinis. Donc la fonction y*(z) devra présenter un ou plusieurs zéros.
Une seule des deux fonctions y(z), j— pouvant devenir infinie
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pour z = 00 y l'autre devra avoir un infini pour quelque valeur finie de z; de même pour les zéros. Donc toute fonction uniforme a au moins soit un zéro, soit un infini, situé à une distance finie de l'origine.
En particulier, une fonction entière f{z)y ne devenant infinie que pour ^ = 00, devra s'annuler une fois au moins pour une valeur finie de ^, ce qui nous donne une autre démonstration du théorème fondamental de la théorie des équations algébriques [87].
La fonctiony(z) — h devant avoir au moins un zéro, on voit qyH une fonction uniforme f[z) reçoit, dans l'étendue du plan, toutes les valeurs possibles, y compris zéro et l'infini.
4139. Nous n'avons considéré jusqu'à présent que les valeurs àef[z) correspondantes aux valeurs finies de z. Pour étudier la valeur correspondante à z = 00 , nous aurons recours à la transformation par rayons réciproques du n° 1114, en posant
= 1, d'où /(3)^.=-/(i)f,
Soit ^ une aire qui comprenne tous les infinis de la fonction y(z) correspondants à des valeurs finies de z. Le contour de 51 sera représenté sur le plan des z' par un nouveau contour entourant une aire ;2l', en dehors de laquelle se trouveront tous les points z' qui correspondent aux points z situés à l'intérieur de 3; Taire ^' ne contiendra donc dans son intérieur aucun infini de la
fonction f{z) onfi-^U à l'exception de celui qui répondra à
2 = 00 ou à 3'= o-
Le résidu inté^al de l'aire 2i' se réduira, par conséquent, au
résidu relatif au point z* z=. o, le seul infini de la fonctionyf — j oaf{z) qui soit contenu dans 3'. On aura donc
Or, quand on parcourt le contour de 3i' dans le sens direct relativement à l'aire intérieure à ce contour, l'intégrale se compose d'éléments respectivement égaux aux éléments de l'intégrale
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I fiz)dz, prise en laissant V extérieur de ce contour à sa
gauche, et, par suite, ces éléments sont égaux et de signe contraire à ceux de l'intégrale — : / f[z)dzy prise dans le sens direct par
rapport à V intérieur de l'aire 3. On aura donc, en vertu de l'égalité précédente,
Donc le résidu intégral relatif à tous les infinis àef[z) autres
que z = Qo est égal à plus le résidu de la fonction — y ( — J relatif à z'= o.
Il s'ensuit de là que, si
a une limite nidle ou fi/iie F pour z'= o ou pour z = 00 [H30], on aura, pour le résidu intégral dej'(^z) relatif à l'aire ^,
-i-. Çf[z)dz=:Y.
CI
Exemple. — Soit une fonction rationnelle î;A-t> i{z) et F(2) étant deux polynômes, l'un du degré m, l'autre du degré n^ savoir
f(z) =«0+ Oi«-h. . .-i-^w«"*»
On tire de là
La fraction du second membre pourra, par simple division, se
mettre sous la forme 7^ H- «,2'-f- «2^'* -f-. . ., d'où, en posant n — m — 2 = — fx,
-s** ' -4- ... -4- «5*- 1 2'-* -f- Wj
En intégrant les deux membres le long du contour de 2i'j comme au n" 1131 y on a, le résidu de ci>^ étant nul.
= «jL-r
Donc , pour m — 7i-|-a = fz^i, ou/î<[m-hi, on a
OU, d'après ce que nous verrons plus loin [1158], Pour /i = i, ou /î = m-|-i.
Enfin, pour fx <^ i ou «> m H- 2, le résidu intégral est nul. On aurait obtenu immédiatement ces deux derniers résultats
en cherchant la limite, pour -z = 00 , de l'expression z :—-— •
a8o LIVBB VI. — CHAP. I, § V,
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1140. Soitc un point de l'aire 3. De Fidentité
I z — c fz — c)'*-* [z — c\
on tire, en multipliant les deux membres par — : f{X^)dX^ et intégrant tout le long du contour de ^,
en posant, pour abréger,
où les intégrales sont prises soit autour du point c, soit le long du contour de l'aire ^, et
"■'ù^'-'^'ir^^
Des équations (4) et (5) des n°' 1133 et 1135, il résulte que Ton a
THBOHBIIE DE GAUCHY. 281
Donc
formule qui contient le théorème de Cauchj-, lequel est une généralisation du théorème de Taylor.
Si le terme complémentaire Sln est infiniment petit pour n infiniment grand, la formule (3) donnera le développement de la fonction y*(z) en une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de la différence z — c. Cette série coïncide avec la série de Taylor dans le cas particulier où r et c sont réels.
1141. Supposons que l'aire 3i, à Tintérieur de laquelle la fonction f{z) reste finie et continue , soit un cercle de centre c et de rayon R, et posons
d'où =id<D, On aura alors
où il faudra remplacer X^ par c -h Re'f. En faisant, de plus, on aura
Dans cette intégrale, la quantité sous le signe/ est finie en tout point du contour, puisque le point z est intérieur à Taire. Donc l'intégrale a toujours une valeur finie. D'autre part, le facteur
I — j t en dehors du signe fy est infiniment petit pour n infiniment
grand. On en conclut ce théorème :
Pour qu'une fonction f[z) soit dés^eloppable suivant les puis^ sances entières et positives de la différence z — c, il suffit que le point z soit intérieur à un cercle décrit du point c comme centre.
a8a LIVRE VI. — ghap. i, | v.
avec un rayon tel que la fonction f[z) soit uniforme et continue en tout point intérieur à ce cercle.
En d'autres termes, il suffit que le module de z — c soit moindre que la distance du point c au point le plus voisin de c pour lequel la fonction cesse d'être uniforme et continue*
Le cercle décrit du centre c et passant par le point de discontinuité le plus voisin de c s'appelle le cercle de convergence de la série.
H42. Si l'on a c= o, alors la série (3) représentera le développement de la fonction /(^) suivant les puissances positives et entières de la variable z, et elle contiendra, comme cas particulier, la série de Maclaurin.
Le cercle de convergence, qui aura pour centre l'origine, aura pour rayon le module de la plus petite racine de l'équation y(z) = oo , la fonction y( s) étant supposée uniforme à l'intérieur de ce cercle.
1143. Le théorème de Cauchy fournit immédiatement la condition pour qu'une fonction /(jc) d'une variable réelle soit développable en série convergente suivant les puissances entières et positives de la différence x — c, ou de la variable x. On remplacera la variable réelle x par c 4- * ou par z, z étant une variable complexe, et l'on cherchera la racine de plus petit module de l'équation y'(c +«) = oo ouy(z) = 00 . Le module de cette racine sera la limite supérieure des valeurs numériques de a: — c ou de x pour lesquelles le développement sera possible.
Par exemple, si l'on considère la fonction
traitée au n^ 353, la racine de moindre module de l'équation
r= 00 , OU = O
estz = 2 711. Donc 27r est le rayon du cercle de convergence pour le développement de cette fonction suivant les puissances entières et positives de x.
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Pour le développement analogue de la fonction — r^ — » on ver-
raity soit directement de la même manière, soit en s'appuyant sur les calculs du n® 353, que le cercle de convergence a pour rayon tt. Enfin, pour le développement de Thx ou de tango:, on trouverait pareillement que le cercle de convergence a pour rayon - • Il en est de même pour le développement de séc x.
1144. Supposons maintenant que Ton donne les valeurs d^une fonctiony*(z) pour une suite continue de points formant un élément superficiel ou linéaire, d^une grandeur finie et constante, aussi petite que l'on voudra, et soient CfC', (/^, ... des points de cet élémentvinfiniment voisins. *
Si l'on suppose que la fonction ^(z) doive être monogène, sa dérivée en un point donné sera indépendante de la direction de Taccroissement infiniment petit de z, qui entre dans le rapport différentiel, et l'on pourra toujours supposer que les accroissements de z aient lieu sur l'élémentconsidéré. On connaîtra dès lors, pour z=zc, la valeur de la fonction y(c); puis, pour ce point et les points infiniment voisins, les valeurs de la dérivée première,
puis les valeurs de la dérivée seconde,
et ainsi de suite. En appliquant la formule (8), on obtiendra donc le développement de la fonction suivant les puissances de z — c, et, par suite, on connaîtra toutes les valeurs de la fonction à l'intérieur du cercle de convergence C, décrit du centre c, avec un rayon déterminé par la connaissance du point de discontinuité le plus voisin de c que doive avoir la fonction.
Prenons actuellement pour nouveau centre un point c^ , intérieur au cercle C, mais aussi voisin que l'on voudra de la circonférence de ce cercle, et décrivons de ce centre C| un nouveau cercle de convergence C^, qui comprendra, en général, des points du plan exté-
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rieurs au cercle C. On obliendra alors un nouveau développemenl suivant les puissances de z — C|, qui fera connaître toutes les valeurs de la fonction pour tous les points de Tintérieur de C|.
En prenant, de même, pour troisième centre un point c^ intérieur à Ci , on obtiendra un nouveau cercle de convergence Ca, qui comprendra une nouvelle porlion du plan, et, au moyen du développement de la fonction suivant les puissances de z — C2, on pourra calculer toutes les valeurs de la fonction à l'intérieur de C2.
En continuant de cette manière, on pourra embrasser dans Tensemble de ces cercles tracés entre les points de discontinuité tous les points z du plan que Ton voudra, et alors, pour chacun de ces points, on aura un développement de la fonction donnée en série convergente. On aura même plusieurs développements pour les points qui seront intérieurs à la fois à plusieurs cercles de convergence.
On voit par là que, si l'on connaît 1° toutes les valeurs de la fonction aux divers points d'un élément quelconque, auperficielou linéaire, 2^ les positions des points de discontinuité de cette fonction, et 3° si l'on impose à cette fonction la condition d'être monogène et uniforme, cette fonction sera complètement déterminée dans toute l'étendue du plan.
1145. Si la fonction y*(z) doit rester constante dans l'élément considéré, alors, pour deux points infiniment voisins c, c' de cet élément, on aura rigoureusement /*((;) =y(c'), et par suite
et de même/'(c') = o, d'où/"(c) = o, et ainsi de suite. Si Ton prend maintenant le point c comme centre du cercle de convergence, la formule de développement (3) se réduira à
quelque grand que soit /i, et, comme il,i est infiniment petit pour n infiniment grand, il en résulte que l'on a rigoureusement
f{z) =/{c) i=const.
dans toute l'étendue du cercle de convergence.
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En raisonnant maintenant comme dans le numéro précédent, on étendra successivement la démonstration à tous les points du plan.
Donc une fonction uniforme et continue à l'intérieur d'une aire Z ne peut rester constante dans l'étendue d'un élément fini quelconque, superficiel ou linéaire, aussi petit que l'on voudra, à moins que cette fonction ne se réduise à une constante dans toute l'étendue de l'aire.
Il en résulte immédiatement que deux fonctions uniformes et continues ne peuvent être égales dans toute l'étendue d'un élément fini sans l'être dans toute l'étendue de l'aire.
Remarque, — Les zéros (et les infinis) d'une fonction doivent être nécessairement isolés; car, s'ils étaient infiniment rapprochés, ils formeraient un élément continu, sur lequel la fonction présenterait une valeur constante, et l'on en conclurait alors, d'après ce qu'on vient de démontrer, que la fonction devrait rester constante dans toute l'étendue du plan.
Un infini de première espèce ne peut être non plus à une distance infiniment petite d'un zéro, car alors l'inverse de la fonction serait discontinu en ce point, aussi bien que la fonction elle-même, et l'infini ne serait plus de première espèce.
1146. Dans l'évaluation des intégrales qui représentent les coefBcients ^12 [1141], on peut substituer au contour du cercle de convergence celui d'un cercle de même centre et de rayon moindre, et la valeur d'un coefficient quelconque
n'en sera pas altérée. On voit donc que cette intégrale est indépendante de la valeur du module R, tant que ce module n'atteint pas le rayon du cercle de convergence .
1147. Jliéorème de Laurent, — Supposons maintenant que la fonctiony(2) soit uniforme et continue dans l'espace annulaire renfermé entre les contours de deux aires ^, a, intérieurs l'un à l'autre. Si l'on parcourt les deux contours dans le sens direct
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relativement aux deux aires ^ et a comprises dans l' intérieur de ces contours, le sens direct relativement à Taire a sera le sens rétrograde relativement au contour intérieur de Taire doublement connexe 3 — a, et Ton aura ainsi, pour Tintégrale d^une fonction quelconque,
Si donc z est un point de Taire annulaire 3 — a, on aura, au lieu de la formule (4) [1133], la formule
d'où, en différentiant par rapport k z [1135],
1148. Supposons maintenant que les deux contours soient deux cercles de centre commun c et de rayons R et r. En faisant ^ = c* H- Re'?, nous aurons identiquement
= 27r/ [iTo -4- /ij (« — c) -+- . . 4- fl/,-! [z — c )«-* 4- a„],
où Ton a posé
Pour la seconde intégrale de la formule (4), on a identi-
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quement
(!: — c)"'-» i^ — cY" 1
d^où, en faisant il vient
OÙ Ton a posé
'fil / *'
Le point z = c -f- re'P étant situé en dehors du cercle de rayon r, on a - -<[ 1 , et Ton en conclut, comme on l'a déjà fait pour Texpres-
sion de O,,, que ci)^ est infiniment petit pour m infiniment grand.
Donc, si f[z) est une fonction uniforme et continue dans l'aire comprise entre deux cercles de centre commun c et de rayons r ei R, cette fonction sera déifeloppable en une série convergente, ordonnée suivant les puissances entières, positives et negativ^es, de la différence z — c, et dans laquelle le coefficient a±x de la puissance [z — c)-* est déterminé par les formules [5) et (6).
Remarquons que l'on peut réduire à une seule les formules qui donnent les coefïîcients d'indices positifs et ceux, d'indices néga-
ji — ^aVï reste la même, quel que soit
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le contour fermé (tracé à Tintérieur de Taire ;2l — a et n'entourant qu'une seule fois le cercle a) le long duquel on prenne cette intégrale. On peut donc la prendre indifféremment soit le long du cercle extérieur, soit le long du cercle intérieur, soit le long d'un cercle intermédiaire quelconque de rayon p^t et <[R- D'après cela, dans les valeurs (5) et (6) de Uk et de a-k^ on pourra remplacer R et r par p, et l'on aura, pour toute valeur positive, nulle ou négative de l'indice A",
1149. Si la fonction f{z) est uniforme et continue en tout point du cercle intérieur a, on pourra diminuer autant que l'on voudra le rayon de ce cercle sans qu'il s'introduise un infini dans la partie annulaire, et alors le point z pourra toujours être consi-
déré comme extérieur à ce cercle. Donc la fonction ^ de la
variable ^ sera uniforme et continue en tout point de Taire a, et,
par suite, l'intégrale / — ^ sera nulle. Avec cette intégrale s'é-
vanouira la partie du développement qui contient les puissances négatives de ^ — c, et Ton retombera sur le théorème de Cauchy. Si Ton suppose, au contraire, la fonctiony(3) uniforme et continue pour tous les points en dehors du cercle extérieur, on pourra donner au rayon R de ce cercle une valeur infiniment grande. Mais alors, dans l'expression de Q>n donnée par la formule (5), f{^) convergeant vers tfne valeur nulle ou finie, l'intégrale
ne deviendra pas infinie, tandis que le facteurf — j tendra vers
zéro, quelque soit/i. Donc, à la limite, £in sera nul, et il le sera, en particulier, pour « = i . La partie de la série correspondante aux puissances positives de ^ — c se réduira à son premier terme
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lequel s^annulera lui-même si y(oo ) = o. Alors le développement ne contiendra que des puissances négatives de ^ — c.
Exemple. — Considérons la fonction
où Ton suppose le module de Cf moindre que celui de c^» Si Ton décrit deux cercles €(, C^» ayant pour centre l'origine et passant par les points C| et 02, f{^) sera uniforme et continue dans rintérieur du cercle €, , Donc, pour toute valeur de z intérieure à ce cercle,y(z) sera développable en une série ordonnée suivant les puissances positives de z.
Dans l'intervalle des deux cercles, la fonction sera développable» par le théorème de Laurent, en une série contenant à la fois des puissances positives et des puissances négatives de z.
Enfin, pour une valeur de z extérieure au cercle €2, la fonction f{z) sera uniforme et continue, quelque grand que soit le module de z. Le développement ne contiendra donc plus que des puissances négatives de z, le terme constant étant nul, puisquey*(oo ) est égal à zéro.
1150. Le théorème de Laurent est un cas particulier d'une formule plus générale.
Soient Cf, C2, . . ., c^ les points de discontinuité de la fonction uniforme y(z) renfermés dans l'aire 3, et supposons que l'on ait tracé dans cette aire un cercle €, de centre quelconque c, qui renferme dans son intérieur tous ces points de discontinuité. Décrivons, de plus, de ces points comme centres, des cercles €«, C2, •.., €,», assez petits pour être tous extérieurs les uns aux autres et intérieurs au cercle €.
La fonction y (z) sera uniforme et continue dans tout l'espace
H = € — (or, 4- €, -h . . . -f- €jt)
compris entre tous ces cercles, et, si z est un point quelconque de cet espace i0, il viendra
H. — Cours de Calcul in fin., III. 19
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Or on aura^ comme au n^ 1147,
De plus, dans / , le module de t — c étant plus grand que
Je
celui de z — c, on en conclura, comme au n° 1140,
H;, étant infiniment petit pour n infini, et chaque coefBcient aj^ étant donné par la formule
2Ttl Jet Q— -
Çl^Ç
Dans / , au contraire, le module de ^ — ca étant plus petit que celui de z — c^i, on en conclura, comme au n® 1148,
o),,» étant infiniment petit pour m infini, et chaque coefficient a^^^ étant donné par la formule
Comme on peut prendre les rayons des cercles Ca aussi petits que Ton voudra, il s'ensuit que, pour tout point z pris à Tintérieur du cercle € et autre que les points de discontinuité, on pourra développer la fonction y(z) en une série convergente, ordonnée suivant les puissances entières et positives de la différence z — c et suivant les puissances entières et négatives des différences
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de sorte que Ton obtiendra un développement de la forme
a^^\ [z — tv)-' 4- «!?; [z — r^)-* -f
1151. Les théorèmes précédents peuvent s'étendre aux fonctions de plusieurs variables.
Soit une fonctiony(2,z') des deux variables complexes z, z\ qui soit uniforme et continue par rapport à chacune de ces variables dans l'intérieur d'une aire 3. En appliquant la formule du n° 11 33 y on aura d'abord
On a d'ailleurs, par la même formule,
Donc
On étendrait de même la formule au cas d'un nombre quelconque de variables.
On en tirerait ensuite la généralisation du théorème de Taylor pour le cas de plusieurs variables.
§ VI
ÉTUDE d'une fonction UNIFORME DAMS LE VOISINAGE DES POINTS
OU ELLE DEVIENT NULLE OU INFINIE
115â. Indice d'une /onction en un point donne'. — Nous avons vu que toute fonction y*(x), uniforme et continue dans l'intérieur d'une aire 3, peut se mettre sous la forme
c étant un point quelconque de cette aire, et les coefficients a/,,
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ainsi que le terme complémentaire Un, étant déterminés par les formules du n® 1140.
Si Ton suppose que le point c soit un zéro de la fonction, alors le premier terme ao=f{c) du développement s^annulera, et il pourra en être de même pour un ou plusieurs des coeflicients consécutifs suivants a^ , as, .... Mais il y aura nécessairement quelqu'un de ces coefGcients qui différera de zéro, sans quoiy(z), se réduisant à Q.„, serait infiniment petite pour n infiniment grand, et par suite devrait être rigoureusement nulle dans toute l'étendue de Taire 3.
Soit am = /^'"^c:) le premier coefBcient du développe-
ment qui ne s'annule pas. La valeur dey(z) pourra s'écrire sous l'une ou l'autre des deux formes
/(z) = n„,. /(2) = /»,„(s-c)"' + n,„+„ d'où l'on tire
(ï-c)'" air/ J3(Ç-c]"'(Ç-2)'
La première de ces deux expressions montre que la valeur du
rapport r-^ — est finie, quel que soit le point z pris dans Tin-
térieur de Taire Z. La seconde montre que cette même valeur se réduit à am pour z = c, et par suite qu'elle ne s'annule pas au point c.
Donc, $if[z) est une fonction uniforme et continue dans l'intérieur de l'aire Z, et ne s' annulant qu'au seul point c de cette aire, il existera toujours un nombre m, entieh et positif, tel que
la limite du rapport \^^^ » pour z = Cy sera Jinie et différente
de zéro.
Il s'ensuit de là que la fonction
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sera uniforme, continue et différente de zéro pour tous les points de l'aire ;2l.
Cet exposant m, qui est I^ndlce de la première des dérivées f {^)j f" {^)} ' - ' qui ne s'annule pas au point c, s'appelle V indice delà fonctiony(z) au pointe. Cet indice exprime Tordre infinitésimal àe f[z) pour z — c infiniment petit du premier ordre.
D'après cela, la fonction ^(2) pourra toujours se mettre sous la forme
g{z) étant une fonction de r, uniforme, continue et difi'érente de zéro dans toute l'étendue de l'aire 3.
1 153. Supposons maintenant que la fonction f[z) soit uniforme, continue et difi'érente de zéro dans toute l'étendue de l'aire 2iy
excepté au point c, où elle devient infinie. La fonction -ri— sera
uniforme, continue et difilérente de zéro dans toute l'étendue de l'aire :2l, sauf au point c, où elle s'annulera. Donc, en vertu de ce qui vient d'être dit, on pourra poser
gi (z) étant une fonction uniforme, continue et différente de zéro dans toute l'étendue de l'aire 3i, et fi un nombre entier et positif. Or l'inverse de gi{z)y
jouit évidemment des mêmes propriétés que gri(s). Doncy(5), qui a un infini en c, pourra se mettre sous la forme
g{z) désigpaant une fonction uniforme, continue et difi'érente de zéro dans toute l'étendue de l'aire Z^ et n étant un nombre. entier et positif.
Enfin, si /{z) n'a ni zéro ni infini dans l'intérieur de l'aire Z, on pourra, par analogie, la mettre sous la forme
g{z) étant une fonction de même nature que précédemment.
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Donc enfin, si une Jonction /{z), uniforme dans toute l'étendue de l'aire 3i, est en même temps continue et différente de zéro dans toute cette étendue, sauf peut-être au seul point c, oà elle pourra des^enir nulle ou infinie, on pourra mettre toujours cette fonction sous laforme
{.) /(*)=(^-c)"'ff(^).
g{z) éfant une fonction uniforme, continue et différente de zéro dans toute l'étendue de l'aire ;2l, et m un nombre entier^ positif nul ou négatif, exprimant l'ordre infinitésimal [186] de la fonction f{z) dans le voisinage du point c. Ce nombre m s'appellera, dans tous les cas, Vindice de la fonction y(z) au point c.
1154. De Téquation (i) on tire
N /'{'] = {'- cy'-'[{z-c] g' {z) + m g{z)],
et, comme g:' (z) est finie et continue dans loute l'étendue de ;3 [1136], l'expression entre crochets dans le second membre de (a) sera finie et continue dans toute l'étendue de 3, et différente de zéro pour z= c. Donc l'ordre infinitésimal def{z) en c est égal km — I • Par conséquent, l'indice de la dérivée d'une fonction nulle ou infinie pour z = c est égal à l'indice de la fonction, diminué d'une unité.
Cette règle ne s'appliquerait plus au cas de m = o.
Il résulte de là que, si une fonction uniforme est infinie en un point Cf toutes ses déri\fées sont infinies en ce même point [383].
1155. Connaissant les indices de plusieurs fonctionsy*i , fy . . . , on pourra trouver aisément l'indice d'une fonction rationnelle quelconque de ces fonctions, laquelle sera formée au moyen des trois opérations d'addition (comprenant la soustraction), de multiplication et de division.
Soient mi , m2 les indices, relatifs au point c, des deux fonctions
f\if^^ continues et différentes de zéro en tout autre point de
l'aire ;2l, et soient ai, a^ deux constantes qui ne sont ni nulles ni
infinies. La fonction
pourra, suivant ce. que nous venons de voir, se mettre sous la
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forme
F = û, (z - c) '««g^, 4- û, (z - tf )'".^„
gi 7 g2 étant deux fonctions continues et différentes de zéro en tout point de Taire 3i.
Soit maintenant [jl un nombre entier et fini quelconque, tel qu'aucune des deux sommes /m -f- m, , f/. 4- /W2 ne soit négative. En multipliant les deux membres de l'égalité précédente par (z — c)«*,
il vient
(z — c^F = a, [z -- c)^-^'">gi -4- «, (3 — cy-^^'^gt.
Chacun des deux termes du second membre étant une fonction uniforme et continue dans le voisinage du point c, il en sera de même du premier membre
Or ce produit est lui-même d'un certain ordre v, de sorte que l'on a, y étant entier et G désignant une fonction uniforme, continue et différente de zéro,
Donc
et, par suite, F est une quantité de l'ordre entier, positif, nul ou négatif, v — a.
La fonction F, si v — |ul]>o, ou son inverse-» si v — /^<Co>
sera continue dans le voisinage de c. Donc le point c est un infini
de l'une des deux fonctions F, -> et l'autre sera alors finie et con-
tinue dans le voisinage de c. Donc la fonction F sera continue, ou du moins elle n'aura que des infinis de première espèce.
F pourrait s'annuler en d'autres points d« 7i que le point c. On dirait alors pour ces points ce qu'on vient de dire pour le point c. Les zéros de F, autres que le point c, seront nécessairement isolés les uns des autres, comme cela résulte de ce que nous avons vu au D? 1144, à moins que la fonction F ne se réduise identiquement à zéro.
1156. Les fonctions pourront s^écrire sous la forme
'^ ^ ^ gt
g\ 'g2 et ~ étant des fonctions uniformes, continues et différentes
de zéro en tout point de Z, <f ely^ auront au point c pour indices respectifs rrit 4- mj et mi — ma. En tout autre point de :3l, 9 et ^ seront continues et différentes de zéro. Ces fonctions présenteront donc le même caractère queyi et^i, savoir, d'être uniformes et continues dans toute Tétendue de !^, à l'exception du point c, où elles peuvent avoir un infini.
Plus généralement, si l'on considère une fonction de la forme
les fonctions
fl-» f\y • • • » //> ?1» ?1» • • • » ?A:
ayant au point c les indices respectifs
/Wi, m,, . . . , /wy, Pi, ^,, . . ., ^jt>
l'indice, au même point, de la fonction proposée sera
Le caractère des fonctions uniformes, continues et difi'érentes de zéro, à l'exception d'un nombre limité de zéros et d'infinis isolés, ne se perd donc pas, lorsque l'on combine les fonctions par addition (ou soustraction), multiplication et division, de manière à en former une fonction rationnelle quelconque.
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VII
DÉVELOPPEMENT EN SÉKIE D^UNE FONCTION UNIFORME EN TOUT POINT d'uNE AIKE DONNÉE, A l'eXCEPTION d'uN NOMBRE
LIMITÉ d'infinis DE PREMIÈRE ESPÈCE.
1157. Soient C|, C2, • • • 1 ^a des points isolés, pris à Tintérieur de Taire ^21, et mi, m^» . • . > /n^ des indices positifs quelconques. La fonction
sera uniforme et continue en tout point de ;3( et ne s'annulera qu'aux points C| y Cj, . . . , ca. Elle n'aura donc aucun infini, mais seulement des zéros isolés en ces points c. Donc l'indice de cette fonction sera positif aux points c, nul dans tout le reste de l'aire. Si l'on pose
il est clair que G sera une fonction uniforme et continue dans toute l'aire ^, et qui ne s'annulera pas au point C|. Donc m^ sera l'indice de F au point Ci. Pareillement, 7712, . . . , m^ seront les indices de F aux autres points zéros c^, • . . , c^.
Soit maintenant y*=y*(z) une fonction quelconque, uniforme dans toute l'étendue de Zy et continue dans la même étendue, excepté aux k points C| , C2 , . . . , ^a? où elle devient infinie. Les indices de /en ces points seront des entiers négatifs
— «1, — «j, . . . , — /îjt.
En tout autre point de Z, l'indice de/* sera nul ou positif. Si l'on considère le produit
de la fonction y* par la fonction pré cédente F, ce produit sera uniforme et continu en tout point de Z autre que les points c. En un point c, l'indice de ce produit sera m — n] en tout autre point, l'indice de g sera égal à celui de y*, et par suite nul ou positif.
Si donc on prend les indices mi, m2, . . . , m^^ respectivement ^aux à /Zf,/Zs, . . ., rikt les indices du produit g aux points C|,
c^j . > . jCji seront tous nuls, et, partant, la fonction g sera finie et continue en ces points c, comme en tout autre point de Taire 3i.
Donc, si la Jonction J* est discontinue seulement aux points Cj, C2, . . . , Cjt, e£ que les indices correspondants à ces points soient — /ii , — /I2, . . . , — /lA, le produit
sera une fonction uniforme et continue dans V étendue entière de l'aire ^.
On pourra, par conséquent, développer cette fonction, par le théorème de Cauchy, dans Tintérieur d'un cercle tracé dans 3 autour d'un centre quelconque y, et Ton aura ainsi
en posant
On a, par conséquent, dans Tintérieur du même cercle,
1158. En particulier, s'il n'y a qu'un seul point c, en prenant ce point pour y, on aura
d'où l'on tire
On a ainsi le développement de la fonction y^(z) suivant les puissances entières, négatives et positives, de z — c.
On tire de là immédiatement l'expression du résidu de la fonction y(z) pour le point c. On a, en effet, d'après ce que nous
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avons vu [1131],
: I /{z]dz = an_i=: — 5 L_L_
y^^^^-'UVic-^^]
Donc, sif[z) est une fonction uniforme dans le voisinage du point de discontinuité c, et que — n soit V indice de la fonction en ce point, le résidu de la fonction relatif au point c sera donné par la formule
\ f[z)dz=i\\m-^ — ^ \, ^•
1159. Soity*(j:) une fonction finie et continue en tout point du plan situé à distance finie de Torigine ou, si nous employons la représentation sur la sphère [1111], en tout point de la sphère autre que le point O'. Partageons la sphère en deux calottes ;2l, 3', dont i*une contienne O et Tautre O', et transportons les points de la calotte inférieure ^' sur le plan antipode.
La fonction y(^) = /'( -y j =^(3') sera finie et continue pour
toute valeur de ^, excepté ^ =r o. Soit — n l'indice de cette fonction pour z'= o. On pourra, d'après ce que nous avons vu, développer la fonction z''*ff[z!)y uniforme et continue dans toute rétendue de l'aire J2l', en série ordonnée suivant les puissances positives de ^, et poser
ûfl^tant une fonction finie et continue dans toute l'étendue de l'aire X. Donc
d'où, en remplaçant z' par -> 9(2') P^^ f{^)9
£l^=f{z)— (ao^"-+-<I|^''-*^-...-^«rt-|^), formule vraie dans toute l'étendue de l'aire 3i'.
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Or la fonction £2;, est finie et continue sur toute la calotte 2f; elle Test évidemment aussi sur toute la calotte 3i. Donc elle Test sur toute la sphère, et, par conséquent [1137], elle se réduitàune constante a„. On a donc
Donc une fonction uniforme qui ne devient infinie que pour z i/ifini et qui pour toute autre valeur de z reste finie et continue est une fonction rationnelle et entière de Zy dont le degré est égal à l'indice du point z = co ,
1160. Supposons maintenant que la fonctiony*(z) ait des infinis C| , Cî, ..', cjs autres que le point de Tinfini O'. Partageons, comme précédemment, la sphère en deux calottes, contenant l'une tous les points c, Tautre.le point O^, qu'il soit ou non un infini.
Suivant ce qui a été établi [1157], la fonction pourra se mettre sous la forme
/ii, /i2, . , . , /ijt étant les indices des points C|, C2, . . . ^ ca, de sorte que la fonction
sera uniforme et continue dans toute l'étendue de la calotte supérieure.
Elle sera également uniforme et continue en tout point de la calotte inférieure, excepté peut-être au point O'. Donc, d'après le numéro précédent, cette quantité F (z) sera une fonction rationnelle et entière de z, d'un degré n marqué par son indice au point O', et par suite de la forme
Oni" -h a«-i «'""* -4- . . . -h ûo- Donc la fonction proposéey*(z) sera delà forme
le numérateur se réduisant à une constante, si la fonction F( z) est finie en O'.
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Donc toute fonction uniforme et continue dans toute l'étendue de la sphère, à l'exception d 'un nombre limité d 'infinis de première espèce, est une fonction rationnelle,
1161 • Soient C|, C2, . . ., c^ tous les points où la fonction y*(z) devient nulle ou infinie sur le plan horizontal ; /i| , Hs, • • • 9 /za leurs indices, positifs ou négatifs. La fonction
(«-C,)''.(2-C,)"....(3-Cx.)".
ne pourra devenir nulle ou infinie en aucun point du plan. Donc elle se réduira à une constante A [1137], et, par conséquent,
f[z]=:k[z^C,Y^[z-C^Yt...[z-CkY..
Donc une fonction uniforme et continue dans toute l'étendue de la sphère, à l'exception d'un nombre limité d'infinis de première espèce, est connue, à un facteur constant près, dès que l'on donne ses zéros et ses infinis avec leurs indices respectifs.
de Tindice d'une fonction sons la forme d'un résidn.
1162. Soil f[z) une fonction uniforme; continue et différente de zéro en tout point de Taire ^^ excepté au point c.
Si m est l'indice àef{z) au point c, et que Ton mette y(^) sous la forme [1153]
la fonction g et sa valeur réciproque - seront Tune et l'autre uniformes et continues en tout point de l'aire ^. Il en sera de même de la dérivée ^{z) et du rapport -• Donc l'intégrale
prise autour d'une aire qui ne renferme aucun zéro ni aucuu infini de la fonction à intégrer, sera nulle. En remplaçant maintenant
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g- (z) par sa valeur (--^-^p;' on a
c'est-à-dire
Or rinlégrale i —3- a pour valeur aTrt . Donc la formule précé-
dente donne
^^^Tif ^^^Jcf '^^' Je
Donc l'indice d ' une Jonction f en un point c est égal au résidu
de la dérivée logarithmique de cette Jonction, ' ' = DxlogJ{z)y relatif au point c.
1163. Si, au lieu d^un seul zéro ou infini c, Taire ^ en contient plusieurs C|, Co, .... la somme algébrique des indices de la foncliony(z) en ces points sera égale à la somme des résidus de la
fonction -r~-r relatifs à ces mêmes points, c'est-à-dire [H32] au
résidu intégral de cette même fonction relatif à l'aire ^. On a donc, pour la valeur de cette somme d'indices,
/Wi -^ W2 -H • . . = — : /
27rl J3
Cette somme, dans laquelle on peut comprendre tous les indices, égaux à zéro, des points de l'aire 3i qui ne sont ni des zéros, ni des infinis de/(z), s'appelle Vindice intégral de la fonctiony(r) relatif à l'aire 7i,
1164. Si c est une racine multiple de l'une des deux équations l'indice m de la fonction y(z) au point c représentera le degré de
INDICE d'une ponction. 3o3
multiplicité de cette racine, pris positivement ou négativement,
suivant celle des deux équations à laquelle appartiendra la racine.
En comptant donc une racine pour autant d*unités, positives ou
négatives, qu'il y en a dans son degré de multiplicité, on voit que
rindice intégral
relatif à Taire 3i représente l'excès du nombre des racines de l'équation y( 3 )== o comprises dans Taire ^H sur le nombre des racines de Téquationy*(^) = oo comprises dans la même aire, en d'autres termes, Texcès du nombre des zéros sur le nombre des infinis de la fonction y*(z) dans l'intérieur de Taire 3.
1165. Si Ton suppose que Taire :2l contienne un certain nombre de zéros et d'infinis c^c^j ... de la fonction f{z)y dont les indices respectifs soient /i|, /I27 • • • ? et que Ton applique à la fonction la transformation par rayons réciproques du n^ 1114, Taire Z', qui a pour contour la courbe transformée du contour de 3, contiendra
tous les autres zéros et infinis de^l -y\ =J'[z) (y compris, s'il y
a lieu, V= o ou z = 00 ), c, , c^, . . ., d'indices respectifs n\ , /i'^,
Les indices intégraux des aires 3i et ^' ont pour valeurs
Mais, l'argument de z'= -e~'^ étant de signe contraire à l'argument de z, z' parcourra le contour de 7! dans le sens rétrograde, tandis que z parcourra celui de 3 dans le sens direct. Donc les
deux intégrales 1 -79 / -^ sont égales et de signes contraires, et
•/a / Jtc f
leur somme est nulle, c'est-à-dire que Ton a
Donc, sif(^z) est une fonction uniforme dans toute l'étendue , du plan, la somme des indices de la fonction pour tous les points du plan est nulle.
3o4 LIVBE VI. ~ CHAP. I, § .VII.
En dVutres termes, le nombre total des zéros d' une fonction uniforme est égal au nombre total de ses infinis, en comptant cJiaque zéro ou chaque infini autant défais qu'il y a d'unités dans son indice»
H66. Considérons, par exemple, un polynôme du degré w. Pour ^ = 00 , le polynôme deviendra infiniment grand de l'ordre m, et il ne devient infîni pour aucune valeur finie de z, de sorte que, pour tous les points du plan situés à des distances finies de Torigine, les indices sont nuls ou positifs. La somme de ces indices positifs devant être m, le polynôme, égalé à zéro, admettra donc m racines, égales ou inégales, ce qui donne encore une démonstration du théorème fondamental de la théorie des équations.
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DE
AVERTISSEMENT
Le quatrième Volume, qui paraît aujourd'hui, comprend à peu près les matières ajoutées au programme d'examen de la Licence es Sciences mathématiques à l'époque où le Tome I venait d'être mis sous presse.
Cette partie complémentaire, qui forme le Livre VI de l'Ouvrage, et dont le commencement se trouve déjà dans le Volume précédent, a été rédigée pendant le cours de l'impression, à l'aide des matériaux dont je pouvais disposer et à peu près suivant le plan annoncé à la (in de la Préface du Tome L
Elle se compose de quatre Chapitres, dont les deux premiers sont la reproduction presque textuelle de la deuxième Partie de ma llxéorie élémentaire des quantités complexes, publiée en 1868. J'ai seulement ajouté, à la suite du paragraphe qui traite du développement des fonctions synectiques en séries périodiques, un nouveau paragraphe contenant la démonstration de la série de Fourier, d'après Dirichlet. Il m'a semblé utile de rapprocher ces deux développements, de forme identique en apparence, mais de nature si différente, et fondés sur de tout autres principes.
Le Chapitre III a pour objet l'étude des fonctions multiformes, dont j'ai trouvé les éléments dans la Théorie des fonctions doublement périodiques de MM. Briot et Bouquet, et surtout dans le Mémoire de M. Ed. Weyr, cité dans ma Préface (*). J'y traite en particulier, avec développement, la théorie de l'inversion des inté-
(•) Zur Throrie der clUptischtfn Punctionen; Prag, 1876.
VI AVERTISSEMENT
grales à périodes, en prenant pour exemples les intégrales circulaires et elliptiques.
Le quatrième et dernier Chapitre est consacré à l'étude spéciale des fonctions elliptiques. Après avoir exposé la réduction des intégrales elliptiques aux formes normales et les conséquences immédiates du théorème d'addition, je donne, en suivant la marche tracée par MM. Briot et Bouquet, les décompositions des fonctions elliptiques en séries de fractions sim^ples et en produits infinis, les propriétés des fonctions que ces auteurs représentent par 0„(u), et qui sont, à des facteurs constants près, les fonctions 5fl( j:) de Jacobi, puis le développement des fonctions elliptiques en séries trigonométriques. J'établis ensuite, d'après Gudermann, la transformation de Landen, avec ses applications au calcul numérique des fonctions elliptiques.
Je termine par l'exposition des propriétés les plus importantes des intégrales elliptiques de deuxième et de troisième espèce, et je donne, dans le dernier paragraphe, des Tables abrégées pour le calcul numérique des fonctions elliptiques, avec une courte instruction sur leur usage.
Dans tout ce Chapitre, j'ai fait usage de la notation de Gudermann, qui m'a semblé la plus courte et la plus commode, et qui est déjà adoptée par un grand nombre de géomètres.
J'aurais désiré faire suivre ce Livre VI d'un recueil d'exercices, comme je l'avais fait pour les Livres précédents ; mais je n'ai pu trouver encore le loisir nécessaire à l'exécution de ce travail, pour lequel je n'avais pas à ma portée les mêmes secours que pour les autres recueils. J'espère pouvoir combler bientôt cette lacune en ajoutant au Tome IV un Supplément, qui contiendra des exercices sur les diverses théories exposées dans le Livre VI et sur les principales applications des fonctions elliptiques.
Bordeatii, janrier 1881.
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DE
APPLICATIONS DES THÉORIES PRÉCÉDENTES
DÉTERMIKATIOrf OU IVOMBRB DES RACINES d'uNR ÉQUATIO:^ COMPRISES DAMS UNE AIRE DONNÉE.
H67. Nous avons vu [1164] que, dans l'étendue d'une aireJ^I, l'excès M du nombre des zéros d'une fonction uniformey(z) sur le nombre de ses infinis est égal au résidu intégral de la fonction D« log/(^) relatif à l'aire 3, c'est-à-dire à l'intégrale
Désignons par la caractéristique À l'accroissement d'une fono-
H. — Cours de Cale, in/tntt., IV. I
a LIVftB VI. — CHAP. Il, § I.
tîon non uniforme, représentée par une intégrale, lorsque cette intégrale est prise tout le long du contour de 2i. D'après cela, en représentant par Zo la valeur de la variable z en un point du contour, par Zi la valeur de la variable au même point lorsqu'on a fait croître son argument de 2?:, de sorle que
*'0 '^9 **l- - fTC^' f
et par Fo, Fi les valeurs correspondantes de la fonction multiforme F[z)y on aura
On trouve ainsi, en particulier, et de plus
=^ A I0g3 =^ lltl.
Donc la valeur de l'indice intégral relatif à l'aire 3 pourra se
mettre sous la forme
Alog/
A log2
Cette expression de la différence entre les nombres de racines des équations
a reçu de Cauchy le nom de compteur logarithmique.
H68. Supposons, par exemple, queysoit un polynôme entier du degré /i,
Il est clair que l'équation y = oo ne peut avoir de racines finies. Donc la somme M ne contient aucun indice négatif, et, par suite, elle est égale au nombre des racines de l'équation ^=: o- Prenons
NOMBRE DES RACINES D'uNE EQUATION DANS UNE AIRE. 3
pour 3i un cercle aussi grand que l'on voudra. Nous aurons
log/= n logz 4- log ( ^0 -*- ; ) »
X désignant une quantité qui ne devient pas infinie pour z:=z ^ . Donc
A log/= /i A logs -4- A log f «0 4- - j
d'où
A log/
Alog(aoH-jj
A logz A logz
Or, pour z assez grand, le module de - devient inférieur à
celui de «o, d'où il résulte que logfaoH — ) reprend sa valeur
primitive, lorsque z a parcouru la circonférence entière (*).
A log ( «0 -+- 7 ) ^ -^ log«o~ o»
et, par conséquent,
A log/
A logz L^équation /= o a donc n racines. Ainsi nous obtenons encore
(M Soient, on effet, mod. - <^ i, - = re^f. r étant < i . On a ^ ' u u
A lo{j(tf -{- i*) = A log« -H A log ( I -r - j »
I -h /• co»/> = p eo9 j
Puisque r est < i, i H- r cosp sera toujours positif, ainsi que cos p. Donc l'argument f de 1 -4- - ne croit pas d'une circonférence, et par suite log | i ^ - j reprend sa valeur primitive, après que z a parcouru le contour de ^. Donc
Alogf 1-+- - j = o, et Alo{j(in-»') = A log«.
On peut donc, dans la somme n + t'y négliger, pour le calcul de Alog(u + (')i la partie 9 dont le module est moindre que celui de u,
4 LIVRE VI. •— CHAP. Il, § I.
une nouvelle démonstration du théorème fondamental de la théorie des équations.
1169. Ou peut énoncer d'une autre manière le théorème du nM165. Soit
] = u-^iv=:V^e'^,
a=RcosP, t'=:=R8inP, -=cotP.
Lorsque la variable z a fait le tour de Taire 3i, f{z) reprenant sa valeur, \o^f[z) a crû d'un multiple de 2 7ri, et nous avons vu que cet accroissement A logz est égal à a ir i multiplié par l'excès M du nombre des zéros sur le nombre des infinis.
Il s'ensuit de là que logy(j:)= logR -h iP croît de aMîri, et, par conséquent; l'argument P croit de a Mît.
Considérons maintenant (fig* 91) une droite indéfinie dans le*» deux, sens, mobile autour du centre du cercle sur lequel se mesurent les angles, et tournant dans un sens quelconque. Chaque
Fig. 91,
fois que l'une ou l'autre des directions de la droite passera par le point A, la droite ayant décrit un angle P = — h AlTT, la cotangente
de cet angle P, représentée par la ligne AC, s'annulera. De plus, elle s'annulera en passant d'une valeur positive à une valeiu* négative si à ce moment l'angle P va en croissant, et, au contraire, elle s'annulera en passant d'une valeur négative à une valeur positive si l'angle P va en décroissant.
Si à la fin du mouvement l'angle P a repris sa valeur primitive, la droite OC aura dû passer par le point A autant de fois en allant
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de droite à gauche qu'en allant de gauche à droite. Si Tangle P a crû de ir, OC aura dû passer par A une fois de plus en allant de droite à gauche que de gauche à droite. Si Tangle P a crû de aMir, OC aura passé 2 M fois de plus par A de droite à gauche que de gauche à droite. Donc cotP se sera annulé a M fois de plus en passant du positif au négatif qu'en passant du négatif au positif. Donc, lorsque l'argument P Atf[z) croîtra de qMtt, la quantité
- = cotP s'annulera aM fois de plus en passant du positif au négatif
qu'en passant du négatif au positif.
Si donc on pose
et qu'en faisant parcourir à z le contour entier d'une aire Z on compte combien de/bis le rapport -s' annule en passant du positif
au négatif, et combien de fois il s'annule en passant du négatif au positif, l'excès du premier nombre de fois sur le second sera le double de l'excès du nombre des racines de U équation f[z) = o complaises dans l'aire 3i sur le nombre des racines de l'équation /'(z)= 00 comprises dans la même aire.
Si la fonction y(z) n'a aucun infini à l'intérieur de 3, l'excès en question sera précisément égal au double du nombre des racines de l'équationy(5)= o contenues dans 3.
1170. Soity en particulier, une fonction rationnelle et entière
Cette fonction ne deviendra pas infinie pour des valeurs finies de z. Prenons pour contour un cercle de rayon infiniment grand r. Le premier terme a^z'^ deviendra infiniment grand par rapport à la somme de tous les autres, et l'on pourra poser, e étant infiniment petit,
Soit maintenant
On aura, à des quantités près infiniment petites par rapport à celles que l'on conserve,
Il =z 'kr"' cos[mp -h ô), V =z )./^" sm[nip -+■ B),
d^où. à un infiniment petit près,
- = cot ( mp -h 0 ) .
Si maintenant z fait le tour du cercle, p croîtra de 2ïr, et nip -f- 0 de 2m7:, Donc coi[mp -+- 6) s'annulera am fois en passant du positif au négatif, sans jamais s'annuler en passant du négatif au positif. Donc l'équation y( z )=: o a 7n racines dans Tintérieur du cercle infini.
1171. Pour déterminer la différence v — v' entre le nombre de 1/
fois V que -> en s'annulant, passe du -h au — et le nombre de
fois v' qu'il passe du — au + tandis que z parcourt le contour de 2i, Sturm a fait connaître le procédé suivant, qui est une extension de celui qu'il avait donné pour le cas des racines réelles.
Prenons pour contour de 21 une ligne qui se compose de parties C, C, . . ., sur chacune desquelles x et y soient exprimés en fonctions rationnelles d'une troisième variable t. Pour chaque partie, M et ^^ seront exprimés également en fonctions rationnelles de f, de
sorte que le rapport - se changera dans le rapport ~ de deux fonctions entières de t. Le problème se ramènera alors à trouver la différence V — v' pour chacune des parties G du contour. La somme de toutes ces valeurs donnera le nombre a M.
Divisons maintenant U par V, puis V par le reste — V| de la première division, puis Vi par le reste — Va de la seconde division, et ainsi de suite ( * ). On finira par arriver à un reste constant — V/, ; car U et V, ne s'annulant pas à la fois sur le contour, n'ont pas de facteur commun. Soient maintenant, dans le sens des mouvements positifs, a et A les extrémités initiale et finale de la portion de contour G. Alors v — y' sera égal à l'excès du nombre des variations que la suite
( * ) Si U est de degré infériear à celui de V, le reste de la division de U par V sera U , et l'on prendra V, = — U.
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présente au point b sur le nombre des^ variations que la même suite présente au point a.
La démonstration est la même que pour le théorème relatif aux racines réelles. On fait voir qu'un changement de signe de Tune des quantités V, Vo . . . n'a pas d'influence sur le nombre des variations. U et V ne peuvent pas changer de signe en même temps. Donc, si u = 0 pour t=zc, on aura à considérer les cas suivants^ e désignant un accroissement compté positivement de a vers b :
c' + el —
Dans le premier et le quatrième cas, — passe de -f- à — ; donc,
dans le passage par le point c, v augmente d'une unité, et en même temps il se produit une variation de plus, de sorte que l'accroissement du nombre des variations donne bien l'accroissement de
Dans le deuxième et le troisième cas, ~ passe de — à -f-, i/ croît
d'une unité, et par suite v — 'J diminue d'une unilé. Mais en même temps le nombre des variations diminue aussi d'une unité. Donc le théorème continue à subsister. Or, comme il ne peut y avoir de changement dans le nombre des variations que lorsqu'on passe par un point c, le théorème est complètement démontré.
1172. Pour mettre en pratique cette méthode, prenons pour contour celui d'un rectangle dont les côtés soient parallèles aux axes coordonnés, et qui ait pour abscisses extrêmes x^ et X et pour ordonnées extrêmes j',^ et Y, en supposant
Le contour se composera de quatre parties :
C correspondant à jr^^zy^^ depuis x=ix^ jusqu'à x
x = x, » r=jo ■ y
» X — Xo, • j =Y » )
Ainsi, dans chacune des quAtre portions, U et V ne dépendront que d'une seule variable, savoir, de x pour G et C^, dej- pour G'
et a^
Si l'on veut obtenir toutes les racines d'une équation, on emploiera d'abord la méthode connue de Sturm pour trouver les racines réelles
On divisera ensuite y(z) par le produit
ce qui donnera une équation 9(2)= o qui n'aura plus de racines réelles situées sur l'axe des x. On prendra ensuite cet axe luimême pour un des côtés du rectangle. En faisant d'abord
on obtiendra le nombre des racines complexes x -H ij' pour lesquelles le coefiicient j* de i est positif; puis, en faisant
on trouvera de même le nombre des racines complexes dans lesquelles le coefficient de 1 est négatif.
On partagera ensuite le plan en bandes par des parallèles à l'axe des x; puis on subdivisera, par des parallèles à l'axe des^, chacune des bandes qui renfermeront des racines. De cette manière, les racines se trouveront resserrées dans des limites assez étroites pour qu'on leur applique la méthode d'approximation de Newton.
Ici, comme dans la recherche des racines réelles, il n'est pas absolument nécessaire que l'équation soit réduite à n^avoir plus que des racines simples. Gependanl il y a naturellement avantage à commencer par l'application de la méthode des racines multiples, afin d'avoir à opérer sur une équation plus simple.
Il est facile de déterminer les racines imaginaires pures, qui sont les racines communes aux deux équations
tt(o, j)i=o, v[o,x)=o,
et qui s'obtiendront en égalant à zéro le facteur commun à ces deux équations. Après avoir supprimé ces racines, on partagera le plan en quatre parties correspondantes aux quatre angles des axes coordonnés.
DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES PÉRIODIQUES
névBLOPPEM«NTDES FONCTIONS SYNBCTIQUES EN SÉRIES PÉRIODIQUES.
1173. Du théorème deLaurent, démontré au n^ 1148, il résulte que, siy*(z) est une fonction synectique de z^ dans l'intervalle compris entre deux cercles concentriques de centre c et de rayons Ro et R|, on pourra développery(z) en une série convergente suivant les puissances entières, positives et négatives, de la diflférence z — c. On aura de cette manière
ou, en posant z — c = re'P^
à f[c H- /v'^ ) = If 0 H- fl, re^P -\- a^i^e^'P -{-..• ^ ' ^ f H- a_, ;-« <r-'P -f- ««, i-» c"»'^ H- . . . ,
le coefBcient an d'indice quelconque étant donné par la formule générale
OÙ p représente une constante positive quelconque comprise entre Ro et R| .
Si dans le second membre de (1) on remplace l'argument;; par p + aAîT, A" étant un nombre entier arbitraire, ce second membre ne changera point de valeur. Donc, ce second membre est une fonction périodique de l'angle /?, et, par conséquent, il doit en être de même du premier membre tant que l'égalité (i) subsistera. C'est d'ailleurs ce qui résulte immédiatement de la supposition de l'uniformité de la fonction /(z) dans l'intérieur de l'aire considérée; car, de ce que Ton a
il résulte alors que
/(c-h/tr'>)^/(6-4-nr'(/'+«*-)),
c'est-à-dire que, si l'on considère d^ns f{c -^ re^P) l'argument/;
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comme seul variable, et qu'à ce point de vue on représente cette fonction par F(/7), on aura
Ainsi une fonction synectique d'une variable complexe r&P de module /* constant est toujours une fonction périodique de l'argument p de la variable, la période étant aTi [366].
1174. On peut donner au développement (i) la forme d'une série trigonométrique , en remplaçant les exponentielles imaginaires par leurs valeurs en cosinus et sinus, et, si l'on pose
il vient
Y[p)=. -«Q H- «4 COS/? -h «1 COS2/? -4- . . .
--h Pi sin j» -f- S, sin 2/? -f- . . . .
On voit aisément que, si F(/>) est une fonction paire de /; [288], le développement devra se réduire à sa première ligne et ne contenir que des cosinus. Si, au contraire, F(/7) est une fonction impaire de p, le développement se réduira à sa seconde ligne et ne contiendra que des sinus.
1175. Dans le cas où le module r est constant, on peut le supposer, ainsi que p, égal à l'unité. La formule (i) devient alors
la valeur générale d'un coefficient de cette série étant
Le terme général de la série peut s'écrire, en faisant passer le facteur e"'^ sous le signe d'intégration,
'^^ Jo
En réunissant les termes qui correspondent à des indices égaux
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et de signes contraires, leur somme deviendra
^ Jo
Donc le développement d'une fonction de e'/*, synectique pour toute valeur de Tangle j? et périodique par rapport à cet angle, la période étant 27r, sera de la forme
'^^ F(y>;.=^^'"F(y)rfy + l 2 /'"f (?)<=«'"'(/' -f)'^?-
n ss t
Si Ton remplace dans (3) les exponentielles imaginaires par leurs valeurs en cosinus et sinus, ou, ce qui revient au même, si Ton développe, dans chaque terme de (4), la valeur de cosw(/;-7-cp), on aura une série de la forme de celle du n° H74, où les coefficients a/i, (3,2 auront pour valeurs
^ Jo
^ Jo
Dans le cas où F[p) est une fonction réelle de la variable réelle />, le développement devra avoir ses coefficients a„, jS;, réels, et, par suite, les coefficients primitifs «„, a_n devront être des quantités complexes conjuguées. En les mettant sous la forme
OÙ Cfl, yn sont des quantités réelles, Tensemble des deux termes correspondants de la série deviendra
tf„^'"'^4-<ï-„<r-»'>=2c„cos(/î/>-f-7« .
Le développement pourra donc s'écrire ainsi :
(5) F[p] =Co-hi ^c,,cos{np -i-y^)
H76. Pour indiquer un exemple du cas que nous venons de
traiter, considérons la question du développement, suivant les co* sinus et les sinus des multiples de Tanomalie excentrique, d^une puissance impaire négative de la distance d'une planète à un point fixe.
Si Ton désigne par p cette anomalie excentrique, par H, K, a, G des constantes dépendant des éléments de Forbite et de la position du point fixe, le carré de la distance en question se présentera
sous la forme
A'=:H-4-Kcos(/> — «) -+ Geosi/y.
La fonction A''", fi étant un nombre entier positif et impair, bien qu'étant obtenue par l'opération de l'extraction de la racine carrée, qui donne lieu à deux déterminations, pourra néanmoins, comme nous le verrons plus tard, être considérée comme uniforme et continue dans l'étendue d'une aire qui ne contient aucun zéro ni aucun infini de cette fonction, et par suite aucun point-racine de l'équation A^ =o.
Or une discussion facile montre que les racines de Téquation A^ = o, qui est du quatrième degré par rapport à e'P^ sont de la forme
ae'^, -£?'•, b^^, je-\
a^ b étant, ainsi que 6, des constantes réelles, et pouvant être supposées telles que l'on ait
La valeur de A^ pourra ainsi s'écrire
On se propose maintenant de développer suivant les puissances de z = &P la fonction
cl il s'agit de reconnaître a priori si ce développement est possible.
Le module de z étant égal à l'unité et les modules des racines de
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Féqualion A^ = o satisfaisant aux inégalités
le point z sera toujours compris dans l'intervalle de deux cercles
décrits de l'origine comme centre, avec les rayons a et -> et cet
intervalle ne contiendra aucun zéro ni aucun infini de la fonction F(/;). Donc le développement proposé sera toujours convergent et sera de la forme de la série (5) du numéro précédent.
1177. Sous la forme que nous avons donnée au développement (i) dey(c -h re^P) =F{p), la variable p est supposée n'admettre que des valeurs réelles, et la période 27r de la fonction est aussi réelle. On peut transformer ce développement en un autre qui représente une fonction d'une variable complexe, ayant pour période une constante complexe quelconque.
Posons
iv étant une nouvelle variable et X une constante arbitrairement clioisie, réelle ou complexe.
La fonction y(2) =F(w) ne changeant pas de valeur lorsque p croît de 27r, et par suite w de X, F[w) sera une fonction périodique d'une variable complexe fv, ayant pour période une quantité quelconque X.
En faisant ces substitutions dans la formule (i), on obtiendra pour F(çv) un développement suivant les puissances ascendantes et descendantes de l'exponentielle
et dont le coefllicient a,f sera donné par la formule
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en posant
a TIW
et remarquant que, p étant constant dans Tintégration, on devra aussi considérer j^ = log - comme une constante.
On aura alors un développement de la forme
(ait iw 4iïitv
F(m') = «0-*- ^1« * 4- «2^ ^ -h... \ ' I 1 9.Tiw < r. I iv
H78. Par suite du changement de la variable, le contour de Taire dans laquelle était renfermée la variable z va changer de forme. Voyons par quelles lignes seront remplacés les deux cercles qui limitaient primitivement cette aire.
Pour cela, voyons quel lieu décrit le point w quand le point joe'? décrit un cercle de rayon p. Si Ton pose
l'équation —^ = o -h i;j donne, en égalant les parties imagi-
naires,
rsm(p-ô):^ — X = — log-,
équation qui est, par rapport aux coordonnées polaires r, p, l'équation d'une droite parallèle à la droite qui va de Torigine au point i. Donc le cercle de rayon p se change en une droite menée à la distance
h 1= — loff-
de l'origine O et parallèle à la droite OX.
De même, siz©, z^ sont les points de discontinuité dey(c) par lesquels passent les deux cercles de centre c, et Wq^ W\ les points de discontinuité correspondants de la fonction F(w), les deux cercles seront remplacés par deux droites passant par ces points Wa, W\y parallèles à 0\ et situées aux distances
27r ^Rû * 2ïr ^Ri
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de rorîgine. Donc Taire de convergence comprise entre ces deux cercles se trouve remplacée par Taire indéfinie comprise entre les parallèles en question, et la fonction F(fv) sera développable sous la forme (7) pour tout point w de la bande limitée par ces parallèles.
Tandis que les valeurs de z correspondantes aux diverses valeurs p -T- ^ki: de Targument se recouvraient en un seul point, les valeurs w -H Al de la nouvelle variable formeront, pour les divers nombres k, une suite de points équidistants, situés sur une même parallèle à OA.
H79. Dans le cas de X réel, on a 0 = o, et OX coïncidera avec Taxe des x. L'aire de convergence sera alors une bande comprise entre deux parallèles à cet axe. On peut passer du cas de X complexe à celui de X réel, et vice versa, par une simple rotation de Taxe des x, en multipliant w et (ù par er^'^.
H80. Si Ton remplace la quantité ;f par sa valeur —7-» et que l'on fasse, de plus,
?= — la valeur (6) du coefficient a„ deviendra
.,= ijrV(Mi±iU).=î^"-'V
Eu transportant Taxe des x parallèlement à lui-même, on pourra amener Torigîne O entre les deux parallèles limites," sur la droite intermédiaire située à la distance h de Torigine primitive, et Ton devra alors remplacer h par zéro, ce qui donnera la formule plus simple
ou, en supposant, de plus, X réel et d = o, (10) a,= ljF(l)e~''^'*d^.
lO LIVBB VI. — GUAP. II, § II.
iw
Dans ce dernier cas, le terme a/,e ' prendra la forme
anr
Cl le développement pourra s'écrire, d'une manière analogue à la série (4),
Dans les formules précédentes, qui déterminent la valeur générale des coefficients Un du développement, on peut remplacer les limites o et / par d'autres dont la différence soit égale à la grandeur / de la période. Il suflit pour cela de remplacer (v et ^ par
ce qui revient à déplacer l'origine sur l'axe des x» En posant alors F(<v) =F| («/), la formule ( 10 ) devient
d'où
ff = X
H81 . Lorsqu'on voudra obtenir le développement def[z) pour un point z situé en dehors de l'intervalle des cercles menés parles points Zq, Zx, par exemple dans l'intervalle des cercles menés par le point Z\ et par le point de discontinuité suivant z% dans l'ordre des distances à c, on de\Ta donner à p une autre valeur, comprise entre les distances ci^ , cî^, et substituer cette valeur dans l'expression (2) de fl/i.
De même, lorsqu'on voudra développer F(<v) pour un point kv situé en dehors des parallèles à OX menées par çvo et vV|, et compris, par exemple, entre les parallèles menées par w% et le point de discontinuité suivant w^j on donnera à A, dans la formule (8), une nouvelle valeur comprise entre les distances /i< , /ij de «Vi, sv^ à O)..
SéRIB DE POURIBR. 17
SÉRIE ET INTÉGRALE DE FOURIER
1182. Les formules établies dans le paragraphe précédent permettent de développer en série périodique convergente toute fonction d'une variable complexe ou réelle qui est uniforme et continue dans la partie du plan comprise entre deux parallèles données, et qui a pour période une constante quelconque, pourvu que Ton connaisse toutes les valeurs de cette fonction dans Tétendue d'une période, valeurs au moyen desquelles on peut calculer avec une approximation indéfinie les intégrales qui déterminent les coefficients de la série.
Nous avons pu, par un choix convenable de variables, ramener à une forme entièrement réelle le développement d'une fonction réelle de la variable complexe z. Mais cette réduction a été obtenue en particularisant un développement de forme complexe, et elle est fondée sur l'intégration d'une fonction d'une variable complexe le long d'un contour donné. Elle ne peut donc s'appliquer qu'à une fonction F{p) pouvant être définie comme fonction d'une variable complexe re^'", ce qui n'est généralement possible que pour les fonctions analytiques.
Toutefois, Fourier a établi que les développements réels du paragraphe précédent sont susceptibles d'une grande extension, et peuvent s'appliquer à toute fonction, analytique ou non, F(x), périodique par rapport à la variable réelle p et définie par la seulo connaissance de toutes ses valeurs dans l'étendue d'une période, pourvu que cette fonction satisfasse aux conditions suivantes :
I® Qu'elle soit susceptible d'intégration (');
7? Qu'elle n'ait pas, dans l'étendue de la période, un nombre infini de maxima et de minima;
3® Que, dans le cas où sa valeur varie brusquement, elle prenne
('} I.a définition que nous avons donnée [231 et suit.] d*uae intégrale définie 110 pourrait plus s'appliquer au cas, par exemple, où la fonction à intégrer serait déterminée par la propriété de prendre une valeur constante a pour toute valeur rationnelle de la variable, et une valeur constante différente à pour toute valeur irrationnelle de cette même variable.
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une valeur moyenne entre les valeurs-limites, prises de part et d'autre de la discontinuité.
Nous allons démontrer que, pour toute fonction F(x) satisfaisant à ces conditions, la formule (4) du paragraphe précédent subsiste, c'est-à-dire que l'expression
F(Ç)^[-j4-cos(ç — ^] -i-cos2(Ç — j-j-t- . . .-h cos/w(Ç — x)]
converge, pour m infini, vers la limite F( x).
1183. Commençons par chercher la limite, pour n infini, de l'intégrale
h désignant un nombre positif £-> cty(f) une fonction de f, que
nous supposerons d'abord constamment ^/zte, continue et non croissante lorsque t varie de o à A, c'est-à-dire telle que l'accroissement y(i H- e) — f(t) soit infiniment petit avec e, et de signe contraire à e s'il n'est pas nul.
Remarquons d'abord que, dans les limites assignées à la va-
riable t, le rapport — : — conserve toujours une valeur finie, quel
que soit /i, et qu'il tend vers la limite n pour t =o. Mais ce rap-
port n'est pas toujours de même signe. Soit, en effet, — le plus
grand multiple de - qui soit contenu dans h ; partageons l'intervalle h en intervalles partiels égaux chacun à -» à l'exception du
dernier h y qui sera-cT!-' Les valeurs de sinnt qui eorres-
pondent aux valeurs de t comprises dans les inter\'alles successifs
entre
TT TT 9.7r (v iItT Vit ^«" ^ •
o et ~> - et — > •••> et — 9 — et A
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seront de signes alternativement positifs et négatifs; Il en sera de
même des valeurs de l'expression f{t) —. — > et par suite des intégrales de cette expression correspondantes à ces mêmes intervalles. Si l'on désigne donc par Uo, Ut, . . . , u^ les valeurs absolues de ces intégrales, le signe de l'une d'elles u^ sera celui de ( — i)*.
De plus, il est aisé de voir que ces valeurs absolues Uo, Ui, . . • , Uky • . . vont en décroissant à mesure que l'indice k augmente. Si
l'on remplace, en effet, dans i/*, t par t-{ — » pour ramener u^ aux mêmes limites que u^^i , on aura
An
En comparant cette intégrale à
on a, par hypothèse,
Donc l'élément de l'intégrale Uk est moindre que l'élément correspondant de ma_i, et, par suite, ua<^ma«|.
Pour les deux dernières intégrales u^_| et u^, à la diminution de l'élément en passant de la première à la seconde se joint encore la
VÎT TT
diminution de l'Intervalle des limites, h étant ^ -• Donc,
a fortiori, u» <[ u,^ .
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IIS^. Étudions maintenant de plus près Fintégrale de rang k^
,-,)'..=/ " /loi?*.
Des deux iacteurs f{t) et -^: — qui composent la fonction sous
le signe y, et qui sont Tun et Tautre continus entre les limites de l'intégrale, le second conserve un signe constant entre ces limites. Donc, d'après la formule établie au n® 283, VI, la valeur de l'intégrale Il fi est, au signe près, égale à l'intégrale du second facteur, multipliée par une valeur moyenne du premier facteur, de sorte
que, en désignant paryi une moyenne entre y ( — | et/N U
on aura
fo\ I M. y r " n'in rit
La nouvelle intégrale dépend de A" et de /i, et sera du signe ( — i)*. Désignons-la par ( — l)*^yA, et cherchons vers quelle limite elle tend lorsque, k restant invariable, n croît indéfiniment. Pour
cela, remplaçons t par-^ il viendra
n smn
et, comme wsin-j pour n infiniment grand, diflere de r d'une fraction infiniment petite de lui-même, l'intégrale ( — i)*^a aura avec l'intégrale
JkTt
un rapport infiniment peu difl'crent de l'unité, et, sin- étant
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moindre que -> ce rapport sera de la forme i — e, e étant un Infiniment petit positif.
Jr»oo gjj^^ — ^rfr a une valeur o '
finie, égale à -• On peut la partager, comme nous l'avons fait,
pour rintégrale (a), en un nombre infiniment grand d'autres intégrales, prises entre les limites respectives
o et TT, TT et OITT, ..., /-TT et (/• -h IJTT, ...,
el qui seront précisément les intégrales que nous venons de dési-
' — -' ch sera la limite
de la somme de la série infinie
laquelle, par suite, sera convergente et aura pour limite-*
Les termes de celte série allant toujours en décroissant, il résulte d'une proposition connue que la somme Z^ des h premiers
termes sera inférieure ou supérieure à la limite -» suivant que k
sera pair ou impair, et qu'ainsi cette somme difliérera de - d'une quantité moindre que le terme suivant 9^.
H85. Revenons maintenant à l'intégrale (2), et cherchons à déterminer la limite vers laquelle elle converge, lorsque n croît indéGniment.
Quand n croîtra, les intégrales partielles m* changeront de valeurs, en même temps que leur nombre augmentera. Soit N un nombre entier, indépendant de /i, et que, pour plus de simplicité, nous supposerons impair. Le nombre v, qui croît sans cesse avec/i, finira par surpasser N, quelque grand que soit celui-ci.
Cela posé, partageons la somme i/o — ii|-t-M2 — ••• d deux groupes, dont l'un contienne les N -f- i premiers termes, et l'autre tous les termes suivants. Le premier groupe sera, par la formule (3),
(4 ) /«-^o— /i-^i +/i-^t— . . • — /%-^ïf»
elle second, dont le nombre des termes croîtra avec n, sera
Il est facile d'obtenir la limite de la somme (4) pour n infini. En effet, les quantités yi, ft, • • », fy, étant respectivement comprises en Ire les limites
convergeront chacune versy(o). D'autre part, les quantités Sq, Si y ..., 5j| convergeront respectivement vers Gq, Ct, .. , (7^^. Donc la somme (4) aura pour limite
On peut donc la représenter par
d étant un infiniment petit positif.
Considérons actuellement la somme (5), composée d'un nombre indéfiniment croissant de termes. Ces termes étant alternativement positifs et négatifs, et chacun d'eux étant numériquement moindre que le précédent, la somme sera, quel que soit le nombre des termes, positive et moindre que son premier terme. Elle sera donc moindre que la limite de
laquelle est moindre que celle dey ( 0)9^^1 augmenté d'un infiniment petit positifs. Donc l'intégrale (2), somme des deux groupes (4) et (5), finira par différer def(o).^ji d'une quantité numérique- «lent moindre que î-+-y(o)o'N + t+e, î et e étant des infiniment
petits. D'autre part, £<« diffère de - d'une quantité moindre que
C7.N4-1- Donc l'intégrale (2) finira par différer de -f{o) d'une quanlité moindre que
<J -h t -4- ^/(o)crji^,.
Or, la série ^o — ^< 4- o^a — • • • étant convergente [H84], il en résulte que son terme général doit être Infiniment petit pour un indice infiniment grand. Donc on peut choisir N assez grand pour que cFy^i soit moindre que toute grandeur donnée. Donc Tinté- ^rale ( 2 ) finira toujours, pour ?i croissant indéfiniment, par différer
aussi peu que Ton voudra de -f[o). On aura donc
H86. La démonstration s'appliquant aussi au cas o\iJ{t) se réduit à une constante c, on aura
, . i- / sinnt , ir
il) hm I c —, — dt=z -c.
Si maintenant la fonction décroissante /*(t), au lieu de rester constamment positive depuis t = o jusqu'à t = h^ devenait négative dans une partie de l'intervalle ou dans l'intervalle tout entier, on pourrait choisir une constante c assez grande pour que la fonction c+f{t) ne cessât pas d'être positive, et par conséquent pour que le théorème lui fût applicable. On aurait alors
En retranchant de cette équation l'équation {7), on retrouverait encore la formule (6).
Supposons enfin que la fonction f{t) soit croissante depuis ^ = 0 jusqu'à t= h. Alors — f(t) sera une fonction décroissante, et, par suite,
convergera vers la limite f{^)i à' oh l'on conclut que la for-
mule (6) est encore vraie pour le cas dey(t) croissante.
Donc le théorème exprimé par l'équation (6) est vrai pour toute fonction y (f) assujettie à la condition de rester continue pour
toute valeur de f, depuis « = o jusqu'à f = A^ -» et, de plus, de
rester, dans cet intervalle, toujours décroissante ou toujours croissante, à moins qu'elle ne conserve une valeur constante dans une partie ou dans la totalité de Tintervalle.
H87. Soit maintenant g un nombre compris entre o et h, et supposons que la fonction soit donnée seulement entre t=g et t = A, et qu'elle remplisse, dans cet intervalle, les mêmes conditions qu'elle devait remplir tout à l'heure entre o et h. L'inté-
grale
fit
(8) rvc)'-^
convergera, pour n infiniment grand, vers une limite que l'on pourrait trouver directement en suivant la môme marche que ci-dessus. Mais il est plus simple de ramener ce cas au précédent. La fonctiony(^) n'étant donnée qu'entre g et /i, rien n'empêche de compléter la série de ses valeurs depuis t = o jusqu'à t = gy en supposant que, dans cet intervalle, la fonction varie dans le même sens qu'entre g et A, ou, plus simplement, qu'elle reste constamment égale à sa valeur y ( g' ) correspondante kt = g. Alors le théorème (6) sera applicable à chacune des deux intégrales
qui convergeront chacune vers cette yaleur -f{g). Donc Tinté-
grale (8), qui est la différence des deux précédentes, convergera, pour n infini, vers la valeur zéro.
Donc, si g et h sont deux nombres tels que l'on ait
et sif[t) est une fonction continue et variant toujours dans le même sens depuis tr=. g jusqu'à t = h (à moins qu'elle ne reste constante dans une portion quelconque de cet intervalle), l'intégrale (8) tendra, pour n croissant à l'infini, vers la limite zéro, si g n'est pas
nul; mais pour g = o elle tendra vers la limite -/"(o).
Si la fonction y(«) présentait des solutions de continuité pour les valeurs 1^= g, t = /i, de sorte que, e étant un infiniment petit positif,y(g' — e) elf[li — e) n'eussent pas les mômes limites respectives que /(g'-f- c) ety(/i -h e), il faudrait remplacer, dans ce qui précède, y^(o) par la' limite Aef[-h c), que nous désignerons, pour abréger, pary(4- o). Il n'y aurait, du reste, rien à changer, pourvu que les valeurs àef[t) correspondantes aux discontinuités ne fussent pas infinies.
1188. Nous avons supposé jusqu'ici que la ionction/'(f)ne présente, dans l'intervalle Ae t=. g kt-=.h, aucune valeur singulière, c'est-à-dire qu'il n'y ait aucune valeur de t pour laquelle elle devienne discontinue ou qui corresponde à un maximum ou à un minimum de cette fonction.
Supposons maintenant que, entre g et Zi, il existe des valeurs t^ , t^y . . . , f ,ii qui correspondent à des discontinuités ou à des changements de sens de l'accroissement de f{t). Nous partagerons
l'intégrale / en intégrales partielles, prises chacune entre deux
Jo
valeurs singulières consécutives :
La première de ces intégrales a pour limite zéro ou -^(-f- o),sui-
vant que g sera ou non différent de zéro. Toutes les autres seront nulles, d'après le numéro précédent. Donc, enfin, le théorème démontré ci-dessus subsistera, quelle que soit la marche de la fonction y(f), pourvu que les valeurs singulières y soient en nombre fini et qu'ainsi la fonction soit intégrable.
1189. Nous pouvons maintenant passer à la détermination de la limite, pour m infini, de l'intégrale
(.) _Lr-^.(>)Sin(..-f-i)(g--x)
En posant
rintégrale deviendra
Tt X
- I F .r-f- li]-- — dt^
intégrale de même forme que celle que nous venons d'étudier, à cela près que les limites sont différentes. Nous allons, par décomposition, la ramener à des intégrales dont les limites soient comprises dans l'intervalle de o à -•
1^* Supposons d'abord o<^x<i'n' On décomposera l'intégrale
en
(a). On a d'abord, en vertu de la formule (6), pour la première intégrale,
ï r\., ^ sinnt , I
lira- / F(-c-i-2r)-: — £// = - F(x4- o).
Pour j: = o, cette valeur se réduit à
(j3). En changeant t en tt — t, la deuxième intégrale /
devient , pour o: > o,
,. I r^^f \ sinnt -
lim - / F(x -i-27r — ar) -, — €f/ = o;
pour X = o, cette valeur se change en
(y). Pour la troisième intégrale l , si l'on change ^ en — /, il
vient
hm-/ F(x-2/ -5— rf/ = -F{x-o),
valeur qui, pour x = o, doit être remplacée par zéro Donc, pour x'^o, l'intégrale aura pour valeur
pour x = o, elle deviendra
a" Si l'on a 7r<^j:<[27r, en remplaçant x par 27r — a/ y t par ■/, l'intégrale deviendra, pour o <^ j/<^7r,
sitini ,
sint
et, en décomposant cette intégrale comme dans le cas précédent, on trouvera, pour les trois parties :
(a). jF(27r — j/ — o) = 'jF(j: — o) pourx<[air, et-j F(27r — o) pour x= 27:;
((3). La valeur zéro pour .r <^ 27r, et ■jF(-|- o) pour x = 21c ;
(7). 7F(x -f- o) pour X <^ ^'^y et zéro pour x = 27r.
Donc, pour x<^ 2 7r, l'intégrale a encore pour valeur
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et, pour x = aTT,
F(-t.o) -uFflTT — o]
3** Pourx de grandeur quelconque, on ramènera sa valeur entre les limites o et 27r par Taddition ou la soustraction d'un multiple convenable de air, ce qui n'altère ni la fonction F(.r), qui est supposée périodique et de période a7r, ni la série limite de Tin tégrale.
H90. Donc, quelque valeur que Ton donne à .r, la série trigonomélrique
/î =■ ao
- cos.r / F(;) cos5^/; 4- cos2.r / F(5) cosaç^/ç -h . . . j
sin.r 1 F[ï)sin5r/i 4-sinax / F(?) sinaÇi'/ç
aura pour valeur F(x) si cette fonction est continue dans le voisinage de la valeur X, et-[F(j: — o) -hF(x -4-o)] si x est une
valeur de discontinuité de F(x). Il en sera encore de même pour X = o, puisque l'on peut, en vertu de la périodicité, remplacer F (an — o) par F( — o).
Si donc on donne à F(x), entre a:=o et x = a7r, une suite arbitraire de valeurs, représentable par un arc de courbe de forme quelconque, pourvu qu'il soit composé de parties continues et que les discontinuités, ainsi que les maxima et minima, y soient en nombre fini, la série (9) représentera l'ordonnée de cet arc entre les abscisses o et air, et, en dehors de ces limites, elle représentera une suite, indéfinie dans les deux sens, d'arcs identiques au premier. Seulement, pour chaque point de rupture de \a courbe, la série représentera la moyenne arithmétique des deux ordonnées correspondantes à ce point.
La série (9) étant de même forme que la série (4) du n** 1175, on pourra, par un changement de variable combiné avec un changement d'origine, lui faire subir les transformations réelles que nous avons exposées dans le paragraphe précédent, et y remplacer ainsi la période 2 7r par une période réelle arbitraire /, puis les limites o et / par d'autres limites quelconques — /o et / — /q.
1191. Donnons quelques exemples d'applications de la série de Fourier.
I. Soit F(a:) = cosj!jij:. Cette fonction étant paire, le développement ne contiendra que des cosinus [1174]. Si l'on suppose la fonction donnée entre x = — tt et a: = -4- tt, le coefficient a^ du développement [1175] aura pour valeur [449]
a,j=- I cosa? cos/i|^/ç =ir - / cosaj cos//;r/Ç
tx s\n aiz cofk f? Tz , . 2a sinuir
TT fA* «* ' ' Tt y} /i*
avec
sinaTT
' cos.r -f
On aura donc
sin ezTT / 2 u* 9. a*
cosaa: = '- — l H — cos.r H -* — -, cos2.r
^Tz \ a*— I p*-4
d'où, en faisant a: = tt.
cos
sin UTT / 9 'j} 9. a' \
UTT = ^ 1 -\- ~ h -^'— -f- . . . )
ou, en posant juitt = u,
COttt = - ( I -i r H 7— T -f- . . . h
u\ ur — TT* u* — 4^ /
développement convergent quel que soit u.
En intégrant les deux membres de cette égalité, passant ensuite des logarithmes aux nombres, puis déterminant la constante arbitraire par la condition
,. sin//
hm = I,
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on'a le développement de sinu en produit infini, Si l'on Y fait i/ = -j la formule deviendra
II. Soit F(x) = x^ la fonction étant donnée entre les limites — TT et +7r. Cette fonction étant impaire, le développement ne devra contenir que des sinus, et le coefficient général sera
p„=:- Pïsin/iÇ^ = (-i)«~».3.
On aura donc
a:z=:2(sinx sinaj: -f- -sin3x — . . . 1 .
Cette série représentera, entre les limites — n et -hff, l'ordonnée de la portion correspondante de la bissectrice de l'angle des axes positifs. Dans les intervalles suivants, de -H ir à -+-37r, de 37r à + Stt, . . . , et de même dans la direction opposée, la série représentera l'ordonnée de la même portion de bissectrice que l'on aurait transportée parallèlement à elle-même le long de Taxe des X à des distances 27r, 4^? •••• Pour les abscisses mêmes ± r, dr Stt, . . . , la série représentera les points correspondants de l'axe des x.
III. On donne le contour d'un trapèze isoscèle OABC, dont la base OC = a est située sur l'axe des x, l'angle AOC = BCO
étant égal à 4» et la hauteur du trapèze étant b. On veut représenter l'ordonnée de ce contour par une série trigonométrique, en supposant qu'il se reproduise identiquement tout le long de l'axe des x, la fonction ajant, par conséquent, a pour période et étant une fonction paire. On prendra alors la série des cosinus, avec les formules
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Pour effectuer les intégrations, on décomposera chaque intégrale en trois parties, séparées par les abscisses b ci a — i, de sorte que
r,,--j i Çcos </Ç-4- I ^cos ^^-h I (« — Ç)cos 'di\
= -/ Çcos 'di-\ / cos -€Ï%
^ Jo « ^ Jb ^'
r= — sm h -T-r^ cos 1 ),
ib . innb
— sm . ,
avec
Si Ton suppose ja=^by le trapèze se réduit à un triangle et les expressions des coeflicients se simplifient. Il vient alors
la ia
d'où
_. . lafiz^ I ^.ttj: I 67r.r \
En faisant a: = o, on aura la formule
TC* 1 I ï
IV. Si, au contraire, on suppose que les trapèzes soient situés alternativement au-dessus et au-dessous de Taxe des x, la fonction F (a:) sera impaire, et l'on devra prendre la série des sinus. La période de la fonction sera alors a a, et les intégrales devront
être prises entre les limites — a et H- a. La fonction F(Ç) sin -^ étant paire, on aura, pour cette fonction [4f60],
Donc la valeur générale du coefficient ^n sera
= -| / Çsin — ^r/Ç-h / ^sin — ^^/ÇH- / a — Ç sin r/J I
«L^o "^ Jb « Ja-^b « J
valeur qui s'annule pour n pair, et qui, pour n impair = am -+- i , devient
^ /'f . f 9. /» -f- 1 ^ TT /i»
Donc le développement cherché sera
F .r == -î-r- ( sm — sm h — sm sm
^ tt' \ a a 6^ a a
itb . Stt
-h ^r sm sm-
5* tf
TT.r \ h.. . ).
Pour a = ai, les trapèzes se réduisant à des triangles, on a
^, , \^ l » "f^-^ t . 3 TT.r I . 57r.r \
F .ri = — - sm ^ sm -h ^T^m . . . ).
^ ' Tt* \ a àr il 5' a J
1192. Extension de la série de touvier aux fonctions de plusieurs variables, — SoitF(a:, j^) une fonction de deux variables indépendantes X, j^, périodique par rapport à chacune de ces deux variables, et supposons d'abord que les deux périodes soient l'une et l'autre égales à 27r. On aura, en développant d'abord par rapport à la variable x.
aîr
En développant maintenant la fonction F(Ç,^^) par rapport à la variable j^, on aura de même
F(|,j)=^ r ''¥[l,x),h-^'-'^r'¥[l,x)œsn{,i-x),lT..
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Sgubstituant cette valeur dans le développement précédent, on aura
F(^,r) = ^//F(ç,^)eZÇrf^
^■51//F(5,>î)cos/7i(Ç-x)«??rfi,
-i ^fJ^[^^^)^o^'^\^ ^jr)didn
aTT
in = «e /! = «
toutes les intégrations étant faites entre les limites o et 2 7r.
On passerait de là aisément au cas où les périodes relatives aux deux variables x,y auraient des valeurs quelconques.
Il est facile de voir comment on poursuivrait cette extension dans le cas d'un nombre quelconque de variables.
1193. Intégrale de Fourier. — Soit F(x) une fonction toujours finie entre les limites — / et + /, et telle que l'intégrale
Y[x)da:
tende vers zéro lorsque la valeur numérique commune / des deux limites croît indéfiniment. Nous avons, entre a: = — / et x = -h /,
En supposant l = co ^ il vient, d'après l'hypothèse,
limi- p F(Ç)«?ç = o,
et la valeur de F(x) se réduit à
limj2 r'F(Ç)cos"-:iil^^.
n=l H. — Cours de Calcul înfin., IV. 3
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Lorsqu'on passera d'un terme de cette somme au suivant, n croissant d'une unité, le coefficient — croîtra de la quantité infiniment
petite -9 et la somme des n premiers termes croîtra, par l'addition de ce ( 71 + 4y*mo terme, de la quantité
Si donc on considère
^X/ F(Ç)cos[^(5-x)]e^
comme une fonction ^(fA) de la quantité
l'accroissement de la somme des n premiers termes sera la quantité infiniment petite
Or la limite d'une pareille somme n'est autre que l'intégrale
Donc, en remettant pour f (fx) sa valeur, on aura
F[a:)=l. j d^JL I F(Ç)coSfx(Ç — Jc)^?.
La quantité sous le signe d'intégration relatif à ^ étant une fonction paire de //, on peut, en vertu du n® 460, remplacer les limites o et oo par — oo et -<- oo , en prenant la moitié, et il vient ainsi
F(x) = _/ / F(|)coStt(|-*)rffirf|.
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SilafonctionF(a:)estpaire, on verra, en développant cos/:x{ 5 — ^x), que le terme de l'intégrale qui dépend de sinjm^ s'évanouira, et, en appliquant la formule du n^ 4f60, on trouvera
F(j-)=-/ / F(5)cospîcosfAj?^ui^.
De même, si la fonction F{x) est impaire, on pourra écrire F{x)z=-I j F(5) sinfAÎsinpxrf/Ac/Ç.
Ces formules pourraient s*étendre, comme celles de la série de Fourier, au cas d'un nombre quelconque de variables.
H94. Applications. — I. Soit, a étant un nombre positif,
F(.r) i^c^^-*", dex=:o àj: = -hoo,
et = e^^^f dej: = — oo àa: = o;
F(x) sera alors une fonction paire de x, et Ton aura En intégrant par rapport à |, on a [456, IV]
Jr»30 g
e-«5cosaïrf;= -Y——,.
Donc
„, . 9.n C^ cosu.r ,
Ainsi l'intégrale
J^^ COStiX
a pour valeur — 6+**^ depuis a: = — «jusqu'à x = o, et — e~^-^
depuis j:=o jusqu'à x= H- 00 [485, IV].
Si l'on supposait, au contraire, F[x)= — e"*"'-^ de j: = — oo à
j: = Oy on trouverait de même II. Soit maintenant
X étant compris entre o et + <x> . On aura, suivant que l'on supposera la fonction F (a:) paire ou impaire,
F(j:) = - I d^k l rfç I rf/COS/xÇcos/Ajr/(/)<?-'^
ou
F(j:)=- / c/^ f ^ f dtsmiiismiix/{t}e-'K ^Jo Jo Ja
En effectuant les intégrations par rapport à \, ces deux expressions deviennent
a /•* r* fit)
Ces deux formules supposent x ^ o. La première est encore vraie pour a:= o ; elle donne alors
comme on peut le vérifier en effectuant Tintégration par rapport à fA. Pour x=o, l'autre formule donnerait la moyenne entre F( — o) et F(-l-o), laquelle est nulle, puisque la fonction F(x) est alors supposée impaire.
En faisant, dans la formule (i),y(«) = ^i on en tirera faci-
lement
4 Jo i-f* ^ 2/*'
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m. Trouver une fonclîon qui soit égale à Tunîté depuis x= — i jusqu^à j:=-+-i et qui soit nulle pour toutes les autres valeurs dex.
On aura
Y[x]-=L- I dii j C0S/x?C0S/AXrfÇ = - I -n^9
résultat conforme à celui que nous avons obtenu au n^ 482^ II.
§iv.
SÉRIES DE BÎjRMAIfN ET DE LÀGRÀUGE.
H95. Nous avons vu [1141] que, ^if{w) est une fonction de w uniforme et continue pour toutes les valeurs de cette variable renfermées dans un certain cercle € (dont nous prendrons, poui* plus de simplicité, le centre pour origine des coordonnées), cette fonction pourra se développer en une série ordonnée suivant les puissances entières et positives de (v.
Supposons maintenant que l'on change de variable, et que w représente une fonction donnée
de la nouvelle variable Zy qui soit uniforme et continue dans une certaine portion du plan ; cette portion du plan renfermera nécessairement le point correspondant à l'origine des w et pour lequel la fonction f (z) s'annule. Soit z^ ce point, tel que l'on ait
Si l'on fait
F(z) sera une fonction de z uniforme et continue dans le voisinage du point ^0 et dans toute l'étendue de la portion de plan pour laquelle les deux fonctions/* et cp à la fois seront uniformes et continues.
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Si Ton met pour sv sa valeur 9 (z) dans le développement de f{w) suivant les puissances de w, on obtiendra le développement de F(z) suivant les puissances entières et positives de la fonction 9(2),
la) F(z)=ûo-h«iî>(«)4-û,[î>(3)]'4-
11 s'agit de déterminer Tétendue de la portion 31 du plan des z pour laquelle ce développement est possible , et de trouver les expressions des coeflicientsao, a^ as, ... au moyen des fonctions
F et cy.
H96. Posons, pour abréger, et considérons le résidu
Si la quantité
n'est pas infinie [et il en sera ainsi si <f'{z) n'est pas nul], cette quantité sera la valeur du résidu en question.
Supposons maintenant que, pour tout point du contour de l'aire 3ij le module de C() = ^ (^) soit constamment plus grand que le module de w = <f{z). On pourra développer alors en une série
convergente suivant les puissances de w. On a, en eflet,
I I r «' /«vX"-* «''* n
= - IH — h. ••-+-(-) + -j^^ .
En multipliant par — : F'(Ç)rf^ et intégrant tout le long du contour de ^, on aura
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les coeflBcients bk étant donnés par la formule
et le terme complémentaire Q,^ ayant pour expression
(5) a^=JL.^nC_m^
1197. La condition
mod.ù)> mod.»'
sera remplie si l'on prend pour contour de 3i la courbe que l'on détermine en égalant le module R de ^{z) à la plus petite des valeurs de ce module qui correspondent aux diverses racines de l'équation y' ( ar ) = o.
En effet, ce module R, qui s'annule pour le point z = Zo, va nécessairement en croissant lorsqu'on part de ce point, puisqu'il ne peut recevoir que des valeurs positives. Traçons autour de Zo une série de courbes que nous désignerons par (R) et dont chacune correspondra à une même valeur constante du module R. Si l'on pose, u et V étant réels,
l'équation générale de ces courbes sera
Deux courbes quelconques de cette suite ne se couperont pas, sans quoi il faudrait que u^-h-v^ admît au point d'intersection deux valeurs difi<érentes, et alors u et ç^, et par suite (f[z),ne seraient plus des fonctions uniformes. Donc ces courbes iront en s'élargissant à mesure que le module R croîtra, et chacune renfermera dans son intérieur toutes les précédentes.
U en sera ainsi tant que le module R n'aura pas atteint un maximum. Or, pour ce maximum, on doit avoir
ou, en reprenant les notations du n^ 1101,
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X eij- étant des variables indépendantes, il en résulte
ttX -h pY—o, i'X— ttY=o,
d'où Ton tire X = o, Y = o, et par suite
/(«)=X4-zY = 0.
Donc, toutes les fois que le module d'une fonction synectiqueff[z) passe par un maximum ou par un minimum, la dérii^ée ^{z) s'annule.
Il s'ensuit de là que, si R| est le plus petit des modules de ^{z) qui correspondent aux diverses racines de l'équation <f'{z) = o, Rf sera égal ou inférieur au plus petit des modules maxima. Si donc on prend pour contour de Taire 3i la courbe (R4 ) donnée par l'équation
<f'{z) sera différent de zéro dans toute l'étendue de cette aire, et,
si z est un point de l'intérieur et ^ un point du contour, on aura
toujours
mod.f>(^] >mod.y(2).
Si, de plus, la courbe (Ri) est contenue tout entière dans l'aire de continuité H de la fonction F (s), et par suite aussi de sa dérivée
F'(z) rH361, la fonction -77— r sera uniforme et. continue dans
toute l'aire limitée par (Ri), et le développement donné par les formules (3), (4) et (5) sera convergent.
Si (R|) sortait de l'aire ^, dans laquelle F(z) est uniforme et continue, on remplacerait (Rj) par une autre courbe (R'J de la série (R), correspondante à un module R'^ <[Ri et contenue entièrement dans B,
1198. Cela posé, multiplions les deux membres de l'équation (3 ) par cj)'(z) rfz = rffv, et intégrons-les entre les limites Zq et z ou entre les limites o et w. Il viendra, en posant
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OÙ Ton aura
lim
^^* F / _ Ni»»
i.a.../ïe = o * [?(2^o+0]'* La formule (6) représente la série de Bûrmann.
Ii99. Il nous reste à faire voir que, dans les hypothèses où nous nous sommes placé, le terme complémentaire i Q^ndw de la sé-
rie (6) est infiniment petit pour n infiniment grand. Ce terme complémentaire s'obtient par l'intégration de Texpression
Le module K de f (^) est constant et plus grand que le module R de ^{z). Donc, en faisant sortir le module A de dessous le signe y, on voit que Un se réduit à une fonction finie de z, multipliée par
le facteur ( ~ j , lequel est infiniment petit pour n infiniment
grand, d'où il résulte d'abord que la série (3) est convergente.
Maintenant, le terme complémentaire de la série (6) s'obtiendra en multipliant l'expression (8) par dw= f\z)dz et intégrant entre les limites Zq et z. Si l'on pose
R étant le module de f (r) correspondant à la limite supérieure z, on obtiendra pour résultat une intégrale finie, multipliée encore
par le facteur infiniment petit ( ^ j 9 et l'on en conclura que le
terme complémentaire de la série (6) est encore infiniment petit pour n infiniment grand et que, par suite, la série (6) est convergente.
On pourrait encore remarquer que le reste de la série (6) peut se mettre sous la forme
expression qu'il serait facile de transformer en effectuant l'intégration par rapport à Z. On obtiendrait ainsi le reste de la série de Biirmann; comme on Ta fait pour la série de Cauchy [1120] Nous n'insisterons pas davantage sur cette formule, trop compliquée pour être d'une utilité pratique.
1200. Donnons quelques applications de la série de Biirmann. I. Supposons
Les courbes (R) seront données par l'équation
mod. [( « — a) (3 — (3)] = [mod. ( z — a)] [mod. ( s — p)] = R.
Or mod. [z — a ) et mod. [z — (3 ) sont les distances du point z aux deux points a et j3. Ces courbes sont donc des ovales de Cassini.
Pour R moindre que le carré de la moitié de la distance a|3 des deux foyers, chaque courbe se compose de deux ovales séparées, entourant l'une le point «, l'autre le point (3. Pour R= f - a/^j , les
deux ovales se rejoignent pour former une courbe en forme de lemniscate. Pour une valeur plus grande de R, on a une courbe unique, renfermant les deux zéros de la fonction.
La dérivée <f'[z) = nz — a — P s'évanouit pour z = i
expression qui, substituée dans f (^)> donne, pour valeur du module,
Il faut donc prendre R <^ ( - «(3 j , et partant choisir pour 3i celle
des deux ovales, dont se compose alors la courbe, qui entoure le foyer dont z doit être le plus voisin, le foyer a, par exemple.
On a alors, en supposant cette ovale assez petite pour que la fonction F(^) reste uniforme et continue à son intérieur,
l.2.,./ln = a U — P]" 1.2. ../ï " (a— Pj'*
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Soient, par exemple,
d'où R<^ 71 et supposons que la fonction F(z), uniforme dans
l'aire Z^ qui ne renferme pas le point de ramification z = i, parte du point z = o avec la valeur initiale i>^= i. Il viendra
_pfu-3)(.a-4)^ ,_^_^^_
1201. II. Immersion des fonctions.
Étant donnée entre w et z une équation de la forme w = (Sf{z), on peut, à l'aide de la^série précédente, développer z, ou, plus généralement, une fonction donnée F (2) de z, suivant les puissances de <f(^z)=zw, ce qui donne l'expression de la fonciion inverse de la fonction f . La valeur de z en fonction de w pouvant offrir plusieurs déterminations, on obtiendra plusieurs formes de développement, correspondantes aux différentes aires 3 qui entourent les diverses racines Zq de l'équation cp(^) = o, et à l'intérieur de chacune d'elles z sera une fonction uniforme de çv.
Soit donnée, par exemple, l'équation
On a ici
Pour la racine z = i de l'équation ç'(z) = o, on a
mod. ^(3) = - •
Le contour à l'intérieur duquel z doit être compris est donc déterminé par l'équation
mod.(«tf~-) = -> ou j7* -f- r' = c*f*^~*^
Pour tout point de l'intérieur de ce contour, on a
OÙ
1202. III. Série de Lagrange.
Supposons que Féqualion entre w et z soit de la forme
d'où l'on tire
et, par suite, zo = c, en admettant quey*(c) ne soit pas nul. Si f{z) reste fini dans l'aire considérée, l'équation <]p'{z) = o
devient
Parmi les racines de cette équation, on prendra celle qui donnera pour le module de ■ .,, . la plus petite valeur K|, et le contour de l'aire où z devra être renfermé sera déterminé par l'équation
mod. -jr, — r = I^f On aura alors
avec
On =
1203. On peut établir la série de Lagrange d'une manière plus élémentaire, mais qui a l'inconvénient de ne pas faire connaître les conditions de convergence du développement.
Soit z une fonction de w^ définie par l'équation
Si l'on représente par
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la dépendance entre z et w, on r, par le théorème de Maclaurin;
tv . . , . «f* . „ , . w'*
(3) » = ^Ko)+-f(o) + — r(o)+..-+,^ J(-^{o)-h.... L'équation (i), pour (v = o, donne z = c, ou
Un a ensuite
(4) g = fH=/(z) + «./'(,)^.
d'où
On pourrait continuer ainsi, et obtenir successivement les valeurs de ^'"(o)» 4^''(o), .... Mais on peut trouver une formule pour exprimer le terme général de la série.
De Téquation (4), on tire •
dz _ /[z)
div I — «'/' ( z )
Si Ton différentie' maintenant l'équation (i) par rapport au paramètre c, il vient
dz I
donc
ce qui fait connaître -r- au moyen de ^ •
On a maintenant identiquement, quelle que soit la fonction ^y
comme on peut s'en assurer soit en effectuant les différentiations, soit en remarquant que ces deux quantités sont les expressions de
Donc, en remplaçant )(l{z) pary(2), l'équation (5) donnera
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d^où, en faisant w= o,
De même
D»3=D.D,l[/(.]]'D,3J=D;j[/(z)PD,îj=D,î|[/(0rD,ej,
d'où
Et ainsi de suite, de sorte qu'on aura, en général,
f«)(o) = Dr».[/(c)]^
En substituant ces valeurs dans Téquation (3), on aura le développement cherché de z suivant les puissances de çv.
Si, au lieu du développement de ^, on veut obtenir celui d'une fonction donnée F(z), on formera alors les valeurs des dérivées de F ( 2 ) par Rapport à çv. On a
jy,F{z) = r[z)D,z = r[z)/{z)DcZ=f[z)DcF[z),
DlY[z) = D„[F'{z)/{z]D,z] = D,[F' lz)f[z) D„z]
= D,|F(3)[/(.)]«D,3}=.dJ[/(z)]«D,F(.)|,
et, en général,
Dj;F(«) = Dr'|[/(3)]''D,F(3)j.
Si l'on pose F(z) := 4*(«'), on aura donc
et généralement
et l'on retrouve ainsi le développement du numéro précédent.
1204. Comme exemple de développement par la série de
Lagrange, prenons le problème de Kepler, qui consiste à tirer de
l'équation
Tz= u — e sin tt
le développement de l'anomalie excentrique u d'une planète suivant les puissances de l'excentricité e, T étant l'anomalie moyenne. On
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remplacera, dans les formules précédentes, z, w, c respectivement par Uf e, T, elf{ii) sera égal à sinu. Il viendra alors
a=T+ -sinTH Drsin'TH 1 D?"* sin'»T4-
Or on a, pour n impair,
rsm"wT — /isin(/i — 2)T-h(/i)ïSin(/ï— 4)ï'
et, pour n pair,
cos/iT — 71 cos(/i — 2)T4- (/î),cos(/î — 4)T'
On peut tirer de là immédiatement les valeurs des coefficients des puissances de e. On trouve ainsi
è^ é^ \ I 3 tt=T-i-tfsiDTH sin2TH :r • — 3*sin3T sinT
H -^-T • A: ( 4' sin4T — - . 2^ siQ2T 1 -h
Pour obtenir le rayon vecteur r, on posera, 2a étant le grand axe.
- zz: F(ttl = l — eCOStt,
et Ton aura ainsi
- =1— <?cosTh sin*TH Disin^T-h. . .
= 1 — «cosT— ~.-(cos2T— 1) r(3cos3T— 3cosT)
— (4*cos4T— 4-2*cos2T) —
Pour calculer Fanomalie vraie {f — cr, on développera d^abord /- j = (1 — ecosii)-- suivant les puissances de ecosu; puis on calculera, parla série de Lagrange, les développements des diverses
puissances de cosu. On aura ainsi
-r = IH 1 7 h • • • -h 2e 7 h • • • I COS T
H- ( h%r H }cos2T-f-(-j-4-..-Jcos3T
/io3c* \ ,^
-h I — -^ !-•••) cos4T -h . . . .
£n multipliant ce développement par celui de
s/^ — ^' — ^ 2""» i6 '•' on aura le développement de
d'où, en intégrant à partir de T = o, on aura, pour l'expression de Tanomalie vraie,
2e— ~ H jsinT-f-f -Y j-^ H |sin2T
1205. Pour obtenir maintenant les conditions de convergence de ces développements, considérons Téquation f'(^) = o du n° H97, laquelle devient ici
sina — ( « — T) cosm ^
7~4T — =^^^ ou .« — T — tangu = o.
sin'tt
En supposant T réel, et posant u = x-^ijj cette équation se partagera en deux autres,
_ sin2j: Sh2j^
C0S2a: H- Ch2^ COS 2 or H- Ch 2/
Ces équations ne pouvant être résolues tant que la valeur de T n'est pas donnée , cherchons du moins la plus petite valeur que
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puisse recevoir le module de e pour une valeur réelle quelconque
de T.
La seconde des équations précédentes peut se mettre sous la
forme
. , Shar ^,
Le second membre croissant avec y^ et le premier membre ayant pour valeur maximum ix^ y ne pourra surpasser la racine réelle de l'équation
i = Ch2r-- — , ou X=-r^^^
laquelle, étant résolue au moyen des Tables de fonctions hyperboliques, donne la valeur
Si maintenant dans la valeur e = —. on remplace u — T par
sm li ^ ^
sa valeur tirée de ç'(u) = o, savoir, u — T= tangu, il vient
Ch r cosa? -I- / Sh y sin x
e — seca = 2 — ■ — — -^ ,
COS2X -h Lhif
expression dont le module est
COS2X -h Chiy
ou, en remplaçant cos2 j: + Ch 11 y par sa valeur —y
Shaj^
Cette quantité décroit pour j^ croissant, et, par suite, son minimum correspond au maximum dey, c'est-à-dire à j- = i , 1997 • • • • ^^ a donc, pour le minimum de R,
Sh2r Ch27—i
d'où
H. — Court de Cale, in fin,, IV. 4
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Donc le développement ne sera possible, quelle que soit la valeur réelle de T, que pour les valeurs du module de e ou de l'excentricité inférieures à 0,6627. . ..
DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS EN FRACTIONS SIMPLES
1206. Soity (z) une fonclion uniforme, présentante l'intérieur (!e Taire ^ les infinis CoC^, . . . . Si le point z est également compris dans l'aire ^, la fonction ^ de la variable (^ aura les mêmes
infinis que f{^)y et de plus l'infini ^ = z. Le résidu de celte fonclion relatif à l'aire ^ sera donc
La dernière intégrale : / *-M — » élant prise le long d'un contour qui lie contient pas d'autre infini que z, a pour valeur y (z). Donc
Soit maintenant n l'indice d'un infini c. On aura [1148]
Je ç
ou, en posant (Ç — c)''/(Ç)=cf(^),
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Z ne devenant pas infini pour 1^= c. Le produit Zç(^) ne deviendra pas non plus infini au point ^ = c, et, par suite^ on aura
Zf[^)d>i=:0.
Donc la valeur du résidu : / — ^^ se réduit à
en posant
résultat qui coïncide avec celui que nous avons obtenu au n" 420.
1207. Il reste à calculer la première intégrale — / — ^
Supposons que tous les infinis dey(z), à l'exception de z= oo , soient contenus dans Faire 3, et appliquons la transformation par
rayons réciproques, en posant ^= -• En changeant le signe, comme au n® 1139, l'intégrale prendra la forme
et, l'aire /^' ne contenant pas d'autre infini que le point '^'= o, cette intégrale n'est autre chose que le résidu, pris en signe contraire, de la fonction ,. ^ r'\^\7') P^^^ ^® point Ç' = o. Or
on a
V étant l'indice, pris positivement, de l'infini ^ = qo ou ^'= o, et
5l LIVRE VI. — CHAP. II, S V.
K étant une quantité qui ne devient pas infinie pour ^' = o. En posant
cette fonction x(?') sera finie dans le voisinage de Ç'= o, et il en sera de même de K;f(f '). Donc la valeur du résidu intégral cherché se réduira à
H-B|Z 4-. . .-hB^z\
en posant
(3) B.= -i- r^s4 = li. r_ltz(i)] .
Si lafonctiony(z) est rationnelle. Tordre v de l'infini ^ = oo est égal à Texcès du degré du numérateur sur celui du dénominateur.
Si les deux termes sont de même degré, Texpression précédente du résidu intégral se réduit à la constante f{oo) ou au rapport des coefïicients des plus hautes puissances de z dans les deux termes def[z).
Si le numérateur est de degré moindre que le dénominateur,
Ç'= o n'est plus un infini de la fonction -;/( ^- ) = C/(C)» ^^» P^**
suite, le résidu de cette fonction pour Ç' = o est nul. La fonction f{z) se réduit alors à la somme des résidus relatifs aux infinis
1208. Donc, si /{z) est une fonction dont tous les infinis, à Texception de z = oo , sont contenus dans une aire finie ^y et si /ii, n2f . . . , V sont les indices respectifs, pris positivement, des infinis C|, C2} • . . , *^ ^f{^) pourra se mettre sous la forme
1/(8) =Bo-t-BiZ+...-hBv3^
le signe Z s'étendant à tous les infinis C|, C2, . . . , et les coefficients Ba, C^*^ étant déterminés par les formules (3) et (a).
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Si l^ndice v était négatif, la partie entière du développement disparaîtrait.
On voit que, si le nombre des infinis 0|, Cs, ... est limité, et que les indices rii, n^, . , . , v aient tous des valeurs finies, la foncûonJ'{z) sera nécessairement une fonction rationnelle. La formule (4) donne la décomposition de cette fonction rationnelle en fractions simples.
Dans le cas contraire, le développement de J*[z) se composera d^une infinité de termes. Pour pouvoir alors faire usage de ce développement, il faudra au préalable s'assurer de sa convergence.
1209. Exemples. — I. Formule d'interpolation de Lagrange. Considérons la fonction
fU)^ FM ,
F(z) étant une fonction entière, de degré moindre que le degré n du dénominateur. On est alors dans le cas où la partie entière du développement Aef[z) est nulle, et Ton trouve simplement
{«*— »! ) • . . (»ifc— H-\ )[^k — «JH-1 ) . . • («*— 2« ) » — 2*
En mettant poury(z) sa valeur, on en tire
ce qui est la formule d'interpolation de Lagrange.
1210. IL Considérons la fonction
/(z) = coi-»
qui a pour infinis toutes les valeurs de z qui sont de la forme
/JTT
Choisissons pour contour de Taire une courbe qui entoure tous ces infinis, à l'exception de celui qui répond à n = o, et par suite à z =^ 00 , et qui est le point O'. On aura, par la formule du n® 1208,
D'ailleurs, cot(^' étant infini du premier ordre pour î^'= o, on a
Ensuite
cot r ^Ç
cot
I I WTT /ÎTTZ I
Donc
cot
cot- = 5 — y (— -H Izzrzl I — 2 y > , .
De ce développement, dont il est facile de constater la convergence (*), on tirerait aisément les développements de cote,
tang^, . . . , en remplaçant z par — > puis -z/ par z" y etc. {^voir
nM191,I).
1211. Si la fonction /(-z) a un nombre illimité d'infinis correspondants à des valeurs de z indéfiniment croissantes, alors les valeurs de z, représentées sur la sphère [1111], se presseront autour du point O' avec une densité infinie, et l'on ne pourra plus appli-
quer toujours à l'évaluation de l'intégrale ^ — : i -—■'-—^ le procédé du n° 1207.
log — ( * ) En efiet, il satisfait à la condition connue de oonrergence - — — > i .
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On peut cependant y parvenir simplement dans certains cas. Prenons pour contour de ^ une ligne de dimensions infinies, qui ne passe par aucun des infinis dey(î^). On peut alors écrire l'intégrale sous la forme
Pour ^ infini et z fini, le facteur différera infiniment peu d(
l'unité, et, par suite, on n'allérera qu'infiniment peu l'intégrale en le supprimant. On pourra donc, dans ce cas, toutes les fois que cette intégrale aura une valeur finie, remplacer la formule (i) par la suivante :
l'intégrale /
-y — est une constante mdépendante de z,
mais qui peut dépendre de la forme choisie pour la courbe infinie qui limite ^. La somme de résidus
relative à tous les infinis renfermés dans l'aire 3ij sera en même temps dépendante de la forme de cette courbe. Alors le développement de la fonction en une somme infinie de fractions simples ne pourra pas se faire sans tenir compte du terme complémentaire représenté par la première intégrale.
Mais si, en donnant au contour de ^ une forme symétrique par rapport à l'origine , il arrive que cette intégrale prenne une valeur constante, indépendante de la nature de la courbe symétrique, nulle par exemple, comme cela a lieu lorsque y(z) est une fonction impaire de z, alors, en associant deux à deux les résidus correspondants à des infinis symétriquement placés, on aura un développement convergent de la fonction y*(z), sous forme d'une suite infinie de fractions simples.
1212. Soit, par exemple, la fonction
f[z) = cosécs.
Les infinis de cette fonction, qui sont les zéros de sinz, sont situés tous sur Taxe des x, aux distances db/ir: de l'origine. Prenons pour contour de Taire une courbe infinie quelconque, qui ait pour centre l'origine, et qui coupe Taxe des x entre deux infinis consécutifs, de sorte que coséc^ ne soit infini en aucun point du contour.
L'intéffrale
Jf cosécÇ ^ a -*•
prise le long de cette courbe, aura, en deux points diamétralement opposés, des éléments égaux et de signes contraires, coséc^ étant une fonction impaire de ^. Donc cette intégrale sera nulle, et Ton aura simplement
ec3=r ; lim > I -r/Ç,
la somme devant être prise entre deux valeurs de n égales et de signes contraires, et qui tendent vers l'infini. On a d'ailleurs
1 /* cosécÇ ^ ,. , , coséc!^ ,. 8.coséc(/ï7r -t- g) — - 1 z- «^ = "in ( ? — ^^) = "ï" ~
= lim
z — nn — ( sine z — wtt
^z — mc z ^ z* — /ï*7r'
ir
En remplaçant z par z, on tire de là
z -"(,1 — |),r "* -ii- ( « -f-i)*7r* - 3« *
En changeant z en iz dans ces deux formules, on aurait les développements de -r—y -^^*
Sh« Chz
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§ VI
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN PRODUITS INFINIS
1213. ConsidéroDS une expression de la forme
(l) (H-«o)(l-*-ûl)- ••("-+-«n)=I][(l-+-«n),
ao, a^y , . ,y afi étant des quantités réelles et positives, fonctions de
leur indice variable n. Si Ton fait croître indéfiniment le nombre
71 + 1 des facteurs, on demande à quelles conditions le produit
convergera vers une limite finie et déterminée.
On voit d'abord que la première condition est que le facteur
ï-f-a« tende vers l'unité, et par suite le nombre a„ vers zéro,
pour n infiniment grand.
Ensuite , à cause de
il en résulte que l'on a
n ( I H- ^rt ) < n a"» , c'est-à-dire < e-'
Donc, si la série
converge vers une limite finie A pour n infiniment grand, on aura, quelque grand que soit n.
D'ailleurs tous les facteurs i + a,i étant plus grands que l'unité, le produit croît nécessairement avec n. Donc le produit 11[i -{- a„) converge vers une limite finie, toutes les fois qu'il en est de même de la série Sa».
De plus, on a évidemment
Donc, si la somme de la série Xa„ ne convergeait pas vers une limite finie, mais croissait indéfiniment, il en serait de même a fortiori du produit H[i-ha„).
Donc la convergence de la série l^a,t est la condition nécessaire et suffisante de la convergence du produit II{n- a„). Considérons maintenant le produit
n(i-+-tt;,),
dans lequel Uoy u\j . . . , Un sont des quantités complexes, comprenant comme cas particulier les quantités négatives, et ayant pour modules les quantités a^j ^i , . . . , /Z;,. Le module d'une somme étant moindre que la somme des modules des parties [71 ] et plus grand que leur différence, le module àe \-\- u„ sera compris entre ceux de I -h an et de i — a^. Donc [74] mod. II(i -h u„) sera compris entre n(i -f-^w) et II(i — an)- Si donc, suivant les conditions de
§ convergence de la série Sa^, an tend vers zéro, ainsi que 2^'"
72 et N étant deux infiniment grands indépendants Tun de l'autre,
on en conclura, comme précédemment, queTT (i iha;,) tendra vers l'unité pour /z et N croissant indéfiniment. Donc il en sera de même du module de TT [i-\- u„), et, par conséquent, on en con-
dura, par un raisonnement analogue à celui que l'on emploie dans la théorie des séries, que le produit TT(i H- Un) tendra vers une
limite finie.
Si l'on remplace Un par UnZy z ayant une valeur finie quelconque,
TT{i-f-Mrt3) satisfera évidemment aux mêmes conditions que
TT(i ■+- Un)y et par suite sera aussi un produit convergent. Donc,
toutes les fois que les coefficients Un rempliront les conditions ci-dessus, le produit infini TT(i -f- Unz) prendra, pour chaque va-
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leur de z^ une valeur finie el déterminée; ce produit représentera donc une fonction finie et uniforme de z.
De plus, cette fonction est continue et monogène. Pour le prouver, il suffit de faire voir qu'elle a, pour chaque valeur de la variable z, une dérivée finie et déterminée. En eflet, si l'on pose
Z«=JJ(H-tt|,2),
la dérivée de cette fonction sera donnée par Téquation
Le second membre est une série convergente pour n infiniment grand. Donc D^Z^ converge vers une limite finie et déterminée,
OD
et par suite la fonction Z=:TT(i -f-M„z) a une dérivée finie et
déterminée par rapport à z, c'est-à-dire qu'elle est monogène. Il s'ensuit de là maintenant que dzT^ est infiniment petit avec dz, et par suite que la fonction Z est continue,
1214. Voyons maintenant comment nous pourrons obtenir le développement d'une fonction donnéey(z) en produit infini. Appliquons au développement de la fonction
F(^) = D,log/(,) = ^^ la formule du paragraphe précédent,
la fonction /{z) étant supposée uniforme dans toute l'étendue de l'aire 3.
La fonction dérivée /'(^) a les mêmes infinis c[uej'[z) [1136];
donc ■^, . ■ ne peut devenir infinie que pour des valeurs qui rendent
J'{z) ou infinie ou nulle.
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Soient c un zéro ou un infini àe f{z), m son indice, positif ou négatif [1133]. La fonction
sera finie, continue et différente de zéro pour z = c [115S, 1153]. Donc
m -ht
sera aussi continue pour z = c. Il en sera de même, par conséquent, de
Donc • , est égal à j plus une fonction finie et continue
pour z = c. Le terme étant infiniment grand du premier
ordre, tandis que l'autre partie est finie, on en conclut que, poiu* toute valeur z = c qui rend la Jonction J'^z) nulle ou infinie, la
fonction =^^z^ogf[z) est infiniment grande du premier
ordre.
D'après ce que nous avons vu [1206, 1208], le résidu
est égal à la partie de la fonction D^logy*(-z) qui devient infinie
pour z = c, c'est-à-dire à » comme il est d'ailleurs aisé de le
vérifier, en calculant directement
Donc
Il reste à calculer Tintégrale
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On pourra développer en une série ordonnée suivant les
puissances positives de z, le module de X^, sur le contour de ^^ pouvant toujours être supposé plus grand que le module de z. L'intégrale se présentera alors sous la forme d'une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de z, le contour étant choisi de manière à ne passer par aucun des infinis de ïyz^o^f[z).
Si l'on suppose l'aire 3 infinie dans toutes ses dimensions, on verra, comme au n° 12H, que l'intégrale précédente a la même valeur que l'intégrale
J__ r^log/(0
et par suite elle se réduit alors à une constante H indépendante de z. Si la fonction Dçlogy(^) est impaire, et que l'on choisisse pour
contour de l'aire ^ une courbe symétrique par rapport à l'origine,
alors la constante H sera nulle.
Cela posé, en désignant par H la valeur, constante ou variable,
de l'intégrale
on aura
(,) Djog/(z)=2;j^ + H.
En intégrant les deux membres entre les limites Zq et z, Zq n'étant ni un zéro ni un infini def[z)y il vient
d'où l'on tire ( « )
Jildz
A II
le produit II s'étendant à tous les infinis contenus dans l'aire 3.
(*) L'intégrale de <^log/*(«) dépend, comme nous le verrons plus lard, du chemin suiTi par le point z pour passer de x, en z, et les valeurs que l'on obtient pour log/(z) peuvent différer d'un multiple quelconque de 'Àiti. Il en est de même pour l'intégrale du second membre. Mais ces multiples de a;r< ne peuvent avoir aucune influence lorsqu'on vient à repasser des logarithmes aux nombres.
Si rinlégrale H est nulle, le facteur e'^=-"'" se réduira à l'unité.
1215. Supposons maintenant que, dans l'intérieur de Taire 3, chacune des équations
n'ait que des racines simples, et soient Co, c'i, • • • les racines de la première, c'est-à-dire les zéros de la fonction /{2), et y^, y,, . .. les racines de la seconde, c'est-à-dire les infinis Aef[z). La formule (i) deviendra
D.iog/(3)-2:7:b-2z-:=^-^"'
d'oCi
le produit supérieur s'é tendant à tous les zéros de/(z) compris dans l'aire 3, et le produit inférieur à tous les infinis compris dans la même aire.
Chacun de ces produits sera de la forme de ceux que nous avons considérés dans le n° 1213, et, s'ils remplissent les conditions de la convergence, ils auront l'un et l'autre pour limites des fonctions synectiques de z.
Si les zéros c sont distribués symétriquement sur une parallèle à l'axe des x, par exemple, indéfinie dans les deux sens, et que l'on prenne pour contour de ^ une courbe infiniment grande, symétrique par rapport à l'origine et ne passant par aucun des zéros ni des infinis de la fonction /(-z), l'indice n des points c„ compris dans l'aire variera entre deux valeurs infiniment grandes, correspondantes à deux points symétriques. Et de même pour les infinis y.
Ainsi, si les zéros sont représentés par les valeurs a-f- /za, a et a étant des constantes, l'indice n devra varier, dans le produit II, depuis — n h -+- w, n tondant vers l'infini, de sorte que le produit
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aura pour valeur
lira TT(i -h Unz).
Si les zéros sont de la forme a -f- (2/1 -|- i)a, n devra varier entre deux valeurs n', n!', telles que 2/i"-f-i soit égal à — (2/1' -+-1), c'est-à-dire que l'on devra prendre 72"= — n! — i, ce qui donnera la valeur
lim TT (i-h£/,,z).
Ces remarques sont essentielles dans les cas où la convergence du produit dépend de la forme du contour de Taire 7i et du mode de groupement des facteurs. Il peut arriver, en effet, que la quantité H ne s'annule que par suite de la symétrie de la courbe d'intégration, et que le produit II ne soit convergent que si l'on prend pour son élément le produit de deux facteurs d'indices égaux et de signes contraires. Dans ce cas, l'introduction ou la suppression d'un facteur d'un seul côté de Torigine pourrait modifier la valeur du produit.
Si l'on effectue le groupement des facteurs équidistanls de l'origine, en posant, suivant les cas,
ou
le produit prendra la forme
lim TT(>-*-U/.),
ou simplement
121 G. Exemples. — I. Soit la fonction
on aura
Les seuls infinis de cette fonction sont les zéros de cosz, donnés par la formule
et, comme ces zéros sont du premier ordre, on aura
Si Ton prend maintenant pour contour de 3 une ligne infinie « symétrique par rapport à l'origine, on aura
tanf,'Ç
r/Çr=o.
Donc alors H = o, et, par conséquent,
Dzlog/W = — tang3=lim V (»)
d'où, en intégrant,
C(>S3 ,. "^IT
OU, en faisant Zo= o.
logcoss= Hm
lira y^^o I ^ 1»
n=oo ^-« I , % ^ I
(*} En groupant les termes équidUtants de l'origine, on trouve
tangz = V "^-^
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OU enfin, en groupant symétriquement les termes,
logcoss =
Donc
cosz =
^™ n r'^--^l=rir'-,— ^1-
IL Si Ton considère de même la fonction
/(«) = cos(z — Zo)i
on trouvera
e.?'liz:l«J = lim TT -
« Z — Zq — (2«-f- I -
** " * ll-l —Zy— (2/1-4- l)-
=iii_m n/'-
VIL
ÂPPLIGÀTIOIf DE l'intégration PAR RAPPORT A UNE VARIABLE COMPLEXE AU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES.
1217. Nous avons vu que, si V dx -hV dj- est une différentielle exacte dw d'une fonction des variables indépendantes Xf y^ l'intégrale f dwy prise le long du contour de Taire H^ se réduit à zéro
lorsque U et V sont deux fonctions uniformes et continues dans l'intérieur et sur le contour de cette aire. Si l'iiae ou l'autre de ces fonctions devient infinie en des points
situés à l'intérieur de J^, l'intégrale / dw est égale à la somme des
intégrales / dw^ I dw, . . . , prises le long de contours infinitési-
maux embrassant chacun des infinis c^, c^, • • • •
Si donc on désigne par A la valeur de l'intégrale / dw, on aura
la formule fondamentale
le signe de sommation s'étendant à tous les points de discontinuité c des fonctions U, V contenus dans l'aire 3 .
1218. Pour calculer une intégrale i dw prise le long d'un contour infinitésimal tracé autour du point c^ posons
X -h « J — c = or -h /^ — («H- ib)=: pe
d'où
X — a = p cos^py jr — b = p siny,
et prenons pour contour le cercle de rayon infiniment petit p.
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L'expression dw=lJdx -4- Vrf;^ prendra, p étant constant, la forme
F(p, <f)d(f, d'où
J^fi':=Uni 1 F(p,f)df,
Soit, par exemple, l'intégrale
, V Çxdy—rdx
prise le long du contour d'un carré dont les côtés ont pour équations j: = ± 1 , j^ = di I . L'intégrale pourra se décomposer de la manière suivante :
Or les fractions
ont l'une et l'autre un point de discontinuité pour j? = o, j^ = o. En calculant, par la transformation précédente, l'intégrale (i) prise autour de ce point, on aura
Donc
-+■' dx
ly
1219. Si en particulier IJ dx + Wd^ est la différentielle d'une fonction monogène F(z) d'une variable complexe z, on aura alors
U + iV = o.
En faisant donc U =f{z)y l'expression IJdx -f- Vrfy se changera
en J\z)dzy et — : sera le résidu intégral de la fonction y(z) relatif à l'aire ^. On aura donc la formule
Pour faire usage de cette formule, on choisira le contour de Taire 2i de manière à pouvoir exprimer Tintégrale i f[z)dzii
Taide d'intégrales définies relatives à des variables réelles, et l'on égalera cette valeur à la valeur de ^^ calculée au moyen des formules que nous avons données pour évaluer les résidus. En séparant ensuite, dans les deux, membres de l'égalité, le réel de l'imaginaire, on obtiendra deux relations entre des intégrales définies et des quantités connues.
On prendra généralement pour contour une ligne telle qu'une seule des variables réelles x etj^, ou r et p varie à la fois, ou bien que les deux variables soient des fonctions données d'une même variable auxiliaire; on rencontrera alors immédiatement des intégrales définies ordinaires. Pour cela, on composera, par exemple, le contour de parties circulaires ayant pour centre l'origine, ou de parties rectilignes parallèles aux axes. Dans le premier cas, le rayon vecteur r sera constant; dans le second, une seule des coordonnées Xyy variera.
Appliquons cette méthode à quelques exemples.
1220. Si l'on prend pour contour un cercle de rayon /• et de centre c = a-+-ii, et que l'on pose
.T =1 a -h rcos/?, y = b -\'- rsin/?,
la différentielle Udx -i-\dy prendra la forme F(^r^ p)dp, ou simplement ¥[p)dp, r étant constant, et l'intégrale proposée
F[p)dp. Donc on aura
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équation qui se partagera en deux autres siF{p) est une fonction complexe de p.
Soit, par exemple, l'intégrale
/(z) dz f Tj I — az z
f{z) étant une fonction uniforme et continue dans l'intérieur de l'aire 3i. La fonction , a pour infinis les points z = o et
2 = -9 qui peuvent être, ou non, contenus dans l'aire Z. On aura donc
chaque intégrale du second membre devant être remplacée par zéro si le point auquel elle se rapporte est hors de Taire.
Si z = o est dans l'aire, la première intégrale aura pour valeur
Ai = aTT/lim [z — /lil— 1 — 27r//(o).
De même, si z = - est dans l'aire, la seconde intégrale sera égale à
La valeur de l'intégrale proposée sera donc
A = A-,, ou = A\, ou = Aj -h A-,,
suivant que l'aire 3i contiendra le point z=o seul, ou le point z = - seul, ou ces deux points ensemble.
Si l'on prend maintenant pour 3i un cercle de rayon i , alors
z = ff*^, — = idpf z
et il vient
- _^— J7 =^^/(o), pour mod.a<i, o
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et
En supposant y(z) = i et a réel, il vient, suivant que la valeur numérique de a est <] i ou > i,
= 2 TT ou = O,
d'où [voir 459, III]
(i — acosp)dp
. = aw ou o, Q I — ^acosp-ha*
sinpdp
=ro.
^ I — 2«COS/?-hû"
1221. Dans certains cas, on connaît a priori la valeur de A, Supposons, par exemple, que Ton sache développer, par un moyen quelconque, la fonction F(z) de la variable complexe z en une série convergente pour tous les points de Taire ^, et ordonnée suivant les puissances entières et positives de z — c. Le coefficient de la /i"»« puissance de z — c aura pour expression [1140]
F{z)dz
2irt J^ (z —
n-hi
Si donc on connaît d'avance la valeur de ce coefficient any on aura par là même la valeur de l'intégrale qui le représente.
Si Ton prend pour 2i un cercle de rayon r et de centre c, compris dans rintérieur du cercle de convergence de la série, la valeur de l'intégrale sera
I F(c -h re^P)e-"'Pdp = 27rr»a„, o
Plus généralement, si l'on connaît le développement d'une fonction F(z) en une série ordonnée suivant les puissances positives et négatives de z — c et convergente dans tout l'intervalle 3 compris entre deux cercles de centre c, on aura la même formule (i)
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pour toute valeur entière de n, positive, nulle ou négative, r étant la distance du centre c à un point quelconque situé entre les deux cercles.
On pourrait aussi employer au même usage Fexpression générale des coefficients de la série de Bûrmann.
Pour appliquer ces formules au calcul des intégrales définies, il suffira de séparer, dans chaque membre, le réel de l'imaginaire, ce qui fournira deux relations.
Par exemple, du développement connu de la fonction
on tire, pour/i^o,
^re'P^/iiy»^^_.27rr»a„ = (— l)» -^lHL.
formule qui se décompose dans les deux suivantes :
'* 27rr" tf-''co»/'cos(/sin/>-h/i/>)/^==(— i)* î
«-'■•«•i»sîn(r8În/?-|- np)dp = o.
Pour ra<^o, la première intégrale serait nulle, aussi bien que la seconde.
1222. Prenons maintenant pour l'aire 3i un demi-cercle ayant son diamètre sur l'axe des x et son centre à l'origine. En désignant par R le rayon du cercle (J!g' 92), on a
/(A'A)-f./(ABA')=A, c'est-à-dire
/ f{x)da:-hil f{Ke'P]Ke^Pdpz=z^.
J—K Jo
Supposons actuellement que f{Ke^P) soit infiniment petit d'ordre (i pour R infiniment grand. Alors la fonction 'R^f(Ke''P)e'P conservera, pour R croissant indéfiniment, une valeur généralement finie ^{e*P). La seconde des intégrales précédentes pourra
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alors s'écrire sons la forme
— ^ / ^ éP dp.
La qoaDtité soos le signe J restant toujours finie, Tintégrale sera
Fîg. 92.
pareillement finie, et, si Ton suppose u^i, elle sera multipliée par un facteur infiniment petit. Donc on aura, dans ce cas,
et notre formule se réduira à
/•-♦-oo
A représentant toujours le produit par a7:t du résidu intégral de la fonction y(z), relatif à tous les infinis de cette fonction situés au-dessus de l'axe des x.
1223. Considérons, par exemple, l'intégrale
dz
m ein étant deux entiers positifs, tels qu'on ait m <^7Z. Alors
est infiniment petit de l'ordre 211 — am ^ i , et la formule ( 2 ) est applicable. On en tire
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Or, les infinis situés au-dessus de Taxe des x sont celles des racines c = &p de Téquation i + z^" = o dans lesquelles le coefficient de i est positif et qui répondent à
TT StT StT (2/1 l'jTT
Il vient alors
A = 2r/ (Fi -h F3 -H ... -h F,;,_, ),
en posant, pour abréger,
27r/X^«-r^*'* On a, pour z = ca,
r/.= liin ; -— = iim - — i,- ,--— ^ ?
ou, à cause de i -f- cj" = o,
En faisant donc, pour abréger, e *" =7, on a
Or, pour m entier, 7*" = — 1 ; donc
„_ Il I , (2/?! H- l):r
Si l'on fait maintenant R= 00 , et que l'on suppose nK^riy d'où am-hK^^'*» Tinlégrale prise le long de la demi-circonférence s'évanouira, et il restera, en prenant la moitié de part et d'autre.
J/»oo Q I -f-X*'* 2/1 2/1
x^"^dx K , ( 2 /n -4- I ) TT = - - cosec j
comme nous l'avions déjà trouvé [4^0].
1224. Soit encore l'intégrale
Jta — z
En faisant z =Re'>, la fonction y(z) devient
^(Rcosp g-h»lnp _1___L_,
et, pour toutes les valeurs de p comprises entre o et n, cette quantité est infiniment petite d'ordre infini lorsqu'on fait R = 00. II reste à examiner ce que devient l'intégrale
pour les valeurs de p infiniment voisines de o ou de ir, c'est^-à-dire à trouver la limite de l'expression
Si l'on fait abstraction du facteur e"""^ •*"'', l'expression sous le le signe f peut se mettre sous la forme
(P -h iQ)cospdp^
P et Q étant des fonctions de p qui ne deviennent pas infinies en même temps que R. Donc l'intégrale proposée peut être mise sous la forme
g-KBlnp cospdp (P -h *Q), o
expression dont la valeur est égale à la quantité
/ e-"^"»»Pcos/)dr/? = ^ (i — ^"^•'■'), Jo R
multipliée par une valeur moyenne de la fonction P -+- îQ^ c'est-àdire par une quantité finie. Donc l'intégrale s'annule pour R infini, et la formule (2) est applicable.
CALCUL DES INTEGRALES DÉFINIES. y5
Pour a positif, la fonction a, au-dessus de l'axe des x, l'infini z = ia, auquel correspond le résidu
Donc, pour a^ o,
J-oo "' —
Si l'on change a en — a, la fonction n'aura plus d'infini audessus de l'axe des x, et l'on aura A = o, d'où
_ 00 ut-hx
En combinant ces deux formules par addition et soustraction, on en tire [485, IV]
* cosa; . Tze'-^
Jq ^** -H ^* 2 a
dx=:
* jrsinx . ire-^
djC=:
Cette dernière formule donne, en faisant tendre a vers zéro,
sin.r - ir rfLr= -
1325. Si la fonction y (z) a un infini en un point de l'axe des x, à l'origine z = o par exemple, l'axe des x faisant partie du con •
Fîg. 93.
tour, nous changerons alors la forme de ce contour, afin d'éviter le point O, en décrivant autour de ce point {Jig' 93) un demicercle de rayon infiniment petit r, et prenant pour aire l'espace
compris entre les deux demi-cercles et leur diamètre commun Ox. On aura alors la formule
réP ) réP dp = A.
Si la dernière intégrale / f[re^P)re*Pdp tend vers zéro en
même temps que r, on se retrouve alors dans le cas des numéros précédents, et, si l'intégrale prise le long du demi-cercle extérieur s'évanouit pour R = oo , on pourra appliquer la formule (2). Si les intégrales prises le long des demi-cercles ne s'évanouissent pas, on joindra leurs valeurs, prises en signe contraire, à la valeur de A.
Soit, par exemple, la fonction
on a
f[réP]ré''Pdp^ j é''"'*^ dp,
0 ft/o
En développant e"'^''* en série et faisant ensuite r = o, on voit que cette intégrale a pour valeur tt. On en conclut, en raisonnant comme au numéro précédent.
c'est-à-dire
smj? _ 77 dx •=. -
1226. Prenons pour aire 7< le rectangle parallèle aux axes, dont les côtés ont pour équations
j: r= ^Tq, ar=X, y-=.y^^ jr-=i\,
La formule
Ç [xidx-^wdJ)^^
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devient
et, silJ dx -h Y dj est de la formey*(x -f-'iy) {dx-h idj)y
f [/(*-h/ro;-/(^-f-/Y)]^r
+ // [/(x-^o-)-/(xo-4-^»]^r = A.
Si l'on suppose maintenant Xo = — oo,X = -+-oo,Y = -hoo, el que IJjTyX c*" Vj-, y ou f{x-\-iy) s'annulent pour x = itoo quel que soitj^, et pourj^ = -f- oo quel que soit x, ces fonctions étant, de plus, des infiniment petits d'ordre supérieur au premier, la formule (3) devient
et la formule (4)
Si, dans celte dernière, on suppose j^o = o, on retrouve la formule (2).
Si Ton fait
ôv '
' àj
la formule (3) devient
,rJ
-Ft'"..
ôr
Supposons, par exein
iple.
a étant positif, et faisons
j-o = 7o=o, X=:4-oo, Y— 6,
Si la fonction F(fv) est infiniment petite d'ordre supérieur au premier pour a: = oo , l'équation se réduira à
Si l'on prend F(iv) = iv"~* e""', n étant réel et positif, on a A == G, et F(w) est infiniment petit d'ordre supérieur au premier pour X = -+- 00 . La formule précédente devient donc [488]
Jf^w rt» /»*» r(n)
Donc la formule (7) du n° 488 subsiste pour les valeurs complexes de a dont la partie réelle est positive.
Si l'on fait a-i-ib = pe'% la formule se décomposera dans les suivantes :
Jr* ^* „ « f * cosftO , , I e-^^x'*-^cosbxdx= — -_r(7i), 0 r
-ax x"-^smbxdx = rf/i).
1227. Soit F(z)= ^-Y une fonction rationnelle dont le numé-
rateur est d'un degré inférieur au moins de deux unités au degré du dénominateur. Supposons que l'équation (f{z) = o n'ait pas de racines réelles ni de racines multiples, et soient C|, c^, . . . les racines complexes de cette équation qui ont leur partie imaginaire positive. En appliquant à cette fonction la formule (2), il viendra [469, IV]
le signe S s'étendant à tous les infinis c situés au-dessus de l'axe des o:, etCi,Cf, ... étant les numérateurs de celles des fractions simples dans lesquelles se décompose la fonction donnée, qui correspondent à ces infinis.
Ainsi, si f{z) est d'un degré inférieur à l'unité, la fonction
~ — z n'aura, au-dessus de l'axe des x, que le seul infini z = -+- /
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et, par suite y
En particulier, siy(x) = ( — ix)-*-*, pour o <::^/i <[ 2, on a
d'où, à cause de i == e * ,
° 2 sm ' —
formule qui revient à celle que nous avons trouvée au n9 490.
1228. Prenons pour contour le périmètre d'un triangle rectangle ABCdontles sommets aient pour coordonnées respectives {xo,j'o)f (X,7o), (X,Y). On aura
/(AB)-h/(BC)-/(AC) = A.
En faisant, pour plus de simplicité, Xo=^o==o, on aura, en chaque point de AC,
jr=zax, d'où djr = aiix, Y=:aX, et Ton a, au lieu de la formule du n? 1206,
— / F'(«';r.«x)^a:.ax = A.
Si l'on fait w = j: H- i y, cette formule devient
f F(a:)dx^ia f F(X4-*V)rf/ — (i4-i^) r F[{i -i- ia) x]dr = ^,
Soit| par exemple, la fonction
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qui est finie pour toute valeur de x, si Ton prend Alors A = o, et Ton a
Si l'on suppose maintenant X::=qo , comme on a, en faisant X = f X,
et que la seconde intégrale a toujours une valeur finie, la première
e""* dx = — - ,
d'où, en séparant le réel de l'imaginaire,
c-C»-«')'t sin ( 2« j:» ; r/x ==
1229. Soit F (z) une fonction rationnelle. Nous avons vn [1206 et suiv.] que celle fonction peut se décomposer en une fonction entière f{z)y plus la somme de tous les résidus de la fonction
^ » relatifs aux divers infinis c,</,... de la fonction F(f), somme que nous désignerons par
En prenant donc pour 3i une aire renfermant tous les infinis de F(z) autres que z = oo , et représentant par 9(z)une fonction quelconque uniforme et continue dans toute l'étendue de l'aire 3i,
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on aura
Jf[z)f[i]dz=:zo,
et par suite [1135]
En faisant^ par exemple, ç(z) = e'V^y pourjut^o, on aura, la fonction sous le signe y* étant supposée infîniment petite d*ordre supérieur au premier pour x = oo ,
où Ton a fait c = a-^- ib^ F(x) n'ayant aucun infini sur l'axe des.r,
1230. Soient wune fonction de Zy et ^{w) une fonction de w qui^ pour des valeurs
correspondantes à des points z contenus dans Taire 3, devienne infinie des ordres respectifs
Soity de pluSyy*(z) une fonction de z qui ait, pour les points
contenus dans Taire 7i, des valeurs infinies des ordres respectifs Posons, comme précédemment,
et de même
la variable fù prenant les valeurs correspondantes à celles que prend ^ le long du contour de Taire ^^
H. — Cours de Caie, infin,, IV. 6
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Le produit f(çv)y(z) aj^ant pour infinis lous les infinis des fonctions 9 et y*, on aura
)dz
Si l'on pose maintenant
fiz
f[z)dzz=zF[ti')ei(v, ou F(fi') =/(») — »
la première somme deviendra
si Ton lait ensuite
la seconde somme deviendra
Donc on a la formule
Exemples. — L Soity*(z)=: j. En prenant toujours pour
:3l la moitié supérieure du plan , on a
c :=. ly Q=- lim
i-h(/-f-i)* ii La seconde somme devient donc
Si Ton fait, de plus,
fv = r-»
on a d'abord
<f'(/) = 0, d'où v^[t]-z=:itff[o].
CHAPITRE III
1231. Nous avons appelé fonction jnultiforme [IHO] de la variable complexe z une fonction qui, pour chaque valeur de z, est susceptible de prendre plusieurs valeurs distinctes, différant entre elles de quantités finies.
Si l'on attribue à z une suite continue de valeurs, nous supposerons que chacune des déterminations de la fonction w=f{z) prend aussi une suite continue de valeurs, de telle sorte que, si le point variable z décrit dans le plan des z un chemin continu quelconque, chacune des déterminations de w décrira en même temps un chemin continu correspondant. Nous appellerons ces divers chemins les branches du chemin total décrit par la fonction w-
1232. On peut aussi considérer le plan des z comme portant, en chacun de ses points z, les diverses déterminations de la fonction Wf qui formeront divers systèmes de cotes attachées aux points z. En rangeant ces diverses déterminations w^*^, w^^^ . . . toujours dans le même ordre, de manière que les valeurs tv^*^-f-rfw^*\ w^^^H- dw^^\ . • • , correspondantes à z -h rfz, soient rangées respectivement à côté des valeurs w^*\ w^^^y . . . , correspondantes à z et dont elles diffèrent infiniment peu , on formera ainsi plusieurs couches de valeurs de çv, telles que w variera d*une manière con-
linue dans chaque couche et que, d'une couche à l'autre, les valeurs de w correspondantes au même z ou à des z infiniment voisins différeront entre elles de quantités finies.
Il s'ensuit de là que, tant que les valeurs dey( ^ ) correspondantes à un même z seront distinctes et inégales, on ne pourra pas passer d'une couche de valeurs de w k une autre par une variation continue. Donc, en vertu de la condition de continuité., ces couches seront isolées les unes des autres, comme si les diverses déterminations de f{z) formaient autant de fonctions distinctes, dont chacune serait uniforme et continue.
En d'autres termes, les courbes tracées par les différentes déterminations sur le plan des w, c'est-à-dire les différentes branches de la courbe totale des fv, ne se rencontreront jamais en un point correspondant pour les deux à une même valeur de z.
Ainsi, la condition de continuité de chaque détermination de (v isole les diverses déterminations les unes des autres.
1233. Il n'en serait plus de même si, pour une certaine valeur i^i de Zy deux déterminations w^*\ w^^^, distinctes en tout autre point, devenaient égales entre elles. Alors, en ce point Z|, rien ne distinguerait plus les deux couches de valeurs de w, et de la valeur commune Wi on pourrait passer indifféremment, sans rompre la continuité, soit à la valeur w^^ correspondante à Z2 = Zt+dz^ dans la première couche, soit à la valeur w^^^ correspondante au même ^a dans la seconde couche.
Autrement, les deux branches w^*\ w^^^ de la courbe w auraient un point d*intersection Wt correspondant à la même valeur Zt de la variable z, et, si l'on change z^ en Z| H- rfs,, rien n'indiquerait plus à laquelle des deux branches doit être attribuée chacune des
deux valeurs de Wt H — j^ dz^ de sorte que la branche BA, par
exemple [Jig» 94 )> pourra aussi bien être continuée parla branche AE que par la branche AC, si l'on n'a pas entre les deux d'autres motifs de choix que la condition de continuité de chaque détermination de çv.
Un tel point Z|, pour lequel se confondent deux ou plusieurs déterminations de la fonction çv, et auquel correspond, par conséquent, un point w% d'où partent en divergeant les diverses
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branches de la courbe w correspondantes à un chemin quelconque de z, se nomme un point de ramification de la fonction w.
Les points de ramification et les points de discontinuité d'une
i^*Ux
fonction sont désignés sous le nom commun de points critiques de cette fonction.
1234. Les fonctions multiformes que Ton rencontre dans TAnalyse sont d'abord les racines d'une équation algébrique ou transcendante,
entre la fonction w et la variable indépendante z. Nous n'entreprendrons pas ici l'étude du cas général, et nous nous bornerons à considérer le cas où l'équation est résoluble algébriquement par rapport à (v.
Une autre classe de fonctions multiformes est celle des intégrales de fonctions présentant des points critiques.
1235. Étudions, pour commencer, quelques exemples de fonctions multiformes, racines d'équations algébriques.
I. Soit la fonction déterminée par l'équation
On peut l'écrire sous la forme
tvz= ^[z — c) [z -f-c).
DBS PONCTIONS MULTIFORMES. Sy
Cette fonction admet deux déterminations, égales et de signes contraires, différant par suite entre elles d'une quantité finie tant que z ne sera pas égal à zii c. Pour z ==zii c, les deux déterminations de w prennent la valeur commune zéro. Donc z=-i- cet z:= — C sont deux points de ramification de la fonction w.
Pour distinguer l'une de l'autre les deux valeurs de w, mettons les deux facteurs sous le radical sous la forme
z — c z=z rc'i'y z -h c ■= r'c'''\
cl, pour fixer les idées, supposons qu'au point z = o on attribue aux deux arguments p et p' des valeurs positives et moindres que 27r. On aura, pour la valeur de w correspondante à un ^ quelconque,
( I ) (i'=z± yjn^ e ' .
La valeur initiale de p étant choisie comme nous l'avons fait, si, pour arriver de O en un point quelconque M (Jig- gS), on fait suivre au point variable z un chemin quelconque, et si l'on imagine
Kl
Ac
JT
que des points 4-c et — c partent deux rayons vecteurs aboutissant au point z et le suivant dans tout son parcours, chacun de ces rayons décrira autour de son extrémité fixe un angle de grandeur quelconque et parfaitement déterminé. Donc chacune des deux valeurs de w, que nous avons distinguées par les signes -h et — , sera aussi parfaitement déterminée. Ces deux valeurs ne cesseront pas d'être inégales tant que les rayons r et r' seront tous les deux différents de zéro.
1236. Si l'on fait décrire à z un contour fermé quelconque, ne
comprenant dans son intérieur aucun des deux points de ramifi cation + c, — c, chacune des fonctions
étant uniforme et continue dans cette aire, on pourra lui appliquer les théorèmes relatifs aux fonctions synectîques, et en particulier celui en vertu duquel chacune de ces fonctions arrive à la même valeur lorsqu'on fait passer z d*un point z^ à un autre z suivant deux chemins différents, renfermés Tun et l'autre dans l'intérieur de cette aire. On voit aisément alors que chacun des angles /?, /;' arrivera en z avec la même valeur, quel que soit celui des deux chemins qu'on ait parcouru.
Dans ce cas, on pourra, sans changer la valeur finale de la fonction, retrancher de Taire 3, comprise dans le contour, des portions quelconques [H27], et par suite réduire cette aire à la droite qui joint les deux positions z^ et ^, pourvu que celte droite soit tout entière contenue dans l'aire 3.
Si l'on considère l'accroissement w — w^ de la fonction, correspondant au déplacement de Zj comme l'intégrale des accroissements infiniment petits correspondants aux éléments infinitésimaux du chemin suivi par z, on voit que, dans l'hypothèse admise, on pourra remplacer l'intégrale prise le long d'un chemin quelconque contenu dans l'aire par l'intégrale prise le long du chemin rectiligne aboutissant aux mêmes extrémités. Nous donnerons, ^our abréger, à cette dernière intégrale, le nom d'intégrale rectiligne prise entre les limites Zq et z.
1237. Si la droite z^z passait précisément par l'un des points de ramification c, on éviterait ce point en remplaçant une portion de droite infiniment petite, prise de part et d'autre de c, par une portion de courbe, un demi-cercle par exemple, tournée dans un sens tel que le chemin rectiligne ainsi modifié et le chemin curviligne qu'il doit remplacer ne comprennent pas entre eux le pointe.
Pour rendre ces faits sensibles par une image physique, imaginons un fil flexible étendu sur le chemin parcouru par z entre les points Zq et z, et concevons aux points -4- c et — c deux obstacles verticaux, empêchant le cordon de passer par-dessus l'un ou l'autre
de ces points. Deux positions quelconques du (il pouvant se transformer l'une dans l'autre sans rencontrer les obstacles comprendront entre elles une aire qui ne renfermera pas ces obstacles, et, par suite, les variations de la fonction correspondantes à ces deux chemins seront identiques et elles seront égales à Taccroissement rectiiigne si Ton peut redresser le fil sans rencontrer les obstacles. Dans le cas où le chemin rectiligne passe par le point c, on s'avancera sur ce chemin à partir de Zo jusqu'au point z = c -h re'*, infiniment voisin de c, a étant l'argument de Zq — c; puis on décrira du centre c et du rayon r un demi-cercle dans le sens des angles croissants ou décroissants, suivant que le rayon vecteur parcourant le chemin curviligne de z^ en z fera le demi-tour de c dans le premier sens ou dans le second. On arrivera ainsi de l'autre côté de c avec une valeur de l'argument de re'* égale à a dz tt, et, par suite, le facteur
\lz — c = ^r e* deviendra soit
soit
suivant le sens dans lequel on aura contourné le point c. D'après cela, w arrivera en z avec l'une ou avec l'autre de ses déterminations, selon que l'on aura choisi l'un ou l'autre des deux demi-cercles pour remplacer le diamètre commun. Dans tous les cas, on aura le moyen de distinguer quel est celui qu'il faut choisir.
1238. Si l'on fait décrire au point z, autour du centre -hc, un cercle assez petit pour ne pas contenir d'autre point critique que
H-c, l'angle p variant de aTT, - variera de n, et par suite ^r*e
sera multiplié par e'* = — i . Donc, après avoir parcouru ce cercle, la valeur de w aura été multipliée par — i et aura changé de détermination. Il en sera de même si z fait le tour de — c.
Si z parcourt une courbe fermée faisant n fois le tour de -j- c et n! fois le tour de — c, les tours étant comptés positivement ou négativement suivant le sens du parcours, les deux facteurs de w
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seront respectivement multipliés par
,«fC ' i *« g^''-
et par suite w sera multiplié par ( — 1)'»+*'. Donc w changera ou ne changera pas de détermination , suivant que le nombre n + //' sera impair ou pair.
1239. Supposons que w parte de Torigine avec une certaine détermination, qu^il se dirige vers un point critique c suivant un chemin rectiligne, qu'arrivé à une distance r de c, moindre que celle de c au point critique le plus voisin et que nous pourrons supposer ii^iniment petite, il quitte la droite Oc et décrive autour de c une circonférence entière qui le ramène sur la droite, et enfin qu'il revienne en O suivant la même droite. Le chemin ainsi parcouru sera dit un contour élémentaire, et nous désignerons par (c) le contour élémentaire relatif au point critique c.
Si c, comme dans l'exemple actuel, est un point de ramification, w changera de détermination en parcourant le cercle qui entoure c. et, par suite, reviendra en O avec une valeur différente de celle qu'il avait au départ.
1240. Supposons maintenant un chemin quelconque, conduisant d'un point initial Zo à un point final z et entourant les divers points critiques c, c', (/\ « • • d'une fonction donnée w chacun un nombre quelconque de fois, et concevons, comme précédemment, un fil flexible appliqué sur ce chemin et des obstacles placés aux divers points critiques. Si Ton tend le fil, il commencera par se serrer autour des obstacles, en les entourant chacun un certain nombre de fois et en laissant entre eux des portions rectilignes. Détendons maintenant chacune de ces dernières, de manière à la remplacer par deux cordons rectilignes allant du point initial Zq k chacun des deux obstacles. Nous aurons une transformation analogue à celle que représente la Jig. 96. Les fils tendus entre les points critiques et le point initial Zq se changeront, à la limite, en contours élémentaires, dont la partie circulaire sera parcourue un nombre quelconque de fois, positif ou négatif.
De cette manière, on pourra remplacer tout chemin de nature quelconque, allant de Zq en z, par un système de contours élémen-
laires relatifs aux divers points critiques, lesquels devront être parcourus dans un ordre déterminé et chacun dans un certain sens et un certain nombre de .fois, ce système étant suivi d'un chemin
Fie. 96.
rectiligne allant de Zq à z, en évitant, s'il y a lieu, les points critiques, comme nous l'avons vu plus haut.
On voit donc qu'une fonction multiforme w, partant d'un point donné Zq avec une détermination désignée, peut arriver en un autre point donné z avec telle ou telle détermination, suivant la nature du chemin parcouru par la variable z, et que, dans tous les cas, on pourra remplacer un chemin quelconque par un chemin composé d'une certaine combinaison des contours élémentaires relatifs aux divers points critiques, ces contours étant parcourus chacun un nombre de fois déterminé et dans un ordre convenable ; puis d'un chemin rectiligne allant du point initial au point final, en évitant, dans un sens convenable, les points critiques qui pourraient se trouver sur son parcours.
1241 . IL Prenons pour second exemple la fonction
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Nous aurions à répéter sur cette fonction une grande partie de ce
que nous avons dit à propos de la fonction \]z* — c^j dont la fonction (i) est un des facteurs. Ici c est le seul point de ramification situé à distance finie; mais il existe encore un second point de ramification, le point de Tinfini, z = oo .
En effet, si nous posons, en introduisant le rayon réciproque
[m 4], z=: -? il viendra
En faisant
il viendra
z' — Jv^P, 1 — cz'—r'e^i*\
expression qui change de signe si Ton fait le tour du point ^'=0. Donc z!=.o ou z =: 00 est un point de ramification delà fonction
-, — c ou s'z — c.
Si Ton appliquait la même transformation à la fonction
qui deviendrait
iv=z\ji — c^z'\
les points 3'= zh - étant tous les deux en dehors du cercle infiniment petit tracé autour de 3'= o, la fonction w ne changerait pas de détermination en faisant le tour de ce cercle. Donc ici 5 = 00 n^est pas un point de ramification.
On pourrait dire que ce point z'= o est le point où coïncident
les points de ramification des deux facteurs -_j = de çv, et
que ces deux points de ramification se neutralisent mutuellement, parce qu'on ne peut faire le tour de l'un sans faire en même temps le tour de l'autre, et que les deux changements de signe simultanés de la fonction w se compensent.
Du reste, pour la fonction (1) <v = ^z — c, la présence du se-
cond point de ramification z = oo n'influe en rien sur la marche de la fonction, puisque toute révolution autour de Tun des deux points o et 00 est en même temps une révolution autour de Tautre.
1242. III. En appliquant les mêmes raisonnements à la fonction
Il jt
on verra de la même manière que z = oo est ou n'est pas un point de ramification de w^ suivant que n est impair ou pair, de sorte que, pour /i = 2v — i comme pour /i= 2V, le nombre total des points de ramification sera toujours 2v. Ainsi les deux fonctions
ont l'une et l'autre quatre points de ramification.
Dans le cas de w=2V — i,le contour qui enveloppe le seul point ^ = 00 sur la sphère peut être considéré comme enveloppant, de l'autre côté, tous les 2V — i autres points de ramification.
1243. IV. Considérons encore la fonction à trois déterminations
W = \'[Z — Ti i (3 — fj) (3 — Tj I.
En posant
w prendra la forme
On voit qu'une révolution autour du point C| augmente l'argument de w de -^5 deux révolutions l'augmentent de -y? et trois révolutions l'augmentent de stt, ce qui ramène (v à sa première
valeur. Ainsi, en désignant par a =: e ' une des deux racines cubiques complexes de l'unité, si l'on fait /i| révolutions autour de C|, /la autour de Co, fit autour de c^, (v se trouvera multiplié par
tri 4«j
a"i+''t"*"''«, c'est-à-dire par un des trois facteurs i, e • , e • , su4vant que Ton aura
/i|-h //t+ /îj^o, I, 1 (mod.Sj.
1244. V. Si Ton avait pris
en faisant ^ = -,9 il viendrait
ou, en posant z'== re^P^
II'
On verrait alors, comme précédemment, que, si Ton fait le tour (dans le sens rétrograde) du point O' du plan antipode [1114],
sv se trouvera multiplié par e • , de sorte que z'=. o ou c = » est encore un point de ramification.
1245. VI. En général, si Ton considère la fonction
iV zn z" ^
— étant fractionnaire, O sera un point de ramification, puisque, en
m n posant z = re^Pj on aura
et, si la fraction — est irréductible, w sera une fonction à n dé-
termina tions.
Si Ton pose maintenant z = - et z'= 1^ éP\ alors
d'où l'on voit que w change encore de détermination lorsque z fait
le tour de z'=o. Donc J ■=• o ou 2 = 00 esl encore un point de ramification.
On peut remarquer ici, comme au n** 11, que, si Ton considère la représentation sur la sphère, chaque révolution directe autour de z = o est en même temps une révolution rétrograde autour de ^'=0; de sorte que, lorsqu'on fait le tour de Torigine,. on peut considérer ce chemin comme faisant le tour, dans le sens opposé, du point àTinfini.
4246. VIL Si Ton a
<i' r= V ( 3 — Cl ) . . . ( 3 — rv„ )
= 3 " y ( I Cj i ] . . . [ I — t',;, 3 ),
— étant fractionnaire, -s'=o ou 2=00 sera un point de ramification, et si Ton décrit en sens direct un chemin renfermant dans son intérieur tous les points de ramification C|, • . . ,Cm) on pourra considérer ce chemin comme entourant le seul point oo , dans le sens rétrograde par rapport à ce point. ^
1247. VIII. Lorsque, dans l'exemple précédent. A" des points de ramification Cf, • • . , c^ viennent à coïncider, alors la valeur de \v peut se mettre sous la forme
et l'on voit qu'une révolution autour de C| équivaut à A révolutions autour d'un point de ramification simple ou à une révolution suivant une courbe embrassant dans son intérieur h points de ramification différents.
Si - est entier, c^ cessera d'être un point de ramification.
On voit maintenant sans peine comment on discuterait le cas d'une fonction formée par l'addition de plusieurs fonctions multiformes, ou plus généralement par la combinaison de plusieurs opérations algébriques multiformes quelconques.
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1248. Étudions maintenant l'autre classe de fonctions multiformes dont nous avons parlé au n° 1234, celle des fonctions provenant de rintégration d'une fonction algébrique uniforme ou multiforme présentant des infinis.
Soit f{z) une fonction de la variable z, et supposons-la d'abord uniforme et continue à l'intérieur de l'aire 3, sauf en certains points C|y C2y . . . de cette aire, où elle présente des infinis proprement dits.
Supposons que l'on fasse suivre à la variable z une ligne continue 3, tracée d'une manière quelconque entre deux points donnés Zq et Zf dans le plan des z ou sur la sphère de référence ; nous appellerons cette ligne le chemin d'intégration. Si l'on fait la somme des produits de chaque élément dz de ce chemin par la valeur correspondantey*(z) de la fonction, la limite de cette somme sera l'intégrale de la fonction, correspondante au chemin d'intégration 3.
Pour que l'intégration soit toujours possible, il faut que le chemin d'intégration 3 ne passe par aucun point dans le voisinage duquel à une variation infiniment petite dz ne corresponde pas une variation infiniment petite de l'intégrale elle-même, comme cela pourrait avoir lieu si la fonction y(^) devenait infinie en ce point. Nous supposerons toujours que, si le chemin d'intégration contenait un tel point, on l'éviterait en faisant un détour infiniment petit, sauf à discuter l'influence que le sens dans lequel on a fait ce détour peut avoir sur le résultat.
Lorsque le chemin 3 se réduit à une ligne droite, l'intégrale est dite V intégrale rectiligne de la fonction /(^)rfz, prise entre les limites Zq et z, et nous la représenterons simplement par la notation
f[z)dz.
1249. Si entre la droite Zq z et le chemin 3 il ne se trouve aucun point critique de la fonction f{z)j nous avons vu [1125] que les
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intégrales prises le long des deux chemins ont là même valeur. Donc l'intégrale prise le long de 3 pourra, dans ce cas, être représentée aussi parla notation / f[z)dz.
Si, au contraire, l'aire comprise entre 3 et la droite z© z renferme un ou plusieurs infinis C|, C2, ... dej'(z)y nous avons vu que la difiiérence entre l'intégrale prise suivant 3 et l'intégrale rectiligne
est la somme des intégrales 1 9 1 5 • • • prises autour de ces infi-
nis. Cette différence restera constante, tant que z variera de manière que l'aire comprise entre les deux chemins contienne toujours les mêmes infinis, et que les deux chemins d'intégration entourent chaque infini le même nombre de fois.
Pour plus de clarté, nous commencerons toujours, ainsi que nous l'avons fait plus haut, par remplacer le chemin 3 par le chemin rectiligne, précédé des contours élémentaires relatifs aux divers points critiques renfermés entre 3 et le chemin rectiligne, en tenant compte du nombre de fois que chaque contour élémentaire est décrit, et du sens dans lequel il a été décrit chaque fois .
Si le chemin rectiligne passait lui-même par un des points critiques, on éviterait ce point au moyen d'un demi-cercle infiniment petit décrit autour de ce point comme centre et tourné dans un sens convenable, la valeur de l'intégrale rectiligne variant généralement avec le sens que l'on a choisi pour ce demi-cercle.
1230. On voit que l'intégration d'une fonction uniforme y (z), qui a des infinis, engendre une fonction multiforme, susceptible de prendre en chaque point donné du plan une infinité de valeurs, dont les différences dépendent des chemins parcourus parla variable d'intégration et sont exprimées par des sommes de multiples, positifs ou négatifs, des intégrales prises autour de ces divers infinis.
Chacune de ces dernières intégrales s'appelle une période de
l'intégrale ff[z)dz. Ainsi, si l'on représente par / f[z)dz
l'intégrale rectiligne et par 1 > i ? • • • les périodes correspon-
dantes aux infînis C| , Cj, ... compris entre le chemin d'intégration 3 et le chemin rectiligne, la valeur générale de l'intégrale y /*( 3 )r/^,
pour un chemin quelconque 3 allant de Zq en z, sera
72 1, 722) • • • étant des entiers positifs, nuls ou négatifs.
1251. Lorsque, après avoir fait le tour d'un infini c, la variable z revient à sa première position, l'intégrale u aura crû de 1 > et, par
suite, elle aura changé de détermination si 1 n'est pas nul.
Si, après avoir parcouru un chemin Zq c et avoir fait le tour de c sur le cercle infiniment petit, z revient en Zq suivant le même chemin, u aura changé de détermination et décrira, par conséquent, sur son plan ou sa sphère de représentation, une courbe différente de la première. Quand le point correspondant à c est un infini de u, les deux branches de courbe décrites sur la sphère des u partiront du pôle inférieur. Dans tous les cas, la courbe décrite par u se ramifie à partir du point u correspondant à c ; donc ce point c est généralement un point de ramification de la fonction u,
1252. Des intégrales prises le long d'un contour élémentaire. — Soit c un point critique de la fonctiony(z), et considérons le contour élémentaire formé d'un cercle infiniment petit tracé autour de c et d'une droite joignant le point initial Zq de l'intégrale Jf[z)dz à un point de ce cercle. On pourra, comme dans le n** 1240, considérer ce contour élémentaire comme la limite d'un chemin composé des deux parallèles infiniment voisines ZqA et Gzo, et de l'arc ABC [fig* 97)» infiniment peu différent de la cir-
Fig. 97-
conférence entière. L'intégrale prise le long du contour élémentaire sera la limite de la somme des trois intégrales
/(^,A)h-/(ABC) + /(C*o).
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Supposons d'abord que le point critique c ne soit pas un point de ramification. Alors, en revenant, après avoir fait le tour du cercle, à une position C infiniment voisine de A, la fonction f{z) reprendra, à la limite, la même valeur qu'en A, et les éléments de rintégrale le long du chemin C^o seront égaux et de signe contraire à ceux de l'intégrale le long de Zo A. Donc les deux intégrales f{zoA)elf[CzQ) se détruiront, et l'intégrale prise le long du contour élémentaire se réduira à la seule intégrale y(ABGA), c'està-dire à l'intégrale / prise autour de c, comptée positivement ou
négativement selon que le cercle sera parcouru dans le sens direct ou dans le sens rétrograde.
1253. Suppoisons maintenant que f{z) soit une fonction multiforme, ayant un point de ramification en c. L'intégrale prise le long du contour élémentaire, parcouru dans le sens direct, sera, comme précédemment, la limite de la somme
/(z,A)+/(ABC)+/(Cz,).
Or, en passant de A au point infiniment voisin G, la fonctiony(?) aura changé de détermination, et, si elle est partie de A avec la valeur y, (^), elle aura en G une autre valeury2(^)» On aura donc
Donc la somme /{zqA) -hf{Czi)) aura pour limite
[Mz)-A{z]]dz,
ce qui ne s'annulera pas, comme dans le cas précédent. Si Ton a y^C^) = — fi (^)) cette somme sera égale à
Jf^[z)dz = '-7. i A[z)dz,
Quant à rintégrale /(ABG}, elle peut, suivant la nature de la fonction y, être ou nulle ou différente de zéro.
Si l'on avait parcouru le contour élémentaire dans le sens opposé,
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en partant de Zq avec la même déterminationyi (z), la partie recliligne de Tintégrale serait toujours
[Â{^]'-ft{z)]dz;
mais rintégrale circulaire y (ABC) serait remplacée par l'intégrale
de signe contraire
/(CBA).= -/(ABC).
Si rintégrale circulaire est nulle, l'intégrale prise le long du contour élémentaire sera indépendante du sens dans lequel ce contour sera parcouru.
1254. Soit un point de ramification c, et soit T l'intégrale prise le long du contour élémentaire (c) correspondant à ce point. Supposons l'intégrale circulaire / nulle, et la fonction y( 2) susceptible des deux valeurs égales et opposées /"i (z) ety2(^) = — fi i^)-
Après que l'on aura parcouru une première fois le contour élémentaire, la fonction f{z), partie de Zq avec la valeur yi(z), y reviendra avec la valeur — f [z). Si l'on parcourt maintenant de nouveau le contour élémentaire, l'intégrale, prise en partant de Zo avec la valeur — /*, (z), aura tous ses éléments égaux et de signe contraire à ceux de l'intégrale précédente ; elle aura donc pour valeur — r, et par suite, en l'ajoutant à la première, on aura zéro pour l'intégrale correspondante à deux parcours consécutifs du contour élémentaire.
On verra de môme que, si l'on fait m intégrations consécutives le long du contour (c), le résultat sera égal à
c'est-à-dire à F ou à zéro, suivant que m sera impair ou pair.
1255. Soit (/ un second point de ramification de la même fonction biforme, et supposons-le tel quey(c') (*) soit égale à — f{c) lorsque les deux intégrales sont prises en partant de la même dé-
( ') Ea désignant par /(c') l'intégrale pri^e le long du contour élémentaire (c').
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termination de J{z), Après que Ton aura intégré le long de (c), f{z) aura changé de signe, et /{cf), calculée en partant de la détermination — f^ (z), aura pour valeur -h F. Doncy(c), suivie de y(c'), donnera pour valeur a F. On conclut de là que, si Ton fait une série de n intégrations consécutives en parcourant tour à tour d^abord le contour (c), puis le contour (c/), on aura pour résultat -4- «F.
Si, au lieu de commencer cette série d'intégrations par le contour (c), on avait commencé par ({/), le résultat aurait été — /îF.
Exemple. — Soit l'intégrale
* riz
La fonction sous le signera deux points de ramification, +c et — c. Supposons que le radical parte de z = o avec la valeur H- c. Si Ton intègre le long du cercle infinitésimal qui entoure le point c, en posant
c — z=z r&t'^ d'où dz=z — re'P . i dp, Fintégrale sera
[ ~)J~r&P[ic — re^P) "" j^ ^i c - r&P '
et sa valeur s'annulera évidemment avec r. L'intégrale circulaire étant nulle, on pourra donc appliquer le résultat précédent. Donc, en intégrant n fois de suite le long des contours respectifs (+ c), ( — c), (-f-c), . . . , ([ — ij"""*c), on aura pour intégrale totale
C"" dz
Au contraire, si l'on avait pris les contours élémentaires dans l'ordre
la valeur de l'intégrale totale aurait été — /iF.
On voit, dans ce cas, que, sans changer l'intégrale rectiligne
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f{zoZt)y on pourra augmenter ou diminuer Fintégrale curviligne / f{^)^^ ^'"^ multiple quelconque de F.
Lorsque deux points de ramification jouissent des propriétés des deux points c, d dont nous venons de parler, nous leur donnons le nom de points de ramification complémentaires.
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1256. I. Soit l'intégrale
La fonction - ayant un infini pour z = o, ce point sera un point
critique de l'intégrale u.
Si nous posons
dz zz=re^P, d'où dzz= ire^Pdp, — = idp,
rintégrale circulaire prise autour du point z = o sera
i dp z= a/TT.
Ce sera là la période de l'intégrale proposée, dont la valeur gêné-
X^ dz — ^ plus
un multiple quelconque, positif ou négatif, de cette période.
1257. IL L'intégrale l - " , a deux points critiques, correspondants k z = ±i. En posant c = ±i et z — c = re'P, on aura, sur un cercle décrit autour de c,
dz = ire' P dp,
i —z*r=c^^ z*— [c'hz)[c — z) —— {ic-Ji- re^P)re'P;
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donc [H29]
J(* dz ■ I .1 =.7.11: hm [z — c] -z = — 2^77--- r=ir: fTT.
Donc les deux périodes de l'intégrale sont égales au signe près; par suite, la valeur générale de l'intégrale prise entre les limites Zo et z sera
f \ ,-+-W|(— /7r)4-w,(-hiTr),
//i et /Za étant des entiers quelconques, ou, plus simplement,
r* dz
l'entier n étant égal au nombre de fois que le chemin d'intégration a entouré (dans le sens direct) le point — i, moins le nombre de fois qu'il a entouré le point -f- 1, les tours faits dans le sens rétrograde devant être comptés négativement.
On verrait de même que la valeur générale de l'intégrale / j
est
' dz
/ÏTT,
Cette intégrale et la précédente sont des cas particuliers de l'intégrale
Ç' dz
qui a les deux points critiques
En posant i — e'*z = re'>, l'intégrale prise autour de c^,
aura pour limite correspondante à r = o
— ITT <?-'•,
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et, de même, Tintégrale prise le long de Tautre point critique sera
iize-'*
Ces deux périodes étant égales et de signes contraires, on en conclut que la valeur générale de l'intégrale sera l'intégrale rectiligne, plus un multiple quelconque de ii:e~
En faisant tour à tour a = o et a = -> on retrouvera les résul-
tats relatifs aux deux intégrales précédentes. 1258. III. Soit rintégrale
mz -f- n
z*'^- az-i- ô
que Ton peut mettre sous la forme
mz -h n
dz.
Les intégrales prises autour des deux points critiques Ci, Cf auront pour valeurs respectives
' = IITZ^ I = 2 « TT.
L'intégrale a donc deux périodes différentes tant que, les deux quantités C|, c^ étant différentes, m ne sera pas nul. On a donc ici un exemple d'une intégrale à double période dont la valeur générale est égale à l'intégrale rectiligne augmentée de multiples quelconques ftj 1 -f fjL2 / des deux périodes.
Si m = O, alors les deux périodes, étant égales au signe près, n'en feront plus qu'une seule, comme dans le cas précédent.
1259. IV. Considérons maintenant l'intégrale d'une fonction multiforme
* dz
Les points de ramification z-=-\-i et z := — i sont en même temps des infinis de la différentielle.
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Si nous posons
z — c = re'P^
c représentant zfc i, l'intégrale prise autour de c aura pour valeur
Jo V — re'Piic -f- re^P ) Jo
dp
et, pour r infiniment petit, cette expression a évidemment pour limite zéro. Donc ici les deux intégrales circulaires sont nulles.
Si maintenant on suppose que le radical parte du point z =o avec la détermination -f- 1 , l'intégrale rectiligne prise de z = o à z = 1 — r aura, pour r infiniment petit, une certaine limite, que nous désignerons provisoirement par x.
Après que z aura fait le tour du point + i , ^i — z^ aura changé de détermination, et, d'après ce que nous avons vu au n^ 1255, l'intégrale prise de -f- 1 à o aura encore la valeur x, de sorte que l'intégrale relative au contour élémentaire (-H i) aura pour valeur
H- 2x, lorsqu'on suppose à ^i — z^ la valeur initiale 4- i.
On verrait pareillement que, dans la même hypothèse, l'intégrale relative au contour élémentaire ( — i) aura pour valeur ax.
On conclut de là, comme au n^ 1255, que, si l'on parcourt alternativement les deux contours élémentaires, en prenant +i pour
valeur initiale de ^i — z^, la somme des intégrales élémentaires, après n parcours, sera zh 2/2x, suivant que l'on aura commencé par le contour (-h i) ou par le contour ( — i).
Si l'on parcourt le même contour, (-f-i) par exemple, m fois consécutives, le résultat sera, d'après ce que nous avons vu,
I — f — iV"
c'est-à-dire ax ou zéro, suivant que m sera impair ou pair. Après
ces m parcours , v^i — z^ se trouvera multiplié par ( — i)*" ; si l'on fait maintenant mi fois le tour de ( — i), on ajoutera à la valeur précédente
ce qui donnera en totalité
X— 2(— l)'«x-h(— l)'«-^"*ix.
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Si Ton fait ensuite ma fois le tour de (-h i), le radical partant de o avec la valeur ( — i)"*"*"'"i, on ajoutera à la valeur précédente ^ — i)'"+'"«[îc — ( — i)'"«x], ce qui donnera en totalité
Et ainsi de suite.
On voit que cette expression représentera toujours un multiple pair de x, et que, de plus, on pourra toujours disposer du nombre (les changements alternatifs de contours et de la parité de chacun des nombres m, 7714 , ... , de manière que la partie de l'intégrale ajoutée à l'intégrale rectiligne soit égale à un multiple quelconque de 2«e.
1260. Il est facile de déterminer cette intégrale 2x, en nous appuyant uniquement sur le théorème de Cauchy [H24]. En effet, cette intégrale est égale à l'intégrale prise le long d'un contour fermé quelconque, renfermant dans son intérieur le seul point critique -|- i . Prenons pour ce contour celui d'un demi-cercle de centre O, de rayon r infiniment grand, et ayant son diamètre dirigé suivant l'axe des y. L'intégrale prise le long du demi-diamètre à partir de O, suivant le sens direct, sera, en posant z = iyj
.'o i/l — s* Jo
V^i — s* Jo sji-^jr^
li^ désignant une valeur positive quelconque. L'intégrale prise le long de la demi-circonférence sera, en posant z = /-e'^.
expression qui, pour r infiniment grand, a pour valeur ±: tt -f- c , 6 étant infiniment petit. La troisième partie de l'intégrale sera
Jir zL^l- z* Jr )/l-hX*
//^ ayant la même valeur que ci-dessus. En égalant la somme de ces trois intégrales à l'intégrale positive 2x, prise le long du contour
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(-h i), on aura
.d'où, en égalant séparément les parties réelles et les parties imaginaires, et négligeant Tinfiniment petit S, on déterminera les signes ambigus, et l'on aura
r2y. rrr r, x ==: - •
1S61. Ainsi l'intégrale prise le long d'un des deux contours élémentaires est égale à ±7:. Si, avant de former l'intégrale rectiligne
r' dz u= I -
Jo i/l — z*
on parcourt un seul contour élémentaire, et que l'on intègre ensuite rectilinéairement de o à z, le radical ayant changé de détermination, l'intégrale rectiligne changera de signe, et l'on obtiendra pour résultat
Si, au lieu d'un seul contour, on en parcourt deux, soit deux fois le même, soit deux contours différents, le radical reprenant son premier signe, on obtiendra pour l'intégrale totale
TT iriTr -H tt,
c'est-à-dire une des trois valeurs
En continuant ce raisonnement, on verra qu'à une limite supérieure donnée z correspondent des valeurs de l'intégrale des deux formes
ou, ce qui revient au même, de la forme
niv-h (— i)«i/.
126S. V. Étudions enfin l'intégrale elliptique de première espèce
dz
OÙ ToD a posé
k^ étant un nombre positif et moindre que Tunité.
Les infinis de la difTérentielle, db i et ±l -9 sont en même temps
des points de ramification, comme dans Texemple précédent.
Comme les points -I- 1 et — i se trouvent respectivement sur les droites qui joignent l'origine zéro aux deux autres points critiques
H- - et — -7? il faudra, dans les contours élémentaires relatifs à A* A-
ces derniers, éviter les premiers par un détour infiniment petit, que nous supposerons fait suivant deux demi-circonférences situées la première au-dessus, la seconde au-dessous de Taxe des x, de manière à laisser Tun et l'autre des points ± i sur sa droite, en
allant de o à zh - •
Cela posé, imaginons que R (^) parte de zéro avec la valeur + i et parcoure le contour élémentaire (H-i). L'intégrale prise de zéro à i — /',
r""' dz I C'"' dz
croît continuellement pour r décroissant. Le premier facteur est toujours compris entre i et -, le second a pour limite - •
Donc l'intégrale a une limite finie, plus grande que -• Nous désignerons cette limite par
C dx
Faisons maintenant
,_2 — „pi>^ d'où R(z) = r«c»'^\/Z,
Z désignant un polynôme du troisième degré qui n'est pas nul dans le voisinage de z = -|- i . Il viendra
dz r-e* idp
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et, par suite, Tintégrale circulaire
tendra, pour /• infiniment petit, vers la limite zéro. Après avoir fait le tour du point -\-i',p ayant crû de 2:1 et Z
ayant repris sa première valeur, le facteur e*'^' aura changé de signe, et, par suite, R(^) aura changé de détermination. Donc
--T— r sera égale en grandeur et en signe à l'intégrale
X^ fiz — 7— r = K, et, par suite, R(^) reviendra en O avec
la valeur — i , et l'intégrale prise le long du contour élémentaire (4- 1 ) sera égale à -h aK [1255].
On verrait de même que, si Ton fait le tour du point — i, R(^) partant toujours de O avec la valeur -+- 1, l'intégrale reviendra en O avec la valeur — 2K.
Si l'on désigne par u la valeur de l'intégrale rectiligne
où R(^) part de O avec la valeur h- i, et que, au lieu de commencer par décrire le chemin rectiligne O^, on décrive d'abord le
contour élémentaire (-h i), l'intégrale 1 se composera de l'inté-
grale y^-f- 1) = aK, plus l'intégrale rectiligne, où R(^) partira cette fois de O avec la valeur — i, et qui aura, par suite, pour valeur — u. Donc l'intégrale totale sera égale à aK — 11.
Si Ton parcourt deux fois de suite le contour (-f- 1), la seconde intégrale prise le long de ce contour détruira la première, et l'in-
tégrale I redeviendra égale à u.
Mais si l'on parcourt d'abord une fois le contour (-f- 1)1 puis une fois le contour ( — 1), la somme des deux intégrales correspondantes sera 4- 4^9 ^^ ^(^) ^^^^^ revenu en O avec la valeur -f- 1 ,
rintégrale i aura pour valeur 4K -+- u. Et ainsi de suite, comme
Je dz I - ^r" 0 v'i — z^
1263. Considérons maintenant le contour élémentaire (-Ht)*
Nous avons dit que la partie rectiligne de ce contour devait faire un détour pour éviter le point H- i . Apprécions l'influence de ce
détour.
Le point z, arrivé en i — r, s'écarte alors de la droite Oi et prend une valeur i -h re*^, p devant varier de it à o, en contournant -+- I dans le sens rétrograde. D'après cela, le facteur ^i — z
de R(^) prendra la forme yj — re^, et l'intégrale i iv T »? prise le
1 r^'e^^dp ong du demi-cercle, deviendra de la forme ±: /M — -r-" » Z étant
le même polynôme que tout à l'heure.
Le dénominateur \JTj ne change pas de signe pendant que z varie de I — r à I -f- r ou que p varie de tt à o. Son signe sera -+si l'on suppose, comme nous pouvons le faire, que l'autre facteur
^1 — z soit parti de O avec la valeur -h i . Dans ce cas, pour p=n, ^i — z = ^ — re^P = ±: ^* li cos - — sin - j doit être réel et positif, ce qui exige que l'on prenne le radical avec le signe — . Dès lors,
i/ 1 — 3 = — ^rli cos - — sin - )
prendra, pour z =:^i-f r ou p = o, la valeur — iy/r, c'est-à-dire une valeur imaginaire négative de la forme — ih^. Le radical
R(z) sera donc aussi de la même forme entre -i- i et -h y» et, par
suite, :;r-r-^ sera dans cet intervalle de la forme +i7i^. Il en sera donc
de même de l'intégrale '
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qui tend, comme il est facile de le voir, vers une limite finie. Nous désignerons cette limite par ( ' )
Donc la valeur de rintégrale sur la partie rectiligne du contour
-f-ij sera(») ^
* dz
K -+- iK'.
Si Ton achève de parcourir le contour élémentaire ( -*- 7 ) en
revenant en O par le même chemin rectiligne, c'est-à-dire en évitant -h i au moyen d'un demi-cercle supérieur, on verra qu'ici encore l'intégrale circulaire sera nulle et la seconde intégrale
rectiligne i sera égale à la première. Donc l'intégrale relative au contour élémentaire ( -<- 7 ) a pour valeur (^ )
( ') Si Ton pose A'» = 1 - A« et «" = ' -„, rintégrale f 5^ deriendra
Jo \Ji—z'-}/i'-k"z'*
K' étant ce que devient K lorsqu'on remplace A par k'.
(* ) Si Ton avait évité le point -+■ 1 au moyen d'un demi-cercle situé an-dessous de l'axe Oxy on aurait eu pour l'intégrale semi-circulaire une valeur de sens contraire; Z au-
rait été de la forme +iA' entre h-i et -H-:)Ct I aurait eu pour valeur — l'K',
d'où f =K — iK',
(') Si l'on avait suivi les deux fois le demi- cercle inférieur, on aurait trouvé cette intégrale = aK — 3 «K'.
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Le contour élémentaire ( — j\ étant symétrique du contour
|-4--r) par rapport à Torigine, 1 ( — -r ) sera égale et de signe contraire à / ("^ t) » ^^ P*r suite, sa valeur sera — 2K — 2iK'.
1264. Supposons actuellement que z, partant du point O, suive Taxe des x positifs, en passant au-dessus des deux points de ramification + 1 et H- T9 jusqu'à une distance infiniment grande r;
j>uis, qu'il décrive autour de O un quart de cercle de rayon r, jusqu'à la rencontre avec l'axe des j' au point z = ir; et enfin qu'il revienne en O en suivant l'axe des j^. Le contour suivi ne renfermant dans son intérieur aucun point critique, l'intégrale prise le long de ce contour devra être nulle.
Or, de O à -) l'intégrale est égale à K 4- iK'. De - à la valeur
infiniment grande r, l'intégrale différera infiniment peu de sa limite
qui est finie et réelle, le produit (i — ^^)(ï — k^z^) étant positif
pour -2 ^ Tî et dont nous désignerons provisoirement la valeur
par G.
Le long du quart de cercle, R(z) sera de la forme
=:A-r*e*'>(i-h^), $ étant infiniment petit pour r infiniment grand; par suite,
^e-^Pfrfn
s'annule pour r = 00 . Donc l'intégrale arrivera au point -h /r, sur
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Taxe desj^', avec la valeur
L'expression précédente du radical, /rr^e^'/'(i -f- 5), montre que,
lorsque p croît de -> le radical est multiplié par e" = — i, et par
suite il change de signe. Gomme il part de O suivant l'axe des y avec le signe -h et qu'il est réel le long de cet axe, il devra être négatif pour z = l'infini réel ; donc G est négatif. De ira O, l'Intégrale croîtra de la quantité
V^(i-^J*)(i-+-/cV')
dont la valeur sera de la forme — iH, H étant réel et positif*
Donc l'intégrale prise le long du contour fermé tout entier sera
K-f-iK'4-G — /H,
ot, celte intégrale devant être nulle, on en conclura les valeurs de G et de H, savoir ( ' )
Jo Miy) Jo Vtl4-J*)(H->J*) 1265. Désignons, pour abréger, par
les intégrales correspondantes aux contours élémentaires (-î- i) et l-f- j) > ce dernier ayant été choisi, comme nous l'avons dit, de manière à passer au-dessus de + i ; les intégrales relatives aux contours ( — i ) et ( — t ) » symétriques des premiers par rapport
(*) On obtiendrait directement les valeurs de ces deux intégrales en posant, dans G,
H. — Cours de Cale, in fin., IV. O
Il4 LIVRE VI. ^ CHAP. III, § III.
à O, seront — X| et — Xj, la fonction R{^) étant supposée, pour chacune de ces intégrales, partir de O avec la valeur -f- 1. En désignant toujours par
rintégrale rectiligne allant au point Zy l'intégrale prise le long d'un chemin entourant une seule fois le point H- 1 sera égale
Si Ton fait deux fois le tour de (-h i), l'intégrale sera
En général, si l'on fait m fois de suite le tour de (-4- i), l'intégrale sera
lx,-(-.)".(i.,-«)
Si l'on fait une fois le tour de (-h i)* puis une fois le tour de ( — i), l'intégrale deviendra
2Zi -h u.
Si l'on répète m fois le parcours alternatif des deux contours élémentaires, l'intégrale sera
-+- 2//l5t, -h u ou — 2/WXi -f- «,
suivant que l'on aura commencé par (-h i) ou par ( — i).
Si l'on parcourt alternativement les deux contours, de manière à décrire m -h i fois le premier et m fois le second, l'intégrale sera, suivant que Ton aura commencé par (-H i) ou par ( — i),
iiz(2m -h i;Xj — «.
On aura des résultats analogues pour les contours ( ± - J •
On voit par là que, si l'on parcourt les quatre contours chacun un nombre de fois suffisant et dans un ordre convenable, on obtiendra pour l'intégrale résultante une valeur de la forme
/WK, H-/ÎX, -f-( — ty"-*-"uy
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OU, en mettant pour X| et X2 leurs valeurs,
m et n étant des entiers quelconques, positifs ou négatifs.
En particulier, l'intégrale rectiligne u conservera son signe si le nombre m-f-/i est pair. Si on le représente par ap, l'expression générale (i) deviendra
(9.) 4.tiK4-2///K'4-«.
Donc, si l'on arrive au point z après avoir parcouru une ligne entourant alternativement ^fx — n fois chacun des deux points -f- i
et — I , puis n fois chacun des deux points -H - et — -j l'intégrale
ri K
obtenue sera égale à l'intégrale rectiligne augmentée de
4pK-f-2/ïiK\
2fA — n eln étant des nombres positifs ou négatifs, suivant que les parcours commencent par les chemins (H-i) ou ( — i), ( -f- 7 )
ou(-i).
Donc à un même point z correspondent des valeurs en nombre
1 différant entre elles par des multiples
quelconques de 4K. et de 21K'. Ces deux quantités constantes sont
dites les périodes de l'intégrale 1 • " > et cette intégrale est dite doublement périodique.
1266. On peut donner de cette double périodicité une représentation géométrique très-simple.
Supposons le plan partagé en bandes verticales de largeur 4K. par des parallèles à Oj tracées symétriquement de part et d'autre de cet axe, et en même temps partagé en bandes horizontales de largeur 2R' par des parallèles à Ox tracées symétriquement de part et d'autre de cet axe. De cette manière, le plan sera divisé en rectangles égaux, dont l'un aura pour centre l'origine, et dont les dimensions seront 4^. et 2K'.
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La formule (2) du numéro précédent nous montre qu'à une même valeur de z correspondent une infinité de valeurs de u différant entre elles de multiples quelconques de 4^.» et situées par conséquent sur une même parallèle à Ox, de manière qu'il s'en trouve une, et une seule, dans chacune des bandes verticales.
Elle nous montre aussi qu'à une même valeur de z correspondent une infinité de valeurs de u différant entre elles de multiples quelconques de 21R', et par conséquent rangées à la distance 2K' les unes des autres sur une même parallèle à Oj, de manière qu'il s'en trouve une, et une seule, dans chacune des bandes horizontales.
Donc dans chaque rectangle de base 41^ et de hauteur 2K' se trouve une des valeurs de u données par la formule (2), et une seule.
Si l'on suppose maintenant, dans la formule (i), que m -+- n soit impair et égal à 2fji-j-i, à la même valeuc de z correspondront toutes les valeurs de l'intégrale données par la formule
(3) 4ixK -f- 7.mYJ -+- 2K — a,
et l'on verra de même que dans chacun des rectangles précédents se trouvera une des valeurs de l'intégrale données parla formule (3), et une seule.
Donc dans chacun des rectangles en question se trouvent deux valeurs de u correspondantes à une valeur de z quelconque, et comprises dans la formule (i). Nous verrons plus tard que ce sont les seules.
Il est aisé de reconnaître que les deux valeurs de u contenues dans chaque rectangle sont situées symétriquement par rapport au centre du rectangle, la position de ce centre étant déterminée par l'expression (4fJt -h 2)K-h(2/z 4- i)iK'.
Remarquons que l'on arriverait à la même représentation en supposant que l'origine O, au lieu d'occuper le centre d'un rectangle, en occupe un des sommets. Dans ce cas, les valeurs représentées par les formules (2) et (3) seraient respectivement symétriques, non plus par rapport aux centres des rectangles, mais par rapport à leurs sommets.
DES FONCTIONS INVERSES DES INTÉGRALES MULTIFORMES
1267. En considérant, dans les deux, paragraphes précédents, les intégrales dont les différentielles ont des points critiques situés à une distance finie de Torigine, nous avons vu que la valeur de ces intégrales ne dépend pas seulement de la limite supérieure z de l'intégration, mais encore du chemin parcouru pour arriver à cette limite. Nous avons vu, de plus, que les différentes déterminations de rintégrale qui correspondent à la même limite z sont égales à la valeur rectiligne combinée par addition ou soustraction avec des multiples quelconques des intégrales prises le long des divers contours élémentaires qui entourent les points critiques de la différentielle, intégrales que nous avons appelées les périodes de l'intégrale proposée.
II s'agit actuellement d'étudier les propriétés de la limite supérieure z, considérée à son tour comme fonction de l'intégrale u. Dans les exemples qui nous ont déjà occupés, nous verrons que cette fonction z = ^f/(ii) est non-seulement une fonction pério^ dique de a, c'est-à-dire une fonction reprenant la même valeur lorsqu'on augmente son argument u de multiples quelconques des
diverses périodes de l'intégrale m= / f[z)dz, mais qu'elle sera,
en outre, une fonction monogène et uniforme de u lorsqu'on fera varier u dans toute l'étendue du plan.
La monogénéité de la fonction z = ^(w) résulte immédiatement
oZ I
de ce qu'elle a une dérivée déterminée, -r- = -tt-tî pour toute valeur
de z, et par suite pour toute valeur possible de u.
Il suffira, pour établir son uniformité, de constater que les diverses valeurs de la fonction directe w, correspondantes à toutes les valeurs de z, remplissent toute Télendue du plan et la remplissent une seule fois, sans laisser de vides et sans que des valeurs correspondantes à des valeurs de z différentes puissent se superposer.
Enfin, nous n'aurons besoin de faire cet examen que pour les
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seules valeurs de u correspondantes aux divers chemins rectilignes de z, el de montrer que ces valeurs remplissent complètement et une seule fois une certaine étendue du plan, laquelle se répétera indéfiniment et sans superposition ni lacunes, de manière à couvrir toute l'étendue du plan, lorsqu'on augmentera toutes les valeurs de u qu'elle contient de multiples quelconques des périodes de cette intégrale.
\ 268. Soit une fonction J[z) admettant pour période la constante A, c'est-à-dire telle que l'on ait, quel que soit le nombre entier m,
(i) /(3-hmA)=/(3).
Si l'on partage le plan en bandes par des droites parallèles, représentées par l'équation
«= H H- mky
ou rentier m prend toutes les valeurs possibles, alors à chaque système de valeurs de /*(z) relatif à un ensemble de points situé dans une quelconque de ces bandes correspondra dans chacune des autres bandes un système identique de valeurs relatif à un second ensemble de points superposable au premier.
On pourra toujours supposer que la relation (i) n'ait lieu que pour des valeurs entières de m; car, si elle était vérifiée, quel que
fût l'entier m, par des valeurs de la forme jr h A, on remplacerait
la période A par A'= - > et la relation reprendrait alors la forme ( i ).
Une fonction est doublement périodique lorsqu'il existe deux constantes A, B telles que l'on ait, quels que soient les entiers m, 71, la relation
(2) /(2-f.mA-4-/lB)=zr/(3).
On voit, comme tout à l'heure, que, si l'on mène toutes les droites représentées par Téquation
2= H -+- mA-h /ïB, ces droites partageront le plan tout entier en parallélogrammes
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ayant leurs côtés égaux en grandeur et en direction aux droites qui représentent les périodes A, B, et dans chacun desquels les mêmes séries de valeurs de f[z) se reproduisent avec une disposition identique.
Nous donnerons, pour abréger, à ces bandes ou à ces parallélogrammes, relatifs à la périodicité simple ou double, le nom d* aires élémentaires .
1269. Une fonction simplement ou doublement périodique, qui est uniforme et continue dans chaque aire élémentaire, admet au moins un infini dans Tintérieur de cette aire; car, si elle restait finie dans toute cette aire, elle le serait aussi dans tout le plan, jusqu'à rinfini inclusivement. Donc [1137] cette fonction se réduirait alors à une constante.
La fonctiony(-2) étant uniforme et continue, sa valeur réciproque
y— r le sera aussi, et, par suite, devra admettre aussi un infini. Donc
la fonctiony*(z) devra admettre au moins un zéro dans chaque aire élémentaire.
Donc, si une /onction simplement ou doublement périodique, unijbrme et continue^ ne devient ni nulle ni infinie dans une aire élémentaire quelconque, cette fonction se réduira à une constante.
1270. I. Commençons par l'étude de la fonction inverse de l'intégrale
et considérons d'abord les valeurs de u correspondantes à toutes les valeurs réelles de z.
Nous avons vu [1256] que le point critique z = o de la différentielle est un point de ramification de l'intégrale i/, et que la période de cette intégrale est l'intégrale prise le long du contour élémentaire partant du point initial + 1 et entourant z = o, intégrale dont la valeur est 2i7r.
Si l'on fait varier z sur l'axe des x positifs depuis une valeur infiniment petite jusqu'à une valeur infiniment grande, il est aisé de voir que l'intégrale rectiligne u prendra toutes les valeurs réelles
depuis — 00 à +qo . En effet, si l'on fait varier z en progression ^géométrique, u variera en progression arithmétique ; car il résulte du théorème d'addition démontré au n° 827 que Ton a, en posant
Or F( z) est positif ou négatif, suivant que z est }> ou <[] i ; donc, si n croît jusqu'à l'infini, z'' variera de i à H- oo ou de i à o, tandis que F (-3") variera de o à db ao , et réciproquement.
La fonction u = F(z) croîtra donc toujours d'une manière continue, et remplira complètement et une seule J ois l'axe des abscisses réelles dans le plan des u, lorsque avariera de o à + oo . Donc, réciproquement, z=.^[u) sera une fonction uniforme et continue de u pour toutes les valeurs de cette variable de — oo à H- Qo . Autrement dit, tandis que le point u décrira d'une manière continue l'axe Ox de — oo à -H oo , z = ^[u) décrira d'une manière continue l'axe des x positifs.
1271. Faisons maintenant décrire à -3 le chemin rectiligne parlant de -h I et comprenant l'axe des x négatifs. Ce chemin passant par le point critique z = o, nous éviterons ce point au moyen d'un demi-cercle décrit du centre O et situé, par exemple, au-dessus de Ox. En posant
X^ dz — ) pour z négatif et = — z'^ se composera d'abord
de l'intégrale
puis de l'intégrale semi-circulaire
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et enfin de Tintégrale
En réunissant ces trois parties, on trouve, pour la valeur rectiiigne <le l'intégrale correspondante à la valeur réelle et négative ^ = — 2^,
Ainsi, à toutes les valeurs complexes de u comprises dans la formule ITT -f- I/o, Uq variant de — oo à -*- oo , correspondent toutes les valeurs réelles et négatives de z = ^|;(u), depuis o jusqu'à — oo . En d'autres termes, le point z décrira Taxe des x négatifs, tandis (jue u décrira, de — oo à -f-oo , une parallèle à Ox, située à la distance -hTT de cet axe.
1272. Faisons maintenant décrire à z une droite z= i -hre'/', partant du point initial z =-+- i de l'intégrale, et faisant avec Oj: l'angle constant p. On aura alors, pour l'intégrale prise suivant cette droite,
Cherchons la forme de la courbe décrite par cette intégrale, lorsque r varie de o à oo .
La tangente à la courbe u fait avec Ox un angle égal à l'argument de la différentielle
du =: r- dr.
Cet argument est égal à l'argument^ du numérateur, moins l'argument du dénominateur i -h réP, Ce dénominateur est représenté
parla droite OM = Oi H- i M {jig^ 98), et son argument par l'angle I OM ; et il est facile de voir que, tandis que M se déplace depuis le point I jusqu'à l'infini sur la droite donnée, OM passe de la direc-
(') On aurait trouvé F(s')= — «it si l'on avait tracé le dcmi-ccrcIe au-dessous «le O.r.
tion Ox aune direction parallèle à iM. Donc l'argument de du
Fig. 98.
varie depuis p — o ou ^ jusqu'à p — p ou zéro, et par suite la tangente à la courbe u est, au départ, parallèle à i M, et, quand le point s'éloigne à l'infini, elle tend à devenir parallèle à Ox,
Dans l'intervalle entrer = o et r =-f- 00 , l'angle xOM croissant constamment, p — xOM diminue, d'où il résulte que la direction de la tangente à la courbe £i vaen se rapprochant de la direction Ox et que la courbe tourne constamment sa concavité vers l'axe Ox.
Si l'on considère le prolongement de la droite correspondant aux valeurs négatives de r,. l'angle i OM prendra des valeurs négatives en variant de o k p — r. L'argument du numérateur étant p — TT, puisque /* est négatif, l'argument de du variera donc depuis^ jusqu'à zéro, et l'on voit que la tangente à la branche correspondante de la courbe u tend à devenir parallèle à l'axe des x positifs.
Remarquons maintenant que, si l'on substitue au chemin recti-
ligne iz le chemin formé par la portion ix = r prise sur l'axe
des X et par l'arc de cercle xz^ décrit du centre i avec le rayon r
entre l'axe Ox et la droite iz, l'intervalle entre les deux chemins ne contenant aucun point critique, l'intégrale ne changera pas de valeur. On aura donc
u= f[iU]= \[\x)-^ narcxM) ~Jo ^^'''^Jo ï^^
re'P
(') Au lieu de considérer r comme variant négativement, on aurait pu remarquer que, l'intégrale u ne changeant pas quand on change r en — r et /» en tz —p» tout se pauo symétriquement de part et d'autre de Ox, de sorte que l'on peut se contenter d'étudier ce qui se passe au-dessus de cet axe.
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La première de ces deux intégrales est réelle et varie, pour /• positif, de o à -f- oo . La seconde intégrale, qui peut s'écrire sous la forme
J^ 14-, -le-'/'
a, pour r infini, la valeur ip. De là il est facile de conclure que la distance du point u à Taxe réel a pour limite la valeur p. Donc la courbe u a une asymptote parallèle à Ox, à la distance ~h p de cet axe. On verrait de même qu'elle a une seconde asymptote aussi parallèle kOx et située au-dessous dé Ox, àla distance — (tt — p), La courbe u est donc comprise tout eatière entre deux parallèles à Oo:, à la distance tt l'une de Tautre.
Lorsque p varie depuis. o jusqu^à tt, l'asymptote supérieure variera depuis l'axe des x jusqu'à la dislance n au-dessus de cet axe, et l'asymptote inférieure depuis la distance — tt au-dessous de Ox jusqu'à l'axe Ox lui-même. Donc toutes les courbes u seront comprises dans une bande de largeur 277, dont la ligne médiane est Ox.
Si l'on suppose maintenant la limite supérieure /• = !, l'inté-
grale u deviendra
que l'on trouve aisément égale à
log ( I -h cas/? )-!-—•
Si l'angle p est obtus, la partie réelle devient négative; si p tend vers la valeur tt, la partie réelle tend vers — oo , la partie imaginaire restant finie. Donc, pour p infiniment voisin de tt, la courbe sera toujours comprise entre l'axe Ox et la droite qui joint l'ori-
gine avec le point — 00 H » de sorte que, pour une abscisse
négative finie, sa branche inférieure tend à se confondre avec l'axe des X négatifs. A partir de l'abscisse négative maximum, la courbe revient dans le sens des x croissants et s'approche indéfiniment de son asymptote. Pour p aigu, on a un système de courbes disposé symétriquement au précédent par rapport à l'axe des x.
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1273. Si Ton fait varier/; d'une manière continue, il est aisé de voir que les courbes u varieront d'une manière continue et ne se couperont pas.
En eflfet, si nous donnons k p nn accroissement infiniment petit et positif (J/7, le s, pour la même valeur de r, prendra un accroissement $z de direction perpendiculaire à la droite i z, et Tinté-
— croîtra de $u = -i dont l'argument est égal à celui de du
te
augmenté de -» et dont le module a une valeur infiniment petite
et différente de zéro en même temps que la valeur de $p. Donc la distance des deux courbes a et a + Ja est infiniment petite avec 3/', et, comme elle est comptée sur une perpendiculaire à ces courbes dirigée du côté de la convexité de la courbe i/, les deux courbes ne peuvent se rencontrer.
Il résulte de là que l'ensemble des courbes a veuïçWi complètement et une seule fois toute la portion de plan comprise dans la bande de largeur 2 7r qui s'étend symétriquement de part et d'autre de l'axe Ox,
Donc, dans l'intérieur de cette bande, il passe, par un point donné quelconque u, une courbe u et une seule, et, par suite, à toute valeur de u correspond un chemin rectiligne déterminé de la variable z et un point déterminé sur ce chemin. Donc enfin, dans cette bande, la variable z est une fonction monogène, uniforme et continue de la variable u.
En ayant égard à ce que nous avons dit dans le paragraphe précédent sur la périodicité de l'intégrale 1 --j les mêmes valeurs de
cette intégrale se reproduisant d'une manière identique dans chacune des bandes de largeur 27r dans lesquelles le plan peut être divisé, on en conclura que la fonction z de la variable u est synectique dans toute l'étendue du plan et, de plus, qu'elle est une fonction périodique dont la période est 2i7r, c'est-à-dire que l'on a, quel que soit l'entier «,
ou, comme on l'écrit habituellement,
" rz: e" '^^ ffH-i-inn:
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1274. II. Considérons la fonction inverse de Tintégrale
Celle inlégrale a, comme nous l'avons vu, deux polnls criliques,
i el — I, à chacun desquels correspond la période d= n. Si donc on partage le plan en bandes parallèles à Taxe des j el de largeur égale à TT, les valeurs de l'intégrale correspondantes à toutes les valeurs de z se reproduiront identiquement de la même manière dans chacune de ces bandes. Il suffit donc d'étudier la relation entre z et ii pour une seule bande, celle, par exemple, qui contient les valeurs de u correspondantes à tous les chemins reclilignes partant de la limite inférieure zéro de l'intégrale.
Considérons d'abord les chemins reclilignes qui coïncident avec les axes coordonnés. Si z varie, sur l'axe Ox, de — oo à -h oo , l'intégrale u variera de — oo à une certaine valeur A, que nous déterminerons tout à l'heure, prendra toutes les valeurs comprises entre — A et A, et remplira ainsi toute la partie de l'axe Ox comprise dans la bande de largeur 2 A dont l'origine occupe le centre.
Si maintenant on fait, comme dans l'exemple précédent, parcourir à z un quart de cercle, de centre O et de rayon infiniment grand r, allant de l'axe Ox k l'axe Oy, l'intégrale croîtra de
er'Pidp
C-tip
expression qui est égale à l'infiniment petit -5 multiplié par une
TT
Jf%2
€~'Pidp = — e = I, et qui, par
suite, a pour limite zéro. Donc, quand z arrive au point + 100 ,
l'intéffrale u a conservé la valeur -• ^ 2
Passons de -z = -h ioo k z = o suivant l'axe des j-, cl en évitant seulement le point critique 4- i au moyen d'un demi-cercle tracé du centre -h i avec le ra\on infiniment pelit p. L'intégrale prise
de + 100 à o se décomposera en trois intégrales
ir
r ''_ p&P.idp _ I Ç » dp
La seconde de ces intégrales a pour valeur limite •
Si, dans la première, on change j' en -< l'intégrale devient
ety en Tajoutant à la troisième, il vient
I C'-^P dy
dont la limite est zéro.
Donc on aura, à un infiniment petit près, en égalant à zéro Tin* tégrale prise suivant le contour parcouru.
ce qui donne la valeur de l'intégrale prise le long de la totalité de Taxe des x positifs.
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L'intégrale
I - = moy -, - X logp
est infiniment grande pour p infiniment petit.
L'intégrale u^ étant une fonction impaire de Zy repassera par les mêmes valeurs, au signe près, le long d'un contour symétrique du précédent, c'est-à-dire composé de l'axe des x négatifs, d'un quart (le cercle joignant les points — oo et — loo , et de l'axe des / né- ^atifb, où l'on aura évité le point — i par un demi-cerde tracé à gauche de cet axe.
Les contours correspondants aux deux autres quarts de cercle de rayon infini peuvent être remplacés par l'un des deux contours élémentaires {-\-i)y ( — i), suivi des mêmes contours où l'on aura évité les points critiques dans les sens contraires des précédents, c'est-à-dire de manière à laisser ces points en dehors des contours. On aura ainsi, sur le contour correspondant au deuxième quadrant, l'intégrale relative au contour élémentaire (-h*), qui est égale à 4- îT, plus la somme
où /' est infiniment grand et p infiniment petit, et dont la valeur sera encore nulle.
On voit déjà que, si Ton donne à z toutes les valeurs réelles de — 00 à -h oo y il prendra, et une seule fois, toutes les valeurs
réelles de à H — «Si l'on donne à z toutes les valeurs imagi-
naires pures positives, z variant de o à -\-i — ip, l'intégrale u varie de o à -h 100 ; z contournant le point ■+- i en passant à droite,
U varie de -h loo à H loo , et enfin, z variant de -f-t-f-ip
à -h 100 , u varie de H 1 oo à H —
Si, au contraire, z parcourt Taxe des j^ négatifs, en passant à gauche de — i, l'intégrale prendra des valeurs respeclivemenl égales et de signes contraires aux précédentes.
1275. Discutons maintenant Tintégrale prise suivant le chemin rectiligne z = re^P,
Tangle p étant d'abord supposé aigu.
L'argument de la différentielle du est égal à l'argument y? de dz, moins l'argument du dénominateur n-z*=(2:-f-i)(>2 — i)=ON.OX' {fig- 99), lequel est égal à la somme des angles a: ON, jrOiV. Celte
Fig- 99.
somme est nulle pour z = o, et par suite, au départ, la courbe u
est tangente k Oz, Pour z croissant, chacun des deux angles s'ap proche indéfiniment de />, et, pour z = ao , l'argument de u a pour limite p — 2p = — p. D'ailleurs, en remplaçant le chemin Oz par un chemin rectiligne égal pris sur Ox et par un arc de cercle joignant les deux extrémités, on verrait, comme au numéro précédent, que l'intégrale circulaire est nulle pour r = oc. Donc,
TT
quel que soit p <^ -» l'intégrale rectiligne aura toujours, pour
TT
la valeur H — • Donc la courbe m, aux points qui correspondent à /•= o et à /• = 00 , est tangente aux deux côtés d'un triangle isoscèle ayant sa base, de longueur -j située sur Ox.
INVERSION DE L ARC-TANGENTE. I
De plus, rargument du dénominateur i + ^^ a pour tangente
tang2/>
/** ces 2/>
et la valeur de cette tangente augmente continuellement avec r. Donc la courbe u est constamment concave vers rax.e des x.
Pour r = I, l'intégrale, dont nous avons donné la valeur générale au n? 373, a pour valeur
4 + |iogY
smp
sm/;
La partie imaginaire de cette valeur devient infiniment grande
pour/; infiniment voisin de -» d'où Ton conclut que la courbe u
s'approche indéfiniment de ses tangentes et s'éloigne à l'infini de l'axe des x.
On verrait, comme au n° 1273, que les courbes u ne se rencontrent pas et qu'elles varient d'une manière continue en même temps que p. Donc elles passent par tous les états intermédiaires, depuis la base commune des triangles isoscèles, qui correspond k p = o, jusqu'à une courbe s'élevant à l'infini et se confondant, à distance finie, avec l'axe desj^ et une parallèle à cet axe menée à la
distance -• Donc les courbes u correspondantes aux chemins rec-
lilignes compris dans le premier quadrant remplissent complète^ ment et une seule fois la portion de la bande de largeur tt comprise dans ce quadrant.
On trouverait de la même manière que les courbes u correspondantes aux chemins rectilignes compris dans les trois autres quadrants remplissent aussi complètement et une seule fois les trois autres parties de la bande en question. On le reconnaît immédiatement par la symétrie des valeurs obtenues.
Donc z est une fonction de u synectique dans toute l'étendue du plan. De plus, cette fonction est périodique, et sa période est égale à 71. En désignant cette fonction par tangzi, par analogie a.vec le cas de u réel, on aura, quel que soit l'entier A,
tangtt = tiing(a -h /ît).
H — Coitrs de Cale, in finit., IV. 9
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En combinant les résultats précédents avec le théorème d'addition [827, II], on en déduirait aisément toutes les propriétés de
la fonction tangz.
1276. III. Nous avons vu [1261] que l'intégrale
Jo %/l — 2*
a pour période 2?: et que dans chaque bande verticale de largeur 271 se trouvent deux valeurs de cette intégrale, correspondantes à la même valeur de z. Étudions la marche de l'intégrale suivant les divers chemins reclilignes de z partant de l'origine, et examinons d'abord les valeurs qu'elle prend lorsque z parcourt les axes coordonnés.
Si z parcourt l'axe des x, en supposant que le radical yfi — z^ parte de l'origine avec la valeur -h i et que z évite le point de ramification -f- i en passant au-dessus, on aura d'abord l'intégrale
flz
qui, pourp infiniment petit, tendra vers une certaine limite réelle, que nous désignerons provisoirement par A. Posons maintenant z = i H- pe'V», d'où
pour ^ = TT, le radical doit avoir la valeur positive ^i — p, ce qui exige que l'on prenne l'expression précédente avec le signe — . On devra donc poser
ii^z—^sfoe "^ = — i\/i
p-h-rt I .
D'après cela, l'intégrale le long du demi-cercle supérieur aura pour
valeur
/ z= — yp I --z^. — ^=z:J
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quantité infiniment petite en même temps que p, et dont la valeur, aune fraction près infiniment petite d'elle-même, sera (i -+- 1) \/a]ô. Après avoir parcouru le demi-cercle supérieur, z revenant sur Taxe des x avec la valeur i -f- p, ^i — z prendra la valeur — iyfpy et par suite le radical ^i — z^ aura une valeur imaginaire négative,
de la forme — ili^. Donc l'élément -— — de l'intégrale sera de la
forme -4- i7i^, et par suite la partie de l'intégrale prise de i-+-p
^ — » sera aussi de la forme -f-iA*.
Décrivons maintenant, du centre O et d'un rayon infiniment grand r, un quart de cercle entre les axes O j: et Oy, et intégrons le long de ce quart de cercle. Si l'on pose z = re^P, l'intégrale devient, en remarquant que le radical yfT—z^ doit être, pourp = o, de la forme — lA', ainsi que le quotient de sa division par re'/*,
w 'ir «
ç^ rd,ép __ I r^ dp __^ r^ fip
-lip
dont la limite est pour /• = ao .
La variable z arrivera sur l'axe Oj avec la valeur -f- 1/*, et l'intégrale prise le long de l'axe desj>',
Jir V'i — 3* Jr V14-J*
sera une imaginaire pure, de la forme ±ih^. Sa valeur numérique, étant plus grande que celle de / -^ = logj^, sera infinie pour
En écrivant maintenant que l'intégrale prise le long du contour total est nulle, on aura, pour p infiniment petit et r infiniment grand.
Jo v'i — 2* \%/i-t-p v« — •''* Jr ^i-t-j^y a
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En égalant séparément à zéro la partie réelle, on a
« dz
La seconde intégrale étant de la forme 4- lA-, la dernière doit être
de la forme — i7i-, et, comme i • est négatif, il faut que
le radical \/i+^ soit pris avec le signe -h , ce qui résulterait d'ailleurs de ce qu'il doit revenir en O avec sa détermination initiale.
Ainsi aux valeurs féelles de z depuis zéro jusqu'à H- i corres-
pondentdes valeurs réelles de M depuis zéro jusqu'à H — • Lorsque z
TT
TT
varie de -h i à -h oo , m prend des valeurs complexes de — h lo à
te
— h îoo . Pour z purement imaginaire, de zéro à -+- loo , u passera
par toutes les valeurs purement imaginaires, de zéro à -h loo .
Si l'on change z en — Zy l'intégrale u ne fera que changer de signe. Donc, si l'on fait parcourir àzdes chemins symétriques des précédents par rapport à l'origine, u prendra des valeurs égales, au signe près, aux valeurs précédentes. Ainsi, z variant de zéro à — I , M variera de zéro à — tt ; z variant de — i à — oo , après
avoir évité le point — i en passant au-dessous, u variera de —
TT
à 1 00 ; z variant de zéro à — i oo , u variera de zéro à — i oo .
1277. Supposons actuellement que z parcoure un chemin rec-' tiligne z = 7*e^P, Pour avoir l'inclinaison de la tangente à la courbe u au point- correspondant à z, remarquons que l'argument du radical ^i — z'^ est la demi-somme des arguments des facteurs i -h z, I — z de la quantité sous le radical, c'est-à-dire Tinclinaison de la bissectrice de l'angle P'OP {/ig, loo), OP et OP' représentant les facteurs en question. Cet argument sera nul pour r = o ; il deviendra ensuite négatif si p est aigu, positif si p est obtus. Pour r infini, la bissectrice de P'OP se confondra avec une perpendiculaire à la droite Oz, et aura ainsi pour argument p • Donc
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la diflférence entre p et Targument du radical, c'est-à-dire Targument de ^ variera depuis p jusqu'à p — ip ) = ~; donc
la tangente à la courbe u coïncidera d'abord avec le chemin recti-
ligne Ozy puis elle s'écartera de Os, et, à l'infini, elle deviendra parallèle à Oy,
On voit ensuite, comme au n? 1273, que, si l'on fait croître l'angle p infiniment peu, la distance des deux courbes u correspondantes aux angles p et p-h ip sera infiniment petite, mais différente de zéro pour z fini, de sorte que les courbes u ne se rencontrent pas et se succèdent d'une manière continue.
Donc, si l'on considère tous les chemins rectilignes compris entre les directions O j: et Oj^, on voit que les diverses courbes u correspondantes varieront par degrés continus, et toujours dans le même sens, depuis la courbe u correspondante à Ox (*), la-
quelle se compose d'un segment de l'axe réel égal à-i et de toute
la perpendiculaire à l'extrémité de ce segment, jusqu'à la courbe u correspondante à Oj^, laquelle est l'axe imaginaire lui-même. Ponc toutes les courbes u remplissent complètement et une seule
fois la bande verticale de largeur - comprise à droite de Oy dans
le premier quadrant.
La symétrie nous montre que la même chose se passe dans le
(' ) En supposant qu'on ait évité le point •+■ i par un demi-cercle supérieur.
- et X =H — 1 '1
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troisième quadrant, si Ton a évité le point — i au moyen d^un demi-cercle inférieur, de sorte que les courbes u correspondantes aux chemins rectilignes compris dans ce quadrant remplissent
entièrement et une seule fois la bande de largeur - située dans ce
même quadrant.
En faisant croître pde - kn, on verrait de même que les courbes u
correspondantes aux chemins rectilignes compris dans le deuxième et le quatrième quadrant remplissent, sans superposition, les portions de la bande verticale comprise entre x = et x =
qui se trouvent dans ces quadrants respectifs.
Donc z est une fonction sjnectique de u dans toute l'étendue de la bande verticale en question.
1279. Si l'on avait commencé par décrire l'un ou l'autre des contours élémentaires (-4- 1), ( — i), on aurait obtenu, en parcourant les divers chemins rectilignes, les valeurs précédentes de u changées de signe et augmentées toutes de zhn. Dès lors, les valeurs réelles de l'intégrale s'étendront de — tt à -f- îr ( * ).*Donc, dans la bande verticale de largeur 2îr, dont l'origine occupe le milieu, on aura, pour la même valeur de z^ deux valeurs de l'intégrale, de la forme u et zfc tt — w.
£n parcourant maintenant l'ensemble des deux contours élémentaires un nombre quelconque de fois, on formera, comme nous l'avons vu, un nombre illimité de systèmes identiques de valeurs de u, correspondants à un même système de valeurs de z, et situés dans les bandes successives de largeur 2?:, prises de part et d'autre de la première.
(*) En effet, les parties réelles des valeurs de u obtenues dans le numéro précédent varient entre et h — • Les parties réelles de -h w — « varieront donc entre h — -
et -h ~9 celles de — it — u entre et -On voit donc que la bande de largeur
2?r, s'étendant symétriquement de part et d'autre de O7, èontiendra toujours l'une des deux valeurs — t: — u et 4-:r — r/, et une seule, puisque tout nombre compris
entre -*- tt et — w est contenu dans l'un des trois intervalles de h — à -1 » de
à H — et de à — -> et y est contenu une seule fois.
INVERSION DE L ARC-SINUS. l35
1280. De ce que nous avons établi dans le paragraphe précédent il résulte que la variable z, considérée comme une fonction (le rintégrale li, est uniforme et continue dans toute Tétendue du plan, et qu'en outre elle est périodique, sa valeur ne changeant pas lorsqu'on remplace u soit par anTT -hi/, soit par (2/1-1-1)7: — u, de sorte que, si Ton désigne celte fonction par smu, on aura
sinz^ = sîn[2/i7r -{- u) = s\n[[in -f- iJtt — n].
On a, de plus
sin ( — u) = — sini/,
d'où Ton conclut la relation
sin [(2/1 -f- i)Tr H- !/] = sin[2/i7r — 11) = — sina.
Donc, en général, on a
sin[/i7r 4- 1/) =r ( — i]'*sinw,
1281. 11 est utile d'introduire aussi comme fonction analytique
le radical ^1 — z^ = ^i — sin^i/, que l'on désigne par la notation cosu. La valeur numérique de ce radical se tire immédiatement de celle de sin ri; mais son signe ne peut être fîxé d'après la valeur de u qu'au moyen d'une discussion spéciale.
Considérons d^abord les valeurs de u pour lesquelles on a
sin tt =: -h I .
L'intégrale 1 ayant pour valeur - > on aura par conséquent
sin- = -H I, et, en vertu de la périodicité de la fonction sin m, on aura, quel que soit l'entier n,
«n[/iir+(-i)«^J = i.
Pour la valeur - de u, le radical zhJi — -s^* = cosa s'évanouit.
Si on le suppose partant de u = o avec la valeur + i , quel devra
TT
être son signe dans le voisinage du point de ramification - ?
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Donnons à u une valeur --f-e, infiniment voisine de—: nous aurons, par les formules précédentes,
Donc la fonction sin {-- + «) «^st une fonction paire de €, et, si on
la développe en série suivant les puissances de e, le développement ne pourra contenir que des puissances paires, et sera de la forme
sini - -h ej =H-tfe*-+- 6s*-f-
On tire de là
Pour une valeur suffisamment petite du module de e, cos ( — + £ ) est donc sensiblement proportionnel à la première puissance de e, et par conséquent le point ~ n'est pas un point de ramification de
vr
celle fonction, non plus que les autres points m: -h ( — i)"- pour
lesquels sinu = H- 1 .
Il en serait de même des points pour lesquels sinu = — i, c'est-
à-dire des points nit — ( — i )« - •
La fonction sinii devient infinie pour u égal aux valeurs de Tin-
i et il résulte de ce que nous avons vu que ces
valeurs se composent d*une partie réelle arbitraire, jointe à une partie imaginaire infinie. Donc sinu ne devient infini pour aucune valeur finie de u.
Dcuic nous avons démontré que la valeur de cosu est uniforme pour toute valeur de u.
1281. Pour étudier maintenant la périodicité de la fonction cosu, considérons l'équation transcendante
cosu = COSllo.
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En remplaçant le cosinus par sa valeur dt^i — sin-'w, cette équation entraîne une des deux, suivantes:
( I ) sini/ =r + sin «09 sin « = — sin «q.
La première de ces équations donne
u •=. nrc^ ( — i)"«o*
Si Ton désigne maintenant par C le chemin quelconque que Ton a décrit pour obtenir Tintégrale Uq, il résulte de ce que nous avons dit au n^ 1255 que l'on obtiendra la valeur de u en faisant précéder le chemin C du parcours alternatif des deux contours (-H i), ( — i), en commençant par le premier ou le second suivant que /* est pair ou impair, et faisant un nombre total de tours égal à n.
Or, à chaque parcours d'un contour élémentaire, le -radical change de signe. S'il est donc parti avec le signe -l-i, il aura, après les n parcours, le signe de ( — i)". Donc il partira, pour décrire le chemin C, avec la valeur ( — i)". Il arrivera donc au point correspondant à Uq avec la valeur ( — i)" cosi/o. Donc
COs[/î7r4-( — 0"''o] = ( — ij'^COStto»
et, pour que cette valeur soit égale à -h cohuq, il faut que n soit pair, ce qui donne une première solution exprimée par la formule
(2) COS(7/ÎTr -h «o) = COStto*
La seconde équation (i) donne
u z=z ni: — ( — O^^o»
et l'on en tirera comme ci-dessus
cos(2/i7r — «0) = cos( — I/o)-
Or cosM= yj\ — sin^ =y/i — sin^( — u) est une fonction paire de «, et l'on a
cos( — «0) = COSI/o.
Donc on aura encore
ces ( 2 /l ir — U(,]=z ces tfo'
Par conséquent, toutes les valeurs de u pour lesquelles le cosinus
l38 LIVRE VI. — CHAP. ïll, § IV.
sera égal à cosuo seront données par la formule
1282. Ajoutons encore quelques détails sur la marche de la fonction cosii.
Tandis que z décrit Taxe des x positifs, de o à H- oo , en passant
au-dessus du point -f-i, nous avons vu que, deoà -i-i, y^i — zvarie de H- i à o, tandis que u croît de o à -» d'où
TT
coso = I , cos - = o.
A partir de 2 = i , le radical ^ i — z'^ prend des valeurs imaginaires de la forme — ig^^ correspondantes à des valeurs de u de la
forme - -h lA'. Donc la valeur de cos ( - 4- Ut^ ) est de la forme — 1^-.
Pour z infini réel, y/ 1 — z- a pour valeur — 100 , d'où
cos
Si z s'éloigne à l'infini, suivant une direction d'argument/;, le sinus étant égal à 00e'/', le cosinus aura, comme le sinus, une valeur complexe infinie, dont la valeur approchée est — loo e'Py
correspondante à l'arc - — p -^irf^ ,
Pour p = -» la valeur de cos a devient -f- 00 pour u= -^ ico .
Deii = o à u = -hiûo, costt a des valeurs réelles croissant de -f- 1 à -+- 00 .
Nous avons discuté la courbe décrite par u lorsque z parcourt un chemin rectiligne partant de l'origine. Il est aisé d'obtenir la
courbe correspondante décrite par le cosinus ^i — z'-*. Elle a pour équation
^T^^= ç -h /13 = Vf — Hc*"',
ou, en éliminant r,
ï* — 2Çtq cota/? — r.'= ï.
INVERSION DE l'aRC-SINUS. i39
équation d'une hyperbole dont les asymptotes font avec Ox les angles p et p •
Le carré du module de cosa = ^i — r^e'^^P est
/!>*=: 1 — 5tr*COS2/7 -h r*i
dont la valeur atteint un minimum pour 7*'=cos2^, et Ton a alors p = sin2p.
Si Ton désigne par gt l'argument de ^i — z-, on trouve
— 7-*sin2D tanija/?
tang2cT=: —
1 — /-^COStÀJJ
/•'eus 2/^
Pour r=o, cosM = i, tang 207=0, cr = o. Pour r croissant à partir de zéro, tangacr devient négatif, si p est <^-7^ pour redevenir positif après avoir passé par 00 , et le rayon pe'" va en s'écartant de la droite re'P, jusqu'à ce que, pour r = 00 , il lui devienne perpendiculaire.
Nous engageons le lecteur à construire et à comparer, pour un chemin rectiligne donné de z = sini/, les courbes décrites par les fonctions u et cosix.
1283. Nous avons vu [827, III] que, étant donnés deux arguments li, i/| dont la somme est constante, leurs sinus z, z, satisfont à la relation
z^ i — *j -4- JSi v'i — 5'z=consl.,
et la constante n'est autre chose que ce que devient le sinus de l'un des arguments, quand l'autre argument s'annule, les radicaux devant se réduire chacun à H- 1 pour z ou Zi nul. On peut écrire cette relation sous la forme
sinu cos«| -4- sini/| cosm = sm[u -4- &i ].
Si l'on y fait iit = ? il vient sin Mi = — i et
— ces// = sm I « ] = — sin I m J ,
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d'où
cos
On tire de là et des formules précédentes toutes les relations qui lient entre elles les fonctions sinus et cosinus.
1284. IV. Traitons, pour dernier exemple, l'inversion de l'intégrale elliptique
_ /•* dz r^ dz
Nous avons vu que toutes les valeurs possibles de cette intégrale, correspondantes aux valeurs de la limite supérieure Zy s'obtiennent en faisant précéder l'intégration rectiligne correspondante à cette limite d'une ou de plusieurs intégrations effectuées
le long des quatre contours élémentaires (=b i), ( db -r j> et que
toutes ces valeurs sont distribuées d'une manière identique dans chacun des rectangles de dimensions 4K. et 2K', dans lesquels on peut partager le plan des u.
Il résulte de là que z^ considéré comme fonction de m, est une fonction doublement périodique, ayant pour périodes 4^. et 21K'.
Il nous reste à établir que cette fonction est uniforme et continue, et pour cela il nous suffira de considérer les valeurs rectilignes de l'intégrale u, et de montrer qu'elles remplissent complètement et une seule fois l'étendue de l'un de ces rectangles, celui qui a pour centre l'origine des coordonnées.
Faisons d'abord parcourir à z les axes coordonnés. L'axe des x
positifs contient les deux points de ramification -i- i et -f- -• En évitant le point -h i au moyen d'un demi-cercle supérieur, on
aura d'abord, comme au n° 1276, l'intéfirrale / ^ , . > qui a
Jo ^(^)
pour limite K [1202], puis l'intégrale semi-circulaire
qui s'évanouit avec p, et dont la valeur approchée à une fraction
INVERSION DE l'iNTëGRALE ELLIPTIQUE. l4r
près infiniment petite d'elle-même sera
si? r \'^ } » -i- ' / —
Dans le parcours du demi-cercle supérieur, z = i-j- pe^P variant dei — pàiH-p, I — z variera depuis — pe^'=:-hp à — pi et
^i — z depuis àzifre- jusqu'à ±ip*, et, comme la première de ces valeurs doit se réduire à -h yô, on doit prendre pour les deux le signe inférieur, de telle sorte que ^i — z variera de ~h y'p à — i \Jp,
Donc, entre les points H- i et H- -r» le radical \Ji — z et par suite
aussi le radical R(z) devront prendre des valeurs de la forme — ih^. L'élément de l'intégrale sera donc, dans cet intervalle, de la forme -I- ili^y et il en sera de même, par conséquent, de l'intégrale
K' étant.réel et positif. On aura donc
K -H iYJ
Dez = -àz = -i-oo l'intégrale s'accroît de la valeur
que nous avons trouvée égale à — K. Donc on aura
*« dz
= 4- iK',
de sorte que, lorsque z parcourt l'axe des x, en évitant les deux points critiques -I- i et -f- -j suivant des demi-cercles supérieurs^
u variera de o k k par des accroissements réels positifs, puis de K
à K-f-iK' par des accroissements de la forme -hih^, et enfin de K + iK! à -f- « K' par des accroissements réels négatifs.
De z = o à -3 = -h 100 , sur Taxe des j^, u variera d'une manière continue depuis o à -f- îK!,
Si Ton évite les points critiques sur Taxe des x négatifs suivant des demi-cercles injerieursy on verra de même que m variera ,odeoà— R, 2^de — Kà — K— /R', 3°de — R — iK'à— iK'.
Sur Taxe des j^ négatifs, u variera de o à — loo .
Ainsi, si Ton construit un rectangle de centre o et compris entre les droites j:= ±:R, y=: ziz R', on voit que, tandis que z parcourra Taxe des x positifs, u parcourra la portion de contour OABCO [Jig- loi). Si z parcourt l'axe des x négatifs, u parcourra O A'B'C'O ( * ); « parcourant les axes des y positifs et négatifs, u parcourra les droites OC et OC.
-K-ac'
Fîç. 101' I J
I -h «, I — 2, I -t- /-Z, I — Az
de la quantité sous le radical. On verrait {/ig* loa), comme au n" 1277, que, pour /• variant de o à oo , les arguments des fac-
(*) Si z eût évité les pointa ±i par des ilemi-cercles tournés en sens contr.ii'-e (les précédents, u aurait parcouru les deux autres portions du contour OAB,C'0, OA'B'.CG.
INVERSION DE l'iNTÉGRALE ELLIPTIQUE. l43
leurs I H- 2, i-i- kz varient de o k p ; ceux de i — z^ i — Arz, de o •dp — t:. Donc leur demi-somme varie de o à np — tt, d'où il s'en-
Fig. I02.
suit que l'argument de la différentielle varie de p — o=pk p — (a;? — 7r)=7r — p.
X'' e'Pdr jTTTjp: étant égale à l'intégrale
> plus à l'intégrale prise le long de l'arc de cercle de
rayon r compris entre Ox et la droite re^P^ et cette dernière intégrale étant nulle pour /*= oo , on aura, quel que soit /?, compris entre o et tt,
R ( réi' )
Donc, toutes les courbes u correspondantes aux diverses valeurs de p passeront par le point C de \^ fig, loo, et leurs tangentes en O et en C formeront avec OC un triangle isoscèle.
L'argument de la tangente pour /•, variant de o à oo , varie de p \\ % — /;, d'une manière continue et toujours dans le même sens. De plus, on verrait, comme aux n®* 1272 et 1277, que deux courbes u consécutives sont infiniment voisines dans toute leur étendue et n'ont d'autres points communs que leurs extrémités.
Donc, si l'on fait varier p de o à -» la courbe u variera d'une
manière continue depuis la forme du contour OABG (^g". loi) jusqu'à celle de la droite OC. Donc les courbes u remplissent com- |)lélement et une seule fois l'arc du rectangle OABC.
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On verrait de la même manière, à cause de la symétrie, que, pour les valeurs de p prises dans les autres quadrants, les courbes u remplissent pareillement les trois autres parties du rectangle B| B B^, B'. Donc chaque point u de Tintérieur de ce rectangle correspond à une valeur déterminée de z et à une seule. Donc z est déterminé uniformément par un point quelconque de Taire du rectangle, c^est-à-dire que z est, dans Tîntérieur de cette aire, une (onction monogène, uniforme et continue de la variable u.
1288. Si, avant de décrire le chemin rectiligne correspondant à la valeur u de Tintégrale, on avait commencé par décrire le contour élémentaire ( — i), Tintégrale u serait devenue aK — u. Donc la même valeur de z qui correspond à u correspond aussi au point (2K — u). L'un de ces deux points, et un seul, est contenu dans le rectangle de largeur 4 K et de hauteur 21K', dont le point K occupe le centre, et il est facile de voir que ces points remplissent toute la différence entre Taire de ce rectangle et celle du rectangle de largeur aK qui contient tous les points u correspondants aux premières intégrales rcctilignes.
Donc la fonction z = ^[il) prend toutes les valeurs possibles en deux points, et en deux seulement, situés dans Tintérieur du rectangle compris entre les droites a:=Kdr2K,j^ = =^K.', et disposés symétriquement par rapport au point (j:= -f-K, j^ = o).
Si Ton divise entièrement le plan en rectangles égaux à celui que nous venons de considérer, les mêmes valeurs de z se reproduiront deux fois dans chaque rectangle, et elles seront disposées sur des parallèles à Taxe des x, à la distance 4^ ^^s unes des autres, et en même temps sur des parallèles à Taxe des j^, à la distance 2K'.
1289. Si dans Tintcgrale
) on pose z = sinç, Tintégrale prendra la forme
FONCTION SDIC.
Cet angle (^, considéré comme fonction dcTintégrale u, est diiViwiplitude de l'argument u, et on le désigne par
ff = arcsins = amisc.
La variable z, d'après cette notation, sera le sinus de Tampliiude de Uy et pourra être représentée par la notation
z = smaintf.
Pour abréger Técriture, nous adopterons la notation plus commode de Gudermann^ et nous écrirons simplement
sn K
Cela posé, les relations précédentes nous montrent que l'on a, quels que soient les entiers m, /i,
# «t, si m est pair, en écrivant a;n au lieu de m,
sni£ = sn(4mK + imiYJ + i/)|
<l'oii l'on voit que la fonction snii est doublement périodique, l^s
{)ériodes étant 4K. et SIIK^
Fig. io3.
iK'
^ jt
ZA-tt-;
iK'
En particulier, on a Pour II = Oy on a
sn( — tt) = — sna.
sno=:sn(2//;K 4- 2/1/K') =0, sn(± K) = 8n[(4/»r±: i)K 4- ^niYJ]
H. — Court de Cale, infinit., IV,
= ini.
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' 2 — = iK', on en conclut
sn(zt:/K')=:sn[2mK-4-(2/H-i)«K']=dz/».
Jr^ riz —-. — étant éffal à K dr iK', on aura
8in(K±iK')=T-
Les signes -{-et — que contient chacun des rectangles de la fig. io3 indiquent de laquelle des quatre formes dt ^* zfc lA* est la valeur correspondante de snu. 11 en est de même pour iesjig, io4 et io5, relatives aux autres fonctions elliptiques.
i290. De même que, en étudiant Tinversion de l'intégrale
' dz
"j nous avons considéré, outre la limite supérieure 2, le
radical ^i — z'^ comme une fonction de Tintégrale, nous considérerons aussi comme des fonctions inverses de l'intégrale elliptique
.-==: les deux facteurs du radical Ji — z- et
La première de ces fonctions,
y/7 — i*= ^i — sin*y = cos^ï = cosamtt,
est analogue à un cosinus ; nous la représenterons, pour abréger,
par
^ i — sn* u z= CDU,
La seconde fonction, que l'on représente par
^i — A'z' = V : — A'siu'o = A»,
n'a pas d'analogue parmi les fonctions circulaires. Si l'on supposait A^ = o, auquel cas u se réduirait à f, et par suite amu à m, snu à sinu, cnu à cosa, la fonction À^ = Àamii se réduirait à
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Tunité. Nous la désignerons par
Les valeurs de la fonction uniforme snu étant connues, on connaîtra parla même les valeurs numériques des fonctions cni/, dnu ; mais il reste à voir comment varieront leurs signes.
1291. Considérons d'abord la fonction cm/ = y^i — sn^u. Bien qu'elle soit donnée par un radical susceptible d'une double détermination, nous allons montrer, comme nous l'avons fait pour la fonction cosi/, que les points pour lesquels elle s'annule ou.devient infinie ne sont pas des points de ramification, et que, pour toute valeur de i/, cna a un signe complètement déterminé.
La fonction cni/ s'annule pour les valeurs de u correspondantes à snii = zfz I , c'est-à-dire que l'on a
cn[(4m±:i)K-4-a/i/K']=o.
Examinons d'abord le cas du signe supérieur, qui répond à
snw = -h I,
et cherchons la valeur de cm/ pour u voisin de K et égal à K + e. En vertu de la formule
8n[2K. — a) ==sntf,
on aura
sn(K.-4-i) = sn(K — «).
Donc sn(K-f~ c) est une fonction paire de e, et son développement suivant les puissances de t ne pourra contenir que des puissances paires et sera de la forme
sn(K -f- i) = i -t-rti*-+- ^s*-*-
On en tire
CD
(K-f- t) = v^i — (i -^at*-+-^i*-f- ...)*
Pour t infiniment petit, cn(K -H e) est sensiblement proportionne) à cette variable complexe e, et par suite, le radical, qui est fini, ne pouvant changer de signe, pour une variation infiniment petite de e, le point i/ = K n'est pas un point de ramification de la fonc-
lO.
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tion cnu. II en sera de même pour la valeur K augmentée de 4ni¥i-h^niK!j c'esl-à-dire pour tous les points correspondants ■à snu= H- I.
Si Ton considère maintenant un quelconque des points pour lesquels snu = — i , comme on a toujours
sn( — u)=z — sDtt,
la fonction — sn u prendra dans le voisinage de ce point les mêmes valeurs que -h snu dans le cas précédent, et Ton verra de la même manière que ce point n'est pas non plus un point de ramification de cnu.
Passons maintenant aux points amK + (a/z + i)iK'y qui donnent sn ix =r oo . Si dans Fintégrale [1264]
on pose z = —,% cette intégrale se change en
Donc
sn(M — «K') = «' =
k^ïLU
Par conséquent, en faisant ix = — c, on a
sn(/K'4-t) = -r— »
Al sn t
<roù
en /K' + t) = -,
II s*ensuit de là que, pour t assez petit, cn(iK' + c)'est sensiblement proportionnel à — ) et, partant, i K'etles autres infinis de sn u
ne sont pas des points de ramification de cnu.
Donc cnu est, comme snu, une fonction toujours uniforme de u.
De plus, lorsque z parcourt deux chemins symétriques par rapport à Torigine O, yji- - z^ partant avec la même valeur dans les
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deux cas, les deux chemins entoureront autant dé fols l*un que l'autre les points de ramification de ce radical. Donc à deux valeurségales et de signes contraires de z = sn u et aussi de u correspondront deux valeurs égales et de même signe de ^i — z^ = cnu^ Donc la fonction cnu est une fonction paire de u.
1292. Pour déterminer la périodicité de en m, nous remarquerons^ comme au n^ 1281, que les racines de Téquation
OHM = cnuo doivent être comprises parmi les racines des deux équations
sni£:=+sn/iof 8n// = — sni/o, qui sont vérifiées par les valeurs
Soit C le chemin quelconque décrit par z pour obtenir la valeur n^
' 57-7- On obtiendra u [1289] en faisant parcourir à z, avant le chemin C, n fois alternativement les contours élémentaires (h-t)» ( — 7)' puis m — n fois alternativement les
contours (-+- 1), ( — i). Or le radical ^i — z*^ n'a pas d'autres points de ramification que +1 et — i ; il changera donc de signe seulement m — n fois dans le parcours des contours élémentaires, desorte que l'on aura
cn[a;wK-i-2/î/K'd=(--i)"*Mo] = (— i)'"-''cn(±:tto) = (— ^'''-''cnwo,
formule que l'on peut écrire plus simplement cn{2/»K-+-2/«K'±a)r=(- i)'«+«cnK.
En remplaçant tour à tour m par a m et par 2/72 4- 1 9 on en tirera
cn(4'wK -h 2/«K'dztf) = { — ij^cnw, cn[(4/?i -f- 2)K + 2/ï/K' ±: «]= (— ij^+'cDM.
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En pariîcalier, on trouve
cn«=cn 4K.-T-*
= — en 'iK. -i- «"
= — en liK'-h M .
La fonction cnic a donc pour périodes 4K. ^^ 2K -H :2iK^
1293. E!iamînons la marche de la fonction cnu pour les diverses \aleurs de u.
Lorsque z parcourt Taxe des x positifs (au^essus des points de ramification) et que u parcourt le chemin correspondant OABC
(J!g' io4;, le radical ^ i — z- est d*abord réel etpositif* de r = o
Fij. 104.
fe.
K^tir
'K-JL'
'iK'
à3 = -f-ioude a=ioàii = K; puis il prend une valeur imaginaire négative, de la forme — i7i*, lorsque z varie de -+- 1 à -f- -
et de -f- j à -{- 00 , c'est-à-dire lorsque u varie de K à K -|- iR' et de K 4- iK' à -h I R'. Pour passer de :: = -i- x à z = -h i3C , il
faut multiplier -s par e^ =1, et, par suite,
devient H- ^1/ 1 5» valeur réelle et positive pour z imaginaire
FONCTION CDir. l5i
pure. On a donc les valeurs
cno = I, cnK = G,
en ^
cn/K' = -f-oo.
Si Ton avait décrit Taxe des x positifs en passant au^-dessous du point -f-i, M aurait pris, pour z = -j» la valeur K — tK',
^1 — z^ étant de la forme -f- */*^. Dortc
cn(K — /K')=-h -r-
Si z décrit Taxe imaginaire positif, de zéro à + loo , u croît de
zéro à + iK', et ^1 — z^ depuis i jusqu^à -+- oo , en restant toujours réel.
Si Ton fait prendre maintenant à u des valeurs égales et de signe contraire aux précédentes, la fonction cnu reprendra les mêmes valeurs que ci-dessus, puisque cn( — u) = cnM.
Lorsque z décrit un chemin rectiligne r&P^ on verrait, comme
au n** 1282, que ^i — 5^ décrit une hyperbole équilatère représentée par Téquation p^ = -^ — ■ — — — ■ » qui ne dépend que de la
cotangente de Tangle 2^, et qui correspond, par conséquent, aux
valeurs p et/;=i=-de Tangle p\ son module minimum a pour
valeur sina^. Pourr = o, Targumcnt de la valeur de cnu est nul; si z s'éloigne de Torigine dans un sens ou dans Tautre, Targument
de ^1 — z^ tend vers celui de Tune ou de Taulrc des asymptotes de l'hyperbole, en vertu de la relation
tang a or = -^— ^ — 9
r* COS2//
qui, pour r = d:oo, donne tangacj =tang2/;, d'où u = p ou p . Le point ^i — z'^ décrira l'une ou l'autre des branches de
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riiyperbole, suivant que le radical partira de xéro avec la valeur i ou avec la valeur — i .
La figure ci-jointe (fig* io5) indique la distribution, dans chaque
Fig If
. io5.
jK*3iJC
Bf
-Kr
(JC-
rectangle de dimensions 4K. et 4I^^ ^^^ diverses valeurs de u qui correspondent à une même valeur de la fonction en u.
Si i< parcourt une des courbes renfermées dans le rectangle OABC ou dans le rectangle OA' B'C {fig» io4), on voit aisément
que, pour p aigu, le point ^i — z'^ décrit la partie inférieure de la branche de droite de Thyperbole, c'est-à-dire que cnu est de la
forme g^ — ili^ . Pour l'angle obtus /; -h -j correspondant à la
môme hvperbole, ^i — z^ décrit la partie supérieure de la même branche, el, par suite, cnw est de la forme g^ H- lA*.
De Téquation cn(aKit: m) = — en m, on conclut que, dans les quatre rectanglesqui composent le rectangle BB« Bj ^'' {fig* ïo4)» les signes sont respectivement contraires à ceux des quatre rectangles qui composent B Kj RBi.
L'équation en (aïK'di m) = — cnu montre qu'il en est de même pour les rectangles qui composent B B) B4 Vt^ et que les signes, dans le rectangle BB^'^B'^ B3, sont les mêmes que dans B R, B'Bi.
On voit que cnu, comme snu, parcourt la série complète de ses valeurs dans l'étendue d'un rectangle de dimensions 41^ el ^^'f et que, dans deux de ces rectangles composant un rectangle de <i|imensions 4K. et4K.^y les valeurs égales sont disposées symétriquement par rapport au centre B de ce dernier rectangle»
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1294. Des propriétés des fonctions snu, cnu résultent immédiatement celles de leur quotient^ qui forme une nouvelle fonction elliptique, analogue à la tangente circulaire :
z snu
r =■ tang am u = tn tt = •
s cn«
Les valeurs de u pour lesquelles la fonction tnu reprend la même valeur sont celles pour lesquelles les deux fonctions snu, cnu reprennent des valeurs respectives soit égales et de même signe, soit égales et de signe contraire.
Or on a [1289 et 1292]
snu = sn[2mK+ a/i/K'-+-( — i )"*«]> cntt = (— ij'^+^cnfa/wK-i- a/i/K'dzw),
le signe ±y dans la dernière formule, pouvant être choisi à volonté. En discutant les formes communes aux valeurs générales des arcs correspondants à -H snu et à +cnM, ou à — snu et — cnu, on trouvera, pour la formule générale des arcs qui répondent à une même valeur de tni<,
tnu = tn[2;wK-i-2/i/K'+ (— !)"«].
On a, de plus,
tn(— «) =— tnu,
tno=:tn(2/iiK-f- 2/i/K') = o,
tnK = tn[(2m -4- i)K ■+■ iniKf] = 00 ,
tn(±/K')=: lira ^^ r=r Hm — =4==dbi,
z = i*Jl — Z* 3 = i« / I
tn(K-+-«"K')=:ln[(2/it-t-i)K4-('î7i4-i)/K']=^. 129o. Il nous reste à étudier la fonction
^ I — / * 5* = Aamtt = dnu.
On démontrera, absolument comme on Ta fait pour la fonction cnu, que dnu est une fonction uniforme de u dans toute Tétendue du plan. On a ensuite, à cause de la symétrie,
dn( — i/J = -hdn«.
Pour déterminer maintenant la périodicité de dn//, remarquons
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que les valeurs de u qui font reprendre à dnu une môme valeur dnuo doivent être comprises dans celles que donne la formule
u z= 2/?iK -4- 2«/K' ±: (— i)*" jfp
et pour lesquelles sn^u = sn^uo* La première s^obtient en faisant précéder le chemin C, qui donne la valeur Uq, du parcours alter-
natif des deux contours élémentaires (-I-t)' ( — 7)» répété n fois,
plus du parcours alternatif des deux contours élémentaires (-+-1),
( — i), répété m — n fois. Donc le radical ^i — k- z^ aura changé n fois de signe, et, par suite, il aura été multiplié par ( — i)"; on aura donc
âïi[imK -+- uniK'dz ;— i)'«iio] = (— i)«dn(di i#o)= (— O^dnwo, ou, plus simplement,
dn(2//iK-+- a/f/K'di «) = (— i)'*dn«.
En remplaçant tour à tour n par 2/1 et par 2/i -f- 1 , on en tirera
dn(2/7iK ~h ^niK* zt u) = dnu^ dn[2/wK -h(4«-h a)/K'±«]=: — dna.
En particulier,
diiw nr dn( — u)
= dn(2K-htt)
= dn(4iR'4-tt) :=r— dn{2/K'-M/).
La fonction dnu a donc pour périodes 2K et 4iK.'.
Lorsque z et m parcourent Tun Taxe des x positifs, Tautrc le
chemin OABG {Jig* lôi), de 2=0 à z = -r^.o\i de u = o à
Al
w = K 4- iR', ^i — k'^z'^ varie de -f- 1 à zéro ; de 5 = -r à z =-f- x ,
ou de M = K -h t'K' à M == -h * K', ^1 — k'^z^ est de la forme — ih^ et varie de zéro à — 1 00 . De z = -|-oo àz=-f-iQO,
v/i — X*3*= — /v'z*^ i = — /oo
est multiplié par e* = i, et devient =4- oo . Donc on a
dno = I,
dn(K4- /K') — o, dniK'= -H 00 .
FONCTION dni/.
Si z avait évité le point + i en passant^au-^/e^^oi/^, on aurait en,
pour 5 = -j ï/ = K — iK', et ^i — k'^z^ aurait pris, au delà de ce
point, des valeurs de la forme + ih^. Dans ce cas, on aurait eu
dn(K — /K') =r o, dn(— /K') = — oo .
Lorsque z décrit l'axe des j^ positifs, dna varie do -t- i à H- oo . Le long des axes négatifs, dnii= dn ( — u) reprendra les mêmes >aleurs que ci-dessus.
Lorsque z décrit un chemin rccliligne re'P, ^i — k'^z^ décrira
la même hyperbole équilalère que ^i — c- et se déplacera suivant
l'une ou Tautre des deux branches, suivant que y i — k'^z^ partira de O avec le signe -H ou avec le signe - — .
On verra, comme pour la fonction cnii, que la distribution des
Fîg
. io6.
Y K*st
ir
signes des valeurs de dnu dans chaque rectangle de dimensions 2K et 4K.' est indiquée par \^fig- 106.
Ici, dnu parcourt deux fois la série complète de ses valeurs dans l'intérieur d'un rectangle de dimensions 2K et 4^^.'.
NORMALES
1296. Disparition des puissances impaires de x sous le radical dans les intégrales elliptiques, — On donne le nom général d'intégrales elliptiques à une classe de transcendantes provenant de l'intégration des difTérentielIes de la forme
fêlant le symbole d'une fonction rationnelle, et
désignant la racine carrée d'un polynôme du quatrième ou du troisième degré, dans lequel on suppose que les coefGcients A et B ne s'annulent pas à la fois et qu'il n'existe aucun diviseur carré de la forme [x — a)^; autrement, le polynôme sous le radical pourrait s'abaisser au second ou au premier degré, ce qui ramènerait au cas traité dans le n** 427.
En raisonnant comme on l'a fait dans ce numéro, on voit facilement, quel que soit d'ailleurs le degré du polynôme sous le radical, que le calcul de l'intégrale
//(.r,v/x)./.r peut se ramener immédiatement au caFcul d'intégrales de fonc-
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lions rationnelles et d'intégrales de l'une des quatre formes
/dx Çx'^dx Ç dr r dx
les exposants m et n étant entiers et positifs.
Occupons-nous, pour commencer, delà première de ces formes, qui est la plus simple, et cherchons à la transformer de manière à faire disparaître sous le radical les puissances impaires de la variable, comme nous l'avons fait au n® 428 pour le cas d'un polynôme du second degré.
1297. Transformation du premier ordre. — Nous nous proposerons d*abord, à l'aide d'une transformation rationnelle du premier ordre, de la forme
/dx -j^j OÙ X est un polynôme du quatrième degré à coefGcients réels, à une intégrale de la forme
où
est la racine carrée d'un polynôme du quatrième degré ne contenant que des puissances paires de j^, et cela de telle manière qu'aux valeurs réelles de l'une des variables Xyjr correspondent des valeurs réelles de l'autre. Nous verrons, de plus, que l'on peut toujours faire en sorte que k^ soit une constante positive et moindre que l'unité.
Les deux différentielles -^.9 — ^=? étant égales entre elles pour
V/X msjY .
tout système de valeurs correspondantes de x et de j^, doivent devenir infinies en même temps. Or les valeurs de x qui rendent
-r= infini sont les racines
«n ^tt Oi9 ^k
l58 LIVRE VI. — CIIAP. IV, § I.
(le réquation X = o, et les infinis de — =: sont de même
Supposons que ces deux séries de valeurs se correspondent dans Tordre indiqué.
La différence x — «i, devant s'évanouir en même temp<
que / 4- T ou que i 4- kj^, aura, si la transformation est du pre-
I I X* y mîer ordre, une expression de la forme J| —j et de même
pour les trois autres différences x — «2» ^ — «si J^ — «4", 1 — n^ représentant, à un facteur constant près, le dénominateur de la formule de transformation (1). On pourra donc poser
.T — a^ I — Ar as — «Tj I — V
1 — nf
Si, dans les deux formules de la première ligne, on fait d'une part x=^a^,jr= -h j^ de l autre j:=:«,,j' = -:— 7-, et que, pour abréger, on pose généralement
( 3 ) //^ — fl'^ = flr^.^, d où a^i=: — a^^,
Télimination des constantes i|, bk donnera les égalités
, .. X — /7, h — /ii-4-Xr ^' — «♦ X-h/ii — ky
^ «,4 *xk I — ny «41 2 A' 1 — ny
Les deux formules de la seconde ligne donneront de même
)f y. X — «1 I — n I -f- r '^ — <i-K I -4- II I — y
<'28 ~ '^ \ — ny^ «„ "" 1 i — ny'
Des formules (5) on tire d'abord, par addition, à cause de
2 2 1 — ny
On en lire ensuite , par division,
a^ — X I -H /i I — j En faisant tour à tour, dans cette dernière équation,
.rzrza^.
on aura
^lî ' — ^ ^ — ^*
«ij I -f- /i I -t- X' û,4 I -4- /i 1 — A- Ces deux égalités donnent, par multiplication et par division.
En posant maintenant
(7) «»' = v'fl„a,4, rn=^Jai^a^^^
(8) /l'=:y'<il,rt,4, «''=:V'a„a,4,
on aura
d'où
Si Ton différentie Tune des formules (4)y puis Tune des for mules (5), on aura
dx A* — .•?* dy dx i — /i* dy
«^"" ik (i — /rv)«' «ii"" 2 {i_„j)«'
d'où, en multipliant membre à membre,
dx> _fi — /,»1(X«— »•) //r«
l6o LIVRE VI. — - CIIAP. IV, § I.
On a d*ailleurs
Des deux dernières équations on tire, par division,
//.r I eijr
(lo) "7= = — r=»
en posant
, s 1 . /a fluets
ou encore, en remarquant que Ton a identiquement d'où
On a enfin
d'où
4298. Cherchons maintenant comment les formules que nous venons d'établir devront être modifiées suivant la nature des rçtcine^ 01, ai, as, a^ et suivant les valeu)rs attribuées à la variable x, de telle sorte que les formules de transformation aient une forme
réelle pour les valeurs réelles de— r-» et que h^ soit positif et
moindre que l'unité.
Si nous supposons réels tous les coefficients du polynôme X^ il pourra, relativement aux racines de ce polynôme, se présenter trois cas : \
1® Les racines seront toutes réelles.
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a° Deux seront réelles et les deux autres complexes. 3° Les quatre racines seront complexes.
Premier cas, — Les racines étant toutes réelles, supposons cpie Ton ait
Pour que le radical
ait une valeur réelle, il faut, si A est positif, que x soit compris entre n^ et ^.3, ou qu'il soit ou <^r/, ou ^a^,
[a] A ^ o, a^Kl^.r <^a^.
Dans ce cas, les formules du numéro précédent salisferont à loutes les conditions exigées.
;3] A>o, .'•</ïi ou >^v.
Pour passer des formules du cas précédent à celles du cas actuel, on devra chauffer respectivement, dans les formules du n" 129^5,
«i> ^ii ^3> ^h en
et cV*st à ces dernières valeurs de .r que correspondront mainlo nant les valeurs de y
Nous poserons, en conséquence.
î -h fi I — y
2 1 — nj
/ïii a 1 — «>
et, en remarquant que, jc — «, et j; — a» devant être de même signe, ainsi que 1 — y et i H-J , tandis que a,^ et ^.., sont de
II. — Cours dt Cale, injinit,, IV. I
lf>!« LIVEE VI. — CIIAP. IV, § I.
signes contraires, il en résulle que i-+-/i et i — n doivent être aussi de signes contraires, on aura, au lieu des formules (6) à (9),
/ÎJ-I-/ÎI /i^ — <f, n — Y
a 21 — nr
'»'=V^^ii^ij» «''=^''n^»w
m' -h nr /r— n"
les formules (10) à (i4) restant les mêmes.
[y] A<o, ^,<x<rt,.
On changera, dans les formules du n° 1297,
auxquels correspondront les valeurs dejr
On aura alors
i i — nx
= 2V ifr =V-A-
les formules (9), (10), (i4) restant les mêmes.
[rT] A<o, «,<.v<«i. On changera 9 dans les formules du n^ 1297,
^l* ^tî <^3» ^4
en
«îî «31 «4î ^1>
auxquels correspondront
Alors
2 2 1 — ny
les autres formules étant les mêmes qu^au numéro précédent.
1299. Deuxième cas. — Supposons maintenant que Téqua tîon X. = G ait deux racines réelles Ux, a^, où
et deux racines complexes (conjuguées)
h étant positif. On aura à considérer les cas suivants :
[«] A<o, <ïi<*<«4.
Supposons qu'aux valeurs de x
correspondent les valeurs àej
On remplacera, dans les formules du n^ 1296,
par
<'«» ''it «4» ''si
lG'4
LIVRK VI. ~
ny
''SJ
d'où Ton lirera, comme au ii*^ 1297,
/ — r\* ff\±ft^^ (\ — nY ^\±^
Si Ton pose maintenant
on en tirera
" ni' --m" ~~ ilMV^O^ ~~ n' -\- n" ~ -/ -{- y"'
Il vient ensuite
2 2 1 — nj
dr^ __ (j^ n'^ ] ; X* ~ //^ ] ^/)«
d'où
A cause de ridenlité (i a)
<^iv^« = «i3^s; — «lî'^s* = ''''* — 'w*'* == 2 /y* sin 2 ô, il vient
Afl,;^/2j —A 7* sin* 9
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Donc
Pour ramener la diflerenlielle du second membre à une différenlielle de môme forme dans laquelle la quanlilé analogue à A^ soit positive et <^i, posons
dOù
tfy
ft
dz
vn faisant
cos*
( )n aura donc
flr
l.a Iransformation revient ainsi à poser
si=siny, d'oii y z=^ — cosy,
n.^-{-ay /I4 — /ï, /i-l-cosf> .r rz: — ^
•ji :x 1 -h /icosv
ce (jui donne
(Lr I «'/^
V^X y\l — A \/ 1 — X* sin* 9*
[î;] A>o, .r<;ai ou > flr^.
On remplacera, dans les formules du n** 1297,
par
correspondant au \ valeurs dej'
l^es expressions de m'y m^, n', //' restant les mêmes que dans le
lC6 LIVHB VI. — CHAP. IV, § I.
cas précédent (e), on aura
k = -— ;; = itangO, // = ——--,
En remarquant que Ton a
il viendra
fir I f/y
Si Ton fait maintenant
r == — V I — «*, x"= _^, = sin*«,
on en tirera
v/X 7v^A v/(i — z*)^i~X*2«) La transformation revient ainsi, |)our z = sin^, à poser
/Il -f- /Il /7j — /7, /? -I- cos©
2 2 I -h /ICOS39
ce qui donne
1300. Troisième cas. — Les quatre racines «i, Hj, «3, a4 sont complexes, et A est nécessairement positif. Posons
Oi = gi— ihi, «4 = g', -h //<„ «, =. ^, — £*//, , ûj = g', -+- /^,,
et soit, comme au n** 1296,
.r — ^/, A- — /f î -h /• r X — /?4 /• -h /i I — ffv //|4 2 A* I — ny «41 2* 1 — njr
X — rt, I — n I -h.)' r — n^ l -h // f — r
<ïi8 21 — ny «,j 2 I — nj-
On en déduira, comme précédemment,
et, en posant
il viendra
On a ensuite
r/.r« _ séc*Ô ( ^* -4- tang* $) f/j»
d^où, en faisant
et remarquant que ai^a2z = — 4''i''27
r/lr / / idy / ^ ^^^
y/'X~ V A/ii//, V'fi— 7*)(i — /-V^j^V A//,//, y'(i-h2*)(i-f"X^
Soit maintenant
3 = Umgo, d ou dz = — ^ » I 4- a' = — :
^ cos*î> cos*y
les formules de transformation deviendront
, tang© — tang© , , ^,
dj^ 4 / ^ ''?' / ^^ '^^T
i^-'^ LIVRE VI. — Cil A P. IV, § I.
OÙ
1301. Si inaiiileiianl X est un polynôme du troisième degré, on ourra le considérer comme la limite du polynôme
X--A(#7, — j:)(^,— .r)(#ïj— .i')(#Î4— .r
— A^y^f^, — .r)(ri, — .rjfaj— .r;(i— ^U
dans lequel on aura remplacé Art» par A, puis fait tendre a^ vers rinfini.
Premier cas. — Supposons les racines /Z|, «2, «3 réelles et
[«] A>o, tfî<^<flj.
On prendra les formules du n" 1297, en y faisant «, = 00 , ce qui donne
^/.r I dy
[|S] A>o, — 00 . . .X. ..fl,. En faisant «.»== 00 dans les formules ((3) du n° 1298, on a
croii
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.r = /7, — V^'ii^'u — ;^- '
VX "' V Y
Deuxième cas, — La racine a, est réelle; a» et a^ soni coni plexes :
[f] A<o, /i,<.r<4-Qo En opérant comme au n" 1299, on trouvera
d^oùy en posant «1*= ye"-*^, a,, = ye*'', îl vient
f taiig9 On a ensuite
— = = -9 m=:\ — Ay.sinO.
En posant
on aura
X= — \i — s*, x = cos5,
#/r I ffz
^X V-Ay V 1-3' i-.x«5*)
Donc, en faisant
I -h COS» fiJT I r
jr=^, — y
I — dïSf ^ X V^y V » — «*sin*?
1302. TransformiUion du second ordre. — Dans le cas où les quatre racines ^i, as» rij, a^ sont réelles, on peut obtenir des for-
mu^es un peu plus simples en employant la transformation du second ordre, qui consiste à établir une relation du premier degré entre x et le carré
de la variable y qui doit remplacer x. Si Ton posej>^^= .ç, la différentielle
rly flr
prend la forme
Hs fis
Cherchons à ramener la différentielle — =: à la forme
en établissant une relation rationnelle du premier degré entre x «t s =j'^=. sin^ç.
Supposons d'abord le polj^nôme X du quatrième degré.
[I] A^o, ^i<C*'^<C"i« Aux valeurs
-qui rendent •— infini, faisons correspondre les valeurs
On pourra poser alors
s .T — a, I — .Ç .r — Hi I — k^S X — éïj
Ai X — a^ ùf X — a^ Aj X — a^
•<roii, en faisant ^ = i , puis 5=0, on a
et par sulle
V :::^ _ll 9 I — s z=: j I — "S
La dernière de ces équations donne, en faisant .v = i , .r = ^/^ d'où, en verlu de ridenlité «13^2» — «n«23= ^'i2«s«>
quanlilé évidemment positive et < i si Ton suppose
et par suile x et s croissant dans le même sens. On a alors
Donc
r-Tj. -f- ^'liV
rt'.jf.r — r/4^* ,
«î.asi l-^— «4)
et par suite
V^X V^— Arf„«,4 v^S
La différenlielle -4= sera donc ramenée à la forme
m ^i — /^siii*^ si Ton pose
;ni
^3r,/i,v-f-r^4^,,sm'»
^'iv-t- ^/itsm*y
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II] A
Pour que la Iransformalion soit réelle, il faut qu'aux valeurs <le .r comprises entre ^13 et a^ correspondent des valeurs réelles i\c 9, et par suite que .v = sin*^ soit compris entre o et -j- i. Il faul donc qu'à
on fasse correspondre
J— o, I, 7» QO .
On devra donc changer, dans les formules précédentes, les indices
en
ce qui donne les mêmes valeurs de A-, /'-, /;/ que précédomnuMil, avec la \alcur
[III] A r= o> .r <^a^ ou ]> ^v^.
Il faudra changer, dans les formules [1], les indices
en
1» * ou
<7'. '^in ^1^1 V Sin*'^
«13— ûlvSUl*y
[IV] A>o, «,<.t<</,
On changera les indices
I7i LIVRE VI. — CIIAP. IV, I I.
de [I] en
ce qui donnera pour A 2, V^, m les mêmes valeurs que dans [HI], avec
1303. Dans le cas où X est du troisième degré et égal à
il suffira de faire dans les formules précédentes les rnémes changements que pour passer des formules du n^ 1S96 à celles du n" iSOO, ce qui donnera les formules suivantes :
[I] A <o , fl,<x<«,.
[Il] A<o, flr3<*<-H«5
Mêmes valeurs de A"^, Ar'^, m que pour [I];
a^ — <7j sin* 9 I — sm' f^
[III] A>0. — 00<.r<fl,.
[IV] A>0, ^?,<^<aa.
Mêmes valeurs de A'2, A'^, m que poiir [111];
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1304. Réduction de l'intégrale J¥\x^ \fK.)dx aux trois formes normales. — On commencera, en opérant comme au
n® 427, par mettre l'expression difTérentieile F(a:, \l\.)dx sous la forme
9i(x) ctft(«^) étant des fonctions rationnelles de x. Nous n'aurons à nous occuper que de la partie ^ Liz-dx.
Si la transformation du second ordre est applicable [1302], elle ramènera immédiatement cette différentielle à la forme
/(««',) fj.
y* étant le sig^ne d'une fonction rationnelle, et A9 désignant le
radical ^i — A-^sin^'o.
La transformation du premier ordre ramènera la même expression à la forme
Y représentant une des trois quantités sinf, C0S9, tangf. La fonction rationnelle xO ) pourra se mettre successivement sous les diverses formes
Xo X<^ ^1' * " désignant des fonctions rationnelles et entières. La fonction se trouve ainsi décomposée en une fonction paire de j^ et une fonction impaire de la formej^u(j^^).
Cette dernière fonction, étant multipliée par -^9 donnera une difTérentielle qui s'intégrera par arcs de cercle et par logarithmes
IjO LIVRK VI. — CIIVP. IV, § I,
[427 et siiiv. ', en posant,
pmr J =rr siny, ziTLCOSy, (I ou rr >- -^ — Il z- ~ 1
pour ) zzz vos'Yt Z=Sllly, d ciu rr > '^ , ^ Il -- — ^ __- ,
,. , ,. , yff'f [ I — r.'\ «h pour ) — taii"»^, z=:cosy, «cm ci') — - = — Il I — )
n dési*»nant une fonclion ralionnelle.
La fonction paire dej peut, dans les trois cas, se mellre sous la rornio d'une lonclion rationnelle de sin-9. (_>n est donc toujours ramené à un<* didérenlielle de la forme
f SIIl-'P — •
l*ar la décomposilion en fractions simples, celle fonction produira des termes compris dans les quatre formes suivantes.
Ay , 1 -h // snrç> A'j/ Ay I -4- //siii-^ VA-j,
A, /z étant des constantes (pielconques, et/^ y des exposante entier (pie nous pourrons ramener à Tunilé.
130^). I. Considérons rintégrale
Si Ton dilférentie Texpression
sinç/ cosy Aî?
(i 4- « sin'^^j''"* en posant, pour un instant,
I -f- // siii*y = *, 7 — I = '^i la déii\ée de cette expression sera
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En ordonnant suivant les puissances de
t=z =: — sirrv,
la quantité entre parenthèses devient, après quelques réductions ' faciles,
Si Ton multiplie maintenant par -— ^ — > on aura, en intégrant et rétablissant les notations primitives, la formule de réduction
— — ^ — ^ — • (n-Arsin'y)''-'*
Cette formule permettra d'abaisser Tindice y de V^ tant que cet indice sera supérieur à Tuni té. Alors les intégrales V^, V^.j, ..., V3 se trouveront exprimées au moyen de fonctions rationnelles de sinQ, coscp, Ai^, et au moyen des intégrales
' J (i4-/<sin'y)Ay
dont la première forme une transcendante spéeiale, tandis que les deux autres appartiennent à des classes de transcendantes plus simples.
H.— Court d9 Caie, in fin,, lY . 13
1306. La formule de réduction que nous venons d'établir se simpIiGe :
1** Dans le cas où Ton a
"— I, V^— J ^^jg,,;^^^^
ce qui donne, en changeant ^ en y + i,
formule qui permet d'exprimer V^, V^.i, ..., Vf au moyen de-
deux intégrales
Ap
et de fonctions rationnelles de sincp, coscj», A-v. 2*^ Dans le cas où Ton a
n^-P. y„=fjrflT^
ce qui donne la formule
en vertu de laquelle on exprimera V^, Vy_i , . . . , Vj au moyen des deux intégrales Vo, V_i et de fonctions rationnelles de sin^, cosy, Adj.
1307. II. En différentiant de même Texpression
sin'/'-J y cos y A»
et intégrant de nouveau, on aura, pour l'intégrale
sîn*^ f df
la formule de réduction
= siQ*''~'y cosy Af,
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qui permettra d'abaisser l'exposant/; jusqu'à la valeur i lorsqu'il est positif.
Si /; est négatif et == — </, on aura, en changeant y en y — a, la
formule de réduction de l'intégrale
savoir
'' J siii"'f Ay
130S. Il est aisé de voir que les deux intégrales
r. ^ dy r , ^?
I sur® — 9 I cos'® — ^ J ^^? J ^ ^?
s'expriment immédiatement au moyen des deux intégrales On a, en effet,
Donc, dans tous les cas possibles, l'intégrale fF{xy ^X.)dx pourra s'exprimer au moyen des fonctions algébriques, logarithmiques et circulaires, et des trois transcendantes
Jo ^? Jo Jo (i-^rtsm^f)àf
auxquelles on a donné les noms d'intcgrales elliptiques de première, de deuxième ei de troisième espèce.
L'intégrale de première espèce, que Legendre a représentée par le symbole
l8o LIVRE VI. — CHAP. IV, § I.
dépend à la fois de sa limite supérieure <f, qu^on appelle ïamplitudcf et de la constante k, qui est dite le module. Nous nous dispenserons d^écrire le module toutes les fois qu'il sera désigné par la lettre /r; s'il est représenté par un autre signe, par la lettre / par exemple, nous le mettrons en évidence, en écrivant
La même convention s'appliquera aux autres intégrales elliptiques et généralement à toutes les fonctions de l'argument et du module. L'intégrale de deuxième espèce est désignée, suivant la notation de Legendre, par
expression qui représente la longueur de l'arc d'ellipse [746, I].
Enfin l'intégrale de troisième espèce est représentée par le symbole
Elle dépend de trois quantités : l'amplitude 9, le module k et le poi'amètre n.
Depuis les travaux d'Abel et de Jacobi, on rapporte généralement toutes les fonctions elliptiques à l'intégrale de première espèce, considérée comme variable indépendante. En posant
nous avons vu que les quantités f , sin9, ... sont représentées, en fonction de u, par les notations amit, snu, ....
A cause de df = dnuduy l'intégrale de deuxième espèce peut se mettre sous la forme
en la considérant comme une fonction de u. Pour éviter toute confusion avec la notation de Legendre, nous la représenterons, avec
RÉDUCTION DE h' INTÈGKkLE f F {x,\/\.) (Lc. l8l
Gudermann, par
eltf.
Enfin l'intégrale de troisième espèce peut se mettre sous la forme
« du
Q i -h nsn^u
1309. Nous avons vu dans le Chapitre précédent que, si Ton pose
_ /*' dz r? dy
l'angle ^ = arcsin? est dit Vamplitude de la variable a,
^ =r am If,
et que les diverses yb/2ca*o/2,ç circulaires de cette amplitude,
sin^, cos^, A3», tang^,
sont dites les Jonctions elliptiques de la variable Uy
snu, en H, dnu, tnu.
Ces notations supposent que le module de ces fonctions soit
la quantité désignée par la lettre k. Si le module était représenté
par une autre lettre, / par exemple, on le mettrait en évidence en
écrivant
an)(a, /], sn( 11,/), ....
Si / est égal au module complémentaire
alors, au lieu de am(/i, À'), sn(ii, k'), . . ., nous écrirons simplement
am'if, sn'tf, cn'i£, da'ii, tn'ir.
L'intégrale m, suivant qu'on la considère comme Tonclion do l'amplitude 9, de sîno = snii=z, de cosj = cnu = ^,, etc., se représente par les notations
u = urgam » -= ;irg sn:; =r arg c:i r, = . . . .
1310. On a entre les fonctions elliptiques d'un ment u les relations
même argii-
sn'« -1- ciâ*/i =z I,
/*SU*« -t- dià*// =;; I, sn/f
tn u =
ci\u
De l'égalité
elf =z ^^. (lit, ou daim u z=:dnu du
et des relations précédentes on tire les formules
D^^aratt^doM, D„sn« = cn«dnif, D„cntt= — snudnn.
dn
D,4 dn « rrr — X* sn // en u, D„ tn u =: — -
cn*«
Si Ton fait tour à tour
/=:ara//, sn/i, cn«, dnu, ln«.
l'argument elliptique u se présentera sous les diverses formes
argam/ =r
argsii/ -- I are CI)/ =r
argdn/ =
arglnr =
Jo si i — /*siii'/
dt
r^ dt _ r' dt
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D'après ce que nous avons vu,
I amtty snu, Inn sont des fonctions impaires de £/,
( en//, dni/, des fonctions paires,
les premières s'annulant et les secondes devenant égales à Tunilé pour 11 = c).
Pour ii = K, on a
;5) amK=::-» snK=.i, cnK = o, dnK = X', tnK = oo.
Si le module A" = sin6 se réduit à zéro, on a ,., ( 0 = 0, k'=cos9 = i, K=-, K'=oo,
( am//r=r// = y, sntt = sin//, cn// = cos//, dnwr^i, tn// = tang//. Si A" devient égal à l'unité, on aura alors
k':=o, ^=:-, K:=x», K'= -, tt = logtang ( ^ -f- ~ ] ,
[*]) ^ 3? = am(//, i) = Amhi/ = 2arctangc" -^
sni/ = Thi/, cni/ = dn« = r„ — > tntt = Shw.
Ctiu
1311. De la discussion relative à la périodicité des fonctions elliptiques [1289 à 1295] il résulte que, si Ton suppose
tt = i/qH- 2/wK + 2/l/K',
on aura ami/=: (//izfc/iJTT H- ( — i)'"ami/o, ^8) / snM = — i)'"sn//0,
cni/ = ; — I )'"■♦''* en //o, dn« =: (— ij^dna^»
i tni/ =;— i)'*tni/o.
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Si Ton suppose u égal à une somme de mullîples pairs ou impairs de K et de iK', on aura le Tableau de valeurs sui%'ant :
tl
snii
en tt
dn n
tnu
amK + atiK' (jm 4-i)K-+-a/iiK'
(a/in-i)K ^-(2/l-^-l)«K'
oc
(_l)"-Ht
ik
oc
o oc
1312. Théorème d* addition des fonctions elliptif/ues. — Nous avons déjà démontré au n° 827 la relation qui existe entre les fonctions elliptiques de deux arguments u, i^ et celles de leur somme u 4- v. L'importance de ce théorème nous engage à en donner encore une autre démonstration très-simple, duc à M. Darboux.
L'argument u et la fonction j: = snii sont liés par Téquation
qui donne, par la différentiation.
d'où
du fiu*
tiu
du'
Pour une autre valeur j' de la même fonction, on aura de Dfiéme
Â-*jrjr(i[.ry
tl.r dy 1 — X^x'/*
(lu du
d'où, en intégrant,
C étant une constante arbitraire.
Or, si ç( w) est la fonction de u à laquelle a: doit être égal en vertu de Téquation (9), les relations [827, IV]
dx dy
montrent que les deux intégrales 1 — :> 1 -^— doivent avoir
une somme constante a, d'où il résulte que j^ = :>(a — 11), On a donc, en vertu de (i5).
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Si Ton suppose maintenant M = o, d'où ç(i/) =jr=o, o'(«^=ri, il vient, pour valeur de la constante arbitraire,
Si donc on pose a — u=rzv^ l'équation deviendra
OU enfin, en remplaçant la notation 9 par sn et remarquant que
a,'(//) = ^^i — sn-i/;(i — k'sn^ii) = cm/ dm/,
^ . . sn « rn i' dn v ■+- sn v en n dn n
1313. On peut encore obtenir aulrcmeiit cette Ibrmule et les
formules analogues relatives aux autres fonctions elliptiques.
Reprenons les équations trouvées au n° 827, V, où nous avons
posé
y =r îiina, y=amv^ «r = ara(« -h «') r:= amci».
En mettant, dans les équations (i), (2), (3) de ce numéro, à la place de A, B, C leurs valeurs en fonction de d, il vient
I At — I
sino"
', (Ao- — i)c()s;y — x) -— [At -h 1) cos(? -hx) -f- 2SCos«r=i o. En vertu des relations
fio (/'/ tly
les deux premières de ces équations peuvent s'écrire
(A(T--i)sin(î» — x) "('^? — ^x)»**^^»
(At -f- i)sin(y-hx) =^ (•^?'+' '^x)*^"^''
d'où Ton tire
sindA^ == sin^^cosxAT -f- sin^cos^?,
sîndAx = sin^cosyAT-H sin^cosx-
La troisième relation (17) équivaut à celle-ci :
cos fj = cos y cos / — sin ^ sin ;^ Ao* .
En introduisant maintenant les arguments des fonctions elliptiques au lieu des amplitudes, les trois dernières équations
deviennent
Isn «• dnu = sn u eu c du tp -+- sn p en w, snfrcliif = sni'cnttdnfi' -h sn^cnf, en (v = cnucntf — sn u su v du (v,
La relation
il -{- V — iv = o
pouvant s'écrire encore de deux autres manières,
i' H- ' — tv) — ( — U ] = o,
on pourra, des trois formules (18), en tirer six autres, en remplaçant respectivement
soit par soit par
«, f, Cl-,
«', — Iff V.
1314. Des deux premières équations (18) on tire
, , sn*«cii'f' — sn*<'cn*w
sn w-f-c = -,
sn fi en t' an p — sn r en ^^ un u
En multipliant les deux termes de la fraction par la somme des termes dont le dénominateur est la différence, et exprimant cn^i/, dn*i£, cn^i<', dn^i' au moyen de sn^ii, sn^v, on retrouvera la formule (16).
On obtiendra de même la formule
, . . , . dntfdnc — ^*sn«sn<'cntfcnc 10) an w4-f) = Tï — : : •
En portant cette valeur de dn(/*-f- {f) dans l'équation (6), on
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aura
en» cm» — siiMsnf cintf dn<*
( 20 ) en ( If -h I' ) ==;
I — /^sn*!/ sïi*p
En divisant Tune par Taulre les formules (16) el (19), on en tire , . , . tni/dni'-f- tnï'dntt
21) tn'tt-f-<'):= i — 9
I — tnu diiPAnvann
ou encore, en multipliant les deux termes du rapport — \ — ^-
* *^ en { « -h »•
par la somme des termes dont le dénominateur est (a différence.
et divisant haut et bas par i — A^ sn^u sn* r,
, , , . sntt cnif dnp 4- sni'cnf dn«
22 m M-hr =- — —7- — -— .
^ ' ^ cn^ucn^v — X'sn*ttsn*i'
Enfin, Téquation (21) donne immédiatement ( 23 ) am ( « + (•) = arctang ( tn « dn t») -h arctang ( tn i» dn u ] .
1315. En faisant, dans les formules précédentes, u = r, on a les formules pour la duplication de l'argument :
2sni/cn»dnM sn la :z^ — — 7 — >
1 — /*sn*w
cn*tt — sn*fldn'« I — A^sn^ u
(qA) l , dn* a — /** sn* u en* n
^ ^ ^ dn2« = — ,, 7 y
1 — A * sn* u
2 tn u dn u tn 2 n =
I — tïi^u dn*tt l am 2 « = 2 arc tang ( tn « dn « ) .
1316. Si dans les formules (16), (19), (ao), (21) on change r en — Vj on obtiendra les fonctions elliptiques de la différence u — r des arguments.
En combinant ensemble ces deux séries de formules, on en déduira les formules données par Jacobi au § 18 des Fundainenta. On a, par exemple, en faisant, pour abréger,
w H- p = j, u — p = /, I — X* sn* « sn*f = W,
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les relations
W(sn* -4- sn<) =: 2snacnfdnc', W(snj — sm) =z asDPcnudnuy Vf (en s -h en t)z= 2cnucnPy W(cn.ç — ont) rz: — -ïsnKsnf^dnttdnc, W(dn5 -f- dn/) == sdiifidnc», W(dnj — dnr) r: — 2/-'snif snf^cnxrcnr, Wsnisnf r= sn*« — sn*f,
Wcnjcnr r= cn'u — sn*f dn*w,
Wdn^dn/ mdn'i/ — /••sn'tfsn*»»,
W(i — sn^sn/} zzj: cn*tf -h sn*i'dii*a,
2tni/dni'
etc.
1317. Considérons les fonctions de V argument complémentaire K — u. Nous les représenterons par les mêmes lettres que les fonctions correspondantes de Targument u, en ajoutant seulement à ces lettres la lettre c. Nous écrirons ainsi
ani[K — i/)r=amci/, sn(K — i/) = snc«, cn(K — a' =: cncw, etc. (*).
En faisant, dans les formules des n*^' 1312 et 1314, u = K. et i' = — u, on aura
cnii k'snu _ X' i
8nc£i=r-r — 9 cnci/ = — t 9 dnctf = -; — n incu=-j-, 9
dni/ dn 21 anu A- tnu
amc«= arctang(^'tn/<).
On tire de là les relations
sncttcncit
snucnu
dnctf
dnu
dn
tt dnctt =
tnA
rtncu
(') Jacobi déBigoe ces mêmes fonctions par les notations
coam u, sin coam u, cos coam u, etc.
ou
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dnc
snc u cnc u
snucn// <in*« duw
On conclut de ces formules que
( snc//, dnctt sont des fonctions paires de //, I cnci/, tncii sont des fonctions impaires de 1/.
1318. D'après ce que nous avons vu aux n*** 1287, 1291, 1292, 1294, les fonctions elliptiques, pour les valeurs o, K, i¥J, KihiK' de Targumenl u, prennent les valeurs indiquées dans le Tableau
suivant :
snn
cn«
dnri
oc
lOC
K ± xK'
En combinant ces valeurs avec les foraiules d'addition des n°" 1312 et 1314, on obtient les valeurs des fonctions elliptiques de l'argument U pour chacune des valeurs m + K, M-f-iK',
snU
ciiU
dnU
mu
8nc«
— eue II
dnu A'
dnc II.
— tncii
Asnu
l'A su a ^" lAcncii
dnc » A' «A sue « ^ ik eu u
1 tu Cl
* — îh' tn u
dnu i l'dnn
A suc M .
tue u
dnc II A'
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On peut vérifier direclenienl ces formules en remarquant que Ton a
îr
Si ron pose
cos ©
on en lire
, / . /'sin®cos©\ (h A'*sin©r/&
d'où
A^i Ay J^j Aï*,
sin^j =: sn[K — u).
1319. Nous distinguerons, comme nous Tavons indiqué plus haut [1309], par un accent les fonctions elliptiques relatives au
module complémentaire A'= y^i — A-, et nous aurons ainsi am'i/ == aiii(tf, A'], sn'i* = sn(«, X' ), ....
Si Ton pose
on en conclura
z =r sn«.
Changeons z en iz ; il viendra
En comparant cette formule avec la dernière formule (3) du n*» 13fO, on en conclura
- :=: arg tn (3, a = - arg sn iz.
Donc on a à la fois
/5 = snii, 5 = tn -1
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d^où, en changeaut u en iu,
[2']) sn/tt = /tn'tf.
De même, dans la formule
arc cn« = a =:: — / —=======: >
changeons z en -•, il viendra
d'où l'on tire
- =: en «,
z — en - •
En changeant donc ii en iu^ on aura
[ 28 ) en m
en' Il
Des formules (27) et (28) on tire immédiatement (29) tn/a = isn'i/.
Enfin, en changeant u en im, la formule (27) donne
f dn'tt I
:;3o) dniii = \/i-+-/»tn'»a = — ^ = — ^ ,
snc'tt désignant sn(K' — m, A').
On peut encore vérifier cette formule comme il suit. Soit
I dnw^
sncii cnu' on en tire
dy ^*snu
du CQ* u D'ailleurs
partant,
cn^udy fi y
Donc, en changeant h en A^ on aura, pour^ = — j- ,
SDC M
'If
Or on a, en supposant z = dnu,
_ r* dz _ . /" </3
= — i X l'areument dont la fonction : est ésrale à z. Par consé-
° snc ^
quent, on a
tt f ,1 dn'w
dn - =^ ,— ï ou âniu =
suc'// snc'w en' a
Des formules que nous venons d'établir on déduirait aisément les valeurs des fonctions elliptiques de Targument u -f- /K' qui se trouvent dans le Tableau du numéro précédent. On a, en effet.
Jftrf . » . » . * 1
sii(£/-i-/K') = sn/(R' — ///) = / tn(K' — ///)=:^ âne'/// = - — ;— =- ,
et de même pour les autres fonctions.
§ ni.
DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN SÉRIES DE FRACTIONS SIMPLES.
1320. Nous avons établi, au n° 1206, la formule
la première intégrale se rapportant au contour de Taire ^, les autres aux divers infinis c de la fonctiony*(ix) contenus dans cette aire.
Prenons pour JH Taire entourée par une courbe de dimensions
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infiniment grandes et de forme quelconque, symétrique par rapport à l'origine, mais ne passant par aucun des infinis de la fonction, de sorte que /{"o) ne devienne infinie en aucun point du contour. Si l'intégrale
prise le long de cette courbe, a, en deux points diamétralement opposés, ses éléments égaux et de signes contraires, alors cette intégrale sera nulle, et il en sera de même de l'intégrale
Ç /{yjfh ^ r I f'^)rh
dont la valeur différera infiniment peu de celle de l'intégrale précédente [1211], si tous les points c sont situés à des distances finies de l'origine. Donc, dans ce cas, la valeur def[u) se réduira à
c'est-à-dire à la somme des résidus de la fonction (u) relatifs aux infinis de cette fonction compris dans l'intérieur de l'aire ;3I.
Si les points c se rencontrent à des distances aussi grandes que l'on voudra de l'origine, et que la première intégrale de la formule (i) ait toujours pour limite zéro lorsque tous les points du contour s'en vont à l'infini, la formule (2) continuera à subsister.
Nous avons déjà, dans le Chapitre II du Livre VI, appliqué cette
formule au développement des fonctions sinu, tangu, coséci/, ... ;
appliquons-la maintenant au développement des quatre fonctions
elliptiques
snUf en//, dnuy tn//.
1321. Supposons d'abord
f{u]=zsnit.
Cette fonction étant impaire, l'intégrale / du, prise le long
d'un contour infini, symétrique par rapport à l'origine, sera nulle. Les infinis c de la fonction sni/ sont compris [1289] dans la
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formule
Le résidu de cette fonction snu, relatif à Tun de ces points, sera
Iim lu — c] :
u = C 'tf — u
or, en posant
'j r= s + c = c 4- 2/wK H- ( 2/1 4- i) /K'î
on a[1289eti318]
snu = f— ï)'«sn(sH-/K')=: ^ ,— ^ ; ' ^ ' A* sn e
donc,liin — étant Funité, la valeur cherchée sera
sns
1=0 «sns u — c — 2/wK. — ^2/i-i-i)iK.
En conséquence, la formule (2) donne, pour m et n croissant Tun et Tautre à Tinfini,
sn a =: T lira y y tt r rrrr; •
A' ^ -^ II — 2/nK — (2/i +i)/K'
Si Ton suppose que Taire ^ ait la forme d'un rectangle dont le centre soit l'origine des coordonnées et dont les côtés soient parallèles auK axes, on pourra d'abord sommer les termes qui se trouvent sur une même parallèle aux a:, et calculer, pour n constant, l'expression
«=• ^^ U — 2/nK
en faisant, pour abréger,
U = ii — (2/i4-i)iK'.
Or on a [1212]
cosccj: ■* ^^ '
kîj: = lim \^ -^ •
f«=«^^ -v — mis
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Si l'on pose maintenanl
r, == — ^> î;U z=i:tt — [2/1 -4- \\irJL\
puis
la somme précédente deviendra
limiQ^ ; — ^ T": = ï; cosécrj — (2/i-»-i\cl
Donc
sn
«=.^lim2
A- .^ sin[x — (a/i-hil/p]
1322. Considérons maintenant, en général, une série de la forme
Md sin(x — v/p)
o: et p étant réels, et p positif. Le rapport de deux termes consécutifs
sin(.r — v/p) _ c^-^ir _ ç-y^^ix ^j I — <r-*C»?-»-'>) sin[.r — (v -\- i)/p] *" ^tv+i}p+/\/ _ ^_fvH-i;p_/x — ^ I — tf~«L{vH-i)?-i-/xj
a pour limite correspondante à v = oo la quantité — <i quî est
moindre que l'unité. Donc la série est absolument convergente. Il en serait de même de la série
sin(j7 — v/o)
Il résulte de là que les deux parties de la série
^ sin[j — {2/i-+-i)/p]
correspondantes l'une aux multiples positifs, Tautre aux multiples
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négatifs de ipf sont toutes les deux séparément convergentes. On peut donc y remplacer les limites infiniment grandes — n — i et + 72 de rindice par deux nombres infiniment grands quelconques, et écrire simplement
/• jkd sin [.V — ^ 2 // — ' ) ' p]
Si Ton groupe ensemble les termes contenant des multiples de ip égaux et de signes contraires, on aura, en remarquant que
I I sin a: ces a
siii [.t: — a) sin ( x -f- r/ ) cos 2. a — cos 2 x
et introduisant les fonctions hyperboliques,
,, iî . V^ Ch(2/î-+-r)p
4 snw=:-smx> -7; ^ ■
^' k jfarfCht4// -T- 2jp — cos2ar
Si Ton pose actuellement
on aura
Chvp * 1
= -if'-^7').
ce qui donne à la formule (/{ ) la forme suivante : 5] snw = ^=-7-=-smar> i— i— '-
' ' A- émd 1 — 2 </''""*'^ COS 20: -t-
2 7*""^* COS 20: -t- 7*'*"*"*
1323. Pour arriver au développement de cnu, commençons par obtenir celui de la fonction impaire cn(u — K)=y(u), dont les infinis sont [1292]
a — K=r 2/7lK4-(2/l-+-l)/K'
ou
Il =( 2m -+- i)K^- (2/2 -t-i)/K' = c.
Le résidu relatif à Tun de ces points est
^ 'u — 'j a — f — J2/W -+-i)K. — {2iH- i)*K'
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Or OD a [ 1292]
cBtt = — ï /"■••* en (21» K -t- i/i/K'-f- «',
d^où
cn> — K ;=/>; =;— 1,'"-^* cnn; 21» — l'K -^- 2J»/K' -î- »^.
Donc [1318]
d'où Ton lire
lim ' i» — c^
I sdns
^ ik snz w — s — 2/n-i-ijK — ^2/i-l-i^fK
^-ir^»
/X a — (2/n -h 1) K — (2/H- 1 ; iR'
et par suite
En remplaçant u — K par u, on a
" = i'™ 2 '^-''' 2 «-2mR-(..«-+-i)/K'
CD
EnGn, en supprimant, à la gauche du rectangle qui forme le contour de Taire infiniment grande, un terme infiniment petit, correspondant à rindice — m — i, ce qui ne peut avoir d'influence sur la limite de la somme, on aura
(6) cn«=iHm 2 (-0"2.-.J-;L->-.).-K-
Si l'on pose, pour un instant,
a — (2«-M)iK'=U,
on aura, comme dans le numéro précédent, la somme
que nous avons trouvée égale à
iQ cosëc [x — ( a /i -+- 1 ) /p] .
Donc
7) Cntt=-rr >,-:—? —/ ' TT^ "
^' ' lA' Jkd sin[jî— (2/14- i)/p|
On a maintenant
I I cos.rsin^
sin(x — a) sin(.r4-a) cos2a — ces 20:
d*oii, en groupant ensemble les termes correspondants à deux valeurs égales et opposées de a/i -f- i,
(o) cntt = r-cos.r> -T-7-7 — ^ r — ^
^ ' k ^Ch(4/<-h2)|3 — cos2.r
ou, sous une autre forme,
/ \ ^^v7 v^ — » y o ] en « = / cos.r > — i j— ^
COS2J: •+■ q^'* •"*
132i. Soit, de même, la fonction impaire
dont les infinis sont [1295]
u + /K.'= awK + (î/i -4- I ) /K',
ou
a = 2/?iK -t- a/i/K' = r.
Le résidu relatif à Tun de ces points est
,. , \ /(-^^ ,. «/"fe-H 2mK-4-2/</S.')
limfu — c) ' = lim —' — , •
u — y u — f — 2/nK. — 2//1R
Or on a [1295]
d^où
dii;«-h/R';=/» = ;-i;"dn[«-+-2mK-f-(a#i-f-i)/K'].
Donc [1318]
/(.4-2mK + 2/i/R': = î-i)VX = (-i)-dn{. + /R') = (-i)«-^^^
lim (y — r) = - — . — lim zz ttt-,
^ ' u — V i tn e II — e — a /» K. — 2 /ii Iv'
i u — 7.ini\. — 1 ni \sJ
et par suite
En remplaçant maintenant u -h iK' par u, on aura
dni
Si Ton pose, comme plus haut,
II — (2/i-hi)/K'— U,
la dernière somme deviendra
Or [1216,1] la formule
-f-ïD
_, X — /ITT
peut s'écrire, en changeant a: en .r,
Je
cotr = > 1
d'où, en remplaçant yjU par x — (2/1 + i)ip, on trouve la somme en question égale à
ïj Cot[j: — (2/1 -f- l)/o].
Donc
(A) dntt=T lim V (— i)'»cot[.r — (2/1 -+- i)//»].
Les termes de cette somme ne tendent pas isolément vers zéro pour n infini; on a, en efTet,
cot .r-v/p =:- ^, s
lunu.r — / llivo
ing
et, Thvp devenant égal à Tunité pour V infini, la limite de cette expression est égale à 1. Mais si, au lieu de la valeur de dniz, nous cherchons celle de i — dnii, on aura, en faisant, dans Téquation (A), j: = o,
I =:^ '- lini^( — l)"C0t(2// -h i)/p,
ce qui donne
1 — dnw =: lïj liniy ( — i)" |cot(2/i -h i)/p h- cot[.r — [in 4- i)'pl
= /« SinX > ; — ; ,
SIU ( 2// 4- 1 ) 'p Slll [./: — ( 2 // -+- I j /p J
série dont les termes tendent séparément vers zéro.
En groupant ensemble les termes d'indices égaux et opposés, on a enfin
/ \ 1 / • t V^ (— i]''Coth(2/i-+-i)p (10) clnii=: I — AïîSin'x > J- — j^ -i ii-
^ ' ^ ^Cll(4/2-t- 2)p — COS2J:
ou, sous une autre forme,
(il) dnii = i — 8ïjsin*x> r — '- — - — -.
^ ' ^ I — 2(7*"-^* COS2X -f- ly*"-*-*
1325. Développons enfin la fonction tni/, dont les infinis sont
^^ LITIB VI. — CDAP. IV, 5 "'«-
donnés par la formule Si Ton pose
'j z=zz-i- 'im -r- TK -4- 2/i/K. 9
on aura ^_^^^
Donc
tnit
Or nous avons trouvé [1216, Ij
= — p*^™2'~''' 2 II — ^2m-f-i;K — ait/K'
tang*=2
_, (a/Il -h i' 5
En faisant donc
i:[>m-hi;K-;i/-2/i.K' : = (îi«-^-i) ^ — ^
on aura
[ =utang3.
tf — (am -f- i)K — 2mR
d'où, en melUnt pour z sa valeur a: — ^nip.
tQ
«=|7 2(-i)»tangix-a/i/o)
Si Ton groupe ensemble les termes d'indice égal et opposé, il viendra
[il]
tn« = p tangx + 2 sin2J:2< Ch4«p + cos^xj '
ou encore
tang x + 4 sin ax2 7:^1» cosax -t- g*" 1 ' 1326. A l'aide des formules précédentes, il est aisé d'obtenir
des relations entre le rapport -— = — p des deux périodes K, iK'
des fonctions elliptiques et les constantes k et K, et par suite aussi les constantes complémentaires V^ K'. Si dans la formule (3) [1322] on fait
tt = K-i-/K', ou x= h^P,
on en tire immédiatement [1318]
I ^ V^ ' TT 'Tl I
'k'~'k2L . iTz \ """ 2KX 2d Ch a n
_, sm ( 2«/pj
ou, en groupant les termes deux à deux
formule qui donne la valeur du quadrant elliptique K, exprimée en fonction de |0 ou de ^.
En faisant, dans la même formule (3),
il vient
^~"k 2d Vt, , .. 1 "" 2KA- ^€11*2/1 -4- i)p
_. sin (2/14-1)10
d'où l'on tire
Ch ( 2 // -t- I j 0 K ^mà \ -ir q
î/f-Hi
Si Ton avait fait u = j:= o dans la formule (7) du n** 1323, on aurait eu de même
+ 00 -f-ae
/A- ^sin(2/i -h i)/o A: ^ Sh(2/i -t- i)p
ou
TT
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I /identité des deux valeurs (i5) et (i6) montre que la fonction
flO
est une fonction paire de ij.
Ainsi la connaissance de p ou de ^, c'est-à-dire du rapport —
des périodes des fonctions elliptiques, déternoiine sans ambiguïté les constantes K et h,
La réciproque ne serait pas vraie; car, pour une même valeur de /r, on peut prendre, pour former les périodes de snuaulieu de K et de aïK^ les expressions plus générales
jft-:(4a-f-i;K-h2v/R', et p serait remplacé par la quantité
fji, V, \t! y v' étant quatre entiers assujettis à la seule condition de satisfaire à Tégalité
§iv.
DÉVELOPPEMENT EN PRODCITS INFINIS
L'intégrale f '^'"^/^^^ [1214] devient ici
r ddnxt r snucnu ch
et, si Ton prend pour contour de ;2l une ligne symétrique par rapport à Torigine, cette intégrale sera nulle.
Nous choisirons pour aire celle d'un rectangle ayant son centre à Torigine, et dont les côtés soient parallèles aux axes et ne passent par aucun des zéros ni des infinis de la fonction. Les zéros qu'il renfermera s'obtiendront en faisant varier m depuis — ni — i jusqu'à -h m, et n depuis — n — i jusqu'à •+•71 [1215]; pour les infinis, on fera varier n entre les mêmes limites et m depuis — m jusqu'à -\- m.
Cela posé, la valeur de dna prendra la forme
éïiu = liin
ll| ' (2/;/-hi)K-f-(2^?H-i)/ieJ 11 L^"" 2mK -f-(2/i-f-i)/K'J
le produit supérieur s'étendant à tous les zéros, et le produit inférieur à tous les infinis contenus dans l'aire J?l. Traitons séparément ces deux produits.
Nous avons trouvé [1216]
cos f.r — XaI ,.
= lim
cos JCq m = «û
Si l'on pose
TT
le numérateur de dnii deviendra
(.) lim TT
cos[x — (2/14- i)if\
n=-o COs(2/H-l)/p
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En groupant ensemble les termes symétriques par rapport à roii gine, on a
cos[.r — (a/î-h i)'|!)] co.sf.r 4- (2« -h i)/|9] sin*.r
COS(2«-hl]/p COS(2/l H- l)/o COS* ( 2 /I -4- I ] / 0
Le numérateur de dnuj que nous représenterons provisoiremenl par Q^[u), aura donc pour valeur
e»{")-n['-ch'(r'+.i.o]
expression dont la convergence est évidente [1213].
Si Ton remplace, dans le calcul précédent, x© par jcq 1» on
aura, en écrivant au bas du signe II l'indice — rn au lieu de — m — I, ce qui est permis [1323],
Slll./'n „,_« XX I
-m \ .ro-^2m ~
Donc, d'après les notations ci-dessus, le dénominateur de dn« deviendra
2 — lim I I : '—'
En groupant ensemble les termes symétriquement placés, on obtient, pour l'expression du dénominateur de dnK,
/ X XT r sin'.r "1
e(«)=nL'+shî(5TTTj:oJ
1328. La fonction paire cnu a pour zéros simples les valeurs
et ses infinis sont les mêmes que ceux de dnu. En intégrant suivant le contour du même rectangle que tout à l'heure, on verra
DÉVELOPPEMENT EN PRODUITS INFINIS
encore que rinlégrale
dcnii
est nulle. Donc cnu aura une expression analogue à celle de dni^, le dénominateur étant le même et le numérateur étant la limite du produit
Chaque facteur simple de ce dernier produit diffère du facteur correspondant de 03 (m) par le changement de 2/i-|-i en 2/2. Le produit aura donc pour expression
:3) limJJ
cos ( .r — 1 nip )
„_„ C0S2fltp
OU, en groupant les facteurs deux à deux,
1329. La fonction snu s^annulant avec u, nous commencerons
par chercher le développement de la fonction — ^ *^ et nous
■^ ^^ sni/o
en déterminerons la limite pour 1/0= <>.
Les zéros de celle fonction sont donnés par la formule
et, par suite, le numérateur de — ^ ^ sera la limite du produit
sn Uq
11 y — «0 -f- 2/îiK -f- 2mK7
En remplaçant, dans la formule du n*^ 1216, II, x^ pr .
iî(— Wo— K. -f- 2/i/K'; = — JTo ' -H 2/1/p;
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on verra que ce produit représenle, pour n conslant, la fonction
fx-r-J-.-h^ — 2«l>j
ces
sin X -h j-ft — ini^
i -rr \ sin T^ — 2/î/o
Donc le numérateur de — sera la limite, pour n infini, du
produit
-♦-ji
JJ
Sin -r -i- j-« — •m/ 0
iin Jo — int
Groupons, dans ce produit, les facteurs deux à deux ; on aura, en mettant à part le facteur correspondant à /i = o, le numérateur
- égal a
so^o
sin ' -r -+- jr^ sia^o
nr sin*:.r-4-Xo) I L'^ sh'..p J
Or il est facile de voir que, si Ton fait tendre Uq vers zéro le rapport
sni/o sniTo
siuxq sini; //q
tendra vers la limite -• Donc le numérateur de sn(a -+- Mo)? lorsqu'on y fait u^ = o, devient égal à
f \ ' . TT / sin'.r \
Le dénominateur de snu est encore la même fonction 0(ii) que pour les développements précédents.
Le développement de tnu= se tirera immédiatement des
deux précédents.
1330. D'après ce que nous venons de voir, les fonctions elliptiques snu, cni/, dnu, tnu s'expriment au moyen des quatre fonc-
PONCTIONS e.
lions synectiques
ao9
e.(«)=lsinxn(, + ^.'^)
e.(«) = cos..n(,--^),
I Slfl J? I
e.(«)=n['-ch'(.n+.rpr
qui sont, à des facteurs constants près, les quatre fonctions 5 de Jacobi, et Ton a ainsi les formules
2K.r ©1 «1 snK= sn = - , 9
ir © ( « )
!>.K.r 0jfi/) cnii = en = — ^ - ,
2Kx e,(a)
tnii r= tn
ir e,(tf)
Les formules (a5) du n*» 1317 donnent, par conséquent,
snc
«=sn — I x]=z -^—^9
cnca = en — ( a:]=z A ~:
dQCK = an — x) = X' - \ ,
TT \2 / e,(w)
I -f- '?. <7"'cosîx j
in .i
{i-hq"-l
I 4_ •>.7''*"+'*ros9!.r -<- 7*"-*'*
,in-hl\i
1331. Les valeurs des fonctions 0 données par les formules (1), (2), (3), (4) présentent des avantages pour Tétude des propriétés de ces fonctions. Dans les deux premières, Tindice n varie entre les deux valeurs infiniment grandes — n — i et -f- /i ; dans les deux dernières, il varie entre — /i et H- /i.
Pour ramener l'indice de celles-ci aux mêmes limites que celui des deux premières, il suffit de multiplier et de diviser les expressions (3) et (4) par le facteur qui a pour indice — n — i .
Dans la formule (3), ce facteur a pour valeur
cos[.r -4-(2w -+- 2)/p] _ tf(*«+«)f-^'-+- e-(*«+«)e+'>
COs(2W -h 2)/|3
expression qui, pour /z infini, tend vers la valeur e"**. Donc on aura
e^iu'j — e'^Vim JJ
cos(.r — unip)
COS2/I
Si, dans la formule (4), on convient de remplacer le facteur correspondant à /i = o par — ïj, et qu'on multiplie et divise par le facteur
sin [jr -f- .ro -H ( 2 /i -f- 2 ) / p I sin[a:^ 4- (2/14-2)//)] ~
an
on aura, en faisant Xq = o.
^ f \ i:tv TT sîn(.r— 2/î/o) ^ ' -■--■- Sin2AI/p
De cette manière, les quatre fonctions 0 seront déterminées par les formules
COS
e (K) = lim TT —
— n-1 COS
e,(u)=e"lim TT —
_„_, COS
Lr-h^-(a/H-i)*>|
e,(w) = e''lim Jl ^ — —, — ^',
COS 2 /// 0
e,(«) = lim JJ
!Os[.r — (in -h i)ip] COS (2/1 -f- l)/p
où Ton pourra, pour abréger, omeltre le mot lim. Si Ton pose, en général,
-<-« COS .r H- u - — ( 2 w -h 1 ~ V
(,o) e,.,(„) = «.'-«lin.JJ — '---—^ .
-„_, COS .U (2« -hl — v)/o
les quatre fonctions (9),
e(tt), ei(«), 0,(tt), 03[tt),
pourront être représentées respectivement par les notations
ei.o(«), e,.,(a), eo,,(«), eo,o(«),
de sorte que les indices simples
équivaudront aux doubles indices
(>>*>). (ïiOt (<>'0» (<>»o).
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1332. Propriétés des fonctions 0. — Considérons la forme générale
_i,_, cos f*-— (a«^i — v)fp
Si Ton fait varier les indices entiers u, v, il est aisé de voir que les valeurs obtenues seront toujours les mêmes que les quatre valeurs précédentes, qui correspondent à fi et v égaux à o ou à i .
En effet, si Ton change u en /ji + a^ chacun des arcs, au numérateur et au dénominateur, augmente de ir, et, par suite, le quotient
ces
cos
n*aura pas varié. Donc
Si l'on remplace maintenant v par v + 2, Tare de chaque cosinus varie de aip, ce qui revient à changer n en n — 1. Le dernier facteur, à la limite supérieure, est ainsi remplacé par
cos j X -h ,u {/in — I — V ) / p I
cos lu- — ( 2/î — I — ^ ) 'p 1
cos
et le dernier, à la limite inférieure, savoir
Lr+u- -h(2/H-3-4-v)/pj cos IL - H- (2/1 -h 3 -h v)/p j
est remplacé par
cosl X -4- f* - -»- (2/î -h 5-1- v)/|!) I
cos
PROPRIETES DES FONCTIONS 6. 2l3
Donc le produit TT se trouvera multiplié par
cosi x4- /A--t- (2/? -+- 5 -4- vj/p I cos /A (2/1 -t- I — v)'p I
COsI J:-t-ft (2/1-f- I — v)/p cos fx — h (2/1 -i-54- v)/p I
expression qui tend, pour n Infini, vers la limite
Or, par le changement de v en v -|- 2, le facteur c**», en avant du signe n, sera en même temps multiplié par c^"'. Donc le produit total n'aura pas changé de valeur, et l'on aura ainsi
On pourra donc, sans dimiuuer la généralité de la fonction 6^,v> la ramener toujours aux quatre formes considérées dans les numéros précédents.
1333. On voit immédiatement que les trois fonctions 04,0» @o,u @o,o sont paires, tandis que la fonction ®\^\ est impaire. On aura donc, en général,
(n) e^.,{-«) = (-i)i^vej„v(«).
Les facteurs du produit TT étant en nombre pair, on ne change
pas le signe du produit lorsqu'on augmente x de tt, ou u de 2K, ce qui ne fait que multiplier chaque facteur par — i . Le facteur e*'-^ se trouve multiplié par e*'* = ( — i)"*. Donc
(12) ej.,v(«-J-2R)=:(-l)^0^,,(l/).
Augmentons maintenant u de 21K', ou x de 2ip; le produit TT
— rt-i sera multiplié par un facteur de la forme
cos[X -+-(«4- 3)£p] cos[X — «/pj
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dont la limite y pour n infini, est e"^'^^'*"'?^ Le facteur é*^ est multiplié par e-**». Donc
On a, pour fx = i , e""^ = — e"*'', et pour /x = o, e-*'*^ = -he~'". Donc
(î3) e,.,(ii-+-2iK') = (-i)>*^«''-*ee,..(ii) = (-i)^— -e^,.(«).
En appliquant cette formule à chacune des quatre fonctions 6, on aura les égalités
e[u 4- 2/K^) e, (tf 4- a/KM _ 0^(1/ -^ iK^) _ €^Ju-^iYJ\ (»4) i
Cela montre que les fonctions 0 ne sont pas périodiques relativement à aïK'; quand on augmente de cette constante l'argument Uy ces fonctions se reproduisent à un facteur exponentiel près.
1334. Si dans 0^ „ on remplace u par li -f- K, ou x par x -+- -> il viendra
./ «N ■^" cos x + (a-f-i) ' — (a/î -h I — v)/p I
COS
En comparant cette valeur à celle de ©j^+i.v» oi^ voit qu'elle n'en
diffère que par le facteur constant e * et par le dénominateur ,
qui est pareillement constant. Donc le quotient — ^^— est
constant, ce qui donne les deux relations
, , — - = const., -^ r— ' = consl.
Pour obtenir les valeurs de ces constantes, nous remarquerons d'abord que, les deux fonctions 0 et ©3 prenant la valeur i pour
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a = o, le rapport -^-^-— — :— doit se réduire, pour u — o, à 03(K), et, pour u = — K, à — /-r.i* De plus, à cause de
on en conclut
Enfin
sn K. =ir — = I ,
dnK= ??iii^ = [»,(K)]'= A'.
et par suite-
^ ^ »'£/j — H, Iv; *
ou encore
/ HjK~/f] _ hJK — 1/] _ -jj
Ainsi, quand on remplace u par son complément K — ii, ou x
par Xy les fonctions 0 et ©j, 0« et 02 s'échangent entre elles,
à un facteur constant près.
1335. Si l'on remplace maintenant u par u + iK', ou x par a:-hip, on a
cns( .r — nn/'o]
^ ' M.M cos;?.// -h i;/p
" cos(j:4-- — ^^'p]
e(«4-/K'):= Jj ^
-„_i ros - — (a/ï -4- i)/p
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Donc les rapports
sont constants.
En faisant u := o, puis u = — iK', on trouve que le premier de ces rapports est égal à
et le second à
L'égalité
donne
<ff
e,(tK') = /e,(iK').
D'ailleurs, si dans l'égalité [1330]
on fait u = — ïK', il viendra [1318]
De là résultent les égalités
(i8) e,(»R') = c»V'<-, e.(/K')=î^, ©,(JK')=~, d'où l'on conclut les suivantes :
En remplaçant u par u — t'K' dans les formules ( i4) du n' 1333 et dans celles que nous venons d'écrire, nous obtiendrons les relations
( 9,{u + iYJ) ^ -e.(»i-/K') ^
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On tire de là
Ainsi, quand on ajoute iK' à Targument u, les fonctions 0 et 64, ainsi que les fonctions 0a et 63, s'échangent entre elles, à un facteur exponentiel près.
De ces diverses relations il résulte que les quatre fonctions 0 peuvent s'exprimer au moyen d'une seule d'entre elles, de ©j par exemple. On a, en effet,
(22) I e,(«) = -^^^-''-^e, (KL -f-/K'- II),
e,(ii) = 4= e-'''-^e3(/K'- II).
1336. On peut déduire de là les valeurs du module k et du
quadrant K en fonction de p ou du rapport . des deux périodes
des fonctions elliptiques.
En faisant u = iK' ou x = ip dans la valeur (5) de 0s(«) [1330], il vient
i*)=nha?(l^]
ou, en vertu de l'égalité Ch»(T+ Sh*p = Ch((j-hp)Ch((T — p),
« liKn -TT Ch(a^ + a)pCli7»p _ J- (.-t-?»»-^') (! + ?'")
»>('«- J-J.1 ch'(«/H-i)p -11 (n-5«'.^i)« '
ou enfîn, en introduisant au numérateur le facteur i •+- y^""*"', égal à l'unité pour n infini, et faisant sortir du signe II le facteur
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Donc, en vertu des formules du numéro précédent, on a
La formule (i5) du n® 1334 donne immédiatement
(.5) VX-e.;K) = n(7T-î'^)
Elle donne encore Téqiiation
Par la combinaison de ces formules, on peut en obtenir un grand nombre d'autres, dont quelques-unes nous seront utiles plus tard.
Si nous posons, pour abréger,
Im=JJ (.+,"•). M'=JJ(i + 9»-^'), (*7) \
on aura d'abord
MM'=];j(. + r), NN'=J](,-7«),
d'où
MM'NV=: JJ (1 — q^") — N,
d'où résulte la relation
(28) MM'N' = ï.
Des relations (24), {'^^)y (^6)» mises sous la forme
2J^ _ Br« J[_ __ M* _^ __ M*
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un tire
vÂj' ~ îi'"" «'" y/y
d'où
, On a encore ,, , I M'N M'N.MM'N' „„^ ' , , ..,, ...
1337. Nous avons obtenu, dans le numéro précédent, les développements des fonctions 6 en produits simples, en commençant par grouper ensemble les facteurs correspondants aux points critiques situés sur une même ligne horizontale. En commençant par grouper les facteurs dans un autre ordre, on obtiendra d'autres fonctions 0', jouant les mêmes rôles que les fonctions 0, mais de forme différente.
Considérons de nouveau le double produit [1327]
et posons cette fois
1]'=-^» x'=r/u, p'=VK., ,v^=ir/{iim-^i]K=[im-hl)p',
La fonction 03 (u) prendra la forme
(i' lu]=i n c^s/[y — (?.m-f- !)/]__ |-|- Ch[.r^— (a/yi-hpp^] ^*^ ^ 11 cos(2/ii-f-i)/>' 11 Ch^?.m-f-"7]7
_ -fjf 8in«£*' 1 — Tir SbVr^ 1
En comparant cette valeur avec celle que nous avons précédemment obtenue pour le même double produit, on voit que Texpres-
sion de ®\{u) est ce que devient celle de 0j(u) lorsqu'on y remplace a: et p par ia/ et p\
Si Ton change maintenant u en u -h K, ou a/ en x'-h p'f en faisant
il viendra
^ ' IX cos2/n(p' ■'••'• \ cas,* 7. mi p' J
=°"'n("+ct'^)-
Donc &[u) est égal à la valeur de 6, (a), dans laquelle on remplacerait a: et p par iocf et p'.
Le double produit
Alm,«L' ~ (2/y*-4-i)K.H-2mK'J peut s'écrire sous la forme
-i. cos[^-(.m + i)^:j ii sin(.m + 0.y
"" 11 L' sin«(2m-+-I)^yJ~'llL' Sli*(2m-hi)p'J'
Donc &^[u) est égal à ce que devient @(u) par le changement de Xy p en ix^y p'.
Si Ton considère enfin le numérateur du développement de
FONCTIONS e'.
aai
?5lîî ^ , en y introduisant a/ et p', il vient
sntto
-r-+- -r- — 2/II r- — 2/1-
I JET -\- .T I
■^'w sin-(^'-f- J^o— 2/np') sin r^ • sin- (i/-f- x^— 2/w/)')
sin-r (x'^j — 2mp')
sm-r^ 1 sin - (xç — 2/wp )
d'où Ton conclut, comme plus haut,
(34) e'.(«) = JLsin^vïrf,- ."f'-^' \ = .Lshx'TT(,--g!fl\
La fonction 0'j(m) est donc, à un facteur constant près, ce que devient ©i (u) lorsqu'on y change a:, p en iod ^ p'.
On peut encore donner à ces formules une forme analogue à celle des formules (9) du n^ 1331, savoir.
e'(i£)=^-''lim JJ
■♦"'" COS
cos 2 mtp'
e\[u)=e-''\im Yl
I IX H 2/W/p j
-m-1 COs( 2/w/p'j
COS
e',(«)= lim JJ
)'yj
-,„-i ces -— (2m -+-I iim TT <^Qs[iV-(a/ii-f-i)/y]
— in-l
cos(2/w4- l)ip'
en se rappelant que, dans la valeur de 6'^ {ai), on est convenu de remplacer, pour m = o, le facteur cos( 2mip'\ par la valeur
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sion de 3',(u) est ce que devient celle de Gs(ii) lorsqu'on j remplace X et p par î j/ et p^
Si Ton change maintenant u en u + K, ou a/ en a/+p'>en faisant
il viendra
e' Il =1 I i^ __îLi=cos/x' Mil z —]
Donc d'(u) est égal à la valeur de 6s(u),dans laquelle on remplacerait a: et jo par ixf et p'.
Le double produit
( 2/lH- l) K. -I- 2/<4
ir]
peut s'écrire sous la forme
— — (aw-f-il'-r — 2/y- — 2m-i-im — 2/1 —
COS| -.-Hil— (2W-|-l)2-
_;„_1 COS
[^-(am + ,)^J
nsin/[>r — ('xm-hi'o] sin(2/n-f-i)io'
L' sin*(2/»-+-i)/yJ~llL' Sh«(2m-+-i)pJ
Donc &^{u) est égal à ce que devient &{u) par le changement de Xy p en ia/f p'.
Si Ton considère enfin le numérateur du développement de
FONCTIONS e'.
—^ ^ > en y introduisant x' et p', il vient
sn tto
« 4- «0 — 2mK — 2/i/K'
-T-l-rr — 2fff*-r — 2/1-
+ '« sin-(u;'-f- J^o— 2/»/}') sin
sin-(a:ç — 2/np')
sin-(r'-f- j:^— 2/np')
sin ~ 1 sin - (*o— a/wp' )
d'où Ton conclut, comme plus haut,
La fonction ©'^(u) est donc, à un facteur constant près, ce que devient Q* (u) lorsqu'on y change x, p en ia/^ p'.
On peut encore donner à ces formules une forme analogue à celle des formules (g) du n^ 1331, savoir,
cos(/x' — a/w/p')
s' lu) =: e'' hm II — • •/
-♦-»» ces
e',(«)=e-^'liin JJ
(îjc' H 2 /ni o' I
-.,„«i ces
■*-'" COsIi-t'h (2IIÎ -l-i)/p' I
lim fl — ' ^ '
-m-i cos -— [im 4-1)//)' +1»
e',(«)= limJI-
COS [/ x' — ( a /If -f- 1 ) '',0' ] cos (2/» 4- ijip'
en se rappelant que, dans la valeur de 6'^ (^), on est convenu de remplacer, pour m= o, le facteur cos( 2mip'\ par la valeur
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On se rappellera que les quantités yj, x, p, y, n'y ^j p'> rf 4"* entrent dans ces formules sont données par les relations
(,=4-, a:=iî«, p==iîK% ç=^-*N
d'où Ton tire
1338. Si Ton pose généralement, comme au n? 1331,
J fz ( 2 /«H- I — ^ ) ' P I
0;,,(i*) = ^-'lim JJ
on trouvera une série de relations semblables à celles que nous avons établies pour la fonction 0pi,v(")« On aura d'abord les égalités
(38) 6' = ©;.,, e*. =0'i,i, e', = e',,o, e^\ = ei^^^,
qui diffèrent de celles du n? 1331 par l'échange des indices p, v. Il viendra ensuite
( e;,.(-«) r-(-ire;,(«),
(39) I e;..(a-f- 2/K') =: (- ire;.,(tt),
1339. Nous allons chercher maintenant la relation qui existe entre les valeurs des fonctions 0^,, et 0^,^, qui jouent le même rôle dans les expressions (6) [1330] des fonctions elliptiques sn«, cnii, dnii, tnw, et dont les valeurs doivent être nécessairemenl proportionnelles .
Désignons par <{/(u) la valeur commune des quatre rapports
•■ : , ou — — •
RELATIONS ENTRE LES B ET LES S'. ll'S
Cette ionction est paire. De plus, elle ne devient ni nulle ni inliniepour aucune valeur finie de u, et se réduitàTunitépour a =o. En vertu des formules des n°* 1333 et 1338, on a
•>(« -+-2K) =tf»-''-»-V.;,(tf), d'où Ton tire
et par suite
l4«) D«log^(« + 2K) = DjJlog.>(a-t.2/K') = Dîlog^(£/).
La fonction ^{u) étant uniforme et continue pour toute valeur de M, il en sera de même des deux fonctions
De plus, les égalités (4i) expriment que la fonction Hllog^^u) est doublement périodique, et, par conséquent, elle est encore finie pour u = 00 . Donc, d'après ce que nous avons démontré au n? 1 137, elle se réduit à une constante.
On doit donc avoir, en intégrant,
DMog.Kii)=a, Du\og^(u) = aU'h If,
a et b étant deux constantes. Mais la fonction D«log({'(u), étant
la dérivée logarithmique d'une fonction paire, est elle-même une
fonction impaire [288], et, par suite, la constante b est nulle.
On déterminera maintenant a en observant que, d'après les
équations {4o)i aux accroissements 2K, 2iKMe u correspondent
les accroissements 2iq^ 2iyi de Dulog^(u), accroissements qui, en
vertu de l'équation
DJog^[u) = au,
doivent être respectivement égaux à 2aK, smK'. De Tune ou de
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Tautre de ces conditions on tire
TT
Donc
KK
</log}(«)=:--^«^«.
d*où, en intégrant et remarquant que 4'(o) = i ,
rr»i
Par conséquent,
i340. Il existe une relation importante entre les fonctions 6 correspondantes aux modules complémentaires A: et h'. Si ron change u en iu, k en k', et par suite
ïj, p, X en lî', p', /x', la fonction ©^.vC**» ^) deviendra [1332]
-*-» cos/V-4-fi^ — (2« -4-i-.v)«o'l -„-i cos fi (a/i H- f — v)/p' I
Donc
formule qui permet de ramener les 3 d^argument imaginaire aux 6 d'argument réel, et vice versa.
TRIQUES. FONCTIONS B
1341. La fonction ©^^^(u) dépend de l'exponentielle
•lîf
elle est uniforme et continue pour toute valeur de cette variable f , car elle reste finie pour toutes les valeurs de t autres que celles qui rendent t infini, et elle admet, comme t, la période 4K. Donc, en vertu du théorème de Laurent [1148], cette fonction est développable, pour toutes les valeurs de t, depuis zéro jusqu'à Tinfini, en une série infinie dans les deux sens, et procédant suivant les puissances entières, positives et négatives de t.
Nous avons vu [1333] que, lorsqu'on remplace u par « -H aK, t se changeant en — f, ©^ „(a) est multiplié par ( — i)% de sorte que l'on a
Donc, si V = o, ©^^ ^ sera une fonction paire de t, et son développement ne contiendra que des puissances paires de cette variable; si V = I , ©j4 4 sera une fonction impaire, et son développement ne contiendra que des puissances impaires de t. La série sera donc généralement de la forme
La fonction ©^,(zi) élant réelle pour les valeurs réelles de x et de y, les coefficients Um. et a^^^^y correspondants à deux puissances égales et opposées de e'-^, devront être égaux entre eux en valeur absolue.
Connaissant maintenant la forme du développement, il ne reste plus qu'à déterminer les coeflicients, ce que nous pourrons faire par la méthode des co'efficients indéterminés.
1342. Nous allons commencer par développer la fonction 0o,o(^)
B ^ Coars de Cale, i/t/nit., IV. 1 5
OU 0s(u), et de son développement nous tirerons aisément les développements des trois autres, en nous appuyant sur les formules des n°« 1334 et 1335.
D'après ce que nous venons d'établir, le développement sera de la forme
— « Si l'on change u en u -+- aïK', on aura [1333]
ou, en introduisant q = e'^p,
En égalant de part et d'autre les coefficients des mêmes puissances de e*^, on aura, en général,
d'où Ton tire successivement
Donc
ej(tt) — ae\g'"*e*'"i''-aJ 1 + 2 2)7'"'cosam.îr
On a ensuite [1334, (i6)], en changeant u en k -4-. K.,
TT
en X 4- - ^
DÉVELOPPEMENT DES B EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES
Puis, par les formules (19) du n^ 1335,
Enfin les formules (17) du n*' 1334 donnent
1343. Il nous reste à déterminer le facteur constant ao, commun aux. quatre fonctions 0.
Jj'équation (29) du n^ 1336 nous donne
Désignons par P(^/) la valeur commune de ces deux expressions.
En comparant les valeurs [1331, (8)] de ©(u) et de 0|(m)
avec celles que nous venons de trouver, on aura les deux égalités
TT(i — 2 7*''"^*cosajc-f- y*"-»-*)
sinxTT(i — 2^*"cos2Jc + y*")
= P(î) y(— i)'"î'"**'"»in(2/n + i)x.
Les deux membres de chacune de ces deux égalités étant identiques, quelles que soient les valeurs de q et de x, elles subsiste-
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ront lorsqu^on y remplacera q par ^^. En les multipliant membre à membre après cette substitution, et remarquant qu'alors le produit des premiers membres reproduit le premier membre de la seconde équation (i), il viendra
= P(y)y(— i)'"^'"'-^"'sin(2/iH-i).r.
En égalant dans les deux membres les coeflEicients de sinx, on a
Si Ton fait x = - dans la seconde égalité (i), elle donne
Donc
et, par suile,
La fonction P(<7) TT(i — ff^") ne varie donc pas lorsqu'on y rem-
place q par q^, et par suite aussi par y*, y®, . . ., et finalement
par q*= o, puisque q est <] i . Donc on aura dans ce cas
quantité égale à TuDité, en vertu de la première équation (t ),
On aura, par conséquent.
ên(-^*''-)'=n7=-T«^
On a d'ailleurs [1336, (3o)], d'après les notations de ce numéro,
1344. Si nous posons maintenant, d'après les notations de Jacobi (*),
S- (jî) =r I-h 2 V(— l)'"7"*'cO.S2mX,
^i(.r) = 22(— i)'"<z^'"'^*^ sin(2/» -f- i)x,
S-j(x) = 2\*7^ *'' cos(2m-|- î)jr,
S-j (jr) := I -h 2 y 7^' ces 2 m .y, \ 1
les produits 0 auront pour expressions
En remplaçant dans ces formules les produits © par leurs valeurs (8) du n» 1330, et les constantes yj, A, h! par leurs valeurs du n^ 1336, on aura, pour les expressions des fonctions S- sous
(*) Dans les Fundamenta, Jacobi représente les fonctions ^{x\ d',(<r) par 0(«) H(b), d'où l'on déduit
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forme de produits infînis,
1 • 5^1 (,r) = ^7^ JJ(i --7*").sinj:. J2[i-— '2 9"»cos2ar -|- ^*«],
^3(jr)r^ JJ(i- ^'«).jQ(i-f-'i^»«+«cos2x-H7*«-^»).
D'après cela, les fonctions elliptiques s'exprimeront au moyen des fonctions B- par les formules suivantes :
dn«= Vr ^^^:^
I BJ.r]
tn M -ir
v^r ^il-t-j
< snctt —
cnc
dnc,/--= ^/x":?±:ll,
tncK
Lorsque la constante p et la constante q qui en dépend seront remplacées par des quantités représentées par d'autres lettres, par exemple par p' ou </', on mettra ces lettres en évidence, et Ton écrira
S-[^,p') ouS-(j:,7'), S-|(x,|d') ou 3-i(.r,9'), etc. Les fonctions 5-, S>2, S-s sont paires; la fonction B^^ est impaire.
134o. En substituant les valeurs (3) dans les formules obtenues aux n"* 1335, 1336, 1337, et posant, pour abréger,
IX
e ^ zzr.q^€r
PONCTIONS d.
on aura les relations
^, (x) = ^t (^-x\ = iÇ * (x — r» = /Ç S-, ^x 4- ^ - ipV S-,(.r) = 3-, (^ — x\= Ç3-,(x — />) = 53- fx + ^ — ipj.
Pour M = o ou K, d'où j: = o ou -» on a les formules suivantes
Mo)=^3(^)=v/^'=.4-a2:(-.N-.
Des formules des n^* 1333 et suivants on tire celles-ci :
ir
Pour i« = Ji^j-I- 2/wK + 2/iiK', .r m j:^. -h 2 m —
intp,
(lo)
on a
(— )»^Vt = {-')
„+,^iW
^-«t^-tn/x
TT
Pour tt = iio-|-2iwKH-(2/i + i)/K', x=:ro-l-2m — h(2/H-i)/p,
on a
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Si l'on pose, comme au n° 1337,
!ï2) '^ et de plus
U= r*^^= e~= e»"?= e^= y'^= 7"^, la relation établie au n" 1338 donnera les formules
^,[i\r)=yVB- (.r',p').
En changeant dans ces formules y en ^' et 7 en -» et développant le résultat de cette substitution au moyen des formules (2), on en tirera de nouvelles expressions des fonctions 5-, qui sont avantageuses pour le calcul numérique, lorsque A" et ç sont trèsvoisins de l'unité, et par suite q' très petit :
*i(')= j-*i;(-')"7'^"'''"^'sh(2/.+i)^.
On en tire, pour remplacer les formules (6),
(.5) ]5,(o) = 7rn-a2(-")»î'»'|.
1347. Si ron remplace, dans les fonctions 3-, la variable réelle X par une variable complexe x -j-iy, en s'appuyanl sur les formules
cos(a -+- /pi 4- cos(a — /S^
= cosaChp, etc.,
et posant
g [x.ix] = I -h ^y]("- ^y* q''* cosinx Cho.nx,
giij^yij-] = aV (— i)«7^ *^ sin(2/H-i)jrCh(2/ï-f-i)r,
^j(a7,tj)=: 2^
2 > 7^'"*"*>' cos(2/i H-i)j:Ch(2/f -+- ijjj
// (.r, ij) = — 2 Vf— i)''7'»"sin2/iarSh2/i7,
//i(x,i»= ^Vf— ij't^l""*"»' cos(2/n-i)jrSh(2/i-f-i)r»
^,(j-,/r)z=: ^2^ sin(2/i-hi).rSh(2/i4-i)j,
/P3(x,/j)= 2 y^ç"* sin2/ix Sh 2/ij,
on aura, pour l'indice fx = o, i, 2, 3,
(17) â^[x±ty]=:g^[x,ix)±i/ty,(x, iy).
Dans le cas où le module serait très-voisin de Tunité, on transformerait B'^[X'\-ij) en ^^\_i{y — t-^)]- En ayant alors égard aux formules (i3}, on ramènerait les développements à ceux des fonctions 5"v(j^ — iafj q'). Par exemple, en posant, d'après les formules (13),
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on aurait iy-i^
^yye ^ [g,[y, ix\ q') — ifi.jy, /.r', q')\
et de même pour les autres.
1348. Des expressions (4) du n» 1344 il est facile de déduire les développements en séries des logarithmes des fonctions ^, On a d'abord
En sommant les deux membres de Tégalité par rapport à l'indice «, depuis n = i jusqu'à /i = oo , il vient
2éJ X-q"
et par suite
L'expression i — ar/" cosaa: -f-y*" se décomposant en on a, pour les logarithmes des deux facteurs,
oc
d'où
En sommant par rapport à /i, selon que n sera de la forme am — i ou de la forme a/w, on aura
log JJ (i — a^" cos2.r H- 7"*) = — ^2# " 1 — q^- cosavj:,
r cosav.
VI — 7
Si Ton avait eu à sommer les logarithmes des expressions
I -t- 2 7* cos 2 a: H- <7*'», on aurait eu le même résultat, au changement près de - en tlil.
D'après cela, on aura, pour les développements des logarithmes des quatre fonctions S-, en posant, pour abréger,
(,8) Q^-Vl "i"" ^-'lyi,^
les
expressions suivantes.
log3- (.r) z^ Q - ^2 - .^-f^ COS2«X,
H'^i (•'•) = Q -♦- log (27* sin .rj — 2 y ? — - cos2«.r,
logi^,(x)r=Q-|-logU<7*COSJ7/— 2 > ^ ^ ^ —
^•^ n I — fl
f^tn
COS 2 /t or.
.og..W = Q-a2^-^
(—il'* 7"
cos2//.r,
ou, sous une autre forme.
, * , V ^:^ 7" -f- cos inx
^^ /iSh2/ip
, û. / s I / i • \ v' 7'*(i — cos2/?.r)
I û. / ^ , / X \ v^ 7"[n-(— l)'*cos2«.r]
^^ /} Sh 2 /zo
logJ^,(.r)=z:-22
7'*-f-f — lV'coS2/IJr /Z ^h2/lp
Pour les valeurs complexes de Targument, la formule (17) du
numéro précédent donne la relation
(21) -- loc y ; = arctang ~H-^ •
1349. Les dérivées logarithmiques des fonctions 3- jouent un rôle important dans l'Analyse. Jacobi a désigné, à un facteur constant près, celle de ^{x) par le symbole
Z(tf) = Daloge(«) = )3D;^log5(j:).
Cette fonction jouit des propriétés exprimées par les égalités
Z(o) = Z(K) = o, Z(-a) = -Z(«), Z(«4-2K) = Z{tt).
On trouve immédiatement, par la différentiation des formules (a),
ri-.»
D,log&,(x) = -T^ V(2« + i)î^ '^ sin(2»-j-i)j,
ou, par la différentiation des formules (20),
sin2/i.r
D,iog*{x)=22;sï,— '
sin2/?x
Dx l0g&, (x) = COtx + 22, 7» gj^^^
D, log&, (x) = - tangx + 2 2, (- •)" î" shi — »
Sm 2 /IJT
sino.nx
Dxlog5,(x)=22;(-i)''shi;;^
On voit que la troisième et la quatrième des formules ( a3 ) se déduisent de la seconde et de la première par le changement de x
en xH — •
FONCTIONS a*, a37
En prenant pour les B- leurs valeurs déterminées par les formules (3) du n° 1344, combinées avec les formules (35 ) du n** 1337, et opérant comme on vient de le faire, on trouverait les formules suivantes, avantageuses dans le cas de q voisin de Tunîté :
D,logM.r) = - ^' -f 7»[Thx'_.2(-)"î"'|^].
rv 1 ^ f \ ^•'^' A ^ X? f« Sha/îx'l
D,log^,(x) = ---./2(-i)-,.i— 7
Dans le cas où les fonctions B- ont un argument imaginaire ix, on pourra obtenir leurs dérivées logarithmiques en changeant x en ix dans les formules (22), ce qui donne, par exemple,
(25) D,log5(.\r)=-t-^2(-0"''7'Sh2/ia:.
On peut aussi partir des formules (3) du n** 1344, d'après lesquelles
log5 ( /\r ) = const -f- 2 % ( " "~ ^ ^"'"^* C*^ ^ -^ + ?^""^* ) ' etc., •
et d'où l'on tire, en différentiant,
D;rlog5 {ix) = '^iSh'i,ry --—, \ ,
D,log^.(>>)=fb-^^'"-'2ch4^p-Chc.x^
D, logB Jix) = — Thx 4- 2 Shi jr ^ -—^ ~r — »
Dx logi^a ( /x) = ai Sh 2 X ^^ -T-77 ^ -r — •
' ® '^ ' -^Ch(4« + 2)p4-Ch2j:
1350. Nous avons vu [il6i] que deux fonctions uniformes ei continues dans toute Tétendue du plan et ayant les mêmes zéro> et les mêmes infinis, chacune avec le même ordre de multiplicité, sont égales entre elles, à un facteur constant près.
La fonction de x
3y(«_jhj:)^^(a~.r)
est doublement périodique, ses périodes étant ir et 2tp. Elleadmei pour infinis doubles les zéros doubles de [^» ( J:^)]^, et par suite le< zéros du carré de celle des fonctions
sn - > j 1
Ti X X .r
sn - en - an —
U ïî 13
qui a pour numérateur b^{^x\ Par exemple, la fonction
admet les mêmes infinis et, de plus, les mêmes zéros que la fonction
sn' -
Sir -
Pour j: = o, les deux fonctions se réduisent à Tunîté. Donc elles sont égales pour toute valeur de x, c'est-à-dire que l'on a
S,(a -h:r)9",(a — .r) sn'«
a étant égal à -• On établirait de même l'égalité
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§ VI
DE FONCTIONS PÉRIODIQUES
1351. Les fonctions elliptiques snuy cnu, dnu ont pour infinis les valeurs de la forme
// = 2/« K 4- ( Qt /ï + I ; /K',
et la fonction tn u les valeurs de la forme
tt = (2iw-i-i)KH-a ///K'.
Il résulte de là que, si par deux infinis consécutifs, correspondants à des valeurs n — i et /i de l'indice «, on mène deux parallèles à Taxe des JT, la bande de largeur aK', comprise entre ces parallèles, ne contenant aucun infini de la fonction, celle-ci sera développable, dans rintérieur de cette bande [1178], en une série convergente, ordonnée suivant les puissances positives et négatives de Texponentielle
Remarquons que la même série ne pourrait servir pour deu\ bandes consécutives. Mais on peut ramener le développement pour une bande quelconque au développement pour une bande donnée, correspondante à un multiple de aïK' moindre de v unités, en remplaçant u par u — aviK', ou x par x — ^"^^ipy ce qui ne peut changer que le signe de la fonction elliptique [1311 J.
1352. La fonction snu étant impaire et changeant de signe quand on remplace u par u -f- 2K, ou a: par x -+- tt, son développement, qui sera convergent dans l'intérieur de la bande comprise entre les parallèles u = ± x K^, aura nécessairement la forme
snu = y flr,„[tfC«"«+i)i>— e-C«"»+i)/']
= \* 2/Vsr„ sin ( 2 m + I j-'^-
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On a [1180], en multipliant Téquation précédente par ef^m+Oir^^ et intégrant,
ette intégrale, considérons l'intégrale prise le long: (lu contour d'un rectangle {Jtg- 107) ayant sa base sur Taxe des x,
Fig. 107.
L — . — L—i — Ja
0 zK
de M = o à u = 4K> et sa hauteur égale à un multiple pair de K', les infinis situés sur les côtés verticaux étant évités suivant des demi-cercles, tous tournés dans le même sens. Ce contour contiendra ainsi dans son intérieur deux files verticales d'infinis, correspondantes aux abscisses 2K et 4K-
Les valeurs de la fonction snu, prises à la même hauteur sur les portions OC et AB du contour, sont respectivement égales, et il en est de même pour les valeurs de la fonction e""f2OT+o*>. Jq^^, [^5 intégrales prises en parcourant ces deux chemins, l'un en sens contraire de l'autre, se détruiront mutuellement.
L'intégrale prise suivant BC pourra être supposée aussi petite que l'on voudra si l'on augmente indéfiniment la hauteur du rectangle. En efi'et, pour w assez grand, l'intégrale prise le long de BC,
est évidemment infiniment petite pour n infiniment grand.
DEVELOPPEMENT EN SERIES PÉRIODIQUES. ^l
Donc rintégrale prise le long du contour du rectangle se réduit à moins Tintégrale prise le long de la base OA, c'est-à-dire à la valeur du coeflicient cherché a^.
Or l'intégrale prise le long du contour du rectangle est égale [ii28] à la somme des résidus relatifs aux a/i infinis contenus dans l'intérieur du rectangle. Si nous considérons un de ces infinis, ayant pour coordonnées l'une des abscisses a K ou 4 K. et Tordonnée (2V-+- i)K', en faisant
, rintégrale relative à cet infini sera égale [1130] à
air/lim y sn[iaK H-(2v 4- i)/K.'-i- v]e(*'«+»)/[it«-»-;i»+i) j+t^»].
Or on a [1289 et 1291]
sn[2aK4-(2v4-i)/K'4-u]==[— ilJ'ânf/K'-^uJzzitLLr. ^ '^ ^ ' j \ j \ è X:snu
donc l'expression précédente a pour valeur
27rf — lim = — j-^-
/• y_oSnw A
Les autres facteurs se réduisant à ( — |)i*e~(2m+i)(2H-Of^ l'intégrale sera égale à
Il faut maintenant sommer les intégrales appartenant à l'une des files et doubler le résultat, qui est, comme on voit, indépendant de fx. La double somme, pour v infini, est égale à
27r/ 2r-(*'«+>)? _ o.ir/ I
Donc la valeur du coefficient am est
^"""Jk Sh(2m-hi)p'
et par suite on a, pour le développement cherché,
, . 2>î v^ sin(2/7i -f- î)x
{•) '""' = T2-Sh(2m+,)p'
H.— Court de Cale, in fin., IV. l6
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1353. Par un calcul entièrement semblable, on obtiendra, entre les mêmes limites, le développement de la fonction cnu, qui a les même infinis que snii. Seulement, cnu étant une fonction paire et changeant de signe lorsqu^on augmente u de sK, son développement sera de la forme
= ^^2a„cos{im •+- i).r.
On trouvera ainsi
, , 2ïj ^r^ cos(2m -4- i)j:
1354. La fonction dnu étant paire et avant pour période réelle aKy son développement, entre les mêmes limites, sera de la fornit.'
z=:aQ'\-^^ia„f cosa/wj-.
En intégrant les deux membres de Téquation de p à 2K, on aura d'abord
On obtiendra les autres coefficients a^ en intégrant après avoir multiplié pare^'"'-*. On trouvera de cette manière
et par suite
(3) dna = ïj/n-2V —
Ch2mp
1355. La fonction tnu a pour infinis les zéros de cnu, c*est-
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à-dire [i293]les valeurs
Il ^:3 (2/71 -I- l)K -4- 2/1/ K', ou .r = (2/71 -+- l)- ~|- 2/Iip.
Le développement sera convergent entre les parallèles correspondantes à u = oetàu:= 2f K', excepté aux points (2m + i)Kde Taxe des Xy qui sont des infinis de tnu. Ces points étant en même temps des infinis de tangx, on peut faire disparaître les infinis du développement, en considérant, au lieu de tnu, la fonction
f ( ar ) r=r tnii — a^ tang j:,
la constante a^ étant déterminée de manière que le second membre s'annule toutes les fois que tnu et tangx deviennent simultanément infinis.
On a maintenant [1294]
utn(K -f- 2v/K'h-v):=(— i)^vtn(K-f-u)
f ^ ^ A'tuu
dont la limite est '- — j, — • La somme des intégrales en question sera donc
Donc
2'«m- x./ l 'i , 4. ^./« - X' ^ "^ Ch2/7l/
et, par suite, (4) tn
*» r* V^ / \M «sin2/7ix|
/i = ^j^tang.H-22(-i)'"7'"ïn^^J-
1366. On a
a« = -^ = — T 9 dou If ama== dniiaii.
Af an II
En intégrant le développement (3) de dni/, on aura celui de la fonction amu:
1 sin^mx
(5) amii =:: .v-T- y
Le terme constant du développement s'obtiendra en faisant, dans le second cosinus de la parenthèse, m = m', ce qui donne
2ïJ^
a — — V__JL__ — ?2! Y y*^-*-'
Ch'(2/w-f-i)/:) X* -^rf ( 1 -T- 9*'"-^7
Calculons actuellement le coefBcient a^, de cosunx. Les nombres m, m^ n'étant jamais négatifs , il faudra prendre pour termes de a^ d'abord; parmi ceux qui multiplient le premier cosinus, les termes dans lesquels 2m + am'-i- a = an ou 7T/=n — m — i, ce qui donnera la somme
~ ^^ P«m+lPfn-î/«-t'
Or on a l'identité
Sh.3 _Sha Sh(|3 — g)
Ch«Ch(P — «) "" Chi ^ Ch(|3-^a)
_ Cha — Sha __Ch(|3 -«)— Sh(l5-«)
Cha Ch(p — a)
Cha Ch(p — a)
Donc
[m-i-ï- it— m— 4- I
2Ch(2/?i H- i)i» 2Ch(2/i — 2/n — i)pj
En sommant cette expression depuis m = o jusqu'à in=.n — x, les sommes relatives aux deux derniers termes sont égales entre elles, et l'on aura, pour cette partie de an.
DEVELOPPEMENT EN SÉRIES PÉRIODIQUES
cette partie de a„y
Uidentité
Sh ? _ Sh « Sh[a-i-p] _ <?-^ g-«-P
ChaCh(a-h|3j "~ ~ CÏûc "^ Cli(«-i-S) ""Clia Ch(«-rp)
donne^ pour cette somme, la valeur
«B m+- w in-m+- I
^„, Ch(2/iH-i)p ~~ JL^Ch(2/H- 2/n-t- i)p I
En réunissant les deux parties (A) et (B), on aura, pour la valeur du coeffîcient demandé,
" Sh2fip Sh
[«e OT+- <e w + m-f-r I
^ Ch(2/w-T-i)o ^i*UH2/î-+-2m-i-i)|!) I /i 0 -J
Or les deux sommes de la dernière parenthèse forment deux séries convergentes, composées de termes identiques chacun à chacun; donc elles se détruisent mutuellement, et il reste simplement
" Sh2/ï,o d'où enfin
en
1360. Pour obtenir le développement de sn^a, remarquons que
k ik
la valeur (2) de — cnu se change dans la valeur (i) de — snu,
lorsqu'on remplace, dans (2), x par x et ip par - — ip
(ou y par — q). On aura donc la valeur de ; sn^u si l'on fait
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Le terme constant du développement s'obtiendra en faisant, dans le second cosinus de la parenthèse, m = m', ce qui donne
Calculons actuellement le coeiBcient a» de cos a/zjr. Les nombres m, ni n'étant jamais négatifs, il faudra prendre pour termes de a^ d'abord, parmi ceux qui multiplient le premier cosinus, les tenues dans lesquels 2m-+- am'-h a = an ou ni^:^n — m — i, ce qui donnera la somme
m=ji— i
~* J^ Pfm-l-lPf«-t/«-t-
OT
Or on a l'identité
ShjS Sha Sh((3 — a)
Ch«Ch(p — «) Cha Ch(|3 — a)
Cha — Sha Ch(|3 -«)— ShfÔ — a)
Cha Ch(;3 — «)
Cha Ch(p — a)
~ * ï/n+l Pïi»-îm— 1
2Ch(am-f- i)p 2Ch[a/i — a/» — i)pj
En sommant cette expression depuis m = o jusqu'à m = /i — x, les sommes relatives aux deux derniers termes sont égales entre elles, et l'on aura, pour cette partie de a,iy
Sh2
Pour les termes qui multiplient le second cosinus, on devra prendre ceux pour lesquels m — ni est égal soit à + /i, soit à — n\ les deux sommes ainsi obtenues étant identiques, il suffira de prendre l'une d'entre elles et de la doubler, ce qui donnera, pour
DEVELOPPEMENT EN SÉRIES PÉRIODIQUES. a47
cette partie de a^,
L'identité
Sh ^ _ Sh g Sh[a-i-|3] __ <?-^ g-'"^
ChaCh(a + |3j "" ~ CÏûc "*" Ch ( a -h ô ) ""Clia Ch(«-r J3)
donne, pour cette somme, la valeur
2d^ ch(2/in-i)p ~~ JL^ch(2/n- 2/«-t- i)p r 0 0 J
En réunissant les deux parties (A) et (B), on aura, pour la valeur du coeflicient demandé,
y _JlJ V 1 ! .
Sh2/<p Sh
Or les deux sommes de la dernière parenthèse forment deux séries convergentes, composées de termes identiques chacun à chacun; donc elles se détruisent mutuellement, et il reste simplement
d'où enfin
ciru -
Y* I ^ cos2/î.r I
2rfCll*(2/l — l)p"^^-2rf'' Sh2///»
1360. Pour obtenir le développement de sn'u, remarquons que
k ik
la valeur (2) de — cnu se chancre dans la valeur (i) de — snu,
lorsqu'on remplace, dans (2), x par x et ip par ip
k* (ou y par — q). On aura donc la valeur de ; sn^i* si l'on fait
aSo LIVRE Vi. — CHAP. IV, § VIÏ.
De Téquation ( 2 ) on tire, pour les valeurs des autres fonctions elliptiques de Iku, jU
cn( X-tt, j J = v^i — z* = ^1— X*sn*(«, X) =:dD(a, /),
dnfXtf, -j = 4/j — — z=y^i — sn*{tt, X) = cn(ii, /).
En posant, pour abréger.
on en conclut
tang - «•îm I ku^ - j = /,
-en (/•«,!)
I4j """X/ T. TT ~~ V ' -^dntt~" I -hdntt
-4- en
— dn tt X sn «
= etc.
On en tire, réciproquement,
dntt =: zi Xsntt = :» etc.
En faisant snu = Z| et substituant ces valeurs dans l'équation
on aura
1363. Si l'on pose maintenant
TRANSFORMATION DE LANDEX. StSl
Tégalité (5) deviendra
6 uz=z \ __=.
DonC; si Ton considère un nouveau module / et un nouvel argument v^, liés aux anciens, h et Uj par deux relations auxquelles on peut donner les formes suivantes :
(7) / = -, /' nzrv^l — /* = 77? X'=: -,i k =z -,
(8] P= //, U=^ --i»=(l+/]r, Xw =zr 2 à// . P,
et dans lesquelles u et i' varient dans un rapport constant, les fonctions elliptiques correspondantes aux deux systèmes [uy Ar), [u, l) seront liées entre elles par la relation
Nous conviendrons, pour abréger Técriture, de rapporter au module / toutes les fonctions elliptiques de l'argument v où le module ne sera pas explicitement indiqué. Nous aurons, d'après cela,
n ï /, ï\ . /* — ^»" V^.SQP = f = tane-aml ak, -1 = 1/ —
' '^ 2 \ A7 V I -h dntt
V I H- A* sn « — V * — Al sn tt
^i -h X' snii + ^1 — ksnu
ce qui donne
- . /i-+-^sntt i + vu.snp
On voit par là que z = snu et j* = snç' sont liés entre eux par une relation du premier degré en z et du second degré en j*. Cette transformation du système (z, k) dans le système (j-, /) est dite, pour cette raison, une transformation du second degré.
Comme on a <^ ou i , il s'ensuit des équations ( 7 )
a5o LIVRE VI. — CUAP. IV, § VII.
De Téquation (2) on tire, pour les valeurs des autres fonctions elliptiques de Ikuy 7 ji
cnUu, j\ =z v^i — z« = v^i— X*sn*(«, A) =dn(ji, l\
dnU«, -jznâ/i — ij=z:^i — sn'(ff, X) = cn(ji. /;.
En posant, pour abréger^
on en conclut
tang - am ( Au, - J == /,
-cn(x«.i)
— ânu A sn «
"=etc.
-hdnu i + dna en
On en tire, réciproquement,
dnw = 1% Asnu = r» etc.
En faisant snu = i^i et substituant ces valeurs dans l'équation
on aura
1363. Si Ton pose maintenant
TRANSFORMATION DE LANDEN. a5l
Tëgalilé (5) deviendra
DonCy si Ton considère un nouveau module / et un nouvel argument Uf liés aux anciens, k et u, par deux relations auxquelles on peut donner les formes suivantes :
(8) P= II, 11= -i'= (l -f-/]p, /ll=i2à//.P,
et dans lesquelles u et i' varient dans un rapport constant, les fonctions elliptiques correspondantes aux deux systèmes [u, k), [u, l) seront liées entre elles par la relation
Nous conviendrons, pour abréger Técriture, de rapporter au module / toutes les fonctions elliptiques de l'argument v où le module ne sera pas explicitement indiqué. Nous aurons, d'après cela,
V/.sne =: ^ = tang-ami ku^ -- ) 1= i/ —
' ^2 \ A/ V i-h dnii
V I H- A- snii — V ' — A- sn II
^i -h X' snii -4- ^1 — A: snii
ce qui donne
^snii i -\- y/.snp
A^snii 1 — ^.
snp
On voit par là que z = snu et j* = sn^ sont liés entre eux par une relation du premier degré en z et du second degré en j*. Cette transformation du système (z, k) dans le système (j*, /) est dite, pour cette raison, une transformation du second degré.
Comme on a <^ ou i, il s'ensuit des équations (7)
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Cl (8) que Ton a à la fois
X'> ^>^ et u>>o.
Donc la transformation précédente diminue à la fois les valeur> du module et de Targument des fonctions elliptiques.
1364. Des équations (lo) ou (ii) on peut tirer les valeurs de toutes les fonctions elliptiques de [v, l) au moyea des fonctions elliptiques de (u, Ar). On trouve, par exemple.
/ srip
/i -h k' I \ — dn M
~ V I — X' V i-f-dna'
/ *i. /ànu — k'
V I H- X V I -H dott
tnp t
~ — = tn «,
dm» IH- /
/ sncp
— /i-f-X' /dntt — X-' I ik / I — dnic
/ aX' /i-f-diii£
dner . ,.
= (' — /] tna.
A ces formules on peut joindre celles qui donnent les fonctions
elliptiques du double de l'argument i/. On a, par les formules (M)
dunM315,
en* u — sn* tf dn* a
cn2i/ =
I — X-*sn*tf dn* u — X * sn* u en* u
dn2ii =
1 — X* sn* u
TRAN8P0RMATION DR LANDEN. :i33
Si l^on pose, pour abréger,
VMMh~dnâ«^ U,
on aura, par les formules précédentes,
dnap=Y|» cn2P=— ■•
§ Or on trouve facilement
^(S4-T)*=:i + cn2tt— l(i — dn2//), 7(8 — T)*=:i — cnatt— ~ (1 — dn2i/).
En mettant pour en 2Zi, dnaa leurs valeurs en sn^w, il vienl
- 2(1 — A:»sn*tt) „,
I -h Cli'lU r_~ -i — i
I — A * sn* u
2(sn*tf — A*sn*iz]
1 — en 2 // = — ^ -2 — 7 • •
1 — A ' sn* u
D'après cela,
S -f- T _ ^. en* // S — T _ j/2^A'«n* u
2 V^i — X*su*« ^ y/i — Â:*sn*tf
et par conséquent
, en* // -h Â:'sn* u en' u — /'sn* u
dn2P:=: r-i » Cn2i'=: r— 7 >
dn' tt dn' «
ou, sous une autre forme,
( dn2P = cni£ snci/ -h snz/cnc£/, f cn2P=:: cnwsncii — sncecnctf.
1365. Puisque - est constant, on aura, pour u = K., ç» = K.
Or les formules précédentes donnent, pour u = K., cnç» = o, sans que la fonction cnç' puisse s^évanouir pour une valeur de u comprise entre o et K, et, comme u et i^ croissent dans le même sens,
I -f- X' il faut que la valeur K soit égale au quadrant elliptique L
correspondant au module /. On a donc (i5) i.^I±JLk.
De même, si Ton change uen lu, p se change en iV, et la valeur (12) de en i' devient
en'
On aura cnV = o, et par suite 1^ = le quadrant complémentaire L' correspondant au module l\ lorsqu'on donnera à u une valeur telle que Ton ait
snc' a = sn'(K'± « ) — — 1 — sn'3K', K'±u— 3K',
d'où ±u= 2K'. Comme u et ^' sont de même signe, on prendra ici le signe -f-, de sorte que 2K' et L' sont deux valeurs correspondantes de u et de v. Donc le rapport de ces deux valeurs est ' — ?
c'est-à-dire que l'on a
Les équations (i5) et (16) donnent , , L' K' K' 1 V
[in] — =: 2 — ■ * ou — 1= — — •
Donc, si l'on désigne par
ce que devient la quantité q lorsqu'on change k en Ij on aura
(18) r = q\ q — >Jn
TRAN8P0RHATI0N DE LANDEN
1366. Si l'on représente snu par Zy sn^^ parj^, Téqualion (lo)
,- ^ i -+■ fiz — J\ — kz
y>Ji= -^== -
pourra s'écrire sous la forme
IQ) kz=z ■ , '
Telle est la forme la plus simple de la relation entre les fonctions snii, sn^, qui a fait donner au passage de Tune de ces valeurs à l'autre le nom de transformation du second degré [1363].
1367. La transformation que nous venons d'exposer, et dont la découverte est due à Landen, fournit une des méthodes les plus simples pour le calcul numérique des intégrales de première espèce.
Si l'on applique plusieurs fois de suite cette transformation, on obtiendra une série indéfinie de modules complémentaires
dont chacun se déduit du précédent en vertu de la formule
Le calcul des quantités k'^ acquiert une grande symétrie si l'on pose
(21) k=:—j Aj=-— , ..., A=-^> •••»
m ' /7i| ** ntp
auquel cas la formule (ao) devient
le rapport des nombres np, mp étant seul déterminé, on pourra supposer ces nombres respectivement égaux aux deux termes de la fraction du second membre, ce qui donne
mp = ) iip = \nip^i fip^i .
La détermination de ces deux suites de nombres modulcdres se fera donc par le calcul de deux suites de moyennes, les une> arithmétiques, les autres géométriques. On aura ainsi successivement
Ces deux suites sont l'une décroissante, l'autre croissante, et chaque nombre de la seconde est toujours moindre que son correspondant de la première, tandis que la différence de ces deux nombres décroît indéfiniment. Les nombres des deux suites tendent ainsi vers une limite commune yj, comprise entre i et A', et dont ils se rapprochent très-rapidement.
En même temps, les rapports (21) convergent vers l'unité, el, au bout d'un petit nombre d'opérations, on parviendra à une valeur A' sensiblement = i . On pourra considérer alors kp'=y/i — h'.' comme nul, et par suite K^ comme égal à -• C'est ce qui résulte de la relation (17) du n** 1365, d'après laquelle on a
K^ ne pouvant jamais devenir moindre que -, K'^ doit donc croître
indéfiniment, et, par suite, A'^ doit converger vers Tunité etkp vers zéro.
1368. Cela posé, la relation entre deux quadrants consécutifs
amènera la suite d'égalités
Kl "" m^ Kl "~ /w, Kp rn~^ '
qui, étant multipliées entre elles, donnent
nip
CALCUL NVHéRIQUB DBS INTEGRALES ELLIPTIQUES. aSj
Si p est assez grand pour qu'on puisse supposer nip égal à la limite iq, et K^ = -9 on aura alors, à cause de m = i,
Si Ton fait le calcul analogue en remplaçant le module A' par /r,
on obtiendra la valeur du quadrant complémentaire K', et par suite
celles de
P=:ï;K', <7 = <r*'P, etc.
1369. Considérons maintenant une intégrale elliptique de première espèce et d'argument quelconque, donnée par son module h et par une quelconque de ses fonctions inverses snu, cnu, ••., ou, ce qui revient au même, par son amplitude (f :
^Hn
Aux diverses valeurs de k'p obtenues par la transformation pré cédente correspondent diverses valeurs de dnu ou A^. En remplaçant Vp par sa valeur (211), et posant
V^ = yjnil ces» ^p -+- /!?* sin« y^, on aura, pour la p**"" valeur transformée.
nip
Si Ton substitue dans la troisième équation (la) du n^ 1364,
^ / 2 /dniz-hX'
la valeur précédente, on aura généralement
yp _ //W;,-i A|,-i
nip \ THp y ntp^^
-iH-V„-i
ntp Y ^p V '''/»— 1 "*■ Vp— 1
En posant maintenant
V;, np
W;, Vp
H — Cottr^ <fc Cale, infime., ÏV. 1 7
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on en tire les deux formules
au moyen desquelles on formera deux suites de nombres.
correspondants aux nombres modulaires m^, tip.
Les nombres ^p=zmpUp::= ^ tendront vers la limite
v'î5*cos*9*^-+- i;*sin*y^rr:ï:,
et par suite les nombres [ip, Vp vers l'unité; donc — ^ tendra aussi
vers l'unité. Or on a, d'après les formules de transformation (8) du n« 1363,
/flp **
d'où l'on conclut, comme au n? 1368, pour;; suffisamment grand,
Donc la limite de Up est YiU ou .r.
De plus, par la quatrième formule (la) du n® 136i,
tntt„_,= i — ln//,„
et, lorsque p est assez grand et kp sensiblement nul, Inup se confond avec tangi/p ou tangx. On a donc, en multipliant entre elles
les égalités
l'équation
tnii = — Inwi, tniii =: — tutfj, ..., Vi Vï
m m* rn,f^\
inu=z tang:» = • • • ~ — tango?,
Vi V, Vp
d'où l'on lire, à cause de m == i et de V/> = ^7
CALCUL NUMERIQUE DES INTEGEALE8 ELLIPTIQUES. sSq
Connaissant x au moyen de celte équation, on en déduira la valeur de
On aurait également pu, en partant des formules
{ I -l_ X' ^ sn // ( I -1- A ' 1 en //
sni/i=^ 1 snciii= i— - — -^ >
i + dnif /'-hdntt
calculer des expressions de sin jr, cos x, analogues à celles de tang x. Le calcul numérique de ces expressions est notablement simplifié par remploi des logarithmes d'addition et de soustraction.
1370. Les mêmes nombres modulaires qui ont servi à calculer K peuvent aussi conduire à la valeur de q^ et par suite aussi à la valeur de K'. Pour le démontrer, posons
I -hq
h -'l'y ['-l'y (Luiy
produit dont il est facile d'établir la convergence, lorsque q csl moindre que Tunité. En vertu des identités
le produit pourra se mettre successivement sous les formes suivantes :
-:.-.)(i-fy(f^y(^y-
ou enfin
*J!6o LIVHB V I. ~ CHAP. IV, § VII.
ce que Ton aurait pu conclure immédiatement de la première transformation, qui peut s'écrire sous la forme
On a donc, quel que soil r/,
.-,=(;-lf{^y {-$)'•■■■■
Or nous avons trouvé [1336]
et par suite, la transformation de Landen chang^eant ç en g^ [1365\
cr
^ *' 11 iH- ryM^/'-Hi;
Donc le produit
est égal au produit de toutes les expressions
dans lequel on aura donné à n toutes les valeurs entières de zéro à l'infini. Donc
(.) VX' *•?*'/... r.JJ(. -,»-«-).
Or, d'après ce que nous avons établi au n' 1336, on
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d'où Ton lire, en vertu de la relation MM'N'= i,
Donc, en vertu de la formule (i), on aura
ou, en mettant pour A/, /r'^, ... leurs expressions au moyen des nombres modulaires,
Connaissant f/y on en tirera les valeurs de (3) p = l.\ogl^Ts¥i\ K'==— logl.
1371. Ou peut encore déduire des formules de transformation établies au n° 1364 une méthode très-prompte pour calculer dans tous les cas la valeur d'une intégrale de première espèce, donnée par son module et son amplitude. Cette méthode est surtout commode lorsqu'on fait usage des Tables qui donnent les valeurs de
log '- correspondantes à celles de logx.
En appliquant à l'intégrale u deux transformations successives, la première changeant (m, A", y ) en (^^, /, y*), la seconde changeant {^1 'î 7*) ^^ {^7 ^} V*)i l^s formules (i4) du n® 1364 donneront
cn2(v = cnpsncf» — snt^cncc.
dn^tï' =1 en v soc i» -+- sni» cnc p.
Si l'on remplace maintenant les fonctions de v par leurs valeurs tiréesdes formules(i2) et (i3) du même numéro, on trouvera, par un calcul facile,
en f?»«' _ î -h s/ A' dn « — s/J'
clii2«v~ ,.-,Yit' dnii4- vï^'
'/O* LITRE TI. — CHAP. IT, | Tfl.
en 3i*t"
Exprimons maÎDteDant le rapport aa moTen des fonctioiisS^,
■ ■* dnstf *
en remarquant que la transformation de Landen, laissant le rapport — = j- constant, ne change pas la râleur da rapport
il viendra
en 2n« I S-,' ax, q^ *
A Taide des relations
1 + ^*' l-4-Vi'
on en tire
,,, .dn«-^^
ç'cosaj--!- ^cos6j--i-. , .)
dn«-t-iX' * -T-a7*cos4x-f-29»*ctw«^-H...
Si Ton fait maintenant x=o dans cette équation , et que Ton pose
il vient
équation d'où Ton peut tirer la valeur de q au moyen de celle de a, soit par la méthode des substitutions successives, soit en développant q suivant les puissances de a par la méthode des coefBcieDts indéterminés. Dans ce dernier cas, on aura une série de la forme
q -=L a^tf. -+- a^uiS-^- «,«•-+-. . ..
En effectuant le calcul des coeflicients, on trouve
(6) 7 = a-h aa*H- iSa'H- l5oa"-h.. ..
Si Ton développe à son tour a en fonction de Ar, on obtiendra
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cette autre série
16 32 \oi\ Connaissant^, on en tirera successivement
Tk • • . 1 . . dn// A»
Pour avoir maintenant u, représentons la quantité — - ou --=.
par -I d ou
Ay -h v /
L'équation (4) deviendra, en y négligeant les puissances de q ou de a supérieures à la huitième,
Ç (9] cos'Ax = — [ 1 — ^v!* [\ -\- TyoL*) sin* o.r],
En résolvant celle équation par approximations successives, lorsque a^ n'est pas négligeable, on aura la valeur de ax, et par suite celle de
1372. Tant que les quantités Ar et ^ ne sont pas très-voisines de Tunité, ces formules seront rapidement convergentes. Ainsi, pour
0 =: arcsinA-^C 7» on a ^«cCT -:ri d'où q^<l -tî » de sorte que la
huitième puissance de q est sans influence sur la dixième décimale.
Mais si Xr et ^ approchent de l'unité, on prendra, au lieu des for^
mules précédentes, cette autre série de formules, d'autant plus
avantageuse que Ar et ^ seront plus voisins de i ; ces formules se
déduiront sans peine des précédentes, en prenant pour 3-2 et ^-3 les
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expressions (i4) du n* 1346.
I I — Jk A» I , I -+- P
' = ; —rji' TT— ^ ^ Vu- X-tang'y = -±1, ^- i-\-yk yi.cos^ vil- ï — ^
If + vA-.cos^
' Chax'.:r.iljn-4«'(i-i-5«'*)Sli*2.r'l, F(a>) = « = ^.ax'.
1373. Exemple. — Proposons-nous de calculer la valeur de rintégrale
Jo V • — X'sin-'y
correspondante aux valeurs
X '— sino*i,8(=:sm72**).
Nous supposerons que le lecteur ait entre les mains une Table des logarithmes d^addition et de soustraction, disposée, par exemple, comme celle qui est contenue dans les pages 8 à 1 1 de notre Recueil de formules et de 2ables numériques. De plus, on a un immense avantage à employer, dans ces sortes de calculs, les Tables construites suivant la division décimale du quadrant, telles que les Tables de Plauzoles, ou celles de Hobert et Ideler.
Il faut commencer par calculer les valeurs des constantes K, 4/, K', qui dépendent du module k. Nous emploierons d'abord la transformation de Landen. On a les valeurs logarithmiques suivantes :
X- =1: sinO î
A'r^cosO î «48998 2
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d'où
111=1 OyOOOOO
IH o.ii6q5
mj z= 1,0159^
/ij ~ Vw/î ï»74499
iH 0,20701
/II,=r
iH o , 3oo3 1
/;ti z?, T , 56236
/iijzirwjimj 1,78118
aGG LIVBB VI. ^ CHAP. IV, $ vif.
Pour calculer q^ nous prendrons la formule (a) du n^ 1370. On
trouve
fê)"
logdëc- :. 1,9-^694
mod. des log. déc Oilô-ia*»
aij ' — OyoS'xai
Le calcul aurait été un peu plus simple si Ton avait commencé par la détermination de K^ On aurait eu, de cette manière
m = I o yOoooo
fi' = k.. . î ,978!! l
-^ ï»978ai
iw'/i' 1,978»!
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ri
m\=zn\ = n' î,9^"7
o,ig6i2
fâ)'
—r 2 ,2oa58
log- 0,3^293
raod. des log. dëc 0,36222
On peut apprécier d'après cela Tavantagc que Ton a, dans les cas ordinaires, à commencer par le calcul du plus petit des deux quadrants K, K'.
On a maintenant
sin<P T,99Îôi99
^68 LITBK Tt. — CBAP. IT, § Tll.
an'? 1.989^398
i'sin'f î ,94565 ^4
I — i*sin'»=A'» Ï,o7o5o55
0,18404 o,t84o4 1-4-v o,2:Sc)8
.^ î, 535^5 > 1,95473 i-^oi... o,i28ir
o,o34oa o,o34oï i_^^j. _ 0,29802
.^1 î,g35ia >, î»99^ i-4-a|... 0,26980
1,99868 vj 1,9998^ I-4-U,... o,3oo37
txj 0,00000 v] . . . . 0 ,00000 u^ :^r .^ — I
tang^ 0,80029
CALCUL NUMÉRIQUE DBS INTÉGRALES ELLIPTIQUES
tàUgX Oy5l527
.r = o*ï, 8 II 36
X (en quadr.) î ,90922
On aurait pu aussi calculer directement K — u en remplaçant
dna et tnu par dncu =' — > tncu = — j ce qui aurait un peu
abrégé les opérations.
Appliquons maintenant au même exemple la méthode du n^ 1371. Il est avantageux dans ce cas de faire usage de la Table
qui donne la valeur de la fonction log pour chaque valeur
de logx.
Dans l'exemple actuel, on a
2a lj^55Sl
a Tyl 5448
i-O LITBK TL — CBkW. IT, { Tilt.
«^»>ax, — î,C)IC)u3
— 4»' sm-i-r, — 1,713
f — 4^^ sin*r».r, — a3
COS2r — 1,91880
x= o*ï,8ii36
etc . . . •
§ Mil.
DES ihtégkales elliptiques de seconde espèce.
1 37 4. Soit r intégrale
Kn suivant la même méthode qu'au n' 1262, on veiTait d'aboinl que
ccîtte intégrale admet les mêmes points de ramification et les mêmes
«'Ontours élémentaires que l'intégrale elliptique de première espèce.
Si l'on parcourt le contour élémentaire (-h*)^ l'intégrale priso
INTBGRALBS ELLIPTIQUES DE SECONDE ESPACE. 2't
le long de ce contour sera égale à aE, E étant V intégrale complète de seconde espèce
On reconnaît ensuite que , si Ton parcourt alternativement les contours élémentaires (+ i) et ( — i), l'intégrale croîtra d'un multiple de la période aE, le radical ayant, à la fin, le même signt^ qu'au départ ou un signe contraire, suivant que le multiple en question sera pair ou impair.
1375. Supposons maintenant que Ton parcoure le contour ( "*" 7 ) * ^^ évitant le point + i sur un demi-cercle supérieur, dt; rajon infiniment petit /'. On aura d'abord, de o à i — r, TinlégraKî
dont la limite est E.
Si Ton pose
l'intégrale prise le long du demi-cercle sera
— r* / Ze* i/p,
OU, Z étant sensiblement constant,
Donc l'intégrale prise à partir de z = i-H r aura une valeur imaginaire positive, de la forme H- ih^ : telle sera donc la forme de l'intégrale
iH-r ^V » — 3
a;^ LIVRE VI. — CHAP. IV, I VIII.
tlont la limite est
Si Ton fait, dans cette dernière intégrale.
elle prendra la forme
ou bien, en introduisant l'amplitude cp'= arcsinz', cl posant
Or on a [1305], en faisant / - ,^ , = \ %^ c'est-à-dire
'*sin7' coR«>'
l'intégrale E'(cj') correspondant, comme A'y^ au module A:',
et, par suite,
fd.y/i^t^i^K'-E-)=.r,
g^ étant positif.
A partir de z = - jusqu*à s = oo , chacun des deux radicaux
y/T^z-, y^i — h'^z^ ayant été multiplie par i, leur quotient sera réel et positif, et il en sera de même de Télément de l'intégrale
et par suite de l'intégrale elle-même.
Si maintenant, du centre O avec un rayon infiniment grand K, on décrit un quart de cercle allant de Taxe des x positifs à Taxe des j^ positifs, l'intégrale devient, pour z = Re'^,
Enfin l'intégrale prise depuis -\-ico jusqu'à o sera
i I dr i / — =1 - i/i.
En égalant à zéro l'intégrale prise le long du contour total du quart de cercle, dont l'aire ne contient aucun point de ramification, on aura l'égalité
E 4- I (K' — E' ) -+-/• H- A-R(/ — 1) — ih = o,
qui se décompose dans les deux suivantes :
E -+-/*— AU = 0, K' — E'-+- kR — h — o.
Le terme/* étant positif, — ÂR doit être négatif, et, par suite, A^R doit être positif dans la seconde égalité. Donc l'intégrale
a priori, et elle est infinie avec R.
On a donc enfin, pour l'intégrale prise de . à -f- -r» sui\ant le
chemin indiqué,
H. — Cours de Cale, in/înit., IV. 18
jj^4 LIVRB VI. — CIIAP. IV, § VIII.
Donc rinlétrale prise le long du second contour élémentaire sera
Si Ton ajoute maintenant aux parcours répétés des quatre contours élémentaires un chemin rectiligne, et que %^ soit l'intégrale prise le long de ce chemin, lorsque les deux radicaux ^U — 5-, Ji — À^T* partent de O avec la valeur -h i , la valeur générale dr rintégrale E((p) ou ela sera
eU = 2 [m ^ /ijE -4- inHYJ - E' ) -4- (— i )-+«r, ou, si Von remplace w-+-/t par ^, n par v,
eU = 2uE -+- 2v/( R' - E') -f- (— I >P.
1376. D'après la définition, on a
On en tire aisément [1308]
Si l'on change « en i«, on a [1319]
^ei(/«)=J^ da',w.=j^ 7;?^i^''=l T^i^;?^,,,,)^,,,.,.
Or on déduit facilement, de la formule (i) du n*> 1306,
^1 r"/'' ■ = tn'iidn « -h X'*« — el'«.
Donc
IS) - e\iu = u — cV u -+- tn' i£dn' u.
1377. Le théorème d'addition pour les intégrales de seconde espèce. — Reprenons les notations du n** 827, V, et posons, de plus,
On en tire, en différentiant,
(6) if€ff-\-ix,dx = dV,
équation à laquelle il faut joindre la suivante :
î^ + ^— o, ou
Cette équation, ajoutée à l'équation (6), donne
On a d'ailleurs, en posant © -h ^ == />,
« • » « At -h T
A» -♦- Av 1=: B sin o, ou B = — : :
^ ^' *^ sino" ^
donc
</U= Bsïnpdpf d'où
U = — B cos/F -4- C, c'est-à-dire
E(?)-hE(/J=-.^^cos(3p+x)^-C.
Pour déterminer la constante C, faisons cp = o, d'où ;( = a, et, par suite,
^f y AT -H î
Efff = : COSd-HC.
^ ' sino-
On en tire, par soustraction,
E(?) -♦• E(/J - E((r) = - ^J^ [cos(7 + x) ^ ^^l
a^G LIVRE VI. — CHAP. IV, § VIII.
OU, en vertu de la relalion trouvée au n« 827,
E(ç)4-E(x]-E(<^) = -4!rT^sinî>sinx{i— A<r),
siua
ou
enfin
c'csi-à-dire
Si Ton suppose il vient alors
tt 4- «• = K.»
e\u -t- el(R — «) — E = A* snii snc«
sn u en «
dn
1378. L'équation (3) conduit immédiatement au théorème de Fagnano [746]. Si Ton désigne, en effet, par asin<p, &COS9 les
Fig. 108.
coordonnées du point M' (/^.io8), et par asinx, h cos^ celles du point M; si, de plus, on pose
k étant égal à rexcentricité de Tellipse, on aura, pour v = K — u.
Ir sm9>ros©
c'cst-à-dirc
fl/'sîn9COSa> BM' — AM z= -^ ^>
expression égale à — h ou à MT, si Ton a pris y = u.
1379. Le théorème d'addition permet d^exprimer^ à l'aide de fonctions d'arguments réels, une intégrale de seconde espèce ayant un argument complexe u -H iV. On a, en efiet, par la formule (7),
el ( tt -h iV ) = el tf -h el /V — /* sn u sn Iv sn ( « H- 'V), ou, en ayant égard aux formules du n^ 1376,
el(ii -h iv) ^= eltt -H i[v — elV 4- tnVdnV)
(9) 1 ,m , en// (lnf/sn'//on'« — /snwHn'i»
-HA'sntt tnV» — 7- •
I — du*«sn *p
1380. Des formules (a3) du n" 13i9 on tire, en dlfférentiant,
n --r = -Dilog^ j: =-D„Z i£),
Sha/ia 2 ® ^ ' 2 ^ '
Substituant cette valeur dans la formule (a4) <^u n^ 1361, il vient
Si Ton intègre à partir de u = o, on en tire
En faisant, dans les deux membres, u^K, l'équation devient
d^où, en éliminant la somme infînie entre ces deux équations, et mettant pour vj sa valeur -—9 on conclut la formule
(u) elii=: —tt-f-Z («) = — « 4- uD;elog5(x),
268 Livas VI. » cnAP. iv, $ vu.
sin'v 1,9892398
jt'sin*»
Î . cwi56S 2^
I — Ar* sin'3?= A*^. . . .
A» .. V tA. a E . . . . . X
l^nSAnX
mr^j ;^-) «5091 ...(-) 15091
.'^î ï,87o?4 vj ïi9^79<>
^ï î»99^6^ '1 ï»999^^ 1-+-U,... o,3oo37
uj .... 0,00000 V- . . . . 0 ,00000 Uj nzr V3
tang^ 0,80029
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tàngx o,5j527
.r = o*î, 8 II 36
jr(enqaadr.) 1,90922
On aurait pu aussi calculer directement K — li en remplaçant
dnu et tni« par dncu =± — > tncu = --; » ce qui aurait un peu
abrégé les opérations.
Appliquons maintenant au même exemple la méthode du n° 1371. Il est avantageux dans ce cas de faire usage de la Table
qui donne la valeur de la fonction iog '- pour chaque valeur
de logo:.
Dans l'exemple actuel , on a
2a Jj^SSSi
- o.iq6i2
a8o LIVRE VI. — CIIAP. IV, § VIII.
1382. Calcul numérique des intégrales elliptiques de seconde espèce, — On pourrait appliquer au calcul de ces intégrales la méthode des transformations modulaires dont nous avons fait usage pour calculer les intégrales de première espèce. On trouvera les détails de cette application dans les Traités de Gudermann et de Schellbach. Nous nous contenterons ici de rappeler les procédés que nous avons indiqués dans ce qui précède, et qui sont suffisants dans la pratique.
On commencera par calculer, par un des procédés exposés plus haut, les valeurs des intégrales K, K', u et des constantes y, (f. On déterminera ensuite la valeur de Tune des intégrales complètes E, E', en prenant de préférence celle qui répond au plus petit des modules Âr, Âr', et se servant de la série indiquée à la fin du n" io5. En posant ainsi, dans le cas où A* < A',
k r=r sin 0, h =z f mg -^ = y/ -^-j y on aura
(i-/»sin«?»)^r=cos'-[ i"h(^] /i*e«'?4-... irn-^i^j //»tf-*/î4-.-.], d'où, en ne conservant que le terme constant,
A.= ,.os'^[, + (i)'/,'+(^)[,
et, en intégrant de o à -> il viendra
n Câ ^^^ — Aq.
Puisqu'on peut toujours supposer 0<[-^> la quantité tang* -> par rapport à laquelle la série est ordonnée, sera, dans ce cas, <^^> et par suite la série sera très-convergente.
Si la série qui donne la plus grande des intégrales E, E' est trop peu convergente, on pourra alors tirer cette intégrale de la formule de Legendre, établie au numéro précédent.
On pourrait calculer de la même manière l'intégrale d'amplitude
INTEGRALES ELLIPTIQUES DE SECONDE ESPÈCE. iSl
quelconque E(f )) dont le développement serait semblable à celui que nous avons donné pour F (9) au n** 455-, et où entrent directement Tamplilude et le module donnés.
Mais, lorsqu'on a déjà obtenu u et K ou q, il est plus simple d*; calculer E et E(o) = ela par les formules du n" 1380,
el«=r^//-4--^D^log^(.r),
auxquelles on peut toujours donner une forme, très- convergente. Exemple, — Si Ton prend, comme au n** 1373,
y=o*î,9, arcsinX- ^=: o*i,8,
les formules précédentes donneront
puis
d'où
log ~ — Î,6'2G88, E ^r: I , I O II ,
eltf rrr ijoSo^G.
IX
1383. Nous avons vu [1308] que la forme générale des intégrales de troisième espèce peut se ramener à celle-ci.
OU, en posant (f = amu,
IT'ani//, /î) := 1 r-
. L I -h /ï su- u
aBa LIVRE VI. — chap. iv, § ix.
le module étant toujours représenté par la lettre k, à moins d'Indication contraire. • ^
Si Ton fait sinf = snu = z, l'intégrale deviendra alors
nfarcsinz, /î= l — r— ^-r ■>
et sous cette forme on voit que la fonction sous le signe i a trois
couples de points critiques, savoir les points db i, d=-i qui lui
sont communs avec les fonctions correspondantes aux intégrales de première et de seconde espèce, et qui, tous les quatre, sont à la fois des infînis et des points de ramification de cette fonction, et
les deux points ± i / 5 qui sont simplement des infinis.
En considérant les intégrales prises le long des contours élémentaires qui entourent ces six points, on trouvera d'abord, pour les quatre premiers, des résultats semblables à ceux que nous avons rencontrés dans l'étude des intégrales de première espèce, ce qui donnera, pour l'intégrale, deux périodes, correspondant l'une aux
contours (±1), Tàulre aux contours (db-j* Les deux autres points critiques ^ 1/ jouiront des mêmes propriétés que
ceux de l'intégrale l ^[1257].
Nous engageons le lecteur à reprendre sur l'intégrale H tous les calculs que nous avons développés dans le Chapitre précédent, en traitant des intégrales
/fh r dz r dz
On voit ainsi que l'intégrale H a trois périodes. On pourrait, d'après cela, être entraîné par l'analogie à en conclure l'existence d'une fonction triplement périodique, inverse de celte intégrale. Mais Jacobi a fait voir ( * ) qu'on ne peut introduire dans l'Analyse
(•) Dff Junetionibus duartim variabilium quadrupUciur periodicis {^Journal de Crelle, t. Xïlï).
(les fonctions périodiques d'une seule variable à plus de deux périodes, et nous renverrons, pour ces recherches, au Mémoire de Jacobi et à celui de Rosenhain (').
1384. Les propriétés de Tintégrale II dépendent principalement de la situation relative des trois couples de points critiques dii,
-r» dr i/ • Nous avons déjà vu que l'on peut toujours ramener l'intégrale au cas où la constante h est réelle et numériquement moindre que l'unité. Nous verrons bientôt aussi [1392] que le cas de n complexe' peut toujours se réduire à celui de n réel.
Cela posé, en ne considérant qu'un seul point de chaque couple, on verra que, suivant que l'on se trouvera dans l'un ou l'autre de quatre cas,
représentés par la fig. 109, le point critique occupera, par
Fig. 109.
rapport aux deux autres, les positions correspondantes indiquées par la^i^. iio.
Quand le point coïncide avec un des deux autres, nous
(*) Sur les fonctions de deux variables et à quatre périodes {Mémoires de l'Institut de France, SaiHuits étrangers, t. XI, p. 876; i85i).
avons vu [1306] que Tintégrale II se ramène aux intégrales des
Fig. 110.
if
'.Jl
deux premières espèces, en vertu des formules
#/* r ^'" rt I , sn//dn« A * r - — — r= A * « — elm
J en* u cn/i
,. r riii , ,_ sn// cn«
J dii'tf un a
Pour 71 = o, n = li.
Pour 71 = 00 , 7/11 a pour limite [1306, 2**]
fin , cn//dnii = 1/ — e\u
sn' u sn ft
1385. Si 71 parcourt l'axe des x, de — ao à -♦- 00 , alors, dans le passage de Tune àTautre des régions indiquées par les n*** (i), (a), (3), (4) sur Isifg. 109, le produit
que l'on pourrait appeler le nombre caractéristit/ue de l'intégrale II, changera chaque fois de signe. Nous verrons que du signe de N dépendent les propriétés fondamentales de l'intégrale.
D'après cela, nous diviserons les intégrales elliptiques de troisième espèce et de paramètre réel en deux classes : la première, correspondante aux valeurs négatives de N, et par suite aux cas où le paramètre n satisfait à l'un des deux systèmes d'inégalités
sera dite la classe des intégrales à paramètre logarithmique; la
seconde, pour laquelle on a N ^ o et l'un des systèmes d^inégalités (2) - i<«<-/*,
sera dite la classe des intégrales à paramètre circulaire, Nous donnerons bientôt la raison de ces dénominations [1390].
Si Ton désigne par a un argument réel, que Ton pourra toujours supposer compris entre — aK et -f- 2K ou entre — aK' et 4- 2K', les nombres compris respectivement dans les quatre intervalles (i), (a), (3), (4) de l^Jig- 109 pourront être représentés par les expressions
— dn'*a, — X*sn-fl, /'*tn*a.
suc* a
Donc la première classe comprendra les intégrales des deux formes
r/rt
k* sn*^/sn*£i
XI -+- n su* u n
X« CÏX^Ufïti u ( l\ i- — -H i-h-)ri, H- « sn* i« 71 \ nj
Jo 1 + « su* « n \ n J
dont chacune se partage en deux classes de la même manière que n.
1387. Les périodes des intégrales de troisième espèce qui répondent aux points critiques dr i, ±: y sont, comme pour les intégrales de première et de seconde espèce, des multiples des intégrales complètes
r^ ihi . Ç ^ rfti
Les périodes relatives aux points zh — == auront pour valeur, au signe près, la valeur, pour z = ? de l'expression
2 iti hm ( z I - = = -r=J
V v/-/iy(i-h/i5«)v/(i — 2*)(i-X*2«) v^N
N désignant le même produit qu'au n» 1385. Cette période est donc imaginaire pour les intégrales de la première classe, réelle pour celles de la seconde.
1388. Si l'on change u en ik, on a
/*" d[iu) _ . r " rhf ___ . /*" cn^«7/////
J^ I H- /i 811^ /« ~" Jo i — n tn'*a ~" J^ i — {/i-h i)sn'*a
i r r " ffu 1
c'est-à-dire
n(am/tt, /î, X) = 1 rifam «, — n — i, * ).
L'intégrale se change donc en une autre, de module complémentaire et de paramètre — n — i .
Le nombre caractéristique de la nouvelle intégrale, de module / ^
étant égal à
cette intégrale n^appartiendra pas à la même classe que la première n(amay /i, k),
1389. Théorème d'addition pour les intégrales elliptiques de troisième espèce. — Soient n(cp, /i), n(jf, tï) deux intégrales de même module et de même paramètre, et posons
d'où
dl] = . . . . -h
( I -h « sln* y ) A^ ( I -4- /i sin*/ ) A;^
Si la somme des intégrales de première espèce d'amplitudes (p, ;( doit être constante, on a alors
d'où, en éliminant dyi^y
dV =
I -h n (siii*3» -h sin';^) -H n} siii*y sin*;^ Ay
Or nous avons trouvé [1381 ], pour les intégrales de seconde espèce, la formule d'addition
E(^) H- E(x) — E(o-) = /'sinTsinysin;^,
d'où l'on tire, a étant constant,
Iffdff -4- ^Yjly^r=. X-'sino-.^lsin^sinx],
ou, en éliminant encore df^ au moyen de l'équation (a),
— ^*sîn<r.</(sinf sinx) = • ^y = X*{sin*x~- sin*y) T^'
et, par suite,
/f sin T . // ^ si n » 8În X 1
rfU =
H //(sin'f 4- sin*x) -*- '*' sin*y sin
On a d'ailleurs, par la formule d'addition des intégrales de première espèce [827, V],
(co8(r -h sin^ sinxA<r)*= cos*y cos*x = > — (sin*^» -4- sin*^) + sin'y sin*x>
d'où, en éliminant sin^y + sin*;r, et posant, pour abréger.
sin9>sîn;r = /, on lire
1 H- /2 sin G- — in cos œ As- . / -h n\n -f- X - sur <t j /*
On a, par conséquent,
n(y, n] -h n(x, '0 ==/^U 4-const.
Si Ton suppose maintenant y = o, il en résultera
Donc, en intégrant à partir de ç = o ou de « = o, la constante d'intégration sera égale à n((T, w). Donc
(3) n(^/?) + n(x,/7)-ii((7,//)= r rfu,
ou
J/t sn K sn t' f r/U.
1390. La nature de cette intégrale dépend de celle des racines (lu dénominateur de rfU, c'est-à-dire du signe de l'expression
(/icoserAer)' — (iH- /î slncr)/î(/i H- /*sin*<r)
^^ — sin*(T./ï(/î H-i)(/î -h /') = — Nsin'(T.
Le dénominateur de U sera donc décomposable en facteurs réels ou en facteurs complexes suivant que N sera négatif ou positif, c'rst-à-dire suivant que le paramètre n appartiendra à la prenHère classe ou à la seconde.
Donc, si les intégrales n(çp, «), n(x»n)sont de la première classe, le second membre de la formule d'addition (3) s'exprimera sous forme réelle au moyen de la fonction ArgTh, ou, ce qui revient au même, au moyen des logarithmes. Si les intégrales sont de la seconde classe, le second membre s'exprimera par un arc tangente. De là les noms de paramètre logaritlunù/uc ou de paramètre circulaire, attribués respectivement, dans ces deux cas, à la constante n.
On trouve, en efiectuant les calculs, pour la première classe,
' . r«i v/— N-sinApsinYsinolJ = —. ArgTh ^ ^ ,
V — h sin'o' + sm3»sinxcosflrA(r
et pour la seconde classe,
__ I \/N.sin^siny sinor U =: — =. arc tang
V^ — -h sin*<r -f- sin^ sin^ ces» Ao-
1391. Relation entre des intégrales de troisième espèce de même amplitude et de paramètres différents. — Si l'on difie-
rentie l'expression
sin 9 CCS o w =. — — î 9
lH-^sin*y)Ay
ce qui donnera
I — f^ -+- g'jsin'y H-(i -*- 2g')X'sin*y — g'A:*sin*9> dtf
Il -|-g^Sin"y)*A'y Af)
on en tirera, h étant, comme g, une constante indéterminée,
/*'*'€/»' _ Tf I — iî-|-/5')sin*9»-HfH-a/»]X»sin*y--^*«8in«9> rfy^ Jo M-^"~«/o (iH- g'sin^yJ^A'î» -H/isin'ycos*f Ay
Les deux termes de la fraction qui multiplie -^ ' àdji^ le second membre, sont deux polynômes du troisième degré chacun par rapport à sin^(f . En remarquant que la fraction se réduirait à - pour
sin^f = 00 , on en conclut que cette fraction peut se décomposer en fractions simples, sous la forme
g I -h /i sin* y I 4- «'sin* y i -H «"sin'y et l'équation (i) devient
(5) /"r+t' = ^FW -^An(f. /.)-HA'n(T, /.') + A''n (,.«'),
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Celte équation contient les huit constantes
g^ /i, /î, il', /i", A, A', A'',
liées entre elles par six. relations, savoir, les trois relations obtenues en identifiant le polynôme
(i -f- ^sin*9*)' A*^ -h /i sin'y C()s'ç> avec le produit
(1 "\- «sin'f») (i 4- /i'siTi*^)(i -T- /i"sin*y),
et les trois autres qui déterminent les coeflicients A, A', A'''. On peut donc se donner à volonté deux de ces constantes et déterminer par leur moyen les six autres.
Supposons que Ton ait choisi d'avance les deux paramètres /i, «', et que ces paramètres aient ou des valeurs réelles ou des valeurs complexes conjuguées, de sorte que leur somme et leur produit soient des quantités réelles. On trouvera alors, pour les autres constantes g, A, tï", des valeurs réelles, par la résolution des équations
En ajoutant ces équations après les avoir multipliées i^ par i, 1,1, a® par k*, Âr^, i , on en tire
Si Ton déduit de la dernière équation (4)1^ valeur de
fr
nn
et qu'on la substitue dans (5), Téquation deviendra
(8) g*[nn' -h X* (/i -4- /î' 4- I )] -f- igÂ'^nn' = nr/{nn'-¥ /i-H /i' -+- X*).
On voit aisément que les valeurs de g fournies par cette équation sont réelles quand n et n' sont deux quantités complexes conju-
guées. On trouve , en effet, pour la quantité sous le radical dans Tcxpression de g,
y^n^n'* -h nn' [nn' -\- n -^ n' -h X*] [ W + X« (/î -f- /i' + i)]
= /î;2'(/î -h i)(/i'-f. i)(/H- X-«)(ii'+ X-«) = NN',
N et N' étant les nombres caractéristiques [1385] des deux paramètres n, n', et ce produit est positif, si les deux nombres nn! et
1 sont positifs.
Connaissant g, on aura /z'^par l'équation (7) et A par Téquation
(9) f'=-J^An + P){n'+P){n''+P).
On a ensuite
d'où Ton déduit les valeurs de A' et de A" par des permutations d'accents.
1392. Dans le cas où n et n' sont deux quantités complexes conjuguées, les valeurs de g, h, vH étant réelles, on voit que l'équation (3) donne pour la somme
An(y, /i) -hA'n(y, /î') une valeur réelle
dans laqueilc entre une intégrale de troisième espèce à paramètre réel. En substituant successivement, pour gj h, /i", A, A', A", les deux systèmes de valeurs de ces quantités qui correspondent aux deux racines de l'équation (8), on aura deux équations de la forme
( A,ii(y, /î)H-A;n(^ «') = n„
d'où l'on tirera pour n((p, n) et n(cf, n') des valeurs exprimées au moyen de deux intégrales à paramètres réels n(cp, n\), n(y, n^. Qn peut donc, dans tous les cas, ramener une intégrale a paramètre
complexe à des intégrales à paramètre réel, ainsi que nous l'avions annoncé [1384].
Dans le cas particulier où Ton a
Tune des racines g^ de l'équation (8) est nulle, et il vient
n\z= o, /i, = — nn'.
Si l'on fait
n =z fie"', /i'=^e"'%
on trouvera, en reprenant directement les calculs, à partir de l'équation (i), dans l'hypothèse de ^= o^
A ) ^«4- A«4- f2/*cosv — fi)é^*'' et la seconde équation (lo) sera remplacée par l'équation
(..) A,n(,.«) + A;n(„«') = -^;F(,) + iArgTh!ii'"^^°»^
1393. Nous avons établi [1350] la relation identique
5, ( a -H j: 1 5, ( a — x) sn' u
On en tire, en la différentiant logarithmiquement,
D-^sn'tt
b,log5,{a + x) -- D^log5i(« - x) - 2D^log5(x) = ^^^^-^—
d*où, en permutant entre eux a et u, et remarquant que la fonction 5i est impaire,
D sn*rtf
D. log5j (x 4- «) 4- D.log5i (x - a) - 2D.log5(«) = _^^— _^;
par suite, à cause des égalités
D.log^i (x 4- a) = D^log^i (x — «), D.log^i (.r — «]== — Dj:log Jj [x — a),
on a D,log5i(.r4.«) - D^log5j(x- «) - 2Djog^(a) = ^^,^'^^^-.
INTÉGRALES ELLIPTIQUES DE TROISIÂlfE ESPàCE. agS
On tire de là, en intégrant par rapport à Xy I / ^=_x.D.log5 a -h -log-^ \'>
\a i — au a j sn* u
expression des intégrales dont le paramètre est logarithmique et compris entre — i et — oo , en fonction des quantités log^,» et de leurs dérivées.
1394. Nous avons encore démontré [1350] la formule
d'où Ton tire, en raisonnant comme au numéro précédent,
f \ w* , r'* sn^udtê ^ , ... I, âîx-^a)
(2 A'snacnadna f — — r r— =a:.DalogS"(a] Ioct-t r
^ ' J^ I — ^*sn*asn*w © v / ^ ^5(x — a)
Le premier membre de cette équation est l'intégrale que Jacobi a choisie comme type des intégrales de troisième espèce et qu'il a désignée par n(u, a). Pour éviter toute confusion avec la notation de Legendre, dont nous nous sommes servi jusqu'ici, nous désignerons, avec Gudermann, l'intégrale (2) par le symbole
[5] S[u. a] = A-^ snacnadna I r^ — r r— •
^ ' ^ ' t/o * — A* sn* fl su* u
Suivant le langage adopté par Jacobi, la constante a est dite le paramètre de l'intégrale, tandis que, d'après la terminologie de Legendre, le paramètre est — k^sn^a.
En comparant l'expression précédente avec l'intégrale correspondante de Legendre, on aurait
(4) ^(tf, a)= [— Il -f-n( ami/, — ^•sn*^)],
"(?.«) =F(f)+-^«[F(r). F^arcsinî^j]
La formule (a) donne le développement en série des intégrales de troisième espèce à paramètre logarithmique compris entre — k*
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et o, comme la formule (i) donne le développement des intégrales dont le paramètre est compris entre — oo et — i .
Si Ton a égard à la formule (ii) du n^ 1380, la valeur (2) de B{uj a) pourra encore s'écrire sous la forme
(6) 5(«,a) = «(el«-|a)-ilog||;^.
1395. Il est maintenant facile de passer au développement des intégrales à paramètre circulaire, les différentes formes d'intégrales de troisième espèce pouvant se déduire les unes des autres par les substitutions qui transforment les unes dans les autres les quantités
î^, — dn'*rt. — k* sn*«, /'» tn'*/7, .
que nous avons indiquées [1385] comme représentant le paramètre n dans les quatre cas qui peuvent se produire.
Si l'on remplace a par a -h K-f- iK', Asna se chansre en ^
^ * " snca
et l'intégrale (3), relative au troisième intervalle [1384], se change
dans l'intégrale relative au premier, c'est-à-dire dans l'autre type (i)
d'intégrales à paramètre logarithmique :
^'^ ^ ^ tncaj^ snc*/i — sn*£/ « b î^ ; ^ ^3-j(j-_a)
Si l'on change actuellement, dans les formules (2) et (7), a en m, on aura les formules qui représenteront les deux sortes d'intégrales à paramètre circulaire :
. ._ k^ân'a tn' a T" su* « du
'"'^^"~ ^'*^f X i-hX'*tn'*^sn*«
0 i-dn'*asn«tt
1396. On pourrait traiter de la même manière les intégrales des trois autres formes
/rlu r en* tt fia Ç àn^udu
i-T- n su* u J 1 -I- /i sn^ u J ^ -\- n sn' u
On partirait du cas où le paramètre est représenlé par — Â^sn^a, et, en multipliant ces intégrales respectivement par les facteurs
dn« /'snrtcn/i
- - 5 — ,- ? dn^tnrz,
Uxa ana
on obtiendrait pour chacune quatre formules, dont les seconds
membres contiendraient le même second terme - loff-— ^ r> ou
ceux qui s'en déduisent, et des premiers termes semblables, au changement près de Tindice du 5.
1397. Les seconds membres des formules obtenues de cette manière admettent, comme nous l'avons vu dans le § V de ce Chapitre, des développements rapidement convergents pour toutes les valeurs du module.
On peut, dans le cas des formules (7), (8), (9), augmenter
encore la convergence, lorsque l'argument a du paramètre est plus
K ¥J grand que — ou - - > en introduisant, au lieu de cet argument, son
complément K — aouK' — a.
On a encore, entre les intégrales (3), (7), (8), (9), les relations
S [ /«, « ) ^^ - S [ tt, a -f- /K' ),
1398. Donnons encore quelques formules relatives à la forme (3) de l'intégrale de troisième espèce, en laissant au lecteur le soin de les étendre aux autres formes.
Si l'on échange entre elles les lettres u et a dans la formule (6), on trouve, à cause de ^(« — x) =5(x — a),
K / 2 °S-^.r — aj
En faisant la différence des deux équations, on obtient la relation
(lo) S[u,a) — uela =iB[a, u) — a élu,
La fonction S(m, a) — uela n'est donc pas altérée par l'échange des deux arguments u, a.
Si l'on fait, dans l'équation (lo), a==K, ^(a, K) étant nul, il vient
(il) S(K, a)=r:Kela~aE.
Donc Vintégrale complète de troisième espèce s^exprime au moyen des intégrales des deux premières espèces.
1399. Pour compléter ce que nous avons dit au § Vil de ce Chapitre, touchant le calcul numérique des intégrales et des fonctions elliptiques, nous ajouterons ici quelques Tables abrégées, pouvant servir à éclairer la discussion des formules qui dépendent de ces transcendantes, et même à obtenir une première approximation des résultats.
.La première de ces Tables donne avec quatre décimales les valeurs des fonctions du module, c'est-à-dire des intégrales complètes de première et de seconde espèce et de la quantité 9, pour les valeurs de l'angle 0 du module, de centième en centième du quadrant.
Dans les cas où le module est très-voisin de zéro ou de l'unité, certaines interpolations devenant pénibles ou même impraticables, nous les avons remplacées par l'usage des nombres auxiliaires contenus dans les colonnes a et ^, et dont nous allons expliquer la signification.
D'après la formule {7) du n*» 1371, le nombre q est déterminé par une série très-convergente pour les petites valeurs du module A',
série dont le premier terme est -^- Donc la valeur de q est alors très-
peu différente de -7-.1 et son logarithme pourra s'obtenir en ajou-
tant àlog-7T une petite correction que nous désignons par a, et dont les valeurs se prêtent aisément à T interpolation.
Exemple. — Pour d = o*', 2J73, calculer log^ et log^ ( ' ). I^ Table nous donne d'abord, pour cette valeur de 6,
log k : ~ log sin 6 1:^1^ ^94^»
d'où
On a ensuite, en dix-millièmes,
d'où résulte
log<7 = log--. -+- a rrr 2,0209.
Maintenant, M étant le module des logarithmes décimaux, on a [1337] la relation
log -log — ~M*7r», 7 7
d'où l'on tire
b,'log-- r-log!V!»7rî->loglog- 1,97340,
et par suite logy'=T,o594.
1400. Pour des valeurs très-petites du module k, le quadrant elliptique complémentaire K^ prend des valeurs très-grandes et qui varient rapidement avec k. Mais on peut en faciliter beaucoup le calcul au moyen d'une formule d'approximation, donnée par Legendre, et dont nous empruntons la démonstration à une Note de M. Darboux.
( ' ) Il est à peine besoin d'avertir que les logarithmes qui figurent dans tous c«^s calculs numériques sont des logarithmes </ecimaux.
Si Ton pose
l'intégrale
flz
- G* v/ 1 — A' pourra s'écrire sous la forme
' /f 3, k' ] fh
OU, en ajoutant et retranchant, au numérateur, la quantité
J[l,k']dz=r ,
Jo V 1 — z^i — A' z Jo V < — ^ \^ ' — ^' «
Si dans la seconde intégrale on suppose k':=iy cette intégrale se réduit à
Donc, pour k très-petit et A^ très-voisin de l'unité, la seconde
intégrale différera très-peu de -log2 et pourra se représenter sous
la forme
E étant infiniment petit avec A.
La première intégrale a pour valeur
"2 ~ i/l-rX'(l-hv/'/-')
l/)nr J! : — . 7.
et sa limite, pour A' tendant vers l'unité, est celle de
i\fl 3 , ,1
log-j-r- -logo, -i-log-
Donc la somme des deux termes de la valeur de K' peut s*expnmer par la formule
£ étant infiniment petit en môme temps que k.
Donc, pour k très-petit, le logarithme de K' différera très-peu
de loglog-r9 et s'obtiendra en ajoutant à cette dernière quantité
une correction (3, indiquée dans une colonne de la Table I.
Si les logarithmes sont décimaux, comme ceux de la Table, il
faudra ajouter au logarithme décimal de j le logarithme de rr •
Soit, par exemple, 6 = o*ï,o458 ; on aura
d'où Ton tire
log -- — log ( 4 coséc^ ) — 1 , 7454,
ï'>gl%'7 = Ot24«9
log — =-^ o, 36'2a
— o,ooo4
logK' =r= 0,6045
1401. La Table II fait connaître, pour les diverses valeurs de l'amplitude et de Tangle du module, les valeurs, tant naturelles que logarithmiques, des intégrales elliptiques de première et de seconde espèce.
Pour les petites valeurs de l'amplitude et du module, l'interpolation s'effectue plus facilement en faisant usage des valeurs naturelles. C'est le contraire qui a lieu pour les grandes valeurs des deux arguments, surtout lorsqu'il s'agit des intégrales de première espèce. Aussi avons-nous, pour ces dernières, donné à la Table de leurs valeurs logarithmiques une plus grande extension, en calculant cette Table pour chaque centième du quadrant, à partir de la valeur 0*^,90 de chacun des angles 9 et 9.
Notre Table étant à deux arguments, et les intervalles se trouvant trop considérables pour qu'on puisse, dans l'interpolation,
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négliger les cliflerences secondes, nous allons indiquer en quelques mots comment on doit y avoir égard.
Soit u=f[(p,6) une fonction de deux variables, dont on possède une Table construite pour des intervalles constants des valeurs de chacune des variables. Pour simplifier les calculs, nous prendrons ces deux intervalles pour les unités auxquelles les variables respectives seront rapportées. Dans le cas actuel, Tunité à laquelle seront rapportés les angles cp et 6 sera le dixième du quadrant.
Proposons-nous de calculer, au moyen de cette Table, la valeur de
Ço et 00 étant les valeurs tabulaires les plus voisines des valeurs cj» et 0, de sorte que h ci g soient des nombres moindres que l'unité. En développant, par le théorème de Taylor, l'expression de u, et négligeant les puissances et les produits des accroissements /i, g^ d'ordres supérieurs au second, on aurait une expression de la forme
En donnant tour à tour aux accroissements A, g les valeurs o, i, 2, et désignant par Umn la valeur que prend f^pour h=m et g = n^ on pourra déterminer les coefficients a, al y a,, ... au moyen de i/^o et des différences du premier et du second ordre de la fonction u^ relatives à cette valeur.
En désignant par ^ç, ^^^ les différences première et seconde relatives à la seule variation de y, par Aa« la différence seconde relative à la variation de ç et de 0, et ainsi de suite, on trouvera, pour valeurs des coefficients,
et, par conséquent,
TABLKS DK FONCTIONS ELLIPTIQt' KS.
3oi
Pour résoudre le problème inverse de calculer l'un des arguments, connaissant l'autre et la valeur correspondante de la fonction, on se servira de la même équation, dont on pourra obtenir la solution par approximations successives.
Exemples, — I. Calculer F(cf ) pour cy = o**, 7444 et ô = 0*^,6778. En prenant Ço = o*ï, 7, ôo = 0*^,6, on formera le Tableau suivant des valeurs tabulaires de F(f ) et de leurs différences :
i,3ii8 1,3664 I , 5886
Diflf. 1
res
DiflF. 2- ^ = 178, A . = 404, A^ = 3
ff^.n •
A^ corrig;é. . . .
a6ag
AA ■ A
A corr. x/i . . 1167 Af corr. x ^ . . 4^^
if,_H i,4i64
Les Tables de Legendre donnent
A| corrigé .... 543
II. Étant donnés 6 = o', 56*21 et logE((p) = î,8o65, trouver la valeur de cp.
Ici Ço = o*ï,4, 00 = 0*^,5, gr = o,6ai.
Valeurs
— A|Corr. xg^-H 29
Diff. 2-.
A| corrigé. ...— 46
Reste = R
L'inconnue h est donnée par l'équation
_R ^Aji — A) ^^o 2841 -/i(i-/,)x 0,1078.
, 2 cT,
En prenant pour première approximation A = o,a8, d'où
h[i — h)=i 0)20i6, on a, pour seconde valeur approchée,
TABXaX: Z. — FoDoiiont du module.
loc*
logK 0,
log-
logçr
logE 0,
logE'
logy'
1 ^K' log
fi
\osK'
î-^iP
ooo3
ss
oa
EU
oc3i
SS
sa
SI
îl
oi4'i
SO
5ooi
la
io5
o3oi
ySfii
sa
ao
HfÀ
SO
ai
3Il4
4oo3
aa
iS
o5io
as
oj48
in
as
as
i,oo54
ÎTi
iAq5
sa
3oo
23oo
se
If,
III
fd
mi
sa
SO
SO
log^'
logK'
logy'
Icgf
logli
\0Qq
log-
logK
logi 1
Poui
r Â tré>
-petit
logy =
log^ =2,7958 8003
logy' =
iogy '
logAPa* = 0,^698 6S37;
ocK' =
- ïog (u
>e|)-+-ïogl-^^.
log— = 0,3622 i56().
TABIpE ZZ. — Zntégrrales de première etpèoe.
OfOnoo 3i43
iS-f 3i43
i,6io5 1,6637
/|8oo
o,8.jii i,o4o5
»,oi33
3ii8
3,5998 3,2553 logoo
ta
am f/ = 9>
OÎ5
loi^ 1074
aao8
lk00D3
5oi8
««79 aoio
5ia6
tto5o8
am r/= ç>
i?oo
iai5 |36a
jSii 8i3
5ii4
"120 ii465 465 1
i?oo
Sioi 57*38
TABIA m. — Zntégralea
de leconde eapèoe.
ainr/=p
o7ft 0?3
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 i568 i562 i566 i5Q5 i5G5 3ii6 3io8 3ioi 3o95 3091 4628 4601 4576 4557 4544 6087 6034 5966 5919 5888
i5G4 45ÎO
1,0060 9736 9433 9i56 8975 8010 i35o 1,0783 i,o3i5 9907 9617 9511 3391 1751 1102 i,o5o7 >»oo57 9877
amu=f
0,01 56 ii3i
0,0036 9884 9742 9617 9530 o5ii o,o336 o,oi35 9950 9831 0931 0701 0454 0,031 5 0,0024
3o4 LIVRE VI. — CHAP. IV, § X. — TABLES DE FONCT. ELLIPTIQUES.
Une troisième approximation donnerait
h = 0,2634, d'où Ton conclut, pour la valeur cherchée,
Les Tables de Legendre donneraient (^=: 0*^,4^57.
CHAPITRE II
Applications des théories précédentes.
PagM.
S I. Détermination du nombre des racines d'une équation comprises dans une
aire donnée. (N- ll67-ll?2) i
S II. Déyeioppement des fonctions synectiqucs en séries périodiques. (N*' 1173>
$ III. Série et intégrale de Fourier. (N*' 1182-1194) i;
S IV. Séries de Bûrmann et do Lagrange. (IS«* 1195-1205) 37
S V. Décomposition des fonctions en fractions simples. (N^ 120G-1212) 5o
$ VI. Déyeloppement des fonctions en produits infinis. (N*" 1213-1216) 57
S VII. Application de Tintégration par rapport à une variable complexe au calcul
des intégrales définies. (N«' 1217-1230) 66
CHAPITRE IV
Des fonctions elliptiques.
Pau
§ I. Réduction des intégrales elliptiques aux trois formes normales. (N°" 1206-
S II. Propriétés des fonctions elliptiques. (N- 1309-1319, i8i
§ III. Décomposition des fonctions elliptiques en séries de fractions simple».
( N- 1320-1326} ic>3
S IV. Développement des fonctions elliptiques en produits infinis. Fonctions B.
(N- 1327-1340) jo^
§ V. Développement des produits infinis 6 en séries trigonométriques. Fonctions ^. (N" 1341-1350) a '5
§ VI. Développement des fonctions elliptiques en séries de fonctions périodiques. (N-»- 1351-1361) 239
§ VII. Transformation de Landen. Calcul numérique des intégrales elliptiques
de première espèce. (N" 1362-1373) 24;)
S VIII. Des intégrales elliptiques de seconde espèce. (N*' 1374-1382; 270
S IX. Des intégrales elliptiques de troisième espèce. (N" 1383-1398 281
S X. Tables de fonctions elliptiques. (N" 1399-1402) 296
MÉTHODE DES QUATERNIONS
Par C.-A. LAISANT,
Député, Docteur es Sciences, Ancien élère de l'ËcoIe Polytechnique.
Un volume iN-8, avec figures dans le texte. — Prix : 6 fr.
La première idée de cet Ouvrage remonte à la (in de 1877, époque où TÂuteur soutint devant la Faculté des Sciences de Paris une Thèse sur les Applications mécaniques du calcul des quaternions. Il se proposa dès lors de composer, sous une forme élémentaire et sommaire, un exposé de la méthode dont il venait de donner des applications à la Mécanique analytique; c'est cet exposé qu'il publie aujourd hui.
L'Ouvrage publié à Londres en 1873 par MM. Kelland et Tait, sous le litre à' Introduction ta quaternions, a servi de modèle à celui-ci, non sans de nombreuses modifications, surtout en ce qui touche les notations.
Il peut être utile de donner ici quelques idées très générales sur l'esprit de la remarquable méthode d'Hamilton.
La signification des signes -t- et — , s'appliquant au sens des longueurs
I)ortées sur une ligne droite indéfinie, est une des créations les plus roerveileuses du génie de Descartes; c'est la base fondamentale de la Géométrie analytique. Mais, sans se préoccuper de la question des axes coordonnés, et en s'en tenant aux relations entre longueurs portées sur une seule droite, on s'aperçoit que tous les faits géométriques qui s'accomplissent sur cette droite trouvent ainsi leur traduction dans l'algèbre des quantités positives et négatives.
On peut donc dire que le calcul de ces quantités, en mettant de côté tout ce qui concerne les imaginaires, c'est le calcul des faits géométriques sur une droite.
Cette première notion devait s'étendre.
Tout le monde sait aujourd'hui combien a été féconde au point de vue des résultats, en même temps que remarquable au point de vue philosophique, l'interprétation géométrique des imaginaires (la dernière à laquelle se soit
arrêté Cauchy), consistant à considérer x-^y ^— i ou x -\-yi comme représentant la droite qui part de lorigine pour aboutir au point dont les coordonnées sont :r et j.
On commence à connaitre aussi, môme en France, la méthode si remar-
quable de Géomélrie analytique plane due à M. G. Bellavitis et qu'on désigne sous le nom de Théorie des équipoltences.
Le calcul des équipollences, c'est-à-dire le calcul des quantités imaginaires, c'est le calcul des faits géométriques dans un plan.
Et comme les règles à appliquer sont précisément celles de l'Algèbre ordinaire, on voit avec quelle facilité se combinent, se transforment, se soumettent enfin à toutes les opérations les faits géométriques dont il s*aeit.
Il était naturel, dès lors, que l'on cherchât, par voie de généralisation, à étendre aux faits géométriques de l'espace d'aussi intéressants résultats. Des tentatives diverses furent faites longtemps dans cet ordre d'idées ; mais il était réservé au génie d'Hamilton de surmonter les grandes difficultés que présentait la question et de créer de toutes pièces une doctrine nouvelle, irréprochable au point de vue philosophique, féconde en résultats, et à laquelle il a donné le nom de Calcul des quaternions.
On peut dire, en résumé, que le calcul des quaternions, c'est l'algèbre des faits géométriques de l'espace.
Cette algèbre nouvelle présente des règles particulières (ainsi la multiplication n'y est pas commutative en général), et par conséquent des difficultés spéciales, inhérentes à Ja nature même des choses. Par contre, elle offre de grandes ressources, permet d'introduire beaucoup de concision dans les calculs, donne à certaines solutions un caractère intuitif, se prête enfin à des applications étendues et variées.
\J Introduction à la méthode des quaternions se divise comme il suit :
Le Chapitre I traite de l'addition et de la soustraction des vecteurs, et de leur multiplication par des quantités réelles. Il se termine par des considérations très simples sur les points moyens, ou centres de gravité.
Dans le Chapitre II, le plus important pour l'étude de la méthode, se trouvent traitées la multiplication et la division des vecteurs. C'est là que s'introduisent les éléments et les notations les plus essentiels. On remarquera surtout la démonstration de la propriété associative dans la multiplication.
Le Chapitre III renferme des applications des notions précédentes à la géométrie de la ligne droite et du plan, et le Chapitre IV, « la géométrie du cercle et de la sphère.
Le Chapitre V a pour objet une étude très élémentaire de la différentiation des quaternions.
Dans les Chapitres YI, VII, VIII, on applique la méthode à des questions concernant l'ellipse, l'hyperbole et la parabole.
On a groupé dans le Chapitre IX un certain nombre de formules, non encore étudiées dans ce qui précède, et dont l'usage est cependant d'une grande utilité dans les applications.
Le Chapitre X est consacré à l'étude des équations du premier degré. La théorie des fonctions vectorielles linéaires 4» et la remarquable méthode inventée par Hamilton pour en effectuer l'inversion constituent certainement l'une des parties les plus intéressantes du Calcul des quaternions.
Enfin, dans le Chapitre XI et dernier se trouvent queJques notions générales sur la géométrie des surfaces du second ordre.
L'Ouvrage contient un assez grand nombre d'exercices, intercalés dans le texte avec un numérotage distinct. De plus, à la suite de chaque Chapitre se trouvent des énoncés proposés au lecteur comme exercices.
Une table analytique est aestinée à faciliter la lecture de ce Volume, qui contient aussi une Notice bibliographique sur les quaternions, et qui est appelé , croyons-nous , à répandre dans le public mathématique français l'étude de la méthode d'Hamilton, si cultivée dans plusieurs autres pays, et principalement en Angleterre.
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