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AVERTISSEMENT
Depuis la première Édition de cet Ouvrage, j'ai publié en 1882, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, deux articles ( * ) relatifs à renseignement de la Géométrie descriptive.
J'ai proposé d'introduire dans les Éléments les procédés pratiques employés par les Ingénieurs : les plans de projection , et par suite la ligne de tferre, n'interviennent que par leurs directions. Ce système a été immédiatement adopté dans plusieurs lycées de Paris, en Russie, en Belgique, en Portugal, etc., et je Tai naturellement suivi dans cette nouvelle Édition.
Le plan général de mon Cours ressort clairement de la Table des matières. La Géométrie cinématique (^) est exposée
( * ) Ces articles ont été réunis dans une brochure intitulée : Premiers éléments (le la Géométrie descriptive. Cette brochure a été traduite en langue russe par H. le professeur liguine, de l'Université d'Odessa.
( ») Lorsqu'à paru la première Édition de cet Ouvrage, M. Resal a inséré dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences une Note sur les différentes brcundies de la Cinématique^ dont je citerai ce passage : « M. Mannhcim, par » de nomrebuses et intéressantes applications, a montré que l'emploi des prou positions élémentaires de la Géométrie cinématique constitue une méthode ); nouvelle d'une véritable originalité.
» La Géométrie cinématique de M. Mannheim n'est pas simplement la par- 0 lie géométrique de la Cinématique telle qu'on l'étudiait jusqu'ici. Elle consi- » dère en outre les figures mobiles do formes variables, comprend aussi la » recherche des propriétés relatives aux figures de forme invariable pour les* I) quelles le déplacement n'est pas absolument défini. ...
u Comme dans cette courte Note je n'ai eu pour objet que do fixer quelques » définitions, je n'insiste pas sur la valeur du Livre de M. Mannheim. Qu'il me 0 soit pourtant permis de dire que, à mon point de vue, ce beau Travail établit » un point de repère important dans l'histoire de la Science. »
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en plusieurs Parties donnant lieu chacune à un certain nombre d'applications. C'est ainsi, par exemple, qu'après avoir étudié le déplacement d'un plan dans l'espace, j'arrive àconstruire la normale à la surface de Tonde et, par suite, je trouve les points coniques et les plans tangents singuliers de cette surface.
On doit remarquer que j'ai conservé à la Géométrie cinématique le rôle prépondérant que je lui avais donné et qui m'avait permis, avantage très précieux, d'apporter Yunitéde méthode dans les démonstrations.
Cette Édition contient de nouvelles applications de Géométrie cinématique extraites, comme presque tous les Suppléments, de mes travaux personnels; elle renferme en outre des modifications nombreuses et d'importantes additions.
Ainsi, j'ai ajouté l'étude du conoïde de Pliicker, cette surface du troisième ordre si utile dans la théorie des déplacements d'une figure assujettie à quatre conditions; j'ai introduit dans la théorie de la courbure des surfaces le point que j'ai appelé point représentatif d'un élément de surface réglée, dont le premier j'ai fait usage, et qui m'a permis d'exposer très simplement cette théorie. Etc.
Comme on le voit par le titre de mon Cours, les leçons proprement dites comprennent les Éléments de la Géométrie cinématique; mais ce Livre, dans son ensemble, peut tenir lieu d'un Ouvrage spécial de Géométrie cinématique, grâce à ses nombreux Suppléments et aux indications bibliographiques qui sont données lorsque les questions traitées, ou à étudier, auraient exigé trop de développements.
PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION
Après quinze années de professorat, pendant lesquelles je me suis efforcé sans cesse d'améliorer et de compléter mon enseignement, je me décide à publier ce Livre.
Il contient les Leçons que j'ai faites à l'École Polytechnique pendant l'hiver 1878-1879.
En les reproduisant pour ainsi dire sans modification, j'ai l'espoir de leur laisser une forme plus vivante que si j'avais recherché une rédaction concise.
On sait que les élèves admis à l'Ecole Polytechnique sont déjà familiarisés avec les Eléments de la Géométrie descrij> live. Il est donc nécessaire de posséder ces Éléments en commençant la lecture de cet Ouvrage; de même que, pour la suite, il faut se reporter aux notions que les élèves acquièrent dans le Cours d'Analyse.
Cet Ouvrage est divisé en deux Parties.
La première contient l'étude des différents modes employés pour la représentation des corps. Ceux-ci sont supposés terminés par les surfaces les plus simples, c'est-à-dire les surfaces planes, cylindriques, coniques, sphériques ou les surfaces du second ordre.
VIII PRÉFACE DE LA PREMlàRE ÉDITION.
Après une Leçon sur les ombres et une autre sur les projections cotées, commence l'étude des différentes perspectives.
J'ai conservé sans aucun changement le trait de perspective que M. de la Gournerie, auquel j'ai eu l'honneur de succéder à l'Ecole, avait adopté pour la perspective conique et qu'il a exposé dans son excellent Traité de Perspective linéaire (*).
Pour profiter de cette première Partie du Cours, une simple lecture ne saurait suffire : il est indispensable d'y joindre le tracé de nombreuses épures.
Les surfaces que l'on rencontre le plus fréquemment dans la pratique, telles que les surfaces réglées, les surfaces de révolution et les surfaces hélicoïdales, sont traitées dans la deuxième Partie.
C'est aussi dans cette deuxième Partie que se trouvent les éléments de la Géométrie cinématique, exposés didactiquement pour la première fois.
Voici comment j'ai été amené à entrer dans cette voie nouvelle.
En 1867, le Conseil de perfectionnement de l'École Polytechnique, sur la proposition éclairée et libérale du général Favé, qui commandait alors l'École, accorda aux professeurs la faculté de modifier leur enseignement.
Profitant de cette latitude, j'ai commencé, dès cettccpoque, à faire usage de plusieurs propriétés relatives aux déplacements des figures; j'en ai successivement ajouté d'autres.
(*) Je saisis cette occasion pour exprimer publiquement toute ma gratitude à M. de la Gournerie, qui, avec la plus grande bienveillance, m'a beaucoup aidé au début de mon enseignement en voulant bien me communiquer ses programmes détaillés et ses notes.
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Ce sont des propriétés de cette nature que j'ai groupées dans mon Cours sous le nom de Géométrie cinématique.
Dans des Mémoires divers et de nombreuses Notes, présentés à l'Académie des Sciences, j'avais préparé, depuis longtemps, les matériaux de cette branche particulière de la Géométrie. La plupart de ces travaux sont coordonnés dans cet Ouvrage; ainsi réunis ils forment, à proprement parler, un corps de doctrine.
Tandis que la Cinématique a pour objet l'étude du mouvement indépendamment des forces, la Géométrie cinématique a pour objet l'étude du mouvement indépendamment des forces et du temps ( * ) .
il s'agit bien là du déplacement des figures et non du mouvement tel qu'il est considéré en Mécanique, car à ce dernier point de vue « ... il n'y a réellement mowç'eme/if que
( * ) Qu'on me permette do rappeler les noms do trois illustres géomètres français que j'aime à citer :
ÂMPÉBE, qui a distingué dans la Mécanique la branche particulière qu il a nommée Cinématique;
PoNCELET, qui a créé magistralement TEnseignement de la Cinématique à la Sorbonne en i838;
M. Chasles, dont les beaux travaux de Géométrie ont notablement contribué aux progrès de la Cinématique.
Grâce à ces maîtres, cette branche de la Science est maintenant universellement étudiée, des chaires spéciales ont été fondées, de nombreux Ouvrages ont été publiés. Parmi ceux-ci je me borne à signaler l'important Traité de Cinématique pure de M. Rbsal.
A son tour la Géométrie cinématique (*) doit être séparée de la Cinématique proprement dite, et un bel avenir me semble aussi lui ôtrc réservé.
(*) « Non seulement les questions du déplacement d'une figure sur le plan ou dans l'espace se rattachent à la Cinématique...., mais elles forment môme les éléments naturels de cette partie de la Mécanique. » ( Chasles^ Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. LI, p. 855.)
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» quand, l'idée du temps pendant lequel a lieu le déplace- » ment étant jointe à celle du déplacement lui-même, il en » résulte la notion de vitesse plus ou moins grande avec M laquelle il s'opère... (') ».
En employant d'une manière systématique des propriétés qui concernent les déplacements des figures, comme procédé très simple de démonstration, je suis arrivé à constituer une nouvelle méthode géométrique au moyen de laquelle j'ai pu résoudre des problèmes jusqu'ici réservés à l'Analyse infinitésimale.
Ces propriétés, d'ailleurs intéressantes en elles-mêmes, et qui sont d'une application immédiate en Mécanique^ m'ont également permis de faire une Leçon d'Optique géométrique. J'ai ainsi cherché à réunir tout ce qui, dans les Cours de Mécanique et de Physique, est relatif à la Géométrie; car ce n'est que par une liaison bien entendue des différents Cours de l'École que l'enseignement général de cette grande Institution peut présenter une certaine unité.
Les Applications de la Géométrie cinématique à la Géométrie descriptive concernent le raccordement des surfaces réglées, la théorie de la courbure des surfaces, l'étude des surfaces de vis à filet triangulaire ou carré et enfin certains problèmes relatifs aux surfaces réglées générales.
Toutes ces Applications, ainsi que celles dontil est question plus loin, sont le fruit de mes recherches personnelles ; elles sont présentées dans cet Ouvrage sous une forme appropriée à l'enseignement.
J'ai ajouté à plusieurs Leçons des Suppléments qui ren-
< ^ ) Ampère, Essai sur la philosophie des Sciences, p. 69.
PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION. XI
ferment quelques développements relatifs à la théorie des surfaces et montrent l'utilité des surfaces que j'ai appelées normaUes.
Dansd'autresSuppléments,j'aidonné diverses Applications de Géométrie cinématique, afin de faire mieux connaître et de propager une méthode féconde qui me semble digne de . l'attention des géomètres.
La dernière Leçon est consacrée aux surfaces topographiques et à leur emploi pour la représentation des Tables.
Tout en me conformant au dernier programme arrêté par le Conseil de perfectionnement, j'ai donc agrandi ma tâche, et mon Cours comprend non seulement Y Art du trait, mais tout V Enseignement géométrique de l'Ecole.
La partie théorique est ainsi plus développée ; mais je me suis rappelé ce que disait l'illustre Lamé en i84o dans la Préface de la deuxième édition de son Cours de Physique : a Les études suivies à l'École Polytechnique sont loin d être M uniquement destinées à faire connaître une suite de cal- » culs, de formules, de figures, de phénomènes physiques » et chimiques. Leur utilité principale est d'exercer cette » faculté de l'intelligence à laquelle on donne le nom de » raisonnement. »
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DéGnitions relatives aux dessins d'Architecture ou de Machines. — Définitions relatives aux ombres. — Nature de la ligne de séparation d'ombre et de lumière pour les surfaces les plus simples. — Méthodes générales pour la détermination des ombres : — méthode des plans sécants, — méthode des plans tangents, — méthode des projections obliques. — Points brillants i
PROJECTIONS COTÉES
Méthode des projections cotées. — Problèmes relatifs à la ligne droite et au plan. — Plan tangent à un cône. — Problème d'ombre i5
XIV TABLE DES MATIERES
Ptre*.
Perspective du plan. —- Perspective d'un trapèze. — Échelle des éloignements. — Échelle des largeurs. — Perspective d'une ligne courbe. — Craticuler. — Perspective d'une circonférence de cercle. — Méthode des deux points de fuite : perspective d'un parquet. ~ Points en dehors du cadre du tableau 38
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(<j yoir^ p. xTiii, la Table des Mallèrec contenoet dani loi SapplémeoU.
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(*) Les litres en Uallquei sont ceux des SnpplémeDU relatifs à la Géométrie cinématiqae.
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Définitions relatives aux dessins d'Architecture ou de Machines. — Définitions relatives aux ombres. — Nature de la ligne de séparation d'ombre etde lumière pour les surfaces les plus simples. ~ Méthodes générales pour la détermination des ombres : — méthode des plans sécants, — méthode des plans tangents, — méthode des projections obliques. — Points brillants.
Définitions relatives aux dessins d'Architectnre on de Machines. — Les différentes projections orthogonales employées pour les dessins d'Architecture ou de Machines prennent des noms particuliers que nous allons définir.
On donne le nom à^ élévation à la projection d^une façade d'un édifice sur un plan vertical parallèle aux arêtes horizontales de cette façade.
L'ensemble de la section faite par un plan horizontal, situé à une certaine hauteur au-dessus du sol d'un étage d'un édifice, et de la
projection sur ce plan des objets placés au-dessous de lui porte le nom de plan. Pour l'indication complète de la disposition intérieure* de l'édifice, on fait autant de plans qu'il y a d'étages.
La section par un plan vertical, mené perpendiculairement à la direction des grandes arêtes horizontales d'une des façades, est appelée coupe. On distingueles coupes longitudinales et les coupes transversales, et l'on a soin, comme pour le/? /a/2, de projeter suritplan sécant les objets placés derrière ce plan relativement au spectateur.
Lorsqu'il s'agit du dessin des Machines, on a encore des e/eralions et un plan, mais le plan est une projection horizontale de l'ensemble de la machine; le plan sur lequel on projette n'est pas un plan sécant. Les plans, les élévations et les coupes portent le nom àe figures géométrales.
Si l'on veut compléter le tracé linéaire de manière à le transformer en une figure faisant image, on ajoute des teintes et des ombres. Il est évident que, si une circonférence de cercle est tracée sur \v. dessin d'une élévation, on ne sait pas ce que représente cette figure; mais, si l'on y ajoute des ombres et des teintes, on peut parfaitement montrer s'il s'agit d'une demi-sphère en relief ou d'une demi-sphère en creux.
Définitions relatiTes aux ombres. — Occupons-nous des ombres dans la méthode des projections orthogonales, en supposant que le corps lumineux est réduit à un point.
Lorsque les rayons lumineux sont parallèles, on suppose que leur direction est celle de la diagonale d'un cube dont une face est parallèle au plan vertical de projection et une autre face parallèle au plan horizontal de projection. Le cube, placé comme nous venons de l'indiquer, est représenté {fig- i) en projection verticale et en projection horizontale par deux carrés égaux entre eux. La projection d'une diagonale du cubie est, sur chacun des plans de projection, une diagonale de ces carrés. On voit alors que les projections d'un rayon lumineux sont des droites faisant un angle de 45** avec la direction de la ligne de terre (*).
(*) Je rappelle que le plan horizontal de projection est toujours supposé au-des-
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Donnons maintenant quelques définitions relatives aux ombres.
Un corps de dimensions finies reçoit des rayons lumineux-, il est éclairé par ces rayons et les intercepte; les différents points situés dans le prolongement de ces rayons ne sont pas éclairés et sont dits dans l'ombre. Les rayons qui sont ainsi interceptés par le corps sont renfermés dans une suite de rayons dont nous allons'examiner la situation.
Pour cela, prenons en particulier un rayon lumineux. Supposons qu'il traverse le corps; il y a un point d'entrée et un point de sortie. Transportons ce rayon lumineux de façon que le point d'entrée et le point de sortie se confondent. Ce rayon particulier, sur lequel
Fig. I.
il y a maintenant deux points confondus, est langent à la surface qui limite le corps; s'il s'appuie sur la ligne d'intersection de deux surfaces, on peut aussi le considérer comme étant une tangente.
L'ensemble des rayons qu'on peut obtenir ainsi, et sur chacun desquels il y a deux points confondus, constitue ce que l'on appelle le cône d'ombre ou le cylindre d'ombre, et le lieu des points qu'on obtient en considérant sur chacun de ces rayons le point qui représente la réunion des deux points dont nous venons de parler est la ligne de séparation d'ombre et de lumière, qu'on appelle encore ligne d'ombre propre.
sous de l'objet à représenter et que le plan verLîcal est éloigné au delà de cet objet par rapport au spectateur.
La situation des plans de projection n'étant pas fixée, leur intersection, c'està-dire la ligne de terre, est indéterminée.
Je ne trace pas cette droite sur les épures, mais sa direction est connue, puisqu'elle est perpendiculaire à la droite qui joint les deux projections d'un même point de l'espace. Nous parlerons de la direction de la ligne de terre, comme si cette droite était tracée.
Si l'on prolonge les rayons lumineux qui forment le cône d'ombre, leurs traces sur une nouvelle surface déterminent une ligne à laquelle on donne le nom de ligne d'ombre portée.
Prenons une surface et imaginons d'un point lumineux s {Jig* a) des rayons tangents à cette surface ; nous avons pour chacun de ces rayons lumineux un point de contact; en réunissant ces points de contact a, 6, c, nous obtenons la ligne d'ombre propre. Au point a, par exemple, le plan tangent au cône d'ombre est le plan déterminé par la génératrice sa et par la tangente en a à la ligne d'ombre propre. Mais ces deux droites sont tangentes à la surface éclairée; par conséquent, le plan tangent en a au cône est le plan tangent en a à la surface. Nous voyons donc qu'aux différents points de la ligne d'ombre propre le cône et la surface ont les mêmes plans tan-
Fig. a.
gents. On dit alors que le cône d'ombre est circonscrit à la surface qui limite le corps éclairé.
Il est important de remarquer que le cône d'ombre est formé, en général, de surfaces différentes, et que la ligne de séparation d'ombre et de lumière n'est pas une ligne continue.
Prenons, par exemple, une surface polyédrale, c'est-à-dire terminée par des plans ; nous allons voir bien nettement que, lorsqu'on suit la ligne d'ombre propre, on est obligé de quitter une ligne pour passer à une autre qui ne rencontre pas celle-ci.
Soient deux murs verticaux se coupant à angle droit (^g- 3). Plaçons l'un de ces murs parallèlement au plan vertical de projection, et supposons qu'il y a, formant moulure, un bandeau en pierre. Prenons les rayons lumineux dirigés comme il a été dit précédemment et cherchons l'ombre portée par l'ensemble des deux murs et du bandeau sur le plan horizontal (H').
S'il n'y avait pas de bandeau, l'ombre portée serait limitée à
l'ombre portée par la verticale projetée au point a. Cherchons l'ombre portée par le bandeau. L'ombre portée par le segment vertical h' d est iiCi; la perpendiculaire au plan vertical qui se projette en f a pour ombre portée la perpendiculaire à la ligne de terre qui passe par le point h^ ; cette droite rencontre la ligne d'ombre portée par la verticale a en un point /Wi ; le rayon lumineux qui a pour trace m\ est projeté verticalement suivant rn!V : il rencontre à la fois l'arête d'intersection des deux murs et la perpendiculaire au plan vertical menée par le point 6'. De même, si nous prenons l'ombre de l'horizontale parallèle au plan vertical de projection qui passe par c', nous obtenons la parallèle à la ligne de terre menée à partir du point c^ ; cette droite rencontre la ligne a/Wi en un point /i<, qui est sur (H') la trace d'un
Fig. 3.
rayon qui rencontre au point/?' l'arête verticale du mur et au point n! l'horizontale qui passe par le point c'.
Nous pouvons maintenant suivre la ligne de séparation d'ombre et de lumière. Si nous partons du point le plus haut de l'arête d'intersection des deux murs, nous avons la portion de cette ligne qui vient se terminer au point m! et qui porte son ombre sur le plan horizontal (H').
Au-dessous de m', le mur est bien éclairé, mais l'ombre n'est pas portée sur le plan (H') : elle est portée sur le plan horizontal qui termine le bandeau à sa partie supérieure.
Arrivé en m', le rayon lumineux rencontre la perpendiculaire au plan vertical projeté enè'; à partir de ce point de rencontre, qui est projeté horizontalement au point rf, la ligne de séparation
d'ombre et de lumière est le segment compris entre ce point d el le point b. Le rayon lumineux continuant à se déplacer s'appuie le long de la verticale b'd et vient se retourner sur l'horizontale c'n!. A partir de là, il y a ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la moulure et ombre portée sur le mur. EnGn, sur l'arête du mur, c'est à partir du point/)' que nous devons continuer la ligne de séparation d'ombre et de lumière.
Cet exemple montre bien comment, lorsqu'un corps est terminé par un ensemble de surfaces, il importe de suivre la ligne de séparation d'ombre et de lumière et de bien voir comment on délimite le contour de l'ombre portée.
A l'occasion de cet exemple, faisons quelques remarques.
En projection horizontale l'ombre portée par une verticale est toujours une ligne parallèle à la projection horizontale du rayon lumineux, quelle que soit la surface sur laquelle se trouve l'ombre portée. Ainsi, dans l'exemple précédent, l'arête verticale a porte son ombre sur le plan supérieur de la moulure, puis sur le plan (H'), et, en projection horizontale, on a une seule et même ligne qui se continue.
Remarquons également qu'un plan mené parallèlement au rayon lumineux a pour trace, sur une surface quelconque, une ligne qui est l'ombre portée d'une ligne quelconque tracée sur ce plan. Nous ferons bientôt usage de cette remarque.
Nature de la ligne de séparation d'ombre et de lumière pour les surfaces les plus simples. — Si le corps est terminé par des plans, la ligne de séparation d'ombre et de lumière se compose d'une suite de droites, comme nous venons de le voir, et, au lieu d'un cône d'ombre, on a une pyramide d'ombre.
Si le corps est terminé par une surface cylindrique ou par une surface conique, la ligne de séparation d'ombre et de lumière se compose de génératrices de ces surfaces, et le cône d'ombre se compose de plusieurs plans.
S'il s'agit d'une sphère, la ligne de séparation d'ombre et de lumière, dans le cas d'un point lumineux, est un petit cercle, et le cône d'ombre est un cône de révolution.
Examinons le cas où la surface qui limite le corps est une surface du second degré. Considérons une surface à centre, le corps
lumineux élant réduit à un point, et démontrons que la ligne d^ ombre propre est une ligne plane dont le plan est conjugué du diamètre qui passe par le point lumineux.
Par le point lumineux s et le centre o de la surface, menons un plan sécant; il coupe la surface suivant une conique ncb {fig- 4)- Nous obtenons deux points de la ligne d'ombre propre en prenant les points de contact a, b des tangentes à cette courbe issues du point lumineux s. Menons la corde aè, et joignons le point s au point o par une droite qui rencontre la courbe au point c et la corde au point d. Nous savons que Ton a toujours odx os= oc ^ et que la corde ab est parallèle à la tangente et à la courbe. Nous pouvons conclure de là que, quel que soit le plan sécant mené par la droite 05, le point d est toujours le même. Quel que soit le plan sécant, nous avons donc à mener à partir du point d une parallèle
Fig. 4.
à une tangente en c pour obtenir une corde de contact telle que ab. Toutes les tangentes en c appartiennent au plan tangent en ce point à la surface du deuxième degré, et l'ensemble des parallèles à ce plan menées à partir du même point d constitue le plan de la courbe d'ombre. Nous voyons, en outre, que ce plan est conjugué de la direction os, puisqu*il est parallèle au plan tangent en c.
Lorsque le points est à l'infini, le plan de la courbe d'ombre passe par le centre ; et, si la surface du deuxième degré est dépourvue de centre, le plan de la courbe d'ombre est parallèle à l'axe.
Méthodes générales pour la détermination des ombres. — Apre» avoir indiqué la nature des lignes d'ombre lorsque les surfaces considérées sont des surfaces cylindriques, coniques, sphériques ou du second ordre, nous allons parler des procédés généraux employés lorsqu'il s'agit de surfaces quelconques.
Les procédés que nous allons exposer sont toujours les mêmes^ quel que soit le mode de représentation; les tracés seuls diffèrent.
Méthode des plans sécants. — On distingue d'abord ce qu'on appelle la méthode des plans sécants. Par le point lumineux on mène des plans qui coupent, suivant certaines lignes, la surface qui limite le corps éclairé; dans chacun de ces plans on mène par le point lumineux des tangentes à ces lignes; les points de contact qu'on détermine ainsi peuvent appartenir à la ligne d'ombre. Je dis ({VL\\s peuvent appartenir, parce que nous allons voir qu'il y a lieu de choisir parmi les points de contact ceux qui forment la ligne de séparation d'ombre et de lumière.
Prenons pour exemple la surface de révolution engendrée par la rotation du contour abc {fig* 5) autour de la droite st\ l'intérieur du corps est entre le contour et l'axe, et Iç point lumineux est placé en s sur l'axe. Quel que soit le plan mené par le point s et par l'axe de révolution, nous avons toujours comme intersection une ligne méridienne. Nous devons, d'après ce qui a été
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dit, mener des tangentes à cette courbe de section : nous obtenons ainsi les points de contact a, 6, c. Si nous prenons les points analogues situés dans tous les plans méridiens, le lieu des points a est la circonférence qui se projette suivant la perpendiculaire à l'axe menée par le point a; de même pour le point b et pour le point c, 11 résulte de la disposition des points a, è, c que la partie éclairée est en avant du parallèle qui contient le point a, et que tout le reste de la surface est dans l'ombre ; par conséquent, les circonférences qui contiennent les points b et les points c n'appartiennent pas à la ligne de séparation d'ombre et de lumière.
Si la tangente en a rencontrait le contour abc^ on aurait sur le corps éclairé une circonférence* qui serait l'ombre portée par le parallèle qui contient a.
Lorsque les rayons sont parallèles entre eux, on mène les plans sécants parallèlement à ces rayons lumineux; c'est ainsi qu'on pro-
cède dans le dessin d'Architecture. Si, par exemple, on veut déterminer les lignes d'ombre propre et d'ombre portée qui sont relatives à un chapiteau de colonne, on emploie des plans verticaux, parallèles aux rayons lumineux.
Nous allons représenter un chapiteau de colonne et indiquer sommairement comment on opère, dans ce cas, pour déterminer les lignes d'ombre propre et d'ombre portée.
Supposons le chapiteau représenté {^fig- 6) par sa projection verticale, et par sa projection horizontale (sur la figure nous n'indiquons pas cette dernière projection^; coupons ce chapiteau par un plan vertical parallèle au rayon lumineux; à l'aide des deux projections, nous déterminons les lignes d'intersection de ce plan sécant avec les différentes surfaces qui limitent le chapiteau.
Fifj. 6.
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Nous obtenons ainsi un contour i, 2, 3, — Par les sommets saillants de ce contour menons des parallèles au rayon lumineux. La parallèle au rayon lumineux menée du point i rencontre le contour au point i'; par ce point passe une ligne d'ombre portée.
Comme nous connaissons la nature de la moulure, nous pouvons tout de suite mener par l' la parallèle à l'arête de la moulure qui contient i, pour obtenir la ligne d'ombre portée.
Par le sommet saillant 2 menons une parallèle au rayon lumineux; cette ligne rencontre le contour en un certain point 2', qui appartient à la ligne d'ombre portée. Nous menons ensuite une tangente parallèle au rayon lumineux; elle rencontre le contour au point 3', qui est l'ombre portée du point de contact 3; ce point de contact appartient à la ligne d'ombre propre.
Sur la moulure appelée quart de rond y il y a à déterminer, au
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moyen d^un certain nombre de plans sécants, les différents points de la ligne d'ombre portée, tels que 2', et les points de la ligne d'ombre propre, tels que 3.
On continue de la même manière pour achever la détermination des ombres sur le chapiteau.
Méthode des plans tangents. — Nous ne ferons que citer la méthode des plans tangents, qui sera développée plus tard.
Méthode des projections obliques. — Nous passons à la méthode connue sous le nom de méthode des projections obliques. Précédemment, à l'occasion de l'ombre portée par deux murs, nous avons, sans nommer cette méthode, fait usage du principe sur lequel elle repose. Nous allons maintenant exposer ce principe.
Soient deux lignes A etB {Jig* 7). Nous voulons déterminer le point de la ligne A qui porte son ombre sur la ligne B, et cette ombre elle-même sur la ligne B.
Pour cela nous faisons usage d'un plan auxiliaire (P), et nous déterminons les ombres portées sur ce plan par les lignes A et B, qu'on peut appeler les projections obliques de A et de B. Nous obtenons une ligne A| et une ligne B|. Il est clair que le point de rencontre m^ de ces deux lignes est la trace sur le plan (P) d'un rayon lumineux qui rencontre les lignes A et B. Le point m où ce rayon rencontre la ligne A est le point qui porte ombre, et le point où il rencontre la ligne B est l'ombre portée sur cette ligne.
Ainsi le principe bien simple qui conduit, comme on le voit, à déterminer l'ombre portée d'une ligne sur une autre se réduit à ceci : On prend les projections obliques des deux lignes sur un même plan, et les points de rencontre de ces projections sont les traces des projetantes qui rencontrent à la j ois les deux lignes dont on s'occupe.
Remarque. — Si l'on considère un point p de la ligne A et la projection oblique /7| de ce point sur le plan (P), la tangente en p à la ligne A se projette obliquement suivant la tangente en p^ à la ligne A,, puisque cette droite est la trace sur le plan (P) du plan tangent le long de pp\ au cylindre projetant de A. (Nous examinerons plus loin le cas où la projetante est tangente à A.)
Prenons pour exemple la surface de révolution engendrée par le contour a'c'd' tournant autour de la verticale o {/ig. 8) : nous
avons, pour projection horizontale, des circonférences concentriques (qui ne sont pas tracées sur la figure).
Cherchons Tombre portée par le parallèle a' 6' sur la surface de révolution engendrée par &d\ Pour cela on prend Tombre portée par a'O' sur différents parallèles de cette surface de révolution, en appliquant ce que nous venons de dire. Pour effectuer les constructions, nous cherchons les ombres portées par ces différents parallèles, sur le plan horizontal (H'). Comme les plans de ces circonférences sont parallèles au plan (H'), leurs ombres portées sont des circonférences qui leur sont respectivement égales. I^a trace
sur (H') de la parallèle au rayon lumineux menée par le centre de a'b' est le centre de l'ombre portée par ce parallèle. De ce point comme centre, avec un rayon égal au rayon de la circonférence a' 6', nous n'avons qu'à décrire une circonférence, et nous avons l'ombre portée par a'b' sur le plan horizontal (H'). De même pour les parallèles de la surface de révolution. En prenant les points de rencontre de l'ombre portée par a'b' avec les ombres portées par ces différents parallèles et relevant ces points comme nous venons de le dire, nous déterminons autant de points que nous voulons de la courbe d'ombre portée par a'b' sur la surface c'd'] en réunissant tous ces points, nous obtenons cette courbe d'ombre portée.
Le procédé qui vient de setvir à tracer la ligne d'ombre portée conduit aussi à la détermination de la ligne d'ombre propre.
Supposons cette ligne connue, et prenons un parallèle qui la rencontre en un point m'. En ce point m', le plan tangent à la surface de révolution est parallèle au rayon lumineux, et, d'après une remarque précédente, la trace de ce plan sur le plan (H') est l'ombre portée par toutes les lignes contenues dans ce plan; en particulier, c'est l'ombre portée par la tangente en m' au parallèle et par la tangente en m' à la courbe d'ombre propre.
Puisque les ombres portées par ces deux courbes sont tangentes à une même droite en un même point, il en résulte que ces deux courbes ont pour ombres portées des lignes tangentes entre elles.
Il suffit donc de chercher les ombres portées par les différents parallèles sur le plan horizontal (H'); on obtient une suite de circonférences dont les centres sont sur la parallèle menée du point o à la projection horizontale du rayon lumineux. Dès lors, on n'a qu'à tracer une courbe tangente à toutes ces circonférences pour avoir la ligne d'ombre portée; chacun des points de contact avec ces circonférences, étant relevé par une parallèle au rayon lumineux, détermine sur les parallèles eux-mêmes des points tels que m'. Plus tard, quand nous aurons parlé des courbes ençeloppesy nous verrons qu'on peut dire que la ligne d'ombre portée est ici Venveloppe des ombres portées par les parallèles de la surface de révolution.
Nous venons de chercher l'ombre portée sur un plan horizontal ; mais, dans la méthode des projections obliques^ le plan auxiliaire
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n*est pas nécessairement un plan horizontal. Cherchons, par exemple, le point rJ de la courbe d'ombre portée situé sur la ligne méridienne. Ce point est l'ombre portée par un certain point de a!V\ nous avons donc à chercher l'ombre d'une ligne dV sur une ligne d d^ située dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection. Pour déterminer ce point, nous n'avons qu'à prendre l'ombre portée par cdV sur ce plan vertical; c'est une ellipse qui rencontre c'rf' au point cherché n'. Puisque le point rJ est sur la ligne de contour apparent de la surface de révolution, la courbe d'ombre portée est tangente en ce point à la ligne d d' ,
On démontre aisément qu'au point de rencontre /?' de la courbe d'ombre propre et de la courbe d'ombre portée la tangente à la courbe d'ombre portée est le rayon lumineux lui-même.
Nous avons parlé de la méthode des projections obliques dans le cas où les projetantes sont parallèles à une même direction ; tout ce que nous avons dit s'applique au cas d'une projection conique, c'est-à-dire lorsque les rayons lumineux partent d'un même point.
Points brillants. — Terminons ce qui est relatif aux ombres en définissant les points brillants.
Lorsqu'on applique le lavis à un dessin, il y a certaines parties des surfaces éclairées qu'on laisse sans teintes et qui entourent ce qu'on appelle les points brillants. Considérons une surface polie et réfléchissante représentée sur le plan vertical de projection, et supposons qu'il existe un rayon lumineux qui soit réfléchi par cette surface, de façon que ce rayon soit renvoyé dans la direction des projetantes. Comme il s'agit ici du plan vertical de projection, et que les projetantes sont des perpendiculaires à ce plan, il y a alors un rayon lumineux qui est renvoyé de façon que dans le plan normal, au point où ce rayon rencontre la surface (l'angle d'incidence étant égal à l'angle de réflexion), le rayon soit réfléchi per- ])endiculairement au plan vertical. Le point où ce rayon rencontre la surface est un point brillant.
Appelons R la direction des rayons lumineux, P la direction d'une perpendiculaire au plan vertical de projection. Nous connaissons l'angle (P, R), et, en prenant la bissectrice de cet angle, nous avons la direction de la normale N au point brillant. Un point brillant est donc un point pour lequel la normale est pa-
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rallèle à celte direction, ou encore, c'est un point où le plan tangent à la surface éclairée est parallèle à un plan perpendiculaire àN.
Ainsi, chercher un point brillant, c'est chercher le point de contact de la surface qui limite le corps avec un plan tangent qui est parallèle à une direction connue.
Au lieu d'un point brillant, on peut avoir une suite de points briîlants formant une /igné brillante; c'est ce qui arrive, par exemple, pour les surfaces cylindriques et les surfaces coniques.
Voilà ce qui est relatif aux ombres et aux procédés généraux applicables dans tous les modes de représentation.
Nous avons donné quelques exemples, mais il est facile d'en trouver d'autres. Ainsi, par la méthode des projections obliques, on peut chercher l'ombre d'un segment de droite sur un tétraèdre, en déterminant l'ombre de la droite sur les différentes arêtes du tétraèdre. On peut encore chercher l'ombre d'une droite sur une surface conique en prenant l'ombre de la droite sur un certain nombre de génératrices de cette surface; l'ombre d'un cône sur un autre cône, ce qui revient à prendre les intersections de ce dernier cône et des plans d'ombre du premier.
Ce n'est qu'à la condition de s'exercer sur un grand nombre d'exemples qu'on peut arriver à traiter facilement les problèmes concernant les ombres.
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DEUXIÈME LEÇON
PROJECTIONS COTÉES
Méthode des projections cotées. — Problèmes relatifs à la ligne droite et au plan. Plan langent à un cône. — Problème d'ombre.
Méthode des projections cotées. — Lorsque Tétendue horizontale de l^objet à représenter est d'une dimension beaucoup plus grande que la hauteur des différents points de cet objet, on a sur le plan vertical de projection des points très rapprochés les uns des autres. La lecture de cette projection verticale serait difficile, on ne l'emploie pas; on fait usage de la seule projection horizontale dont les différents points sont accompagnés de nombres indiquant leurs hauteurs au-dessus d'un plan horizontal qu'on appelle plan de comparaison. On a ainsi une projection cotée.
On a recours à la méthode des projections cotées pour la représentation des Fortifications; on l'emploie aussi en Topographie et en Hydrographie. Dans le dessin des Fortifications, le plan de comparaison est au-dessous de tous les points de l'ensemble à représenter; dans ce cas, les hauteurs des points sont des altitudes. D'une façon générale, le nombre que l'on place près de la projection d'un point porte le nom de cote.
Problèmes relatifs à la ligne droite et au plan. — Représentation d^une ligne droite. — Une ligne droite est représentée par sa projection et la cote de deux de ses points.
Soit {fig- 9) la droite a6, qui est la projection sur le plan de comparaison d'une droite de l'espace. La hauteur du point a est indiquée auprès de la projection de ce point; de même pour le point b. On doit ajouter, en outre, l'échelle du dessin à l'aide de laquelle on peut mesurer les hauteurs marquées près des projections des points de la figure.
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Graduer une droite. — Nous allons résoudre par la méthode des projections cotées un certain nombre de problèmes élémentaires. Pour cela nous avons besoin de montrer comment on prépare, pour ainsi dire, l'emploi d'une droite. Lorsqu'une droite doit intervenir dans la solution d'un problème, on indique sur cette droite, afin d'en faire usage plus facilement, les points dont les cotes sont marquées par des nombres entiers. C'est ce que Ton appelle graduer une droite. Les points ainsi déterminés portent le nom de points à cotes rondes.
Si, par exemple, nous voulons trouver le point c, dont la cote est 3, nous n'avons qu'à établir cette proportion : la distance ac ou X est à la différence de cote entre le point coté 3 et le point
tf
coté 2,a5, c'est-à-dire 0,^5, comme la longueur ab est à la différence de cote entre 6,76 et 2,26, c'est-à-dire 4,5o :
ac 0}x X ^ ab 0,75 - 4^'
Nous connaissons la longueur ab mesurée à l'échelle du dessin ; au moyen de cette proportion, nous déterminons un certain nombre x qui correspond à une longueur mesurée à l'aide de Téchelle du dessin, et nous obtenons le point c en portant cette longueur à partir du point a.
Nous pouvons de même déterminer le point rf, pour lequel la cote est 4) par la proportion
cd o\x X ^ ab 'i "475^*
Cette longueur crf, qui est, sur la projection de la droite, la distance de deux points dont la cote diffère de l'unité, est ce qu'on appelle V intervalle.
L'intervalle étant déterminé, nous pourrions porter cet intervalle successivement sur la droite et nous aurions les points à cotes rondes. Mais, lorsqu'il s'agit d'un tracé graphique, il ne suffit pas de trouver le moyen théorique qui conduit à la solution du pro-*
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blême : il faut encore chercher parmi les constructions celle qui donne le résultat le plus exact.
Dans la pratique, on opère ainsi : on détermine le point à cote ronde le plus voisin de chacune des extrémités de la droite; près du point a, par exemple, on cherche le point coté 3, et près du point b le point coté 6; il ne reste plus alors qu'à partager la distance comprise entre le point coté 3 et le point coté 6 en trois parties égales, ce qui donne les points cotés 4 ^t 5. De cette façon, la droite se trouve graduée.
Le procédé dont nous venons de faire usage pour graduer la droite est celui que Ton désigne sous le nom de procédé arithmétique. Il en existe un autre que l'on désigne sous le nom de procédé graphique.
Considérons {fig* lo) le plan vertical qui projette la droite; il
Fig. 10.
se projette tout entier suivant la droite ab. Supposons que, dans ce plan, on mène une horizontale par le point a : c'est l'horizontale qui a la même cote que le point a, c'est-à-dire l'horizontale 2,25. Faisons tourner ce plan vertical autour de cette horizontale 2,25 pour ramener à être parallèle au plan de comparaison; après le mouvement de rotation, le point qui se projetait en b vient se projeter au point è*, tel que la distance bb^ égale la différence de cote entre le point b et le point a, soit ^y^o mesurés à l'échelle du dessin. On joint alors le point a au point 6| ; puis on ramène sur celte ligne a6< , au moyen de parallèles à aè, les points à cotes rondes rabattus sur bb^ ; ces droites rencontrent ab^ en des points qu'on projette sur ab, et l'on aies points à cotes rondes sur la droite ab.
La hauteur du point b au-dessus du point a étant mesurée par un segment d'une dimension petite relativement à la longueur de ab^ les droites parallèles à ab rencontrent la ligne ab\ sous des angles très aigus. Le point de rencontre graphique de deux lignes qui se coupent ainsi sous un angle aigu n'est pas suffisamment défini, et
ce procédé graphique présente alors l'inconvénient de ne pas donner la graduation de la droite avec assez d'exactitude.
Voici encore comment on peut opérer graphiquement. Du point a on mène une droite auxiliaire. Sur cette droite et à Taide d'une échelle divisée, un double décimètre par exemple, on porte à partir du point a des segments proportionnels aux segments à déterminer sur ab. Ces segments ont ici pour longueurs : 7™°*, 5, lo"", io"°, 10*"", 7""", 5. On joint au point b l'extrémité du dernier segment ainsi obtenu, et l'on mène des parallèles à cette droite par les difTérents points marqués sur la droite auxiliaire. Ces parallèles coupent ab aux points à cotes rondes demandés. Au point de vue graphique, on doit choisir la direction de la droite auxiliaire et l'unité de mesure des segments portés sur cette droite pour que les parallèles employés coupent la droite ab sous un angle convenable.
Au moyen d'une proportion analogue à celle dont nous avons fait usage précédemment, on résout les problèmes suivants :
Trouver la cote d'un point donné sur une droite. Trouver sur une droite la projection dUin point dont la cote est donnée.
Ces deux problèmes se résolvent approximativement quand la droite donnée est graduée.
Distance de deux points, — La distance entre les points a et 6, donnés par leurs projections cotées, est^èi, déterminée comme on vient de le voir; on l'obtient facilement aussi par le calcul.
On appelle pente d'une ligne droite la tangente de l'angle que cette droite fait avec le plan de comparaison. Dans l'exemple précédent, la pente est '^ "Â^'^ ^" encore — ^> cd étant l'intervalle.
Si nous désignons l'intervalle par i et la pente par />, nous voyons que px i=i. On exprime ce résultat en disant que la pente et l'intervalle sont réciproques.
A Taide d'une proportion analogue à celle précédemment employée, on résout encore le problème suivant :
Graduer une droite dont on connaît la projection, la projection cotée d'un de ses points, la pcnte^ et le sens dans lequel on
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doit marcher sur la droite pour se rapprocher du plan de comparaison.
Par un point donné, mener une parallèle à une droite donnée. — Soit un point coté 8 : on demande de mener par ce point une parallèle à la droite ab, qui est donnée par sa projection cotée.
Il suffit de mener par le point 8 une parallèle à la ligne a6; on a ainsi la projection de la droite demandée. A partir du point coté 8 on porte des segments égaux à rinlervalle de la ligne aby et Ton obtient les points à cotes rondes sur la ligne demandée. Il faut coter ces points de façon que cette ligne se rapproche du plan de comparaison comme la droite donnée.
Représentation d'un plan. — On représente un plan à l'aide d'une de ses lignes de plus grande pente dont on donne la projection cotée. A côté du trait qui représente la projection de cette ligne de plus grande pente on ajoute un trait parallèle et d'égale force : on obtient ainsi ce que l'on appelle V échelle de pente du plan. Cette échelle permet de tracer une horizontale quelconque du plan; en la donnant, on évite donc de faire le tracé des horizontales du plan.
Lorsqu'un plan fait partie d'une construction, on l'indique simplement par son échelle de pente ; mais, si c'est un plan existant, on indique en outre le contour de la portion plane qu'on veut représenter.
Un point d^un plan donné est connu par sa projection : trouver sa cote. — Pour cela, par le point donné on mène une perpendiculaire à Téchelle de pente du plan, c'est-à-dire une horizontale de ce plan. Tous les points de cette droite ayant la même cote, on n'a qu'à prendre la cote du point de l'échelle de pente située sur cette horizontale pour avoir la cote du point donné.
Par trois points donnés faire passer un plan. — Soient {fig. 1 1) le point a coté q, 25, le point b coté 4, 5o et le point c coté 6,70: Joignons par une droite le point a, qui est le plus rapproché du plan de comparaison, au point c, qui en est le plus éloigné ; puis cherchons entre le point a et le point c le point qui a la même cote (4i5o) que le point b\ en joignant ce point au point 6, nous avons l'horizontale du plan demandé. Nous pouvons alors tracer Téchelle de pente de ce plan, perpendiculairement à cette horizon-
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laie, et rapporter sur celte échelle de pente, au moyen de parallèles à celle liorizonlalcy les points à cotes rondes de la droite ac,
Flp. I,
Reconnaître si deux droites données sont dans le même plan. — Il suffit, pour cela, d'examiner si le point d'intersection des projections de ces droites a la même cote sur chacune des droites, ou encore si, en joignant les points à même cote sur les deux droites, on obtient des droites parallèles entre elles.
Trouver V intersection de deux plans donnés par leurs échelles de pente. — On prend des horizontales à même cote de chacun des plans, par exemple {fig* 1 2) les horizontales 3 ; ces lignes se coupent
Fig. 12.
en un point a qui est coté 3. De même, Thorizontale 5 de l'un des plans est rencontrée par l'horizonlale 5 de l'autre plan au point b qui est coté 5. La droite ab est la projection de la ligne d'intersection des deux plans.
Construire V intersection d^une droite et d'un plan. — Le plan est donné par son échelle de penle, et la droite par sa projection cotée.
Par la droite menons un plan auxiliaire que nous indiquons par deux de ses horizontales. Par le point 3 de la droite donnée {fig' i3) Iraçons une certaine droite que nous prenons pour une horizontale du plan auxiliaire, et par le point 6 menons une droite parallèle à celle horizontale. L'horizonlale 3 du plan auxiliaire
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rencontre rhorizontale 3 du plan donné en un certain point; Thorizontale 6 du plan auxiliaire rencontre Thorizontale 6 du plan donné en un autre point. En joignant ces deux points^ nous avons la ligne d'intersection du plan donné et du plan auxiliaire mené par la droite; cette ligne rencontre la droite donnée en un point m,
qui est le point demandé.
Fig. i3.
Par un point donné mener un plan parallèle à un plan donné. — Le plan est donné par son échelle de pente ; il suffit alors, par le point donné, de mener une parallèle à cette droite, et l'on a Téchelle de pente du plan demandé.
La pente d'un plan est la pente de son échelle de pente.
Fig. i4.
Par une droite donnée construire un planayant une pente donnée. — Soi\.{ fig. i4) la droite ab cotée 4 au point a et lo au point b. Par le point b nous pouvons mener une infinité de droites ayant pour pente la pente donnée ; ces droites forment un cône de révolu-
tiondonlle sommet est au point 6 et dont Taxe est vertical. Prenons la trace de ce cône de révolution sur le plan horizontal qui passe parle point a et qui est coté 4- H est facile de déterminer le rayon de la circonférence base de ce cône : la hauleur du cône a pour longueur la différence de cole lo — 4? soit 6; le rayon x doit être
tel que - soitla pente donnée. Nous pouvons, sur l'échelle du dessin, trouver la longueur correspondant à ce nombre x^ puis décrire, du point b comme centre avec celte longueur pour rayon, une circonférence, et, en menant du point a des tangentes à celle circonférence, nous avons les horizontales 4 des deux plans qui répondent à la question.
Au moyen d'un cône de révolution, on résout également le problème suivant :
Par un point donné dans un plan, mener sur ce plan une droite ayant une pente donnée.
Mener une droite perpendiculaire à un plan. — Le plan est
Fîg. i5.
donné par son échelle de pente {^fig> i5) et c'est du point a que nous voulons lui mener une perpendiculaire.
La perpendiculaire au plan, étant perpendiculaire aux horizontales de ce plan, se projette suivant la droite ab menée parallèlement à l'échelle de pente.
Pour graduer aô, faisons tourner le plan projetant de cette droite autour de son horizontale 6, de manière à l'amener à être horizontale; après cette rotation, le pointa vient en «r, sur la perpendiculaire aa\ à a6, à une distance aa^ égale à trois unités de l'échelle du dessin, et la droite d'intersection du plan projetant de la perpendiculaire et du plan donné se projette en a\ b. La perpendiculaire au plan est alors projetée suivant la droite ^i /tf , qui fait un
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angle droit avec «i b. Prolongeons Thorizonlale 8 jusqu'en /|. Ce point est la projection du rabattement d'un point coté 8 et la parallèle /|m|/i, à ba est la projection du rabattement de l'horizontale 8 du plan projetant de la perpendiculaire demandée. Par suite, le point n de cette perpendiculaire est coté 8.
L'intervalle sur la perpendiculaire au plan est alors an.
Dans le triangle rectangle lia^ni^ la hauteur ^i //2i est égale à l'unité de l'échelle du dessin ; on a alors
Il nii X //ij/ii = I,
relation qui montre que l'intervalle pour la perpendiculaire est l'inverse de l'intervalle relatif à l'échelle de pente du plan.
Il faut remarquer que pour se rapprocher du plan de comparaison on marche dans la direction an sur la projection de la perpendiculaire et dans la direction ab sur la projection de la perpendiculaire, c'est-à-dire en sens opposés.
Il résulte de là que l'on doit opérer de la façon suivante : on mène une parallèle à l'échelle de pente du plan donné; on mesure à l'échelle du dessin le nombre qui correspond à l'intervalle de l'échelle de pente du plan donné, on prend l'inverse de ce nombre, et l'on obtient un nouveau nombre qui donne la longueur de l'intervalle de la perpendiculaire au plan ; on porte cet intervalle sur la droite que nous venons de tracer, et l'on cote les points obtenus en sens inverse de la manière dont l'échelle de pente est cotée.
On peut aussi déterminer graphiquement l'intervalle de la perpendiculaire au plan. Il suffit de construire un triangle tel que /, ai /t,, dont la hauteur axm^ est égale à l'unité de l'échelle du dessin et pour lequel /, m, est égal à l'intervalle de l'échelle de pente du plan donné.
Nous avons tracé arbitrairement une perpendiculaire au plan, mais il est tout aussi facile de la faire passer par un point donné.
Lorsqu'on a résolu ce problème : Mener par un point une perpendiculaire à un plan, on peut déterminer le point où cette perpendiculaire rencontre le plan, puis, soit par le calcul, soit graphiquement, chercher la distance du point donné au plan, c'est-à-dire la longueur comprise entre le point donné et le point où le plan est rencontré par la perpendiculaire abaissée du point donné sur ce plan.
Déterminer V angle de deux droites données par leurs projections cotées. — Si les droites ne se rencontrent pas, d'un point de l'une on mène une parallèle à l'autre; on est alors conduit à chercher l'angle de deux droites qui se coupent.
Soient {fig. 16) les droites a6, ac\ le point a est coté 8. Enjoignant les points qui ont les mêmes cotes, nous avons les horizontales du plan qui contient ces deux droites. Traçons l'horizontale 5 ; par le point a menons un plan perpendiculaire à cette horizontale 5 ; il est représenté par la perpendiculaire abaissée du point a sur l'horizontale 5. Ce plan auxiliaire rencontre le plan des deux droites suivant une ligne ad\ le point d est côté 5. Nous allons
chercher la longueur de ad^ afin d'arriver, comme dans la méthode des projections orthogonales, à l'angle des deux droites.
Pour cela nous faisons tourner le plan vertical ad autour de son horizontale 5. Le point a vient se rabattre en a' à une distance aa' égale à trois unités de l'échelle du dessin ; la longueur du segment a^d est la longueur du segment compris entre le point a de l'espace et le point d. Si maintenant nous rabattons le plan des deux droites sur le plan horizontal coté 5, en le faisant tourner autour de son horizontale 5 qui est la droite frc, le point a vient en ai sur la droite adbi une distance du point d égale à da'. Les droites sont alors rabattues suivant les lignes que l'on obtient en joignant le point ai aux points b elc qui sont cotés 5 sur chacune des droites et qui n'ont pas changé de position. Les droites ai 6, a|C comprennent entre elles Tangle demandé.
Trouver V angle de deux plans, — Les plans sont donnés par leurs échelles de pente.
Commençons par déterminer la droite d'intersection des deux plans, problème que nous avons résolu précédemment : ab est la projection de cette ligne d'intersection {fig- 17).
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Coupons les deux plans par un plan auxiliaire perpendiculaire à leur intersection. L'horizontale de ce plan est alors dirigée perpendiculairement à la projection de ab ; pour tracer l'horizontale de ce plan auxiliaire coté 3, nous n'avons donc qu'à prendre une perpendiculaire à la ligne ab. Cette horizontale cotée 3 rencontre l'horizontale cotée 3 de l'un des plans au point m et l'horizontale cotée 3 de l'autre plan au point n. Le plan auxiliaire dont nous venons de tracer l'horizontale 3 coupe le plan vertical qui projette l'intersection ab suivant une droite qui est perpendiculaire à mn et à ab. Nous allons chercher la longueur de cette perpendiculaire commune, afin de construire le triangle qui a pour base mn, pour hauteur cette perpendiculaire, et dont l'angle au sommet n'est autre
Fig. 17.
que l'angle des deux plans, puisque les côtés de ce triangle sont les intersections des plans donnés avec le plan auxiliaire perpendiculaire à ab.
Pour déterminer la hauteur de ce triangle, faisons tourner le plan vertical ab autour de l'horizontale 3 de ce plan (horizontale 3 qui passe par le point a) jusqu'à ce que ce plan soit parallèle au plan de comparaison. Après la rotation, le point b de l'espace, qui est coté 6, vient en un point b^ à une distance du point b égale à 6 moins 3, c'est-à-dire à trois unités de l'échelle du dessin. La droite d'intersection des deux plans est alors rabattue suivant ab^ , et la hauteur du triangle dont nous venons de parler est rabattue en cdJ suivant la perpendiculaire abaissée du point c sur cette droite a6|. Si maintenant nous faisons tourner le triangle qui a pour base mn autour de mn, de façon à l'amener à coïncider avec le plan horizontal coté 3) le sommet de ce triangle, qui est sur la droite d'intersection des plans donnés, et dont la distance au pointe est égale
à cd', vient se rabattre an point d^ obtenu en prenant un segment cdi égal à cd'. Les points m et n n'ont pas changé de position; il suftit donc de joindre le point m et le point n au point d^ ; Pangle des deux droites mrf,, /irf, est égal à Tangle des deux plans qu'il fallait déterminer.
Plan tangent à on cône. — Problème d'ombre. — Au moyen des problèmes élémentaires que nous venons de résoudre, on peut traiter les questions relatives aux ombres, chercher les intersections des surfaces, mener des plans tangents aux cylindres et aux cônes, etc.
Voici un exemple :
On demande l'ombre portée par un cône sur le plan de sa base. Le cône est donné (Jig» i8) par sa projection ; la base est sur un
Fig. i8.
plan donné par son échelle de pente, et le rayon lumineux est donné par sa projection R, sur laquelle sont indiqués Tintervallc et le sens dans lequel on doit marcher pour se rapprocher du plan de comparaison.
Pour résoudre le problème, nous devons mener des plans tangents au cône, parallèlement au rayon lumineux; pour cela nous allons prendre la parallèle au rayon lumineux menée par le sommet s du cône, chercher le point de rencontre de celte droite avec le plan de la base, et, par ce point, mener des tangentes à la base. Ces droites limiteront l'ombre portée du cône sur le plan de sa base.
Ainsi, par le point lo nous menons une parallèle au rayon lumineux; il est facile de graduer cette droite en portant l'intervalle qui
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est donné sur Ja projection du rayon lumineux. Nous cherchons maintenant en quel point cette parallèle rencontre le plan de la base : pour cela, par le point 5 nous menons une droite dirigée de façon à avoir, dans Tétendue de la feuille du dessin, le point où elle rencontre l'horizontale du plan à même cote; par le point 7 nous traçons une parallèle à cette droite auxiliaire, et nous prenons également son point de rencontre avec l'horizontale 7 du plan. Nous joignons les deux points ainsi obtenus par une ligne qui détermine le point de rencontre s^ de la parallèle au rayon lumineux 55| avec le plan de la base. Le point 5{ est l'ombre portée par le sommet du cône sur le plan de la base. Les tangentes menées du point 5| à la base du cône limitent l'ombre portée par ce corps, et, si nous joignons le sommet s aux points de contact de ces tangentes, nous obtenons sur le cône les lignes de séparation d'ombre et de lumière.
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PERSPECTIVE LINÉAIRE CONIQUE
Définitions et notions générales. ^ Perspective d'un point du géométral, le tableau et le géométral étant à la même échelle.
Définitions et notions générales. — La perspective linéaire a pour but de représenter sur une surface, à l'aide de lignes, une figure qui offre Tapparence d'un objet de l'espace.
Pour déterminer cette perspective, l'objet étant placé, par rapport à l'observateur, derrière la surface sur laquelle on veut faire le dessin, on imagine des rayons visuels partant de l'œil de l'observateur et aboutissant à tous les points de l'objet à représenter. Sur cette surface, on prend les traces de ces rayons visuels : en réunissant convenablement ces traces par des lignes, on obtient une perspective linéaire.
Il faut bien remarquer qu'une figure perspective pei^t être considérée comme la perspective d'une infinité d'objets, puisque, pour chaque rayon visuel, un point quelconque de ce rayon serait représenté par la même trace de ce rayon sur la surface sur laquelle on prend la perspective. Une perspective n'est donc pas suffisante pour déterminer les objets de l'espace.
Nous n'avons conscience du relief d'un objet que parce que nous regardons celui-ci avec les deux yeux. Il suffit, pour le démontrer, d'employer un stéréoscope. A l'aide de cet instrument, on arrive à voir un objet en relief en regardant deux images différentes qui ont été obtenues en supposant l'objet vu séparément avec chacun des deux yeux.
Nous chercherons la figure perspective sur une surface plane verticale. On donne alors au plan sur lequel est tracée la perspective
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le nom de tableau, et le point d'où partent les rayons visuels porte le nom d'œil ou de point de vue.
Établissons un parallèle entre ce que nous avons dit à propos des ombres el ce qui se passe à propos de la perspective. Pour cela supposons que l'œil soit remplacé par un point lumineux. Un rayon visuel partant de l'œil est maintenant un rayon lumineux; les parties vues par l'œil sont les parties éclairées par ce point lumineux, et les rayons visuels qui renferment tous les rayons permettant de voir l'objet sont remplacés par les rayons lumineux dont l'ensemble forme ce que nous avons appelé le côned^ombre. Ce cône prend en perspective le nom de cône perspectif . La ligne de séparation d'ombre et de lumière devient la ligne de perspective ou de contour apparent.
Il y a une différence entre la figure obtenue à propos des ombres et la figure perspective.
Si, par exemple, on trace la perspective d'un cube, on a une figure telle que A {fig* 19); si l'on remplace l'œil par un point lumineux, on n'a plus que A'. La différence consiste en ce que la figure représentant l'ombre du cube est un simple contour, tandis que la figure perspective, limitée à un contour analogue à celui-ci, renferme, en outre, des points à l'intérieur de ce contour.
Les rayons visuels partant de l'œil forment, en s'appuyant sur les lignes de la figure, des surfaces coniques : c'est pourquoi la perspective linéaire que nous allons étudier s^^'peWe perspective conique.
Nous avons déjà dit que la perspective d'un point est la trace sur le tableau du rayon visuel qui passe par ce point. Il résulte immédiatement de là que la perspective d'une droite est une droite.
Le plan des rayons visuels qui s'appuie sur la droite dont on cherche la perspective porte le nom de plan perspectif.
Parmi les rayons visuels qui s'appuient sur la droite, celui qui est parallèle à la droite donnée rencontre le plan du tableau en un
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point. Ce point, qui est la perspective du point à TinGni sur Ja droite, est appelé le point de fuite de la droite.
Des droites parallèles entre elles dans l'espace ont pour perspectives des lignes convergentes en un même point, qui est le point de fuite commun à toutes ces droites.
Des droites parallèles entre elles et parallèles au plan du tableau ont pour perspectives des droites parallèles entre elles. Ces droites parallèles au plan du tableau sont des droites de front. En général, une figure plane, dont le plan est parallèle au plan du tableau, est une figure de front.
Le tableau étant toujours supposé placé verticalement, des verticales ont pour perspectives des droites verticales.
Comment doivent être placées des droites dans l'espace pour que leurs perspectives soient parallèles entre elles? — Par l'œil et par chacune des droites tracées sur le tableau faisons passer un plan. Ces plans sont les plans perspectifs des droites de l'espace. Puisqu'ils passent par des droites parallèles entre elles et par l'œil, tous ces plans vont se couper suivant une parallèle au tableau menée par l'œiK Les droites de l'espace sont respectivement dans chacun de ces plans, elles rencontrent alors cette droite de front : c'est là la propriété dont elles jouissent^
Si, en outre, les droites de l'espace, dont les perspectives sont parallèles entre elles, doivent passer par un même point, on voit que ce point doit être dans le plan de front passant par l'œil.
Considérons maintenant un plan. Le lieu des points de fuite de toutes les droites qu'on peut tracer sur ce plan est la trace, sur le plan du tableau, du plan mené par Tœil parallèlement au plan donné. Cette trace porte le nom tle ligne de fuite, et nous voyons ainsi que la ligne de fuite d'un plan contient les points de fuite de toutes les droites que l'on peut tracer sur ce plan.
Nous pouvons dire aussi que la ligne de fuite est la perspective d'une droite à l'infini sur le plan.
Des plans parallèles entre eux ont même ligne de fuite.
Des plans horizontaux ont pour ligne de fuite une droite que Ton désigne sous le nom de ligne d'horizon ou simplement d'horizon.
Le plan horizontal qui passe par Tœil porte le nom de plan d'horizon.
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La ligne de fuile d'un plan vertical est une verticale.
La perspective d'une courbe est la trace sur le plan du tableau du cône perspectif de cette courbe. En faisant usage de ce cône perspectif, on démontre immédiatement qu'une courbe et sa tangente ont pour perspectives une courbe et sa tangente, à la condition que la tangente de la courbe donnée ne passe pas par l'œil, car, dans ce cas particulier, la tangente de la courbe donnée n'a pour perspective qu'un seul point. Nous reparlerons plus loin de ce cas particulier.
Une figure de front a pour perspective une figure qui lui est semblable. Le rapport de réduction de la figure donnée à sa figure perspective dépend de la position du plan de front par rapport au tableau et de l'œil par rapport au tableau.
La perspective d'une figure change seulement de dimensions quand on transporte le tableau parallèlement à lui-même.
Nous supposerons que les objets à mettre en perspective sont donnés par leurs projections, plan et élévation. Nous décomposerons la recherche de la perspective en deux parties ; nous chercherons d'abord la perspective du plan, puis nous achèverons en déterminant la perspective de l'élévation.
On donne, en perspective, le nom de géométral au plan sur lequel est tracée la projection horizontale. La trace du géométral sur le plan du tableau porte le nom de ligne de terre.
Soient AB la ligne de terre {fig- 20) et O la position de l'œil. Menons par le point O un plan horizontal; ce plan rencontre le plan du tableau (T) suivant la droite HH', qui est la ligne d'horizon. Le problème de la perspective au. plan consiste à joindre le point O aux diOerents points du géométral et à prendre les traces de ces droites sur le plan du tableau.
On pourrait considérer ce problème comme un problème de Géométrie descriptive; en prenant le tableau comme plan vertical de projection, on aurait alors simplement à construire des traces de droites. Mais, si l'on opérait ainsi, après avoir rabattu le plan vertical du tableau sur le plan horizontal, qui est le géométral, on aurait à la fois, sur la même partie de la feuille du dessin, le géométral et la perspective; il y aurait alors une grande complication dans les tracés, puisqu'on aurait la superposition de deux figures.
On opère différemment, et l'ensemble des tracés à l'aide des-
quels on détermine sur le tableau la perspective d^un objet dont on connaît le géomélral constitue le trait de perspective.
Perspective d'un point du géométral, le tableau et le géométral étant à la même échelle. — Nous allons commencer à faire connaître le trait de perspective en exposant les tracés qui conduisent à la détermination de la perspective d'un point.
m {fig» 20) est le point du géométral dont on veut déterminer la perspective. Par le point m menons sur le géomélral les deux droites mC, m E; par le point O, qui est l'œil, et par chacune des droites mC, //lE, faisons passer un plan. Ces plans rencontrent le plan (T) du tableau suivant des droites qui se coupent en un
Fig. 20.
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point M; ce point M est évidemment la trace sur le plan du tableau de la droite d'intersection des deux plans. M est donc la perspective du point m, et les droites MG, ME sont les perspectives des deux droites mC, mE du géométral.
Nous devons donc, pour déterminer la perspective du point /?i, construire les perspectives de deux droites tracées sur le géométral par ce point m.
Pour cela cherchons le point de fuite de chacune des droites. Par le point O menons une parallèle à la droite m G ; elle rencontre le tableau au point F sur la ligne d'horizon; ce point F est le point de fuite àfi la droite m G. De même pour la droite mË : la parallèle menée par le point O à cette droite rencontre le plan du tableau en un point F' qui est le point de fuite de la droite mE. Il suffit alors, sur le tableau, de joindre respectivement les points G, E aux points F, F', et Ton a deux droites qui se coupent au point M, perspective cherchée.
Voilà l'explication faite sur la fig. ao, qui est une figure d'ensemble.
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Séparons maintenant chacune des parties de cette figure ; mettons d'un côté le géomélral {fig> ai ), et de l'autre le tableau (Jig* 22). Nous allons indiquer alors quels sont les segments dont on mesure les longueurs sur le géométral pour les reporter sur le tableau, afin d'arriver à effectuer les tracés sur ce tableau.
Prenons d'abord le géométral {^fig* 21), en supposant qu'on ait projeté l'œil sur ce plan.
Cette fig, 21 est la reproduction de la Cgure tracée sur le plan (G) de la fig. 20 ; AB est la ligne de terre et le point o est la projection de l'œil.
La position du point o par rapport à AB détermine un angle
Fig. 21.
AoB, qu'on appelle angle optique. Pour obtenir une perspective convenable, cet angle ne doit être ni trop petit ni trop grand, et pour cela le point 0 ne doit être ni trop rapproché ni trop éloigné de AB. En général, le point o ne doit pas être à une distance de AB moindre que la largeur AB ni plus grande que trois fois cette largeur-, c'est ce qu'on exprime en disant que l'œil ne doit pas être à une distance du tableau plus petite que la largeur de ce tableau ni plus grande que trois fois cette largeur.
Soit, sur la fig, 21, la position m du point dont on cherche la perspective. Traçons les deux droites mC, /?zE et les parallèles o/, o/', menées par le point 0, à chacune de ces droites. Les droites o/, o/' sont les projections sur le géométral des parallèles aux droites mC, mE qui ont été menées par l'œil dans l'espace.
Voilà les données sur le géométral, et, pour pouvoir déterminer la perspective du point m, on donne en outre la hauteur de roeil au-dessus du plan géométral.
Proposons-nous maintenant de construire un tableau sur lequel doit figurer la perspective du point m de la fig. ai .
Traçons le cadre du tableau {fig* 22), en ayant soin de prendre le côté inférieur de ce cadre égal en longueur à AB de la Jig. ai . Parallèlement à AB, et à une distance de AB égale à la hauteur de Toeil au-dessus du géométral, menons une parallèle à cette ligne de terre : nous obtenons la droite HH', qui est la ligne d'horizon.
hà fig* aa, que nous allons tracer maintenant, est la figure perspective ou tableau. Reproduisons les tracés qui ont été indiqués précédemment sur le plan (T) de la figure d'ensemble
Prenons sur le géométral (Jig- ai) les longueurs des segments AG, AE, et portons-les sur X^fig. aa à partir du point A : nous obtenons AC, AE. Prenons sur le géométral des segments égaux à A/, A/', et portons-les sur le tableau à partir du point H sur la ligne HH' : nous obtenons les points F, F'. Il suffit maintenant de joindre {^fig^ aa) le point G au point F et le point E au point F' pour avoir sur le tableau les perspectives des deux droites m G, /7îE du géométral : le point de rencontre M de ces deux droites est la perspective demandée.
Pour obtenir cette perspective, nous avons fait usage de deux droites MG, ME, et nous avons employé les points de fuite correspondant à chacune de ces droites. La méthode suivie porte, à cause de cela, le nom de méthode des deux points de fuite.
Un peu plus loin, nous nous servirons de cette méthode pour faire la perspective d'un parquet.
Au lieu d'employer deux droites quelconques, imaginons que Tune d'elles ait une direction particulière. Supposons que l'on ait pris le segment GE' {fig- ai) égal au segment Cm : la droite, qui était /?iE, devient la droite mE'. Mais nous allons voir qu'il n'est pas nécessaire de tracer cette droite. Le point qui était f est maintenant un certain point d obtenu en portant /(rf=/o, puisqu'il faudrait mener par le point o une parallèle à la droite mE'. Le triangle mGE' est isoscèle; il en est de même du triangle dfo. Le géométral est donc maintenant réduit au point m, dont
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on demande la perspective, et à la seule droite mC, qui est tracée. Nous avons mené par le point o la seule droite of parallèlement à /nC.
Reprenons le cadre du tableau {fig» as). La ligne de terre AB est toujours égale à la ligne de terre AB du géométral.
Prenons sur \^fig, 22, à partir du point A, un segment égal au segment AC du géométral : nous obtenons le point C. Portons sur la ligne d'horizon, à partir du point H, un segment égal à A/ de la fig, 21 : nous obtenons le point F. Traçons CF : cette ligne est la perspective de la droite Cm.
A partir du point C de la fig. 22, portons sur la ligne de terre
Fig. 33.
un segment CE' égal à la longueur mC de \^ fig, 21 : cette longueur m C est ce qu'on appelle Véloignement oblique du point m. Portons, à partir du point F, sur la ligne d'horizon, un segment ¥d égal au segment /e/ de \^fig- 21, mais dans le sens inverse du sens dans lequel nous avons porté le segment CE' : nous obtenons ainsi le point d. Il suffit de joindre le point d au point E' pour avoir la perspective de la ligne /nE' du géométral (que nous n'avons pas eu besoin de tracer). Le point de rencontre de cette droite avec la ligne CF est le point M, perspective du point m du géométral.
Le point d est le point de fuite de la droite m.E' du géométral : il est le point de fuite des droites, telles que mE', qui déterminent des segments égaux sur la ligne mC du géométral et sur une horizontale de front. Si nous menons une parallèle à AB ^fig* 21), cette parallèle, la droite m C et la droite mYl déterminent un triangle isosccle; c'est pourquoi l'on dit que le point d est le point de fuite des droites ayant la direction mY! qui déterminent des segments égaux sur des droites parallèles à mC et sur des horizontales de front. Ce point d porte le nom de point accidentel de distance relatif à la direction /nC, et la méthode à laquelle nous sommes
arrivés pour construire le point M est désignée sous le nom de méthode du point de distance.
Nous venons d'expliquer sur la Jig, 1 1 ce qui est relatif à ces triangles isoscèles formés par des droites parallèles à mC, par des horizontales de front et par des droites parallèles à mE'; nous pouvons reproduire celte explication sur le tableau ; cela va nous fournir l'occasion de faire connaître le langage employé habituellement en perspective.
Si nous menons une droite sur le tableau, à partir du point d {Jig» 22), cette droite est la perspective d'une parallèle à mE'; si nous menons une parallèle à AB, cette droite est la perspective d'une horizontale de front. Nous obtenons ainsi un triangle 1-2-3, et nous disons que ce triangle est isoscèle, que le côté 1-2 est égal au côté i-3. Cela n'est pas exact, si l'on considère la figure tracée sur le tableau; mais, en parlant ainsi, il est convenu qu'il s'agit de la figure de l'espace. Ainsi, en regardant sur le tableau le triangle i-2-3, nous disons que le côté 1-2 est égal au côté i-3 : cela veut dire que le côté dont i-i est la perspective est égal au côté dont 1-3 est la perspective.
Quand on montre un point sur le tableau, il faut donc, à moins d'indication contraire, se reporter à l'objet de l'espace.
Nous avons porté l'éloignement oblique du point m dans un certain sens CE', et, naturellement, le segmentai/ se trouve en sens inverse. Si nous avions changé le sens dans lequel nous avons porté d'abord le segment CE', nous aurions trouvé dans le sens opposé un autre point que le point d. Nous voyons ainsi qu'il y a deux points de distance correspondant à une même direction. On emploie le point de distance qui se trouve le plus rapproché du cadre du tableau. Sur \dijig. 22, nous aurions l'autre point de distance en portant, à partir du point F, la longueur Yd en sens opposé; nous obtiendrions ainsi un point qui serait éloigné du cadre du tableau.
Si, au lieu d'employer {fig* 21) une droite quelconque mC, nous prenons une perpendiculaire à AB, le point de fuite correspondant porte le nom de point principal de fuite et le point de distance correspondant est le point principal de distance ou le point de la distance principale. Dans ce cas particulier, la Ion-
gueur quMl faut porter pour avoir ce point de la distance principale n'est autre chose que la distance de Tœil au plan du tableau.
Lorsqu'on donne ce point principal de fuite et ce point de la distance principale, on a ce que Ton appelle \e^ points principaux de fuite et de distance.
Remarquons que nous n'avons déterminé la perspective du point m que lorsque le tableau et le géométral sont à la même échelle. Nous verrons, en cherchant la perspective d'une figure plane, comment on modifie les tracés lorsque le tableau est à une échelle différente de l'échelle du géométral.
Cette Leçon est très simple et il semble qu'il ne soit pas nécessaire de l'étudier pour en retenir les différentes parties. Cependant, comme elle renferme pour ainsi dire toute la perspective, il est très essentiel de se familiariser avec les tracés qu'elle fait connaître, pour arriver à les reproduire machinalement et sans avoir besoin de réfléchir.
QUATRIÈME LEÇON
Perspective d'un trapèze. — Échelle des éloignements. — Échelle des largeurs. — Perspective d'une ligne courbe. — Graticuler. — Perspective d'une circonférence de cercle. — Méthode des deux points de fuite : perspective d'un parquet.— Points en dehors du cadre du tableau.
Reprenons les tracés auxquels nous sommes arrivés dans la dernière Leçon, et, au moyen d'une remarque très simple, il sera facile
d'obtenir les constructions que l'on doit employer lorsque le tableau est à une échelle diflFérente de l'échelle du géométral.
Reprenons l^Jig- 22. Marquons sur la ligne d'horizon un point que nous appelons \d, et qui est l'extrémité d'un segment égal au tiers de Fd; à partir du point C, sur la ligne de terre, portons une longueur égale au tiers du segment GE^ Joignons le point ainsi obtenu sur CE' au point \d : il est bien évident que cette droite passe par le point M.
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CeUe remarque 1res simple permet, lorsqu'on amplifie le tableau, de ne pas amplifier les éloignemenls à porter sur la ligne ^de terre, en ayant soin de ne pas amplifier non plus l'éloignement oblique de Tœil par rapport au tableau.
Cela posé, cherchons la perspective d'une figure plane, en supposant le tableau à une échelle trois fois plus grande que Téchelle du géométral.
Perspective d*iin trapèze. — Prenons, comme exemple, le trapèze mars qui est donné sur le géométral {fig^ 28).
Prolongeons les côtés parallèles jusqu'à la ligne de terre : nous obtenons ainsi les points e, %g. Menons par le point o une parallèle 0/ aux côtés parallèles mSy m. Par le point A menons aussi la parallèle ky à ces côtés du trapèze; puis, par les sommets du trapèze, menons des parallèles à la ligne de terre, c'est-à-dire des droites de front. Ces droites rencontrent h.y aux points i, a, 3, 4-
Fig. ap-
prenons maintenant {fig- 24) wn tableau trois fois plus grand que le géométral. AB est alors égal à trois fois AB du géométral. A partir de A portons AH égal à trois fois la hauteur donnée de l'œil au-dessus du géométral; traçons la ligne d'horizon HH'. A partir du point H', et sur cette ligne d'horizon, prenons un segment égal à trois fois la longueur B/ de la Jig. 23 : nous obtenons le point F, qui est le point de fuite des droites parallèles à la direction ms du géométral. En joignant A à F, nous avons la perspective de la ligne Ajk.
Il résulte de cette construction que FH est égal à 3/A du géo-
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métrai. Si alors nous porlons, à partir du point F, le segment /A sur la ligne d'horizon, et si, par Textrémité de ce segment^ nous menons une parallèle à HA, cette droite rencontre FA en un point A, tel que FA= 3 FA'.
Par le point A' menons une parallèle à la droite AB. Il résulte de cette construction que, si le tableau n'avait pas été amplifié, le cadre du tableau ne serait pas en AB : il serait sur la droite que nous venons de tracer à partir du point A'. Pour avoir la perspective de la ligne es, nous n'avons alors qu'à porter, à partir du point A', un segment A'e' égal à Ae du géométral, puis à joindre le point F au point e\ La droite Fe' rencontre AB au point E. On voit que la marche que nous venons de suivre évite de porter à partir de A trois fois le segment Ae pour obtenir le point E; nous avons simplement porté le segment Ae lui-même sur la droite que nous venons de tracer à partir de A'.
Opérons de même pour le côté r/i. A partir de A' portons un segment égal au segment A^ : nous obtenons le point g'. Joignons le point F au point g^ : la droite Fg^ est la perspective de la ligne gr.
Pour déterminer la perspective des sommets du trapèze, nous allons chercher les perspectives des points i, a, 3, 4* Pour cela» appliquons une bande de papier le long de Ay et relevons sur cette bande de papier les points A, i, 2, 3 et 4^ puis reportons simultanément tous ces points à partir du point A sur la ligne de terre AB du tableau.
Dans le sens opposé à celui où nous avons porté ces segments, portons, à partir du point F, sur la ligne d'horizon, une longueur égale à/o; nous indiquons l'extrémité de ce segment par \d. Joignons le point jd aux points que nous venons de marquer sur AB; ces droites rencontrent AF aux points i', a', 3', 4', qui sont les perspectives des points i, 2, 3, 4 du géométral. Des points i', 2', 3', 4' on mène des droites de front, il suffit de prendre les intersections de ces droites avec les lignes Fe\ Fg' pour avoir les points M, N, R, S, qui sont les perspectives des sommets du trapèze.
En joignant maintenant ces points par des droites, on a la perspective du trapèze mars,
Échelle des éloignemenU. — La droite AF, qui est la perspective de la ligne Ay sur laquelle nous avons rapporté les différents
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points de la figure pour mesurer les éloignements obliques, porte le nom A' échelle des éloignements.
fchelle des largeurs. — La droite Ale'g'y sur laquelle nous avons porté des segments égaux aux segments comptés sur la ligne de terre AB du géométral, s'appelle échelle des largeurs.
On peut remarquer que la droite A' g' est la perspective d'une horizontale de front qui jouit de cette propriété : la réduction par la perspective de la longueur d'un segment de cette droite se trouve compensée par l'amplification du tableau.
Perspective d'une ligne courbe. — Les constructions que nous venons d'indiquer en prenant comme exemple un trapèze permettent évidemment de trouver la perspective d'une figure quelconque. S'il s'agit d'une courbe on peut chercher les perspectives des dific'rents points de cette courbe, et, en réunissant convenablement ces perspectives, on a la perspective de la courbe. La perspective d'une tangente à la courbe, comme nous l'avons déjà fait remarquer, est une tangente à la perspective de cette courbe.
Graticnler. — Lorsque l'on a à déterminer la perspective d'une ligne sinueuse simplement tracée et sans définition géométrique, on établit un quadrillage formé par des droites de front et des parallèles à une certaine direction; on cherche la perspective de toutes ces droites et l'on relève à vue sur le tableau la perspective de la ligne sinueuse, en tenant compte de la position des points de rencontre de celte ligne avec les lignes qui forment le quadrillage. Cela s'appelle craticuler.
Perspective d'nne circonférence de cercle. — Si la courbe, à déterminer en perspective, a une définition géométrique qui permette de la construire par points, on peut opérer directement. Cherchons, comme exemple, la perspective d'une circonférence de cercle décrite sur une horizontale de front. On donne {fig- aS) le point principal de fuite P et le point de la distance principale D ; le diamètre de la circonférence est le segment de front MN. Le point O, milieu du segment MN, est la perspective du centre de cette circonférence; en joignant le point P au point O, nous avons
la perspective du diamètre perpendiculaire à MN, puisque le point P est le point principal de fuite, c'est-à-dire le point de fuite des droites perpendiculaires au plan du tableau. Joignons le point D au point N; cette droite DN rencontre OP au point C et nous avons OG = ON, car le point D est le point de fuite des droites qui déterminent des segments égaux sur des perpendiculaires au tableau telles que OP et sur des horizontales de front telles qut- ON. Le point C est donc un point de la circonférence de cercle décrite sur MN comme diamètre.
Pour déterminer un point quelconque de cette circonférence, nous effectuons les tracés suivants. Joignons le point M au point C^ par le point P menons une droite quelconque qui rencontre les deux droites CN, CM aux points G et L. Joignons le point G an
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point M, le point L au point N ; le point de rencontre I de ces deux droites est la perspective d'un point de la circonférence. En faisant varier la droite PL, nous obtiendrons autant de points que nous voudrons de la perspective de la circonférence.
Pour démontrer que le point I appartient à la perspective de cette circonférence, considérons le triangle MNL. Dans ce triangle, nous avons deux hauteurs : l'une est la droite NC, car l'angle enC est droit, le point G étant un point de la circonférence; Tautro hauteur est LG, puisque toute droite partant du point P est la perspective d'une ligne perpendiculaire à MN. Le point G, point de rencontre de ces deux hauteurs, est dès lors le point de rencontre des trois hauteurs du triangle : la droite MG est alors perpendiculaire sur LN, et le point I appartient à la circonférence décrite sur MN comme diamètre.
Prenons la perspective T du point qui, dans l'espace, est le milieu du segment LG; joignons le point T et le point O au point L Les deux triangles MIN, LIG sont semblables comme ayant leurs
côtés respectivement perpendiculaires ; ils sont tous deux rectangles en I. Il en résulte que la droite 10, qui joint le sommet de Tangle droit I au point O, milieu de l'hypoténuse, est homologue de la droite qui joint le point I au point T, milieu de l'hypoténuse LG; la droite IT est alors perpendiculaire à la droite 10. Puisque IT est perpendiculaire à l'extrémité du rayon 10, cette droite est la tangente en I à la perspective de la circonférence.
Si, au lieu de considérer le point I, nous avions pris le point C, nous aurions trouvé, de la même manière, que la droite CT est tangente en C à la circonférence. Mais nous connaissons la tangente en C : c'est une parallèle à MN, puisque le rayon CO est perpendiculaire à MN; nous avons donc le point ï en menant parle point C une parallèle à MN; cette parallèle rencontre la
Fig. 26.
droite PL au point T, et la tangente au point I est la ligne qui joint ce point T au point I. Nous avons ainsi une construction qui donne à la fois les points de la perspective de la courbe et les tangentes en ces points à cette perspective.
La figure que nous venons de tracer directement sur le tableau est la perspective de la Jig. 26, qui permet d'apercevoir tout de suite la relation de position des difTérenles lignes sans les modifications introduites par la perspective. La droite Igy qui correspond à LG, est perpendiculaire kmn; nous avons le triangle /m/i, dont les hauteurs sont ne, Ig et mi. Enfin la droite c/, parallèle à m/i, donne le point t qui est bien ici le milieu àe.lg\ la droite ti est la tangente en ik la circonférence décrite sur mn comme diamètre.
Méthode des deux points de faite : perspective d'un parqaet. — Revenons à la méthode des deux points de fuite et montrons un exemple où cette méthode peut être utilement employée.
On demande la perspeclwe d'un parquet formé d'une suite dliexagones {fig, 27).
Les sommets de ces hexagones sont situés sur des droites parallèles entre elles qui rencontrent AB aux points i, 2, 3, 4> 5; les segments compris entre ces points sont des segments égaux entre eux. Ces sommets peuvent être considérés aussi comme se trouvant sur des parallèles qui rencontrent AB aux points /w, /?, p, y, r] on a alternativement des segments égaux entre eux : mn =^ pq^ np = qr.
Par le point o menons les droites o/, o/' parallèlement à chacune
Fig. 27.
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des directions des lignes que nous venons de tracer : nous obtenons les points /et /'. En employant ces deux points de fuite, nous allons déterminer la perspective du parquet.
Prenons {fig» 28) un tableau à une échelle triple de Téchelle du géométral. A partir du point H, portons sur la ligne d'horizon un segment égal à trois fois A/': nous obtenons le point F'. De même, à partir du point H' portons un segment égal à trois fois B/: nous avons le point F.. Joignons le point F au point A et déterminons comme précédemment le point A' par lequel passe l'échelle des largeurs ; à partir du point A', portons des segments égaux aux seg-
ments A-i, 1-2, 2-3, ...; joignons les points ainsi obtenus sur Téchelle des largeurs au point F : nous avons des droites qui sont les perspectives des lignes parallèles entre elles qui ont donné les points I, 2, 3, 4 sur la ligne AB du géométral.
Faisons de même pour les parallèles m, /i, />, q, r. Joignons le point F' au point B : nous obtenons sur l'échelle des largeurs le point B' qui correspond au point B du géométral. A partir du point B', portons sur Téchelle des largeurs des segments égaux à B5, sr^ rq^ qp et ainsi de suite; joignons, par des droites allant au point ¥'y les points ainsi obtenus. Ces lignes sont les perspectives des parallèles qui passent par les points 5, r, gr, /?, /i, m ; elles rencontrent les premières en des points qui sont les perspectives
Fig. 28.
des sommets de Thexagone; il suffit alors de joindre convenablement ces points pour avoir la perspective du parquet.
Points en dehors dn cadre dn tableau. — Nous allons terminer ce qui est relatif à la perspective du plan en indiquant les constructions qui permettent de tracer des lignes passant par des points situés en dehors du cadre et trop éloignés pour être employés directement.
Nous donnerons une série de constructions, mais on peut en employer beaucoup d'autres suivant les circonstances.
Soient {Jîg' 29) les droites A, A', B, B'. La droite A rencontre la droite A' en un point en dehors du cadre et très éloigné ; il en est de même du point de rencontre des droites B et B' : on demande
PREMIÈRE PARTIK.
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de tracer la ligne qui passe par le point de rencontre de A avec A! et par le point de rencontre de B ai^ec B'.
Appelons C le point de rencontre de A et de B,. G le point de rencontre de A' et de B'. Traçons la droite CGet prenons, à partir de C, le tiers du segment CG : nous obtenons le segment CH. Par le point H menons une parallèle à A' et une parallèle à B' : nous obtenons ainsi le point a et le point b. La droite ab rencontre CG au point e; il suffit de porter trois fois la longueur de Ce à partir de C pour avoir le point E : la parallèle à ab menée par ce point E est la droite cherchée.
On voit que nous avons réduit, pour ainsi dire, les dimensions
Fi^. 39. Fig. 3o.
de la figure de façon à avoir des points de rencontre a, b dans l'intérieur du cadre; puis nous avons amplifié, dans le rapport inverse de la première réduction, de manière à avoir la droite demandée dans la position qu'elle doit occuper.
On a deux droites A, B {Jig> 3o) qui se rencontrent en un point trop éloigné pour poussoir être employé y et sur une droite des points i, 2, ...; on demande de mener des droites passant par ces points et par le point de rencontre de A et de B.
Joignons les points donnés, ainsi que le point m, à un point quelconque i de la droite B et menons la parallèle m' n' à m/t. (]ette droite rencontre les lignes que nous venons de tracer aux points //î,' 1', 2', .... Transportons maintenant cette droite parallèlement à elle-même dans la direction de B. Le point m' vient sur A en m" au point où cette droite est rencontrée par la droite m'm^ menée parallèlement à B. Par nf menons une parallèle à m' n* : nous obtenons la droite m" n" sur laquelle nous rapportons les points 1', 2', ..., en i", 2", ..., et il suffit évidemment de joindre
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les points 1,2, ... aux points ainsi obtenus pour avoir les droites demandées.
On est conduit quelquefois à une solution en faisant usage d'une propriété des lignes représentées sur le tableau.
Prenons un exemple : on a (^fig- 3i) une droite de front MN, sur laquelle il y a les points i, 2, 3 ; une droite NN"^ passe par le point N et rencontre la ligne d'horizon en un point trop éloigné du cadre pour pouvoir être employé : on demande de tracer les droites partant des points M, i, 2, 3, ^^ aboutissant au point, en dehors du cadre, oit NN" rencontre la ligne d'horizon.
Traçons une horizontale de front et joignons les points M, 1,2, 3, N à un point F de la ligne d'horizon : nous obtenons les points
Fig. 3i.
M', 1', 2', 3VN'' Portons les segments compris entre ces points, à partir du point N", où l'horizontale de front que nous venons de mener rencontre la droite donnée qui passe par le point N : nous obtenons les points 3", 2*^, i'', M"'. Les lignes qui joignent ces points aux points donnés sont les droites demandées. Les droites qui aboutissent au point F sont, dans l'espace, des droites parallèles entre elles; les segments M'-i', i'-2', ..., qu'elles interceptent sur l'horizontale de front que nous avons tracée, sont égaux aux segments M-i, 1-2, 2-3, puisque ce sont des segments interceptés par des parallèles sur deux parallèles. En portant ces segments sur l'horizontale de front, nous avons les segments qu'intercepteraient les lignes demandées, qui, dans l'espace, doivent être parallèles entre elles. Par conséquent, nous avons résolu le problème en faisant usage de la propriété, que possèdent des lignes convergentes en un même point de la ligne d'horizon, d'être les perspectives de lignes de l'espace parallèles entre elles.
Déterminer sur MN {fig* 82) des points qui partagent ce segment comme i, 2, Z partagent le segment de front M 4.
Traçons la droite /M qui rencontre N4 au point L. Les droites Li, La, L3 coupent aux points i', 2', 3' la parallèle à M 4 menée du point N. On joint ces points au point /. Ces droites coupent MN aux points i", 2", 3" qui sont les points demandés.
Remarquons qu'on doit choisir la direction de M/ de manière à avoir un point L qui ne soit pas éloigné. Dans certains cas on peut mener simplement sur le tableau une droite par le point M parallèlement à N4.
Si le segment MN est égal au segment M4} les segments compris entre les points M, i", 2'', 3", N sont égaux aux segments compris entre les points M, 1,2, 3, 4-
Fig. 3a. Fig. 33.
Mener par un point M une droite qui passe par V intersection de deux droites A, B dont le point de rencontre est trop éloigné.
Du point donné abaissons une perpendiculaire sur chacune des droites; ces perpendiculaires donnent sur A et B les points a et 6. La droite demandée est la perpendiculaire abaissée du point M sur la droite ab. On fait ainsi tout simplement usage de la propriété des hauteurs d'un triangle de passer par un même point.
Voici une autre solution du même problème.
Supposons qu'il s'agisse de deux droites du gébmétral. Par le point M {fig. 33) menons deux droites qui coupent la ligne d'horizon aux points Q et R. Ces droites rencontrent les deux lignes données A, B, l'une au point i, l'autre au point 2. Menons la ligne 1-2, qui rencontre la ligne d'horizon au point S. Par le
point s traçons une droite quelconque qui coupe les droites A, B, Tune en i', l'autre en 2'; joignons R à i' et Q à 2' : ces deux dernières droites se coupent au point M' et la ligne MM' est la droite demandée.
Gela tient à ce que, sur le géométral, les deux triangles M- 1-2, M'- 1-2' ont leurs côtés respectivement parallèles, puisque les perspectives de ces côtés se rencontrent en des points situés sur la ligne d^ horizon.
La figure que nous obtenons ainsi conduit à cette proposition de Géométrie :
Si les côtés correspondants de deux triangles se coupent en des points situés sur une même droite, les sommets de ces triangles sont sur des droites convergentes en un même point.
Ou, réciproquement :
Si les sommets de deux triangles sont sur des lignes convergentes en un même point, les points de rencontre des côtés correspondants sont en ligne droite.
Ges deux triangles, dont les sommets sont ainsi placés sur des droites convergentes, sont des triangles homologiques.
En général, lorsque sur un plan deux figures se correspondent point par point et droite par droite, de façon que les points correspondants soient sur des droites convergentes en un même point 1, et que les droites correspondantes se rencontrent sur une même droite D, ces deux figures sont homologiques.
Le point i est le centre d'homologie, et la droite D est Vaxe d'homologie.
La théorie des figures homologiques est due à Tillustre géomètre Poncelet (*).
(•) Traité des propriétés projectives des figures, a» édition, t. I, p. i54.
CINQUIÈME LEÇON
PERSPECTIVE D'UNE ÉLÉVATION
Échelle des hauteurs.— Extension des constructionsdela perspective. — Perspective d'arcades. — Abaissement du géométral. — Suite de la recherche de la perspective des arcades.
Échelle des hantears. — Nous avons vu que l^éclielle des largeurs est la perspective d'une horizontale de front, telle qu'un segment de cette horizontale a pour perspective un segment qui lui est égal. Cette propriété de Téchelle des largeurs est vraie pour une
Fig. 34.
droite quelconque du plan de front qui contient l'horizontale dont la perspective est l'échelle des largeurs. Il est facile d'en voir la raison.
Décrivons, sur ce plan de front dans l'espace, une circonférence de cercle dont le centre soit un point de l'horizontale qui a pour perspective l'échelle des largeurs; la perspective de cette circonférence est une circonférence, puisqu'elle est tracée sur un plan de front. On voit ainsi qu'un rayon de direction quelconque a pour perspective un segment qui lui est égal, puisque cela est vrai pour le rayon compté sur l'échelle des largeurs.
Cherchons, d'après cela, la perspective d'un point situé à une hauteur donnée au-dessus du géométral.
M est (yï^. 34) la perspective de la projection du point donné sur le géométral. Le point de l'espace dont M est la projection se
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trouve sur la verticale menée de ce point et à une hauteur qui doit être la perspective du segment mesurant la distance du point donné au géométral.
Par le point M traçons une droite qui rencontre la ligne d'horizon au point F dans l'intérieur du cadre. Cette ligne rencontre l'échelle des largeurs au point N. Sur la perpendiculaire à l'échelle des largeurs menée du point N, perpendiculaire que nous considérons comme la perspective d'une verticale, portons la hauteur qui mesure la distance du point donné au géométral : nous obtenons un point N'. Joignons le point F au point N'; cette droite rencontre au point M' la verticale issue du point M : le point M' est la perspective demandée.
Les deux droites FM', FM sont, en effet, deux droites parallèles entre elles dans l'espace, puisqu'elles ont même point de fuite; ces deux droites interceptent sur les verticales MM', NN' des segments
Fig. 35.
MM', NN' qui, dès lors, sont égaux. Mais le segment NN' est égal à la hauteur du point donné au-dessus du géométral; il en est donc de même de MM', et le point M' est bien la perspective cherchée.
Cette construction permet de déterminer la perspective d'un point quelconque de l'espace; mais, lorsqu'on cherche la perspective d'un certain nombre de points, on opère en employant une droite que l'on appelle échelle des hauteurs, et dont nous allons parler.
Par le point H' {fig. 35) et en dehors du cadre du tableau, menons une droite qui rencontre l'échelle des largeurs en un point C. De ce point C élevons une perpendiculaire à l'échelle des largeurs; c'est sur cette droite, considérée comme la perspective d'une verticale située dans le plan de front qui contient l'échelle des largeurs, que nous mesurerons les hauteurs ; on appelle cette droite V échelle des hauteurs.
5a PRËHIÉRB PARTIE. — CINQUIÂME LEÇON.
Par le point M menons une horîzonlaie de front; elle coupe la droite H'C en un point [jl. Sur Téchelle des hauteurs, à partir du point C, portons un segment Cv égal à la hauteur du point donné au-dessus du géométral; joignons le point H' au point v. Cette droite rencontre au point [x' la verticale qui passe par le point jx^ il suffît maintenant de ramener le point [x', à Taide d'une horizontale de front, sur la verticale du point M, pour obtenir le point M', perspective du point demandé.
En opérant ainsi, nous avons supposé que l'élévation et le plan étaient des dessins faits à la même échelle. Si l'élévation est à une échelle différente de Téchelle du plan, à une échelle double par exemple, on n'a qu'à doubler le segment H'C-, on porte CC'=H'C; du point G on élève une perpendiculaire à la ligne de terre, et l'on a l'échelle des hauteurs.
Fig. 36.
Nous avons pris le point C pour origine de l'échelle des hauteurs ; c'est à partir de ce point que nous avons porté la hauteur Cv du point donné. On prend souvent pour origine le point de rencontre de l'échelle des hauteurs avec la ligne d'horizon, et alors c'est à partir de .ce point de rencontre qu'on porte, sur l'échelle des hauteurs, dans le sens convenable, la distance du point donné, non plus au géométral, mais au plan horizontal situé à la hauteur de rœil.
Considérons, par exemple {Jig» 36), un point dont la projection horizontale est m et la projection verticale m' : la hauteur de ce point au-dessus du géométral est la distance du point m' à la droite (G^). Si nous indiquons sur le plan vertical de projection une horizontale hh' à une distance de (G') égale à la hauteur de l'œil au-dessus du géométral, la hauteur du point mf au-dessus du plan horizontal passant par l'œil est la distance du point m' à hh' ; c'est cette hauteur que l'on doit porter à partir du point de rencontre de l'échelle des hauteurs avec la ligne d'horizon.
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Extension des constniotions de la perspectiTe. — Avant de passer à une application, nous allons dire un mot de l'extension des tracés qui donnent la perspective d'un point lorsque celui-ci est en avant du tableau.
On est conduit à considérer des points en avant du tableau lorsqu'on s'occupe de la recherche des ombres en perspective; le point lumineux est dans une position tout à fait indépendante de la situation du tableau : il peut être derrière le spectateur. Il est donc nécessaire de pouvoir faire intervenir la position du point lumineux en établissant sa perspective, ce mot étant défini comme nous allons le dire.
On appelle encore perspective d'un point, placé en avant du
Fig. 37.
tableau, la trace sur le plan du tableau de la droite qui passe par ce point et par l'œil du spectateur.
Cherchons comment sont placées les perspectives des points suivant leurs positions relatives par rapport au tableau et par rapport au spectateur.
Projetons {fig> 87) le géométral et le tableau sur un plan perpendiculaire à la ligne de terre. Le tableau est représenté par une simple droite (T), et le géométral par la droite (G) perpendiculaire à (T) ; l'œil est projeté au point O, la ligne de terre au point A.
Considérons d'abord un point m placé derrière le tableau par rapport au spectateur. Joignons le point O au point m ; cette droite rencontre (T) au point M, qui est entre la ligne de terre et la ligne d'horizon.
Prenons le point en m', en avant du tableau. Joignons le point O au point m! et prenons la trace de cette droite sur le plan du tableau, nous avons un point M' que nous appelons la perspective du point /7i', et nous voyons que ce point M' est au-dessous de la ligne de terre.
PREMIERE PARTIE
CINQUIÈME LEÇON
Plaçons maintenant le point en m", derrière le spectateur. Joignons le point m" au point O, nous avons une droite qui rencontre le tableau en un point M'' situé au-dessus de la ligne d^horizon.
Fig. 38.
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Nous pouvons dire, d'après cela, en ne considérant que deux cas : Les points du géométral qui sont en avant du spectateur ont leurs perspectives au-dessous de la ligne d* horizon; les points qui sont derrière le spectateur ont leurs perspectives audessus de la ligne d'horizon.
On peut arriver à ces résultats en appliquant la construction
Fig. 39.
même qui a servi à déterminer la perspective d'un point du géométral.
Reprenons {Jig, 38) un point m sur le géométral, la droite mC qui passe par ce point, et la parallèle 0/ à m G. Pour déterminer la perspective du point m, nous avons porté {Jig> Sp), à partir du point C jusqu'au point E, Téloignement oblique du point m, et
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nous avons joint le point E au point d par une droite qui rencontre FC au point M, perspective du point m.
Si le point m, au lieu d*être placé derrière le tableau, se trouve i^fig- 38) en m! en avant du tableau, tout en restant en avant du spectateur, les deux segments Cm' et fo sont comptés dans le même sens. Nous avons donc à porter Téloignement oblique Cm' à partir du point C {^fig- Sg) jusqu'au point E' dans la direction de Ydy et, en joignant le point d au point £', on a une droite qui donne le point M', au-dessous de la ligne de terre.
Prolongeons la droite mC {^fig* 38) et prenons un point m" situé derrière le plan de front qui passe par Tœil. Il faut porter (yî^. 39), à partir du point C sur la ligne de terre, la longueur Cm'' qui est plus grande que Fâf ; en joignant Teictrémité du segment ainsi
Fig. 4o.
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obtenu au point rf, on a une droite qui rencontre CF en M^ audessus de la ligne d'horizon.
On retrouve bien de cette façon les résultats auxquels nous étions arrivés directement.
Prenons maintenant {^fig. 4o) un point nx^ à une certaine hauteur au-dessus du géométral et au-dessous du plan d'horizon. En joignant le point O au point mi, on obtient le point M,, qui est au-dessous de la ligne d'horizon. De même, pour le point qui se projette sur le géométral au point m', si nous prenons un point m| toujours au-dessous du plan d'horizon, en joignant le point O au point m|, nous obtenons la perspective M^, au-dessous de l'horizon, comme précédemment.
Mais, pour le point m" situé derrière le plan de front passant par l'oeil, le point m^ qui est au-dessous du plan d'horizon, donne en perspective un point situé au-dessus de la ligne d'horizon ; ainsi, /7oar les points en avant du spectateur et au-dessous du
plan d'horizon, les perspectives sont au-dessous de la ligne d'horizon; l'inverse a lieu pour les points placés derrière le spectateur.
Si Ton prend des points situés au-dessus du plan d'horizon, ceux qui sont devant le spectateur ont leurs perspectives au-dessus de la ligne d'horizon, et l'inverse se présente pour les points placés derrière le spectateur.
On peut retrouver ces résultats directement sur le tableau. Soît {fis* 40 ^^ point M| situé au-dessous du plan d'horizon et dont la projection sur le géométral est en M-, cette projection, d'après ce que nous avons dit, montre que le point est placé derrière le tableau. Si l'on prend un point placé derrière le spectateur et dont la pro-
Fig. 4i.
jection sur le géométral a pour perspective le point M", le point de l'espace se trouve sur la verticale passant par ce point M'', et, s'il est à la même hauteur que le point M| au-dessus du géométral, en joignant le point cherché à ce point, nous avons une horizontale dont la perspective est M|F; cette horizontale détermine alors le point M* à sa rencontre avec la verticale passant par M*'. Le segment M" M* est égal au segment MM|, et l'on voit que, pour le point placé derrière le spectateur et au-dessous du plan d'horizon, sa perspective MJ est au-dessus de la ligne d'horizon.
Il est essentiel de se familiariser avec la situation relative des points, selon qu'ils sont devant ou derrière le spectateur, et de voir la position correspondante de leurs perspectives, surtout lorsqu'il s'agit de recherches d'ombres. Ainsi une verticale telle que MM| a pour ombre portée une ligne qui s'éloigne de l'observateur ou qui s'en rapproche, selon la position du point lumineux par rapport à cette verticale. En se rendant bien compte de la situation relative de l'objet éclairé et du point lumineux, on voit tout de suite la direction que Ton doit prendre pour l'ombre portée de cette verticale.
PERSPECTIVE D UNE ELEVATION
Nous reviendrons sur ces détails lorsque nous nous occuperons de la recherche des ombres.
Ce que nous venons de dire relativement à la recherche de la perspective d'un point dans l'espace et ce que nous avons dit précédemment pour la recherche de la perspective d'un point du géométral suffisent pour déterminer la perspective d'un ensemble dont on connaît le plan et l'élévation.
Nous allons prendre un exemple et montrer comment on opère dans ce cas.
Fig. 42.
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Perspective d'arcades. — Soit à rechercher la perspective d'une suite d'arcades. On donne la projection horizontale des piliers soutenant ces arcades et la projection des arcades sur un plan vertical parallèle au plan du mur qui les limite. Nous avons (^fig* 4^) sur le plan vertical de projection l'horizontale AA' à la hauteur de l'œil au-dessus du sol qui correspond au géométral.
Traçons sur le plan horizontal la projection AB du tableau et prenons la projection horizontale o de l'œil. Le tableau est, par exemple, limité en A et B, l'angle optique est AoB. On doit chercher à donner à AB une direction convenable et à placer le point o de façon à voir l'ensemble de l'objet dont on cherche la perspective.
Prolongeons les côtés des carrés qui forment les projections des piliers, nous obtenons une suite de droites parallèles entre elles; prenons une ligne o/, parallèle à cette direction, pour la recherche de la perspective. Soit m un sommet du premier carré et /île sommet du troisième ; par les points m et n on a deux droites qui déterminent sur la ligne AB les points i et 2.
Après avoir pris ces dispositions sur le géométral, et avant de passer à la perspective, nous allons dire quelques mots de Fopéralion qu'on appelle abaissement du géométral.
Abaissement dû géométral. — Les perspectives des points du plan, ' placés sur le géométral derrière le tableau par rapport au spectateur, sont sur le tableau dans une région qui est comprise entre la ligne de terre et la ligne d'horizon. Si l'on abaisse le géométral, c'est-à-dire si Ton transporte le géométral verticalement au-dessou> de la position qu'il occupe, la figure tracée sur ce géométral a pour perspective, après le déplacement, une figure qui est toujours comprise entre la ligne d'horizon et une nouvelle ligne de terre. Mais celle-ci est plus éloignée de la ligne d'horizon que la première : on a donc ainsi une région plus étendue occupée parla perspective, et cette perspective est alors d'une lecture plus facile.
Le géométral ainsi abaissé occupe, par rapport à l'œil, une certaine position. Supposons que l'œil et ce géométral abaissé soient liés invariablement, et qu'on les transporte encore tous les deux au-dessous de la position qu'ils occupent, jusqu'à ce que l'œil soit sur le prolongement du premier géométral. Alors toute la perspective du géométral abaissé est maintenant située au-dessous de la ligne de terre, et on a l'avantage de n'avoir à faire des tracés qu'en dehors du cadre.
Comme la plupart des lignes qui conduisent au résultat, c'està-dire à la perspective du plan, doivent disparaître, et qu'il est difficile d'enlever des lignes sans détériorer un peu le papier du dessin, on évite ces détériorations en plaçant toutes les constructions en dehors du cadre; on peut alors, s'il y a lieu, appliquer facilement des teintes.
L'opération qui consiste à abaisser simultanément l'œil et le géométral porte le nom ai abaissement du géométral.
Lorsque la détermination de la perspective du plan est ainsi faite
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sur le géométral abaissé, il suffît de relever tous les points sur des verticales pour les avoir dans la position qu'ils doivent occuper sur la perspective du plan. C'est ainsi que nous allons opérer pour la recherche de la perspective d'une suite d'arcades.
Suite de la recherche de la perspective des arcades. — La largeur du tableau est dans un rapport arbitraire avec la largeur AB qui est indiquée sur le géométral.
Avec cette hypothèse, on est obligé d'opérer au moyen de lignes proportionnelles pour avoir la ligne d'horizon et la position des points de fuite.
ABest(y?^. 43) la largeur du tableau. Portons A 6 = AB du géométral et AA| égal à la hauteur de l'œil au-dessus du géométral; joignons le point /i| au point b et menons par le point B une parallèle à la droite ainsi obtenue. Cette parallèle rencontre le cadre du tableau au point H, par lequel passe la ligne d'horizon HH'. A partir du point A, portons le segment A/i = A/ du géométral; joignons le point h^ au point /i, et par le point H menons une parallèle à cette droite : nous obtenons le point F', que nous relevons rn F sur la ligne d'horizon. Ce point F est le point de fuite des droites /ni, /i2 et de toutes les lignes parallèles à la direction de ces droites.
Abaissons le géométral en transportant la ligne de terre en A'B'; la ligne d'horizon est confondue avec AB, et le point de fuite F est venu en F'. Joignons le point F' au point A'; par le point /i menons une parallèle à cette droite. Cette parallèle rencontre AA' en un point : c'est par ce point que nous traçons l'échelle des largeurs. On a bien ainsi l'échelle des largeurs, parce que la distance du point A à cette droite est à la distance du point
A au point A' dans le rapport j^ > comme on le voit facilement sur la figure.
A partir du point B, traçons en dehors du cadre la ligne oblique BC qui rencontre l'échelle des largeurs en un certain point : c'est à partir de ce point que nous menons une droite sur laquelle nous compterons les hauteurs.
Cherchons la perspective du point m et la perspective du point n. Pour cela, portons sur l'échelle des largeurs, à partir du point a, des segments égaux aux distances de A à i et à 2, ainsi qu'à tous
PREMIERE PARTIE
CINQUIEME LEÇON
les points intermédiaires relatifs aux piliers : on obtient le point i' et, successivement, des points correspondant aux sommets des piliers. On a alors alternativement, à partir de i', des segments égaux aux deux intervalles qui se trouvent sur la ligne AB du géométral, à partir du point i . Joignons le point F' aux points ainsi obtenus ; on a des lignes sur lesquelles doivent se trouver les
Fig. 43.
perspectives des sommets des carrés qui forment les projections des piliers.
Cherchons la perspective du point m en employant le point 2<i, obtenu en portant F'-arf égal à deux fois /o. Prolongeons la droite F'i' jusqu'à la droite A'B' en i", et, à partir du point i', portons sur la ligne de terre une longueur égale à deux fois mi, qui est Téloignemenl oblique du point /n. Joignons le point arf au point que nous venons de déterminer sur la ligne de terre : cette droite rencontre F'i' en un point M' qui est la perspective du sommet m du carré d'un pilier.
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Opérons de même pour le point n. La droite F' 2' rencontre la ligne A'B' au point 2". A partir du point 2'' sur A'B', prenons un segment égal à deux fois Téloignement oblique ai 2 du point n; joignons l'extrémité de ce segment au point 2d. Cette droite rencontre F' 2" au point N', perspective du point n, et alors la droite mn a pour perspective la droite M'N'. Cette dernière rencontre les lignes divergentes du point F' en des points qui sont les perspectives des sommets des carrés projections dés piliers. On détermine de la même manière la perspective de la ligne parallèle à mn et qui contient les autres sommets des carrés des piliers.
Nous avons ainsi achevé la recherche de la perspective da géométral abaissé.
Ramenons maintenant le géométral dans sa position. Relevons verticalement les perspectives des sommets des carrés. Pour cela, relevons la droite M'N' et la ligne qui lui est parallèle. Prenons les points où ces deux droites rencontrent, d'une. part F' i*^ et d'autre part l'oblique BC. Ces deux droites se relèvent, l'une en Fi"' et l'autre en H'C. Ramenons sur ces droites les points M', Q', z-' et y : nous obtenons les points M, Q, r, s. Joignons le point M au point r, le point Q au point s : nous avons les deux droites sur lesquelles il ne reste qu'à rapporter par des verticales les sommets des piliers. Nous possédons ainsi la perspective de la partie inférieure des piliers.
Occupons-nous de la hauteur de ces piliers. Prenons sur la figure géométrale ce qu'on appelle la liffne de naissance des arcades, c'est-à-dire la ligne à partir de laquelle commencent les arcades proprement dites. Portons, à partir du point où l'échelle des hauteurs rencontre la ligne d'horizon, la hauteur de la ligne de naissance au-dessus de M'; joignons l'extrémité y du segment ainsi obtenu au point H'. Ramenons le point M par une horizontale de front sur la ligne H'C; puis, par le point ainsi ramené, menons une perpendiculaire à la ligne d'horizon : cette droite rencontre la ligne oblique H'y, en un point qu'on ramène en M',. De même pour le point N : on obtient le point N, et l'on joint le point M, au point N',. La droite M', N', est la perspective de la ligne de naissance des arcades. C'est à cette ligne que l'on doit limiter les verticales qui passent par les sommets des piliers qui se trouvent
sur la droite MN. On trouve de même la perspective d'une parallèle à cette ligne sur laquelle on limite les extrémités des autres arêtes des piliers.
Sur le géométral abaissé, il est facile d'avoir les perspectives des projections des centres des circonférences qui forment ce qu'on appelle les courbes de tête des arcades. Nous relevons ces perspectives sur la ligne M', N'^ , et nous avons les centres des circonférences courbes de tête des arcades. Il suflit maintenant d'appliquer la construction donnée dans la dernière Leçon pour avoir la perspective d'une circonférence de cercle, après avoir cherché toutefois la perspective de la tangente commune à toutes ces circonférences : cette dernière perspective se détermine comme nous avons déterminé M', N, .
Nous avons alors pour la circonférence, dont le diamètre horizontal est GI et dont le centre est au point (o, l'extrémité L du diamètre perpendiculaire à GI. On joint le point L aux points G et I, on mène une parallèle à L(o pour avoir une perpendiculaire au diamètre GI, et l'on joint aux points G et I les points de rencontre de cette droite avec LG et LI : ces droites se coupent en un point de la circonférence. On obtient ainsi autant de points que l'on veut, et l'on a alors, en les réunissant, une courbe qui doit élre tracée tangentiellement en L à la perspective de la tangente commune aux courbes de tête des arcades. On fait de même pour les autres arcades.
Après avoir tracé la perspective des circonférences qui sont dans le plan vertical parallèle au plan MN, on a achevé la perspective des arcades.
Il y a des vérifications. Ainsi les perspectives des côtés des carrés dont la direction est mi sur le géométral doivent rencontrer la ligne d'horizon au point F.
Voilà comment on opère lorsque l'on a, d'une façon complète, le plan et l'élévation de la figure dont on demande la perspective. Mais généralement on ne possède pas des données achevées, des dessins complètement terminés; on connaît les principales dimensions de l'objet à mettre en perspective, et la perspective s'achèvr directement sur le tableau.
Pour effectuer ces tracés directement en perspective, il est né-
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cessaire de connaître la solution des problèmes élémentaires relatifs à la ligne droite et au plan. Ces problèmes, analogues à ceux que Ton résout dans la méthode des projections orthogonales et à ceux que nous avons résolus en étudiant la méthode des projections iîotées, nous les aborderons dans la Leçon suivante.
SIXIÈME LEÇON
Problèmes relatifs à la ligne droite et au plan. — Perspective des moulures.
Problèmes relatifs à la ligne droite et an plan. — Pour les explications relatives aux solutions de ces problèmes, nous représentons un point par sa perspective et par la perspective de sa projection sur le géométral; de même pour une droite.
Etant donnée une droite, déterminer sa trace sur le géométral. — La droite M'N' {fig^ 44) et sa projection MN sur le géo-
Fig. 44.
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métrai sont deux droites dans un même plan : dès lors, M'N' prolongée rencontre MN. Le point de rencontre T de ces deux droites est un point du géométral : c'est alors la trace de la droite donnée sur le géométral, c'est-à-dire le point demandé.
Déterminer la trace d'une droite sur un plan horizontal situé à une distance donnée du géométral. — Sur les verticales qui projettent les extrémités de la droite donnée et à partir du géométral, on porte, dans le sens convenable, la distance donnée. On obtient ainsi deux points qu'on joint par une droite. Cette droite coupe la droite donnée au point cherché.
On construit de la même manière le point où une droite donnée rencontre un plan horizontal qui passe par un point donné.
Déterminer la trace d'une droite sur un plan de/ront. — Soitx/ {fig' 44) l'horizontale de front, trace du plan de front donné sur le géométral. Ce plan de front rencontre, suivant une verticale, le plan qui projette la droite donnée sur le géométral ; cette verticale passe par le point R, qui est le point de rencontre de ûoy et de MN : la droite d'intersection des deux plans est la verticale RR'; le point R', où cette droite rencontre la droite donnée M'N', est le point demandé.
On détermine de la même manière la trace d'une droite sur un plan vertical quelconque.
Reprenons le plan de front xy et supposons qu'on ait transporté ce plan de front àPinfini; ^^est alors confondu avecHH', le point de rencontre F de MN avec HH' est la nouvelle position du point R, et, en élevant la perpendiculaire FF' à la ligne HH', nous obtenons le point F', qui est le point de rencontre de M'N' avec le plan de front, transporté à l'infini.
Puisque le point F' est la perspective du point de rencontre de la droite M'N' avec un plan à l'infini, le point F' est la perspective du point qui est à l'infini sur cette droite; ce point F' est donc le point de fuite de M'N', et la construction que nous venons de trouver conduit alors à la détermination du point de fuite d'une droite donnée.
Résolvons directement ce dernier problème.
Construire le point de fuite d'une droite donnée. — Le point de fuite de la droite donnée est sur la ligne de fuite du plan qui projette cette droite sur le géométral. Ce plan étant vertical, sa ligne de fuite est une verticale. Mais nous connaissons un point de cette ligne de fuite, puisque, la droite MN étant une droite de ce plan, son point de fuite, c'est-à-dire le point où elle rencontre la ligne d'horizon, appartient à la ligne de fuite de ce plan vertical. Nous devons donc prolonger MN jusqu'au point F où elle rencontre la • ligne d'horizon, par ce point F élever à la ligne d'horizon une perpendiculaire qui est la ligne de fuite du plan vertical qui projette la droite donnée sur le géométral. Le point de rencontre de celte ligne de fuite et de la droite M'N' est le point de fuite cherché de cette droite. Nous retrouvons ainsi la construction précédente.
La connaissance de ce point de fuite permet de résoudre immédiatement le problème suivant.
Uun point donnée mener une parallèle à une droite donnée. — Il suffît de joindre le point donné au point de fuite de la droite donnée, et Ton a la parallèle demandée.
La trace d'un plan sur le géométral a pour point de fuite le point où cette droite rencontre la ligne d'horizon, et, comme la ligne de fuite du plan doit contenir les points de fuite de toutes les droites tracées sur ce plan, cette ligne de fuite doit passer par le point de fuite de la trace du plan. La trace du plan sur le géométral et sa ligne de fuite sont donc deux droites qui viennent se couper sur la ligne d'horizon.
Nous ne ferons pas usage de ces droites pour résoudre les problèmes élémentaires relatifs à la droite et au plan. Lorsqu'on s'occupe du dessin d'un édifice, on a des plans obliques, comme cela se présente pour la -toiture; ces plans obliques ne sont nullement définis par leurs traces sur le géométral et par leurs lignes de fuite : ils sont définis par les droites qui les terminent, comme le faîte et les arêtes inférieures de la toiture. Ce sont les données mêmes de ces plans que l'on doit employer.
Si l'on coupe un plan par des plans de front, les intersections sont des droites de front, et, comme les intersections du plan donné avec ces plans de front sont des droites parallèles entre elles, nous voyons que les lignes de front du plan ont pour perspectives des droites parallèles entre elles.
Parmi tous les plans de front, on peut considérer un plan de front à l'infini. La droite de front, dans ce cas, a pour perspective la ligne de fuite. Nous voyons ainsi que les lignes de front d'un plan sont, sur le tableau, parallèles à la ligne de fuite de ce plan.
Déterminer une droite de front d'un plan donné par une droite et un point ou par deux droites qui se coupent, — Le plan est donné (^g. 4^) P^^ Isi droite (M'N', MN) et par le point (L', L). Par le point L, menons l'horizontale de front LR. Cette droite représente la trace, sur le géométral, du plan de front qui contient le point donné. Ce plan est rencontré par la droite donnée au point R' : la droite R'L' est la droite demandée. Si le plan est donné par deux droites qui se coupent, on résout le problème en joignant par une droite les traces de ces deux droites sur un plan de front.
Partager une droite M'N' en parties proportionnelles à des segments donnés, — Par le point (M', M) (^fig* 46) menons la droite de front (M'R', MR). Portons sur cette droite, à partir du point M, des segments proportionnels aux segments donnés ou ces segments eux-mêmes. L'extrémité du dernier segment étant (R', R), on mène la droite (N'R', NR) et Ton construit le point de fuite de cette droite. Il suffit alors de joindre F' aux extrémités des segments portés sur M'R' et de prendre les points de rencontre i, 2, 3 de ces droites avec M'N' pour avoir les points cherchés.
Car les droites F'-i, F'- 2, F' -3 sont les perspectives de lignes parallèles entre elles et qui déterminent, par conséquent,
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sur M'N' et sur la droite de front qui passe par M' des segments proportionnels. Mais les segments qu'on a portés sur la droite de front sont les segments donnés ou des segments proportionnels à ceux-ci; donc les segments obtenus sur M'N' sont bien proportionnels à ces segments donnés.
Pour ne pas être conduit à un point de fuite F' trop éloigné, on peut choisir ce point, puis on cherche la droite de front M'R' du plan déterminé par F' et par la droite donnée. On partage M'R' en segments proportionnels aux segments donnés et l'on achève comme précédemment.
Voici une autre solution du même problème ;
Par le point M {^fig- 46) on mène une horizontale de front; on porte sur cette droite, à partir du point M, des segments égaux ou proportionnels aux segments donnés; on joint le point N à l'extrémité du dernier segment ainsi porté : cette droite rencontre la ligne d'horizon en un point que l'on joint aux extrémités des segments
portés sur Thorizontale de front menée par le point M; on a des droites qui rencontrent MN en certains points. Au moyen de verticales, on relève ces points, et Ton retrouve sur M'N' les points i , 2, 3 qui partagent cette droite en parties proportionnelles aux segments donnés.
Si Ton porte sur une horizontale de front des segments égaux entre eux, les droites qui partent des extrémités de ces segments et qui aboutissent à un même point de la ligne d'horizon sont les perspectives de droites parallèles entre elles, qui déterminent alors des segments égaux sur toute horizontale de front. Les segments ainsi obtenus sur toutes ces horizontales de front sont les perspectives de segments égaux entre eux dans Tespace.
On obtient de la sorte, sur ces horizontales de front, ce qu'on appelle les échelles des plans de front qui passent par ces droites.
Fig. 47-
Lorsque Ton porte sur un plan de front une longueur égale à uu segment donné, cette longueur doit être mesurée à l'échelle de ce plan de front.
Supposons, par exemple, que le point d {fig^ 47) soit le point de distance correspondant à la direction M/^ en joignant le point d au point M, nous obtenons, sur la droite de front qui passe par le point Mi, un point Ri, et nous avons RiMj -— MMi. On dit alors que Ri Mi est la longueur de MMi à Téchelle du plan de front qui passe par le point Mi. Si nous avions joint le point d au point M| , nous aurions obtenu un point R, qui nous donnerait encore RjM = MMi 5 mais ici RjM est la longueur du segment MM| à l'échelle du plan de front qui passe par le point M, et l'on voit que sur le tableau la longueur MRj, mesurée entre les pointes d'un compas, est plus grande que la longueur MMi. Dans l'espace, il est bien évident que les longueurs correspondant à ces segments sont égales entre elles.
Porter sur uns droite des segments égaux à des segments donnés sur cette droite. — Soit, sur le géométral, MR (Jig. 48) la droite donnée. Par le point M traçons une horizontale de front. Joignons les extrémités des segments MN, NR à un point / de la ligne d'horizon : ces droites rencontrent l'horizontale de front qui passe par le point M aux points i et 2. A partir du point 2, prenons des segments égaux aux segments M-i, 1-2 : nous obtenons les points i', 2'. Joignons ces points au point/: ces droites rencontrent la droite donnée aux points N', R', qui sont les points demandés.
Déterminer le point oii une droite rencontre un plan donné par deux droites qui se coupent, — On construit les points où les droites, qui déterminent le plan donné, rencontrent le plan vertical qui contient la droite donnée. La droite qui joint ces deux points rencontre la droite donnée au point demandé.
Au lieu de faire usage du plan vertical qui contient la droite donnée, on peut employer un plan déterminé par cette droite et par une droite de front menée de Tun de ses points. Mais cette solution exige qu'on sache résoudre le problème suivant.
Construire l'intersection de deux plans, — Nous supposons que chacun des plans est donné par deux droites qui se coupent. On coupe ces plans par un premier plan de front. On détermine ainsi deux droites de front qui, parleur rencontre, donnent un point de la droite d'intersection des deux plans. Au mo^'en d'un second plan de front, on construit un second point de cette droite qui est alors déterminée.
Le problème, qui consiste à partager une droite en segments proportionnels à des segments donnés, trouve son application lorsqu'on cherche la perspective d'une moulure.
Perspective des monlnres. — Nous allons considérer une moulure
qui contourne deux murs verticaux à angle droit et en chercher la perspective.
a'b'dd'efgU' {fig- 49) est le profil qu'on obtient en coupant la moulure par un plan perpendiculaire aux arêtes de cette moulure. En projection horizontale, on a des droites parallèles entre elles correspondant à la direction d'un des murs, et des droites p^allèles entre elles correspondant à la direction de l'autre mur. Ces droites viennent se couper en des points appartenant à un contour relatif à la moulure et qui se trouve dans le plan bissecteur du dièdre formé par les plans verticaux des deux murs.
En projection horizontale, on a acdel.
Supposons que sur le tableau nous ayons les perspectives des
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grandes arêtes qui viennent aboutir au point projeté en a et les perspectives des grandes arêtes aboutissant au point /; nous supposons en outre que ces grandes arêtes sont obliques par rapport au tableau.
Soit Hir la ligne d'horizon {ftg* 5o). Le point projeté en a a pour perspective le point A', et les grandes arêtes qui aboutissent à ce point A' sont les deux droites de la figure qui parlent de ce point; de même pour le' point L', cl, comme ces dernières arêtes sont parallèles aux premières, elles doivent rencontrer respectivement la ligne d'horizon aux mêmes points que les premières.
Cherchons les perspectives des points appartenant au profil de la moulure, points qui se projettent en cdel {fig» Ad)- Pour cela, partageons AL {Jig- 5o) en segments proportionnels aux segments ac, cd^ rfe, e/, ou encore, si nous n'avons que le profil de la moulure en segments proportionnels aux segments 1-2, 2-3, 3-^
et ^-/'. A cet effet, menons par le point A une horizontale de front, portons à partir du point A des segments égaux à 1-2, 2-3, 'i-g' et g^-fj joignons l'extrémité du dernier segment ainsi porté au point L : cette droite rencontre la ligne d'horizon en un certain point. Joignons ce point aux extrémités des segments portés sur l'horizontale de front qui passe par le point A : ces droites rencontrent AL en des points C, D, E, L qui sont les perspectives des points c, rf, e, /.
Cherchons maintenant les points de l'espace correspondant aux
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points C, D, E, L. Ces points sont dans le plan vertical qui a pour trace AL sur le géométral. Ce plan vertical rencontre le plan horizontal qui est à la hauteur du point A' suivant une droite qu'on obtient en joignant le point A' au point/, où la ligne d'horizon est rencontrée parla droite AL. Ce plan vertical rencontre aussi le plan horizontal qui est à la hauteur du point L' suivant une droite /L'. C'est dans ce plan vertical que se trouvent les points que nous cherchons, et qui sont sur les verticales élevées des points C, D, E. Dans ce plan vertical, et par les points du profil de la moulure, concevons des horizontales. Ces droites rencontrent la verticale qui passe par le point A' en des points qui correspondent aux points 6', m', i du profil de la moulure. Nous n'avons donc qu'à
]>arlager le segment A'i' en segments proportionnels aux segments aiy^ b'm\ m'i. Comme la droite A'i' est une droite de front, nous partageons le segment A'i' sur le tableau en segments proportionnels, en opérant comme s'il s'agissait de la droite A'i' de Tesj>ace : nous obtenons ainsi le point B' et le point M', et nous avons
Joignons maintenant les points B' et M' au point/: nous avons ainsi, dans le plan vertical dont la trace est AL, les deux horizontaies passant par les points B' et M'. Ces droites rencontrent les verticales qui passent par les points C, D, E en des points qui appartiennent au profil de la moulure ; c'est par les points ainsi déterminés qu'on doit mener les grandes arêtes de la moulure.
Par le point B passent deux grandes arêtes horizontales qui rencontrent la ligne d'horizon au point où cette droite est rencontrée par les droites qui passent par le point A'. Nous menons de même les grandes arêtes qui passent par les points C, D', E', G' et L'.
Nous avons déterminé les points C, D', E' en employant des segments comptés {fig- ^<j) sur les lignes a'i et if; on procède de même pour construire un point quelconque du contour CD'.
Pour achever le tracé de la perspective de la moulure, il faut avoir soin de remarquer qu'il existe une droite A'B' entre le point A' et le point B' et une droite E'G' entre les points E' et G', mais qu'il n'y a pas de droite entre B' et C, parce que c'est un même plan horizontal relatif à la moulure qui existe sur les deux murs; de même, entre D' et E', entre C et L', il n'y a pas d'intersection. Ainsi, en suivant le contour de la moulure à partir de A' jusqu'en L% on ne rencontre pas une ligne continue d'intersections de plans. Il y a intersection de plans lorsqu'on a des plans verticaux et le long de la ligne qui représente le contour courbe; mais les plans horizontaux ne donnent pas lieu à des droites d'intersection.
Les grandes arêtes passant par A' ont, l'une un point de fuite qu'on peut employer, l'autre, A'N', un point de fuite trop éloigné. Pour mener les arêtes parallèles à celle-ci, on peut faire usage d'un plan vertical auxiliaire sur lequel on détermine, comme nous venons de le faire pour le plan vertical AL, les points où il est rencontré par les arêtes parallèles à A'N'.
Dans la pratique, lorsqu'on a à déterminer un certain nombre
de tracés de moulures, on se contente de chercher la perspective d^une figure dans laquelle on remplace, par exemple, le contour compris entre V et gf {fi g* 49) par une simple droite V ^ . On cherche alors la perspective comme précédemment : on a ainsi la perspective par masses. Puis, en substituant à la droite B'G'{fig. 5o) un contour à simple vue, on obtient approximativement la perspective de la moulure. Mais cette manière d'opérer n'est possible que lorsqu'on sait, à la suite d'un certain nombre de tracés exacts, la forme à laquelle on doit arriver pour la perspective des moulures.
On doit remarquer que, pour la solution de tous les problèmes que nous venons de résoudre, les longueurs des segments n'intervenant que par leur rapport, nous n'avons pas fait usage des points de distance. Dans la Leçon suivante nous emploierons ces points pour traiter des questions, relatives au plan et à la droite, dans lesquelles on cherche la grandeur d'angles ou de segments de droites.
SEPTIÈME LEÇON
CONSTRUCTIONS DIRECTIiS SUR LE TABLEAU (suite).
Amener un plan à être de front.— Perspective d'une perpendiculaire à un plan. — Perspective d'une figure vue après réflexion. — Relèvement du géométral.
Supplément : Perpendiculaire à un plan.
En Géométrie descriptive, les problèmes dans lesquels interviennent des grandeurs angulaires ou linéaires se résolvent au moyen de rabattements. Si, par exemple, on a à déterminer la grandeur d'un angle, on amène le plan de cet angle à être parallèle à Tun des plans de projection, on projette la figure ainsi obtenue, et l'on a en projection la grandeur de l'angle à mesurer.
De même, pour déterminer la grandeur d'un segment de droite, on amène le plan qui contient le segment qu'on veut mesurer à être parallèle à l'un ou à l'autre des plans de projection.
Dans la méthode des projections cotées, on n'a qu'un plan de projection, et alors les rabattements se font de manière à amener les plans, sur lesquels se trouvent les grandeurs qu'on veut mesurer, à être parallèles au plan de comparaison.
En perspective, nous n'avons plus qu'un plan vertical : c'est le plan du tableau. En amenant un plan à être parallèle au plan du tableau (et pour cela il suffit de le faire tourner autour de l'une de ses droites de front) et en construisant la perspective de la figure après la rotation, on obtient une figure semblable à la figure de l'espace. Les angles de celte figure sont alors égaux aux angles de la figure de l'espace, et les segments de droites sont proportionnels à ceux des droites de l'espace.
Le problème que nous sommes conduit à résoudre est donc le suivant : amener un plan à être de front.
Avant de donner la solution de cette question, faisons remarquer que, lorsqu'on connaît les points principaux de fuite et de distance,
on peul mesurer les segments comptés sur des perpendiculaires au plan du tableau.
P et D {fig* 5i) sont les points principaux de fuite et de dis-
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tance ; une droite MP est la perspective d'une perpendiculaire au plan du tableau : cherchons la longueur d'un segment Mm de cette droite.
Nous n'avons qu'à joindre le point D au point M et à mener par le point m une droite de front : la ligne mg est la longueur du segment M m, à l'échelle du plan de front qui contient le point m, car le point D est le point de distance correspondant à la direction MP; il est donc le point de fuite des droites, telles que DM, qui déterminent des segments égaux sur MP et sur une horizontale de front.
Occupons-nous maintenant de ce problème :
Amener nn plan à être de front. — On donne {fig» Sa) les points principaux de fuite et de distance P, D. Le plan est donné par les droites (M'C, MC), (M'E', ME), on le fait tourner autour d'une de ses droites de front, pour l'amener à être de front : on demande de construire les perspectives des points du plan lorsque la rotation est effectuée.
Soit xy la droite de front autour de laquelle nous allons faire tourner le plan donné. Cette droite est dans le plan de front qui a pour trace sur le géométral l'horizontale de front CE^'. En tournant autour de xy^ le point M' décrit une circonférence de cercle dont le rayon est la perpendiculaire abaissée du point M' sur la charnière. Cherchons cette perpendiculaire : pour cela projetons le point M' sur le plan de front xy, et du pied de celte perpendiculaire abaissons une perpendiculaire sur xy. Le pied de cette dernière droite est le pied de la perpendiculaire abaissée du point M' sur la charnière xy.
Effectuons ces constructions. Menons les droites M'P, MP. Cette dernière droite rencontre CE en m, la verticale mn}! coupe M'P
au point m', qui est la projection de M' sur le plan de front xy. Du point /n', dans ce plan de front, abaissons une perpendiculaire sur xy^ et pour cela il suffit de mener une droite rencontrant
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à angle droit cette droite xy^ puisque nous opérons dans un plan de front. Le pied de cette perpendiculaire est |ji, et la droite M'(jl est la perpendiculaire abaissée du point M' sur la charnière xy.
Après la rotation du plan autour de xy^ la droite M'[x, qui est perpendiculaire à xy^ a pour perspective la perpendiculaire à la charnière menée à partir du point [jl, et le point M' est sur cette per-
pendiculaire, à une distance du point [Ji égale à la longueur de M'jji, à l'échelle du plan de front xy.
Pour trouver la longueur de M'(jl, considérons le triangle rectangle M'/n'[jL et amenons le plan de ce triangle à coïncider avec le plan de front xvj en le faisant tourner autour de la droite de front /n'(JL. Lorsque le plan du triangle M'm'|JL coïncide avec le plan de front ov^, le côté m'RT, qui est perpendiculaire à m'jji, a pour perspective une droite perpendiculaire à /n'[ji, et le point M' vient sur cette droite à une distance égale à la longueur de M' m'. Mais, d'après ce que nous venons de dire, nous savons déterminer la longueur de ce segment de droite : on mène par le point m' l'horizontale de front m' g, et par le point M' la droite M'D ; on obtient alors le segment m! g^ qui est égal au segment MW, à l'échelle du plan de front qui contient le point m'. Rapportons ce segment m! g en m'W : l'hypoténuse M"[ji du triangle M"m'[ji est la longueur de M'[Ji.
Il suffit alors de porter le segment (jlM", à partir du point (jl jusqu'en Mj, sur la perpendiculaire [jlM< kxy, pour avoir au point Mj la perspective du point M' après la rotation du plan. On dit que le point Ml est le relèvement du point M'.
On pourrait recommencer les mêmes constructions pour d'autres points du plan donné; mais quelques remarques permettent de simplifier les tracés qui conduisent aux relèvements de ces points.
Le plan du triangle W m!\k a sa ligne de fuite qui est parallèle à m'[jL, puisque cette dernière droite est une ligne de front du plan de ce triangle. Celte ligne de fuite doit passer par le point P, qui est le point de fuite de la droite Wm' du plan du triangle. Nous avons donc la ligne de fuite du plan de ce triangle en abaissant du point P une perpendiculaire sur la ligne de front xy du plan donné : cette perpendiculaire est, en efiet, parallèle à m'\k. Elle rencontre Wy. au point de fuite © de cette droite.
Le point ^ est le point de fuite des droites tracées sur le plan et qui sont perpendiculaires à xy. On peut remarquer que o est sur la ligne de fuite J du plan donné, puisque M'jjl est une droite de ce plan.
En tournant autour de xy^ le point M' décrit un arc de cercle, et la corde de l'arc décrit est la ligne M'M^. Pour chaque point du plan, on a une droite telle que M' Mi . Toutes ces droites, étant pa-
rallèles entre elles, ont même point de fuite. Ce point de fuil« est à la rencontre de M'Mi avec la ligne de fuite P'^. Comme il est trop éloigné, prenons le tiers du segment Mj [Ji, joignons le point M' à l'extrémité du premier tiers de [jlM, à partir de [Ji, nous obtenons, à la rencontre de cette droite et de P<p, le point ^5. Au mojen du point cp et du point |8, il est facile d'avoir le relèvement d'un point quelconque du plan.
Prenons, par exemple, le point N du plan. Abaissons du point N une perpendiculaire sur xy ; la perspective de cette droite esl Nç et son pied sur xy est le point v. Après la rotation, cette perpendiculaire Nv a, pour perspective, la perpendiculaire élevée du point V à la droite xy. Joignons le point N au point ^8. Cette ligne rencontre la perpendiculaire issue du point v en un point qui esl l'extrémité d'un segment, compté à partir de v, et que nous triplons jusqu'au point Nj : le point N^ est le relèvement du point N.
Réciproquement, si l'on a un point du plan relevé, tel que N,, par des constructions inverses, on revient du point N, au point N.
Le relèvement d'une droite se fait en relevant deux de ses points ; la droite M'N, par exemple, est relevée en M^N^. On peut remarquer que le point où la droite M'N rencontre la charnière est un point qui ne change pas pendant la rotation, et, par conséquent, il appartient à la droite M, N,.
La figure qui est tracée sur le plan donné et la figure qu'on obtient après le relèvement du plan sont deux figures, telles que les points correspondants, comme M' et M|, N et N|, sont sur des droites convergentes en un même point ô. Les droites de ces deux figures, comme M'N et M,N,, qui se correspondent, viennent se couper sur la droite xy. Ces deux figures sont donc homologiques.
Le problème que nous venons de résoudre permet d'arriver à la solution d'un grand nombre de questions. Si, pour ne prendre qu'un exemple, on demande de construire dans le plan donné et sur M'N un triangle semblable à un triangle donné, on n'a qu'à relever le plan donné. La droite M'N vient en Mi Nj ; dans cette situation, on construit sur M|Ni un triangle M|N|Q| semblable au triangle donné, puis on ramène le point Qi en faisant tourner le plan autour de ^^ jusqu'à ce qu'il soit revenu dans sa première position. Le point Qi vient prendre une certaine position
Q, et, en joignant le point Q ^ux points M' et N, on a la perspective demandée. Nous ne nous arrêtons pas à traiter d'autres problèmes de oe genre.
Perspective d'une perpendiculaire à nn plan. — Cherchons la perspective de la perpendiculaire au plan qui est issue du point M'.
La droite demandée doit être une droite du plan du triangle M'm'[Ji {fig- Sa), puisque le plan de ce triangle est perpendiculaire à xy\ il contient, en effet, les droites [xM' et }A/n', qui sont perpendiculaires à xy, La droite demandée doit être, en outre, perpendiculaire à la droite M'u; mais nous avons fait tourner le plan du triangle M'/w'ijl autour de la droite de front rnl^\ l'hypoténuse M' [Ji est venue en IVFjjl. Dans cette situation, la perpendiculaire, menée dans le plan du triangle à la droite M'|jl, n'est autre que la perpendiculaire M"/ à l'hypoténuse M''|jl. Lorsque nous ramenons le plan du triangle dans la position qu'il a dans l'espace, le point de rencontre /, de la perpendiculaire M'/ avec m'[jL, ne change pas de position, et la perpendiculaire demandée est /M'. En prolongeant cette perpendiculaire jusqu'au point où elle rencontre la ligne de fuite Pcp du plan du triangle M'm'jx, on a le point de fuite de toutes les perpendiculaires au plan donné.
La construction que nous venons de donner s'appuie sur la détermination du rabattement de M' [x lorsqu'on a fait tourner le plan du triangle M'm'jx autour de la droite de front /n'[JL située dans le plan xy. Nous pouvons faire la même construction en prenant un autre plan de front que le plan xy. Prenons, par exemple, comme charnière la ligne de fuite du plan donné, en supposant que le plan de front xy soit transporté à l'infini. Le triangle M'm'fx de la construction précédente est remplacé actuellement par le triangle MPcp et le segment rn! g par le segment PD, que nous devons porter en PM'", perpendiculairement à P^p. L'hypoténuse M' '^ du triangle M' P<p est maintenant rabattue en M'" '^, et la perpendiculaire au plan est rabattue suivant la perpendiculaire menée du point M''' à la droite M"' (p. Cette perpendiculaire rencontre Pcp en un point / qui est le point de fuite des perpendiculaires au plan ; en le joignant au point M', on a la perpendiculaire demandée.
On peut arriver directement à cette construction.
Le point P est le pied de la perpendiculaire abaissée de l'œil O
sur le plan du tableau; la ligne de fuite J du plan donné est la trace sur le plan du tableau du plan mené de l'œil parallèlement au plan donné.
Menons un plan perpendiculaire à cette ligne de fuite ; ce plan est à la fois perpendiculaire au tableau et au plan donné ; sa trace sur le tableau est la perpendiculaire Pf abaissée du point P sur la ligne de fuite du plan donné. Ce plan auxiliaire coupe le plan mené par l'œil parallèlement au plan donné suivant la droite Ocp; dan? ce plan auxiliaire, la perpendiculaire au plan donné menée par l'œil est une ligne perpendiculaire à cette droite 0<p. Pour construire cette ligne, faisons tourner le plan auxiliaire autour de la droite P<p tracée sur le plan du tableau. La perpendiculaire qui va de l'œil au point P vient alors se rabattre suivant la ligne PM'", le segment PM"' étant égal à PD, c'est-à-dire à la distance de l'œil au tableau. Nous avons alors le rabattement M'"çp de la ligne Ocp. Nous n'avons plus qu'à élever, du point M'", une perpendiculaire à cette droite et à ramener cette ligne en replaçant le plan auxiliaire dans la position qu'il doit occuper. Le point où la perpendiculaire menée du point M'" à M"' y rencontre P«p est le point de fuite /des droites perpendiculaires au plan donné.
Le plan auxiliaire que nous venons d'employer est perpendiculaire au tableau; il renferme deux droites rabattues, l'une en M*'^ et l'autre perpendiculaire à celle-ci en M"'/. Ces droites ont, pour points de fuite, l'une le point cf et l'autre un certain point/de oP.
Dans le triangle ^W f^ on a la relation Py x P/^-= PD . On peut donc dire que, lorsque sur un plan perpendiculaire au plan du tableau on a deux droites perpendiculaires entre elles, le pro^ duit des distances de leurs points de fuite au point principal de fuite est égal au carré de la distance principale. Ce résultat est applicable au géométral, puisque ce plan est perpendiculaire au plan du tableau.
Perspective d'une figure vue après réflexion. — Un point, vu par réflexion dans une glace, est vu comme s'il était, par rapport à la glace, le symétrique du point donné. Pour construire ce point symétrique, on applique ce qui précède, puisqu'on doit abaisser du point donné une perpendiculaire sur le plan.
Dans le cas particulier où la surface réfléchissante est une sur-
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face horizontale, par exemple une nappe d'eau, l'image d'un point s'obtient en menant une verticale et en prolongeant cette verticale au-dessous de la surface réfléchissante d'une longueur égale à la distance du point à cette surface ; comme on a des segments égaux sur une verticale, ils restent égaux sur le tableau.
Relèvement du géométral. — Lorsqu'au lieu d'un plan quelconque on considère le géométral, le problème, qui consiste à amener ce plan à être parallèle au tableau, porte le nom de relèvement du géométral. Les constructions, dans ce cas, se simplifient et se réduisent aux tracés que nous allons indiquer.
Soient M {fig- 53) un point du géométral elxy\di droite de front
Fig. 53.
qui est la charnière. On obtient la perpendiculaire à cette charnière enjoignant le point M au point P : cette droite coupe xy au point [JL. La longueur de M iji s'obtient en joignant le point M au point D, le segment \Lg est égal à M[jl, à l'échelle du plan de front xv. La droite M[jl est relevée en |jiM|, perpendiculairement à xy, le point M, étant tel que [xM| soit égal à \Lg.
Toutes les cordes des arcs décrits par les points du géométral sont des droites parallèles à MM, et ont alors pour point de fuite le point 8, où MM, rencontre la perpendiculaire menée du point P à la ligne d'horizon. Ce point 8 est appelé le point supérieur de distance. Si le géométral tourne autour de xy^ de façon que le point M vienne en M2 au-dessous de cette droite, la corde MM2 a alors pour point de fuite \e point inférieur de distance.
Une droite MN du géoniétral est relevée en M,N.
Cherchons le relèi^ement du point dont la perspective est à Vînfini sur MN. Joignons le point P au point à relever qui est à l'inGni sur MN, c'csl-à-dire menons par le point P une parallèle à MN : cette droite coupe xj au point i. Précédemment, pour le point M, nous avons mené la droite [jlM|, élevons maintenant une perpendiculaire à .TV, à partir du point i; nous avons joint le point D au point M, nous devons mener alors par le point D une parallèle Dy à MN et porter à partir du point i une longueur égale à la distance du point i au point j : nous obtenons ainsi le point I, qui est le relèvement du point de l'espace dont la perspective est à TinGni sur MN. Ce point de l'espace est dans le plan de front qui passe par l'œil. Comme il est alors sur le géométral du même côté que M, par rapport à xv, on doit le placer après le relèvement du même côté que M| par rapport à xy. La longueur il est égale à PD, d'après cette construction, et alors, quelle que soit la droite MN tracée sur le tableau, pourvu qu'elle soit parallèle à la même direction, on obtient toujours le même point I appartenant au relèvement de toutes ces droites. Ce résultat était à prévoir, puisque les droites tracées sur le géométral et dont les perspectives sont parallèles entre elles sont des droites qui convergent en un même point du plan de front passant par l'œil.
On peut relever le géométral en supposant donnés le point de fuite et le point accidentel correspondant à une direction arbitraire, mais alors il faut donner l'angle que fait cette direction avec une horizontale de front.
On peut se proposer un grand nombre de problèmes qui exigent le relèvement du géométral. Pour arriver à effectuer rapidement le relèvement du géométral, il est utile de s'exercer en résolvant un certain nombre de ces problèmes. Nous indiquons seulement l'énoncé suivant :
Déterminer sur le géométrallaperspectii^ed'unecirconférence décrite sur un segment donné, oblique par rapport au tableau.
Au lieu de prendre le cas particulier du relèvement du géométral, on peut chercher à amener de front un plan vertical. On arrive à des tracés très simples qui constituent la méthode de la corde de l^arc, dont nous nous occuperons dans la Leçon suivante. On doit remarquer que, dans le cas d'un plan quelconque, en se servant du
point -JS, on fait déjà usage de cette méthode; mais elle avait été employée jadis dans le cas particulier des plans verticaux. Nous réservons alors, comme on l'avait fait d'abord, le nom de méthode de la corde de Varc à ce dernier cas seulement.
SUPPLÉMENT A LA SEPTIÈME LEQON
Perpendicnlaire à un plan. — On détermine aussi la perspective d'une perpendiculaire à un plan en construisant d'abord les perspectives des projections de cette droite sur le géométral et sur un plan de front.
Fig. 54.
Soient Ta et a^ {fig* 54) la trace sur le géométral et une droite de front du plan donné.
Par le point quelconque (M', M), d'où nous voulons abaisser une perpendiculaire sur le plan donné, menons un plan de front : Tintersection de ce plan et du plan donné est la droite de front xy.
En abaissant du point M' la perpendiculaire M'^ sur cette droite, on a tout de suite la projection sur ce plan de front de la perpendiculaire demandée.
Pour avoir la projection de cette perpendiculaire~sur le géométral, relevons le géométral; faisons-le tourner autour de Thorizontale de front M/. La trace T/ du plan donné est relevée en Ti j et le relèvement d'une perpendiculaire à cette trace s'obtient en menant une droite Tji/, de façon que l'angle /TiM soit droit.
En ramenant le géométral, le point u ne change pas de position el la droite wT est alors la projection sur le géométral d'une perpendiculaire au plan donné.
Cette droite rencontre la ligne d'horizon au point / : la droite M/, qui est parallèle k uT, est la projection de la perpendiculaire demandée.
Cette projection est coupée au point p par la droite P^ : la droite M'/> est alors la perpendiculaire au plan, passant par le point M', qu'il s'agissait de construire.
Le plan vertical /? M rencontre le plan donné suivant re. Le points, où celte droite rencontre M'/?, est le pied, sur le plan, de la perpendiculaire M'i>,
Par des constructions inverses de celles qui précèdent, on détermine facilement un plan perpendiculaire à une droite donnée.
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Perspective d'une figure tracée sur un plan yerlical : méthode de la corde de l'arc — Perspectived'uneYoûted'arétes. — 0/n6r^tf/ijE7erjrjE7«c^iVe. — Ombre portée parune verticale sur le géométral. — Ombre portée par une verticale sur un plan oblique.
PenpectiTe d'une figure tracée snr un plan Tertical : méthode de la corde de l'arc. — Considérons le cas particulier où le plan qu'on
Fig. 55.
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veut amener à être de front est un plan vertical. On donne {fig* 55) les points principaux de fuite et de distance P, D et la trace MN du plan donné sur le géométral. On veut déterminer la perspective
d'une figure tracée sur ce plan et dont on connaît les dimensions géométrales.
Nous pouvons faire tourner le plan vertical donné autour de l'une de ses verticales, de manière à l'amener à être parallèle au plan du tableau. Après la rotation, nous aurons sur le tableau une figure semblable à la figure donnée. Afin d'obtenir une figure égale à la figure donnée, nous prenons comme charnière la droite d'intersection du plan vertical donné avec le plan de front qui contient Téchelle des largeurs.
L'échelle des largeurs rencontre la trace du plan donné au point [x. C'est la verticale xy qui passe par ce point y, qui est la charnière.
Cherchons ce que devient un point M après la rotation. Dans le cas particulier actuel, on a tout de suite la droite Mjx, qui est le rayon de la circonférence décrite par le point M. Déterminons la longueur de cette droite. Pour cela, projetons le point M en m sur le plan de front de l'échelle des largeurs ; faisons tourner le géométral autour de m[JL : la droite m M, après le relèvement, est la perpendiculaire m G à l'échelle des largeurs. Joignons le point D au point M de manière à déterminer la longueur de m M, et portons cette longueur à partir du point m jusqu'au point G : G[jl est alors la longueur de M[ji à l'échelle du plan de front qui contient l'échelle des largeurs.
Portons le segment [xG depuis le point [jl jusqu'au point M, : le point Mj est la position du point M lorsque le plan vertical MN est amené à être de front après avoir tourné autour de xy. La corde de l'arc décrit par le point M est MM, ; cette droite rencontre la ligne d'horizon en un point S, qui est le point de fuite de toutes les cordes des arcs décrits par les points du plan vertical. Connaissant 8, il est facile de déterminer ce que devient un point du plan vertical, et, inversement, on ramène aisément sur ce plan les points du plan de front qui contient l'échelle des largeurs.
Prenons, par exemple, un point N, joignons ce point à o par la droite SN : cette droite rencontre l'échelle des largeurs au point N| . qui est la perspective du point N après la rotation du plan vertical.
Traçons sur le plan de front de l'échelle des largeurs, et avec les dimensions qu'elle a sur l'élévation qui est donnée, la figure dont
on demande la perspective sur le plan vertical donné. Cette figure étant tracée, il faut la ramener sur le plan vertical MN.
Cherchons ce que devient le point R'^ de cette figure, qui se projette au point R» sur Téchelle des largeurs. Le point R', ainsi que le point R| décrivent des arcs dont les cordes ont pour perspectives 8R', , 3R|; cette dernière droite rencontre MN au point R. En menant la verticale qui passe par ce point, on a une droite qui rencontre 8R', au point R', qui est la perspective du point R'^ ramené dans le plan vertical MN.
Pour avoir la tangente au point R', nous n'avons qu'à mener la tangente au point R', : cette droite rencontre la charnière xy en un point T. Le point T restant, pendant la rotation, à la place qu'il occupe, la tangente qui passe parle point R' est alors la droite R'T.
Il résulte de cette construction que, sur le tableau, la tangente, menée de 3 à la perspective de la courbe tracée sur le plan de front de l'échelle des largeurs, est aussi tangente à la perspective de cette courbe lorsque son plan est revenu dans sa position.
Aux points M et N les tangentes à la courbe cherchée sont verticales.
Proposons-nous de mener à celte courbe la tangente qui est parallèle à une droite UV donnée sur le tableau.
Traçons sur le tableau des droites parallèles à UV, et parmi ces droites la tangente demandée, on a des lignes qui sont les perspectives de droites convergentes en un même point du plan de front passant par l'œil, si l'on suppose qu'elles sont les perspectives de lignes situées sur le plan vertical MN.
Cherchons ce que devient le point de convergence de toutes ces droites lorsque le plan vertical MN est amené à être de front. Pour cela, nous n'avons qu'à appliquer la construction précédente au point dont la perspective est à l'infini sur la droite UV. Ce point se projette sur le géométral en un point dont la perspective est à l'infini sur la droite MN. Menons la droite qui joint le point 8 à ce point à l'infini, c'est-à-dire menons par le point 8 une parallèle à la droite MN : le point I, où cette droite rencontre Téchelle des largeurs, est la perspective du point où MN perce le plan de front passant par l'œil, lorsque le plan vertical MN est amené de front.
En élevant une verticale à partir du point I, on a une droite qui doit contenir la perspective du point correspondant au point situé
à rinfinî sur UV; mais ce point se trouve sur la droite 81' qui joint le point 8 au point à Tinfîni sur UV, c'est-à-dire sur une parallèle à UV : on a donc au point F la perspective du point de convergence des droites tracées sur le plan vertical MN, lorsque ce plan est amené à être de front.
Parmi toutes ces droites se trouve la tangente demandée : c'est celle qui est maintenant la tangente menée du point F à la courbe située dans le plan de front de Téchelle des largeurs; elle rencontre la charnière xy en un certain point, et, en menant de ce point une parallèle à la droite UV, on a la tangente cherchée.
Telles sont les constructions dont Tensemble est désigné sous le nom de méthode de la corde de l'arc.
Nous pouvons remarquer qu'en exposant cette méthode nous avons trouvé la solution du problème suivant : Étant donnés une direction MN sur le géométral et les points principaux de fuite et de distance, construire le point accidentel correspondant à cette direction. Le point 8 est, en effet, le point de distance accidentel correspondant à cette direction MN, puisqu'il est le point de fuite de droites, telles que 3 M, qui détermine des segments égaux sur MN et sur une horizontale de front.
Perspective d'une voûte d'arêtes. — Nous avons jusqu'à présent traité des problèmes relatifs aux droites et aux plans; nous allons résQudre maintenant un problème relatif aux intersections de surfaces. Nous nous proposons de chercher la perspective d'une voûte que l'on désigne sous le nom de voûte d'arêtes. Celle dont nous allons nous occuper est formée par la rencontre de deux voûtes appelées berceaux en plein cintre, dont les intrados, c'està-dire les surfaces apparentes de ces voûtes, sont des cylindres de révolution. Les axes de ces cylindres se rencontrent à angle droit et sont situés dans un plan horizontal appelé plan de naissance de la voûte. Puisque les deux cylindres ont leurs axes dans ce plan de naissance et que leurs sections droites ont des rayons égaux, les intersections de ces cylindres sont des courbes planes dont les plans sont verticaux.
AB {fi g* 56 j étant la section droite d'un des cylindres, BG la section droite de l'autre cylindre, il est facile de voir que les lignes d'intersection de ces deux cylindres de révolution sont des
courbes planes qui se projetlenl suivant les diagonales du carré dont les côtés sont AB et BC. Ces lignes planes, qui dans l'espace sont des ellipses, reçoivent le nom de lignes d^ arêtes de la voûte. Nous allons chercher la perspective d'une voûte d'arêtes, en supposant que les génératrices de Tun des cylindres qui forment l'intrados de l'une des voûtes soient des horizontales de front et que les génératrices de l'autre cylindre soient des perpendiculaires au plan du tableau.
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AB {Jig* 57) est un segment de front; nous supposons qu'il est la projection sur le géométral du diamètre A'B' de la section droite du cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au tableau. Les génératrices de ce cylindre qui passent par les points A' et B' ont pour perspectives A'P et BP', et les perspectives des projections de ces droites sont AP et BP. Le cylindre, dont les génératrices sont des horizontales de front, a pour section droite, dans le plan vertical PA, une circonférence dont le diamètrie, passant par A', a pour perspective A' G', dont la projection est AC, la droite AG ayant été déterminée de façon qu'on ait AG=AB. Achevons la perspective du carré qui a pour côtés AG et AB : c'est la projection d'un carré dont la perspective est A'B'G'E'.
Dans le plan de front AB, la section droite du cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au tableau est la circonférence décrite sur A'B' comme diamètre. Dans le plan de front GE, ce même cylindre a pour section droite la circonférence décrite sur G'E' comme diamètre. Les lignes d'arêtes se projettent sur le géométral suivant les diagonales AE, BG du carré ABGE; nous sommes amenés à chercher l'intersection du cylindre, qui a pour section droite la circonférence A'B', avec les plans verticaux AE etBC-
Cherchons la perspective de la ligne d'arête qui est projetée suivant BC Coupons le cylindre par un plan horizontal : la trace de ce plan sur le plan de front AB est la parallèle G'L' à A'B'. Ce plan rencontre le cylindre suivant deux génératrices qui ont pour perspectives les droites G'P et UP et il rencontre le plan vertical BC suivant la droite qui joint le point où G'L' coupe la verticale BB' au point où BC coupe HH'. Celte dernière droite rencontre les génératrices G'P, L'P aux points M', N' de la ligne d'arête.
Fig. 57.
On peut aussi construire ces points en déterminant les traces sur le plan vertical BC des génératrices G'P, L'P. Les projections de ces deux génératrices sur le géométral sont les droites PG et PL; ces deux dernières lignes rencontrent la ligne BC aux points M et N, qui sont les projections sur le géométral des points de rencontre des génératrices PG', PL' avec le plan vertical BC. Nous avons donc, en menant les verticales MM', NN', les deux points M'N' de la ligne d'arête.
La tangente en M' est la trace sur le plan de la ligne d'arête du plan tangent au cylindre le long de la génératrice G'P. Construisons cette droite. Prenons les traces du plan tangent au cylindre
et du plan de la ligne d'arête sur le plan de front CE' : ces droites sont la tangente RU et la verticale C'U; elles se coupent en U, et UM' est la tangente en M'.
On peut construire ainsi autant de points qu'on voudra de cette ligne d'arête. En les réunissant, on a une courbe partant du point G' tangentiellement à la verticale G'U, arrivant au point M' tangentiellement à UM', puis enfin au point B' tangentiellement à la verticale B'B.
Proposons-nous de déterminer la tangente à cette courbe qui est parallèle à la ligne d'horizon, c'est-à-dire que nous voulons déterminer sur le tableau la tangente au point le plus élevé de la perspective de la ligne d'arête.
La ligne d'arête étant l'intersection de deux cylindres, considérons-la comme tracée sur le cylindre dont les génératrices sont des horizontales de front. Sur ce cylindre, nous avons ainsi une courbe plane, dont le plan ne passe pas par l'œil, puisque le plan de la courbe est le plan vertical BC. Cette courbe rencontre tangentiellement la ligne de contour apparent du cylindre, qui est ici la trace sur le tableau du plan mené par l'œil tangentiellement à ce cylindre. Mais la ligne de contour apparent du cylindre est une parallèle à la ligne d'horizon : cette ligne de contour apparent est donc la tangente que nous nous proposons de construire. Toutes les lignes tracées sur ce cylindre, et qui sont, comme la ligne d'arête, des lignes planes dont les plans ne passent pas par Tœil, ont pour perspectives des courbes tangentes à la même ligne de contour apparent du cylindre. Parmi ces lignes, il y a la section droite du cylindre, qui est la circonférence décrite sur A' G' comme diamètre. Si nous déterminons pour cette circonférence la tangente parallèle à la ligne d'horizon, nous aurons, d'après ce que nous venons de dire, la tangente que nous voulons construire pour la ligne d'arête. Le problème est donc ramené à celui-ci : Mener y à la perspective de la circonférence verticale décrite sur A' G' comme diamètre, une tangente parallèle à V horizon.
Pour cela, nous n'avons qu'à appliquer la construction que nous venons de donner en exposant la méthode de la corde de l'arc. Cette circonférence étant dans le plan vertical AC, nous pouvons construire sa perspective, en faisant tourner son plan autour de la verticale GG'. Après la rotation, le point A' vient en E', en même
temps que le point A vient en E, et la corde de l'arc décrit par le point A est la droite AE; le point de rencontre D de AE avec la ligne d'horizon est alors le point de fuite de toutes les cordes des arcs décrits par les points du plan vertical AC; après la rotation, la perspective de la circonférence est la circonférence décrite sur CE' comme diamètre.
Nous avons vu qu'il faut joindre le point D au point dont la perspective est à l'infini sur AC, c'est-à-dire mener par le point D une parallèle à AC. Cette droite rencontre la ligne de front CE au point I; en élevant au point I la verticale IF, on a F. Il suffit de mener par le point F une tangente à la circonférence CE' : cette droite rencontre la charnière CC au point T ; la parallèle menée du point T à la ligne d'horizon est la tangente cherchée.
Il résulte de cette construction, puisque DI est parallèle à PA, que CI = PD, et alors la droite PI est parallèle à CB. Par suite, on peut déterminer le point I en traçant la ligne PI parallèlement à la diagonale CB ; puis on relève le point I en F sur la ligne d'horizon, et l'on achève la construction comme nous venons de le faire.
Ces tracés, pour construire dans un plan vertical la tangente parallèle à une droite donnée sur le tableau, reviennent à considérer le cylindre, dont les génératrices ont pour point de fuite le point D, qui contient la circonférence A'C et dont la trace sur le plan vertical CE est la circonférence décrite sur CE' comme diamètre. Au lieu d'employer un pareil cylindre, on peut faire usage du cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au tableau. On a ainsi, pour le même problème, une deuxième solution que je vais maintenant indiquer.
Nous voulons déterminer sur le plan vertical BC une tangente à la ligne d'arête dont la perspective soit parallèle à HH'. En considérant HH' comme une droite du plan vertical BC, cela revient à chercher la tangente qui passe par le point à l'infini sur cette droite, point dont la projection sur le géométral est à l'infini sur BC. Cherchons les plans tangents au cylindre perpendiculaire au plan du tableau qui sont menés par ce point. Pour cela de ce point à l'infini menons une parallèle aux génératrices de ce cylindre; la perspective de cette droite est confondue avec la ligne d'horizon et la perspective de sa projection est PI parallèle à CB. La trace de
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cette droite sur le plan de la base du cylindre est 1' dont la projection est I. La tangente FV est la trace de Tun des plans tangents au cylindre sur le plan de sa base. Ce plan tangent touche le cylindre suivant la génératrice PVW. La trace de ce plan tangent sur le plan vertical BG passe par le point T et elle est parallèle à la ligne d'horizon : c'est donc TW ; on a ainsi la tangente à la ligne d'arête dont la perspective est parallèle à HH'. Le point W où cette droite est coupée par VW est le point de contact de cette tangente : c'est le point le plus haut de la perspective de la ligne d'arête («).
Remarques, — Nous n'avons pas parlé des piliers que l'on voit sur la figure, parce qu'il est très simple de les déterminer.
Pour la facilité des explications, nous n'avons considéré qu'une ligne d'arête; mais, pour la rapidité des tracés, il est préférable de construire simultanément les deux lignes d'arêtes.
Le même plan horizontal G'L' permet de construire quatre points. Pour éviter de tracer les circonférences A'B', CE', on emploie ordinairement les circonférences d'entrée et de sortie de la voûte perpendiculaire au tableau.
Les tangentes aux quatre points des lignes d'arêtes situés dans le plan horizontal G'L' se rencontrent en un même point S' de la verticale SS'. On détermine le point S' en construisant le point où la verticale SS' est rencontrée par le plan qui touche le long de PM'G' le cylindre perpendiculaire au tableau. On fait usage pour cela de la trace JS' de ce plan tangent sur le plan vertical PSS'.
Nous ne prendrons pas d'autres exemples relatifs aux intersections de surfaces, parce que nous allons avoir l'occasion d'en donner à propos de la détermination des ombres en perspective.
(*) Lorsqu'on demande la tangente à la ligne d'arête qui passe par un point donné sur le tableau, on considère ce point comme étant un point du plan de la ligne d'arête et l'on applique la solution que nous venons de donner pour le cas où le point est à l'infini sur une direction tracée sur le tableau.
Lorsque le Soleil éclaire Tobjet dont on recherche les ombres, le Soleil est supposé à l'infini. Sa perspective est un point audessus de la ligne d'horizon quand il est devant le spectateur; la projection de ce point sur le géométral est un point de la ligne d'horizon.
Lorsque le Soleil est derrière le spectateur, comme il est audessus du plan d'horizon, sa perspective est au-dessous de la ligne
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d'horizon, et la perspective de sa projection sur le géométral est toujours un point de la ligne d'horizon.
Ombre portée par une verticale sur le géométraL — Cherchons l'ombre portée par la verticale M' M éclairée par un /lambeau placé devant le spectateur et derrière le tableau.
Le plan d'ombre de cette verticale a pour trace {/ig* 58) la ligne qui joint le point M au point L, perspective de la projection du flambeau sur le géométral. Nous limitons l'ombre portée, qui est un segment de la trace de ce plan d'ombre, à sa rencontre avec L'M' qui joint le flambeau L'au point M'. L'ombre portée est alors le segment MM| .
Rapprochons le flambeau du géométral jusqu'en L', sur la verticale L'L : l'ombre portée va alors en augmentant.
Lorsque le flambeau est venu au point L^, de façon que sur le tableau L^^L — M' M, la droite L'^M' est alors parallèle à LM, et l'ombre portée est un segment indéfini sur le tableau.
Lorsque le flambeau est au point Lj, tel que M'Lg rencontre la ligne d'horizon au point où LM rencontre cette même ligne d'horizon, l'ombre portée a une longueur infinie dans l'espace.
Si nous rapprochons davantage le flambeau jusqu'au point L^, l'ombre portée a toujours une longueur infinie dans l'espace et l'on ne doit pas joindre le flambeau h\ au point M' pour avoir une droite qui limite l'ombre portée. Le flambeau ne peut pas donner d'ombre portée située entre lui et le côté opposé au point éclairé; le point éclairé est M', il est placé sur le rayon lumineux qui part du flambeau dans une certaine direction, et l'on ne peut pas chercher son ombre portée dans la direction opposée sur ce rayon lumineux.
Examinons encore le même problème lorsque le flambeau est placé derrière le spectateur.
Le flambeau, étant placé derrière le spectateur et au-dessus de
Fig. 5().
l'horizon, a pour perspective (/ig- Sg) un point L' au-dessous de la ligne d'horizon, et la perspective de sa projection sur le géométral est un point L au-dessus de la ligne d'horizon. Dans ces conditions, l'ombre portée par la verticale M' M s'éloigne du spectateur; donc, en prenant la trace ML du plan d'ombre de la verticale, nous devons chercher l'ombre portée de la verticale sur la portion de cette droite qui, partant du point M, se rapproche de la ligne d'horizon. Nous limitons cette ombre portée à la rencontre de ML avec la droite qui joint le point M' au point L'; ainsi l'ombre portée est MM, .
Nous pouvons, comme précédemment, rapprocher le flambeau du géométral. Le flambeau venaht au point L', , l'ombre portée est MMj, qui est un segment plus long que le segment MM, ; lorsque le flambeau est au point L!,, tel que M'L^ passe par le point de fuite / de la droite ML, l'ombre portée s'étend jusqu'à l'infini.
puisqu'elle est limitée à Thorizon. Si nous prenons un flambeau plus rapproché encore du géométral, en joignant le point M' au point L3, nous obtenons le point de rencontre de cette droite avec ML, mais nous ne devons pas prolonger l'ombre portée jusqu'en ce point : l'ombre portée ne pouvant pas dépasser la ligne d'horizon.
Lorsque le rayon lumineux est parallèle au plan du tableau, la recherche de l'ombre portée par la verticale MM' est très simple : il suffit de mener par le point M une horizontale de front et de prendre le point de rencontre M| de cette droite avec la parallèle au rayon lumineux menée par le point M'^ on a alors immédiatement MM^, qui est l'ombre portée sur Je géométral par la verticale MM' éclairée par des rayons lumineux parallèles au plan du tableau.
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Ombre portée par une verticale sur un plan oblique. — Cherchons l'ombre portée par une verticale sur un plan oblique.
La trace du plan donné sur le géométral a pour perspective {/ig- 60) la droite EC, et ce plan est limité par cette trace et par une horizontale B'A', dont le point A' se projette sur le géométral au point A. La verticale dont nous allons chercher l'ombre portée sur ce plan est MM'; le point lumineux est le soleil S', supposé placé derrière le spectateur.
Employons la méthode des projections obliques pour déterminer l'ombre portée par la verticale sur l'horizontale A'B'; cherchons les ombres portées de ces deux lignes sur le géométral. L'ombre portée par la verticale est sur la droite MS ; l'ombre portée par l'horizontale A'B' est une horizontale dont il suffit de construire un point. Pour cela, prenons l'ombre portée par le point A': joignons le
point S au point A, le point A' au point S'; nous obtenons A|, qui est l'ombre portée par le point A'. L'horizontale FA' a alors pour ombre portée FA|.
Cette droite rencontre MS au point G| , et en joignant le point G i au point S' on obtient le point G, qui est l'intersection avec A'B' du rayon lumineux qui rencontre aussi la verticale. En joignant le point G au point I, on obtient une droite IG, qui est la trace sur le plan donné du plan d'ombre de la verticale. L'ombre portée par le point M' est sur le rayon lumineux M' S', et, comme cette droite rencontre la droite IG entre le point I et le point G, le point d'intersection M| est l'ombre portée par le point M' sur le plan donné. L'ombre portée par la verticale MM' se compose donc de MI sur le géométral et de IM| sur le plan oblique.
On résout de la même manière ce problème :
Déterminer l* ombre portée par un segment de droite sur un plan oblique.
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NEUVIÈME LEÇON
OMBRES EN PERSPECTIVE (fin).
Ombre d'un cylindre posé sur le géométral. — Ombre dans l'intérieur d'une Toûte. — Effets de perspectif, — Problème inverse de perspective. — Restitutions comparées. — Choix du point de vue.
Ombre d*im cylindre posé sur le géométral. — Un cylindre est posé sur le géométral; il est éclairé par le soleil placé devant le spectateur : on demande les lignes d'ombre sur ce cylindre et son ombre portée sur le géométral.
F (^g- 6i) est le point de fuite des génératrices du cjlindre donné, qui est limité à deux plans verticaux parallèles. On donne la trace de ces plans sur le géométral et leur ligne de fuite. La perspective du soleil est au point S'.
Pour déterminer la ligne d'ombre sur le cylindre, nous avons à construire des plans tangents au cylindre parallèlement aux rayons lumineux dont le point de fuite est S'; ces plans tangents, contenant des génératrices du cylindre, ont pour ligne de fuite une droite qui passe parle point F, et, comme ces plans sont parallèles aux rayons lumineux, cette ligne de fuite est la droite FS'. Ces plans tangents rencontrent le plan de Tune des bases du cylindre suivant des tangentes à cette base; ces droites ont pour point de fuite le point de rencontre de la ligne de fuite des plans tangents avec la ligne de fuite du plan de cette base, c'est-à-dire le point '^. On a donc les traces des plans d'ombre sur le plan de la base en menant du point (f des tangentes à la courbe de base du cylindre. Appelons A', B' les points de contact de ces tangentes ; les lignes d'ombre passent par ces points de contact, et, comme ce sont des génératrices du cylindre, elles ont pour point de fuite le point F. On obtient donc les lignes d'ombre sur le cylindre en joignant le point F aux points A' et B'.
La ligne d'ombre qui passe par le point A' a pour ombre portée sur le géomélral une des droites qui limitent Tombre portée par le cylindre sur ce géomélral; cette droite est la trace, sur le géomélral, du plan d'ombre qui contient FA'. On obtient cette droite en joignant le point F au point a, où la ligne çA' rencontre la trace Ta du plan de la courbe de base du cylindre sur le géomélral. Pour avoir la portion de cette droite qui est utile, nous n'avons qu'à la limiter aux points ou elle est rencontrée par les rayons lumineux
Fig. 61.
(|uî passent par les points A' et A*", extrémités de la ligne d^ombre sur le cylindre. A'j , A" sont les extrémités de la portion utile de celte droite. De même pour la ligne d'ombre qui passe par le point B'; son ombre portée est limitée au point B',. Entre le point A', et le point B',, il y a l'ombre portée par l'arc de courbe A'M'B'.
Construisons un point de cette courbe d'ombre portée et la tan-génie en ce point.
Prenons, par exemple, le point M' projeté en M sur le géomélral. Joignons le point S au point M, le point S' au point M'. Ces deux droites se rencontrent au point M^, qui est l'ombre portée sur le géomélral par le point M'.
Pour avoir la tangente en ce point à la courbe d'ombre portée, menons au point M' la tangente M'T à la courbe de base du cylindre; celle droite rencontre la trace du plan de celle courbe au
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point T ; la ligne TMj est la tangente en M', à la courbe d'ombre portée. Cette courbe est, du reste, tangente à la droite menée du point S' tangenliellement à la courbe de base du cylindre; elle esl tangente aussi en Aj et Bj aux lignes d'ombre portée que nous venons de déterminer. Nous pouvons donc tracer cette courbe; nous obtenons de même l'ombre portée à l'autre extrémité du cylindre, et nous avons ainsi achevé l'ombre portée sur le géométral.
Ombre dans rintérienr d'une voûte. — L'intrados de la voûte esl formé par un cylindre de révolution dont les génératrices sont perpendiculaires au plan du tableau. A'B' {fi g- 62) est le diamètre horizontal de la courbe de tête de la voûte; CE' est le diamètre horizontal de la courbe de tête de la voûte située à une distance plus grande du spectateur que la courbe décrite sur A'B' comme diamètre.
Nous prenons un flambeau placé au delà de la voûte, et alors plus éloigné du spectateur que la voûte elle-même. La perspective de ce flambeau est au point L' et la perspective de sa projection sur le géométral est en L; les rayons lumineux éclairent la voûle en entrant par l'ouverture EE'C'C.
La verticale CCI a pour ombre portée la trace de son plan d'ombre. Sur le géométral celte trace est CC| ; sur le plan vertical EB, c'est la verticale C| y^. Le point yi est l'ombre portée par le point y, de la verticale CC, qui se trouve à la rencontre de cette droite avec le rayon lumineux L'yi» On a donc déjà l'ombre portée par la verticale Cy.
Cherchons l'ombre portée à l'intérieur du cylindre par la ligne y C et l'arc de la courbe de tête du cylindre d'intrados. Parlons d'abord de l'ombre portée par l'arc de cette courbe de tête qui part du point C. Cette courbe donne lieu à un cône d'ombre dont le sommet est au point L', et son ombre portée dans l'intérieur de la voûte est l'intersection de ce cône avec l'intrados delà voûte. Nous sommes ainsi conduits à chercher l'intersection d'un cône et d'un cylindre qu'on peut considérer comme ayant pour base commune la demi-circonférence de cercle décrite sur CE' comme diamètre.
Avant d'effectuer les tracés, nous allons d'abord démontrer que cette courbe d'ombre portée est une ligne plane, et, comme il s'agit
ici d'un cône et d'un cylindre du second degré, nous allons faire voir d'une manière générale que, lorsque deux surfaces du second degré se coupent suivant une ligne plane, la portion restante de leur intersection est une ligne plane.
Cette propriété, relative à l'intersection de deux surfaces du second degré, s'énonce souvent ainsi :
Lorsque la courbe d* entrée est plane, la courbe de sortie Vest aussi.
Fig. 62.
Pour construire des points appartenant à la ligne d'intersection de deux surfaces du second degré, on coupe ces surfaces par un plan. Ce plan rencontre chacune des surfaces suivant une conique ; les points de rencontre de ces coniques appartiennent à la ligne d'intersection cherchée. Ces points sont au nombre de quatre : on voit donc que la ligne d'intersection des deux surfaces rencontre en général un plan en quatre points.
Puisque nous supposons que les deux surfaces se coupent déjà suivant une ligne plane, qui rencontre alors le plan'sécant en deux points, nous voyons que la partie restante de l'intersection rencontre ce plan en deux points seulement. Cette partie restante
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n'est pas alors une courbe gauche, elle est donc ou une conique ou Tensenible de deux droites.
Pour faire voir que cette partie restante n'est pas l'ensemble do deux droites, nous allons prouver que, si deux sur/aces du second degré se coupent suivant deux droites, qui ne se rencontrent pas^ la partie restante se compose aussi de deux droites. Quand nous aurons démontré cette propriété, nous aurons bien fait voir que les deux surfaces, se coupant suivant une ligne plane, ne peuvent pas se couper en outre suivant deux droites, car il s'ensuivrait, si nous supposions qu'elles se coupent suivant deux droites, que la première partie de l'intersection se composait de deux droites, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Soient A et B des droites qui ne se rencontrent pas et qui sont les intersections de deux surfaces du second degré. Prenons un point M de la partie restante de l'intersection des deux surfaces; par ce point, menons une droite Mat qui rencontre A et B. Il n\ a ainsi qu'une droite, et il y en a toujours une seule. La droite M<i6 rencontre chacune des surfaces au point M par hypothèse, puis aux points a et 6, où elle rencontre A et B; elle a donc avec chacune des surfaces trois points communs; donc elle est tout entière sur chacune des surfaces et elle fait partie de leur intersection. Nous pouvons prendre maintenant un autre point de la partie restante et reproduire le môme raisonnement. Nous voyons ainsi que les deux surfaces, se coupant déjà suivant les droites A et B, se coupent en outre suivant deux autres droites, et, d'après la remarque faite précédemment, puisque nous supposons que les deux surfaces du second degré se coupent suivant une ligne plane, la partie restante est donc plane aussi.
Revenons au problème d'ombre.
Nous avons à déterminer l'intersection d'un cône dont le sommet est U {fig* 62) avec un cylindre dont les génératrices ont pour point de fuite le point P. Par le sommet du cône, menons une droite parallèle aux génératrices du cylindre; sa perspective est PL', et la perspective de sa projection est PL. Cette droite rencontre le plan de la base du cône et du cylindre au point F.
Par la droite PF faisons passer des plans auxiliaires : l'un de ces plans a pour trace, sur le plan de la base, une droite FM'N' menëo du point F. Ce plan sécant auxiliaire coupe le cylindre suivant
deux génératrices qui ont pour perspectives PM', PN'. Il coupe le cône suivant deux génératrices qui ont pour perspectives UM', L'N'. Les points de rencontre M| , N| de ces génératrices du cône et du cylindre appartiennent à l'intersection de ces surfaces. Le point M| est seul utile au point de vue de la question d'ombre, il est au delà du point M' par rapport au point lumineux : il est l'ombre portée par le point M' dans l'intérieur du cylindre ; tandis que le point N| est placé entre le flambeau et le point N' et n'est pas l'ombre portée par ce point N'.
Pour avoir la tangente au point M| à la ligne d'ombre portée dans l'intérieur du cylindre, nous n'avons qu'à chercher l'intersection du plan tangent au cône le long de la génératrice L'M' avec le plan tangent au cylindre le long de la génératrice PN'. Ces plans tangents ont pour traces, sur le plan de la base du cône et du cylindre, les tangentes à cette courbe de base aux points M' et N'; ces deux droites se coupent au point T, et la ligne TMi est la tangente à la ligne d'ombre portée.
Si nous prenons comme plan auxiliaire celui qui a pour trace sur le plan de la base la tangente menée du point F à cette courbe de base, nous obtenons le point de contact G, qui est le point de rencontre de cette courbe avec la ligne d'ombre portée dans l'intérieur du cyliqdre.
Nous ne pouvons pas déterminer la tangente au point G à cette ligne d'ombre portée par l'intersection des plans tangents, puisqu'en ce point le cône et le cylindre ont le même plan tangent : c'est le plan déterminé par la ligne GF et par la droite FP.
Pour construire la tangente au point G à la ligne d'ombre portée, nous n'avons qu'à prendre sur ce plan tangent commun au cylindre et au cône la trace du plan de la courbe d'ombre portée. Le plan de la courbe d'ombre portée rencontre suivant la droite M|N| le plan auxiliaire employé précédemment; le plan de la courbe d'ombre portée rencontre donc la droite PF au point R, où la ligne M ^ N| rencontre cette droite. Mais le point R est un point du plan tangent commun au cône et au cylindre; il en est de même du point G; donc la droite RG est la trace du plan de la courbe d'ombre portée sur le plan tangent en G au cône et au cylindre : c'est donc la tangente cherchée.
Nous pouvons maintenant tracer la courbe qui part du point G
tangentiellement à la droite que nous venons de construire, qui arrive en Mi tangentiellement à TM^ et enfin au point yi tangentiellement à YiC|. La courbe d'ombre portée que nous traçons ainsi d'une façon continue entre le point M| et le point yi s'obtient de la même manière, qu'il s'agisse de points provenant de l'arc CE' ou de points provenant de la droite C'y.
On voit bien maintenant quelle est la partie éclairée, et l'on peut indiquer par des hachures le contour de l'ombre portée.
Nous avons terminé ici ce qui est relatif à la recherche de la perspective d'un ensemble accompagné des ombres.
Problème inverse de perspective. — Comme nous l'avons fait remarquer en commençant l'étude de la perspective, une figure tracée sur le tableau est la perspective d'une infinité de figures de l'espace. Le problème inverse de la perspective, c'est-à-dire celui qui consiste à revenir à l'objet de l'espace par la connaissance seule de cette figure tracée sur le tableau, est donc un problème indéterminé.
Nous allons montrer comment, en tenant compte de la nature des objets représentés, on peut, dans certains cas, revenir aux éléments qui suffisent pour reconstruire les figures géométrales.
Les éléments à retrouver sont la ligne d'horizon et les points principaux de fuite et de distance. La direction de la ligne d'horizon est, en général, connue par la perspective des lignes verticales représentées sur le tableau; il suffît de prendre une droite perpendiculaire à la direction des verticales représentées pour avoir la direction de la ligne d'horizon.
Lorsqu'on a un édifice, on peut admettre que les grandes arêtes figurées sur le tableau sont des droites horizontales, et, en prenant les arêtes correspondant à une même façade, on a des horizontales parallèles dont le point de rencontre est sur la ligne d'horizon. Ce point de rencontre détermine donc un point de la ligne d'horizon, et, comme on a la direction de cette droite, elle se trouve ainsi déterminée.
io5
On a encore un point de la ligne d'horizon, si Ton connaît une horizontale sur laquelle sont portés des segments égaux. Par un point de cette horizontale on mène une parallèle à la direction de la ligne d'horizon; à partir de ce point on porte sur celle droite de front des segments égaux, et l'on joint ces points aux points marqués sur l'horizontale oblique : on a ainsi les perspectives de lignes parallèles entre elles qui doivent concourir en un même point de la ligne d'horizon. Connaissant ce point, cette droite est alors
déterminée.
rig. 63.
Montrons comment, dans certaines circonstances, on peut retrouver les points principaux de fuite et de distance. On a sur le tableau, par exemple, deux édifices terminés chacun par deux murs, et nous supposons que ces murs se rencontrent à angle droit. La ligne d'intersection pour deux des murs est la droite AA' {fig* 63) ; pour les deux autres murs c'est BB'. Par le point A menons des parallèles aux traces des deux murs qui se coupent suivant BB', c'està-dire des parallèles aux droites B/, B/' ; pour cela, nous n'avons qu'à joindre le point A aux points / et /'. Nous avons maintenant au point A deux angles droits ayant même sommet. Menons une horizontale de front; cette droite rencontre les murs qui se coupent suivant AA' aux points i et 2, et les droites A/ et A/' aux points 3 et 4» Relevons le géométral autour de la droite de front i-4 ; comme l'angle 1 Aa est un angle droit, après le relèvement, le point A se trouve sur la circonférence décrite sur 1-2 comme diamètre. Comme l'angle 3 A4 est droit, le même point A se trouve sur la circonférence décrite sur 3-4 comme diamètre.
Le point A doit donc être relevé au point A< , intersection de ces deux circonférences. Abaissons du point A| la perpendiculaire Ai a
106, PBEMIÊRB PABTIE. — NBUVIÉMB LEÇON.
sur 1-45 q'iand nous ramenons le géométral dans sa première position, cette perpendiculaire devient une perpendiculaire au plan du tableau, et sa perspective A a rencontre alors la ligne d'horizon au point principal de fuite P, qui se trouve ainsi déterminé. Portons à partir du point a sur Thorizontale de front un segment a\\ égal à aA^ 5 la droite AAj rencontre la ligne d'horizon au point principal de distance D.
Prenons un autre exemple. On a sur le tableau une ellipse que l'on sait être la perspective d'une circonférence de cercle : on demande les points principaux de fuite et de distance.
Menons à cette courbe des tangentes parallèles à la ligne d'horizon ; la corde de contact rencontre la ligne d'horizon au point principal de fuite. De ce point menons des tangentes à l'ellipse (igurétsur le tableau ; ces droites et les premières forment un carré circonscrit dont les diagonales rencontrent la ligne d'horizon aux points principaux de distance.
Ainsi, dans bien des cas, on peut retrouver les points principaux de fuite et de distance et revenir alors de la perspective à l'objet de l'espace. C'est ce qu'on appelle faire une restitution.
Restitutions comparées. — Lorsque l'on se place devant un tableau, cette restitution se fait à simple vue^ mais elle varie suivant la position que l'on occupe. Si l'on se met exactement au point de vue, on est conduit à faire une restitution exacte; sinon il j aura des modifications introduites.
Nous allons chercher la nature de ces modifications en comparant deux restitutions d'une même perspective. Nous admettons qu'on est naturellement conduit à restituer une verticale suivant une droite verticale.
Nous avons sur le tableau (fig> 64) un point M' dont la projection sur le géométral est au point M. En nous plaçant d'abord au point 0|, la restitution du point M est le point de rencontre /W| de la droite 0|M avec le géométral, et le point de l'espace se trouve sur la droite 0| M' et sur la verticale élevée du point mi, par conséquent au point ni\ .
Prenons une seconde position de l'œil; plaçons-le au point Of Le point M se trouve restitué au point /w,, point de rencontre de OjM avec le géométral. Nous pouvons remarquer tout de suite
que la droite mi m^ passe par le point R, qui est le point de rencontre de la ligne 0| Ot avec le géométral prolongé. Le point M' pour la position Oj de l'œil est restitué en m.^ sur la verticale m, et sur le rayon visuel 0,M'.
La droite m\ni'^ étant la droite d'intersection du plan vertical mi 7722 qui contient le point R et du plan M'O^ Oj qui contient aussi ce point, cette droite passe par le point R. Nous pouvons alors faire la remarque suivante : Les deux restitutions d'un même point de l'espace sont sur des droites convergentes en un même point.
Prenons une droite. La perspective de la projection de cette droite
Fig. 64.
est MN; la perspective de la droite elle-même estM'N'. En prenant le point N sur la ligne de terre, on a un point qui est à lui-même sa restitution 5 de même pour le point N' : le point N', étant sur le tableau, est toujours restitué en N', quelle que soit la position de l'œil. La droite M'N' est toujours restituée suivant une droite, parce que la restitution de sa projection sur le géométral est d'abord une droite et que la restitution dans l'espace est l'intersection du plan vertical mené par cette droite et du plan perspectif. Dès lors, la droite M'N' est restituée en m', N' pour la première position de l'œil et en m\J^^ pour la seconde position de l'œil, et l'on voit que les deux restitutions d'une même droite sont deux droites qui se coupent sur le plan du tableau.
Puisqu'une droite est restituée suivant une droite, un plan est restitué suivant un plan, et, la trace d'un plan sur le tableau étant une droite qui ne change pas avec la position de l'œil, on voit que deux plans restitués d'un même plan se coupent sui\>ant une
droite du tableau. En résumé, pour les figures du géométral, les points correspondant à un même point sont sur des droites convergentes; les droites restituées d'une même droite se coupent sur la ligne de terre; donc deux restitutions de la perspective d^ une figure du géométral sont deux figures homologiques. Le centre d'homologie est le point R; l'axe d'homologie est la ligne de terre.
Pour les figures de l'espace, les points correspondants sont sur des droites qui passent par le point R, les droites restituées d'une même droite se coupent sur le plan du tableau, les plans euxmêmes se coupent suivant des droites du tableau. Les deux restitutions sont alors ce qu'on appelle des figures homologiques dans r espace.
Ces restitutions jouissent des propriétés de figures homologiques. Nous ne nous occuperons pas de ces propriétés; mais on peut remarquer, par exemple, que, si l'une des figures est inscrite dans un cône, la figure homologique est inscrite dans le même cône.
L'ensemble des remarques que nous venons de faire nous donne la nature des variations produites dans les restitutions.
Lorsqu'on se place devant un tableau et que, partant d'une première position, on marche vers la gauche de la position qu'on occupe, les restitutions des points semblent s'avancer vers la droite, et les droites et les plans paraissent tourner. Les figures de front restent des figures de front. Les horizontales restent des horizontales si l'œil reste toujours dans le plan d'horizon; mais, si l'œil sort du plan d'horizon, les horizontales s'inclinent et les rapports des segments, mesurés sur ces droites, se trouvent changés. 11 est donc important, lorsqu'on examine un tableau, de placer l'œil dans le plan d'horizon. C'est pourquoi, lorsqu'un tableau est à une certaine hauteur au-dessus du spectateur, on l'incline de façon que l'œil de ce spectateur puisse se placer dans le plan d'horizon du tableau.
Puisqu'une droite se trouve restituée suivant une droite, quand elle passe une fois par l'œil du spectateur, elle y passe toujours. On comprend pourquoi, lorsque sur le tableau une droite est représentée par un seul point, elle paraît constamment se diriger vers la personne qui regarde le tableau.
Puisque les droites sont restituées suivant des droites, les plans suivant des plans, les ombres sont toujours exactes, quelle que soit
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la position de l'œil devant le tableau. Du reste, on peut remarquer, en se reportant aux constructions qui ont été faites pour la recherche des ombres, que les points de distance n'ont pas été employés.
Les modifications les plus profondes qui proviennent des restitutions sont relatives aux surfaces courbes.
Une sphère est représentée par une circonférence de cercle, si la droite qui joint Tœll à son centre est perpendiculaire au plan du tableau. Si Ton ne se place pas exactement dans la position où cette sphère a été déterminée en perspective, la restitution ne se fera plus suivant une sphère : elle se fera suivant une surface homologique d'une sphère.
Des colonnes équidistantes et de même diamètre devraient être représentées entre des droites parallèles distantes Tune de l'autre d'intervalles différents. Il en résulterait alors que, suivant la position de l'œil, la restitution ne se ferait pas suivant des colonnes de dimensions égales. Pour éviter ces restitutions inexactes, les peintres, suivant leur expression, trichent; ils ne font pas une perspective exacte, afin de permettre au spectateur d'opérer une restitution aussi approchée que possible.
Choix du point de vue. — La hauteur de l'œil au-dessus du sol dépend de la plus ou moins grande étendue qu'on veut apercevoir. Le point principal de fuite est à peu près au milieu de la ligne d'horizon; quelquefois on le déplace un peu en le portant vers le point où l'on veut attirer l'attention du spectateur. La distance, comme nous Tavons déjà dit, est variable; elle est comprise entre une fois la largeur du tableau et trois fois cette largeur.
Les petites distances ont l'inconvénient d'altérer beaucoup les contours apparents des surfaces courbes qui sont placées près du cadre du tableau, et alors les restitutions ne sont pas exactes si Fœii n'est pas à la position qu'il doit occuper.
Les grandes distances ont l'inconvénient de réduire les lignes fuyantes.
11 y a donc lieu, lorsqu'on veut établir une perspective, de faire des essais pour donner à l'œil la position qui convient le mieux selon l'objet que l'on doit représenter.
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DIXIÈME LEÇON
PERSPECTIVE CAVALIÈRE
Oénnitions: ligne fuyante, projetante. — Angle d'une projetante avec le tableau. — Amener un plan à être de front. — Perspective d'une perpendiculaire à un plan, d*uoc circonférence horizontale, d'une surface conique, d'une surface cylindrique, d'une sphère.
ScrPL£MB?iT : Construire les axes d'une ellipse dont on donne deux diamètres
conjugués.
Définitions : ligne fuyante, projetante. — La perspective cavalière d'un objet est la projection oblique de cet objet sur un plan de front.
Nous allons faire dériver la perspective cavalière de la perspective conique, en supposant que Tœil du spectateur s'éloigne indéfiniment sur un rayon visuel.
Reprenons la figure à laquelle nous sommes arrivés lorsque nous
Fig. 65.
avons déterminé la perspective d'un point, le géométral et le tableau étant à la même échelle. Soit P (^fig* 65) le point principal de fuite ^ CM est alors la perspective d'une perpendiculaire au tableau; CE est égal à l'éloignement du point M.
Supposons que l'œil s'élève à l'infini sur le rayon visuel qui passe par le point M; le point P s'élève alors à l'infini sur la droite MP, en même temps que le point D, et la ligne d'horizon s'élève en res-
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tant parallèle à elle-même. Lorsque Tœil est à Finfini, les droites qui se dirigeaient vers les points P et D sont devenues des droites parallèles, Tune à la direction MP, l'autre à la direction MD, et alors, pour un point N, on a une parallèle NC et une parallèle NE' à ces droites; CE' est l'éloignement du point N.
Pour déterminer la perspective d'un point tel que N, nous avons besoin de connaître la direction de la ligne d'horizon ou d'une verticale, la direction d'une droite telle que C'N et la direction d'une droite lelle que NE'.
La droite C'N, qui est la perspective d'une perpendiculaire au plan du tableau, prend le nom de ligne fuyante. Au lieu d'indi-
NC quer la direction NE', on donne le rapport -^r^i^ qu'on appelle rapport de réduction; c'est le rapport qui existe entre la longueur qu'il faut porter sur la ligne fuyante, pour avoir la perspective du point, et l'éloignement de ce point dans l'espace.
Le rayon visuel prend le nom de projetante; toutes les projetantes sont des droites parallèles entre elles, et chacune d'elles n'a
Fig. 66.
pour perspective qu'un seul point. Ainsi, N représente la perspective de tous les points de la projetante qui passe par ce point.
En élevant l'œil jusqu'à l'infini, on le place nécessairement audessus de tous les objets à représenter; les figures qu'on obtient alors sont les figures d'objets vus en dessus. Ainsi, en prenant pour ligne fuyante une ligne ayant une direction telle que C'N, le point N étant plus éloigné du spectateur que le point C, le résultat de la perspective est alors une figure vue en dessus. Si, au contraire, on prend une ligne fuyante ayant la direction 1-2 ou la direction 3-4) ^^ obtient une figure représentant les objets comme s'ils étaient vus en dessous.
Par exemple, en prenant pour ligne fuyante la direction C'N, un
cube dont une face est de front est représenté comme on le voit fig. 66, et l'on aperçoit la face du cube qui est à la partie supérieure. Si l'on prend comme ligne fuyante la direction i-a, la perspective du cube est donnée par \2ifig, 67, et l'on aperçoit la face inférieure du cube.
La perspective cavalière d'un objet n'est pas modifiée quand on transporte le tableau parallèlement à lui-même; aussi on ne fixe pas sa position. On le suppose placé devant les objets dont on cherche la perspective.
Fig. 67.
Angle d'ime projetante avec le tableau. — Reprenons {fig^ &^) un cube dont une face est de front. Le point de l'espace dont la perspective est G est à l'extrémité du côté du cube partant de B et perpendiculaire à ABEG. Ge côté a pour perspective la droite BC. Gette droite représente aussi la perspective d'une ligne quelconque du plan projetant le côté du cube; elle peut être considérée comme la perspective de la trace de ce plan projetant sur le plan de front ABEG. Faisons tourner ce plan projetant autour de cette trace pour l'amener à être de front. Après la rotation, le côté du cube partant de B et perpendiculaire au tableau a pour perspective le segment BG|, perpendiculaire à BG et égal à AB. La projetante qui passe par le point G est alors rabattue en GCi, et Tangle BGGi est l'angle demandé.
Amener un plan à être de front. — Nous ne reprendrons pas les problèmes élémentaires que nous avons résolus dans la perspective conique. Les solutions en perspective cavalière sont très simples; ainsi, par exemple, si l'on demande de partager un segment de droite en parties proportionnelles à des segments donnés, on effectue sur la perspective cette division en parties proportionnelle5, puisque les projetantes sont des droites parallèles entre elles. Nous traiterons seulement le problème :
Amener un plan à être de front.
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Le plan est donné {fig^ 68) par les deux droites M'C, M'E', dont les projections sur un plan horizontal sontMG, ME. On donne aussi la direction Mm des lignes fuyantes et le rapport de réduction qui est ^.
Perpendiculairement à CC menons CE, cette droite est une horizontale de front du plan CME, elle est la projection de la droite de front CE' du plan donné. Appelons xy cette droite de front. C'est autour de xy que nous allons faire tourner le plan C'M'E' pour l'amener à être de front. Pendant la rotation, le point M' dé-
Fig. 68.
crit un arc de cercle dont le centre est le pied de la perpendiculaire abaissée de M' sur xy. Pour avoir ce point, projetons M' en m! sur le plan de front avK, au moyen de M' m' menée parallèlement aux lignes fuyantes. Le point m' est à la rencontre de cette droite et de la verticale mni! , Dans le plan de front xy^ on mène m'[JL de façon que l'angle ni! ^YJ soit droit. Le point [x est alors le pied de la perpendiculaire M' |JL à xy.
Lorsque le plan donné a tourné de manière à être amené de front, ;jlM' vient sur la perpendiculaire m'jx prolongée, à une distance du ])oint |JL égale à la longueur M'|jl. Cherchons la longueur de ce segment de droite; faisons tourner le plan du triangle M' m' jx autour de la droite de front m' [x jusqu'à ce qu'il soit de front. Après la rotation, le côté M' m' vient sur la perpendiculaire élevée en m' à la «iroite m'ix; le point M' vient en M'', ce point M" étant tel que
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]\F/n':= aM'/n'. En joignant le point M" au point }jl, on a une droite dont la longueur est égale à la longueur de M'[jl; il suffît alors de porter [xM'' depuis le point [x jusqu'au point M|, et Ton a au point M, le relèvement du point M,
La droite M'M , est la corde de Parc décrit par le point M'. Connaissant la droite M'M^ et la droite M'[jl, il est facile de relever un autre point du plan. Soit N' un point à relever. De ce point abaissons une perpendiculaire sur la charnière 5 nous n'avons, pour cela, qu'à mener une parallèle N'v à M'[x. Au point v élevons une perpendiculaire à la charnière, et menons du point N' une parallèle à la corde M'M| \ cette droite rencontre au point N| la perpendiculaire menée du point v : N| est le relèvement du point N.
Si l'angle de MM^ avec M i [jl est trop aigu, le point N| est graphiquement difficile à déterminer exactement. On emploie alors un triangle semblable à un triangle tel que M'E'Mj, comme on le voit sur la figure.
Par une construction inverse de celle qui donne le relèvement du point N| , on revient d'un point relevé à la perspective de ce point quand le plan est ramené dans sa position.
Perpendiculaire à nn plan. — -Si l'on demande la perpendiculaire au plan élevée du point M', on mène au point M'' une perpendiculaire à la droite M"|jl, on prend le point /où cette perpendiculaire rencontre m'[JL : îl suffit alors de mener la droite IM\
Perspective d'une circonférence horizontale. — Faisons tourner le plan de cette circonférence autour du diamètre de front donné AB (Jig' 69) pour amener son plan à être de front. Après la rotation, cette courbe a pour perspective une circonférence décrite sur AB comme diamètre. Nous devons maintenant ramener les points de cette circonférence pour avoir l'ellipse perspective cherchée.
Prenons un point M| sur cette circonférence ; abaissons de ce point une perpendiculaire M| m sur le diamètre de front AB. Lorsque le plan de front est amené à être horizontal, la droite /nM| devient perpendiculaire au tableau ; sa perspective est alors la parallèle aux lignes fuyantes menée par le point m, et, si nous supposons que le rapport de réduction est |^, nous devons porter à partir du point m, sur cette parallèle aux lignes fuyantes, un segment m M
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égal à •* • En ramenant ainsi des points de la circonférence, nous
avons des points de la perspective demandée.
Lorsqu'on amène le plan de front à être horizontal, les points de la circonférence décrivent des arcs dont les cordes sont parallèles à MM|. On a alors le point C, qui correspond au point C|, en construisant le triangle C» OC semblable au triangle M i /nM. Ceci est vrai pour un point quelconque de la circonférence.
Pour avoir la tangente au point M, nous n'avons qu^à prendre la tangente au point M i et chercher ce que devient cette droite, en-
Fig. 69.
traînée en même temps que le plan de la circonférence. Le point T, où cette tangente rencontre la charnière AB, ne change pas de position ; la tangente à l'ellipse au point M est donc la ligne MT.
Il résulte de cette construction que pour le point C qui correspond au point C^, situé à l'extrémité du diamètre perpendiculaire àÂB, on a une tangente parallèle à AB. Nous voyons ainsi que OC et OB sont deux demi-diamètres conjugués de la perspective de la circonférence. On arrive aussi à ce résultat en remarquant que les tangentes en A et B à cette perspective sont parallèles à OC, puisqu'elles proviennent des tangentes au cercle qui sont perpendiculaires à AB.
Nous pouvons déterminer autant de points que nous voudrons de la perspective et les tangentes en ces points, et par suite tracer facilement cette perspective.
Construire les axes de V ellipse perspective de la circonférence
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horizontale, connaissant les deux diamètres conjugués CC\ AB. — Menons parallèlement à la corde M|M une tangente à la circonférence décrite sur AB. Quand on ramène le plan de front à être horizontal, la droite qui correspond à cette tangente coïncide avec cette tangente elle-même, puisque le point de contact vient sur cette droite, qui a été menée parallèlement à la direction de la corde M, M, et que le point où elle coupe AB ne change pas de position : cette tangente particulière est donc tangente à l'ellipse perspective de la circonférence.
Nous ayons fait correspondre le point C au point C| , en supposant la rotation du plan de front autour de AB faite dans un certain sens ; mais, si nous supposons que le plan de front tourne autour de AB dans l'autre sens, nous pouvons faire correspondre le point C au point C\ , et, en répétant ce que nous venons de dire, nous voyons qu'une tangente à la circonférence de front menée parallèlement à la droite C'^ C est tangente à l'ellipse perspective de la circonférence. Nous avons donc deux droites qui sont des tangentes communes à une ellipse et à une circonférence concentriques. Maïs les tangentes communes à une ellipse et à une circonférence concentriques sont également inclinées sur les axes de l'ellipse; nous voyons donc que les axes demandés sont parallèles aux bissectrices des angles formés par les droites €< C et CC'^ . Ainsi, si l'on donne les droites OB et OC, en élevant au point O une perpendiculaire à OB et en portant sur cette droite des segments égaux à OB, on obtient les points C^ et G', , et les bissectrices des angles formés par les droites CC| et CC^ sont parallèles aux axes.
Nous pourrions dire que l'axe de l'ellipse perspective de la circonférence est dirigé suivant OD, le point D étant le point de rencontre des tangentes à la circonférence menées parallèlement à CG'j et àC|C^ puis, au moyen du relèvement de OD, nous pourrions construire le point de la perspective situé sur cette droite OD. Nous aurions alors l'extrémité de l'un des axes. Nous allons suivre une autre marche qui va nous conduire à une construction élégante des axes en grandeurs et en directions.
Prenons une nouvelle figure (Jig» 70) en conservant les notations précédentes. Du point C abaissons sur OC» la perpendiculaire C/ et du point M abaissons sur M^ m la perpendiculaire M p. Prolongeons cette dernière droite jusqu'au point q 011 elle ren-
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contre OM,. On a
Ci^ _ Mip _ Mxç G,0 ~ Mim ~ MiO'
Il r<$sulte de là que M| y = C| /. Faisons maintenant tourner le rayon 0M< et le triangle ^rMMi autour de O jusqu'à ce que M| vienne en C^ : le point M vient en M' et 0M'= OM. L'angle C|M7 est égal à l'angle M|My et par suite est égal à l'angle C|C/. Les quatre points C|/CM' sont alors sur une circonférence de cercle et l'on voit que celte circonférence a pour diamètre C| C. Ainsi, les
Fig. 70.
Ar
smi
points tels que M' appartiennent à la circonférence décrite sur iZ^C comme diamètre.
On peut dire qu'à chacun des points de l'ellipse correspond un point de cette circonférence et que les distances du point O à deux points correspondants sont égales.
Le demi grand axe de l'ellipse, demi-diamètre maximum de cette courbe, est alors égal à la distance du point O au point de la circonférence CM'Cj le plus éloigné de O. Ce dernier point est en a à l'extrémité du diamètre Oia de cette circonférence. Ainsi : oa est égal au demi grand axe de V ellipse.
De la même manière on voit que : ob est égal au demi petit axe de cette courbe.
Le point i étant le milieu de C|C, la droite Oi est parallèle à C',G. Les axes de l'ellipse sont alors parallèles à G| 6, Ci a, qui sont également inclinées sur C| i et sur Oi.
ii8
En définitive, on arrive à la construction suivante ; Du point O on mène une parallèle à C',C. Sur cette droite, et à partir du point i où elle rencontre C|C, on porte ia = ib = iC : les droites C|è, da donnent les directions des axes de Tellipse et les segments Oa, 06 sont égaux aux demi-axes de cette courbe (').
On peut employer la droite CC| et terminer les tracés ainsi, après avoir construit C| et C|. Du point O on mène Ot' parallèlement à C|C; cette droite rencontre CC, en H. A partir de ce point et sur cette droite, on prend des segments égaux à i^Cf ; on a ainsi a' et 6' : Oa' et Oi' sont les longueurs des demi-axes de l'ellipse; C\ a', C\ V sont les directions de ces axes.
Perspective d'une surface conique. — On demande la tangente à la perspective de lacirconférence qui pa^se par un point donné\. — Cherchons le relèvement du point I (^^. 71 ), considéré comme
Fig. 71.
un point du plan de la circonférence horizontale. Parle point I menons la droite If parallèlement aux lignes fuyantes ; élevonsau point i ime perpendiculaire au diamètre de front AB et par le pointi traçons une parallèle à la corde MM i : nous obtenons au point I| le relèvement de I. En menant par le point I| une tangente à la circonférence relevée, nous avons le relèvement de la tangente demandée. et en prenant le point V, où cette tangente rencontre AB, nous avons un point qui ne change pas quand on la ramène; par conséquent, la tangente demandée est la droite IV.
(') Voir le Supplément à cette Leçon.
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Ce tracé donne la solution du problème suivant : Construire les lignes de contour apparent d'une sur/ace conique dont la base est une circonférence horizontale et dont le sommet est donné.
Perspective d'une surface cylindrique.— On demande la tangente à V ellipse qui est parallèle à une droite donnée, par exemple, parallèle à une perpendiculaire à AB. Ce problème donne la solution de celui-ci : Déterminer le contour apparent d\in cylindre vertical qui a pour base la circonférence donnée.
Du point M {fig. 71) menons une droite MQ faisant un angle droit avec AB, et considérons cette droite comme tracée sur le plan de la circonférence horizontale. En relevant le plan de cette circonférence, cette droite MQ se relève en M|Q; il suffit maintenant de mener une tangente à la circonférence parallèlement à M|Q et de ramener cette tangente sur le plan horizontal. Pour cela on prend le point U, où elle rencontre AB : on a un point qui ne change pas pendant la rotation, et alors la tangente demandée est la perpendiculaire menée du point U à la droite AB.
Perspective d'une sphère. — La perspective cavalière d'une sphère est la trace, sur le plan du tableau, du cylindre circonscrit à cette sphère, dont les génératrices sont parallèles aux projetantes.
Puisque ce cylindre a ses génératrices parallèles aux projetantes, sa trace sur le plan du tableau est la perspective de toute ligne tracée sur sa surface. On est ainsi amené à chercher la perspective d'une ligne tracée sur ce cylindre. Prenons la ligne qui est dans le plan de front qui passe par le centre de la sphère, et cherchons à la construire.
Sur ce plan de front on a le grand cercle de front de la sphère donnée, dont le centre est au point O {fig. 72). Coupons la sphère par un plan perpendiculaire au tableau et parallèle aux projetantes. La trace de ce plan sur le plan de front qui passe par le centre O est une parallèle aux lignes fuyantes. Ce plan coupe la sphère suivant un petit cercle qui a pour diamètre la corde ab^ que le grand cercle de front de la sphère détermine sur la trace du plan sécant. Ce plan sécant coupe le cylindre circonscrit suivant des tangentes à ce petit cercle. Pour déterminer ces droites, amenons le plan de ce petit cercle à coïncider avec le plan de front qui contient ab.
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Après la rotation, ce petit cercle a pour perspective la circonférence décrite sur ab comme diamètre et les tangentes à ce petit cercle, parallèles aux projetantes, sont maintenant des tangentes à ce petit cercle parallèles au rabattement de la projetante. Pour déterminer cette direction, reproduisons la construction indiquée page 1 1 1 pour obtenir l'angle d'une projetante avec le tableau. Considérons le rayon de la sphère perpendiculaire au tableau dont
Fig. 72.
la perspective est OF; le plan, qui contient ce rayon et la projetante passant par son extrémité, après avoir tourné dans le même sens que le petit cercle, donne pour le rabattement de ce rayon la droite OC, et pour la projetante la droite FC. C'est donc parallèlement à FC que nous devons mener des tangentes au petit cercle. Ces tangentes rencontrent la droite ab aux points M et M', et, lorsque nous replaçons le plan du petit cercle dans la situation qu'il doit avoir, ces points M et M' ne changent pas; ils représentent alors les perspectives des tangentes relevées. Les points M et M' appartiennent donc à la perspective de la sphère.
Nous n'avons qu'à prendre d'autres plans sécants analogues à celui que nous venons d'employer, et nous obtiendrons ainsi autant de points que nous voudrons de la perspective de la sphère.
On retrouve, par cette construction, que cette perspective est une ellipse. Appelons, en effet, L le point de contact de la tangente LM au petit cercle et I le centre de ce petit cercle. Pour un point quelconque de la ligne de contour apparent de la sphère, nous avons une tangente analogue à ML, parallèle à cette droite, et un
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rayon analogue au rayon IL, qui est perpendiculaire à cette tangente. Nous avons donc toujours des triangles semblables au triangle IML.
Le rapport -^ est constant, quelle que soit la position du point M
sur la perspective de la sphère. Mais IL = 16, comme rayons d'ui^e
circonférence ; on voit ainsi que le pointMest un point de l'ordonnée
du grand cercle de front, qu'on a augmenté de façon à avoir tou-
IM jours le rapport constant jr • Le lieu des points tels que M est
une ellipse dont l'un des axes est parallèle à la direction des lignes fuyantes, et dont l'autre axe est perpendiculaire à cette direction. Les points G et C, situés aux extrémités du diamètre perpendiculaire aux lignes fuyantes, sont des sommets de cette ellipse; les autres sommets sont sur le diamètre parallèle aux lignes fuyantes, aux points E et E', où ce diamètre est rencontré par les tangentes au grand cercle de front menées parallèlement à FG.
SUPPLÉMENT A LA DIXIÈME LEÇON
Construire les axes d'une ellipse connaissant les deux demi-diamètres conjugués OB, OC {fig- 73).
Conservons les notations employées pour exposer la solution de la page ii6. Le point }x est un sommet de l'ellipse, si la tangente \>.t en ce point à la courbe est perpendiculaire à 0(jl. Soit p-i le relèvement de {JL, la droite \x.^t étant la tangente à la circonférence relevée, Tangle 0\x.^t est droit aussi.
Afîn de déterminer p., construisons une figure semblable à 0\i.i\>.t qui est telle que la circonférence décrite sur O^ comme diamètre passe par les points [x et (Aj. Pour cela, du point /, milieu de CCi, élevons une perpendiculaire à cette droite. Cette perpendiculaire rencontre OB en un point qui est le centre de la circonférence circonscrite au triangle CjCC, . Soient O' et t' les points où cette circonférence rencontre OB. Le quadrilatère O'CiC^' est semblable au quadrilatère 0(jli[jl/; il résulte de là que Oji. est parallèle à O'C, c'est-à-dire à la bissectrice de l'angle CiCC'|.
On retrouve ainsi que les axes de V ellipse sont parallèles aux bissectrices des angles formés par les droites CCj,CC\.
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Un a
O'Ci O'G
O'Gi O'G
"Oi., -Oix °"
UGi ~ 0[x
'ou
Ofi = O'G cosO'GiO = O'G cosO'GG'i.
Projetons orthogonalement O' en ç sur CC'i, on a alors Cv=^0\l; de même pour l'autre axe. Ainsi les demi-cuves de V ellipse sont égaux aux projections^ de CO' et de Cl' sur CC, .
Fig. 73.
Menons la droite Oi, appelons a le point où elle rencontre ^C. La droite Ci a est parallèle à O'G. Les droites aC,, aC, obtenues comme nous l'avons vu dans la dixième Leçon, donnent donc les directions des axes de l'ellipse.
Les points O'CiCCi sont sur une même circonférence de cercle- Les pieds M, O, V des perpendiculaires abaissées dà O' sur les côtés du triangle CjCC', sont alors en ligne droite; mais O' est sur la bissectrice O'G de l'angle mGp; donc la droite uO v est perpendiculaire à O'G, et, par suite, elle est parallèle à Ca, On a donc Oa = Cv. Le segment Oa est, par suite, égal au demi-axe 0\i., On démontre de même que Ob est égal à l'autre demi-axe. On retrouve ainsi la construction donnée dans la dixième Leçon (*).
(') Voir The Messenger 0/ Mat hématies, vol. XI, p. 175.
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ONZIÈME LEÇON
PERSPECTIVE CAVALIÈRE (fin).
Conséquences déduites de la perspective d'une sphère. — Ombre d'une sphère. Ombre dans une demi-sphère.
Conséqaences déduites de la perspective d'une sphère. — Reprenons la perspective cavalière d'une sphère pour arriver à quelques conséquences.
Du point O {^fig^ 74 )i menons une parallèle aux lignes fuyantes,
Fig. 74.
et portons sur cette droite, à partir de ce point O, la longueur réduite du rayon, nous obtenons en F et F' les perspectives des extrémités du diamètre perpendiculaire au plan du tableau. Le diamètre AB, tracé sur le plan de front qui contient O, perpendiculairement à la ligne fuyante, est terminé aux points A et B, qui sont deux des sommets de la perspective de la sphère.
Joignons le point F au point B, et menons au grand cercle de front des tangentes parallèles à FB; ces droites rencontrent la parallèle à la ligne fuyante, menée par le point O, aux points C, E, qui sont les deux autres sommets de l'ellipse perspective de la sphère. Traçons cette ellipse.
Par le centre O de la sphère, menons un plan horizontal. La trace de ce plan sur Je plan de front qui passe par le point O est la droite DG ; la section faite dans la sphère par ce plan horizontal est un grand cercle dont la perspective passe par les points D el G et a pour tangentes en ces points des parallèles aux lignes fuyantes. Celte perspective passe par les points F et F' et a pour tangentes en ces points des parallèles à la droite DG. Cette courbe est doublement tangente à la perspective de la sphère.
Si Ton coupe la sphère par un plan de front, la trace de ce plan sur le plan diamétral horizontal est la droite MN et la section faite dans la sphère par le plan de front est un petit cercle qui a MN pour diamètre. Le plan de front MN rencontre, suivant une droite, le plan de la ligne de contact de la sphère et du cylindre projetant circonscrit à cette sphère; les points où cette droite rencontre la ligne de contact de la sphère et de ce cylindre projetant ont pour perspectives les deux points où ce petit cercle de front touche la perspective de la sphère.
Ainsi, le petit cercle décrit sur MN comme diamètre est doublement tangent à l'ellipse perspective cavalière de la sphère. Ce double contact est réel ou imaginaire, et, d'après ce que nous venons de dire, la corde commune à ce cercle et à l'ellipse perspective de la sphère est la droite réelle, intersection du plan de front MN et du plan de la courbe de contact de la sphère et du cylindre projetant qui lui est circonscrit.
Si nous prenons une corde parallèle à MN, telle que M'N', le plan de front qui passe par cette droite coupe la sphère suivant le petit cercle décrit sur M'N' comme diamètre; ce petit cercle est doublement tangent à l'ellipse qui représente la perspective cavalière de la sphère. Mais, dans les circonstances où nous nous plaçons sur la figure, le double contact est imaginaire.
Si nous continuons à déplacer le plan de front tel que M'N', nous arrivons à un plan de front qui touche la sphère au point F', extrémité du diamètre perpendiculaire au plan de front; nous sommes ainsi conduits à considérer le point F' comme un cercle évanouissant doublement tangent à l'ellipse perspective cavalière de la sphère, et nous pouvons dire alors que le point F' est un foyer de cette courbe. Il en est de même du point F, symétriquement placé par rapport au point O.
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Nous pouvons arriver autrement à ce résultat. Nous avons dans Fespace une sphère et un cylindre qui lui est circonscrit; nous menons un plan tangent à celte sphère parallèlement au plan du tableau. La section faite dans le cylindre par ce plan, en vertu d^un théorème connu, dû à Dandelin, a pour foyer le point de contact du plan et de la sphère; la section faite dans le cylindre est une courbe de front qui a pour perspective une ligne qui lui est égale et qui est l'ellipse perspective cavalière de la sphère. Quant au point de contact, il est en F' : donc le point F' est le foyer de r ellipse perspective cas?alière de la sphère.
Enfin, on peut voir tout de suite sur la figure que le point F est un foyer de Fellipse perspective de la sphère. Nous avons mené au grand cercle de front la tangente LC parallèlement à FB pour avoir le sommet C de cette courbe. Il résulte de cette construction que les triangles OBF, LOG sont égaux entre eux; le côté OB est égal au côté OL, l'angle en C est égal à l'angle en F, et les triangles sont rectangles, l'un en L, l'autre en O; on a alors BF = OC. Le point F peut donc être considéré comme déterminé par la rencontre du grand axe avec une circonférence ayant pour centre l'extrémité B du petit axe et pour rayon le demi grand axe : le point F est donc le foyer de V ellipse perspecti{^e cavalière de la sphère.
La figure à laquelle nous sommes conduits nous donne deux théorèmes qu'il suffit d'énoncer :
I® Etant donnée une ellipse, on mène des cordes parallèles entre elles, et sur ces cordes comme diamètres on décrit des circonférences de cercle : toutes ces circonférences sont doublement tangentes à une ellipse qui a pour foyers les extrémités du diamètre conjugué des cordes considérées,
2*" Étant donnée une ellipse, on mène des circonférences doublement tangentes à cette courbe, et l'on prend pour chacune de ces circonférences un diamètre parallèle à une droite donnée : le lieu des extrémités de ces diamètres est une ellipse qui passe par les foyers de l^ ellipse donnée.
Comme cas particulier, nous pouvons considérer les diamètres de ces circonférences qui sont menés perpendiculairement au grand axe de l'ellipse donnée, et nous voyons alors que, si l'on redresse les normales d'une ellipse perpendiculairement au grand axe
de cette courbe, le lieu des extrémités des normales redressées est une ellipse qui a pour sommets les foyers de V ellipse donnée: les deux autres sommets sont aux extrémités du petit axe de l'ellipse donnée. Ce dernier théorème nous sera utile plus tard.
Ombre d'ane sphère. — Proposons-nous de déterminer ta ligne d'ombre propre et la ligne d'ombre portée d'une sphère qui repose sur un plan horizontal.
Nous nous donnons la direction du rayon lumineux par sa perspective et par la perspective de sa projection sur un plan horizontal. OR {fig' 75) est la perspective du rayon lumineux, Or la
perspective de la projection de ce rayon lumineux sur un plan horizontal, et alors Or' est la perspective de la projection de ce rayon lumineux sur le plan de front, dont la trace sur le plan horizontal est O^.
Nous avons besoin de connaître la direction du rayon lumineux lorsque le plan qui projette ce rayon sur un plan de front est amené à être de front. Pour déterminer cette direction, faisons tourner le triangle Or'R autour de la droite O/; après la rotation, le côté Rr' est pei'pendiculaire à Or', le point R vient sur celte droile au point Ri, qui est tel que R, 7^= 2 .Rr', si le rapport de réduction est{. Après le relèvement, le rayon lumineux est donc dirige suivant 0R|.
Par le centre de la sphère donnée, menons un plan de front. Ce plan coupe la sphère suivant un grand cercle de front et le plan horizontal, sur lequel repose cette sphère, suivant une horizontale tangente à ce grand cercle de front. Traçons l'ellipse perspective
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cavalière de la sphère comme nous l'avons expliqué précédemment.
Pour déterminer la ligne d'ombre sur la sphère et l'ombre portée par cette surface sur le plan horizontal, employons la méthode des plans sécants. Coupons la sphère et le plan horizontal par des plans auxiliaires perpendiculaires au tableau et parallèles au rayon lumineux, par conséquent par des plans parallèles au plan du triangle ORr' de \difig, ^5. 0/ est une droite de front du plan de ce triangle; l'un de ces plans auxiliaires a donc pour trace, sur le plan de front qui passe par le centre G de la sphère, une droite parallèle à Or'. Soit abd {fig^ 76) la trace d'un plan auxiliaire sur
le plan de front qui contient le centre de la sphère. La trace de ce plan sur le plan horizontal est une perpendiculaire au tableau : la perspective de cette trace est donc la parallèle aux lignes fuyantes menée du point rf. Faisons tourner ce plan auxiliaire autour de sa trace abd\ le petit cercle, intersection de la sphère par ce plan, se relève, sur le plan de front qui passe par le centre G, suivant une circonférence décrite sur ah comme diamètre. La trace du plan auxiliaire et du plan horizontal vient se relever suivant la perpendiculaire menée du point 6f à la trace ad.
Dans ce plan auxiliaire, il y a les rayons lumineux tangents à la sphère ; Tun d'eux vient se relever suivant une tangente à ce petit cercle menée parallèlement à 0R« de ^^Jig» y5. Appelons M| et N« le point de contact de cette tangente avec le petit cercle et le point
OÙ cette droite rencontre la perpendiculaire menée du point rf à la droite ad.
Ramenons maintenant le plan du petit cercle. Pour trouver ce que devient le point M| , abaissons de ce point une perpendiculaire M|/> surcrè; parle point/? menons une parallèle aux lignes fuyantes,
et portons sur cette droite une longueur/?M = - — ^ : le point M est
ce que devient le point M| . De même pour le point Ni ; ce point vient en N sur la droite Nrf trace du. plan auxiliaire, le point N
étant tel que Nrf= — î— . Comme vérification, la droite MN doit
être parallèle au rayon lumineux. Le point M a son ombre au point N.
En considérant une suite de plans sécants parallèles au plan auxiliaire que nous venons d'employer, nous aurons autant de points que nous voudrons de la ligne d'ombre propre et de la ligne d'ombre portée.
Parmi tous les plans auxiliaires, considérons celui qui a pour trace une tangente au grand cercle de front, la section faite dans la sphère par ce plan auxiliaire est réduite à un point et ce point fait partie de la ligne d'ombre propre. Ainsi, les extrémités du diamètre ÏU, du grand cercle de front, mené perpendiculairement à aè, appartiennent à la ligne d'ombre propre; en d'autres termes, ce diamètre est la trace du plan de la ligne d'ombre propre sur le j)lan de front qui passe par le centre de la sphère. D'après cela, lorsqu'on amène le plan de la courbe d'ombre propre à être de front en tournant autour de TU, la ligne d'ombre propre, après la rotation, se confond avec le grand cercle de front de la sphère.
La droite qui joint le point M au point /, où TU coupe aè, est perpendiculaire à TU; après la rotation, cette droite M/ vient en lb\ nous pouvons donc construire des points de la ligne d'ombre propre en faisant usage du grand cercle de front et de triangles semblables au triangle M/6.
Prenons, par exemple, un point V sur ce grand cercle, abaissons du point y une perpendiculaire VI' sur le diamètre TU, menons par le point /' une parallèle à /M, et par le point V une parallèle à M 6. Ces deux droites se rencontrent au point M', qui est un poinl de la ligne d'ombre propre. Cette ligne d'ombre propre, en perspective, est une ellipse qui passe par les points U, M', M, T; elle
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est doublement tangente à l'ellipse perspective cavalière de la sphère, et il est facile d'avoir ses points de contact avec cette ligne. Considérons pour cela le cylindre d'ombre. Ce cylindre a pour lignes de contour apparent les tangentes à la sphère menées parallèlement au rayon lumineux ; la ligne d'ombre propre est tangente à ces lignes de contour apparent, et les points de contact sont les points de contact des lignes de contour apparent du cylindre avec la ligne de contour apparent de la sphère.
La ligne d'ombre portée est aussi tangente à ces lignes de contour apparent du cylindre d'ombre.
Fig. 77-
Ombre dans une demi-sphère. — On demande V ombre dans V intérieur d\ine demi-sphère en perspective cavalière. Supposons tracée {fig» 77) la perspective cavalière de la demi-sphère. Le plan diamétral qui la limite est un plan horizontal.
Employons encore la méthode des plans sécants. Prenons des plans auxiliaires perpendiculaires au tableau et parallèles au rayon lumineux. La trace de l'un de ces plans sur le plan de front qui passe par le centre de la sphère est la droite ab menée parallèlement à Or'; ce plan auxiliaire coupe le plan diamétral horizontal qui limite la sphère suivant/? M parallèle aux lignes fuyantes. La section faite dans la sphère par ce plan est un petit cercle que nous amenons sur le plan de front qui passe par le centre de la sphère. Après la rotation, ce petit cercle a pour perspective la circonférence décrite sur ab comme diamètre. La droite /?M, entraînée pendant cette rotation, devient la perpendiculaire menée du point/>
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à la droite a6, et le point M vient au point M|, où cette perpendiculaire rencontre la circonférence décrite sur ab.
Nous avons amené ce petit cercle à droite de ab\ nous devons considérer le relèvement du rayon lumineux en faisant tourner de même le plan Or'R vers la droite de Or'. Après la rotation du plan Or'R, la droite r'R vient se placer perpendiculairement à Or, et le point R vient sur cette droite au point R/tel que r^Ri = ar'R, en supposant que le rapport de réduction soit^; le rayon lumineux est donc relevé maintenant en 0R«. Par le point Mi menons une parallèle à OR< ; cette droite rencontre la circonférence décrite sur ab en un point Ni , et le point Ni ramené en même temps que le plan auxiliaire devient l'ombre portée par le point M. Pour déterminer ce que devient le point Ni, abaissons de ce point une perpendiculaire Ni^r sur ab\ par le point q menons une parallèle aux lignes
fuyantes, et portons sur cette droite un segment ç^N = - — ^ : le point
N est l'ombre portée par le point M, et la droite MN, comme vérification, doit être parallèle au rayon lumineux OR.
On peut déterminer ainsi autant de points que l'on veut de la ligne d'ombre portée dans l'intérieur de la sphère, en considérant un certain nombre de plans sécants parallèles à celui que nous avons employé. Mais nous allons voir comment on peut construire cette courbe, connaissant le point N et la trace du plan de la courbe d'ombre sur le plan de front qui passe par le centre de la sphère.
Examinons la nature de la courbe d'ombre portée et sa situation sur la sphère. Projetons orthogonalement la demi-sphère sur un plan, perpendiculaire au plan diamétral qui la limite, et parallèle au rayon lumineux. La sphère se projette {fig* 78) suivant une demi-circonférence de cercle, le plan diamétral suivant un diamètre, et le rayon lumineux est parallèle au plan de projection. L'ombre dans l'intérieur de la sphère est l'intersection de cette surface avec le cylindre d'ombre du grand cercle qui limite la sphère. Nous avons là deux surfaces du second degré qui ont déjà un grand cercle comme ligne d'intersection; la partie restante est plane. Mais le plan de projection choisi est parallèle à un plan de symétrie des deux surfaces^ les points de la ligne d'intersection complète dans l'espace sont donc placés de façon à se projeter deux par deux
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«n un même point. La ligne d'intersection des deux surfaces, qui, dans l'espace, est une ligne du quatrième degré, se projette donc suivant une ligne du second degré.
Mais AB est la projection d'une partie de cette ligne; c'est une droite : donc la partie restante est aussi une droite. 11 est facile de la construire : le point A, extrémité du diamètre parallèle au plan <le projection, a pour ombre le point A', obtenu en menant AA' parallèlement au rayon lumineux ; la génératrice du cylindre qui passe par le point B est la droite BB'; A' et B' appartiennent à la projection de la ligne d'intersection. Donc la ligne d'intersection
Fig. 78.
Ah ^x- ^1
se projette suivant le diamètre B'A' et la ligne d'ombre se projette suivant le rayon CA'; on voit ainsi que la trace du plan de la ligne <l'ombre sur le plan diamétral AB, qui est ici une perpendiculaire au plan de projection, est perpendiculaire au rayon lumineux et perpendiculaire aussi à la projection du rayon lumineux sur le plan diamétral AB.
Revenons à la perspective cavalière (/ig- 77). Nous venons de dire que la trace du plan de la courbe d'ombre portée sur le plan diamétral qui limite la sphère est une perpendiculaire à la projection du rayon lumineux sur ce plan diamétral : cette projection du rayon lumineux est parallèle à Or. Nous pouvons déterminer la direction de cette perpendiculaire en amenant le plan rox à être de front, et en menant par le point C une parallèle à la droite ainsi déterminée. On obtient ainsi le diamètre EG qui passe par les points où Tellipse perspective du grand cercle horizontal a pour tangentes des droites parallèles à Or; EGest la ligne d'intersection du plan de la courbe d'ombre portée dans l'intérieur de la sphère avec le plan diamétral qui termine cette surface.
Cherchons la droite de front du plan de cette courbe d'ombre
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portée, plan qui passe par EG et par le point N. Menons, pour cela, un plan de front par le point N. La trace de ce plan sur le plan auxiliaire employé est la parallèle NI kab menée du point N; N/ est alors une droite de front du plan auxiliaire. Cette parallèle rencontre M/? au point /; la trace du plan de front, dont nous nous occupons, sur le plan diamétral qui termine la demi-sphère passe par le point / et est parallèle à Gp ; cette ligne rencontre EG en un point ï, et la droite iN est la ligne de front du plan de la courbe d'ombre portée dans l'intérieur de la sphère. Du point C on mène une parallèle à la ligne zN, et l'on a la trace TU du plan de la courbe d'ombre portée sur le plan de front qui passe par le centre de la sphère. En tournant autour de cette trace, cette courbe d'ombre portée vient coïncider avec le grand cercle de front de la sphère, et Ton peut alors construire cette courbe par points en la faisant dériver de ce grand cercle de front.
La droite Ngr est perpendiculaire au plan de front qui passe par le centre de la sphère : abaissons du point q la droite gs perpendiculairement à TU et joignons le point s au point N, on a ainsi la perpendiculaire îis abaissée du point N sur TU. Lorsque le plan de la courbe d'ombre portée a tourné autour de TU, le point N vient, sur le grand cercle de front, au point N', où ce cercle est rencontré par la droite qs prolongée.
Pour avoir un autre point de la ligne d'ombre portée, on n'a qu'à prendre un point quelconque V du grand cercle de front; on abaisse de ce point une perpendiculaire sur TU, du pied de cette droite on trace une parallèle à la droite 5N; le point de rencontre V de cette droite avec la parallèle à NN', menée du point V, est un point de la ligne d'ombre portée.
On obtient ainsi autant de points que l'on veut; la courbe passe par les points G, V, N, E, et la partie vue de l'ombre est la partie couverte de hachures.
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ISOMÉTRIQUE.
PERSPECTIVE
Perspective axonométrique. — Définitions ; notions générales. — Construction des échelles. — Perspective isométrique. — Convention relative aux échelles. — Perspective de prismes. — Ellipse isométrique. — Rapporteur isométrique. — Sphère rencontrée par un prisme à base carrée.
Définitions ; notipns générales. — En Architecture, comme pour les Machines, on dislingue, sur les objets à représenter, des directions principales : ce sont, par exemple, pour un édifice, les arêtes verticales, les grandes arêtes horizontales d^une façade longitudinale et les grandes arêtes horizontales d'une façade latérale. Ces trois directions sont parallèles aux arêtes d'un trièdre trirectangle.
Supposons que l'on place l'objet à représenter de façon que ces directions soient obliques par rapport au plan sur lequel on projette la figure et qu'on fasse la projection orthogonale sur ce plan de la figure ainsi placée. Cette projection orthogonale est ce que l'on désigne sous le nom de perspective axonométrique.
Fi g. 80.
Le trièdre trirectangle dont les arêtes sont parallèles aux trois directions principales, étant projeté ainsi orthogonalement, est représenté par la Jig. 7g. On dispose cette projection de façon que l'arête SZ, qui correspond à la direction des verticales, soit sur la
feuille du dessin, supposée inclinée, perpendiculaire à la dlreclioD des horizontales de cette feuille.
Si Ton coupe le trièdre trirectangle par un plan parallèle au plan de projection, les arêtes de ce trièdre et le plan sécant se rencontrent aux points X, Y, Z. Les droites XY, YZ et XZ sont les traces des faces du trièdre sur ce plan sécant, et, comme les arêtes du trièdre sont respectivement perpendiculaires aux faces, les droites SX, SY, SZ sont les hauteurs du triangle XYZ ; le point de rencontre des hauteurs S est à Tinlérieur du triangle XYZ. SZ correspondant aux verticales de Tobjet à représenter, SX et SY correspondent aux horizontales.
Avec cette disposition, la figure que l'on obtient est une figure vue en dessus. Si, par exemple, nous représentons un prisme dont les arêtes sont parallèles aux arêtes du trièdre, nous avons la Jig, 80. Si, au contraire, le trièdre a ses arêtes projetées suivant les droites SX, SY, SZ de la^?^. 81, un prisme dont les arêtes sonl parallèles aux arêtes de ce trièdre est représenté parlay?^. 82, et Ton voit la face inférieure de ce prisme, tandis qu'on voyait la face supérieure sur \dijig, 80.
Fig. 81. Fig. 82.
Si l'on veut représenter un point tel que celui qui est à l'extrémité du faîte de la toiture d'une maison, on détermine ce point à Taide de coordonnées dirigées parallèlement aux arêtes du trièdre trirectangle. Ainsi, pour obtenir le point A situé à l'extrémité du faîte {fig- 83), on mène une parallèle mn aux arêtes qui terminent la toiture à sa partie inférieure et à égale distance de ces arêtes; on porte sur cette droite une longueur ma qui détermine la projection du point A sur le plan horizontal qui contient ces arêtes; on relève ce point à l'aide d'une parallèle aux verticales, c'est-à-dire d'une parallèle à SZ, et l'on porte sur celte droite la hauteur A a du point A au-dessus du plan horizontal dont nous venons de parler, puis on joint ce point aux extrémités
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des grandes arêtes horizontales; sur AB, parallèle à SX, on détermine de même la position du point B qui limite le faîte de la toiture.
Dans la perspective axonométrique, les arêtes du trièdre trirectangle sont inégalement inclinées sur le plan de projection.
Fig. 83.
Construction des échelles. — Afin de construire les échelles nécessaires dans ce mode de représentation, nous allons résoudre le trièdre trirectangle et déterminer les angles de ses arêtes avec le plan de projection.
Projetons (y?^. 84) le trièdre trirectangle sur un plan perpendiculaire au plan de projection XYZ et parallèle à Tarête SZ. Le point X se projette en X', le point Z en Z', et le point S vient en
Fig. 84
T -iiy
un point de la circonférence décrite sur X'Z' comme diamètre; en abaissant du point S une perpendiculaire sur (IF) projection verticale du plan XYZ, nous avons le point S' à la rencontre de cette droite et de la circonférence : le point S' est la projection du sommet du trièdre. L'arête SZ est maintenant projetée en S'Z', et l'angle que cette droite fait avec X'Z' est l'angle de l'arête SZ avec le plan de projection.
Faisons tourner le plan projetant de SY autour de la perpendi-
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culaîre au plan projetant menée par le point S jusqu'à ce que le point Y vienne en Yj sur SZ, et projetons cette droite sur le plan de projection auxiliaire; sa projection détermine avec (H') Tangle que SY fait avec le plan de projection ; de même pour SX. Les longueurs égales portées sur les droites qui partent du point S', comme S'Z'^ ont de sprojections inégales; par conséquent, si l'on établit des échelles sur les arêtes du trièdre trirectangle, on est conduit à des échelles particulières correspondant aux trois directions SX, SY et SZ; en outre, les longueurs portées sur des droites parallèles au plan de projection et qui se projettent sans altération de grandeur donnent lieu à une quatrième échelle. Ces quatre échelles sont employées en perspective axonométrîque. Lorsque l'objet à représenter est fait dans des dimensions réduites sur le dessin, on emploie une convention que nous expliquerons en parlant de la perspective isométrique.
PERSPECTIVE ISOMÉTRIQUE.
Lorsque les arêtes du trièdre trirectangle, parallèles aux directions principales de l'objet à représenter, sont également inclinées sur le plan de projection, la perspective axonométrique est dite perspective isométrique. Toute droite parallèle aux arêtes de ce trièdre porte le nom de droite isométrique ; les échelles correspondant à ces directions reçoivent la désignation d^échelles isométriques, et enfin les plans parallèles aux faces du trièdre sont des plans isométriques.
Dans le cas particulier de la perspective isométrique, les arêtes du trièdre trirectangle se projettent sur le plan de projection suivant des droites, comprenant entre elles des angles égaux et qui sont les trois hauteurs du triangle XYZ {^g» 85), maintenant équilatéral.
Les arêtes faisant avec le plan de projection des angles égaux, nous n'avons plus, pour résoudre le trièdre, qu'à déterminer l'un
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de ces angles , en reproduisant la construction que nous venons de donner.
Calculons la valeur de l'angle a que S'Z' fait avec (H'). Appe-
Fig. 85.
-Vi'"
Ions P le pied de la perpendiculaire à X'Z' qui passe par le point
S'. On a
cosa =
ou, en élevant au carré,
rré.
cosa =
cos* a =
VU s
donc
cos*a
P'Z' est égal à SZ; X'Z' est égal à la hauteur du triangle équilatéral. On peut donc écrire
cos«a = |, d*où cosa = vï'
Pour Fangle complémentaire p, on a cos P = y/|.
Nous pouvons arriver plus rapidement à cette valeur de cosa en remarquant que le plan XYZ est également incliné sur les trois arêtes du Irièdre trirectangle, et, comme la somme des carrés des cosinus des angles que les arêtes de ce trièdre font avec ce plan est égale à 2, on a immédiatement 3 cos^a = a, d'où l'on tire la valeur de cosa que nous venons de déterminer.
Connaissant cette valeur de cosa, voici comment on construit l'angle a. Sur une droite {fig» 86), à partir d'un point A, portons une longueur AB=i; élevons au point B une perpendiculaire
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BG = AB = i; AC est alors égal à y/j. A partir du point B, portons un segment BO = AC = sji ; joignons le point O au point C; OC est égal alors à yS. Le cosinus de l'angle BOC, étant égal à ^, est égal à y/|, et, par conséquent, cet angle BOC est égal à
l'angle a.
Cet angle étant construit, il est facile d'établir sur ses côtés les deux échelles que l'on emploie en perspective isométrique.
Fig. 86.
Convention relative aux échelles. — Supposons que la figure à représenter soit faite à l'échelle de -pj. Sur la droite OB, qui est Féchelle isométrique, on porte — de l'unité de longueur; si l'uniu» de longueur est le mètre., on porte donc sur OB un segment de droite mesurant o", i , et la longueur de l'espace dont la projection est o", I est alors plus grande que o™, i : cette longueur est
Ainsi, si l'on projette une sphère de i"* de rayon, le contour apparent de cette sphère est une circonférence dont le rayon est égal au rayon de là sphère donnée, et, puisque la sphère a i™ de rayon et que l'on construit à l'échelle de -j^, on serait porté à croire que le rayon de cette circonférence est o™, i . En vertu de la convention faite en perspective isométrique de porter dans la direction des axes isométriques les longueurs comme si elles n'étaient pas réduites par la projection, la sphère est représentée par une circonférence de cercle dont le rayon est o", i x y/j. On voit donc que, pour arriver à la perspective isométrique avec cette convention, il faut supposer que le corps à représenter est amplifié en restant semblable à lui-même et que le rapport de similitude
est ^•
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Avec cette convention, m/i, étant égal à o",i, est Tunité de l'échelle isométrique, et m! n! est Tunîté de V échelle des dimensions géométralesy qu'on nomme souvent aussi échelle des vraies grandeurs.
Perspective de prismes. — Perspective de deux prismes à base rectangulaire qui se rencontrent à angle droit, — Nous avons {fis* 87) '^ figure géométrale qui donne les dimensions des prismes. Nous nous proposons d'obtenir la perspective isométrique à la
Fig. 87.
même échelle que celle qui a été employée pour représenter cette figure géométrale.
Indiquons . sur la figure géométrale la position du trièdre trirectangle. L'une de ses arêtes est la droite sz\ les deux autres arêtes sont, l'une sx^ et la troisième est projetée en s. A partir d'un point y {fig* 88), et sur une parallèle à l'axe SZ du trièdre, qui donne les directions isométriques, portons un segment égal à sz de X^fig, 85 ; nous obtenons le point ;/. Menons une parallèle ^ xà SX et égale à sx-^ nous portons sur ces deux directions des segments respectivement égaux aux segments sx et sz^ puisque la perspective est faite à la même échelle que la figure géométrale, et qu'en vertu de la convention les dimensions comptées sur les directions isométriques ne sont pas altérées. Par le point z\ menons une parallèle à l'axe SX et portons une longueur égale à za\ nous obtenons ainsi le point a'. A partir du point a', menons une parallèle à d z\ et portons sur cette droite une longueur égale à ab\ nous obtenons le point V . V sf est alors la perspective de 65, et, en complétant au moyen d'une parallèle menée du point b' à l'axe SX et d'une parallèle menée du point x^ à l'axe SZ, nous avons la perspective de \difig. 87.
Traçons maintenant par les points c', 6', ci des droites parallèles à Taxe SY et portons sur ces droites des longueurs égales à l'épaisseur donnée des prismes ; nous n'avons plus qu'à joindre les exlré-
Fig. 88.
mités des segments ainsi obtenus pour avoir la perspective isométrique achevée.
La figure est vue en dessus, et nous apercevons la face latérale * qui est Lgauche et qui est projetée suivant ah.
En conservant le même trièdre de manière à voir toujours la face qui est en dessus, nous arrivons à une autre perspective, en suppo-
Fiff. 89.
sant que l'axe SY corresponde à la droite sy{fig. 89) et que Taxe SX soit projeté en s. On obtient alors l^Jîg* 90, et nous apercevons encore la face supérieure qui se projette suivant bc sur la figure géométrale; mais nous voyons maintenant les faces qui étaient projetées, l'une suivant sz, l'autre suivant cd. On comprend par là combien il importe, avant de tracer une perspective isométrique, de bien se rendre compte de la situation des directions principales par rapport au plan de projection, selon que l'on veuille montrer
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l'objet en dessus ou en dessous avec ses faces latérales de droite ou
de gauche.
Fig. 90.
Ellipse isométrique. — Si une circonférence est tracée sur un plan isométrique, c'est-à-dire parallèle à Tune des faces du trièdre irirectangle, la projection de cette circonférence sur le plan de projection, c'est-à-dire la perspective isométrique de cette circonférence, est ce qu'on appelle une ellipse isométrique.
Toutes les ellipses isométriques sont semblables.
Le grand axe d'une ellipse isométrique tracée sur le plan des XY (Jig. 91) est perpendiculaire à l'axe des Z; le petit axe est dirigé parallèlement à SZ.
Traçons l'échelle isométrique et l'échelle des dimensions géomé- I raies.
A partir du point O, portons sur l'échelle isométrique une Ion-
Fig.
gueur Or égale au rayon de la circonférence donnée. Élevons au point r une perpendiculaire à l'échelle isométrique; nous obtenons le point R à la rencontre de cette droite avec l'échelle des dimensions géométrales. Il résulte de la convention que OR est égal au
demi grand axe de i'eilipse isométrique ; Rr est égal au demi-petit axe de cette courbe, et, si nous menons à partir du point G des droites parallèles à SX et SY, les longueurs des demi-diamètres ainsi tracés sont mesurées par Or; ainsi CM = Or.
Dans le triangle ORr, puisque OR est le demi grand axe, Rr le demi petit axe, Or est égal à la distance du point G aux foyers de l'ellipse ; en décrivant du centre G de l'ellipse une circonférence passant par le point M, on a alors, à la rencontre de cette circonférence avec Taxe AA', les foyers de l'ellipse isométrique. Si le demi petit axe est égal à i , OR = \/3 et Or = y/a. Ainsi, pour l'ellipse isométrique, GB étant i , GM est égal à y/2 et GA est égal à y'^S ; CM est la direction d'un diamètre dont le conjugué a la même longueur.
Rapporteur isométrique. — Lorsque l'on veut faire des perspectives isométriques, il est utile de construire ce qu'on appelle un
rapporteur isométrique» Pour cela, on trace (Jîg- 92) une série d'ellipses isométriques liomolliétiques dont les extrémités des grands axes correspondent à des points de division de l'échelle des dimensions géométrales^ on divise ces ellipses en parties égales, les points de division se correspondant sur des rayons. A cet effet, on amène le plan de ces ellipses à être parallèle au plan de projection. Après la rotation, l'une de ces ellipses, la plus grande, par exemple, se projette suivant une circonférence de cercle. Partageons cette circonférence en parties égales, puis ramenons les points de division en replaçant le plan de cette circonférence dans la position qu'il doit avoir; les points de division sur cette circonférence se ramènent sur l'ellipse en menant à partir de ces points des perpendiculaires au grand axe de la courbe. Nous n'avons plus qu'à
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joindre ces points de division au centre commun de toutes les ellipses pour avoir un rapporteur isométrique.
Au moyen de ce rapporteur, on pourra non seulement tracer des circonférences de cercle en perspective isométrique, mais il sera facile également de déterminer une longueur mesurée sur une direction arbitraire, car, sur un rayon quelconque, ces ellipses isométriques déterminent Téchelle relative à la direction de ce rayon.
Perspective d'une sphère rencontrée par nn prisme à base carrée. — La sphère est représentée {^fig» gS) par une circonférence de
Fig. 93.
/ ' ^ iA ! -^ 1
cercle dont le rayon, comme nous l'avons dit, est égal au rayon de la sphère de l'espace multiplié par ^| , en supposant que la perspective soit faite à l'échelle même de la figure géométrale.
Supposons que les arêtes du prisme soient parallèles à l'axe SY et que les côtés de la base de ce prisme soient parallèles l'un à l'axe SX et l'autre à l'axe SZ. Menons par le centre de la sphère un plan parallèle au plan des XZ et cherchons la base du prisme, supposé prolongé j usqu'à ce plan. Menons par le point O une parallèle à l'axe des X et une parallèle àl'axe des Z ; portons sur ces droites à partir de O des longueurs égales à la moitié du côté du carré base du prisme, et, au moyen de ces points, traçons la perspective isométrique de cette base du prisme : cette perspective est un losange dont deux sommets se trouvent sur la parallèle menée du point O à l'axe des Y. Pour représenter le prisme, on mène des parallèles à l'axe SY par les sommets de ce losange ; on voit que deux des arêtes se projettent suivant une même droite.
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Si nous coupons ce prisme par un plan parallèle au plan des XZ, la section ainsi obtenue est un losange A6CD égal au losange que nous venons de construire dans le plan auxiliaire mené par le centre de la sphère.
Nous devons maintenant déterminer les lignes d^intersection avec la sphère des faces du prisme qui contiennent, l'une le côté AB, l'autre le côté AG. Comme ces faces sont des plans isométriques, les lignes d'intersection de la sphère par ces plans sont des circonférences de cercle qui sont représentées par des ellipses isométriques. Pour déterminer ces dernières courbes, nous faisons usage du rapporteur isométrique; mais nous allons construire d'abord les cordes de contact de ces ellipses avec le pian de la circonférence de cercle déjà tracée, et qui représente la ligne de contour apparent de la sphère. Chacune de ces ellipses isométriques doit, en effet, être doublement tangente à cette circonférence de cercle.
Le plan de cette circonférence de cercle, le plan de la face du prisme passant par AB et le plan mené par le centre O parallèlement au plan des XZ se coupent en un point par lequel passent les intersections de ces plans deux à deux. Le plan mené par le centre O rencontre le plan du grand cercle parallèle au plan de projection suivant la diagonale bOc; ce même plan du carré, mené par le centre O, rencontre la face supérieure du prisme qui contient AB suivant la ligne ab; le point b est donc le «point de rencontre des trois plans, et la ligne d'intersection de la face supérieure du prisme avec le plan mené par le centre parallèlement an plan de projection est une droite qui passe par le point 6. Mais cette droite est perpendiculaire à SZ, puisque la face supérieure du prisme est parallèle au plan des XY ; nous avons donc l'intersection de la face supérieure du prisme avec le plan mené par le point O parallèlement au plan de projection en menant du point b une perpendiculaire à SZ. Cette droite rencontre la circonférence qui représente la ligne de contour apparent de la sphère aux points m et n : ce sont les points de contact de cette circonférence et de l'ellipse isométrique, projection de la ligne d'intersection de la sphère et du plan supérieur du prisme. Au moyen du rapporteur isométrique, nous traçons cette courbe, dont nous connaissons lu direction des axes. Son centre est du reste au point i, milieu
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de ai, puisque ce point est le pied de la perpendiculaire abaissée du centre O sur la face AB ab.
Ce que nous venons de dire pour la face ABa6, nous pouvons le répéter pour la face ACac. Nous abaissons du pointe une perpendiculaire sur Taxe des X; cette droite rencontre la circonférence, ligne de contour apparent de la sphère, en deux points qui sont les points de contact avec cette courbe de Tellipse isométrique qui représente la projection de la ligne d'intersection de la sphère et de la face ACac du prisme.
Si la sphère est un solide auquel on limite le prisme qui la rencontre, les arêtes du prisme doivent alors être tracées en trait plein jusqu'à leurs intersections avec les ellipses isométriques, et nous devons figurer seulement en trait plein les portions de ces ellipses qui sont comprises entre les arêtes du prisme partant des points B, A, C. Quant à la ligne de contour apparent de la sphère, nous devons la limiter aux arêtes B6, Ce du prisme. Nous avons ainsi achevé la perspective de l'ensemble de la sphère rencontrée par un prisme à base carrée.
TREIZIÈME LEÇON
PERSPECTIVE ISOMÉTRIQUE (fin).
Perspective d'une niche. — Ombre dans l'intérieur d'une demi-sphère. — Remarques à propos de la première Partie du Cours. — Commencement de la seconde Partie du Cours.
Perspective d'une niche. — Une niche est formée par un demicjlindre de révolution dont Taxe est une verticale du plan du mur; ce demi-cvlindre esl limité à sa partie inférieure par un plan horizontal et à sa partie supérieure par un quart de sphère.
Nous allons chercher la perspective de cette niche en supposant que le plan du mur soit un plan isométrique.
00', parallèle à SZ {Jtg, 94), est Taxe du cylindre. Par les points O et O' menons des parallèles à SX, et portons sur ces droites, à partir des points O et O', des segments égaux au rayon de la section droite du cylindre de la niche. Traçons les droites AA', BB': ce sont les génératrices d'intersection du cylindre avec le plan du mur. Par le point O menons une parallèle à XY, et portons sur cette droite, à partir du point O, une longueur égale au rayon de la section droite du cylindre mesuré à l'échelle des dimensions géométrales; puis, à partir du point O sur 00', portons le demi petit axe de l'ellipse isométrique perspective de la base du cylindre située dans le plan horizontal AB. Traçons cette ellipse.
De même on a une ellipse isométrique située dans le plan horizontal A'B'; et le demi-cylindre de la niche, s'il était plein au lieu d'être en creux, aurait pour contour apparent la tangente commune à ces deux ellipses menées parallèlement à AA'. Sur le plan du mur, nous avons une ellipse isométrique qui est l'intersection avec ce plan de la sphère qui surmonte ce cylindre ; le grand axe de cette courbe est parallèle à XZ, sa longueur est égale à la longueur du grand axe des ellipses déjà tracées. Décrivons cette courbe. Si le quart de sphère, au lieu d'être en creux, était en relief, on
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aurait pour ligne de contour apparent un arc de cercle tangent à cette ellipse située sur le mur et à l'ellipse située dans le plan horizontal A'B'. Le cylindre et la sphère se raccordent suivant cette dernière ellipse.
Jusqu'au plan horizontal A'B' le mur se construit par assises; les
plans horizontaux qui terminent ces assises rencontrent le mur suivant des lignes qu'on appelle lignes de joint, qui sont des parallèles à AB. Ces plans horizontaux rencontrent le cylindre suivant des circonférences horizontales, lignes de joint sur ce cylindre, et dont les perspectives sont des ellipses isométriques égales aux ellipses qui passent par A, B ou A', B'.
Pour construire la partie sphérique, on réunit des pierres appelées voussoirs, qui sont limitées à des plans de joint menés par
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le centre de la sphère perpendiculairement au plan du mur et par des points de division situés sur la courbe de tête de la partie sphérique. Ces plans de joint sont limités à une pierre qui repose sur le plan horizontal A'B', et qu'on appelle trompillon. Ce tro^npilloD évite de prolonger les voussoirs de la partie sphérique jusqu'au plan horizontal qui limite le cylindre et supprime ainsi de ces voussoirs une partie qui se briserait trop facilement.
Cherchons la représentation des lignes de joint dans Pintérieur de la sphère, c'est-à-dire les intersections de celte sphère avec les plans de joint dont nous venons de parler. Divisons la courbe de Icte de la partie sphérique en un nombre impair de parties égales. Pour cela, faisons tourner le plan du mur autour du grand axe de l'ellipse A'C'B' jusqu'à ce que ce plan soit parallèle au plan de projection. Après la rotation, le point B' vient au point B|, le point A au point Ai, et le diamètre A' B' est alors projeté suivant A, B,. Partageons la demi-circonférence B, C'A| en cinq parties égales: puis replaçons cette circonférence dans la position qu'elle doit occuper et ramenons les points de division sur l'ellipse isométrique A'C'B'. Les traces des plans de joint sur le plan du mur sont de? droites passant par ces points de division, ainsi que par le poînl O'; nous limitons ces droites à une ellipse isométrique dont le centre est en O'.
Le trompillon est terminé à un plan isométrique parallèle au plan du mur et dont la trace sur le plan horizontal A'B' est a!b\ parallèle à A'B'. Ce plan rencontre la sphère suivant une ellipse isométrique que nous traçons sur a' b' . Il ne reste, pour achever la figure, qu'à tracer les lignes de joint sur la partie sphérique: on ne voit comme ligne de joint que celle qui part du point de division E'. Pour la tracer, faisons tourner le plan de l'ellipse isométrique A'B'a^b' autour de la parallèle menée du point O' à l'axe des Y, c'est-à-dire autour d'une perpendiculaire au plan du mur. Un point M de cette courbe décrit un arc de cercle dont on obtient le rayon en menant du point M une parallèle Mm à O'B' jusqu'au point m où cette droite rencontre la charnière. Lorsque le point B' est venu au point E', le rayon OB' est venu en O'E' et la parallèle niM à ce rayon est maintenant la droite menée du point m parallèlement à O'E'. La corde de Parc décrit par le point B' est E'B'; la corde de l'arc décrit par le point M est parallèle à cette droite; cette corde
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rencontre au point M' la ligne que nous venons de mener du point m, et nous avons en ce point M' un point de la ligne de joint. Nous pouvons ainsi construire autant de points que nous voulons et, en les réunissant, nous avons la ligne de joint pour la partie sphérique.
Ombre dans rintérienr d'une demi-sphère. — Proposons-nous de déterminer l'ombre dans l'intérieur d'une demi-sphère terminée par un plan isométrique parallèle au plan des XZ {^fig* pS).
^' /Al / / \ \
Prenons la projection SR du rayon lumineux; supposons que ce rayon rencontre au point R le plan XYZ. Le plan qui projette ce rayon sur le plan des XZ est le plan YSR ; sa trace sur le plan XYZ est la droite qui joint le point Y au point R; cette droite rencontre au point r' la droite XZ ; joignons le point S au point r', nous avons la projection Sr' du rayon lumineux sur le plan des XZ.
Cherchons le rabattement du rayon lumineux quand on fait tourner le plan qui le projette sur le plan de projection, de manière à amener ce plan à coïncider avec le plan XYZ. Déterminons d'abord la hauteur du point S au-dessus du plan XYZ. Prolongeons la droite SZ jusqu'au point/? où elle rencontre XY; suvpZ comme diamètre décrivons une demi-circonférence de cercle, et élevons au point S une perpendiculaire k pZ; nous obtenons ainsi le
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point S| : le segment SSi est égal à la hauteur du point S au-dessus du plan XYZ. Lorsque le plan projetant du rayon lumineux SR a tourné autour de sa trace sur le plan XYZ, le point S vient sur une perpendiculaire à SR en un point S' à une distance de S égale à SS< , et la droite S'R est la projection du rayon lumineux après le rabattement du plan projetant de ce rayon.
Décrivons une circonférence de cercle qui représente le contour apparent de la sphère donnée; par le centre O menons une parallèle à Taxe XZ. Le diamètre qu'on obtient ainsi est le grand axe de l'ellipse isométrique perspective du grand cercle qui limite la demi-sphère. Traçons cette ellipse.
Cherchons Tombre portée dans Tintérieur de cette demi-sphère en employant la méthode des plans sécants. Prenons des plans perpendiculaires au plan de projection et parallèles au rayon lumineux. La trace de l'un de ces plans est, par exemple, la corde ah menée parallèlement à SR ; ce plan sécant coupe la sphère suivant un petit cercle que nous amenons à être parallèle au plan de projection en le faisant tourner autour de ab. Ce plan sécant rencontre au point M le grand cercle qui limite la sphère, et ce point, après le rabattement du plan sécant, vient, sur la circonférence décrite sur ab comme diamètre, au pointMi où la perpendiculaire MM| à ab rencontre la circonférence.
Le rayon lumineux qui passe par le point M est maintenant rabattu suivant M< T, , parallèle à S'R. Cette droite rencontre le petit cercle au point Ti, et, quand le plan sécant reprend sa position, le point Tj vient sur ab au pied de la perpendiculaire abaissée du point ï< sur cette droite : le point ï ainsi obtenu est l'ombre portée par le point M.
La courbe d'ombre dans l'intérieur de la sphère est un grand cercle dont le plan rencontre le plan diamétral qui limite la sphère suivant une droite perpendiculaire à la projection du rayon lumineux sur ce plan diamétral. Cherchons ce diamètre perpendiculaire à Sr'. Nous pouvons déterminer sa direction, en construisant sur le plan des XZ, comme on le voit sur la figure, une perpendiculaire à Sr'. Nous pouvons encore opérer ainsi : menons parallèlement à Sr' des tangentes à l'ellipse isométrique perspective du grand cercle qui limite la sphère; la droite qui joint les points de contact de ces tangentes est le diamètre AB suivant lequel le plan de la courbe
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d'ombre porlée rencontre le plan diamétral qui limite la sphère. Faisons tourner ce plan diamétral autour de AB, de façon que le point M vienne au point T, Le point M décrit alors un arc de cercle dont le rayon est perpendiculaire à AB, par conséquent, c'est la parallèle Mm menée du point M à Sr'. La droite M/w, après la rotation, vient en mT. On a des points de la courbe d'ombre portée en cherchant ce que deviennent les points de l'ellipse isométrique AMB; on détermine ces points à l'aide de triangles semblables au triangle M m T. Ainsi, pour un point N, on mène la parallèle N/2 à Mm-, du point n on mène la parallèle n\ à mT; cette droite rencontre la parallèle NV à MT au point V, qui appartient à la courbe d'ombre portée. En réunissant les points ainsi obtenus, on a la courbe d'ombre portée; cette courbe est une ellipse qui est tangente en A et B à des droites menées de ces points parallèlement à la ligne mT; elle est doublement tangente^à la ligne de contour apparent de la sphère.
BEHARaUES A PROPOS DE LA PREUÉBE PARTIE DU COURS.
Nous terminons ici la première Partie du Cours, dans laquelle nous avons exposé les différents modes de représentation des objets supposés éclairés. Quant à l'emploi de ces modes de représentation, il est important de remarquer que si, pour l'étude d'un projet, on peut adopter tel ou tel système de projection avec lequel on est familiarisé, on doit toujours, lorsqu'on en vient à l'exécution, faire usage de celui qui conduit à des dessins de lecture facile.
En Architecture, les projets de bâtiment sont établis au moyen de plans, de coupes et d'élévations, auxquels il est utile de joindre une perspective de l'ensemble du projet.
Les perspectives cavalière ou isométrique, qu'on désigne aussi sous le nom àe perspectives rapides, sont très employées pour le dessin de détail dans Tlndustrie; elles ont le grand avantage de donner, au moyen d'une seule projection^ des figures faisant image et sur lesquelles on peut mesurer les dimensions de l'objet représenté.
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Il existe des appareils à Paide desquels on construit assez facilement la perspective des objets visibles. Le plus simple se compose d'une vitre, placée verticalement et servant de tableau, puis d'une carte percée d'un trou pour fixer la position de l'œil. On suit les contours des objets à représenter au moyen d'un crajon gras que l'on appuie sur U vitre.
Cet instrument perfectionné a conduit au diagraphe de Gavard. On obtient une perspective très nette dans la chambre noire de Porta. La chambre claire de Wollaston, perfectionnée par le colonel Laussedat, est un instrument portatif à l'aide duquel on obtient, avec un peu d'habitude, la perspective des objets visibles. On trouve l'explication de ces différents instruments dans l'excellent Traité de Perspective linéaire de M. de la Gournerie.
Afin de compléter l'étude de la perspective, on fera bien délire, dans le même Ouvrage, ce qui concerne les panoramas, les basreliefs ( * ) et les décorations théâtrales.
Nous avons laissé de côté les applications qu'on peut faire des modes de représentation des figures à la démonstration de certaines propriétés géométriques. La perspective conique on projection centrale aurait pu donner lieu à de grands développements ; à ce point de vue, on ne saurait trop recommander la lecture du Traité des propriétés projectiles des figures de l'illustre général Poncelet.
( ' ) Le Traité de Perspective relief de M. Poddba a été roccasion d'un Rapport très intéressa ni de Chasles {Comptes rendus des séances de l* Académie des Sciences, 12 décembre i853).
COURBES PLANES. - GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE
Courbes planes. — Rappel de défioitions et de résultats. — Courbe d'erreur. — Géométrie cinématique. — Définition et conventions. — Déplacement fini d'une figure plane sur son plan. — Déplacement infiniment petit d'une figure plane, centre instantané de rotation. — Déplacement d'une figure de l'espace parallèlement à un plan.
Rappel de définitions et de résultats (*). — Une courbe plane est le lieu des positions d'un point mobile qui ne se déplace pas en ligne droite et qui reste dans un même plan. Pour une position du point mobile, la direction du déplacement est celle de la tangente à la courbe.
La perpendiculaire à une tangente issue du point de contact de cette droite est une normale à la courbe. Le plan perpendiculaire à une tangente, mené du point de contact de cette droite, est le plan normal à la courbe. \! angle de contingence en un point d'une courbe est l'angle que la tangente en ce point à la courbe fait avec la tangente à la courbe au point infiniment voisin de celui-ci.
Le cercle osculateur en un point m d'une courbe est la circonférence tangente à la courbe au point m et qui passe par le point de la courbe infiniment voisin de m, ou encore on peut dire que le cercle osculateur est un cercle qui possède avec la courbe trois
( *) Éléments de Calcul infinitésimal, par Dcdaubl.
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points infiniment voisins communs. Il résulte de là que le cercle osculateur traverse généralement la courbe. Dans le voisinage du point pour lequel on considère le cercle osculateur, la courbe partage le pian en deux régions; oh ne peut pas passer d'une région à l'autre en coupant la courbe, si ce n'est en la coupant un nombre impair de fois, et réciproquement; par conséquent, le cercle osculateur traverse la courbe, puisqu'il la rencontre en trois points.
Il peut arriver, dans certains cas, que le cercle osculateur rencontre la courbe en plus de trois points ; c'est ce qui a lieu, par exemple, aux points où la courbe est rencontrée par un axe de symétrie. En ces points, le cercle osculateur et la courbe ont au moins quatre points communs. Lorsque le cercle osculateur a avec la courbe quatre points infiniment voisins communs, il ne traverse pas la courbe. Les points pour lesquels cette circonstance se présente sont appelés sommets.
En un point d'une courbe, le cercle osculateur peut se réduire à une droite; on a alors ce qu'on appelle un point d^ inflexion. En ce point d'inflexion, la courbe et sa tangente ont trois points infiniment voisins communs.
La courbure d'une courbe en un point est égale à l'angle de contingence en ce point divisé par l'arc infiniment petit qui se termine au point de contact des tangentes comprenant cet angle.
L'inverse de cette courbure est le rayon d'une circonférence qui a même courbure que la courbe donnée.
Si l'on place cette circonférence tangentiellement à la courbe an point m, elle prend le nom de cercle de courbure et se confond avec le cercle osculateur en m. Le rayon de cette circonférence qui aboutit au point m est le rayon de courbure de la courbe en ce point m ; le centre de cette circonférence est le centre de courbure de la courbe pour ce point m; ce centre de courbure est le point de rencontre de deux normales infiniment voisines (*).
En un sommet, le rayon de courbure est maximum ou minimum; au point d'inflexion, défini comme précédemment, le rayon de courbure est infini.
Si les points d'une courbe M sont les points d'intersection de
(^) On ne doit pas oublier qu'à côté de définitions je me borne à rappeler ici des résultats démontrés ailleurs.
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courbes infiniment voisines appartenant à une même série, la courbe M a, avec chacune de ces courbes, deux points infiniment voisins communs, c'est-à-dire qu'elle leur est tangente. La courbe M est Veni'eloppe de ces courbes infiniment voisines, et celles-ci prennent le nom d^ enveloppées de M.
Une courbe est l'enveloppe de ses tangentes.
Faisant usage de ce mot enveloppe^ on peut dire que l'ombre portée par une surface est l'enveloppe des ombres portées par ses génératrices. Ainsi, lorsque, dans la première Leçon, nous avons cherché l'ombre portée par une surface de révolution sur un plan horizontal, nous l'avons déterminée en traçant des lignes tangentes aux ombres portées par les parallèles de la surface; ces lignes d'ombre portée sont les enveloppes des ombres portées par les parallèles, supposés infiniment voisins.
De même, la ligne de perspective ou de contour apparent d'une surface est l'enveloppe des perspectives des génératrices de cette surface. Lorsque, par exemple, nous avons considéré en perspective cavalière les sections faites dans une sphère par des plans de front, nous avons eu une suite de circonférences de front dont les perspectives étaient des circonférences de cercle; l'enveloppe de ces" circonférences, supposées infiniment voisines, est la courbe perspective cavalière de la sphère.
Courbe d'errenr. — Lorsqu'une courbe est tracée et qu'on ne connaît pas sa définition géométrique, on a ce qu'on appelle une
Fig. 96.
courbe graphique. Proposons-nous de construire pour une pareille courbe la tangente au point m {fig- 96). Du point m comme centre décrivons un arc de cercle^ du point m menons une sécante
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qui rencontre la courbe donnée au point a; portons, à partir du point où la droite ma rencontre la circonférence et dans le sens de ma, un segment égal à ma : nous obtenons le point a'. Menons une autre sécante qui rencontre la courbe au point b] construisons de même le point 6', puis une troisième sécante qui rencontre la courbe au point c à Taide duquel nous déterminons le point c^, et ainsi de suite. Les points a', 6', c' sont reliés par une courbe qu'on appelle courbe d'erreur. Cette courbe rencontre la circonférence de cercle en un point : c^est le point pour lequel on a une sécante qui rencontre la courbe en un point à une distance nulle du point m : c^est la tangente en m.
GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE.
Définition et conventions. — Nous allons nous occuper des lignes décrites pendant le déplacement d'une figure plane qui glisse sur son plan. Nous commençons par là Tétude d'une branche de la Géométrie, que j'appelle Géométrie cinématique {^).
La Cinématique a pour objet l'étude du mouvement indépendamment des forces; la Géométrie cinématique a pour objet l'étude du mouvement indépendamment des forces et du temps, c'est-à-dire qu'elle a pour objet l'étude des déplacements. Nous réservons l'expression de déplacement pour un mouvement dans lequel on ne considère pas la vitesse (^).
(») C'est, je crois, le savant fondateur des Nouvelles Annales de Mathématiques, O. Terquem, qui, en 1869, dans un article de son intéressant Recueil, a. le premier, fait usage de cette expression. Depuis, elle a été employée en Allemagne. Le professeur ÀRo^cnoLD a publié, en 1872, un Mémoire relatif au déplacement plan, intitulé : Kinematisclie Mittlieilungen; Grutidzûge der kinemaiischen Géométrie,
Les titres des Mémoires suivants renferment des expressions analogues : A'inematisch-geometrische Untersuchungen der Bewegung àhnlich verànderlicher ebener Système, par L. Boriiester (1874), et Kinematisch-geometrische Tlieorie der Beschleunigung fiir die ebene Bewegung, par T. Rittershaus, etc.
(') « Il semble d'abord que, quand on a dit que la Mécanique est la réunion de toutes les vérités relatives aux mouvements ou aux forces considérées en général, on a suffisamment distingué cette science de toutes les autres. Mais on pourrait objecter que, dans la Géométrie, et surtout dans la théorie des lignes
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Les propriétés géométriques relatives aux déplacements des figures, intéressantes en elles-mêmes, sont utiles en Mécanique; employées en Géométrie comme on emploie les différentiations en Analyse, elles permettent d'arriver à des propriétés géométriques concernant des figures immobiles.
Pour l'exposition des propriétés relatives aux déplacements, nous adoptons les notations suivantes. Les points sont marqués par de petites lettres; les lignes décrites par ces points, c'està-dire leurs trajectoires, sont indiquées par les lettres qui indiquent ces points placées entre parenthèses : ainsi le point a décrit la trajectoire (a). Les lignes sont indiquées par de grandes lettres; les surfaces engendrées par ces lignes sont indiquées par les lettres, qui indiquent ces lignes, mises entre parenthèses : ainsi la ligne A engendre la surface (A).
Si l'on considère pour un point la surface sur laquelle il se déplace et que j'appelle sur/ace trajectoire du point, il faut avoir soin de distinguer cette surface de la surface engendrée par une ligne; nous l'indiquons par une lettre entre crochets : ainsi le point a a pour surface trajectoire [a].
Déplacement fini d'une figure plane sur son plan. — Étant données sur un plan deux figures égales, telles que l'on puisse amener l'une à coïncider avec l'autre par glissement sur le plan, on peut obtenir cette coïncidence par une simple rotation (*).
Le quadrilatère abcd {Jîg. 97) est égal au quadrilatère dV c d\
et des surfaces, on définit ces lignes et ces surfaces en déterminant le déplacement du point ou de la ligne qui les décrit, et que ce déplacement est déjà un mouvement. La réponse que je ferai à cette objection, c'est qu'il n'y a réellement mouvement que quand, l'idée du temps pendant lequel a lieu le déplacement étant jointe à celle du déplacement lui-même, il en résulte la notion de la vitesse plus ou moins grande avec laquelle il s'opère, considération tout à fait étrangère à la Géométrie, qui fait le caractère propre de la Mécanique et la distingue à cet égard de la Géométrie. » ( Ampéhe, Es$ai sur la Philosophie des Sciences, p. 63.) (*) Ce théorème, les théorèmes suivants et la méthode des. normales qui en résuite sont dus à Cqaslbs. (Voir, dans le Bulletin de la Société' mathématique de France, 18-8, le Mémoire qui a été présenté à la Société philomathique le 1 1 août 1829, et qui a pour titre : Mémoire de Géométrie sur la construction des normales à plusieurs courbes mécaniques, par Cuaslu, et, du même illustre géomètre, Aperçu historique sur l'origine et le développement des méthodes en Géométrie, p. 548; 1837.)
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et nous supposons que, lorsque le côté ab coïncide avec a! b\ les deux quadrilatères coïncident. Dans ces circonstances, nous allons montrer qu'il existe un point du plan autour duquel on peut faire tourner abcd de manière à Tamener à coïncider avec a'b'dd'.
Joignons le point a au point a', et élevons une perpendiculaire sur le milieu de la droite aa!. Joignons le point b au point f, et élevons une perpendiculaire sur le milieu de la droite bb\ Ces deux perpendiculaires se rencontrent en un point o; nous allons montrer que ce point o est le centre de rotation qui répond à Ja question.
Il résulte de la construction de ce point que ao = a'o et bo = Vo. Les deux triangles abo^ a'b' o sont alors égaux comme ayant leurs
trois côtés égaux chacun à chacun; l'angle aob est donc égal à l'angle aob\ et, par suite, l'angle aod est égal à l'angle bob'. En faisant tourner la figure autour du point o de manière que le point a vienne en a', alors le point b vient en 6', et, par suite, les deux quadrilatères coïncident.
Nous avons considéré deux quadrilatères, mais il est bien clair que Ton peut prendre une figure quelconque ^ les points de la première figure viendront coïncider, après la rotation autour du point o, avec les points correspondants de la deuxième ligure.
Ce que nous venons d'expliquer pour un déplacement fini est vrai pour un déplacement infiniment petit.
Déplacement infiniment petit d'une figure plane, centre instantané de rotation. — Dans le cas d'un déplacement infiniment petit, le point o prend le nom de centre instantané de rotation, et les droites, telles que aa', bb\ cc\ , . . sont des tangentes aux lignes * décrites par les points de la figure mobile. Les perpendiculaires
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élevées sur les milieux de ces droites sont des normales à ces trajectoires, et Ton voit ainsi que :
Pour un déplacement infiniment petit d^ une figure sur son plan, les normales aux trajectoires des points de cette figure passent par un même point qui est le centre instantané de rotation, et, si l'on ne parle pas d*un déplacement infîniment petit, on peut dire : Pour une position quelconque d'une figure plane que l'on déplace d'une manière continue sur son plan, les normales, issues des points de la figure, aux trajectoires de ces points passent par un même point.
Il suffit de donner les trajectoires de deux, points de la figure mobile pour connaître tout ce qui est relatif au déplacement de cette figure. Si, par exemple {fig* 98), la droite aè, de grandeur
Fie- 98.
invariable, se déplace de façon que le point a reste sur sa trajectoire (a), le point b sur sa trajectoire (6), le centre instantané de rotation est le point de rencontre des normales issues des points a et b aux trajectoires (a), (b); la normale à la courbe décrite par un point m entraîné par le déplacement de abj c'est-à-dire lié invariablement à ab^ est alors, d'après ce que nous venons de dire, la droite mo, qui joint le point m au centre instantané o.
Du point o abaissons sur la droite ab la perpendiculaire oe] la tangente à la trajectoire du point e est la droite ab elle-même. En vertu de la rotation infiniment petite autour du point o, le point e se déplace alors sur ab; il est donc l'intersection de ab avec ce segment arrivé dans sa position infiniment voisine; il appartient, par suite, à la courbe enveloppe de ab. On détermine donc le point où la droite ab touche son enveloppe en projetant sur cette droite le centre instantané de rotation.
Le même raisonnement s'applique à une courbe entraînée en même temps que aè, et l'on voit que le point où cette courbe
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touche son ens^eloppe est le pied de la normale qui lui est abaissée du centre instantané de rotation.
Déplacement d'une fignre de l'espace parallèlement à nn plan. — Ce que nous venons de dire pour une figure plane qui glisse sur son plan s'étend, dans l'espace, au cas d'une figure qui se déplace parallèlement à un plan, avec cette différence, qu'au lieu d'uo centre instantané de rotation, on a un axe instantané de rotation perpendiculaire à ce plan. Ceci est applicable à un segment de droite qui se déplace dans l'espace; les différents points de ce segment décrivent des trajectoires, et les tangentes à ces trajectoires issues des points de la droite sont parallèles à un même plan, comme il est facile de le voir en considérant d'abord un déplacement fini. /> déplacement infiniment petit d^'un segment de droite dans l'espace peut donc s'obtenir au moyen d'une rotation autour d'une droite, et l'on peut alors énoncer cette propriété : Les plans normaux aux trajectoires de tous les points d'une droite se coupent suiçant une même droite (* ).
(*) Chasles a énoncé ce théorème, ainsi que beaucoup d'autres, dans ud tivf beau travail inséré, en i843, dans les Comptes rendus des séances de l'Academiedes Sciences, et intitulé Propriétés géométriques relatives au mouvement infiniment petit d'un corps solide libre dans Vespace,
Dans le même Recueil, en 1860 et 1861, Ciusles a publié aussi Propriétés relatives au déplacement fini quelconque, dans l'espace, d'une figure de forme invariable. Ce Mémoire est suivi d'une intéressante Notice historique sur la question du déplacement d'une figure de forme invariable, à laquelle je renvoie le lecteur.
Aux noms qui figurent dans cette Notice on peut ajouter ceux de : A. Boioom, C.-J. GiULio, G. Bbllavitis, D. Turazza, Sumofp, A. Catlet, Ligoixe, Nicolaidês. Habicu, Hato» de la Goopilliëre, Jordan, Brisse, Darbocx, d'Ocagsie, A. Scbcmaki. Dewulf, LaisanTi Sciioe!(plies, VanÊcbk et quelques autres que j'aurai roccasîon de citer plus loin.
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QUATORZIÈME LEÇON
GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE (suite).
Déplacement continu d'une figure plane sur son plan. — Développante, développée. — Développante d'une courbe sans point singulier, ou avec point singulier. — Développantes de la développée d'une ellipse. — Déplacement sur son plan d'une figure de grandeur variable. — Droite mobile de grandeur variable. — Construction du centre de courbure d'une ellipsç.
Déplacement continu d'une figure plane sur son plan. — Nous avons vu que le déplacement inGnlment petit d'une figure plane sur son plan est une rotation infiniment petite autour d'un point qu'on appelle centre instantané de rotation. Considérons maintenant le déplacement continu d'une figure plane sur son plan.
Pour les diverses positions de la figure mobile on a {fig* gg), sur le plan fixe, une suite de centres instantanés de rotation c, C|, Ca, ...; sur le plan de la figure mobile, on a les points </,(/',..., qui deviennent successivement ces centres de rotation. Les points c, C|, C2, • • . appartiennent à une courbe F qui est sur le plan fixe; les points {/, c", ... sont sur une courbe M tracée sur le plan de la figure mobile. Les courbes F et M ont en commun le point c, qui est le centre instantané de rotation pour la position de la figure que nous considérons. Les deux courbes F et M sont tangentes entre elles au point c; car l'angle compris entre leurs tangentes
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au point c est infiniment petit, puisque c^est de cet angle qu'il faut faire tourner la figure mobile pour amener cf à coïncider avec C|. On a donc une courbe M qui, dans chacune de ses positions, est tangente à F, et dont les diflférents points viennent coïncider successivement avec les points de la courbeF^ en outre, chacun des points de M ne reste en coïncidence qu'avec un seul point de F. La courbe M roule alors sur la courbe F sans glissement, et l'on voit ainsi que le déplacement continu d^une figure plane sur son plan peut être obtenu en considérant sur le plan de la figure mobile une certaine courbe qui roule sans glisser sur une courbe du plan fixe.
Le roulement d'une courbe sur une autre est appelé déplacement épicycloïdal ; on peut dire alors que le déplacement continua^ une figure plane sur son plan est un déplacement épicycloïdal,
La trajectoire (m) d'un point m prend le nom particulier de roulette, La courbe F porte le nom de ba^e de la roulette.
En se reportant à ce que nous avons dit précédemment, on voit que la normale à la roulette décrite par le point m, lorsque ce point occupe sur cette courbe une position à laquelle correspond le centre instantané c {qui est le point de contact de ¥ et de M), c'est la droite me.
Si la courbe F et la courbe M sont des circonférences de cercle, un point de la circonférence M décrit une roulette qu'on appelle épicycloide. Un point du plan de cette circonférence M,^silué à l'intérieur de cette courbe, décrit une épicycloïde qu'on appelle raccourcie j et un point, au dehors de la circonférence M, décrit une épicycloïde allongée.
Dans le cas où la courbe fixe est réduite à une droite, la courbe mobile étant toujours une circonférence M, on a, pour un point du plan de cette circonférence entraîné pendant le roulement de cette courbe sur la droite fixe, une cycloïde, ou une cycloïde raccourcie, ou une cycloïde allongée^ selon que le point est sur M, en dedans ou en dehors de M.
Prenons un exemple de figure mobile, et cherchons la ligne fixe et la ligne mobile à l'aide desquelles on obtient le déplacement de la figure de grandeur invariable par le roulement d'une courbe sur une autre.
Supposons que la figure de forme invariable soit {fig, loo) un
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segment de droite ab de grandeur invariable : le point a décrit la ligne droite (a), le point b décrit la ligne droite (6). Dans la position qu'occupe la droite aby le centre instantané s'obtient en menanty des points a et b, des perpendiculaires aux lignes décrites par ces points; ces droites se coupent en un point c qui est le centre instantané de rotation. L'angle acb est le supplémentaire de l'angle en o formé parles deux droites (a) et (6); par conséquent, sur le plan de la figure mobile, le point c appartient au segment
Fig.
1 V ii V
^ — niyb '
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capable de Tangle acb décrit sur la droite ab ; il est sur la circonférence oacb^ qui est alors la courbe M.
Le diamètre oc de cette circonférence étant de grandeur constante, le lieu des points tels que c est, sur le plan fixe, la circonférence décrite du point o comme centre avec oc pour rayon ; cette circonférence est la courbe fixe F; on voit qu'elle est tangente enc à la circonférence oacb. Ainsi, la circonférence dont le centre est au point o est la ligne fixe F et la circonférence oacb est la ligne mobile M.
D'après ce qui précède, la circonférence M roule sans glisser dans l'intérieur de la circonférence F, le point a décrit le diamètre oa^ le point b décrit le diamètre ob ; de même un point quelconque de la circonférence M décrit un diamètre de la circonférence fixe F.
De là on peut conclure la nature de la courbe décrite par un pioint quelconque m du plan de la circonférence mobile. Joignons le point m au point i, centre de M; ce diamètre rencontre la cir-
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conférence M aux points e, g. Pendant le roulement de M, le point e se déplace sur le diamètre oe, le point ^ sur le diamètre og\ le point m décrit donc une courbe qu'on peut considérer comme engendrée par un point d'une droite ge de grandeur invariable dont les extrémités e, g décrivent les côtés d'un angle droit. Le point m décrit donc une ellipse dont les axes coïncident avec œ et ogj et dont les longueurs des demi-axes sont me, mg.
Ceci permet de retrouver la construction donnée précédemment (p. 1 18) pour obtenir les axes d'une ellipse, connaissant deux diamètres conjugués. La normale en m à l'ellipse décrite par ce point est la droite cm, qui passe par le centre instantané c\ cette droite rencontre la circonférence M en un point rf, et, comme od est perpendiculaire k cnty od est une parallèle à la tangente en m à l'ellipse, c'est-à-dire que od est le diamètre dont la direction est conjuguée du diamètre om.
Pour avoir la longueur de ce diamètre conjugué de om, considérons le point m comme un point de la droite cd. Pendant le roulement de M, cette corde, qui est de grandeur invariable, se déplace dans l'angle cod ; le point c glisse sur la droite oc et le point d décrit la droite od. Lorsque le point c est venu au point o, le point m est venu sur la droite od en un point /i, tel que on= cm; le point n ainsi obtenu est l'extrémité du diamètre conjugué du diamètre om.
D'après cela, on procède de la façon suivante pour construire les axes d'une ellipse, connaissant les diamètres conjugués om et on : Du point m on abaisse une perpendiculaire sur on; on porte sur cette perpendiculaire, à partir du point m, une longueur mc= on-^ on joint le point o au point c, et l'on décrit sur cette droite une circonférence de cercle. On Joint le point m au centre de cette circonférence par une droite qui la rencontre aux points e, g; les droites oe, og sont les axes de l ellipse, et les segments me y mg sont les longueurs des demi-axes de cette courbe {*). On voit facilement que le segment porté à partir du
(*) C'est en 1857, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, p. 188, que j'ai donné pour la première fois cette construction. Depuis, dans le même Recueil (1878), j'ai montré comment on en dédui( la construction, bien connue, due à Chasles.
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point m pour obtenir le point c peut être porté dans l'autre sens : la construction s'achève toujours de la même manière.
Enveloppe d^un diamètre d'une circonférence M qui roule sur une circonférence F. — Le point de contact c de ces deux circonférences (fig> loi) étant le centre instantané de rotation, on a le point où ce diamètre touche son enveloppe en prenant le pied e de la perpendiculaire abaissée du point c sur ce diamètre. Le lieu des points analogues au point e est alors la courbe enveloppe du diamètre ab. On peut considérer le point e comme un point de la circonférence (i) tangente en c à M et dont le rayon est moitié du rayon de M; ce point e est tel, que pendant le roulement de (i)
à l'intérieur de M il décrit le diamètre ab. On a l'arc ec de la circonférence (i) qui est égal à l'arc ac de M. Prenons l'arc oc égal à l'arc ac; on peut considérer (i) comme tangente d'abord en son point e à F en o. Lorsque cette circonférence (i) roule sans glisser sur F et vient toucher cette courbe en c, la roulette décrite à partir de o vient en c tangentiellement à ab. Cela est vrai, quelle que soit la position de M : donc, le lieu des points tels que e, c'est-à-dire l'enveloppe de ab^ est l'épicyclolde engendrée par ce point lorsque la circonférence (i) roule sur la circonférence F.
On démontre de la même manière que, si une circonférence (2) roule à l'intérieur de M, un point ef de cette courbe engendre une épicycloïde E et que l'enveloppe de cette courbe, entraînée en même temps que M, n'est autre que l'épicycloïde engendrée par le point e! de la circonférence (2) qui roule sur la circonférence F.
Développante, développée. — Prenons comme courbe fixe une
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courbe quelconque et comme ligne mobile une tangente à cette courbe.
Pendant le roulement de cette tangente, chacun de ses points décrit une courbe ; ces courbes rencontrent à angle droit les diverses positions de cette tangente : ce sont donc les trajectoires orthogonales des tangentes de la courbe fixe. Elles ont pour normales communes ces tangentes, et, comme elles interceptent sur ces droites des segments égaux, ce sont des courbes parallèles. Toutes ces courbes, trajectoires orthogonales des tangentes de la courbe fixe, portent le nom de développantes de cette courbe, et, par rapport à ces courbes, la courbe fixe porte le nom de développée (*).
La développée d'une courbe est l'enveloppe des normales à la courbe, et, comme nous avons rappelé que Je point de rencontre de deux normales à une courbe, qui sont infiniment voisines, est un centre de courbure de celte courbe, nous pouvons dire que la développée d'une courbe est aussi le lieu des centres de courbure de cette courbe.
Une courbe n'a qu'une développée; elle a une infinité de développantes.
Développante d'nne courbe sans point singulier, on avec point sis* golier (2). — Traçons une développante d'une courbe fermée.
Fig. loa.
Considérons (^^. 102) les tangentes qui touchent cette courbe aux points I, 2, 3, .... En prenant la trajectoire orthogonale de ces tan-
( * ) HuYGENs, Horologium oscillatorium tl De linearum curvarum evolutione et dimensione.
(') Parmi les géomètres qui se sont occupés des points singuliers, je citerai : MM. Caylet, Quarterly Journal^ t. VII; de la Gocbsiebib, /our/ia/ de Ataihéma-
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gentes à partir du point m, on a pour développante une branche qui s'étend à l'infini. Si l'on prend les tangentes aux points i', 2', 3', ... sur la courbe dans le sens opposé à celui d'abord considéré, on a, à partir du point m, l'autre branche de la développante, qui s'étend aussi à l'infini. On a au point m un point pour lequel les deux branches de la développante sont tangentes à la normale en /?? à la courbe fixe. Le point m est donc sur la développante un point de rebroussement de première espèce, et l'on voit que la développante rencontre la courbe fixe en un point de rebroussement de première espèce. Nous supposons évidemment que le point m est un point ordinaire sur la courbe fixe.
Lorsque les deux branches d'une courbe sont tangentes à une même droite et situées d'un même côté de cette droite, on a un point de rebroussement de deuxième espèce. On rencontre un pareil point en cherchant la développante d'une courbe qui présente un point d'inflexion.
Si l'on prend la développante qui part d'un point m {fig* io3)
Fig. io3.
d'une courbe qui présente un point d'inflexion au point ï, on a, à partir du point m, la trajectoire orthogonale des tangentes dont les points de contact sont les points de l'arc mi\ cette courbe rencontre en r la tangente au point d'inflexion, et, à partir de ce point, il y a une branche de courbe trajectoire orthogonale des tangentes dont les points de contact sont sur le prolongement de l'arc mi, La développante présente au point r un point de rebroussement de deuxième espèce.
tiques de Liouville, 2* série, t. XIV et XV; Stolz, MathematUche Annaleriy t. VIII et t. XV; NôTHER, Mathematische Annalen, t. IX; Halphen, Recueil des Savants étrangers y t. XXVI, et Bulletin de la Société mathématique de France, t. III, IV, V; Étude sur les points singuliers des courbes algébriques planes (Appendice aa Traité des courbes planes de G. Salmon); Smith, Proceedings of London mathematical Society, t. VI; Zbuthe!<, Mathematische Annalen, t. X. A cette liste on doit ajouter le nom de Pdiseux, qui, le premier, a fait Tétude d'une fonction algébrique dans le voisinage d'une valeur singulière.
Si l'on cherche la développante d'une courbe qui a elle-même un point de rebroussement de deuxième espèce, on trouve encore une branche de courbe qui présente un point de rebroussement / de deuxième espèce situé sur la tangente à la courbe donnée en son point de rebroussement. La différence qui existe entre le point / trouvé maintenant et le point r trouvé précédemment, c'est que le point t est un sommet, puisqu'en parcourant la développante on trouve successivement, pour les points de cette courbe, des rajons de courbure allant d'abord en croissant jusqu'à ce qu'on arrive au rayon de courbure de la courbe en t, et à partir de ce rayon de courbure ils vont en décroissant ; au point ^ on a donc un rayon de courbure maximum, tandis que, pour la courbe qui présente un point d'inflexion, on a un rayon de courbure allant constamment en croissant lorsque l'on parcourt cette courbe depuis le point m jusqu'au point r, puis à partir du point r sur l'autre branche du point de rebroussement.
Cherchons la développante d'une courbe qui a des branches infinies. Prenons une hyperbole (^^. io4) et un point m de cette
Fig. 104.
courbe; traçons la trajectoire orthogonale des tangentes dont les points de contact sont i, 2, 3 et ainsi de suite jusqu'à l'infini. On a une branche de courbe partant normalement à l'hyperbole et venant rencontrer l'asymptote au point a à angle droit. Puis on doit prendre les points 4> 5, 6 de l'autre branche, à partir de l'infini, et les tangentes en ces points, pour tracer la trajectoire orthogonale de ces tangentes à partir du point a, La développante vient rencontrer de nouveau la courbe au point m', repart de ce point m', rencontre de nouveau l'autre asymptote et continue ainsi de suite.
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On a successivement sur la courbe des points de rebroussement pour cette développante, et aux points où cette ligne rencontre les asymptotes on a des points d'inflexion.
Prenons comme autre exemple une courbe située d'un même côté par rapport à Tune de ses asymptotes. Partant d'un point m de cette courbe {fig* io5), on a un arc de courbe normal en m à
Fig. io5.
la courbe donnée et qui rencontre à angle droit l'asymptote en a. Continuant à partir du point a, on a une branche de courbe qui vient rencontrer la courbe donnée au point m'; en ce point on a un point de rebroussement ainsi qu'au point m. Nous voyons sur cet exemple un point de rebroussement de première espèce en m pour lequel le rayon de courbure de la développante est nul, et en a un point de rebroussement de cette même développante pour lequel le rayon de courbure est infini.
Développantes de la développée d'une ellipse. — Traçons la développée d'une ellipse {Jig- 106). Cette développée est l'enveloppe
Fig. 106.
des normales à la courbe; elle a quatre points de rebroussement réels situés sur les axes de l'ellipse. Les développantes de cette dé
veloppée sont des courbes parallèles à l'ellipse, c'est-à-dire des courbes qu'on obtient en portant sur les normales à l'ellipse des segments égaux entre eux.
Parlant du point m de cette développée, on a une courbe (1) qui a quatre points de rebroussement sur la développée de l'ellipse.
Partant du point m'y on a une courbe qui présente toujours quatre points de rebroussement, mais qui a en outre deux points doubles situés sur le grand axe.
Enfin, partant du point n situé sur une tangente à la développée de l'ellipse, on a une courbe dont la forme rappelle la forme même de l'ellipse.
Il est important de connaître les formes de ces courbes parallèles à l'ellipse. On les rencontre, par exemple, quand on cherche la projection orthogonale d'un tore sur un plan oblique par rapport au plan qui contient le centre de la sphère, variable de position, mais de grandeur constante, qui engendre le tore. Le centre de cette sphère mobile décrit dans l'espace un cercle dont la projection est une ellipse; sur le plan de projection le contour apparent de cette sphère est une circonférence de cercle décrite d'un point de cette ellipse comme centre, avec un rayon égal au rayon de la sphère mobile. On a donc à considérer la courbe enveloppe d'une suite de circonférences de cercle ayant des rayons égaux et dont les centres sont sur une ellipse. L'enveloppe est une courbe parallèle à l'ellipse ; on l'obtient en portant sur les normales à l'ellipse une longueur constante égale au rayon de ces circonférences. Le contour apparent du tore est donc une ligne qui, selon la position du tore par rapport au plan de projection, a l'une ou l'autre forme des développantes de la développée de l'ellipse.
Déplacement sur son plan d'une figure de grandeur Tariable. Droite mobile de grandeur variable. — Relativement au déplacement d'une figure plane sur son plan, nous avons jusqu'à présent considéré une figure de grandeur invariable; nous allons montrer par un exemple comment on peut résoudre certains problèmes relatifs à une figure variable de forme, en profitant des éléments de cette figure qui restent de grandeur invariable (* ).
( ' ) Voir CHÀSLESy Mémoire de Géométrie sur la construction des normales à
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Prenons une droite mobile ab qui enveloppe une courbe donnée E {fig' 107), la longueur de celte droite étant définie par les courbes sur lesquelles doivent se trouver les extrémités a et 6. Ainsi le point a reste sur la courbe (a), le point b sur la courbe (6). Sur cette droite construisons un triangle abm semblable à un triangle donné. Construisons ainsi, pour chacune des positions de la droite ab, un triangle tel que abm, les points tels que m appar-
Fig. 107.
tiennent à une courbe (/w). Nous nous proposons de déterminer au point m la normale à cette courbe.
Puisque les triangles tels que abm restent semblables à un triangle donné, Tangleen a est de grandeur invariable. Lorsque le point a se déplace infiniment peu sur sa trajectoire, le côté ae de cet angle restant toujours tangent à la courbe E, le centre instantané de rotation a est au point de rencontre de la normale en a à la trajectoire de ce point et de la normale en e à la courbe enveloppée par ab. Au moyen de ce centre instantané a on obtient le point /y où am touche son enveloppe, en prenant le pied de la perpendiculaire abaissée du point a sur am.
De même, on a, pour le déplacement infiniment petit de l'angle mobile abm de grandeur invariable, le centre instantané ^ à l'aide duquel on obtient le point g^ où le côté mb touche son enveloppe, en abaissant une perpendiculaire du point ^ sur ce côté et en prenant le pied de cette perpendiculaire.
On a maintenant un angle de grandeur invariable m, dont les
plusieurs courbes mécaniques ( Bulletin de la Société mathématique de France, t. VI, p. a22) cl le Supplément de la quinzième Leçon.
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côtés sont tangents à deux courbes ; le centre instantané relatif an déplacement infiniment petit de cet angle est le point de rencontre jx des normales à ces courbes issues des points/ et ^. Le point fjL étant le centre instantané relatif au déplacement de l'angle m, la normale à la courbe décrite par le point m est la droite [xm.
Cet exemple montre comment on peut déterminer la normale à la courbe décrite par un point d'une figure de grandeur variable, en profitant des éléments de cette figure qui restent de grandeur invariable pendant son déplacement.
Le triangle qui a pour sommets les trois points a, p, [jl est semblable au triangle abm ; on a
a(x _ am jjL^ ~" mb
Prenons le cas particulier où le triangle se réduit k anib^ le point m! étant sur ab] le point jjl', analogue au point jx, est alors sur a^, de façon que
jjl'P ~ m' b ce qui donne le résultat suivant :
On partage un segment de droite ab de grandeur variable en segments proportionnels à deux segments donnés au point m'; pour avoir la normale à la courbe lieu des points tels que m\ on mène la normale en a à la trajectoire de ce point, cette droite rencontre, au point a, la normale issue du point e à Venveloppe de la droite mobile. On détermine de même le point p sur la normale ea. On prend sur a^ un point |jl', placé par rapport aux points a, p comme le point m' est placé par
rapport aux points a et b, c'est-à-dire tel que ^ soit égal à —TT ; la normale à la courbe lieu des points m! est la droite ml jx'.
Inversement, si une droite mobile est déplacée de façon que trois courbes données (a), (m'), (6) la partagent en segments proportionnels, on obtient, pour une position de cette droite, le point où elle touche son enveloppe en menant une perpendiculaire à la
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droite ab qui soit partagée par les normales a a, m'(jL', 6^, de façon qu'on ait sur cette perpendiculaire les points a, |ji' et P tels que
au.' am' ^ i • , t i .
-rs=— rret en prenant le point ou cette perpendiculaire rencontre ab.
Remarque. — Si la droite mobile reste, pendant son déplacement, normale à l'une des courbes données, (a) par exemple, le point où elle touche son enveloppe est un centre de courbure de (a). Voici une application de cette remarque.
Constructions da centre de courbare d'une ellipse. — Prenons trois lignes : Tune est une ellipse {m){Jig, io8), les deux autres sont les axes de cette courbe. Une normale quelconque à l'ellipse mab
Fig. io8.
est, comme l'on sait, partagée par ces trois lignes en segments proportionnels. On peut alors déterminer le point où cette normale touche son enveloppe, c'est-à-dire le centre de courbure de Tellipse correspondant au point m. La normale au point m à l'ellipse est la droite mobile elle-même; la normale en a à la ligne sur laquelle doit rester ce point est la perpendiculaire élevée de a au grand axe ; de même pour le point b.
On doit donc construire une perpendiculaire à la normale qui soit partagée, par la normale ma et par les perpendiculaires aux axes menées des points a et b, en segments proportionnels à ma
et mè, c'est-à-dire qu'on doit avoir -!^ = ^*
Les triangles uot, bca sont semblables comme ayant leurs côtés respectivement perpendiculaires. En vertu de la proportion précédente, les droites mab, pa^ sont homologues relativement à ces triangles. Le point [x partage donc a6, comme m partage ut.
De là différentes constructions; en voici quelques-unes : Menons ae parallèlement à tu^ on a
tm _ ad _ «{A mu ~ de ~ \kb
1° Le point |jl peut donc s'obtenir ainsi :
Au point a, où la normale en m rencontre l'un des a^es, on mène une perpendiculaire à cette normale ; cette droite rencontre le diamètre qui passe en m en un point d\ on abaisse de ce point une perpendiculaire sur Vaxe dont on a considéré le point de rencontre açec la normale : cette perpendiculaire rencontre la normale au centre de courbure (jl de la courbe ( *).
Il est évident que cette construction est vraie, qu'on l'applique à un axe ou à l'autre. Nous l'emploierons plus tard pour déterminer le centre d'une conique lorsque l'on donne l'un des axes, un point de la courbe et le centre de courbure correspondant.
2° On mène la droite ua, elle coupe la parallèle à ot menée du point m en un certain point : la parallèle à oby menée de ce point, coupe la normale en m au centre de courbure cherché,
i^ Les perpendiculaires aa^bp aux axes de r ellipse se rencontrent en c, on abaisse de ce point une perpendiculaire sur le diamètre om : cette droite rencontre la normale en /» au centre de courbure |jl.
La perpendiculaire abaissée du point c sur om est, en effet, l'homologue de om et détermine le point jx qui correspond au point m.
Remarque. — Projetons a et ^ en y et r sur les axes^ on démontre facilement que la droite rq est parallèle à mo et contient jjl. Cette remarque sera utile plus loin (p. 202).
{*) M. Lagcerbb a donné une construction analogue pour le cas de Tcspace dans son travail Sur la détermination, en un point d'une sur/ace du second ordre, des axes de l'indicatrice et des rayons de courbure principaux {Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3« série, t. IV, p. 247). Voir aussi, sur le même sujet, un article que j'ai publié dans le môme Recueil, 3' série, t. VIII, page 167.
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GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE (suite). — COURBES GAUCHES.
Construction du centre de courbure d'une épicycloïde. — Construction du centre de courbure d'unecourbe entraînée dans ledéplacementépicycloïdal. — CycloTde. — Courbes gauches. — Plan osculateur. — Projections diverses d'une courbe gauche. — Hélice. — Projections d'une hélice. — Perspective cavalière d'une hélice. — Rayon de courbure d'une hélice.
SuppLÉMBNT. Démonstration du théorème énoncé page 177, applications de ce théorème. — Géométrie cinématique. — Construction des centres de courbure des lignes décrites pendant le déplacement d'une figure plane sur son plan. — Centre de courbure de la ligne décrite par un point d'une figure mobile de grandeur variable. — Construire le centre de courbure de la développée d'une ellipse, — Sur le déplacement infiniment petit d'une figure polygonale de forme variable. — Sur les quadrilatères articulés.
Construction dn centre de courbure d'une épicycloïde. — M {fig> 109) est la circonférence qui roule sur la circonférence fixe F, m est le point qui engendre l'épicycloïde.
Joignons le point m au point de contact a des circonférences et M. La droite ma est la normale au point m à l'épicycloïde.
Joignons le point m au centre c de la circonférence M, et par le centre o de la circonférence F menons une parallèle à la droite me \ cette droite rencontre la normale ma au point 6. Les triangles nxac^ boa sont semblables, et Ton a
me _ oh ca ~~ oa
Dans cette proportion, les segments me, ca, oa sont de grandeur constante, quelle que soit la position de la circonférence mobile; le segment ob est alors aussi de grandeur constante. Le lieu des points tels que b est donc la circonférence décrite du point o comme centre avec ob pour rayon.
Les triangles semblables mac, boa montrent aussi que le rapport de ma à mb est constant. La droite ma est donc partagée, quelle que soit la position de la circonférence M, par Tépicycloïde, la circonférence fixe F et la circonférence concentrique à celle-ci qui passe par le point 6, en segments proportionnels.
On peut alors construire le point où cette droite touche son enveloppe. La normale au point m à l'épicycloïde est la droite /?ia; la normale au point a à F est le rayon ao ; la normale en b à la circonférence qui contient ce point est le rayon bo. On doit alors mener une perpendiculaire à la droite ma qui soit partagée par ces trois droites en segments proportionnels à ma et mb. Pour cela, on élève au point a une perpendiculaire à ma; elle rencontre la droite me au point d\ la droite do coupe la normale ma au point (JL : ce point [x est le centre de courbure demandé (' ).
Pour le faire voir, prolongeons la droite ad jusqu'au point e et menons parallèlement à cette droite la ligne |Jia^ ; on a
(xa __ <ia _ ma jjL^ ~ é/e ~ mh
Le point [x est donc bien le pied de la perpendiculaire partagée par les normales aux trois courbes en segments proportionnels à m,a, mb; c'est le centre de courbure de Tépicycloïde.
Pour avoir la relation qui existe entre le rayon de courbure mjjL
(') Cette construction, généralement attribuée à Savart, est due à EuLsa [JVouveaux Commentaires de Saint-Pétersbourg pour 1766, t. XI, p. 209).
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et les rayons des deux circonférences M et F, que nous désignerons par R3, et R^, nous faisons usage du lemme suivant :
On donne un angle de sommet s {fig, 110) et un point 0 dans l'intérieur de cet angle; on mène de ce point une transversale
Fig. no.
quelconque qui rencontre les côtés de l'angle aux points a et h, quelle que soit cette transversale ( * ), on a
( 1 r ) ^—. — = const.
\ao 00 1 %\vibos
Appliquons ce lemme. Prenons {fig> 109) Tangle mdo et les deux transversales mb^ co qui passent par le point a. On a
oad
Appelons p le rayon de courbure m[JL et cp l'angle mac\ cette formule peut s'écrire
lia p — ma ~ \Rm I^f/ cos
cos^
Telle est la relation qui permet de déterminer p, connaissant l'angle ç et la portion de normale ma comprise entre le point décrivant et le point de contact des deux circonférences.
(•) Voir dans ma brochure : Transformation des propriétés métriques des figures à t'aide de la théorie des polaires réciproques (Mallet-Bachelier, 1857, p. 3), Toriginc de ce théorème et une démonslration directe. Le supplément à celte leçon contient une autre démonstration de ce théorème et quelques applications. Ce théorème, du reste, peut être souvent très utilement employé; j'en ai fait beaucoup usage dans un Mémoire d'Optique géométrique [Atti délia R. Accademia dei Lincei (1 88^-1 885) ; Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1886].
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Constraction du centre de courbure de Tenveloppe d'une courbe entraînée dans le déplacement épicycloîdal. — La construction du centre de courbure de la courbe décrite par un point permet de trouver le centre de courbure de la courbe enveloppe des positions d'une courbe entraînée dans le mouvement.
Pour le faire voir, démontrons d'abord le lemme suivant :
Deux courbes parallèles entraînées dans le déplacement épicycloîdal ont pour enveloppes des courbes parallèles entre elles.
Pour une position quelconque de la figure, les points où ces courbes touchent leurs enveloppes sont les pieds des normales qui leur sont menées par le point de contact a de la courbe mobile et de la courbe fixe. Comme ce sont des courbes parallèles, la normale à Tune est normale à l'autre, et le segment w/i, compris entre les pieds de cette normale sur les courbes entraînées, est de grandeur constante, quelle que soit la position de la figure. On voit ainsi que les courbes enveloppes ont pour normale commune la droite am, et la portion mn de cette normale, comprise en ire les enveloppes, est une longueur constante : donc les enveloppes sonl aussi des courbes parallèles entre elles.
Dans le cas particulier où la courbe entraînée est une circonférence de cercle, la courbe enveloppe se compose de branches parallèles distantes entre elles d'une longueur égale au diamètre de celle circonférence, et ces branches sont aussi parallèles à la courbe engendrée par le centre de celte circonférence.
Prenons maintenant une courbe quelconque C {fig- 1 1 1). Du point de contact a de F et de M menons une normale ap à celle courbe ; prolongeons ap jusqu'au centre de courbure y de la courbe entraînée, et du point y coname centre décrivons avec ^p pour rayon le cercle de courbure de la courbe C. Sur la courbe mobile M prenons un point «' infiniment voisin du point a\ en menant du point a' une normale à la courbe entraînée G et une normale à son cercle de courbure, on obtient deux points q^ r, qui sont l'un et l'autre infiniment voisins du point /?, et l'angle ra\] est infiniment petit du second ordre (*).
(«) En général, si l'on considère une courbe ayant avec C un contact de Tordre n en /?, les normales à ces courbes abaissées de a', qui est iaûnimcnt près de ap.
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Après ua déplacemenl infiniment petit de M, le point à! devient le centre instantané a,, le point q vient au point q^y qui est un point de la courbe enveloppe E de la courbe C entraînée, et le point r vient au point Ti, qui est un point de la courbe enveloppe du cercle de courbure entraîné. Les points q^ et i\ sont infiniment
Fig. III.
voisins du point /?, et Tangle r^asq^^ qui est égal à l'angle ra!q^ est toujours infiniment petit du second ordre. Les développées des courbes enveloppes, qui sont des courbes tangentes à la normale /?a, doivent alors toucher cette droite au même point : on voit ainsi que les courbes enveloppes de la courbe entraînée et de son cercle de courbure sont des courbes osculatrices (* ).
Mais, en se reportant au lemme, le cercle de courbure a pour enveloppe une courbe parallèle à la ligne décrite par le point y ; on a donc le centre de courbure de E en construisant le centre de courbure de la courbe décrite par le point y (^)-
Cycloïde. — Ce que nous avons dit pour Tépicycloïde est applicable à la cycloïde. La construction du centre de courbure de la cycloïde engendrée par le point m {Jig* 1 1 a) est la suivante : on
c esl-à-dire les tangentes à leurs développées qui partent de a'j font entre elles un angle inûniment petit du /i'*"** ordre. Il est facile d'énoncer la réciproque.
(*) De la même manière, on démontre le théorème suivant : Deux courbes ajant entre elles un contact du /ï"''"* ordre au point p ont pour enveloppes des courbes ayant entre elles en ce point un contact de ce même ordre.
C) Résulut dû àEuLER {loc. cit.). Voir Siussi Des méthodes en Géométrie^ par P. Sbarbti p. 83.
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joint le point m au point de contact a du cercle mobile et de la droite fixe; on élève au point a une perpendiculaire à nia\ on joint le point m au centre de la circonférence mobile; cette droite
Fig. 112.
rencontre en rf la perpendiculaire que nous venons de mener du point a-^ la perpendiculaire abaissée du point rf sur la droite fixe rencontre ma au point jix, qui est le centre de courbure de la cvcloïde engendrée par m.
On appelle courbe gauche une courbe qui n'est pas plane.
Pour ces courbes, comme pour les courbes planes, commençons par rappeler des définitions, des résultats et quelques démonstrations, en insistant particulièrement sur ce qui doit être le plus utile (*).
En chaque point d'une courbe gauche, il y a une tangente et une infinité de normales; toutes ces normales sont dans le plan normal à la courbe, qui est le plan mené perpendiculairement à la tangente par le point de contact de cette droite.
(*) De S,vi!«t-Ve!ia!<t, Mémoire sur les lignes courbes non planes {Journal de V École Polytechnique, XXX" Cahier); J. Bsstraxd, Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral , t. I, p. 697.
COUaBES GAUCHES. l8l
Plan oscnlatenr. — Parmi tous les plans qu'on peut mener par un point m d'une courbe gauche, il y en a un qui se rapproche de la courbe plus que tous les autres.
Parle point m {Jig- ii3), menons un plan quelconque qui coupe la courbe sous un angle fini. Un point m! de la courbe, qui
Fig. ii3.
est infiniment voisin du point /w, est à une distance de ce plan qui est un infiniment petit de même ordre que mm' ^ car on a
mp = mm'.sïnpmm',
et nous supposons que Tangle pmnil est un angle fini.
Si l'on veut que la distance m' p soit infiniment petite par rapport à mm! ^ on doit supposer que la corde mm! est rencontrée par ce plan sous un angle infiniment petit, c'est-à-dire que le plan doit être mené par la tangente en m à la courbe.
Cherchons, parmi tous les plans qu'on peut mener par la tangente en m à une courbe, celui qui se rapproche le plus de la courbe. Par la tangente ml {fig- 1 14) à la courbe, menons un plan;
lit
abaissons du point m' de la courbe gauche, qui est infiniment voisin du point m, la perpendiculaire m'p sur ce plan et la perpendiculaire m'q sur la tangente ml.
Dans le triangle rectangle m' pq^ on a
m p = ni q swpqm y
et l'on voit que, parmi tous les plans menés par mt, celui qui se rapproche le plus de la courbe est celui pour lequel la distance m'p est infiniment petite par rapport à m'q : c'est le plan pour lequel
l82 ..JCONDE PARTIE. — QUINZIÈME LEÇON.
l'angle pqw! est infiniment petit, c'est-à-dire le plan mené par la tangente mt et par le point w! de la courbe gauche, qui est infiniment voisin du point m. Ce plan est appelé le plan osculateurde la courbe gauche.
Nous allons faire voir que le plan osculateur d*une courbe gauche en un point m {/ig. 1 15) est aussi le plan mené par la tangente en m à cette courbe, parallèlement à la tangente à la courbe au point qui est infiniment voisin du point m.
Projetons la courbe gauche sur un plan perpendiculaire à la tangente en m. Le point m est projeté au point (jl, et le point m', in-
finiment voisin du point m, est projeté au point [x'. Le plan osculateur de la courbe, considéré comme étant le plan mené par la tangente m [JL et par le point /n', infiniment voisin du point m, a pour trace sur le plan de projection la droite jjljjl'; le plan mené par la tangente mfx, parallèlement à la tangente au point m', a pour trace sur le plan de projection la droite menée du point [jl parallèlement àla tangente en jjl'. Lorsque le point /n'est confondu avec le point /n, le point ^' est confondu avec le point p, et les traces des deux plans considérés viennent coïncider et donnent ^en [jl la tangente à la projection de la courbe. On voit ainsi que ces deux plans nVn font alors qu'un.
On peut donc dire que le plan osculateur est le plan mené par une tangente à la courbe, parallèlement à la tangente à cette courbe au point infiniment voisin de celui que Von considère. Il résulte de là que, si d'un point s on mène des droites parallèles aux tangentes d'une courbe gauche, la surface conique lieu de ces droites jouit de cette propriété : Le plan tangent, le long de la génératrice qui est parallèle à la tangente m|jL, est parallèle au plan osculateur de la courbe gauche au point m.
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On peut démontrer qu'on arrive encore au mérae plan osculateur en cherchant le plan qui passe par le point m de la courbe gauche et par deux points infiniment voisins; en d'autres termes, le plan oscillateur a, avec la courbe gauche, trois points infiniment voisins communs.
Puisque le plan osculateur peut être considéré comme ayant avec la courbe trois points infiniment voisins communs, il traverse la courbe; cette propriété est importante à remarquer.
Le cercle osculateur est sur le plan osculateur; le centre de ce cercle est sur la normale à la courbe qui est dans le plan osculateur. On donne à cette normale le nom de normale principale,
La perpendiculaire au plan osculateur élevée de ce centre de courbure est une droite que j'appelle axe de courbure de la courbe gauche.
Les plans osculateurs d'une courbe gauche en deux points infiniment voisins comprennent entre eux un angle qu'on appelle angle de torsion.
Le rapport de l'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins à l'arc compris entre leurs points de contact est la seconde courbure ou la torsion de la courbe gauche.
L'inverse de cette seconde courbure est le rayon de seconde courbure ou rayon de torsion.
Les courbes gauches sont souvent appelées courbes à double courbure*
La plus courte distance de deux tangentes à une courbe gauche, qui sont injlniment voisines, est un infiniment petit d^ ordre supérieur au second (*).
Par la tangente mt {fig- 1 16) menons un plan parallèle à la tangente au point m' \ abaissons du point 7?i' une perpendiculaire m'p sur ce plan : m'/? est égal à la plus courte distance des deux tangentes en m et m'. Abaissons du point m' une perpendiculaire m! q
(') Boi'QGET, Remarques sur les systèmes de droites dans l'espace (Journal de Mathématiques de Liouville, i^ série, t. XI, p. 120); O. Bon.'ibt, Note sur la distance de deux tangentes infiniment voisines à une courbe gauche {Nouvelles Annules de Mathématiques, i" série, t. XII, p. 192). Dans cette Note, M. O. Boxset donne l'expression de cette distance, qu'il trouve égale au douzième du produit de l'arc par l'angle de contingence et par l'angle de torsion.
l84 SECONDE PARTIE. — QUINZIÈME LEÇON.
sur la tangente mty joignons le poînt/? au point q :
m'p = m'q cospm'g.
m'q est un infîniment petit du second ordre lorsque m' est infiniment voisin de m. Mais, lorsque m' est infiniment voisin de m.
Fijj. II 6.
l'angle />m'<7 diffère infiniment peu d'un angle droit; on voit alors que m'p est infiniment petit par rapport à /?i'<7, et, par suite, la plus courte distance des deux tangentes est un infiniment petit \ d'ordre supérieur au second.
Projections diverses d'une conrbe ganche. — Appliquons ce que que nous venons de rappeler ou de démontrer à l'examen des projections diverses d'une courbe gauche.
Supposons qu'il s'agisse de la projection conique d'une courbe gauche. Si le point d'où parlent les rayons projetants est place arbitrairement par rapport à la courbe, la projection de la courbe jouit de cette propriété : La tangente en un point a' y projection du point a de la courbe, est la projection de la tangente en a.
Si le sommet du cône projetant est dans l'un des plans osculateurs de la courbe, la projection de la courbe est tangente à la trace de ce plan osculateur sur le plan projetant et est située de part et d'autre de cette trace; elle présente alors un point d'inflexion.
Si le sommet du cône projetant est un point de la tangente en m à la courbe gauche, la projection de cette courbe est tangente au point [jl, projection de niy à la trace du plan osculateur en m sur le plan projetant, et, comme la courbe gauche est de part et d'autre de ce plan osculateur, la projection de la courbe gauche présente un point de rebroussement au point |jl.
Ce dernier résultat peut s'énoncer de la manière suivante :
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Lorsque la courbe directrice dUin cône est tangente à l'une des génératrices de ce cône, la section faite dans ce cône par un plan présente un point de rebroussement au point où le plan sécant rencontre cette génératrice. On dit alors que le cône présente un rebroussement le long de celte génératrice particulière, et le plan tangent au cône, qu'on appelle le plan de rebroussement, n'est autre que le plan osculateur de la courbe directrice du cône.
Au lieu de parler de cône projetant, on peut encore énoncer ainsi le résultat auquel nous venons d'arriver :
Lorsqu\in rayon visuel est tangent à une courbe, la perspective de cette courbe présente un point de rebroussement et la tangente en ce point de rebroussement est dans le plan osculateur de la courbe gauche au point où elle est touchée par le rayon visuel.
Tout ce que nous venons de dire en pariant d'une projection conique s'applique évidemment lorsqu'il s'agit d'une projection cylindrique.
Hélice. — Gomme exemple de courbe gauche, étudions Y hélice.
L'hélice est une courbe tracée sur une surface cylindrique et qui rencontre sous des angles égaux les génératrices de cette surface.
Considérons seulement l'hélice tracée sur un cylindre de révolution.
Il résulte de la définition de l'hélice que, si l'on développe le cylindre de révolution, cette courbe se transforme en une ligne droite.
Si ab {fig* 117) est la transformée d'une section droite du cylindre et ac la transformée de l'hélice, l'ordonnée mp du point m est égale à la distance du point de l'hélice correspondant à m à la section droite du cylindre transformée suivant ab\ l'abscisse ap est le développement de l'arc de cette section droite. Gomme, pour
un point quelconque de la droite am, on a toujours — = const.,
on voit que l'hélice sur le cylindre jouit de cette propriété que l'ordonnée d'un point de cette courbe divisée par l'arc compté sur une section droite entre le pied de cette ordonnée et le point où
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la courbe rencontre celle section droite donne un rapport constant. On peut dire alors que, sur le cylindre, l'hélice est engendrée par un point d'une génératrice qui est tel que, pendant que cette génératrice se déplace de façon que son pied sur une section droite parcoure successivement des arcs égaux, le
Fig. 117.
point s'avance sur la génératrice successivement de longueurs égales.
L'hélice partant d'un point d'une génératrice rencontre de nouveau cette génératrice; la portion de cette droite comprise entre ces deux points de rencontre consécutifs est ce qu'on appelle le pas de l'hélice.
L'arc d'hélice compris entre ces deux points est ce qu'on appelle une spire.
Si ac est le développement d'une spire de l'hélice, cb est le pas;
on a
bc = ab tang^ac.
Si l'on désigne le pas par H, l'angle bac par a, le rayon de la section droite par r, on a
H = 27:rtanga, d'où tangx:
2rr
Si Ton représente ~ par A, on a
tanga= - ;
h est ce qu'on appelle le pas réduit ( ' ).
(*) Cette expression est due à M. de la Gocanbrie ( Traité de Géométrie descriptive, III* Partie, p. no).
On voit que h est le rayon de la circonférence dont la longueur est H, ou encore h est le rapport constant entre Tordonnée d'un point quelconque de Phélice et l'arc de section droite correspondanty pour la circonférence de rayon i •
Les tangentes à l'hélice font, avec les génératrices du cylindre qui passent parleurs points de contact, des angles égaux entre eux; si alors d'un point de l'espace on mène des parallèles aux tangentes de l'hélice, le lieu de ces droites est un cône de révolution.
Projection d'une hélice. — Prenons {fig- 118) comme plan horizontal de projection un plan perpendiculaire à l'axe du cylindre
Fig. iiS.
sur lequel est tracée la courbe; (a', a) est le point de départ de l'hélice, a'b' est le pas de cette courbe.
Divisons a'b' en un certain nombre de parties égales, huit par exemple; divisons la circonférence base du cylindre en un même nombre de parties égales.
Nous n'avons maintenant qu'à relever les points de division de cette circonférence successivement sur les parallèles à la ligne de terre menées par les points de division de a! b'^ et nous avons des points de l'hélice; en réunissant ces points, on obtient la projection de la courbe.
Prenons en particulier le point m', pour lequel la tangente est de front.
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Sur le cône formé par les parallèles aux tangentes à l'hélice, la génératrice parallèle à la tangente en m! est parallèle au plan vertical de projection. Le plan tangent à ce cône suivant cette génératrice est alors perpendiculaire à ce plan vertical de projection, puisque ce cône est de révolution; mais les plans tangents à ce cône sont parallèles aux plans osculateurs de Thélice : donc, au point m', le plan osculateurde Thélice est perpendiculaire au plan verlical, et la projection verticale de la courbe, étant faite sur un plan perpendiculaire à son plan osculateur, présente en m un point d'inflexion.
Perspective cavalière d'une hélice. — Traçons {fi g. 119) l'ellipse perspective cavalière de la section droite du cylindre et les généra-
Fig. iiç).
trices de contour apparent de ce cylindre. Nous divisons cette section droite en parties égales en fiiisant tourner son plan autour de son diamètre de front, puis, par les points de division, nous menons des génératrices du cylindre.
Si l'hélice part du point i , nous portons à partir du point 2 un segment 2-a; à partir du point 3, nous portons deux fois ce même segment et nous obtenons le point b\ à partir du point 4« nous portons trois fois ce même segment, et ainsi de suite : les points i , a, i, c sont les points de Thélice en perspective cavalière.
Elle est tracée sur le cylindre; elle arrive tangentiellement aux génératrices de contour apparent du cylindre, excepté dans un cas particulier dont nous allons parler bientôt.
Supposons que Ton ait construit le cône dont les génératrices sont parallèles aux tangentes à l'hélice et que ce cône ait pour base la base même du cylindre de révolution. Le sommet de ce cône
est supposé en 5, en dehors de l'ellipse perspective de la base du cylindre. Dans ce cas, le cône a deux génératrices de contour apparent; il y a alors deux plans tangents à ce cône parallèles aux projetantes. Mais les plans tangents à cç cône sont parallèles aux plans osculateurs de rhélice; il y a donc des plans osculatcurs de Thélice parallèles aux projetantes, et, par conséquent, la perspective de l'hélice doit présenter des points d'inflexion.
Supposons que le sommet du cône soit en s' sur la courbe de base du cylindre; cela veut dire qu'il y a une génératrice du cône dirigée suivant une projetante, et, comme les génératrices de ce cône sont parallèles aux tangentes à Thélice, il y a des tangentes à cette courbe qui sont parallèles aux projetantes; et alors, pour les perspectives des points de contact de ces tangentes, la courbe présente des points de rebroussement. Ces points de rebroussement sont nécessairement sur les génératrices de contour apparent du c>lindre, puisque ces tangentes parallèles aux projetantes sont nécessairement dans les plans tangents à ce c\lindre parallèles aux projetantes. C'est là le cas particulier annoncé précédemment.
Enfin, si le sommet du cône est à l'intérieur de l'ellipse perspective de la circonférence de base, la perspective de la courbe n'a ni point d'inflexion, ni point de rebroussement; elle présente alors ce qu'on appelle des points doubles, c'est-à-dire qu'elle se coupe elle-même; ces points doubles correspondent à des projetantes qui rencontrent deux fois l'hélice.
Ces différents cas se rencontrent lorsqu'on cherche l'ombre portée d'une hélice sur le plan de la base du cjlindre; il est facile de voir que, selon l'inclinaison du rayon lumineux, celle ombre est une cycloïde ordinaire, raccourcie ou allongée.
Rayon de courbure de l'hélice. — Pour terminer ce qui concerne l'hélice, cherchons le rayon de courbure de cette courbe en un point quelconque.
Prenons {Jig- 118) pour plan vertical de projection un plan parallèle au plan tangent au cylindre en ce point. Ce point se projette alors en /n' sur l'axe du cylindre, et le plan osculateur de l'hélice se projette suivant la tangente à la projection de cette courbe en m'; cette droite fait avec le plan horizontal un angle a. La section faite par le plan osculateur dans le cylindre est une
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ellipse qui a en commun avec l'hélice trois points infînimenl voisins réunis en wl ; le rayon de courbure de Thélice est donc égal au rayon de courbure de celle ellipse.
Le demi petit axe de celte ellipse est égal au rayon r de la base
du cylindre, et le demi grand axe est — :-•
Cherchons le centre de courbure de cette ellipse pour le sommet m! {Jig- 120), c'est-à-dire le point où le petit axe est rencontré
par la normale au point infiniment voisin de m', La normale en un point/? est la bissectrice de Vsingle fpf, qu'on obtient en joignant p aux deux foyers / et/' ; elle rencontre le petit axe en un point qui est sur la circonférence circonscrite au triangle /t?/'. Lorsque/? est infiniment voisin de m', celle circonférence passe par y, m^, J\ et elle rencontre le petit axe au centre de courbure demandé.
Le rayon de courbure en m' est alors égal à -{— • Mais, d'après
ce qui précède, m'/'= et m'o ^= /*; on a donc, pour le rayon
de courbure p de l'hélice,
_ cos^a _ r r cos^a
La longueur de o est la même quel que soit le point delà courbe, comme on pouvait le prévoir.
Pour construire p, on mène {Jiff* 118) a'c parallèlement à la tangçnte en m' à Thélice. Cette droite rencontre la projection de l'axe du cylindre au point c\ de ce point on élève ce perpendiculairement à ac : le segment a'e est le rayon de courbure demandé.
SUPPLÉMENT A LA QUINZIÈME LEÇON
Démonstration du théorème énoncé p. 177 (*) et applications de ce théorime — On donne sur un plan {fig. 121) unangle asb et un point o. Quelle que soit la transv^ersale oaby issue du point o, on a
1 7 ) -: = const.
\oa 00 1 sinaoj
En elTet, on a
aire 056 — aire 05a = airea^^,
ou
so,sh %\xiosh — so,sa sino^a — sa,sb sxnasb,
qu'on peul écrire
?\ïïasb
sas'xïiosa sbs'mosb so s'in osa f^ïnosb'
d'où
\oa 06/ s'maos
s\n osb
so si II 05a sino56
relalion vraie quelle que soit la transversale ab^ et, comme le second membre est constant, le théorème est démontré (*).
La relation (1) reste la même, quelle que soit la position du point o par rapport à Tangle, à la condition de donner un signe aux segments comptés à partir de o, selon le sens de ces segments.
(') Il est facile de voir que ce théorème s'étend au cas où l'on a un angle dièdre et un point fixe.
Dans le cas particulier où (Jig. lai) la transversale est perpendiculaire à os, la
Menons op parallèlement à sb^ il résulte du théorème précédent que
op sinpos \oa objsinbos
Du point o'j pris arbitrairement sur 50, menons o'/ parallèlement
à 06; on a
, , so - , ^ so oa = o p — ,1 ob = of — : • "^ so "^ so
Portant ces valeurs dans la relation précédente, on obtient
xn si 11 hos i
(2) op =
so^xnpos I I
où o' et Tangle/o'^ sont arbitraires.
Si Ton considère les droites so^sa^sb comvae des projetantes, on peut considérer op comme projeté en o' p' sur la droite arbitraire o'/, La formule (2) donne alors la valeur de op en fonction de sa projection 0' p' , du segment o'/ limité au point/, projection du point à Tinfini sur op, et d'autres quantités qui disparaissent lorsqu'on emploie convenablement cette formule (2).
Nous allons faire usage de cette formule pour transformer des relations homogènes de segments comptés sur une même droite.
Transformons d'abord le rapport — {fig' 122).
Appliquant la formule (2), on a
La transversale o'f étant arbitraire, on voit que : un faisceau de
relation ( i ) devient
^xnasb
j_ i_ fq;_
— ^ -^ ou — '—
l'dûgosbj '
50\tango«a langosàj sosinosasinosb^ d'où
cos 05a cos osb sin axb
sin o^a sino^^ "~ sinosas'inosb
et, par suite, on a le développement de sin{osb — osa).
APPLICATIONS DU THÉORÈME DE LA PAGE I77. igS
quatre droites $o\ sp\ $q\ sf détermine sur une transversale quelconque des segments entre lesquels, on a un rapport, tel que (3), qui a toujours la même valeur (*).
Le rapport (3), qui n'est pas altéré par la projection, c'est-à-dire qui est proJect if, est un rapport anharmonique des quatre points©',
Si la transversale of est perpendiculaire à o's, on a o'p' r^ o's isingo'sp', o'q' — o'siSingo'sq'y o'f =^ o'st^ngo'sf; portant ces valeurs dans le rapport (3), on a
, ian^o'sq' tang 0*5/
tango' 5/>' tango '5/
qui est un rapport anharmonique des quatre droites So', Sp',Sq'yS/.
Au moyen de la formule (2) nous venons de transformer un rapport de deux segments en un rapport projectif : ceci est général, cette formule permet de transformer une relation homogène quelconque de segments d'une droite en une relation projectile.
Prenons comme exemple {fig* 122) la relation
(4) o/?~o^ — or-i-. . .= [i.om,
dans laquelle la constante jx est égale au nombre des points />, q,
Fîg. 133.
r, Le point m est appelé centre des moyennes distances des
points/?, 7, r, ... (»).
(*) Il est facile de voir qu'on a une propriété analogue pour un faisceau de quatre plans.
(«) Chasles, Géométrie supérieure, 3* édition, page 7. — Crbmotia, Éléments de Géométrie projectile (traduction de Dewulf), p. 44* — Rooché et de Combb- ■ocssE, Traité de Géométrie j p. s 13.
(*) La relation (4) pouvant s'écrire mp -+■ mq h- mr 4-...-= o, le centre m est le même quel que soit le point o.
Appliquons la formule (2), remplaçons o/>, 07, or, ... par leurs valeurs et supprimons le facteur commun, il vient
III fX
I 1 I I I I If
que Ton peut écrire
.o'p' o'f OU
et enfin
pf 9/
Cette relation est alors projective.
Le point m' est le centre des moyennes harmoniques des distances des points />', q\ r', » . . au point /(*). On voit donc que la projection du centre des moyennes distances des points p^ q, r, ... est le centre des moyennes harmoniques des distances des projections de ces points au point/, qui est ia projection du point à l'infini sur la droite pqr.
GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE.
Construction des centres de courbure des lignes décrites pendant le déplacement d'une figure plane sur son plan (')«^ Nous avons trouvé (p. 177) la relation
/ ï I \ Il
( î ) CO«f =5 H 5- •
\ma p — ma/ * U31 Rf
(') PoîiCELET, Traité des propriétés projectives des Jigures, a* «édition, t. II, p. ,6.
(') BoBiLLiER, Cours de Géométrie, Géométrie plane, II* Partie, Section III.
A. Transoîi, Méiliode géométrique pour les rayons de courbure d'une certaine classe de courbes {Journal de Mathématiques, t. X, p. iJS; i845).
Chasles, Construction des rayons de courbure des courbes décrites dans le mouvement d 'une figure plane qui glisse sur son plan ( Journal de Mathématiques, t. X, p. 3o4; 1845).
Bbesse, Mémoire sur un théorème nouveau concernant les mouvements plans
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Supposons (^^. 123) que le point m se soit éloigné à Tinfini sur am
Fig. 133.
et que v soit alors la nouvelle position du point fx, c'est-à-dire que v soit le centre de courbure de la trajectoire décrite par le point à Tinfîni sur am,
et sur l'application de la Cinématique à la détermination des rayons de courbure {Journal de l'École Polytechnique, X\XV* Cahier, i853).
Pb. Gilbert, Recherches sur les propriétés géométriques des mouvements plans ( Mémoires couronnés par l'Académie royale de Belgique, t. XXX, iSj-;).
E. Lamarle, Théorie géométrique des rayons et centres de courbure {Bulletins de V Académie royale de Belgique^ a' série, t. II, 1857).
CoELiM, Dei moti geometrici, etc. {Accadem. di Bologna^ 3* série, t. I, 186a).
Resal, Traité de Cinématique pure. Paris, 1863.
Dahla?<deb (G.-R.)* Geometrisk theori for accelerationen viden plan flgurs forflyttung i dess plan { Ofversight of KôngL Vetenskaps-Akade miens. Forhandlingar. Stockholm, t. XXV, 1868).
LiGri?iE, Théorie géométrique du mouvement absolu d'un système invariable. Odessa, 187 a.
A?iDREEFSKT, Sur Ics méthodes de Chasles et de Bresse pour la construction des rayons de courbure des courbes décrites dans le mouvement plan d'une figure plane invariable {Bulletin de l'Université de Varsovie, 1873).
Ph. Gilbert, Sur quelques propriétés relatives aux mouvements plans {Annales de la Société scientifique de Bruxelles, a* année, 1877),
T. RiTTERSHACs, Kinematisch-gconietrische Théorie der Beschleunigung fiir die ebene Bewegung (aus dem Civilingenieur., XXIV Band, I IlefL).
ScBELL, Théorie der Bewegung und der Krà/te. Leipzig, 187g.
Ph. GiLoEm, Sur quelques propriétés relatives aux mouvements plans {Annales de la Société scientifique de Bruxelles, ^^ll)-
Pn. Gilbert, Sur l'extension aux mouvements plans relatifs de la méthode des normales et des centres de courbure {Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1878).
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Enfîn un Mémoire que j'ai publié dans le XXXVII* Cahier du Journal de l'École Polytechnique.
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La relation précédente devient
coscp _ I ~ I
Élevons la perpendiculaire v « à av, on a f^^i 1 - -L L
Pour un point à rinfîni situé sur une autre droite issue dea, on obtient le centre de courbure analogue à v en projetant le point fîxe i sur cette droite.
Il résulte de cette construction que :
Pour une position quelconque de la figure mobile^ les centres de courbure des lignes décrites simultanément par les points de i infini sont sur une circonférence tangente à la courbe fixe au centre instantané. Nous désignons par I cette circonférence.
La démonstration directe de cette propriété est très simple. Menons des droites partant de a. Prenons sur M un point a' infiniment voisin de a et menons de a' des droites parallèles aux droites issues de a. On a ainsi deux faisceaux de droites qui sont égaux et dont les sommeU^ sont a et a'.
Après un déplacement infiniment petit de M, le point a* vient en a. sur F et devient le centre instantané de rotation. Le faisceau dedroite> dont le sommet est maintenant en a^ est Pensemble des normales au\ trajectoires des points de l'infini. Les points de rencontre des droite> du faisceau a^ et des droites du faisceau a sont alors les centres de courbure des trajectoires décrites par les points de Tinfini. Mais le* faisceaux a et ax sont égaux ; donc ces points de rencontre sont sur une circonférence qui passe par a et ^1, et le théorème précédent e^t démontré. On peut énoncer ainsi ce théorème, en s'appuvant sur une propriété démontrée page 178 :
Les centres de courbure des courbes enveloppes de toutes les droite^ du plan de la figure mobile, pour une position quelconque du plan de cette figure, sont sur une circonférence I tangente à la courbe fixe au centre instantané de rotation.
Prenons un exemple. Un triangle abc de grandeur invariable (fig. i2!\) se déplace de façon que les côtés ac, bc restent constamment tangents à deux circonférences données dont les centres sont e,y : construire le centre de courbure de l'enveloppe du troisième côté ab du triangle mobile.
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l^e centre instantané o est le point de rencontre des perpendiculaires abaissées des points e, f sur les côtés ac, 6c. La circonférence qui contient les points o, e,/ est alors la circonférence I. La perpendi-
Fig. ia4.
culaire abaissée du point o sur ab rencontre cette circonférence au point ^ qui est le centre de courbure demandé. Il résulte de cette construction que ce point est fixe, et par conséquent que le côté ab enveloppe aussi une circonférence de cercle.
Reprenons les relations ( i ) et (2). Il en résulte que
ma
av
Cette relation permet de construire le point jjl lorsque Ton connaît v. Faisons une application. D' un point fixe p {fig. i25) on abaisse des
Fig. lao.
perpendiculaires sur les tangentes d'une courbe L : on demande de construire le centre de courbure de la courbe (m), lieu des pieds de ces perpendiculaires {courbe qu'on appelle podaire de h) (*).
(*) Maclacki!!, le premier, a étudié les courbes auxquelles Terqoeh a donné le nom de podaires.
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On peut considérer le point m comme le sommet de Tangle droit pml. En déplaçant cet angle de grandeur invariable de façon que le côté mn passe toujours par/? et que le côté ml reste tangent àL, le sommet m décrit la podaire (m). Cherchons le centre de courbure de cette courbe qui correspond au point m.
La perpendiculaire élevée du point/) k pm rencontre la normale / à L au point o, qui est le centre instantané de rotation. La droite /no est alors normale en m à (m).
Le point X ^tant le centre de courbure de L pour le point /, la circonférence qui contient les points /?, o, X est la circonférence L La normale ont à (m) rencontre cette circonférence au point v. Connaissant m et V, il s'agit maintenant de construire |x au moyen de la relation (4).
Du point V abaissons la perpendiculaire v^ sur/?o. La droite II rencontre mo au point [jl.
Pour le faire voir, prenons Tangle mit et les deux transversales om et ot qui partent du point o. On a (p. igi)
\ojjL ino ) sinjjLo/ "" ot^
d'oCi
o [X ' mo
Ainsi [JL est bien le centre de courbure demandé.
Un triangle abm {Jîg. 126) de grandeur invariable se déplace de
façon que a décrive la courbe (a) et b la courbe {b) : on demande le centre de courbure [i de la courbe (m) décrite par /n, connaissant, pour la position du triangle abm, le centre de courbure a de (a) et le centre de courbure ^ de {b).
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Le centre instantané o est le point de rencontre des droites as, b^. La droite mo est la normale à (m). Prenons sur a a et 6^ les points c et ûf, tels que
oc 0% oa^
od ~ o'^ ob
La circonférence qui passe par les points o, c, d est alors la circonférence L
Joignons le point a au point P; cette droite rencontre ab au point/. Dans l'angle afo, les deux transversales oa, ob donnent (p. 191)
\o% oaj sinao/ \o^ ob j sinbof
En tenant compte des égalités précédentes, il vient
oc sin aof — od sin bof.
Il résulte de là que cd est parallèle à of. De même, si le point fx était connu, on trouverait que ce est parallèle à ogy le point e étant tel que
oe ~ ojjL oni
Mais les angles ceo^ cdo sont, égaux; donc Tangle eog est égal à Tangle dof.
D'après cela, on a la construction suivante : Après avoir déterminé o, on trace la droite a?. Elle coupe ab en /. On construit l'angle niog égal à V angle bof : la droite a g rencontre mo au centre de courbure demandé ja (* ).
Appliquons cette construction à la recherche du centre de courbure de l'enveloppe d'une droite L du plan du triangle abm^ en déterminant le centre de courbure de la courbe décrite par le point qui est à l'infini sur la perpendiculaire o\ abaissée de o sur L. Menons la droite oh telle que l'angle \oh soit égal à l'angle bof. Cette droite oh rencontre au point h la droite qui joint le point a au point décrivant, c'est-à-dire la perpendiculaire ah à L : la droite /12 coupe la perpendiculaire o\ à L au centre de courbure X cherché. Comme on pouvait le prévoir, ce point est sur la circonférence L
Nous avons fait remarquer précédemment que la circonférence I est
(*) Cette construction est due à Bobillier, lac. cit.
tangente à la circonférence F, base de la roulette; nous allons utiliser cette propriété.
Une droite ah du plan de la figure mobile {fig> 127) reste tangente à une courbe L, le point a décrit (a) : on demande de construire la tangente pour le centre instantané o à la base de la roulette qui permet d'obtenir le déplacement épicycloïdal du plan de la figure mobile.
Sur la droite oa, construisons le point c de façon que — = »
'^ ^ ^ oc ox oa
le point a étant le centre de courbure de (a). Pour cela, menons du
Fig. 127.
point 0 la droite ot parallèlement à ab. Cette droite est coupée par la droite /a au point t : Ja perpendiculaire te à ab donne le point c.
La circonférence qui contient le point c, le point o et le centre de courbure X de L est la circonférence I. On sait que cette courbe est tangente en o à la base de la roulette; on a alors la normale en o à cette courbe en menant la droite ok qui joint le point o au point de rencontre k des perpendiculaires cA', X k aux droites oa^ oL
Cette construction très simple peut être utilement employée lorsqu'il s'agit de construire le centre de courbure de la ligne décrite par un point qui fait partie d'une figure mobile de grandeur va/*/a^/«. Je vais donner un exemple.
Exemple de détermination dn centre de courliare de la ligne décrite par an point d'nne figure mobile de grandeur variable. — Une droite aà {fig. 128) de longueur variable reste tangente à une courbe L; ses extrémités décrivent les courbes {a) et {a') : on demande de con-struire le centre de courbure de la courbe (a"), lieu des points tels que a', qui détermine sur la droite aa' des segments proportionnels,
La normale au point a" à (a") s'obtient en joignant le point c^ au
point o", qui est tel que
00' aa' o' o" "" a' a"
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Pendant le déplacement de aa', la droite oo' reste tangente à la développée de L; ses extrémités décrivent des courbes dont on sait construire les normales ok^ o' k*. D'après ce qui précède, on peut déterminer la normale o'^/r^ à la courbe lieu des points o"^ qui sont tels que
oo-
-7—; = const.
Il suffit, pour cela, de joindre le point o" au point k'^ déterminé de façon que jj-p = -7-^ = -7— y* Connaissant /:", on projette ce point sur o' a' au point c", on abaisse la perpendiculaire c" t sur la parallèle
Fig. 128.
I ^/ ^^ Aa') -^ /
menée du point o" à aa' : la droite tl coupe la normale o" a" au centre de courbure ol" cherché.
Inversement, on peut construire le centre de courbure X de Venveloppe L d*une droite mobile sur laquelle trois courbes (a), (a'), {a') déterminent constamment des segments proportionnels, connaissant les centres de courbure de ces courbes données.
Pour cela, on détermine les trois droites ck^ c' k'j c" k" et Ton cherche
une droite kk' telle que Ton ait -rrr-^ = -i—^- Le point X où cette droite
fC K a CL
rencontre la normale lo est le centre de courbure de Fenveloppe L.
Si la droite mobile remplissant les conditions imposées reste constamment normale à (a), le point X ainsi déterminé est le centre de courbure de la développée de (a).
Appliquons ceci à une ellipse.
Construire le centre de conrlinre de la développée d'une ellipse. — La normale a une ellipse (/ig. 129) est partagée par cette ellipse et par les axes de cette courbe en segments proportionnels. Si, en se déplaçant, elle reste normale à l'ellipse, le centre de courbure de son enveloppe est le centre de courbure de la développée de Fellipse; em-
ployons alors la construction précédente. On a Tellipse (a) dont le centre de courbure est le point /. Les centres de courbure des axes {a' ) et {a") sont à Tinfini. On a alors c' en prenant sur le prolongement de a'o' un segment o'c' égal à a'o'. De même pour if. Puis on élève les perpendiculaires c' k' ^ c' W . Ces droites se coupent en e' : en me-
Fig. lag.
nant du point e' une parallèle à ae, on obtient le point cherché \, Car, en élevant sur l\ la perpendiculaire \k' k\ on a bien
aa
comme le montrent les figures semblables tuea'a^ t'u'e'k'X,
Transformons cette construction. Les points e, /, e' sont en ligne droite et l'on a ef^r-.fe'. Mais ef est partagée en deux partie^ égales par la diagonale qr^ qui, d'après une remarque faite à la fin de la quatorzième Leçon, est parallèle à ae et contient /; on a donc ie' = 3 ie.
Par suite, comme les droites ae, il et e'X sont parallèles entre elles, on a /X = 3 Ig.
On obtient donc le point X en portant à partir de /, sur la perpendiculaire à la normale al, un segment /X triple du segment Ig intercepté sur cette perpendiculaire par le diamètre ae et la normale al.
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Nous retrouvons ainsi un résultat dû à Maclaurin {Propriétés gé^ nérales des courbes algébriques et Traité des fluxions,)
Snr le déplacement infiniment petit d'une fignre polygonale de forme ▼ariable (*). — Les éléments d'une figure polygonale, côtés et angles, varient pendant le déplacement ; cherchons d'abord les expressions des variations de grandeur de ces éléments. Nous déterminerons ensuite le rapport des chemins élémentaires parcourus parles extrémités d'un côté; cela nous permettra d'établir une liaison entre les côtés successifs du polygone.
ab {Jig. i3o), dont la longueur est /, se déplace en restant tangent à E, le point a décrit (a), et b la courbe (b) : on demande la variation de longueur de l pour un déplacement infiniment petit de ab.
Prenons sur ab le segment ae de grandeur invariable. Pour un déplacement infiniment petit de a sur (a), on a, relativement à ce segment, le centre instantané a. Eu désignant par d^ l'angle de contingence de E, on a, en désignant par &, la nouvelle position de &, après uil déplacement infiniment petit de ae,
De même, en prenant le segment de grandeur invariable be et le
(') Voir BooB, Cours de Mécanique et de Machines. Cinématique y p. 5i, el Nouvelles Annales de Mathématiques , i" série, t. \VI, p. 322; 1857.
Gbocabd, Sur les figures semblables {Bulletin de la Société philomathique, ,870).
A0U8T (l'abbé), Analyse infinitésimale des courbes planes y 1873.
LiGui^tE, Sur quelques propriétés géométriques du déplacement d'une figure plane sur son plan {Nouvelles Annales de Mathématiques, a* série, t. XII, 1873).
BciMBSTER, Kinematisch'geometrische Untersuchungen derDewegung uhnlich verànderlicJier ebener Système { Schlômilch' s Zeitschriftj t. XIX, XX et XXIII, 1874).
M. Lévy, Sur la Cinématique des figures continues sur les sur/aces courbes et, en général, dans les variétés planes et courbes { Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, i*' avril 1878).
Geisbxheiiier, Recherches sur le mouvement d'un système mobile qui reste semblable à lui-même {Zeitschrift fiir Mathemitik u, Physik, t. XXIV, p. 129 ; 1879).
Geiseiubiheb, Construction de figures en affinité au moyen de systèmes qui se meuvent en restant semblables à eux-mêmes {loc. cit., p. 3'|5).
Gei8E:iHEiiiF.R, Relation entre les rayons de courbure de deux courbes réciproques, collinéaires ou inverses {loc. cit.), t. XXV, p. 3oo.
FotLMESTt, Mouvement des figures qui se conservent semblables à elles-mêmes {Journal de Battaglini, t. XVII).
D'OcACMR, Articles dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, 2* série, t. XIX, XX, et 3- série, t. I et II.
centre instantané p, on a par suite
Mais CiCf, en négligeant des infiniment petits d'ordre supérieur, est égal à la variation de longueur de ab] on a donc l'expression demandée
Dans le cas particulier où {b) est une courbe parallèle à E, le point p
Fig. i3o.
VA
est le point de rencontre de deux normales de E, et, si ces deux courbes sont infiniment voisines, ce point de rencontre est le centre de courbure e de E; on a alors
Lorsqu'un segment mobile se déplace parallèlement à lui-même, la variation de sa longueur est la somme algébrique des projections sur ce segment des chemins parcourus par ses extrémités.
On demande la variation de grandeur d'un angle mobile.
Prenons Tangle abc, dont le côté bc reste constamment tangent à la la courbe C.
Pour un déplacement infiniment petit de b sur (6), la variation de Tangle abc, ou <I>, est la différence des angles de contingence des
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courbes C et K. En employant le centre instantané p, on a
d{b) = ôp.rfô pour Tare infiniment petit d{b) décrit par b sur (ô), d'où
de même, en employant le centre instantané y relatif à bc, on a
par suite,
Enfin, si Ton prend le rapport des expressions de d{a) et de d{b)y on a la formule
Donnons quelques applications. Nous pouvons d'abord faire remarquer que la formule (r) permet de retrouver très simplement la construction que nous avons donnée (p. 172) de la normale à la courbe qui partage constamment ab en segments proportionnels (*). *
Fig. i3i.
On joint constamment par une droite {fig> i3i) l'extrémité a de l'aiguille des heures à l'extrémité b de Vaiguille des minutes : on demande le centre de courbure de Venveloppe de cette droite.
Appelons e le point où ab touche son enveloppe. Comme Textré-
(*) En nous reportant à \^fig' 128 et appliquant la formule (i), nous pouvons
. . d^aa' ...
écrire -57-- = kk' •
au'
mité b parcourt des arcs égaux à douze fois les arcs parcourus par a.
on a
d{b) = iid{a),
et alorSy en employant la formule (3), on voit que
6p = laaa.
Menons oLg parallèlement au rayon ob, on a
par suite,
b^ = 12 Oig.
On a alors aussi e6 — 12 eg, et, comme eg - ae, on conclut que,
Fig. i3q.
pour avoir le point e, on prend le point de division le plus rapproché de a lorsqu'on a partagé ab en treize parties égales.
Puisque le point de contact de l'enveloppe E de ab partage toujours cette droite en segments proportionnels, on voit, en appliquant la formule (i'), que le centre de courbure t de E s'obtient en partageant a3 en treize parties égales et en prenant le point de division le plus rapproché de a (*).
Les côtés d'un triangle abm mobile {fig. iSa) et de grandeur variable restent tangents à trois courbes données; les sommets a et h
(*) E est une épicycloYdc. Cela résulte de ce théorème dû à M. Fouiet : Deux points décrivant dans un même plan deux cercles avec des vitesset angulaires constamment proportionnelles, tout point gui divise dans un rapport constant la droite joignant à chaque instant les deux premiers points décrit une épicycloïde {Bulletin de la Société philomatigue, séance du 16 mai 1868).
Voir Brocard, Nouvelles Annales de Mathématiques, 2* série, t XI, p. 3îo. Pli. Gilbert, Annales de la Société scient i/ique de Bruxelles, p. i53; 1880.
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décrivent deux courbes données : on demande la normale à la courbe décrite par le sommet m.
Pour un déplacement infiniment petit de ab^ on a, en appliquant la formule (3),
dia) __ at
diT)~ 6p' d(b) _ b^ d(m) " /njx d( m) _ mil.' 'dÇâ) ~~~ ~cl7*
multipliant membre à membre ces trois égalités, on a
_ ay.,b^' .m\L* '~ b'^.aa.mu.
d'où
mix' ~ bp.UTf
On a donc la normale demandée en construisant une droite issue de m et qui soit partagée par g a! et /^' en segments m. \k' ^ m {jl dont le rapport est déterminé.
On voit aussi de la même manière que, si Ton donne les courbes décrites par les trois sommets du triangle mobile, ainsi que les courbes enveloppées par les deux côtés am^ bm, on détermine le point e où ab louche son enveloppe en construisant une perpendiculaire à cette droite, de façon que le rapport r-n soit égal à un rapport
déterminé. Tout cela est vrai pour un polygone variable d'un nombre quelconque de côtés.
Dans sa Statique, Môbius a considéré seulement le cas particulier où le polygone a ses côtés de grandeur constante. De pareils polygones forment ce qu'on appelle maintenant un système articulé. Plus loin, je dirai quelques mots sur les quadrilatères articulés.
Remarquons que la construction qui donne m jx est linéaire. L'ensemble des tracés qui conduisent à cette droite est une certaine figure polygonale dont on peut, d'après ce qui précède, déterminer les éléments qui servent à définir son déplacement infiniment petit, c'està-dire les tangentes aux. lignes décrites par ses sommets et les points où les côtés touchent leurs enveloppes. Mais le point où mjx touche son enveloppe est le centre de courbure de (m); on a donc le moyen de construire ce centre de courbure. Pour arriver à cette solution, on
est conduit à se donner les centres de courbure des lignes (a) et (b) et des courbes enveloppées par les trois côtés du triangle.
On donne une ellipse {Ji^, i33); on prend un triangle mu.g, dont les côtés sont la normale m ^^ le diamètre passant par /w, et la perpendiculaire élevée du centre de courbure \i.à la normale mjx : on demande la normale en g à la courbe décrite par ce point lorsque m décrit l'ellipse donnée,
Fig. i33.
Appelons X le centre de courbure de la développée de Tellipse, gh la normale cherchée et appliquons la formule (3), on a
d{m) mu.
djl-x) ^ jxÀ d{g) gh'
d(g) ^ gf d{m) me
Multipliant membre à membre ces égalités, il vient
m]3..gf
mcgh
D'après cela, on obtient h par cette construction : on mène du point j* la parallèle fxe à om, cette droite rencontre gc au point e\ la perpendiculaire à om menée du point e rencontre la perpendiculaire hh i {jlX au point h, La droite gh est la normale demandée.
Connaissant cette normale et sachant que {jlX est égal à trois fois g^s on n'a qu'à prendre le point v de façon que Xv soit égal à trois foisX/i
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pour obtenir en ce point v le centre de courbure de la développée de Vellipse.
Etant donnés un point fixe a et une circonférence de centre c, on demande le centre de courbure de la courbe{m)iJig. i34, ovale de
Descartes), lieu des points tels que m^pour lequel on a — r = const. (*).
Appelons X celle conslante. On trouve facilement que la tangente nit en m s'obtient en joignant le point m au point de rencontre t des
Fig. 134.
perpendiculaires at^ bt aux droites am, bniy ou que la normale mn est telle que
sinam/i __ ..
smbmn "~ De cette relation on lire
d.amn ^ , d.bmn cos amn —77 — 7- = A cos bmn —77 — :- : d{m) d(m) '
désignant par p. le centre de courbure cherché et appliquant la formule (a), il vient
m\k ma _ m{x /nf tangamn tang6/n/i
ou
matanga/n/i m^ldiiigbmn^
relation qui montre que, en élevant à la normale mn les perpendi-
(') Voir Annali di Matematica di Tortolini, t. I, p. 364; i858.
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culaires ttg^ y A, on obtient sur ma, mb les points g et h, et que la droite gh détermine {jl sur mn,
La formule (i) peut s'écrire sous cette forme, donnée par Newton ( ';
{fig. i3o),
d{a) __ ae,at d\F)'~' bëTbt'
les droites at, bt étant les tangentes à (a) et à {b).
Si le point e est à Finfini, c'est-à-dire si la droite mobile se déplace parallèlement à elle-même, on a simplement
d{a) __ at d(b)'^ Fi'
ce qu'il est facile de voir directement. Appliquons cette dernière formule.
On donne {fig. i35) une droite D et une courbe (a). Sur les ordonnées telles que ap^ parallèles entre elles, on construit des triangles semblables au triangle apni] les sommets tels que m appar-
Fig. i35.
tiennent à une courbe (m) : on demande la relation entre le rayon de courbure pm de (m) en m et le rayon de courbure p^ de (a) pour le point a.
Il résulte immédiatement de la génération de (m) que les tangentes at, mt aux courbes (a), (m) se coupent sur D.
Lorsque l'on déplace a sur (a) la droite am reste parallèle à ellemême et Ton a
d(a) _ at d(m) ~" mt
L'arc d{a) est égal au produit de p^ par l'angle de contingence ( ' ) Tractatus de qucuf ratura curvarum, opusculum III, p. ao6.
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de (a) en a et, comme cet angle est égal à — — > on a
de même
On a alors
pa _ at X at pZ ~ br>rïLt'
et par suite, comme il est facile de le voir,
pm f>f^ «^
Telle est la relation cherchée.
ml
On peut remarquer que — j est constant et que cette relation s'applique aussi à la courbe (m) considérée comme lieu des points qui partagent dans un rapport constant les ordonnées telles que al de la courbe (a).
Si le point de la courbe {a) est tel que sa tangente est parallèle à D,
ml
la relation précédente donne simplement —r pour le rapport des rayons
de courbure aux points correspondants de (a) et de (m). Cette circonstance se présente pour le point G {/ig* 70) de Tellipse perspective cavalière du cercle. Appelons p le rayon de courbure de cette courbe pour le point G. On a, d'après la remarque précédente,
.,^ OC, OB* p = OG.x^=-^.
On retrouve ainsi que : pour' un point d'une ellipse le rayon de courbure de cette courbe est égal au carré du demi-diamètre parallèle à la tangente en ce point divisé par la distance du centre à cette ta Fige n te.
Dans le cas particulier où am {^g. 1 35) est parallèle à D, les rayons de courbure pa €t p,„ sont simplement proportionnels aux cubes des tangentes at^ mt.
On arrive au même résultat si {a) et (m) forment une seule courbe dont D est un diamètre. Geci est applicable à une ellipse, donc : En deux points d'une ellipse, les rayons de courbure sont entre eux comme les cubes des tangentes à la courbe, qui sont issues de ces points et qui sont limitées à leur point de rencontre.
Voici encore quelques applications des formules précédentes.
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Un triangle rectangle aoa\ mobile et variable de grandeur, a son sommet de l* angle droit au point fixe o^ son hypoténuse touche au sommet a une courbe (a) : construire la tangente en a' à Ut courbe (a') décrite par ce point lorsque a parcourt {a).
Fig. i36.
Tp"""
Soient {fig. i36) a^e la normale en a' à (a')el a le centre de courbure de (a) pour le point a; on a
Mais, en appelant âO la variation angulaire de oa et oa', on a
d(a)= agd^y d(a')= a'hd^j
d'où
Par suite que Ton peut écrire
d(a) _ ag_ d{a') a' h*
g» _ ag a'e a' h
an. _^ a'e a g '~ a' h
Élevons au point a' la perpendiculaire a' l k aa'. Appelons / le point 011 cette droite rencontre ao. On a
aa __ pl^ a'e _ pa
ag "~ pa' oTh "" jôÂ '
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Portant ces valeurs dans la relation précédente, il vient
pi _ pa pa' "" ph
Il résulte de là que : la normale a'eest parallèle à la droite al ou que la tangente a' a" à {a') est la perpendiculaire abaissée de a' sur al.
Appelons a' le point de rencontre de cette tangente avec oa et cherchons Texpression de oa" en fonction de oa et de Tangle (o que oa fait avec (a).
Le point a' est le point de rencontre des hauteurs du triangle taa'. Menons oq parallèlement à a' t, c^est-à-dire perpendiculairement à aa'. L'angle a' ta^ coupé par les transversales oa et oq donne (p. 191)
Mais
On a donc, en appelant pa le rayon de courbure de (a) en a,
oa
oa'
oq
sino)
oLa
Iq _ la "
= sin*c«).
oa' oa Pa sin*(o
Appliquons cette relation : On a {fig- 136) des courbes («), («1), ... daiis un plan; on mène d'un point o une transversale qui les coupe aux points a^ a,, . . . ; o/i prend sur cette droite un point m, tel que
7 — = -2 , Xa e^ X„, étant des constantes. Lorsque la tranversale ^^ oa ont
tourne autour de o, les points, tels que m, appartiennent à une
courbe (m), dont on demande le rayon de courbure pm-
Pour une variation angulaire infiniment petite de la transversale,
on a
^Xad — = y<md y
^ oa om
d'où
Y;^ ^ d.oa s d.om
oa om
Soit mm' la tangente en m à (m). On a, pour une variation angulaire d6 de la transversale oam,
d.oa = og.d^ = — , d^, ° oa '
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de même
, ont -^
d.om = : an.
om
Portons ces valeurs dans la relation précédente, il vient
Aa A.1
^â oa' ont'
Cette relation permet de construire la tangente m' m. Elle est dt* même forme que la relation d'où nous sommes partis. Opérant alors encore de la même manière, on a, en appelant m' un point analogu** à rt',
^ oa" ~ om"'
Mais nous avons trouvé précédemment
< <in a de même
oa" oa pasin'to'
om"
om p/n^in'<p
iniffi'
Introduisons ces valeurs de — => — = dans la dernière relation, il vient
oa om
^a "Xr^ ^a ^/n ^/n
Mais donr
^ oa ~^ ^ pasin'd) om ' p»,sins\p
Jmd oa ~~ om'
Jmà pa sin^u) p;„sin»a)
Telle est la relation qui donne le rayon de courbure p„. Voici ({uelques conséquences résultant de cette relation :
On a deux courbes (a), (a,). Sur une transversale issue du point fixe o, on prend le point m^ harmonique conjuguée de opar rapport aux points a et a^^ où les courbes sont coupées par la transversale. Lorsque cette transversale tourne autour de o, le point m décrit une courbe {m), et Von a, en conservant les notations précédentes,
.éid pa sin'o) p/„sin^9
Lorsque le point o est à Tinfini, les transversales sont parallèles entre elles et le point m est le milieu du segmentai,. La courbe (m)
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est alors une ligne diamétrale. La relation précédente subsiste et permet de déterminer le rayon de courbure en un point de cette ligne diamétrale.
Prenons une courbe géométrique A, supposons que les coefficients constants, tels que X^, soient égaux à Tunité et que X;;, soit égal au degré de la courbe A. Le point ni est alors, par rapport à o, le centre des moyennes harmoniques des points a, ai, . . ., où la transversale coupe A (p. 194)* On sait, en vertu d'un théorème dû à Cotes, que la courbe (m) est une ligne droite. Le rayon de courbure p,„ est alors infini et la relation précédente donne
PaSin^b)
Le théorème exprimé par cette relation est dû au D' Reiss ( * ). On peut en déduire divers théorèmes, entre autres celui qui est relatif aux rayons de courbure en deux points d'une conique (p. 211).
On a des courbes A, Aj, ... {fig. 137) dans un plan, on mène une tangente à chacune de ces courbes parallèlement à une certaine direction.
Fig. 187.
„L Ni::\J
Soient oa la distance du point fixe o à la tangente à k et\a ^^^ constante. Parallèlement à toutes ces tangentes on prend une droite dont la distance om au point o soit telle que l'on ait
^la,oa = \n,om.
Lorsque la direction des tangentes varie, cette parallèle enveloppe une courbe M : quelle est la relation entre le rayon de courbure pm de M et les rayons de courbure des courbes données.
On a
^\aoa = \mom,
( ' ) Correspondance mathématique de Quetelet, t. IX, p. 289.
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d'où
\ \ad'Oa = Xmd.om.
Menons opq parallèlement aux tangentes parallèles.
La droite ap est la normale en a à la podaire de A par rapport à o et mq est la normale en m à la podaire de M par rapport au même point. On a alors, pour une variation angulaire dta de la direction de> tangentes
d.oa = op.doi, d.om^oq.dui.
Portons ces valeurs dans la relation précédente, elle devient
^Xa'0p = Xm.0q,
D'après cela, il y a entre le point q et les points tels que p la même relation qu'entre m et les points tels que a.
Opérons, relativement aux. points/?, ... et ^, comme nous venon> de le faire. Appelons a et jx les centres de courbure de A et de M : on a alors
Mais
Retranchant terme à terme ces deux relations, il vient
telle est la relation cherchée.
Dans le cas particulier où il s'agit d'une seule courbe géométrique à laquelle on mène toutes les tangentes parallèles entre elles, si les coefficients, tels que X^, sont égaux à l'unité, on sait que M se réduit à un point. Le rayon de courbure pm est alors égal ko et la relation précédente se réduit à
^Pa=0.
Le théorème exprimé par cette relation est dû à Duhamel (*). Sur les qnadrilatéres articulés. — Un quadrilatère est Jormé par
(*) Journal de Mathématiques, i** série, t. IV, p. 364.
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€ju€itre tiges, trois de ses sommets sont respectivement liés à des points fixes par des tiges, construire, pour une position du qucuirilatère, la normale à la ligne que décrit le quatrième sommet pendant la déformation du quadrilatère,
abcm {fig. i38) est le quadrilatère formé par les quatre tiges ab, acj bm, cm. Le point a est lié au point o par la tige ao] le point 6 est
Fig. i38.
de même
lié au point o' par la tige bo'\ enfin le point c est lié au point o' par la tige co'. Le sommet libre est m.
Le point de rencontre a des droites ao, bo' est le centre instantané
relatif au côté a6; on a
d{a) _ T.a dîbj ~ 56'
d(b) _ p6 5(m) ~ p/n' d(m) _ [jL/w d{c) ~~ fxc '
d(c) ^ Yç^ d{a) ya
Multipliant membre à membre ces égalités, il vient
aaxp6XfxmxYC = a6xPmxfxcxY«-
Il résulte de cette relation, en vertu d'un théorème connu (*), que les diagonales afx, Py ^'^ quadrilatère formé par les quatre centres instantanés de rotation des côtés passent par les points de rencontre p et q des côtés opposés du quadrilatère abcm (*).
{*) Gbaslbs, Traité de Géométrie supérieure, a* édition, n* 411.
(') Phillips, Théorie de la coulisse de Stephenson {Annales des Mines, i853 et
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D'après cela, on mène la droite />a; elle coupe o" c au point jjl. Lii droite //ijjl est la normale demandée.
Cas particulier. — Supposons que les diagonales du quadrilatère fibcm se rencontrent à angle droit (elles se coupent alors toujours à angle droit pendant la déformation du quadrilatère) et que les points o', o" soient confondus en un seul point o' sur la diagonale am.
On a alors {fig. iSg) un système articulé pour lequel les points o\
Fig. 139.
^Jihv!!:.}:--. .1"-''^ ?_i"^-v.^
a^ m restent toujours en ligne droite, quelle que soit la déformation du quadrilatère.
Appliquons la construction précédente. Menons la droite />«, elk coupe o' c au point \k : la droite mfx est la normale à la courbe (m) décrite par le sommet libre m,
L^hexagone o' bcp}s.mo' a ses sommets sur les droites o'c et/>/n;en vertu du théorème de Pascal, les points de rencontre a, a, 1 de ses côtés opposés sont en ligne droite. Il résulte de là que la normale en m à (m) passe par le point i où oa rencontre la diagonale bc.
Comme le point i ne dépend pas de la position de m sur o'a, on voit que,.¥/ l^on relie par des tiges aux points betc différents points de o'a^ les normales aux courbes décrites par ces points concourent au même point i.
Prenons, en particulier, le point mj symétrique de a par rapport à
Brochure; Mallet-Bachelier, i863). — W. Scbbll, Théorie der Bewegung und der Kràfte, Leipzig, 1879; — J. Petebser, Kinematik, Copenhague, i885. — G. YcsG, Sur une propriété' géométrique, statique et cinématique des polygones articulés {Comptes rendus de l'Institut royal lombard, 12 mars i885).
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hcy la normale à la courbe (mj) décrite par ce point est. im^. De la connaissance de cette normale, on peut déduire que (m,) est une circonférence de cercle dont le centre est le point où cm^ rencontre 00'; mais nous allons démontrer directement cette propriété. Supposons que Ton décrive une circonférence du pointe comme centre avec
— 2 — s ca pour rayon, on a o'a X o'mjr^ o' c — ca z=. const.
La courbe (/Wj) est donc la transformée par rayons vecteurs réciproques (*) de la circonférence décrite par a, c'est-à-dire une circonférence de cercle dont le centre est sur o' o et telle que le rayon m,// et le rayon ao soient également inclinés sur o/Wi.
Si oa est égal à oo', alors i/Wi est parallèle à oo' , et /Wi décrit une droite perpendiculaire à oo' (*).
La circonférence décrite du point i comme centre avec ia pour rayon est tangente aux circonférences (a) et (/Wj). Le lieu {i) des points, tels que i, est alors le lieu de points également distants des deux circonférences : c'est donc une conique.
La tangente en i à cette courbe est ib. On voit ainsi que la diagonale bc enveloppe une conique.
Prenons le symétrique /Wj de m par rapport à bc, et formons avec
(') La transformée par rayons vecteurs réciproques d'une figure donnée est la figure qu'on obtient en portant, à partir d'un point ou pôle fixe, sur les rayons vecteurs partant de ce point et aboutissant aux points de la figure donnée, des longueurs inversement proportionnelles aux longueurs de ces rayons vecteurs. C'est en i836 que M. Bbllavitis a fait connaître ce mode de transformation. En 18^3, M. Stubbs l'a trouvé de son côté et a publié un Mémoire : On Ihe application of a newmetkod to the Geometiy 0/ Curvesand curve Sur/aces {Philosophical Magazine, t. XXIII). A la suite d'un Mémoire de Sir VV. Thomsûn, LiocviLLE {Journal de Mathématiques, 1^ série, t. XII) a étudié ce mode de transformation^ auquel il a donné le nom actuel de transformation par rayons vecteurs réciproques. Il a trouvé que, par une seule transformation, on peut obteDir le résultat de transformations successives. J'ai démontré géométriquement cette très belle propriété dans le Journal de Mathématiques, a» série, l. XVI. M. A. HmsT a employé ce mode de transformation dans son Mémoire Sur la courbure d'une série de sur/aces et de lignes {Annali di Matematicay t. II). On trouve l'exposition élémentaire de ce mode de transformation dans l'Ouvrage de M. P. Serret : Des méthodes en Géométrie, p. 21, et dans le Traité de GebmeYrie de MM. RoDCHft et de Comberodssb, I** Partie, p. 247* et II* Partie, p. 273.
(') Ce système articulé, composé de sept tiges, au moyen duquel on peut tracer une circonférence ou une droite, est dû au général Peaucellier, qui l'a découvert en 1864. Depuis, MM. Hart et Kempe ont fait connaître, pour le même objet, des systèmes articulés composés de cinq tiges. Le professeur J.-J. Stlvester a fait, à l'Institution royale de la Grande-Bretagne, une très intéressante lecture qui a provoqué de nombreux travaux sur les systèmes articulés. [Voir Liguée, Liste des travaux sur les compas composés {Bulletin des Sciences mathématiques, i883).]
des tiges le losange mcniib. Lorsqu'on déforme le système à lige^, les points m et m, font partie d'une courbe qui rencontre la droilcoa aux deux positions de m et /w, qu'on obtient en amenant le point décrivant sur la droite o' a, La courbe (m) est donc du quatrième ordre. On a
o' mxo /Tij =01 — im = o c — cm = const.
La courbe (m) est donc une anallagmatique du quatrième ordre (*).
Décrivons du point i comme centre une circonférence avec im pour
rayon. Appelons C cette circonférence, elle est tangente en m ti niit
— f — s — s — s Tanallagmatique (m). Mais, comme o' i — im =zo'c — cm , cell*
circonférence coupe orthogonalement la circonférence décrite dn
point o' comme centre avec un rayon égal à \/o'c — cm . On peul dire alors que l' anallagmatique du quatrième degré (m) est l'enveloppe de circonférences dont les centres sont sur la conique {i} et qui coupent orthogonalement une circonférence donnée (*).
Si le point décrivant est m,, symétrique de o' par rapport à bc, alors (m,) est une podaire de conique, car celte courbe est semblable à la courbe lieu du point de rencontre des diagonales aiw, bcet cette courbe est la podaire de o' par rapport à la conique (/).
Cherchons sur la normale mi le point e centre de courbure de V anallagmatique {m). Pour un déplacement infiniment petit du quadrilatère articulé, le triangle aim se déforme et le point < se déplace sur la tangente ib à la conique (*").
Elevons en o la perpendiculaire oj à o/, cette droite coupe en /la parallèle ij menée du point i à o' m. On a
d{a) __ ao
Du centre de courbure cherché élevons la perpendiculaire et à im. cette droite coupe en / la droite ij. On a
d{m) ~~ me Élevons du point o' une perpendiculaire à o* m, cette droite coupe
(*) M. Moutard a donné le nom à^ anallagmatique à une courbe qui se traa$formc en elle-même par rayons vecteurs réciproques. (') Celte génération des anallagmatiques du quatrième degré est due i
M. MOCTABD.
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en r et q les droites mi, ao. On a
d(m) __ mr d{a) ~^ aq
Multiplions membre à membre ces trois égalités, il vient
ao X il X mr = ij x me x aq.
Appelons co et cp les angles que font ia et im avec ib] on a
'j ^ i^ f^^o' .. ^ io ^ cLo'
~" sin®' ~ sincp' "^ ~ sinw' ^ '~ sinco*
Portant ces valeurs dans la relation précédente, il vient
ao X ie x o'/n _ ij X me x ao' sin'cp " sin'u)
Le triangle aim, coupé par la transversale o^ og, donne ao X ig X mo'= io x ao'x mg.
Par suite, la dernière relation devient
mg
ig __ sin'y /ne ~" sin'd) ie
Coupons le faisceau o' i, o'm, o'e, o'g par la parallèle iJ à o'm.
Le rapport anharmonique qui est dans le premier membre de la
ie' dernière égalité est égal à -r-, (p. igS). On a alors
ie' sin'to = ig' sin*<p,
et, par suite, on construit e' de la manière suivante : on abaisse de g' une perpendiculaire sur mi; du pied de cette droite on abaisse une perpendiculaire sur ig* ; cette dernière droite rencontre «a en un point d'où Ton élève une perpendiculaire à ia : cette perpendiculaire coupe ig' au point e\ Il suffît maintenant de mener la droite e'o' : elle rencontre mi au centre de courbure demandé.
Si Ton applique cette construction à la courbe (Wi), on trouve que, quelle que soit la position du quadrilatère, le centre de courbure est toujours sur o'o. Ce centre de courbure est alors unique, et nous retrouvons que la courbe (/Wj) est une circonférence de cercle.
L^appareil du général Peauceliier se construit en prenant un !•>sange abcm {fig. i4o) comme quadrilatère articulé. Cherchons, dan^ ce cas, les rapports des chemins élémentaires parcourus par les sooimets opposés du losange (*).
Prenons d^abord les sommets a et m. Les segments des normales ai,
Fig. i4o.
mi aux courbes (a) et (m), compris entre a ou m et la perpendiculaire élevée en o' à o'm, sont entre eux comme leurs projections o* a^ o'm, puisqu'ils sont également inclinés sur o' m. On a donc
Les sommets c, b décrivent des arcs de cercle. Les arcs élémenlaire> décrits par ces points sont entre eux comme les segments compris sur co', bo' entre c ou 6 et les points oii la perpendiculaire élevée en i â ch rencontre co' , bo' . Mais ces segments sont également inclinés sur cb : on a alors
d{c) ___ ci
d(b) ~ ib'
(') Voir à ce sujet, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, i" sêrir, l. XX, p. 4^6, 3* série, t. III, p. 199 des Notes de M. d'Ocarne, et dans le mèoiT Hecueil, 3« série, l. I, p. i53, un Article de M. Licuike.
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SEIZIÈME LEÇON
SURFACES ENVELOPPES. — SURFACES RÉGLÉES
Surface enveloppe, enveloppée, caractéristique. — Méthode des enveloppées circonscrites par la détermination des lignes d'ombre ou de perspective. — Perspective cavalière d'une sphère. — Surface enveloppe d'un plan mobile. -- Sur/aces réglées. — Surfaces gauches. — Cône directeur. — Surfaces dévcloppables.
Surface enveloppe, enveloppée, caractéristique (*). — Le lieu des positions successives d'une ligne qui se déplace en se déformant suivant une certaine loi est une surface. On peut aussi considérer une surface quelconque (S) comme V enveloppe d'une surface variable (E); voici en quoi consiste ce mode de génération.
Concevons des surfaces (E) construites au moyen d'un même mode de génération dépendant d'un seul élément variable. Deux surfaces (E), infiniment voisines, déterminent par leur intersection une ligne E : le lieu des lignes, telles que E, est une surface (S) qui est Y enveloppe des surfaces (E).
Les surfaces (E) sont les enveloppées de (S).
La courbe E est la caractéristique dç la surface enveloppe (S).
Chaque enveloppée est tangente à V enveloppe le long de la caractéristique.
Pour montrer qu'il y a contact de l'enveloppe (S) et de l'enveloppée en un point m de la caractéristique, menons des plans par ce point m. Chacun de ces plans coupe les enveloppées de (S), infiniment voisines, suivant des courbes infiniment voisines dont l'enveloppe est la ligne d'intersection du plan sécant et de la surface (S). Mais cette ligne enveloppe est tangente à ses enveloppées ;
( * ) Mo3<GB, Ancdyse appliquée à la Géométrie.
on a donc, à partir du point m, quel que soit le plan sécant ment* par ce point, la courbe d^intersection avec la surface (S) qui est tangente à la courbe d'intersection du plan sécant et de l'enveloppée. Le plan tangent en m à la surface enveloppe et à l'enveloppée est donc le même.
Gela est vrai pour tous les points de la caractéristique; c'est ce que l'on exprime en disant que la surface enveloppe et Vune de ses enveloppées sont circonscrites l'une à l'autre le long" de In caractéristiq ue .
Une surface peut, de bien des manières, être considérée comme enveloppe. Le tore peut être engendré par une sphère de grandeur invariable qui tourne autour d'une droite; dans ce cas, les enveloppées du tore sont des sphères égales ; les caractéristiques sont les méridiens du tore. On peut encore considérer le tore comme l'enveloppe de sphères dont les centres sont sur l'axe de révolution ; on a une série de sphères inégales, et deux sphères infiniment voisines se coupent suivant un parallèle du tore.
Cette deuxième manière de considérer le tore comme enveloppa de sphères est applicable à une surface de révolution quelconque; nous allons faire usage de cette remarque à propos du problème suivant :
Déterminer V intersection de deux surfaces de révolution dont les axes se rencontrent.
Projetons les deux surfaces {fig- i\i) sur un plan parallèle aux axes. Pour construire un point de la ligne d'intersection, on décrit une sphère dont le centre est au point de rencontre de ces axes: cette sphère coupe chacune des surfaces de révolution suivant on parallèle ; les plans de ces parallèles sont perpendiculaires au plan de projection. Ces parallèles sont alors projetés suivant de simples droites, et le point de rencontre m de ces droites est un point de la projection de la ligne commune aux deux surfaces.
Les surfaces étant de révolution peuvent être considérées comm<' l'enveloppe de sphères qui les touchent le long de leurs parallèles. Le contour apparent de la sphère, qui touche Tune des surfaces de révolution le long du parallèle a6, est une circonférence de cercle doublement tangente aux points a et 6 à la ligne de contour apparent de la surface de révolution. De même, pour l'autre surface
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de révolution, le contour apparent de la sphère qui touche cette surface le long du parallèle cd est une circonférence de cercle tangente aux points c et rf au contour apparent de cette surface. Aux points de la ligne d4ntersection des deux surfaces projetés en m, ces sphères ont respectivement les mêmes plans tangents que les surfaces dont elles sont les enveloppées; leur ligne d'intersection est donc tangente à la ligne d'intersection des deux surfaces. Mais la ligne d'intersection de ces deux sphères est un petit cercle dont le plan est perpendiculaire au plan de projection et qui se projette suivant la corde ef\ la droite e/doit donc passer par le point m, et
Fig. i4i.
elle est la tangente en ce point à la projection de la ligne d'intersection des deux surfaces.
Au point de rencontre g' dans l'espace des lignes de contour apparent des deux surfaces, les plans tangents à ces surfaces sont perpendiculaires au plan de projection; la tangente à la courbe d'intersection des deux surfaces se projette donc en un point g et cette courbe est alors projetée sur un plan perpendiculaire à l'une de ces tangentes \ la tangente au point g à cette projection est, par suite, dans le plan osculateur de la courbe au point g'.
Cette tangente au point g s'obtient en appliquant la construction que nous venons de donner pour le point m. On prend le parallèle de chacune des surfaces qui passe par le point g^ , puis les sphères tangentes à ces surfaces le long de ces parallèles, et la projection du petit cercle, intersection de ces sphères, est la tangente au point g,
Si les deux surfaces sont, par exemple, des ellipsoïdes, la ligne de l'espace est une ligne du quatrième ordre; mais, le plan des axes étant un plan de symétrie, les points de celte ligne se projelteDi deux à deux en un même point, et la projection de la courbe d«" Tespace est alors un arc de section conique.
Cette courbe est d^un même côté par rapport à sa tangente au point g\ le plan osculateur de la courbe de l'espace en g* ne la traverse pas; ce plan osculateur a donc au point »^, avec cette courbe, quatre points infiniment voisins communs.
Il est facile d'arriver autrement à ce résultat.
Il y a deux points de la courbe de l'espace projetés en /?i; en ces points, la circonférence projetée suivant ef est tangente à la ligne d'intersection des deux surfaces.
Lorsqu'on suppose que les points projetés en m se rapprochenl du point ^, on a constamment une circonférence, analogue à celle qui est projetée suivant <?/, doublement tangente à la ligne d'intersection de l'espace. Lorsqu'on arrive au point ^', les quatre poinl-i communs de cette circonférence avec la courbe d'intersection sont réunis en ce point ; on a donc au point g^ une circonférence ayani avec la courbe quatre points infiniment voisins communs. Cette circonférence est le cercle osculateur de la courbe; son plan esi un plan osculateur qui a avec la courbe quatre points infiniment voisins communs et qui Caisse la courbe d'un même côté.
Méthode des enveloppées circonscrites ponr la détermination des lignes d'ombre on de perspective. — En exposant dans la première Leçon les méthodes générales à Taide desquelles on détermine le? ombres, nous avons laissé de côté une méthode que nous alioD< maintenant développer sous le nom de méthode des enveloppées circonscrites.
Soit à déterminer la ligne d'ombre sur une surface (S) {fig^ i4^- .• Considérons cette surface comme l'enveloppe d'une série de surfaces, et soit C une caractéristique de (S). Cherchons le point de la ligne d'ombre situé sur C. Pour cela, déterminons la ligne d'ombre sur l'enveloppée qui touche (S) le long de la caractéristique C. Cette ligne d'ombre est une courbe qui rencontre C au point m. Le point m est un point de la ligne d'ombre sur (S ■, car le plan tangent au point m passe par le point lumineux.
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puisque le point m est un point de la ligne d'ombre de l'enveloppée de (S).
Il est clair que cette méthode n'est simple que si la construction
Fig. 143.
des lignes d'ombre est facile sur les enveloppées particulières que l'on considère pour déterminer la ligne d'ombre sur (S).
Ce que nous disons à propos des ombres est applicable en perspective. Si une surface est considérée comme enveloppe, un point de la ligne de contour apparent de cette surface se détermine en prenant la rencontre d'une de ses caractéristiques avec la ligne de contour apparent de l'enveloppée qui la touche suivant cette carac^ léristique.
Appliquons cela à la recherche de la perspective cavalière d'une sphère.
PerspecUve cavalière d'une sphère. — Traçons la perspective du grand cercle horizontal de cette sphère {fig. i43). Considérons
Fig. 143.
celte surface comme l'enveloppe de cônes de révolution dont les sommets sont sur le diamètre FF', perpendiculaire au plan du
tableau. La ligne de contact de l'un de ces cônes avec la sphère est le cercle de front décrit sur la corde ab; le sommet du cône est le point de rencontre s des tangentes en a et 6 à la perspective du grand cercle horizontal. Le petit cercle de front, décrit sur ab conmie diamètre, est la caractéristique C.
Les lignes de contour apparent du cône sont les tangentes à ce petit cercle de front menées du point s. Les points de contact m el n de ces tangentes sont alors, d'après ce que nous venons de voir, des points qui appartiennent à la ligne de contour apparent de la sphère; les points m et n sont donc des points de l'ellipse perspective cavalière de la sphère.
Nous pouvons maintenant compléter un théorème que nous avons énoncé précédemment. Nous avons dit (p. laS) que si l'on prend une ellipse et des cordes telles que abj parallèles à une direction donnée, les circonférences décrites sur ces cordes comme diamètres ont pour enveloppe une ellipse; nous pouvons ajouter qu'on obtient, sur l'une de ces circonférences, les points où eUe touche cette enveloppe en déterminant le pôle s de la corde ai, par rapport à l'ellipse donnée, et en prenant la polaire du point $ par rapport à la circonférence décrite sur ab : cette polaire coupe cette circonférence aux points m et n, qui sont les points demandés.
Surface enveloppe d'nn plan. — Parmi les surfaces simples qu^on peut considérer comme enveloppes, on peut prendre l'enveloppe d'un plan mobile. Dans ce cas, la caractéristique est une droite, et la surface enveloppe touche le plan mobile dans une de ses positions suivant la caractéristique qui est sur ce plan. Cette surface enveloppe peut être considérée comme le lieu des caractéristiques, par conséquent comme un lieu de droites : c'est alors une sur/ace réglée. On désigne sous le nom de sur/aces réglées les surfaces engendrées par une droite.
La surface enveloppe d'un plan est une surface réglée qui, d'après ce qui précède, jouit de cette propriété : le plan mobile, dans chacune de ses positions, est tangent à la surface tout le long d'une génératrice.
Comme exemple de surface enveloppe de plan, on peut prendre l'enveloppe des plans normaux à une courbe gauche. Cette enve-
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loppe est le Heu des intersections des plans normaux successifs de la courbe donnée. Le plan normal en a à la courbe gauche est perpendiculaire à la tangente en a; de même, pour le point 6, le plan normal est perpendiculaire à la tangente en 6 à la courbe gauche. La droite d'intersection de ces plans normaux est alors perpendiculaire à un plan parallèle à la tangente en a et à la tangente en b. Si le point b est infiniment voisin du point a, on sait que le plaii mené par la tangente en a parallèlement à la tangente en b est le plan osculateur de la courbe; donc la caractéristique du plan normal en a est perpendiculaire au plan osculateur de la courbe gauche ; en outre, elle passe par le point de rencontre de la normale principale en a avec le plan normal en 6, qui est le centre de courbure de la courbe. Cette caractéristique est alors la droite que nous avons appelée Vaxe de courbure de la courbe gauche.
Ainsi, la sur/ace enveloppe des plans normaux à une courbe fi^'auche est la sur/ace formée par les axes de courbure de cette courbe.
Surfaces ganches. — La surface enveloppe d'un plan mobile nous amène à faire une première étude des surfaces réglées.
Gi{Jig. i44) est la génératrice d'une surface réglée, G' la génératrice inCniment voisine de celle-ci. Menons la perpendiculaire commune oo' à G et G'; la limite des positions du pied o de cette perpendiculaire sur G est ce qu'on appelle le point central (*). Sur chaque génératrice il y a un point central ; le lieu de ces points centraux est ce qu'on appelle la ligne de striction de la surface réglée. Il ne faut pas croire, d'après la définition du point central, que la ligne de striction rencontre à angle droit les génératrices.
Le plan de G et de la perpendiculaire commune oo' est ce qu'on appelle le plan central pour la génératrice G.
(') GaASLBS) Mémoire sur les sur/aces engendrées par une ligne droite {Correspondance mathématique et physique de Quetelet, t. XI).
a3o SECONDE PARTIE. — SEIZIÈliE LEÇON.
Par le point o' menons une parallèle G| à G ; par un point a d'*. G menons un plan perpendiculaire à cette droite. Ce plan rencontre Gs au point b et G' au pointe. G' étant une génératrice infiniment voisine de G, le point c est infiniment voisin du point o, et la droite ac est la tangente en â à la ligne d'intersection de la surface réglée et du plan mené en a perpendiculairement à G: If plan de G et de la droite ac est alors le plan tangent en a à la surface réglée.
Fig. i«.
Cherchons la tangente de l'angle 8 que ce plan langent failaNCi le plan central ; on a
Ung6 = ^.
En désignant par l la distance du point o au point «, par 7 l'angle que font entre elles les génératrices G et G', ou, ce qui revient au même, l'angle de G' et de G<, on a
ab étant la longueur de la perpendiculaire commune à G et G', perpendiculaire que nous désignons par /?, on a donc
^ /tangd lange = 2-.
ou bien
lange = —,
un substituant l'angle à la tangente, ces deux quantités difleranl d'un infiniment petit d'ordre supérieur.
/? et 0" sont des infiniment petits; si nous les supposons de même
ordre, le rapport - est fini. Nous le représenterons par A*; k est co
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qu'on appelle \e paramètre de distribution des plans tangents à la surface réglée pour la génératrice G.
La formule tangO = j montre (\wq^ pour une génératrice G, la
tangente de V angle que le plan tangent en un point de G /ait avec le plan central est proportionnelle à la distance du point que Von considère au point central sur cette génératrice.
Il suffit de faire varier / pour déterminer les différentes valeurs de tangO, et par suite pour voir comment varie le plan tangent à la surface réglée lorsque l'on prend successivement différents points de la génératrice G.
Lorsque / est infini, tang8 est infini : le plan tangent est alors perpendiculaire au plan central, il est parallèle à la génératrice infiniment voisine de G; / diminuant, l'angle 6 diminue.
Lorsque /est égal à A', tangO est égal à i; l'angle 0 est alors égal à 45®. On peut dire aussi : Le plan mené par G, qui fait avec le plan central un angle de 45®, touche la surface réglée en un point dont la distance au point central est un segment égal au paramètre de distribution des plans tangents.
Lorsque l est égal à zéro, le plan tangent coïncide avec le plan central. Lorsque a, continuant à se déplacer sur la génératrice, passe de l'autre côté du point o, on trouve alors des plans qui sont, par rapport au plan central, symétriques des plans qu'on avait trouvés pour les points de G d'abord considérés. Et si l'on suppose le point a à Tinfini, on retrouve alors un plan perpendiculaire au plan central.
Nous voyons qu'à un point partant de l'infini sur G, et parcourant cette droite jusqu'à l'infini, correspond un plan tangent qui tourne autour de G; ce plan coïncide avec le plan central lorsqu'il a tourné d'un angle droit; puis il continue son mouvement de rotation, et il coïncide avec le plan tangent au point qui est à l'infini sur G après avoir tourné de deux angles droits.
On voit que, lorsque A^ est fini, l'on a une surface réglée dont les plans tangents sont diff^érents pour les divers points de la génératrice G et telle que tout plan mené par G la touche en un point de cette droite. Cette surface réglée fait partie d'une classe de surfaces à laquelle on donne le nom de surfaces gauches.
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Ce que nous venons de trouver peut se voir géoméirîqaemcnt au moyen de la construction de l'angle 8.
Élevons au point central o de G une perpendiculaire oy égale au paramètre k et menons la droite y^*
Dans le triangle '^oa, on a
l — o^ tango^a :
donc Tangle oya est égal à 8.
Pour un autre point a^ de G, on obtient de même l'angle 9| correspondant.
En prenant la différence de ces angles, on trouve que :
L'angle sous lequel on voit du point y ^^ segment de G est égal à V angle compris entre les plans qui touchent (G) aux extrémités de ce segment.
J'appelle y h point représentatij de l'élément de surface (G) le long de G (').
Jusqu'à présent nous avons supposé que le paramètre k est fini ; supposons maintenant que k soit infini, c'est-à-dire que a* soit infiniment petit par rapport à /?. On a alors sur la surface réglée une génératrice analogue aux génératrices des surfaces cylindriques, c'est-à-dire parallèle à la génératrice infiniment voisine.
Pour une pareille génératrice, tangO = — ; par conséquent, taagt
est nul pour tout point de la génératrice à distance finie du point central; pour ces points, le plan tangent coïncide alors avec le plan central. Pour un point à l'infini, on ne peut pas dire quelle est la direction du plan tangent; tout plan mené par la génératrice et qui n'est pas confondu avec le plan central doit être considéra comme tangent à l'infini.
Si k est nul, c'est-à-dire si p est infiniment petit par rapport
à 0", tangO = -; on a alors une génératrice pour laquelle tangtt est
infini pour tout point à distance finie du point central; les plans tangents pour ces points sont confondus avec le plan tangent au point qui est à l'infini ; le plan tangent est unique tout le long de cette génératrice. Lorsque / est nul, on ne peut pas dire quelle est
(') Voir mon Mémoire d'Optique géométrique (loc. cit).
la direction du plan tangent; tout plan mené par la génératrice et qui n'est pas confondu avec le plan tangent unique le long de cette droite doit être considéré comme tangent au point centra].
Lorsque k est constamment nul ou infini pour les différentes génératrices, on a une surface appartenant à une deuxième classe de surfaces pour lesquelles le plan tangent est le même le long de chaque génératrice. On désigne ces surfaces sous le nom de surfaces développât les.
Dans cette classe de surfaces, à l'exception des surfaces cylindriques, on ne trouve que celles pour lesquelles p est infiniment petit par rapport à a*. En nous reportant à ce que nous avons dit relativement à la plus courte distance des tangentes à une courbe gauche, qui sont infiniment voisines, il en résulte que le lieu des tangentes à une courbe gauche est une surface développable, et que V enveloppe d'un plan mobile, en supposant que cette enveloppe ne soit pa^ une surface cylindrique, est une surface telle que la plus courte distance de deux génératrices est infiniment petite par rapporta Van g le que ces droites comprennent entre elles.
Nous allons montrer que cette surface enveloppe d'un plan mobile est le lieu des tangentes à une courbe gauche.
Fig. i45.
Soient G et G' {fig. i45) deux génératrices d'une surface réglée, a le point central sur G, a' le point central sur G/ \ aa! est alors un arc de la ligne de striction; ad est du môme ordre que l'angle de G et de G'. Si nous supposions ad infiniment petit d'un ordre supérieur, nous aurions une génératrice G analogue à une génératrice de surface conique.
Écartons ce cas. Prenons la perpendiculaire oo commune à G et G^ menons par le point d une parallèle G| à G, abaissons du point a la perpendiculaire ac sur G| et du point c la perpendiculaire cb sur G^. Il résulte de cette construction que ab est per-
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pendiculaire à G'. Le point a, étant le point central sur G, est à onc distance infiniment petite du point o, puisque ce point a est la limite des positions du point o lorsque G' se rapproche infiniment de G. Le segknent ac est infiniment petit du premier ordre, ainsi que o'c; bc est un infiniment petit d'ordre supérieur au premier; alors, dans le triangle acbj ab est un infiniment petit de même ordre que ac, et par suite de même ordre que acé. Il en résulte que dans le triangle aba' l'angle en a' est un angle fini ; la ligne de striction coupe donc les génératrices sous des angles finis. C'esl le cas des surfaces gauches.
Si ac est d'ordre supérieur au premier, il en est alors de même de ab] le segment ab est infiniment petit par rapport à aa'^ l'angle en a' est infiniment petit, et la ligne de striction est tangente à la génératrice. Ainsi, lorsque, quelle que soit la génératrice, sa distance à la génératrice infiniment voisine est infiniment petite par rapport à l'angle de ces droites, on peut dire que les génératrice de la surface sont tangentes à une courbe gauche.
En résumé, les surfaces de la deuxième classe, en exceptant les surfaces cylindriques et les surf aces coniques, peuvent être considérées comme le lieu des tangentes à une courbe gauche.
Nous sommes ainsi amenés, pour étudier les surfaces développahles, à prendre la surface formée par les tangentes à une courbo gauche. Définissons d'abord ce qu'on appelle le cône directeur d'une surface réglée.
Cône directeur. — Si d'un point s de l'espace on mène des parallèles aux tangentes d'une courbe gauche, on obtient une surface conique, que nous avons déjà considérée à propos de l'hélice, et qui, par rapport à la surface développable lieu des tangentes à la courbe gauche, prend le nom de cône directeur (' ). Cette expression de cône directeur est employée d'une manière générale lorsque, pour une surface réglée quelconque, on prend le cône lieu de
(*) L'intersection de ce cône directeur et d'une sphère dont le centre est au sommet de ce cône est la courbe que M. P. Serret a nommée indicatrice sphériçue de la courbe gauche et dont il a montré l'utilité ( Théorie nouvelle géométriçittr et mécanique des lignes à double courbure, p. 76 ; 1860).
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droites menées d'un point fixe parallèlement aux génératrices de la surface réglée.
Lorsqu'il s'agit d'une surface développable, à une génératrice G correspond sur le cône directeur une génératrice sg qui lui est parallèle, et le plan tangent à la surface développable le long de G est parallèle au pian tangent au cône le long de sg\ le cône directeur de la surface développable peut donc être considéré comme l'enveloppe des plans menés du point s parallèlement aux plans tangents de la surface développable.
Dans le cas d'une surface gauche, à une génératrice G correspond sur le cône une génératrice sg\ le plan tangent au cône le long de 5^ est parallèle au plan tangent à la surface gauche au point qui est à l'infini sur G, puisque le plan tangent au point qui est à l'infini sur G est parallèle à la génératrice de la surface gauche qui est infiniment voisine de G.
On voit alors que, dans le cas d'une surface développable, si d'un point de l'espace on mène des plans parallèles aux plans tangents de cette surface, on a une enveloppe.
Dans le cas d'une surface gauche, en menant d'un point de l'espace des plans parallèles aux plans tangents de la surface, il n'y a pas d'enveloppe.
Surfaces développables. — G étant une courbe gauche, menons des tangentes à cette courbe et considérons la surface développable formée par ces droites. Le plan tangent à cette surface le long de la génératrice G est le plan mené par cette droite parallèlement à la génératrice infiniment voisine G'; mais ce plan n'est autre que le plan osculateur de C pour le point a où G touche cette courbe : on voit donc que les plans tangents de la surface développable ne sont autres que les plans osculateurs de la courbe gauche^ et l'on voit aussi que l^ intersection de deux plans osculateurs infiniment voisins est une tangente de la courbe gauche.
Il résulte de là un moyen graphique pour construire le plan osculateur d'une courbe gauche en un point de cette courbe.
Si l'on veut avoir au point a le plan osculateur de la courbe gauche C, on prend des tangentes à cette courbe gauche et les points où ces droites rencontrent un plan auxiliaire (P); en réu-
nissant ces points par un trait continu, on a la trace delà surface développable formée par les tangentes de C. On mène à cette courbe une tangente au point où elle est rencontrée par la génératrice de la surface développable qui passe par a : le plan déterminé parcelle tangente et par cette génératrice est le plan tangent à la surface développable lieu des tangentes à la courbe gaucbe; c'est, comme nous venons de le voir, le plan osculateur de la courbe gauche an point a.
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Section faite par un plan. — Arête de rebroussement. — Étude d'une nappe de la surface développable. — Rayon de courbure de la transformée d'une courbe. — DéTcloppement approximatif d'une portion de surface développable. — Géométrie cinématique, — Déplacements dans l'espace d'une figure de forme invariable. — Nombre des conditions qui assurent ces déplacements. — Déplacement infiniment petit d'une figure plane dans l'espace. — Déplacement d'une droite.
Supplément. — Courbes gauches et surfaces développables. — Théorème relatif à la ligne d'intersection de deux surfaces qui se coupent sous le même angle.
Section faite par un plan. — La section faite dans une surface développable par un plan a un point de rebroussement au point où le plan sécant rencontre la courbe gauche qui définit la surface déi'eloppable.
Fig. i46.
Prenons commejplans de projections le plan sécant ( S) {fig^ i46) et le plan osculateur (O) de la courbe gauche au point a où (S) rencontre la courbe. Ces deux plans se coupent suivant la droite xy, La projection de la courbe gauche sur son plan osculateur (O)est la courbe C, en supposant que cette projection soit faite au moj^en de droites parallèles au plan sécant (S) et perpendiculaires à xj^, La projection G' de la courbe gauche sur le plan (S), étant faite
au moyen de droites parallèles à la tangente au point a^ a un point de rebroussemenl en a ; la tangente en ce point est xy.
On a les projections d'un point de la courbe gauche en abaissant d'un point w! de G' une perpendiculaire rn!p sur xy et en menant parle point y? une parallèle à la tangente at-^ cette parallèle rencontre la courbe G au point /n, qui correspond à m\ La tangente à la courbe gauche, au point de l'espace dont les projections sont m et m', se projette suivant les tangentes en ces points aux projections G et G'. Pour avoir le point où cette tangente rencontre le plan (S), élevons une perpendiculaire à xy au point où la tangente mq coupe cette droite; cette perpendiculaire rencontre la tangente en m' au point gr'; le point q' est ia trace sur le plan (S) de la tangente à la courbe gauche au point (m', m). Le point a étant un point ordinaire sur la courbe donnée, les points tels que 7 sont toujours d'un même côté du point a sur la droite xy, el, par suite, la perpendiculaire qq' est tout entière sur l'une des régions de (S) située d'un même côté par rapport à la perpendiculaire élevée du point a sur xy.
Quant aux points tels que q\ ils sont de part et d'autre de xy. puisque la courbe G' présente un point de rebroussement.
On voit déjà que la courbe trace de la surface développable est située de part et d'autre de xy et d'un même côté par rapport à la perpendiculaire menée du point a à cette droite.
La tangente au point q' à la trace de la surface développable s'obtient en prenant la trace sur le plan (S) du plan osculateur de la courbe donnée en (m', m). En appliquant toujours cette même construction, pour avoir la tangente au point a à la trace de la surface développable, on obtient en ce point la ligne xy qui est l'intersection du plan sécant et du plan osculateur en a. La courbe partant de q' arrive donc tangentiellement à xy au point a, cl, comme elle est de part et d'autre du point a, elle présente en ce point un point de rebroussement (').
Dans le cas particulier où le plan sécant est mené par une génératrice de la surface développable^ la section faite par ce plan ne présente pas de rebroussement et a pour tangente la génératrice de
(*) M. Tresca, ingénieur en chef des ponts et chaussées, m'a donné cette démoo* stration lorsqu'il était élève à TÉcole Polytechnique.
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la surface qui est rintersection du plan sécant et du plan oscula* leur de la courbe.
Arête de rebronssement. — La courbe gauche qui définit la surface développable est donc, d'après ce que nous venons de démontrer, le lieu des points de rebroussement des sections planes de la surface développable ; c'est pour cette raison que Ton donne à cette courbe le nom d^arête de rebroussement, La projection de Paréle de rebroussement forme le contour apparent de la surface développable.
On peul considérer la surface développable comme formée de deux nappes tangentes entre elles le long de l'arête de rebroussement; Tune des nappes est engendrée par les portions des tangentes à Taréte de rebroussement partant des points de cette courbe et se dirigeant toutes dans le même sens.
Étude d'une nappe de lasorface développable. — Prenons des points sur la courbe donnée, arête de rebroussement de la surface développable. Menons les plans tangents en ces points à la surface développable; ces plans successifs forment une surface polyédrale. Les propriétés de ce polyèdre, qui ne dépendent ni du nombre nî de la grandeur de ses faces, peuvent s'étendre à la surface développable vers laquelle on tend en augmentant infiniment le nombre des points pris sur la courbe donnée.
On peut appliquer ce polyèdre sur un plan, en faisant tourner successivement ses faces autour des arêtes. Lorsqu'on augmente infiniment le nombre des points pris sur la courbe donnée, ce polyèdre tend vers la surface développable, et le développement du polyèdre se rapproche infiniment d'un développement qui est celui de la surface développable. C'est cette propriété de la surface développable de pouvoir se développer sur un plan qui lui a fait donner le nom de surface développable.
Prenons sur le polyèdre un polygone quelconque ; après le développement du polyèdre, le périmètre de ce polygone n'a pas changé. Cette propriété conduit, pour la surface développable, à celle-ci : Lorsqu^on développe une surface développable, un arc d^une courbe tracée sur cette surface et Varc correspondant de la transformée de cette courbe ont la même longueur.
Si, sur le polyèdre, à partir d'un points on mène deux droites,
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côtés de polj'gones tracés sur le polyèdre, TaDgle compris cnlre ces droites reste le même après le développement du polyèdre. Cette propriété conduit à celle-ci : U angle que deux courbes tracées sur une sur/ace développât le comprennent entre elles et l'angle que font entre elles les transformées de ces deux courbes après le développement de la surface développable sont égaux entre eux.
On peut tracer sur une surface développable une courbe qui rencontre à angle droit les génératrices de cette surface; celle courbe, qu'on appelle développante de l'arête de rebroussemenl de la surface développable, se transforme, d'après ce qui précède, en une trajectoire orthogonale des tangentes de la transformée de l'arête de rebroussemenl après le développement de la surface développable, et par conséquent devient une développante de celle transformée de l'arête de rebroussemenl.
Rayon de courbure de la transformée d'une courbe. — Cherchons la relation qui existe entre le rayon de courbure d'une courbe tracée sur une surface développable et le rayon de courbure de la transformée de cette courbe après le développement de la surface,
Fig. 147.
Prenons {fig, 147) pour plan de projection, que nous supposons de front, le plan tangent à la surface développable le long de la génératrice ga qui contient le point a de la courbe C tracée sur la surface. Projetons le point m en m', ainsi que les différents points de la courbe C; nous obtenons la projection am' ou P. Développons la surface développable sur le plan tangent le long de ag. Le point m, supposé infiniment voisin du point ûr, décrit un arc mm^ infiniment petit et vient, dans ce plan tangent, sur la
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perpendiculaire à ag menée du point /n', à une distance du point m infiniment petite du troisième ordre. La courbe am se transforme ainsi suivant la courbe arrix ou T.
On a maintenant trois courbes : la courbe donnée C, la projection de celle courbe P sur le plan tangent, et la transformée T de la courbe C. Les courbes T et P sont osculatrices au point «, puisque les points rrJ et m^ de ces deux courbes, infiniment voisins du point a, sont distants l'un de l'autre d'une longueur qui est infiniment petite du troisième ordre.
Cherchons alors la relation qui existe entre le rayon de courbure p de la courbe C en a et le rayon de courbure R de la courbe P au même point a. Pour cela, abaissons du point m' la perpendiculaire wtt sur la tangente ai à ces deux courbes; mi est alors aussi perpendiculaire à celle tangente, puisque mm! a été mené perpendiculairement au plan de projection, qui est tangent à la surface développable le long de ag et qui est supposé de front. La droite inlt est dans ce plan tangent à la surface développable*, la droite mt est dans le plan osculaleur de la courbe C ; Tangle 6 de ces droites est donc l'angle que le plan osculaleur de la courbe C en a
fait avec le plan tangent à la surface développable en ce point. Le
rayon de courbure p de G est égal à — -; le rayon de courbure R
de la courbe P est éfi:al à — rr; on a alors ^ ami '
Dans le triangle rectangle mnity on a
nTL t — mtcosO; I résulte de là
- =- -^. d'où R=-^ (»). p cosO cosO
Ainsi, le rayon de courbure R de la transformée d'une courbe est égal au rayon de courbure de cette courbe divisé
( * ) Cette relation est due à M. E. Gatalah ( Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. XVII, p. 788; i843).
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par le cosinus de V angle que le plan osculateur de la courbe fait avec le plan tangent de la surface déçeloppable.
Pour construire ce rayon de courbure R, menons Taxe de courbure oa' de la courbe donnée ; cette droite rencontre en un certain point al le plan tangent suivant ag à la surface dëveloppable : le segment a a' est égal au rayon de courbure R de la transformée de la courbe sur ce plan tangent. En effet, cette droite fait avec le plan osculateur l'angle 6; la projection de cette droite sur le plan osculateur est le rayon de courbure a a de la couii)e C. On a alors
cosô
Lorsque le plan osculateur de la courbe tracée sur la surface dëveloppable est perpendiculaire au plan tangent, Taxe de courbure de la courbe rencontre ce plan tangent à Tinfini, et, par suite, le rayon de courbure de la transformée est infini. Cette transformée présente un point d* inflexion.
Lorsque le plan osculateur de la courbe se confond avec le plan tangent à la surface développable, c'est-à-dire lorsque 6 est nul, R est égal à p : c'est ce qui a lieu pour les points de l'arête de rebroussement de la surface développable. Ainsi, lorsque l'on développe une surface développable, la transformée de l'arête de rebroussement est une courbe dont les rayons de courbure sont respectivement égaux aux rayons de courbure de V arête de rebroussement.
Dans le cas particulier où l'arête de rebroussement est une hélice, on voit que la transformée de cette courbe, après le développement de la surface développable formée par ses tangentes, est une circonférence de cercle.
Déyeloppement approximatif d'une portion de surface développable. — Si l'on veut effectuer le développement d'une portion de surface développable limitée à deux courbes, on opère approximativement. On prend des points sur l'une des courbes et on les réunit en formant un contour polygonal; on trace les génératrices qui passent par ces points et l'on prolonge ces droites jusqu'à l'autre courbe; on réunit les extrémités de ces droites en formant un autre contour polygonal. On obtient ainsi une série de quadrilatères que l'on dé-
GÉOMÉTRIE CINEUATIQUE. ^43
compose en triangles au moyen de diagonales; on construit ensuite sur un même plan des triangles égaux à ces triangles, et l'on a le développement approximatif de la portion de surface dëveloppable comprise entre les deux courbes.
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Déplacements dans l'espace d'une figure de forme invariable. Nombre des conditions qui assurent ces déplacements. — Nous allons suivre une marche analogue à celle que nous avons adoptée pour les courbes planes. Après avoir considéré ces courbes d'une façon générale, nous avons pris en particulier les lignes décrites pendant le déplacement d'une figure sur un plan; de même, après avoir parlé des courbes gauches et des surfaces d'une façon générale, nous allons considérer les lignes décrites ou les surfaces engendrées pendant les déplacements dans l'espace d'une figure de forme invariable.
Commençons par déterminer le nombre de conditions auxquelles peut être assujettie une figure de l'espace que l'on déplace. Trois conditions fixent la position dUin point dans l'espace et assurent son immobilité. Retranchons une condition, conservons-en alors deux, le point n'est plus immobile; il peut se déplacer et il décrit une ligne trajectoire. Retranchons encore une condition, le point, à partir de la position qu'il occupe, peut se déplacer dans une infinité de directions ; toutes les lignes trajectoires ainsi décrites appartiennent à une surface que j'appelle la sur/ace trajectoire du point (*).
Cherchons maintenant combien il faut de conditions pour assurer l'immobilité de tous les points d'une droite. Le point a d'une droite D étant immobile, le point b de cette droite ne peut se déplacer que sur une sphère dont le centre est au point a. Tandis qu'il faut trois conditions pour assurer l'immobilité du point a, il
(*) Voir mon Étude sur le déplacement d'une Jigure de forme invariable {Recueil des Mémoires des Savants étrangers, t. XX, et Journal de V École Polytechnique, XLIïP Cahier).
n'en faut plus que deux pour assurer rimmobililé du point 6, puisque ce point est déjà assujetti à une condition, celle de se trouver sur une sphère déterminée. En ajoutant le nombre trois, qui indique les conditions relatives au point a, au nombre deujc, qui indi<)ue les conditions relatives au point 6, on trouve quV/ faut cinq conditions pour assurer l'immobilité du segment ab et, par suite, de tous les points de la droite!}.
En retranchant une condition, on voit que quatre conditions permettent aux points d'une droite de se déplacer; ces points décrispent des lignes trajectoires»
En relranchant encore une condition, on voit que trois conditions permettent aux points de la droite de se déplacer; ces points engendrent des sur/aces trajectoires.
Ce que nous venons de dire est relatif ae/^r points de la droite D; mais, si nous ne nous occupons pas des points de la droite D, si nous prenons simplement cette droite comme figure géométrique, il faut une condition de moins pour assurer son immobilité que pour assurer rimmobilité de chacun de ses points; car, la droite D occupant une certaine position, on peut la faire glisser sur ellemême sans modifier cette position, les points seuls changeant de place. Il ne faut donc que quatre conditions pour assurer l'immobilité d'une droite indépendamment de ses points; c'est un résultat que Ton connaît, puisqu'on a vu, en Géométrie analytique, qu'il n'entre que quatre paramètres dans les équations d'une droite. Retranchant une condition, on trouve que trois conditions permettent à la droite de se déplacer; elle engendre alors une sur/ace réglée.
Reprenons la droite D et les points de cette droite; imaginous un plan passant par D. Les points de la droite D étant immobiles, le plan ne peut que tourner de D; pour assurer son immobilité, il faut ajouter une condition à celles qui assurent l'immobilité des points de D, et l'on trouve ainsi qu'il faut sir conditions pour assurer l'immobilité d'un plan; or, comme l'immobilité d'un plan d'une figure de grandeur invariable entraîne celle de la figure tout entière, on conclut qu'il faut six conditions pour assurer l'immobilité d'une figure dans Cespace. Ce nombre sixy on le retrouve lorsqu'on cherche les équations d'équilibre d'un corps solide : il y a six équations d'équilibre.
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Retranchant une condition, on voit que cinq conditions permettent à une figure de l'espace de se déplacer; les points décrii'ent alors des lignes trajectoires. Une condition de moins, et les points de la figure se déplacent sur des surfaces. Ainsi, quatre conditions permettent à une figure de l^ espace de se déplacer d'une infinité de manières à partir de la position qu'elle occupe; les points décrivent alors leurs surjaces trajectoires.
Indépendamment des questions relatives au déplacement, ce que nous venons de dire peut être utile lorsque l'on veut chercher le nombre des conditions qu'il faut donner pour déterminer une figure dans l'espace, connaissant le nombre des paramètres qui sudGsent pour déterminer sa forme. 11 faut, par exemple, connaître les trois axes d'un ellipsoïde pour avoir la forme de cette surface. En ajoutant à ce nombre trois le nombre six relatif à la position, on retrouve bien qu'il faut new/ conditions pour déterminer un ellipsoïde de forme et de position.
Quant aux déplacements, les nombres que nous venons de déterminer permettent de savoir si le lieu d'un point mobile est une ligne ou une surface.
Si, par exemple, un ellipsoïde de grandeur invariable est assujetti à rester tangent à cinq ellipsoïdes, il est alors assujetti à cinq conditions, et, d'après ce que nous venons de dire, on peut le déplacer; chacun des points invariablement liés à cet ellipsoïde décrit alors une ligne trajectoire.
Si les quatre sommets d'un tétraèdre de grandeur invariable sont assujettis à rester sur quatre surfaces données, un point quelconque, invariablement lié au tétraèdre, et entraîné pendant le déplacement de ce tétraèdre, engendre une surface, puisque nous ne donnons que quatre conditions pour définir le déplacement de la figure.
Déplacement infiniment petit d'une figure plane dans Tespace ( ' ). — Commençons par le déplacement infiniment petit d'une figure plane.
(') C'est à Chasles que Ton doit les fondements de la théorie que je vais exposer ( Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, p. i^ao; i843). Voir aussi mon Étude sur le déplacement {loc. cit,).
Le plan (P) {Jig* 1 48) contient une figure. Après un déplacement infiniment petit, il vient en (Pi), et la figure qu^il contient prend sur ce plan (P|) une certaine position.
Faisons tourner le plan (P|) autour de la droite d'intersection C des plans (P) et (Pi), la figure qu'il contient prend sur (P) une nouvelle position. Nous pouvons amener cette figure à coïncider avec la première position qu'elle occupait d'abord sur(P) en la faisant tourner autour d'un centre instantané/. On voit ainsi qu^on peut décomposer le mouvement de la figure plane en deuiL rotations, l'une autour d'une droite perpendiculaire à (P) menée du
Fig. i48.
point/ : un point a de cette figure vient alors en //; l'autre autour de la droite C, intersection des plans (P) et (Pi) : le pointo'vîcni maintenant prendre la position a^ que doit avoir le point a sur(P,).
Le plan a, aa! est perpendiculaire au plan(P), et, comme a/est normale à la trajectoire aa\ on voit que a/ est aussi normale à la trajectoire aa|. On peut dire que a/ est la trace sur le plan (P) du plan mené par le point a normalement à la trajectoire aat de ce point, et, comme le point a est arbitraire sur le plan (P), on peut dire que :
Les plans normaux aux trajectoires de tous les points du plan {V) passent par le point f.
Le point /reçoit, pour celte raison, le nom Ae foyer Am plan (P). On voit qu'il jouit de la propriété d'être le seul point du plan (P) dont la trajectoire soit normale à ce plan (P), puisque son déplacement est une rotation infiniment petite autour de la droite C seulement (*).
( * ) Lorsqu'aux plans d'une figure considérée comme mobile on fait correspondre les foyers de ces plans et qu'aux points de la figure on fait correspoadre les
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Quand un plan se déplace d^une façon continue, dans chacune de ses positions il a, en général, un nouveau foyer; la courbe qui réunit tous ces points n^est pas une trajectoire orthogonale du plan mobile. Chacun des foyers jouit seulement de celte propriété : si on le considère comme marqué sur le plan mobile, son déplacement infiniment petit est normal à ce plan.
La droite C, intersection de (P) et de (P|), porte le nom de caractéristique; c'est, en effet, la droite de contact du plan (P) et de la surface développable que ce plan enveloppe pendant son déplacement continu, puisque cette droite est l'intersection du plan (P) avec ce plan dans sa position infiniment voisine. Les points de cette droite jouissent de la propriété de se déplacer sur le plan (P) lui-même pour un déplacement infiniment petit de ce plan (P), puisqu'ils tournent seulement autour de la perpendiculaire à (P) en/ : leurs rotations autour de la droite C ne changeant pas leurs positions.
Si une droite D du plan (P) est entraînée pendant le déplacement de ce plan, elle engendre une surface réglée (D); la perpendiculaire fn abaissée du foyer f du plan (P) sur la droite D est normale à la surface réglée (D), car la droite //i est perpendiculaire à D, et, en outre, elle est normale à la trajectoire décrite par le point n\ elle est donc normale à deux lignes tracées sur la surface (D) à partir du point n; donc elle est normale à cette surface.
La réciproque de cette propriété est évidemment vraie.
Déplacement d'une droite. — Prenons la droite d'intersection D de deux plans (P) et (P'). Le plan normal à la trajectoire du point a de cette droite passe par le foyer /du plan (P); il passe aussi par le foyer/' du plan (P'); il contient donc la droite//. Cela est vrai pour un point quelconque de D ; on voit donc que :
Les plans normaux aux trajectoires des points d'une droite se coupent suivant une même droite.
plans normaux aux trajectoires de ces points, on obtient un mode de constt action de figures corrélatives dont M. L. Gvuiona a fait une élégante application dans son Mémoire Le figure reciproche nella Statica grafica, publié d'abord à Milan, en 1872, et depuis traduit en français par M. le capitaine Bossdt ( Gauthier-Villars> i885).
Nous sommes déjà arrivés à cette propriété (p. i6o) et nous avons vu, en outre, que cette droite est l'axe instantané de rotation à Taide duquel on obtient le déplacement infiniment petit de la droite D.
La connaissance des trajectoires de deux points d'une droite suffit pour déterminer cet axe de rotation. Si le point a décrit la courbe (a), si le point b décrit la courbe (6), en menant par les points a et 6 des plans respectivement normaux aux trajectoires de ces deux points et prenant leur droite d'intersection, on a Taxe A autour duquel il faut faire tourner le segment ab pour faire décrire à chacun des points a et è les éléments des courbes (a) et (6).
Si le segment aè, pour une de ses positions, est normal à la trajectoire du point a, le plan normal en a à cette trajectoire contient le segment ab\ il coupe alors le plan normal en 6 à la trajectoire (è) suivant une droite A qui passe par le point 6. Le déplacement de ab est donc, dans ce cas, une rotation infiniment petite autour de A, qui fait décrire aux points de la droite ah des éléments dans un même plan, à l'exception du point 6, qui reste dans la même position. Cela veut dire que, pour un déplacement infiniment petit du premier ordre du point a, le déplacement du point b est infiniment petit d'ordre supérieur au premier.
Si la droite ab^ dans l'une de ses positions, est normale en a et 6 aux trajectoires de ces points et si les tangentes en a et 6 à ces trajectoires sont dans le même plan, les plans normaux en a et i sont confondus ; la droite A est une certaine droite de ce plan normal à la fois aux trajectoires des points a et è, et le déplacement autour de cette droite est une rotation qui fait décrire aux points de ab des éléments normaux à ab et silués dans le même plan.
Enfin, si le segment ab^ dans l'une de ses positions, est normal aux trajectoires des points a et 6 et si les tangentes en ces points à ces trajectoires ne sont pas dans le même plan, la droite A est confondue avec aè, et le déplacement de ce segment ab ne peut plus être obtenu par une rotation. Les points de ce segment décrivent des éléments normaux à ab\ car, si l'un d'eux, m, ne décrivait pas un élément normal à ab^ nous nous trouverions dans le premier cas examiné et nous aurions un axe de rotation passant par ce point m. En vertu de cet axe de rotation, tous les points du
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segment ab décriraient des éléments normaux à ab dans un même plan; or, par hypothèse, les éléments décrits parles points a et b ne sont pas dans un même plan^ on ne peut donc pas admettre que le point m ne décrive pas un élément normal à ab. On voit alors que le segment ab est tel qiCil est normal aux trajectoires de tous ses points, et, d'après tout ce que nous venons de dire, on peut conclure que :
Lorsqu'une droite se déplace normalement à la trajectoire dhin de ses points, elle est, en général, normale aux trajectoires de tous ses points.
sïïppl£ment a la dix-septiëme leçon.
Courbes gauches et surfaces déyeloppables. — L'enveloppe des plans normaux à une courbe gauche C est une surface développable que Monge (*) a nommée sur/ace polaire de C. Les génératrices de cette surface polaire sont les axes de courbure de C. L'axe de courbure deC, relatif au point a de cette courbe, touche Tarête de rebroussement de la surface polaire en un point qui est le centre d'une sphère qui a, avec C, quatre p )ints infiniment voisins confondus en a, comme il est facile de le voir en prenant d'abord quatre points de C à distances finies les uns des autres. Cette sphère est appelée sphère osculatrice deC.
Le plan mené par la tangente en a à C, perpendiculairement au plan osculateur de cette courbe en ce point, est appelé plan rectifiant (*) de C.
L'enveloppe des plans rectifiants de C est la surface rectifiante de celte courbe. Les génératrices de cette surface développable sont les droites rectifiantes de C. Après le. développement de la surface reclifianle de C, cette courbe esl transformée suivant une droite.
Relativement à la surface développable formée par les tangentes à C, les plans rectifiants de celte courbe sont des plans normaux menés par les génératrices de celle surface. La droite rectifiante est Tinterseclion de deux de ces plans normaux infiniment voisins; aussi je
(») RecueU des Savants étrangers, t. X, p. 5ii; 1875.
(■) LiifcaET, Mémoire sur les courbes à double courbure, môme Recaeil, l. I, i8o5. Mémoires sur les développoides, même Recueil, t. II, 181 1.
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donne à celte droite le nom A' axe de courbure de U surface développable.
Les axes de courbure de cette surface développable sont aussi le> axes de courbure des trajectoires orthogonales des génératrices d« cette surface, ce qui fait que les points de Farête de rebroussement de la surface rectifiante de C sont les centres des sphères osculatrices de ces trajectoires.
Théorème relatif i rintersection de deux anifaces qui se conpent tou le même angle. — Soient {Jig> i47) deux surfaces (M) et (N) qui se
Fig. 149.
coupent suivant la courbe (a) et toujours sous le même angle aux différents points de cette courbe.
Prenons un arc infiniment petit aa^ sur (a), et menons, à partir Atn et eii, les normales aux surfaces (M) et (N).
Les normales issues de a sont am et an\ celles qui sont issues de a, sont ai/nj et ai/ii.
On a Tangle mariy qui est égal à Tangle m^a^n^. On peut amener ces angles en coïncidence au moyen de deux rotations : Tune, qui amène en coïncidence les plans de ces angles, a lieu autour de la caractéristique du plan man\ l'autre a lieu autour dVne perpendiculaire à ce plan issue de son foyer.
La caractéristique du plan man, qui reste normal à {a) pendant son déplacement, est Taxe de courbure C de cette courbe. La perpendiculaire au plan man issue de son foyer est tangente en a à (a).
En tournant autour de C, a vient en a^ et Tangle man vient en main\ puis cet angle tourne autour de ai et vient coïncider avec Tangle m^a^n^.
Il résulte de là que Tangle m^aim est égal à Fangle /i|a,/i, et, comme aa^ est normal au plan de Tangle mobile, ces angles mesurent les angles des normales aj/w,, a,/i, avec les plans maax et /loa^.
Ainsi, lorsque a décrit aaiy la normale am ^ (M) vient en ai/to
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gui fait avec le plan maax, normal à (M), un angle (*) égal à l'angle que a^n^ fait avec le plan naa^ qui est normal à (N).
Il est important de remarquer que, tandis que aimi est extérieur au dièdre dont les faces sont maa^, naa^y la normale a^n^ est à Tintérieur de ce dièdre. Si a^m^ avait été à l'intérieur, «i/i, aurait été à Textérieur.
(») Angle de torsion géodésique, dont la considération est due à M. J. Rertrano {Journal de Mathématiques, i" série, t. IX, p. i33; i844).
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LEÇON D'OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE
(application DE GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE).
Variation de longueur d'un segment de droite mobile. — Théorème de Malos et de Dupin. — Construction de la normale à la surface podaire. — Surface de l'onde. — Points singuliers. — Plans tangents singuliers.
Supplément. — Construction de la normale à la surface podaire. — Surface de l'onde : autres définitions. — Détermination de la normale à la surface de l'onde. — Noms des auteurs qui ont traité de la surface de Fonde.
Nous allons consacrer cette Leçon à des applications des propriétés déjà démontrées relativement au déplacement dans l'espace d'une figure de forme invariable. Ces applications ont un double objet : d'abord, elles font bien comprendre les propriétés relatives au déplacement des figures; ensuite, elles donnent des résultats utiles en Optique.
Variation de longueur d'un segment de droite mobile. — Nous avons vu que, lorsqu'une droite se déplace sans rester dans le même plan, si elle est normale à la trajectoire d'un de ses points, elle est normale aux trajectoires de ses autres points. Il résulte de cette propriété le moyen de déterminer une expression de la variation de longueur d'un segment mobile de grandeur variable.
Fi g. i5o.
«if-a
Le segment ab {fig- i5o) devient a^ b\ : quelle est la variation de longueur de aè? Menons à partir des points a et 6 les trajectoires orthogonales des droites aô, ai b^ ; on peut confondre les
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éléments de ces trajectoires avec les perpendiculaires abaissées des points a et b sur a^bt. On obtient ainsi, aux pieds de ces perpendiculaires, les points a et p, et, d'après le théorème que nous venons de rappeler, ap est égal à ab. La variation de longueur du segment est donc la somme des segments ««<, ^64, et l'on peut dire que la variation de longueur dUin segment de droite est égale à la somme algébrique des projections, sur la direction de ce segment, des chemins parcourus par ses extrémités ( ' ).
Si la variation de longueur du segment est réduite à la projection du chemin parcouru par l'une de ses extrémités seulement, Fautre extrémité se déplace normalement au segment mobile. C'est ce cas particulier dont nous allons faire usage pour démontrer la généralisation faite par Dupin (2) d'un théorème dû à Malus (') :
Théorème de Mains et de Dnpin. — Des rayons lumineux sortent normalement d'une surface; ils rencontrent une surface et sont réfractés de façon qu'un rayon incident et le rayon réfracté correspondant soient dans un même plan normal à cette surface et qu'entre le sinus de l'angle d'incidence et le sinus de l'angle de réfraction il y ait un rapport constant : après la réfraction^ tous ces rayons sont encore normaux à une surface.
ab {fig. i5i) est un rayon lumineux qui est normal à une surface (A); ce rayon rencontre en b une surface (B); après la réfraction, il est dirigé suivant bl'j les droites ba, bl font avec la normale au point 6 à la surface (B) des angles i et r, tels que
sin * __ >
sinr "" ' X étant une constante.
Nous allons démontrer que les rayons, tels que bl, sont normaux à une même surface. Menons au point a le plan tangent à la sur-
(*) A roccasioD de ce théorème, voir Gilbert, Note sur quelques propriétés des lignes tracées sur une surface quelconque {Bulletin de r Académie royale de Belgique, 7* série, t. IX, n" l).
(") Applications de Géométrie et de Mécanique, quatrième Mémoire.
(') Premier Mémoire sur V Optique {Journal de l'École Polytechnique y \IV Cahier).
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face (A), au point b le plan tangent à la surface (B). Ces deux plans se coupent suivant une droite T, qui est alors perpendiculaire au plan du rayon incident, du rayon réfracté et de la normale à la surface (B). Par cette droite T menons un plan perpendiculaire tu rayon réfracté bl\ il rencontre ce rayon au point c. Les trois plans, qui se coupent suivant la droite T, étant respectivemeal perpendiculaires au rayon incident, au rayon réfracté et à la noi^ maie à (B), comprennent entre eux des angles égaux à i et r ; et,
Fig. i5i.
comme les sinus des angles compris par ces plans sont entre eux comme t- > on voit que
Si le rayon lumineux issu de la surface (A) part d'un point infiniment voisin du point a, il rencontre la surface (B) en un point b% infiniment voisin de b. Joignons le point b au point 6| ; cette droite coupe T au point /. Joignons le point t aux points c et a; les droites /c, ta sont respectivement perpendiculaires au rayon réfracté et au rayon incident. En abaissant du point bi une perpendiculaire b\p sur ab et une perpendiculaire b^ q sur bCy on a alors des droites respectivement parallèles à ta et te. Comme le rayoD lumineux ab^ quand on le déplace de façon à amener le pointeau point 64, est tel que le point a décrive sur la surface (A) une trajectoire normale à ab^ la variation de longueur de ce rayon est simplement bp. Nous allons faire voir qu'en même temps la variation
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de longueur de bc n'est autre chose que bq, et alors le point c luimême se déplace sur une surface tangente en c au plan mené par la droite T perpendiculairement au rayon réfracté. De la relation (i) on tire
(2) dba=i\dbCf
c'esl^à-dire que la variation de longueur de ba est à la variation de longueur de bc dans le rapport constant \,
On a
bp _ ba ^.
b^-b^-^' d'où
bp = "kbg.
Mais bp = dba'j on a alors
dba = Xbq.
En rapprochant cette relation de la relation (2), on trouve que bq est la variation de 6c, et le point c se déplace alors normalement à bc. Gomme cela est vrai quelle que soit la direction de bb^^ on conclut que le rayon réfracté est normal à une surface tangente en € au plan (T, c) (*).
{* ) Montrons que, pour arriver au théorème de Dupin, on doit avoir la loi des sinus. Soient ab un rayon incident et cb la direction du rayon réfracté; nous supposons que le plan de ces rayons est normal en 6 à (B), que ces rayons sont respectiTement normaux aux surfaces (A), (G), et que cela est constamment ▼rai.
Prenons le rayon infiniment voisin de ab qui rencontre (B) au point b^, projetons b^ en p sur ab. Le segment pb est la variation de longueur de ab^ lorsque b vient en b^. On a
pb ou d.ab __ b^b
de même
Oo a donc d'ob, en intégrant, Par suite
[Voir Mémoire sur la théorie des surfaces, par M. Bbrteând {Journal de Liouville f i* série, t. IX).]
ab
d.cb
cb
= ib'
d.ab ab
d.cb = cb
cb ab'^
const.
sini sinr
= const.
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Le théorème que nous venons de démontrer s'applique lorsqu'au lieu de réfraction on parle de réflexion, et lorsqu'au lieu d'une surface d'où partent normalement des rayons lumineux on a simplement un point lumineux.
Construction de la normale k la surface podaire. — Soient a {Jig. i j.x le point lumineux, ab un rayon lumineux, hn la normale à la surface réfléchissante. Prenons comme plan de la figure le plan ahn\ le rayon réfléchi est alors dans le plan de la figure, et il faita\tt bn un angle égal à abn. La droite T de la figure précédente e5l maintenant projetée au point /, intersection de la tangente en fc à (B) et de la perpendiculaire menée par le point a au rayon ab. Le
Fig. i5a.
plan mené, par la droite projetée en /, perpendiculairement au rayon réfléchi est projeté suivant la perpendiculaire te abaissée du point t sur le rayon réfléchi. D'après ce que nous venons de démontrer, le lieu des points, tels que c, est une surface (C) qui a pour normale la droite cb.
Comme l'angle d'incidence et l'angle de réflexion sont é^uj entre eux, la droite ac est perpendiculaire sur bt^ et le point/» où elle rencontre cette droite est le milieu du segment ac. Le lieu \f\ des points, tels que />, c'est-à-dire le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point fixe a sur les plans tangents à la surface (B) est alors une surface homothétique à la surface (C). On a donc la normale en /> à la surface [/?], en menant une parallèle à cfe.
La surface [/?] est ce que l'on appelle la surface podaire de (B) par rapport au point a. On voit que, pour construire en/? h
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normale à la surface podaire, on doit mener une droite qui rencontre ab et qui fasse avec ap le même angle que ai (*).
Cette dernière construction va nous être utile pour Tétude d'une surface que l'on emploie en Optique : la sur/ace de l'onde lumineuse.
Surface de Tonde. — Prenons comme première définition de celte surface celle que Ton rencontre dans la théorie de la lumière.
On donne un ellipsoïde dont le centre est en o {fig- i53); on joint le point o à un point m de cet ellipsoïde. Dans le plan mené par om et par la normale en m à rellipsoïde (plan que nous prenons
Fig. i53.
In I ,
'_ «A. JX J'_^_ J""
pour plan de la figure), on élève une perpendiculaire kom, et Ton
porte sur celte droite une longueur op = — • Par le point p on
mène un plan perpendiculaire d op : ce plan est tangent à la surface de l'onde.
Menons par om un plan perpendiculaire au plan omn ; il coupe le plan tangent en m à l'ellipsoïde suivant une droite tangente à la section qu'il détermine dans Tellipsoïde et qui est perpendiculaire à om. On voit ainsi que le point m est un sommet de la section faite dans F ellipsoïde par le plan diamétral mené par om perpendiculairement au plan de la figure; om est l'un des demi-axes de cette section, et la longueur op est inversement proportionnelle à la longueur de cet axe. On peut dire, d'après cela, que la sur/ace
( ' ) Voir le Supplément à cette Leçon.
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de l'onde est la surface dont les plans tangents sont menés parallèlement aux plans diamétraux d\in ellipsoïde et à des distances de ces plans im^ersement proportionnelles aux axes des sections faites dans V ellipsoïde par ces plans diamétraux.
Proposons-nous de construire le point où le plan tangent à h surface de l'onde que nous venons de mener par le poinl p louche celle surface. Puisque ce plan tangent à la surface de Ponde a élc mené perpendiculairement à op^ le point p est le pied de la per- |)endiculaire abaissée du point o sur ce plan, et les points lels qut p appartiennent à la surface podaire [/?] de la surface de l'onde relative au point o.
Si nous savions construire la normale à cette surface podaire [/>J, nous aurions le point de contact demandé en menant du point o une droite rencontrant la normale à [/?] et faisant avec op un angle égal à Pangle que celte normale fait avec cette droite.
Cherchons la normale à la surface podaire [/?]. Portons sur op une longueur onii égale à om\ au point m de Pellipsoïde correspond ainsi un point m<, et Ton peut dire qu'à Pellipsoïde correspond une surface [/?2|] lieu des points tels que /?i|.
On a
op X om = K*, et aussi alors
op X onii = K*.
La surface podaire et la surface \_niy ], ayant leurs points corresj)ondants liés entre eux par cette dernière relation (* ), jouissent de cette propriété : la sphère tangente enpà [/?] et qui contient m^ est tangente en ce point à la surface [/^«i]. Mais les normales en m| et en p à celte sphère sont deux droites qui se rencontrenl et qui sont également inclinées sur op\ rapprochant alors ce résidlal de ce qui a été dit précédemment, on voit que la normale au point /?i, à la surface [^i] est parallèle à la droite que nous nous proposons de trouver et qui rencontre le plan tangent à h surface de Tonde au point de contact qu'il s'agit de construire.
Le problème est donc ramené à la construction de la normale en nix à la surface [/7i|].
(') La surface [mj est la transformée de [p] par rayons vecleiii's réciproque». Voir lu Noie au bas de la page qiq.
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Joignons le point m^ au point m. Le triangle monii est un Iriangle rectangle isoscèle de grandeur variable. Pour construire la normale à la surface sur laquelle reste le sommet /?i< , nous allons profiter des éléments de grandeur invariable qui existent dans ce triangle. Prenons Tangle omnit de grandeur invariable; cherchons le foyer du plan de cet angle que Ton déplace de façon que, m restant sur Tellipsoïde, ce plan contienne toujours la normale en ce point à cette surface; en outre, le côté om passe constamment par le centre o. Quand le point m se déplace sur l'ellipsoïde dans une direction arbitraire, le foyer de ce plan est sur la normale à la trajectoire du point m; donc il est un point de la normale mn à l'ellipsoïde . Comme le côté om passe toujours par le point o, le point de cette droite qui, après le déplacement infiniment petit, vient au point o, décrit un élément dans la direction même de om; la normale, dans le plan omn, à la trajectoire de ce point est alors la perpendiculaire élevée du point o à la droite om. Cette droite rencontre mn au point/, qui est le foyer cherché.
En appliquant une propriété démontrée dans la Leçon précédente, nous n'avons qu'à abaisser du point / une perpendiculaire sur le côté mmt pour avoir le point q où la surface engendrée par mmi est normale au plan omm^.
Prenons maintenant l'angle om^m de grandeur invariable. Le plan de cet angle coïncide toujours avec le plan du premier angle omm^ \ mais ces deux angles ne sont pas soumis au même déplacement, puisque le triangle ommx est variable. Cherchons le foyer relatif au déplacement du plan de l'angle omi m. Le côté om^ passant par le point o, le foyer cherché se trouve sur la perpendiculaire élevée au point o à la droite om\ , c'est-à-dire sur mo ou sur son prolongement. Ce foyer se trouve aussi sur la normale à la surface engendrée par m^m^ menée du point q où cette surface est normale au plan mobile. Le foyer se trouve donc au point /i, à la rencontre de Jq et de mo. La droite f^ m y est alors la normale à la trajectoire du point m<, et, comme le point /i ne dépend pas de la direction du chemin suivi par /n, la droite /i mi est normale à la trajectoire du point mx quelle que soit cette trajectoire; donc cette droite est normale à la surface [//«i], sur laquelle se déplace le point /W|.
Dans le iriangle /i m /ni, l'angle m^om est droit, l'angle /i y m
a6o SECONDE PARTIE. — DIX-HUITIEME LEÇON.
est droit; le point/ est donc le point de rencontre des hauteurs de ce triangle, et la droite /< rrit est perpendiculaire sur mn. On ^oit ainsi que, pour avoir la normale à la surface [/Wi ], il suffit d'abaisser du point m 4 une perpendiculaire sur la normale mn à Tellipsoïde. En se reportant à ce que nous avons déjà dit, comme il faut mener du point o une parallèle à cette normale pour avoir le point de contact du plan tangent à la surface de Tonde, on voit qu'/7 su/fil d'abaisser du point o une perpendiculaire sur la normale mn et que le point r où cette perpendiculaire rencontre le plan tangent à la surface de l'onde est le point de contact de Cf plan.
Du point o abaissons la perpendiculaire ot sur le plan tangent a Tellipsoïde. Les deux triangles opr^ otm sont semblables; on a
ot __ op ^ ont ~~ or' d'où
ot x or = op X ont = K*.
Puisque o^X or est un produit constant, nous tirons de là une deuxième définition de la surface de Tonde en faisant correspondre le point r au plan tangent mt de l'ellipsoïde. On peut dire qu'o/i obtient le point r de la surface de l'onde en menant du point o une parallèle à la projection de om sur le plan tangent en m à l'ellipsoïde et en portant sur cette droite une longueur or inversement proportionnelle à la distance du point o à ce plan tangent.
On a ainsi une définition de la surface de Tonde qui donne le< points de celte surface correspondants au plan tangent de Tellipsoïde. tandis que la première définition faisait correspondre les plans tangents de la surface de Tonde à des points de Tellipsoïde.
En employant ces définitions, il est facile de se rendre compte de la forme de la surface de Tonde. Cette surface a les mêmes plans principaux que Tellipsoïde, et l'on démontre aisément que sur un quelconque de ces plans principaux la trace de la surface de l'onde se compose d'un cercle et d'une conique homothétique à la conique trace de l'ellipsoïde sur ce plan principal. Dans le plan principal perpendiculaire à Taxe moyen de Tellipsoïde, la circonférence cl la conique, traces de la surface de Tonde, se rencontrent en des points réels.
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Soient ad {fi g- i54) la conique et 66' la circonférence de cercle sur le plan des xz. Sur le plan des xy on a une circonférence de cercle qui passe par le point a et dont le rayon est oa* Sur le plan des zy la circonférence de cercle a pour rayon od. Sur le plan des ûcy la conique a pour demi-axes ob' et oc^ et sur le plan des yz elle a pour axes ob et oa',
La surface de l'onde se compose de deux nappes : l'une, exté-
Fig. 154.
rieure, qui a pour traces les arcs ga^ gb, aa\ ba'\ l'autre, intérieure, qui a pour traces les arcs gV^ gc\ b' c^ ce'*
Points singuliers. — Aux points tels que g^ la surface de Tonde a une infinité de plans tangents dont l'enveloppe est une surface conique. C'est pourquoi le point g est appelé point conique. Nous allons montrer qu'en un point conique de la surface de l'onde l'enveloppe des plans tangents est une surface conique du second degré.
Prenons {fig. i55) l'ellipsoïde et l'un des cylindres de révolulion qu'on peut circonscrire à cette surface. Employons la deuxième définition de la surface de l'onde, celle qui détermine par points cette surface en faisant correspondre ses points aux plans tangents de l'ellipsoïde. Puisque les distances du point o aux plans tangents de l'ellipsoïde, qui sont des plans tangents à ce cylindre de révolution, sont égales, les distances du point o aux points de la surface de Tonde qui correspondent à tous ces plans tangents sont égales. Ainsi, à tous ces plans tangents correspondent sur la sur-
face de Tonde les deux seuls points g, g' qu'on obtient en menant du point o une parallèle aux génératrices du cylindre et en portant à partir du point o une longueur og ou og égale à K^ divisé parla distance du point o aux plans tangents du cylindre circonscrit.
Le point g ainsi déterminé est un point conique. Construisons le plan tangent à la surface de l'onde en g qui correspond au plan tangent en m. Menons un plan parallèle au plan de la courbe de contact E de l'ellipsoïde et du cylindre circonscrit. La trace du
plan gom sur ce plan est la droite sm! parallèle à om. D'après ce qui précède, le plan tangent au point ^ à la surface de Tonde est parallèle au plan mené par sm! perpendiculairement à in'os^ ou encore, le plan tangent à la surface de l'onde est perpendiculaire à
perpendiculaire abaissée du point o sur m' s.
Lorsque m varie sur E, les plans tangents en ^ à la surface de 'onde sont toujours respectivement perpendiculaires aux perpendiculaires abaissées du point o sur les droites, qui partent du point s et sont tracées sur le plan parallèle au plan de E. L'ensemble de ces perpendiculaires forme un cône du second degré, et, comme ce cône est supplémentaire du cône formé par les plans tangents à la surface de Tonde, on voit que les plans tangents au point g à la sur/ace de l'onde enveloppent une surjace conique du second degré.
Plans tangents singuliers. — Prenons l'ellipsoïde et Tune de ses
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sections circulaires C {Jig* i56). Employons la première définition de la surface de l'onde; à un point m pris sur C correspond un plan (P) parallèle au plan de cette section circulaire, et ce plan est le même quel que soit le point pris sur C. On a donc là un plan (P) qui est tangent à la surface de Tonde en des points qui varient lorsqu'on prend différents points sur la section circulaire de rellipsoïde.
Cherchons le lieu des points de contact de (P) et de la surface
Fig. i56.
- IQ)
I II
de Tonde. Pour avoir sur (P) le point de contact qui correspond à m, on doit abaisser du point o une perpendiculaire sur la normale en m à Tellipsoïde et prendre la trace de celte droite sur le plan (P). Les normales à l'ellipsoïde, dont les pieds sont sur C, sont parallèles à un plan (Q) mené perpendiculairement au diamètre conjugué du plan de la circonférence C; en outre, elles rencontrent le diamètre perpendiculaire au plan de la section circulaire ; ces normales sont donc parallèles à toutes les droites que l'on peut tracer sur le plan (Q) à partir du point «, où ce diamètre perpendiculaire au plan de G rencontre (Q). Pour avoir les points de contact du plan (P), on doit donc abaisser du point o des perpendiculaires sur toutes les droites tracées sur le plan (Q) à partir du point u et prendre les traces de ces perpendiculaires sur (P).
Mais le lieu de ces droites est une surface conique dont les sections circulaires sont, les unes parallèles au plan (Q), les autres perpendiculaires à ou\ la trace de cette surface conique sur le plan
26i SECONDE PARTIE. — DIX-HUITIÈME LEÇON.
langent (P) à la surface de l'onde est alors une circonférence de cercle. Le plan (P) est donc tangent à la surface de Vonde suivant une circonférence de cercle.
A chacune des sections circulaires diamétrales de l'ellipsoïde correspondent ainsi deux plans tangents singuliers qui touchent la surface de Tonde suivant des circonférences de cercle. Ces plans tangents singuliers sont (fig. 1 54) perpendiculaires au plan xoz et leurs traces sur ce plan sont les tangentes communes à la conique ac^ et au cercle 66'.
Les points coniques, qui sont des points singuliers de la surface de l'onde, donnent lieu à ce qu'on appelle en Optique la réjraction conique, et les plans tangents singuliers, tels que (P), donnent lieu au phénomène que l'on désigne sous le nom de réfraction cylindrique.
SUPPLÉMENT A LA DIX-HUITIÈME LEÇON
Constmction de la normale à la surface podaire. — Reprenons la
flg. l52.
Quelle que soit la position du point p sur la surface podaire, on a un angle droit, tel que apb^ dont un côté passe par le point ^i-ae a, dont Tautre côté est tangent à (B) et dont le plan est normal en 6 à cette surface.
Pour un déplacement infîniment petit de l'angle apby satisfaisant toujours à ces conditions, on obtient le foyer de son plan en élevant du point a la perpendiculaire al à ap et en prenant le point / où cette droite rencontre la normale bn. Cette dernière droite est, en effet, dans le plan apby la normale à la surface engendrée par le côté/76.
Le foyer du plan apb est donc le point /, pied de la perpendiculaire abaissée de a sur bn, La normale à la trajectoire du point p est alors /?/; comme cela est vrai, quel que soit le déplacement de l'angle a/>6, la droite pi est la normale à la surface podaire [/?].
Les droites /?/, a6, diagonales du rectangle apbl, sont également inclinées sur ab : on retrouve ainsi le résultat déjà obtenu page 256.
Surface de l'onde : autres définitions. — Du point o comme centre {fig, i53) décrivons une sphère de rayon K et prenons par rapport à
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celte sphère la polaire réciproque (') de rellipsoïcle [m] : nous obtenons un nouvel ellipsoïde (M). Cette surface est tangente au plan polaire de m, plan qui est perpendiculaire à om et qui est une distance op' du point o égale à op. La trace de ce plan polaire sur le plan de la figure estp' r' ; elle rencontre©^ au point /•', pôle du plan tangent tm. Ce point r' est le point de contact avec (M) du plan tangent />'r'.
En faisant dériver la surface de Tonde [/•] de Fellipsoïde (M), on a cette troisième définition :
On Joint le centre o de V ellipsoïde (M) au point r' de cette sur-face. Dans le plan mené par or' normalement à (M) e/i /•', on élève à or' la perpendiculaire or et l'on porte sur cette droite le segment or égal à or' ; le lieu des points r est une surface de l'onde.
Il résulte de cette troisième définition que la surface [/W|] est aussi une surface de Tonde (*).
En faisant usage des trois définitions de la surface de Tonde, j'ai pu transformer des propriétés de Tellipsoïde et arriver à des propriétés de la surface de Tonde. C'est ainsi qu'aux propriétés des diamètres conjugués de Tellipsoïde correspondent des propriétés relatives aux diamètres de la surface de Tonde. Ces dernières propriétés sont remarquables, parce qu'elles s'interprètent en Optique (').
Voici une autre définition de la surface de Tonde :
La surface de l'onde est le lieu du sommet d'un angle droit dont les côtés sont respectivement tangents à un ellipsoïde {ou à deux ellipsoïdes homofocaux) et dont le plan est normal à cette surface {ou à ces surf aces) en chacun des points de contact de ces côtés.
En déplaçant infiniment peu l'angle droit, on voit facilement que la normale à la surface de Tonde ainsi engendrée passe par le milieu de la corde de contact des côtés de cet angle (♦).
Détermination de la normale à la surface de Tonde. — Reprenons Tellipsoïde (E), dont le centre est o {Jig. i53); menons le rayon vec-
(*) La théorie des polaires réciproques est due à Poncelet. On trouve la tliéorie générale des polaires réciproques dans le Tome IV du Journal de C relie.
La théorie des polaires a donné le premier exemple de transformation d'une figure en figure corrélative.
(') Cette génération delà surface de Tonde est due à Mac-Cdllagh, qui a trouvé aussi que la normale à [mj en m, est perpendiculaire à la normale en m à Tellipsoïde et rencontre cette droite.
(') Nouvelles propriétés optiques déduites de Vétude géométrique de la surface de ronde (Journal de Physique théorique et appliquée, t. V).
(*) Voir mes Notes dans les Comptes rendus, séances des aG avriï i88o et 7 juin 1880.
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leur oni et la normale N à (E) au point m. Faisons tourner le plan de ces deux, droites sur lui-même d'un angle droit autour du point o. Le point m vient en m^ et la normale N vient en N,, qui est alors perpendiculaire à N.
En répétant cette construction pour tous les points de (E), on obtient la surface de Tonde [w^i] : nous allons démontrer que N| est la normale au point m^ à cette surface.
Traçons sur (E), à partir du point m y une courbe quelconque, et prenons cette courbe comme directrice d'une surface (N), lieu de normales à (E).
En répétant la construction précédente, les différentes génératrices de cette surface conduisent à des droites, telles que Nj, appartenant à une surface réglée que nous désignerons par (Nj).
Les droites N, iNi et la bissectrice oi de Tangle droit compris entre ces droites déterminent une figure de forme invariable. Déplaçons cette figure de façon que la droite oi passe toujours par o et que N coïncide successivement avec les génératrices de (N), alors N, coïncide avec les génératrices de (N,).
Pour un déplacement infiniment petit de cette figure, son plan a pour foyer un certain point tp de la perpendiculaire élevée du point o à la droite oi. Les pieds b et b^ des perpendiculaires abaissées de ce foyer sur N et Nj sont les points pour lesquels le plan (N, N,) est normal à (N) et (N,). Il résulte de la construction de b et de 6^ que Tangle bob^ est droit et que 06, = ob ; par suite, on a aussi b^ nii z=z bm.
Laissons le déplacement de cette figure et supposons maintenant que Ton déplace N, de façon que son pied m décrive la directrice de (N). Le point 6, supposé marqué sur N, décrit alors une trajectoire normale à N, et, comme il se déplace dans le plan tangent en b à (N), plan qui est perpendiculaire au plan de la figure, il décrit un élément normal au plan de la figure.
Puisque o^i est égal à 06, le point 61, correspondant au point b^ décrit aussi un élément perpendiculaire à N,. Mais, lorsque N décrit (N), bm reste de grandeur invariable; il en est alors de même de biFTiyj qui lui est égal : le point m, décrit alors aussi un élément normal à Np Ceci est vrai quelle que soit la directrice de (N ) : donc Nj est normal à tous les éléments décrits par m,; par suite, c'est la normale à la surface [/t^i].
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Voir aussi les travaux publics sur la surface de Kummer, laquelle comprend comme cas particulier la surface de l'onde.
DIX-NEUVIÈME LEÇON
RACCORDEMENT DES SURFACES RÉGLÉES (app. de géosi. ciném.). GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE (suite).
Déplacement infiniment petit d'une droite. — Paraboloïde des normales. — Raccordement des surfaces réglées.— Géométrie cinématique. — Droites conjuguées. — Normales aux lignes décrites par les points d'une figure dont le déplacement est assujetti à cinq conditions. — Normales aux surfaces trajectoires des points d'une figure dont les déplacements sont assujettis à quatre conditions.
SopPLÉMEifT. — Lieu des conjuguées d'une droite. — De la droite auxiliaire. — Des pinceaux de droites. — Méthode des normales dans le cas d'une figure de grandeur invariable mobile dans l'espace. — Exemple relatif au déplacement d'une figure mobile de grandeur variable.
Déplacement infiniment petit d'une droite. — Considérons {fig> 167) une surface réglée (D) et un point a d'une des génératrices D de
Fig. 157.
cette surface. A partir de a traçons sur (D) une courbe (a) qui ne rencontre pas à angle droit les génératrices. Si nous assujettissons la génératrice D à venir coïncider successivement avec les génératrices de la surface (D), le point a décrivant la courbe que nous venons de tracer, le déplacement de cette génératrice D est bien défini. Le déplacement infiniment petit de cette droite, comme
RACCORDEMENT DES SURFACES RÉGLÉES
nous l'avons démontré, peut être obtenu au moyen d'une rotation infiniment petite autour d'une certaine droite A^ les différents points de D, pendant cetle rotation infiniment petite, décrivent des éléments pour venir se placer sur la génératrice D' infiniment voisine de D. Pour étudier ce qui est relatif aux plans tangents à la surface (D) aux différents points de cette droite, nous n'avons alors qu'à considérer les plans tangents à la surface engendrée par D qui tourne infiniment peu autour de la droite A.
Prenons comme plan de projection un plan parallèle aux droites D et A. Les normales à l'élément de surface engendré par D, qui tourne autour de A, se projettent suivant des perpendiculaires à D, et ces droites rencontrent la droile A. Au point a, la normale est aa'j le point a' étant sur la droite A. Le plan tangent en a est le plan mené par D perpendiculairement à la normale aa\
Lorsque le point a s'éloigne sur la droite D, la normale aa^ tend à devenir parallèle au plan de projection, et, lorsque le point a est à l'infini, le plan tangent en ce point est le plan mené par D perpendiculairement au plan de projection.
Lorsque le point a vient au point c, qui se projette au point de rencontre des projections des deux droites D et A, la normale en c se projette en ce point de rencontre; le plan tangent est alors un plan mené par D parallèlement au plan de projection. Ce plan est perpendiculaire au plan qui touche (D) à l'infini sur D; donc c'est le plan central, et alors le point de contact c est le point central sur la génératrice D.
On voit ainsi que le pied de la perpendiculaire commune à D ^^ A estj sur la droite D, le point central relatif à cette génératrice, et que le plan central est parallèle à A.
Pour deux points également éloignés du point central, on retrouve des plans tangents qui sont également inclinés sur le plan central.
Appelons p la plus courte distance de D et A, 6 l'angle que le plan tangent en a fait avec le plan central ou encore l'angle que la normale aa' fait avec la normale en c. On a
aa = p tangO;
eu désignant par / la distance ac^ on a aussi
aa'=/tang(D, A).
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Il résulte de là
tang6 =
tang(D, A)
Comparant cette valeur de tangO à la valeur tangO = t > trouvée
précédemment (p. 23o), on voit que A* est égal à - — ^^^ > c'està-dire que le paramètre de distribution des plans tangents à (D), pour la génératrice D, est égal à la plus courte distance entre D e^ A, divisée par la tangente de l'angle compris entre ces deux droites.
Paraboloîde des normales. — Les normales à (D) aux différents points de la droite D sont perpendiculaires à celte droite et rencontrent A; ces normales sont donc parallèles à un plan perpendiculaire à D et rencontrent les deux droites D et A. Elles appartiennent alors à un paraboloîde hyperbolique, et l'on peut dire : Les normales à une surface réglée, dont les pieds sont les points dUme génératrice de cette surface, appartiennent à un paraboloîde hyperbolique.
On désigne ce paraboloîde sous le nom de paraboloîde des normales.
Les plans directeurs de ce paraboloîde sont, Pun perpendiculaire à D, et l'autre parallèle aux droites D et A. Mais le plan central de la surface gauche pour la génératrice D est parallèle aux droites D et A; par conséquent, pour la génératrice D le paraboloîde des normales à la surface gauche (D) a pour plans directeurs un plan perpendiculaire à D et le plan central relatif à cette génératrice.
Si D est une génératrice d'une surface développable, le paraboloîde des normales se décompose en deux plans. L'un de ces plans est le plan normal à la surface développable mené par D, l'autre est le plan perpendiculaire à D mené par le point où cette droite touche l'arête de rebroussement de la surface développable.
Reprenons la surface gauche (D). Un autre déplacement de D sur(D) se fait autour d'une autre droite A; mais cette nouvelle droite doit toujours conduire au même paraboloîde des normales : donc le lieu des droites telles que A est le paraboloîde des nor-
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maies « (D) pour la génératrice D. Les droites A sont les génératrices de ce paraboloïde qui ne sont pas perpendiculaires à D.
L'axe du paraboloïde des normales est parallèle à l'intersection des plans directeurs; il est alors parallèle à une droite perpendiculaire à D et parallèle au plan de projection. Le plan mené par D perpendiculairement à cette droite contient la normale au point c; donc ce plan est tangent au paraboloïde des normales au point c de là droite D. Nous avons vu que ce point c est le point central relatif à cette génératrice, et comme, d'après ce que nous venons de dire, c'est le point de contact d'un plan perpendiculaire à la direction de l'axe du paraboloïde des normales, nous pouvons ajouter que le point central sur D est le sommet du paraboloïde des normales relatif à cette génératrice.
De la relation / = A* tango on lire, en difierentianl,
dl = r^-, , d OU -=r
cos»6 ^0 cos^ô'
dl est l'accroissement de ca quand le point a se déplace sur D et rf8 est l'angle dont tourne la normale aa] ^ est alors le paramètre de distribution des plans tangents au paraboloïde des normales pour la génératrice de ce paraboloïde, qui est la normale aa\ Si nous désignons par k^ ce paramètre de distribution, on voit
(jUC
Construisons le paramètre A|. Élevons {Jlg* iSj), du point central c, une perpendiculaire à D. Portons sur cette droite une longueur cy égale k k\ la perpendiculaire ^p à ^a rencontre la perpendiculaire a/> à D au point p ; le segment ap est égal à A*|. On a, en effet,
_ Ya _ c^ _ k ^ ~ co^pac' ~ QOfi^cc'a ~ cos*0
Lorsque 6 est nul, c'est-à-dire lorsque l'on considère la génératrice du paraboloïde des normales issue du point c, alors k^ = A",
C) Dans le Supplément de celte Leçon, nous arriverons géométriquement à celte formule.
c'est-à-dire que le paramètre de distribution des plans tangents au parabololde des normales^ pour la génératrice menée normalement à la surface (D) à partir du point central sur D, est égal au paramètre de distribution des plans tangents à la sur^ face (D) pour la génératrice D.
Démontrons directement ce dernier résultat.
Pour la génératrice C du paraboloïde des normales, issue du point c, le plan central est le plan mené par cette droite et par D, et le point central est aussi le point c.
Appelons g le point où C rencontre A. Le plan tangent en g au paraboloïde des normales est le plan (C, A). Ce plan fait avec le plan central (D, C), relatif à C, l'angle (D, A). La distance ^e n'est autre que/?. Le paramètre de distribution A'i pour C, en vertu de
la formule tangO = y , est alors ,.. ,, » qui est éffal à A\ On a
® k lang(D, A) ^ ^
donc /ci = k.
Raccordement des surfaces réglées. — Pour construire le paraboloïde des normales, on doit connaître trois de ses génératrices, c'est-à-dire trois normales à la surface réglée. Cela revient à dire que la connaissance de trois plans tangents à la surface réglée, pour trois points d'une génératrice, entraîne la connaissance de tous les plans tangents de la surface réglée pour cette génératrice, donc : si deux surfaces gauches ont une même génératrice et, pour trois points de cette génératrice commune, les mêmes plans tangents, elles auront les mêmes plans tangents pour tous les points de cette génératrice commune. On dit alors que ces deux surfaces gauches se raccordent le long de cette génératrice.
L'un des plans tangents communs à ces deux surfaces, qui ont une même génératrice, peut les toucher au point qui est à l'infini sur cette droite. Ce plan tangent est parallèle au plan tangent au cône directeur le long de la génératrice correspondant à celle des surfaces gauches. D'après cela, on peut dire : Lorsque deux surfaces gauches ont même cane directeur ou même plan directeur, elles se raccordent si elles ont, en deux points d'une génératrice commune, les mêmes plans tangents.
Reprenons une génératrice D d'une surface réglée (D) et supposons qu'en trois points a, b, e de cette droite on connaisse les
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plans tangents à la surface réglée. Dans chacun de ces plans et par les points a, 6, e traçons une droite; Thyperboloïde qui a ces trois droites pour directrices est de raccordement avec la surface gauclie, puisqu'il a les mêmes plans tangents que celle surface aux trois poinls a, 6, e. Gomme, par les points a, 6, e, on peut tracer des droites quelconques dans les plans tangents en ces points, on voit que: le long d'' une génératrice d\me surface réglée, on peut construire une infinité dliyperboloî'des de raccordement.
On peut remarquer que chacun de ces hyperboloïdes a son centre dans le plan tangent à (D) au point qui est à Finfîni sur D. Parmi tous ces hyperboloïdes, il j en a une infinité qui sont de révolution : ce sont ceux qui sont engendrés par D qui tourne autour d'une des droites, telles que A, c'est-à-dire autour d'une des génératrices du paraboloïde des normales à (D).
Par une droite donnée arbitrairement on peut faire passer un hyperboloïde de raccordement avec (H) le long de la génératrice D. On prend les traces de la droite donnée sur les points «, 6, e et Ton joint respectivement ces traces à ces trois poinls; on obtient ainsi les directrices de l'hyperboloïde de raccordement qui contient la droite donnée.
Par chacun des points a, 6, e, on peut mener parallèlement à un plan donné des droites sur les plans tangents en ces points; ces trois droitesdéfinissent un paraboloïde qui est de raccordement avec la surface réglée, et, comme le plan, parallèlement auquel on mène des droites par les points a, 6, e, a une direction arbitraire, on voit que, le long dUine génératrice D, on peut construire une infinité de paraboloïdes de raccordement.
Si l'on fait tourner d'un angle droit autour de D l'un quelconque de ces paraboloïdes, on obtient un paraboloïde normal à la surface réglée en chacun des points de D. L'un de ces paraboloïdes normaux est le paraboloïde des normales : c'est celui qui a l'un de ses plans directeurs perpendiculaire à la génératrice D.
Ce que nous venons de dire constitue les propriétés relatives au raccordement des surfaces réglées; c'est, comme on peut le remarquer, une application immédiate de la propriété que nous avons démontrée : que tout déplacement infiniment petit d une droitt* peut s'obtenir par une simple rotation.
Nous allons maintenant reprendre l'étude des propriétés relatives au déplacement d'une figure de forme invariable, et nous continuerons les applications à mesure que nous avancerons dans cette étude.
GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE.
Droites conjuguées. — Prenons une droite D {fig* i58), des plans (P), (P*), (Pa) menés par cette droite et liés entre eux, constituant alors une figure de forme invariable. Nous avons déjà dit que, pour un déplacement infiniment petit de cette figure, le déplacement de la droite D peut s'obtenir par une rotation autour d'une
Fig. i58.
droite A, et que cette droite A contient les foyers de tous les plans menés par la droite D.
Supposons que A soit elle-même liée à la figure mobile. Pour un déplacement de cette figure, cette droite A est entraînée et son déplacement peut lui-même être obtenu au moyen d'une rotation autour d'une certaine droite : cette droite n^est autre que D, comme nous allons le voir.
Le foyer / du plan (P) est, d'après ce que nous savons, un point dont la trajectoire est normale au plan (P), ou, ce qui est exactement la même chose, le plan (P) est normal à la trajectoire
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du point/. De même le plan (Pi) est normal à la trajectoire du point /o et ainsi de suite. Les plans (P), (Pi), (P2) sont donc les plans normaux aux trajectoires des points de la droite A, et ils se coupent suivant la droite D, qui est alors l'axe instantané relatif à A. Ainsi la droite D est l'axe instantané relatif à la droite A. •
Les droites D et A jouissent alors de cette propriété que, pendant le déplacement infiniment petit de la figure, Tune d'elles peut être considérée comme tournant autour de l'autre ; c'est pourquoi l'illustre géomètre, Chasles, les a appelées droites conjuguées (*).
Une rotation infiniment petite de la figure mobile autour de D fait prendre à la droite A sa nouvelle position A| ; une autre rotation de la figure autour de A fait prendre à D la place que cette droite doit avoir. Le déplacement de A|, en vertu de cette dernière rotation, est négligeable, puisque les points de cette droite décrivent des éléments infiniment petits du second ordre. Ces rotations autour de D et de A, qui amènent ces droites dans leurs nouvelles positions, amènent aussi la figure tout entière dans la position que celle-ci doit occuper.
Le déplacement de la figure mobile peut donc être obtenu' au moyen de deux rotations, et, comme D est une droite arbitraire,
(*) Propriétés géométriques du mouvement infiniment petit d'un corps solide libre dans l'espace {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, iH\3). Ce beau Mémoire renferme de nombreuses propriétés des droites conjuguées. CDA8LF.8 avait déjà fait connaître ces propriétés dans un Mémoire intitulé Propriétés nouvelles de l' hyperboloide à une nappe {Journal de Mathématiques de Liouville, 1" série, t. IV; iSSg). Plccker a retrouvé ces propriétés en étudiant rcnsemblc des droites auquel il a donné le nom de complexe linéaire de rayons [On a neiv Géométrie 0/ Space { Philosophical Transactions^ vol. CLV; i865), et la traduction de ce Mémoire {Journal de Mathématiques de Liouville, 2* série, t. XI); iXeue Géométrie des Baumes^ Leipzig, 1868]. Les travaux de Plccker ont été le point de départ de nombreuses recherches sur les complexes et les congruences de droites, dues à MM. Clebscu,Cayley, Reye, Cheli:<i, Zecthes, V. Ki.ei:<, Drach, Voss et I1alphe:<. A l'occasion de communications faites à l'Académie des Sciences par M. Sylvester (i3 avril et i3 mai 1861), Cbasles est revenu sur les propriétés des droites conjuguées dans son travail Sur les six droites qui peuvent être les directions de six forces en équilibre { Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences^ 3 juin 1861). Pour cette dernière question, voir aussi MJiBius (A.-K.), Ueber die Zusammensetzung unendlich klelner Drehungen {Journal de Mathématiques de Crelle, t. XVIII, p. 189; i838).
on a alors ce* résultat : Ze déplacement infiniment petit d^ une figure mobile de grandeur invariable peut être obtenu d*une infinité de manières au moyen de deux rotations.
Pendant le déplacement de la figure, les droites D et A sont telles, que l'une tourne autour de Fautre. Il résulte de là (\\xhine droite G de la figure mobile j qui rencontre D et ùi^ jouit de la propriété d^étre normale aux trajectoires de ses points, car le point a où* G rencontre D, par e^Lcmple, ne fait que tourner autour de A, la rotation autour de D n'ayant pas d'influence sur le déplacement du point a; la trajectoire de ce point est donc normale à la droite G.
Normales aux lignes décrites par les points d'une figure dont le déplacement est assujetti à cinq conditions. — Prenons {fig- 1 09) un point quelconque i de la figure mobile. Menons, du point i, la normale à la trajectoire de ce point qui rencontre D. Cette droite est dans
■ÉX
le plan (P), qui passe par le point i et par la droite D; elle est la trace sur (P) du plan normal à la trajectoire du point i\ elle passe donc par le foyer /du plan (P), c'est-à-dire qu'elle rencontre la droite A conjuguée de D. Comme cela est vrai, quel que soit le point i, on a la propriété suivante :
Pour une position quelconque dhine figure mobile de j or me invariable, les normales aux points entraînés qui s'' appuient sur une droite D rencontrent la droite A, conjuguée de D.
On peut supposer que la droite D est à l'infini et donner cette droite au moyen d'un plan dont elle est la droite à l'infini. Le théorème précédent devient alors celui-ci :
Pour une position quelconque de la figure mobile, parmi les normales aux trajectoires des points entraînés, celles qui sont
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parallèles à un même plan rencontrent toutes une même droite, qui est la conjuguée de la droite à l' infini sur ce plan.
Nous verrons plus loin que la direction de celle droite est indépendante de la direction du plan donné.
Ces théorèmes sont relatifs à une figure mobile dont les points décrivent des lignes trajectoires, c'est-à-dire qu'ils concernent une figure mobile dont le déplacement est assujetti à cinq conditions.
Normales anx snrfaces trajectoires des points d'une figure dont les déplacements sont assujettis à quatre conditions. — Prenons maintenant une figure de forme invariable, assujettie simplement à 'quatre conditions (*). Les points de cette figure décrivent alors des surfaces trajectoires. Cherchons la situation relative des normales aux surfaces trajectoires de tous les points de la figure.
Fîg. 160.
Supposons que quatre points de la figure a, i, c, e se déplacent sur quatre surfaces données {fig* 160). On connaît, par exemple, pour une position de la figure mobile, les normales A, B, C, E, menées des points a, 6, c, e aux surfaces sur lesquelles se déplacent
(') Pour le cas où le déplacement de la figure est assujetti à moins de cinq conditions, voir SciioNEMAN:f, Ueber die Construction von Normalen und Normalebenen gewisser krummer Fldchen und Linien {Journal de Borchardt, 90* Cahier) ; SoxoFF, Sur les vitesses virtuelles d'une figure invariable, assujettie à des équations de condition quelconques de forme linéaire {Bulletin de V Académie de Saint-Pétersbourg f t. IV; 187-2); Halphen, Sur le déplacement d'un solide invariable {Bulletin de la Société mathématique de France, t. II, p. 56; 1873); RoDERT Stawell Ball, The theory of screws : a study in the dynamics of a rigid body; Dublin, 1876, et mon Étude sur le déplacement^ etc. {loc. cit.).
ces points. Il y a deux droites D, A réelles ou imaginairesy qui rencontrent ces quatre droites; il est facile de le voir : les trois droites A, B, C déterminent un hyperboloïde ; parmi les génératrices qui rencontrent A, B, C, si Ton prend celles qui passent par les points où cet hyperboloïde est rencontré par E, on a les droites qui s'appuient sur les quatre droites A, B, C, E.
Les droites Det ^ sont conjuguées. — En effet, quel que soit le déplacement de la figure, la droite A est normale à la trajectoire du point a et elle s'appuie sur D-, donc elle doit rencontrer la conjuguée de D. On peut répéter la même chose pour B, C, E, et l'on voit que la conjuguée de D doit rencontrer les quatre droites A, B, C, E; par conséquent, cette conjuguée est la droite A.
Prenons maintenant un point quelconque i de la figure mobile, et menons du point i une droite I qui rencontre D et A. Quel que soit le déplacement, la trajectoire du point i est normale à cette droite, d'après une remarque faite précédemment. Cette droite I, étant normale aux trajectoires qu'on peut faire décrire au point i à partir de sa position, est alors la normale à la surface trajec- K)ire de ce point.
Ainsi, la normale à la surface trajectoire .d'un point quelconque ie la figure est la droite issue de ce point et qui s'appuie sur D et L; on peut dès lors énoncer cette propriété ;
Lorsqu'une figure de forme in^^ariable se déplace de manière que quatre de ses points restent sur quatre surfaces données, pour une position quelconque de cette figure, les normales aux surfaces trajectoires de tous ses points rencontrent deux mêmes droites (*).
Il est important de remarquer que, pendant qu'un point arbitraire de la figure mobile se déplace, à partir de sa position, d'une infinité de manières sur sa surface trajectoire, un point de D ou A ne décrit qu'un même élément de ligne, parce que le déplacement
(») Voir : Scboneman!! {loc. cit.); ce que j'ai publié dans mon Étude sur le déplacement y etc. (loc. cit,); dans le Bulletin de V Association française pour l'avancement des Sciences (Congrès de Lyon, 1878); dans le liecueil des Savants étrangers, t. XXII, et dans le Journal de Mathématiques de M. Besal, 3* série, t. I, p. 57; E. CoLLiGNON, Traité de Mécanique, II* Partie: Statique, p. 216; Geiseb, Journal de Borchardt, 90* Cahier.)
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infiniment petit d'un point d'une de ces droites est une simple rotation autour de l'autre.
Dans le cas du déplacement d'une figure plane sur son plan, on a vu que, pour une position de cette figure, les normales aux trajectoires de ses points passent par un même point, centre instantané de rotation; dans le cas de l'espace, au lieu de lignes trajectoires, on a des surfaces trajectoires, et les normales à ces surfaces trajectoires rencontrent les deux mêmes droites; ces deux droites sont les axes instantanés de rotations simultanées à l'aide desquelles on obtient tous les déplacements de la figure mobile (*).
Si l'on prend une droite quelconque G de la figure mobile, les normales aux surfaces trajectoires des points de celte droite partent des points de G et s'appuient sur D et A ; ces normales, rencontrant trois droites, appartiennent à l'hyperboloïde défini par ces trois droites. Ainsi, les normales aux surfaces trajectoires des points d'une droite forment un hyperboloïde.
Parmi les génératrices de cet hyperboloïde, il y en a deux, réelles ou imaginaires, qui sont perpendiculaires à G. Les points/ et /', où ces génératrices rencontrent G, décrivent des surfaces trajectoires tangentes à G, et, pour tous les déplacements infiniment petits de la figure, la droite G, à partir de la position qu*elle occupe, décrit des éléments de surfaces qui sont tangents à ces surfaces trajectoires.
SUPPLÉMENT A LA DIX-NEUVIÈME LEÇON
Lien des coDJngnées d'une droite. — Nous venons de démontrer que les normales aux surfaces*- trajectoires des points d'une droite mobile G forment un hyperboloïde. Ces droites sont normales aux lignes trajectoires décrites par les points de G pour un déplacement de G;
(*) A ce sujet, voir : Hibaucour, Note sur la déformation des surfaces { Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, i4 février 1870). Dans cette Note, M. RiBAixouR considère le cas où les droites I) et 1 se rencontrent toujours. Il énonce alors cette belle proposition : Les lieux des points de rencontre des droites Met Hdans l'espace et dans le corps sont deux surfaces applicables l'une sur l'autre, qui est l'analogue de la proposition relative au déplacement épicycloïdal d'une figure plane sur son plan.
SECONDE PARTIE
DIX-NEUVIEME LEÇON
elles rencontrent donc la conjuguée de cette droite relative à ce déplacement.
Cela est vrai pour tous les déplacements qu'on peut imprimer à G. On voit donc que le lieu des conjuguées d'une droite, qui /ait partie d* une figure de forme invariable assujettie à quatre conditions, est un hyperboloïde qui contient G et les axes simultanés D, A.
Comme on Ta vu dans cette Leçon, lorsque G se déplace sur une surface réglée, le lieu des conjuguées de cette droite est le paraholoïde des normales à cette surface.
De la droite auxiliaire.— Prenons (yî^'. i6i) une surface réglée (D) et le paraboloïde des normales à cette surface pour la génératrice D,
Fi|(. iGi.
que nous supposons verticale. Projetons ce paraboloïde sur deux plans : Tun perpendiculaire à D en o, l'autre vertical mené par cette droite.
Les normales à (D), issues des points de D et qui sont les génératrices du premier système pour le paraboloïde des normales, se projettent horizontalement suivant des droites passant par o et verticalement suivant des perpendiculaires à D. L'une de ces normales se projette verticalement au point /i, où le plan vertical de projection est tangent à (D). Les génératrices du paraboloïde du second système se projettent verticalement suivant des droites passant toutes par ce point /î. Horizontalement, elles se projettent suivant des droites parallèles à la trace horizontale du plan central de (D), puisque ce plan central est un plan directeur du paraboloïde et qu'il est perpendiculaire au plan horizontal de projection.
Par le point n menons une parallèle à celte trace du plan central; nous obtenons une droite A, qui est à la fois la projection horizontale et la projection verticale d'une génératrice du second système du paraboloïde des normales.
La normale en a à (D) est projetée verticalement suivant la perpendiculaire ^2 à D et horizontalement suivant oa.
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La normale en n est perpendiculaire au plan vertical; la normale en o est confondue avec ox, c'est-à-dire que le plan vertical est tangent en /i à (D) et normal en o à cette surface.
L'angle que le plan tangent en a à (D) fait avec le plan tangent en Oy étant égal à Tangle des normales en ces points, n'est autre que 07001. De même, les plans tangents en a et 6 comprennent entre eux un angle égal à ao^.
Connaissant les plans tangents en c^ a et 6, c'est-à-dire en trois points de D, il est aisé de construire la droite A au moyen de a et p, qu'on détermine facilement.
La droite A étant parallèle à la trace horizontale du plan central, la normale à (D), menée du point central sur D, se projette horizontalement suivant la perpendiculaire o^ abaissée du point o sur A. En abaissant du point y la perpendiculaire yc sur D, on a la projection verticale de cette normale ; par suite, c est le point central.
Dans le triangle co-f, Ton a
oc — CY tangcyo = cy tang/>0Yî d'où
co
tang/70Y
et, comme po^ est l'angle que le plan tangent en o fait avec le plan tangent en c, c'est-à-dire le plan central, on voit que c^ est le paramètre de distribution k des plans tangents à (D) pour la génératriée D.
Puisque A est à la fois la projection horizontale et la projection verticale d'une droite de l'espace, celle-ci est dans le plan bissecteur de l'un des dièdres formés par les plans de projection. Par suite, le point/? est, sur la génératrice op du paraboloïde, le point de contact de ce paraboloïde et d'un plan tangent incliné à 4^** sur le plan vertical de projection. Mais le plan vertical est le plan central relatif à ce paraboloïde pour op, puisque D est perpendiculaire commune à toutes les génératrices du premier système du paraboloïde; donc le point p est sur op, à une dislance du point central o relatif à cette droite, égale au paramètre A, pour celte génératrice.
On voit qu'on obtient op ou k^ en portant, sur la perpendiculaire à D élevée du point central c, cy égal au paramètre k, et en élevant la perpendiculaire y/? à -^o.
C'est la construction même à laquelle nous étions déjà arrivés (p. 271).
Nous disons que A est la droite auxiliaire de (D) pour la génératrice D et relative au point o.
a82 SECONDE PARTIE. — DIX-NEU VIÉHE LEÇON.
Pour un autre point Oi, on obtient la droite auxiliaire en prenant la perpendiculaire élevée du point y à la droite y^i-
Relativement au point central, la droite auxiliaire est parallèle àD.
Le point y est le point fixe que nous avons appelé point représentatif (p. 282) : c'est par ce point que passent toutes les droites auxiliaires pour D ; l'angle sous lequel on voit du point y w'i segment ab de D est égal à l'angle qu^e font entre eux les plans tangents en a et b à (D), théorème déjà trouvé (p. 282) (*).
Des pinceaux de droites (<). — Des droites assujetties à deux conditions forment une congruence. Prenons une droite G et des droites voisines de celle-ci faisant partie d'une congruence. Par un point a de G, menons une surface [a] qui coupe ces droites. Amenons successivement G en coïncidence avec les droites qui lui sont voisines en laissant a sur [a]. Chacun des points de G reste alors sur sa surface trajectoire, et, d'après ce que nous venons de démontrer à la fin de cette Leçon, il y a, sur G, deux points /et/' dont les surfaces trajectoires sont tangentes à G. Sur chaque droite de la congruence, il y a deux points analogues à /et/'. Lorsque la droite G vient coïncider avec Gj, qui lui est infiniment voisine, elle engendre une surface réglée tangente en / à la surface trajectoire de ce point. La ligne qui joint / au point analogue / de Gi est alors tangente à cette surface. Il résulte de là que la surface lieu des points tels que / et /', qu'on appelle surface focale de la congruence, est tangente à G en / et aussi en/' ; on peut dire alors :
(») Relativemeat à la droite auxiliaire, j'ai publié un Mémoire sur les pinceaux de droites, etc. {Journal de Mathématiques de Liouvilld 2* série, t. XVII); dans le môme Recueil, même Volume, une Note intitulée Démonstration géométrique d'une proposition due à M. Bertrand, et un travail Sur la surface gauclie lieu des normales principales de deux courbes; dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Nouveau mode de représentation plane de classes de surfaces réglées (séances des 29 octobre, 5 novembre, 19 novembre 1877 et ao mai 1878), Sur un mode de transformation des sur/aces réglées (3 juin 1879), Transformation d'un pinceau de normales (9 juin 1879); Association française pour l'avancement des Sciences (Conprès de Paris, 1878), une Note Sur la surface de l'onde; voir aussi Traité de Géométrie descriptive de M. DE LA GocRNERiE, IIP Partie, p. 4>-
(») Indépendamment des travaux que je viens de citer, j'ai publié relativement aux pinceaux de droites : Sur la surface de l'onde et sur la transformation d'un pinceau (16 juin 1879), Représentation plane relative aux déplacements d'une figure déforme invariable assujettie à quatre conditions {2 février i885), Mémoire d'Optique géométrique (loc. cit.)
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Les droites d'une congruence sont tangentes aux nappes de la surface focale (*).
L'élément infinitésimal d'une congruence est un pinceau. Pour définir un pinceau [G], on donne {fig» 164 ) une droite G ou rayon du pinceau, les points / et /' foyers du rayon G, et les nappes (F), (F') de la surface focale que G touche en / et/'. Les plans tangents aux nappes (F), (F') aux foyers/ et/' sont les plans focaux du pinceau [G] (*). Lorsque l'on déplace le rayon G, de manière à l'amener dans une position infiniment voisine, il engendre
Fig. 162.
ri
un élément de surface réglée que j'appelle surface élémentaire du pinceau.
Toutes les surfaces élémentaires du pinceau [G] ont pour plans tangents communs enfelf les plans focaux.
Représentons ces surfaces élémentaires par des droites auxiliaires relatives au foyer/
Toutes ces droites passent par ie point «p situé sur la perpendiculaire /'cp à G et tel que l'angle /'©/est égal à l'angle compris entre les plans focaux.
Projetons/ sur toutes les droites auxiliaires des surfaces élémentaires de [G]. Le lieu de ces projections est une circonférence G qui a /y pour diamètre.
Au moyen de cette circonférence G, on peut déterminer les propriétés du pinceau [G].
Par exemple, puisqu'il suffit de projeter les points de cette circonférence sur G pour avoir les points centraux des surfaces élémentaires du pinceau [GJ, on voit que :
(*) Malus, Journal de l'École Polytechnique, XIV* Cahier. (■) Les expressions de rayon, foyer, sur/ace focale^ sont tirées de l'Optique, où l'on considère des pinceaux de rayons lumineux.
Les points centraux de toutes les surf aces élémentaires d'un pinceau [G] se trouvent sur un segment déterminé de G.
M. Kummer a nommé points limites les extrémités de ce segment (*).
LesT surfaces élémentaires dont les points centraux sont aux points limites ont pour plans centraux des plans que M. Kummer appelle plans principaux du pinceau [G].
Au moyen de la circonférence G, on voit tout de suite que :
Les plans principaux d'un pinceau sont rectangulaires.
De même on voit que :
La distance focale ff est égale à la distance qui sépare les points limites multipliée par le sinus de l'angle que font entre eux les plans focaux.
L'existence de C prouve que :
Si dans un plan passant par un rayon d'un pinceau on porte sur des perpendiculaires à ce rayon élevées des points centraux des surfaces élémentaires et, à partir de ces peints, des longueurs égales aux paramètres de distribution de ces surfaces, les extrémités des longueurs ainsi portées sont sur une circonférence passant par les foyers du rayon et qui coupe ce rayon sous des angles égaux à l'angle que font entre eux les plans focaux .
Pincean de normales. — Les normales à une surface (S) autour d'une normale A forment un pinceau [A] pour lequel les plans focaux sont rectangulaires. Les foyers et les points limites sont, dans ce cas, confondus avec les centres de courbure principaux ^i et ^2- Î-'CS surfaces élémentaires sont des éléments des surfaces que j'appelle nor/wa/Ze,? à (S), et la circonférence précédente est décrite sur YiYj comme diamètre (*).
Au moyen de celte circonférence C, on trouve facilement des propriétés des normalies (^).
( ' ) Théorie générale des systèmes de rayons rectUignes ( Journal de Mathématiques de C relie, t. LVII); \cs Nouvelles Annales de Mathématiques^ t. XI \, W, XXI, contiennent une traduction de ce Mémoire faite par M. I)ewui.f.
(') Voir la Leçon suivante.
(») Pour plus de développement, voir mon Mémoire sur les pinceaux de droites et les normalies {Journal de Mathématiques de Liouville, 2* série, t. XVII); HiBAUCouR, Propriétés relatis^es aux déplacements d'un corps assu-
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Méthode des normales dans le cas d'une figure mobile dans l'espace et de grandeur invariable (*). — Les normales au\ surfaces trajectoires décrites par les points d'une figure dont quatre points restent sur quatre surfaces données rencontrent les deux mêmes droites D et A : de là un moyen de construire la normale à la surface trajectoire décrite par un point de la figure mobile quand D et A sont réels.
Fig. i63.
Comment doit-on opérer lorsque ces droites sont imaginaires? — Appelons a, ^, c, e {fig- i63) les points qui décrivent les surfaces données [a], [6], [c], [ej, et A, B, C, E les normales à ces surfaces dont les pieds sont en ces points.
Soit / le point de la figure pour lequel on demande la normale à la surface trajectoire [/] qu'il décrit. Menons la droite ai et désignons par g le point oii elle rencontre riivperboloïde définie par les droites A, B, C. 11 est facile de construire g\ pour cela, on prend la droite suivant laquelle l'hyperboloïde est coupé par le plan (A, ai) : le point où cette droite rencontre ai est le point g. Par ce point passe une génératrice de l'hyperboloïde (A, B, G) de même système que A, B, C; désignons celte droite par G. De la même manière, en prenant les trois droites A, B, E, déterminons une droite 11.
Les trois droites A, G, H déterminent un hyperboloïde, et la génératrice de cette surface, du même système que ces droites, qui passe par le point iy est la normale demandée.
jetti à quatre conditicms {Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, a juin 1870). M. Kidaucocr montre que les droites du corps qui engendrent des pinceaux de normales appartiennent à un complexe du premier degré. (* ) ScHuxEMANN {toc. cit.) et mon Étude sur le déplacement d'une figure de forme invariable.
Car les droites D, A, étant des génératrices des hyperboloïdes (A, B, G) et (A, B, E), sont rencontrées par G et H, et par suite sont des génératrices de Thyperboloïde (A, G, H) : la génératrice de ce dernier hyperboloïde, issue de «', rencontre donc D, A et est la droite demandée.
Cette construction, indépendante de Texistence des droites D, A, répond à la question posée.
Prenons le cas particulier où le point i est à Tinfîni dans la direction d'une perpendiculaire à un plan (P) (Jig- i64).
Tout ce qui précède est applicable. On détermine encore les
Fi g. i6'|.
droites G', H', comme on vient de déterminer G, H, en employant une perpendiculaire à (P) menée de a. L'hyperboloïde (A, G', H'), qui contient déjà la perpendiculaire à (P) issue de a, contient encore une autre perpendiculaire à ce plan. Celle-ci est la normale I demandée.
Pour déterminer son pied p sur (P), on construit deux droites qui rencontrent A, G', H' : les projections de ces droites sur (P) se coupent au point/?.
La normale que nous venons de déterminer est normale aux surfaces trajectoires de chacun de ses points; par suite, le plan (P) est tangent en/7 à la surface trajectoire de ce point.
En d'autres termes, nous avons construit le /?om^/> où le plan (P) touche la surface à laquelle ce plan reste tangent pendant le déplacement de lajîgure mobile.
Supposons que les points a et & soient confondus, les surfaces [a \ et [b] étant distinctes. On a alors une figure dont un point a décrit une ligne (a), intersection des surfaces [a] et [b] et dont les points restent sur des surfaces données.
La solution est toujours la même; les droites A, B partent maintenant du même point a. Les droites D et A sont alors, Tune la droite
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qui joint les traces des normales G, E sur le plan (A, B), c'est-à-dire sur le plan normal en a à (a), Tautre est la droite issue du point a et qui rencontre G et E.
La construction de la normale à la surface trajectoire d'un point d'une figure mobile dont quatre points restent sur quatre faces données conduit immédiatement à la construction du plan normal à la trajectoire décrite par un point d'une figure mobile dont cinq points restent sur cinq surfaces données.
Soient a, 6, c, e, / les points qui décrivent les surfaces données. Faisons abstraction de la surface [/] sur laquelle se déplace le point /, on a, pour un point / invariablement lié à la figure mobile, la normale I à sa surface trajectoire [i]. Reprenons [/] et faisons abstraction de [e]] le point i se déplace sur une nouvelle surface trajectoire [«'] qui donne lieu à une normale V.
Le plan (I, F) est alors le plan normal à la ligne trajectoire (t) décrite par le point i lorsque les cinq points donnés restent sur leurs surfaces trajectoires.
Exemple relatif an déplacement d'nne flgnre mobile de grandenr variable (*). — Dans l'espace comme sur le plan, on peut arriver facile-
(') A. PicART, Nouvelle théorie du déplacement continu d'un corps solide {Nouvelles Annales de Mathématiques, a* série, t. VI, p. i58).
DuRRAïtDE^ Essai sur le déplacement d'une figure de forme variable {Annales scientifiques de V École Normale supérieure, î* série, t. II, 1873); Étude de l'accélération dans le déplacement d'un système de forme variable {Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, 1* série, t. III, 187^).
D1RIC111.BT, Becherches sur un problème d'Hydrodynamique {Journal de Borchardt, t. LVIII).
Brioschi, Développements relatifs aux recherches de Dirichlet {Journal de Borchardt^ t. LIX).
TuoMso:i cl Tait, Philosophie naturelle.
Beltrami, Sur les principes fondamentaux de l'Hydrodynamique rationnelle {Mémoires de l'Académie de Bologne, 1872-187^).
EvERETT, Cinématique d'un système solide {Quarterly, etc., t. XIII, 1875).
JouKOFSKY, Cinématique d'un corps liquide {Bulletin de la Société mathématique de Moscou, t. VIII, 1876).
Lévy, Sur la composition des accélérations d'ordre quelconque et un problème plus général que celui de la composition des mouvements { Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 29 avril 1878).
G. FooRET, Sur le mouvement d'un corps qui se déplace et se déforme en restant homothétique à lui-même {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 3 février 1879).
Ad. Sciiuuamn, Sur la cinématique des systèmes variables {Journal de Schlômilch, t. XXVI).
ment au cas de la figure de grandeur variable en utilisant les propriétés relatives à une figure de grandeur invariable. Je vais en montrer un exemple :
Déterminer V expression de la variation de longueur d^iin seg" ment d'une droite mobile dans Vespace. — La droite mobile G {Jig. i65) se déplace en restant tangente à trois surfaces données (L), (M), (N); elle est limitée en a et 6 à deu^t surfaces [a], [h] : on demande la variation de longueur de ab pour un déplacement infiniment petit de G.
Les normales aux surfaces (L), (M), (N) dont les pieds sont les
Fig. i65.
points de contact de G avec ces surfaces définissent le paraboloïde des normales à la surface (G) engendrée par G pendant son déplacement.
Menons du point a la normale A*à [a]. Cette droite rencontre ce j)araboloïde des normales en un point. La génératrice A de ce paraboloïde qui passe par ce point est Taxe de rotation instantané qui permet d'amener G dans sa position infiniment voisine, le point a restant sur [a].
Menons la perpendiculaire commune à G et A; elle rencontre G au point c, qui est le point central de (G), et A en un point que nous désignons par a.
De même, en considérant le point b, nous avons de la même manière une droite A'. Cette droite rencontre à angle droit la perpendiculaire commune à G et A, en un point que nous désignons par p.
Après le déplacement infiniment petit de G tournant autour de A, cette droite vient en Gi; le point central c vient en Ci sur Gi-
De même, on peut faire tourner G autour de A' pour l'amener à coïncider avec Gj; le point c vient alors en Cj.
La variation de longueur de a^ est le segment infiniment petit CiCj.
Pour évaluer ce segment, abaissons du point c une perpendiculaire cp sur Gi-
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On a
Cip = ccisinpcciy
dp = CC| sinpccf.
Mais les angles pcci et pcc^ sont respectivement égaux aux angles (G, A) et (G, a'), et Ton a, comme il est facile de le voir,
cci = ca
CC2= C
sin(G, A) sin(G, A')'
en désignant par d-( l'angle (G, Gj).
On obtient donc
Cip =■ COL.d"^,
CiP = c?.d'^; (I où
Telle est la formule, complètement analogue à la formule (i), trouvée (p. 2o4) pour le déplacement plan, et qui donne la variation de longueur d'un segment de droite dans Tespace.
ago SECONDE PARTIE. — VINGTIEME LEÇON.
VINGTIÈME LEÇON
(APPL. DE GÉOM. CINÉM.)
Théorème sur les normalies. — Courbure des surfaces. — Théorème de Meusnier. — Construction du rayon de courbure d'une section normale. — Relation d'Euler.
SoppLÉiiE>-T. — Sur les normales infiniment voisines autour d'un point. — Construction directe du rayon de courbure d'une section oblique.
J'appelle normalie le lieu de normales à une surface dont les pieds sont les points d'une courbe tracée sur cette surface. Cette courbe est la directrice de la normalie.
Lemme. — A partir d'un point a sur une surface (S), il existe une courbe M telle que les normales à (S), dont les pieds sont des points de cette courbe, rencontrent la normale A. de la sur/ace (S) au point a.
Du pointa comme centre (Jig- 166), décrivons une sphère. La ligne d'intersection de cette sphère et de la surface (S) est une courbe G. Les distances des points de cette courbe au plan (T), tangent à (S) en a, sont inégales; car, si elles étaient égales, cette courbe G serait plane; ce serait une circonférence de cercle, cl, en général, la section d'une surface (S)'par une sphère n'est pas une circonférence de cercle. Puisque les points de la courbe G sont inégalement distants du plan (T), l'un de ces points est à une distance minima de ce plan tangent. Appelons b ce point. La distance du point b au plan (T) étant minima, la tangente en ce point à G est parallèle à ce plan tangent.
Le plan normal à G en b est alors perpendiculaire à (T), el, comme il contient le ra^on de la sphère et par suite a, il contient
THÉORÈME SUR LES NORHALIES
aussi la normale A. La normale à (S), qui est dans ce plan normal à G, renconlre donc A.
Pour chacune des sphères décrites du point a comme centre, on a une courbe telle que G, et sur chacune de ces courbes un point tel que b. Tous ces points appartiennent à la directrice d'une normalie dont les génératrices rencontrent A, directrice dont il fallait établir l'existence .
Fig. 166.
Cette directrice comprend aussi le lieu des points, tels que c, qui, sur les courbes G, sont chacun à une distance maxima du plan (T). Appelons M la branche de cette directrice, lieu des points 6, et N la branche relative aux points c.
Si le rayon de la sphère décrite du point a comme centre est infiniment petit, le point yi, où la normale à (S) issue de b rencontre A, est le centre de courbure de la section faite dans (S) par le plan mené par A tangentiellement à M en a. Le point b étant à une distance minima du plan (T), le rayon de courbure a-^^ est le plus grand parmi les rayons de courbure des autres sections normales à (S) en a.
De même, la normale en c à (S) rencontre A en un point ^21 et 0-^2 est le rayon de courbure le plus petit parmi les rayons de courbure des sections normales à (S) en a. Le plan de la section normale, qui a a-^^ pour rayon de courbure, est tangent à N en a.
Les rayons de courbure a^i, a'^2 sont appelés rayons de courbure principaux de la surface (S) pour le point a\ les points y^, Vo sont les centres de courbure principaux, et les plans des sections de (S) qui ont yi, ^2 pour centres de courbure sont appelés plans des sections principales de (S),
Les plans des sections principales de (S) en a sont distincts, c'est-à-dire que les branches M et N ne sont pas tangentes entre elles en a\ car, si Ton admettait le contraire, les centres de courbure Yi, Y2 coïncideraient, et, par suite, il en serait de même des centres de courbure de toutes les sections normales de (S) en «, ce qui ne peut avoir lieu que dans un cas particulier.
Théorème sur les normalies. — Conservons {fig> 166) la surface (S) sur laquelle on a M et N qui se rencontrent sous un angle fini. Du point «, décrivons une sphère. Elle coupe M en 6' et N en c'(*). Supposons que les points a, 6', d^ invariablement liés entre eux, appartiennent, avec un quatrième point e, à une figure de forme invariable.
Déplaçons cette figure de façon que a, 6', d restent sur (S), tandis que e reste sur une surface [e]. Le déplacement de la figure mobile peut être effectué d'une infinité de manières, puisqu'elle n'est assujettie qu'à quatre conditions. On obtient tous ces déplacements au moyen de rotations simultanées autour de deux axes, et, dans les circonstances actuelles, il est facile de construire ces axes, comme on va le voir.
Menons en a, 6', d les normales A, B', C à (S), et en e la normale E à [e]. L'un des axes de rotation est la droite qui joint le point de rencontre de A et de B' au point où E rencontre le plan (A, C). L'autre axe est la droite qui joint le point de rencontre de A et de C au point où E rencontre le plan (A, B'). Car on a bien ainsi deux droites qui rencontrent à la fois les quatre droites A, B', G', E.
Tout cela est vrai, quel que soit le rayon de la sphère qui a donné V et d . Passons au cas limite où ce rayon est nul, et figurons en 6 et c les points V et d. Les droites a6, ac sont maintenant des tangentes à (S). La figure mobile doit alors se déplacer, de façon que les droites «6, ac restent tangentes à ( S) en leur point de rencontre a, tandis que e reste sur \e\ Appelons D et A les axes simultanés de rotation relatifs à tous les déplacements de cette figure. D'après ce qui précède, l'une de ces droites est la droite A, qui joint le centre de courbure principal yi au point de rencontre
(') Les points h' et c' ne sont pas sur la figure.
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de E et du plan de la section principale tangente en a à N, l'autre est la droite D qui joint le centre de courbure principal ^2 au point de rencontre de E et du plan de la section principale tangente en a à M.
Lions à la figure mobile la normale A, perpendiculaire aux tangentes ab et ac. Quel que soit le déplacement de la figure, cette droite A engendre une normalie à (S). Les éléments de toutes les normalies que peut ainsi engendrer A, à partir de sa première position, peuvent être obtenus au moyen de rotations simultanées autour des droites D, A. Mais le point yi de A appartenant à A ne peut que tourner autour de D et engendre toujours le même élément de ligne. Cet élément de ligne et A déterminent un plan qui est alors tangent à toutes les normalies engendrées par A. De même, on a en ^2 un plan tangent commun à toutes ces normalies. Ainsi : toutes les normalies engendrées par A ont les mêmes plans tangenls aux centres de courbure principaux yi, ^2-
Parmi les normalies engendrées par A, il y a celle qui a pour directrice M, dont le plan tangent en ^2 est le plan de la section principale (A, B) qui contient D; il y a celle qui a pour directrice N, dont le plan tangent en yi est le plan de la section principale (A, C) qui contient A, donc : les plans tangents communs c^ Yi » Ya ^^^ normalies engendrées par A sont les plans des sections principales de (S) pour le point a.
Puisque y^ tourne seulement autour de D, l'élément décrit par ce point est perpendiculaire au plan (A, D). Mais cet élément est dans le plan (A, C) qui contient A, donc : Les plans (A, D), (A, A) sont perpendiculaires entre eux, ou encore, les seclions principales de (S) en a sont rectangulaires.
En résumé, on peut énoncer le théorème suivant :
Si, à partir d'un point a sur une sur/ace (S), on trace des courbes quelconquesj les normalies ^ (S), qui ont ces courbes pour directrices, ont les mêmes plans tangents aux centres de courbure principaux de (S) situés sur la normale en a à cette surface, et ces plans tangents communs, qui sont les plans des sections principales de (S) en a^ sont rectangulaires.
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Théorème de Meusnier. — Nous allons ramener l'étude de la courbure des sections faites dans une surface par des plans menés par un point, et obliques par rapport au plan tangent en ce point, à l'étude des courbures des sections normales, en démontrant le théorème de Meusnier ( * )..
Si, par une tangente a t en a à une surface (S), on mène un plan normal à cette surface et un plan oblique, le centre de courbure de la section faite dans (S) par ce plan oblique est la projection du centre de courbure de la section faite dans (S) par le plan normal.
Établissons d'abord un lemme : Un plan mobile passe successivement par les génératrices d'une surface réglée; pour une position quelconque de ce plan, sa caractéristique passe par le point où il touche la surface réglée.
Fig. 167.
(P) est le plan mobile {fig* 167); il passe par la génératrice G de la surface (G). Après un déplacement infiniment petit, ce plan vient en (P,) et contient la génératrice G|, infiniment voisine de G; la droite d'intersection de ces deux plans, c'est-à-dire la caractéristique de (P), rencontre donc G et G| ; elle est alors tangente à la surface (G), et le point où elle rencontre G est le point de contact du plan mobile (P) avec (G).
Démontrons maintenant le théorème de Meusnier.
Appliquons le théorème relatif aux normalies en prenant cette
(') Mémoire sur la courbure des sur/aces {Recueil des Savants étrangers, t. X, 1785); et Hachette, Éléments de Géométrie à trois dimensions.
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fois non plus des courbes quelconques tracées à partir du point a sur (S), mais des courbes ayant pour tangente at {Jig* i68). Puisque toutes les normalies dont les directrices passent par a sont tangentes entre elles aux points y^ et ya situés sur la normale A, celles qui ont pour directrices des courbes tangentes entre elles en a sont, en outre, tangentes entre elles en ce point a\ leur plan tangent commun en a est le plan de la normale A et de la tangente commune at à leurs courbes directrices; ces normalies ont donc les mêmes plans tangents au point a, au point yi et au point ^3; par suite, elles se raccordent.
Prenons l'une d'elles, celle qui a pour directrice une courbe C ;
Fig. 168.
menons au point a le plan normal à cette courbe. Menons de même à C un plan normal passant par le point a', qui est, sur C, infiniment voisin de a. Ces deux plans normaux se coupent suivant l'axe de courbure C, et cette droite est la caractéristique du plan normal en a à la courbe C, lorsqu'on déplace ce plan en le laissant normal à cette courbe. D'après le lemme, cette caractéristique passe par le point où ce plan normal touche la normalie dont la directrice est C, car ce plan, supposé mobile en restant normal à la courbe C, contient constamment une normale de la surface (S), c'est-à-dire une génératrice de la normalie. Ce plan normal, qui a pour caractéristique l'axe de courbure de C, touche au point / la normalie dont C est la directrice, et l'axe de courbure doit alors passer par ce point /.
Prenons une courbe G', tangente en a à la droite a/, et répétons le même raisonnement : nous trouvons que l'axe de courbure de G' passe par le point où le plan normal en a à G' touche la normalie
à (S) dont cette courbe est la directrice. Mais cette normalie se raccorde avec celle qui a pour directrice C ; le plan normal commun à C et G' touche alors ces normalies au même point /. On voit donc que toutes tes courbes tracées sur la surface à partir du point a et tangentes entre elles en ce point ont pour axes de courbure des droites qui passent par le même point L L'axe de courbure d'une courbe étant la perpendiculaire à son plan osculateur élevée du centre de courbure de cette courbe, on obtient donc les centres de courbure des directrices des normalies en projetant le même point l sur les plans osculateurs de ces courbes, c'est-à-dire sur des plans qui passent par la tangente commune at.
Prenons comme directrice d'une normalie la courbe qui résulte de l'intersection de (S) et du plan mené par at normalement à cette surface; on a le centre de courbure de cette courbe en projetant le point / sur son plan; mais le point / est à lui-même sa projection; donc le point / est le centre de courbure de la section faite dans (S) par le plan normal qui contient at. En rapprochant cela des résultats précédents, on voit que le théorème de Meusnier, énoncé comme nous l'avons fait d'abord, est démontré.
Le plan normal, commun à toutes les courbes tracées sur la surface (S) à partir du point a, est tangent aux normalies, dont ces courbes sont les directrices, au même point /, qui est le centre do courbure de la section normale à (S) et tangente à ces courbes directrices. Si l'on fait tourner de 90° ce plan normal autour de A, il devient le plan normal à (S) qui contient at, et Ton a alors ce théorème :
Si Von considère une normalie qui a pour directrice une courbe G tracée sur (S), le plan normal à (S), tangent en a à C, est normal à cette normalie en un point qui est le centre de courbure de la section qu^il détermine dans la surface (S).
Construction du rayon de courbure d'une section normale. — Soient {fig- 169) A la normale en a à (S), normale que nous supposons placée verticalement. Sur A, on a les centres de courbure principaux y«, ya de la surface (S).
Prenons une normalie à (S) qui contienne A, et soit y le point représentatif de l'élément de cette normalie le long de A. Je place y
de façon que la figure formée par les droites Y^n TY»» Y^ ^^^^ égale à la figure formée par les traces horizontales des plans qui touchent la normalie aux points yi, ^2? ^•
Fig. 169.
cv -:Yi
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Les plans tangents à la normalie en y^ et ^2 sont rectangulaires; les plans tangents en ^2 et en a comprennent entre eux un angle o. L'angle yi yy» ^^^ alors droit, et Fangle ysyti est égal à ç.
D'après le théorème qui vient d'être démontré, le plan tangent à la normalie au centre de courbure de la section faite dans (S) par le plan tangent en a à cette normalie est perpendiculaire à ce dernier plan tangent. On obtient alors ce centre de courbure en / au point où A est coupée par la perpendiculaire y/ à y a.
Le point / est donc facile à construire lorsque l'on a y.
On peut obtenir ce point y au moyen de deux segments capables : l'un, d'un angle droit décrit sur yiy2î l'autre, de l'angle o décrit sur y2a. Nous allons l'obtenir directement. Prolongeons y/ jusqu'à sa rencontre enC| et en C2 avec les perpendiculaires élevées de yi et y2 à A. Les points <?i , yi, y, a appartiennent à la circonférence décrite sur ac^ comme diamètre. L'angle y^ aCi est alors égal àyiyci et, par suite, à <p. Les points a, y2, y, C2 appartiennent à la circonférence décrite sur a2C2 comme diamètre. L'angle C2«y2 est alors égal ày2y/, c'est-à-dire au complément de o. Il résulte de là que l'angle C2<^C| est droit.
La construction qui donne le rayon de courbure d'une section normale peut donc être énoncée ainsi :
On a [fig» 169) la normale k^ les centres de courbure principaux yi , y2 et les perpendiculaires à A issues de ces points. On mène^ du point a, la droite ac\ qui fait a^'ec A V angle cp que le
plan de la section normale, dont on cherche le rayon de courbure, fait avec le plan de la section principale dont le centre de courbure esty^ (*). On élève, au point a, la perpendiculaire ac2 à la droite act ; on joint le point Cx au point c^s ceite droite rencontre A au point l : le segment al est le rayon de courbure de la section normale considérée.
Lorsque l'angle droit c^ac^ tourne autour de a, on retrouve bien par cette construction que / se trouve toujours entre yj et yj.
Relation d'Eoler. — Nous allons traduire en une formule cette construction du rayon de courbure d'une section normale.
Soient R^ et R2 les longueurs des rayons de courbure principaux de (S) au point a.
Écrivons que Faire du triangle rectangle CxUC^ est égale à la somme des aires des triangles c^al et lac^ >
Ciaci= Cl a /h- /acj.
Le double de l'aire du triangle c^ac^ est aC| x aca*, de même, pour le triangle C| a/, on a ac^ x alx sin?p, et, pour le triangle lac2f alx aCaX coscf ; on a alors
aci X ac^ = aci x al x sinçp -{-alx ac^X cosçp.
En divisant par le produit ac^ x ac2 X a/, il vient
I __ sincp coscp^ at aci aci
al est le rayon de courbure p de la section normale^ ac2 est égal à
-^ > aCi est éffal à — - - On a donc la relation sincp ^ coscp
I _ sin^cp cos*çp
Cette relation, qui permet de déterminer le rayon de courbure d'une section normale, connaissant les rayons de courbure principaux R|, Ra et Tangle <p que cette section normale fait avec le plan
(') II ne faut pas oublier que le plan de la section principale de (S), tangent en Y, à la normalie, lui est normal en 7-, et que ce point est le centre de courbure de la section que ce plan détermine dans (S).
de la section principale dont le rayon de courbure est R|, est désignée sous le nom de relation d'Euler (*).
SïïPPLËMENT A LA VINGTIÈME LEgON.
Sur les normales infiniment Toisines autour d'un point. — Ces normales sont dans les positions que prend la normale A à (S) en a ijig* 1 70) , lorsque cette droite est entraînée avec le plan (T), tangent à (S) au point a, que Ton déplace, à partir de sa première position , de toutes les manières en le laissant tangent à (S) au pied de A.
Fig. 170.
Tous ces déplacements peuvent être obtenus au moyen de deux axes simultanés de rotation D, A que nous prenons perpendiculairement à A.
La droite A, issue du centre de courbure principal Yi> 6st dans le plan de la section principale qui est tangent en ce point à toutes les normalies à (S), dont les directrices partent de a. La droite D, issue de Yi> est dans le plan de l'autre section principale.
En tournant autour de D, la normale A vient prendre la position q'^\\ puis, en tournant autour de A, cette droite vient en q' p' a^»
Nous désignons par A| cette nouvelle position de A. La droite Aj est normale en a^ à (S); sa projection sur (T) estaj^^.
Appelons &> Tangle que fait aa^ avec ax, trace sur (T) du plan de
(») Rechercha sur la courbure des sur/aces (Mémoires de l'Académie de Berlin, 1760).
]a section principale qui contient D. On a, au moyen des triangles semblables Yi^Wu ï«^<^>
aai sinct) Rj
d'où
de même on a
, ««1 sino)(R, — Rj) ^'^ = Ri '
, aa|Cosw(R| — R») ttP =
Ri
Expression de l'angle da que fait A avec la normale infiniment voisine A,. — La tangente de cet angle est égale à i^ ^ ' On
Kl — Kj
a alors, en employant les valeurs de yi<7' et de Yî/>',
,. pg — «/cos'o) sin*a)\
RT^O' = """ (-HT ^ -RT
En désignant aoi par ds, il vient
Expression de l'angle db que fait Aj ai^ec le plan (A,âraJ. — La tangente de cet angle est égale à la distance du point p' à ce plan normal divisée par R,.
Comme la dislance du point />' au plan {A,aai) est égale à Ys/>'sinco, on a
,û aai sin(ocosa)(R, — R») , . / i i \
'^^ RTr; =rf.s.na,coso,^^-^j.
Cette formule est due à M. Bertrand (*), qui en a déduit ce théorème :
(( Si en un point A, pris sur une sur/ace, on mène une nor- » maie ATijpuis que par le point A on fasse passer sur la sur/ace » deux lignes perpendiculaires sur lesquelles on prenne des Ion-- » gueurs infiniment petites et égales AB, AC, la normale au point B » fera avec le plan ZAB un angle égal à celui que la normale au » point C forme avec le plan ZAC; j'ajouterai que les deux nor- )) maies seront toutes deux dans l'intérieur de l'angle dièdre BAC )) ou toutes deux en dehors de cet angle, »
On peut aussi démontrer ce théorème en faisant usage de la yî^. 170 et sans employer l'expression de d^.
(') Journal de Mathématiques de LiouvUle, r* série, t. IX, p. i33; 184^.
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Remarque. — La normale A, dans toutes ses positions infiniment voisines, rencontre D et A. Nous serions arrivés à un résultat analogue avec d^autres axes simultanés de rotation. Il est bien clair pourtant que les normales à (S), infiniment voisines de A, ne rencontrent pas toutes les droites tracées à partir de Yi et Yi dans les plans des sections principales, et qu'on peut prendre par couples comme axes de rotalion. C'est qu'il ne faut pas oublier que nous n'avons conservé dans ce qui précède que les infiniment petits du premier ordre.
On voit donc comment il faut comprendre ce théorème de Sturm (* ) : Les normales infiniment voisines de A rencontrent deux droites,
Constraction directe du centre de courbure d'une section obliqae. — Connaissant les centres de courbure principaux Yi, y« ^^ ^^* plans des sections principales de (S) relatifs au point a, construire direC' tement le centre de courbure de la section E faite dans (S) par un plan quelconque (P) mené par la tangente atà cette surface (*).
Prenons la normalie à (S), qui a E pour directrice. Le contour apparent de cette normalie sur le plan (P) est la développée de E. Le centre de courbure e que nous cherchons est, sur la normale as en a à E, la projection sur (P) du point où le plan normal en a à E touche la normalie.
Pour le construire, prenons, le long de la normale A à (S) au point a, un paraboloïde de raccordement de la normalie. Choisissons celui qui a pour plan directeur le plan mené par at perpendiculairement à (P).
Nous connaissons les plans tangents à la normalie en a, Yi» Yi* Nous pouvons alors construire les directrices de ce paraboloïde : ces droites sont at et les intersections des plans des sections principales de (S) avec des plans menés des points Yi> Yi parallèlement au plan directeur.
Au moyen de ces directrices, nous construisons une génératrice du même système que A. La projection de cette droite sur (P) coupe as au point e demandé, parce que toutes les généralrices du paraboloïde du même système que A se projettent suivant des droites qui passent par un même point, et que, pour A et la génératrice qui lui est infiniment voisine, le point de rencontre des projections de ces droites est le point e.
( ' ) Mémoire sur la théorie de la vision ( Comptes rendus dss séances de l'Académie des Sciences, i8^5).
{') Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences f 6 avril 1874.
VINGT ET UNIÈME LEÇON
COURBURE DES SURFACES (suite).
Indicatrice elliptique, ombilic. — Indicatrice hyperbolique. — Tangentes à la section faite dans une surface à courbures opposées par l'un de ses plans tangents. — Tangentes à la courbe d'intersection de deux surfaces tangentes entre elles. — Indicatrice parabolique.— Lignes de courbure d'une surface. — Lignes de courbure d'une surface de révolution. — Surface^ osculatrices. — Surfaces du second degré osculatrices. — Hyperboloïde osculateur. — Surface du second ordre de révolution osculatrice d'une surface de révolution le long d'un parallèle.
Supplément. Autre démonstration du théorème de Meusnier. — Théorème sur les normal ies.
Indicatrice elliptiqae. — Reprenons la relation d'Euler : , , i ces'© sin*©
Écrivons
p = 'kdj Ri = 'ka , R2=:X6;
portant ces valeurs dans la relation précédente et supprimant It» facteur X, il vient
équation en coordonnées polaires d'une ellipse dont les demi-axes sont aeib]d est le rayon vecteur : par conséquent, c'est un demidiamètre de cette ellipse.
Construisons cette courbe (Jiff- 171) sur le plan (T) tangent à la surface (S) de façon que son centre soit au point de contact a de ce plan tangent et que son demi grand axe soit dans le plan de la section principale dont le rajon de courbure est R| ; Tautre axe est alors sur (T) la trace du plan de la section principale dont le
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rayon de courbure est Rj. Si, parla normale au point a à (S), nous menons un plan faisant un angle cp avec le plan de la section principale qui donne lieu au rayon de courbure R|, sa trace est sur (T) un diamètre de l'ellipse et la longueur de la moitié de ce diamètre est donnée par l'équation (2).
Ainsi, les sections normales de la surface (S) au point a ont des rayons de courbure proportionnels aux carrés des diamètres d'une conique.
C'est pour cette raison que Dupin, à qui Ton doit 1 -emploi de cette courbe, l'a désignée sous le nom d^ indicatrice (*).
Lorsque les centres de courbure principaux: yi et Y2 sont d'un même côté par rapport au plan tangent (T), la surface est convexe autour du point a; l'indicatrice est une ellipse.
Fig. 171.
Dans le cas particulier où, pour un point de (S), les centres de courbure principaux coïncident, R^ est égal à R2 et, pour une section normale quelconque en ce point, le rayon de courbure est égal à R| ; on a alors sur la surface (S) un point tel, que toutes les sections normales faites dans la surface en ce point ont des rayons de courbure égaux; l'indicatrice est une circonférence de cercle, et le point est un ombilic.
Indicatrice hyperboliqae. — Si les centres de courbure principaux sont de côtés différents par rapport au plan tangent, les rayons de courbure principaux sont de signes contraires et la relation d'Euler devient
(') Développements de Géométrie, p. 48, et Iroisièmc Mémoire.
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la surface traverse le plan tangent, on dit qu'elle est à courbures opposées et rindicatrice est une hyperbole.
Les plans menés par les asymptotes de rindicatrice déterminent, dans la surface, des sections qui ont un rayon de courbure infini ; par conséquent, pour ces sections, Iç point a est un point d'inflexion et la tangente en a est osculatrice. Cette droite est aussi une tangente osculatrice de la surface, et, comme il y a au point a deux asymptotes de l'indicatrice, on voit qu'^n un point a d'une sur/ace à courbures opposées il y a deux tangentes osculatrices.
Tangentes à la section faite dans nne surface à conrbnres opposées par l'nn de ses plans tangents. — Nous venons de dire que la surface traverse son plan tangent. Soit C {fig* 172) la courbe d'inter-
f>ection de la surface et de son plan tangent (T). Menons par le point a un plan; sa trace sur le plan (T) est une certaine droite qui contient le point a et qui rencontre la courbe C en /n; la seclion faite dans la surface par ce plan est une courbe tangente en a à la droite am et qui passe par le point m. Lorsqu'on fait tourner ce plan autour du point a de façon que le point m se rapproche infiniment du point a, la section qii'il détermine dans la surface devient une courbe E tangente en a à sa trace sur (T) et qui contient un point de C, infiniment voisin du point a, c'est-à-dire que cette trace est une tangente osculatrice de la courbe E, et par suite de la surface.
Ainsi, la section faite dans la surface (S) par son plan tangent a pour tangente au point a une tangente osculatrice de (S), et, comme il y a deux tangentes osculatrices au point a, la courbe d'intersection C tangente à ces deux droites présente au point a un point double ; donc : La section faite dans une surface à courbures opposées par son plan tangent en a est une courbe qui a un point double au point a, et les tangentes en ce point
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aux deux branches de la courbe sont les asymptotes de l'indicatrice pour ce point a.
On peut suivre les variations de forme des différentes sections normales autour du point a de la manière suivante.
Soit {fig' 173) sur le plan tangent en a la trace de la surface à courbures opposées ; indiquons par le signe + les parties de cette surface qui sont d'un côté du plan tangent et par le signe — les
Fig. 173.
parties de la surface qui sont de l'autre côté de ce plan tangent. Menons un plan dont la trace est une droite qui passe par le point a; si cette droite est dans la région marquée par le signe +, elle se prolonge de l'autre côté dans la région marquée par le signe +, c'est-à-dire que la courbe d'intersection de la surface par ce plan est située tout entière d'un seul côté du plan tangent^ de même, si la trace du plan est une droite dont les deux parties sont dans les régions marquées par le signe — , cette droite est la trace d'un plan qui coupe aussi la surface suivant une courbe située tout entière d'un même côté du plan.
Menons le plan sécant tangentiellement en a à l'une des branches de la trace de la surface sur son plan tangent, c'est-à-dire contenant une droite passant de la région marquée du signe — dans la région marquée du signe -h ou réciproquement. Considérons la partie de la section qu'il détermine située d'un côté du plan tangent et la tangente correspondante issue du point a, l'autre partie de cette droite est tangente à la portion de la section qui est de Tautre côté du plan tangent, et cette section présente au point a un point d'inflexion.
La section faite dans une surface par un plan qui contient une asymptote de l'indicatrice, et qui n'est pas le plan tangent de la surface, est une courbe osculatrice de cette asymptote. Cette propriété se généralise si, au lieu de considérer la section d'une sur-
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face par son plan tangent, on considère la courbe d'intersectîon de deux surfaces tangentes entre elles.
Tangentes à la conrbe d'intersection de deux sorf aces tangentes entre elles. — Deux surfaces se louchent au point a; la courbe d'intersection de ces deux surfaces est G. Menons un plan sécant par le point a; il coupe chacune des surfaces suivant une courbe qui passe par le point m, où ce plan sécant rencontre G, et ces deux courbes d'intersection sont tangentes entre elles au point a. Lorsque le plan sécant a tourné de façon à contenir la tangente au point a à G, le point m vient se confondre avec a, et les deux courbes d'intersection des surfaces par ce plan ont en a même rayon de courbure. Traçons, sur le plan (T) qui est tangent en a aux deux surfaces, et au mojen d'un même paramètre X, les indicatrices de chacune de ces surfaces ; le plan sécant, qui a été mené par la tangente en a à G, a pour trace sur (T) une droite qui doit alors passer par l'un des points de rencontre de ces indicatrices. Mais les indicatrices des deux surfaces sont des coniques concentriques, qui se coupent en quatre points symétriques deux à deux par rapport à leur centre ; donc les deux diamètres qui contiennent ces quatre points sont les tangentes aux deux branches de la courbe d'intersection des deux surfaces tangentes entre elles.
Indicatrice parabolique. — Relativement aux différentes formes que peut avoir Tindicatrice, il reste à supposer que l'un des rayons de courbure principaux de (S) est infini. Si R| est infini, la relation d'Euler devient
I _ sin*cp
et l'indicatrice correspondante se compose simplement de deux droites parallèles entre elles.
Gette circonstance se présente pour les surfaces développables. Le plan normal qui contient une génératrice coupe la surface suivant cette génératrice et, par conséquent, la section faite par ce plan normal est une ligne pour laquelle le rayon de courbure est inCni; l'indicatrice d'une surface développable en un point est donc l'ensemble de deux droites parallèles à la génératrice qui passe par ce point.
Lignes de courbure d'nne snriace. — Monge a donné le nom de ligne de courbure à une courbe tracée sur une surface (S) et telle qu'en chacun de ses points sa tangente est l'un des axes de l'indicatrice de (S) en ce point. Ces lignes donnent alors en chacun des points de (S) les directions de plus petite ou de plus grande courbure.
Une ligne de courbure est la directrice d\ine normalie déçeloppable, car, pour un point quelconque a de cette ligne, le plan tangent à cette normalie est l'un des plans de section principale de (S), plan qui est aussi tangent à la normalie en l'un des centres de courbure principaux de (S). La normalie est donc telle, que sur une quelconque de ses génératrices un même plan lui est tangent en deux points : elle est donc développable. On démontre de la même manière que : lorsqu'une normalie est développable^ sa directrice est une ligne de coût bure.
Puisque, à partir d'un point «, il y a les deux axes de l'indicatrice qui se coupent à angle droit, il en résulte que sur une surface il y a deux séries de lignes de courbure qui se rencontrent à angle droit.
Lorsqu'on a un système de lignes de courbure, il est facile d'avoir les lignes de courbure de l'autre système; il suffit de prendre les trajectoires orthogonales des lignes de courbure du premier système.
Par exemple, pour une surface développable, les génératrices forment un premier système de lignes de courbure; les autres lignes de courbure sont les trajectoires orthogonales des génératrices, c'est-à-dire des développantes de l'arête de rebroussement.
Dans le cas particulier où la surface est conique, les génératrices sont des lignes de courbure ; les autres lignes de courbure sont les trajectoires orthogonales de ces génératrices, et comme, après le développement du cône, ces trajectoires orthogonales des génératrices deviennent les trajectoires orthogonales de droites qui partent d'un même point, leurs transformées sont des circonférences de cercle. Il résulte de là que les autres lignes de courbure d'une surface conique sont les intersections de cette surface avec des sphères dont le centre est au sommet de cette surface conique.
Lignes de courbure d'une surface de révolution. — Cherchons les lignes de courbure d'aune surface de rés>olution.
Les normales à la surface de révolution issues de tous les points d'un méridien sont dans un même plan : ce méridien est donc une ligne de courbure. Pour un point m de ce méridien {fi g- i74)j l'un des centres de courbure principaux de la surface de révolution est le centre de courbure [x, de cette ligne méridienne.
Fig. 174.
Le parallèle de la surface guipasse par le point m est l'autre ligne de courbure. Les normales à la surface de révolution issues de chacun des points de ce parallèle forment, en eDct, un cône de révolution ; le sommet de ce cône est le point de rencontre [Aj des normales à la surface issues des points de ce parallèle ; ce point de rencontre [X2 est donc l'autre centre de courbure principal. Le parallèle a pour tangente au point m une ligne perpendiculaire au plan méridien qui passe par ce point ; on a bien là deux lignes de courbure se rencontrant à angle droit. On voit aussi que les points de Vaxe de révolution de la surface sont des centres de courbure principaux.
La section normale à la surface de révolution, tangente en m au parallèle, a pour centre de courbure le point y.^ situé sur l'axe de révolution, et en projetant ce point sur le plan du parallèle on doit retrouver, d'après le théorème de Meusnier, le centre de ce parallèle. C'est ce qui arrive, puisque cette perpendiculaire est l'axe de révolution et que celte droite passe par le centre du parallèle.
Prenons un point m' tel que le centre de courbure de la ligne méridienne ainsi que le point de rencontre de la normale en m' et de l'axe de révolution soient d'un même côté de m' ; autour de
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ce point m' la surface est convexe. Prenons un point m pour lequel la surface est à courbures opposées ; tandis qu'au point m' l'indicatrice est une ellipse, au point m l'indicatrice est une hyperbole. Si l'on suit d'une manière continue l'arc de la ligne méridienne depuis le point m' jusqu'au point m, il y a un point à partir duquel l'indicatrice, qui était une ellipse, devient une hyperbole. Le passage d'un cas à l'autre a lieu au point m'', qui est le point de contact d'une tangente à la ligne méridienne perpendiculaire à l'axe de révolution. En ce point niU l'un des rayons de courbure principaux est infini et l'indicatrice se compose de deux droites parallèles entre elles.
Surfaces oscnlatrices. — Considérons deux surfaces, tangentes entre elles en un point a, qui ont en ce point mêmes plans de sections principales et mêmes rayons de courbure principaux. En vertu du théorème de Meusnier et de la relation d'Euler, un plan sécant mené par le point a détermine dans ces surfaces des courbes ayant au point a môme rayon de courbure. Les sections faites dans ces deux surfaces par des plans menés par leur point de contact a sont donc des courbes osculalriccs ; on dit alors que ces surfaces sont osculatrices.
Étant donnée {fig* 175) une surface (S), construire une sur-
face du second degré qui lui soit osculatrice en a et dont un des sommets soit en ce point. Prenons sur la normale en a à (S) un point o, et déterminons la surface du second ordre qui a ce point pour centre et qui a pour plans principaux les plans des sections principales de la surface donnée, en même temps que cette surface a pour rayons de courbure principaux au point a les rayons de courbure principaux de la surface donnée.
Puisque la section faite dans la surface du second ordre par le
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plan principal dont la trace est ap doit être une conique dont le sommet est au point a et dont le rayon de courbure doit être le rayon de courbure R< delà surface donnée, le demi-axe a de cette conique, parallèle à a/?, doit être tel que Ton ait
oa
car nous avons vu que le rayon de courbure en un sommet d'une conique est égal au carré du demi-axe parallèle à la tangente au sommet que Ton considère, divisé par la longueur du demi-axe aboutissant à ce sommet.
De même, le plan principal dont la trace est aq sur le plan tangent (T) doit couper la surface du second ordre suivant une conique dont l'un des axes étant oa, l'autre 6, doit être tel que l'on ait
oa
On a alors les trois axes a, b et oa de la surface du second ordre qui est osculatrice en a à la surface donnée.
Le point o a été pris arbitrairement sur la normale en a. Lorsqu'il s'agit d'une surface convexe, on doit le prendre d'un seul côté du plan tangent; quand la surface est à courbures opposées, le point o peut être un point quelconque de la normale. On voit, dans tous les cas^ quHl y a une infinité de surfaces du second ordre osculatrices à (S) ayant pour sommet le point a.
Si l'on prend pour centre de l'une de ces surfaces osculatrices un point situé à une distance du point a égale à R| , l'autre demiaxe de la surface du second ordre, qui est dans le plan principal dont le rayon de courbure est R<, est lui-même égal à R|, el, par conséquent, cette section principale est une circonférence de cercle et la surface du second ordre est de révolution.
Comme on peut répéter la même chose en plaçant le centre de la surface du second ordre à une distance du point a égale à Rj, on voit que, parmi les sur/aces du second ordre osculatrices à (S) en a, il y en a deux, qui ont ce point pour sommet, et qui sont de rés^olution.
On peut remarquer aussi que la section faite dans l'une des sur-
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faces du second ordre osculatrices en a à (S) par un plan mené par son centre parallèlement au plan tangent en a est une conique semblable à l'indicatrice de la surface au point a.
Dans les applications, on construit souvent l'indicatrice sur le plan tangent en a en donnant pour axe à cette courbe les traces des plans des sections principales sur le plan tangent en a. On peut remarquer que, si l'on prend Rj pour demi grand axe de cette indicatrice, le demi petit axe est égal à y/RTRâ.
Hyperboloîde oscnlatenr d^nne surface réglée le long d*ime génératrice. — Nous venons de voir qu'on peut construire des surfaces du second degré osculatrices à une surface donnée en un point donné; nous allons montrer que /?owr une surface réglée (G) on peut déterminer un hyperboloîde osculateur tout le long d'une génératrice.
Soit G une génératrice de (G) le long de laquelle nous nous proposons de déterminer un hyperboloîde osculateur, c'est-à-dire un hyperboloîde tel, qu'un plan sécant coupe la surface réglée donnée et cet hyperboloîde suivant des courbes ayant même rayon de courbure pour le point où le plan sécant rencontre la génératrice G.
Prenons une génératrice G' de la surface (G). Par G', comme par une droite quelconque, on peut construire un hyperboloîde de raccordement de (G) le long de la génératrice G. En coupant la surface donnée et cet hyperboloîde par un plan, on obtient deux courbes tangentes entre elles au point a, où le plan sécant rencontre la génératrice G, et ces deux courbes d'intersection ont en commun le point m, où le plan sécant rencontre la génératrice G'. Si maintenant nous supposons que G' soit infiniment voisine de G, ces deux courbes sont osculatrices au point a; comme le plan sécant est arbitraire, l' hyperboloîde est devenu alors osculateur.
Menons le plan tangent en a à la surface (G). Ce plan coupe cette surface suivant une courbe et l'hyperboloïde suivant une droite qui est la tangente en a à cette courbe. Cette tangente est l'une des asymptotes de l'indicatrice de (G) en a; l'autre asymptote est la génératrice G. On a donc l'hyperboloïde osculateur de (G) le long de G en prenant l'hyperboloïde qui a pour di-
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rectrices les asymptotes des indicatrices de (G) en trois points deG(').
Si la surface donnëe est à plan directeur, on n'a plus un hyperboloïde, mais un paraboloïde osculateur.
Surface du second ordre de révolution oscnlatrice d'nne surface de révolution le long d*un parallèle. — Nous allons montrer que le long d'un parallèle d'une sur/ace de révolution on peut déterminer une surface osculatrice du second ordre ayant pour axe de révolution l'axe de révolution de la sur/ace donnée.
Prenons (Jig* 176) un point m de la ligne méridienne de la surface donnée. Construisons pour le point m une conique oscula-
Fig. 176.
triée de la ligne méridienne ayant pour axe l'axe de révolution donné. Pour cela, du centre de courbure (xde la ligne méridienne, correspondant à m, abaissons sur l'axe de révolution la perpendiculaire [kg] du point/?, où la normale /n|x rencontre l'axe de révolution, élevons à cette normale la perpendiculaire/)^. La droite mg rencontre l'axe de révolution au point o, et, d'après ce que nous avons trouvé (p. 174) pour la détermination du centre de courbure d'une conique, le point o est le centre de la conique demandée et op est la direction de l'un des axes de cette courbe. Celte conique a, avec la ligne méridienne, trois points communs infiniment voisins. Lorsqu'on la fait tourner autour de l'axe de révolution, elle engendre une surface du second ordre de révolution qui
(*) Cette coDstruction, trouvée par CnASLES, lorsqu'il était élève à l'École Polytechnique, a été insérée par Hachette dans ses Éléments de Géométrie à trou dimensions, p. 86; 1817. Voir le supplément à la 3o* Leçoa.
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a, avec la surface donnée, trois parallèles infiniment voisins communs.
Coupons maintenant la surface donnée et cette surface du second ordre par un plan ; les courbes d'intersection ont en commun les trois points infiniment voisins où ce plan rencontre ces trois parallèles; par conséquent, ces deux courbes d'intersection sont osculatrices. Comme le plan sécant est arbitraire, la surface du second ordre de révolution est osculatrice tout le long du parallèle décrit par le point m.
SUPPLÉMENT A LA VINGT ET UNIÈME LEQON
Antre démonstration du théorème de Meusnier (>). — Prenons sur une surface (S), à partir d'un point a, une courbe C. Construisons une sphère tangente à (S) au point a qui passe par le point a^ situé sur C et infiniment voisin du point a. La surface (S) et cette sphère se coupent suivant une courbe dont une des tan gen tes est la droite aa^t. Un plan mené par celte tangente at coupe la surface (S) et la sphère suivant des courbes ayant en a même rayon de courbure. La section faite dans la sphère par ce plan est alors le cercle de courbure de la section qu'il détermine dans (S), et, comme ceci est vrai, quel que soit le plan mené par at, pourvu que ce ne soit pas le plan tangent en a à (S), on voit que cette sphère est le lieu des cercles de courbure des sections faites dans (S) par des plans menés par la tangente at {^).
En particulier, on peut prendre le centre de courbure / de la section faite par un plan mené normalement à (S) par la tangente at, puis le centre de courbure d'une section oblique menée par cette même tangente at^ et, comme les centres de courbure de ces deux sections sont l'un le point /, centre de la sphère, et l'autre le centre d'un petit cercle de celte sphère, on voit que ce dernier centre de courbure est la projection du point / sur le plan sécant, c'est-à-dire que l'on retrouve le théorème de Meusnier.
Théorème enr les normalies. — Nous avons démontré que les normalies à une surface (S), dont les directrices sont des courbes tracées
(») A ToccasioD de cette démonstration, voir une Note de M. Moutard dans les Applications d* Analyse et de Géométrie du général Po!(Cglet, t. II, p. 363. (") DopiB, Développements de Géométrie, p. 38.
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sur cette surface à partir d'un point a, sont tangentes entre elles aux centres de courbure principaux yd Yi situés sur la normale A à (S) en a. Supposons que les directrices de ces normalies passent en outre par un point b de (S). Les normalies correspondantes ont alors en commun les normales A, B à (S), qui sont issues des points a et b. Coupons ces normalies par un plan arbitraire mené par le point y|. On obtient des sections tangentes entre elles en ce point et qui passent par le point 6', où ce pfan sécant rencontre la normale B. Si le point b est infiniment voisin de a, le point b' est infiniment voisin de ft et les courbes de section sont osculatrices entre elles au point Yi» Comme le plan sécant est arbitraire, on a alors ce théorème :
Les normalies à une surface (S), dont les directrices sont des courbes tangentes entre elles en a, sont osculatrices entre elles aux centres de courbure principaux de {S) situés sur la normale A en a.
On voit de la même manière que, si les directrices des normalies à (S) ont un contact du /i»«™« ordre au point a, les sections faites dans les normalies correspondantes par des plans passant par les centres de courbure principaux, situés sur la normale A, sont des courbes ayant un contact de Tordre /i -f- i (*).
Puisque les normalies à (S), dont les directrices sont tangentes entre elles en a, sont osculatrices entre elles aux points Yi> Yî> ^^s indicatrices ont en ces points les mêmes asymptotes. La normale A est une asymptote commune à ces deux indicatrices; les deux autres asymptotes sont des droites issues respectivement de Yd Yd ^^ situées dans les plans des sections principales de (S). L'utilité de ces dernières droites ressort de Communications que j'ai faites à l'Académie des Sciences (*).
(') Cette propriété m'a été signalée par M. 0. Bo:<jiet [Étude sur le déplacement j etc. {Journal de l'École Polytechnique, XLIIl* Cahier, p. ii4)]'
(•) Note à l'occasion de la Communication faite par M. Ribaucour dans fa séance du i5 mars 1875 {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 22 mars 1875); Démonstration géométrique d*une relation due à M. Laguerre {ibid., 6 mars 1876).
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THÉORÈME DES TANGENTES CONJUGUÉES : CONSÉQUENCES ET APPLICATIONS
Lemme. — Théorômc des tangentes conjugaées. — Conséquences du théorème des tangentes conjuguées. — Autre démonstration du théorème des tangentes conjuguées. — Rayon de courbure de la courbe de contour apparent d'une surface. — Ligne d'ombre ou de perspective sur les surfaces à courbures opposées. — Cône d'ombre.
Suppléme:«t. — Droites de courbure. — Lignes tracées sur une surface. — Développée d'une surface. — Théorèmes analogues au théorème de Meusnier. — Construire pour un point de la courbe d'intersection de deux surfaces : i<> Taxe de courbure; a* le centre de la sphère osculatrice. — Théorème de Dupin sur les surfaces orthogonales. — Détermination des centres de courbure principaux de la surface de l'onde (appl. de Géom. ciném.). — Sur les ombilics de la surface de l'onde.
Nous allons nous occuper d'un ihéorèrae imporlant qui est dû à Dupin (*), et qu'on désigne sous le nom de théorème des tangentes conjuguées.
Démontrons d'abord le lemme suivant :
Lemme. — La tangente en un point a à la directrice d'une normalie à une surface (S) et la trace du plan centrai de cette normalie sur le plan (T) tangent en a à (S) sont deux diamètres conjugués de V indicatrice de (S) en a.
Soient toujours, comme précédemment (yî^. 177), la normale A à (S) en a, qui est placée verticalement, yi, Y2 les centres de courbure principaux de (S) sur A, et, pour un élément de normalie, le point représentatif Y convenablement placé sur la figure. L'angle Yi YY2 est alors droit, et l'angle YîT^ ^^^ ^^^ ^ l'angle que les plans tangents en Y2 ^^ en a à la normalie font entre eux.
(•) Développements de Géométrie, p. 4ï*
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Le pied c de la perpendiculaire yc, abaissée de y sur A, est le point central de cette normalie, et l'angle cya est Tangle compris entre le plan central de la normalie et le plan tangent en a à cette surface.
La figure formée par les droites yy, , yc, yy2, ya étant égale à la figure formée par les traces horizontales des plans qui touchent la normalie en y, , c, y2, a est aussi égale à la figure formée par les traces de ces plans tangents sur (T), tangent à (S) en a.
F'ig- «77-
Au lieu de tracer l'indicatrice de (S) pour le point a sur le plan (T), traçons cette courbe sur le plan de la figure en mettant son centre en y, dirigeant son grand axe suivant yy^, et en la faisant passer par a. Appelons toujours a, 6 les demi-axes de cette conique. Puisque c'est une indicatrice, on a
ayi __ CL
Cette relation montre que A est normale en a à l'indicatrice tracée sur le plan de la figure. Par suite yc, qui lui est perpendiculaire, est parallèle à la tangente en a à cette courbe. Les droites yc, ya sont donc deux diamètres conjugués de l'indicatrice, et, comme ces droites correspondent à la trace sur (T) du plan central de la normalie et du plan tangent en a à cette surface, le lemme est démontré.
Théorème des tangentes conjngnées. — Une courbe (a) {fig* 178) est tracée sur une surface (S); on mène au point a de cette courbe le plan tangent {T) à cette surface. La caractéristique
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de ce plan, que l'on déplace de façon qu'il soit toujours tangent à (S) et que son point de contact reste sur la courbe {a)y est une droite C qui passe par le point a et qui forme avec la tangente en a à la courbe {a) un système de diamètres conjugués de V indicatrice de (S) en a.
Démontrons d'abord que la caractéristique C passe par le pointa. Les plans tangents à la surface (S) contiennent les tangentes à la courbe (a), c'est-à-dire les génératrices de la surface développable formée par ces tangentes; la caractéristique du plan (T) passe alors par le point où ce plan est tangent à cette
Fig. 178.
surface. Puisque le plan (T) n'est pas le plan osculaleur de la courbe (a), il doit être considéré comme tangent à la surface développable au point a; donc G passe par ce point.
Prenons sur (a) le point ûTi, infiniment voisin de a, et menons ])ar les deux points a et a^ les normales A et A, à la surface (S). Les plans tangents à cette surface aux points a et a^ sont respectivement perpendiculaires à ces normales ; le plan (T) est perpendiculaire à A, le plan (T< ) est perpendiculaire à A< ; la droite d'intersection de ces deux plans tangents est donc parallèle à la perpendiculaire commune à A et A|. Ainsi, la droite GJest parallèle à la perpendiculaire commune aux deux normales A et A|. Le plan mené par A et par cette perpendiculaire commune a alors pour trace sur (T) la droite G, caractéristique de ce plan. Mais le plan mené par A et par cette perpendiculaire commune est le plan central de la normalie dont la directrice est la courbe (a), et, d'après le lemme précédent, la trace de ce plan est conjuguée de la tangente at à celte courbe directrice \ donc G et la tangente at sont deux diamètres conjugués de l'indicatrice au pointa. Le théorème de Dupin est ainsi démontré.
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Si Ton trace du point a une courbe (a') tangente à la droite C, on peut répéter pour cette courbe ce que nous venons de dire pour la courbe (a); on voit alors que la caractéristique du plan (T), lorsque son point de contact se déplace sur (a'), est la droite at. C'est pour cette raison que les deux droites at et C sont désignées sous le nom de tangentes conjuguées.
Le théorème des tangentes conjuguéeSy.extrêmement utile, donne lieu à de nombreuses conséquences.
Conséquences du théorème des tangentes conjagnées. — Traçons sur une surface une courbe quelconque E, et menons à cette surface des plans tangents aux différents points de cette courbe. L'enveloppe de ces plans est la surface développable circonscrite à la surface donnée le long de la courbe E. D'après le théorème précédent, la génératrice G de cette surface, qui pa^se par le point a de E, et la tangente at en ce point à cette courbe sont deux diamètres conjugués de V indicatrice de la surface donnée par le point a.
Si, sur la génératrice G, on prend un point quelconque comme sommet d'un cône circonscrit à la surface donnée, la courbe de contact de ce cône et de la surface donnée est tangente au point a à la droite at^ car la tangente en ce point à la courbe de contact du cône est conjuguée de la génératrice G. Par suite, quelle que soit la position du sommet du cône sur la tangente G, les courbes de contact de tous ces cônes sont tangentes entre elles au point a.
Il résulte de là que la tangente en un point d'une courbe d'ombre sur une surface est la tangente conjuguée du rayon lumineux qui passe par ce point.
Substituons à la surface donnée au point a une surface qui lui soit osculatrice, ces deux surfaces ont en ce point même indicatrice; la direction conjuguée d'une tangente G en a est la même pour Tune ou l'autre de ces surfaces. Par conséquent, pour la recherche de la direction conjuguée d'une tangente à une surface en un point a, on peut substituer à cette surface une surface qui lui est osculatrice en a,
La construction, en un point, de la tangente conjuguée d'une tangente est très simple lorsque l'on connaît les asymptotes de l'indicatrice pour ce point, puisque le diamètre conjugué d'un
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diamètre d'une hyperbole est le même, par rapport à la courbe ou par rapport aux asymptotes. Dans tous les cas, les constructions peuvent être faites sur les plans de projection par rapport aux projections de l'indicatrice, parce qu'une conique et deux diamètres conjugués se projettent suivant une conique et deux diamètres conjugués.
De ce que nous venons de dire on peut conclure que, si deux sur/aces géométriques se raccordent simplement le long d'une ligne, les lignes d'ombre ne se raccordent pas. C'est ce que l'on voit immédiatement en prenant comme exemple (Jig» 179) un cylindre de révolution terminé par une demi-sphère.
Fig. 179.
Projetons ce cylindre et cette demi-sphère sur un plan parallèle aux génératrices du cylindre, et supposons que le rayon lumineux soit parallèle à ce plan de projection. La ligne d'ombre sur le cylindre est une génératrice qui se projette sur l'axe de ce cylindre ; la ligne d'ombre sur la sphère est un grand cercle dont le plan est perpendiculaire au rayon lumineux et se projette alors suivant une droite perpendiculaire à la direction du rayon lumineux. On voit bien que les deux courbes d'ombre ne se raccordent pas ; elles se rencontrent en un point de la ligne de raccordement des deux surfaces, mais en ce point elles n'ont pas la même tangente.
Il résulte de là que, lorsqu'en Architecture on veut prendre le profil d'un balustre, ce profil ne doit pas être tracé par arcs de cercle. Si l'on traçait les courbes qui forment le profil du balustre au moyen d'arcs de cercle, les surfaces de révolution engendrées par ces arcs donneraient lieu à des surfaces se raccordant seulement le long de parallèles, et alors la ligne d'ombre sur le balustre présenterait des angles. Il vaut mieux tracer à simple vue le profil du balustre, en ayant soin de prendre les courbes qui forment ce
profil de manière à les rendre osculatrices aux points où Ton passe de l'une à l'autre.
Autre démonstration du théorème des tangentes conjngnées. — On peut arriver au théorème des tangentes conjuguées en s'appujant sur ce que nous avons démontré (p. 3o6) relativement à la construction des tangentes aux deux branches de la ligne d'intersection de deux surfaces tangentes entre elles en un point.
Nous avons vu que, lorsque deux surfaces sont tangentes entre elles en un point a, si l'on construit sur le plan tangent en a les indicatrices de ces deux surfaces à l'aide du même paramètre, les diamètres communs à ces deux courbes sont les tangentes aux deux branches de la courbe d'intersection des surfaces au pointa.
Si les deux surfaces, au lieu d'être simplement tangentes entre elles en a, sont aussi tangentes entre elles en un point infiniment voisin du point a, alors les deux diamètres des indicatrices doivent se confondre pour ne donner au point a qu'une seule et même tangente aux deux branches de la courbe d'intersection. Pour cela, il faut que les deux indicatrices soient doublement tangentes. Cette circonstance se présente pour les points de la ligne de contact de deux surfaces circonscrites l'une à l'autre.
Soient une surface et la développable qui lui est circonscrite le long d'une courbe (a). Au point a de cette courbe de contact, la surface donnée a pour indicatrice une certaine courbe que nous pouvons tracer sur le plan tangent en a ; la surface développable a pour indicatrice l'ensemble de deux droites parallèles à la génératrice G qui passe par a. Mais, d'après ce que nous venons de dire, cette indicatrice doit être doublement tangente à la première ; l'indicatrice de la surface développable se compose donc de l'ensemble des tangentes à la première indicatrice menées parallèlement à la génératrice G de la surface développable, et la corde de contact de ce système de tangentes est la tangente à la courbe (a). Il est bien clair, d'après cela, que cette tangente est conjuguée de G, et Ton retrouve ainsi le théorème des tangentes conjuguées.
De là il résulte aussi que les cônes qui ont pour sommets des points de la génératrice G sont osculateurs entre eux au point a, car tous ces cônes ont même indicatrice. Cette courbe est tou-
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jours, en effet, l'ensemble des tangentes communes à rindicatrice de la surface donnée, menées parallèlement à G.
Cette dernière propriété est utile à l'occasion du problème suivant.
Rayon de conrbure de la courbe de contoor apparent d'une surface donnée. — Construire le rayon de courbure de la courbe de contour apparent d^une surface projetée orthogonalement sur un plan.
Circonscrivons à la surface donnée (S) un cylindre dont les génératrices soient perpendiculaires au plan de projection. Appelons E la courbe de contact de ce c^^lindre et de (S) et E' la trace de ce cylindre sur le plan de projection. La courbe E' est la ligne de contour apparent de (S) sur le plan de projection. Comme cette courbe ne change pas, à quelque distance que Ton transporte ce plan de projection parallèlement à lui-môme, nous supposons que ce plan passe par le point a de E, pour lequel nous allons chercher le rayon de courbure de E'.
Prenons Epour directrice d'une normulie à (S).
Les génératrices de cette normalie sont parallèles au plan de projection et se projettent suivant les normales à E'.
Soient, pour le point a de (S), la normale A que nous supposons placée verticalement, A4 la normale à (S) au point a\ de E, qui est infiniment voisin de a, et c le pied sur A de la perpendiculaire commune à cette droite et à A|. Le point c est le point de rencontre de deux normales à E', qui sont infiniment voisines. (]'est alors le centre de courbure demandé.
On voit ainsi que, pour la génératrice A de la normalie, ce centre de courbure est un point central, et que le plan central est perpendiculaire au plan de projection.
D'après cela, reproduisant \ai fig. 177, on a {^fig* 180) l'angle w que les projetantes font avec le grand axe de l'indicatrice en a qui est égal à l'angle cyy2 q"^ le plan central de la normalie fait avec le plan tangent en y^ à celle surface. Mais cet angle est égal à l'angle yaY^ïî ^'^ ^ alors la construction suivante pour déterminer c :
On mène yj y qui fait avec yi yj V angle donné w. Cette droite
rencontre au point y la circonférence décrite sur y^ ya comme diamètre : la projection de y sur A est le centre de courbure cherché.
On a
Yjc = YC tangco = cyi lang^w.
Désignons par R le rayon de courbure ac de E' en a. La relation précédente peut s'écrire
R — Rî=(Ri~-R)lang«a>, R = Ri sin*a) -+- Rj cos*a).
d'où
Telle est la relation qui existe entre le rayon de courbure de la courbe de contour apparent d'une surface, les rayons de cour-
Fig. i8o.
bure principaux de cette surface et l'angle de la projetante et du grand axe de l'indicatrice pour le point que l'on considère.
Lorsque la surface est à courbures opposées, cette relation devient
R = Ri sin'co — RjCOs'ù).
Si l'on veut que le rayon de courbure de la courbe de contour apparent soit nul, on doit alors avoir
d'où
Ri sin'u) = Rj cos*a),
tang«a)=_ = _,
é et a étant les demi-axes de l'indicatrice.
Il résulte de là que la direction de la projetante est la direction
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d'une asymptote de rindicatrice. Ainsi, quand on projette une surface à courbures opposées sur un plan perpendiculaire à la direction d'une asymptote de l'indicatrice en un point de cette surface y le rayon de courbure de la courbe de contour apparent est nul.
Remarque, — Si, au lieu de projeter orthogonalement la surface donnée, on la projette coniquement sur le même plan de projection, en prenant pour sommet du cône projetant un point de la projetante en a, on a, sur ce plan de projection, une courbe de contour apparent dont le rayon de courbure en a est encore ac ; car ce cône projetant et le cylindre projetant, dont nous venons de parler, sont osculateurs en a.
Lignes d'ombre ou de perspective snr les surfaces à courbures opposées. — Pour construire un point de la ligne d'ombre de la surface (S) éclairée par un point lumineux /, employons la méthode des plans sécants.
Par le point lumineux {fig- i8i) menons un plan ; il coupe la
Fig. i8i.
surface suivant une ligne C, et le corps occupe la partie couverte de hachures.
Du point / on peut mener à cette ligne un certain nombre de tangentes; les points de contact de ces tangentes appartiennent à la ligne de contact du cône circonscrit à la surface donnée et dont le sommet est au point lumineux. Mais, pour la question d'ombre, ces points de contact ne jouent pas le même rôle. Les points de contact tels que a, c, rf, / des tangentes extérieures au corps reçoivent le nom de points réels; les points tels que 6, e, qui sont des points de contact des tangentes intérieures au corps, sont appelés points virtuels de la courbe d'ombre.
On peut remarquer que, parmi les points réels, il y en a qui ne
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sont pas utiles comme points de la courbe d*ombre; ainsi, le point d est un point réel qui n*est pas utile, car le rayon lumineux Id est intercepté par le corps ; le point d se trouve dans une région qui est dans l'ombre. Les points réels peuvent former une ligne séparée de la ligne formée par les points virtuels ; c'est ce que l'on voit immédiatement en prenant le point lumineux sur l'axe d'une surface de révolution {Jig> 182). Le point c appartient à un parallèle, lieu de points réels, qui est séparé du parallèle auquel appartient le point b\ celui-ci est un lieu de points virtuels.
Fig. 18a.
En général, la ligne de contact du cône circonscrit se partage en arcs formés par des points réels suivis d'arcs formés par des points virtuels ; les points qui séparent ces arcs sontappelés/7om/f de passage ; on donne aussi à ces points de passage le nom de points limites.
Il ressort de la définition des points réels ou virtuels qu'un point limite considéré comme appartenant à l'arc réel est un point de contact d'un rayon lumineux extérieur au corps, et, si au contraire on le considère comme l'extrémité de l'arc virtuel, il est le point de contact d'un rayon lumineux intérieur au corps. Le point limite est donc le point de contact d'une tangente qui passe d'une région dans l'autre ; cette tangente est alors une droite osculatrice de la surface, et par conséquent une asymptote de l'indicatrice. Ainsi, au point limite, le rayon lumineux est une asymptote de Vindicatrice. Dans tout cela, il s'agit, bien entendu, de surfaces géométriques.
Pour avoir la tangente en un point quelconque de la ligne d'ombre, nous avons dit qu'on devait prendre la direction conjuguée du rayon lumineux qui passe par ce point. Pour un point limite, la direction conjuguée du rayon lumineux, qui est une asymptote de l'indicatrice, est cette asymptote elle-même ; donc, au point limite, la ligne d^ ombre est tangente au rayon lumineux.
Réciproquement, les points de contact de la courbe d'ombre
DROITES DE COURBURE
et des rayons lumineux qui lui sont tangents sont des points limites.
Car la tangente et le rayon lumineux, étant confondus, doivent coïncider avec une asymptote de Tindicalrice de la surface éclairée. Cette droite est alors osculatrice, elle traverse la surface et son point de contact est un point limite.
Cette propriété se conserve en projection, et l'on a alors un moyen de déterminer les points limites lorsqu'on a construit les projections de la ligne d'ombre. On mène, sur le plan de projection, des tangentes à la projection de la ligne d'ombre, et les points de contact sont les projections des points limites; à moins que ces points de contact ne soient les projections de plans pour lesquels les plans tangents de la surface sont perpendiculaires au plan de projection. Car, lorsqu'on a, pour des points d'une surface^ des plans tangents perpendiculaires à un plan de projection, les droites tracées à partir de ces points sur ces plans tangents se projettent toutes suivant les tangentes aux projections des lignes tracées à partir de ces points sur la surface, bien qu'elles ne soient pas, dans l'espace, tangentes à ces lignes.
Cône d'ombre. — Les rayons lumineux tangents à la surface éclairée forment le cône d'ombre. Au point limite il y a une génératrice de ce cône qui est tangente à la ligne d'ombre. Le cône d'ombre présente alors un rebroussement le long du rayon lumineux qui passe en un point limite, et, en ce point, le plan tangent à la surface éclairée est le plan osculateur de la courbe d'ombre. Cela résulte de ce que nous avons dit (p. 1 84) relativement aux projections d'une courbe gauche.
SUPPLÉMENT A LA VINGT-DEUXIÈME LEQON
Droites de courbure, — Conservons toujours les mêmes notations. (C) est la normalie à (S) dont la directrice est C. Au point a de cette courbe menons la normale A à (S) et sur celte droite marquons les centres de courbure principaux. Yi> Yj* ^^ ^^^ points élevons les droites Tj, r,, normales communes à toutes les normalies à (S), dont les directrices partent de a.
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Ce sont ces droites Tj, Tj que j'appelle droites de courbure, elles permettent de déterminer ce qui est relatif à la courbure de (S) pour le point a.
Menons le plan (P) tangent en a à (C) et construisons le centre de courbure / de la section qu'il détermine dans (S). Pour cela, élevons en a la perpendiculaire an à (P). D'un point quelconque n de celte droite menons la droite G qui rencontre r, et Fj. Celte droite rencontre (P) en un point qu'il suffit de projeter sur A pour avoir /. G est, en elTet, une génératrice du paraboloïde des normales à la normalie (C), et, par la construction précédente, on voit que (P)esl normal à (C) au point /.
La droite G étant une génératrice du paraboloïde des normales à (C) est parallèle au plan central de cette surface pour la génératrice A, La projection de G sur le plan (T), tangent à (S) en a, est alors parallèle à la trace du plan central de (C) sur ce même plan (T).
Par suite, cette projection donne la direction conjuguée de la trace du plan (P) sur(T).
Ainsi : la projection de G sur le plan Kan rencontre A au centre de courbure de la section faite dans (S) par le plan (P) et la projection de G sur (T) donne la direction conjuguée de la trace de (P) sur ce plan.
Définitions de quelques lignes tracées sur une surface (*)• — Nous avons déjà parlé des lignes de courbure dues à Monge.
(') O. BosNET, Mémoire sur la théorie générale des surfaces {Journal de l'École Polytechnique j XXXII* Cahier).
LiouviLLB, nouvelle édition de VApplication de l'Analyse à la Géométrie suivie des Disquisitiones générales circa superficies curvas de Gauss el de Noies importantes, Paris, i85o.
E. BooR, Théorie de la déformation des surfaces {Journal de l'École Polytechnique, XXXIX* Cahier).
O. BoîiîCET, Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sut* une surface donnée {Journal de l'École Polytechnique y XLI« et XLIP Cahier).
Lamé, Leçons sur les coordonnées curvilignes.
Cmasles, Théorie analytique des courbes à double courbure de tous les ordres tracées sur l' hyper boloïde à une nappe { Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences y t86i).
L'abbé Aoust, Analyse infinitésimale des courbes tracées sur une surface quelconque ; Paris, 1869.
Ph. Gilbert, Mémoire sur la théorie générale des lignes tracées sur une surface quelconque {Mémoire de l'Académie de Belgique, t. XXXVII).
RiBACcocR, Propriétés de courbes tracées sur les surfaces ( Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, i5 mars 1875).
LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE
Dupin a donné le nom de ligne asymptotique à lïne courbe traeée sur une surface et qui a pour tangente en chacun de ses points une asymptote de l'indicatrice de la surface en ce point.
La surface développable, circonscrite à une surface donnée le long d'une ligne asymptotique, a pour génératrices, d'après le théorème des tangentes conjuguées, les tangentes à cette ligne. D'après cela, les plans oscuiateurs d'une ligne asymptotique sont tangents à ia surface sur laquelle cette ligne est tracée. Réciproquement, une ligne tracée sur une surface et dont les plans oscuiateurs sont tangents à cette surface est une ligne asymptotique.
Une ligne de longueur minima sur une surface est -la plus courte entre deux quelconques de ses points. En prenant deux points infiniment voisins, on voit que le rayon de courbure de la courbe doit être maximum et, par suite, que son plan osculateur est normal à la surface (*).
Entre deux points d'une surface, la ligne la plus courte que l'on peut tracer sur la surface porte le nom de ligne géodésique. D'après ce que nous venons de dire, le plan osculateur d'une ligne géodésique est, en chaque point de la courbe, normal à la surface sur laquelle est tracée la ligne géodésique. Par extension, on donne encore le nom de ligne géodésique à une courbe tracée sur une surface et qui, en chacun de ses points, a son plan osculateur normal à cette surface.
On dit qu'une courbe est surosculée par son cercle osculateur lorsqu'elle a avec ce cercle un contact du troisième ordre. Aux sommets des coniques on a des cercles qui surosculent ces courbes. M. de la Gournerie a étudié (') sur les surfaces du second ordre les lignes tangentes aux sections normales surosculées par des cercles, et il a démontré que ces courbes sont les lignes de contact de surfaces développables circonscrites à la surface du second ordre donnée et à des sphères concentriques. C'est en raison de cette propriété qu'il a donné à ces courbes le nom de polhodiey qui avait été employé par Poinsot seulement dans le cas de l'ellipsoïde central.
M. Ribaucour a établi un théorème remarquable (') relatif à la section faite dans une surface par un plan mené par une tangente à cette surface et tel que cette section soit surosculée par un cercle. Pour cela, il a considéré une ligne tracée sur la surface et qu'il appelle
(*) Bertra?(d, Démonstration géométrique de quelques théorèmes relatifs à la théorie des sur/aces {Journal de Mathématiques de Liouville, i'* série, l. XIII, p. 73 ).
(') Traité 'de Géométrie descriptive, III' Partie, p. 96.
(') Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, i5 mars 1876.
courbe à courbure normale constante. Celte ligne est telle que les sections normales à la surface sur laquelle elle est tracée, et qui lui sont menées tangentiellement, ont des rayons de courbure égaux.
M. Darboux a considéré les courbes tracées sur une surface (S) et telle que leurs sphères osculatrices sont tangentes à cette surface (*).
En raisonnant comme nous Tavons fait dans le Supplément à la vingt et unième Leçon pour démontrer le théorème de Meusnier, on voit que les plans osculateurs de cette courbe déterminent dans (S) des sections qui sont surosculées par leurs cercles osculateurs (*). Il est facile de voir aussi que, sur la normalie à (S), qui a l'une de ces courbes pour directrice, les centres des sphères osculatrices de cette courbe appartiennent à une ligne asymptotique.
Développée d'une snrface. — A partir d^un point a d^une surface (S), il y a deux lignes de courbure. Ces lignes de courbure sont les directrices de deux normalies développables. En décrivant Tune de ces normalies la normale A à (S) en a reste tangente à l'arête de rebroussement de cette normalie. En décrivant Tautre normalie, A reste tangente à Tarête de rebroussement de cette autre normalie.
Le lieu des arêtes de rebroussement des normalies développables se compose des deux nappes de la surface lieu des centres de courbure principaux de (S). C'est cette dernière surface que nous appelons développée de (S).
Une normale quelconque de (S) est tangente aux deux nappes de cette développée, et, aux points de contact, les plans tangents à ces nappes sont à angle droit: Cette propriété est due à Monge; je n'ai fait que lui donner une autre forme en énonçant le théorème sur les normalies (p. agS).
Les nappes de la développée de (S) forment la surface focale de la congruence formée par les normales à (S). Les foyers d'un pinceau [A] sont les centres de courbure principaux de (S) sur A, et les plans focaux de ce pinceau sont les plans des sections principales de (S) menés par A.
Théorèmes analogues an théorème de Mensnier ('). — Traçons sur une surface (S) des courbes (aj), (ûtj), . . . tangentes entre elles en a. Le long de ces courbes circonscrivons à (S) des surfaces développables.
(') Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, t. VII, 1870. (•) RiBAucocR, Propriétés de courbes tracées sur les surfaces {loc. citJ). (') Voir, dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences j ma CommunicatioQ du 5 février 187a.
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Ces surfaces ont une génératrice commune ax, qui est la tangente conjuguée de la tangente at aux courbes («i), (fl^j), .... Prenons les normalies à (S) qui ont ces courbes pour directrices.
L'axe de courbure de la surface développabie (') circonscrite à (S) le long de (aj) est dans le plan normal à (S) mené par az et passe par le point p, où ce plan touche la normalie à (S) dont la directrice est (aj). De même, pour la surface développabie circonscrite à (S) le long de (ûr,), Taxe de courbure passe par le point où ce même plan normal touche la normalie à (S) dont la directrice est (a,).
Mais les normalies à (S), dont les directrices sont les courbes («i), (ûT,), . . . tangentes entre elles en a, se raccordent le long de la normale A à (S) au point a\ le plan normal (A, ai) touche alors toutes ces normalies au même point p, et Ton peut dire :
Lorsque des courbes tracées sur une surface (S) sont tangentes entre elles en un point a, les surfaces déi^eloppables circonscrites à {S) le long de ces courbes ont, pour axes de courbure relatifs à la génératrice qui passe en a, des droites qui passent par un même point p de la normale A à (S) en a,
La surface polaire d'une courbe quelconque (a) tracée sur une surface (S), c'est-à-dire la surface enveloppe des plans normaux à cette courbe, est une surface circonscrite à la normalie à (S) dont (a) est la directrice. La courbe de contact de ces deux surfaces coupe A au point a. où Taxe de courbure de (a) rencontre cette normale.
Prenons sur (S) des courbes osculatrices entre elles en a. Elles ont un même axe de courbure relatif à ce point. Leurs surfaces polaires contiennent cette droite et sont circonscrites aux normalies à (S), dont ces courbes sont les directrices. Les courbes de contact avec ces normalies passent par le point a, et, en vertu du théorème des tangentes conjuguées, elles sont tangentes entre elles en ce point.
En appliquant le théorème précédent, nous pouvons dire maintenant :
Lorsque des courbes tracées sur une surface sont osculatrices entre elles, les axes de courbure de leurs surfaces polaires passent par un même point.
Par le cercle osculateur de (a) faisons passer une sphère. Appelons E l'intersection de cette sphère et de (S). L'axe de courbure de a) rencontre la sphère en un point y> qui est le centre de courbure sphérique de E.
( * ) Voir page 260 la définition de cet axe de courbure.
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La surface polaire de E rencontre la sphère suivant la développée sphérique de E, c'est-à-dire suivant l'enveloppe sur la sphère des grands cercles normaux à E. L'axe de courbure de la surface polaire de E rencontre la sphère au centre de courbure de cette développée sphérique correspondant à y.
Prenons différentes sphères passant par le cercle osculateur de (a), et leurs intersections Ej, Ej, . . . avec (S). Les développées sphériques de ces courbes ont, pour centres de courbure sphérique relatifs à ce point, les traces sur les sphères des axes de courbure des surfaces polaires de Ej, E„ .... Comme ces dernières droites passent par un même point et respectivement par les centres des sphères, on peut dire :
Lorsque y par le cercle osculateur en a d'une courbe {a) tracée sur une surface (S), on fait passer des sphères, celles-ci coupent (S) suivant des courbes dont on obtient les centres de courbure de leurs développées sphériques en projetant un même point sur ces sphères.
Il est utile de remarquer que le point que l'on projette est dans le plan normal à (S) mené tangentiellement en a à («).
GonstraiTe pour un point de la courbe d'intersection de deux surfaces : 1"* l'axe de courbure de cette courbe ; 2"* le centre de la sphère osculatrice (*). — Soit (a) la courbe qui résulte de l'intersection des deux surfaces données (S) et (S'). Désignons par at la tangente à {a) au point a.
En vertu du théorème de Meusnier, le plan normal à (S), mené par at, est rencontré par l'axe de courbure cherché au centre de courbure de la section qu'il détermine dans (S). On peut répéter la même chose en prenant la section faite dans (S') par le plan normal à cette surface, mené par at. On a donc l'axe de courbure de {a) en joignant par une droite les centres de courbure des sections faites dans (S) et (S') par les plans respectivement normaux à ces surfaces et menéîi par at.
Le plan mené par at perpendiculairement à cet axe de courbure est le plan osculateur de {a) en a, et le point de rencontre de ce dernier plan et de l'axe de courbure est le centre de courbure de (a). Celte construction, due à Hachette, résulte, comme on le voit, du théorème de Meusnier. De même, pour résoudre la seconde partie du problème,
( » ) Voir mes Notes dans le Bulletin de la Société mathématique de France, 1874, et dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 'J7 novembre 1876.
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nous allons appliquer le théorème analogue au théorème de Meusnier, qui vient d'être démontré.
Considérons d'abord (a) sur (S). Parmi toutes les sphères qu'on peut mener par le cercle osculateur de (a) en a, il y a celle dont le centre est à l'infini et qui se réduit au plan osculateur de (a). Ce plan coupe (S) suivant une courbe dont le centre de courbure o de la développée est la projection orthogonale d'un certain point ^, Ce point p est aussi dans le plan normal à (S) mené par la tangente at. En supposant connu le point 8, il est alors facile de déterminer p.
De même, en considérant (a) sur (S'), on a un point p' analogue à ^ en employant un point o' analogue à 8.
Prenons maintenant la sphère osculatrice de (a) et désignons par o son centre.
D'après le dernier théorème démontré, il faut joindre p ou p' au centre o de cette sphère pour avoir le centre unique de courbure de la fléveloppée sphérique des courbes d'intersection de cette surface avec (S) et (S').
Inversement, le centre o se trouve sur la droite pp'. D'après cela, on a la construction suivante :
On détermine les centres de courbure o, 8' des développées des sections faites dans (^) et {S') par le plan osculateur de (a) en a. On élève en ces points des perpendiculaires à ce plan. Elles rencontrent respectivement en p, p' les plans menés par at normalement à (S) et à (S' ) : la droite pp' rencontre le plan normal en a à {a) au centre o de la sphère osculatrice demandée.
Cette solution exige qu'on sache construire le centre de courbure de la développée de la section faite dans une surface par un plan, problème dont j'ai donné différentes solutions (*).
Théorème de Dnpin sur les surfaces orthogonales. — Si trois séries de surfaces sont telles que chaque surface de l'une quelconque de ces séries coupe orthogonalement les surfaces des deux, autres séries, on dit que ces surfaces forment un système triplement orthogonal. Dans un système triplement orthogonal, la ligne d'intersection de deux sur/aces appartenant à deux séries différentes est une ligne de courbure pour chacune de ces surfaces (*).
(') Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, i5 et aa mars (') Développements de Géométrie, quatrième Mémoire.
Prenons {fig* i83) les surfaces de chacune des séries qui passent par un point quelconque o. Soient oa, oft, oc des éléments égaux entre eux des lignes d'intersection de ces surfaces. Les droites oa, 06, oc normales aux* trois surfaces forment un trièdre trirectangle.
Amenons la normale oc en ûtc, et supposons qu'elle soit extérieure au trièdre. On a deux surfaces se coupant à angle droit suivant oa\ les normales à ces surfaces en a sont ac^^ ab^ perpendiculaires l'une à l'autre, et ah^ est à l'intérieur du trièdre, puisque nous supposons que acx est à l'extérieur.
Amenons la normale oc en 6c,. Cette droite est extérieure au trièdre comme aci, en vertu d'un théorème de M. Bertrand (p. 3oo). Puis on a une autre normale ha^^ qui est alors à l'intérieur du trièdre.
Fig. ,83.
c ir.
La normale ah^ peut être considérée comme la nouvelle position de 06, dont le pied est venu en a. En déplaçant alors oh de façon que son pied vienne en c, elle sera intérieure au trièdre comme ab^.
On peut répéter la même chose pour 6a, et ca,, nouvelles positions de oa, et qui sont alors toutes deux à Fintérieur du trièdre.
On arrive ainsi à avoir les deux normales ca,, c6,, qui sont à angle droit et qui sont toutes deux à l'intérieur, ce qui est impossible, d'après un théorème démontré page aSo. Nous arriverions de même à une impossibilité, en supposant d'abord que ac^ est à l'intérieur du trièdre. On voit alors que oc doit se déplacer dans le plan de la face coa, c'està-dire que oa est la direction d'une ligne de courbure. Cela est vrai pour ob et oc, et, comme le point o est arbitraire, le théorème est démontré.
Constraction des centres de conrbnre principaux de la surface de ronde (*) (Appl. de Géom. ciném.). — Lorsqu'une figure de forme invariable se déplace de façon que ses points décrivent des surfaces tra-
(') Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, 11 février 1867.
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jectoires, nous avons vu que, pour une position quelconque de la fîgure, les normales à ces surfaces rencontrent les mêmes deux droites D, A, et qu^une droite G entraînée engendre un pinceau, dont on a les foyers, en prenant les pieds sur G des perpendiculaires à cette droite qui rencontrent D et A.
Supposons maintenant, pour définir le déplacement, qu'au lieu de prendre quatre points assujettis à rester sur quatre surfaces données on ait les deux points a et 6 confondus en un seul o, les surfaces [a], [6] restant distinctes, et une droite G assujettie à toucher deux surfaces données (2i), (Sj).
Le point o, réunion des points a et 6, ne peut alors décrire que la ligne d'intersection (o) des surfaces [a], [b].
Déterminons D, A. Menons en o les normales A, B aux surfaces [a], [b]. Ces droites déterminent un plan. On joint par une droite les traces, sur ce plan, des droites Tj, r, normales à (Sj), (2,) et menées à partir des points Yj, Yj» où G touche ces surfaces. On obtient ainsi la droite A, qui rencontre bien les quatre droites A, B, Tj, 1%.
Pour avoir D, on mène de o une droite qui rencontre r, et r,. Oh peut remarquer qu'on n'emploie que le plan (A, B) des droites A et B, c'est-à-dire le plan normal en o à (o), et non les droites A, B ellesmêmes. On pouvait prévoir qu'il en serait ainsi, puisque (o) peut être considéré comme Tintersection d'autres surfaces dont les normales en a sont dans le plan (A, B).
Appliquons cela à la recherche des centres de courbure principaux de la surface de l'onde. Reprenons les notations et la Jig, i53 de la dix-huitième Leçon.
Proposons-nous de construire les centres de courbure principaux de la surface de Tonde [m,] qui sont sur la normale nii/^.
Puisque o/Wj est égal à om et que la normale /w,/i est perpendiculaire à mn, la droite oi est la bissectrice de l'angle droit/, im.
La figure mobile de grandeur invariable que nous allons considérer est formée par les trois droites /i /, oi, mi. Nous définissons son déplacement en disant : la droite oi passe constamment par le point fixe o et la droite mi reste tangente aux deux nappes (Sj), (2,) de la développée de l'ellipsoïde.
Quel que soit le déplacement infiniment petit de la figure mobile, il y a toujours un point de oi, infiniment voisin de o, qui vient en ce point. Nous pouvons alors considérer le point o comme décrivant toujours un élément de la ligne oi.
Nous nous trouvons alors dans les conditions précédentes et nous construisons alors D et A au moyen d'un plan perpendiculaire à oi
mené par le point o et des droites Tj, Tj. Ces dernières droites sont maintenant les droites de courbure de l'ellipsoïde.
Connaissant D, A, nous n'avons plus qu'à mener les droites qui les rencontrent et qui sont perpendiculaires à m,/i. Nous avons ainsi les droites de courbure de la surface de Tonde, puisque pendant les déplacements de la figure mobile la droite /w,/i engendre un pinceau de normales. Les pieds sur mj/, de ces droites de courbure sont les centres de courbure principaux demandés, et les plans déterminés par ces droites et par /W|/i sont les plans des sections principales de la surface de Tonde.
Nous pouvons déduire de là le théorème suivant :
Pour les points correspondants m, m^ de l ^ellipsoïde et de la surface de l'onde, les droites de courbure de ces sur/aces jouissent de ces propriétés ; du point o on peut mener une droite D qui les rencontre toutes les quatre; les traces de ces quatre droites sur le plan mené du point o perpendiculairement à oi sont des points d'une droite A.
Détermination géométriqne des ombilics de la surface de Tonde ('). — Pour déterminer les ombilics de la surface de Tonde (*), nous allons employer la construction que nous venons de trouver pour déterminer les centres de courbure principaux et les plans des sections principales de la surface de Tonde.
Faisons tout d'abord remarquer que cette construction est symétrique par rapport à Tellipsoïde et à la surface de Tonde, c'est-à-dire que, les éléments de courbure de Tune des surfaces étant donnés, on peut les employer à la recherche des éléments analogues pour l'autre surface.
Prenons toujours pour plan de la Jig. i84 le plan passant par le centre o de Tellipsoïde et par la normale mn en m à cette surface, et appelons m, le point de la surface de Tonde correspondant à m.
Supposons que mj soit un ombilic de la surface de Tonde [/Wi]. Les centres de courbure principaux de cette surface, correspondant à m,, sont alors confondus en un seul point que nous appelons {Xj. La droite D de la construction précédente est maintenant Ojx,. La droite A est une perpendiculaire au plan de la figure, issue du point d'interseclion c
(') Comptes rendus des séances de l* Académie des Sciences, 5 mai 1879, cl Mémoire sur ta théorie de la courbure des surfaces^ par M. de Salveit {^Annales de la Société scientifique de Bruxelles; 1881 ).
(') Il ne s'agit pas des points coniques qu'on appelle aussi quelquefois ombilics.
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des droites |i,ô et o5, tracées sur le plan de la figure perpendiculairement à m, |Xi et oi.
Abaissons sur mFi la perpendiculaire 8yi; cette droite rencontre D et A. Du point fu où D rencontre /n/z, menons une perpendiculaire au plan de la figure : cette droite rencontre aussi D et A.
Les points Yi> Yi sont alors les centres de courbure principaux, de Tellipsoïde correspondant à /n, et les plans des sections principales de celte surface pour ce point sont le plan de la figure et le plan perpendiculaire à celui-ci mené par mn.
Nous trouvons donc que, pour le point m de Tellipsoïde, d'où dérive
Fig. 184.
un ombilic de la surface de Fonde, le plan d'une des sections principales de Tellipsoïde contient le centre de cette surface. Ce point m doit être alors dans Tun des plans principaux de l'ellipsoïde, et il en est de même de Tombilic qui lui correspond.
Ainsi, les ombilics de la surface de Vonde sont dans les plans de symétrie de cette surface»
La construction qui donne les centres de courbure principaux yi, Yï montre que Tangle Yi^H^i est droit; on peut dire alors :
Un point m de V ellipsoïde, d^oà dérive un ombilic m^ de la surface de Vonde, est tel, que. les diamètres o^i, o^^, allant aux centres de courbure principaux de l'ellipsoïde relatifs à ce point, sont à angle droit.
Le point yi est le centre de courbure de la section faite dans Tellipsoïdepar le plan de la figure que nous savons être un plan principal de cette surface. L'autre centre de courbure Yi et les autres plans principaux déterminent, comme on sait, sur la normale mn des seg-
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ments mesurés à partir de m qui sont proportionnels aux carrés des axes de l'ellipsoïde.
En faisant tourner d'un angle droit le plan de la figure autour de o, le point m vient en m^ sur la conique de [/w,], située dans le mênoie plan principal. Cette courbe doit alors avoir |j., pour centre de courbure, et le point y',, nouvelle position de Ys, doit remplir sur m, /ij le même rôle que y, sur mn.
D'après cela, on voit, en représentant la surface de Tonde {fig> i85), que nous devons déterminer, sur Tune des coniques de cette surface,
un point m^y pour lequel Tangle y',o|Xi soit droit, le point y', étant tel que sur la normale m^ ^ on ait
en appelant a, 6, c les longueurs des demi-axes oa, ob, oc de la surface de Tonde et en conservant les notations précédentes.
Désignons par / et ^ les coordonnées inconnues de m^, 11 résulte des conditions que doit remplir ce point que Ton a
Au moyen de cette relation, construisons m^. Appelons g Tun des points singuliers delà surface de Tonde et w Tangle a:og. On a
I _ 6«(a«— ci) cos*w ~ a*(62 — c')*
par suite,
b^ r a* cosu)
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Par le point m^, menons le plan m^pm' parallèlement au plan des xy (le point m' est sur la circonférence dont le rayon est oa). Désignons m' p par Ç; on a
el
L alors
COSd)
En appelant
<p Tan
gle œom', on
a alors
ue Ton peut
écrire
lang»«p
= COSd)
cos^tocosçp = cos
La bissectrice ov de Tangle xog fait donc avec om! un angle égal
à y • On détermine alors les ombilics de la surface de Tonde de la ma-
nière suivante :
On mène la bissectrice ov de V angle xog que le diamètre og fait avec l'un des axes ox de la conique qui contient g. A partir
de o, on mène une droite faisant avec ov un angle égal à 7» Cette
droitCy en tournant autour de ov, engendre un cône qui rencontre en quatre points la circonférence de rayon oa. Par ces points on mène des plans parallèles au plan des xz. Ces plans rencontrent la conique de la surface de l'onde, située dans le plan perpendiculaire à oXy en quatre points réels qui sont des ombilics de la surface de ronde.
En employant la bissectrice de Tangle goz^ on trouve quatre ombilics réels sur la conique dont le plan est perpendiculaire à oz.
On voit ainsi que sur la surface de l'onde il y a huit ombilics réels, et Ton voit aussi comment on détermine ces points.
On peut remarquer que la conique qui contient les points singuliers réels est la seule sur laquelle il n'y a pas d'ombilics réels.
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VINGT-TROISIÈME LEÇON
LIGNES D'OMBRE PORTÉE SUR LES SURFACES A COURBURES OPPOSÉES. - CONSTRUCTIONS DES LIGNES D'OMBRE PROPRE SUR LES SURFACES DE RÉVOLUTION ET DES TANGENTES A CES LIGNES,
Tangente à la courbe d*ombre portée. — Raccordement des lignes d'ombre propre et d'ombre portée sur les surfaces à courbures opposées. — Points de rencontre des lignes d'ombre propre et d'ombre portée. — Cône d'ombre. — Ligne de contour apparent d'une surface à courbures opposées. — Constructions des lignes d'ombre propre sur les sur/aces de révolution. — Surface de révolution considérée comme enveloppe de cônes de révolution. — Surface de révolution considérée comme enveloppe de sphères. — Le point lumineux est supposé dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection. — Constructions de la tangente en un point de la ligne d* ombre sur une sur/ace de révolution, — Première construction au moyen de l'indicatrice. — Deuxième construction au moyen d'une surface du second ordre osculatrice et de révolution.
Supplément. — Troisième construction de la tangente en un point de la ligne d'ombre sur une surface de révolution. — Construire les rayons bitangents à un tore éclairé par un point lumineux. — Construire les rayons bitangents à un tore éclairé par des rayons lumineux parallèles entre eux.
Coupons la surface (S), qui termine le corps (Jig* i86), éclairé
Fig. i86.
par un plan mené par le point lumineux /. Menons de ce point des tangentes à la section C ainsi obtenue ; ces droites peuvent de nouveau rencontrer cette courbe : ainsi, le point de contact a de la tangente la a pour ombre portée le point a', où la droite la rencontre la courbe C. La droite Ih rencontre cette courbe au point
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b\ qui fait partie de la courbe d'intersection de la surface (S) et du cône circonscrit à cette surface, mais qui n'appartient pas à une ligne d'ombre portée. On dit que le point a', qui appartient à une tangente extérieure, est un point réel de la courbe d'ombre portée; le point 6', qui appartient à une tangente intérieure, est dit un point virtuel de cette courbe. On a alors sur cette courbe des arcs réels et des arcs virtuels et des points de passage de ces arcs réels aux arcs virtuels; nous allons faire voir que les points de passage des lignes d'ombre portée sont les points limites des lignes d'ombre propre.
Prenons {/ig- 187) un rayon lumineux tangent à la courbe
Fig. 187.
d'ombre ; il a alors avec la surface trois points infiniment voisins communs m, n,/?. Si l'on considère les deux points n et p comme appartenant à une tangente extérieure, le point m est un point réel de la courbe d'ombre portée ; si l'on considère les points m et n comme formant par leur réunion le point de contact d'une tangente intérieure, le point p est un point virtuel de la courbe d'ombre portée. On voit ainsi que, selon que l'on considère la tangente intérieure ou la tangente extérieure en un point limite de la courbe d'ombre propre, on obtient un point de la courbe d'ombre portée que l'on peut regarder comme réel ou virtuel; un point limite de la courbe d'ombre propre est donc aussi point limite pour la courbe d'ombre portée.
Tangente à la courbe d'ombre portée. ^ — Pour construire la tangente au point a' à la courbe d'ombre portée (/ig» 186), on n'a qu'à prendre l'intersection du plan tangent en a' à (S) avec le plan tangent au cône d'ombre le long de la génératrice la'. Mais ce plan tangent au cône d'ombre n'est autre que le plan tangent en a à la surface (S) qui limite le corps éclairé ; la tangente en a' à la courbe d'ombre portée est donc l'intersection des plans tangents en a' et a à la surface (S).
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Raccordement des lignes d'ombre propre et d'ombre portée snr les surfaces à courbures opposées. — Dans le cas particulier où le point de la courbe d'ombre portée est un point limite, on doit prendre l'intersection de deux plans tangents infiniment voisins dont les points de contact [sont dans la direction d'une asymptote |de l'indicatrice ; la droite d'intersection de ces deux plans est alors l'asymptote elle-même. Ainsi, en un point limite la tangente à la courbe d'ombre portée est le rayon lumineux lui-même; par conséquent, aux points limites, les courbes d'ombre propre et les courbes d'ombre portée se raccordent.
Il est essentiel de bien voir comment se succèdent les arcs des courbes d'ombre propre et d'ombre portée.
Pour le montrer, considérons un demi-tore {fi g» i88) et le
Fig. i88.
point lumineux /. Menons du point / des tangentes au tore; la tangente la le rencontre de nouveau au point a', la tangente Ib rencontre cette surface au point 6', la tangente le donne le point c', et enfin la tangente Im touche le tore au point limite m. Les points a, 6, c, m forment un arc réel de la courbe d'ombre propre; à partir du point m, la ligne d'ombre propre devient virtuelle, mais cet arc est prolongé par un arc réel de la courbe d'ombre portée. Ainsi, au point m les arcs réels des courbes d'ombre propre et d'ombre portée se raccordent, et c'est en ce point m que ces deux arcs, si on les prolonge, deviennent simultanément virtuels.
Points de rencontre des lignes d'ombre propre et d'ombre portée. — Le point m est un point de rencontre d'une ligne d'ombre propre et d'une ligne d'ombre portée. 11 peut exister d'autres points de rencontre des courbes d'ombre propre et d'ombre portée. Supposons qu'un rayon lumineux (^^. 189) soit bitangent
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à la surface (S) : chacun des points de contact a et cl appartient à la ligne d'ombre propre. Mais le point a' peut être considéré comme Tombre portée par le point a; on a donc au point a' un point de rencontre des courbes d'ombre propre et d'ombre portée. Au point «', la tangente à la courbe d'ombre propre est la tangente conjuguée du rayon lumineux a'/; la tangente en a' à la courbe d'ombre portée, étant l'intersection du plan tangent en a'
Fig. 189.
et du plan tangent en a à la surface éclairée, est le rayon lumineux, excepté quand les plans tangents en ces points se confondent. Ainsi, en général, en un point de rencontre d'une courbe d'ombre propre et d'une courbe d'ombre portée^ tes tangentes à ces courbes sont conjuguées, et l'on peut dire que cela est vrai pour le point limite, puisque, la tangente au point limite à l'une ou à l'autre de ces courbes étant l'asymptote de l'indicatrice, cette droite est confondue avec sa direction conjuguée.
Cette propriété, relative à la direction des tangentes en un point de rencontre d'une courbe d'ombre propre et d'une courbe d'ombre portée, subsiste lorsque l'on considère l'ombre portée d*un corps sur un autre. Ainsi, un tore porte son ombre sur un autre tore; il y a alors, sur cette seconde surface, à la fois une ligne d'ombre propre et une ligne d'ombre portée par le premier tore; au point de rencontre de ces lignes, leurs tangentes donnent deux diamètres conjugués de l'indicatrice.
Cône d'ombre. — Les rayons lumineux bitangents sont, sur le cône d'ombre, des génératrices doubles, et, si l'on prend la trace de ce cône d'ombre sur une surface extérieure à l'objet éclairé, ces génératrices doubles donnent des points doubles de la ligne d'ombre portée -, en ces points doubles , les tangentes à la courbe d'ombre portée sont les traces des plans tangents à (S) aux points de contact des rayons bitangents. Les génératrices du cône d'ombre
qui passent par les points limites donnent des points de rebroussement sur cette courbe d'ombre portée, et les tangentes en ces points sont les traces des plans tangents à (S) aux points limites.
Ligne de contour apparent d'nne surface à coorbores opposées- — Ce qui précède s'applique lorsque Ton prend la ligne de contour apparent d'une surface à courbures opposées. Projetons, par exemple, un tore sur un plan ; on a {^fig* 190) une courbe parallèle à une
Fig. 190.
ellipse ; j et f sont des points de rebroussemenl de la ligneMe contour apparent du tore sur ce plan ; ces points terminent un arc réel jpf\ les points d et d' sont des points doubles de cette ligne de contour apparent.
Si, au lieu de projeter le tore, on suppose cette surface éclairée par des rayons lumineux parallèles à la direction des projetantes que nous venons de considérer, on obtient toujours {fig' 191) la
courbe parallèle à une ellipse, mais dans ce cas les arcs utiles sont simplement des portions de cette courbe.
Nous allons appliquer ce qui concerne la courbure des surfaces à la construction des tangentes aux lignes d'ombre propre sur les surfaces de révolution. Construisons d'abord ces lignes.
CONSTRUCTIONS DBS LIGNES D OMBRE
œNSTRUCTlONS DES UGNES D'OMBRE PROPRE SUR LES SURFACES DE RÉVOLUTION.
Surface de réYolntion considérée comme enveloppe de cônes de révo- Intion. — Prenons {^fig* 192) un tore dont Taxe est perpendicu-
Fig. 193.
laire au plan horizontal de projection; soil (/, /') le point lumineux. Pour déterminer les points de la ligne d^ombre situés sur des parallèles du tore, considérons cette surface comme l'enveloppe de cônes de révolution dont les caractéristiques sont ces parallèles; a' 6' étant la projection du parallèle sur lequel nous cherchons un point de la courbe d'ombre, menons au point a' une
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tangente à la courbe méridienne. Cette droite est la génératrice de contour apparent du cône circonscrit au tore le long de dV \ la trace de ce cône, sur le plan horizontal à la hauteur du point /', est une circonférence de cercle qui se projette horizontalement suivant la circonférence décrite du point o comme centre avec oc pour rayon. Les lignes d'ombre propre sur ce cône sont des génératrices, dont on obtient des points en construisant les points de contact des tangentes à cette circonférence menées du point /; sur o/, comme diamètre, on décrit une circonférence de cercle qui rencontre en deux points ^, ^ la circonférence décrite du point o comme centre avec oc pour rayon -, les droites oe, og sont les projections horizontales des lignes d'ombre sur le cône \ ces droites rencontrent la projection horizontale du parallèle dU en deux points m etn, qui sont les projections horizontales de deux points de la courbe d'ombre cherchée.
Dans cette construction, il faut tenir compte de la position du parallèle sur le cône relativement au sommet de ce cône et à la base de cette surface sur le plan horizontal à la hauteur du point U\ on voit, dans le cas de la figure, que db' est entre ce plan horizontal et le sommet du cône : les points tels que m et n sont alors entre la projection horizontale o du sommet du cône et les points e, g, qui appartiennent à la base de ce cône.
La courbe d'ombre est symétrique par rapport à la droite 0/5 les points de la courbe d'ombre qui se projettent sur celte droite sont ceux pour lesquels la tangente est horizontale; 'par conséquent, ce sont le point le plus haut et le point le plus bas de celte courbe. Pour les construire, on n'a qu'à chercher les points de la courbe d'ombre situés sur les méridiens qui se projettent sur oL
Quel que soit le méridien du tore, on peut construire les points de la ligne d'ombre situés sur ce méridien, en considérant le tore comme l'enveloppe de cylindres de révolution. On est ainsi conduit aux tracés mêmes que nous venons d'obtenir en cherchant les points de la courbe d'ombre situés sur des parallèles.
Sur les lignes de contour apparent, on obtient très facilement des points de la courbe d'ombre propre. Par exemple, sur la projection verticale, on a des points de la courbe d'ombre propre en prenant les points de contact des tangentes menées du point /' à la ligne de contour apparent du tore sur le plan vertical de pro-
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jectîon; car on peut considérer cette courbe comme la trace sur le plan vertical d'un cylindre circonscrit au tore et dont les génératrices sont perpendiculaires au plan vertical de projection. Les lignes d*ombre sur ce cylindre sont les perpendiculaires au plan vertical qui passe par les points de contact des tangentes à la base de ce cylindre menées du point /'; on a donc les points i et y qui représentent les projections verticales des lignes d'ombre propre sur le cylindre projetant le tore. Ces droites rencontrent la ligne de contact du tore et du cylindre circonscrit aux points de la courbe d'ombre cherchée; les points i et j sont alors les projections des points de l'ombre propre sur le tore, et en ces points la projection de la ligne d'ombre propre est tangente à la ligne de contour apparent du tore sur le plan vertical.
Ce que nous venons de dire pour la projection verticale peut so répéter pour la projection horizontale. On obtient des points de la ligne d'ombre propre en menant, à la ligne de contour apparent du tore sur le plan horizontal, des tangentes issues du point /.
Dans le cas où les rayons lumineux sont parallèles entre eux, on détermine la courbe d'ombre propre en transportant les cônes circonscrits au tore de manière à leur donner pour sommet un point commun sur l'axe de révolution.
Surface de réYolntion considérée comme enveloppe de sphères. — Une surface de révolution étant l'enveloppe de sphères, cherchons, dans le cas de rayons lumineux parallèles, la ligne d'ombre propre au moyen de sphères enveloppées.
Fig. 193.
Considérons {fig- ipS) la sphère qui touche la surface de révolution le long du parallèle ab, La ligne d'ombre propre sur cette sphère se projette suivant une courbe semblable à la courbe que
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l'on obtient en prenant une sphère auxiliaire d'un rayon arbitraire Oiat. Supposons qu'on ait construit cette courbe d'ombre propre sur cette sphère; on n'a alors qu'à mener du centre o^ une parallèle Oitti au rayon oa, puis du point a^ une parallèle à ab'^ cette droite rencontre la courbe d'ombre'propre au point m^ ; en menant du point o une parallèle à 0| mi, on obtient sur le parallèle ab le point m qui appartient à la courbe d'ombre propre sur la surface de révolution.
Quel que soit le parallèle de la surface de révolution, on emploie toujours cette même sphère de rayon arbitraire sur laquelle on a construit une fois pour toutes la ligne d'ombre propre.
Lorsque la surface donnée est un tore, on peut prendre pour sphère auxiliaire la sphère décrite du centre du tore avec un rayon égal au rayon de la sphère qui, en tournant autour de l'axe de révolution du tore, engendre celte surface. Pour obtenir un point de la courbe d'ombre du tore sur un méridien 00| {/iff' ^9^)j ^^
Fig. 194.
n'a qu'à transporter parallèlement à elle-même celle sphère auxiliaire avec sa ligne d'ombre propre^ le point m de cette ligne vient ainsi au point m,, tel que m/n, = oot. Quel que soit le méridien considéré, on doit toujours prolonger les diamètres de l'ellipse, courbe d'ombre sur la sphère auxiliaire, d'une longueur conslanle égale à oo, ; on voit ainsi que la projection horizontale de la courbe d^ ombre propre sur un tore éclairé par des rayons lumineux parallèles est une conchoîde d^ ellipse.
On peut déterminer la normale au point m, à cette courbe d'ombre ; pour cela, on mène au point o une perpendiculaire à
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la droite o/n,, et au point m on trace la normale à Tellipse, projection de la courbe d*ombre sur la sphère auxiliaire; ces deux droites se coupent en un point a : la droite a m, est la normale demandée. Le point a est, en effet, le centre instantané de rotalion pour un déplacement infiniment petit du segment mm < , de grandeur invariable, qui passe constamment par le point o et dont l'une des extrémités m décrit une ellipse.
Le point lumineux est supposé dans le plan méridien parallèle au plan ▼ertical de projection. — Cherchons la courbe d'ombre propre sur le tore en supposant que le point lumineux \ soit [Jig. igS) dans le plan méridien du tore parallèle au plan vertical de projection.
Nous allons considérer le tore à la fois comme l'enveloppe de cônes de révolution et comme l'enveloppe de sphères. Prenons le parallèle qui passe par le point a; le cône circonscrit le long de ce parallèle a son sommet au point t\ la sphère circonscrite au tore le long de ce parallèle a son centre au point i, où la normale en a au cercle méridien du tore rencontre Taxe de révolution de cette surface. Par suite de la position particulière du point lumineux, la courbe d'ombre propre sur celle sphère se projette suivant une droite; cette droite rencontre le parallèle ac au point m qui est la projection verticale d'un point de la courbe d'ombre. Il résulte de cette construction que le point m est le point de rencontre des cordes de contact relatives au svstème des tangentes
menées des points ^ et ^ à la circonférence !«; ce point m est alors sur la perpendiculaire im abaissée du point / sur la droite \t.
Si le point \ est à Tinfini, c'est-à-dire si les rayons sont parallèles entre eux et parallèles au plan vertical de projection, on voit qu'on obtient le point m en abaissant du point i une perpendiculaire au rayon lumineux.
Reprenons le point \ à distance finie. On peut dire que le point m est, dans Tespace, le point de contact de la sphère, dont le centre est au point z, etd*un plan tangent à cette surface mené par la droite ^^; le point m est alors le point de contact avec le parallèle am de la trace de ce plan tangent sur le plan de ce parallèle.
Appelons r le point où la droite Xt rencontre le plan du parallèle. Puisque, dans l'espace, la droite rm est une tangente à ce parallèle, on a
ca ca
cm — = ca X — •
cr cr
Prolongeons la droite at jusqu'au peint q où elle rencontre la perpendiculaire abaissée du point "k sur l'axe de révolution. On a alors
cm = ca X — r >
car le rapport -y est égal à — •
Il résulte de celte relation que, si l'on joint le point "k au point «r, cette droite rencontre l'axe de révolution en un point g^ tel que les points q, m, g soient en ligne droite. Ainsi, pour obtenir le point m de la courbe d'ombre situé sur le parallèle aCj on trace la droite \a qui donne le point g^ on joint ce point g au point q où la tangente at rencontre la perpendiculaire \e à Vaxe de révolution; la droite gq coupe le parallèle ac au point m demandé.
Cette construction est applicable pour un parallèle quelconque du tore, tandis que la première construction ne conduisait à des points de la ligne d'ombre propre que pour les points de cette ligne réellement existants. C'est qu'entre ces deux constructions il y a cette différence : la première s'appuyait sur la détermination possible de tangentes à une circonférence menées d'un point,
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tandis que pour la seconde, si les tangentes au parallèle ac menées du point r n'existent pas, la corde de contact de ces tangentes est toujours réelle; or c'est cette corde, dont la projection donne le point /n.
CONSTRUCTlOiNS DE LA TANGENTE EN UN POLNT DE LA LIGNE D'OMBRE SUR UNE SURFACE DE RÉVOLUTION.
Première construction an moyen de Tindicatrice. — Proposons-nous de construire la tangente au point (m, m') {fig- 196) de la courbe
l^'ig. 196.
d'ombre. En ce point, la surface est à courbures opposées. Nous n'avons donc qu'à chercher la tangente conjuguée du rayon lumineux qui passe au point (m, /n') par rapport aux asymptotes de l'indicatrice en ce point.
Cherchons ces asymptotes. Faisons tourner le plan méridien om jusqu'à ce qu'il soit parallèle au plan vertical de projection. Le point (m, m') vient en (a, a'); les axes de l'indicatrice en ce point sont, l'un la tangente au méridien, l'autre la tangente au parallèle. Sur la tangente au méridien portons une longueur a'^= a'a, a'a
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étant le rayon de courbure de la ligne méridienne en a'. L'autre axe de l'indicatrice est alors(p. 3 1 1) une moyenne proportionnelle entre a'a et a'^. Pour construire cette moyenne proportionnelle, décrivons sur a^ comme diamètre une demi-circonférence, elle rencontre a' g' en un point rf, et la longueur de l'autre axe de l'indicatrice est a'd. Projetons horizonalement les axes de cette indicatrice : le point g' se projette horizontalement en g] l'axe de l'indicatrice qui est perpendiculaire au plan vertical de projection se projette suivant la perpendiculaire au plan vertical de projection menée du point a, et cette droite ah est égale à a'd. Les projections des asymptotes sont alors les droites ap et ay, les points /?, q étant obtenus en prenant gp = gq =z ah. Ramenons maintenant le plan méridien oa de manière que le point a vienne en m en entraînant les droites ap et aq. On a alors les projections des asymptotes de l'indicatrice pour le point m, et il suffit de prendre par rapport à ces droites la direction conjuguée de Igi projection du rayon lumineux. On peut opérer de même sur le plan vertical de projection en cherchant les projections verticales des asymptotes de l'indicatrice.
Au point de vue graphique, il est clair qu'au lieu de tracer les droites ap et agr, on peut immédiatement tracer les projections des asymptotes de [l'indicatrice en m. On prend, sur le prolongement de 0/72, un point A- tel que mk = ag, puis on élève au point k une perpendiculaire à la droite ok et l'on porte sur cette perpendiculaire à partir du point k deux segments égaux à a'rf; on joint les extrémités de ces segments au point m, et l'on a les projections horizontales des asymptotes de l'indicatrice pour ce point.
Lorsque le point de la courbe d'ombre est sur une partie de la surface qui est convexe, on peut opérer comme s'il y avait des asymptotes pour l'indicatrice; puis, quand la construction est achevée, on prend par rapport aux axes de l'indicatrice la droite symétrique de la tangente à laquelle on est conduit, et l'on a la droite qu'il s'agissait d'obtenir. On opère ainsi parce que, pour une ellipse et une hyperbole qui ont les mêmes axes, les diamètres conjugués d'un même diamètre sont deux droites symétriques par rapport à ces axes. En effet, les coefficients angulaires de ces deux diamètres conjugués ne diffèrent que par le signe.
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Seconde constraction an moyen d*nne snrfàce dn second ordre oscnlatrice et de réYOlntion. — Supposons que ie rayon lumineux qui passe par le point m de la courbe d'ombre rencontre le plan méridien du tore, parallèle au plan vertical de projection, en un ^o\nt\ {Jig, 197). Nous savons qu'en prenant le point X comme point lumineux, la courbe d'ombre propre correspondante est tangente, sur le tore, à la courbe d'ombre propre relative au premier point lumineux. Le problème est donc ramené à la recherche de la tangente à la courbe d'ombre propre dans le cas où le poini lumineux occupe la position particulière \,
Substituons à la surface de révolution donnée une surface qui hii soit osculatrice au point m. Nous savons que la courbe d'ombre
propre sur cette surface osculatrice est tangente à la courbe d'ombre propre sur la surface donnée. Nous ramenons alors le problème à la recherche de la tangente à la courbe d'ombre propre sur cette surface osculatrice au point m.
Prenons une surface du second ordre de révolution osculatrice à la surface donnée tout le long du parallèle qui contient le point m. Cette surface étant de révolution et le point que nous considérons comme lumineux se trouvant dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection, la courbe d'ombre sur cette surface se projette suivant une simple droite, qui est la tangente demandée. Effectuons les constructions.
Cherchons le centre de la conique courbe méridienne de cette surface du second ordre. Élevons au point p une perpendiculaire
à la normale a p à la courbe méridienne du tore et prenons le point de rencontre de cette droite avec la perpendiculaire abaissée du centre de courbure a sur l'axe de révolution. Joignons par une droite ce point de rencontre au point a; elle coupe l'axe de révolution au point o qui est le centre de la conique, d'après ce que nous avons trouvé page 174- Sur cette conique on a le point a' y symétrique du point a par rapport à l'axe ow, et en ce point la tangente à cette courbe passe par le point u où la tangente en a à la courbe méridienne du tore rencontre cel axe. Ainsi, au point a! de la conique, la tangente est la droite a' u.
Pour avoir ]a courbe d'ombre sur la surface du second ordre osculatrice, nous n'avons qu'à en construire un point, puisque celte courbe se projette suivant une droite et qu'elle passe par le point m. Cherchons le point situé sur le parallèle qui contient le point a' \ appliquons la construction que nous venons de donner pour le cas où le point lumineux est dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection. A cet effet, on joint le point A au point a! et l'on obtient le point g sur l'axe de révolution; on prend le point de rencontre q de la tangente a! u et de la perpendiculaire abaissée du point \ sur l'axe de révolution; on joint le ))oint g au point q. Cette droite rencontre le parallèle qui passe par a! en un point n] ce point n est le point de la courbe d'ombre sur ce parallèle; la tangente en m à la courbe d'ombre sur le tore est donc la droite mn.
SUPPLÉMENT A LA VINGT-TROISIÈME LEQON
Troisième constmction de la tangente en on point de la ligne d'ombre sur nne surface de réYOlntion. — Cette constiuclion est basée sur cette remarque, faite à la page 826 : la direction conjuguée en un point m de la tangente à la directrice d'une normalie à une surface (S) est la projection, sur le plan (T) tangent en ce point à (S), d'une génératrice du paraboloïde des normales à cette normalie.
La droite, que Ton doit projeter sur (T), rencontre alors la droite tracée sur (T) à partir de m normalement à la directrice de la normalie et les droites de courbure de (S) relatives au point m.
Prenons {fig- 198) pour plan vertical de projection un plan pas-
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sant par Taxe de révolution d*un tore et pour plan horizontal le plan perpendiculaire à cet axe, qui contient le centre o' de la sphère mobile dont le tore est Tenveloppe.
Supposons que m soit un point de la projection horizontale de la ligne d'ombre et que le rayon lumineux passant en m se projette suivant R. Nous devons construire la tangente conjuguée du rayon lumineux projeté en R. Nous allons appliquer ce que nous venons de rappeler, en supposant qu'on ait une normalie au tore dont la directrice soit tangente en m au rayon lumineux.
Faisons tourner le plan méridien qui contient le point m autour de
Taxe de révolution pour Tamener à coïncider avec le plan vertical de projection et entraînons la normalie : le point m vient en m'.
Les droites de courbure du tore relatives à m' sont, Tune, dans le plan vertical de projection, la perpendiculaire o'd' au rayon m' o" \ Tautre, la perpendiculaire au plan vertical de projection, qui se projette au point (x. La normale à la directrice de la normalie, qui est dans le plan tangent en nC ^ se projette verticalement suivant la tangente m'h^ à la circonférence méridienne du tore. Une génératrice du paraboloïde des normales à la normalie se projette alors verticalement suivant une droite quelconque jxA'cT qui passe par le point fi.
Pour déterminer ce que devient la projection de cette droite sur le plan tangent au tore en m, lorsqu'on a ramené le point m' en m, nous allons chercher d'abord pour le point m la projection de la droite de
aS
courbure analogue à o" d" et la normale en m à la directrice de la normalie dans le plan tangent en m.
Commençons par cette dernière droite. Elle est Fintersection du plan (T) tangent au tore en ni et d'un plan mené par m perpendiculairement au rayon lumineux, qui passe en ce point. La trace horizontale de ce plan est la perpendiculaire on abaissée du point o, centre de la circonférence méridienne du tore, sur la projection horizontale R du rayon lumineux. Cette perpendiculaire on rencontre en n la trace horizontale du plan (T) : la droite mn est alors la projection d'une droite qui, dans ce plan tangent, est perpendiculaire au rayon lumineux.
Quant à la droite de courbure o^ d\ elle se projette, après la rotation, suivant la droite od.
Reprenons la génératrice du paraboloïde des normales ^h" d^ qui est projetée suivant m" h" e" sur le plan tangent au tore en m". Cherchons ce que devient cette projection lorsque m" vient en m. Le point e" se ramène en e sur od^ le point projeté verticalement en h" vient en h sur mn, La droite lie est alors, d'après ce qui précède, parallèle à la projection horizontale de la tangente à la ligne d'ombre en m. Il suffit donc de mener du point m une parallèle à /le pour avoir la tangente demandée.
Fig. 199.
Constrnire les rayons bitangents à nn tore éclairé par mi point lumineux. — Nous avons vu que l'ombre portée par un tore présente, dans certains cas, des points doubles et que ces points doubles sont les traces des rayons lumineux bitangents au tore. Il y a donc lieu, pour déterminer directement ces points doubles, de chercher à construire ces rayons bitangents.
Considérons l'un de ces rayons et faisons-le tourner autour de Taxe de révolution du tore. Il engendre ainsi un hyperboloïde de révolution
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qui touche le tore suivant les deux parallèles de cette surface engendrés par les points de contact du rayon bitangent.
Prenons, pour plan de layî^. 199, le plan méridien qui passe parle point lumineux s. La section faite par ce plan dans le tore se compose des deux circonférences Cj, C, et la section faite dans Thyperboloïde est une hyperbole qui passe par le point s et qui est doublement tangente à chacune de ces circonférences.
Du point .ç menons les tangentes spy sq à Ci elCi. L^hyperbole peut être considérée comme le lieu des points pour lesquels la différence des distances de ces points aux circonférences Ci, C^ (distances mesurées suivant les tangentes à ces circonférences) est constante et égale k sp — sq.
Pour construire les points où Thyperbole touche la circonférence Cj, nous n'avons qu'à prendre le segment sr égal à sq, afin d'avoir la différence constante />r, et à décrire la circonférence concentrique à Cl qui passe par r : cette circonférence coupe Cj aux points a et h qui sont les points cherchés.
Ces points appartiennent aux parallèles du tore suivant lesquels
cette surface est touchée par l'hyperboloïde. Il suffît alors de mener
de s les droites qui rencontrent ces deux parallèles pour avoir les
rayons bi tangents.
Fig. aoo.
Construire les rayons bitangents à nn tore éclairé par des rayons Inmineuz parallèles entre eux. — Le point lumineux s du cas précédent est maintenant à l'infini dans la direction donnée des rayons lumineux.
Appliquons la construction précédente. Parallèlement à la direction des rayons lumineux, menons {fig* 200) des tangentes aux circonférences Ci, Cx\ nous obtenons les points de contact/?, q. Du point q
menons la perpendiculaire qr à ces tangentes. La circonférence concentrique à C,, qui passe par r, coupe C^ aux points a et b. Il suffit de mener les droites parallèles aux rayons lumineux qui rencontrent les parallèles du tore contenant a et b pour avoir les rayons lumineux bitangents demandés.
Dans cette solution, nous avons employé les tangentes qui touchent Cl et C, en p et q. Nous aurions pu prendre les tangentes dont les points de contact sont p' et q\ ou p et q', ou encore p' ei q; on r toujours la même circonférence concentrique à Ci qui passe par r et r' et qui détermine a et b. Menons la corde ab qui rencontre qr au point
^. On a
tq' X tq =z ta >: tb — tr' x tr.
Comme les segments rr* et qq' sont égaux, le point t est le milieu de r'q'\ par suite, ot est parallèle aux rayons lumineux, o étant le centre du tore.
On a alors cette construction : Du centre o du tore on mène une parallèle aux rayons lumineux. Sur cette droite on projette en t le centre de C|. La perpendiculaire abaissée du point t sur la ligne des centres de Ci, C, rencontre C, aux points a et b.
M. Janin est arrivé directement à cette construction (*) en i865, étant élève à l'Ecole Polytechnique.
(*) Bulletin de la Société Philomathigue, séance du i8 mars i865.
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VINGT-QUATRIÈME LEÇON
GÉOxMÉTRIE CINÉMATIQUE. — HÉLICOIDE DÉVELOPPABLE. HËLIGOIDE RÉGLÉ, (appl. de géom. cinéu.)
Définitions. — Le déplacement 'infiniment petit le plus général d'une figure de grandeur invariable est hélicoïdal. — Propriétés relatives au déplacement infiniment petit. — Hélicoïde développable, — Hélicoïde réglé. — Plan tangent.— Développable asymptote. — Construction du point où un plan mené par une génératrice touche Thélicoïde. — Courbe de contact de Thélicoïde et d'un cylindre circonscrit. — Courbe d'ombre.
SopPLtfiiBRT. — Théorème relatif à un dièdre mobile.
Définitions. — Si Ton déplace sur lui-même un cylindre de révolution, de façon qu'un de ses points décrive une hélice tracée sur sa surface, le déplacement de ce cylindre est hélicoïdal. Tout point invariablement lié au cylindre engendre une hélice ayant même pas que l'hélice tracée sur ce cylindre. La surface engendrée par une ligne invariablement liée au cylindre est le lieu des hélices de même pas qui sont décrites par tous les points de cette ligne : cette surface est désignée sous le nom de surface hélicoïdale. L'enveloppe d'une surface entraînée est une surface hélicoïdale, car on peut la considérer comme engendrée par sa caractéristique. La surface enveloppe d'un plan entraîné porte le nom à^ hélicoïde développable. La surface hélicoïdale engendrée par une droite quelconque porte le nom à^ hélicoïde réglé.
Dans le cas particulier où la génératrice d'un hélicoïde réglé rencontre, sans lui être perpendiculaire, l'axe du cylindre qui sert à définir le déplacement, la surface engendrée prend le nom de surface de vis à filet triangulaire. Si la génératrice rencontre l'axe du cylindre à angle droit, on a un hélicoïde réglé à plan directeur qui porte le nom de surface de vis à filet carré.
Je donne à l'axe du cylindre le nom à'axe du déplacement.
Le déplacement hélicoïdal du cylindre peut être considéré comme résultant d'une rotation du cylindre autour de sou axe et d'une translation dans la direction de cet axe. Si Tun ouTautrede ces déplacements existe seul, on obtient alors comme cas particulier du déplacement hélicoïdal soit une rotation, soil une translation.
Le déplacement infiniment petit le plus général d'une figure de grandeur invariable est hélicoïdal. — Nous allons montrer que le déplacement infiniment petit le plus général d*une figure déforme invariable est hélicoïdal^ c'est-à-dire qu'on peut le considérer comme résultant d'une rotation infiniment petite et d'une translation infiniment petite (*).
Nous avons vu (p. '^74 etsuiv.) que, lorsque des plans invariablement liés passent par une même droite j leurs foyers sont sur la conjuguée de cette droite. Si la droite par laquelle passent tous les plans est à l'infini, ces plans sont parallèles entre eux, et la droite qui contient leurs foyers est la conjuguée de la droite à l'infini sur l'un quelconque de ces plans. Cette conjuguée L, qui contient les foyers de plans parallèles entre eux, je la désigne sous le nom à^ adjointe (^) aux plans.
Ainsi, V adjointe à un plan est la conjuguée de la droite à V infini sur ce plan.
Prenons {fig* 201) des plans (P), (P<), (P2) quelconques, invariablement liés. Coupons ces plans par un plan arbitraire (Q). Les traces des plans (P), (P|), (P2) sur le plan (Q) sont des droites D, D|, D2 qui ont pour conjuguées les droites partant du foyer cp du plan (Q) et aboutissant respectivement aux foyers de chacun des plans (P), (P|), (Pa)- Supposons maintenant le plan (Q) à l'infini : les droites D, D| , D2 deviennent les droites à l'infini sur chacun des plans (P), (P|), (P2); leurs conjuguées passent par le foyer du plan (Q), et, comme ce plan est tout entier à l'in-
(•) Voir Chasles, Notice historique sur la question du déplacement d'une figure de forme invariable ( Comptes rendus des séances de l 'Académie des Sciences, 1861, p. 487).
W. FiEDLER, Géométrie et Géomécanique {Journal de Mathématiques de M. Besal, 3* série, t. IV, p. 14 1).
(') Étude sur le déplacement^ etc. {loc. cit.).
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fini, son foyer est lui-même à l'infinî; les conjuguées des droites à l'infini sur chacun des plans (P), (P|), (P2) sont donc des droites parallèles entre elles, et, en faisant usage du mot d' «adjointe » pour désigner ces conjuguées des droites à l'infini sur chacun des plans, nous disons : Les adjointes de tous les plans de la figure mobile sont des droites parallèles entre elles.
Menons un plan (ï) perpendiculaire à ces adjointes. Les foyers des plans parallèles à (T) sont alors sur la perpendiculaire X à (T) élevée de son foyer r. Pendant le déplacement de la figure,
Fig. 201.
(Ti/
le foyer r du plan (T) se déplace suivant X; et le plan tourne autour de cette droite : on a donc simultanément une rotation autour de X et une translation suivant cette droite, c'est-à-dire un déplacement hélicoïdal. La droite X est l'axe du déplacement ; nous voyons aussi que V adjointe dUin plan quelconque est une droite parallèle à Vaxe du déplacement. Pour un déplacement infiniment petit, cet axe est aussi désigné sous le nom ^axe instantané de rotation et de glissement.
Pendant le déplacement continu d'une figure de forme invariable, le lieu de ces axes est une certaine surface réglée. Les droites de la figure mobile qui deviennent successivement ces axes appartiennent à une autre surface réglée. Le déplacement continu peut être obtenu au moyen de ces deux surfaces. Les génératrices de la seconde surface viennent successivement coïncider avec les génératrices de la première, et il y a simultanément, le long de cha-
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cune de ces droites, rotation infiniment petite et glissement (*).
Lorsque dans la figure mobile il y a un point fixe, il ne peut plus 7 avoir glissement, et les axes de rotation passent tous par le point fixe. Dans ce cas, les deux surfaces réglées se réduisent à deux surfaces coniques, et il est facile de voir que le déplacement peut s'obtenir au moyen du roulement de l'un des cônes sur Taulre.
Prenons les traces de ces cônes sur une sphère décrite du point fixe comme centre. On a deux lignes sphériques de grandeurs invariables quelle que soit la position des cônes. Pendant le déplacement, l'une de ces lignes roule sur l'autre. Sur ta sphère^ comme sur le pian, le déplacement continu le plus général est donc épicycloldaL
Propriétés relatives au déplacement infiniment petit. — Considérons
Fi0. aoa.
une droite D {Jig* 202) qui fait partie d'une figure de forme invariable. Appelons X l'axe du déplacement infiniment petit de cette figure. Menons la perpendiculaire commune rc à X et à D; par cette perpendiculaire commune, menons un plan (P) perpen-
(') C'est dans ses Leçons à la Faculté des Sciences de Paris que Poxcblbt a fait usage de ces deux surfaces réglées pour représenter le déplacement continu d'un corps solide.
Aux renseignements donnés par Chàsles dans sa Notice historique {loc, cit,) nous ajouterons {voir p. 160 et ig'i) :
Tbomsor et Tait, Traité de Philosophie naturelle.
BbltbàmIi Du mouvement géométrique d'un solide qui roule sur un autre solide {Journal de Mathématiques de Batta^liniy t. X, 1872).
Bâttaclixi, Sur le mouvement géométrique infinitésimcU d'un système rigide {Journal de Mathématiques de Battaglini, l. X, 187a).
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diculaire à D. Pendant le dépiacement infiniment petit, le point r, qui est sur Taxe du déplacement, décrit un élément de cette droite ; /r, qui est perpendiculaire à X et qui est dans le plan (P), est la normale à la trajectoire du point r, située dans ce plan (P); cette droite contient alors le foyer /du plan (P).
Nous avons démontré (p. 276) que parmi les normales aux trajectoires des points d^une figure celles qui sont parallèles à un plan rencontrent la conjuguée de la droite à l'infini sur ce plan, c'està-dire l'adjointe au plan. Menons au point m de D la normale à la trajectoire de ce point, qui est parallèle à (P); cette droite est normale à la trajectoire du point m et perpendiculaire à D, c'està-dire qu'elle est la normale en m à la surface (D) engendrée par D. Elle doit rencontrer l'adjointe au plan (P), c'est-à-dire qu'elle rencontre la droite L menée par le point /parallèlement à X.
Ce que nous venons de dire pour le point m est vrai pour tous les points de la droite D, et, comme les normales issues des points de celte droite à la surface engendrée par D forment le paraboloïde des normales de cette surface, on voit que L est une génératrice de ce paraboloïde.
La position de L ne dépend que de la direction de D. On voit ainsi que /?owr une position quelconque de la figure mobile les paraboloïdes des normales aux surfaces engendrées par des droites parallèles entre elles passent tous par une même droite.
Puisque L est une génératrice du paraboloïde des normales à la surface (D), le plan mené par D parallèlement à L est le plan central de la surface (D), et, comme la droite L est parallèle à l'axe du déplacement, on voit que le plan central de la surface engendrée par une droite quelconque est, pour une position de la figure, le plan mené par cette droite parallèlement à Vaxe du déplacement.
On voit aussi que, puisque la droite rc est la perpendiculaire commune à L et à D, le point c est le point central sur cette droite. La droite rc est la perpendiculaire commune à l'axe du déplacement et à D ; on peut dire que le point central sur la génératrice D est le pied de la perpendiculaire commune à cette droite et à Vaxe du déplacement (*).
(*) La conjuguée A de D étant aussi une génératrice du paraboIoTde des nor-
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Par le point / menons la droite D< parallèlement à D, c'està-dire la perpendiculaire au plan (P), issue du foyer de ce plan. Pour les points de cette droite, autres que /, les normales à la surface (D,) qu'elle engendre sont dans le plan (DiL); la droite D, engendre alors un élément de surface développable. Parmi les parallèles à D qui rencontrent rc, la droite D| est la seule qui •jouisse de celte propriété.
Par D menons un plan (Q); ce plan étant entraîné a une caractéristique C. La normale à la trajectoire du point n de la caractéristique C, qui est parallèle au plan (P), rencontre L. Mais la trajectoire du point n est tangente au plan (Q), puisque le point n est un point de la caractéristique de ce plan ; la normale au point /i à la trajectoire de ce point, qui est parallèle au plan (P), est alors la perpendiculaire en n au plan (Q). On peut donc dire que les perpendiculaires au plan (Q), issues de tous les points de la caractéristique de ce plan, rencontrent L, et, inversement, on obtient la caractéristique G du plan (Q) en projetant L sur ce plan.
Nous énonçons ainsi ce résultat : La caractéristique d' un plan quelconque (Q) est la projection sur ce plan de V adjointe à un plan qui lui est perpendiculaire (*)•
Cela se généralise pour un cylindre, et l'on voit que : La caractéristique de l'enveloppe d'un cylindre est le lieu des pieds des normales à ce cylindre qui rencontrent l'adjointe à un plan perpendiculaire à ses génératrices.
Ces propriétés générales étant démontrées, nous passons à Tétude de l'hélicoïde développable.
m a les à ( D ), on voit que la perpendiculaire commune à IX et à sa conjuguée A rencontre à angle droit Vaxe du déplacement X. On peut dire aussi que Vaxc du déplacement X est une ligne de striction du paraboloïde hyperbolique déterminé par X, D, A.
(') Les projections de deux droites conjuguées sur un plan (Q) JC coupent en un point de la caractéristique de ce plan; car ce point, appartenant à la perpendiculaire à (Q) qui rencontre les deux droites conjuguées, a sa trajectoire normale à cette droite et par suite tangente à (Q).
Si l'une des droites conjuguées est à l'infini sur un plan perpendiculaire à (Q), on retrouve, comme conséquence de cette propriété, celle que nous venons de démontrer dans le texte.
IIBLIGOIDB DEVELOPPABLE.
HÉLICOIDE DÉVELOPPABLE.
Plaçons verlicalement {Jig> 2o3) Taxe du déplacement X et prenons le plan vertical de projection parallèlement à une droite D. L'axe X se projette horizontalement au point o. Appelons (/',/) les projections du foyer du plan perpendiculaire à D, mené par la perpendiculaire commune à cette droite et à Taxe du déplacement. Pour un déplacement infiniment petit, la droite D|, menée par le point / parallèlement à D, engendre un élément de surface développable. Mais si, au lieu d'un déplacement infiniment petit, la droite Di se déplace de la même manière d'une façon continue
Fig. 2o3.
autour de l'axe du déplacement, elle engendre un hélicoïde développable, dont l'arête de rebroussement est l'hélice décrite par/. Calculons la distance de l'axe du déplacement à la droite D,. Appelons ^ l'angle que D, fait avec un plan horizontal et H le pas de l'hélice décrite par le point /. On a
d*oii
langp :=
ITZOf
«/= — cot?.
— est le pas réduit A; on a donc
of^ h cot p.
Construisons un segment égal à — cot^. Pour cela, prenons
/'e'= Y* Soit ^c un segment égal au quart de la circonférence
qui a pour rayon oc. Élevons la perpendiculaire e'/' à la droite X et abaissons du point V une perpendiculaire à la ligne de terre; cette perpendiculaire rencontre og en un point /. La perpendiculaire abaissée du point / sur oc rencontre cette droite au point/, qu'il s'agissait de déterminer.
En efTet, on a
lf=l'€' =/'e'cot?= -7 cet?,
oc — r,
27tr
Introduisant ces valeurs de (/, oc et gc dans l'expression de o/, on retrouve la valeur
— col 3.
11 est essentiel de porter dans un sens convenable, sur la perpendiculaire abaissée de o sur D<, le segment ainsi construit. Pour s'assurer que le segment est porté dans le sens convenable, il suffit de voir si l'extrémité/ du segment, entraîné dans le déplacement, sort de sa position dans la direction de la droite D,.
Le plan qui projette D, sur le plan vertical de projection, a pour caractéristique la projection de la verticale /, c'est-à-dire qu'il a pour caractéristique la droite Df elle-même. Ce plan entraîné a pour enveloppe Thélicoïde dévcloppable engendré par D|. Quelle que soit la position de ce plan, il fait constamment le même angle avec le plan horizontal de projection; l'hélicoïde dévcloppable fait alors partie des surfaces que l'on désigne sous le nom de surfaces d* égale pente, dont nous reparlerons plus tard, et qui jouissent de cette propriété : leurs plans tangents sont également inclinés sur un plan horizontal.
A l'occasion des surfaces d'égale pente, nous résoudrons les problèmes suivants : déterminer la section d'une pareille surface par un plan ; mener un plan tangent par un point ou parallèlement à
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une droite, etc. C'est pourquoi nous ne les traitons pas actuellement.
L'arête de rebroussement de Thélicoïde dëveloppable est l'hélice engendrée par le point/. Quand on développe l'hélicoïde développable, cette arête de rebroussement se transforme en une circonférence de cercle dont le rayon est le rayon de courbure de
rhélice arête de rebroussement, c'est-à-dire — 4ô-
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Reprenons les mêmes données que précédemment. Le point c de la droite D {fig* 2o4) engendre une hélice sur le cylindre de
Fi g. 304.
révolution dont la section droite a pour rayon oc. On peut dire alors que Vhélicoide réglé est le lieu des droites également inclinées sur un plan perpendiculaire à Vaxe d\in cylindre de révolution et qui touche ce cylindre aux différents points d^une hélice. Il résulte de là que le cône directeur de cette surface est un cône de révolution.
Nous avons démontré que le point c est le point central sur D. Cette propriété subsiste pendant le déplacement continu de D,
c'est-à-dîre que Vhélice décrite par le point c est la ligne de striction de Vhélicoïde réglé engendré par la droite D.
Plan tangent. — Proposons-nous de construire le plan tangent à rhélicoïde réglé au point m de la droite D. Nous avons démontré que la normale en m à la surface engendrée par D, pour un déplacement infiniment petit, rencontre Tadjoinle à un plan perpendiculaire à D; si/est la projection de cette adjointe, la normale au point m se projette alors suivant la droite fm, La trace du plan tangent en m, sur un plan horizontal (H'), est perpendiculaire à cette droite, et, comme elle passe par la trace é de D sur (H'), on obtient une horizontale du plan tangent cherché en abaissant du point b une perpendiculaire sur la droite //w. Quel que soit le point pris sur la droite D, on a toujours à abaisser du même point b une perpendiculaire sur des droites partant du point/. Si l'on prend le point c, on voit que la trace sur (H') du plan tangent en ce point est confondue avec la projection deD; le plan tangent en c est donc le plan vertical qui projette horizontalement la droite D. Le point c étant le point central, on retrouve ainsi que le plan central est parallèle à Vaxe du déplacement.
Lorsque le point de la droite D, pour lequel on veut construire le plan tangent, est à l'infini, on a, à mener par le point/, une parallèle à la projection de D et à abaisser du point b une perpendiculaire sur cette droite; on voit ainsi que le plan tangent au point qui est à l'infini sur D est le plan qui projette cette droite sur le plan vertical de projection.
Déyeloppable asymptote de l'hélicoîde réglé. — Pendant le déplacement continu de la droite D, si l'on entraîne le plan qui touche la surface au point qui est à l'infini sur D, l'enveloppe de ce plan est un hélicoïde développable qui est la développable asymptote de l'hélicoîde réglé.
Constmction du point où on plan mené par une génératrice tonche l'hélicoîde réglé. — Un plan quelconque mené par D est tangent à l'hélicoîde réglé ; cherchons directement le point de contact de ce plan. Supposons que ce plan soit entraîné en même temps que D; sa caractéristique, d'après ce que nous avons vu, est la projection
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de la verticale /. Cette caractéristique est alors une ligne de plus grande pente de ce plan; elle se projette horizontalement suivant la perpendiculaire abaissée du point /sur la projection d'une horizontale du plan. Mais la caractéristique d'un plan mobile, qui contient successivement les génératrices d'une surface réglée, passe par le point où le plan touche la surface réglée; par suite, la perpendiculaire abaissée du point /sur la projection d'une horizontale du plan rencontre la projection de D au point m, projection du point de contact de ce plan, et l'on voit que la projection du point où un plan mené par D touche l'hélicoïde réglé est le point de rencontre de la projection de D et de la perpendiculaire abaissée de /sur une horizontale de ce plan.
Il est utile de remarquer que, d'après cela, la projection horizontale nxf de la caractéristique d'un plan qui passe par une droite D contient le point/, qui est la projection horizontale du foyer d'un plan perpendiculaire à D.
Courbe de contact de rhôlicoîde réglé et d'un cylindre circonscrit. Courbe d'ombre. — Proposons-nous de construire la courbe d'ombre sur l'hélicoïde réglé, éclairé par des rayons lumineux parallèles
Fig. ao5.
entre eux, c'est-à-dire la courbe de contact de l'hélicoïde réglé et d'un cylindre circonscrit dont les génératrices sont parallèles au rayon lumineux R (^fig* 2o5).
Pour déterminer le point de cette courbe situé sur une génératrice D, menons par cette droite un plan parallèle à R. Ce plan touche l'hélicoïde réglé en un point qui appartient à la ligne d'ombre demandée. Ce plan, passant par D et supposé entraîné, a une caractéristique projetée suivant une droite qui, d'après la
dernière remarque que nous venons de faire, contient le foyer f du plan perpendiculaire à D; ce plan, étant parallèle à R, a une caractéristique projetée suivant une droite qui contient aussi le foyer f^ d'un plan perpendiculaire à R ; la droite/,/, qui joint ces deux foyers, est alors la projection horizontale de la caractéristique du plan mené par D parallèlement à R, et elle rencontre la projection de D au point niy qiii est la projection du point de contact de ce plan avec Thélicoïde réglé.
Pour une autre génératrice projetée horizontalement en D', le foyer /, correspondant au plan perpendiculaire à celte droite, est sur la perpendiculaire abaissée du point o sur D' et à une distance of^=^of. Quant au point/, il est flxe; on a alors le point de la courbe d'ombre situé sur D' en prenant le point de rencontre de cette droite avec/,/. On voit ainsi comment on construit par points la projection de la courbe d'ombre en faisant usage du point fixe/ et des différents points de la circonférence décrite du point o comme centre avec of pour rayon.
Nous avons vu comment on construit le point / pour une droite D. Il est inutile de reprendre pour le point / une construction analogue. Lorsque, par la droite D, on a mené un plan parallèle au rayon lumineux, la caractéristique de ce plan se projette suivant la perpendiculaire abaissée du point /sur une horizontale de ce plan, et celte dernière droite rencontre au point/, la perpendiculaire abaissée du point o sur la projection horizontale du rayon lumineux.
SUPPLÉMENT A LA VINGT-QUATRIÈME LEÇON
Théorème relatif à on dièdre mobile. — (a) est la courbe d'intersection de deux surfaces qui se coupent constamment sous le même angle. Au point a de cette courbe menons des plans tangents à chacune des surfaces, ces plans déterminent un dièdre dont Tarête D est tangente en a à (a). On peut déplacer ce dièdre de façon que son arête reste tangente à (a) et que ses faces soient toujours tangentes aux surfaces données.
Pour un déplacement infiniment petit de ce dièdre de grandeur in-
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variable, ses faces ont pour caractéristiques des droites C, C qui passent par a et qui sont des tangentes conjuguées de D.
D'après ce que nous venons de voir dans cette Leçon :
i^ Les plans normaux aux faces du dièdre, menés respectivement par C et C, sont parallèles à Taxe du déplacement. La droite d'intersection L de ces plans normaux est parallèle à Taxe du déplacement; en outre, on voit qu'elle passe par le point a.
1^ Le plan central de la surface engendrée par D est aussi parallèle à l'axe du déplacement. Comme ce plan contient a, il doit alors contenir L. Ce plan central est ici le plan rectifiant de (a), puisque D engendre une surface développable.
Je trouve ainsi ce théorème :
Lorsque deux surfaces se coupent constamment sous le même anglcy les plans menés normalement à ces surfaces respectivement par les tangentes conjuguées de la tangente D à leur ligne d'intersection, et le plan rectifiant de cette courbe, mené par D, se coupent suivant une même droite.
Il permet de retrouver que :
Lorsque deux surfaces se coupent constamment sous le même angle, si leur ligne d'intersection est une ligne de courbure de l'une des surfaces, elle est aussi ligne de courbure de l'autre (*).
Enfin, comme une courbe quelconque d'un plan ou d'une sphère est une ligne de courbure de ces surfaces, on voit par là que :
Lorsqu'un plan ou une sphère coupe une surface constamment sous le même angle, la ligne d'intersection est une ligne de courbure de cette surface {*).
Si le dièdre de grandeur invariable se déplace de façon que son arête reste tangente à une courbe donnée et que l'une de ses faces coïncide avec le plan osculateur de la courbe, le théorème précédent ne conduit pas à la construction de la caractéristique de l'autre face du dièdre. On arrive à cette droite en considérant le déplacement du
(•) Mémoire sur la théorie générale des sur/aces, par M. O. Bo.iicbt {Journal de V École Polytechnique, XXXII* Cahier, p. 17).
(•) J04CHIII8TAHL {Joumal de C relie, t. 30, p. 34?); O. Bonnet, Mémoire sur les sur/aces dont les lignes de courbure sont planes ou sphériques {Journal de l'École Polytechnique, XXXV* Cahier, p. lao), et J.-A. Sbrbbt, Mémoire sur les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou sphériques {Journal de Mathématiques de M. Liouville, i'* série, t. XVIII, p. 128).
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dièdre complémentaire du premier dont une face coïncide alors avec le plan rectifîant de la courbe. On trouve ainsi que la caractéristique de Vautre face est la projection de la droite rectifiante de la courbe (*).
Dans la trentième Leçon, nous reparlerons du déplacement d*un dièdre.
(M Voir, dans le Supplément à la dix-septième Leçon, ce qu'on appelle />/a/i rectifiant et droite rectifiante en un point d'une courbe gauche.
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VINGT-CINQUIÈME LEÇON
HÉLICOIDE RÉGLÉ (pin). — SURFACE DE VIS A FILET
TRIANGULAIRE
(application de géométrie cinématique).
Paramétre de distributioa des plans tangents à l'hélicoïde réglé. — Surface de vis à filet triangulaire, — Construction d'une génératrice. — Trace sur un plan horizontal. — Plan tangent. — Contour apparent. — Dessin d'une vis à filet triangulaire. — Courbe d'ombre. — Asymptote de l'indicatrice. — Hyperboloïdc osculateur. — Tangente à la courbe d'ombre.
Paramètre de distribntion des plans tangents à rhélicoide réglé. — Construire le paramètre de distribution des plans tangents à l'hélicoïde réglé.
Soient o {fig^ 206) la projection horizontale de l'axe du dépla-
Fig. 206.
cernent, (D, D') la génératrice de l'hélicoïde, et / la projection de l'adjointe L à un plan perpendiculaire à (D, D'). Cette adjointe L est une génératrice du paraboloïde des normales à l'hélicoïde réglé pour la droite (D, D').
k étant le paramètre de distribution des plans tangents à l'hélicoïde réglé, on a (p. 270)
tang(D', L)'
L'angle (D', L) est le complément de Tangle p que (D, D') fait avec le plan horizontal ; on a alors
A' =/c tangp = oc tang^ — o/tang^.
On sait que o/est égal à h cot^; donc
A = oc tang^ — /i.
Dans le cas particulier où le segment oc est nul, c'est-à-dire lorsque la droite (D, D') rencontre l'axe du déplacement, le paramètre est égal à A. Ainsi, pour une sur/ace de vis quelconquey le paramètre de distribution des plans tangents est égal au pas réduit des hélices décrites pendant la génération de la surface de vis.
Si h est nul, alors la surface n'est plus hélicoïdale : elle est simplement une surface de révolution. On voit, dans ce cas, que le paramètre de distribution des plans tangents à U hyperboloïde de révolution engendré par une droite D, dont la distance à Vaxe est oc, est égal à oc tangp.
Appelons a l'angle que la tangente à Thélice décrite par le point c fait avec le plan horizontal, on a
h = octanga.
Portant cette valeur de h dans l'expression du paramètre X', il
vient
A — oc tang p — oc tanga.
Pour construire A:, portons à partir du point /?, sur une perpendiculaire à la projection verticale de l'axe du déplacement, un segment/>gr= oc; par le point q menons une droite parallèle à D', c'est-à-dire faisant disec pq l'angle P; menons aussi une droite faisant avec cette môme droite l'angle a. Ces deux droites interceptent sur X un segment qui est égal à k.
Lorsque a = p, c'est-à-dire lorsque la droite (D, D') se confond avec la tangente à l'hélice décrite par le point c, on voit que le paramètre £st nul \ on a alors une surface développable engendrée par la droite mobile.
SURFACE DE VIS A FILET TRIANGtLAIRE.
Supposons maintenant que la génératrice de Thélicoïde réglé rencontre l'axe du déplacement sous un angle qui ne soit pas un angle droit. La surface ainsi engendrée porte, comme nous l'avons déjà dit, le nom de surface de vis à filet triangulaire.
On peut considérer cette surface comme le lieu d'une droite qui rencontre constamment sous le même angle l'axe d'un cylindre de révolution et qui s'appuie sur une hélice tracée sur ce cylindre. On voit que le cylindre de l'hélicoïde réglé général, auquel les génératrices restent tangentes, se réduit maintenant à une droite; l'hélice ligne de striction de l'hélicoïde réglé se réduit aussi à cette droite. Ainsi, la sur/ace de visa filet triangulaire a pour ligne de striction Vaxe du cylindre de révolution que sa génératrice rencontre constamment.
D'après ce que nous venons de trouver, quel que soit l'angle sous lequel la génératrice de la surface de vis rencontre l'axe du déplacement, le paramètre de distribution est toujours égal au pas réduit. Comme pour l'hélicoïde réglé, la surface développable asymptote est engendrée par une droite parallèle à la génératrice de la surface de vis et située à une distance de l'axe du cylindre égale à Acot^.
Constmction d'une génératrice. — Soit a'd {fig* 207) la génératrice parallèle au plan vertical de projection. Cette droite, l'axe X du déplacement et la perpendiculaire abaissée du point a' sur cet axe, déterminent un triangle qu'on peut entraîner en même temps que la génératrice a'c' et qui reste de grandeur invariable. Lorsque le sommet a' de ce triangle vient au point 6', le sommet d s'élève sur l'axe jusqu'au point rf', tel que d d^ =, b'p'\ la génératrice de' vient alors prendre la position Ud'.
Lorsque le sommet a' vient au point ^, la génératrice part du point g' et rencontre l'axe sous un angle qui est égal à l'angle constant que les génératrices font avec X. Dans cette position, la
génératrice est rencontrée par dd\ ce point de rencontre, pendant le déplacement de la géjiératrice de la surface, décrit une hélice qui est une ligne dbuble de la surface de vis.
Ce que nous disons pour la génératrice qui part du point ^ peut se répéter pour toutes les génératrices qui partent des points situés
sur la ligne de contour apparent du cylindre qui contient le point ^. Il y a donc sur dd une infînité de points qui décrivent des hélices doubles de la surface. Ainsi, sur la surface de vis il y a une infinité d'hélices doubles.
Trace sur nn plan horizontal. — La génératrice b' d' se projette horizontalement suivant la droite ob ; la trace de celte droite sur le plan horizontal (H') est le point /.
On a
Ol r-z ob ->r bl.
En désignant par R le rayon du cylindre cl par ^ Tangle que les
génératrices de la surface de vis font avec le plan horizontal, on
obtient
o/ = R H- b'p coi^.
En désignant par w Tangle aob^ b' p' est égal à Ato, et, par suite,
on a
ol OU p = R -f- A col po),
équation m coordonnées polaires d'une spirale d'Archimède.
(iCtle spirale passe par le point o, par le point «, par le point /, et, si Ton considère la surface de vis dans toute son étendue, c'està-dire en ne prenant pas seulement la partie qui est au-dessus du plan (H'), on a alors une spirale complète; les points doubles de cette courbe sont les traces des hélices doubles dont nous venons (le parler.
Plan tangent. — On peut considérer la surface de vis comme engendrée par cette spirale entraînée pendant le déplacement hélicoïdal.
Si Ton coupe la surface de vis par un plan horizontal à la hauteur du point /n', qui se projette horizontalement en m, on a la spirale passant par le point (m, m').
Pour avoir le plan tangent au point (m, m') à la surface de vis, on peut construire la tangente à la spirale qui contient ce point, et pour cela prendre la sous-normale de cette spirale. La valeur de cette sous-norinale est
g = Acot?.
comme on le voit tout de suite au moyen de l'équation de la courbe. Il suffît donc de porter à partir du point o, sur une perpendiculaire à o/n, une longueur o/=/icotp, et, enjoignant le point/ au point m, on obtient une droite perpendiculaire à la trace du plan tangent en (m, m') sur le plan horizontal qui contient ce point, c'est-à-dire une droite qui est perpendiculaire à une horizontale du plan tangent. Nous retrouvons ainsi la construction à laquelle nous sommes arrivés pour l'hélicoïde réglé.
La droite /m est aussi la projection horizontale de la caractéristique du plan tangent en (m, m') supposé entraîné; cette caractéristique est tangente en ce point à la surface de vis. Les caractéristiques de tous les plans tangents à la surface de vis pour la génératrice ol sont donc des droites tangentes à la surface aux différents points de la génératrice ol et qui rencontrent une même verticale/; ces droites déterminent l'hjperboloïde qui passe par la
verticale / et qui est de raccordement à la surface de vis pour la génératrice oL
Du reste, on sait que Ton construit la caractéristique d'un plan tangent à la surface de vis mené par la droite ob en projetant sur ce plan la verticale /; cette caractéristique est donc l'arête d'un dièdre droit dont l'une des faces est ce plan tangent et dont l'autre face est le plan mené perpendiculairement à celui-ci par la droite/.
On voit ainsi que toutes ces caractéristiques appartiennent à la surface lieu de l'arête d'un dièdre droit dont les faces passent, l'une par la génératrice ob de la surface de vis, l'autre par la verticale projetée au point/. On sait que le lieu de cette arête est un hyperboloïde dont les plans des sections circulaires sont respectivement perpendiculaires aux deux droites fixes par lesquelles passent les faces du dièdre. L'hyperboloïde de raccordement formé par les caractéristiques des plans tangents doit donc avoir pour sections circulaires les sections faites par des plans horizontaux ; et, en effet, si l'on prend le point de rencontre de /m avec la trace du plan tangent sur (H'), on a un point qui est la trace sur le même plan de la caractéristique projetée suivant //n, et le lieu de ce point est évidemment la circonférence décrite sur// comme diamètre i
Par le point / menons une droite quelconque, considérons cette droite comme une horizontale d'un plan mené par la génératrice de la surface ; on obtient la projection du point où ce plan touche la surface de vis en abaissant du point / une perpendiculaire sur cette droite et en prenant le point où cette perpendiculaire rencontre la génératrice ob de la surface de vis.
Nous allons faire usage de cette construction pour déterminer le contour apparent de la surface de vis sur le plan vertical de projection.
Contour apparent. — Le contour apparent de la surface de vis sur le plan vertical de projection est l'enveloppe des projections verticales de ses génératrices. Le point où une génératrice telle que i'rf' (J^o* 208) touche cette enveloppe est la projection verticale du point où le plan, qui projette 6'rf' sur le plan vertical de projection, touche la surface de vis.
Pour construire le point de contact de ce plan avec la surface de vis, prenons le plan horizontal (H'), élevons au point o dans ce plan une perpendiculaire à ob, projection de la génératrice b'd\ et portons sur cette perpendiculaire, dans le sens convenable, un segment 0/ égal à A cot^. Du point / abaissons une perpendiculaire sur la trace du plan tangent à la surface de vis sur (H'). Cette trace étant perpendiculaire à la ligne de terre, la droite que nous menons du point/ est parallèle à la ligne de terre ; elle rencontre ob en un point m, dont la projection verticale est le point m', où la
droite 6'rf' est tangente à l'enveloppe des projections verticales des génératrices de la surface de vis.
Cette construction étant répétée pour différentes génératrices, on a des points de la courbe de contour apparent sur le plan vertical de projection.
Cette courbe est tangente a la projection verticale de l'hélice directrice, puisque cette dernière courbe est tracée sur la surface de vis. La courbe de contour apparent touche l'axe X, puisqu'il y a des génératrices de la surface qui se projettent sur cette droite.
Enfin, si l'on emploie la même construction pour la génératrice parallèle au plan vertical de projection et qui passe parle pointa', on trouve sur cette droite un point qui est à Tinfini; cette droite
est alors une asymptote de la courbe de contour apparent. Cette courbe est donc placée comme on le voit sur la figure. Il est utile de remarquer le sens dans lequel elle tourne sa concavité.
Dessin d'une vis à filet triangulaire. — Prenons {^fig- 209) un cylindre qu'on appelle le noyau de la vis. Dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection, traçons un triangle isoscèle a, 1 , 2 dont la base soit un segment 1-2 de la ligne de conlour apparent de ce cylindre. Donnons à ce triangle un déplacement
Fifç. 209.
hélicoïdal tel que le pas de l'hélice décrite par le sommet i soit la base 1-2, c'est-à-dire que, lorsque le point i reviendra sur la ligne de contour apparent, il arrivera au point a; puis, successivement, sur cette même ligne de con tour apparen t, il viendra aux points 3,4qui sont distants d'un intervalle égal à la base 1-2.
Lorsque le point i vient sur l'autre ligne de conlour apparent, il la rencontre au point i', qui est sur une droite perpendiculaire à l'axe à égale distance des points i et 2; le sommet a du triangle isoscèlc qui engendre le filet de la vis vient en a', lorsque le point 1 est venu en i', et alors le triangle prend la position i'a'2'. Puis, ce triangle continuant à se mouvoir, sa base i'-2' vient coïncider avec le segment 2-3, et le sommet a! vient au point h\ en poursuivant, nous trouvons le point 6', nouvelle position du sommet du triangle, et la base vient en 2'-3'.
Traçons les hélices décrites par les sommets de ce triangle. Le point a décrit une hélice tangente en a à une parallèle à l'axe du cylindre, et qui arrive en cl tangenliellement à la parallèle à Taxe du cylindre mené par le point a'.
Traçons les hélices décrites par le point i et par le point 2. Le côté a-1 engendre une surface de vis à filet triangulaire qui, d'après ce que nous venons de voir, a pour contour apparent une courbe tangente à l'hélice décrite par le point a et à Tliélice décrite par le point 2.
En répétant la même construction pour l'hélice décrite par le point a et pour la surface de vis engendrée par le côté «-i, on a un arc de courbe tangent à l'hélice décrite par le point a et à l'hélice décrite par le point i .
On peut continuer ainsi en traçant les courbes de contour apparent des surfaces de vis engendrées par les côtés du triangle pendant le déplacement hélicoïdal. Pour achever de montrer la disposition de la vis, nous avons tracé quelques génératrices des surfaces de vis engendrées par les côtés a~\ et a-2.
Courbe d'ombre (*). — Pour construire la courbe d'ombre sur la surface de vis éclairée par des rayons lumineux parallèles, nous n'avons qu'à faire usage de la construction à laquelle nous sommes arrivés pour l'hélicoïde réglé quelconque.
Fig. 210.
Cherchons (^fig* 210) le point de la courbe d'ombre sur la génératrice D. Élevons au point o une perpendiculaire à cette droite, et portons dans un sens convenable un segment of égal à h col ^; déterminons, relativement au rayon lumineux, un point/, tel que 0/4 = h cotv, V étant l'angle que le rayon lumineux fait avec le
(') Voir à ce sujet une intéressanle Note du général Po.ncelet, à la page 456 du Tome I de ses Applications d'Analyse et de Géométrie,
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plan horizonlal de projection. Nous savons que, le point/ étant connu, on construit facilement le point/i.
Joignons le point /au point/; la droite //rencontre la droite D au point m, qui est la projection du point de la courbe d^ombre situé sur cette génératrice.
Pour une autre génératrice D', on élève au point o une perpendiculaire à cette génératrice; cette droite rencontre en un point/' la circonférence décrite du point o comme centre avec o/ pour rayon; en joignant le point/, qui est un point fixe, au point/', on a une droite qui rencontre la génératrice D' au point m' de la projection de la courbe d'ombre.
On obtient ainsi la construction par points de la projection horizontale de la courbe d'ombre.
Asymptote de l'indicatrice. — Déterminons {Jig> 211) Tasymptote de rindicatrice de la surface de vis pour le point m de la généra-
Fig. an.
trice D. Le plan tangent en m à la surface de vis, entraîné dans le déplacement hélicoïdal, a une caractéristique qui se projette suivant la droite /m, le point/ étant déterminé comme précédemment. En vertu de ce déplacement, le point m décrit une hélice dont la tangente se projette horizontalement suivant la perpendiculaire élevée du point m à la droite D. Ces deux droites : la caractéristique et la tangente en m à Thélice décrite par ce point, sont deux tangentes conjuguées.
La génératrice D est Tune des asymptotes de l'indicatrice en m. Pour avoir l'autre asymptote, il faut construire une droite telle que, par rapport à cette droite et à D, le système de tangentes
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conjuguées que l'on possède soit un système de diamètres conjugués.
Pour cela, on prolonge o/ jusqu'au point i, tel que/i = o/. On joint le point m au point i et l'on obtient la projection de l'asymptote de l'indicatrice qu'il s'agit de déterminer, puisque la droite oi est parallèle à la projection horizontale de la tangente en m à l'hélice décrite par ce point et que la droite mf joint le point m au milieu du segment oi intercepté par les projections des deux asymptotes.
Hyperboloîde oscnlatenr. — Il résulte de cette construction que les asymptotes des indicatrices relatives aux points de la génératrice D se projettent suivant des droites qui passent parle même point i. Mais le lieu de ces asymptotes est l'hyperboloïde osculateur de la surface de vis pour la génératrice D ; on voit donc que cet hyperboloîde contient la verticale projetée au point i. On l'obtient alors en construisant l'hyperboloïde de raccordement à la surface de vis le long de D, qui contient la verticale i.
On pouvait prévoir que l'hyperboloïde osculateur de la surface de vis pour D avait l'une de ses génératrices verticale, car toutes les génératrices de la surface rencontrant l'axe X, celte droite, pour le point où la génératrice D la rencontre, est une asymptote deTindicatrice. L'axe appartient alors à l'hyperboloïde osculateur. On a par conséquent un hyperboloîde dont on projette les génératrices de l'un des systèmes sur un plan perpendiculaire à l'une des droites X de ce système; elles se projettent donc toutes suivant des droites qui passent par le point, projection de la génératrice parallèle à X.
Tangente à la conrbe d'ombre (*). — Soit à déterminer (yî^. 'i\'>.) la tangente en /n à la projection de la courbe d*ombre qui passe par ce point. Prolongeons o/jusqu'au point i, tel que/i'= o/; en joignant le point m au point /, on a l'une des asymptotes de la
(*) Voir Porcelet, Application de la méthode de Roberval au tracé des tangentes aux courbes de contour apparent et de séparation d'ombre et de lumière dans V épure de la vis à filet triangulaire {Applications d'Analyse et de Géométrie, t. I, p. 44? )•
projection de rindicatrice relative au point projeté en m; la génératrice est l'autre asymptote.
On doit maintenant prendre la direction conjuguée de la projection horizontale du rayon lumineux par rapport au système des deux droites mo^ mi. Pour cela, menons par le point i une parallèle à la projection horizontale du rayon lumineux, c'est-à-dire une perpendiculaire à o/i ; cette droite rencontre om au point p; il
Kig. ai a.
faut prendre le point t milieu du segment ip. Ce point est sur la tangente tj à la circonférence dont le rayon est of; en effet, cette tangente, étant parallèle à o/?, rencontre la droite ip en son milieu r, puisque le point / est le milieu du segment oi; la tangente demandée est donc la droite mt.
Menons par le point o une parallèle à ip^ et appelons r le point où cette droite rencontre la tangente tf.
Puisque o/=/ij on a tf =, fr.
On peut donc déterminer le point t sans construire d'abord le point i. La construction de la tangente se réduit à ceci :
A V extrémité J du rayon perpendiculaire à la génératrice H qui contient le point m de la courbe d* ombre, on mène une tangente à la circonférence de rayon of\ cette tangente rencontre le diamètre parallèle à la projection horizontale du rayon lumineux au point r. On porte sur la tangente enfle segment ft =^fr^ et la droite mt est la tangente demandée.
VTNGT-STXTÈME LEÇON.
SURFACE DE VIS A FILET TRIANGULAIRE (fin)
(appl. de gbom. giném.)*
Formes diverses de la projection de la courbe d'ombre. — Construction des points de la courbe d'ombre situés sur une hélice donnée. — Construction des points de la courbe de contour apparent situés sur Thélice directrice. — Surface de vis à filet carré. — Plan tangent. — Asymptote de l'indicatrice. — Paraboloïde osculateur. — Lignes de courbure. — Rayons de courbure principaux. — La surface de vis à filet carré considérée comme une normalie. — Courbe d'ombre. — Points limites sur la courbe d'ombre. — Dessin d'une vis à filet carré.
Supplément. — Construction des centres de courbure principaux de la surface de vis à filet triangulaire. — Construction des centres de courbure principaux de la surface de vis à filet carré.
La projection horizontale de la ligne d'ombre de la surface de vis à filet triangulaire présente différentes formes selon Tinclinaison du rayon lumineux.
Formes diverses de la projection de la courbe d'ombre. — En désignant toujours par y Tangle que le rayon lumineux fait avec un plan horizontal et par ^ Tangle que les génératrices de la surface de vis font avec un plan horizontal, on a à examiner les trois cas suivants : Y>?, Y<?? Y= P-
Pour déterminer la projection de la courbe d'ombre, nous employons un point /< (dont la distance of^ à la projection horizontale de l'axe du cylindre, sur lequel est tracée l'hélice directrice de la surface de vis, est égale à h coty), et une circonférence dont le rayon of est égal à h cot^.
Il résulte de ces valeurs de of et de of^ que, lorsque y est plus grand que p, o/i est plus petit que of] le point/, est alors {fig^ 2 1 .3 ) à l'intérieur de la circonférence qui a pour rayon of. Pour avoir
le point de la courbe d'ombre situé sur la génératrice D, élevons au point o une perpendiculaire o/ à D ; joignons le point / au point /i, la droite //i rencontre D au point m, qui appartient à la projection horizontale de la courbe d*orabre sur la surface de vis éclairée par des rayons lumineux parallèles entre eux et perpendiculaires à of^. Lorsque le point/ parcourt la circonférence décrite avec h cotp pour rayon, le point m, sommet du triangle rectangle mof^ dont les hypoténuses passent par le point fixe/i, décrit la courbe dont nous allons chercher la forme.
Menons le diamètre pq parallèlement à la projection du rayon
lumineux. Le point/ se rapprochant du point y, le point m se rapproche du point/ ; lorsque le point / arrive au point q^ le point m vient au point /i et la droite /i m devient la tangente/ gr à la courbe au point/. Ce que nous disons pour le point 9, nous pouvons le répéter pour le point p\ la courbe est, du reste, symétrique par rapport au diamètre qui contient le point/.
Ainsi : le point f^ est un point double de la projection horizontale de la courbe d'ombre, et les tangentes en ce point double sont les droites qui joignent le point f^ aux extrémités dudiamètre pq^ perpendiculaire à of^.
La droite m/ rencontre la circonférence en deux points/ et/' ; à chacun de ces points correspond un point de la courbe. On a alors sur la droite ff^ deux points m et m' de la projection horizontale de la courbe d'ombre. On voit donc que sur cette droite il y a les deux points confondus au point /i et les deux points m et /n', c'est-à-dire quatre points ; cette droite rencontrant la courbe en quatre points, la projection horizontale de la courbe d'ombre est donc du quatrième degré.
Les droites om^ om\ étant respectivement perpendiculaires aux côtés du triangle isoscèle /o/', déterminent aussi avec la droite mni un triangle isoscèle ; la perpendiculaire abaissée du point o sur la base mm^ passe donc au milieu de cette base. Si nous appelons He milieu de f/'^ ce point i est le milieu de mm'\ le lieu des points analogues au point i est le lieu des milieux des cordes, telles que mm\ qui passent par le point /i ; c'est une ligne diamétrale de la courbe d'ombre. Les points tels que * appartiennent à la circonférence décrite sur o/i comme diamètre; cette circonférence est donc une ligne diamétrale de la projection de la courbe d^ ombre.
Lorsque le point/ vient au point r, extrémité du diamètre qui passe par le point/, le point m vient au point o, et la droite om devient perpendiculaire à ce diamètre / r : la courbe arrive donc au point o tangentiellement à la ligne op ; en continuant, on voit que la courbe revient passer par le point / et contient le point m'; enfin on achève de la tracer en poursuivant le déplacement du point/.
Supposons maintenant Y<^; alors on a o/ >o/ et le point/ (^fig* 2 '4) est en dehors de la circonférence décrite avec h cot^ pour rayon. Le point/ est encore un point double de la courbe, et les tangentes en ce point sont les droites qui joignent le point/ aux extrémités du diamètre pq, perpendiculaire à o/ ; on a, comme précédemment, une boucle tangente au point o à la droite pq. Cherchons les points de la courbe qui se trouvent sur les tangentes que l'on peut mener du point / à la circonférence. Ap-
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pelons / le point de contact de Tune de ces tangentes. On doit joindre le point o au point/; on obtient ainsi une droite perpendiculaire à /i/; puis on élève au point o une perpendiculaire à o/, et l'on a la projection de la génératrice sur laquelle se trouve le point qui est à la rencontre de cette droite avec /</; ces deux droites étant parallèles entre elles, ce point est à Tinfini. On voit déjà que la Wgnef^fç.sV la direction d'une asymptote; construisons la tangente en ce point à l'infini. Nous savons que Ton doit prendre le point de rencontre de la tangente en /avec le diamètre pq perpendiculaire à o/, et porter le segment /r jusqu'au point t sur cette tangente /r; le point t appartient à la tangente à déterminer. Il résulte de cette construction, puisque le point t est sur la ligne //, que cette droite est l'asymptote elle-même. Ainsi, les tangentes que l'on peut mener du point , à la circonférence sont les asymptotes de la courbe,
Fig. 2i5.
EnfinsupposonsY=p,c'est-à-direoy< = o/. Onaencore(/?^. 2i5) un point double au point /< , et les tangentes en ce point sont les droites qui joignent le point / à l'extrémité du diamètre pq, perpendiculaire à o/i ; ces droites, actuellement, sont perpendiculaires l'une à l'autre.
Sur une droite /i/, indépendamment du point/, on obtient les points de la courbe en élevant respectivement des perpendiculaires à o/et o/. On voit ainsi que le point de rencontre de/i/ avec le diamètre pq est toujours un point de la projection de la courbe d'ombre ; cette droite pq fait, par conséquent, partie du lieu. Celui-ci se décompose en une droite, et la partie restante est du troisième degré.
La tangente à la circonférence au point f^ donne la direction d'une asymptote; cherchons cette droite. Du point o abaissons sur la droite mm! la perpendiculaire où La perpendiculaire il abaissée du point i smt pq est toujours la moitié de la perpendiculaire mli abaissée du point m sur ce même diamètre pq^ puisque le point i est le milieu de mm'. Lorsque la droite /</, tournant autour du point /i, devient la tangente enf^ à la circonférence, le point i vient se confondre avec le point /< et la perpendiculaire il devient le rayon /, o. La distance du point m k pq est toujours double de la dislance du points' à cette même droite; lorsque le point m est à rinfini, sa distance au diamètre pq est alors double de o/i. Ainsi, V asymptote est perpendiculaire à of^ et est à une distance du point f^ égale au rayon f^ o.
La projection de la courbe d'ombre, dans ce cas, est la courbe connue que Ton nomme stropholde. Il est facile, sur la figure, de retrouver quelques-unes des propriétés de cette courbe. Lorsque, par exemple, le point /vient en /', extrémité du diamètre /o, le point du lieu est en n sur la droite/,/'; dans le triangle m//\ les droites /y,, mo sont deux hauteurs, et Ton a alors
on X ont = of .
Ainsi la courbe est telle, que, si sur une droite om on' prend un — t
rayon vecteur on=:-^> on retrouve la courbe elle-même. Le
•^ ont
lieu des points tels que n est la transformée de la courbe par rayons vecteurs réciproques ; la courbe se transforme donc en elle-même par rayons vecteurs réciproques (*). (Voir la note p. 219).
On peut remarquer encore cette propriété : Si un angle droit tel que mfx n a son sommet au point double f^^ les hypoténuses telles que mn passent par le point fixe o de la courbe.
Gonstraction des points de la courbe d'ombre situés sur une hélice. — Construire les points de la courbe d'ombre situés sur une hélice tracée sur la surface de vis; en d'autres termes, on demande les points de la courbe d'ombre qui, en projection horizontale, se
(») Celle courbure est alors une anallagmatique du troisième degré.
trouvent sur une circonférence dont le centre est au pied de Taxe de la surface de vis.
Décrivons (^fig' 216) une circonférence (1) dont le rayon est égal à h cotv, une circonférence concentrique (2) dont le rayon est égal à h cotp, et enfin décrivons la circonférence donnée, concentrique aux deux premières, sur laquelle on se propose de construire des points de la courbe d'ombre. Sur la circonférence (i). on a le point fixe f^ . Menons les deux droites 06, oc perpendiculaires Tune à l'autre; limitons Tune à l.a circonférence, projec-
Fig. 216.
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tion de Thélice donnée, et Tautre à la circonférence (2); joignons les extrémités 6 et c de ces deux droites et prolongeons la droite bc jusqu'au point d de la circonférence (i); joignons le point d au point o. Si nous faisons tourner l'ensemble de la figure formée par les droites oc, 06, od et cd de façon que la droite od vienne coïncider avec la droite 0/1 , il est clair que le point h viendra en un point m, qui est un des points demandés^ parce que, dans cette position, la figure obtenue est celle qu'il faudrait établir pour construire le point de la courbe d'ombre sur la génératrice om. On n'a donc, pour chercher les différents points demandés, qu'à examiner les différentes positions que peuvent prendre, l'une par rapport à l'autre, des droites analogues à od et oc. Ainsi, le point d peut être au point rf' sur le prolongement de la droite rfc, et, après avoir fait tourner la figure autour du point o de façon que le rayon orf' vienne coïncider avec of^ , le point h viendra prendre une certaine position sur la circonférence donnée, et l'on a encore un des points demandés.
Nous pouvons prendre les droites perpendiculaires l'une à l'autre ob et oc'. Joignons le point d au point 6, nous obtenons le point rfi , et, après avoir fait tourner la figure autour du point o de façon que le rayon od^ vienne coïncider avec la droite o/< , nous trouvons pour le point b une nouvelle position sur la circonférence donnée; c'est encore un point qui répond à la question. Enfin prolongeons la droite rf| b jusqu'au point d\ , nous pouvons faire tourner la figure de façon que od\ vienne coïncider avec o/i, et nous arrivons encore à l'un des points cherchés. Nous avons trouvé ainsi, sur la circonférence donnée, les quatre points m, /ni, m^^ m% qui répondent à la question, c'est-à-dire qui sont des points de la projection horizontale de la courbe d'ombre situés sur la circonférence donnée.
Gonstmction des points de la courbe de contour apparent situés sur l'hélice directrice. — Le problème que nous venons de traiter d'une façon générale s'applique au cas particulier où le cylindre circonscrit à la surface de vis a ses génératrices perpendiculaires au plan vertical de projection et où l'hélice donnée est l'hélice directrice de la surface de vis. Dans ce cas, la trace de ce cylindre sur le plan vertical de projection est la courbe de contour apparent sur ce plan vertical, et les points sur l'hélice directrice sont les points où la courbe de contour apparent sur la surface de vis touche cette hélice.
En projection horizontale, on a toujours {Jig* 208) une circonférence décrite avec h cotp pour rayon. Le cylindre circonscrit a ses génératrices perpendiculaires au plan vertical^ tous ses plans tangents sont perpendiculaires au plan vertical de projection. Les droites qui partent des points tels que / et qui rencontrent les génératrices en des points de la projection horizontale de la courbe de contour apparent sont parallèles à la ligne de terre.
Pour avoir les points situés sur l'hélice directrice, on construit le triangle rectangle bof\ on le fait tourner autour du point o jusqu'à ce que son hypoténuse soit en ef^^ parallèle à la ligne de terre, le côté o/< étant dirigé convenablement par rapport à oe. Le troisième sommet du triangle rectangle est alors sur la circonférence base du cylindre en un point e, qui est la projection horizontale du point ef demandé.
La surface de vis à filet carré est la surface lieu des droites perpendiculaires à l'axe d'un cylindre de révolution et qui rencontrent une hélice directrice tracée sur ce cylindre. Toutes ces droites sont parallèles à un plan perpendiculaire à l'axe du cylindre ; la surface admet donc ce plan comme plan directeur.
L'axe du cylindre est une ligne de striction de la surface de vis.
Le paramètre de distribution des plans tangents est égal, comme nous l'avons vu, au pas réduit de l'hélice directrice.
Plan tangent. — Supposons {fig* ^'y) ^^ '^^ génératrices du cylindre soient verticales. Pour le point (&', 6) de l'hélice direc-
Fig. 217.
trice, on obtient les projections de la génératrice de la surface de vis en menant, d'une part, la droite Vd parallèlement à la ligne de terre et, d'autre part, la droite ob qui passe par le centre o de la circonférence, projection horizontale du cylindre.
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Cherchons le plan langent au point (m', m) de (c'6', 06). Prenons un paraboloïde de^ raccordement le long de cette génératrice. Conservons le plan directeur de la surface comme plan directeur du paraboloïde, et prenons, pour directrices de cette surface, Taxe du cylindre et la tangente au point V à Thélice. Ce paraboloïde est de raccordement, car il a mêmes plans tangents que la surface au point c', au point V et au point qui est à Tinfini sur d U , On n'a donc qu'à construire le plan tangent au point (m, /?i') à ce paraboloïde pour avoir le plan tangent demandé. Ce paraboloïde rencontre le plan horizontal (H'), qui est un plan directeur, suivant la droite qui joint le point o au point /, trace de la tangente à l'hélice sur ce plan, le second plan directeur de ce paraboloïde est parallèle à bt^ et, comme il est parallèle à l'axe du cylindre, c'est le plan projetant horizontalement la tangente à l'hélice. Pour le point (/w, m') la génératrice de ce paraboloïde, du même système que cette tangente, se projette horizontalement suivant une droite menée du point m parallèlement à bt\ cette droite rencontre le plan (H') au point r, où elle coupe la trace du paraboloïde sur ce plan. Le plan tangent au point (m, m') est alors le plan déterminé par la génératrice oh et par cette droite mr\ il a pour horizontale la droite menée du point r parallèlement à la génératrice horizontale oh,
As3rinptot68 de rindicatrice. Paraboloïde oscnlatenr. — La droite mr est tangente à la surface de vis à filet carré; elle est donc tangente à l'hélice que décrit le point m pendant le déplacement hélicoïdal de la droite ob. Entraînons le plan tangent en /n à la surface de vis à filet carré. La caractéristique de ce plan passe par le point m\ où il touche la surface, et, comme ce plan fait toujours le même angle avec le plan horizontal, cette caractéristique est une ligne de plus grande pente, c'est-à-dire que cette droite n'est autre quem/\ Puisque cette caractéristique du plan tangent se confond avec la tangente à l'hélice décrite par le point m, c'est que cette tangente est une asymptote de l'indicatrice. Ainsi, les tangentes aux hélices décrites par les points de la génératrice ob, pendant le déplacement hélicoïdal de cette droite^ sont les asymptotes des indicatrices de la sur/ace de la vis à filet carré. Mais ces tangentes appartiennent au paraboloïde de raccordement dont nous
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venons de faire usage ; ce paraboloïde est donc le lieu des asymptotes des indicatrices de la surface pour les différents point de la droite ob. Ce paraboloide est alors le paraboloïde osculateur de la surface pour la génératrice ob.
Rayons de courbure principaux. Lignes de courbure. — Pour un point quelconque /n, les asymptotes de Tindicatrice sont à angle droit; les rayons de courbure principaux delà surface, qui sont de signes contraires, puisqu'elle est à courbures opposées, sont donc égaux. Les lignes de courbure en un point; étant dirigées suivant les bissectrices des angles compris entre les asymptotes de l'indicatrice, rencontrent sous un angle de 45** les génératrices de la surface. Ainsi, si l'on trace sur la surface de vis à filet carré des courbes qui rencontrent toujours sous un angle de 45° les génératrices de cette surface, on a ses lignes de courbure.
La surface de vis considérée comme une normalie. — Les génératrices de la surface de vis à filet carré sont les normales au cylindre donné qui partent des différents points de Thélice directrice; on peut dire alors que cette surface de vis est une normalie à ce cylindre dont la directrice est une hélice tracée sur cette surface.
Appliquons cette propriété des normalies, démontrée précédemment (p. 296) :
Le plan tangent à une normalie en un point de sa directrice est normal à cette normalie au centre de courbure de la section que ce plan détermine dans la surface sur laquelle est tracée la courbe directrice.
Pour la génératrice 06, le point o est le point central, le paramètre de distribution des plans tangents est égal à A et le plan central est le plan vertical ob.
En élevant à ob la perpendiculaire oy égale à A, on oblient.en y le point représentatif de l'élément de normalie le long de ob,
La perpendiculaire yf^yb donne alors sur ob le point/ où le plan tangent en & à la normalie est normal à cette surface.
D'après le théorème que nous venons de rappeler, le point/ est le centre de courbure de la section faite dans le cylindre par le plan tangent en b. Ce dernier plan étant le plan osculateur de l'hélice
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directrice, le point /est le centre de courbure de cette courbe. Remarquons que l'angle y 60, complémentaire de l'angle que le plan tangent en b fait avec le plan central, est égal à l'angle que la tangente à Thélice directrice fait avec le plan horizontal. La construction du point / n'est donc autre que la construction du centre de courbure de l'hélice à laquelle nous étions arrivés [p. 190] (*). Si le plan tangent en b est entraîné lorsque ob décrit la surface de vis, son foyer est en/, puisque la trajectoire de ce point est normale à ce plan.
Courbe d'ombre. — Appliquons la construction trouvée pour la surface de vis à filet triangulaire. Appelons toujours y l'angle que le rayon lumineux fait avec le plan horizontal; prenons {fig* 21^)
Fig. 218.
le segment o/< perpendiculairement à la projection du rayon lumineux et égal à Acoty. La circonférence décrite avec Acotp pour rayon est maintenant à l'infini, puisque Acot^ est infini. On doit mener par le point o une droite, puis joindre le point /i au poinl où elle rencontre cette circonférence, c'est-à-dire mener une parallèle à cette droite, enfin élever au point o une perpendiculaire à cette direction; on obtient, sur cette parallèle, le point m, projection d'un point de la courbe d'ombre.
Il résulte de cette construction que la projection horizontale de la courbe d'ombre est la circonférence décrite sur of^ comme diamètre. La courbe d'ombre en projection horizontale est donc une circonférence qui passe par le pied de l'axe du cylindre.
Dans l'espace, la courbe d'ombre est une hélice, comme nous allons le montrer.
(*) Cette construction résulte aussi de la construction trouvée (p. 297.)
Pour construire la courbe de l'espace, nous n'avons qu'à chercher l'intersection de la surface de vis avec le cylindre dont la base est la circonférence décrite sur o/i comme diamètre; nous obtenons des points de la courbe d'intersection de la surface de vis et de ce cylindre, en prenant les traces des génératrices de la surface de vis sur ce cylindre. Construisons des génératrices en joignant le point o aux points i, 2, 3, 4> 5, qui interceptent des segments égaux. On a
arc (1-2)= arc ('2-3) = arc(3-4),
vt ainsi de suite. Les génératrices de la surface de vis se projettent suivant les rayons o-i, o-a, o-3, ... et ces droites dans l'espace, quand on passe de Tune à l'autre, s'élèvent successivement de hauteurs égales, puisqu'elles correspondent, en projection, à des
arcs tels que 1-2, 2-3, • • . égaux entre eux. Les traces de ces droites sur le 'cylindre, dont la base est la circonférence décrite suro/i, se projettent en des points de cette dernière circonférence et interceptent aussi entre eux des arcs égaux.
On a donc dans l'espace des points qui s'élèvent de hauteurs égales et dont les projections i', 2', 3', •.. comprennent entre
elles des arcs égaux, l'-a', 2'-3', 3'-4', • • •• Ces points appartiennent alors à une hélice ; la courbe d'ombre sur la surface de vis à filet carré est donc une hélice. On peut remarquer que le pas de cette hélice est égal à la moitié du pas de l'hélice directrice.
Points Limites sur la courbe d*ombre. — Pour construire les projections des points limites, on doit prendre les points de contact de la projection de la courbe d'ombre avec des tangentes parallèles à la projection du rayon lumineux; ici nous trouvons comme points de contact /< et le point o. Mais, aux points qui se projettent horizontalement en o, les plans tangents à la surface de vis sont verticaux; d'autre part, la tangente au point /< et la tangente au point o à l'hélice courbe d'ombre étant également inclinées sur une verticale, si l'une est dans le plan tangent, l'autre ne peut être une tangente à la courbe d'ombre. Le point /i seul est un point limite, et l'on voit que, sur la courbe d'ombre dans l'espace, on a successivement une spire composée de points réels et une spire composée de points virtuels. On peut ajouter que, la
courbe d'ombre de la surface de vis à filet carré étant une hélice, l'ombre portée par cette surface sur un plan horizontal est une cycloïdc (p. 189).
Dessin d'une vis à filet carré. — Prenons {fi g- a 19) un cylindre qui forme le noyau de la vis. Dans le plan méridien parallèle au plan de projection, considérons un rectangle dont un côté, i-^^ est un segment de la ligne de contour apparent du cylindre du
Fig. 119.
noyau; c'est ce rectangle qui, entraîné dans un déplacement hélicoïdal tel que le pas de l'hélice décrite soit double du côté 1-2, vii engendrer le filet de la vis à filet carré. Lorsque le plan méridien qui contient ce rectangle a tourné de deux angles droits autour de l'axe du noyau, le rectangle vient dans la position i'2'3'4'; puis, ce plan méridien continuant son déplacement, il coïncide avec la position qu'il occupait d'abord, et le rectangle vient en \" '?!' Z" éil' ^ et ainsi de suite. Le point 3 décrit une hélice qui est tangente en ce point 3 à la ligne 3-4 et tangente au point 3' à la ligne 3'-4'; de même pour le point 4'- La droite 3-4 du rectangle engendre unt» portion de surface cylindrique qui est limitée à ces deux hélices, i^'hélice décrite par le point 3' est vue jusqu'au point a à partir duquel elle est cachée par le noyau ; l'hélice décrite par le point •>. et l'hélice décrite par le point 3 limitent la portion de surface de vis à filet carré engendrée par le côté 2-3. Si nous traçons des génératrices de cette surface, nous avons toujours des droites perpendiculaires à l'axe du cylindre. De même pour l'hélice dé-
crite par le point i et pour Thélice décrite par le point 4 5 elles limitent la portion utile de la surface de vis à filet carré engendrée parle côté i-4; puis nous n'avons qu'à répéter ce que nous venons de dire, et nous aurons successivement la projection de la portion vue du filet de la vis.
SUPPLÉMENT A LA VINGT-SIXIÈME LEÇON
Gonstmction des centres de courbure principaux de la surface de vis à filet triangulaire. — L'axe de la vis {fig- aao) étant vertical, menons
Fig. 320.
un plan horizontal (H') par le point o où cet axe est rencontré par la génératrice om. Le point/ étant la projection de l'adjointe au plan perpendiculaire à om, la normale au point m à la surface de vis se projette suivant //n.
Nous nous proposons de construire les centres de courbure principaux de la surface de vis qui sont sur la normale //n. Pour cela, nous allons déterminer les points de contact de deux normalies à cette surface qui contiennent cette normale. Prenons comme normalies le paraboloïde des normales à la surface de vis dont les pieds sont les points de om et Thélicoïde réglé engendré par la normale /m elle-même, que
nous supposons entraînée pendant le déplacement hélicoïdal de la génératrice om de la surface de vis.
Occupons-nous d'abord de cet hélicoïde réglé. Soit t la trace sur (II') de la normale /m. Le plan omù a alors pour trace sur ce plan la droite ot. Si ce plan est entraîné dans le déplacement hélicoïdal, sa caractéristique est perpendiculaire à o/, et elle passe par le point/,, projection de l'adjointe au plan perpendiculaire à/m.
Construisons le point/,. Pendant son déplacement, le plan omt contenant toujours la génératrice de la surface de vis telle que o/n, sa caractéristique se projette suivant une droite qui passe par/ Cette droite est alors la perpendiculaire abaissée de ce point/ sur o/; le point où elle rencontre la perpendiculaire abaissée de o sur /m est le point/,.
Il résulte de cette construction que/,^ est perpendiculaire à cf.
Le point/, étant déterminé, on a tout de suite la projection /,e de la normale en un point quelconque e de fm à Thélicoïde réglé engendré par cette droite en joignant le point/, au point e.
Le paraboloïde des normales à la surface de vis le long de om contient l'adjointe projetée en / Ses génératrices se projettent suivant des parallèles à om. Sa trace sur ( H') se compose des droites tg et og, La génératrice qui passe en e se projette suivant el, qui est parallèle à 0//1, et la trace de cette droite sur (H') est en / sur la trace du paraboloïde. Le plan tangent en e à ce paraboloïde a pour trace sur (H') la droite It.
Si le point e était un centre de courbure principal, le plan tangent en ce point au paraboloïde serait perpendiculaire à la normale /,e. Nous devons donc maintenant faire varier la position du point e sur fm jusqu'à ce que la droite telle que /, e soit perpendiculaire à la droite telle que U. Mais, lorsque e décrit fm, le point n décrit sur (H') une droite qui passe par le point /; on a alors la construction suivante :
On mène les droites fi m, ot; elles se coupent en i^. La droite /' rencontre la circonférence décrite sur ft comme diamètre en deux points : les droites qui joignent f à ces deux points coupent f m en Yi, yj> qui sont les projections horizontales des centres de courbure demandés.
Remarques. — Le paraboloïde des normales à la surface de vis pour la génératrice om est tangent au point g au plan (H').
Comme ce paraboloïde contient l'adjointe projetée en /, le plan (H') lui est normal au point /"situé sur og. Nous avons donc sur la gêné-
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ratrice og du paraboloïde des normales les points/ et g^ où le plan (ïF) est normal et tangent à cette surface.
Le produit des distances de ces points au point central o, relatif à og^ est alors égal au carré du paramètre de distribution des plans tangents au paraboloïde pour la génératrice og\ mais ce paramètre est égal au paramètre de distribution des plans tangents à la surface de vis, c'est-à-dire au pas réduit h des hélices décrites pendant le déplacement; on a donc
Comme dans le triangle f\ft^ on a
J\SXgt = og{^og-^of)\
on voit donc que f\gX^gt^=h}-^og,
Gonstrnctioii des centres de courbure principaux de la surface de râ à fllet carré. — Nous allons résoudre ce problème en particularisant la construction que nous venons de donner pour la surface de vis à (ilet triangulaire.
La droite ont (Jig^ 221) est dans le plan (H'). Lepoint/de la ques-
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tion précédente est maintenant à Tinfîni. La normale en m se projette suivant une perpendiculaire à om, La trace de cette normale sur (H') est au point m lui-même.
Le point g de \9i fig. 220 est maintenant confondu avec o. Le point /,, en vertu de la remarque précédente, est alors tel que o/, x om = A^ Comme le pas réduit h est donné, on peut construire le point /t.
La construction précédente devient alors celle-ci :
On mène {fig» 221) tes droites ef^y Im, Ces droites se coupent en n, La perpendiculaire abaissée de ce point sur om rencontre la circonférence décrite sur f^ m comme diamètre en deux points : les droites qui joignent ces points à /i rencontrent la normale en m aux points Yi, Yî? 9^^ ^^^l ^^^ projections horizontales des centres de courbure principaux demandés.
Simplifions cette construction ; on a
ni Y j — rnp x mq = Fno X m/i = md ;
ainsi /n^j^ md.
Le point d s'obtient du reste facilement, puisque le segment od est égal au pas réduite.
Voici donc la construction à laquelle on arrive :
Sur la perpendiculaire od à om on porte le pas réduit h. On prend les segments /w^i, /^Yi égaux à md, et Von a en Yi, Yî ^^* projections horizontales des centres de courbure principaux demandés.
L'angle odm est égal à l'angle que le plan tangent en m à la surface de vis fait avec le plan tangent en o à cette surface ; on a alors la longueur /wy', du rayon de courbure principal projeté suivant /tiyï, en élevant la perpendiculaire û^y, ^ ^^'
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SURFACES DÉVELOPPABLES*
Généralions. — Surface d'ombre ou de pénombre dans le cas d'une surface lumineuse. — Surface développable circonscrite à deux coniques.-^ Surface d'ombre d'une ellipse éclairée par un cercle.
Générations. — Deux courbes directrices A, B {^fig- ^22) délerminent une surface développable : cette surface est l'enveloppe d*un plan qui se déplace en restant tangent à A et B. La génératrice de la surface, pour une position du plan mobile, est la droite qui joint les points où ce plan touche les courbes directrices A et B.
Pour le voir, il suffit de considérer les tangentes à Tune des courbes directrices, A par exemple; le plan passe toujours par Tune de ces tangentes, la caractéristique de ce plan passe alors par le point où il touche la surface formée par ces tangentes. Mais cette surface est une surface développable qui a pour arête de rebroussement la directrice A; le plan mobile, qui est mené par la tangente en a à A et qui ne se confond pas avec le plan osculateur de la courbe, doit alors être considéré comme tangent à la surface développable au point a et sa caractéristique passe par ce point.
Ce que nous venons de dire pour l'une des courbes peut se répéter pour l'autre ; on voit ainsi que la caractéristique du plan mobile, c'est-à-dire la génératrice de la surface développable,
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passe par les points où ce plan touche les deux courbes directrices.
Pour construire la génératrice de la surface qui passe par le point a, considérons le cône qui a pour sommet a et pour directrice la courbe B. Par la tangente au point a de la courbe directrice A menons des plans tangents à ce cône; ces plans sont dans les positions pour lesquelles le plan mobile est tangent aux deux courbes directrices ; les génératrices de contact de ces plans et du cône sont les génératrices de la surface développable qui passent par le point a. On voit ainsi quNme des directrices ne peut pas être une droite ; car, par une droite, on ne peut mener une série continue de plans tangents à une courbe donnée. Lors donc qu'une surface réglée donnée a pour directrice une droite, cette surface n'est pas développable.
On voit aussi qu'on peut considérer la surface développable définie au moyen des deux courbes directrices comme l'enveloppe des cônes passant par l'une des courbes directrices, et dont les sommets sont les points de l'autre courbe.
On peut définir une surface développable en donnant une courbe directrice A et un cône directeur. Pour déterminer les génératrices de la surface qui passent par le point a de A, on mène en ce point la tangente à cette courbe^ puis on construit les plans tangents au cône directeur menés parallèlement à cette tangente; les génératrices de la surface développable sont les droites qui partent du point a et qui sont menées parallèlement aux génératrices de contact de ces plans tangents et de ce cône.
Cette définition de la surface développable peut être rattachée à la première ; on peut dire que, dans ce cas, la surface développable est définie par deux courbes directrices dont l'une, à l'infini, est donnée par un cône qui la contient.
Au lieu de courbes directrices, on peut employer des surfaces directrices : une surface développable peut être définie au moyen de deux surfaces directrices. Un plan tangent commun à ces deux surfaces, qui se déplace en restant tangent à ces surfaces, enveloppe la surface développable qui a pour directrices les deux surfaces données. Ici, comme pour le cas où l'on donne deux courbes directrices, la génératrice de la surface développable, pour une position du plan mobile, passe, ainsi qu'il est facile de le voir, par les points où ce plan touche les deux surfaces données.
4oa
Une surface développable peut encore être définie au moyen d'une surface directrice et d'une courbe directrice. Si cette courbe directrice est à l'infini et donnée au moyen d'un cône qui la contient, la surface développable est déterminée par une surface directrice et un cône directeur.
Dans ce dernier cas, pour un plan tangent à la surface directrice parallèle à l'un des plans tangents au cône directeur, la génératrice de la surface développable est parallèle à la génératrice de contact du cône directeur et de ce plan tangent; elle passe par le point de contact du plan tangent à la surface directrice.
Surface d'ombre on de pénombre dans le cas d'une surface lumineuse. — Comme exemple de surface développable définie au moyen de surfaces directrices, on peut prendre les surfaces d'ombre que Ton rencontre lorsque, au lieu de prendre un point lumineux, on a une surface lumineuse.
Soient (A) {fig^ aaS) une sphère lumineuse, (B) la sphère
Fiîç. 223.
éclairée et (P) un plan perpendiculaire à la ligne des centres de ces deux sphères sur lequel il y a l'ombre portée par (B) éclairée par la surface (A).
Les plans tangents aux deux sphères, qui laissent ces surfaces d'un même côté par rapport à ces plans, enveloppent un cône de révolution. La trace de ce cône sur le plan (P) est la circonférence de cercle C que nous indiquons en supposant le plan ( P) rabattu en (P') sur le plan de la figure; tous les points à l'intérieur de la circonférence C sont dans l'ombre; ils ne reçoivent aucun rayon lumineux.
Si nous prenons les plans tangents à ces sphères qui laissent
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ces surfaces de côtés différents par rapport à ces plans tangents, nous avons comme enveloppe un autre cône de révolution; la trace de ce cône sur le plan (P) est une circonférence C concentrique à C. Les points, situés à Tintérieur de cette circonférence et en dehors de C, sont partiellement éclairés : C est une ligne de pénombre, C est la courbe d'ombre portée; elle est la trace du cône d'ombre sur le plan (P) ; C est la trace du cône de pénombre.
Le cône d'ombre touche la sphère (B) aux différents points d'un petit cercle qui est la courbe d'ombre, et le cône de pénombre touche cebte sphère suivant un petit cercle qui est la courbe de pénombre. On voit ainsi que, lorsqu'au lieu d'un point lumineux on a une surface lumineuse, on est conduit à déterminer la surface développable circonscrite au corps éclairé et au corps éclairant, et que sur le corps éclairé on doit chercher deux lignes: la ligne d'ombre et la ligne de pénombre.
Si (A.) est le Soleil, (B) la Lune, et si la surface sur laquelle on prend l'ombre portée, au lieu d'être un plan, est la surface de la Terre, la courbe d'ombre renferme la région pour laquelle il y a éclipse totale de Soleil ; la portion comprise entre la ligne qui limite cette région et la trace du cône de pénombre est la partie pour laquelle il y a éclipse partielle.
Par suite du mouvement des astres, on a sur la surface de la Terre l'enveloppe des courbes d'ombre portée par la Lune ; on obtient ainsi deux lignes entre lesquelles se trouve la région, sur la surface de la Terre, pour laquelle il y a successivement éclipse totale de Soleil. L'enveloppe des courbes de pénombre donne des lignes qui limitent les régions terminées, d'autre part, aux premières dont nous venons de parler et pour lesquelles il y a successivement éclipse partielle.
Comme exemple de surface développable, nous considérerons une surface lumineuse plane terminée par une circonférence de cercle et nous supposerons que le corps éclairé se réduise à une ellipse placée de façon que la droite, qui joint son centre au centre du cercle lumineux, soit perpendiculaire aux plans de ces deux courbes. Nous allons d'abord parler de la surface développable circonscrite à deux coniques.
Surface développahle circonBcrite à deux coniques ( * )• — Soient (P) {Jig- 224) le plan de la conique A, (Q) le plan de la conique (B), et T la di'oite d'intersection des deux plans (P) et (Q). Un plan tangent commun aux coniques A et B coupe la droite T en un point f et a pour traces sur les plans des coniques les tangentes /a, ih à ces courbes. La génératrice de la surface développable dans le plan des droites ta^ tb est, d'après ce que nous venons de dire, la droite ah\ par le point t nous pouvons mener deux tangentes à la conique B; le plan de la tangente te et de la tangente ta est un plan tangent commun aux deux coniques; il touche la surface déve-
Fig. 224.
loppable enveloppe des plans tangents communs à ces deux courbes suivant la droite ac. On voit ainsi que par le point a de la conique A passent deux génératrices de la surface développable et, par conséquent, que la conique A est une ligne double de celle surface.
Il en est de même pour la conique B. Ainsi les deux coniques directrices de la surface développable sont deux lignes doubles de cette surface.
Supposons que le plan d'une des coniques soit tangent à l'autre conique {fig- aaS). Soit rf le point où le plan (Q) touche la conique A. Pour le point a il y a toujours les deux génératrices ab et ac, mais pour le point d nous trouvons les droites de etdb, qui sont toutes les deux dans le plan (Q). Lorsque nous faisons varier le point t sur la droite T, comme nous supposons cette droite extérieure à la conique B, nous trouvons, pour les points de contact de cette conique avec les tangentes issues de chacun des points de
(') De LA GoDRKERiE, Traité de Géométrie descriptive, !!• Partie, p. 71 et suiv.
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la droite T, tous les points de B; il j a donc, parmi les génératrices de la surface développable, une infinité de droites qu^on peut mener à partir du point d dans le plan (Q) ^ ce plan fait donc
Fig.
aaS.
aV_^
partie de la surface, qui, actuellement, se décompose. La courbe A est toujours une ligne double de la surface.
Supposons maintenant ^fig* aaô) que le plan d'une des coniques coupe Tautre conique. Appelons mn la corde de la conique A, qui appartient au plan (Q). Pour tout point de la droite T, en dehors de la conique A, on peut tracer deux tangentes à chacune des coniques, et, en joignant deux à deux les points de contact de
Fig. aQ6.
ces tangentes, on a quatre génératrices de la surface. Lorsque le point t se rapproche du point m, on obtient toujours pour chacune des positions de ce point quatre génératrices de la surface. En un des points de contact de A avec Tune des tangentes qu'on peut mener à celle courbe à partir d'un point de T, on a toujours deux génératrices de la développable, c'est-à-dire que la courbe A est toujours une ligne double de la surface développable.
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Supposons que le point t soit arrivé au point m. On peut, à partir de ce point, mener deux tangentes à la conique B; c, e sont les points de contact de ces tangentes avec B. Mais, si nous continuons à déplacer le point t sur la droite T, lorsqu'il a dépassé le point m, il se trouve sur la corde mn\ on peut toujours mener des tangentes à la courbe B, mais aux points de contact de ces tangentes ne correspondent pas des génératrices réelles de la surface développable, puisqu'on ne peut pas mener de tangentes à la conique A. C'est à partir du point n qu'on peut mener de nouveau des tangentes à la conique B. Appelons g et h les points de contact de B avec les tangentes issues du point n\ on voit que les quatre points c, g^ e, h partagent la conique B en quatre arcs, les uns, ge, clh^ tels, qu'à partir de chacun des points de ces arcs il y a deux génératrices de la surface développable : ce sont alors des arcs doubles sur la surface; quant aux deux autres, il n'y a pas de génératrices de la surface aboutissant aux différents points de ces arcs.
Dans tous les cas, c'est en projetant les génératrices de la surface développable et en prenant les enveloppes des projections de ces génératrices qu'on a la projection de l'arête de rebroussement de la surface; nous allons faire voir que, lorsque le plan d'une des coniques coupe l'autre conique, les extrémités des arcs doubles sont des points de l'arête de rebroussement de la surface développable et sont des points de rebroussement sur cette arête de rebroussement.
Les génératrices de la surface développable, qui partent du point i de la conique A, rencontrent B en des points des arcs doubles de cette courbe. Prenons seulement la génératrice li\ lorsque le point i se déplace sur A, le point / se déplace sur B; lorsque le point i est venu en /n, le point /est venu au point c; le point {'continuant son mouvement dans le même sens sur la conique A, le point / repasse par les premières positions qu'il avait d'abord occupées.
Si l'on suppose l'arc mi infiniment petit du premier ordre, la tangente de la conique A au point i rencontre la droite T en un point v\ la distance vm est infiniment petite du second ordre, et l'arc le correspondant sur B est du même ordre que vm. On voit ainsi que le point c est un point de V arête de rebroussement de la surface développable.
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Projetons les coniques A et B sur un plan arbitraire. On obtient la yî^. 227, dont les lettres correspondent aux lettres de la fig. 226.
Fîg. 227.
ru
su
su —
ru
Abaissons des points i' et /' les perpendiculaires i'r, l's sur la projection m'c' de la génératrice de la surface développable. On a
d'où
Le segment ru a une longueur finie, puisque, lorsque i' vient en m', le point r vient en m' et le point u en c'] le segment l's est infiniment petit du quatrième ordre, puisque l'arc /V est infiniment petit du deuxième ordre; le segment i'r est infiniment petit du premier ordre. Par suite, su est infiniment petit du troisième ordre et ce segment est alors négligeable devant c/Sy qui est infiniment petit du deuxième ordre. Il résulte de là que le point de rencontre u des projections m'c'j V V de deux génératrices infiniment voisines est toujours, ainsi que le point 5, d'un même côté de d sur la droite ml d'y et, comme les droites t'/', m'd sont tangentes à la projection de l'arête de rebroussement, nous allons conclure que cette projection a un point de rebroussement au point c'. En effet, dans le voisinage d'un point ordinaire, les tangentes à une courbe rencontrent la tangente en ce point ordinaire de part et d'autre de ce point; il en est de même pour un point d'inflexion. C'est seulement lorsqu'on a un rebroussement qu'on trouve sur la tangente en ce point, et d'un même côté par rapport à ce point, les rencontres de cette tangente avec les tangentes infiniment voisines. Ainsi la projection de l'arête de rebroussement est tangente en c' à m!c'j et ce point d est un point de rebroussement.
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Comme le plan sur lequel nous avons fait la projection est arbitraire, on voit que le point c {fig* 226) est un point de rebroussèment de V arête de rebroussement de la surface développable.
Surface d'ombre d'nne ellipse éclairée par nn cercle. — Après ces généralités, revenons au cas où Ton a une aire lumineuse circulaire éclairant une ellipse placée comme nous l'avons dit précédemment. Nous représentons seulement la surface d'ombre, c'està-dire la surface développable enveloppe des plans tangents aux deux courbes qui laissent ces deux courbes d'un même côté par rapport à chacun de ces plans.
Prenons {Jig* 228) comme plan vertical de projection un plan parallèle au plan du cercle lumineux, et comme plan horizontal un plan perpendiculaire au plan du cercle et parallèle au grand axe de l'ellipse éclairée.
Les projections verticales des deux courbes sont alors concentriques et l'ellipse a pour grand axe une droite parallèle à la ligne de terre ; les projections horizontales du cercle et de l'ellipse sont les droites /n/i, ab parallèles à la ligne de terre.
Pour déterminer un plan tangent commun à ces deux courbes, on n'a qu'à mener à ces courbes deux tangentes parallèles entre elles, de façon que les deux courbes soient placées de la même manière par rapport à ces tangentes.
Menons la tangente à l'ellipse en un point quelconque^' de cette courbe. Abaissons du point o' une perpendiculaire sur cette tangente, cette droite rencontre la circonférence en un point qr' pour lequel la tangente est parallèle à la tangente à l'ellipse au point/?'. La droite p' q^ est la projection verticale d'une génératrice de la surface; projetons le point ^' au point q sur m/i, le point/?' au point/? sur le segment ab : la droite pq est la projection horizontale de la génératrice p' q' de la surface développable. La trace (^, t) A*- cette droite sur le plan horizontal (H'), mené par le grand axe r.e l'ellipse, appartient à la trace de la surface d'ombre sur ce p.an (H').
La génératrice de la surface développable qui passe par le point/?", symétrique de/?' par rapporta (H'), a aussi pour trace le point (^', t)\ ainsi, le point (^, t) appartient à une ligne double
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qui est située sur le plan (H'), plan de symétrie de la surface développable. Nous allons démontrer que cette ligne double est une conique.
Fig. 228.
D'un point quelconque de l'espace on peut mener à la surface développable quatre plans tangents. En eflet, considérons le point donné comme sommet de deux cônes ayant chacun pour directrice l'une des courbes données. Les plans tangents qu'on peut mener du point donné à la surface développable sont -des plans tangents à ces cônes; nous devons donc, pour avoir les plans tangents à la surface développable, chercher les plans tangents communs à deux cônes du second degré ayant même sommet. Les traces de ces deux caries sur un plan quelconque sont deux coniques; les traces des plans tangents communs à ces deux cônes sont les tangentes communes à ces deux coniques, et, comme pour
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deux coniques il existe quatre tangentes communes, on voit qu'il y a quatre plans tangents communs aux deux cônes et que, par conséquent, par un point de l'espace on peut mener quatre plans tangents à la surface développable. Dans le cas particulier où les plans tangents sont menés d'un point situé dans le plan (H'), ces plans tangents, par suite de la symétrie, sont eux-mêmes symétriques deux à deux par rapport à (H'), et les traces de ces quatre plans sur (H') se réduisent à deux droites ; ces deux droites sont les tangentes qu'on peut mener du point donné à la trace de la surface développable sur (H'). On voit que cette trace de la surface développable est une courbe telle, que d'un point pris dans son plan on ne peut lui mener que deux tangentes \ cette courbe est donc une conique.
Cette courbe peut être prise comme directrice de la surface développable et, comme son plan rencontre la circonférence de cercle qui termine l'aire lumineuse, on voit que cette courbe se partage en quatre arcs dont deux sont des arcs doubles. Les extrémités des arcs doubles sont les points de contact des tangentes qu'on peut mener à cette conique par les points m et n. Si nous ne considérons que la surface d'ombre, nous ne devons prendre que les droites qui se projettent suivant ma, nb. Ces droites touchent la conique double trace de la surface développable sur (H') aux extrémités e, g d'un arc double.
Cherchons sur la droite may par exemple, le point où cette droite touche l'arête de rebroussement de la surface développable, c'est-à-dire le point de contact de cette droite avec la conique double. Nous allons faire usage du théorème suivant, que nous allons d'abord démontrer :
Si Von coupe une surface développable par des plans parallèles entre eux, les centres de courbure des sections faites par ces plans dans la surface, relatiçement aux points où les plans sécants rencontrent une même génératrice, sont sur une droite qui passe par le point où cette génératrice touche Varête de rebroussement de la surface développable.
Prenons les développées des sections que ces plans parallèles font dans la surface développable. Par une génératrice de cette
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surface, on peut mener un plan tangent à toutes ces développées. Considérons ce plan et un plan analogue pour la génératrice infiniment voisine de la surface développable.
Déplaçons l'un de ces plans de façon à l'amener en coïncidence avec l'autre. Nous obtenons sur ce plan une caractéristique. Mais cette droite passe par les points de contact du plan mobile avec les développées et par le point où la génératrice de la surface développable touche Tarête de rebroussement de cette surface ; le théorème est donc démontré (').
Revenons à la surface d'ombre. La circonférence donnée et l'ellipse donnée sont les sections faites dans cette surface par deux plans parallèles entre eux : le centre de courbure de la circonférence correspondant au point m est le point o; le centre de courbure de l'ellipse correspondant au point a est le point a; la droite ool rencontre ma au point e, qui appartient à l'arête de rebroussement et qui est le point de contact de ma avec la conique double. On trouve de même le point g sur la droite né, et l'on peut tracer en g, tangentiellement à cette droite /i6, l'arc de la conique double qui passe par le point t et qui arrive au point e tangentiellement à ma. L'arête de rebroussement a pour projection horizontale l'enveloppe des projections horizontales des génératrices de la surface-, elle a des points de rebroussement aux points projetés en ^ et e; mais, par suite de la symétrie de la surface par rapport au plan (H'), cette arête de rebroussement arrive au point g et au point e tangentiellement à l'arc eg. Les branches des rebroussements se superposent en projection, et l'on ne voit qu'un arc de la courbe à partir du point g et un seul arc à partir du point e.
La droite qui joint le point o au point a passe par le point e de l'arête de rebroussement. On peut faire une remarque analogue pour la droite qui joint le point o à un centre de courbure quel-
(') Si, au lieu d'un déplacement infiniment petit du plan mobile, on prend un déplacement continu, toujours dans les mêmes conditions, on arrive à ce théorème, dû à M. Halphen : Les sections faites dans une surface développable par des plans parallèles entre eux ont leurs développées situées sur une même surface développable {Bulletin de la Société mathématique de France, 2» novembre 1877).
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conque de l'ellipse : cette droite rencontre toujours l'arête de rebroussement de la surface développable (*).
On peut énoncer ce résultat de la manière suivante :
La perspective do, V arête de rebroussement de la surface développable sur le plan de l'ellipse, en mettant l'œil au centre du cercle lumineux, est la développée de cette ellipse ; les points de rebroussement de cette développée sont les perspectives des points de rebroussement de l'arête de rebroussement.
Cherchons la section faite dans la surf ace par un plan parallèle aux deux courbes directrices. Un pareil plan partage en segments proporlionnels les portions des génératrices de la surface qui sont comprises entre les courbes directrices. Cette propriété subsiste en projection : la courbe qui passe, par exemple, par le point r', et qui est obtenue en coupant la surface par un plan (i) parallèle au plan vertical, est la courbe lieu des points, tels que / , qui partagent les segments analogues à p' q' dans le même rap-
Cette courbe est parallèle à une ellipse. En effet, puisqu'elle résulte de l'intersection de la surface développable et d'un plan parallèle au plan vertical, sa tangente en r' est la trace de son plan sur le plan tangent en ce point à la surface développable. Cette tangente est alors parallèle à la tangente au point /?' à l'ellipse donnée, et la normale à la courbe en / est la parallèle r'v' à o'y';
cette parallèle rencontre o' p' en un point v' ^ et l'on a -r-? = ^r->>
c'est-à-dire un rapport constant. Le point v^ appartient donc à une ellipse semblable à l'ellipse donnée.
Quel que soit le point de la courbe de section, tel que /^, on a toujours, correspondant à ce point, un point, tel que p', appartenant à une ellipse homothétique à l'ellipse donnée; comme la tangente au point c' à cette ellipse est parallèle à la tangente au point/?', la droite r'v' lui est normale.
(■) Ainsi, sur la projection verticale, en joignant le point o* au centre de courbure de l'ellipse correspondant au point p', on a une droite qui passe par le point où q'p' touche la projection de l'arête de rebroussement.
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Au moyen des triangles semblables o'q^ p'^ v'p' r"^ on voit que
-r-7 est un rapport constant, et, comme le rayon o^q' est constant,
(^V est un segment de longueur constante. La courbe lieu des points, tels que r', peut donc être considérée comme obtenue en portant une longueur constante v' r^ sur les normales à Tellipse lieu des points, tels que s^'\ elle est donc parallèle à cette ellipse.
Selon la position du plan sécant, cette courbe présente les différentes formes que nous avons trouvées en cherchant les développantes de la développée d'une ellipse.
Le plan sécant (i) donne comme section une courbe dont la forme est celle d'une ellipse.
Le plan sécant (a), qui rencontre la projection de l'arête de rebroussement et la ligne double eg^ donne une courbe qui a deux points doubles aux points où le plan sécant rencontre la ligne double et quatre points de rebroussement aux points où ce plan sécant rencontre l'arête de rebroussement.
Enfin la courbe résultant de l'intersection de la surface par un plan (3), qui ne rencontre que la projection de l'arête de rebroussement, a seulement quatre points de rebroussement.
Nous n'avons parlé que de la trace de la surface sur le plan (IF), mais il est clair que nous aurions pu parler de la trace de la surface sur le plan perpendiculaire au plan vertical et mené par le petit axe de l'ellipse directrice ; nous aurions encore trouvé sur ce plan une conique double. La développable circonscrite aux deux courbes données a donc en tout quatre lignes doubles : les deux lignes données et les deux lignes que nous venons de trouver dans les plans menés perpendiculairement au plan vertical par les axes de l'ellipse donnée.
Au lieu du cercle lumineux, supposons qu'on donne un cône de révolution ayant pour base ce cercle. Le sommet du cône est alors un point qui se projette verticalement au point o\ Transportons maintenant le plan du cercle lumineux parallèlement à lui-même. Pour chacune des positions de ce plan, la surface développable précédente est changée, et, lorsque le plan sécant est à l'infini, on a une surface développable circonscrite à l'ellipse et à une circonférence de cercle d'un rayon infini et tout entière à l'infini. La surface est alors la surface développable définie au moyen de
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Tellipse et du cône de révolution qui est maintenant un cône directeur; les plans tangents à cette surface sont parallèles aux plans tangents de ce cône, c'est-à-dire qu'ils sont également inclinés sur le plan de l'ellipse.
Gomme cas particulier de la surface développable circonscrite à deux coniques, nous sommes ainsi conduits à une surface dont tous les plans tangents sont également inclinés sur le plan de l'ellipse directrice. Si le plan de l'ellipse directrice est horizontal, cette surface développable prend le nom de surface d^ égale pente, La surface d'égale pente qui a pour directrice une ellipse est donc un cas particulier de la surface d'ombre que nous avons représentée. Nous étudierons directement la surface d'égale pente qui a pour directrice une ellipse horizontale, et nous retrouverons les , résultats auxquels nous sommes arrivés pour le cas plus général examiné dans cette Leçon.
SURFACE D'ÉGALR PENTE. 4^^
SURFACE D^ÊGALE PENTE. — SURFACES GAUCHES
Définition et remarques. — Surface d'égale pente lorsque la directrice est une ellipse horizontale. — Sections planes. — Plan langent mené d'un point donné. — Plan tangent parallèle à une droite donnée. — Surfaces gauches. — Générations. — Paraboloïde hyperbolique. — Plan tangent. — Représentation. — Perspective cavalière d'une portion de paraboloïde.
Définition et remarques. — On donne le nom de surface d^ égale pente à une surface dont tous les plans tangents sont également inclinés sur un plan hoiizontal. Ces plans sont assujettis à deux conditions : Tune d'être tangents à la surface, Tautre de faire un angle donné avec un plan fixe. Gomme il ne reste pour ces plans qu'un seul paramètre variable, ils enveloppent une surface développable. Le cône directeur de cette surface est un cône de révolution dont l'axe est vertical.
Il résulte de là que les génératrices de la surface d'égale pente sont des lignes de plus grande pente des plans tangents de cette surface; leurs projections sur un plan horizontal sont des normales à la trace de la surface d'égale pente sur ce plan horizontal. L'enveloppe de ces normales, c'est-à-dire la développée de cette trace, est la projection horizontale de l'arétc de rebroussement de la surface d'égale pente. Sur le cylindre droit qui a pour base cette développée, cette arête de rebroussement est une hélice, puisque ses tangentes, c'est-à-dire les génératrices de la surface d'égale pente, sont également inclinées sur le plan horizontal.
Surface d'égale pente qui a pour directrice une ellipse horizontale. — Nous allons représenter la surface d'égale pente qui a pour directrice une ellipse horizontale (^fig- 229); prenons pour plan vertical de projection un plan vertical parallèle au grand axe de cette courbe. Donnons-nous le cône directeur de révolution.
La génératrice qui passe par le point A se projette horizontalement suivant la normale au point A à l'ellipse directrice; elle est parallèle à la génératrice du cône directeur projetée suivant sa. La projection verticale de la génératrice est parallèle à la projection verticale s'a' de la génératrice du cône.
La génératrice qui passe par le point A rencontre le plan vertical mené par le grand axe de l'ellipse en un point (M, M'). Ce point est aussi la trace, sur le même plan, de la génératrice de la surface qui se projette horizontalement suivant A"M, symétrique-
ment placée avec AM par rapport au plan vertical OM. Le lieu des points tels que (M, M') est donc une ligne double de la surface.
Nous allons démontrer que cette courbe est une conique.
Puisque les génératrices de la surface sont également inclinées, en appelant a Tangle que ces génératrices font avec le plan horizontal, on a
— -- = tanga — const.
MA
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Redressons la normale MA", qui est égale à MA. Nous obtenons, sur la perpendiculaire élevée du point M au grand axe de l'ellipse, un point R qui appartient, comme nous l'avons démontré, page i aS, aune conique (R) dont deux des sommets sont aux foyers F, F' de Tellipse donnée.
Lorsqu'on modifie dans un rapport constant les ordonnées de cette courbe (R), on a toujours une ellipse ayant pour sommets les deux foyers de l'ellipse donnée. Prenons ce rapport constant égala tanga; nous avons des points tels que Q, pour lesquels on a
QM
et qui appartiennent toujours à une ellipse dont deux sommets sont aux foyers F, F'.
Transportons cette courbe parallèlement à elle-même, de façon que son axe FF' coïncide avec la projection verticale de l'ellipse directrice, le point Q vient au point M'; le lieu des points Q est alors la projection verticale de la trace de la surface sur le plan vertical mené par le grand axe de la courbe directrice. On voit donc que la trace de la surface sur le plan de symétrie mené par le grand axe 0^1 est une conique, (On a un résultat analogue pour le plan de symétrie mené par le petit axe de l'ellipse directrice.)
Le plan de cette courbe rencontrant l'ellipse donnée, celle-ci contient deux arcs doubles. On obtient les deux extrémités d'un de ces arcs en menant, par les extrémités du grand axe de l'ellipse donnée, les tangentes à la conique lieu des points tels que M'; ces droites sont parallèles aux génératrices de contour apparent du cône directeur. Pour avoir sur ces génératrices les points qui appartiennent à l'arc double, il suffit de prendre ceux qui se projettent aux centres de courbure de l'ellipse donnée correspondant aux extrémités du grand axe de cette courbe.
Appelons E, G ces deux points; faisons passer par les points E, M', G un arc de conique tangent en E et G aux génératrices menées parallèlement aux lignes de contour apparent du cône directeur. Les projections des génératrices de la surface sur le plan vertical sont des droites tangentes à la projection de l'arête de rebroussement; cette projection verticale doit arriver aux points E et G tangentiellement à l'arc double E, M', G.
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Sections planes. — La section de la surface d'égale pente par un plan horizontal est, en projection sur le plan horizontal, une courbe parallèle à l'ellipse directrice, car les portions des génératrices comprises entre le plan sécant et le plan de l'elUpse directrice sont égales; elles se projettent suivant des segments égaux, et, comme ces segments sont comptés sur les normales à Tellipse directrice, on voit que le lieu des extrémités de ces segments est une courbe parallèle à cette ellipse.
Si le plan sécant est le plan horiiontal (i), on a une section dont la forme rappelle celle d'une ellipse.
Si l'on coupe par le plan horizontal (2), qui rencontre la conique double et l'arête de rebroussement , la section est une courbe qui a deux points doubles et des points de rebroussement sur l'arête de rebroussement.
Enfin, le plan horizontal (3), qui ne rencontre plus la conique double, mais qui rencontre toujours l'arête de rebroussement, donne lieu à une courbe sur laquelle il y a encore quatre points de rebroussement.
Cherchons la section faite dans la surface par un plan quelconque.
Soit GT la trace du plan sécant, sur le plan de l'ellipse, et, au lieu de nous donner l'inclinaison de ce plan, menons une droite et qui représente la trace, sur le même plan, d'un plan mené par le sommet s du cône directeur parallèlement au plan sécant. Menons la tangente at à la base du cône directeur prise sur le plan de l'ellipse, et joignons le point t au point s. La tangente au point A à Tellipse directrice est parallèle à at et rencontre la trace du plan sécant au point T ; menons du point T une parallèle à ts, cette droite détermine sur la normale AN un point N. Ce point N est la projection du point où la génératrice AN de la surface rencontre le plan sécant; TN est la tangente en N à la section de la surface par ce plan.
En effet, le point où la génératrice AN rencontre le plan sécant est un point de la trace, sur ce plan, du plan tangent suivant AN à la surface d'égale pente. Cette trace est parallèle à tSy et, comme elle passe par le point T, c'est la droite TN menée parallèlement à ts. On obtient ainsi le point N, et la tangente en ce point à la seclion plane de la surface est la droite TN.
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On peut construire un point de cette courbe pour lequel la tangente est parallèle à une droite donnée. Par le point s on mène une parallèle à cette droite; cette parallèle rencontre et en un point à partir duquel on mène les tangentes à la base du cône. Les génératrices du cône, qui passent par les points de contact de ces tangentes, sont parallèles aux génératrices de la surface dVgale pente qui contiennent les points demandés.
La génératrice de la surface, qui est parallèle à se^ est parallèle au plan sécant ; elle rencontre alors ce plan à l'infini ; elle est parallèle à une asymptote de la courbe d'intersection. Pour avoir celte asymptote, il suffit de prendre la droite d'intersection du plan sécant et du plan tangent à la surface développable le long de la génératrice parallèle kse.
Menons se perpendiculairement à et et NC perpendiculairement
à CT, on a
NC se ^ NA " sa'
et, comme ce dernier rapport est constant, on voit que la courbe d* intersection de la surface d'égale pente par un plan quelconque est, en projection horizontale, le lieu des points dont le rapport des distances à la trace du plan sécant et à V ellipse directrice est constant»
Remarques. — Cette propriété s'étend à deux surfaces d'égale pente quelconques. Si l'on a sur un plan {fig- aSo) les directrices
Fig. aSo.
de deux surfaces d'égale pente, la projection de la courbe d'intersection de ces surfaces sur ce plan est toujours telle que
NC
NÂ = ^^"^^-î
4aO SECONDE PARTIE. — VINGT-H LITIÉME LEÇON.
et, pour avoir la tangente en N à la projection de cette courbe, il suffit de prendre le point de rencontre des tangentes aux courbes directrices issues des points A et C et de joindre le point N à ce point de rencontre.
Si Tune des directrices est une droite Aï (^fig* aîi) et l'autre directrice un point F, auquel cas les surfaces sont l'une un plan
Fig. 23i.
et l'autre un cône de révolution dont le sommet est F, on a tou-
NA jours ^ = const., et Ton voit que la projection de la section conique, intersection du cône de révolution par le plan sécant, est le lieu des points dont le rapport des distances à une droite fixe et à un point fixe est constant.
En appliquant ce que nous venons de dire pour la construction de la tangente, on trouve qu'il faut mener par le point F la trace du plan tangent au cône de révolution, c'est-à-dire la perpendiculaire FT à NF, prendre le point de rencontre de cette droite avec AT et joindre ce point de rencontre au point N : on a ainsi la tangente à la conique en N.
D'un point donné mener un plan tangent à la surface d'égale pente.
Transportons le cône directeur de manière à lui donner pour sommet le point donné et prenons la trace de ce cône sur le plan de l'ellipse directrice. Les plans tangents demandés doivent avoir pour traces des tangentes communes à cette circonférence et à l'ellipse directrice; mais il faut choisir parmi ces tangentes celles qui correspondent à des génératrices de la surface d'égale pente et du cône directeur parallèles entre elles. Ainsi, aux points V et p {Jig. 229) on a bien pour la surface d'égale pente et pour le cône des génératrices parallèles entre elles, tandis que pour les points 1 et i cela n'a pas lieu.
La parallèle menée du point I à la génératrice du cône qui passe par Je point i est relative à une nappe de la surface qui est, par rapport au plan de l'ellipse directrice, la symétrique de celle que nous avons considérée. C'est la surface formée par ces deux nappes qui donne lieu, dans les plans de symétrie, aux coniques doubles traces de la surface, et c'est cette surface complète qui a quatre lignes doubles : l'ellipse directrice donnée, les deux coniques situées dans les plans de symétrie et enfin une ligne à l'inlini.
La marche que nous venons d'indiquer pour la construction du plan tangent mené d'un point est applicable dans le cas d'une surface développable quelconque.
Mener à la sur/ace d'égale pente des plans tangents parais lèlement à une droite donnée.
Par le sommet s du cône directeur menons une droite parallèle à la droite donnée et par cette droite menons des plans tangents au cône directeur. Ces plans sont parallèles aux plans demandés, et leurs traces sur le plan de l'ellipse sont parallèles aux traces des plans cherchés. Il suffit donc de mener à l'ellipse directrice des tangentes parallèles à ces traces pour avoir des horizontales des plans tangents demandés. Il faut toujours avoir soin d'examiner parmi ces tangentes celles qui répondent à la question.
Cette solution est applicable au cas d'une surface développable dont le cône directeur n'est pas de révolution.
En effectuant le développement de la surface d'égale pente, on peut remarquer que l'ellipse directrice et l'arête de rebroussemenl se transforment en un arc et sa développée.
Générations. — Nous avons vu que le déplacement d'une droite, indépendamment de ses points, est défini au moyen de trois conditions. Pour engendrer une surface gauche, on peut alors se donner
trois courbes ou surfaces directrices. Lorsque Ton donne trois courbes directrices, on construit les génératrices qui partent d'un point a {fig- 282) de Tune d'elles, en prenant les intersections des cônes ayant pour sommet le point a et pour directrices les deux autres courbes directrices données.
Si, pour un point m, la génératrice] ainsi construite est telle qu'aux points e, g les plans tangents à la surface réglée se con-
Fig. 232.
fondent, elle est appelée génératrice singulière. Le plan tangent le long de cette génératrice est alors le même pour tous les points de la surface, excepté pour le point /w, car le plan tangent en ce point est le plan de la génératrice mg et de la tangente mt à la courbe directrice, c'est-à-dire un plan bien défini et qui n'est pas nécessairement confondu avec le plan tangent en e ou en ^ ; le point m est alors le point central sur cette génératrice.
On peut définir une surface gauche en donnant une courbe directrice et deux surfaces directrices ; on construit la génératrice qui part d'un point de la courbe directrice en prenant les intersections des cônes dont les sommets sont en ce point et qui sont circonscrits aux deux surfaces directrices.
On peut définir une surface gauche en donnant deux courbes ou surfaces directrices et un cône directeur. Supposons donnés deux courbes directrices et un cône directeur, pour construire les génératrices qui partent d'un point d'une des courbes directrices, on transporte en ce point le sommet du cône directeur, on prend les points de rencontre de ce cône avec la seconde courbe directrice et l'on joint ces points au sommet de ce cône.
Lorsque l'une des courbes directrices se réduit à une droite et que le cône directeur est un plan, on a une surface réglée que Ton désigne sous le nom de conoïde. Lorsque la directrice rectiligne du conoïde est perpendiculaire au plan directeur, on dit que le conoïde est droit.
PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE.
Enfin on peut définir une surface réglée en considérant la droite qui Tengendre comme faisant partie d^une figure de forme invariable et en donnant les conditions qui définissent le déplacement d'une pareille figure.
Paraboloide hyperbolique. Plan tangent. — Prenons un paraboloïde hyperbolique comme premier exemple d'une surface gauche (^fig* 233). Supposons que son plan directeur soit horizontal et que ses directrices aient pour projections (A', A), (B*, B).
Fig. a33.
Menons l'horizontale ciV\ cette droite est la projection verticale d'une génératrice de la surface, génératrice que nous appelons du premier système : a! se projette au point a sur A, b' au point b sur B; ab est la projection horizontale de cette génératrice du premier système.
Cherchons le plan tangent au point (m', m) de cette génératrice. Ce plan est déterminé par a!b' et par la génératrice du second système qui passe par le point (m', m). Pour construire cette génératrice du second système, nous n'avons qu'à mener par le point (m', m) une droite qui rencontre deux des génératrices du premier système.
Comme génératrices du premier système, prenons cd qui est la trace du paraboloïde sur le plan horizontal ( H' ) et o', qui représente une génératrice du premier système, car c'est une droite
horizontale qui rencontre les deux directrices. On a alors tout de suite la projection verticale €> m! de la génératrice du second système qui passe par m', et, en élevant par le point ^, où la droite o'm' rencontre (H'), la perpendiculaire ^^ à cette ligne, on a surcrf le point /, qui est la trace sur (H') de cette génératrice du second système; mt est alors la projection horizontale de cette droite: mt^ m! t' sont les projections horizontale et verticale de la génétrice cherchée. Cette droite et (aè, a'b') donnent le plan tangent demandé.
Par une construction inverse, on détermine le point où un plan mené par (aô, a! b') touche le paraboloïde.
Si le plan mené par (a6, a!b') est vertical, ce plan est alors un plan central pour cette génératrice, et le point où il touche le paraboloïde est le point central sur a'V ,
Le lieu de ces points centraux est la ligne de striction du paraboloïde; cette ligne de striction peut être considérée comme la ligne de contact du paraboloïde et d'un cylindre circonscrit dont les génératrices sont verticales. Cette courbe est alors une parabole.
La tangente en un point de cette ligne de striction est la tangente conjuguée, par rapport aux deux génératrices du paraboloïde, de la verticale qui passe par ce point.
Le cylindre circonscrit au paraboloïde a pour contour apparent, sur le plan vertical de projection, la perpendiculaire o'p à la ligne de terre. La parabole, projection verticale de la ligne de striction, touche cette perpendiculaire au point o'. Si n! est le point central sur a' 6', la tangente en ce point à cette parabole est la droite n!i qui passe par le point i, milieu du segment intercepté sur la verticale o'p par les projections des deux génératrices du paraboloïde qui passent en /i'. Les diamètres de la parabole, projection verticale de la ligne de striction, sont parallèles à la droite qui joint le point tau milieu de o'/i'; ils sont donc parallèles à la ligne de terre. On voit aussi que o' est le sommet de cette parabole.
Mener à un paraboloïde un plan tangent parallèlement à un plan donné (Q).
On prend la trace de ce plan sur le plan directeur donné ; par chacune des directrices on mène un plan parallèle à cette trace. Ces deux plans se coupent suivant une droite qui est une généra-
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Irîce du paraboloïde. Le plan mené par cette génératrice parallèlement au plan (Q) est le plan tangent demandé.
Projections diTorses d'nne portion de paraboloïde. — Prenons (^fig- 234) pour plan horizontal un plan perpendiculaire à l'axe du paraboloïde, axe que nous plaçons verticalement, et pour plan vertical un plan parallèle à Tun des plans principaux. Limitons la portion que nous voulons représenter à des génératrices également distantes de l'axe ; ces droites forment en projection hori-
Fig. a3/,.
zontale le losange abcd\ les points a et c se projettent verticalement en a' et c/, qui sont à la même hauteur; les points 6 etrf se projettent verticalement en un seul point U^ et les quatre côtés du losange abcdse projettent verticalement suivant a't', fe'c'.
Traçons un certain nombre de génératrices de chacun des systèmes. Pour cela, divisons ad en parties égales ainsi que ab^ et j)ar les points de division menons les génératrices du paraboloïde. Les projections de ces droites sur le plan vertical de projection enveloppent la ligne de contour apparent du paraboloïde, c'està-dire une parabole.
Projetons le paraboloïde sur un plan vertical parallèle à de, c'està-dire parallèle à l'un des plans directeurs. Le point a se projette
en a". Le point c", nouvelle projection verticale du point c, est toujours à la même hauteur que le point of ^ et les points h et 6^ se projettent en b' et rf", au-dessous de «"c", d'une distance égale à Ve.
Joignons rf" et 6" aux points a" et <? ^ nous obtenons les nouvelles projections verticales des génératrices qui limitent la portion du paraboloïde que nous représentons. En prenant encore les projections des génératrices du paraboloïde sur le plan vertical de projection, on a des droites qui enveloppent la ligne de contour apparent du paraboloïde sur le nouveau plan vertical de projection. Cette courbe est encore une parabole, puisque nous avons dit que la courbe de contact d'un cylindre circonscrit à un paraboloïde est une parabole ou, en d'autres termes, le cylindre circonscrit à un paraboloïde est toujours un cylindre parabolique.
Si l'on projette le paraboloïde sur un plan perpendiculaire à l'un de ses plans directeurs, comme il y a nécessairement une génératrice g perpendiculaire à ce plan directeur, toutes les génératrices du paraboloïde se projettent, les unes perpendiculairement à la nouvelle ligne de terre, et les autres suivant des droites qui passent par le point g.
Perspective cavalière d'nne portion de paraboloïde. — Il est facile de tracer la perspective cavalière de la portion du paraboloïde représentée.
Prenons comme plan de front un plan parallèle au premier plan vertical de projection que nous venons d'employer. AC est une droite de front qui correspond k cécf. Sur une perpendiculaire élevée du milieu de AG et à partir de ce point milieu, portons un segment égal à Ve.
Par l'extrémité de ce segment menons une ligne fuyante et portons sur cette droite des longueurs réduites correspondant à ob et od\ nous obtenons les points B et D.
Joignons deux à deux les points A, B, C, D, nous avons les projections des quatre côtés du losange; partageons AB et CD en huit parties égales, nous n'avons qu'à joindre les points de division ainsi obtenus pour avoir les perspectives cavalières des génératrices de la surface.
11 faut avoir soin de joindre d'abord le point de division le plus
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rapproché du point A au point de division le plus rapproché du point D, puis successivement on passe aux points de division voisins du premier point considéré, et l'on a alors, par l'enveloppe de ces droites, la parabole ligne de contour apparent du paraboloïde en perpective cavalière. On peut tracer les autres génératrices en divisant BG et AD en un même nombre de parties égales et en joignant convenablement les points correspondants.
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VINGT-NEUVIÈME LEÇON
SURFACES GAUCHES (suite).
Surface gauche définie par deux courbes directrices et un plan directeur. — Conoïde droit circonscrit à une sphère. — Plan tangent au conoïde en un point. — Plan tangent au conoïde parallèle à un plan donné. — Génératrices singulières du conoïde. — Conoïde de Plucker. — Surface gauche définie par deux courbes directrices et un cône directeur. — Cas particulier où le cône directeur est de révolution. — Surface gauche définie par trois courbes directrices.
Supplément. — Génératrices singulières de surfaces gauches.
Surface gauche définie par deux courbes directrices et un plan directeur. — Une surface gauche est définie par deux directrices et un plan directeur; on demande le plan tangent en un point d'une génératrice de cette surface.
Les directrices données sont (A, A'), (B, B') {fig» aSS). Le plan directeur est horizontal.
Soit (m, m') le point pour lequel on demande le plan tangent.
On a immédiatement, pour la génératrice alb' qui contient ce point, un paraboloïde de raccordement : il suffit de prendre le paraboloïde qui a pour plan directeur un plan horizontal et pour directrices les tangentes en ce et b' aux courbes directrices données. Ce paraboloïde est de raccordement, puisque, aux points a', 6' et au point qui est à Tinfini sur la droite db', il a les mêmes plans tangents que la surface gauche. On construit alors pour le point (/>/, m') le plan tangent à ce paraboloïde et l'on a le plan demandé.
On sait que le long d'une génératrice db' on peut construire une infinité de paraboloïdes de raccordement; tous ces paraboloïdes ont pour plan directeur le plan directeur de la surface gauche et pour directrices des droites tracées par les points a' et 6'respec-
tivement dans les plans tangents en ces points à la surface gauche. Menons dans ces plans tangents, par a! et 6', des droites de front; ces droites se projettent horizontalement suivant des parallèles à la ligne de terre. Le paraboloïde, dont ces droites sont les directrices, a alors les plans de projection pour plans directeurs; sur chacun de ces plans les projections des génératrices forment des systèmes rayonnants. Sur le plan vertical, par exemple, on a des droites qui passent par le point ^, projection verticale de la génératrice du paraboloïde perpendiculaire au plan vertical de projection. Cette génératrice se projette horizontalement suivant une droite qui rencontre ab au pointe; le point c est la projection horizontale de la génératrice de ce paraboloïde particulier, généra-
Fig. 235.
Irice qui est perpendiculaire au plan horizontal de projection. Sur le plan horizontal, les génératrices se projettent suivant des droites qui passent par le point c. Le point de la droite ab^ qui se projette au point c, est donc le point pour lequel le plan vertical qui projette ab est tangent au paraboloïde; le point c est alors le point central sur la génératrice ab. On voit ainsi que le point central sur ab est au point de rencontre de cette droite et de la perpendiculaire à la ligne de terre menée parle point de rencontre des projections verticales des directrices du paraboloïde de raccordement qui a le plan vertical pour plan directeur.
Si les directrices a'/', ///' sont parallèles entre elles, le point /' est à rinfini, et le point central cest aussi à l'infini.
Voilà une circonstance où le point central sur une génératrice
est à l'inGni; il est facile d'obtenir des surfaces gauches pour lesquelles cette particularité se présente (*).
Conoîde droit circonscrit à nne sphère. — Considérons comme exemple de surface gauche à plan directeur un conoîde droit circonscrit à une sphère.
Prenons {fig- a36) pour plan horizontal de projection le plan directeur du conoîde, et pour plan vertical un plan parallèle au
Fig. 236.
plan mené par la directrice recliligne et par le centre de la sphère directrice. La directrice rectiligne est la verticale qui se projette horizontalement au point a; le centre de la sphère se projette au point (o, o'); la droite ao est parallèle à la ligne de terre.
Pour construire une génératrice du conoîde, coupons par un plan horizontal. Ce plan rencontre la directrice rectiligne au point a! et la sphère suivant un petit cercle ayant pour projection horizontale une circonférence dont le centre est au point o. Les tangentes ae, ah à cette circonférence menées du point a sont les projections horizontales des génératrices du conoîde situées dans
(') Voir sur les génératrices singulières le Supplément à cette Leçon.
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ce plan horizontal. Les points de contact 6, e de ces tangentes sont sur la circonférence décrite sur ao comme diamètre ; les génératrices de la surface se projettent alors horizontalement suivant ae et ah.
Les points de contact 6, e sont symétriquement placés par rapport à la droite ao et se projettent verticalement en un seul point y , Quel que soit le plan sécant horizontal que Ton prenne pour construire des génératrices de la surface, on a toujours à tracer la même circonférence décrite sur ao comme diamètre. Les points de contact avec la sphère directrice des génératrices du conoïde se projettent donc en des points de cette circonférence et forment alors la ligne d'intersection de cette sphère avec le cylindre droit dont la base est la circonférence décrite sur ao comme diamètre. Cette ligne d'intersection est une courbe du quatrième ordre; mais, par suite de la position du plan vertical qui est parallèle au plan vertical de symétrie ao^ cette courbe se projette suivant un arc de section conique.
En la considérant comme l'intersection d'un cylindre de révolution et d'une sphère, nous pouvons appliquer ce que nous avons dit précédemment pour déterminer l'intersection de deux surfaces de révolution dont les axes se rencontrent.
Si l'on veut le point de la courbe qui se trouve sur l'horizontale a!b\ on considère cette droite comme la projection d'une section droite du cylindre; on inscrit dans ce cylindre une sphère le long de cette section droite, et l'on prend l'intersection de cette sphère avec la sphère donnée : cette intersection est un petit cercle qui se projette verticalement suivant la droite gh. Cette droite rencontre la projection verticale de la section droite du cylindre au point V \ le point 6' est le point cherché, et la corde gh est la tangente en ce point à la projection verticale de la courbe qui résulte de l'intersection du cylindre et de la sphère.
On peut, au moyen de cette construction, démontrer i^^ cette courbe est un arc de parabole. La ^ngente au point V à cet arc de courbe étant la corde gh^ la normale au point V est parallèle à la ligne qui joint le centre d de la sphère donnée au centre c de la section droite du cylindre qui contient le point V\ cette normale rencontre en p la parallèle à la ligne de terre qui passe par le point d : on a dp = cV , Abaissons du point V la perpendicu-
laire V q sur o'p\ comme qd est égal à fr'rf, on a alors pq = crf, c'est-à-dire que le segment /?y, compris entre le point y, pied de l'ordonnée du point 6', et le point /?, pied de la normale 6'/?, est égal au rayon de la section droite du cylindre, c'est-à-dire qu'il est constant : la courbe est donc une parabole.
Plan tangent au conoîde en un point. — Cherchons le plan tangent au conoîde au point (w, m') de la génératrice (aô, dV). Prenons le paraboloïde de raccordement qui a pour plan directeur le plan horizontal, et dont les directrices sont la directrice rectiligne du conoîde et la parallèle au plan vertical de projection tracée du point V sur le plan tangent en ce point à la sphère. Cette droite se projette verticalement suivant la perpendiculaire Vt au rayon l/o\ puisque le plan tangent à la sphère est perpendiculaire à è'o'.
Ce paraboloïde a même plan tangent que le conoîde, au point qui est à l'infini sur a' 6' : c'est le plan horizontal qui contient cette droite. Au point a', il a même plan tangent que le conoîde : c'est le plan vertical mené par a'fc'. Au point b\ le plan tangent à la sphère est aussi le plan tangent au conoîde ; car le plan tangent au conoîde au point V est, comme le plan tangent à la sphère, déterminé à la fois par clh\ qui est tangente à la sphère, et par la tangente au poin^ V à la courbe de contact du conoîde et de la sphère.
La projection V i de la directrice de ce paraboloïde rencontre au point t! la projection de la directrice rectiligne du conoîde, et, comme les génératrices du paraboloïde se projettent verticalement suivant des droites passant par le point ^, il suffit de mener la droite t^ ni pour avoir la génératrice qui contient wl\ la projection horizontale de cette droite est la ligne menée par le point m parallèlement à la ligne de terre. Le plan déterminé par cette droite et par d y est le plan tangent demandé ( ' ).
(') Paraboloïde osculateur, — La normalic au conoîde, qui a pour directrice la ligne de contact dp cette surface avec la sphère, est une normalic développablc. CcLlc ligne de contact est alors une ligne de courbure du conoîde.
l'our avoir l'asymptote de l'indicatrice en [b, b' ), il suffit de construire une droite du plan tangent eu ce point à la sphère directrice, telle que TanglC) qu'elle
GÉNÉRATRICES SINGULIÈRES DU CONOÏDE
Plan tangent au conoide, parallèle à nn plan donné. — Si Ton demande de mener au conoïde un plan tangent parallèle à un plan donné, une horizontale du plan donné est alors parallèle à la génératrice du conoïde qui contient le point de contact demandé. On mène par le point a une parallèle à une horizontale du plan donné, et Ton a la projection horizontale de la génératrice qui contient ce point de contact. De cette projection horizontale, on déduit facilement la projection verticale, puis on achève en employant, comme précédemment, un paraboloïde qui a pour plans directeurs les deux plans de projection.
Génératrices singnliéres du conoïde. — Ce conoïde possède des génératrices singulières. Prenons la génératrice qui se projette verticalement suivant l' i'. Le plan tangent au point i' au conoïde eSl le plan horizontal qui est tangent en ce point à la sphère donnée et il est le même que le plan tangent au point qui est à rinfini sur la génératrice l' i^. Cette génératrice est alors une génératrice singulière.
Le point central est le point /'; car, toutes les génératrices du conoïde étant perpendiculaires à la directrice rectiligne donnée, cette directrice est la ligne de striction du conoïde.
Les plans tangents au conoïde aux difTérents points de P i^ sont
forme avec la génératrice {ab, a'b'), ait pour bissectrice la tangente en (6, b) à cette ligne de courbure.
On peut eiïectuer les constructions en amenant le plan tangent en (b,b'), à être horizontal ; on peut aussi opérer de la manière suivante.
Prenons sur le plan horizontal (H'), qui contient le centre de la sphère, la trace de la tangente en {b, b') k la ligne de courbure et joignons ce point au point o.
Sur la projection horizontale, abaissons du point a une perpendiculaire sur celte droite et prolongeons-la d'une longueur égale à elle-même à partir du point où elle rencontre la tangente en 6 à la circonférence décrite sur ao comme diamètre.
La droite qui joint le point b à Textrcmité du segment ainsi porté est la projection horizontale de l'asymptote de l'indicatrice en b. On a par suite l'asymptote de l'indicatrice au point {b, b') et, comme la directrice rectiligne est l'asymptote de l'indicatrice au point {a, a')j on a les deux directrices du paraboloïde osculatcur, qui a du reste pour plan directeur le plan directeur de la surface. Sachant construire l'asymptote de l'indicatrice pour un point quelconque du conoïde,. il est alors facile de déterminer la tangente en un point d'une courbe d'ombre sur celte surface.
confondus avec le plan tangent au point qui est à Tinfini sur cette génératrice singulière ; le paramètre de distribution des plans tangents est nul. Cela se voit aussi immédiatement en remarquant que la distance, entre la génératrice infiniment voisine de C t et cette droite, est infiniment petite par rapport à l'angle que ces deux droites font entre elles ^ car cette distance est égale à la distance au plan tangent en i' d'un point de la courbe de contact du conoïde et de la sphère, infiniment voisin de i',
La génératrice du conoïde qui se projette verticalement suivant la droite f'cf est telle, que le plan tangent au point central r' sur cette génératrice est le même qu'au point de contact de cette génératrice avec la sphère. Pour ces deux points, le plan tangent est le plan vertical qui projette la génératrice; les plans tangents aux différents points de cette droite sont confondus avec le plan tangent au point central. On a une génératrice singulière pour laquelle le paramètre est infini. On arrive immédiatement à ce dernier résultat en remarquant que, si le point r' s'élève infiniment peu sur la directrice rectiligne, la génératrice tourne d'un angle qui est infiniment petit par rapport au chemin parcouru par /-'.
On trouve donc sur le conoïde des génératrices singulières, les unes déterminées par les plans tangents à la surface directrice, menés parallèlement au plan directeur, les autres par les plans tangents à la surface directrice, menés par la directrice rectiligne.
On trouve de même des génératrices singulières sur un conoïde quelconque en menant des plans tangents à la surface directrice parallèlement au plan directeur, ou, en menant par la directrice rectiligne des plans tangents à la surface directrice : dans ces plans tangents, les génératrices du conoïde sont des génératrices singulières de celle surface.
Entre la génératrice singulière du conoïde droit pour laquelle le paramètre est nul et la génératrice singulière pour laquelle le paramètre est infini, on peut trouver sur le conoïde droit une génératrice pour laquelle le paramètre a une valeur arbitraire; mais, pour toutes ces génératrices du conoïde droit, le point central est à distance finie, puisqu'il est toujours sur la directrice rectiligne du conoïde. On peut renconlrer sur les surfaces gauches, non seulement de pareilles génératrices, mais des génératrices singulières
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pour lesquelles le paramètre peut avoir une valeur quelconque, le point central étant à Tinfini (*).
Voici un dernier exemple de surface gauche à plan directeur.
Conoîde de Plûcker (*). — Soient (^fig* 287) D et A les projections horizontales de deux horizontales données D', A'. La perpendiculaire commune O à ces droites se projette au point de rencontre o de D et A.
Fig. 237.
or-/
Ta, / \a
Par O, menons un plan arbitraire. Le paraboloïde hyperbolique, qui a ce plan pour plan directeur et dont les directrices sont les deux droites données, a Tune de ses génératrices X' qui est perpendiculaire à ce plan directeur. Cette droite X' est perpendiculaire à toutes les génératrices qu'elle rencontre, et elle est la ligne de striction de ce paraboloïde.
(•) Voir le Supplément à cette Leçon.
(*) Plccrer a trouvé celte surface en étudiant les complexes linéaires (JVeue Géométrie des Baumes, p. 97). Elle joue un grand rùlc dans The theory of screivs de R.-S. Bau., où elle est appelée cylindroïde^ du nom que lui a donné M. A. Catlet. Voir aussi : F. Li^ideman.i, 6^(e6&r unendlich kleine Bewegungen und liber Kràjtesy sterne bei allgemeiner projectivischer Massbestimmung {Math. Ann., VII* Vol., p. 56); Picqi'et, sa Communication du 4 novembre i885 à la Société Mathématique de France, et les Notes que j'ai publiées dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 6 novembre 187 1 et a février i883.
Lorsqu'on fail tourner aulour de O le plan mené par cette droite, les droites X' engendrent une surface : c'est le conoïde de Plûcker. Ainsi :
Le lieu des perpendiculaires communes à O et aux droites qui s'appuient sur D', A' est le conoïde de Pliïcker (*).
Le lieu des lignes de striction des paraboloïdes isoscèles qui contiennent D' et A' est un conoïde de Plucker.
Pour construire les droites X', il suffit de prendre les perpendiculaires communes à O et aux droites qui s'appuient sur l'une des directrices, et qui passent par un môme point de Taulre.
Prenons, par exemple, comme point fixe le point a' de A'. Parmi les droites menées de ce point, et qui s'appuient sur D', il y en a une perpendiculaire à A'. Cette droite donne A' comme génératrice du conoïde; de même D' appartient au conoïde. Sur une droite quelconque a' 6', on a le point d de la génératrice X', et les points de D' et A'. Cette droite rencontre alors le conoïde en trois points.
Le conoïde dePUicker est donc une surface du troisième degré .
Par suite, un plan mené par une génératrice, c'est-à-dire un plan tangent au conoïde, coupe cette surface suivant cette génératrice et une conique.
Je dis que, quel que soit le plan tangent, la projection horizontale de cette conique est une circonférence de cercle.
Prenons le plan déterminé par X'et a*b'. Appelons C la conique suivant laquelle il coupe le conoïde, et C la projection horizontale de cette courbe.
Les points a, 6, o appartiennent à C; cherchons deux autres points de cette courbe. Par a', menons une parallèle à D'. La per-
(•) Si, parmi les droites qui s appuient sur D' et A', on prend celles qui rencontrent une courbe quelconque, elles forment une surface réglée qui donne lieu à celte propriété :
Si une surface réglée a deux directrices rectilignes et que l'on prenne les perpendiculaires communes à ses génératrices et à la perpendiculaire commune aux deux directrices rectilignes, on obtient des droites qui appartiennent à un conoïde de Plûcker.
D'après cela les perpendiculaires communes à une génératrice d'un hyperboloïde et aux génératrices du même système appartiennent à un conoïde de PlUcker.
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pendiculaire commune à cette droite et à O est la génératrice du conoïde projetée suivant la perpendiculaire oe à D.
Cette droite rencontre en e la trace ae du plan (X', a' 6') sur le plan horizontal mené par A'. Le point e est alors un point de C. De même, au moyen du point 6, on obtient le point g.
Il résulte de la construction des points e et ^ qu'ils sont sur la circonférence circonscrite au triangle oab ; donc : G est une circonférence de cercle.
Ainsi : un plan tangent au conoïde coupe cette surf ace suivant une génératrice et une conique dont la projection sur un plan parallèle aux deux directrices données est une circonférence (*).
On peut définir le conoïde au moyen de la directrice O, de la conique C, et d'un plan directeur perpendiculaire à O. Un plan parallèle au plan directeur coupe O en un point par lequel passent deux génératrices du conoïde, donc :
La directrice O est une droite double du conoïde (^).
Reprenons la génératrice X', menons un plan par cette droite et faisons-le tourner autour de X'.
Dans chacune de ses positions, il coupe le conoïde suivant une conique (7, dont la projection est une circonférence G; je vais démontrer que :
Toutes ces circonférences G sont tangentes entre elles en o, et que leurs centres sont sur une droite symétrique de X, par rapport à la bissectrice de Vangle (D, A).
Quel que soit le plan sécant mené par X', il coupe D' et A' cha-
(') La construclion de la trace d'une génératrice quelconque sur le plan (\', a'b') conduit facilement à cette propriété.
(*) Les plans horizontaux tangents à C contiennent les génératrices extrêmes du conoïde. Il est facile de voir que :
Les génératrices extrêmes sont perpendiculaires l'une à l'autre; elles sont à égales distances du point milieu du segment de la perpendiculaire commune à D' et A' limitée à ces droites.
Les génératrices qui partent d'un même point de O /ont des angles égaux avec les génératrices extrêmes.
Deux génératrices à égales distances des génératrices extrêmes font respectivement des angles égaux avec ces droites.
La plus courte distance entre V et A' est égale à la plus courte dislance entre les génératrices extrêmes multipliées par le sinus de l'angle (D', A').
Cime en un point, et la droite qui joint les projections de ces points est parallèle à ab\ donc les circonférences G, qui sont circonscrites aux triangles tels que oab^ sont tangentes entre elles en o.
La tangente en o à ces circonférences fait, avec D, un angle égal à Tangle bao, La ligne des centres fait alors, avec D, un angle complémentaire de celui-ci, c'est-à-dire égal à l'angle (X, A). Par suite, cette droite est la symétrique de X par rapport à la bissectrice de l'angle (D, A).
Dans le cas particulier où les plans sécants sont menés par l'une des directrices, les circonférences correspondantes ont leurs centres sur la projection de l'autre directrice.
Plan tangent, — Sur X', on prend le point m! qui se projette en m: on demande le plan tangent en m! au conoïde.
Par /w, faisons passer une circonférence G. Le centre de cette courbe est sur la ligne des centres que nous savons construire, et sur la perpendiculaire élevée à X du milieu de om, Gette circonférence G coupe A au point a : la parallèle a^ à X est la projection de la trace du plan tangent demandé sur le plan horizontal mené par A'.
Ge plan est, en effet, le plan mené par X', qui coupe le conoïde suivant G', et il contient la tangente en m' à celte conique.
Autrement. — Élevons au point m la perpendiculaire ma^ à X. Décrivons sur oa^ une circonférence de cercle. Gette courbe et la projection de la conique, section du conoïde par le plan (m\ D').
La tangente en m' à cette conique, qui est dans le plan tangent demandé, se projette suivant la tangente mt à la circonférence ornai • L*^ trace de cette droite sur le plan horizontal mené par A' se projette au point t, où mt est coupée par la parallèle ait kD^ parallèle qui est la trace du plan sécant sur le plan horizontal (A').
Il suffit maintenant de mener du point t la parallèle ta kX. pour avoir la trace du plan tangent demandé sur le plan horizontal (A').
On trouve une construction analogue en employant b^ .
Paraboloïde osculateur. — La conique G' est l'intersection du conoïde par son plan tangent en m'. La tangente en m! à G' est alors une asymptote de l'indicatrice du conoïde en m*. Le lieu des tangentes analogues à celle-ci, lorsqu'on fait tourner le plan se-
cant autour de X', est le paraboloïde osculaleur du conoïde par la génératrice X'.
Sur le plan horizontal (A'), la trace de ce paraboloïde est la droite op (*).
Surface gauche définie par deux courbes directrices et un cône directeur. — Une surface gauche est définie par deux courbes directrices et son cône directeur. Pour construire une génératrice de la surface, celle qui passe, par exemple, par le point a de Tune des courbes directrices, on transporte le cône directeur de façon à lui donner pour sommet le point a; il est coupé par l'autre courbe directrice en un certain nombre de points; les droites qui joignent ces points au point a sont des génératrices de la surface. Si, pour l'une de ces droites ab, on demande le plan tangent au point m, on emploie un paraboloïde de raccordement qui a pour plan directeur le plan tangent au cône directeur le long de ab et les mêmes plans tangents que la surface aux points a et b.
Cas particulier où le cône directeur est de réTolution. — Examinons en particulier le cas où le cône directeur est de révolution. Prenons comme plan horizontal {/Ig. a38) un plan perpendiculaire à l'axe de ce cône de révolution. Pour une génératrice quelconque de la surface, le plan central, étant parallèle à un plan méridien du cône, est un plan vertical. Le plan central de la surface gauche pour une génératrice ab est l'un des plans directeurs du paraboloïde des normales à cette surface pour cette génératrice. Les génératrices de ce paraboloïde, qui ne sont pas parallèles au plan central, c'est-à-dire les normales de la surface gauche, se projettent alors horizontalement suivant des droites qui passent par un même point. On connaît le plan tangent à la surface réglée au point a, où ab rencontre l'une des directrices données, et la normale en ce point à cette surface \ de même au point b. Le point de
(*) On connaît les asymptotes de l'indicatrice en m\ Les bissectrices des angles compris entre ces droites donnent les axes de cette indicatrice.
Par suite, on a les plans des sections principales du conoïde en m'. Les points où ces plans touchent le paraboloïde des normales au conoïde relatif à X' sont les centres de courbure principaux du conoïde pour m'.
Il est alors facile de construire ces centres de courbure principaux.
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rencontre c des projections horizontales de ces deux normales est le point par lequel passent les projections horizontales des normales à la surface réglée pour les différents points de la génératrice ab. Par suite, pour un point (m, m'), la normale à la surface se projette horizontalement suivant la droite cm, et la trace du plan tangent en m sur le plan horizontal (H') est la perpendiculaire abaissée sur cm de la trace t, sur ce plan, de la génératrice ab.
On peut encore arriver à ce résultat de la manière suivante.
Supposons que la génératrice ab soit liée invariablement à un plan horizontal. On peut faire glisser ce plan horizontal sur luimême, de façon que la génératrice qui lui est liée se déplace en rencontrant constamment les deux directrices données. Pour un déplacement infiniment petit de ab^ ainsi lié à ce plan horizontal, le point a décrit une trajectoire parallèle au plan horizontal et pour laquelle le plan normal est le plan vertical projeté suivant ac. De même pour le point 6, le plan normal à la trajectoire de ce point se projette suivant bc, le point c est alors la projection horizontale de l'axe instantané de rotation relatif au déplacement infiniment petit de ab. Pour un point quelconque m de ab^ la trajectoire de ce point a pour plan normal le plan vertical me; ce plan vertical contient la normale à la surface réglée, et, par suite, la trace du plan tangent en m à cette surface sur (H') est la perpendiculaire abaissée du point t sur la droite me.
Cette construction n'est autre que celle à laquelle nous étions arrivés pour Thélicoïde réglé, et Ton voit ainsi que, si, pour Thé-
SURFACES GAUCHES. 4(l
licoïde réglé, la construction du plan tangent en un point d'une génératrice s'obtient simplement, c'est parce que le cône directeur de cette surface est un cône de révolution.
Surface ganche définie par trois conrbes directrices. — Enfin, supposons que la surface gauche soit définie par trois courbes directrices {fig. 289). Pour la génératrice abc qui rencontre les directrices données aux points a, b et c, nous connaissons les plans
tangents à la surface en ces points : ce sont les plans détermines par la génératrice et par les tangentes aux courbes directrices aux points rt, 6, c. En traçant respectivement par a, 6, c des droites A, B, G dans ces plans tangents, nous avons les directrices d^un hyperboloïde de raccordement à la surface.
Afin de déterminer le plan langent à la surface gauche au point m de la génératrice abc^ nous n'avons qu'à construire le plan tangent en ce point m à cet hvperboloïde de raccordement. Pour cela, menons deux génératrices G,, G2 de cet hyperboloïde du mémo système que la génératrice ahc, La droite partant du point m et qui rencontre G| et G2 est la génératrice de l'hyperboloïde du même système que A, B, G. Gette droite et la génératrice abc déterminent le plan tangent demandé.
Inversement, si par la génératrice abc on mène un plan quelconque, on obtient le point où ce plan touche la surface réglée en ])renant le point de rencontre de la génératrice abc avec la droite suivant laquelle ce plan coupe l'hyperboloïde de raccordement.
La droite d'intersection de ce plan et de l'hyperboloïde n'est autre que la droite qui joint les traces de G| et de G2 sur le plan donné mené par abc. On a donc facilement le point de contact de ce plan avec la surface réglée.
Il est clair que, pour les tracés, on doit choisir convenablement les génératrices auxiliaires Go Gr2* Dans la Leçon suivante, nous verrons que l'on peut, par un choix convenable de ces génératrices, arriver à des tracés très simples.
SUPPLÉMENT A LA VINGT-NEUVIÈME LEÇON
Génératxices singulières de surfaces gauches. — Prenons (,fig- 240) une surface gauche qui a pour plan directeur le plan vertical de pro-
Fig. i\o, ^1
Fig. 240.. p|^^.
F»g- 240,. plàf^-
Fig. 240,. pb
jection et qui est définie au moyen de deux directrices horizontales da\ eb' , Soit de une génératrice verticale de la surface. Supposons que les deux directricessoient deux courbes quelconques; elles se pro-
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jeltent horizontalement {fig.^^o^), suivant les deux lignes oa, ob qui passent par le point o.
Puisque le plan vertical est le plan directeur de la surface, nous obtenons une génératrice en menant un plan pab parallèle à ce plan vertical ; le point a est la projection horizontale du point a' ^ le point b du point b\ et la génératrice de la surface qui est dans ce plan vertical est la droite a' b'. Cette projection a' b' rencontre la projection de la génératrice verticale o en un point c, et, lorsque a' b' est une génératrice infiniment voisine de la verticale o, le point c est le point central sur cette verticale.
Calculons la distance cd. Appelons h la distance verticale qui sépare les plans des deux directrices horizontales.
On a
cd _ a' d ^ pa h ~ gb' " ab ' d'où Ton tire
(.) -'' = *xS-
Le paramètre de distribution k des plans tangents pour la génératrice verticale est égal à la plus courte distance op divisée par la tangente de Tangle ex compris entre les deux génératrices ; mais
erb' ab tang,= -^=^;
on a donc
i^ Les deux courbes oa et ob {fig» 24oi) se coupent sous un certain angle : op, ap et ab sont des infiniment petits du même ordre. Alors
^ est un rapport fini; il en est de même de -^« Par conséquent, la
distance cd donnée par la relation (i), c'est-à-dire la distance du point d au point central, est une distance finie, et le paramètre donné par (2) est fini. Nous sommes dans le cas d'une génératrice ordinaire d'une surface gauche.
2*» Les courbes se projettent horizontalement {Jig. 2402) suivant des lignes tangentes entre elles au point o, alors ab est infiniment petit par rapport à op et par rapport à op; la distance cé/ donnée par (i) est infinie, et le paramètre de distribution donné par l'expression (2) est infini. Les plans tangents aux différents points de la génératrice sont confondus avec le plan tangent qui a pour trace horizontale la
tangente commune aux projections des deux lignes directrices. Il faut remarquer que ce plan tangent unique n^est ni parallèle au plan directeur ni confondu avec le plan central.
30 La tangente aux projections horizontales des deux directrices est la droite op {fig* a/Jo,), alors ap et ab sont des infiniment petits du même ordre et sont infiniment petits par rapport à op. La distance cd est finie, et le paramètre est infini. Nous avons là encore une génératrice singulière; mais, dans ce cas, le plan tangent aux difTérents points de la génératrice est confondu avec le plan central.
4° Les projections horizontales des directrices sont {Jig. 2404) tangentes entre elles à la parallèle à la ligne de terre menée par le point o : op est alors infiniment petit par rapport k ap et k ab; la distance cd est une distance finie, et le paramètre est nul. Nous avons une génératrice singulière pour laquelle le point central est à distance finie; les plans tangents aux différents points de la génératrice sont confondus avec le plan tangent au point qui est à Tinfîni sur cette droite.
5° Les courbes directrices se projettent {/ig. 24O5) suivant des lignes osculatrices entre elles en o, leur tangente en ce point étant toujours la parallèle à la ligne de terre menée par o; op et ab sont maintenant infiniment petits dû second ordre. La distance câf est alors infinie, et le paramètre est fini; le plan tangent, aux différents points de la génératrice qui sont à distance finie, est confondu avec le plan parallèle au plan directeur.
6^ Les courbes {Jig. 24oe) sont tangentes entre elles à la parallèle à la ligne de terre menée par le point o; elles sont osculatrices entre elles, en ce point, lequel est un point d'inflexion sur ces courbes. (On conçoit la possibilité d'arriver à de pareilles courbes en prenant deux courbes gauches osculatrices et en projetant ces deux courbes sur un plan perpendiculaire à leur plan osculateur commun. Les projections de ces courbes présentent un point d'inflexion, et en ce point ces projections sont des courbes osculatrices.) Ici op est un infiniment petit du troisième ordre et ab du deuxième. La distancée^ est alors infinie, et le paramètre est nul.
Les différentes données que nous venons d'examiner sont au nombre de six; pour trois d'entre elles, le point central étant à distance Jinie , le paramètre présente toutes les valeurs depuis zéro jusqu'à V infini; puis, pour les trois autres, le point central étant à V infini, le paramètre présente aussi toutes les valeurs depuis zéro jusqu'à V infini.
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SURFACES GAUCHES (suite). - PROBLÈMES RELATIFS AUX SURFACES GAUCHES (appl. de géom. ciném.).
Surface gauche défînie par trois courbes directrices : Biais passé gauche. — Cùnc directeur. — Plan tangent en un point : diflTérentes solutions. — Génératrices singulières. — Problèmes relatifs aux surfaces gauches ( appl. de Géom. ciném.). — Surfaces réglées engendrées pendant le déplacement d'une figure de forme invariable. — Dièdre mobile. — Droite mobile dont quatre points restent sur quatre surfaces données. — Construction de la tangente à la courbe de contact de la surface engendrée par une droite, tangente à trois surfaces directrices, avec l'une de ces surfaces. — Lieu des droites liées à une figure, dont les déplacements sont assujettis à quatre conditions, et qui, à partir de leurs positions primitives, n'engendrent pas de pinceaux.
SUPPLÉMENT. — Applications de Géométrie cinématique. — Déplacement d'un dièdre de grandeur invariable dont larôte est tangente à deux surfaces données et les faces tangentes à ces mêmes surfaces. — Hyperboloïde osculateur le long d'une génératrice d'une surface réglée définie par trois courbes ou surfaces directrices. — Construire l'hyperboloïde osculateur d'une normalie. — Sur les trajectoires des points d'une droite mobile.
Surface gauche définie par trois courbes directrices : biais passé gauche. — Comme exemple de surface gauche définie par trois courbes directrices, nous allons prendre une surface que Ton rencontre dans le Cours de Stéréotomie et qu'on appelle biais passé gauche. Les trois directrices de cette surface sont deux circonférences égales, dont les plans sont parallèles, et la perpendiculaire aux plans de ces circonférences qui pas.se parle milieu du segment de droite compris entre les centres de ces courbes.
Prenons {Jig* ^40 ^^ P^^^ vertical de projection parallèle aux plans des circonférences directrices C|, Co et le plan horizontal parallèle au plan (H') perpendiculaire à celui-ci et mené par la ligne
des centres de C| et de C^. Les circonférences se projettent verticalement suivant les circonférences égales G'^ , G^, et la directrice D a pour projection verticale le point o' qui est à égales distances des centres des circonférences. Les génératrices de la surface gauche se projettent verticalement suivant des droites qui passent par o', puisqu'elles rencontrent toutes la directrice D.
Soit a'b'dd! Tune de ces génératrices; les quatre points a\ b\ c' , d' se projettent horizontalement en a, 6, c, d. Gomme le point o' est à égales distances des centres des deux circonférences,
Fig. 2^4 r.
les points a el b sont à égales distances de la projection horizontale de D^ il en est de même des points c et d. En joignant deux à deux les quatre points a^ 6, c, rf, on obtient un parallélogramme et ses diagonales; le point de rencontre o de ces diagonales est sur la directrice rectiligne D et sur la droite qui joint les centres des deux circonférences.
Une droite telle que ab'^ qui passé par o', correspond à quatre droites qui rencontrent les trois directrices données. Mais parmi ces droites il y en a toujours deux qui passent par le même point o;
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l'ensemble de ces dernières droites forme un cône ayant pour sommet ce point o et pour directrices lest circonférences données. Le biais passé gauche est la surface engendrée par les deux autres droites telles que arf, bc.
Par le point o menons ol parallèlement à ad et bc\ le point / est alors le milieu de bd. En projetant le point / en V sur la droite o'è', on obtient le point /' qui est le milieu de b' d' . Pour une génératrice quelconque du biais passé, on a un point tel que /'. Le lieu de ces points est une circonférence de cercle qui passe par le centre de C^; cette circonférence n'est autre que la trace du cône directeur de la surface sur le plan de cette circonférence directrice.
Cône directeur. — On voit ainsi qu'en plaçant en o le sommet du cône directeur du biais passé gauche, ce cône a pour trace, sur le plan de C| ou de Cj, une circonférence de cercle.
Plan tangent en nn point. — Prenons un point (m, m') sur la génératrice (6c, b'cf) et proposons-nous de construire le plan tangent en ce point au biais passé gauche. Nous allons employer un hyperboloïde de raccordement à cette surface le long de la génératrice bc. Menons au point d une tangente à 0\\ cette tangente se projette horizontalement sur le segment de droite C2 suivant lequel se projette cette circonférence 5 de même, menons au point U une tangente à C'^. Les projections verticales de ces tangentes se rencontrent en un point e' qui est sur le prolongement de D. Cela résulte de la situation de la directrice rectiligne par rapport aux circonférences directrices qui ont des rayons égaux.
L'hyperboloïde de raccordement que nous allons employer a pour directrices les tangentes en c', b' aux deux circonférences directrices du biais passé et la directrice rectiligne D de cette surface.
Pour construire le plan tangent au point (/??, m'), on doit chercher une génératrice de cet hyperboloïde qui rencontre deux droites de cette surface du même système que bc. Prenons pour l'une de ces droites la trace de l'hyperboloïde sur le plan horizontal (H'), qui contient déjà la directrice rectiligne D. Cette trace s'obtient en joignant par une droite les traces sur ce plan
des tangentes aux circonférences directrices, tangentes qui sont les directrices de rhyperboloïde.
La perpendiculaire e' au plan vertical rencontre les directrices de rhyperboloïde projetées suivant é d ^ e*b' et la droite D à laquelle elle est parallèle. Cette perpendiculaire au plan vertical est donc aussi une droite de Thyperboloïde du même système que la génératrice qui contient le point m. En joignant le point e' au point m', on a la projection verticale d'une génératrice de cet hyperboloïde, et, comme la trace de cette droite sur (H') doit être sur la trace de l'hyperboloïde sur le même plan, celte trace est au point t. En joignant le point m au point /, on a alors la projection horizontale de la ligne e' m'. Les droites ml et mY sont les projections d'une droite qui, avec la génératrice de l'hyperboloïde, définissent le plan tangent demandé. La trace sur (H') de ce plan tangent est la droite rt.
Antres solutions ponr déterminer le plan tangent. — Le plan tangent en un point d'une génératrice d'une surface gauche est le plan déterminé par cette génératrice et par une tangente menée par ce point à la surface. On a alors facilement le plan tangent, après avoir construit en (m, m') la tangente à une courbe tracée sur le biais passé.
Or il est très aisé de construire la tangente à la section faite dans le biais passé par un plan mené par le point (m, m') parallèlement au plan vertical de projection.
Ce plan sécant étant parallèle aux plans des courbes directrices détermine avec les circonférences Ct, Cj trois plans qui partagent toutes les génératrices de la surface en segments proportionnels ; ces segments se projettent sur le plan vertical de projection suivant des segments dont le rapport est égal au rapport dans lequel se trouvent partagés les segments des génératrices dans l'espace. Pour une génératrice quelconque de la surface, les segments tels que c'/n', m' U sont donc dans un rapport constant.
Sur le plan vertical de projection, la courbe lieu des points tels que m' partage alors dans un rapport constant les segments interceptés par C'j , G', sur des droites telles que c'b\ qui passent constamment par le point o'.
Nous savons construire la normale à la courbe lieu des points
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tels que ni. Pour délerminer cette droite, élevons au point o' (yî^. 242) (') une perpendiculaire à o'/w'; menons au point d la normale à C',; elle rencontre en un point y la perpendiculaire que nous venons de mener; traçons de même la normale au point // à
Fig. l'^i.
C,; elle rencontre la perpendiculaire o'y au point P : la normale
demandée , passe par le point [jl, qui partage le segment yfi de
façon que -^ = —rrr
^ ^ [xp m' 6
Pour déterminer le point |jl, il suffit de prendre le point de rencontre s des droites c'y, 6'? et d'abaisser de ce point e une perpendiculaire sur la droite dnil : cette perpendiculaire coupe o'y au point |jl. En effet, les triangles 6Ve', Pye sont semblables, puisqu'ils ont leurs côtés respectivement perpendiculaires; en abaissant du point s une perpendiculaire sur c'm', on a l'homologue de cette droite; elle partage le côté y? comme le point m! partage le côté c'fr'. Ayant le point [jl, on a la normale /w'|jl, et la perpendiculaire à cette droite menée par le point m' est une droite de front du plan tangent demandé.
Nous venons de déterminer le plan tangent en construisant la tangente en ni à la section faite dans le biais passé par un plan mené par ce point parallèlement au plan vertical de projection et
(') Nous faisons cette construction sur une figure particulière pour ne pas compliquer la fig. i\\.
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en donnant de cette section plane une certaine définition. Nous allons montrer que la projection verticale de cette section plane peut être engendrée d'une autre façon (*). Il en résulte une construction de la normale à la projection verticale de cette courbe et une autre construction du plan tangent.
Le plan sécant mené par le point m rencontre {Jig- a4i) Isi génératrice ol du cône directeur au point (p, s?')\ ce point appartient à la trace du cône directeur sur ce plan. Cette trace est une circonférence de cercle qui se projette verticalement suivant une circonférence tangente au point o> à la projection verticale de la circonférence lieu des points tels que l'.
Puisque la droite ol est parallèle à la génératrice è/??, on a
bm = çl et, par suite,
On obtient donc la projection verticale de la section plane en portant sur des droites partant du point fixe cf et à partir des points où elles rencontrent C, des segments tels que V m' , égaux aux segments tels que v^ ly interceptés par deux circonférences fixes.
11 résulte de là un moyen de construire la normale en rn! à la
Fi g. 2/|3.
courbe ainsi obtenue. Élevons {fig* a43) (^) au point c! une perpendiculaire k o>b'; appelons i' le point milieu du segment s/b\ Le
(•) Traité de Géométrie descriptive de M. de la Gocbxckie, !!• Partie, p. 21 4. (') Nous avons fait une figure particulière pour ne pas compliquer layî^. 3^41
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point i' est aussi le milieu du segment V m\ puisque nous supposons que le segment Vm! est égal à v' l', La normale au point v*, à la circonférence qui contient ce point, rencontre au point i la perpendiculaire à la droite o' U que nous venons de mener par le point o'. La normale au point b' à la circonférence directrice donne le point a sur cette perpendiculaire; la normale au point/' à la trace du cône directeur donne le point 4 ; enfin la normale cherchée vient donner le point |jl sur o'a.
Puisque le point i' est le milieu de r'A', le segment i-3 est égal au
segment 3-2.
Puisque le point i' est le milieu du segment V m!, le segment
est égal au segment 3-|jl
Il résulte de là que le segment a-[ji est égal au segment i-4 j et que, par conséquent, il est aussi facile de construire le point |jl qu'il a été facile de déterminer le point m! sur la droite o'6'. Connaissant la droite m'[Ji, il suffît d'élever une perpendiculaire à cette droite pour avoir une droite de front du plan tangent demandé : ce plan est donc déterminé.
Génératrices singulières. — H y ^ sur le biais passé gauche des génératrices singulières. Telles sont les génératrices situées dans le plan horizontal (H') : elles rencontrent la directrice rectiligne {fig. if\\) aux points 5, //. Ces génératrices rencontrent les circonférences directrices en des points pourlesquelsles plans tangents sont verticaux et confondus. Le plan tangent est unique tout le long de ces génératrices-, il est différent aux points s et w, qui sont les points centraux sur ces génératrices.
On a encore des génératrices singulières en prenant les génératrices qui se projettent verticalement suivant les droites menées par le point o' tangentiellement aux projections verticales des circonférences directrices ; aux points où ces droites rencontrent ces circonférences directrices, on a, pour chacune de ces droites, un même plan tangent.
PROBLÈMES RELATIFS AUX SURFACES GAUCHES (appl. de géom. cinéx.)*
Surfaces réglées engendrées pendant le déplacement d'une figure de forme invariable (*). — Nous allons considérer maintenant les surfaces réglées engendrées par des droites faisant partie de figures mobiles de forme invariable.
Quatre plans (A), (B), (G), (E), liés inçariablementj se coupent suivant une droite D; chacun de ces plans est tangent à une sur/ace donnée. Lorsqu'on déplace ce faisceau de plans de façon que ces quatre plans restent respectivement tangents aux surfaces données, la droite D engendre une surface (D). Nous nous proposons de construire le plan tangent à (D)pour un point de la droite D.
Soit a {fig- 244) le point de contact du plan (A) avec Tune des
Fig. 244.
surfaces directrices données. Lorsqu'on déplace la figure de forme invariable, le plan (A) a une caractéristique qui passe par le point a; mais la caractéristique d'un plan qui passe par une droite D est la projection de l'adjointe au plan perpendiculaire à celte droite; la normale A au point a à la surface directrice donnée doit donc rencontrer cette adjointe.
(•) Étude sur le déplacement {loc, cit., et Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 6 et i3 juin 1870, 3 et 10 mars 1873). Ces deux dernières Communications ont été reproduites dans le Bulletin de la Société mathématique de France, t. I, p. 106. Dans le même volume^ page ii4f on trouve une intéressante Note de M. Halpder, Sur le mouvement d'une droite.
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Ce que nous venons de dire pour l'un des plans, on peut le répéter pour les trois autres; on voit donc que, en menant aux surfaces directrices données des normales issues des points où ces surfaces sont touchées par les quatre plans (A), (B), (C), (E), on obtient quatre droites qui doivent rencontrer l'adjointe au plan perpendiculaire à D. Ces quatre droites A, B, C, E sont parallèles à un plan perpendiculaire à D; par suite elles rencontrent la droite à l'infini sur ce plan. 11 n'y a alors qu'une seule droite à distance finie qui rencontre A, B, C, E, et cette droite L est l'adjointe demandée.
Construisons L. Considérons le paraboloïde qui a pour directrices les normales A, B, C. Coupons ce paraboloïde par le plan mené, par la normale E, perpendiculairement à la droite D, c'està-dire par un plan parallèle à l'un des plans directeurs de ce paraboloïde ; la section est une droite G, qui rencontre E en un point g \ la génératrice du paraboloïde (A, B, C), qui passe par le point g^ est la droite L qu'il s'agissait de construire.
La droite L, adjointe au plan perpendiculaire à D, est, comme on le sait, une droite qui appartient au paraboloïde des normales de la surface (D) engendrée par D; on obtient donc le plan tangent en un point quelconque /n de D à la surface (D) de la manière suivante : on mène par m un plan perpendiculaire à D, ce plan rencontre L en un point [jl, la droite /n|JL est la génératrice du paraboloïde des normales, et, par conséquent, c'est la normale au point m à (D); le plan tangent demandé lui est perpendiculaire.
On peut encore dire que ce plan tangent est le plan mené par D perpendiculairement au plan déterminé par le point m et par la droite L.
Au moyen de la droite L, on obtient la caractéristique de l'un quelconque des quatre plans du faisceau mobile en projetant cette droite L sur ce plan.
On peut remarquer que ce paraboloïde des normales à la surface (D) par la droite D est déterminé ; par conséquent, cette droite engendre un élément de surface réglée, quoique les conditions qui définissent le déplacement de la figure de forme invariable ne soient qu'au nombre de quatre seulement, et que, en général, dans ces circonstances, les points admettent des surfaces trajectoires et les droites engendrent des pinceaux. Dans une
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figure de forme invariable, donl les déplacements sont assujettis à quatre conditions, il y a une infinité de droites, telles que D (* )- Prenons (^fig* ^45) le cas particulier où l'on n'a plus que deux plans assujettis à rester tangents à une surfax^e donnée^ la droite D étant en outre assujettie à toucher deux autres surfaces données. Des points de contact a et b des deux plans avec
Fig.
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la surface directrice, menons- des normales à cette surface; des points, où la droite D touche les autres surfaces directrices, menons les normales C, E à ces surfaces. L'adjointe au plan perpendiculaire à D rencontre A et B, comme nous l'avons montré, et, comme cette droite appartient au paraboloïde des normales de la surface (D) engendrée par D, elle rencontre aussi C et E; eUe doit donc rencontrer A, B, C, E. On la détermine comme nous venons de le dire et, lorsqu'elle est construite, on achève comme précédemment pour déterminer soit le plan tangent en un point quelconque m de D, soit la caractéristique de l'une des faces du dièdre mobile.
Supposons {fig* 246) que l'angle du dièdre formé par les plans (A)et(B) diffère infiniment peu de deux angles droits; alors a et b sont infiniment voisins de D, et la droite qui joint ces deux points est la tangente conjuguée de D par rapport à la surface directrice à laquelle la droite D est maintenant tangente. Cette droite est toujours assujettie, en outre, à toucher deux autres surfaces directrices données. En définitive, la droite D doit rester maintenant tangente à trois surfaces directrices, et un plan (A) mené par cette droite reste tangent à Vune de ces surfaces successivement aux points de contact de D avec cette surface.
(*) Voir à la fin de cette Leçon.
Le paraboloïde employé pour déterminer la droite L, adjointe au plan perpendiculaire à D, est le paraboloïde des trois droites A, B, C. Mais A et B sont deux droites infiniment voisines; ce paraboloïde est donc le paraboloïde qui est mené par C et qui se raccorde avec la normalie ayant pour directrice une courbe passant par les points a et 6.
Ce paraboloïde de raccordement a pour plans tangents, aux
Fig. 246.
centres de courbure principaux yi et Y2 situés sur la normale A, les plans des sections principales de la surface directrice. Les directrices de ce paraboloïde sont les droites qui joignent les points y, , Y2 aux points de rencontre de la droite C avec ces plans des sections principales. Ce paraboloïde est déterminé par ces deux droites et par son plan directeur, qui est toujours le plan perpendiculaire à D.
En prenant le point de rencontre g de la droite E avec ce paraboloïde, la génératrice L qui passe par g est l'adjointe à l'aide de laquelle on construit, comme précédemment, le plan tangent en un point quelconque m de la droite D.
En projetant L sur le plan (A) tangent en a à la surface directrice donnée, on obtient la caractéristique de ce plan mobile. Comme cette droite est conjuguée de la tangente à la ligne de contact de (D) avec la surface directrice, il suffit de prendre la tangente conjuguée de cette projection de l'adjointe \^ pour avoir, au point a, la tangente à la courbe de contact de la surface réglée (D) avec la surface directrice à laquelle le plan (A) reste tangent.
Dièdre mobile. — La propriété de l'adjointe au plan perpendiculaire à D de se projeter sur les faces d'un dièdre de forme inva-
riablc, qui a pour arête celle droite, suivant les caractéristiques de ces faces, montre comment on construit cette adjointe lorsque Ton donne les caractéristiques des faces d^un dièdre mobile. Il suffît de mener suivant les caractéristiques des faces de ce dièdre des plans normaux à ces faces; leur intersection est l'adjointe cherchée. Au moyen de cette adjointe, on construit, comme précédemment, les plans tangents à la surface réglée engendrée par l'arête du dièdre. Par exemple, nous avons déjà dit que, lorsqu'un dièdre droit se déplace de manière que ses faces contiennent deux droites, l'arête du dièdre engendre un hyperboloïde; la remarque que nous venons de faire permet donc de construire les plans tangents à un pareil hyperboloïde.
Puisque la droite L appartient au paraboloïde des normales engendré par l'arête du dièdre mobile, on peut la prendre comme droite conjuguée Ae cette arête; on voit alors que le déplacement de ce dièdre mobile peut être obtenu au moyen d'une simple rotation autour de cette adjointe.
Dans le cas particulie,r où la caractéristique d'une des faces du dièdre mobile est perpendiculaire à la génératrice D de la surface gauche (D), l'adjointe L est à l'infini et ne peut pas être prise comme axe de rotation permettant le déplacement du dièdre; le déplacement autour de cet axe à l'infini est une simple translation dans la direction de D, ce qui ne déplace pas le dièdre.
On voit également que, dans ce cas particulier, la caractéristique de V autre face est aussi perpendiculaire à D et que ces deux caractéristiques ne rencontrent pas D au même point (*).
Si (D) est une surface développable, les caractéristiques des faces du dièdre rencontrent D au même point; elles peuvent être Tune et l'autre perpendiculaires à D et le déplacement du dièdre peut s'effectuer au moyen d'une rotation infiniment petite.
Droite mobile dont qnatre points restent sur quatre surfaces données. — Nous venons de considérer le déplacement d'une droite îndé-
(') Voir mes Notes suivantes : Sur le déplacement infiniment petit d'un dièdre de grandeur invariable {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, ii juin 1877); Nouvelle démonstration d'un théorème relatif au déplacement infiniment petit d'un dièdre, et nouvelle application de ce théorème {Bulletin de la Société mathématique de France, t. VI. p. 5); Démonst rations géométriques d'un théorème relatif aux surfaces réglées {Id., p. 7).
pendamment de ses points; examinons le cas où la droite mobile se déplace de façon que quatre de ses points a, 6, c, e {Jig- 247) restent sur quatre surfaces données.
On ne connaît pas les trajectoires décrites par les quatre points a, 6, c, e, mais on sait que le plan normal à la trajectoire décrite par le point a contient la conjuguée A de la droite D ; la normale A à la surface sur laquelle reste le point a rencontre donc la conju-
guée de D. Il en est de même des normales aux trois autres surfaces directrices élevées respectivement des points &, c, e; donc la conjuguée de D est la droite A qui rencontre les quatre normales A, B, C, E aux surfaces directrices.
11 n'y a qu'une seule droite rencontrant A, B, C, E, puisque D rencontre déjà ces quatre droites. Pour construire A, coupons riiyperboloïde, défini par A, B, C, par le plan (D, E), qui le rencontre suivant la droite D; alors la section est une droite H. Cette droite rencontre E en un point A, et la génératrice de l'hyperboloïde qui passe par h est la droite A. Connaissant A, on obtient tout de suite la tangente à la trajectoire d'un point quelconque m de D : c'est la perpendiculaire élevée de ce point au plan (m, A). On a aussi le plan tangent en ce point à la surface engendrée par D : c'est le plan mené par D perpendiculairement au plan
Supposons, comme cas particulier, que les points a et b soient sur une même sur/ace, et que la droite mobile soit en outre assujettie à toucher deux autres surfaces données.
Les normales élevées des points a et b (Jig- ^48) à la surface sur laquelle restent ces points rencontrent la conjuguée de D, et, comme cette conjuguée appartient au paraboloïde des normales à la surface engendrée par cette droite, elle rencontre aussi les normales C et E aux deux autres surfaces directrices; A est alors
déterminé, comme précédemment, au moyen de quatre droites A, B, C, E.
Si les points a et b sont infiniment voisins, la droite D est tangente à trois surfaces directrices, et le point a décrit sur la surface directrice [à] la courbe de contact de cette surface et de la surface réglée engendrée par D. Dans ce cas, rhyperboloïde défini par A, B, G est rhyperboloïde mené par C, et qui est de raccordement avec l'élément de normalie qui contient A et B. Aux centres de courbure principaux yi et y^, les plans tangents à cette normalie
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sont les plans des sections principales de la surface \a\. Les trois directrices de cet hyperboloïde sont alors D et les droites partant des points Yi, ya et aboutissant aux points où la droite C rencontre les plans des sections principales de [a]. Cet hyperboloïde de raccordement étant défini au moyen de ces trois droites, on sait construire, comme précédemment, la génératrice de cet hyperboloïde qui rencontre E, et obtenir ainsi la droite A. Connaissant A, on peut déterminer la tangente à la trajectoire! du point a, ce qui donne une autre solution de cette question, précédemment résolue : Une droite tangente à trois surfaces directrices engendre une surface réglée; construire la tangente à la courbe de contact de cette surface avec Vune des surfaces directrices.
Les points a et b peuvent être confondus sans que les surfaces directrices de ces points soient confondues. Les points a et b confondus décrivent alors la ligne d'intersection (a) des surfaces directrices; par suite, la droite D est assujettie à avoir un point a sur une courbe (a) pendant que les points c, e restent sur des surfaces données. La solution, dans ce cas, est très simple : la droite conjuguée est dans le plan normal en a à la trajectoire (a) de ce point, et elle rencontre C, E^ par conséquent, c'est la droite
qui joint les traces des normales G, E sur le plan normal en a à la trajectoire (a).
Enfin, dans le cas où la droite est assujettie à avoir deux de ses points sur deux courbes données, la droite A est l'intersection des plans normaux menés en ces points aux trajectoires données de ces points.
Droites liées à une figure dont les déplacements sont assujettis à quatre conditions et qui, à partir de leurs positions primitives, n'engendrent pas de pinceaux. — Il reste maintenant à revenir sur ce que nous avons annoncé relativement aux droites qui engendrent des éléments de surfaces réglées pour tous les déplacements d'une figure assujettie à quatre conditions seulement.
Considérons un pareil déplacement dans le cas où il y a deux axes simultanés |de rotation D et A. Appelons X une droite qui, pour tous les déplacements de la figure, engendre le même élément de surface réglée. Un point de cette droite a pour surface trajectoire, autour de sa position, la surface engendrée par X, et la normale à cette surface est la droite issue de ce point, qui rencontre D et A. Les normales aux surfaces trajectoires des points de X forment alors le paraboloïde des normales à l'élément de surface réglée engendré par X. La droite X doit, par conséquent, déterminer avec D et A un paraboloïde dont un plan directeur lui est perpendiculaire; X doit alors rencontrer à angle droit la perpendiculaire O commune à D et à A.
Prenons une droite qui s'appuie sur D et A, et menons la perpendiculaire commune X à cette droite et à O. Cette droite X, qui est bien déterminée, remplit les conditions dont nous venons de parler. On a alors toutes les droites telles que X en prenant les perpendiculaires communes à O et aux droites qui s'appuient sur D et A. Les droites X sont donc les génératrices du conoïde de Pliicker que nous avons étudié précédemment (*),
(') En faisant usage d'une propriété énoncée au bas de la page 36]. On peut dire : Lorsqu'une figure de forme invariable n'est assujettie qu'à quatre conditions, les axes de tous les déplacements qu'on peut lui imprimer, à partir d'une de ses positions, sont les génératrices d'un conoïde de Pliicker.
46o SECONDE PARTIE. — TRENTIÈME LEÇON.
SUPPLÉMENT A LA TRENTIÈME LEQON
APPLICATIONS DE GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE
Dièdre mobile dont Tarête reste tangente à deux surfaces données et dont les faces restent tangentes à ces mêmes surfaces. — En considérant d'abord le déplacement d'un dièdre dont les faces sont tangentes à une même surface, puis en supposant que ce dièdre diffère infiniment peu de deux angles droits, nous avons trouvé, dans cette Leçon, une j)ropriété relative à l'adjointe à un plan perpendiculaire à l'arête de ce dièdre. Cette propriété peut être énoncée ainsi :
Lorsqu'un plan contenant une droite se déplace de telle façon (fu*il reste, ainsi que la droite, tangent à une surface, l'adjointe à un plan perpendiculaire à cette droite est tangente à une normalie à la surface donnée, qui a pour directrice une courbe dont la tangente est conjuguée de la droite mobile.
Cette propriété permet de résoudre immédiatement le problème suivant :
L'arête d'un dièdre mobile reste tangente à deux surfaces données, et les faces de ce dièdre sont tangentes à ces surfaces; dé ter ^ miner l'adjointe à un plan perpendiculaire à cette arête.
Supposons, comme cas particulier, que les surfaces données soient les nappes de la développée d'une surface (S) et que le dièdre mobile soit le dièdre droit formé par les plans des sections principales de (S) relatifs à la normale A. On peut alors déplacer ce dièdre d'une infinité de manières autour de la position qu'il occupe sans qu'il cesse de remplir ces conditions. En conséquence, il doit y avoir une infinité d'adjointes à un plan perpendiculaire à A.
D'après ce qui précède, ces adjointes doivent être tangentes à deux éléments de normalies. Comme les deux droites infiniment voisines, qui déterminent respectivement chacun de ces éléments de normalies, sont perpendiculaires à A et qu'elles doivent pouvoir être rencontrées par une infinité de droites, elles appartiennent toutes les quatre à un même paraboloïde hyperbolique ; ce paraboloïde est le lieu de toutes
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ces adjointes. Mais ces adjointes peuvent être prises comme axes instantanés de rotation au moyen desquels s'obtiennent tous les déplacements du dièdre droit; par suite on voit que :
Le lieu des aœes autour desquels il faut faire tourner les plans des sections principales d'une surface pour les amener dans l'une quelconque des positions infiniment voisines qu'ils peuvent occuper est un paraboloïde hyperbolique.
Ce paraboloïde, que j'ai appelé /?a/'a 60 /oiVfe des huit droites^ permet d'obtenir facilement la liaison qui existe entre les éléments de courbure des deux nappes de la développée d'une surface (•).
Gonstmction de l'hyperboloide oscnlateur d'une surface réglée définie par trois surfaces ou courbes directrices (*). — Nous avons vu (p. 3i i) que, pour construire l'hyperboloide osculateur d'une surface réglée (D) le long d'une génératrice D, on doit construire les asymptotes des indicatrices de (D) en trois points de D.
La construction de l'asymptote de l'indicatrice de (D) au point a, où cette droite touche une surface directrice (A), se ramène à la construction de l'asymptote de l'indicatrice de cette surface en a. Pour le montrer, considérons la courbe de contact (a) de (D) et de (A). Aux différents points de cette courbe, ces deux surfaces ont les mêmes plans tangents. Par suite, lorsque le plan tangent en a aux surfaces (A) et (D) se déplace en restant tangent à (A), de façon que son point de contact soit toujours un point de (a), sa caractéristique est conjuguée de la tangente au point a à la ligne {a) relativement à (A) et à (D). Ces deux surfaces ont donc en a un système commun de diamètres conjugués.
Ce système de diamètres, que l'on connaît pour (A), est aussi un système de diamètres conjugués par rapport aux asymptotes de l'in-
(') Pour plus de développements relativement à ce paraboloïde, je renvoie aux Communications que j'ai faites à rAcadémie des Sciences et dont voici les titres :
1" Détermination de la liaison géométrique qui existe entre les éléments de courbure des deux nappes de la sur/ace des centres de courbure principaux d'une sur/ace donnée (la février 1872).
a* Détermination des relations analytiques qui existent entre les éléments de courbure des deux nappes de la développée d*une sur/ace (7 décembre 187^).
3« Sur le paraboloïde des huit droites (2 avril 1877).
4" Sur les sur/aces dont les rayons de courbure principaux sont /onctions Vun de Vautre (3o avril 1877).
(*) Ed. Weyb. Académie de Vienne, 1880.
J. SoLisi. Académie de Prague, i883.
dicatrice de (D) en a, mais on a Tune de ces droites, c'est la génératrice D : on peut alors facilement construire Tautre.
Cherchons maintenant Tasjmptote de l'indicatrice de (D) au point où D rencontre une courbe directrice. Prenons d'abord un dièdre mobile dont les faces sont tangentes en 6 et c à cette courbe et dont Tarêle D touche deux surfaces directrices (E), (F).
Aux points b et c menons respectivement des perpendiculaires aux faces du dièdre. Ces droites et les normales E, F aux surfaces directrices sont quatre droites perpendiculaires à D.
La droite unique L, qui les rencontre, est l'adjointe au plan perpendiculaire à D. En projetant L sur les faces du dièdre, on obtient les caractéristiques de ces faces pour un déplacement infiniment petit du dièdre.
Supposons que le dièdre diffère infiniment peu de deux angles droits; on n'a plus alors qu'un plan (P) sur lequel une droite D est marquée; ce plan touche toujours la courbe directrice en un point de D, et cette droite reste tangente aux surfaces directrices (E), (F).
Les points ô et c sont actuellement infiniment voisins; les droites B, C déterminent un élément de surface réglée dont le plan directeur est perpendiculaire à D et dont les directrices sont : la tangente à la courbe donnée et l'axe de courbure de cette courbe. On peut construire le paraboloïde qui passe par E et qui se raccorde avec cet élément de surface. Ce paraboloïde est rencontré par F en un point; la génératrice de ce paraboloïde qui passe par ce point est l'adjointe L au plan perpendiculaire à D. En projetant L sur (P), on a la caractéristique de ce plan et l'on achève comme précédemment. «
Gonstraire l'hyperboloîde oscillateur d'une normalie. — Soit (A) une uormalie à une surface (S) dont la directrice est une courbe plane E. Appelons toujours a un point de cette courbe, A la normale en a à (S), et (T) le plan tangent à cette surface en a.
Aux points de contact de A avec les nappes de la développée de (S) on peut construire, comme nous venons de le voir, les directrices de l'hyperboloîde qui est osculateur de la normalie (A) le long de A. On est ainsi conduit à se donner les droites de courbure des nappes de cette développée. Il y a entre ces droites de courbure une liaison nécessaire qui ne permet pas de les prendre arbitrairement (p. 4^i).
Pour définir complètement l'hyperboloîde osculateur, dont on connaît déjà deux directrices, il reste à construire une troisième directrice. Dans le cas actuel, nous allons employer pour cela un procédé particulier. Appelons at la tangente en a à E, et ax la tangente con-
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juguée de at par rapport à (S). Le plan (A, at), tangenl à la normalie (A) en a, est perpendiculaire au plan (T). Ces deux plans forment un dièdre qui est toujours droit lorsque, ces plans restant tangents respectivement à (A) et à (S), le point a décrit E. L'arête de ce dièdre est alors constamment tangente à cette courbe.
Pour un déplacement infiniment petit, les faces de ce dièdre ont chacune une caractéristique. Le plan (T) a pour caractéristique ax, conjuguée de at. La face (A, a^) a pour caractéristique une droite (jue Ton construit ainsi : par aC on mène un plan perpendiculaire au plan de E, et par ax on mène un plan perpendiculaire à (T); ces deux plans se coupent suivant une droite dont la projection sur la face (A, at) est la caractéristique de cette face (p. 869).
Cette caractéristique et at sont deux tangentes conjuguées de (A). On a donc, en a, la droite A, qui est une asymptote de l'indicatrice de (A) pour ce point, et un système de tangentes conjuguées; on peut alors construire Tautre asymptote de cette indicatrice.
Cette droite est la troisième directrice de Thyperboloïde osculateur demandé. Cet hyperboloïde est alors déterminé.
La construction de Thyperboloïde osculateur d'une normalie permet de résoudre facilement un certain nombre de problèmes.
Voici les énoncés de quelques-uns de ces problèmes :
Construire le plan osculateur en un point de la courbe de con^ tact d'une sur/ace et d'un cylindre ou d'un cône qui lui est circon-^ scrit.
Construire le rayon de courbure de la développée de la section faite dans une surf ace par un plan quelconque.
Construire le centre de courbure de l'une des branches de la section faite dans une surface par l'un de ses plans tangents (*).
Sur les trajectoires des points d'une droite mobile (*). — On peut considérer ces trajectoires à deux points de vue, ayant chacun leur intérêt propre :
I® On peut chercher à construire les éléments de ces trajectoires, connaissant deux d'entre elles.
(*) Voir {Comptes rendus de V Académie des Sciences^ séances des 1*, i5 et ■22 mars 1875) les solutions que j'ai données de ces problèmes et de quelques autres.
(•) Voir A. ScHôTCFLiBS, Sur la courbure des lignes décrites par les points d'un solide invariable en mouvement {Mémoires de la Société ^-oyale des Sciences de Liège, 2* série, t. XI ).
2° On peut chercher les propriétés communes à ces trajectoires.
Relativement au premier point de vue, je dirai seulement que les axes de courbure des trajectoires des points d'une droite peuvent se construire au moyen d'une simple droite (*).
Voici maintenant les énoncés de quelques propriétés de ces trajectoires (*) :
Les tangentes aux trajectoires de tous les points d* une droite appartiennent à un paraboloïde hyperbolique qui a Vun de ses plans directeurs perpendiculaire à la conjuguée de cette droite.
Pour une position quelconque d'une droite pendant son déplacementy les axes de courbure des trajectoires de tous les points de celte droite appartiennent à un hyper boloïde (').
La sur/ace formée par les normales principales des trajectoires de tous les points d'une droite est une sur/ace du quatrième ordre qui possède une droite triple.
Le lieu des centres de courbure des trajectoires de tous les points d'une droite est une courbe du cinquième ordre.
'Les centres des sphères osculatrices des trajectoires de tous les points d'une droite sont sur une cubique gauche (^).
Lorsque quatre points d'une droite mobile restent sur quatre plans donnés, un point quelconque de cette droite décrit une ellipse (*).
Lorsque les points d'une droite sont assujettis seulement à trois conditions, ils se déplacent sur leurs surfaces trajectoires. Pour un déplacement, les points de la droite mobile décrivent des lignes sur ces surfaces. Voici quelques résultats relatifs à ces lignes (^') :
(') Comptes rendus de l* Académie des Sciences, séance du 0 juin 1870.
(') Voir {Comptes rendus de t* Académie des Sciences, séances des 3 et 10 mars 1873) les démonstrations que j'ai données de ces propriétés et de quelques autres.
(') Ce Ihéorème est dû à M. Haag {Bultetin de la Société Philomalhique. séance du i5 juin 1870). M. Ridaccocr, de son c6lé, m'avait communique l'énonce de ce théorème, dans le cas particulier où la droite mobile est normale à la trajectoire de ses points.
(*) Ce théorème est dû à M. Haag.
(^) On peut compléter ainsi celte propriété : La droite mobile engendre une sur/ace du quatrième ordre dont le cône directeur est de révolution. Si la droite mobile entraine le plan qui la contient et qui reste constamment parallèle à l'axe de ce cône directeur, un point vwariablement lié à ce plan décrit aussi une ellipse.
(*) Voir mon Mémoire intitulé Sur les sur/aces trajectoires des points d'une
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Le lieu des points d'une figure déforme invariable dont les trajectoires sont tangentes à des lignes asymptotiques de leurs surfaces trajectoires est une surface du troisième ordre.
De là cette propriété : // existe toujours une droite dont tous les points décrivent des éléments de lignes asymptotiques sur leurs surfaces trajectoires.
Le lieu des points d'une figure dont les trajectoires ont leurs plans osculateurs normaux aux surfaces trajectoires de ces points est une surface de sixième ordre.
Le lieu des centres de courbure principaux des surfaces trajectoires des points d'une droite est une courbe gauche du sixième ordre, etc., etc. (M.
figure de forme invariable dont le déplacement est assujetti à quatre conditions {Recueil des Savants étrangers, t. XXII, et Journal de Mathématiques de M. Besal, 3" série, t. I, p. 67).
(') En terminant ce qui est relatif à la Géométrie cinématique, je crois devoir rappeler que, pour la partie historique concernant la question du déplacement d'une figure de forme invariable, j'ai renvoyé à la Notice de M. Ghasles {voir p. 160, 358, 36o); c'est pourquoi je n'ai pas parlé des travaux des géomètres d'ailleurs si connus : Descartes, Pascal, Roberval, Jean Bermoulli, d'Albmbert,
EULER, GlULIO MOZZI, LbXELL, CaRNOT, GaUCBY, POINSOT, G. GlORGIHI.
Le travail de M. Ghasles renferme aussi des Notes intéressantes dans lesquelles sont cités : de Prony, Mobics, Lefébure de Focrcy, P. Breton, Transon, Salmou, Bresse, Gilbert, Rodrigces, Stegmarn, de Jonqcières, l'abbé Jcllien, Steichen, Lamarle, Bellavitis, F. Lucas et moi-même.
TRENTE ET UNIÈME LEÇON
Lignes de niveau. — Intersection de surfaces topographiques. — Courbes intercalaires. — Lignes d'égale pente. — Tracé des lignes d'égale pente. — Plan tangent à une surface topographique. — Cône circonscrit. — Lignes de plus grande pente. — Emploi des surfaces topographiques pour la représentation des Tables. — Anamorphose. — Emploi de deux surfaces topographiques qui représentent deux fonctions. — Représentation des lois naturelles.
Lignes de niveau. — Pour représenter la surface d'un terrain, dans la méthode des projections cotées, on coupe cette surface par des plans horizontaux équidistants ; les lignes d'intersection ainsi obtenues sont appelées des lignes de niveau. Les projections cotées de ces lignes servent à représenter la surface du terrain.
Fig. 249.
En général, cette surface ne rencontre une verticale qu'en un point; de là résulte que deux, lignes de niveau ne se renconlront pas.
SURFACES TOPOGnAPHIQVES.
On donne le nom de surfaces topo graphiques aux surfaces qui ne sont pas définies géométriquement et qui peuvent être représentées par des lignes de niveau ne se rencontrant pas.
Proposons-nous de construire V intersection d'une surface topo graphique par un plan quelconque» La surface est donnée par ses lignes de niveau cotées, et le plan par son échelle de pente.
Prenons {fig* ^49) les intersections des horizontales du plan et des lignes de niveau qui ont respectivement les mêmes cotes, et joignons par un Irait les points ainsi obtenus. Celte solution n'est qu'approximative, puisque la surface topographique n'est donnée qu'approximativement par des lignes de niveau. Il en est de même de tous les problèmes que nous allons résoudre.
Si le plan sécant est vertical (fig- aSo), pour déterminer son
Fig. 3J0.
mi;p^
intersection avec la surface, on l'amène à être horizontal en le faisant tourner autour de l'une de ses horizontales. Le point oîi le plan vertical mp rencontre la ligne de niveau 10 est au-dessus de l'horizontale 5 de ce plan, de cinq unités de l'échelle du dessin. Pour avoir le rabattement de ce point, on porte sur la perpendiculaire élevée en m à m/?, à partir de ce point m, cinq unités de l'échelle du dessin. Pour le point /i, où le plan rencontre l'horizontale 9, on porte quatre unités, et ainsi de suite. En réunissant les extrémités des segments ainsi portés, on obtient la projection du rabattement, sur le plan horizontal coté 5, de la ligne d'intersection de la surface donnée et du plan vertical.
Si l'on demande de déterminer sur la droite mp le point de la
surface qui est coté 7,40, on prend la différence entre 7,40 et 5, soit 2,40; on mesure à Téchelle du dessin le segment dont la longueur est 2,40, on porte ce segment sur une perpendiculaire à m/>, et, par l'extrémité de cette perpendiculaire, on mène une droite parallèle à mp ; cette parallèle rencontre la projection du rabattement de la ligne d'intersection de la surface par le plan vertical mp en un point t\ ; en projetant ce point sur mp, on a le point r qui est coté 7, 4o»
Courbes intercalaires. — On peut reproduire cette construction pour un certain nombre de plans verticaux et déterminer sur les projections de ces plans le point coté 7,40? en réunissant tous ces points, on a la ligne de niveau cotée 7,40 et qui est ce qu'on appelle une courbe intercalaire.
Inversement, si l'on donne la projection d'un point, on peut déterminer sa cote en construisant la ligne d'intersection de la surface par un plan vertical qui contient ce point. Généralement, on ne construit pas cette courbe et l'on cote le point approximativement à simple vue.
Construire l'intersection de deux sur/aces topographiques données par leurs lignes de nis^eau-
On prend les lignes de niveau de même cote et leurs points de rencontre; on joint les points ainsi obtenus et l'on a approximativement la ligne d'intersection des deux surfaces.
Intersection d'une droite et d'une surface topo graphique. Par la droite on mène un plan ; on construit la ligne d'intersection de ce plan et de la surface ; la ligne ainsi obtenue rencontre la droite donnée au point où cette droite rencontre la surface topographique donnée.
Intersection d'une courbe et d'une surface topographique. Par les points à cote ronde de la courbe on mène des droites parallèles entre elles et horizontales; ces droites forment les lignes de niveau d'un cylindre horizontal qui a pour courbe directrice la courbe donnée ; on prend l'intersection de ce cylindre avec la surface topographique; cette ligne d'intersection rencontre la courbe donnée aux points cherchés.»
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Lignes d'égale pente. — La pente d^une ligne en un point est la tangente trigonométrique de l'angle que fait avec le plan de comparaison la tangente à cette ligne. Quand les tangentes à la ligne considérée sont également inclinées sur le plan de comparaison, on dit que la ligne est d'égale pente ; les lignes d'égale pente sont des hélices sur leurs cylindres projetants.
Fig. 25i.
A partir d'un point a {fig* aSi) on demande de tracer sur une surface topographique une ligne dont la pente est donnée.
Si la pente est — et si l'équidistance des lignes de niveau est i , on
décrit du point a comme centre, avec un rayon égal au segment qui correspond à /i, un arc de cercle qui rencontre au point b la ligne de niveau immédiatement au-dessous du point a; puis, avec la même ouverture de compas, on décrit du point b un arc de cercle qui rencontre au point c la ligne de niveau immédiatement au-dessous du point 6, et ainsi de suite. En réunissant tous ces points, on obtient approximativement la ligne demandée.
Au point c, on aurait pu marcher vers le point e, où la circonférence décrite du point c comme centre rencontre la ligne de niveau immédiatement inférieure; on aurait ainsi obtenu la ligne abce^ qui présente ce qu'on appelle un lacet.
Entre deux points donnés a, m {fig. 252), tracer une ligne d'égale pente.
Ce problème ne peut se résoudre que par tâtonnement.
On connaît la distance horizontale qui sépare les deux points donnés et la différence de niveau de ces deux points: on a alors, au moyen de ces deux quantités, la pente approximative de la ligne qui joint les deux points a et m; connaissant cette pente, traçons à partir de a une première ligne d'égale pente ^ nous n'ar-
rivons pas au point m : nous aboutissons^ par exemple, au point b. Diminuons la pente de manière à nous rapprocher du point m, à l'extrémité de cette ligne \ nous arrivons au point c. En continuant ainsi, nous dépassons le point m et nous arrivons au point e. A l'aide des points 6, c, e, il est aisé de construire une courbe d'erreur au moyen de laquelle on détermine approximativement le rayon servant à décrire des arcs de cercles qui conduisent au tracé de la ligne demandée.
Sur une droite ox et à partir d'un point o, portons le rayon qui
Fig. 262.
\ lie
--— bJ-i\^L
a servi à déterminer la ligne d'égale pente arrivant au point b\ nous obtenons le point 6, ; élevons la perpendiculaire b^ b' égale à la distance du point b au point m. Faisons la même chose pour 1er point c et enfin pour le point e\ nous devons, dans ce dernier cas, porter la distance em sur une ordonnée placée au-dessous de la droite ox si nous avons placé les premières au-dessus. En réunissant les points 6', c', e', on a une courbe d'erreur qui rencontre la droite ox en un point [jl; c'est avec une ouverture de compas égale à 0[x que l'on trace des arcs de cercles pour déterminer la ligne d'égale pente.
Une ligne de plus grande pente sur une surface topographique est une trajectoire orthogonale des lignes de niveau.
Le plan tangent en un point d'une surface topographique est déterminé par la tangente à la courbe intercalaire qui passe par ce point et par la ligne de plus grande pente. Si le plan tangent au point que Ton considère coupe la surface, celle-ci est à courbures opposées: dans ce cas, lorsque pour un point le plan tangent est horizontal, on dit que Ton a un col.
Par une droite donnée, mener un plan tangent à une surface topographique.
Par les points à cote ronde de la droite (Jig. a53), menons des tangentes aux lignes de niveau de même cote. Ces droites hori-
Fig. 353.
zontales s'appuient sur une droite et sont tangentes à la surface topographique; elles appartiennent alors à un conoïde qui a pour directrices la droite donnée et la surface topographique donnée. Le plan tangent à ce conoïde, mené par la droite, est le plan qui touche cette surface en un point par lequel passe une génératrice singulière; cette droite est parallèle à la génératrice qui lui est infiniment voisine; on doit donc, pour déterminer approximativement le point de contact, prendre parmi ces horizontales deux d'entre elles qui sont voisines et parallèles. On voit sur la figure que les horizontales 6 et 7 sont sensiblement parallèles ; par conséquent, si l'on trace la ligne de contact du conoïde et de la surface topographique, c'est entre le point 6 et le point 7 de cette ligne que se trouve le point de contact du plan tangent demandé. La même solution est applicable lorsqu'au lieu d'une surface
topographique on donne une courbe et qu'on demande le plan tangent à cette courbe mené par une droite donnée.
Mener un plan tangent à une surface topographique par une droite horizontale.
Menons aux lignes de niveau {fig. ^54) des tangentes parallèles à la droite donnée; nous avons les génératrices d'un cylindre ho-
Fig. 254.
rizontal circonscrit à la surface donnée; le plan tangent demandé est tangent à ce cylindre. Coupons ce cylindre par un plan vertical ar\ le plan tangent demandé contient la tangente qui est issue du point a à la courbe d'intersection de ce cylindre par ce plan vertical. Cherchons cette tangente. Pour cela, menons à la courbe d'intersection ar un plan tangent par une droite auxiliaire quelconque tracée à partir du point a; cette droite peut être considérée comme se projetant sur la droite donnée. Portons alors sur la projection de la droite donnée, à partir du point a, des segments égaux dont nous considérons les extrémités comme les points cotés de cette droite auxiliaire : le point a est coté 3, les points suivants seront cotés 4> 5, 6, 7, 8, — Joignons le point 5 de cette droite au point où la droite ar est rencontrée par l'horizontale 5 du cylindre, puis le point coté 6 au point où l'horizontale 6 coupe la droite ar^ et ainsi de suite 5 nous avons des droites horizontales s'appuyant sur la droite auxiliaire projetée suivant ac et sur la courbe d'intersection du cylindre par le plan vertical ar. En appliquant ce que nous venons de dire, on doit chercher deux de ces horizontales qui soient successives et sensiblement parallèles entre elles ; c'est entre les points de rencontre de ces droites avec ar que se trouve le point de contact du plan mené par la droite ac langenliellement à la courbe projetée suivant ar. Par le point ainsi obtenu on mène une parallèle à la droite donnée, elle rencontre
la ligne de contact de la surface topographique et du cylindre circonscrit en un point qui est le point de contact du plan tangent demandé.
Cône circonscrit. — Un point est donné par sa projection cotée : on demande le cône qui a pour sommet ce point et gui est circonscrit à une surface topographique donnée.
On peut, par le point donné, mener des plans verticaux, construire les rabattements des sections de la surface topographique par ces plans et, au moyen de ces rabattements, construire les tangentes à ces courbes issues du point donné, relever ces courbes et le point de contact de ces tangentes ; on détermine ainsi les points de contact de la surface topographique avec des tangentes issues du point donné et situées dans les plans verticaux menés à partir de ce point. En réunissant tous ces points de contact, on a la courbe de contact du cône circonscrit.
On peut encore mener par le point donné des droites quelconques j par ces droites on mène des plans tangents à la surface topographique, et les points de contact de ces plans tangents appartiennent à la courbe de contact du cône circonscrit qui a pour sommet le point donné.
Enfin, on peut opérer en n'employant {Jîff- 2d5) qu'une droite
Fig. 255.
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menée à partir du point donné s. Par s menons un plan vertical ; ce plan coupe la surface suivant une certaine courbe; nous pouvons, par la droite arbitraire menée du point 5, construire un plan tangent à cette courbe et déterminer le point de contact de ce plan tangent.
En faisant usage de la même droite arbitraire, on peut, au moyen
d'une construction analogue, déterminer le point de contact du plan tangent, mené par cette droite, à une autre section faite dans la surface topographique par un plan vertical mené par le point 5; et, en recommençant la construction pour un certain nombre de sections verticales, on a une suite de points de contact des tangentes menées du point 5 à la surface topographique. La réunion de tous ces points forme la courbe de contact du cône circonscrit dont le sommet est au point donné s.
On demande le point de cette courbe de contact situé sur une zone limitée à deux lignes de niveau données. Pour cela, on prend sur la droite arbitraire menée par le point s les points ayant mêmes cotes que ces lignes de niveau et l'on trace une droite sab\ on joint le point a où cette droite rencontre l'une des lignes de niveau au point à même cote sur la droite menée à partir du points. De même, on joint le point b au point à même cote sur cette même droite. On obtient ainsi deux droites. On fait tourner la ligne sab autour du point s jusqu'à ce que ces deux droites soient parallèles entre elles, et alors c'est entre le point a et le point b que se trouve le point de contact cherché.
Ce que nous venons de dire pour un cône circonscrit peut se répéter sans beaucoup de modifications lorsqu'on demande un cylindre circonscrit à une surface topographique.
Lignes de plus grande pente. — En Topographie, on ne représente pas toujours les surfaces par des lignes de niveau ; on trace, entre les lignes de niveau, des portions de lignes de plus grande pente dont Tespacement et l'épaisseur du trait dépendent de la plus ou moins grande inclinaison de la portion de terrain renfermée entre les deux lignes de niveau que l'on considère ; ces lignes sont appelées des hachures. Puis on répète le même tracé entre deux lignes de niveau successives, en ayant soin de ne pas faire correspondre ces lignes de plus grande pente, de telle sorte que, si l'on conserve simplement les hachures sur la feuille du dessin, il soit possible de retrouver les lignes de niveau.
On voit qu'il est important de connaître la manière dont sont dirigées les lignes de plus grande pente sur les surfaces, puisque c'est par des portions de lignes de plus grande pente qu'on représente les surfaces en Topographie.
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Il peut y avoir, à partir d'un point, une infinité de lignes de plus grande pente; c'est ce qui arrive, par exemple, quand on considère le point de rencontre d'une surface de révolution avec son axe.
Cherchons comment sont dirigées les projections des lignes déplus grande pente d'un ellipsoïde dont un axe est vertical. Les lignes de niveau sont alors des ellipses homothé tiques. Prenons leurs projections. Parmi ces nouvelles ellipses il y en a une infiniment petite qui se confond avec le centre de toutes ces courbes. Nous allons faire voir que, si, à partir d'un point quelconque m {fig. 256) de l'ellipse M, on trace la ligne de plus grande pente
Fig. a56.
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qui, en projection, est une trajectoire orthogonale de toutes ces ellipses homothétiques, cette ligne vient au centre o de ces ellipses tangentiellement à leur grand axe.
Le point o est un point de cette ligne, puisqu'il y a une ellipse infiniment petite réduite à ce point. Joignons le point o à un point a de cette ligne, lequel, est situé à l'intérieur de l'ellipse M; on a une droite qui rencontre M en un point /> qui est entre le point m et l'extrémité a du grand axe. Gela se voit facilement en considérant d'abord le point m' (*) de la ligne de plus grande pente, qui est infiniment voisin de m : l'élément mm', normal à M, se trouve dans l'angle aigu que fait le diamètre onJ avec M; /?' étant le point de rencontre de om^ et de M, ce point est alors entre m et a. Ceci peut se répéter successivement pour les différents points de la ligne de plus grande pente qui sont de plus en plus près de o. Ainsi, pour le point b à l'intérieur de l'ellipse qui contient le point
(') Sur la figure, nous n'avons pas tracé la droite om'p'.
a, on a un rayon vecteur ob qui rencontre l'ellipse M en un point situé entre le point/? et le point a, et ainsi de suite. A mesure qu'on se rapproche du point o, on a, en joignant le point o à ces diffërents points, des rayons vecteurs qui rencontrent l'ellipse M en des points qui se rapprochent du point a.
Au point 6, la tangente à la ligne de plus grande pente est parallèle à la normale au point q à l'ellipse M, où le rayon vecteur ob rencontre M; en effet, puisque toutes les ellipses lignes de niveau de la surface sont homothétiques, la tangente au point b à l'ellipse qui contient ce point est parallèle à la tangente au point çr, et alors, au point 6, la ligne de plus grande pente qui rencontre à angle droit l'ellipse qui contient le point b doit avoir pour tangente une parallèle à la normale au point q à l'ellipse M.
Si le rayon vecteur ob tourne autour du point o de manière à se rapprocher de oa, la droite ob tend à devenir la tangente au point o à la projection de la ligne de plus grande pente: elle devient cette tangente lorsque le rayon vecteur est normal à l'ellipse M. Cette normale est oa; donc oa est la tangente en o à la projection de la ligne de plus grande pente.
Ce que nous venons de dire pour le point m, qui est arbitraire sur l'ellipse M, peut se répéter pour tous les points de cette courbe, excepté pour le point [3, qui est l'extrémité du petit axe; la droite ofi est, du reste, la projection d'une ligne de plus grande pente. On voit donc qu'il y a sur la surface une infinité de lignes de plus grande pente qui convergent vers le point o, tangentiellement au grand axe o a.
Prenons maintenant un hyperboloïde dont un axe est vertical et projeté en o. Coupons cet hyperboloïde par des plans horizontaux et projetons les lignes de niveau ainsi obtenues. On a une série d'hyperboles homothétiques. Si nous partons d'un point de l'une des asymptotes de ces courbes et si nous traçons la ligne de plus grande pente, nous trouvons une ligne faisant un angle droit avec cette asymptote et rencontrant successivement à angle droit toutes les hyperboles; par conséquent une ligne qui s'écarte du centre commun o de toutes ces courbes. On a donc une série de lignes de plus grande pente ; mais il n'y a que les deux lignes de plus grande pente, projetées suivant les axes de toutes ces hyper-
boles, qui sont des lignes passant par le point o. On rencontre ici pour le centre o un point analogue aux points des surfaces topographiques pour lesquels il y a un col; on distingue facilement les cols sur une carte topographique : ce sont les points autour desquels il n'y a pas de hachures.
Emploi des snrfaces topographiques ponr la représentation des Tables. — Une Table à simple entrée, c'est-à-dire une Table contenant deux colonnes de nombres, les nombres de Tune des colonnes correspondant aux nombres de l'autre colonne, peut être représentée par une courbe.
Appelons j' le nombre de Tune des colonnes; cette valeur de y peut être donnée par la valeur d'une certaine fonction /(^), où x est le nombre de l'autre colonne. On peut tracer la courbe j'=/(j:r), et la considérer comme la représentation de la Table à simple entrée.
Si, par exemple, on prend la Table de logarithmes, on n'a qu'à construire une courbe dont les ordonnées sont les logarithmes des nombres représentés par des segments de l'axe des abscisses, et la courbe obtenue ainsi, la logarithmique ^ peut remplacer la Table de logarithmes.
On peut aussi employer une simple droite cotée. On porte sur une droite, à partir d'un de ses points, des longueurs proportionnelles aux logarithmes des nombres et l'on inscrit ces nombres aux extrémités de ces segments. Cette échelle cotée peut être considérée comme représentant la Table de logarithmes ; elle est employée dans l'instrument appelé règle à calculs.
Considérons une Table à double entrée : la Table de multiplication, par exemple; elle donne le produit z de deux nombres
On peut représenter la Table de multiplication au moyen de la surface dont l'équation est
(I) z-=xy.
Cette surface est un paraboloïde hyperbolique, et pour la représenter on peut faire usage de la méthode des projections cotées. En prenant différentes valeurs de 5, on a des lignes de niveau dont
les équations sont
c'est-à-dire que, pour représenter la Table de multiplication, on a (les lignes de niveau qui sont des hyperboles. La figure formée par Tensemble de toutes ces hyperboles peut remplacer la Table de multiplication.
Pour faire le produit de deux nombres, on cherche le point du plan qui a pour coordonnées ces nombres : il est sur une hyperbole dont la cote donne le produit cherché.
Anamorphose. — M. Léon Lalanne a eu Tidée de faire une ana~
morphose (') de cette figure.
Voici quelques mots d'explication à ce sujet :
Prenons les logarithmes des deux membres de l'équation (i),
on a
\ogz = loga^-i-logj; en posant
\ogx = x', Iog7=/, il vient
(-}.) loçrz^œ'-t-/.
Prenons maintenant pour coordonnées x' et j^', c'est-à-dire que sur les axes des x et desj>^ on a l'échelle logarithmique dont nous venons de parler. Pour une valeur de z, l'équation (2) correspondant à cette valeur représente une droite perpendiculaire à la bissectrice de l'angle des axes; les hyperboles précédentes sont alors transformées en droites parallèles entre elles, et, en opérant comme précédemment, on obtient le produit de deux nombres en cherchant la cote de la droite qui contient le point dont les coordonnées correspondent aux deux nombres donnés.
(') Mémoire sur les Tables graphiques et sur la Géométrie anamôrpkique appliquée à diverses questions qui se rattachent à l'art de l'ingénieur, par M. Léon Lalanne {Annales des Ponts et Chaussées^ 18^6). A l'occasioo de l'Exposition universelle de 1878, le Ministère des Travaux publics a publié des Notices relatives aux travaux des ponts et chaussées qui renferment un très intéressant résumé historique, dû à M. Léon Lalanne, et qui a pour titre Méthodes graphiques pour l'expression des lois empiriques ou mathématiques à trois variables avec des applications à Vart de l'ingénieur et à la résolution des équations numériques d'un degré quelconque.
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La surface topographique employée mainteDant est une surface cylindrique. La projection cotée de cette surface forme un Tableau qui remplace la Table de multiplication. M. Lalanne a construit ce Tableau en i843, et lui a donné le nom à^ abaque ou compteur universel.
Emploi de deux surfaces topographiqnes qui représentent deux fonctions. — On peut employer les surfaces topographiques pour déterminer deux des quantités qui entrent dans deux relations telles que
et
Si, par exemple, on donne à .3 et à Z deux certaines valeurs, on peut se proposer de trouver les valeurs correspondantes pour x et y. Pour cela, on représente la surface topographique que l'on obtient en donnant à z différentes valeurs ; on a une suite de courbes correspondant à une équation telle que
f^^^y) = const.,
qui sont les projections des lignes de niveau de cette surface. On, opère de même pour Fautre équation : on a les lignes de niveau de l'autre surface. On prend les points de rencontre des lignes de niveau dont Tune correspond à la valeur de z et l'autre à la valeur de Z, et les coordonnées de ces points de rencontre sont les valeurs cherchées de ûc et de^.
Représentation des lois naturelles. — Au moyen des surfaces topographiques, on représente aussi les lois naturelles, par exemple la loi des températures pour un lieu déterminé; on en trouve un exemple frappant dans Y Appendice à la Météorologie de Kaemtz ( * ). La figure construite par M. Léon Lalanne correspond à la température de la ville de Halle, déterminée pour les mois de Tannée et pour les différentes heures du jour : les abscisses correspondent aux mois, les ordonnées aux heures; les courbes tracées sont les courbes d'égale température, et l'ensemble de ces
(') Voir la traduclion de M. Go. Martijis.
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courbes forme une surface topographique sur laquelle on voit facilement le point pour lequel la température est maximum à une certaine époque de Tannée et, en général, tout ce qui est relatif aux variations de la température de la ville de Halle.
Avec les surfaces topographiques et leur emploi, nous avons achevé de traiter toutes les questions qui figurent dans le programme du Cours de Géométrie descriptive.
Les matières développées dans la deuxième Partie complètent l'étude des modes de représentation des corps supposés éclairés.
Dans cette deuxième Partie, j'ai cherché à apporter l'unité de méthode dans les démonstrations en faisant usage de propositions de Géométrie cinématique.
Les éléments de Géométrie cinématique, préambule naturel de la Cinématique, et leur application à l'Optique, ont été introduits dans ce Cours, afin que dans son ensemble il constituât V Enseignement géométrique de l'École Polytechnique.
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		AVERTISSEMENT

		VI AVERTISSEMENT

		PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION

		PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION. IX

		X PRÉFACE DE LA PREMIERE ÉDITION

		PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION. XI

		REPRÉSENTATION DES CORPS

		XIV TABLE DES MATIERES

		COURBES PLANES

		SURFACES ENVELOPPES. - SURFACES RÉGLÉES

		XVI TABLE DES MATIERKS

		APPLICATIONS DE L4 THÉORIE DE LA COURBURE DBS SURFACES

		XVIII TABLE DBS MATIÈRES

		CONTENUES DANS LES SUPPLÉMENTS AUX LEÇONS

		TABLB DES MATIERES. XIX

		PREMIÈRE LEÇON

		DEUXIÈME LEÇON

		tf

		PERSPECTIVE LINÉAIRE CONIQUE

		TT

		PERSPECTIVE D'UNE ÉLÉVATION

		PREMIERE PARTIE

		IT

		PERSPECTIVE D UNE ELEVATION

		PREMIERE PARTIE

		SIXIÈME LEÇON

		SEPTIÈME LEÇON

		SUPPLÉMENT A LA SEPTIÈME LEQON

		DIXIÈME LEÇON

		SUPPLÉMENT A LA DIXIÈME LEÇON

		PERSPECTIVE

		COURBES PLANES. - GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE

		SUPPLÉMENT A LA QUINZIÈME LEÇON

		VA

		SURFACES ENVELOPPES. — SURFACES RÉGLÉES

		SURFACES ENVELOPPES

		SURFACES ENVELOPPES

		DIX-SEPTIÈME LEÇON

		LEÇON D'OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE

		DIX-HUITIEME LEÇON

		LEÇON D OPTIQUE GEOMETRIQUE

		I II

		SUPPLÉMENT A LA DIX-HUITIÈME LEÇON

		NOMS DES AUTEUBS QUI ONT TRAITÉ DE LA SURFACE DE L'ONDE

		DIX-NEUVIÈME LEÇON

		RACCORDEMENT DES SURFACES RÉGLÉES

		RACCORDEMENT DES SURFACES REGLEES

		SUPPLÉMENT A LA DIX-NEUVIÈME LEÇON

		DIX-NEUVIEME LEÇON

		CC2= C

		THÉORÈME SUR LES NORHALIES

		THÉORÈME SUR LES NORHALIES

		RT^O' = """ (-HT ^ -RT

		VINGT ET UNIÈME LEÇON

		SUPPLÉMENT A LA VINGT ET UNIÈME LEQON

		THÉORÈME DES TANGENTES CONJUGUÉES : CONSÉQUENCES ET APPLICATIONS

		CONSÉQUENCES DU TIIEORÈHE DES TANGENTES CONJUGUÉES

		CONSÉQUENCES OU THÉORÈME DES TANGENTES CONJUGUÉES

		DROITES DE COURBURE

		SUPPLÉMENT A LA VINGT-DEUXIÈME LEQON

		LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE

		THÉORÈME DE DUPIN SUR LES SURFACES ORTHOGONALES

		VINGT-TROISIÈME LEÇON

		CONSTRUCTIONS DBS LIGNES D OMBRE

		CONSTRUCTIONS DES LIGNES D*OMBRE

		TANGENTE A LA LIGNE D OMBRE

		SUPPLÉMENT A LA VINGT-TROISIÈME LEQON

		VINGT-QUATRIÈME LEÇON

		SUPPLÉMENT A LA VINGT-QUATRIÈME LEÇON

		TRIANGULAIRE

		VINGT-SIXIEME LEÇON

		SUPPLÉMENT A LA VINGT-SIXIÈME LEÇON

		VINGT-SEPTIÈME LEÇON

		SURFACE D^ÊGALE PENTE. — SURFACES GAUCHES

		PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE

		VINGT-NEUVIÈME LEÇON

		GÉNÉRATRICES SINGULIÈRES DU CONOÏDE

		SUPPLÉMENT A LA VINGT-NEUVIÈME LEÇON

		GÉNÉRATRICES SINGULIÈRES DE SURFACES GAUCHES

		TRENTIÈME LEÇON

		BIAIS PASSÉ GAUCHE

		est égal au segment 3-|jl

		SUPPLÉMENT A LA TRENTIÈME LEQON

		TRENTE ET UNIÈME LEÇON

		L -i-Ll

		Sources et licence





